
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO

POSGRADO EN CIENCIAS MATEMÁTICAS

Teoremas de rigidez de variedades riemannianas
en formas espaciales

TESIS

QUE PARA OPTAR EL GRADO DE

DOCTOR EN CIENCIAS

P R E S E N T A: JOSUÉ MELÉNDEZ SÁNCHEZ

DIRECTOR DE TESIS:

DR. OSCAR ALFREDO PALMAS VELASCO
FACULTAD DE CIENCIAS, UNAM

COMITÉ TUTOR:

DR. FEDERICO SÁNCHEZ BRINGAS
FACULTAD DE CIENCIAS, UNAM

DRA. MARTHA ÁLVAREZ RAMÍREZ
POSGRADO EN CIENCIAS MATEMÁTICAS

MÉXICO, D. F. 26 AGOSTO 2013



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



A G R A D E C I M I E N T O S

Quiero  agradecer  a  Federico  Sánchez  Bringas,  Eugenio  Garnica 

Vigil, Gabriel Ruiz Hernández, Luis Hernández Lamoneda, y por 

supuesto a mi director de tesis Oscar Palmas Velasco, por todos 

sus  comentarios,  observaciones  y  sugerencias  que  hicieron 

acerca de la tesis y que me libraron de numerosos errores. No 

hace falta decir que los errores que resten son responsabilidad 

mía y solo mía.

Agradezco a mis padres, Carmela y Noé, que trabajaron tanto para 

darnos a mí y a mis hermanos la educación que ellos no tuvieron. 

No puedo concluir esta sección sin dar las gracias a mi hija y a 

mi esposa por su paciencia y apoyo a lo largo de este trabajo, 

sin los cuales no hubiera sido posible.



Esta tesis fue realizada gracias al Programa de Apoyo a

Proyectos  de  Investigación  e  Innovación  Tecnológica

(PAPIIT) de la UNAM con claves de proyecto IN 103110

bajo el nombre Teoría de hipersuperficies III e IN 113713

bajo  el  nombre  Geometría  de  subvariedades  IV.

Agradezco a la DGAPA-UNAM los apoyos recibidos





Contenido

Introducción 5

1 Preliminares 9

2 Hipersuperficies en la esfera unitaria 15

2.1 Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 Algunos teoremas de rigidez conocidos . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3 Resultados aportados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.4 Hipersuperficies de rotación con Hk = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.4.1 Operador L1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.4.2 Una aplicación del principio del máximo de Omori . . . . . . . 35
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Introducción

Esta tesis está dividida en cuatro partes. La primera parte consiste de los preliminares
de nuestro trabajo y resultados que ocuparemos posteriormente. La segunda parte y
más extensa se refiere a resultados de hipersuperficies inmersas en una esfera unitaria.
Nuestro principal objetivo es caracterizar los productos de esferas, también llamadas
hipersuperficies de Clifford. Es conocido que toda hipersuperficie en Sn+1(1) con dos
curvaturas principales constantes es una de estas. En general, las hipersuperficies con
curvatura media o escalar constante en las formas espaciales se encuentran entre los
objetos más estudiados en la geometŕıa diferencial. Aunque se sabe que existe una
infinidad de éstas, también se sabe que al imponer ciertas condiciones adicionales se
puede obtener clases con pocas hipersuperficies, salvo isometŕıas del espacio ambiente.
Por ejemplo, en el caso de las hipersuperficies con curvatura media constante en
la esfera unitaria, los teoremas de rigidez datan de los trabajos clásicos de Simons
[26], Lawson [13], aśı como Chern, do Carmo y Kobayashi [10]. Estos resultados se
pueden agrupar de la manera siguiente: Si el cuadrado de la norma de la segunda
forma fundamental |A|2 de una variedad compacta Mn inmersa en Sn+1 de mane-
ra mı́nima satisface que |A|2 ≤ n, entonces |A|2 ≡ 0 y la inmersión es totalmente
geodésica, o bien |A|2 ≡ n y la imagen de la inmersión es el producto de esferas

Mm,n−m = Sm(
√

m
n
)× Sn−m(

√
n−m
n

), para algún entero m con 1 ≤ m ≤ n− 1.

Más de veinte años después, Alencar y do Carmo [1] extendieron este resultado
al caso de inmersiones con curvatura media constante H, usando una fórmula tipo
Simons para el laplaciano del cuadrado de la norma |ϕ|2 del operador ϕ = HI − A,
donde A es el operador asociado a la segunda forma fundamental. Demostraron
que si |ϕ|2 está acotada por arriba por cierta constante BH que depende sólo de H,
entonces |ϕ|2 ≡ 0 y la inmersión es totalmente umb́ılica o |ϕ|2 ≡ BH y la imagen de
la inmersión es Mm,n−m cuando H = 0 o un H(r)-toro S1(r) × Sn−1(

√
1− r2) con

H ̸= 0. W. Santos [24] extendió este resultado al caso de codimensión arbitraria.

Bajo ciertas hipótesis análogas a las mencionadas arriba, caracterizamos los pro-
ductos de esferas Sk(r)× Sn−k(

√
1− r2), para un entero k dado, con 1 ≤ k ≤ n− 1.

De este modo, nuestro objetivo es extender el teorema dado en [1]. Más precisamente,
a continuación enunciaremos nuestros principales resultados.
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6 CONTENIDO

En el caso en que la hipersuperficie es compacta tenemos (Teorema 2.3):

Sea Mn una hipersuperficie compacta orientada y conexa inmersa en Sn+1(1) con
curvatura media constante H. Dado un entero k con 1 ≤ k ≤ n− 1, si se cumple que

|ϕ|2 ≤ BH,k y tr(ϕ3) ≤ Cn,k|ϕ|3

donde BH,k y Cn,k son constantes dadas por (2.3) y (2.4), respectivamente. Entonces
|ϕ| ≡ 0 y Mn es totalmente umb́ılica, o bien |ϕ|2 ≡ BH,k y Mn es un toro de Clifford
mı́nimo (H = 0) o Mn es el producto Sn−k(r)× Sk(

√
1− r2) con r2 < n−k

n
(H ̸= 0).

Si se considera el resultado anterior para k = 1, la segunda desigualdad que se
tiene como hipótesis no es necesaria y se tendŕıa el teorema dado por Alencar y do
Carmo, ver el Teorema 2.2.

Al analizar la demostración del resultado obtenido por Alencar y do Carmo, ob-
servamos que ellos utilizaron el llamado Lema de Okumura, ver la desigualdad (2.2)
y, también ver [1] para más detalles. En nuestro caso, es importante mencionar que
un punto clave para la demostración del Teorema 2.3 es hacer uso del Lema 2.7 para
obtener los productos de esferas Sn−k(r)× Sk(

√
1− r2), para 1 ≤ k ≤ n− 1.

Damos una caracterización sobre las hipersuperficies k-mı́nimas, es decir, Hk = 0
donde Hk es la k-ésima curvatura media, y con dos curvaturas principales de multi-
plicidad n− 1 y 1 (Proposición 2.16):

Sea Mn una hipersuperficie k-mı́nima completa en Sn+1(1) con dos curvaturas
principales tal que la multiplicidad de una de ellas es simple. Si

|A|2 ≥ n(k2 − 2k + n)

k(n− k)
o bien |A|2 ≤ n(k2 − 2k + n)

k(n− k)

entonces |A|2 = n(k2−2k+n)
k(n−k)

y Mn es isométrica a S1
(√

k
n

)
× Sn−1

(√
n−k
n

)
.

De esta manera, con ayuda del principio del máximo de Omori y técnicas usadas
en [4], demostramos el siguiente resultado (Teorema 2.17):

Sea Mn una hipersuperficie de rotación k-mı́nima completa en Sn+1(1) con cur-
vatura escalar constante. Entonces, |A|2 ≡ 0 y M es totalmente geodésica o bien,

max
M

|A|2 ≥ n(k2 − 2k + n)

k(n− k)
.

Más aún, si se cumple la igualdad arriba, entonces M es S1
(√

k
n

)
×Sn−1

(√
n−k
n

)
.

Utilizando ideas de Aĺıas y Garćıa-Mart́ınez [3] y el principio del máximo clásico de
Omori-Yau, en la tercera parte demostramos algunos resultados de rigidez similares a
los mencionados anteriormente cuando el espacio ambiente es un espacio de curvatura
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constante, con el propósito de continuar caracterizando a las hipersuperficies con dos
curvaturas principales de multiplicidades k, n− k (Teorema 3.2):

Sea Mn una hipersuperficie completa orientada y conexa en una forma espacial
Mn+1

c , con c = 0, 1,−1, n ≥ 3 y curvatura media constante H tal que H2 + c > 0.
Dado un entero 1 < k < n

2
, asumiendo que tr(ϕ3) ≤ Cn,k|ϕ|3 en Mn. Entonces

sup |ϕ| = 0 y M es totalmente umb́ılica, o bien sup |ϕ|2 ≥ BH,k,c. Además, si
sup |ϕ|2 = BH,k,c y este supremo se alcanza en algún punto de Mn si y sólo si

(a) c = 0 y M es un cilindro circular Rk × Sn−k(r) con r > 0,

(b) c = 1 y M es o bien un toro mı́nimo de Clifford o es el producto Sn−k(r) ×
Sk(

√
1− r2) con r2 < n−k

n
si H ̸= 0.

(c) c = −1 y M es un cilindro hiperbólico Hk(−
√
1 + r2)× Sn−k(r) con r > 0.

Para el caso c = 1, el resultado de arriba queda escrito de la siguiente manera:
si Mn está inmersa en Sn+1(1) con curvatura media constante y tr(ϕ3) ≤ Cn,k|ϕ|3.
Supongamos además que sup |ϕ|2 = BH,k y este supremo se alcanza en M . Entonces
M es un producto de esferas.

Analizando el cuadrado de la norma de la segunda forma fundamental de hiper-
superficies de rotación, inmersas en la esfera unitaria, mostramos que la condición
sobre la traza de ϕ3 is necesaria en nuestros resultados (Proposición 3.6):

Para cada entero k con 1 < k < n y H ≥ 1/
√
2n− 1, existe una hipersuperfi-

cie completa Mn en Sn+1(1) con curvatura media H tal que sup |ϕ|2 = BH,k y este
supremo se alcanza en algún punto de M , y el cual no es un producto de esferas.

Finalmente, utilizando resultados de [24], en la cuarta parte extendemos nuestro
primer resultado (Teorema 2.3) al caso de codimensión arbitraria, reemplazando la
condición de la curvatura media constante por la hipótesis natural de que el vector
de curvatura media h sea paralelo (Teorema 4.1).





Caṕıtulo 1

Preliminares

El laplaciano de un tensor simétrico

Sea {ω1, . . . ωn} el marco dual asociado a un marco ortonormal local {e1, . . . , en}
definido sobre una variedad riemanniana Mn. Entonces podemos escribir las ecua-
ciones de estructura de M como

dωi =
∑
j

ωij ∧ ωj, ωij + ωji = 0,

dωij =
∑
k

ωik ∧ ωkj + Ωij, (1.1)

donde

Ωij = −1

2

∑
k,l

Rijkl ωk ∧ ωl

y Rijkl son las componentes del tensor de curvatura de M ,

Rijkl +Rijlk = 0.

Consideremos un tensor ϕ =
∑

i,j ϕijωi ⊗ ωj simétrico definido en una variedad
riemanniana Mn. Calcularemos el laplaciano de este tensor.

La primera y segunda derivada covariante de ϕij están definidas respectivamente
por ∑

k

ϕijkωk = dϕij +
∑
k

ϕkjωki +
∑
k

ϕikωkj, (1.2)∑
l

ϕijklωl = dϕijk +
∑
m

ϕmjkωmi +
∑
m

ϕimkωmj +
∑
m

ϕijmωmk.

9



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

A continuación, explicamos la notación de las derivadas covariantes. Primero, dϕij es
la diferencial usual de ϕij dada por dϕij(X) = X(ϕij), donde X es cualquier campo
vectorial tangente a M . En particular, también observemos que las componentes de
la primera derivada covariante están dadas por

ϕijk = ek(ϕij) +
∑
k

ϕkjωki(ek) +
∑
k

ϕikωkj(ek).

Si el marco {e1, . . . , en} es geodésico en un punto p ∈ M , tenemos que la primera
derivada de la componente ϕij con respecto al vector ek es simplemente ϕijk(p) =
ek(ϕij)(p), puesto que ωij(ek)(p) = ⟨∇ekei, ej⟩(p) = 0.

Análogamente, dϕijk es la diferencial usual de la componente ϕijk, aśı que dϕijk(X) =
X(ϕijk) y, la segunda derivada covariante en un marco geodésico está dado por
ϕijkl(p) = el(ϕijk)(p).

Al calcular la derivada exterior de (1.2) con ayuda de la segunda ecuación de
estructura se tiene ∑

l,k

ϕijkl ωl ∧ ωk =
∑
k

ϕklΩki +
∑
k

ϕikΩkj. (1.3)

Al evaluar la ecuación anterior en (ek, el) y utilizando nuevamente las ecuaciones (1.1)
obtenemos

ϕijkl − ϕijlk = −
∑
m

ϕmjRmilk −
∑
m

ϕimRmjlk.

El laplaciano del tensor ϕij está definido por
∑
k

ϕijkk,

∆ϕij =
∑
k

ϕijkk

=
∑
k

(ϕijkk − ϕikjk) +
∑
k

(ϕikjk − ϕikkj) +
∑
k

(ϕikkj − ϕkkij) +

(∑
k

ϕkk

)
ij

=
∑
k

(ϕijkk − ϕikjk) +
∑
k

(ϕikkj − ϕkkij) +

(∑
k

ϕkk

)
ij

−
∑
m,k

ϕmkRmikj −
∑
m,k

ϕimRmkkj.

Supongamos adicionalmente que ϕ satisface la ecuación de Codazzi: ϕijk = ϕikj.
Tenemos que

ϕijkk − ϕikjk = 0, ϕikkj − ϕkkij = 0,
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ya que ϕij es simétrico. Por lo tanto,

∆ϕij =

(∑
k

ϕkk

)
ij

−
∑
m,k

ϕmkRmikj −
∑
m,k

ϕimRmkkj. (1.4)

Si |ϕ|2 =
∑
i,j

ϕ2
ij y trϕ =

∑
i

ϕii. Entonces de la ecuación (1.4) se tiene

1

2
∆|ϕ|2 =

∑
i,j,k

ϕ2
ijk +

∑
i,j

ϕij∆ϕij (1.5)

=
∑
i,j,k

ϕ2
ijk +

∑
i,j

ϕij(trϕ)ij −
∑

i,j,m,k

ϕijϕmkRmikj −
∑

i,j,m,k

ϕijϕimRmkkj.

Eligiendo un marco {e1, . . . , en} tal que ϕij = µiδij entonces (1.5) se simplifica a

1

2
∆|ϕ|2 = |∇ϕ|2 +

∑
i

µi(trϕ)ii +
1

2

∑
i,j

Rijij(µi − µj)
2, (1.6)

donde |∇ϕ|2 =
∑

i,j,k ϕ
2
ijk.

Inmersiones con curvatura media constante

Consideremos una variedad orientada Mn inmersa en un espacio simplemente conexo
y de curvatura constante c, es decir, una forma espacial. A partir de la ecuación
(1.4), se puede calcular el laplaciano de las curvaturas principales ∆λi. Para esto
denotemos por H la curvatura media y por A el operador de forma de M , para
alguna orientación. Por la ecuación de Gauss, Rijij = c+λiλj. Si la curvatura media
es constante tenemos:

∆λi = −
∑
k

λiRkiki −
∑
k

λiRikki

= −
∑
k

λk(c+ λkλi) +
∑
k

λi(c+ λkλi)

= −cnH − |A|2λi + cnλi + nHλ2
i

donde ϕij = δijλi y |A|2 =
∑

i λ
2
i . Aśı,

∆λi = (cn− |A|2)λi + nH(λ2
i − c).

En particular, si la hipersuperficie es mı́nima

∆λi = (cn− |A|2)λi.
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En esta tesis estamos considerando, como una de nuestras hipótesis, el hecho de que
la norma del operador de forma |A|2 está acotada. Es quizá una de las razones del por
qué estaremos interesados en calcular el laplaciano ∆|A|2. De esta manera, usando
la identidad 1

2
∆(f 2) = |∇f |2 + f∆f , tenemos que:

1

2
∆|A|2 =

1

2

∑
i

∆λ2
i

=
∑
i

|∇λi|2 +
∑
i

λi∆λi

=
∑
i

|∇λi|2 + (cn− |A|2)|A|2.

Observemos que, en este caso, el cuadrado de la norma de la derivada covariante del
operador de forma A puede ser escrito como

|∇A|2 =
∑
i

|∇λi|2.

De hecho, para el tensor ϕ la derivada covariante ∇ϕ : X(M) × X(M) → X(M) se
define como

∇ϕ(X,Y ) = (∇Y ϕ)X = ∇Y (ϕX)− ϕ(∇YX).

Luego, 1
2
∆|A|2 puede ser escrito como:

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 + (cn− |A|2)|A|2.

En el caso H ̸= 0, es mejor considerar el operador lineal

⟨ϕX, Y ⟩ = ⟨HX,Y ⟩ − ⟨AX, Y ⟩,

y analizar |ϕ|2 en vez de |A|2.
Notemos que los valores propios de ϕ son de la forma µi = H − λi, donde λi son

las curvaturas principales de M . Es fácil ver que ϕ es simétrico, con traza cero y que

|ϕ|2 =
∑
i

(H − λi)
2 =

1

2n

∑
i,j

(λi − λj)
2.

Observemos que |ϕ|2 ≡ 0 si y sólo si Mn es totalmente umb́ılica. Este operador ha
sido utilizado por varios autores, [1], [19], [29], y también nos será de gran utilidad a
lo largo de esta tesis. Para esto calcularemos el laplaciano ∆|ϕ|2 de |ϕ|2 a partir de
(1.6). Ver [1] y [19] para el caso c = 1.
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Sea {e1, . . . , en} un marco ortonormal el cual diagonaliza a A y por lo tanto
también diagonaliza a ϕ en cada punto de Mn. Como H es constante se sigue que ϕ
satisface la ecuacion de Codazzi. De la ecuación (1.6), tenemos que

1

2
∆|ϕ|2 = |∇ϕ|2 + 1

2

∑
i,j

Rijij(µi − µj)
2, (1.7)

donde |∇ϕ|2 =
∑

i,j,k ϕ
2
ijk con trϕ = 0.

Escribimos las curvaturas seccionales en términos de los valores propios µi’s. Por
definición de ϕ y por la ecuación de Gauss tenemos

Rijij = c+ λiλj = c+ µiµj −H(µi + µj) +H2. (1.8)

Puesto que la traza de ϕ es cero, es fácil ver que

1

2

∑
i,j

(c+ µiµj)(µi − µj)
2 = nc

∑
i

µ2
i −

(∑
i

µ2
i

)2

(1.9)

y también que
1

2

∑
i,j

(µi + µj)(µi − µj)
2 = n

∑
i

µ3
i . (1.10)

Usando (1.8)-(1.10) en (1.7) y como 2n|ϕ|2 =
∑

i,j(µi − µj)
2, obtenemos

1

2
∆|ϕ|2 = |∇ϕ|2 − |ϕ|4 + n(H2 + c)|ϕ|2 − nH

∑
i

µ3
i . (1.11)

Lema 1.1. Sea Mn una hipersuperficie inmersa en una forma espacial Mn+1
c (n+1)-

dimensional con curvatura media constante H. Entonces, el laplaciano de 1
2
|ϕ|2 está

dado por la expresión (1.11), donde ϕ = HI − A y µi son los valores propios de ϕ.





Caṕıtulo 2

Hipersuperficies en la esfera
unitaria

Sea Mn una variedad orientable y conexa. Sea f : M → Sn+1(1) una inmersión
isométrica de Mn en la esfera unitaria Sn+1(1) ⊂ Rn+2. Nuestro objetivo es imponer
condiciones sobre la traza de A, A2 y A3 para obtener algunos resultados de rigidez
para hipersuperficies en Sn+1(1).

2.1 Ejemplos

Puesto que en este caṕıtulo consideraremos principalmente inmersiones isométricas
con curvatura media constante, daremos algunos ejemplos de las hipersuperficies que
nos interesan y que caracterizaremos en el Teorema 2.3.

Ejemplo 1: Hipersuperficies de Clifford

Un toro de Clifford de dimensión n en Sn+1(1) es obtenido al considerar las inmer-
siones usuales Sn−k(r) ⊂ Rn−k+1, Sk(

√
1− r2) ⊂ Rk+1, r ∈ (0, 1), donde el valor entre

paréntesis denota el radio de la esfera correspondiente, y tomando el producto de las
inmersiones se tiene que Sn−k(r) × Sk(

√
1− r2) ↪→ Sn+1(1) ⊂ Rn+2. Las curvaturas

principales son

λ1 = · · · = λn−k = −
√
1− r2

r
λn−k+1 = · · · = λn =

r√
1− r2

,

15
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para alguna orientación. Es conocido que las hipersuperficies de Clifford son las
únicas hipersuperficies isoparamétricas1 en Sn+1(1) con dos curvaturas principales.
En particular, si k = 1 o k = n− 1, tenemos el H(r)-toro y si H = 0 tenemos el toro
mı́nimo de Clifford:

Sm

(√
m

n

)
× Sn−m

(√
n−m

n

)
⊂ Sn+1(1).

Tenemos que la curvatura media y el cuadrado de la norma de la segunda forma
fundamental están dados por

H =
nr2 − k

nr
√
1− r2

, |A|2 = k

r2
+

n− k

1− r2
− n,

respectivamente. Puesto que |ϕ|2 = |A|2 − nH2, tenemos

tr(ϕ3) =
n− 2k√
nk(n− k)

|ϕ|3. (2.1)

Ejemplo 2: Hipersuperficies totalmente umb́ılicas

Para cualquier vector unitario a y cualquier r, con 0 ≤ r < 1, consideremos la
hipersuperficie

Mn
r = {p ∈ Sn+1(1) : ⟨p, a⟩ = r}

Cuando r = 0, Mn
r es una hiperesfera en Sn+1(1) de radio uno. Si r > 0, Mn

r es una
hiperesfera en Sn+1(1) de radio menor que uno. Es conocido que éstas son las únicas
hipersuperficies completas totalmente umb́ılicas en Sn+1(1). En particular, si r = 0,
Mn

0 es totalmente geodésica. Por un cálculo usual, la segunda forma fundamental y
la curvatura media de Mn

r están dados por

A =
r√

1− r2
I H =

r√
1− r2

,

respectivamente, salvo un signo. Observemos que las hipersuperficies Mn
r satisfacen

trivialmente la ecuación (2.1).

Demostraremos que estos dos ejemplos son las únicas hipersuperficies con cur-
vatura media constante en Sn+1(1) que cumplen la ecuación (2.1), ver el Lema 2.7.

En los ejemplos 1 y 2 se describen todas las hipersuperficies isoparamétricas con
a lo más dos curvaturas principales en la esfera unitaria.

1Cartan usó el término hipersuperficie isoparamétrica para referirse a las hipersuperficies que
tienen todas sus curvaturas principales constantes cuando están inmersas en un espacio de curvatura
constante. Por ejemplo, en S3(1) las únicas superficies isoparamétricas son S2(r) o bien, el toro
S1(r)× S1(

√
1− r2).
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2.2 Algunos teoremas de rigidez conocidos

Cuando M es mı́nima (H = 0) el siguiente teorema es bien conocido:

Teorema 2.1 (Chern, do Carmo y Kobayashi [10], Lawson [13], Simons [26]). Sea
Mn una hipersuperficie compacta mı́nima en Sn+1(1). Si se cumple que |A|2 ≤ n,
para todo p ∈ M . Entonces

(i) |A|2 ≡ 0 y M es totalmente geodésica, o bien |A|2 ≡ n.

(ii) Si |A|2 ≡ n si y sólo si M es un toro de Clifford en Sn+1(1), es decir, M es un

producto de esferas Sm
(√

m
n

)
× Sn−m

(√
n−m
n

)
, para algún m < n.

La parte (i) fue demostrada por J. Simons [26]. La caracterización de (ii) fue
obtenida independientemente por Chern, do Carmo y Kobayashi [10], y por Lawson
[13]. Observemos que m está ajeno a las hipótesis del Teorema 2.1 y es un entero
desconocido en el conjunto {1, . . . , n− 1}.

Alencar y do Carmo [1] extendieron este resultado al caso de inmersiones con
curvatura media constante H, para enunciar este teorema, consideremos el tensor
ϕ = HI − A y denotemos por BH el cuadrado de la ráız positiva del polinomio

pH(x) = x2 +
n(n− 2)√
n(n− 1)

Hx− n(H2 + 1),

Notemos que para H = 0, BH = n.

Teorema 2.2 (Alencar y do Carmo [1]). Sea Mn una hipersuperficie compacta orien-
tada con curvatura media constante en la esfera unitaria Sn+1(1). Supongamos que

|ϕ|2 ≤ BH ,

para todo p ∈ M . Entonces

(i) |ϕ|2 ≡ 0 y M es totalmente umb́ılica, o bien |ϕ|2 ≡ BH .

(ii) |ϕ|2 ≡ BH si y sólo si

(a) H = 0 y M es un toro de Clifford en Sn+1(1),

(b) H ̸= 0, n ≥ 3, y M es un H(r)-toro,

M = Sn−1(r)× S1(
√
1− r2) ⊂ Sn+1(1),

con r2 < n−1
n
.
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(c) H ̸= 0, n = 2, y M2 es un H(r)-toro,

M2 = S1(r)× S1(
√
1− r2) ⊂ S3(1),

con r2 ̸= 1
2
.

Este resultado no caracteriza los otros productos Sn−k(r)×Sk(
√
1− r2) para k ≥ 2,

tampoco los productos Sn−1(r)× S1(
√
1− r2) para r2 > n−1

n
.

Con respecto a la demostración, Alencar y do Carmo utilizan un lema debido a
Okumura [19], el que establece que dados números reales µ1, . . . , µn tales que

∑
µi = 0

y
∑

µ2
i = β2, entonces ∣∣∣∣∣∑

i

µ3
i

∣∣∣∣∣ ≤ n− 2√
n(n− 1)

β3. (2.2)

Ellos refinan este resultado probando que en esta última expresión se cumple la
igualdad si y sólo si n − 1 de estos números son iguales. Más tarde analizaremos la
desigualdad (2.2).

2.3 Resultados aportados

En esta sección presentamos nuestros primeros resultados. Análogamente, denotare-
mos por BH,k el cuadrado de la ráız positiva del polinomio

pH,k(x) = x2 +
n(n− 2k)√
nk(n− k)

Hx− n(H2 + 1).

Por un cálculo directo obtenemos que

BH,k = n+
n(n2 − 2nk + 2k2)

2k(n− k)
H2 − n(n− 2k)

2k(n− k)

√
n2H4 + 4k(n− k)H2. (2.3)

Notemos que para k = 1, BH,k = BH . pH,1(x) es llamado en [2] el polinomio de
Alencar-do Carmo y, el polinomio pH,k ha sido utilizado en [7] y [17].

A lo largo de este trabajo consideremos la constante

Cn,k =
n− 2k√
nk(n− k)

. (2.4)

Con las mismas técnicas utilizadas en [1], nosotros probamos el siguiente resultado.
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Teorema 2.3. Sea Mn una hipersuperficie compacta orientada inmersa en Sn+1(1)
con curvatura media constante. Fijemos un entero k con 1 ≤ k ≤ n− 1. Si

|ϕ|2 ≤ BH,k y tr(ϕ3) ≤ Cn,k|ϕ|3 (2.5)

para todo p ∈ M . Entonces

(i) |ϕ|2 ≡ 0 y M es totalmente umb́ılica, o bien |ϕ|2 ≡ BH,k.

(ii) |ϕ|2 ≡ BH,k si y sólo si

(a) H = 0 y M es un toro de Clifford en Sn+1(1).

(b) H ̸= 0, n ≥ 3, M = Sn−k(r)× Sk(
√
1− r2) ⊂ Sn+1(1), con r2 < n−k

n
.

(c) H ̸= 0, n = 2, y M2 es S1(r)× S1(
√
1− r2) ⊂ S3(1), con r2 ̸= 1

2
.

Para k = 1, debido al Lema de Okumura, la segunda desigualdad que se tiene
como hipótesis en el Teorema 2.3 no es necesaria, y se tendŕıa el Teorema 2.2.

Podemos representar gráficamente nuestro resultado usando el plano (trA3, |A|2)
como se muestra en la Figura 2.1, observando que las desigualdades (2.5) pueden ser
escritas como nH2 ≤ |A|2 ≤ BH,k + nH2 y tr (A3) ≥ Fn,k(H, |A|2), respectivamente,
donde

BH,k + nH2 = n+
n3

2k(n− k)
H2 − n(n− 2k)

2k(n− k)

√
n2H4 + 4k(n− k)H2,

y
Fn,k(H, |A|2) = 3H|A|2 − 2nH3 − Cn,k(|A|2 − nH2)3/2. (2.6)

En [28], Xu y Tian propusieron el siguiente problema: Para una hipersuperficie
compacta M en Sn+1(1) con curvatura escalar constante normalizada r y curvatura
media constante H ̸= 0. Supongamos que α(n,H) ≤ |A|2 ≤ β(n,H), donde

α(n,H) = n+
n3

2(n− 1)
H2 − n(n− 2)

2(n− 1)

√
n2H4 + 4(n− 1)H2

y

β(n,H) = n+
n3

2(n− 1)
H2 +

n(n− 2)

2(n− 1)

√
n2H4 + 4(n− 1)H2.

¿Puede demostrarse queM es la hipersuperficie isoparamétrica Sn−k(r)×Sk(
√
1− r2),

para algún k entre 1 ≤ k ≤ n− 1?

Podemos imponer una condición sobre la 3-curvatura H3, y dar una respuesta
afirmativa parcial a la pregunta de arriba, para el caso k = 1 con r2 ≥ (n − 1)/n.
Para esto consideremos la función Cn(r,H), que depende de r, H y n, definida en
(2.8). Tenemos la siguiente consecuencia del Teorema 2.3:
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Figura 2.1: Plano coordenado (trA3, |A|2) de hipersuperficies con curvatura me-
dia constante H en Sn+1(1) y k > 1. El Teorema 2.3 muestra que no exis-
ten hipersuperficies en la región sombreada, excepto en la intersección de la curva
tr (A3) = Fn,k(H, |A|2) y las rectas |A|2 = BH,k+nH2 y |A|2 = nH2. Por otro lado, en
el Caṕıtulo 3 probamos que para cada H ≥ 1/

√
2n− 1 existe una hipersuperficie de

rotación con nH2 < |A|2 ≤ BH,k + nH2 y tr (A3) < Fn,k(H, |A|2), ver la Proposición
3.6.

Corolario 2.4. Sea M una hipersuperficie compacta orientada inmersa en Sn+1(1)
con curvatura media constante y n ≥ 3. Supongamos que

α(n,H) ≤ |A|2 ≤ β(n,H) y H3 ≥ Cn(r,H). (2.7)

Entonces M es isométrica a Sn−1(r)× S1(
√
1− r2) con r2 ≥ n−1

n
.

Demostración. Notemos que

S1 = nH, S2 =
1

2
(S2

1 − |A|2), S3 =
1

3
(
∑
i

λ3
i − S1|A|2 + S1S2),

donde Si es la i-ésima función simétrica elemental de las curvaturas principales
λ1, . . . , λn, es decir,

S1 = λ1 + · · ·+ λn, S2 =
∑
i1<i2

λi1λi2 , S3 =
∑

i1<i2<i3

λi1λi2λi3 .
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Recordemos que H3 está definida por

(
n
3

)
H3 = S3 y además que la curvatura

escalar y la curvatura media pueden ser escritas como n(n − 1)(r − 1) = 2S2 y
nH = S1, respectivamente. De donde

tr (A3) = 3S3 + S1|A|2 − S1S2

=
1

2
n(n− 1)(n− 2)H3 + (nH)3 − 3

2
n2(n− 1)(r − 1)H.

Hagamos

Cn(r,H) =
2

n(n− 1)(n− 2)

(
3

2
n2(n− 1)(r − 1)H − (nH)3 + Fn,n−1(H, |A|2)

)
,

(2.8)
donde, por la ecuación de Gauss, Fn,n−1 puede ser escrito en términos de r y H. Por
otro lado, observemos que α(n,H) = BH + nH2 y β(n,H) = BH,n−1 + nH2. De esta
manera nuestras hipótesis (2.7) pueden ser escritas como

BH ≤ |ϕ|2 ≤ BH,n−1, tr (ϕ3) ≤ Cn,n−1|ϕ|3.

Aśı podemos aplicar el Teorema 2.3 con k = n− 1 y |ϕ|2 > 0.

En particular, el Corolario 2.4 se cumple si la curvatura escalar es constante.

El siguiente corolario limita una región en el plano (trA3, |A|2) donde están ubi-
cadas las hipersuperficies isoparamétricas que no son totalmente umb́ılicas.

Corolario 2.5. Si M es una hipersuperficie isoparamétrica en Sn+1(1) con curvatura
media H ≥ n−2

n
y distinta a cualquier hiperesfera, entonces

|A|2 ≥ α(n,H) y tr (A3) > nH.

Demostración. Si |A|2 < α(n,H), M es isométrica a una hiperesfera, con |A|2 = nH2,
de modo que |A|2 ≥ α(n,H). Observemos que n < α(n,H) si H ≥ (n − 2)/n, de
donde, |A|2 > n y, de la ecuación (1.11) obtenemos que

−|A|4 + n|A|2 − n2H2 + nHtr (A3) = 0,

lo que implica que

nHtr (A3) = |A|2(|A|2 − n) + n2H2 > n2H2,

lo que concluye la demostración.
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Las hipersuperficies isoparamétricas fueron primero estudiadas por E. Cartan [6],
Levi-Civita [14] y Segre [25]. Es conocido que en Rn+1 estas hipersuperficies son
las hiperesferas, hiperplanos o los cilindros generalizados Sk × Rn−k. En el espacio
hiperbólico sucede algo parecido. En la esfera es mucho más variada la situación,
en este caso el número de curvaturas principales distintas que puede tener una
hipersuperficie isoparamétrica es 1 (correspondientes a las hipersuperficies totalmente
umb́ılicas), 2 (los productos de esferas), 3, 4 o 6, ver el Lema 5.1 en [16], por ejem-
plo. Los Teoremas 2.3 y 2.9 caracterizan algunas hipersuperficies de las primeras dos
clases.

Enunciamos nuestro último corolario, ver la proposición 2.2 en [23] para una
demostración diferente.

Corolario 2.6. Sea M una hipersuperficie de Sn+1(1) con dos curvaturas principales
distintas. Entonces la multiplicidad de cada una es constante.

Demostración. Sean k y n−k las multiplicidades de λ y µ, en consecuencia se cumple
que tr (A3) = Fn,k(H, |A|2), o bien tr (A3) = Fn,n−k(H, |A|2), de acuerdo a la orien-
tación de M . Observemos que Fn,k coincide con Fn,k1 , donde k1 ̸= k, sólo cuando
λ(p) = µ(p) para algún p ∈ M , es decir, cuando existe un punto umb́ılico. De donde,
por continuidad de Fn,k y, por que λ y µ son distintas, tenemos que las multiplicidades
son constantes.

Notemos que este útimo corolario es cierto si sustituimos a Sn+1(1) por una forma
espacial.

Finalmente, en lo que respecta a las hipersuperficies con curvatura media cons-
tante podemos suponer sin pérdida de generalidad que H ≥ 0, a lo largo de este
trabajo.

Lema clave

Al analizar la demostración del resultado obtenido por Alencar y do Carmo, obser-
vamos que ellos utilizan la desigualdad de Okumura (2.2) para que las curvaturas
principales de una hipersuperficie sean todas iguales (y la hipersuperficie sea total-
mente umb́ılica) o bien para que dichas curvaturas principales tengan multiplicidades
1, n−1. Aśı, nosotros intentamos primero probar un lema tipo Okumura para obtener
la multiplicidad deseada; es decir, para obtener que una hipersuperficie tuviera cur-
vaturas principales con multiplicidades k, n − k. Sin embargo, observamos que en
realidad deb́ıamos imponer esto como una condición adicional en el Teorema 2.3. El
siguiente lema será clave en nuestros primeros resultados.
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Lema 2.7. Sean µi números reales tales que
∑

i µi = 0 y
∑

i µ
2
i = β2, donde β ≥ 0.

Dado un entero k entre 1 y n, Entonces, la ecuación

∑
i

µ3
i =

n− 2k√
nk(n− k)

β3

(∑
i

µ3
i = − n− 2k√

nk(n− k)
β3

)
(2.9)

es cierta si y sólo si (k) de las µi’s son no negativos (resp. no positivos) e iguales y
los restantes (n− k) µi’s son no positivos (resp. no negativos) e iguales.

Demostración. Consideremos la función g =
∑

i µ
3
i sujeto a las condiciones:

∑
i µi =

0,
∑

i µ
2
i = β2. Usando los multiplicadores de Lagrange, es fácil ver que los puntos

cŕıticos están dados por

µ1 = · · · = µn−p = −a < 0, µn−p+1 = · · · = µn = b > 0;

ver el Lema (2.6) en [1]. Nuestras condiciones pueden ser escritas como

−(n− p)a+ pb = 0 y (n− p)a2 + pb2 = β2,

de donde

a2 =
p

n(n− p)
β2, b2 =

n− p

np
β2.

Por un cálculo directo obtenemos

g =
n− 2p√
np(n− p)

β3.

Aśı, la función g es decreciente en p. Finalmente, la ecuación:

g =
n− 2p√
np(n− p)

β3 =
n− 2p√
nk(n− k)

β3

es verdadera si y sólo si p = k con

µ1 = · · · = µn−k = −

√
k

n(n− k)
β, µn−k+1 = · · · = µn =

√
n− k

nk
β.

Esto demuestra el Lema.

Demostración del Teorema 2.3. Usando la fórmula del laplaciano ∆|ϕ|2 obtenida
en el Lema 1.1 con c = 1 y la hipótesis (2.5), obtenemos

1

2
∆|ϕ|2 ≥ |∇ϕ|2 − |ϕ|4 + n(H2 + 1)|ϕ|2 − n(n− 2k)√

nk(n− k)
H|ϕ|3.
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Integrando de ambos lados la desigualdad de arriba, y usando el teorema de Stokes,
probamos que

0 ≥
∫
M

|∇ϕ|2 +
∫
M

|ϕ|2
(
−|ϕ|2 − n(n− 2k)√

nk(n− k)
H|ϕ|+ n(H2 + 1)

)
≥ 0

ya que |ϕ|2 ≤ BH,k. Aśı, |∇ϕ|2 ≡ 0 y |ϕ|2 ≡ 0 o bien |ϕ|2 ≡ BH,k. Esto prueba la
parte (i) del Teorema 2.3.

Ahora consideremos la parte (ii). Si H = 0, la condición |ϕ|2 = BH,k puede ser
escrita como |A|2 = n, y el teorema se reduce al resultado demostrado por Chern,
do Carmo and Kobayashi [10] y Lawson [13], ver el Teorema 2.1. Si H ̸= 0, ya que
∇ϕ = 0, tenemos que ϕ es constante, por lo tanto (1.11) es equivalente a

0 = −|ϕ|4 + n(H2 + 1)|ϕ|2 − nH
∑
i

µ3
i ,

aśı
nH

∑
i

µ3
i = −|ϕ|4 + n(H2 + 1)|ϕ|2. (2.10)

Por otro lado, como |ϕ|2 = BH,k deducimos que

n(n− 2k)√
n(n− k)

H|ϕ| = −|ϕ|2 + n(H2 + 1),

lo cual junto con (2.10) implica que se cumple la igualdad en (2.5), es decir,∑
i

µ3
i =

n− 2k√
nk(n− k)

|ϕ|3. (2.11)

Por el Lema 2.7, la hipersuperficieM tiene exactamente dos curvaturas principales
constantes, de multiplicidades n−k y k. Después de una renumeración si es necesaria,
podemos suponer que λ1 = · · · = λn−k y λn−k+1 = · · · = λn. Concluimos que M es el
producto Sn−k(r)× Sk(

√
1− r2) encajado en Sn+1(1) donde r = 1√

1+λ2
1

.

Para identificar los valores que puede tomar r, observemos que

µ1 = · · · = µn−k = −

√
k

n(n− k)
|ϕ|, µn−k+1 = · · · = µn =

√
n− k

nk
|ϕ|

Aśı

λ1λn =

(
H +

√
k

n(n− k)
|ϕ|

)(
H −

√
n− k

nk
|ϕ|

)
,
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de donde

nλ1λn = −|ϕ|2 − n(n− 2k)√
nk(n− k)

H|ϕ|+ nH2 = −n,

puesto que |ϕ|2 = BH,k. Esto es, λ1λn = −1. Por otro lado,

λ1 = H − µ1 =
(n− k)λ1 + kλn

n
− µ1;

esto es,
k(λn − λ1) = nµ1 < 0.

Aśı λn < λ1. Como λ1λn = −1, se sigue que λn < 0 < λ1.

Por lo tanto, las curvaturas principales y la curvatura media del producto Sn−k(r)×
Sk(

√
1− r2) están dadas por

λ1 = · · · = λn−k =

√
1− r2

r
, λn−k+1 = · · · = λn = − r√

1− r2
,

H =
(n− k)− nr2

nr
√
1− r2

respectivamente. Puesto que supusimos que la curvatura media es positiva, tenemos
que r2 < (n− k)/n. Esto completa la demostración del Teorema 2.3. �

Otros resultados

En el art́ıculo de Hou [12] se prueba que la imagen de una inmersión con curvatura
media constante en Sn+1(1) con |A|2 ≤ 2

√
n− 1 (es decir, una cota que sólo depende

de la dimensión) debe ser una hiperesfera o un producto S1(r)×Sn−1(
√
1− r2). Más

precisamente, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.8 (Hou [12]). Sea Mn una hipersuperficie compacta orientable en Sn+1(1)
con curvatura media constante. Entonces:

(i) Si |A|2 < 2
√
n− 1, Mn es una hiperesfera Sn(r), donde r2 = n

n+|A|2 .

(ii) Si |A|2 = 2
√
n− 1, Mn es o bien, una hiperesfera Sn(r) con r2 = n

n+2
√
n−1

o es

un H(r)-toro S1(r)× Sn−1(
√
1− r2), donde r2 = 1√

n−1+1
.

Introduciendo nuestra función (2.6), podemos extender el resultado de Hou a
productos de esferas:
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Teorema 2.9. Sea Mn una hipersuperficie compacta orientable en Sn+1(1) con cur-
vatura media constante. Fijemos un entero k con 1 < k < n

2
. Supongamos que

|A|2 ≤ 2
√

k(n− k) y tr(A3) ≥ Fn,k(H, |A|2)

para todo p ∈ Mn. Entonces |A|2 es constante. Más aún:

(i) Si |A|2 < 2
√
k(n− k), Mn es la hiperesfera Sn(r) donde r2 = n

n+|A|2 .

(ii) Si |A|2 = 2
√
k(n− k), entonces

(A) Mn es totalmente umb́ılica y es isométrica a Sn(r) donde r2 = n

n+2
√

k(n−k)
.

(B) O bien,

(a) H = 0, Mn es el toro de Clifford, con n = 2k,

(b) H ̸= 0, Mn = Sn−k(r)× Sk(
√
1− r2) donde r2 =

√
n−k√

k+
√
n−k

.

Demostración. Del Lema 1.1 obtenemos el laplaciano de |ϕ|2

1

2
∆|ϕ|2 = |∇ϕ|2 − |ϕ|4 + n(H2 + 1)|ϕ|2 − nH

∑
i

µ3
i .

Ahora, usamos nuestra segunda desigualdad de la hipótesis y obtenemos

1

2
∆|ϕ|2 ≥ |∇ϕ|2 − |ϕ|4 + n(H2 + 1)|ϕ|2 − n(n− 2k)√

nk(n− k)
H|ϕ|3;

esto es,

1

2
∆|ϕ|2 ≥ |∇ϕ|2 + |ϕ|2

(
n+ nH2 − (n− 2k)H

√
n

k(n− k)
|ϕ| − |ϕ|2

)
. (2.12)

Por otro lado, consideremos la forma cuadrática

Q(u, t) = u2 − (n− 2k)√
k(n− k)

ut− t2.

Por un cambio de coordenadas podemos escribirla como

Q(ũ, t̃) =
n

2
√

k(n− k)
(ũ2 − t̃2)

donde ± n

2
√

k(n−k)
son los valores propios de la matriz asociada a esta forma cuadrática

con u2 + t2 = ũ2 + t̃2. Elijamos u =
√
nH y t = |ϕ|, aśı

ũ2 + t̃2 = nH2 + |ϕ|2 = |A|2,
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esto es t̃2 = |A|2 − ũ2. Entonces

1

2
∆|ϕ|2 ≥ |∇ϕ|2 + |ϕ|2

(
n+

n√
k(n− k)

ũ2 − n

2
√

k(n− k)
|A|2

)

≥ |∇ϕ|2 + |ϕ|2
(
n− n

2
√

k(n− k)
|A|2

)

Puesto que |A|2 ≤ 2
√
k(n− k) y Mn es compacto, obtenemos que

0 ≥
∫
M

|∇ϕ|2 +
∫
M

|ϕ|2
(
n− n

2
√

k(n− k)
|A|2

)
≥ 0.

Por lo tanto ∇ϕ = ∇A = 0, esto es, las curvaturas principales son constantes en M
y |A|2 es constante. Si |A|2 < 2

√
k(n− k), entonces |ϕ|2 ≡ 0, lo cual significa que

Mn es totalmente umb́ılica con operador de forma

A =

(√
1− r2

r

)
I, con r2 =

n

n+ |A|2
∈

(
n

n+ 2
√
k(n− k)

, 1

)
.

Esto demuestra la parte (i) del teorema.

Ahora consideremos la parte (ii): |A|2 = 2
√

k(n− k). Si |ϕ|2 > 0, tenemos dos
casos. Primero, si H = 0 observemos que M es un toro de Clifford puesto que
|A|2 = 2

√
k(n− k) ≤ n, ver [10] o [13]. En este caso |A|2 = n, de donde n = 2k. Por

otro lado, si H ̸= 0, entonces podemos obtener la igualdad en (2.12) y por lo tanto
tr(ϕ3) ≡ Cn,k|ϕ|3. Por el Lema 2.7, concluimos que Mn es Sn−k(r) × Sk(

√
1− r2).

Sólo falta determinar el radio r. Por un cálculo elemental, tenemos que

|A|2 = (n− k)

(
1− r2

r2

)
+ k

(
r2

1− r2

)
≥ 2
√

k(n− k)

y la igualdad se cumple si y sólo si

1− r2

r2
=

√
k√

n− k
,

de donde

r2 =

√
n− k

√
n− k +

√
k
.

Por hipótesis k < n
2
, aśı que r2 < n−k

k
. Notemos que esto último es requerido al

suponer que la curvatura media es positiva, ver el final de la demostración del Teorema
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2.3. Finalmente, cuando |A|2 = 2
√

k(n− k) con |ϕ|2 = 0, Mn es totalmente umb́ılica
y aśı es la esfera Sn(r) donde

r2 =
n

n+ 2
√

k(n− k)
.

Con esto finalizamos la demostración del Teorema 2.9.

2.4 Hipersuperficies de rotación con Hk = 0

El objetivo de esta sección es la caracterización de las hipersuperficies

S1

(√
k

n

)
× Sn−1

(√
n− k

n

)
,

con 1 ≤ k ≤ n − 1, ver la Proposición 2.16 y el Teorema 2.17. Para este propósito
recordemos que una hipersuperficie de rotación Mn en Sn+1(1) es una hipersuperfi-
cie O(n)-invariante, donde O(n) es considerado como un subgrupo de isometŕıas de
Sn+1(1). Recordemos que estas hipersuperficies son construidas al tomar la órbita
de una curva α, llamada curva perfil, bajo las transformaciones ortogonales O(n),
dejando fija a una geodésica γ. Denotemos por s la longitud de arco de α y por
r(s) a la distancia riemanniana de α(s) a γ. Sea f(s) = sen r(s). Las curvaturas
principales de Mn están dadas por el siguiente resultado:

Teorema 2.10 (do Carmo and Dajczer [5]). Sea Mn una hipersuperficie de rotación
en Sn+1(1). Entonces las curvaturas principales de M están dadas por

λ =

√
1− f 2 − ḟ 2

f
y µ = − f̈ + f√

1− f 2 − ḟ 2

(2.13)

de multiplicidad n− 1 y 1, respectivamente, y donde el punto denota la derivada con
respecto a s.

Por otro lado, la k-curvatura media Hk de una hipersuperficie M en la esfera
unitaria está definida por(

n
k

)
Hk =

∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

λi1λi2 · · ·λik

Notemos que nH = λ1 + · · ·+ λn = nH1. Recordemos que la curvatura escalar de M
puede ser escrita de la siguiente manera

r =
1

n(n− 1)

∑
i̸=j

λiλj + 1
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La relación entre la curvatura media y escalar está dada por la ecuación de Gauss:

(nH)2 − |A|2 = n(n− 1)(r − 1).

También, la curvatura escalar y la 2-curvatura media se pueden relacionar como
H2 = r − 1.

Si M es una hipersuperficie de rotación k-mı́nima (esto es Hk = 0) entonces(
n
k

)
Hk =

(
n− 1
k − 1

)
λk−1µ+

(
n− 1
k

)
λk

aśı que
λk−1((n− k)λ+ kµ) = 0. (2.14)

Ejemplo

Sea Mk,n−k = S1
(√

k
n

)
× Sn−1

(√
n−k
n

)
con 1 ≤ k ≤ n− 1. Entonces Mk,n−k es una

hipersuperficie de rotación y sus curvaturas principales están dadas por

λ1 = · · · = λn−1 =

√
k

n− k
, λn = −

√
n− k

k

salvo un signo. Observemos que Hk = 0 y además

|A|2 = n(k2 − 2k + n)

k(n− k)
.

Usaremos el siguiente resultado (no publicado) debido a Palmas, cuya demostración
incluimos para que nuestro trabajo quede autocontenido:

Proposición 2.11 (Palmas). Sea Mn una hipersuperficie de rotación completa en
Sn+1(1) con Hk = 0. Si

|A|2 ≥ n(k2 − 2k + n)

k(n− k)

(
0 < |A|2 ≤ n(k2 − 2k + n)

k(n− k)

)
(2.15)

Entonces |A|2 = n(k2−2k+n)
k(n−k)

y M es isométrica a S1
(√

k
n

)
× Sn−1

(√
n−k
n

)
.

Para la demostración de esta proposición usaremos una primera integral intro-
ducida inicialmente en [21], la cual está asociada a cada hipersuperficie de rotación
M con k-curvatura media constante. Para el caso cuando M es k-mı́nima el resultado
es el siguiente:
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Lema 2.12 (Palmas [21]). Una hipersuperficie de rotación Mn en Sn+1(1) tiene
Hk = 0 si y sólo si f satisface la siguiente ecuación diferencial

(n− k)(1− f 2 − ḟ 2)k/2 − k(1− f 2 − ḟ 2)(k−2)/2(f̈ + f)f = 0. (2.16)

Y ésta es equivalente a la siguiente primera integral

fn−k(1− f 2 − ḟ 2)k/2 = C, (2.17)

donde C es una constante.

Demostración. Sustituyendo las expresiones de las curvaturas principales λ y µ del
Teorema 2.10 en (2.14) obtenemos (2.16). Después, multiplicando a (2.16) por fn−k−1

e integrando con respecto al parámetro s obtenemos (2.17).

Para una solución constante f = f0 en (2.16), uno obtiene que

f 2
0 =

n− k

n

y de (2.17) encontramos que

C0 =

(
k

n

)k/2(
n− k

n

)(n−k)/2

.

Del Teorema 2.10, se sigue que las curvaturas principales son

λ =

√
1− f 2

0

f0
, µ = − f0√

1− f 2
0

de multiplicidad n − 1 y 1, respectivamente. Por lo tanto, las soluciones constantes

de la ecuación (2.16) corresponden al producto S1
(√

k
n

)
× Sn−1

(√
n−k
n

)
.

Consideraremos el caso f > 0. Un punto clave para la demostración de la
Proposición 2.11 es la siguiente observación.

Observación 2.13. Por el Lema 2.12, cada curva de nivel de la función Gn,k definida
por

Gn,k(f, ḟ) = fn−k(1− f 2 − ḟ 2)k/2,

con f > 0 y f 2+ḟ 2 ≤ 1, define una hipersuperficie de rotación con Hk = 0. Para C =
0, la curva de nivel f 2 + ḟ 2 = 1 es un semićırculo. Es conocido que la hipersuperficie
de rotación asociada a esta curva de nivel es una n-esfera totalmente geodésica. Para
0 < C < C0, las curvas de nivel son cerradas y contienen en su interior al punto
cŕıtico f = f0, ḟ = 0. Por último, para C = C0, la curva de nivel corresponde al



2.4. HIPERSUPERFICIES DE ROTACIÓN CON HK = 0 31

Figura 2.2: Tres tipos distintos de curvas de nivel de Gn,k(f, ḟ) con Hk = 0.

punto cŕıtico (f0, 0) situado sobre el eje f y está asociado a la hipersuperficie Mk,n−k,
ver la Figura 2.2.

Por lo tanto, cada curva cerrada interseca al eje f en dos puntos, denotados por
fmin y fmax, con fmin ≤ f0 ≤ fmax.

Analizaremos el comportamiento de la función |A|2 para cada hipersuperficie de
rotación k-mı́nima:

Lema 2.14. Dada una curva de nivel fija Gn,k ≡ C, entonces |A|2(f, ḟ) restringida
a esta curva de nivel es una función no creciente de f . Más aún, el cuadrado de la
longitud de la segunda forma fundamental puede ser escrita como

|A|2 = n(k2 − 2k + n)

k2

(
C

fn

)2/k

. (2.18)

Demostración. De la ecuación (2.17) tenemos

fn−k(1− f 2 − ḟ 2)k/2 = C,

aśı √
1− f 2 − ḟ 2 =

(
C

fn−k

)1/k

,
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Sustituyendo esto en la expresión para λ dada en el Teorema 2.10 obtenemos

λ =

(
C

fn

)1/k

(2.19)

Consideremos dos casos. Primero, si λ = 0 para algún punto en Mn, podemos tomar
C = 0 y el lema queda demostrado. Por otro lado, si λ ̸= 0 para todo punto en Mn

y puesto que Hk = 0, de (2.14) tenemos

(n− k)λ+ kµ = 0.

De donde,

|A|2 = (n− 1)λ2 + µ2 =
n(k2 − 2k + n)

k2
λ2. (2.20)

Sustituyendo (2.19) en (2.20) obtenemos el Lema.

Demostración de la Proposición 2.11. Consideremos el caso |A|2 ≥ n(k2−2k+n)
k(n−k)

, el

otro es completamente análogo. De (2.18) obtenemos

1

k

(
C

fn

)2/k

≥ 1

n− k
.

De la ecuación (2.17) tenemos que

1− f 2 − ḟ 2

f 2
≥ k

n− k
.

Ahora, consideramos la intersección de la curva de nivel Gn,k ≡ C con el eje f para
el valor fmax

1− f 2
max

f 2
max

≥ k

n− k
,

de donde

f 2
max ≤

n− k

n
= f 2

0 .

Puesto que fmax ≥ f0, tenemos que fmax = f0, ver la Observación 2.13. Como la curva
de nivel que consiste del punto f0 sobre el eje f está asociada a Mn,n−k, concluimos

que la hipersuperficie definida por Gn,k ≡ C es S1
(√

k
n

)
× Sn−1

(√
n−k
n

)
y por lo

tanto, |A|2 = n(k2−2k+n)
k(n−k)

. �

M. do Carmo y M. Dajczer dieron condiciones suficientes para que una hipersu-
perficie en Sn+1(1) sea de rotación. El resultado es el siguiente
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Lema 2.15 (do Carmo y Dajczer [5]). Sea Mn una hipersuperficie cualquiera en
Sn+1(1), n ≥ 3. Supongamos que las curvaturas principales λ1, . . . , λn de M satisfacen

λ1 = λ2 = · · · = λn−1 = λ ̸= 0, λn = µ(λ),

con λ− µ ̸= 0. Entonces M está contenida en una hipersuperficie de rotación.

Utilizando este lema y la Proposición 2.11 demostramos la siguiente caracteri-
zación.

Proposición 2.16. Sea M una hipersuperficie k-mı́nima completa en Sn+1(1) con
n ≥ 3 y dos curvaturas principales tal que la multiplicidad de una de ellas es simple.
Si

|A|2 ≥ n(k2 − 2k + n)

k(n− k)

(
|A|2 ≤ n(k2 − 2k + n)

k(n− k)

)
. (2.21)

Entonces |A|2 = n(k2−2k+n)
k(n−k)

y M es isométrica a S1
(√

k
n

)
× Sn−1

(√
n−k
n

)
.

Demostración. Con la notación del lema de arriba, de Hk = 0 obtenemos que

λk−1((n− k)λ+ kµ) = 0.

Como M tiene dos curvaturas principales distintas, tenemos que λ − µ ̸= 0.
Además λ ̸= 0 y (n − k)λ + kµ = 0, ver la demostración del Lema 2.19. Aśı, por el
Lema 2.15, M es una hipersuperficie de rotación. De la Proposición 2.11, se cumple

la igualdad en (2.15) y M es isométrica a S1
(√

k
n

)
× Sn−1

(√
n−k
n

)
.

Guoxin Wei en [27] demuestra la Proposición 2.16 usando técnicas distintas.
Ahora, usando ideas de [4] demostraremos el siguiente teorema de caracterización
sobre las hipersuperficies de rotación k-mı́nimas.

Teorema 2.17. SeaMn una hipersuperficie de rotación k-mı́nima completa en Sn+1(1)
con curvatura escalar constante. Entonces, |A|2 ≡ 0 y M es totalmente geodésica o
bien,

max
M

|A|2 ≥ n(k2 − 2k + n)

k(n− k)
. (2.22)

Más aún, si se cumple la igualdad en (2.22), entonces M es S1
(√

k
n

)
×Sn−1

(√
n−k
n

)
.
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2.4.1 Operador L1

Para la demostración del Teorema 2.17 utilizaremos el operador L1 dado de la si-
guiente manera. Sea f una función de clase C2 en un hipersuperficie Mn en una
esfera unitaria, definimos el gradiente df y el hessiano (fij) como

df =
∑
i

fiωi,
∑
j

fijωj = dfi +
∑
j

fjωji

respectivamente. El operador L1 definido sobre las funciones diferenciables en Mn

está dado por

L1(f) =
∑
i,j

(nHδij − hij)fij

donde A = (hij) es el operador asociado a la segunda forma fundamental. El ope-
rador diferencial L1 fue introducido por S. Y. Cheng y S. T. Yau en [9] y usado por
varios autores, ver por ejemplo [3] [4], [15]. En particular, Cheng y Yau demostraron
que L1 es autoadjunto si M es compacta, es decir,∫

M

fL1(g) =

∫
M

gL1(f),

en particular,
∫
M
L1(f) = 0.

Calculemos L1(nH). Localmente, eligiendo un marco E1, . . . , En tal que hij =
λiδij, obtenemos

L1(nH) =
∑
i,j

(nH − λi)δij(nH)ij

= nH∆(nH)−
∑
i

λi(nH)ii

=
1

2
∆(nH)2 − |∇(nH)|2 −

∑
i

λi(nH)ii.

De la ecuación de Gauss escrita como n(n− 1)(r − 1) = (nH)2 − |A|2 obtenemos

L1(nH) =
1

2
n(n− 1)∆r +

1

2
∆|A|2 − |∇(nH)|2 −

∑
i

λi(nH)ii.

Por otro lado, de (1.6) hacemos ϕ = A,

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 +

∑
i

λi(nH)ii +
1

2

∑
i,j

Rijij(λi − λj)
2.

Juntamos las dos últimas ecuaciones y obtenemos que

L1(nH) =
1

2
n(n− 1)∆r + |∇A|2 − |∇(nH)|2 + 1

2

∑
i,j

Rijij(λi − λj)
2. (2.23)
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2.4.2 Una aplicación del principio del máximo de Omori

Nosotros usaremos la versión clásica de Omori del principio del máximo para varie-
dades completas.

Lema 2.18 (Omori [20]). Sea Mn una variedad riemanniana completa con curvaturas
seccionales acotadas por abajo. Sea f una función de clase C2 acotada por arriba en
M . Entonces existe una sucesión de puntos pj ∈ M tal que

(a) limj→∞ f(pj) = sup f ,

(b) limj→∞ |∇f(pj)| = 0,

(c) lim supj→∞ max|X|=1∆f(pj)(X,X) ≤ 0.

Por (2.18), una hipersuperficie de rotación M k-mı́nima completa en Sn+1(1) que
no sea totalmente geodésica no tiene puntos umb́ılicos: Si λ(p) = µ(p) para algún
p ∈ M , por (2.14), λ(p) = µ(p) = 0 y tendŕıamos que |A|2(p) = 0. De dondeM estaŕıa
asociada la curva de nivel Gn,k ≡ C con C = 0 y seŕıa totalmente geodésica. Aśı,
todas las hipersuperficies asociadas a las curvas de nivel Gn,k ≡ C con 0 < C ≤ C0

tienen dos curvaturas principales distintas.

Lema 2.19. Sea Mn una hipersuperficie k-mı́nima completa en Sn+1(1) con dos
curvaturas principales tal que la multiplicidad de una de ellas es simple. Entonces

1

2

∑
i,j

Rijij(λi − λj)
2 =

n(n− 1)

k2 − 2k + n
|A|2

(
1− k(n− k)

n(k2 − 2k + n)
|A|2

)
. (2.24)

Demostración. De Hk = 0 deducimos que

λk−1((n− k)λ+ kµ) = 0 (2.25)

donde λ y µ son las curvaturas principales de M con multiplicidad (n − 1) y 1,
respectivamente, esto es,

λ1 = λ2 = · · · = λn−1 = λ, λn = µ.

Si λ = 0 para algún punto p, puesto que las curvaturas principales λ y µ son
continuas en M , podemos deducir de (2.25) que λ = 0 en M . En efecto, ver [27],
sean

N = {x ∈ M : λ(x) ̸= 0} y Q = {y ∈ M : (n− k)λ(y) + kµ(y) = 0}.

Puesto que las curvaturas principales λ y µ son continuas en M , sabemos que N es
un conjunto abierto, Q es un conjunto cerrado y N ̸= M ya que λ(p) = 0. Nosotros
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demostraremos que N = Q. Si x ∈ N , entonces λ(x) ̸= 0. Por (2.25), obtenemos
que (n − k)λ(x) + kµ(x) = 0, esto es, x ∈ Q. Aśı N ⊂ Q. Por otro lado, si y ∈ Q,
entonces (n − k)λ(y) + kµ(y) = 0. Puesto que λ y µ son dos curvaturas principales
distintas de M , tenemos que λ(y) ̸= µ(y), y observamos de (n− k)λ(y) + kµ(y) = 0
que λ(y) ̸= 0 (si λ(y) = 0, entonces µ(y) = 0 = λ(y), pero esto es una contradicción.)
Esto es y ∈ N , de donde Q ⊂ N , por lo tanto N = Q. Entonces N es un conjunto
abierto y cerrado de M . Por la conexidad de M con N ̸= M , obtenemos que N es
un conjunto vaćıo. Se sigue que λ ≡ 0.

De la ecuación de Gauss, obtenemos

n(n− 1)(r − 1) = (nH)2 − |A|2 = 0

esto es r = 1 y las curvaturas seccionales de M , Rijij = 1 + λiλj, no son menores
que 1. Aśı, por el Teorema de Bonnet–Myers M es compacta, de donde L1 es un
operador autoadjunto y además como r ≥ 1 tenemos que

|∇A|2 ≥ |∇(nH)|2,

ver [9]. Integramos la ecuación (2.23) y obtenemos que

0 =

∫
M

(|∇A|2 − |∇(nH)|2) + 1

2

∑
i,j

∫
M

Rijij(λi − λj)
2 ≥ 0,

puesto que
∫
M
L1(nH) = 0 y

∫
M
∆r = 0. Claramente Rijij(λi − λj)

2 = 0, de donde
λi = λj, i, j = 1, . . . , n y Mn es totalmente umb́ılica. Más aún, ya que λ ≡ 0, Mn es
totalmente geodésica. Esto contradice la hipótesis de que Mn tiene dos curvaturas.
Por lo tanto, tenemos que

λ ̸= 0 y (n− k)λ+ kµ = 0. (2.26)

De la ecuación de Gauss,

Rinin = 1 + λµ, i = 1, . . . , n− 1;

se sigue que

1

2

∑
i,j

Rijij(λi − λj)
2 =

n−1∑
i=1

(1 + λµ)(λi − λn)
2

= (n− 1)(1 + λµ)(λ− µ)2.

De (2.26) tenemos

1

2

∑
i,j

Rijij(λi − λj)
2 =

(n− 1)n2

k2

(
1− n− k

k
λ2

)
λ2. (2.27)
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Por otro lado

|A|2 = (n− 1)λ2 + µ2 =
n(k2 − 2k + n)

k2
λ2,

esto es

λ2 =
k2

n(k2 − 2k + n)
|A|2.

Finalmente, sustituyendo esto en la expresión (2.27), obtenemos (2.24).

Observemos que el Lema 2.19 se cumple en particular para las hipersuperficies de
rotación k-mı́nimas.

Demostración del Teorema 2.17. Recordemos la expresión (2.23):

L1(nH) =
1

2
n(n− 1)∆r + |∇A|2 − |∇nH|2 + 1

2

∑
i,j

Rijij(λi − λj)
2,

donde r y Rijij son la curvatura escalar y seccional respectivamente. Puesto que r es
constante, la ecuación de arriba se reduce a

L1(nH) = |∇A|2 − |∇nH|2 + 1

2

∑
i,j

Rijij(λi − λj)
2

≥ −|∇nH|2 + 1

2

∑
i,j

Rijij(λi − λj)
2. (2.28)

Como Mn es una hipersuperficie de rotación y Hk es constante, entonces |A|2 está
acotada por arriba, digamos por L, ver la Observación 2.13 y el Lema 2.14. Afirmamos
que las curvaturas seccionales también están acotadas. En efecto, observemos que

λ2
i ≤ |A|2 ≤ L, (2.29)

aśı que |λi| ≤
√
L para toda i, j. De la ecuación de Gauss tenemos Rijij = 1 + λiλj,

de donde
1− L ≤ Rijij ≤ 1 + L.

Si λ(p) = 0 para algún p ∈ M , por (2.19), M es una hipersuperficie totalmente
geodésica. Por lo tanto, concluimos la demostración del Teorema.

A partir de ahora podemos suponer que λ ̸= 0. Observemos que (n−k)λ+kµ = 0,
de donde

H =
(n− 1)λ+ µ

n

=
k − 1

k
λ. (2.30)
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Si k = 1 tenemos que H = 0 y por el Lema 2.19, la desigualdad (2.28) queda
como

0 ≥ 1

2

∑
i,j

Rijij(λi − λj)
2

= n|A|2(1− 1

n
|A|2).

Es decir, |A|2(|A|2 − n) ≥ 0. Puesto que λ ̸= 0, |A|2 ̸= 0 y |A|2 ≥ n. Por la
Proposición 2.16 con k = 1, tenemos |A|2 = n y M es isométrica al toro de Clifford

S1
(√

1
n

)
× Sn−1

(√
n−1
n

)
.

Consideremos el caso k > 1. Por (2.30), nH no cambia de signo en Mn, aśı
podemos suponer que H > 0. Más aún, por la ecuación de Gauss y la condición
|A|2 ≤ L implica que (nH)2 está acotada, aśı nH está acotada por arriba, de esta
manera podemos aplicar el principio de Omori a la función f = nH, y obtener una
sucesión de puntos pj en M tal que se cumplen los siguientes ĺımites

(a) (nH)(pj) → sup(nH),

(b) |∇(nH)(pj)| → 0,

(c) lim supj→∞ max|X|=1∆(nH)(pj)(X,X) ≤ 0.

El inciso (a) y la ecuación de Gauss implican que

|A|2(pj) → sup |A|2.

Afirmamos que lim supj→∞ L1(nH)(pj) ≤ 0. En efecto, primero observemos que
nH(pj)− λi(pj) es positivo y convergente, de hecho por (2.30) tenemos que

nH − λ =
n(k − 1)− k

k − 1
H y nH − µ =

k(n− 1)

k − 1
H;

de donde, por (a), existe el ĺımite de la sucesión nH(pj) − λi(pj). Por otro lado, de
(c) se tiene que

lim sup
j→∞

(nH)kk(pj) ≤ lim sup
j→∞

max
|X|=1

∆(nH)(pj)(X,X) ≤ 0. (2.31)

Aśı, eligiendo una subsucesión si es necesario, evaluamos L1(nH) en pj, tomamos el
ĺımite y por (2.31) tenemos que

lim sup
j→∞

L1(nH)(pj) ≤
n∑

i=1

lim sup
j→∞

(nH − λi)(nH)ii(pj) ≤ 0. (2.32)
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Luego, tomando lim sup en (2.28) obtenemos

lim sup
l→∞

L1(nH)(pj) ≥ − lim
l→∞

|∇nH|2(pl) +
1

2
lim sup

l→∞

(∑
i,j

Rijij(λi − λj)
2

)
(pl).

Por (b), tenemos que

lim sup
l→∞

L1(nH)(pj) ≥
1

2
lim sup

l→∞

(∑
i,j

Rijij(λi − λj)
2

)
(pl).

Por el Lema 2.19 y (2.32), finalmente obtenemos que

0 ≥ sup |A|2
(
1− k(n− k)

n(k2 − 2k + n)
sup |A|2

)
.

Entonces, o bien sup |A|2 = 0 y M es una hipersuperficie totalmente geodésica o

sup |A|2 ≥ n(k2 − 2k + n)

k(n− k)
.

Si sup |A|2 = n(k2−2k+n)
k(n−k)

, el Teorema se sigue de la Proposición 2.11. �

Consideremos una hipersuperficie M k-mı́nima completa inmersa en Sn+1(1) con
n ≥ 3 y con dos curvaturas principales λ y µ de multiplicidad n − 1 y 1, respecti-
vamente. Tenemos que λ − µ ̸= 0 en M . Además, por los mismos argumentos que
se usaron en la demostración del Lema 2.19, tenemos que λ ̸= 0. De donde, por
Hk = 0, obtenemos que µ = µ(λ). Ahora tenemos las condiciones que se requieren
para aplicar el Teorema 2.15 y, concluir que M es una hipersuperficie de rotación.
Tenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.20. Sea Mn una hipersuperficie k-mı́nima completa en Sn+1(1) con
n ≥ 3, dos curvaturas principales tal que la multiplicidad de una de ellas es simple y
curvatura escalar constante. Entonces, |A|2 ≡ 0 y M es totalmente geodésica o bien,

max
M

|A|2 ≥ n(k2 − 2k + n)

k(n− k)
. (2.33)

Más aún, si se cumple la igualdad en (2.33), entonces M es S1
(√

k
n

)
×Sn−1

(√
n−k
n

)
.





Caṕıtulo 3

Hipersuperficies en formas
espaciales

3.1 Definiciones

Sea Mn+1
c una variedad completa simplemente conexa con curvatura c, c = 0,−1, 1.

Esto es, Mn+1
c denota el espacio euclidiano Rn+1, para c = 0; la esfera unitaria

Sn+1(1) = {x ∈ Rn+2 : |x|2 = 1},

para c = 1 y, para el espacio hiperbólico usaremos el modelo de Minkowski

Hn+1 = {x ∈ Rn+2 : ⟨x, x⟩1 = −1, x0 > 0} ⊂ Rn+2
1

para c = −1, donde ⟨ , ⟩1 = −dx2
0 + dx2

1 + · · ·+ dx2
n+1 es la métrica lorentziana. Para

nuestros modelos usaremos la misma notación para el tensor métrico, de modo que
⟨ , ⟩ será la métrica riemanniana de Mn+1

c . Mn+1
c es llamada una forma espacial.

Recordemos que el tensor de Ricci de una variedad riemanniana Mn está definido
por

Ric (X,Y ) = tr (Z 7→ R(Z,X)Y ),

donde X,Y, Z son campos vectoriales en M y la curvatura de Ricci en la dirección
de un vector unitario X es

Ric (X) =
1

n− 1
Ric (X,X).

Si M está inmersa en una forma espacial Mn+1
c la ecuación de Gauss puede ser

escrita como

R(X,Y )Z = c(X ∧ Y )Z + (AX ∧ AY )Z (3.1)

= c{⟨Y, Z⟩X − ⟨X,Z⟩Y }+ ⟨AY,Z⟩AX − ⟨AX,Z⟩AY

41
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y la curvatura de Ricci queda como

Ric (X) =
1

n− 1
{c(n− 1)|X|2 + nH⟨AX, Y ⟩ − |AX|2}. (3.2)

Para la demostración de nuestro siguiente resultado usaremos el principio dado
por H. Omori [20] y S. T. Yau [29]:

Lema 3.1. Sea Mn una variedad riemanniana completa con curvatura de Ricci aco-
tada por abajo. Sea f una función de clase C2 acotada por arriba en M . Entonces
existe una sucesión de puntos pj ∈ M tal que

lim
j→∞

f(pj) = sup f, lim
j→∞

|∇f(pj)| = 0, ∆u(pj) <
1

j
.

3.2 Una caracterización en formas espaciales

Para extender el Teorema 2.3 a hipersuperficies completas inmersas en las formas
espaciales utilizamos ideas de Aĺıas y Garćıa-Mart́ınez [3] las cuales están basadas
principalmente en el principio del máximo débil. Nosotros utilizaremos el conocido
principio del máximo de Omori-Yau. Para esto definimos el siguiente polinomio, como
lo hemos estado haciendo anteriormente,

pH,k(x) = x2 +
n(n− 2k)√
nk(n− k)

Hx− n(H2 + c),

donde H es un número cualquiera. Observamos que, si H2 + c > 0 entonces pH,k

tiene una única ráız positiva dada por

√
BH,k,c =

√
n

2
√

k(n− k)

(√
n2H2 + 4k(n− k)c− (n− 2k)H

)
. (3.3)

Nuestro siguiente resultado es una generalización del Teorema 2.3.

Teorema 3.2. Sea Mn una hipersuperficie completa en una forma espacial Mn+1
c ,

con c = 0, 1,−1, n ≥ 3 y curvatura media constante H tal que H2 + c > 0. Dado un
entero k, con 1 < k < n

2
, asumiendo que tr(ϕ3) ≤ Cn,k|ϕ|3 en M . Entonces

(i) O bien supM |ϕ| = 0 y M es totalmente umb́ılica o supM |ϕ|2 ≥ BH,k,c.

(ii) supM |ϕ|2 = BH,k,c y este supremo se alcanza en algún punto de M si y sólo si

(a) c = 0 y M es un cilindro circular Rk × Sn−k(r) con r > 0,
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(b) c = 1 y M es o bien un toro mı́nimo de Clifford o es el producto Sn−k(r)×
Sk(

√
1− r2) con r2 < (n− k)/n si H ̸= 0.

(c) c = −1 y M es un cilindro hiperbólico Hk(−
√
1 + r2)×Sn−k(r) con r > 0.

De hecho,

BH,k,c = n+
n(n2 − 2nk + 2k2)

2k(n− k)
H2 − n(n− 2k)

2k(n− k)

√
n2H4 + 4ck(n− k)H2.

Demostración. Usando el Lema 1.1 y la desigualdad que tenemos en las hipótesis
podemos estimar 1

2
∆|ϕ|2:

1

2
∆|ϕ|2 ≥ |∇ϕ|2 − |ϕ|2

(
|ϕ|2 + n(n− 2k)√

nk(n− k)
H|ϕ| − n(H2 + c)

)
≥ −|ϕ|2pH,k(|ϕ|). (3.4)

Observemos que, como H2+ c > 0, el polinomio pH,k tiene una única ráız positiva√
BH,k,c.

Por otro lado, si supM |ϕ| = +∞, entonces el teorema se cumple trivialmente y no
hay nada que demostrar. Si supM |ϕ| < +∞, entonces podemos estimar la curvatura
de Ricci. Como es bien conocido la curvatura de Ricci de una hipersuperficie M
es obtenida por la ecuación de Gauss, ver (3.1) y (3.2), la cual puede ser escrita
fácilmente en términos de ϕ = HI − A como

(n− 1)Ric (X) = (n− 1)(H2 + c)|X|2 − (n− 2)H⟨ϕX,X⟩ − ⟨ϕX, ϕX⟩,

para toda X ∈ X(M). Por lo tanto,

(n− 1)Ric (X) ≥
(
(n− 1)(H2 + c)− (n− 2)H sup

M
|ϕ| − (sup

M
|ϕ|)2

)
|X|2.

Puesto que H es constante y supM |ϕ| < +∞, la curvatura de Ricci deM está acotada
por abajo. Además, como M es completa, por el principio del máximo de Omori-Yau,
existe una sucesión de puntos {xl} en M tal que

lim
l→∞

|ϕ|(xl) = sup
M

|ϕ|, |∇|ϕ|(xl)| <
1

l
, ∆|ϕ|(xl) <

1

l
.

De donde,

1

2
∆|ϕ|2(xl) = |ϕ|(xl)∆|ϕ|(xl) + |∇|ϕ|(xl)|2

< |ϕ|(xl)
1

l
+

1

l
,
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lo cual junto con (3.4) implica que

|ϕ|(xl)
2

l
+

2

l
> ∆|ϕ|2(xl) ≥ −2|ϕ|2(xl)pH,k(|ϕ|(xl)).

Tomando el ĺımite
0 ≥ −2(sup |ϕ|)2pH,k(sup |ϕ|)

esto es,
(sup |ϕ|)2pH,k(sup |ϕ|) ≥ 0.

Se sigue que, o bien sup |ϕ| = 0, lo cual significa que |ϕ| ≡ 0 yM es una hipersuperficie
totalmente umb́ılica, o sup |ϕ| > 0 y entonces pH,k(sup |ϕ|) ≥ 0, de donde sup |ϕ| ≥√
BH,k,c. Esto demuestra la primera parte del Teorema.

Para la segunda parte usaremos el Lema 2.7. Suponiendo que sup |ϕ| =
√
BH,k,c,

en este caso pH,k(|ϕ|2) ≤ 0, lo cual junto con (3.4) implica que

1

2
∆|ϕ|2 ≥ −|ϕ|2pH,k(|ϕ|) ≥ 0,

esto es, |ϕ|2 es una función subarmónica en M . Puesto que el supremo es alcanzado
en algún punto de M , tenemos que |ϕ|2 ≡ BH,k,c. De (3.4) también obtenemos que
∇ϕ = 0, es decir las curvaturas principales de M son constantes. Consideremos dos
casos para la curvatura media:

Si H = 0, lo cual puede ocurrir sólo para el caso c = 1, de la Proposición 1 en
[13] obtenemos que M es isométrica a un toro de Clifford.

Si H ̸= 0 entonces de pH,k(|ϕ|) = 0 y (1.11), obtenemos la igualdad en el Lema 2.7.
Concluimos que M tiene exactamente dos curvaturas principales, con multiplicidad k
y n−k. Entonces, por varios resultados clásicos de hipersuperficies isoparamétricas en
las formas espaciales [6, 14, 25] concluimos que M es uno de los siguientes productos:

(a) Sn−k(r)× Sk(
√
1− r2) con 0 < r < 1, si c = 1.

(b) Rk × Sn−k(r) o Rn−k × Sk(r) con r > 0, si c = 0.

(c) Hk(−
√
1 + r2)× Sn−k(r) o Hn−k(−

√
1 + r2)× Sk(r) con r > 0, si c = −1.

En el caso esférico (c = 1), puesto que supusimos que la curvatura media es
positiva, por un análisis similar al final de la demostración del Teorema 2.3, tenemos
que r2 < n−k

n
. Esto demuestra el caso c = 1. De hecho, |ϕ|2 = BH,k,1 when r2 <

(n − k)/n, y |ϕ|2 > BH,k,1 cuando r2 > (n − k)/n. En efecto, para un radio dado
r > 0, Sn−k(r)× Sk(

√
1− r2) tiene curvaturas principales dadas por

λ1 = · · · = λn−k =

√
1− r2

r
, λn−k+1 = · · · = λn = − r√

1− r2
,
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salvo un signo. En este caso

H =
(n− k)− nr2

nr
√
1− r2

y |ϕ| =
√
k(n− k)

r
√

n(1− r2)
,

aśı que

r2 =
2(n− k) + nH2 ±

√
n2H4 + 4k(n− k)H2

2n(1 +H2)

donde elegimos el signo − o + de acuerdo a r2 < (n − k)/n o r2 > (n − k)/n,
respectivamente. Por lo tanto,

|ϕ| =
√
n

2
√

k(n− k)

(√
n2H2 + 4k(n− k)± (n− 2k)|H|

)
donde usamos el mismo criterio para el signo. En particular, |ϕ|2 = BH,k,1 cuando
r2 < (n− k)/n, y |ϕ|2 > BH,k,1 cuando r2 > (n− k)/n.

Por otro lado, en el caso euclidiano (c = 0) y para cualquier radio r > 0, Rn−p ×
Sp(r) tiene curvaturas principales dadas por

λ1 = · · · = λn−p = 0, λn−p+1 = · · · = λn =
1

r
,

salvo un signo. Aśı que nH = p/r, |A|2 = p/r2 y

|ϕ| =

√
n(n− p)

p
H.

Por otro lado, de (3.3), √
BH,k,c =

√
nk

n− k
H.

Entonces, |ϕ|2 = BH,k,0 si y sólo si k = n − p. Aśı, M es isométrica a Rk × Sn−k(r),
con r > 0. Esto prueba el caso c = 0.

En el caso hiperbólico (c = −1) y para un radio dado r > 0 tenemos que el
producto

Hn−p(−
√
1 + r2)× Sp(r) ⊂ Hn+1 ⊂ Rn−p+1

1 × Rp+1 = Rn+2
1

tiene curvaturas principales

λ1 = · · · = λn−p =
r√

1 + r2
, λn−p+1 = · · · = λn =

√
1 + r2

r
,
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salvo un signo. En este caso,

H =
nr2 + p

nr
√
1 + r2

y |ϕ| =
√
p(n− p)

r
√
n(1 + r2)

, (3.5)

aśı que,

r2 =
2p− nH2 +H

√
n2H2 − 4p(n− p)

2n(H2 − 1)
. (3.6)

Nosotros estamos interesados en los casos donde p = k o p = n− k. Observemos que
cuando p = k, H2 > 1 si y sólo si r < k/

√
n(n− 2k), con k < n/2, y además, por

(3.5) y (3.6),

|ϕ| =
√
n

2
√

k(n− k)

(√
n2H2 − 4k(n− k) + (n− 2k)H

)
>
√
BH,k,−1.

Por otro lado, cuando p = n− k, tenemos que H2 > 1 para toda r > 0 y

|ϕ| =
√
n

2
√

k(n− k)

(√
n2H2 − 4k(n− k)− (n− 2k)H

)
=
√
BH,k,−1.

Por lo tanto, M es isométrica a Hk(−
√
1 + r2)× Sn−k(r) con r > 0. Esto termina la

prueba del Teorema 3.2.

Nazareno en su tesis doctoral [17], obtiene un resultado similar al Teorema 3.2,
básicamente la diferencia está en sustituir la hipótesis tr(ϕ3) ≤ Cn,k|ϕ|3 por el hecho
de que la hipersuperficie tenga dos curvaturas principales, sin embargo esta condición
es equivalente, para una adecuada orientación de M , a suponer que tr(ϕ3) = Cn,k|ϕ|3.
El resultado es el siguiente.

Teorema 3.3 (Nazareno [17]). Sea Mn una hipersuperficie completa en una forma
espacial Mn+1

c , con c = 0, 1,−1 y con curvatura media constante H tal que H2−1 ≥ 0
si c = −1. Asumiendo que M tiene dos curvaturas principales de multiplicidad k y
n − k con 1 ≤ k ≤ n

2
. Entonces supM |ϕ|2 ≥ BH,k,c. En particular, la igualdad se

cumple y este supremo se alcanza en algún punto de M si y sólo si

(a) c = 0 y M es isométrica a Rk × Sn−k(r) con r > 0,

(b) c = 1 y M es isométrica a Sn−k(r) × Sk(
√
1− r2) con r2 ≤ (n − k)/n, donde

r2 = n−k
n

si y sólo si H = 0.

(c) c = −1 y M es isométrica a Hk(−
√
1 + r2)× Sn−k(r) con r > 0.

Terminamos esta sección observando que para el caso en que la hipersuperficie es
compacta en el Teorema 3.2, y se encuentra inmersa en una esfera unitaria con la
condición adicional de que |ϕ|2 ≤ BH,k,1, se obtiene como corolario el Teorema 2.3,
con n ≥ 3 y 1 < k < n

2
.
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3.3 Hipersuperficies completas con sup |ϕ|2 = BH,k

Para el caso en que una hipersuperficie es completa y está inmersa en Sn+1(1), del
Teorema 3.2 obtenemos que

Corolario 3.4. Sea Mn una hipersuperficie completa en Sn+1(1) con curvatura media
constante H. Fijemos un entero k con 2 ≤ k ≤ n− 1 y supongamos que

tr(ϕ3) ≤ Cn,k|ϕ|3 (3.7)

para todo p ∈ M . Entonces supM |ϕ|2 = BH,k y este supremo se alcanza en algún
punto de M si y sólo si M es un producto de esferas.

Si H = 0, la desigualdad (3.7) en el Corolario 3.4 no es necesaria y tenemos una
caracterización de los toros de Clifford mı́nimos, para el caso en que M es completa:

Corolario 3.5. Sea Mn una hipersuperficie completa mı́nima en Sn+1(1). Suponga-
mos que sup |A|2 = n y este supremo se alcanza en algún punto de M . Entonces, M

es isométrica a Sm(
√

m
n
)× Sn−m(

√
n−m
n

), para algún entero m con 1 ≤ m ≤ [n
2
].

El objetivo de esta sección es investigar la existencia de hipersuperficies completas
M en la esfera unitaria tal que cumplan las siguientes propiedades:

(i) M tenga curvatura media H constante, de hecho distinta de cero.

(ii) supM |ϕ|2 = BH,k para algún entero k dado con 2 ≤ k ≤ n − 1, y además este
supremo se alcance en algún punto de M .

(iv) M sea distinta de los productos de esferas, es decir, de las hipersuperficies de
Clifford.

Nosotros demostramos el siguiente resultado.

Proposición 3.6. Dados H ≥ 1/
√
2n− 1 y k un entero tal que 2 ≤ k ≤ n − 1.

Entonces existe una hipersuperficie completa Mn en Sn+1(1) con curvatura media
constante H, tal que

(a) supM |ϕ|2 = BH,k y este supremo se alcanza en algún punto de M ,

(b) M es distinta a cualquier producto de esferas.
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Por la Proposición 3.6, notamos que la hipótesis (3.7) en el Corolario 3.4 es una
condición necesaria.

Para la demostración de la Proposición 3.6, consideraremos hipersuperficies de
rotación en Sn+1(1) con curvatura media constante. Sabemos que las curvaturas
principales, denotadas por λ y µ, pueden ser escritas en términos de la curva perfil f
y sus primeras dos derivadas, ver el Teorema 2.10. Sustituyendo las expresiones para
λ y µ en la curvatura media, obtenemos una ecuación diferencial para la curva perfil
que tiene una primera integral, y la escribimos como

G(f, ḟ) = fn−1[(1− f 2 − ḟ 2)1/2 −Hf ] (3.8)

si y sólo siH es constante, ver [21]. Aśı cada curva de nivelG ≡ C está relacionada con
una hipersuperficie de rotación, la cual es completa, si cada curva de nivel permanece
dentro del ćırculo unitario f 2 + ḟ 2 ≤ 1, ver la Figura 3.1.

Los puntos cŕıticos de G son obtenidos al resolver las ecuaciones

∂G

∂f
= fn−2

(
(1− f 2 − ḟ 2)−1/2((n− 1)(1− ḟ 2)− nf 2)− nHf

)
= 0 (3.9)

y

∂G

∂ḟ
= − fn−1ḟ

(1− f 2 − ḟ 2)1/2
= 0. (3.10)

Si f = 0, el conjunto de puntos cŕıticos de G consiste del eje ḟ . Por otro lado, si
f ̸= 0, de (3.10) nosotros tenemos ḟ = 0 y la ecuación (3.9) puede ser escrita como

nHf =
(n− 1)− nf 2√

1− f 2
.

Resolviendo la ecuación de arriba, obtenemos que

f 2
0 =

2(n− 1) + nH2 ±
√

n2H4 + 4(n− 1)H2

2n(H2 + 1)
, (3.11)

son los puntos cŕıticos de G sobre el eje f con f ̸= 0, donde elegimos el signo − o +
de acuerdo a f 2

0 < (n− 1)/n o f 2
0 ≥ (n− 1)/n, respectivamente. Las hipersuperficies

asociadas a estos puntos cŕıticos son los H(f0)-toros. Para nuestro propósito, basta
estudiar las curvas de nivel de G para el caso f > 0 con f 2 + ḟ 2 ≤ 1. Por otro lado,
notemos que H > 0 si y sólo si f 2

0 < (n− 1)/n.

A continuación calcularemos el valor de |ϕ|2 para las hipersuperficies de rotación
con curvatura media constante.
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Figura 3.1: Curvas de nivel de G(f, ḟ) con curvatura media constante.

Lema 3.7. Dada una curva de nivel G(f, ḟ) ≡ C, entonces

|A|2(f, ḟ) = n(n− 1)C2

f 2n
+ nH2. (3.12)

En particular, |A|2(f, ḟ) restringido a esta curva de nivel es decreciente en f , con
f > 0.

Demostración. De (2.13) y (3.8), tenemos que

λ =

√
1− f 2 − ḟ 2

f
=

C

fn
+H. (3.13)

Por otro lado, puesto que nH = (n− 1)λ+ µ,

|A|2 = (n− 1)λ2 + µ2 = (n− 1)λ2 + (nH − (n− 1)λ)2. (3.14)

Sustituyendo (3.13) en (3.14), obtenemos (3.12).

Como |ϕ|2 = |A|2 − nH2, (3.12) puede ser escrito como

|ϕ|2(f, ḟ) = n(n− 1)C2

f 2n
. (3.15)
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Por consiguiente, recordemos que p ∈ M es un punto umb́ılico de M si se cumple
que |ϕ|p = 0. En este caso, la curva de nivel asociada a M es G ≡ 0, de donde,
la hipersuperficie es totalmente umb́ılica. Por lo tanto, tenemos nuestro siguiente
resultado:

Corolario 3.8. Toda hipersuperficie de rotación completa inmersa en Sn+1(1) con
curvatura media constante y distinta de las hiperesferas, no tiene puntos umb́ılicos.

Por otro lado, para H > 0, consideremos dos valores de C. El primero es C = 0,
el cual da una hiperesfera. El segundo es C0, el cual es el valor máximo de G en el
único punto cŕıtico dado por (3.11), esto es, G(f0, 0) = C0 donde M es el H(f0)-toro.

Es fácil ver que Cn,k = (n − 2k)/
√
nk(n− k) es decreciente en k y las hipersu-

perficies de rotación satisfacen que tr (ϕ3) = ±Cn,1|ϕ|3 donde elegimos el signo + o
− de acuerdo a λ − µ ≥ 0 o λ − µ < 0, respectivamente. Cuando se consideran
hipersuperficies de rotación, asociadas a la curva de nivel en el intervalo (0, C0), es
posible demostrar que se cumple el primer caso, de donde, tr (ϕ3) = Cn,1|ϕ|3 y, por
lo tanto, tr (ϕ3) > Cn,k|ϕ|3 para cualquier k con 2 ≤ k ≤ n − 1. En consecuencia
tr (A3) < Fn,k(H, |A|2), donde Fn,k está dado por (2.6). Notemos que esta última
desigualdad es coherente con la Figura 2.1.

Nuevamente, consideremos el comportamiento de los conjuntos de nivel correspon-
dientes a los valores de C en el intervalo (0, C0). Para toda tal C, la curva de nivel
G = C es una curva cerrada contenida en la región dada por f 2 + ḟ 2 ≤ 1. Por Lema
3.7, |ϕ|2 restringido a esta curva de nivel alcanza su máximo y, también su mı́nimo,
en la intersección de la curva con el eje f :

max
M

|ϕ|2 = |ϕ|(fmin, 0), min
M

|ϕ|2 = |ϕ|(fmax, 0),

donde fmin y fmax son puntos en el dominio de f , con 0 < fmin < f0 < fmax.

Ahora tenemos los elementos para probar la Proposición 3.6.

Demostración de la Proposición 3.6. Dada H tal que H ≥ 1/
√
2n− 1, de (3.8)

tenemos que

C = G(fmin, 0) = fn−1
min

(√
1− f 2

min −Hfmin

)
,

para algún 0 < fmin < f0. Sustituyendo esto en (3.15) obtenemos que

max
M

|ϕ|2 =
n(n− 1)(

√
1− f 2

min −Hfmin)
2

f 2
min

.

De donde, es suficiente demostrar que la función

g(x) =
n(n− 1)(

√
1− x2 −Hx)2

x2
(3.16)
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alcanza el valor BH,k para algún x con 0 < x < f0. Puesto que H ≥ 1/
√
2n− 1, g(x)

es decreciente en el intervalo (0, f0). En efecto, la derivada de g(x) puede ser escrita
como

g′(x) = −2n(n− 1)

√
1− x2 −Hx

x3
√
1− x2

.

Aśı, claramente g(x) tiene un mı́nimo en x0 = 1/
√
1 +H2 y es decreciente en el

intervalo (0, x0). Puesto que H ≥ 1/
√
2n− 1, por (3.11), obtenemos que f0 ≤ x0.

En particular, g(x) es decreciente en el intervalo (0, f0).

Figura 3.2: Gráfica de la función g(x). Notemos que los valores de g coinciden con los
de |ϕ|2, cuando ésta es evaluada en los puntos sobre el eje f , esto es, g(x) = |ϕ|2(x, 0).

Por otro lado, probaremos que BH,k es creciente en k. Observemos que BH,k es
creciente en k si y sólo si la función

h(x) =
−(n− 2x)H +

√
n2H2 + 4x(n− x)√

x(n− x)

es creciente en el intervalo (0, n), ver (3.3) con c = 1. Por un cálculo directo, obtene-
mos que

h′(x) =
n2H(

√
n2H2 + 4x(n− x)− (n− 2x)H)

2(nx− x2)3/2(n2H2 + 4x(n− x))1/2
.

Aśı h′(x) es positiva si (n2H2 + 4x(n − x))1/2 − (n − 2x)H > 0, o equivalentemente
si H2 > (n− x)/(x− n). Notemos que esto último se cumple trivialmente, de donde
obtenemos que BH,k es creciente en k con 0 < k < n.
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Afirmamos que g(f0) = BH,1. En efecto, observemos que los valores de |ϕ|2 en los
puntos sobre el eje f están dados por la función g(x). En particular, para f = f0,

|ϕ|2(f0, 0) =
n(n− 1)(

√
1− f 2

0 −Hf0)
2

f 2
0

= g(f0);

donde las hipersuperficies asociadas a f = f0 son los H(f0)-toros. Por otro lado,
puesto que f 2

0 < (n − 1)/n, obtenemos que |ϕ|2(f0, 0) = BH,1, ver el Teorema 2.2
donde BH,1 = BH o el Corolario 4 en [3], para el caso de hipersuperficies completas.
Aśı g(f0) = BH,1.

Por continuidad de g, se sigue de lo de arriba que para cada H ≥ 1/
√
2n− 1 y k

un entero con 2 ≤ k ≤ n − 1, existe fmin con 0 < fmin < f0 tal que g(fmin) = BH,k.
Este hecho implica la existencia de una hipersuperficieM , asociada a la curva de nivel
G = G(fmin, 0) con curvatura media constanteH. Lo que nos dice que sup |ϕ|2 = BH,k

y este supremo es alcanzado en algún de M , cuando f = fmin. Finalmente, notemos
que 0 < |ϕ|2 ≤ BH,k, de donde, nH2 < |A|2 ≤ Fn,k(H, |A|2). Con esto concluimos la
demostración de la Proposición 3.6.



Caṕıtulo 4

Subvariedades con curvatura media
paralela

En este caṕıtulo utilizamos los resultados de W. Santos [24], para extender el Teorema
2.3 al caso de codimensión arbitraria, reemplazando la condición de la curvatura
media constante por la hipótesis natural de que el vector de curvatura media h sea
paralelo.

4.1 Enunciado del Teorema Principal

Sea Mn una variedad de dimensión n, orientada y cerrada. Consideremos una inmer-
sión isométrica f : M → Sn+p

c , donde Sn+p
c es una (n+p)-esfera de curvatura seccional

c. Consideremos un punto p ∈ M y un marco local {e1, . . . , en+p} de Sn+p
c tal que

{e1, . . . , en} son campos tangentes a M . El cuadrado |A|2 de la norma de la segunda
forma fundamental y el vector de curvatura media h están definidos por

|A|2 =
n+p∑

α=n+1

tr (A2
α), h =

1

n

n+p∑
α=n+1

tr (Aα)eα

donde Aα : TpM → TpM está definido por la conexión riemanniana ∇ de Sn+p
c ,

⟨AαX, Y ⟩ = ⟨∇XY, eα⟩.

El propósito de este caṕıtulo es extender el Teorema 2.3 para el caso p > 1. Para
esto definiremos p operadores similares a ϕ, considerado anteriormente, pero esta vez
uno por cada dirección normal, es decir, para cada α, definimos las funciones lineales
ϕα : TpM → TpM por

ϕα =
1

n
tr (Aα)I − Aα

53
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y la función bilineal ϕ : TpM × TpM → TpM
⊥ por

ϕ(X, Y ) =

n+p∑
α=n+1

⟨ϕαX, Y ⟩eα

y ϕh : TpM × TpM → R por

ϕh(X, Y ) = ⟨ϕ(X, Y ), h⟩. (4.1)

Es fácil ver que cada función ϕα es libre de traza y que |ϕ|2 :=
∑

α tr (ϕ
2
α) =

|A|2−nH2, dondeH = |h|. Observemos que |ϕ|2 = 0 si y sólo siM es una subvariedad
totalmente umb́ılica de Sn+p

c .

Reemplazaremos la condición de curvatura media constante de hipersuperficies
por la hipótesis de que el vector de curvatura media h sea paralelo. Para ver que esto
es una generalización, supongamos que p = 1, de donde h = Hen+1, con ∇⊥h = 0.
Para toda X ∈ X(M), tenemos que

∇⊥
X(Hen+1) = X(H)en+1 +H∇⊥

X(en+1),

puesto que ⟨∇⊥
Xen+1, en+1⟩ = 1

2
X⟨en+1, en+1⟩ = 0, se sigue que

∇⊥
X(Hen+1) = X(H)en+1 = 0,

de donde H es constante en M . De esta manera, si p = 1 la condición de vector de
curvatura media paralelo es equivalente a la de curvatura media constante.

Es conocido que si el vector de curvatura media es paralelo, se sigue que H es
constante. En efecto, dado X ∈ X(M),

X(|H|2) = X⟨h, h⟩ = 2⟨∇Xh, h⟩ = 2⟨∇⊥
Xh, h⟩ = 0.

Sea (x, y, z) un sistema de coordenadas naturales en R3 y (u1, u2, u3, u4, u5) un
sistema de coordenadas naturales en R5. Consideremos la función definida por

u1 =
1√
3
yz, u2 =

1√
3
xz, u3 =

1√
3
xy

u4 =
1

2
√
3
(x2 − y2), u5 =

1

6
(x2 + y2 − 2z2).

Esta función define una inmersión mı́nima de S2(
√
3) en S4(1), llamada superficie de

Veronese.

Definimos la función Bp,h por

Bp,h =

{
1/(2− 1/p) si p = 1 o h = 0,
(p− 1)/(2p− 3) en otro caso.

El siguiente resultado es una generalización del Teorema 2.3.
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Teorema 4.1. Sea Mn una subvariedad compacta orientable de Sn+p
c . Supongamos

que el vector de curvatura media h es paralelo con respecto a la conexión normal. Si
|ϕ|2 satisface

|ϕ|2 ≤ Bp,h

{
n(c+H2)− n(n− 2k)√

nk(n− k)
|ϕh|

}
(4.2)

y

tr (ϕn+1ϕ
2
α) ≤

n− 2k√
nk(n− k)

|ϕn+1||ϕα|2 (4.3)

para toda α = n+ 1, . . . , n+ p. Entonces, o bien

(i) |ϕ|2 ≡ 0 y M es totalmente umb́ılica o

(ii) la igualdad se cumple en (4.2) y (4.3), y uno de los siguientes casos ocurre:

(a) H = 0, p = 1 y M es una hipersuperficie de Clifford mı́nima

M = Sm

(√
m

nc

)
× Sn−m

(√
n−m

nc

)
↪→ Sn+1

c

(b) H = 0, n = p = 2 y M2 es una superficie de Veronese, M2 → S4
c .

(c) H ̸= 0, p = 1 y M es un producto de esferas

M = Sk(r1)× Sn−k(r2) ↪→ Sn+1
c

con r22 < (n− k)/n, donde r21 + r22 =
1
c
.

(d) H ̸= 0, n = 2, p = 3 y M2 es una superficie de Veronese en una esfera

M2 ⊂ S4
c+H2 ↪→ S5

c

(e) H ̸= 0, p = 2 y M es una hipersuperficie de Clifford mı́nima en una esfera

M = Sm

(√
m

n(c+H2)

)
× Sn−m

(√
n−m

n(c+H2)

)
⊂ Sn+1

c+H2 ↪→ Sn+2
c

(f) H ̸= 0, p = 2 y para toda H2, 0 ≤ H2 < H, M es un producto de esferas

M = Sk(r1)× Sn−k(r2) ⊂ Sn+1
c+H2

2
↪→ Sn+2

c

con r22 < (n − k)/n y curvatura media H1 de M en Sn+1
c+H2

2
donde H2 =

H2
1 +H2

2 y r21 + r22 =
1

c+H2
2
.
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Observación 4.2. Si H = 0, la condición (4.2) se reduce a

|A|2 ≤ nc

2− 1/p
. (4.4)

En este caso la hipótesis (4.3) no es necesaria y el teorema se reduce al caso analizado
por S. S. Chern, M. do Carmo y S. Kobayashi en [10], quienes mostraron que la
superficie de Veronese en S4

c y el toro de Clifford en Sn+1
c son las únicas subvariedades

mı́nimas compactas de dimensión n en Sn+p
c que cumplen la igualdad en (4.4), ver el

Teorema 4.5. Para p = 1 y H = 0, el resultado fue probado independientemente por
B. Lawson in [13].

Para p = 1 y H ̸= 0, (4.2) y (4.3) pueden ser escritos como

|ϕ|2 ≤ n(c+H2)− n(n− 2k)√
nk(n− k)

H|ϕ|, tr (ϕ3) ≤ n(n− 2k)√
nk(n− k)

|ϕ|3

respectivamente. Con estas dos desigualdades en el primer caṕıtulo demostramos
que |ϕ|2 ≡ 0 o bien |ϕ|2 ≡ BH,n,k, y caracterizamos todas las hipersuperficies con
|ϕ|2 ≡ BH,n,k, donde BH,n,k es el cuadrado de la ráız positiva del polinomio

pH = x2 +
n(n− 2k)√
nk(n− k)

Hx− n(c+H2).

Finalmente, para p > 1 y H ̸= 0, la hipótesis (4.3) no es necesaria y el Teorema
4.1 fue probado por W. Santos en [24] para el caso k = 1.

Demostración del Teorema Principal. Parte (i)

Comenzaremos con la demostración de la primera parte del Teorema 4.1. Conside-
remos el caso donde H ̸= 0 y p > 1. Primero obtenemos el laplaciano ∆|ϕ|2. Para
este propósito, elegimos un marco local {e1, . . . , en+p} tal que en+1 = h/H. Con esta
elección

ϕn+1 = HI − An+1, (4.5)

ϕα = −Aα, n+ 2 ≤ α ≤ n+ p

Proposición 4.3. Sea Mn una subvariedad compacta orientable de Sn+p
c . Suponga-

mos que el vector de curvatura media h es paralelo. Si |ϕ|2 satisface

|ϕ|2 ≤ p− 1

2p− 3

{
n(c+H2)− n(n− 2k)√

nk(n− k)
|ϕh|

}
(4.6)
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y

tr (ϕn+1ϕ
2
α) ≤

n− 2k√
nk(n− k)

|ϕα|2|ϕn+1| (4.7)

para toda α = n + 1, . . . , n + p, entonces |ϕ| es constante y, o bien |ϕ|2 = 0 o la
igualdad se cumple en (4.6) y (4.7).

Demostración. Por un cálculo similar al realizado en [24], obtenemos que

1

2
∆|ϕ|2 =

n+p∑
α=n+1

|∇ϕα|2 + n(H2 + c)|ϕ|2 − nH

n+p∑
α=n+1

tr (ϕn+1ϕ
2
α) (4.8)

−
n+p∑

α,β=n+1

(trϕαϕβ)
2 +

n+p∑
α,β>n+1

tr ([ϕα, ϕβ])
2.

El objetivo es demostrar que 1
2
∆|ϕ|2 ≥ 0. Tenemos que

1

2
∆|ϕ|2 ≥ n(c+H2)|ϕ|2 − nH

n+p∑
α=n+1

tr (ϕn+1ϕ
2
α)

−
n+p∑

α,β=n+1

(trϕαϕβ)
2 +

n+p∑
α,β>n+1

tr ([ϕα, ϕβ])
2.

Estimaremos cada término de la desigualdad de arriba. Primero observemos que

n+p∑
α,β=n+1

(trϕαϕβ)
2 = |ϕn+1|2(2|ϕ|2 − |ϕn+1|2) +

n+p∑
α,β>n+1

(trϕαϕβ)
2.

Por otro lado, por la hipótesis (4.7),

tr (ϕn+1ϕ
2
α) ≤

n− 2k√
nk(n− k)

|ϕn+1||ϕα|2,

sumando de α = n+ 1 a n+ p, tenemos que

n+p∑
α=n+1

tr (ϕn+1ϕ
2
α) ≤

n− 2k√
nk(n− k)

|ϕn+1||ϕ|2.



58 CAPÍTULO 4. SUBVARIEDADES CON CURVATURA MEDIA PARALELA

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y usando (3.7) a (3.8) de [10], obtenemos

n+p∑
α,β>n+1

tr ([ϕα, ϕβ])
2 −

n+p∑
α,β>n+1

(trϕαϕβ)
2

≥ −2
∑

α,β>n+1 α ̸=β

(trϕ2
α)(trϕ

2
β)−

∑
α,β>n+1

(trϕ2
α)

2

≥ −
(
2− 1

p− 1

)
(|ϕ|2 − |ϕn+1|2)2.

En consecuencia, juntando las desigualdades anteriores tenemos que

1

2
∆|ϕ|2 ≥ n(H2 + c)|ϕ|2 − n(n− 2k)√

nk(n− k)
|ϕh||ϕ|2 − |ϕn+1|2(2|ϕ|2 − |ϕn+1|2)

−
(
2− 1

p− 1

)
(|ϕ|2 − |ϕn+1|2)2

≥ n(H2 + c)|ϕ|2 − n(n− 2k)√
nk(n− k)

|ϕh||ϕ|2 −
(
2− 1

p− 1

)
|ϕ|4

+

(
1− 1

p− 1

)
|ϕn+1|2(2|ϕ|2 − |ϕn+1|2).

Puesto que (
1− 1

p− 1

)
|ϕn+1|2(2|ϕ|2 − |ϕn+1|2) ≥ 0,

obtenemos

1

2
∆|ϕ|2 ≥ |ϕ|2

{
n(H2 + c)− n(n− 2k)√

nk(n− k)
|ϕh| −

(
2p− 3

p− 1

)
|ϕ|2
}
. (4.9)

Aśı, la hipótesis (4.6) implica que

∆|ϕ|2 ≥ 0.

Se sigue, por el principio del máximo de Hopf, que |ϕ|2 es constante. Entonces, por
(4.9), |ϕ|2 ≡ 0, o bien la igualdad se cumple en (4.6) y también (4.7). Esto demuestra
la primera parte del Teorema 4.1.

4.2 Subvariedades pseudo-umb́ılicas

En esta sección clasificaremos las subvariedades de Sn+p
c tal que |ϕ|2 satisface la

igualdad en (4.2). Para esto, recordemos que una subvariedad M es pseudo-umb́ılica
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si el vector de curvatura media es distinto de cero y pertenece a una dirección umb́ılica,
esto es, si existe una función λ en M tal que

⟨∇XY, h⟩ = λ⟨X, Y ⟩

para cualesquiera vectores X, Y en M o, equivalentemente si Ah = λI.

Puesto que h = Hen+1, se obtiene la relación HAn+1 = λI. Luego, al tomar la
traza en ambos lados de la igualdad tenemos que λ = H2 y An+1 = HI, de donde
|ϕn+1|2 = |An+1|2 − nH2 = 0.

Por otro lado, ya que h = Hen+1, podemos escribir a (4.1) como ϕh(X, Y ) =
⟨ϕn+1X,Y ⟩H, de esta manera obtenemos

|ϕh| = H|ϕn+1| = 0.

La siguiente clasificación se debe a [8], ver también [24].

Proposición 4.4. Sea Mn una subvariedad compacta pseudo-umb́ılica de Sn+p
c , p ≥

2, con vector de curvatura media paralelo h, H = |h|. Si ϕ satisface

|ϕ|2 ≤ n(c+H2)

2− 1/(p− 1)
, (4.10)

entonces, o bien

(i) |ϕ|2 ≡ 0 y M es totalmente umb́ılica o

(ii) la igualdad se cumple en (4.10) y M es una hipersuperficie de Clifford mı́nima
en Sn+1

c+H2 ↪→ Sn+2
c o M2 es una superficie de Veronese en S4

c+H2 ↪→ S5
c

La demostración de la Proposición 4.4 requiere hacer uso del Teorema 2.1 de-
mostrado por Chern, Carmo y Kobayashi en [10] para el caso de codimensión arbi-
traria:

Teorema 4.5 (Chern, Carmo y Kobayashi [10]). Sea Mn una variedad compacta y
sea f : M → Sn+p

c una inmersión mı́nima. Si se cumple que

|A|2 ≤ nc

2− 1/p
.

Entonces, o bien

(i) |A|2 ≡ 0 y M es totalmente geodésica o

(ii) |A|2 ≡ nc
2−1/p

y uno de los siguientes casos ocurre:
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(a) p = 1 y M es un toro mı́nimo de Clifford en Sn+1
c , es decir, M =

Sm
(√

m
nc

)
× Sn−m

(√
n−m
nc

)
.

(b) n = p = 2 y M2 es una superficie de Veronese en S4
c .

Demostración de la Proposición 4.4. Afirmamos primero que si la inmersión f
tiene una dirección paralela umb́ılica, entonces existe una descomposición de la forma
f = g1◦g2 donde g2 : Mn → Sn+p−1

c̃ es una inmersión isométrica y g1 : Sn+p−1
c̃ → Sn+p

c

es una inmersión umb́ılica:

Mn Sn+p
c

Sn+p−1
c̃

-f

@
@
@

@@R
g2

6
g1

Basta mostrar que la imagen de M bajo la inmersión f está contenida en la
intersección de Sn+p

c con un hiperplano. Aśı, hay que encontrar un vector normal a
f(M) que sea constante. Para esto sabemos que la inmersión f : Mn → Sn+p

c tiene
una dirección paralela umb́ılica, dada por el vector de curvatura media h1. Si D
denota la conexión en Rn+p+1,

DXh = ∇Xh+ α(X, ξ);

donde X es cualquier vector tangente a M . Como la esfera Sn+p
c es umb́ılica, es fácil

ver que α(X, ξ) = 0. Por otro lado, si descomponemos el espacio tangente a la esfera
como la suma del tangente a M y el normal a M (relativo a la esfera), tenemos

∇Xh = −AhX +∇⊥
Xh,

donde A es el operador de forma y ∇⊥ es la conexión normal. Como h es paralelo,
∇⊥

Xh = 0, mientras que como h es una dirección umb́ılica, entonces AhX = λX.
Sabemos que λ = H2 y H es constante, de donde la conexión en Rn+p+1 queda como
DXh = −H2X. Entonces el vector λf + h es normal a M y constante, pues

DX(λf + h) = λDXf − λX = λX − λX = 0,

lo que quiere decir que M está contenida en el hiperplano de Rn+p+1 ortogonal a este
vector, ya que h es normal a f(M) y

d

dt
⟨(λf + h) ◦ γ(t), f ◦ γ(t)⟩ = ⟨λf(γ(t)) + h(γ(t)), f∗γ

′(t)⟩ = 0

1Este razonamiento es clásico y no es necesario que el vector de curvatura media esté en una
dirección paralela umb́ılica. Nosotros usamos este hecho para simplificar los cálculos.
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para cualquier curva diferenciable γ : [0, 1] → M , pues f(p) ∈ f(M) ⊂ Sn+p
c , y

f∗γ
′(t) ∈ Tf(p)Sn+p

c con γ(t) = p.

Por otro lado, como la dirección umb́ılica es la dirección de la curvatura media,
g2 es mı́nima. Denotemos por αi la segunda forma fundamental de gi, |Ai| la norma
de αi.

Puesto que |ϕh| = 0 (h es una dirección umb́ılica) tenemos que |A2| = |ϕ|. Puesto
que |ϕn+1| = 0 y por (4.5), tenemos

|ϕ|2 =
∑

α>n+1

trϕ2
α =

∑
α>n+1

trA2
α = |A2|2.

De donde, en términos de |A2|, la hipótesis (4.10) queda como

|A2|2 ≤
n(c+H2)

2− 1/(p− 1)
.

El resultado se sigue del teorema 4.5 si demostramos que c̃ = c + H2. Para ver
que esto se cumple, observemos que

α = α1 ⊕ α2,

donde α es la segunda forma fundamental de f . Puesto que g2 es una inmersión
mı́nima, ∣∣∣∣∣

n∑
i=1

α1(ei, ei)

∣∣∣∣∣ = |tr (α1 ⊕ α2)| = nH,

donde e1, . . . , en es un marco deM . Por otro lado, como g1 es una inmersión umb́ılica,

H1 = ⟨A1ei, ei⟩ = ⟨α1(ei, ei), en+p⟩,

donde H1 es la curvatura media de g1 (g1 es una hipersuperficie). En consecuencia,
|
∑n

i=1 α1(ei, ei)| = nH1,

H1 = H y |A1|2 = nH2. (4.11)

De la ecuación de Gauss para la inmersión g1 tenemos que Rijij = c + λiλj = c̃,
aśı H2

1 = λ2
i = c̃− c. También

n(n− 1)(r − c) = (nH1)
2 − |A1|2

= n(n− 1)H2
1 ,
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implica que r = c̃, donde r es la curvatura escalar normalizada. Nuevamente, por la
ecuación de Gauss y (4.11), es claro que

n(n− 1)(c̃− c) = (nH1)
2 − |A1|2

= n2(c̃− c)− nH2,

lo que implica que c̃ = c+H2, esto demuestra la Proposición 4.4. �

4.3 Subvariedades con R⊥ ≡ 0

Ahora consideremos subvariedades con curvatura media paralela y R⊥ ≡ 0. Recorde-
mos que el tensor de curvatura del haz normal TM⊥ está dado por

R⊥(X, Y )ξ = ∇⊥
X∇⊥

Y ξ −∇⊥
Y∇⊥

Xξ −∇⊥
[X,Y ]ξ,

para toda X, Y ∈ TM , ξ ∈ TM⊥ y donde ∇⊥ es la componente normal (conexión
normal) de ∇ definida en TM⊥.

Siguiendo las ideas para la demostración de la Proposición 3.3 en [24], para el
caso k = 1, tenemos nuestro siguiente resultado.

Proposición 4.6. Sea Mn una subvariedad compacta orientada de Sn+p
c , p ≥ 2.

Supongamos que el vector de curvatura media h es paralelo y R⊥ ≡ 0. Si ϕ satisface

|ϕ|2 ≤ n(c+H2)− n(n− 2k)√
nk(n− k)

|ϕh| (4.12)

y

tr (ϕn+1ϕ
2
α) ≤

n− 2k√
nk(n− k)

|ϕα|2|ϕn+1| (4.13)

para toda α = n+ 1, . . . , n+ p, entonces

(i) |ϕ|2 ≡ 0 y M es totalmente umb́ılica, o bien

(ii) la igualdad se cumple en (4.12) y (4.13), y uno de los siguientes casos ocurre:

(a) M es una hipersuperficie de Clifford mı́nima en una esfera,

M = Sm

(√
m

nc

)
× Sn−m

(√
n−m

nc

)
⊂ Sn+1

c ↪→ Sn+2
c

para algún entero m < n.
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(b) Para toda H2, 0 ≤ H2 < H, M es un producto de esferas

M = Sk(r1)× Sn−k(r2) ⊂ Sn+1
c+H2

2
↪→ Sn+2

c

con r22 < (n − k)/n(c +H2
2 ) y curvatura media H1 de M en Sn+1

c+H2
2
donde

H2 = H2
1 +H2

2 y r21 + r22 =
1

c+H2
2
.

Para la demostración de la Proposición 4.6 necesitamos los siguientes lemas alge-
braicos.

Lema 4.7. Sean xi números reales tales que
∑

i xi = 0 y
∑

i x
2
i = 1. Supongamos

que la siguiente desigualdad se cumple∑
i

x4
i ≤

(n− 2k)2

nk(n− k)
+

1

n
(4.14)

Entonces, la igualdad se cumple si y sólo si n − k de los números xi son iguales a

±
√

k
n(n−k)

y el resto de los k números xi son iguales a ∓
√

n−k
nk

.

Demostración. Primero observemos que por un cálculo directo, podemos probar el
lema para los casos n = 2k y n = 3k. Supongamos que n ̸= 2k y n ̸= 3k y estudiemos
el comportamiento de las ráıces del polinomio (ver [24], pág. 408)

p(x) = x4 − 6

n(n− k)
x2 +

8
√
k
∑

i x
3
i

n(n− k)(n− 2k)
x+

3(1− 2k
∑

i x
4
i )

n(n− k)(n− 2k)(n− 3k)
, (4.15)

Para esto, observamos primero que nuestra hipótesis (4.14) puede ser escrito como

3(1− 2k
∑

i x
4
i )

n(n− k)(n− 2k)(n− 3k)
+

3

n2(n− k)2
≥ 0.

Por otra parte, tenemos que para cualquier polinomio de la forma x4+6Ax2+4Bx+
C = 0 tiene ráıces reales si los coeficientes A y C satisfacen C+3A2 ≥ 0. Puesto que
nuestra desigualdad anterior es exactamente esta condición para el polinomio p(x),
tenemos que todas sus ráıces son reales. Más aún, si en (4.14) la igualdad se cumple,
esto es si C+3A2 = 0, entonces (4.15) tiene (al menos) tres ráıces iguales. De donde,
al tomar la derivada de p(x) e igualar a cero obtenemos que la ecuación

x3 − 3

n(n− k)
x+

2
√
k
∑

i x
3
i

n(n− k)(n− 2k)
= 0

tiene al menos dos ráıces iguales, de donde(∑
i

x3
i

)2

=
(n− 2k)2

nk(n− k)
.
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Ya que un polinomio de la forma x3−3Ax+B que tiene una ráız real y de multiplicidad
2 cumple que 4A3 = B2. Por el Lema 2.7, concluimos la demostración del Lema
4.7.

Lema 4.8. Sean A,B : Rn → Rn matrices simétricas tal que [A,B] = AB−BA = 0,
trA = trB = 0 y la siguiente desigualdad se cumple

tr (A2B) ≤ n− 2k√
nk(n− k)

(trA2)(trB2)1/2. (4.16)

Entonces, la igualdad se cumple si y sólo si n− k de los valores propios xi de A y los
correspondientes valores propios yi de B satisfacen

xi = ±

√
k

n(n− k)
(trA2)1/2 yi = ±

√
k

n(n− k)
(trB2)1/2

y el resto de los k valores propios de A y B satisfacen

xi = ∓
√

n− k

nk
(trA2)1/2 yi = ∓

√
n− k

nk
(trB2)1/2

Demostración. Puesto que [A,B] = 0, podemos elegir una base ortonormal en Rn

que diagonalice simultáneamente a A y B. Por otro lado, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que

∑
i x

2
i =

∑
i y

2
i = 1, donde {x1, . . . , xn} y {y1, . . . , yn} son los

valores propios de A y B, respectivamente. Entonces, (4.16) queda como

∑
i

x2
i yi ≤

n− 2k√
nk(n− k)

. (4.17)

Consideremos la función g : Rn × Rn → R dada por g(xi, yi) =
∑

i x
2
i yi sujeto

a las condiciones
∑

i xi =
∑

i yi = 0 y
∑

i x
2
i =

∑
i y

2
i = 1. Por el método de los

multiplicadores de Lagrange, los puntos cŕıticos están dados por las ecuaciones

xiyi = Cxi +D, x2
i = Cyi +

1

n
, (4.18)

para algunas constantes C y D. Si elevamos al cuadrado la segunda ecuación y
tomamos la suma, obtenemos que∑

i

x4
i = C2 +

1

n
,
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ya que
∑

i yi = 0 y
∑

i y
2 = 1. Análogamente, de la primera ecuación en (4.18)

podemos multiplicarla por xi y luego tomar la suma, para obtener que C =
∑

i x
2
i yi.

En consecuencia, por (4.17), ∑
i

x4
i ≤

(n− 2k)2

nk(n− k)
+

1

n
.

Usando el lema 4.7 y las ecuaciones (4.18), concluimos la demostración del Lema
4.8.

Demostración de la Proposición 4.6. La primera parte de la demostración es
parecida a la demostración de la Proposición 4.3, observando que si R⊥ ≡ 0, entonces
[ϕα, ϕβ] = 0 para toda α, β. En efecto, usando la ecuación de Ricci para subvariedades
en un espacio de curvatura constante se tiene que

0 = ⟨R⊥(X,Y )ξ, η⟩ = ⟨[Aξ, Aη]X, Y ⟩,

de esta manera, [Aξ, Aη] = 0 para cualesquiera vectores ξ, η ∈ TM⊥. Por (4.8),
tenemos que

1

2
∆|ϕ|2 ≥ n(c+H2)|ϕ|2 − nH

n+p∑
α=n+1

tr (ϕn+1ϕ
2
α)−

n+p∑
α,β=n+1

(trϕαϕβ)
2,

puesto que [ϕξ, ϕη] = [Aξ, Aη] = 0, para toda ξ, η ∈ TM⊥. Ahora, por nuestra
hipótesis (4.13) y puesto que

∑
α |ϕα|2 = |ϕ|2, obtenemos

n+p∑
α=n+1

tr (ϕn+1ϕ
2
α) ≤

n− 2k√
nk(n− k)

|ϕ|2|ϕn+1|.

Luego, por la desigualdad de Cauchy y ya que |ϕh| = H|ϕn+1|,

1

2
∆|ϕ|2 ≥ n(c+H2)|ϕ|2 − n(n− 2k)√

nk(n− k)
|ϕ|2|ϕh| − |ϕ|4

≥ |ϕ|2
(
n(c+H2)− n(n− 2k)√

nk(n− k)
|ϕh| − |ϕ|2

)
≥ 0.

A continuación analizaremos el caso cuando se tiene la igualdad en (4.12) y pos-
teriormente efectuamos la reducción de la codimensión. Tenemos que

n+p∑
α=n+1

|∇ϕα|2 = 0, (4.19)
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y ∑
α≥n+1

tr (ϕn+1ϕ
2
α) =

n− 2k√
nk(n− k)

|ϕα|2|ϕn+1|.

Sean (ϕα) las matrices que definen las funciones ϕα’s. Por el Lema 4.8, existe un
marco ortonormal e1, . . . , en en TMn tal que las ϕ’s son de la forma:

(ϕα) = aα



1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · 1 0 · · · 0
0 · · · 0 −n−k

k
· · · 0

...
. . .

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 · · · −n−k
k


,

donde aα = ±
√

k
n(n−k)

tr (ϕ2
α)

1/2. De (4.19) se sigue que aα es constante para cada

α. Esto implica que el primer espacio normal de f , es decir, el subhaz de TM⊥ dado
como

N1(x) = {ξ ∈ TM⊥ : Aξ = 0}⊥ = span

{ ∑
α≥n+1

⟨AαX, Y ⟩eα : X, Y ∈ TxM

}
,

tiene dimensión constante. En efecto, por un simple cálculo tenemos que

N1(x) = span

{ ∑
α≥n+1

⟨Aαei, ei⟩eα : ei ∈ TxM

}

= span

{
(H − (ϕn+1)ii)en+1,−

∑
α>n+1

(ϕα)iieα

}
,

ya que

⟨Aαei, ei⟩ =
{

H − (ϕn+1)ii α = n+ 1
−(ϕα)ii α > n+ 1.

En consecuencia, N1(x) está generado por los vectores{
Hen+1,

∑
α≥n+1

(ϕα)iieα : i = 1, . . . , n

}

y la dimensión es a lo más 2, para toda x ∈ M . Por hipótesis R⊥ ≡ 0 y ∇⊥h = 0, aśı
N1 es un haz normal paralelo y, de esta manera es posible reducir la codimensión de
la inmersión a 2, esto es consecuencia directa del Teorema 4.4 y la Proposición 4.1
en [11]. Consideremos dos casos.
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Primer caso: H = 0. En este caso ϕα = −Aα para toda α y dimN1(x) ≡ 1. Aśı
reducimos la codimensión a uno. Puesto que |ϕ|2 = |A|2 y |ϕh| = 0, (4.12) se puede
escribir como |A|2 = nc. Por el Teorema 4.5, M es una hipersuperficie mı́nima de
Clifford en Sn+1

c ⊂ Sn+p
c .

Segundo caso: H ̸= 0. Después de reducir la codimensión, podemos suponer que
Mn ⊂ Sn+2

c . Primero demostraremos que M tiene una dirección paralela umb́ılica.
Para este propósito elegimos un nuevo marco ortonormal ξ1, ξ2 en T⊥M por

ξi =
1

a2n+1 + a2n+2

(an+2en+1 + (−1)i+1an+1en+2).

Sabemos que ∇⊥en+1 = 0, ya que por hipótesis h = Hen+1 es paralelo. Además,
puesto que sólo tenemos dos direcciones normales independientes, dados inicialmente
por {en+1, en+2}, tenemos que ∇⊥en+2 = 0, de donde, ξi son campos vectoriales
paralelos. Es fácil ver que ξ2 es una dirección umb́ılica.

Puesto que tenemos una dirección umb́ılica, la inmersión f se puede descomponer
como f = g1 ◦ g2 donde g2 : Mn → Sn+1

c̃ es una inmersión isométrica y g1 : Sn+1
c̃ →

Sn+2
c es una inmersión umb́ılica.

Si definimos las nuevas funciones lineales ϕi : TxM → TxM por

⟨ϕiX, Y ⟩ = ⟨ϕ(X, Y ), ξi⟩, i = 1, 2

entonces |ϕ|2 = |ϕ1|2 + |ϕ2|2. Como ξ2 tiene una dirección umb́ılica, |ϕ2| = 0 . Aśı

|ϕ|2 = |ϕ1|

y también
|ϕh| = |H1||ϕ1|

donde H1 = ⟨h, ξ1⟩. De las tres últimas ecuaciones tenemos que (4.12) se puede
escribir como

|ϕ1| = n(c+H2)− n(n− 2k)√
nk(n− k)

|H1||ϕ1|.

Ahora el resultado se sigue del Teorema 2.3 aplicado a g2, ya que de la ecuación de
Gauss para la inmersión umb́ılica de Sn+1

c̃ en Sn+2
c implica que c̃ = c+H2

2 . �

Demostración del Teorema Principal. Parte (ii)

Si la igualdad se cumple en (4.2), entonces ∆|ϕ|2 ≡ 0, y esto implica que todas las
estimaciones usadas arriba son igualdades. Aśı,(

1− 1

p− 1

)
|ϕn+1|2(2|ϕ|2 − |ϕn+1|2) = 0.
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Puesto que H ̸= 0 y p > 1, tenemos que 2|ϕ|2 − |ϕn+1|2 > 0, de donde p = 2 o
|ϕn+1| ≡ 0.

Primer caso: p = 2. Como M tiene una dirección normal paralela, por hipótesis,
es fácil ver que R⊥ ≡ 0. Entonces el Teorema es una consecuencia directa de la
Proposición 4.6, (i)-(b).

Segundo caso: |ϕn+1| = 0. Notemos que en este caso la inmersión es pseudo-
umb́ılica, puesto que |ϕα| = 0 implica que eα es caracterizado como una dirección
umb́ılica. De donde, por la Proposición 4.4, (ii) implica el resultado.
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