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Introduccion

Esta tesis esta dividida en cuatro partes. La primera parte consiste de los preliminares
de nuestro trabajo y resultados que ocuparemos posteriormente. La segunda parte y
mas extensa se refiere a resultados de hipersuperficies inmersas en una esfera unitaria.
Nuestro principal objetivo es caracterizar los productos de esferas, también llamadas
hipersuperficies de Clifford. Es conocido que toda hipersuperficie en S"™!(1) con dos
curvaturas principales constantes es una de estas. En general, las hipersuperficies con
curvatura media o escalar constante en las formas espaciales se encuentran entre los
objetos més estudiados en la geometria diferencial. Aunque se sabe que existe una
infinidad de éstas, también se sabe que al imponer ciertas condiciones adicionales se
puede obtener clases con pocas hipersuperficies, salvo isometrias del espacio ambiente.
Por ejemplo, en el caso de las hipersuperficies con curvatura media constante en
la esfera unitaria, los teoremas de rigidez datan de los trabajos clasicos de Simons
[26], Lawson [13], asi como Chern, do Carmo y Kobayashi [10]. Estos resultados se
pueden agrupar de la manera siguiente: Si el cuadrado de la norma de la segunda
forma fundamental |A|? de una variedad compacta M" inmersa en S"*! de mane-
ra minima satisface que |A|*> < n, entonces |A|> = 0 y la inmersién es totalmente
geodésica, o bien |A[*> = n y la imagen de la inmersién es el producto de esferas

M- = S™(\/) x §"7™(,/2=1), para algin entero m con 1 <m <n — 1.

Mas de veinte anos después, Alencar y do Carmo [1] extendieron este resultado
al caso de inmersiones con curvatura media constante H, usando una féormula tipo
Simons para el laplaciano del cuadrado de la norma |¢|* del operador ¢ = HI — A,
donde A es el operador asociado a la segunda forma fundamental. Demostraron
que si |p|* estd acotada por arriba por cierta constante By que depende sélo de H,
entonces |¢|> = 0 y la inmersién es totalmente umbilica o |¢|? = By y la imagen de
la inmersién es M,,,_,, cuando H = 0 o un H(r)-toro S*(r) x S""}(v/1 —r?) con
H #0. W. Santos [24] extendi6 este resultado al caso de codimensién arbitraria.

Bajo ciertas hipotesis analogas a las mencionadas arriba, caracterizamos los pro-
ductos de esferas S*(r) x S"7*(y/1 — r?), para un entero k dado, con 1 <k <n — 1.
De este modo, nuestro objetivo es extender el teorema dado en [1]. Més precisamente,
a continuacion enunciaremos nuestros principales resultados.
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En el caso en que la hipersuperficie es compacta tenemos (Teorema 2.3):

Sea M™ una hipersuperficie compacta orientada y conexa inmersa en S*1(1) con
curvatura media constante H. Dado un entero k con 1 < k <n—1, si se cumple que

0 < Bpp y  tr(¢?) < Coglol

donde By y Cy i son constantes dadas por (2.3) y (2.4), respectivamente. Entonces
|p| =0 y M™ es totalmente umbilica, o bien |¢|> = By y M™ es un toro de Clifford
minimo (H =0) o M™ es el producto S"7*(r) x S¥(v/1 —r2) con r? < =% (H #0).

Si se considera el resultado anterior para k£ = 1, la segunda desigualdad que se
tiene como hipdtesis no es necesaria y se tendria el teorema dado por Alencar y do
Carmo, ver el Teorema 2.2.

Al analizar la demostracion del resultado obtenido por Alencar y do Carmo, ob-
servamos que ellos utilizaron el llamado Lema de Okumura, ver la desigualdad (2.2)
y, también ver [1] para mas detalles. En nuestro caso, es importante mencionar que
un punto clave para la demostracién del Teorema 2.3 es hacer uso del Lema 2.7 para
obtener los productos de esferas S*%(r) x S¥(/1 —72), para 1 < k <n — 1.

Damos una caracterizacion sobre las hipersuperficies k-minimas, es decir, H, = 0
donde Hj es la k-ésima curvatura media, y con dos curvaturas principales de multi-
plicidad n — 1y 1 (Proposicién 2.16):

Sea M™ una hipersuperficie k-minima completa en S"*1(1) con dos curvaturas
principales tal que la multiplicidad de una de ellas es simple. Si
n(k? — 2k +n)
k(n — k)

entonces |A|* = % y M™ es isométrica a S! (\/%) x Sn—t (, /"T*k) ,

De esta manera, con ayuda del principio del méaximo de Omori y técnicas usadas
en [4], demostramos el siguiente resultado (Teorema 2.17):

n(k* — 2k +n)
k(n — k)

|A]2 > o bien |A]2 <

Sea M™ una hipersuperficie de rotacién k-minima completa en S"*(1) con cur-
vatura escalar constante. Entonces, |A|*> =0 y M es totalmente geodésica o bien,
n(k? — 2k +n)

k(n—Fk)

max |A]* >
M

Mds aiin, si se cumple la igualdad arriba, entonces M es St <\/%> x Pt (\ / ”T_k> )

Utilizando ideas de Alias y Garcia-Martinez [3] y el principio del méximo clasico de
Omori-Yau, en la tercera parte demostramos algunos resultados de rigidez similares a
los mencionados anteriormente cuando el espacio ambiente es un espacio de curvatura
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constante, con el propédsito de continuar caracterizando a las hipersuperficies con dos
curvaturas principales de multiplicidades k,n — k (Teorema 3.2):

Sea M™ una hipersuperficie completa orientada y conexa en una forma espacial
M con ¢ = 0,1,—1, n > 3 y curvatura media constante H tal que H? + ¢ > 0.
Dado un entero 1 < k < %, asumiendo que tr(¢*) < Cyxl¢® en M™. Entonces
suplg| = 0 y M es totalmente umbilica, o bien sup|p|* > Bur.. Ademds, si
sup |¢|? = By e y este supremo se alcanza en algin punto de M™ si y sélo si

(a) ¢ =0y M es un cilindro circular R¥ x S*=*(r) con r > 0,

(b) c =1y M es o bien un toro minimo de Clifford o es el producto S"*(r) x

SF(V1—=1r2) conr? < 2= si H # 0.
(c) c=—1y M es un cilindro hiperbélico HF(—+/1 + r2) x S"*(r) con r > 0.

Para el caso ¢ = 1, el resultado de arriba queda escrito de la siguiente manera:
si M"™ estd inmersa en S"™(1) con curvatura media constante y tr(¢?*) < C, x|d[>.
Supongamos ademés que sup |¢|? = By, y este supremo se alcanza en M. Entonces
M es un producto de esferas.

Analizando el cuadrado de la norma de la segunda forma fundamental de hiper-
superficies de rotacion, inmersas en la esfera unitaria, mostramos que la condicién
sobre la traza de ¢? is necesaria en nuestros resultados (Proposicién 3.6):

Para cada entero k con 1 < k <n y H > 1/y/2n — 1, existe una hipersuperfi-
cie completa M™ en S"(1) con curvatura media H tal que sup |¢|* = By y este
supremo se alcanza en algin punto de M, y el cual no es un producto de esferas.

Finalmente, utilizando resultados de [24], en la cuarta parte extendemos nuestro
primer resultado (Teorema 2.3) al caso de codimensién arbitraria, reemplazando la
condicion de la curvatura media constante por la hipdtesis natural de que el vector
de curvatura media h sea paralelo (Teorema 4.1).






Capitulo 1

Preliminares

El laplaciano de un tensor simétrico

Sea {wi,...w,} el marco dual asociado a un marco ortonormal local {ey,...,e,}
definido sobre una variedad riemanniana M"™. Entonces podemos escribir las ecua-
ciones de estructura de M como

dwi = Zwij AN Wj, wij + wji = O,
J

dwij = Zwik N W -+ Qija (11)
k

donde .
Q; = 3 Z Rijr wi N wy

k.l

y Riji son las componentes del tensor de curvatura de M,

Riji + Riju. = 0.

Consideremos un tensor ¢ = >, ; ¢;w; ® w; simétrico definido en una variedad
riemanniana M"™. Calcularemos el laplaciano de este tensor.

La primera y segunda derivada covariante de ¢;; estan definidas respectivamente
por

Z Gijpwr = dogj + Z OrjWii + Z DikWhj, (1.2)
k k k

Z Gigiw; = ddijr, + Z OmjkWmi + Z QimkWmj + Z DigmWmk-
l m m m

9
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A continuacién, explicamos la notacién de las derivadas covariantes. Primero, d¢;; es
la diferencial usual de ¢;; dada por d¢;;(X) = X(¢;;), donde X es cualquier campo
vectorial tangente a M. En particular, también observemos que las componentes de
la primera derivada covariante estan dadas por

Gijie = ex(ij) + Z Orjwriler) + Z Girwrj(€r).
k k

Si el marco {ey,...,e,} es geodésico en un punto p € M, tenemos que la primera
derivada de la componente ¢;; con respecto al vector e es simplemente ¢;;x(p) =

ex(i;)(p), puesto que wij(ex)(p) = (Veei, €;)(p) = 0.
Anélogamente, d¢;;i, es la diferencial usual de la componente ¢, asi que de;;(X) =
X (¢ijr) v, la segunda derivada covariante en un marco geodésico estda dado por

Dijki (p) = €l(¢¢jk)(p)-

Al calcular la derivada exterior de (1.2) con ayuda de la segunda ecuacién de
estructura se tiene

Z Gijrr wi N\ wy, = Z Ori i + Z it (1.3)
Lk K K

Al evaluar la ecuacién anterior en (e, €;) y utilizando nuevamente las ecuaciones (1.1)
obtenemos

¢ijkl - ¢ijlk = - Z ¢ijmilk - Z ¢imijlk-

El laplaciano del tensor ¢;; estd definido por Z Dijkkes
k

Agy; = Z¢ijkk
k

= Z (Gijrk — Pirgr) + Z(¢ikjk — Gikkj) + Z(¢ikkj — Orkij) + (Z ¢kk>
k ij

k k k

= > (Gijr — Girge) + O _(Dikks — Brwig) + (Z m’“)
k

k k
- E gbmkRmzk:j - E ¢imRmkkj~
m,k m,k

]

Supongamos adicionalmente que ¢ satisface la ecuacion de Codazzi: ¢ = @i;-
Tenemos que

¢ijkk - ¢ikjk = Oa ¢ikk’j - ¢kkij = 07
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ya que ¢;; es simétrico. Por lo tanto,

k : m,k m,k

ij

Si |p|* = Z ¢F ytro = Z ¢i;. Entonces de la ecuacién (1.4) se tiene

1
§A|¢|2 = Z ¢z]k + Z ¢Z]A¢Z] (15)
VRS
= Z ¢z]k + Z ¢Zj tr¢ Z ¢zy¢mkRmzkj Z gbijgbimRmkkj-
1,5,k i,7,m,k ,3,m,k
Eligiendo un marco {ey, ..., e,} tal que ¢;; = p;0;; entonces (1.5) se simplifica a
1
SOl = [Vel* + Zuz (tr )i ZR”” , (1.6)

donde |V¢[? = Z”k gbf]k

Inmersiones con curvatura media constante

Consideremos una variedad orientada M™ inmersa en un espacio simplemente conexo
y de curvatura constante c, es decir, una forma espacial. A partir de la ecuacién
(1.4), se puede calcular el laplaciano de las curvaturas principales A);. Para esto
denotemos por H la curvatura media y por A el operador de forma de M, para
alguna orientacion. Por la ecuaciéon de Gauss, R;j;; = ¢+ A A;. Si la curvatura media
es constante tenemos:

AN = — Z Ni Riiri — Z i Riki
= —Z)\k (c+ AeN; +Z)\ (c+ AeAi)
= —an — |APN + en); + nHA?
donde ¢;; = 0\ v |A]P =, Af. Asi,
AN = (en — |[AP)N + nH(A? — c).
En particular, si la hipersuperficie es minima
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En esta tesis estamos considerando, como una de nuestras hipotesis, el hecho de que
la norma del operador de forma |A]? estd acotada. Es quizd una de las razones del por
qué estaremos interesados en calcular el laplaciano A|A[%. De esta manera, usando
la identidad $A(f?) = |V f|> + fAf, tenemos que:

1 2 1 2
SAIAPF = 2§ijmi

= D VAL + D NAN

)

= D IVAL A+ (en— |AP) AP

1

Observemos que, en este caso, el cuadrado de la norma de la derivada covariante del
operador de forma A puede ser escrito como

VAP =) VAP

)

De hecho, para el tensor ¢ la derivada covariante V¢ : X(M) x X(M) — X(M) se
define como

VO(X,Y) = (Vy9)X = Vy(¢0X) — ¢(Vy X).

Luego, %A|A\2 puede ser escrito como:
1
FAMAP = [VAP + (en — [AP) A%
En el caso H # 0, es mejor considerar el operador lineal
(pX,Y) = (HX,Y) — (AX)Y),

y analizar |¢|? en vez de | A|?.

Notemos que los valores propios de ¢ son de la forma pu; = H — \;, donde \; son
las curvaturas principales de M. Es facil ver que ¢ es simétrico, con traza cero y que

6> =) (H—\)*= % D (=)

i 1,j

Observemos que |¢|> = 0 si y sélo si M™ es totalmente umbilica. Este operador ha
sido utilizado por varios autores, [1], [19], [29], y también nos serd de gran utilidad a
lo largo de esta tesis. Para esto calcularemos el laplaciano Al¢|? de |¢|? a partir de
(1.6). Ver [1] y [19] para el caso ¢ = 1.
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Sea {e1,...,e,} un marco ortonormal el cual diagonaliza a A y por lo tanto
también diagonaliza a ¢ en cada punto de M". Como H es constante se sigue que ¢
satisface la ecuacion de Codazzi. De la ecuacion (1.6), tenemos que

1 1
§A’¢’2 = ’V¢|2+§;Rijij(ﬂi _,Uj)27 (1.7)
donde [Vo[* =37, . &3, con trd = 0.

Escribimos las curvaturas seccionales en términos de los valores propios p;’s. Por
definicién de ¢ y por la ecuacion de Gauss tenemos

Rijij = ¢+ NiAj :C+Miuj—H(/~Li+Mj)+H2- (1.8)

Puesto que la traza de ¢ es cero, es facil ver que

%Z(C"‘Nz‘ﬂj)(ﬂi — )t =med i~ (Z u?) (1.9)

y también que

1
5 i )i = ) =y i (1.10)
1] i
Usando (1.8)-(1.10) en (1.7) y como 2n|¢[* = 37, (pt; — j1;)?, obtenemos
1
SAIOP = VoI’ — (o' + n(H* + o)l¢f* —nH Y . (1.11)

Lema 1.1. Sea M" una hipersuperficie inmersa en una forma espacial M (n+1)-
dimensional con curvatura media constante H. Entonces, el laplaciano de %|qu|2 estd
dado por la expresion (1.11), donde ¢ = HI — A y p; son los valores propios de ¢.






Capitulo 2

Hipersuperficies en la esfera
unitaria

Sea M™ una variedad orientable y conexa. Sea f : M — S""!(1) una inmersién
isométrica de M™ en la esfera unitaria S"**(1) C R"™2. Nuestro objetivo es imponer
condiciones sobre la traza de A, A% y A3 para obtener algunos resultados de rigidez
para hipersuperficies en S"™1(1).

2.1 Ejemplos

Puesto que en este capitulo consideraremos principalmente inmersiones isométricas
con curvatura media constante, daremos algunos ejemplos de las hipersuperficies que
nos interesan y que caracterizaremos en el Teorema 2.3.

Ejemplo 1: Hipersuperficies de Clifford

Un toro de Clifford de dimensién n en S"*!(1) es obtenido al considerar las inmer-
siones usuales S"*(r) C R* %1 Sk(y/1 —r2) C R*¥ r € (0,1), donde el valor entre
paréntesis denota el radio de la esfera correspondiente, y tomando el producto de las
inmersiones se tiene que S*7*(r) x S*¥(v/1 —r2) — S"*(1) ¢ R"*2. Las curvaturas
principales son

15
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para alguna orientacién. Es conocido que las hipersuperficies de Clifford son las
tinicas hipersuperficies isoparamétricas! en S"*1(1) con dos curvaturas principales.
En particular, si k =1 0 k =n — 1, tenemos el H(r)-toro y si H = 0 tenemos el toro
minimo de Clifford:

o () o () s

Tenemos que la curvatura media y el cuadrado de la norma de la segunda forma
fundamental estan dados por
nr? —k k' n—k

e L Ap= Szl
nry/1 —r?’ 4 7°2+1—7”2 "

respectivamente. Puesto que |¢|? = |A|> — nH?, tenemos

n—2

k
— |3 2.1
—l 2.)

tr(¢°) =

Ejemplo 2: Hipersuperficies totalmente umbilicas

Para cualquier vector unitario a y cualquier r, con 0 < r < 1, consideremos la
hipersuperficie
M ={peS™(1) : (p,a) =71}

Cuando r = 0, M es una hiperesfera en S"™!(1) de radio uno. Si r > 0, M es una
hiperesfera en S"*!(1) de radio menor que uno. Es conocido que éstas son las tinicas
hipersuperficies completas totalmente umbilicas en S***(1). En particular, si r = 0,
Mg es totalmente geodésica. Por un cédlculo usual, la segunda forma fundamental y
la curvatura media de M" estan dados por

r r
A= —=I H=——,
V1—1r2 V1—1r?
respectivamente, salvo un signo. Observemos que las hipersuperficies M satisfacen
trivialmente la ecuacién (2.1).

Demostraremos que estos dos ejemplos son las tnicas hipersuperficies con cur-
vatura media constante en S"**(1) que cumplen la ecuacién (2.1), ver el Lema 2.7.

En los ejemplos 1 y 2 se describen todas las hipersuperficies isoparamétricas con
a lo mas dos curvaturas principales en la esfera unitaria.

LCartan usé el término hipersuperficie isoparamétrica para referirse a las hipersuperficies que
tienen todas sus curvaturas principales constantes cuando estan inmersas en un espacio de curvatura
constante. Por ejemplo, en S3(1) las tnicas superficies isoparamétricas son S?(r) o bien, el toro

SI(r) x S (vI—1?).
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2.2 Algunos teoremas de rigidez conocidos

Cuando M es minima (H = 0) el siguiente teorema es bien conocido:

Teorema 2.1 (Chern, do Carmo y Kobayashi [10], Lawson [13], Simons [26]). Sea
M™ una hipersuperficie compacta minima en S*(1). Si se cumple que |A]*> < n,
para todo p € M. Entonces

(i) |A> =0 y M es totalmente geodésica, o bien |A|* = n.

(i) Si|A]* =n siy sdlo st M es un toro de Clifford en S""1(1), es decir, M es un

producto de esferas S™ (\/%) X S <, / %), para algin m < n.

La parte (i) fue demostrada por J. Simons [26]. La caracterizacién de (ii) fue
obtenida independientemente por Chern, do Carmo y Kobayashi [10], y por Lawson
[13]. Observemos que m estd ajeno a las hipdtesis del Teorema 2.1 y es un entero
desconocido en el conjunto {1,...,n —1}.

Alencar y do Carmo [1] extendieron este resultado al caso de inmersiones con
curvatura media constante H, para enunciar este teorema, consideremos el tensor
¢ = HI — A y denotemos por By el cuadrado de la raiz positiva del polinomio

pr(z) =27 + %Hm —n(H*+1),

Notemos que para H =0, By = n.

Teorema 2.2 (Alencar y do Carmo [1]). Sea M™ una hipersuperficie compacta orien-
tada con curvatura media constante en la esfera unitaria S™"(1). Supongamos que

|¢|2 S BH7

para todo p € M. Entonces

(i) |¢]> =0 y M es totalmente umbilica, o bien |¢|> = By.
(ii) |¢|> = By si y sdlo si

(a) H=0y M es un toro de Clifford en S™"(1),
(b) H#0,n>3, y M es un H(r)-toro,

M =S""(r) x SH{v1 —1r2) c S""(1),

con r? < ”T_l
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(c) H#0,n =2,y M? es un H(r)-toro,
M? =S'(r) x S'(V1 —r2) C §*(1),
con 1 # 3.

Este resultado no caracteriza los otros productos S”*k(r) xSk(M) para k > 2,
tampoco los productos S"7!(r) x S'(v/1 — r2) para 72 > nT—l

Con respecto a la demostracion, Alencar y do Carmo utilizan un lema debido a
Okumura [19], el que establece que dados niimeros reales p1, . . ., p,, tales que > p; =0

y > u? = 3%, entonces
n—2

< ——p3 (2.2)

;,u? y/n(n—1)

Ellos refinan este resultado probando que en esta ultima expresién se cumple la
igualdad si y s6lo si n — 1 de estos ntimeros son iguales. Mas tarde analizaremos la
desigualdad (2.2).

2.3 Resultados aportados

En esta seccién presentamos nuestros primeros resultados. Analogamente, denotare-
mos por By el cuadrado de la raiz positiva del polinomio

5  n(n—2k)

) =12+ Hx —n(H? +1).

Por un célculo directo obtenemos que

n(n® —2nk +2k?) _, n(n—2k)
By, = H*— ———=\/n?H*+ 4k(n — k)H?>. 2.3
ok o — k) oy VI Ak =) (2:3)

Notemos que para k = 1, By = By. ppmai(x) es llamado en [2] el polinomio de
Alencar-do Carmo y, el polinomio pg ha sido utilizado en [7] y [17].

A lo largo de este trabajo consideremos la constante

Cr = n——2k (2.4)
nk(n — k)

Con las mismas técnicas utilizadas en [1], nosotros probamos el siguiente resultado.
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Teorema 2.3. Sea M™ una hipersuperficie compacta orientada inmersa en S"1(1)
con curvatura media constante. Fijemos un entero k con 1 <k <n—1. S

|9|* < B Y tr(¢?) < Crlo)? (2.5)

para todo p € M. Entonces

(i) |¢]> =0 y M es totalmente umbilica, o bien |p|* = By .
(ii) |¢|* = By si y sdlo si

(a) H=0y M es un toro de Clifford en S""'(1).
(b) H#0,n>3, M =8""r)xS"v1-r?) C S (1), conr? < =%,
(¢c) H#0,n=2,yM?*esS'(r) x S'(v1—r?) C S¥1), con r? # 3.

Para k = 1, debido al Lema de Okumura, la segunda desigualdad que se tiene
como hipotesis en el Teorema 2.3 no es necesaria, y se tendria el Teorema 2.2.

Podemos representar graficamente nuestro resultado usando el plano (tr A3, |A[?)
como se muestra en la Figura 2.1, observando que las desigualdades (2.5) pueden ser
escritas como nH? < |A|? < By, +nH? y tr (4A%) > F, x(H,|A]?), respectivamente,
donde

n? 0 n(n — 2k)
2k(n — k) 2k(n —

By +nH?*=n+ \/n2H4 + 4k(n — k)H?,

Foi(H, |A*) = 3H|A)? — 2nH? — C,, 1 (|A]? — nH?)*2. (2.6)

En [28], Xu y Tian propusieron el siguiente problema: Para una hipersuperficie
compacta M en S"™!(1) con curvatura escalar constante normalizada r y curvatura
media constante H # 0. Supongamos que a(n, H) < |A]*> < (n, H), donde

a(n,H)=n+ ﬁ]—]z - ;L((Z—_l\/n2H4 +4(n—1)H?
y
B(n,H) =n+ D) 2 %\/ﬁfﬂ +4(n—1)H2.

;Puede demostrarse que M es la hipersuperficie isoparamétrica S**(r) x S¥ (/1 — r2),
para algiin k entre 1 < k <n — 17

Podemos imponer una condicién sobre la 3-curvatura Hjz, y dar una respuesta
afirmativa parcial a la pregunta de arriba, para el caso k = 1 con r* > (n — 1)/n.
Para esto consideremos la funcién C,(r, H), que depende de r, H y n, definida en
(2.8). Tenemos la siguiente consecuencia del Teorema 2.3:
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Al 4

B tr (A%) = Foxk(H, A]%)

—k _k
By +nH? S'X'S
Hipersuperficies
de rotacién
nH? Hipersuperficies

totalmente umbilicas

»
'

tr (A%)

Figura 2.1: Plano coordenado (tr A3, |A|?) de hipersuperficies con curvatura me-
dia constante H en S""'(1) y k& > 1. El Teorema 2.3 muestra que no exis-
ten hipersuperficies en la regién sombreada, excepto en la interseccién de la curva
tr (A?) = F, x(H,|A|]?) y las rectas |A]* = By +nH?y |A|* = nH?. Por otro lado, en
el Capitulo 3 probamos que para cada H > 1/4/2n — 1 existe una hipersuperficie de
rotacién con nH? < |A|> < By +nH? y tr (A3%) < F,x(H,|A|?), ver la Proposicién
3.6.

Corolario 2.4. Sea M wuna hipersuperficie compacta orientada inmersa en S""1(1)
con curvatura media constante y n > 3. Supongamos que

Entonces M es isométrica a S*'(r) x S'(v/1 —r2) con r* > 2=

a(n, H) < |A]* < B(n, H) Yy Hs; > C,(r,H). (2.7)

Demostracion. Notemos que
1 1
Sy =nH, 8= 5(512 —A]?), S3= g(; NP — S1|A]? + 51S,),

donde S; es la i-ésima funcion simétrica elemental de las curvaturas principales
A1, ..., \n, es decir,

Sl :)\1++>\n7 SQ - Z AilAigv 53: Z )\il)\ig)\i3'

11 <i2 11<12<13
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Recordemos que Hs esta definida por H; = S5 y ademés que la curvatura

n
3
escalar y la curvatura media pueden ser escritas como n(n — 1)(r — 1) = 2S5y y
nH = S, respectivamente. De donde

tr (A3) = 333 + 51|A|2 - 5152

_ %n(n C1)(n— 2)H + (nH)? — ;nZ(n (- 1),
Hagamos
2 3 2 n — r— —(n 3 1 2
Colry ) = o (500 = Dl = D = (P + By (H,14P) )

(2.8)
donde, por la ecuacién de Gauss, F,, ,—1 puede ser escrito en términos de r y H. Por
otro lado, observemos que «(n, H) = By +nH?y (n, H) = By ,—1+ nH? De esta
manera nuestras hipétesis (2.7) pueden ser escritas como

BH S |§b|2 S BH,n—ly tr (¢3) S Cn,n—1|¢|3'

Asf podemos aplicar el Teorema 2.3 con k =n — 1y |¢|*> > 0. ]

En particular, el Corolario 2.4 se cumple si la curvatura escalar es constante.

El siguiente corolario limita una regién en el plano (tr A%, |A|?) donde estdn ubi-
cadas las hipersuperficies isoparamétricas que no son totalmente umbilicas.

Corolario 2.5. Si M es una hipersuperficie isoparamétrica en S**(1) con curvatura
media H > an y distinta a cualquier hiperesfera, entonces

A > a(n,H) y tr(A%) >nH.

Demostracion. Si|A]*> < a(n, H), M es isométrica a una hiperesfera, con |A|* = nH?,
de modo que |A|? > «a(n, H). Observemos que n < a(n,H) si H > (n —2)/n, de
donde, |A]? > ny, de la ecuacién (1.11) obtenemos que

—|A* + n|A]* = n*H? 4+ nHtr (A*) = 0,
lo que implica que
nHtr (A%) = |A]*(JA)? —n) + n*H* > n*H?,

lo que concluye la demostracion. O]
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Las hipersuperficies isoparamétricas fueron primero estudiadas por E. Cartan [6],
Levi-Civita [14] y Segre [25]. Es conocido que en R™"! estas hipersuperficies son
las hiperesferas, hiperplanos o los cilindros generalizados S¥ x R"~*. En el espacio
hiperbdlico sucede algo parecido. En la esfera es mucho més variada la situacién,
en este caso el numero de curvaturas principales distintas que puede tener una
hipersuperficie isoparamétrica es 1 (correspondientes a las hipersuperficies totalmente
umbilicas), 2 (los productos de esferas), 3, 4 o 6, ver el Lema 5.1 en [16], por ejem-
plo. Los Teoremas 2.3 y 2.9 caracterizan algunas hipersuperficies de las primeras dos
clases.

Enunciamos nuestro dltimo corolario, ver la proposicién 2.2 en [23] para una
demostracion diferente.

Corolario 2.6. Sea M una hipersuperficie de S*™"*(1) con dos curvaturas principales
distintas. Entonces la multiplicidad de cada una es constante.

Demostracion. Sean k y n—k las multiplicidades de A y i, en consecuencia se cumple
que tr (A%) = F,x(H,|A*), o bien tr (A*) = F,,_r(H,|AJ?), de acuerdo a la orien-
tacion de M. Observemos que F), ; coincide con F, ,, donde k; # k, sélo cuando
A(p) = p(p) para algin p € M, es decir, cuando existe un punto umbilico. De donde,
por continuidad de F,, ; y, por que A y p son distintas, tenemos que las multiplicidades
son constantes. [

Notemos que este titimo corolario es cierto si sustituimos a S"™ (1) por una forma
espacial.

Finalmente, en lo que respecta a las hipersuperficies con curvatura media cons-
tante podemos suponer sin pérdida de generalidad que H > 0, a lo largo de este
trabajo.

Lema clave

Al analizar la demostracion del resultado obtenido por Alencar y do Carmo, obser-
vamos que ellos utilizan la desigualdad de Okumura (2.2) para que las curvaturas
principales de una hipersuperficie sean todas iguales (y la hipersuperficie sea total-
mente umbilica) o bien para que dichas curvaturas principales tengan multiplicidades
1,n—1. Asi, nosotros intentamos primero probar un lema tipo Okumura para obtener
la multiplicidad deseada; es decir, para obtener que una hipersuperficie tuviera cur-
vaturas principales con multiplicidades k,n — k. Sin embargo, observamos que en
realidad debiamos imponer esto como una condiciéon adicional en el Teorema 2.3. El
siguiente lema sera clave en nuestros primeros resultados.
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Lema 2.7. Sean p1; nimeros reales tales que >, pu; =0 y Y, pf = 8%, donde 8> 0.
Dado un entero k entre 1 y n, Entonces, la ecuacion

3 n—2k 3 3 n — 2k 3
Z'ui:\/nk(n—k)ﬁ (Z“i:_ nk(n—k)6> (29)

es cierta si y solo si (k) de las p;’s son no negativos (resp. no positivos) e iguales y
los restantes (n — k) p;’s son no positivos (resp. no negativos) e iguales.

Demostracion. Consideremos la funcién g = Y, u? sujeto a las condiciones: >, pu; =
0, Y, 42 = 8% Usando los multiplicadores de Lagrange, es facil ver que los puntos
criticos estan dados por

le"':,un—p:_a'<07 Mn—p—l—l:"':,un:b>0;
ver el Lema (2.6) en [1]. Nuestras condiciones pueden ser escritas como
—(n—pla+pb=0 y (n—p)a®+pb* = 3

de donde

o = p 2’ b2:”—p52‘
n(n —p) np
Por un calculo directo obtenemos

n—2p
g=——=L_p"
np(n —p)

Asi, la funcion g es decreciente en p. Finalmente, la ecuacion:

n—2p n—2p
g= =0’ = 0
np(n — p) nk(n — k)
es verdadera si y sélo si p = k con
k n—=~k
Hi == fn—fk = — m@ Hp—k+1 = " = Un = nk B.
Esto demuestra el Lema. O]

Demostracién del Teorema 2.3. Usando la férmula del laplaciano A|$|? obtenida
en el Lema 1.1 con ¢ =1 y la hipdtesis (2.5), obtenemos

n(n — 2k)

nk(n — k)

1
FAIBF 2 (Vo —[el" + n(H* + 1)|g]* - H|gl.



24 CAPITULO 2. HIPERSUPERFICIES EN LA ESFERA UNITARIA

Integrando de ambos lados la desigualdad de arriba, y usando el teorema de Stokes,
probamos que

2 2 (.2 n(n — 2k) 2
oz/M!Vaﬁ! +/M|¢! ( [ —nk(n_k)H\¢]+n(H +1)> >0

va que |¢]*> < By Asi, [V¢|> =0y |¢]*> = 0 o bien |¢|* = Bgy. Esto prueba la
parte (i) del Teorema 2.3.

Ahora consideremos la parte (ii). Si H = 0, la condicién |¢|* = By puede ser
escrita como |A|? = n, y el teorema se reduce al resultado demostrado por Chern,
do Carmo and Kobayashi [10] y Lawson [13], ver el Teorema 2.1. Si H # 0, ya que
V¢ = 0, tenemos que ¢ es constante, por lo tanto (1.11) es equivalente a

0= —[¢|" +n(H> + 1)[¢]* —nH Y u},

asi

nHS 1 = — |6+ n(H? + |6 (2.10)
Por otro lado, como |¢|* = By deducimos que

20220 b6) = g2 + n(H + 1),
n(n —k)

lo cual junto con (2.10) implica que se cumple la igualdad en (2.5), es decir,

ZMZ \/:)W?’ (2.11)

Por el Lema 2.7, la hipersuperficie M tiene exactamente dos curvaturas principales
constantes, de multiplicidades n—k y k. Después de una renumeracion si es necesaria,

podemos suponer que Ay = -+ =Xy ¥ Ap_gr1 = - -+ = A\,. Concluimos que M es el
producto S"7*(r) x S¥(v/1 — r2) encajado en S"*1(1) donde r = 11“2.
1

Para identificar los valores que puede tomar r, observemos que

n—=k
M1 =" = Up—f = — —_k)|¢|7 HUn—k+1 = " = HUn = L ‘¢|

o) o ).
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de donde ( oh)
n(n —
nA A, = —|d]? — ——=H|¢p| + nH? = —n,
e = lolt R H o
puesto que |¢|? = By . Esto es, M\, = —1. Por otro lado,
n— k) + kN,
)\1:H—M1:< )nl — M3

esto es,
k(A — A1) =nuy <0,
Asi A\, < A1. Como A\ A, = —1, se sigue que A, < 0 < A;.

Por lo tanto, las curvaturas principales y la curvatura media del producto S*~*(r) x
SE(v/1 — r2?) estan dadas por

)\1:...:/\n_k:—”1_r2 Ayt = = Ay = —
r 9 n n m?
(n — k) — nr?
o —
respectivamente. Puesto que supusimos que la curvatura media es positiva, tenemos
que 2 < (n — k)/n. Esto completa la demostracién del Teorema 2.3. O

H =

Otros resultados

En el articulo de Hou [12] se prueba que la imagen de una inmersién con curvatura
media constante en S"*1(1) con |A]? < 2y/n — 1 (es decir, una cota que sélo depende

de la dimensién) debe ser una hiperesfera o un producto S'(r) x S*71(v/1 — r2). Més
precisamente, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.8 (Hou [12]). Sea M™ una hipersuperficie compacta orientable en S**1(1)
con curvatura media constante. Entonces:

(i) Si|AP? <2v/n—1, M™ es una hiperesfera S™(r), donde r* = Py
(i) Si|A|?> =2v/n—1, M™ es o bien, una hiperesfera S™(r) con r* = = 0 €S
un H(r)-toro S*(r) x S 1(v/1 —1r2), donde r* = ﬁ

Introduciendo nuestra funcién (2.6), podemos extender el resultado de Hou a
productos de esferas:
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Teorema 2.9. Sea M™ una hipersuperficie compacta orientable en S"*(1) con cur-
vatura media constante. Fijemos un entero k con 1 < k < 5. Supongamos que

AP <2vk(n—k) g te(A%) 2 Fu(H, AP

para todo p € M™. Entonces |A|* es constante. Mds aiin:

(i) Si|A]? <2y/k(n—k), M™ es la hiperesfera S™(r) donde r* = RS
(ii) Si|A]? =2+y/k(n — k), entonces
n 717 ; Starg n 2 __ n
(A) M™ es totalmente umbilica y es isométrica a S™(r) donde r* = ey e

(B) O bien,
(a) H=0, M" es el toro de Clifford, con n = 2k,
n _ Qn—k k 2 __
(b) H#0, M"™=S8"""%(r) x S*(v/1—r?) donde r* = T

Demostracién. Del Lema 1.1 obtenemos el laplaciano de |¢|?
1
SAIO = Vol — (o' + n(H* + D)o —nH Y _p;.

Ahora, usamos nuestra segunda desigualdad de la hipotesis y obtenemos
n(n — 2k)

1 2 2 g4 2 2 3.
A0 2 [VOP — ol + nld#? + joP — —Em=asHlof"

esto es,

1
SAIOP > [VoP + 6P (n+nH2 = (0= 2O [l - W) o (212)

Por otro lado, consideremos la forma cuadratica

— 2k
Q(u,t) = u® — uut — %
k(n — k)
Por un cambio de coordenadas podemos escribirla como
- n
Qt,t) = ————(0* - *
(1) = S o= k>( )
donde im son los valores propios de la matriz asociada a esta forma cuadratica

con u? +t? = 4% + 2. Elijamos u = v/nH y t = |¢|, asf
@+t =nH* +|¢]* = |AP,
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esto es 2 = |A|?> — 4%, Entonces

1 2 2 2 n ~9 n 2
A > VPt 16 (n+ i k(n_k)vu)

> Vo + o] (n - Nﬁw?)

Puesto que |A|*> < 24/k(n — k) y M™ es compacto, obtenemos que

0> /M|V¢|2+/M|¢|2 (”—mmp) > 0.

Por lo tanto V¢ = VA = 0, esto es, las curvaturas principales son constantes en M
v |A|* es constante. Si |A]? < 24/k(n — k), entonces |¢|? = 0, lo cual significa que
M™ es totalmente umbilica con operador de forma

V1—1r2 9 n n
A= I, con r°= 5 € 1.
r n+ |A] n+ 2/k(n — k)

Esto demuestra la parte (i) del teorema.

Ahora consideremos la parte (ii): |A]> = 24/k(n — k). Si |¢|*> > 0, tenemos dos
casos. Primero, si H = 0 observemos que M es un toro de Clifford puesto que
|A|? = 2y/k(n — k) < n, ver [10] o [13]. En este caso |A|?> = n, de donde n = 2k. Por
otro lado, si H # 0, entonces podemos obtener la igualdad en (2.12) y por lo tanto
tr(¢®) = C,x|¢]®. Por el Lema 2.7, concluimos que M™ es S"%(r) x S¥(v/1 —r2).
Sélo falta determinar el radio r. Por un cédlculo elemental, tenemos que

A2 = (n— k) (1;#) +k(1i2r2> > 2\/k(n — k)

y la igualdad se cumple si y sélo si

de donde

T Vn—k+VE

Por hipdtesis k& < 5, asi que r? < "—;k Notemos que esto ultimo es requerido al

suponer que la curvatura media es positiva, ver el final de la demostracion del Teorema
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2.3. Finalmente, cuando |A|? = 21/k(n — k) con |¢|> = 0, M™ es totalmente umbilica
y asi es la esfera S™(r) donde

2

N n+2vk(n—k)

Con esto finalizamos la demostracion del Teorema 2.9. ]

2.4 Hipersuperficies de rotacién con H; =0

El objetivo de esta seccion es la caracterizacion de las hipersuperficies

/()-+()

con 1 < k <n—1, ver la Proposiciéon 2.16 y el Teorema 2.17. Para este propdsito
recordemos que una hipersuperficie de rotacion M™ en S"*!(1) es una hipersuperfi-
cie O(n)-invariante, donde O(n) es considerado como un subgrupo de isometrias de
S™*1(1). Recordemos que estas hipersuperficies son construidas al tomar la érbita
de una curva «, llamada curva perfil, bajo las transformaciones ortogonales O(n),
dejando fija a una geodésica . Denotemos por s la longitud de arco de o y por
r(s) a la distancia riemanniana de a(s) a 7. Sea f(s) = senr(s). Las curvaturas
principales de M" estan dadas por el siguiente resultado:

Teorema 2.10 (do Carmo and Dajczer [5]). Sea M™ una hipersuperficie de rotacion
en S"(1). Entonces las curvaturas principales de M estdin dadas por

Vi-r-r f+s
\ v o= — (2.13)
/ '/1—f2—f2

de multiplicidad n — 1 y 1, respectivamente, y donde el punto denota la derivada con
respecto a s.

Por otro lado, la k-curvatura media Hj de una hipersuperficie M en la esfera
unitaria esta definida por

n
(k>Hk= Do Ade
1< <t << <n

Notemos que nH = \; +---+ A\, = nH;. Recordemos que la curvatura escalar de M
puede ser escrita de la siguiente manera

1
e —— ST 41
n(n—l); J
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La relacion entre la curvatura media y escalar estd dada por la ecuacién de Gauss:
(nH)* — |[A* =n(n—1)(r —1).

También, la curvatura escalar y la 2-curvatura media se pueden relacionar como
HQ =r—1.

Si M es una hipersuperficie de rotacién k-minima (esto es Hy = 0) entonces
n ([ n—1 k1 n—1 k
()= (i e ()2

N (0 — E)X + kp) = 0. (2.14)

asi que

Ejemplo

Sea My, = S <\/§> x Snt (,/"T_k> con 1 <k <n-—1. Entonces My, es una

hipersuperficie de rotacién y sus curvaturas principales estan dadas por

k n—k
AM==X 1= _— Ay = —
! L V &

salvo un signo. Observemos que Hy = 0 y ademés

n(k® — 2k +n)
k(n—k)

Al* =

Usaremos el siguiente resultado (no publicado) debido a Palmas, cuya demostracién
incluimos para que nuestro trabajo quede autocontenido:

Proposicién 2.11 (Palmas). Sea M"™ wuna hipersuperficie de rotacion completa en
S"1(1) con Hy = 0. Si

n(k? — 2k +n)
k(n —k)

|AI? > (2.15)

2 _
<O<\A|2§n(k 2k+n)>

k(n — k)

Entonces |A|* = n(k ~2k+n) y M es isométrica a S! <\/%) x Snt ( "—"“) .

k(n—k) n

Para la demostracién de esta proposiciéon usaremos una primera integral intro-
ducida inicialmente en [21], la cual estd asociada a cada hipersuperficie de rotacién
M con k-curvatura media constante. Para el caso cuando M es k-minima el resultado
es el siguiente:
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Lema 2.12 (Palmas [21]). Una hipersuperficie de rotacion M™ en S"T'(1) tiene
H, =0 si y sélo si [ satisface la siguiente ecuacion diferencial

(n—k)(1—f2= 2 k(1= f2 = HED2(f+ f)f =0. (2.16)
Y ésta es equivalente a la siguiente primera integral
A= == (2.17)
donde C' es una constante.

Demostracion. Sustituyendo las expresiones de las curvaturas principales A y p del
Teorema 2.10 en (2.14) obtenemos (2.16). Después, multiplicando a (2.16) por f7*-1
e integrando con respecto al pardmetro s obtenemos (2.17). [

Para una solucién constante f = fy en (2.16), uno obtiene que

s n—k

fo =

n

y de (2.17) encontramos que

1\ k72 _ e\ (R
a-(u) ()
n n

Del Teorema 2.10, se sigue que las curvaturas principales son

N V1-f§ _ fo

=7 H=—=
fo V31— f2
de multiplicidad n — 1 y 1, respectivamente. Por lo tanto, las soluciones constantes

de la ecuacién (2.16) corresponden al producto S <\/%> x Snt (, / ”T_k> .

Consideraremos el caso f > 0. Un punto clave para la demostracién de la
Proposicién 2.11 es la siguiente observacion.

Observaciéon 2.13. Por el Lema 2.12, cada curva de nivel de la funcion Gy, definida
por _ .
Guilf ) =F"H A= 2 = /)2,

con f >0y f2+f2 <1, define una hipersuperficie de rotacién con Hy, = 0. Para C' =
0, la curva de nivel f? + f2 =1 es un semicirculo. Es conocido que la hipersuperficie
de rotacion asociada a esta curva de nivel es una n-esfera totalmente geodésica. Para
0 < C < Cy, las curvas de nivel son cerradas y contienen en su interior al punto
critico f = fo,f = 0. Por dltimo, para C = Cy, la curva de nivel corresponde al
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f‘A

ghv

Figura 2.2: Tres tipos distintos de curvas de nivel de G, x(f, f) con Hy = 0.

punto critico (fo,0) situado sobre el eje f y estd asociado a la hipersuperficie My i,
ver la Figura 2.2.

Por lo tanto, cada curva cerrada interseca al eje f en dos puntos, denotados por
fmin Yy fmax; con fmin S fO S fmax-

Analizaremos el comportamiento de la funcién |A]? para cada hipersuperficie de
rotacién k-minima:

Lema 2.14. Dada una curva de nivel fija G, = C, entonces |A]*(f, f) restringida
a esta curva de nivel es una funcion no creciente de f. Mas aun, el cuadrado de la
longitud de la sequnda forma fundamental puede ser escrita como

‘A’2:n(l{:2—2/{:+n) c 2/k
k2 fn ’

(2.18)

Demostracion. De la ecuacién (2.17) tenemos

fn—k(l o f? o f'?)k/2 _ C,

: L
R ()

asi
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Sustituyendo esto en la expresion para A dada en el Teorema 2.10 obtenemos

) — <%)W (2.19)

Consideremos dos casos. Primero, si A = 0 para algin punto en M", podemos tomar

C =0y el lema queda demostrado. Por otro lado, si A # 0 para todo punto en M"
y puesto que Hy = 0, de (2.14) tenemos

(n—k)A+kp=0.

De donde,

n(k* — 2k +n)
L2

Sustituyendo (2.19) en (2.20) obtenemos el Lema. O

A2 = (n— DA\ 4+ p? = A2, (2.20)

Demostracién de la Proposicién 2.11. Consideremos el caso |A|* > %, el

otro es completamente analogo. De (2.18) obtenemos

1/C 2/"“> 1
k\fr —n—k

De la ecuacién (2.17) tenemos que

L-f—f &
12 “n—k

Ahora, consideramos la interseccién de la curva de nivel G, = C con el eje f para
el valor fiax

11— 1"2nax k
r%lax T n—k
de donde .
2 n-— 2
max S n = f(]'

Puesto que fiax > fo, tenemos que fua.x = fo, ver la Observacion 2.13. Como la curva
de nivel que consiste del punto f, sobre el eje f estd asociada a M,, ,,_j, concluimos

que la hipersuperficie definida por G, = C es S! (ﬂ) x Snl ( ”T’k) y por lo

tanto, |A]* = %Ekk)ﬂ) O

M. do Carmo y M. Dajczer dieron condiciones suficientes para que una hipersu-
perficie en S"*1(1) sea de rotacién. El resultado es el siguiente
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Lema 2.15 (do Carmo y Dajczer [5]). Sea M"™ una hipersuperficie cualquiera en
S"1(1), n > 3. Supongamos que las curvaturas principales 1, . . ., \, de M satisfacen

/\1:)\2:"':>\n—1:)‘7é07 /\n:,u()‘)7

con A\ — u # 0. Entonces M estd contenida en una hipersuperficie de rotacion.

Utilizando este lema y la Proposicién 2.11 demostramos la siguiente caracteri-
zacion.

Proposicién 2.16. Sea M una hipersuperficie k-minima completa en S"™1(1) con
n > 3 y dos curvaturas principales tal que la multiplicidad de una de ellas es simple.

St
o _ n(k* =2k +n) 5 _ n(k*—2k+n)
AR > B <|Ay < ) | (2.21)

Entonces |A[* = % y M es isométrica a S* <\/§) x §n—1 ( u) .

n

Demostracion. Con la notacion del lema de arriba, de H, = 0 obtenemos que

N (0 = E)X + kp) = 0.

Como M tiene dos curvaturas principales distintas, tenemos que A — pu # 0.
Ademas A # 0y (n — k)X + kp = 0, ver la demostraciéon del Lema 2.19. Asi, por el
Lema 2.15, M es una hipersuperficie de rotaciéon. De la Proposicién 2.11, se cumple

la igualdad en (2.15) y M es isométrica a S* <\/%> x St (, /”n;k> , O

Guoxin Wei en [27] demuestra la Proposicién 2.16 usando técnicas distintas.
Ahora, usando ideas de [4] demostraremos el siguiente teorema de caracterizacién
sobre las hipersuperficies de rotacién k-minimas.

Teorema 2.17. Sea M™ una hipersuperficie de rotacion k-minima completa en S**1(1)
con curvatura escalar constante. Entonces, |A]* = 0 y M es totalmente geodésica o
bien,

n(k* — 2k +n)
k(n—k)

Mds aiin, si se cumple la igualdad en (2.22), entonces M es S! <\/%> xSt (, / ”—;k> .

max |A|* > (2.22)
M
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2.4.1 Operador L,

Para la demostracién del Teorema 2.17 utilizaremos el operador L; dado de la si-
guiente manera. Sea f una funcién de clase C? en un hipersuperficie M™ en una
esfera unitaria, definimos el gradiente df y el hessiano (f;;) como

df:Zfiwia Zfijwj :dfi+ijwji
i J J
respectivamente. El operador L, definido sobre las funciones diferenciables en M™
esta dado por
Li(f) = (nHbi; — hij) f;
i?j

donde A = (h;;) es el operador asociado a la segunda forma fundamental. El ope-
rador diferencial L; fue introducido por S. Y. Cheng y S. T. Yau en [9] y usado por
varios autores, ver por ejemplo [3] [4], [15]. En particular, Cheng y Yau demostraron
que L, es autoadjunto si M es compacta, es decir,

/ I / gLi(f),

Calculemos Li(nH). Localmente, eligiendo un marco Ei, ..., E, tal que h;; =
Aidi;, obtenemos

en particular, [,, Li(f) =

Li(nH) = Z(nH—)\i)cSij(nH)ij

= nHA(nH) Z)\ (nH);;

1
= §A(nH) — |V(nH)| Z/\ (nH);

De la ecuacién de Gauss escrita como n(n — 1)(r — 1) = (nH)? — | A|* obtenemos

1 1
Li(nH) = én(n —1)Ar + §A\A]2 |\V(nH)| Z)\ (nH);

Por otro lado, de (1.6) hacemos ¢ = A,

1
5A|A|2 |VA|2+Z)\ nH)y; + ZRW

Juntamos las dos ultimas ecuaciones y obtenemos que

1
Ly(nH) = 5 n(n — D)Ar 4+ |VA]? — |V(nH)|* + ZRW )2 (2.23)
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2.4.2 Una aplicacion del principio del maximo de Omori

Nosotros usaremos la version clasica de Omori del principio del maximo para varie-
dades completas.

Lema 2.18 (Omori [20]). Sea M™ una variedad riemanniana completa con curvaturas
seccionales acotadas por abajo. Sea f una funcion de clase C? acotada por arriba en
M. Entonces existe una sucesion de puntos p; € M tal que

(a) lim; o0 f(p;) = sup f,
(b) Timj o [V f(p;)] = 0,
(c) limsup;_, . max;x=1 Af(p;)(X, X) <0.

Por (2.18), una hipersuperficie de rotacién M k-minima completa en S"**(1) que
no sea totalmente geodésica no tiene puntos umbilicos: Si A(p) = p(p) para algin
p € M, por (2.14), A(p) = u(p) = 0y tendriamos que |A|*(p) = 0. De donde M estaria
asociada la curva de nivel G, = C con C' = 0 y serfa totalmente geodésica. Asi,

todas las hipersuperficies asociadas a las curvas de nivel G, = C con 0 < C' < Cy
tienen dos curvaturas principales distintas.

Lema 2.19. Sea M™ una hipersuperficie k-minima completa en S (1) con dos
curvaturas principales tal que la multiplicidad de una de ellas es simple. Entonces

1 9 n(n —1) ) k(n — k) )
— . aa [— . —_ 1 _ ) ) 4
Z;Ruw(& /\J) —k2—2/{:+n|A‘ n(ka—Qk—l—n)‘A’ (22 )

Demostracion. De H, = 0 deducimos que
N (n— k)X +kp) =0 (2.25)

donde A y p son las curvaturas principales de M con multiplicidad (n — 1) y 1,
respectivamente, esto es,

)\1:)\2:"':/\71,1:)\, )\n:,u

Si A = 0 para algin punto p, puesto que las curvaturas principales A y p son
continuas en M, podemos deducir de (2.25) que A = 0 en M. En efecto, ver [27],
sean

N={reM:\z)#£0} v Q={yeM : (n—kAy)+knly) = 0}.

Puesto que las curvaturas principales A y p son continuas en M, sabemos que N es
un conjunto abierto, () es un conjunto cerrado y N # M ya que A(p) = 0. Nosotros
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demostraremos que N = (). Si x € N, entonces A(z) # 0. Por (2.25), obtenemos
que (n — k)A\(x) + ku(x) =0, esto es, x € Q. Asi N C Q. Por otro lado, si y € Q,
entonces (n — k)A(y) + ku(y) = 0. Puesto que A y p son dos curvaturas principales
distintas de M, tenemos que A(y) # u(y), y observamos de (n — k)A(y) + ku(y) = 0
que A(y) # 0 (si A(y) = 0, entonces p(y) = 0 = A(y), pero esto es una contradiccién.)
Esto es y € N, de donde () C N, por lo tanto N = (). Entonces N es un conjunto
abierto y cerrado de M. Por la conexidad de M con N # M, obtenemos que N es
un conjunto vacio. Se sigue que A = 0.

De la ecuacién de Gauss, obtenemos
nin—1)(r—1)=(nH)?? - |A*=0

esto es 7 = 1 y las curvaturas seccionales de M, R;;;; = 1+ A\;A;j, no son menores
que 1. Asi, por el Teorema de Bonnet—Myers M es compacta, de donde L; es un
operador autoadjunto y ademas como r > 1 tenemos que

VAP > [V(nH)[*,

ver [9]. Integramos la ecuacién (2.23) y obtenemos que

= [ (vap - v Z/ i — A2 > 0,

puesto que [, Li(nH) =0y [,, Ar = 0. Claramente R;;;;(A\; — A;)*> = 0, de donde
ANi=Aj,4,7=1,...,ny M" es totalmente umbilica. Mas atn, ya que A =0, M" es
totalmente geodesma. Esto contradice la hipotesis de que M™ tiene dos curvaturas.
Por lo tanto, tenemos que

A0 y (n—Fk)AX+ku=0. (2.26)
De la ecuacién de Gauss,
Riin =14+, 1=1,...,n—1;
se sigue que

%ZRiﬁ'j()\i—Aj)Q = Z(1+AM)(>\¢—/\n)2

i?j

De (2.26) tenemos

33 Rt - = U (1 e e (227

1,3
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Por otro lado

AP = (n— x4 g2 = M _]jk )y,
esto es
A2 — k? A2
n(k? — 2k 4+ n)
Finalmente, sustituyendo esto en la expresién (2.27), obtenemos (2.24). O

Observemos que el Lema 2.19 se cumple en particular para las hipersuperficies de
rotacién k-minimas.

Demostracion del Teorema 2.17. Recordemos la expresién (2.23):

1 1
Ll(nH) = én(n — 1)AT + |VA’2 — |VTLH|2 + 5 Z Rzﬂj(/\l - >‘j)27
]

donde 7 y R;j; son la curvatura escalar y seccional respectivamente. Puesto que r es
constante, la ecuacion de arriba se reduce a

1
Ll(nH) = |VA|2 - |VTLH|2 + 5 Z Rzgzy(/\z — )\j)Q
2
1
Z?J

Como M™ es una hipersuperficie de rotacién y Hy, es constante, entonces | A|? est4
acotada por arriba, digamos por L, ver la Observacion 2.13 y el Lema 2.14. Afirmamos
que las curvaturas seccionales también estan acotadas. En efecto, observemos que

N <JAP <L, (2.29)

asf que |\;| < VL para toda i,j. De la ecuacién de Gauss tenemos Rijij = 14+ N,
de donde

1 -L< Ry <1+ L.
Si A(p) = 0 para algin p € M, por (2.19), M es una hipersuperficie totalmente

geodésica. Por lo tanto, concluimos la demostracion del Teorema.

A partir de ahora podemos suponer que A # 0. Observemos que (n—k)A+ku =0,
de donde

H — (n—1DA+p
n
—1
_ k-1 A (2.30)

k
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Si k = 1 tenemos que H = 0 y por el Lema 2.19, la desigualdad (2.28) queda
como

1
0 > §ZRU@'J'()‘¢_>‘J')2
,J
— AP - jap)
Lap)

Es decir, |A]*(JA]> — n) > 0. Puesto que A # 0, |A> # 0y |A]> > n. Por la
Proposicién 2.16 con k = 1, tenemos |A|?> = n y M es isométrica al toro de Clifford

o (J3) %o (/).

Consideremos el caso k > 1. Por (2.30), nH no cambia de signo en M", asi
podemos suponer que H > 0. Mads aun, por la ecuacion de Gauss y la condicién
|A]? < L implica que (nH)? estd acotada, asi nH estd acotada por arriba, de esta
manera podemos aplicar el principio de Omori a la funcién f = nH, y obtener una
sucesion de puntos p; en M tal que se cumplen los siguientes limites

(a) (nH)(p;) — sup(nH),
(b) [V(nH)(p;)| = 0,
(c) limsup;_, ., max x=1 A(nH)(p;)(X, X) <O0.
El inciso (a) y la ecuacién de Gauss implican que
|[A[*(p;) — sup [A[*.

Afirmamos que limsup; ., Li(nf)(p;) < 0. En efecto, primero observemos que

nH(p;) — Xi(p;) es positivo y convergente, de hecho por (2.30) tenemos que

nk—1)—k
k—1

k(n—1)

H— )=
" k— 1

H y nH — = H;
de donde, por (a), existe el limite de la sucesion nH (p;) — \i(p;). Por otro lado, de
(c) se tiene que

lim sup(nH )g,(p;) < limsup max A(nH)(p;)(X, X) <0. (2.31)

j—00 j—oo |X[|=1

Asi, eligiendo una subsucesién si es necesario, evaluamos Li(nH) en p;, tomamos el
limite y por (2.31) tenemos que

limsup Li (nH)(p;) < Zn:lim sup(nH — \;)(nH);(p;) < 0. (2.32)

Jj—o0 i1 j—o0
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Luego, tomando limsup en (2.28) obtenemos

1
lim sup L1 (TLH) (p]) Z — lli}Hl ‘V?”lH’Q(pl> + 5 lim sup (Z Rijij ()\z — )\j)Q) (pl)

l—0o0 l—00 -
/th

Por (b), tenemos que

=00 l—00

1
limsup Ly (nH)(p;) > §lim sup (Z Riji;(Ni — )\j)2> (py).
0,
Por el Lema 2.19 y (2.32), finalmente obtenemos que

k(n — k)
0 > sup |A[? (1 T a2kt sup |A\2> :

Entonces, o bien sup |A|*> = 0 y M es una hipersuperficie totalmente geodésica o

n(k* — 2k +n)

sup [A[* > ey

Si sup |[A]* = %, el Teorema se sigue de la Proposicion 2.11. O

Consideremos una hipersuperficie M k-minima completa inmersa en S"*!(1) con
n > 3 y con dos curvaturas principales A\ y p de multiplicidad n — 1 y 1, respecti-
vamente. Tenemos que A — p # 0 en M. Ademads, por los mismos argumentos que
se usaron en la demostracién del Lema 2.19; tenemos que A # 0. De donde, por
Hy = 0, obtenemos que 1 = p(A). Ahora tenemos las condiciones que se requieren
para aplicar el Teorema 2.15 y, concluir que M es una hipersuperficie de rotacién.
Tenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.20. Sea M™ una hipersuperficie k-minima completa en S"™1(1) con
n > 3, dos curvaturas principales tal que la multiplicidad de una de ellas es simple y
curvatura escalar constante. Entonces, |A|> =0 y M es totalmente geodésica o bien,

n(k* — 2k +n)
k(n—k)

max |A|* >
M

(2.33)

Mds aiin, si se cumple la igualdad en (2.33), entonces M es S* (\/%> xSt ( ”—_k> .

n






Capitulo 3

Hipersuperficies en formas
espaciales

3.1 Definiciones

Sea M"™! una variedad completa simplemente conexa con curvatura ¢, ¢ = 0, —1, 1.
Esto es, M denota el espacio euclidiano R"*!, para ¢ = 0; la esfera unitaria

S (1) = {z e R""? : |z|? = 1},
para ¢ = 1 y, para el espacio hiperbdlico usaremos el modelo de Minkowski
H"™ = {z € R"™? : (z,2); = —1, 20 > 0} C R}*?

para ¢ = —1, donde (,); = —dad + dxi+ -+ +da?, es la métrica lorentziana. Para
nuestros modelos usaremos la misma notacion para el tensor métrico, de modo que
(,) serd la métrica riemanniana de M. M™*! es llamada una forma espacial.

Recordemos que el tensor de Ricci de una variedad riemanniana M™ esté definido
por
Ric(X,Y) =tr(Z — R(Z,X)Y),
donde XY, Z son campos vectoriales en M y la curvatura de Ricci en la direccion
de un vector unitario X es

1
Ric (X) = ——Ric (X, X).

n —

Si M estd inmersa en una forma espacial M la ecuacién de Gauss puede ser
escrita como

R(X,Y)Z = oXAY)Z+(AX NAY)Z (3.1)
— (Y, 2)X — (X, Z)Y} + (AY, Z)AX — (AX, Z)AY

41
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y la curvatura de Ricci queda como

1
n—1

Ric (X) = {e(n —D|X?+nH(AX,Y) — |[AX|*}. (3.2)

Para la demostracion de nuestro siguiente resultado usaremos el principio dado
por H. Omori [20] y S. T. Yau [29]:

Lema 3.1. Sea M™ una variedad riemanniana completa con curvatura de Ricci aco-
tada por abajo. Sea f una funcién de clase C? acotada por arriba en M. Entonces
existe una sucesion de puntos p; € M tal que

. . 1
lim f(p;) =sup f,  lm [Vf(p;)| =0, Aup;) < =

3.2 Una caracterizacion en formas espaciales

Para extender el Teorema 2.3 a hipersuperficies completas inmersas en las formas
espaciales utilizamos ideas de Alfas y Garcia-Martinez [3] las cuales estan basadas
principalmente en el principio del maximo débil. Nosotros utilizaremos el conocido
principio del maximo de Omori-Yau. Para esto definimos el siguiente polinomio, como
lo hemos estado haciendo anteriormente,

n(n — 2k)

Hz —n(H?+ ¢),
nk(n — k)

pHJg(I) = ZE2 +

donde H es un nimero cualquiera. Observamos que, si H? + ¢ > 0 entonces p x
tiene una Unica raiz positiva dada por

VP H? + 4k(n — K)e — (n — 2k)H> . (3.3)

NZD
Byre= —F——— (
2/ k(n —k)
Nuestro siguiente resultado es una generalizacion del Teorema 2.3.

Teorema 3.2. Sea M™ una hipersuperficie completa en una forma espacial M,
conc=0,1,—1, n >3 y curvatura media constante H tal que H*> + ¢ > 0. Dado un

entero k, con 1 < k < %, asumiendo que tr(¢®) < Cy1|0]* en M. Entonces

(i) O bien supy, |¢] =0 y M es totalmente umbilica o sup,; |¢|* > By .-
(ii) supy, |#|*> = Buk. y este supremo se alcanza en algin punto de M siy sélo si

(a) ¢=0y M es un cilindro circular R* x S"=*(r) con r > 0,
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(b) ¢ =11y M es o bien un toro minimo de Clifford o es el producto S"%(r) x
SE(V1 —12) conr®* < (n—k)/n si H# 0.
(c) ¢c=—1y M esun cilindro hiperbdlico HF(—+/1 + r2) x S"*(r) con r > 0.

De hecho,

n(n? — 2nk + 2k:2)H2 n(n — 2k)

=) ap gy VA = R

Brge=n+

Demostracion. Usando el Lema 1.1 y la desigualdad que tenemos en las hipdtesis
podemos estimar A[¢[*:

n(n — 2k) )
mHW —n(H*+ c))

> —|ol*pa(lo]). (3.4)

1
SO > Vel |4l (|¢|2 +

Observemos que, como H?+ ¢ > 0, el polinomio py  tiene una tinica raiz positiva

\ BH,k,c-

Por otro lado, si sup,, |¢| = +o00, entonces el teorema se cumple trivialmente y no
hay nada que demostrar. Si sup,, |¢| < +o00, entonces podemos estimar la curvatura
de Ricci. Como es bien conocido la curvatura de Ricci de una hipersuperficie M
es obtenida por la ecuaciéon de Gauss, ver (3.1) y (3.2), la cual puede ser escrita
facilmente en términos de ¢ = HI — A como

(n = DRic (X) = (n = 1)(H* + ¢)|X|* — (n — 2) H{pX, X) — (¢X, X)),
para toda X € X(M). Por lo tanto,
(n = 1)Rie (X) = (0= D+ 0) — (n = 2)H sup o] — (sup o)) XT-
M M
Puesto que H es constante y sup,, |¢| < 400, la curvatura de Ricci de M estd acotada

por abajo. Ademas, como M es completa, por el principio del maximo de Omori-Yau,
existe una sucesién de puntos {z;} en M tal que

~| =

Jim [¢l(ze) =sup o], [V]gl(z)] < % Alg(zr) <
De donde,
1
FABF@) = [9l(@)Alo|() +[VIgl(z)*
1

1
< |¢|($z)7 +t7
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lo cual junto con (3.4) implica que

81(r) T+ > Alo(w1) > ~20 e)pia(16](2).

Tomando el limite
0> —2(sup [¢])*par (sup |¢])
esto es,
(sup |¢])*pa i (sup |4]) > 0.

Se sigue que, o bien sup |¢| = 0, lo cual significa que |¢| = 0y M es una hipersuperficie
totalmente umbilica, o sup|¢| > 0 y entonces py i(sup|¢|) > 0, de donde sup |p| >
\/ B k.c. Esto demuestra la primera parte del Teorema.

Para la segunda parte usaremos el Lema 2.7. Suponiendo que sup |¢| = /By k.
en este caso pyx(|6?) <0, lo cual junto con (3.4) implica que

%sz = _|¢|2PH,k(|¢|) >0,

esto es, |¢|? es una funcién subarménica en M. Puesto que el supremo es alcanzado
en algiin punto de M, tenemos que |¢|> = By .. De (3.4) también obtenemos que
V¢ = 0, es decir las curvaturas principales de M son constantes. Consideremos dos
casos para la curvatura media:

Si H = 0, lo cual puede ocurrir sélo para el caso ¢ = 1, de la Proposiciéon 1 en
[13] obtenemos que M es isométrica a un toro de Clifford.

Si H # 0 entonces de pyx(|¢]) = 0y (1.11), obtenemos la igualdad en el Lema 2.7.
Concluimos que M tiene exactamente dos curvaturas principales, con multiplicidad &
y n—k. Entonces, por varios resultados clésicos de hipersuperficies isoparamétricas en
las formas espaciales [6, 14, 25] concluimos que M es uno de los siguientes productos:

(a) S"F(r) x SF(v1—712)con0<r<1,sic=1.
(b) R* x S"7k(r) o R** x S¥(r) con r > 0, si ¢ = 0.
(c) HF(—v/1+172) x S**(r) o H" *(—+v/1+12) x S*¥(r) con r > 0, si c = —1.

En el caso esférico (¢ = 1), puesto que supusimos que la curvatura media es
positiva, por un anélisis similar al final de la demostracion del Teorema 2.3, tenemos
que r? < =k Esto demuestra el caso ¢ = 1. De hecho, |¢|* = By when r? <
(n —k)/n, y |¢|* > Bug1 cuando r* > (n — k)/n. En efecto, para un radio dado

r >0, S"*(r) x S¥(v/1 — r?) tiene curvaturas principales dadas por

\/1—77“2 T
AIZ"':ATL—]@:—’ An—k-&-l:"':)‘n:_
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salvo un signo. En este caso

(n— k) — nr?

H e =,
nry/1 —r2 v lol ry/n(l —r2)

asi que

2 2(n — k) + nH? £ \/n?H* + 4k(n — k)H?
2n(1+ H?)

donde elegimos el signo — o + de acuerdo a r* < (n —k)/n o r*> > (n — k)/n,
respectivamente. Por lo tanto,

— \/ﬁ n2H?2 n — n —
9 = 5= (VI 3k =B & (n = 2001

donde usamos el mismo criterio para el signo. En particular, |¢|> = By cuando
r? < (n—k)/n,y |¢|* > Buri cuando r* > (n — k) /n.

Por otro lado, en el caso euclidiano (¢ = 0) y para cualquier radio r > 0, R x
SP(r) tiene curvaturas principales dadas por

1
Alz"':)\n—p:07 )\n_p+1:"':)\n:;

)

salvo un signo. Asi que nH = p/r, |[A> =p/r’y

ol = /Py
Jre=ny
VBrre =1/ HTZ‘:]{H.

Entonces, |¢|> = Byro si y sélo si k =n — p. Asi, M es isométrica a R¥ x S"7*(r),
con r > 0. Esto prueba el caso ¢ = 0.

Por otro lado, de (3.3),

En el caso hiperbdlico (¢ = —1) y para un radio dado r > 0 tenemos que el
producto

H"P(—=V1+7r2) x SP(r) C H*"' € Ry 7P* x RPH = R}

tiene curvaturas principales

Al:"':A"‘p:W’ Aopit == An —,
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salvo un signo. En este caso,

nr® +p p(n —p)
H= — —~ == 3.5
nry/1 412 y 19l ry/n(l+1r2) (3:5)
asi que,
2p —nH? 4+ H\/n?H? — 4p(n —

2n(H? — 1)
Nosotros estamos interesados en los casos donde p = k o p = n — k. Observemos que
cuando p = k, H> > 1 si y sblo si r < k/+y/n(n — 2k), con k < n/2, y ademds, por
(35) v (3.6),

. Vn n2H? — 4k(n — n —
9 =5 O (\/ H? — 4k(n— k) + ( 21{:)H>>\/BH,,€7_1.

Por otro lado, cuando p = n — k, tenemos que H? > 1 para todar > 0y

¢ l_k) <\/n2H2 —dk(n — k) — (n — Qk)H) = /Bug_1-

2 k(n
Por lo tanto, M es isométrica a H¥(—+/1 + r2) x S"7*(r) con r > 0. Esto termina la
prueba del Teorema 3.2. O

Nazareno en su tesis doctoral [17], obtiene un resultado similar al Teorema 3.2,
basicamente la diferencia estd en sustituir la hipétesis tr(¢®) < C, x|6]* por el hecho
de que la hipersuperficie tenga dos curvaturas principales, sin embargo esta condicién
es equivalente, para una adecuada orientacién de M, a suponer que tr(¢*) = C,, 1|9|>.
El resultado es el siguiente.

Teorema 3.3 (Nazareno [17]). Sea M™ una hipersuperficie completa en una forma
espacial M conc = 0,1, —1 y con curvatura media constante H tal que H*—1 >0
si ¢ = —1. Asumiendo que M tiene dos curvaturas principales de multiplicidad k y
n—=Fkconl <k < 2. Entonces supy, |#|*> > By En particular, la igualdad se
cumple y este supremo se alcanza en algun punto de M si y solo si

a) c =0y M es isométrica a R¥ x S**(r) conr > 0,
Y

(b) ¢ =1y M es isométrica a S*F(r) x S¥(v/1 —r2) con r* < (n —k)/n, donde

r? =1=k g y sélo si H=0.
n

(c) c=—1y M esisométrica a H*(—v/1+12) x S**(r) con r > 0.

Terminamos esta seccion observando que para el caso en que la hipersuperficie es
compacta en el Teorema 3.2, y se encuentra inmersa en una esfera unitaria con la
condicién adicional de que |¢|> < B k1, e obtiene como corolario el Teorema 2.3,
conn>3yl<k<?.
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3.3 Hipersuperficies completas con sup |¢|> = By

Para el caso en que una hipersuperficie es completa y estd inmersa en S**1(1), del
Teorema 3.2 obtenemos que

Corolario 3.4. Sea M™ una hipersuperficie completa en S"(1) con curvatura media
constante H. Fijemos un entero k con 2 < k < n —1 y supongamos que

tr(¢®) < Coilo)? (3.7)

para todo p € M. Entonces supy, |¢|> = By y este supremo se alcanza en algin
punto de M si y solo si M es un producto de esferas.

Si H = 0, la desigualdad (3.7) en el Corolario 3.4 no es necesaria y tenemos una
caracterizacién de los toros de Clifford minimos, para el caso en que M es completa:

Corolario 3.5. Sea M™ una hipersuperficie completa minima en S*1(1). Suponga-
mos que sup |A|? = n y este supremo se alcanza en algin punto de M. Entonces, M

es isométrica a S™ (/) x S"T™(y /7)), para algiun entero m con 1 <m < [F].

El objetivo de esta seccién es investigar la existencia de hipersuperficies completas
M en la esfera unitaria tal que cumplan las siguientes propiedades:

(i) M tenga curvatura media H constante, de hecho distinta de cero.

(ii) sup,, |¢|*> = By para algin entero k dado con 2 < k < n — 1, y ademds este
supremo se alcance en algiin punto de M.

(iv) M sea distinta de los productos de esferas, es decir, de las hipersuperficies de
Clifford.

Nosotros demostramos el siguiente resultado.

Proposicién 3.6. Dados H > 1/v/2n—1 y k un entero tal que 2 < k < n — 1.
Entonces existe una hipersuperficie completa M™ en S"™(1) con curvatura media
constante H, tal que

(a) supyy |¢|? = By y este supremo se alcanza en algin punto de M,

(b) M es distinta a cualquier producto de esferas.
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Por la Proposicién 3.6, notamos que la hipdtesis (3.7) en el Corolario 3.4 es una
condicion necesaria.

Para la demostracién de la Proposicion 3.6, consideraremos hipersuperficies de
rotacién en S""!(1) con curvatura media constante. Sabemos que las curvaturas
principales, denotadas por A y i, pueden ser escritas en términos de la curva perfil f
y sus primeras dos derivadas, ver el Teorema 2.10. Sustituyendo las expresiones para
Ay pen la curvatura media, obtenemos una ecuacion diferencial para la curva perfil
que tiene una primera integral, y la escribimos como

GUf. /)=~ f2 =) - Hf] (3:8)

siy sélosi H es constante, ver [21]. Asi cada curva de nivel G = C estd relacionada con
una hipersuperficie de rotacion, la cual es completa, si cada curva de nivel permanece
dentro del circulo unitario f? + f? < 1, ver la Figura 3.1.

Los puntos criticos de G' son obtenidos al resolver las ecuaciones

%?=f"20r—ﬁ—f%1NWw—nu—f%—nF%ﬂ“”>=0 (3.9)

¢ _ /Y, (3.10)
of -y

Si f =0, el conjunto de puntos criticos de G consiste del eje f. Por otro lado, si
f #0, de (3.10) nosotros tenemos f = 0 y la ecuacién (3.9) puede ser escrita como

(n—1)—nf*
Ny

Resolviendo la ecuacién de arriba, obtenemos que

nHf =

2(n — 1)+ nH?+ \/n2H* + 4(n — 1)H?

fi= o (H? 1 1) , (3.11)

son los puntos criticos de G sobre el eje f con f # 0, donde elegimos el signo — o +
de acuerdo a f¢ < (n—1)/n o f¢ > (n—1)/n, respectivamente. Las hipersuperficies
asociadas a estos puntos criticos son los H(fy)-toros. Para nuestro propésito, basta
estudiar las curvas de nivel de G para el caso f > 0 con f? + f2 < 1. Por otro lado,
notemos que H > 0 si y sélo si f& < (n—1)/n.

A continuacién calcularemos el valor de |¢|? para las hipersuperficies de rotacién
con curvatura media constante.
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f'A
1

Figura 3.1: Curvas de nivel de G(f, f) con curvatura media constante.

Lema 3.7. Dada una curva de nivel G(f, f) = C, entonces
n(n —1)C?
— T

En particular, |A]2(f, f) restringido a esta curva de nivel es decreciente en f, con

f>0.

IA2(f, ) + nH?. (3.12)

Demostracion. De (2.13) y (3.8), tenemos que

Ji-£2-f ¢

< 3.13)
7 o (

Por otro lado, puesto que nH = (n — 1)\ + p,

AP =(n— DN +p?=(n— D)X+ (nH — (n—1)N)2 (3.14)
Sustituyendo (3.13) en (3.14), obtenemos (3.12). O

Como |¢|? = |A]> — nH?, (3.12) puede ser escrito como

_ n(n —1)C?

o
|61°(f, ) Fon

(3.15)
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Por consiguiente, recordemos que p € M es un punto umbilico de M si se cumple
que |¢|, = 0. En este caso, la curva de nivel asociada a M es G = 0, de donde,
la hipersuperficie es totalmente umbilica. Por lo tanto, tenemos nuestro siguiente
resultado:

Corolario 3.8. Toda hipersuperficie de rotacién completa inmersa en S*T1(1) con
curvatura media constante y distinta de las hiperesferas, no tiene puntos umbilicos.

Por otro lado, para H > 0, consideremos dos valores de C'. El primero es C' = 0,
el cual da una hiperesfera. El segundo es Cj, el cual es el valor maximo de G en el
unico punto critico dado por (3.11), esto es, G(fo,0) = Cy donde M es el H( fy)-toro.

Es facil ver que C, 1, = (n — 2k)//nk(n — k) es decreciente en k y las hipersu-
perficies de rotacién satisfacen que tr (¢*) = £C,,1|¢|* donde elegimos el signo + o
— de acuerdo a A — > 0 o A — pu < 0, respectivamente. Cuando se consideran
hipersuperficies de rotacién, asociadas a la curva de nivel en el intervalo (0, Cp), es
posible demostrar que se cumple el primer caso, de donde, tr (¢*) = C,, 1|¢|* y, por
lo tanto, tr(¢®) > C, x|¢|* para cualquier k£ con 2 < k < n — 1. En consecuencia
tr (A%) < F,x(H,|A]?), donde F, estd dado por (2.6). Notemos que esta tltima
desigualdad es coherente con la Figura 2.1.

Nuevamente, consideremos el comportamiento de los conjuntos de nivel correspon-
dientes a los valores de C' en el intervalo (0,Cp). Para toda tal C, la curva de nivel
G = C es una curva cerrada contenida en la regién dada por f2+ f2 < 1. Por Lema
3.7, |¢]? restringido a esta curva de nivel alcanza su maximo y, también su minimo,
en la interseccion de la curva con el eje f:

max [0 = [0](fun,0), i 9 = |6](fumess 0).

donde fiuin v fmax son puntos en el dominio de f, con 0 < fuin < fo < fmax-
Ahora tenemos los elementos para probar la Proposicion 3.6.
Demostracion de la Proposicion 3.6. Dada H tal que H > 1/4/2n — 1, de (3.8)

tenemos que
C' = G(fuim,0) = g;ll (1 /1 — Iflin — Hfmin) ,

para algin 0 < fuin < fo. Sustituyendo esto en (3.15) obtenemos que

n(” B 1)(\/ 1— I?lin B Hfmin)g'

min

2 _
max [¢[” =

De donde, es suficiente demostrar que la funciéon

_nn—1)(V1I—a®— Hz)?

X

9(x) (3.16)
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alcanza el valor By para algin x con 0 < x < fy. Puesto que H > 1/4/2n — 1, g(x)
es decreciente en el intervalo (0, fy). En efecto, la derivada de g(z) puede ser escrita

como
V1—2?—Hzx

3y/1—a?

Asi, claramente g(z) tiene un minimo en xzy = 1/v/1+ H? y es decreciente en el

intervalo (0,z9). Puesto que H > 1/y/2n — 1, por (3.11), obtenemos que fy < .
En particular, g(x) es decreciente en el intervalo (0, fo).

§(x) = ~2n(n - 1)

Figura 3.2: Gréfica de la funcién g(z). Notemos que los valores de g coinciden con los
de |¢]?, cuando ésta es evaluada en los puntos sobre el eje f, esto es, g(z) = |¢|*(x,0).

Por otro lado, probaremos que By, es creciente en k. Observemos que By, es
creciente en k si y solo si la funcion

—(n—22)H + \/n2H? + 4z(n — x)

x(n —x)

h(z) =

es creciente en el intervalo (0,n), ver (3.3) con ¢ = 1. Por un calculo directo, obtene-
mos que

B (z) = n?H(\/n*H?+ 4x(n — ) — (n — 22)H)
= 2(nx—x2)3/2(n2H2‘|‘493(n—$))1/2

Asi h/(7) es positiva si (n?H? + 4x(n — x))"/? — (n — 22)H > 0, o equivalentemente
si H?> > (n —z)/(z — n). Notemos que esto ultimo se cumple trivialmente, de donde
obtenemos que By, es creciente en k con 0 < k < n.
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Afirmamos que g(fo) = By.1. En efecto, observemos que los valores de |¢]? en los
puntos sobre el eje f estan dados por la funcién g(x). En particular, para f = fo,

62y, 0) = = 1Wﬁ — Hfy)?

donde las hipersuperficies asociadas a f = fy son los H(fy)-toros. Por otro lado,
puesto que f¢ < (n — 1)/n, obtenemos que |¢|*(fo,0) = B, ver el Teorema 2.2
donde By = By o el Corolario 4 en [3], para el caso de hipersuperficies completas.
Ast g(fo) = Bu,1-

Por continuidad de g, se sigue de lo de arriba que para cada H > 1/y/2n— 1y k
un entero con 2 < k < n — 1, existe fyin con 0 < fuim < fo tal que ¢(fmin) = Buk-
Este hecho implica la existencia de una hipersuperficie M, asociada a la curva de nivel
G = G(fumin, 0) con curvatura media constante H. Lo que nos dice que sup |¢|* = By
y este supremo es alcanzado en algin de M, cuando f = fu;,. Finalmente, notemos
que 0 < |¢]* < By, de donde, nH? < |A]* < F,1(H,|AJ*). Con esto concluimos la
demostracion de la Proposicion 3.6.

= g(fo);



Capitulo 4

Subvariedades con curvatura media
paralela

En este capitulo utilizamos los resultados de W. Santos [24], para extender el Teorema
2.3 al caso de codimension arbitraria, reemplazando la condicién de la curvatura
media constante por la hipétesis natural de que el vector de curvatura media h sea
paralelo.

4.1 Enunciado del Teorema Principal

Sea M™ una variedad de dimension n, orientada y cerrada. Consideremos una inmer-
sién isométrica f : M — SP*P, donde S?*? es una (n-+p)-esfera de curvatura seccional
c. Consideremos un punto p € M y un marco local {es, ..., e,4,} de SIMP tal que
{e1,...,e,} son campos tangentes a M. El cuadrado |AJ? de la norma de la segunda
forma fundamental y el vector de curvatura media h estan definidos por

n-+p n—+p

AR =S w(a2), h:% St (Au)ea

a=n+1 a=n+1
donde A, : T,M — T, M esté definido por la conexién riemanniana V de S+?,
(AX,Y) = (VxY, eq).

El propédsito de este capitulo es extender el Teorema 2.3 para el caso p > 1. Para
esto definiremos p operadores similares a ¢, considerado anteriormente, pero esta vez
uno por cada direccion normal, es decir, para cada «, definimos las funciones lineales
o TyM — T,M por X

o = —tr (An)] — A,
n

23
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y la funcién bilineal ¢ : T,M x T,M — T,M+* por

n+p
BX,Y) = > ($aX,Y)eq
a=n+1
y o T,M x T,M — R por
On(X,Y) = (¢(X,Y), h). (4.1)

Es fdcil ver que cada funcién ¢, es libre de traza y que |¢]* := Y tr(¢?) =
|A|?—nH?, donde H = |h|. Observemos que |¢|*> = 0siy s6lo si M es una subvariedad
totalmente umbilica de S?*7.

Reemplazaremos la condiciéon de curvatura media constante de hipersuperficies
por la hipétesis de que el vector de curvatura media h sea paralelo. Para ver que esto
es una generalizacién, supongamos que p = 1, de donde h = He, 4, con V+h = 0.
Para toda X € X(M), tenemos que

V;_((Hen+1) = X(H)ep1 + HV§(€n+1),

1L 1 .
puesto que (Vxeni1, €ni1) = §X<6n+1, ent1) = 0, se sigue que

Vx(Heni1) = X(H)eni1 =0,

de donde H es constante en M. De esta manera, si p = 1 la condicion de vector de
curvatura media paralelo es equivalente a la de curvatura media constante.

Es conocido que si el vector de curvatura media es paralelo, se sigue que H es
constante. En efecto, dado X € X(M),

X(|H*) = X{(h,h) = 2(Vxh, h) = 2(Vyh,h) = 0.

Sea (z,y,2) un sistema de coordenadas naturales en R? y (uy,us, us, us, us) un
sistema de coordenadas naturales en R®. Consideremos la funcién definida por

1 1 1
U1 :ﬁyz, UQ:ﬁxZ, ngﬁﬂfy
1 2 2 1 2 2 2
= —(x" —vy"), us=—=(x"+y —227).
2R YD) =gty )

Esta funcién define una inmersiéon minima de S?(v/3) en S*(1), llamada superficie de
Veronese.

Uy

Definimos la funcién B, ; por

h:{l/(Q—l/p) sip=1o0oh=0,

& (r—1)/(2p—3) en otro caso.

p

El siguiente resultado es una generalizacion del Teorema 2.3.
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Teorema 4.1. Sea M"™ una subvariedad compacta orientable de SI*P. Supongamos
que el vector de curvatura media h es paralelo con respecto a la conexion normal. Si
|6|? satisface

n(n — 2k
0 < By { nle+ B2 - 2Ly (1.2
nk(n — k)
’ 2k
n_
(Bnadh) £ Ll (43)
para toda o =n+1,...,n+ p. Entonces, o bien

(i) |¢]> =0 y M es totalmente umbilica o
(i) la igualdad se cumple en (4.2) y (4.3), y uno de los siguientes casos ocurre:

(a) H=0,p=1y M es una hipersuperficie de Clifford minima

M—Sm( /ﬂ) XSnm( n_m> <_>S7Cz+1
nc nc

(b) H=0,n=p=2y M? es una superficic de Veronese, M* — Si.
(¢) H#0,p=1y M es un producto de esferas

M = S§¥(ry) x S"*(ry) < SpH!

con 1y < (n—k)/n, donde r} +r3 = 1.

(d) H#0,n=2, p=231y M? es una superficie de Veronese en una esfera
M2 C S[cl—i-HQ — SE

() H#0,p=2yM es una hipersuperficie de Clifford minima en una esfera

m n—m
M =8§™ - §r—m T Sn+12 SN Sn+2
( n(c+H2)> 8 < n(c+H2)) < Dot ¢
(f) H#0, p=2y para toda Hy, 0 < Hy < H, M es un producto de esferas
M = S"(r1) x 8" (r2) € ST, < SIF

con 2 < (n — k)/n y curvatura media H, de M en S"T}, donde H* =

c+H22
2 2 2 2 _ 1
Hi + H, 3/7’1"‘7’2—_C+H§ .
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Observacién 4.2. Si H =0, la condicion (4.2) se reduce a

nc

A2 < .
4 T 2-1/p

(4.4)

En este caso la hipdtesis (4.3) no es necesaria y el teorema se reduce al caso analizado
por S. S. Chern, M. do Carmo y S. Kobayashi en [10], quienes mostraron que la
superficie de Veronese en St y el toro de Clifford en ST son las unicas subvariedades
minimas compactas de dimension n en SMP que cumplen la igualdad en (4.4), ver el
Teorema 4.5. Parap=1 1y H =0, el resultado fue probado independientemente por
B. Lawson in [13].

Parap=1y H #0, (4.2) y (4.3) pueden ser escritos como

n(n — 2k) Hio), tr (%) < n(n — 2k)

9" < nle+ H7) - nk(n — k) nk(n — k)

ol

respectivamente. Con estas dos desigualdades en el primer capitulo demostramos
que |6]* = 0 o bien |¢|> = Bunk, y caracterizamos todas las hipersuperficies con
|¢]2 = Bunk, donde By es el cuadrado de la raiz positiva del polinomio

— 2k)
:x2+n(n—Hx—n c+ H?).
b nk(n — k) ( )

Finalmente, para p > 1 y H # 0, la hipdtesis (4.3) no es necesaria y el Teorema
4.1 fue probado por W. Santos en [24] para el caso k = 1.

Demostracién del Teorema Principal. Parte (i)

Comenzaremos con la demostraciéon de la primera parte del Teorema 4.1. Conside-
remos el caso donde H # 0 y p > 1. Primero obtenemos el laplaciano A|¢|?. Para

este propdsito, elegimos un marco local {ei, ..., e,,} tal que e,+1 = h/H. Con esta
eleccion
¢n+1 — HI — An-l—la (45)
Oa = —Ag, n+2<a<n+p

Proposicién 4.3. Sea M"™ una subvariedad compacta orientable de S'P. Suponga-
mos que el vector de curvatura media h es paralelo. Si |p|* satisface

op< 2! {n<c+ ) - Mw} (4.6)

T 2p-3 Vnk(n —k)
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Y
n — 2k
tr (pni19%) < ——=|¢al’|0n A7
(Pnt19,) nk(ﬂ_k)w 1*| P41l (4.7)
para toda « = n+ 1,...,n + p, entonces |¢| es constante y, o bien |¢|> = 0 o la

igualdad se cumple en (4.6) y (4.7).

Demostracion. Por un célculo similar al realizado en [24], obtenemos que

n—+p n+p

AP = S IVeuP b a2+l —nH Y tr(0undl)  (48)
a=n a=n+1
n—:_pl n—+p ’
— > (treade)’+ D tr([da, ds))
a,f=n+1 a,f>n+1

El objetivo es demostrar que $A[¢> > 0. Tenemos que

n+p
SAIOP > et HOP —nH Y tr(0nnd?)
. azi—;l
— > (trgade)’+ D tr([da, ¢s])
a,f=n+1 a,f>n+1

Estimaremos cada término de la desigualdad de arriba. Primero observemos que

n+p n+p
Z (tr ¢a¢ﬂ)2 = |¢n+1|2(2|¢|2 - |¢n+1|2) + Z (tr ¢a¢ﬂ)2'
a,f=n+1 a,f>n+1

Por otro lado, por la hipétesis (4.7),

n— 2

k
vnk(n —k)

sumando de a =n + 1 a n + p, tenemos que

tr (Pns102) < |G i1]|0al?,

n—+p

n — 2k
k

2 S — 2
Q;H tr (¢n+1¢a> < \/m‘(bvwrl’l(m .
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Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y usando (3.7) a (3.8) de [10], obtenemos

n-+p n+p

> w((barts)® — D (tréags)’
a,f>n+1 a,B>n+1
> -2 Y (tr@)(tweh) — Y (trgl)?
a,B>n+1 a#p a,B>n+1
1
> = (20 27 ) 168 — w2

En consecuencia, juntando las desigualdades anteriores tenemos que

SAP > (i 4 ool — 2D

/nk(n— k)
. (2 - ﬁ) (161 — I6nial?)?

> (ol — SR ool - (2 1 ) ol

1

[6nl[61* = [dni1* (216" — |Snsa]?)

Puesto que
1
(1 - E) 61 P20 — [énia?) > 0,

obtenemos

1 2 2 2 n(n — 2k) 2p—3 2
LAl 1o {nw v - e~ (27 } (4.9)

Asi, la hipotesis (4.6) implica que
Algl* > 0.

Se sigue, por el principio del mdximo de Hopf, que |¢|? es constante. Entonces, por
(4.9), |¢]*> = 0, o bien la igualdad se cumple en (4.6) y también (4.7). Esto demuestra
la primera parte del Teorema 4.1. 0

4.2 Subvariedades pseudo-umbilicas

En esta seccién clasificaremos las subvariedades de S"™” tal que |§|* satisface la
igualdad en (4.2). Para esto, recordemos que una subvariedad M es pseudo-umbilica
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si el vector de curvatura media es distinto de cero y pertenece a una direccién umbilica,
esto es, si existe una funcion A en M tal que

<vXYa h) = )‘<X> Y>

para cualesquiera vectores X, Y en M o, equivalentemente si A;, = AI.

Puesto que h = He, 1, se obtiene la relacion HA, 1 = M. Luego, al tomar la
traza en ambos lados de la igualdad tenemos que A\ = H? y A,.; = HI, de donde
|ni1 | = [Apia]* —nH? = 0.

Por otro lado, ya que h = He, 1, podemos escribir a (4.1) como ¢,(X,Y) =
(pn+1X,Y)H, de esta manera obtenemos

‘¢h| = H‘¢n+1| = 0.
La siguiente clasificacién se debe a [8], ver también [24].

Proposicién 4.4. Sea M" una subvariedad compacta pseudo-umbilica de SI*P, p >
2, con vector de curvatura media paralelo h, H = |h|. Si ¢ satisface

n(c+ H?)

of* < m,

(4.10)

entonces, o bien

(i) [9|> =0y M es totalmente umbilica o

(i) la igualdad se cumple en (4.10) y M es una hipersuperficie de Clifford minima
en St . < SIT2 0 M? es una superficie de Veronese en Sk, < S2
La demostracién de la Proposicion 4.4 requiere hacer uso del Teorema 2.1 de-
mostrado por Chern, Carmo y Kobayashi en [10] para el caso de codimensién arbi-
traria:

Teorema 4.5 (Chern, Carmo y Kobayashi [10]). Sea M™ una variedad compacta y
sea f: M — SIP una inmersion minima. Si se cumple que

nc

Al? < .
4 T 2-1/p

Entonces, o bien

(i) A =0 y M es totalmente geodésica o

(ii) |A]?2 = 5717, Y uno de los siguientes casos ocurre:
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(a) p = 1 y M es un toro minimo de Clifford en S*™' es decir, M =
o (/) ()

(b) n=p =2y M? es una superficie de Veronese en Sp.

Demostracion de la Proposicion 4.4. Afirmamos primero que si la inmersién f
tiene una direccion paralela umbilica, entonces existe una descomposicion de la forma
f = gi10g, donde gy : M — SIP~" es una inmersién isométrica y gy : SETPT — SPP
es una inmersién umbilica:

! +
M S

n+p—1
Sé

Basta mostrar que la imagen de M bajo la inmersion f estd contenida en la
intersecciéon de S”*? con un hiperplano. Asi, hay que encontrar un vector normal a
f(M) que sea constante. Para esto sabemos que la inmersiéon f : M™ — S tiene
una direccién paralela umbilica, dada por el vector de curvatura media h'. Si D
denota la conexién en R*P+!,

Dxh = Vxh+ a(X,§);

donde X es cualquier vector tangente a M. Como la esfera S"*? es umbilica, es facil
ver que o(X, &) = 0. Por otro lado, si descomponemos el espacio tangente a la esfera
como la suma del tangente a M y el normal a M (relativo a la esfera), tenemos

Vxh=—A,X + Vxh,

donde A es el operador de forma y V+ es la conexién normal. Como h es paralelo,
V+h = 0, mientras que como h es una direccién umbilica, entonces A4, X = AX.
Sabemos que A = H? y H es constante, de donde la conexién en R"*?*! queda como
Dxh = —H?X. Entonces el vector A\f + h es normal a M y constante, pues

Dx(Af4+h)=ADxf—-AX =XX -2X =0,

lo que quiere decir que M est4 contenida en el hiperplano de R"™P*! ortogonal a este
vector, ya que h es normal a f(M) y

d

S {Af Ry o (t), for(t)) = A(3(8) +h(y (1)), L (8)) = 0

!Este razonamiento es cldsico y no es necesario que el vector de curvatura media esté en una
direccién paralela umbilica. Nosotros usamos este hecho para simplificar los cédlculos.
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para cualquier curva diferenciable v : [0,1] — M, pues f(p) € f(M) C S'*?, y
F/'(8) € Typ)Se™ con (t) = p.
Por otro lado, como la direcciéon umbilica es la direcciéon de la curvatura media,

g2 es minima. Denotemos por «; la segunda forma fundamental de g;, |4;| la norma
de (07

Puesto que |¢y| = 0 (h es una direcciéon umbilica) tenemos que |As| = |¢|. Puesto
que |¢ni1| =0y por (4.5), tenemos

P = > trel = ) A=A

a>n+1 a>n+1
De donde, en términos de |As|, la hip6tesis (4.10) queda como

2 n(c+ H?)
SRRV E)

El resultado se sigue del teorema 4.5 si demostramos que é = ¢ + H?. Para ver
que esto se cumple, observemos que

Oé:OCIEBOéQ,

donde « es la segunda forma fundamental de f. Puesto que g, es una inmersion

minima,
n
E (e, e;)| = [tr(oq © ag)| = nH,
i=1
donde eq, ..., e, es un marco de M. Por otro lado, como ¢; es una inmersion umbilica,

Hy = <A1€i7€i> = <&1(€i>€i), €n+p>,

donde H; es la curvatura media de g; (g1 es una hipersuperficie). En consecuencia,
n
| > imq cales e)| = nHy,

H=H y |A]?=nH (4.11)

De la ecuacion de Gauss para la inmersién g; tenemos que R;j;; = ¢+ MA; = ¢
ast H? = \? = ¢ — ¢. También

nin—1)(r—c) = (nH))*— |A]?
= n(n—1)H?,
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implica que r = ¢, donde r es la curvatura escalar normalizada. Nuevamente, por la
ecuacién de Gauss y (4.11), es claro que

nin—1)(¢—c) = (nH)?—|A?

= n*(é—c) —nH?

lo que implica que ¢ = ¢ + H?, esto demuestra la Proposicién 4.4. U

4.3 Subvariedades con R+ =0

Ahora consideremos subvariedades con curvatura media paralela y R+ = 0. Recorde-
mos que el tensor de curvatura del haz normal T M~ est4 dado por

RH(X,Y)E = VEVHE — VEVEE — Vi 6,

para toda X,Y € TM, { € TM 1y donde V+ es la componente normal (conexién
normal) de V definida en TM*.

Siguiendo las ideas para la demostracién de la Proposicién 3.3 en [24], para el
caso k = 1, tenemos nuestro siguiente resultado.

Proposicién 4.6. Sea M™ una subvariedad compacta orientada de S'?, p > 2.
Supongamos que el vector de curvatura media h es paralelo y R = 0. Si ¢ satisface

n(n — 2k)

¢2<nc+H2 ——gb 4.12
||_ ( ) \/nk(n—k)| h| ( )
y — 2k
n
tr (¢, gbi < —= qﬁanbn 4.13
( +1 )_ /—nk:(n k:)| | | +1| ( )
para todaa——n+1,...,n—|—p, entonces

(i) |¢]> =0 y M es totalmente umbilica, o bien
(i) la igualdad se cumple en (4.12) y (4.13), y uno de los siguientes casos ocurre:

(a) M es una hipersuperficie de Clifford minima en una esfera,

M:Sm< ﬁ) xS”_m< ”_m> C St e ST

nc nc

para algun entero m < n.
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(b) Para toda Hy, 0 < Hy < H, M es un producto de esferas
M =SF(ry) x S"F(ry) C S"+12 < SPt2

conriy < (n—k)/n(c+ H3) y curvatura media Hy, de M en SZ:;L; donde

H2:H12+H22yr%+r§:ﬁ.

Para la demostracién de la Proposicién 4.6 necesitamos los siguientes lemas alge-

braicos.

Lema 4.7. Sean x; nimeros reales tales que > ,x; = 0 y >, 27 = 1. Supongamos
que la siguiente desigualdad se cumple

;xfg %+% (4.14)

Entonces la igualdad se cumple si y solo si n — k de los numeros x; son iguales a

/= n(n n Y el resto de los k nimeros x; son iguales a Fy/"=>

Demostracion. Primero observemos que por un calculo directo, podemos probar el
lema para los casos n = 2k y n = 3k. Supongamos que n # 2k y n # 3k y estudiemos
el comportamiento de las raices del polinomio (ver [24], pdg. 408)

. 6 22 8Vk > T " 3(1 -2k, )
o) =2 = T Y =B =20 T = k= 2k) (n = 38)”

(4.15)

Para esto, observamos primero que nuestra hipétesis (4.14) puede ser escrito como

3(1— 2k S, o) 3
n(n — k)(n — 2k)(n—3k) T n2n — k2 =

Por otra parte, tenemos que para cualquier polinomio de la forma z* +6Ax? + 4Bz +
C = 0 tiene raices reales si los coeficientes A y C satisfacen C' + 342 > 0. Puesto que
nuestra desigualdad anterior es exactamente esta condicién para el polinomio p(x),
tenemos que todas sus raices son reales. Més atun, si en (4.14) la igualdad se cumple,
esto es si C'+3A% = 0, entonces (4.15) tiene (al menos) tres raices iguales. De donde,
al tomar la derivada de p(x) e igualar a cero obtenemos que la ecuacién

3 3 2vk 2T

o _n(n—k)x+n(n—k)(n—2k) =0

tiene al menos dos raices iguales, de donde

(n — 2k)*
<Zx> _nk (n—k)
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Ya que un polinomio de la forma 23 —3Az+ B que tiene una rafz real y de multiplicidad
2 cumple que 443 = B2 Por el Lema 2.7, concluimos la demostracién del Lema

4.7. [l

Lema 4.8. Sean A, B : R" — R™ matrices simétricas tal que [A, B] = AB—BA =0,
tr A =1tr B =0 y la siguiente desigualdad se cumple

n — 2k

tr (A’B) < m

(tr A%)(tr B%)Y/2 (4.16)

Entonces, la igualdad se cumple si y solo si n— k de los valores propios x; de A y los
correspondientes valores propios y; de B satisfacen

T, =+ (tr A%)Y/? Yy =+ (tr B?)Y/?

n(n —k) n(n —k)

y el resto de los k valores propios de A y B satisfacen

2\1/2 o 2y1/2
nk (tr A%) vi=F\ o (tr B)

Ti =+

Demostracion. Puesto que [A, B] = 0, podemos elegir una base ortonormal en R"
que diagonalice simultdaneamente a A y B. Por otro lado, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que > a7 = > y? = 1, donde {x1,...,z,} y {v1,...,yn} son los
valores propios de A y B, respectivamente. Entonces, (4.16) queda como

-2
Sy 12 (w17
. nk(n — k)

(2

Consideremos la funcién g : R™ x R®™ — R dada por g(z;,y:) = >.; 22y; sujeto
a las condiciones Y .z, = Y,y = 0y >..x7 = > .y? = 1. Por el método de los
multiplicadores de Lagrange, los puntos criticos estan dados por las ecuaciones

1
xy; = Cax; + D, ri = Cy; + = (4.18)

para algunas constantes C' y D. Si elevamos al cuadrado la segunda ecuacién y
tomamos la suma, obtenemos que

1
Zi:x?:CQ_‘_ﬁ’
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va que >, y; = 0y >,y> = 1. Andlogamente, de la primera ecuacién en (4.18)
podemos multiplicarla por ; y luego tomar la suma, para obtener que C' = Y. 27y;.
En consecuencia, por (4.17),

Zx4<(n_2k)2+l
- " nkin—Fk)  n

Usando el lema 4.7 y las ecuaciones (4.18), concluimos la demostracién del Lema
4.8. O

Demostracion de la Proposicion 4.6. La primera parte de la demostracién es
parecida a la demostracién de la Proposicién 4.3, observando que si R+ = 0, entonces
[0, @3] = 0 para toda a, 5. En efecto, usando la ecuacion de Ricci para subvariedades
en un espacio de curvatura constante se tiene que

0= <RL(X> Y)§777> = <[AE7A77]X7 Y>7
de esta manera, [A¢, A,] = 0 para cualesquiera vectores £,n € TM*. Por (4.8),
tenemos que

n-+p n-+p

SAIGP > nlet HOP —nH Y tr(dnndd) — 3 (ir6uds)’

a=n+1 a,f=n+1

puesto que [¢¢, ¢y] = [Ae, Ay] = 0, para toda &,n € TM*. Ahora, por nuestra
hipétesis (4.13) y puesto que Y |¢al* = |¢|?, obtenemos

n—+p

9 n — 2k
azn;_l tr (¢n+1¢a) < /—nk‘(n — k‘)

Luego, por la desigualdad de Cauchy y ya que |¢p| = H|pp i1,

|67 Gnsa .

1 — 2k
LA 2 (et B0 - = ey, gy

Vnk(n —k)

> Jop (n(c+ 1) — ;%w - W)

> 0.

A continuacién analizaremos el caso cuando se tiene la igualdad en (4.12) y pos-
teriormente efectuamos la reduccién de la codimensién. Tenemos que

n—+p

> Ve’ =0, (4.19)

a=n+1
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> 0t = o Plonl

k
a>n+1 Vnk(n — k)

Sean (¢,) las matrices que definen las funciones ¢,’s. Por el Lema 4.8, existe un

marco ortonormal eq, ..., e, en TM™ tal que las ¢’s son de la forma:
1 .- 0 0 e 0
0 --- 1 0
(¢o¢) = Qq 0 --- 0 _nT—k 0 )
0 --- 0 0 e _ank

donde a, = £,/ n(nk_k) tr (¢2)/2. De (4.19) se sigue que a, es constante para cada

a. Esto implica que el primer espacio normal de f, es decir, el subhaz de TM* dado
como

Ni(z) ={£ € TM* : A; = 0} = span { Z (A X, Ye, : XY € TxM} :

a>n+1

tiene dimension constante. En efecto, por un simple calculo tenemos que

Ni(x) = Span{ Z (Angei,e)eq € € TIM}

a>n+1

= span {(H — (Gn+1)ii)ent1, — Z (¢a)iiea}a

a>n+1
ya que
_J H=(¢ns1)i a=n+1
(Aaei,ei) = { —(¢a)ii a>n+1.

En consecuencia, Ni(x) estd generado por los vectores

{HenJrlu Z (¢a)iiea = 17"'7”}

a>n+1

y la dimensién es a lo més 2, para toda € M. Por hipétesis R =0y V+h = 0, asi

Ni es un haz normal paralelo y, de esta manera es posible reducir la codimension de

la inmersién a 2, esto es consecuencia directa del Teorema 4.4 y la Proposicién 4.1
n [11]. Consideremos dos casos.
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Primer caso: H = 0. En este caso ¢, = —A, para toda o y dim Ny(z) = 1. Asi
reducimos la codimensién a uno. Puesto que [¢]? = |A|? y |¢n| = 0, (4.12) se puede
escribir como |A|*> = nc. Por el Teorema 4.5, M es una hipersuperficie minima de
Clifford en SP*! C S**7.

Segundo caso: H # 0. Después de reducir la codimensién, podemos suponer que
M™ C S'2. Primero demostraremos que M tiene una direccién paralela umbilica.
Para este propésito elegimos un nuevo marco ortonormal &;, & en T+ M por

6=

- -1 i+1 )
GZH n a?z+2 (an+2en+1 + ( ) an+1€n+2)

Sabemos que V+'e,,; = 0, ya que por hipdtesis h = He,,, es paralelo. Ademsés,
puesto que sélo tenemos dos direcciones normales independientes, dados inicialmente
por {e,i1,€nt2}, tenemos que V4te,, o = 0, de donde, & son campos vectoriales
paralelos. Es facil ver que & es una direccion umbilica.

Puesto que tenemos una direccién umbilica, la inmersién f se puede descomponer
como f = g; 0 g; donde go : M™ — SI*! es una inmersién isométrica y gy : SETT —
S™2 es una inmersién umbilica.

Si definimos las nuevas funciones lineales ¢; : T,M — T, M por

<¢iXa Y) = <¢(X7 Y)7€i>7 1=1,2

entonces |¢|? = |¢1]? + |¢2]*. Como & tiene una direccién umbilica, |¢o| = 0 . Asi

|6* = |1
y también
|on| = [Hil[¢1]
donde Hy = (h,&). De las tres tltimas ecuaciones tenemos que (4.12) se puede
escribir como ( oh)
n(n —
b1 = nlc+ H?) — ——L | Hy ||
o] = e+ 1) = 2o
Ahora el resultado se sigue del Teorema 2.3 aplicado a go, ya que de la ecuacion de
Gauss para la inmersién umbilica de S2™' en SP+2 implica que é = ¢ + H2. O

Demostracién del Teorema Principal. Parte (ii)

Si la igualdad se cumple en (4.2), entonces Alp|> = 0, y esto implica que todas las
estimaciones usadas arriba son igualdades. Asi,

(1= 27 ) 160 P2I6F o) =0
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Puesto que H # 0 y p > 1, tenemos que 2|¢|*> — |¢p41|> > 0, de donde p = 2 o
|¢n+1| =0.

Primer caso: p = 2. Como M tiene una direccion normal paralela, por hipdtesis,
es facil ver que R = 0. Entonces el Teorema es una consecuencia directa de la
Proposicién 4.6, (i)-(b).

Segundo caso: |¢,+1] = 0. Notemos que en este caso la inmersion es pseudo-
umbilica, puesto que |¢,| = 0 implica que e, es caracterizado como una direccién
umbilica. De donde, por la Proposicién 4.4, (ii) implica el resultado.
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