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Introduccion

En el ano 1978 Louis Caccetta y Roland Haggwvist plantearon la siguiente con-
jetura: Toda digrafica simple con n vértices y exgrado minimo al menos r

tiene un ciclo dirigido de longitud a lo mas el techo de m
r

Muchos esfuerzos se han realizado desde aquel entonces, tratando de dar una
respuesta positiva o negativa a dicha conjetura y hasta el momento sélo existen
resultados parciales al respecto.

En este trabajo se presentan varios de los resultados que se han obtenido a través
de los anos tratando de dar respuesta a la conjetura. Adicionalmente se veran algunas
conjeturas que implican algunos casos particulares o que son equivalentes.

Esta conjetura resulta muy peculiar, pues se puede ver desde diferentes enfoques
tales como Teorfa de Graficas, Teorfa de Grupos, Algebra Lineal y Programacion
Lineal.

En el Capitulo 1 se presentan las definiciones y conceptos basicos que son utili-
zados en esta tesis.

En el Capitulo 2 se muestra la validez de la conjetura para los casos particulares
donde r = 1,2, 3,4 y se da un esbozo de la prueba cuando » = 5. Ademas se muestran
propiedades que tendria un contraejemplo a la conjetura.

El Capitulo 3 se enfoca en el caso particular de la conjetura, cuando el techo de
n es 3. Ademas se verifica la validez de la conjetura para todas las digraficas vértice
tqansitivas. Esta prueba se hace desde el enfoque de Teoria de Grupos.

En el Capitulo 4 se presenta un resultado relativo a la conjetura en general,
haciendo uso de resultados presentados en el capitulo anterior. Finalmente, en el
Capitulo 5 se muestran algunas conjeturas que son equivalentes a la conjetura de

Caccetta y Haggwvist. Adicionalmente se anexa un Apéndice donde se encuentran

7
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las pruebas o esbozos de pruebas de afirmaciones usadas en el trabajo que resultan

demasiado técnicas y que distraén de la presentacion y del fluir de las ideas centrales.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones

Aqui se presentan definiciones de varios conceptos que son utilizados en el pre-

sente trabajo.

Definicién 1.1 Una grdfica dirigida D es un par ordenado D = (V (D), F (D)),
tal que V (D) es un conjunto finito no vacio y F (D) CV (D) x V (D), es decir, los
elementos de F (D) son pares ordenados los cuales son llamados arcos o flechas,

mientras que a los elementos de V (D) son llamados vértices.

Es muy comun utilizar el término digrafica para referirse a una grafica dirigida.
La forma usual de representar pictéricamente una grafica dirigida, es colocar un
punto por cada vértice, y por cada elemento de F' (D) una flecha cuya direccién
depende del orden, es decir, si (u,v) € F (D) al par (u,v), le corresponde la flecha
que va de u a v .

El orden de una digrafica dirigida D, es su nimero de vértices y es denotado
como n (D), mientras que el tamano es el nimero de flechas de D. Decimos que
dos vértices son adyacentes si existe una flecha entre ellos. Si una flecha empieza
y termina en el mismo vértice, se dice que es un lazo. Si dos o méas flechas unen al

mismo par de vértices en la misma direcciéon, son llamadas multiflechas.

Definicién 1.2 Una digrdfica simple es aquella que no tiene lazos ni multiflechas.
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Definicién 1.3 D’ es una subdigrdfica inducida de D si V(D') C V(D) y
F(D') = F(D)n (V(D') x V(D).

Definicién 1.4 El grado exterior o exgrado de un vértice v es el numero de
flechas que lo tienen como vértice inicial y es denotado por 0% (v), mientras que al
numero de flechas cuyo vértice final es v, se le denomina grado interior o ingrado

y se denota como §~(v).

Sea 6T (D) =min{dT(v) :v € V(D)} y 6 (D) = min{é (v) : v € V(D)}.

Definicién 1.5 Una digrifica D es r-regular, si para todo v € V(D) se satisface

que 01 (v) =r. Si ademds 0~ (v) =, se dice que D es r-dirregular

Definicién 1.6 Un camino dirigido es una sucesion de vértices
W = (ug, uy, ..., up)

tal que (u;,uiq1) € F (D) para cada i € {0,1,...,n — 1}. Un ugu,-camino dirigido es
un camino dirigido de ug hacia u,. Si ug = u,, se dice que el camino dirigido es
cerrado. La longitud de W, es el numero de flechas que contiene. El hecho de que

exista un camino de longitud n de u a v, se denota u — v.

Definicién 1.7 Una trayectoria dirigida T = (ug,uq,...,u,) €s un camino que

no repite vértices. St la trayectoria es cerrada, entonces se le llama ciclo.

Se denotara como F'(W) a las flechas que foman parte de un camino W y (W)

a la longitud del mismo. Se usa una notaciéon analoga para trayectorias y ciclos.

Definicién 1.8 Una digrdfica D es conexa, si para cualquier par de vértices u,v €
V(D) existe una uv—trayectoria en D. Cuando existe una uv-trayectoria y una vu-
trayectoria para cada par de vértices u,v € V(D), entonces se dice que D es fuer-

temente conexa.

La distancia entre dos vértices u,v, es la longitud de la uv-trayectoria mas corta
y se denota por dist(u,v). Por otro lado, a d(D) = méax {dist(u,v) : u,v € V(D)}
se le llama diametro de la digafica D. El cuello de D, es la longitud del ciclo més

corto en D, el cual se denota como g (D).
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A continuacion se definen una serie de conjuntos que son utilizados en la mayor

parte de este trabajo.

Dada una digéfica D, para cada v € V(D) y para cada entero ¢ > 1 sean

SF(v) = {u: dist(v,u) = i}
S;(v) : =Au:dist(u,v) =i}
N (v) : ={u:dist(v,u) <i}
N, (v) = {u : dist(u,v) < i}
R (v) = {u v u}
R; (v) :{u:u—iHJ}

No@) o =R (@)

En el caso en que 7 = 1 en todos los conjuntos se omitira el subindice. Los conjun-
tos N*(v) y N~ (v) son llamados exvecindad e invecindad de v respectivamente.
Note que si D es simple, [NT(v)| =07 (v) y [N~ (v)] =5 (v).

Ya se cuenta con los elementos formales para presentar la conjetura de Caccetta

y Haggwvist propuesta en 1978.

Conjetura 1 Toda digrifica simple D con n vértices y §+(D) > r contiene un ciclo

dirigido de longitud a lo mds [21
r

1.2. Resultados basicos

Proposicién 1.0.1 Para toda digrdfica D, >, dT(v)= > o (v) =|F(D)|.
veV (D) veV (D)

Demostracion.
Es claro que % (v) es el nimero de flechas que inician en v, y una flecha no puede

empezar en distintos vértices por lo que > d7(v) = |F(D)]|. De igual manera,
veV (D)
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como §~(v) es el nimero de flechas que terminan en v, se tiene que > § (v) =
veV (D)

[F(D)]. =

Proposicién 1.0.2 Sea D una digrdfica y sean u,v € V(D) con u # v. Si eziste un

W camino de u a v, entonces existe una uv-trayectoria.

Demostracién.

Sea
X ={I(W) : W es un uv-camino y F(W) Cc F(W)}.

Como D es finita, se sigue que el conjunto X es finito. Sea W = {u = wy, ..., up = v}
un camino donde el conjunto X alcanza su minimo. Si u; = u; con 1 <@ < j <k,
entonces la longitud de la unién del wu;-camino y el u;v-camino, es mds corta que

(W), lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto WV es una trayectoria. m

Corolario 1.1 Dada una digrafica D sin lazos; si contiene un uu-camino cerrado

con longitud k > 0, entonces D tiene un ciclo que contiene a u.
Proposicién 1.1.1 g(D) — 1 < d(D).

Demostracion.

Sea C' = (xg,%1,...,Tn_1,Tn, = Tg) un ciclo de longitud g(D). Para cada par
zi,x; € V(C), con i < j, la longitud de cualquier z;z;-trayectoria es al menos
J —1, pues si hubiera una x;x;-trayectoria x;, y1, ..., ys, ¢; de menor longitud, entonces
X0, T1, ---Ti, Y1, ---, YS, ¥; serfa un camino cerrado que contendria un ciclo de longitud

menor que g(D), lo cual no puede ser.
Asi d(D) > d(zg,xp—1) =g(D) — 1. m

Proposicién 1.1.2 Dada una digrdfica simple D, si 6t(D) > 1, entonces D tiene

un ciclo dirigido.

Demostracion.

Sea T = (ug, uy, ..., u,), una trayectoria de longitud méxima en D. Como 0 (u,,) >
1, se tiene que existe v € N*(uy,). Si v ¢ V(T), entonces T’ = (ug, Uy, ..., Upn, V) €8
una trayectoria mas larga lo cual seria una contradiccion a la eleccion de T, por lo
que v = u; para algin i € {0,1,2,...,n — 1}, entonces C = (U, Uit 1, ..., Up, U = U;) €8

un ciclo dirigido de D. m



Capitulo 2
Resultados parciales

En este capitulo se presentan algunos resultados referentes a la conjetura de

Caccetta y Haggwvist, a la cual de aqui en adelante se nombrara como la Conjetura.

2.1. ;Coémo seria un contraejemplo?

Antes de pasar a los resultados, considere lo siguiente. Sea D una digrafica con
n vértices, tal que 67 (D) > r, donde r es el exgrado més pequeno para el cual la
Conjetura no es valida.

Observe que r > 2 pues para r = 1 la Conjetura es cierta por la Proposicign

1.1.2, dado que si 67(D) > 1, existe un ciclo el cual tiene longitud a lo mas n = —.
r

Sea t = E-‘ y g(D) > t. Removiendo flechas de ser necesario, puede suponer que
ot (v) = r para todo v € V(D).

Afirmacion 2.0.1

Existe un vértice zo € V (D), tal que ‘N;“(xo)‘ <ar

1
para algin i < ht—‘ . (2.1)

Demostracién.

Suponga lo contrario, es decir, que para todo vértice x € V (D) se satisface

1 1
que |N;"(z)| > ir para cualquier i < kt—‘ En particular, |N7, 5 (2)] > ktw Ty

Ed

13
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1
|NE_%tJ ()] > btJ r, para cualquier vértice.

Se define la digrafica D' = (V(D'), F(D'")), tal que

V(D)Y=V(D)y (z,y) € F(D') siysolosiye€ Nﬁéﬂ (7).

Por construccién de D', para cualquier x € V(D') se tiene que

Sha) = N @)1 2 [ 51]

Por la Proposicion 1.0.1 se sabe que

[F(D) = Y dp@= Y dhx)>
) )

zeV (D! zeV (D!

> |5t|r=nl3
—tlr=n|=t|r
2 2
zeV(D’)

Un argumento de promedio asegura la existencia de y € V (D’), tal que 05, (y) >

1
ht—‘ r. De la definicion w € Np, (y) si y solo si y € N{ ] (w) en D, es decir,

[3¢
€ N-, - (y). Por lo tanto, |[N-, 1 (y)| > 1t D
w . Por lo tanto, > | =t|ren D.
37" [ W=
Se sigue de la observacion anterior e hipdtesis que

Nig @)1+ !N[%tJ (y)| > Btw r+ BtJ r=1tr>n.

Como y ¢ N[’lﬂ (y) N N[rltJ (y), existe un vértice w € V(D), tal que w €
2 2
N ()N N7, - (y) y w# y. En otras palabras,
5] [5t]
. . t t
dZSt(y,’LU) + dZSt(w7y) < |—§-| + LéJ =t,

es decir, hay un ciclo de longitud menor o igual a ¢, lo cual es una contradicion pues
D es un contraejemplo de la Conjetura. m
En lo siguiente, sea i el entero mas pequeno para el cual la Afirmacion 2.0.1 es

vélida para algun vértice zq € V (D).

1
Afirmacién 2.0.2 37 < 1S ()| < 7.
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Demostracién.

Por definicién |N;T; (wo)| + |S; (wo)| = | N;" (o) | < ir. Si S (0)| > r, entonces
|NE1 (w0)| < (i = 1)r, lo cual es una contradiccién a la minimalidad de 7. Por lo

tanto |S;F (zo)| < 7.

Para probar la otra desigualdad, sean k = |S;" (x¢) | y F la subdigrafica de D
inducida por N, (zy). Note que cada vértice en V(F) tiene exgrado al menos r — k,

como r es el exgrado mas chico para el cual la Conjetura no se cumple, entonces en

V()|
k

F hay un ciclo de longitud a lo méas t' = y ademads t' > t. Por definicién de
F' se tiene que

V(F)| = [N (o) | — & < Bt] .k

y como t' > t entonces

[lt] r—=k

2

> t.
r—k

Por otro lado, es facil ver que

2
asi (1 W
t|lr—k 1
2 >2|=t| —1
r—k 2 ’
entonces 1 )
- _ 212 _ _9|=
] ESY L P 1
por lo cual

1
Sea a =k — 57> como
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entonces

2( Etw —1)a > 0.

1 1
Note que ht—‘ —12>0,asi a >0, es decir, k > 57“. ]

Afirmacién 2.0.3 |S;", (zo)| + [ S (z0)| < 2r y |Sf, (w0)] < \‘;TJ

Demostracién.

Suponga que S ()| + | S (20)| > 2r. Por definicién
[N (z0)| = | N o (o) | + |Sit (o)| + | S (zo)| < ir,

entonces
|Nlt2($0)‘ < (Z - 2)7“,

lo cual es una contradicién a la minimalidad de 7. Asi

‘Stl (ZE())| + ‘Sj_ (CL’())’ < 2r.

(2

De lo anterior y la Afirmacion 2.0.2 se tiene que

1 3
‘S;r—l(xo)l <2r— ‘Sj (%)’ <2r— 37 =3"

Como 2r — ‘Sj_ (l‘o)’ es un numero natural, entonces
3
‘S::l (ZEO)| < \‘§TJ .
|

Afirmacion 2.0.4 D contiene un ciclo de longitud a lo mds

|V|N¢t1(370)|

r

} + 155, (@)

Demostracién.
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Sien S;" | (xg) hay un ciclo, entonces la longitud del mismo es a lo méas |S;" | (o) |,
satisfaciendo trivialmente la Afirmacion 2.0.4. Por tanto se puede suponer que S;_1 ()
es aciclica, lo cual implica que para cada vértice y en S;" | (o), existe una trayectoria
en S;" | (z9) a un vértice y' € S;" | (), tal que el exgrado de ¥ en S;" | (x¢) es cero,
a saber una trayectoria maximal. Como 6" (y') = r y |S;" (x¢) | < r, entonces existe

al menos un vértice y” € N;', (o), tal que y'y" € F(D).

Nz‘—z(ﬂ?o) Sz'—l(ib“o)

yll %’
®
i) ° .
. T
X :
Figura 2.1: H

Sea H la digrafica cuyo conjunto de vértices es N;" | (xq) y sus flechas se obtienen

de la siguiente manera (Ver Figura 2.1) :
1. Se conservan todas las flechas uv de D con u,v € N, (o).

2. Para cada vértice y en S:". (z() se encuentra el vértice y” y se agrega una
i—1

nueva flecha yz siempre y cuando 3”2 sea una flecha de D.

Note que si y € N, , (z), entonces N*(y) C N, (z), por lo que 6};(y) = r.
Por construccién de H, si y € S}, (z0), entonces §};(y) > r, pues para cada y”
existen exactamente r vértices, tales que 3"z € F(D), a saber los vértices que
estan en N1 (y”) C N;*, (x0), es decir, se agregan r flechas para cada y € S;", (o),
asi 0T (H) > r.
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Por la minimalidad de D, H satisface la Conjetura, es decir, contiene un ciclo C'

H Nt
de longitud a lo mas Pv(—)l-‘ — [M
,

-
con y € S;_1 (xo) por una trayectoria 7" de y a z en D, que pasa por 3’ e y”, a saber

—‘ . Se remplaza cada flecha yz en C

la trayectoria que existe de y a 3/, unién la flecha y'y” y la flecha v’ z. Esto asegura
la existencia de un camino cerrado C” en N, | (zg) y por tanto la existencia de un
ciclo en N;", (z).

Suponga que hay m vértices en C'NS;_1 (xy) y sean {y1, ..., ym } dichos vértices,

S,

r

entonces

CANE, (w0)] < [

Para cada y; con 1 < j < m, hay un vértice 3/ € N;", (o). Note que al cambiar
la flecha y;z por la trayectoria T, todos los vertices de dicha trayectoria estdn en
S| (zo) a excepcién de los yj, es decir, en (' se estdn agregando a lo mas m

vértices, en otras palabras

IC"NN;", (20) ] < [Mw :

r

Por lo tanto, C’ contiene un ciclo de longitud a lo mas

{mw + S (z0) |,

lo cual prueba la Afirmacion 2.0.4. m

[N ()]
r

la Afirmacion 2.0.3 y 2.0.4, se concluye que D contiene un ciclo de longitud a lo més

onE o3

y como D es contraejemplo a la Conjetura, entonces

t= [;] < Etw 181 (z0) | < Btw + ETJ (2.3)

El siguiente teorema muestra que si la Conjetura es falsa, el conjunto de contra-

1 1
Como N, (zg) < N (z9) <7 hr—‘, se tiene que < |37 Asf de
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ejemplos para la r mas chica es un conjunto finito.

Teorema 2.1 [}/ Sea D una digrdfica simple, tal que |V(D)|=n y 6t (D) >r. Si
D no satisface la Conjetura y r es el minimo exgrado para el cual la Conjetura no

es vdlida, se satisface que n < 3r%.

Demostracién. Sea D una digréfica, tal que §*(D) = r y donde la Conjetura no

se cumple, siendo r el exgrado més pequeno para el cual la Conjetura no es valida.

3
Por (2.2), D contiene un ciclo de longitud a lo mas —t-‘ + érJ, y como D es

contraejemplo a la Conjetura, de (2.3), se sigue que

o bien
t= 1t + 175 < 1t + 5
~ 12 2 2 2" |
por lo que
1t - 3 <3
— —r —r
2 2 | — 2

1. Sit i L2l 1Vﬂ>1n 1 "3 es deci

. Si r, enton —t|==t==|— —— r — < = ir
es par, entonces 5 5 5| _2T,po oque2r 27’,es ecir,
n < 3r.

9 Sifesi ; 1t —125 1_1[71} 1 | 1{71} 1<3
. Sitesimpar, entonces 5t =3t"5=35]5 2,por oque2 " 5 27’,
con lo cual [2—‘—1<3r, entonces {ﬁ—‘ < 3r. Por lo tanto n < 3r2.

r r

Por 1y 2 se concluye que n < 3r2. =

2.2. r=1,2,3475
Se demostrara que la Conjetura es cierta para r < 4, y se dara un esbozo de la

prueba para el caso r = 5.

Teorema 2.2 [/] Sea D una digrifica simple, tal que |V(D)|=mn y ot (D) >r. Si

1 <r <5, entonces D cumple la Conjetura.
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Demostracién.
Caso 2.2.1 r=1.

n
La Proposicién 1.1.2 implica que D tiene un ciclo de longitud a lo mas n = [—-‘ .
r

Caso 2.2.2 r = 2.

Sea D una digréfica, tal que 67(D) = 2 y donde la Conjetura no se cumple,
como dos serfa la r mas pequena para la cual la Conjetura no es cierta, es vélida
la Afirmacién 2.0.2, entonces existe un vértice zo € V(D) y un entero 4, tal que
o7 < |Si(xo)| < 7, es decir, 1 < |S;(xg)| < 2, lo cual es una contradicién ya que

|Si(z0)| es entero. Por lo tanto, la Conjetura es valida para r = 2.
Caso 2.2.3 r = 3.

Sea D un contraejemplo de la Conjetura para r = 3. Sea |V(D)| =nyt= { —‘

Las Afirmaciénes 2.0.2 y 2.0.3 implican que existe un vértice zo € V(D) y un
entero 7, tal que |S; (z9) | =2y |S;" (z0) | < 3.

Como r = 3, es el exgrado mas chico para el cual la Conjetura no se cumple,
|[V(D)| < 3r? =27. Sin=16,17,...,27, entonces ¢t = 6,7,8,9, pero |S;_; (zg) | < 3.
Se puede ver que de lo anterior se contradice a la desigualdad (2.3). Basta probar
asi paran <15y t=1,23,4,5.

Removiendo flechas se puede suponer que D es 3-regular, es decir, |N*(z)| = 3
para todo x € V(D). Un argumento de promedio asegura la existencia de z; €
V(D), tal que |N~(z1)| > 3. Como la digrafica inducida por N*(z;) es aciclica,
N*t(y) " N*(zy) = 0 para algin y € N* (1), por otro lado N*(y) N N~ (xg) = 0,
pues D es un contraejemplo a la Conjetura. Por lo tanto D tiene al menos 10 vértices
y a lo mas 15.

Por la observacién anterior, resta probar los casos t = 4,5. Sea xq el vértice que

satisface la Afirmacién 2.0.1. Note que i < 3.

= Sin=10,11,12,
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entonces ¢ < 2y t < 4. Como |S} (x9)| = 2 v |S} (x)| = 3, entonces i = 2. La
+
Afirmacién 2.0.4 implica que D tiene un ciclo de longitud a lo més [%—‘ +

|S*(z9)"| = 4. Por lo tanto, la Conjetura es vélida.
= Sin=13,14,15.

]

Si¢ = 2, por la Afirmacion 2.0.4, D tiene un ciclo de longitud a lo mas [
r

|S] (z0)| = E-‘ +rl=4< [g-‘ =5, por lo cual la Conjetura es vélida .

Suponga que i = 3.

Por la Afirmacién 2.0.3, se tiene que |Sa(zo)| = [Si—1(x)] < 3 y como D no
tiene tridngulos dirigidos, entonces existe v € S (), tal que (525([51 (m)])(v) =0y
asi |Sa(z)| = 3.

Por otro lado, de la Afirmacién 2.0.2 se tiene que | S5 (zo)| = 2 y as{ | N5 (zo)| < 8,
de donde ‘N; (:17)‘ = 6. Asi, la Afirmacion 2.0.4 implica que hay un ciclo de longitud

a lo mas 5, con lo cual se cumple la Conjetura.

Caso 2.2.4 r = 4.

Suponga que la Conjetura no se cumple para r = 4.

Sea D la digrafica mas pequena con exgrado 4 para la cual la Conjetura es falsa.
Sea |[V(D)| =nyt= [%—‘ . Es facil ver que para que la digrafica sea simple y
0t (z) > 4, para todo x € V(D), la digrfica debe tener al menos 9 vértices, entonces
n>9yt>3.

1
Sea x € V(D) ei < ht—‘ el mas pequeno entero que satisface la Afirmacion

4
2.0.1, es decir, |N;" (z)| < 4i. Por la Afirmacién 2.0.2, 5 < 1S (z)| < 4, de donde
|7 () | = 3. Como [N;T, () | = [N;" () | = |S]" (x) |, entonces [N;7, (z) | <4i—3y
asi

N @] < - 1) 4] 1] - v,
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De la Afirmacion 2.0.4, se tiene que D tiene un ciclo de longitud a lo mas

|Nzt1(37)’

[ 1 1+ 1[5 (2)] < {ww + [Si—1 () |

4
— Etw —1+|Si-1 () ].

De la Afirmacién 2.0.3, |S; (z) | + |Si—1 (z) | < 2r = 8, pero |S; (z) | = 3, entonces
|Si—1 (x) | <4 lo cual implica que

[Li(:ﬂ 1S (@) < Et-‘ 43,

y asi D tiene un ciclo de longitud a lo mas ’—%t-‘ +3. Sea t' = (%t-‘ + 3. Por hipdtesis

se cumple que t < t'.

=t > 0.
: . 1 1 ., 1 1
Sit es impar, entonces [éﬂ = 5(75—1—1) yasit = §(t—|— 1)+3, perot < §(t+ 1)+3
o . . 1 1 .o, 1
lo cual implica que t < 7; mientras que si t es par §t = 525, o bien t’' = §t +3y

1
t < §t + 3 de donde t < 6. Ambos casos contradicen el hecho que ¢ > 5.

Resta ver los casos para t = 3,4, 5.
= Sit=3.

Suponga que la Conjetura es falsa para t = 3, lo cual quiere decir que existe
una digrafica D de orden entre 9 y 12, tal que §(D) > 4 y no contiene tridngulos
dirigidos. Removiendo flechas se puede suponer que 6% (v) = 4 para cada v € V(D).
El no tener tridngulos dirigidos equivale a decir que Sy () N N~ (z) = & para todo
x € V(D). Si y € Nt(z), entonces y no puede ser invecino a ningun vértice en
N~ (), ademds y no es invecino a x porque D es simple. Como §*(y) = 4 para cada
y € NT(z), se sigue que y debe ser invecino a vértices en N*(z) 6 en S5 (z).

Por la Proposicién 1.0.1 se sabe que >, dt(v) = >, 6 (v). Un argumento de
veV (D) veV (D)
promedio asegura la existencia de un vértice v, tal que 6~ (v) > 4. Sea x dicho vértice,

como el orden de D es a lo mds 12, |S5 (x)| < 3.
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El hecho que D sea 4-regular implica que si y € N*(z), entonces y es invecino a

vértices en N (z).

N*(z) N*(z) N*(z) N*(z)
) *—eo
1 2 3 4

Figura 2.2: Casos

Se tienen los siguientes casos: (ver figura 2.2) hay 1 vértice y € NT(x), tal que
0t (y) = 3 en N*(z) y los otros tres con exgrado uno; dos vértices en NT(z) con
exgrado dos y el resto con exgrado 1, un vértice en NT(x) con exgrado 2 y el resto
con exgrado 1. Por dltimo los cuatro vértices con exgrado uno en N*(x).

Como muestra la Figura 2.2, si no hay triangulos dirigidos, el tinico caso posible

es el tltimo, por lo que en NT(z) hay un ciclo de longitud 4 y |Sy (x)| = 3, més atin

siue Nt(z)yve S, (x) siempre existe la flecha (u,v). (2.4)

Como |S5 (z)| = 3, S5 (z) es aciclica, es decir, existe 7 € Sy (z) con 5;(s+(x))(§) =
2
0, y dado que 7 es exvecino de cada vértice en N*(z), Z solo puede ser invecino de

los vértices que estdn en N~ (z), como [N~ (z)| =4 y 07(Z) = 4, entonces
siy € N~ (x) ,entonces (Z,y) € F(D). (2.5)

(2.4) y (2.5) implican que si v € N~ (x) no puede ser invecino de algin vértice
v € NT(x) pues se formarfa el tridngulo dirigido {u,v,Z,u}, lo cual implica que la
subdigréfica inducida por Sy (z) U N~ (x), tiene exgrado minimo al menos 3 y tiene 7

vértices. Del caso anterior se sigue que en la subdigréfica inducida por Sy (z)UN~(z)



Capitulo 2. Resultados parciales 24

hay un ciclo de longitud 3, lo cual es una contradiccion.
» Sit=4.

Sea D un contraejemplo parat = 4 y sean x e i como en la Afirmacion 2.0.1. Como
t =4, se sigue i = 2, asi | N5 (z)] < 8. De la Afirmacién 2.0.2, |S5 ()| = 3, asi cada
vértice de la subdigrafica inducida por N;"(z) tiene exgrado minimo al menos uno,

entonces existe un ciclo de longitud a lo mas 4, lo cual es una contradiccion.
= Sit=05.

Sea D un contraejemplo de la Conjetura para t = 5, es decir, todos los ciclos en
D son de longitud mayor a 5. Sea i y x como en la Afirmacién 2.0.1, entonces ¢ < 3.

Si i = 2, se tiene que |N; (z)| < 7 y como |N; (z)| = 4, entonces |Sy (z)] = 3,
asi la subdigréfica inducida por N, (x) tiene exgrado al menos 1. Por lo tanto, hay
un ciclo de longitud a lo més 4 en la subdigréifica inducida por N;"(z), lo cual es una
contradiccion.

Si i = 3, entonces | N5 (z)| < 11. En la subdigrafica inducida por N; (z) no hay
ciclos, lo cual implica la existencia de v € N; (), tal que 0[N+ () (v) = 0. Por tanto,
1S5 (z)] > 4, y como |Sy (z)] = 3 se tiene que | N} ()] = |55 (z)| =4 .

Sea D' la subdigréfica inducida por N5 (), note que como |Sy (z)| = 3y §(D’) >
1, existe un ciclo en D’. El ciclo més chico en D’ tiene longitud mayor que 5, como
|SS(z)] = 4, existe u € N{ (x) en el ciclo y como §%,(u) = 4 y u no puede ser
invecino a mas de un vértice en el ciclo, pues se formaria uno mas pequeno, u debe
ser invecino a 3 vértices que no estan en el ciclo, pero a lo més hay 2 vértices que no

estan en el ciclo, lo cual es una contradiccién.
Caso 2.2.5 r=5

Sea D un contraejemplo de la Conjetura, donde 6" (D) = 5. Las Afirmacio-
nes 2.0.2 y 2.0.3 implican que existe un vértice z € V(D) y un entero i, tal que

3 <|Si(z)] <4y |Sizi(z)] < 6. De la Afirmacién 2.0.4, t < [4t] + [S;_1(x)]. Por lo
tanto, t < Eﬂ + 6 de donde se sigue que t < 11, lo cual ocurre si n < 55, es de-

cir, basta ver que la Conjetura vale para todas las digraficas con menos de 55 vértices.

La prueba es muy similar a los casos anteriores, pero mucho mas larga y tediosa.
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2.3. Una cota mas

A continuacién se presentan teoremas donde se muestran algunas de las relaciones

que existen entre el diametro y el cuello de una digrafica. Un corolario de estos

n
teoremas es la validez de la Conjetura cuando r < \/; .

Teorema 2.3 [6/ Sea D una digrdfica fuertemente conexa, tal que |V (D)| = n,
con cuello g y didmetro d. Seat = |{x € V(D) : 0% (x) = 1} |, entoncesd < n—g+t.

Demostracién.
Para cada z € V(D), sea Do(z) = {z} y Df (z) = N (2)\N;",(z) para toda

¢ > 1. Cualquier digrafica D claramente satisface
g—1<d<n-1. (2.6)

Sit>g—2 entoncest —g> —1,porloquen-+t—g>n—12>d, es decir, se
satisface el Teorema 2.3.

Suponga que t < g — 2. Sea D un contraejemplo para el Teorema 2.3 con el
minimo numero de vértices. Se define T'(D) = {z € V(D) : 6" (x) = 1} y t = |T'(D)|.

Afirmacién 2.3.1 Sea x € V(D). Si |[N;(z)| < 29—t — 3 y Df;, (z) = {y} para
algin i, tal que 0 < i < g — 2, entonces | D (z)| >3 6 Ry (y) N DS (z) NT(G) +# @.

Demostracién.
Suponga lo contrario, es decir, existe z € V(D), tal que |Nl+(x)| < 29—1t-—3,
D, (z) ={y} paraalgin 0<i< g—2y

D (z)| <2y Ry (y) N Df () NT(D) = @.

Sea u € Ry (y). Si w € Ry (y) N D (z), entonces u ¢ T(D), como u € Ry (y) y
u g€ T(D), 6 (u) > 2, y en particular

we D (z) = N (2)\N", (),

es decir, existe al menos un arco a un vértice de N;"(x).
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Sea

X = U Rf(z).

Se puede suponer que no existen flechas de w € X a x, pues en caso contrario D
tendria un camino cerrado, el cual contiene un ciclo de longitud menor o igual a
1+ 1< g—1, esto es una contradiccion.

Sea D[X] la subdigrafica de D inducida por X. De lo anterior §*(D[X]) > 1.
Sea C' una componente fuertemente conexa de D[X], tal que no existen arcos de C
a D[X]\C.

Por definicién se satisface

0T (C) > 1;

n(C) < |X| =N (z)]| —1<2g—t—4; (2.7)
9(C) > g;

T(C) < TIDX)]| <t <t+|Df ()| <t +2. (2.8)

De (2.6), g(C) —1 < d(C) y por la minimalidad de D, C' no es un contraejemplo
para el Teorema 2.3. Asi (2.7) y (2.8) implican que

IN

d(C) n(C)—g(C)+t(0)
< (29—t—4)—g(CO)+(t+2)

= 29—2—-g(C).

Por lo tanto,
d(C) <29-2-g(C).

Por otro lado
g(C)—-1<d(C)<29-2-g(C),

asi

1

lo cual es una contradiccion. =
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Afirmacién 2.3.2 Sea x € V(D). Si |Nf(z)| < 29—t —3, Df,(z) = {m} y
D}, (z) = {y2} para algin i y algin j, donde j < i < g — 2, entonces Ry (y1) N
Ry (y2) NT(D) = 2.

Demostracién.

Suponga lo contrario. Sea u € Ry (y1) N Ry (y2) N T (D) , entonces uy;, uys € F(D).
Como u € T(D) , se tiene que 6*(u) = 1, lo cual implica que y; = y,. Como
Df,(z) = {y}, entonces y, € Z+1( z)y ¢ Nt (x). Por hipétesis j < i, es decir,
j+1<iyportanto y; =y € Nﬁl(a:) - N;r( ), lo cual es una contradiccién. m

Afirmacién 2.3.3 Para cada x € V(D), |NJr ()| =29 —t—1.

Demostracién.
Suponga lo contrario, es decir, existe z € V (D), tal que ]]\7;71(:10)\ <2g—t—2.
Si D, ,(x) = @, entonces ]v;_l(a:) C JV;_Q(QL’), esto implica que D contiene un ciclo

de longitud a lo més g — 1, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, D;’_l(m) # .

Como j\};r (x) = ]\Afi’il (x)U D] (z)y ]/\7;11 (r) N D} (z) = @, entonces

N, o)) = IN ()] = Dy (@) < 29— £ =3,

pues por hipétesis |]vg+_1($)| < 2g—t—2y como D;_(z) # @, entonces |D; ()| > 1.
Se definen los siguientes conjuntos
L={1<i<g—1:D7@)| =1y |Diy ()] >3},
—{iti+1el},
_{1<i<g—1: D) =1y D) <2},
Ii=41,2,3,....,9g — 1} \ (LU L UI3),
h={1<i<g—1:|D7 ()| =1y B (D} ()) N DE,(x) N T(D) £ 2},

Si | D (z)] = 2, entonces es claro que i & Iy, I I3. Por lo tanto, i € 1.
Si |D;f(z)| > 3, entonces i € I, y observe que |I;| = |I3|. Por definicién I, 15,13
e I, son ajenos entre si y satisfacen que J I; ={1,2,3,...,9 — 1}.

1<i<4

Sea f: Iy —{A: ACT(D)}, definida como

f(i) = Ry (D (x)) N D4 (x) N T(D) .
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Note que f(i) N f(j) = @ sii # j pues

F@) N fG) = (R (Df(2)) N Dy (x) N T (D)) N (Ry (D] (x)) N DIy (2) NT(D))
= (B (y1) N Dy () NT(D) N (RBy (y2) N D}y (x) N T(D))
= (Ry(y1) N Ry (y2) N T(D)) N (D, () N D4 (x)),

donde y; = Df (z) y y» = D] (). Por la Afirmacién 2.3.2
Ry (y1) N Ry (y2) NT(D) = @, sii# j.
Por lo tanto,

faynfiG) =20 (D, ()N Djtl(m» =0, sii#].

Note que por la Afirmacién 2.3.1, si [N, (z)| < 29 —t — 3 y Df (z) = {y} para
algtin 7,0 < i < g — 1, entonces | D} | (z)| >3 6 Ry (y) N Dt ,(z) NT(D) # @.

Sea i € I3, entonces Df (z) = 1, por lo que |N;,(z)| + 1 = |N;" (z)]. Es claro que
|]/\\fl+(x)| < |Ng+_1(x)| y por hipétesis |N;_1(x)| < 2g —t—2, de donde

N @)+ 1= N @) < B (o) < 29—t -2,

lo cual implica que |]Vltl(a7)| < 2g —t—3. Como las hipétesis de la Afirmacion 2.3.1

se satisfacen, se tiene que
D1 (@) 236 By (y) N DLy (2) N T(D) # 2,
donde D (x) = {y}; pero |D;" ,(x)| < 2, entonces
Ry (y) N Dy (x) NT(D) = Ry (D (x)) N Dy (x) N T(D) # @,

es decir, ¢ € I5. Por lo tanto I3 C I5. De lo anterior

Ll < |l <)Y 1f@) =1 f@r <imo) =t

i€l5 1€l5
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Recuerde que N;™ (z) = Nt | (z) U D} (z) con Ni, (z) N D (z) = @ y por tanto
N () = N (@)U U Df(v), ademis Ni () = R () = {x},

1<j<i

entonces
NS @) = 1+ Y DS ()]

1<i<g—1

= 14+ Y |DF @)+ ) IDf (@) + YD (@) + Y |Df ()]
i€l i€ls i€l3 i€y

= 14> (IDf @)+ DL (@))) + Y IDF ()| + Y IDf ()]
el icls i€ly

SR S BRI
el i€l i€ly

= 1+ 40|+ 5] + 2|14

= 1+ 2(|I] + | L] + |I3] + |1a]) — | 5]
= 14+2(¢9g—-1)—|I3)>14+2(g—1)—t
= 29—t—1.

Por lo tanto |N;_1(:E)| > 2g —t—1, lo cual es una contradicién, asi la afirmacién

es valida. m

Se sabe que para cada z € V(D), n > |]T7;71(x)| y de la afirmacién anterior
n > NS (z)] >29—t—1, entonces n — g+t > g — 1, como D es fuertemente
conexa, se tiene que para cualquier par de vértices existe un camino entre ellos.
Sea x € V(D), tal que R},(z) # 0, como d > n — g + t, entonces

INF(2)] > [N (@) +(n—g+t)—(9—1)>29—t—14+n—g+t—(9—1)=n,

lo cual es una contradiccion, por loqued <n—g+t. =



Capitulo 2. Resultados parciales 30

Corolario 2.4 Si D es fuertemente conexa con 0 (D) = 2, entonces d < n — g.

Demostracién.
Como 0% (D) = 2, entonces 07 (z) > 2 para todo x € V(D). Por lo tanto, t = 0 y del

teorema anteriord<n—g+t=n—g. m
Dada una digréfica D, sea t(D) = {z € V(D) : 6" (x) = 1}.

Teorema 2.5 [6] Sea D wuna digrdfica de orden n y cuello g con 67(D) > 1,

entonces

5] si |t(D)] = 0;
g < [”+W§”_H si [t(D)] > 1;
n si [t(D)] = n.

Demostracion.

Sea [t(D)| =t. Si t = n el resultado se sigue de la Proposicién 1.1.2. Sin pérdida
de generalidad suponga que D es fuertemente conexa y t <n — 1.

Sit =0, se sigue del Teorema 2.3 que d < n — g, como ¢ es la longitud del ciclo
dirigido mas corto de D, entonces en D hay una trayectoria dirigida de longitud g.
Por otro lado, D es el maximo de todas las longitudes g < d, es decir, g <n — g, o
bien, 2g < n. Por lo tanto g < [g}

Ya que D es fuertemente conexa, si t > 1, entonces existen vértices v,w € V (D),
tales que 67 (v) = 1y 6" (w) > 2, donde w es el Unico exvecino de v. Sea D' la
digréfica obtenida de D al agregar una copia w’ de w, donde por una copia de w
se entiende que w'z € F(D'), si y solo si wx € F(D) y xw’ € F(D'), si y solo si
zw € F(D). Claramente n(D’) = |[V(D')|=n+1,T(D') <t—1y g(D') =g.

Por lo anterior y aplicando el Teorema 2.3 a D’ se tiene que
d(D") <n(D') —g(D')+t(D') <n—g+t.

Por tanto, la longitud de la trayectoria méas corta de w a w’ es a lo mas n — g + t.
Suponga que w — wy — we — ... — w; — w' es dicha trayectoria. En particular

ww' € F(D') pero de la construccion de D', wyw € F(D'). Por tanto, en D’ hay un
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ciclo de longitud [ + 1, a saber w — w; — wy — ... » w; — w. Como g = g(D’) <

. n—+t
[+1<n—g+t, setlenequeggT.

n—i—t_(n—i—t—l
2 2

t
Sin+tes par,n+ es entero, es decir, 1. Si n+t es impar,
n+t—11 +1_n+t
2 2 2

. n+t
De lo anterior g < 5 y como g es un entero, entonces g < [

[

n+t—1

5 1, con

lo cual queda demostrado el teorema. m
Para cualquier digrafica fuertemente conexa siempre se satisface que d < n — 1,

por el Teorema 2.3 se tiene que d < n — g — t, entonces
d<n-—1-méx{0,g—t—1} (2.9)

Definicién 2.1 Decimos que una digrdfica D es r-ligada, si para cada vértice u,
con 07 (u) < r, existe un vértice v con §*(v) > r, tal que hay una trayectoria de u a

V.

Note que si D es r — ligada, entonces A*T(D) > r. Si 61(D) > r, es claro que D es

r — ligada por vacuidad.

Dado r un entero positivo, se define

t(D,r) = S (r=dt(u).

weV(D): 6+ (u)<r

Teorema 2.6 [6] Sea D una digrifica con cuello g y 67 (D) > 1. Si para algin
r>1,9>2r—1, entoncesn>r(g—1)+1—1t(D,r).

Demostracion.

La prueba se hara por induccion fuerte sobre 7.

Sea r = 1 y suponga que g > 1. Por definicién ¢(D, 1) = > (1 —=45"(u)).
weV(D): 6+ (u)<1
Como 6 (u) > 1 para todo u € V(D), se tiene que {u € V(D) : §*(u) < 1} =0, es

decir, t(D,1) = 0. Por tanto, n > g = 1(g — 1) + 1 — ¢(D, 1) = g. Esto muestra la

validez del teorema para r = 1.
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Sea r = 2 y suponga g > 3. Se debe probar que n > 2g — 1 — (D, 2) . De la

definicién

tD,2) = Y. 2w = Y. (2=6(w)=T(D),

ueV(D): 6t (u)<2 uweV(D): §+(u)=1

basta ver que
n+1+7(D)

5 )

Del Teorema 2.5 se tiene que el resultado es cierto para r = 2.

Suponga el teorema valido para toda 7 con 1 <7 <r — 1y que para ¢ = r existe

un contraejemplo D.

Afirmacion 2.6.1 D esr — ligada

Demostracién.

Suponga lo contrario. Sea
S ={ueV(D):5" (u) <ry no existe trayectoria de u a v € V(D) con 6*(v) > r}.

La definicién de S implica que si x € S y y ¢ S, entonces zy ¢ F(D). Sea C' la
subdigréafica de D inducida por S. Es claro que

1<6(C) <A (CO)<r—1. (2.10)
De igual forma

tC,r) = > (r—=dt(w)

ueC: §t(u)<r

= > (r— 6" (u))

ueC: 6t (u)<AT(C)

_ 3 ((r — AT(0)) + (AT(C) — 67 (w)))
ueC: §t(u)<A+(C)

= H(C,AT(C)) +n(C)(r — AT(C)).
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Por lo tanto

HC,AT(C)) = t(C,7) — n(C)(r — AT(O)).

Como S = V(C) C V(D), entonces g(C) > g > 2r —1 > 2A™(C) — 1. Por (2.10) e
hipétesis de induccidn, se tiene que el teorema se satisface para i = AT (C).

Por lo tanto,

n(C)

AV A A | Y I AV I AV
NN N == > >
+ + + 1+ F T
= 2 25 b aaQq
e 22 X XX
' Q ~ =2 23
=TT 778383
e T
= = =2 =
Vb +
= —_

|

~

Como n > n(C), entonces n > 2+ r(g — 1) — ¢t(D,r), asi se contradice que D es

contraejemplo para ¢ = r. Por lo tanto, Des r-ligada. m

Sea X el conjunto de contraejemplos del Teorema 2.6 con ¢ = r y t(D,r) minimo.

Afirmacién 2.6.2 Ezxiste D € X, tal que t(D,r) = 0.

Demostracién.
Sea D € X, donde t(D,r) es minimo. y suponga que t(D,r) > 1.

Por la Afirmacién 2.6.1, D es r — ligada, entonces existe una flecha uv € F(D),
tal que 0~ (u) <ry ot (v) >r.

Sea Dy = (V4, F), tal que

Vi=V(D)u{v'}

Fy = F(D)U{(u,v")} U{(v',w) : (v,w) € F(D)}.
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Por construccién de Dy, se tiene que g(Dq1) = gy 01 (v)=0"(v) > r, entonces
dt(v') > r. Se sabe ademds que 67 (u) = m < r en D, pero §"(u) en D; es igual a
m + 1. Por lo tanto, t(Dy,r) = t(D,r) — 1, de donde n (D) + t(Dy,r) = (n+ 1) +
t(D,r) —1=n+t(D,r). Como D es contracjemplo al Teorema 2.6 se satisface que

n<r(g—1)+1—1t(D,r), que es equivalente a
n(Dy) =n+1<r(g-1)+1—=(#D,r)—1)=r(g(D1) = 1) +1—¢(Dy,r),

es decir, Dy es un contraejemplo al Teorema 2.6, méas aun, D; € X, lo cual es una
contradiccién a la minimalidad de ¢(D,r). Por lo tanto existe una digrafica D € X,
tal que ¢(D,r) =0. m
En el resto de la prueba suponga que D € X y ¢t(D,r) = 0 . Note que si
t(D,r) = > (r—0%(u)) =0, entonces 0% (u) > r para toda u € V(D). Es
u€V(D): 6t (u)<r

claro también que ¢t (D,r — 1) = 0.

Por hipétesis de induccion, para ¢ = r — 1, se satisface
n>(r—-1)(g—-1)+1.
Si g = 2r — 1, se tiene que n > 2r? — 4r + 3. Por otro lado si g > 2r, entonces

n>@r—-1(@g-1)+1>F-102r—1)+1=2r"-3r+2,

es decir,
"> 2r2 —3r +2 si g > 2r; (2.11)
Tl 2P —4r+3 si o g=2r—1. '
Sea, .
e LR EL
)=
2
((n—2|— )1 siog=2r—1

Si g = 2r — 1, entonces

nfr) 20— 0 =
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Por (2.11) se tiene que

Si g > 2r, entonces

Nievamente por (2.11),

n—r—2>2r2—3r+2—r—2
2 - 2

=2 — 2.

De lo anterior
n> f(r)+r®>—2r (2.12)

Afirmacién 2.6.3 Para cada w € V(D) y cada 1 < i < g — 1 se satisface que
[N ()] = min {1+ i, f ()}

Demostracién.

Se probara por induccién sobre i algo mas fuerte.

Afirmacién 2.6.4 Para cadau € V(D) y cada 1 <i < g—1 se satisface |]\Af2+(u)| >
1+ ir +mix {0, D (u)| — 7} ¢ [N (u)| > f(r).
Demostracién.

Por induccién sobre .

Sea i = 1. Por definicién [N;(u)| = 1 + 0% (u). Como D es r-ligada, entonces

0t (u) > r, por lo cual
méx {0, | Dy (u)| — r} = max {0,6%(u) —r} =0"(u) — 1

Por lo tanto [N (u)|=1 + r + max {0, (u) — r}, lo cual muestra la validez de la
afirmacion para ¢ = 1.
Suponga valida la Afirmacion 2.6.4, para 1 < ¢ < g — 2. Se verificara la validez

de la afirmacion para ¢ + 1.
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Si |N; +1( w)| > f(r), entonces la afirmacion es vélida, por lo cual suponga que
NS ()] < f(r) = 1. (2.13)

Como |Nf(u)| < | z+1( )|, entonces [N (u)] < f(r) — 1. Por lo tanto, la
hipétesis de induccién implica que | Nt (u)] > 1 + ir + méx {0,|Dff (w)] —r}.

Si |Df(u)| > r, entonces méx {0, |D;, | (v)] — r} = | D}, (u)] — r. Se sabe que

N (u)] + | Df ()]

1+zr+max{0 | D} (u |_T}+|Dz+l( )l
1+ ir + D}, (u)]

1+ (i+ 1)r + (| D)y (w)| —7)

1+ (i + 1) + méx {0, | D} (w)| — 7},

N ()]

v v

con lo cual la afirmacién quedaria demostrada.

Suponga que

D (w)] <7 —1. (2.14)
A continuacién se probard que |Dj(u)] > r — mdx {0, |D;" (u) — r}. Suponga lo
contrario, es decir,
D (w)| <r—1-max{0,|D;f (u) —r}, (2.15)
entonces
D} (w)| +1 <r—méx{0,|D}f () —r} <r.

Por lo tanto, para cada v € D;" (u) se satisface

D1 ()] +1<r <67 (v). (2.16)

Ast | D} (u)]| < 6%(v), es decir, para cada vértice v € D; (u) existe un arco de v
a un vértice de N;"(u). Por otro lado, no existen vértices de X = N (u) \ {u} a u

pues habria un ciclo de longitud a lo mas ¢ +1 < g — 1, lo cual es una contradiccion.
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Sea D[A] la subdigrafica de D inducida por X. Por lo anterior se tiene que
ot ( (X ]) > 1. Recuerde que t(D,r) = 0.

Por lo tanto

~ ~

n(D[X]) + t(D[X],r)

()] = 1) + #(D[X], r)

F(w)] = 1) +1(D,r) + (1D (w)] x |Dfy; (w)])
F(w)] =1+ (1D ()] x | D (w)])

w)| = D ()] + (1D ()] x | D (w)]) — 1
w)| + (1D (u)| = 1) x [ Dy (u)] = 1.

IN
IN;

IA

/\

(
(
|N;
|
|

Vi
Vi

De (2.15) y (2.13) se tiene que

[N @) + (IDF ()] = 1) x [ D (w)] = 1.

< INZL @]+ (1DF ()] = 1) (r = 1= maz (0,|D] (w)| = 7)) ~ 1
<) =1+ (D ()] =1) (r =1 =maz (0,[Df (u)| = 7)) = 1
< S+ (D ()] =1) (r—1) =2

y de (2.12)

fr)+ (D ()] = 1) (r —1) -2
=(f(r)+r*—=2r)—1<n-1
=n—t(D,r)—1.

Por lo tanto
n(D[X)) + t(D[X],7) < n. (2.17)
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Es claro que g(D[X]) > g > 2r — 1, como D es un contracjemplo para i = r
con el minimo niimero de vértices, entonces D[)? | no es contraejemplo, por tanto se

satisface el Teorema 2.6, es decir,

A~

n(D[X]) > r(g(D[X]) — 1) + 1 — t(D[X], 7).

Por (2.17) se tiene que

~ A~

n > n(D[X]) +t(D[X],r) > r(D[X]) = 1) +1>r(g—1) + L.

Asi,n = n+t(D,r) > r(g— 1)+ 1, lo cual es una contradiccién a que D es
contraejemplo del Teorema 2.6.

Por lo tanto
r—1>|Df (u)| >r—max{0,|D;f (u) —r}. (2.18)

Como | z—i—l( w)| = [N (u)] + |D", (u)], entonces

N )] = [N ()] + D (w)]
> 1+ ir +méx {0, |D;(u)| — r} + |Dj, (u)]
> 1+4ir+mdx{0,|Df (u)] —r} +r —1—méx {0, |D;f (u) —r}
> 1+ (@@+1)r

1+ (i + 1)r + méx {0, | D, (w)| — 7} .

Asi, la Afirmacion 2.6.4 queda demostrada por induccion. =

Como
min{l + ir + méx {0, | D] (u)| — r}, f(r)} > min{l +ir+, f(r)},

por la afirmacién anterior se sigue la Afirmacién 2.6.3. m

Sea

T} = min {1 + ngr,f(r)}
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T, = min{l n ((%1 - 1)r,f(r)}.

Es claro que T7 > Ts.
Afirmacién 2.6.5 FEziste ug € V (D), tal que ‘Nng (uo) | + \J/\\TL’QJ_1 (uo) | > T + Ts.
Demostracion.

No es dificil ver que para cada i fijo se satisface que

Yo INwl= Y NS (),

uweV (D) ueV (D)

entonces por la Afirmacion 2.6.3

> Wy @ I+ING L @)= Y Ny @)+ Nga ()2 Y (Ti+Ta).

ueV (D) ueV (D) ueV (D)

Por un argumento de promedio existe ug € V(D), tal que

[Nigy (uo) | + [N _y (o) | 2 Th + T

A continuacién se demuestra el Teorema 2.6.
Sea ug € V(D), el vértice que satisface la afirmacion anterior. Como g es el cuello

de D, [Ny, (uo) [NIN7,_, (uo) | = {uo}, entonces |Nyg| (ug) |[+|N7y,_ (uo) | < n+1.
2 |_2J 2 |.2J

De la Afirmacién 2.6.4 se tiene que |NL%J (uo) | + \]/\\ffgj_l (uo) | > T1 + Ty Ast

Sif(r) <1+ ((%W — 1) r<1-+ ngr, entonces es claro que

T, = min{l + (f%} - 1)T,f(7“)} = f(r)

T = min{l + ngr,f(r)} — F(r).
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Por lo tanto T} + Ty = 2f(r).

Recuerde que

[ I st g=o2n
fr) = nto
[ | st g=2r—1
2
2 1
Es claro que n + 2 < an+ | < 2(%1 Por lo tanto 2f(r) > n+ 2, lo

cual es una contradiccién a (2.19).
Asi f(r) > ([¢]-1)r+2.

C%ozalf@gz(§r+1

Entonces
g

T, =1+ ngryngl—l—(fE} — r,
asi

T+ T =2+r(| ] +[3) —r=24rg—r=2+r(g-1).

De (219)n+1>24r(g—1).

Por lo tanto

Caso 2.6.2 L%Jr > F(r) > ([27 = Dr +2.

Si g = 2k + 1 para alguna k € N, entonces ng =ky [g} =k + 1, de donde kr >
f(r) > kr+ 2, lo cual es una contradiccién, asi g es par. De la hipétesis, g > 2r — 1
y como g es par, entonces g > 2r. Note que T} = f (r) y que To, = 1 + ([ﬁ — 1)r.

2
Por lo tanto

n+r+1
nET T 1= f) 4+ (9] - 0r= [Ty 9
9 9 o _
Como g es par, entonces fﬂ =3 Sin+r+ 1 es par, se tiene que
(n+r+1) (n+r+1)

[

1=

2 2
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1
En este caso n > %+(g—l)r, de donde 2n >n+r+1+r (g —2). Por

lo tanto
n>r(g—1)+1

n+r+1W n+7‘+1+1 ,
= — vy asi
2 2 27

Sin+r+1 esimpar, entonces |
n>r(g—1)+2>r(g—1)+1.
De los casos anteriores se concluye que D satisface el Teorema 2.6 parat=1r.

Corolario 2.7 Sea D una digrdfica de orden n, con cuello g y 0% (D) > r, entonces
g < méx{[ﬁw,% — 2}.
r

Demostracion.

Suponga que r > 1. Si g > 2r — 1, del Teorema 2.6,
nzr(g—1)+1-tD,r)=r(g—1)+1,
asi
n ) ) n
Por lo tanto [—] > g, asi se concluye que g < max { [—1,2r — 2} :
r r
]

Corolario 2.8 Sea D una digrdfica de orden n, con cuello g y 07 (D) > r. Si
n > 2r% —3r+1, entonces g < [21
r

Demostracion.
De la hipdtesis n > 2r2 — 3r + 1, asf

1
E227‘—3~|——>2r—3.
r r

n
Por lo tanto [—] > 2r — 2. Del corolario anterior es claro que
r

ggméx{[gw,Qr—Q} = [;1
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|3

Teorema 2.9 [9] Sea D una digrdfica simple, tal que 67(D) > r. Sir <

entonces la Conjetura es vdlida .

Demostracion.
n . .
Como r < 5 entonces n > 2r2 > 2r2 — 3r + 1. Por el colorario anterior se

n
sigue que D tiene un ciclo de longitud a lo més [—| m
r



Capitulo 3
Casos particulares

En este capitulo se presentan algunos resultados referentes a la Conjetura para
el caso particular de la existencia de triangulos dirigidos y cuando la digrafica es

vértice-transitiva.

3.1. Digraficas con triangulos dirigidos

. n . . P
El caso especial r = — ha sido de gran interés. Entre otras cosas se ha tratado
de encontrar una constante ¢, para una digrafica simple D con n vértices, tal que si

01 (D) > cn, entonces hay un ciclo de longitud tres.

1
La Conjetura para este caso particular es que ¢ = 3 Hasta la fecha se ha demos-

trado para los siguientes valores de c.

3—5

~ (0.382
5 0.38

 C=

~ 0.3797

V63
===

» c=3—/7~0.3542

Las referencias de las pruebas se encuentran en [9].

A continuacién se presenta la prueba para el caso ¢ < 3 — /7

43
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Teorema 3.1 [5] Sea D una digrdfica simple. Si |V(D)| =n y 67 (D) > an, con

a =3 —/7, entonces D contiene un tridngulo dirigido.

Demostracion.
Por induccion sobre n.

Sea D como las hipdtesis del Teorema 3.1 con n = 3, es decir, |[V(D)| = 3y
0t(D) > 3a. Note que 3ae > 1 y como D es simple debe ser un tridngulo dirigido,
con lo cual el Teorema 3.1 es vélido para n = 3.

Suponga valido el Teorema 3.1 para toda digrafica con menos de n vértices y
sea D un contraejemplo con n vértices. Removiendo flechas de ser necesario que
0% (u) =r = [an] para toda u € V (D).

Para todo arco uv € F (D) se define:

p(u,v) :==|NT(0) \ N7 (u) ],

q(u,v) =[N~ (u) \ N™ (v)|

t(u,v) :=|NT(u)NNT (v)].

' Nt (v)\ Nt(u)

‘@
N

Figura 3.1: p(u,v)

Por definicién p (u,v) es el nimero trayectorias inducidas de longitud dos cuyo
primer arco es uv; q(u,v) es el numero de trayectorias inducidas de longitud dos
cuyo arco final es uv y t (u,v) es el nimero de tridngulos transitivos que contienen a

uv como base.
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N'(u) \ N'(v)

Figura 3.2: ¢(u,v)

N*t(v)n NT(u)

e -

Figura 3.3: t(u,v)

Afirmacién 3.1.1 n>r+0" (v) +q(u,v) + (1 —a)t(u,v).

Demostracion.

Si t(u,v) = 0, entonces N* (u) N N* (v) = @ y como D es simple N* (v) N
N~ (v) = @. Ademads por hipdtesis de induccién D no contiene tridngulos dirigidos,
de donde N (v) N (N~ (u) \ N~ (v)) = @.

Por otro lado, es claro que N~ (v)N(N™ (u)\N~ (v)) = &, entonces N* (v),N~ (v) y
N~ (u) \ N~ (v) son conjuntos ajenos de cardinalidades 6" (v) = r,d~ (v) y ¢ (u,v)
respectivamente. Ademds u no pertenece a ninguno de estos conjuntos.

Por lo tanto,
n>r+0 (v)+q(uv)=r+06 (v)+q(u,v)+ (1 —a)t(u,v)

y la afirmacién se sigue.
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Sit(u,v) >0, entonces N (u)NN* (v) # &. Sea D’ la subdigréfica inducida por
Nt (u)NNT (v). D' no tiene tridngulos dirigidos, pues de lo contrario D tendria. Por
hipétesis de inducién D’ satisface el Teorema 3.1, es decir, existe w € Nt (u)NNT (v),
tal que 6, (w) < a|D'| = at (u,v).

Se sabe que w es adyacente a 6" (w) = r vértices. Como
(NT (@) \N" (u)) "N (N (u) NN (v)) = @

y ambos conjuntos estan contenidos en NT (v), entonces el nimero de vértices ad-
yacentes a w que no estdn en Nt (v) es al menos 6 (w) — p (u,v) — at (u,v), pues w
estd unido a lo més at (u, v) vérticesen N ()N (v) y [INT (0)\NT (u) | = p (u,v).

Como D es regular 67 (w) = 6" (v) por lo que 6% (w) —p (u,v) = 0" (v) —p (u,v).
Por definicién 6 (v) = [NT(v)| y p(u,v) = |[NT(v)\ N (u)|, entonces 6" (v)—p (u, v)
es el nimero de vértices que estdn en NT(v) N NT (u), es decir, 67 (v) — p (u,v) =
t(u,v).

Por lo tanto

0" (w) = p(u,0) —at(u,0) = (37 (v) = p(u,v)) - at (u,v))
= t(u,v) — at(u,v)

= (1-a)t(u,v).

Sea z € N*t(w)\ N (v).Siz € N~ (v) se forma el tridngulo dirigido {vw,wz, zv}
ysiz e N~ (u)\ N~ (v) se forma el tridngulo dirigido {uw, wz, zu}. Por otro lado es
claro que (N~ (u) \ N~ (v))N N~ (v) = @ y como D es simple N~ (v) N NT (v) = @.

Por lo tanto

V(D)\v| = n=1Z|N"(@)|+IN" () [+ [N (@) \N" ()| + (1= a)t (u,v)
= r+(1—-a)t(u,v)+d (v)+q(u,v).

Esta tltima desigualdad prueba la afirmacion. m

Como § (v) —p (u,v) = r—p (u,v) =t (u,v), entonces por la afirmacién anterior
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n>r+d9d (v)+q(u,v)+ (r—p(u,v)) — at(u,v)

y por lo tanto
at(u,v) >2r—n+95 (v) +q(u,v) —p(u,v),

entonces

> oat(ww) > Y (2r—n+6 (v)+qlu,v) - p(u,v))

uwveF (D) weF (D)
= Y (@r-n) i)+ Z (q(u, v) = p(u, v))
wweF (D) F(D)
Y (@ Y Y (ae) - plu o))
uweF (D) uwveF (D) uwveF (D)

Se sabe que |F(D)| = rn, por lo que

Z (2r —n) =rn(2r —n).

uwveF (D)

Por otro lado, para cada vértice v hay |[N~ (v) | = d~ (v) flechas, entonces

Yo s =) (W)

wweF (D) veV (D)

Note que > ¢ (u,v)aligualqué >  p(u,v) cuentan el niimero de trayectorias
wveF (D) uveF (D)
inducidas de longitud dos que hay en D, por lo que

> (a(w,0) =p(u,v)) =0.

uwveF (D)
Asi
Yo at(ww)> Y (2r—m)+ Y (6 (v)>
uweF (D) uweF (D) veV (D)
Sea T el nimero de tridngulos transitivos en D, es claro que ' = Y t(u,v).

uwveF (D)
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Por tanto,

aT >rn(2r —n) + Z (6~ (v))2

veV (D)

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (ver Apéndice Proposicién 6.0.1 a

los valores 6~ (v1),d~ (va), ..., 0~ (vy,), se tiene que

de donde

S rz [ X e w) = (Fm)) =

Por lo tanto,

ol > rn(2r—n)+ Z (6~ (v))?

= nr(3r—mn).

Se define una garra como la estructura formada por dos flechas uv, wz con u = w
y v # z. Cada triangulo transitivo contiene una garra, pero no toda garra determina
un triangulo transitivo, por lo que 7" es menor igual al niimero de garras. Cada vértice

tiene exgrado r por lo que por cada dos de estas flechas existe una garra, es decir,

T d
hay n 5 garras, vy asi

-1
%a>%a:n<;)azoﬁ>nr(3r—n).

nr? _ n
Por lo tanto —a>nr (3r —n), es decir, a > 6 — 2—.
r
1 1 1 .
Recuerde que r = [an| > an por lo que — < — entonces o > 6 — 2— si y solo
r T an a

si a? —6a +2 > 0, pero como o = 3 — v/7,a es una raiz del polinomio, es decir,
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a? — 6a + 2 = 0 lo cual es una contradiccion.
La contradiccion surgiéo de suponer que D no tenia tridngulos dirigidos, asi el

Teorema 3.1 es valido. =

3.1.1. Contando subdigraficas

A continuacién se presenta un resultado que utiliza el niimero de subdigraficas
distintas de cierto orden que puede haber en una digrafica sin triangulos dirigidos.

Considere una digrafica r — regular D, con n vértices que no contiene triangulos
dirigidos. Contando el ntimero de subdigraficas inducidas con tres vértices, salvo
isomorfismo, se tienen 6 tipos como lo muestra la Figura 3.4. Sea x; el nimero de

subdigréficas inducidas del tipo ¢ que hay en D, con 1 < i < 6.

[ [
® [ J & >@
Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3
Tipo 4 T'ipo 5 Tipo 6

Figura 3.4: Subdigréaficas inducidas con 3 vértices

O0x1 + 22 + 223 + 224 4+ 225 4+ 326 cuenta el total de flechas que hay en todas las
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subdigraficas del tipo x; con 1 < i < 6. Cada flecha aparece en n — 2 subdigréficas

y hay un total de nr flechas por lo que

Ol’l + X2 + 2$3 + 2:L’4 + 2%5 + 3$6 = (n - 2)77,7”,

y asi

o = (n — 2)nr — 2x3 — 2x4 — 225 — 3. (3.1)

Cada subdigréfica del tipo 3 y 6 tienen un vértice con exvalencia 2. Si para cada
vértice se escoge dos flechas de su invencindad, éstas determinan una y sélo una

subdigrafica de alguno de estos tipos. Como 6 (v) = r para cada v € V(D) y las

. . r
formas de elegir dos flechas de un conjunto con r flechas es 5) entonces

r
T3 +.T6:TL 9 s

vy = n(;) — 2. (3.2)

Cada subdigrafica del tipo 5 y 6 tiene un vértice con invalencia 2. Por un razo-

por lo que

namiento analago al que se obtuvo la ecuacion anterior se tiene que

vt s = Y (6_2(Ui))

v;€V(D) ’
y entonces
6~ (vi)
v;€V(D)

En las subdidraficas de tipo 4 y 6 hay una trayectoria de longitud 2 y eligiendo una
2-trayectoria, ésta nos determina una subdigréfica de estos tipos. Para cada vértice
v basta tomar una flecha vu con v € N*(v) y luego otra flecha uz con z € N*(v)
y asi se obtienen las trayectorias de longitud 2 que inician en v. La primera flecha
se toma de un conjunto de r vértices y la segunda también. Esto se hace para cada

vértice por lo que
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T4+ Tg =nr”,

y entonces

Ty = nr’ — zg. (3.4)

Es claro que x; > 0 para 1 < i < 5, por lo que
0 < To + 3%3

y asi de (3.1) se tiene que

0 < (n—2)nr—2x3 —2xy — 2x5 — 3x6 + 373

= (n—2)nr + x3 — 2x4 — 2x5 — 376

(3.2), (3.4) y (3.3) implican que

0~ (v
Og(n—2)nr+n(r)—x6—2nr2+2x6—2 Z ( (U>>+2x6—3x6
2 )

2
’UiGV(D

= (n—2)nr + n(;) —on?—2 ) | <5;Ui)).
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0<(n—2)nr+ n(;) —2nr? — Qn(g)

— (n—2)nr — 20r% — n(;)
-1,

=nr(n—2—2r—
2n — 3 —5r

= nr( 5 )

2n—3—95
Asi nr(%) > 0 por lo que 2n — 3 — 5r > 0 y por lo tanto

2n—3>r
g2

De esta manera se ha demostrado lo siguiente

Teorema 3.2 [1] Si D es una digrdfica con n vértices v — regular sin tridngulos

dirigidos, entonces r <

De manera analoga se pueden ver cuantas digraficas con 4 vértices hay que no
tienen triangulos dirigidos. En este caso el nimero de subdigraficas es 32 como mues-
tra la Figura 3.5, por lo que se tendria un sistema lineal de 32 ecuaciones. Con un

analisis parecido al anterior se llega al siguiente resultado también presentado en [1]

Teorema 3.3 Sea D una digrdfica, tal que 6(v)* > en para cada v € V(D). Si D

26 — 3
5

no contiene triangulos dirigidos, entonces ¢ < ~ 0.379.

Es claro que el resultado se puede mejorar si se considera el total de subdigraficas

inducidas con cinco vértices pero el problema se complicaria demasiado.
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ze odyy

<
<
<
5
<
5
<

v odug,

<
<

91 odyJ,

.
<]
1
S

g ody,

g
~

1€ oduf,

€ odu,

c1 odyg

L odu,

0g odvg,

ot odug,

5
4
g
-4
<

$1 odrg,

9 odif,

d
<

6¢ odr ],

1g odi],

grodyy

G oduf,

Qg odr T,

0z odv],

g1 odyy

<]
7
<

¥ odJ,

~]

Lgodug,
61 odrf,
1T odvg,

¢ oduf,

i

9z odv,
QT odv,
01 odvf,

g oduf

1

cg ody]

LT odug,

6 odyy

1 odug,

—

Figura 3.5: Subdigréficas con 4 vértices sin triangulos dirigidos
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3.2. Digraficas vértice-transitivas

A continuacién se prueba la validez de la Conjetura para digraficas vértice-
transitivas. Esto se haré probando diversas propiedades de estructuras més generales,
lo cual permitird concluir un resultado de Teoria de Grupos.

Para ello se necesita introducir algunas definiciones.

Definicién 3.1 Sea V' un conjunto finito. Al conjunto A, := {(v,v) :v € V'} se le

denomina la diagonal de V x V.

Definicién 3.2 Sea F CV x V. A la pareja ordenada T := {V, F'} se le denomina

relacion. Si ademds A, C F a T, se le llama relacion reflexiva.

Definicién 3.3 Dada una relacion I' := {V,F}, se define la relacion inversa
como I'" ={V,F~}, donde F~ = {(u,v) : (v,u) € F}.

Definicién 3.4 Sea I' = {V, F'} una relacion y sea v € V. Se define la imagen de
v bajo I' como I'(v) :={u: (v,u) € F}. Si A CV, se define la imagen de A bajo I'
como I'(A) .= (J I'(v).

veEA
Definicién 3.5 Sea I' = {V, F} y & = (W, E) relaciones. La composicion de ¢ y

I' es la relacion
Fo® = {(u,v): existe w, tal que (u,w) € ® y (w,v) € T'}

Si @ =T, a ésta relacién se denota como I'?. De manera recursiva se define I'* =T'o
I'*=1. Analogamente se define (I'"!)* = I'"* adicionalmente considere 'Y = (V, A,).
Si W C V y restringimos ' a W x W, entonces se obtiene una nueva relacion
llamada la restricciéon de I a W y es denotada por I'[W] = (W, F N x W).
Note que si V' es finito, entonces I' es una digrafica. Por definicién se satisface
que I'(v) = N*(v) yI'"(v) = N~ (v). Por lo tanto §*(v) = |T'(v)| y 6~ (v) = [T~ (v)].

El cuello de I' se puede ver como

g(T') = min {k : existe v con v € I*(v)} .



Capitulo 3. Casos particulares 55

Por ultimo I' [W] coincide con la subdigréfica inducida por W.Al igual que en digrafi-
cas, se dice que I' es r-regular si |['(v)| = r para todo v € V.

La conectividad en una digrafica se puede traducir en una relaciéon como lo siguiente:

Definicién 3.6 Dada una relacion I' se define la conectividad de ' como k(') =
min {|IXNX|: X CV X420y XUIX)#V} si F # V xV. Cuando F =
V x V, entonces k(I') = |V| — 1.

Al subconjunto X C V para el cual se alcanza el minimo en la definiciéon anterior
se le llama fragmento. Un fragmento con cardinalidad minima se llama atomo. A

la cardinalidad de un atomo se denota como a(I).

Definicién 3.7 Sea I' = (V, F') una relacion. Una funcion biyectiva f : V — V se

llama automorfismo si para toda u,v € V se cumple que (u,v) € F si y solo si

(f(u), fv)) € F.

Al grupo de automorfismos de I' se le denota como A(T).

Definicién 3.8 Decimos que A(I') actua transitivamente sobre V' si para to-
do u,v € V existe un automorfismo f € A(I'), tal que u = f(v). St A(I') actua

transitivamente sobre V' decimos que I' es una relacion vértice-transitiva.

Es claro que si I' es vértice-transitiva, entonces tanto I' como I'™ son r-regulares.

La prueba de la siguiente proposicién se encuentra en [2].

Proposicién 3.3.1 Sea I' = (V| F) una relacién vértice-transitiva con V  finita,
F#V xV, tal que a(I') < a(I'"). Si A es un dtomo, entonces la subrelacion I'[A]

inducida por A es vértice-transitiva y |A| < k(T).

Lema 3.3.1 Dada T = (V, F) una relacidn vértice-transitiva, entonces I'" y T~ son

vértice-transitiva para todo 1 € N

Demostracién.
Para probar este lema basta mostrar que A(T') C A(T?) y A(T') C A(I'?) para

7 > 2. lo cual lo se hara por induccion sobre i.
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Sea g € A(T'), i > 2y sea (u,v) € F(I'). Como I'" =T o "' existe w € V, tal
que (u,w) € F(I'" ') y (w,v) € F(T). Por hipétesis de induccién g € AT 1), por
lo que (g(u), g(w)) € "y (g(w), g(v)) € F(I), por lo que (g(u), g(v)) € F(I").

Por otro lado, si (g(u), g(v)) € F(T?) existe g(w) € V, tal que (g(u), g(w)) € 7!
v (9(w),g(v)) € T, lo cual implica que (u,w) € F(I'"!) y (w,u) € F(T) por lo que
(u,v) € F(I').

Asf g € A(TY) y A(T) C A(TY).

De manera andloga se puede ver que A(I'") C A(T'™) para cada ¢ > 2 y como
A(T) = A(T'") entonces A(T") C A(T).

Asi I y I~ son vértice-transitiva para todo i > 1

Teorema 3.4 [3]/ Dada ' = (V, F) una relacion reflexiva y vértice-transitiva. Sea
r=|T()] conveV.SiTi(v) NI (v) ={v}, entonces |T7(v)\I?"(v)| >r—1.

Demostracion.

Como T es reflexiva implica que v € T'(v). Si j = 1, entonces T'(v) NT%(v) = {v},
y claramente [T (v)\I°(v)|=r — 1.

Suponga que j > 1. Se demostrara el Teorema por induccién sobre 7.

Sir =1, es claro que I'(v) = '~ (v) = v para cualquier v € V' y IV(v) = v para
cualquier 7 € N. Asf el resultado se satisface trivialmente.

Suponga que r > 2, y sin pérdida de generalidad asuma que I' es conexa, es decir,
k() > 1.

Observe que IV (v) \ IV"!(v) = T'(TV "1 (v)) \ I¥"!(v) es un conjunto de corte pues
si

DY (v)) U (v) =V,

como por hipétesis IV (v)NT'~(v) = {v}, entonces ' (v) C TY~(v) y como la relacién
es reflexiva T ~!(v) C IV(v). Por lo tanto, '™ (v) C TY(v) lo cual es una contradiccién,
pues | I'"(v) |=7 > 2.

Asi por la definicién de k(T") se tiene que

R(T) < 1Y ()N~ (v)]. (3.5)

Por lo tanto, si x(I') = r — 1 el Teorema es vélido .
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Suponga que k(') < r — 2. Como k(I') > 1, entonces r > 3. Se define op(X) :=
['(X)N\X para cualquier X C V.

Sea A un atomo que contiene a v, el cual existe pues I' es vértice-transitiva. Por
definicién del mismo se satisface que [or(A)| = &(I') < r — 2. Ademds |A| > 2 pues
si |[A| =1, entonces k(I') = [T'(ANA|=r—1.

Caso 3.4.1 Sia(l') <a(I').

Sea K =T(AN(AUTL(v)), r* = |T'(v)\A| y r« = |T'(v) N A|. Note que r* +r, =
IT(v)|=ry K =op(A) N (C(ANTI(v)).

Por la Proposicién 3.3.1 T" [A] es una relacién vértice-transitiva donde, como v €
A Ti(v)NT~(v)N A = {v}, y ademas | A |< k(T') < r — 2 de donde se sigue que
r. = |T(v) NA| <.

Por hipétesis de induccion se satisface
(T (NI () NAl > 7 — 1.
Sea X =IV"!(v) y Y = X U A. Observe que
or(X)NA| >r, — 1. (3.6)
Es claro que
FY)=TX)uTI'AX)cI'(X)ul'(A\I'(v)) cI(X)UK.
Por lo tanto, I'(Y) € I'(X) U K y entonces
FIYNY ¢ (XN X)UK.
Ast (TYNYN\(T(X)N\X) C K, es decir, op(Y)\Ir(X) C K. Por tanto,
[or(Y)N\Or(X)| < |K].
Note que [60(Y)] = [dr(Y) N 8r(X)] + [6-(Y)\6r(X)], por lo que

00 (Y) N or(X)] = [or(Y)| — | K. (3.7)
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Por (3.5) se tiene que
R(T) + 77 0)] < D),

y de la hipétesis, TV(v) NT~(v) = {v} y como T es vértice-transitiva |[I'~(v)| = r,
asi

()] < V=7 +1,
por lo cual

TV ()] < [V =7 +1— k().

De la Proposicién 3.3.1 se tiene que |A| < k(I") por lo que de estas dos tltimas

desigualdades se obtiene que
V] =" o) UA] < V) + A < [V = r 4+ 1= k(1) + 5(1) = [V] =7 + 1,

y asi
Y| <|V|]-r+1.

Observe que si I'(Y) UY # V, por definicién oryy > w(I) y si (Y)UY =V,
como | Y |<|V|—7r+1, entonces [I(Y)\ Y| =6r(Y) >r —1> &(I'). En cualquier

caso

5e(Y) > k(). (3.8)

Por definicién, como Y = X U A, [6p(X)| > [or(X) N A| + [or(Y) Nop(X)], vy
por(3.6), (3.7),(3.8) se tiene que

or(X)] = [6r(X) N Al + [6r(Y) M op (X))
> 15c(V)] — K] + 7. — 1
> k() = K| +r—1
= k() —|or(A)NT(w)|+r.— 1.

Como v € A, entonces |op(A) NI'(v)| = |or(A)| — [T'(v) \ A = &(T") —r*
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por lo que
|or(X)| > k(T) = [or(A)NTW)|+re —1=r() —r(@)+r"+r.—1=r—1,

es decir,
|60 (X)| = [V ()N (v)| > r = L.

Caso 3.4.2 Sia(l') > a(I'")

Considere a la relacién inversa I' , de manera andloga que en el caso anterior se
deduce que

T (o)\T " D(v)| >r —1.
Por el Lema (3.3.1), se tiene que '™/ es vértice-transitiva y entonces
07 (0)] = [V (v)],
por lo que

L@\ V@) = D7 ()] = [TV ()]
= [IY(0)] = [PV ()
= M) \TV ()]
> r—1.

Ambos casos prueban la validez del Teorema 3.4. m

Corolario 3.5 Dada I' = (V, F) una relacion reflexiva y vértice-transitiva, si r =
IT(v)| conv eV yTi(v)NT~(v) = {v}, entonces [T (v)| > 1+ (r —1)j.

Demostracion.
Por induccién sobre j.
Si j = 1 es trivial. Suponga valido el resultado para j — 1, es decir, |T771(v)| >

1+ (r—1)(j — 1). El Teorema anterior implica que

[D7(0)] = P9V ()] = [ () \ TV V()| > r = 1,
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por lo que
T (0)] > [PY=D ()| + 7 = 1> 14 (r = 1)j.

A continuacion se presenta una prueba de la validez de la Conjetura para digrafi-

cas vértice-transitivas.

Corolario 3.6 Sea D = (V(D), F(D)) una digrdfica vértice-transitiva r—regular
simple. Si g denota el cuello de D, entonces [V(D)| > 1+1r(g—1).

Demostracién.

Dado que D es simple, entonces F(D)NA, = 0. SeaT' = (V, FUA,). Observe
que la condicién IV(v) N T~ (v) = {v} en digréficas es equivalente a que no haya
un ciclo de longitud j, por lo que T9~2(v) N T~ (v) = {v}. Como |T'(v)| = r + 1,
del corolario anterior se tiene que |V| —r > [T972(v)| > 1+ (r)(g — 2), por lo que
V(D) >1+7r(g—1).

u

El haber usado la notaciéon de relacion en vez de usar la notacion de digraficas
tuvo una razén, la cual es probar un resultado de Teoria de Grupos. Antes de pasar

al resultado, se necesita de la siguiente definicién:

Definicién 3.9 Sea G un grupo multiplicativo finito y S C G. La digrdafica de
Cayley C¢(S) asociada a (G,S) es aquella, tal que V(Cq(S)) = G y F(Cg(S)) =
{(g,h) € G x Glg~'h € S}.

Note que Cg(5) es |S|-regular.

Corolario 3.7 Dado un grupo G de ordenn y S C G\ {1}, tal que |S| = r, existen
elementos $1,52,...,5, € S con k < [ﬂ, tal que [ $ =1.
1<i<k
Demostracioén.
Considere la digrafica de Cayley Cg(S) asociada a (G, S). Como Cg(S) es r-
regular y es vértice-transitiva, entonces por el Corolario 3.6 C¢(S) tiene un ciclo de

n
longitud a lo mas [——‘ Suponga que C' = {s1, S2,..., Sk, Skr1 = S1} es dicho ciclo,
r
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entonces (s, 8i41) € F(Cg(S)) para todo 1 < i < n, es decir, s; 's;;; € S para todo

1<i<n.Sea s = 37;_187;_’_1, entonces

- -1 -1
H §; = H S; Siy1 =8, s1= 1.

1<i<k 1<i<k



Capitulo 4
Otras cotas para el caso general

En este capitulo se presentan algunos resultados mas para el caso general de la

Conjetura, cuyas pruebas dependen de resultados obtenidos en el capitulo anterior.

Una forma alternativa para resolver la conjetura es tratando de ver que dada una
n

digrafica simple D con 0% (D) > r, tiene un ciclo de longitud a lo méds [—] + ¢, donde
T

c es una, constante positiva.

A la fecha se ha demostrado para algunos valores de c:
= ¢ = 2500 por Chvatal y Szemerédi

= ¢ = 304 por Nishimura

= ¢ =73 por Shen.

Las referencias de las pruebas se encuentran en [9)].
n
Vale la pena notar que la cota [—] + ¢ solo es buena para valores de r cercanos
r
n
a n. En particular si r > (g], la Conjetura implica la existencia de un triangulo
dirigido, la mejor cota implica hay un ciclo de longitud a lo mas 76.

Aqui se presenta la prueba para ¢ = 73 y para ello se requiere de los siguientes

teoremas.

62
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Teorema 4.1 [7] Sea G una digrifica simple de orden n y 07(G) > r, entonces
247 N
3 r

Demostracion.

g < 3[In(

Suponga que el Teorema 4.1 no es valido y sea GG un contraejemplo con el minimo

numero de vértices.
Caso 4.1.1 7 > (3 —/T)n.

En el caso 61(G) > (3—+/7)n y por el Teorema 3.1 G contiene un tridngulo dirigido.

Por otro lado

24+ 7
3

2+\/7 n

3[In( - )(3_ Vo

1=6.

)=] < 3[(In

Como g = 3, entonces el Teorema 4.1 es vélido.

Caso 4.1.2 r < (3 —/T)n.

Afirmacion 4.1.1 ‘]\A/f(u)) >n (1 —(1— Z)’) +1 para todo u € V(G) y1 <i <
n
g—1.

Demostracion.

Por induccién sobre 1.

Para cada v € V(G) se tiene ‘]Vl(u)‘ >r+1l=n (1 -(1- %)) + 1. Por tanto
la Afirmacién 4.1.1 se vale para ¢ = 1.

Suponga la Afirmacién (4.1.1) vélida para i — 1 y que para i falla, es decir, para

~

cada u € V(G), ‘Ni_l(u)’ >n <1 —(1— Z)"'_1) + 1 y existe vy € V(G), tal que
n
‘Ni(vo)‘ <n <1 (- Z)l‘) F1
n
Como i < g — 1, entonces no existen flechas de NV;_;(vg) a vy pues habria un
ciclo de longitud menor que g. Sea GGy la subgréfica inducida por N;_1(vg). Por la
observacién anterior se tiene que

~ ’

54(G1) = 7 = |Ni(uo)\Ni 1 ()

Dado que

Ni(wo) < n (1 —(1- %)) +1
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04
y
N;ﬂm)znofﬂl—gy4>+L
entonces
Ni(vo)\szl(Uo)‘
<n<1—(1—;)’>—l—l—(n(l—(l—%)’_l)+1)
=n((l= 27 =) = a1 - )
=r(l— (1= )Y,
por lo que

5WGQ>T—M1—%W4ZQ

Como (G7 no es contraejemplo del Teorema 4.1, entonces

@
IN

9 (Gh)
< 3ﬂn(2+3\ﬁ) /‘\Ni—l(v(/)\)‘ ‘
r— ‘Ni(vo)\\Ni—l(U())’

Si
[ Nioalo) |2
r— ’Ni<vo)\\Ni—l(U0)‘ "
entonces
n
g < 9(Gy) < 3m(250))
lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto,
| Ni—1(vo) | L

r— Ni(vo)\\ﬁi—1<v0)

y asi
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lNi—l(Ug) |
r— | Ni(vo)\Ni-1(vo) |

[Ni1(vo) | —(|Ni—a(vo)| = n(1— (1 — 7))
r— | Ni(vo)\Ni-1(vo) | —(|Ni—1(vo)] = n(1 — (1 — £)i=1))
n(l—(1-12)"")
r— | Ni(vo)\Ni1(vo) | —[Ni—i(vo)| +n (1 — (1 — £)i-1)
n(l— (-2
r— | N(v0)|—|—n(1—(1— Zyi= 1)
n(l—(1-1)""
— (I Ni(wo) | =1) 4 (1= (1= 2)i)
n(l—(1-72)" 1)

r—n( —(1=2))+n(l1-(1- ’1)
B n(l—(1-5)""
I (e e (e )
B n(l-(1-2)"")
=151 - (1= 0)
n— (1= 5

(= (=5

lo cual es una contradiccion, por lo que la Afimacién 4.1.1 es valida. m

2+\/7 n

))— 1 Si g <t el teorema queda demostrado.

Sea t = [(In(

Suponga ahora que t < g — 1. Por la Afirmacion 4.1.1 se tiene que para cada
v e V(G),
‘]Vt (v)‘ >n <1 —(1- Z)t> + 1.

n

Dado que r < (3 — v/7)n, entonces (1 — Z) >1—(3—+/T) y como n > r se sigue
n
que 0 < (1 — f) <lyasi(1— z)t <(1- f). Por tanto
n n n
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es decir,

n@—41—fy)+1zn<3—vﬁ)+L

n

Por lo tanto para cada v € V(G) ‘Nt (v)) >n(3-V7)+1.

Sea G5 la digrafica tal que V(G2) = V(G) y (u,v) € F (Gy) siy solosiv € Ny (u)
en G. Es claro que para todo u € V(G3), d(u) = ‘Nt (u)‘ —1>n(B-V7)y
entonces (o satisface las hipdtesis del Teorema 3.1. Por lo tanto, g(Gs) < 3.

Por construcciéon de Go, cada (u,v) € F(Gs) puede ser reemplazado por un
2T
3 r

camino de longitud a lo mas ¢ de u a v en G, por lo tanto g < 3t = 3[(In(

Esto muestra la validez del Teorema 4.1. m

Teorema 4.2 [7] Sea G una digrdfica simple de orden n y tal que 67 (G) > r,
entonces g < L + 73.
r

Demostracion.
Suponga que el Teorema 4.2 no es véalido. Sea G un contraejemplo con el minimo
. ) n
nimero de vértices (se puede suponer que G es fuertemente conexa). Asi g > —+73.
r

2+7
3

Sea t = o Del Teorema 4.1 se satisface que g < 3 {ln( )t} , por lo que
r

2+7
3

2+ 7
3

gSS{M( ﬁw<3m( )t +1 < 1.3181¢ + 1,

pero 1.3181t 4+ 1 <t 4 73 si y solo si t < 226.3.
Suponga ahora que t > 226.3 y r > 6, pues del Teorema 2.2 se sabe la validez de

la Conjetura para r < 5.
Afirmacién 4.2.1 |N;j (X)\X|>r — \X]Z para cualquier X ¢V (G).
n

Demostracién.

Suponga lo contrario, es decir, existe X & V (G), tal que

~ r
M OONX] <7 — X5
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Sea (7 la subgrafica inducida por X, entonces
57 (Gh) = 7 = [NF (X)\X| = |X|-
n

Como G es un contraejemplo con el minimo ntimero de vértices, entonces GGy satisface

el Teorema 4.2, es decir,

X Ry
<g(Gy) < +73<
<9< 5y TP S X

n

= — 473,
r

lo cual es una contradicciéon. m

Afirmacién 4.2.2 Eziste algun vértice u € V(G), tal que

~ 1 t+73 t+73
|Nmm<M|s”+ si T
] 2 2 2
2n—r+1 t+73 t+73

|Nt+72j( )|S 4 SZ 2 _L 2

] £0.5;

| > 0.5.

Demostracion.

Suponga lo contrario, es decir, para todo vértice u € V' (G) se satisface que

n+2 1+ 73 t+73
2n—r+2 t+73 t+73 :
UﬂWﬂ<nz e | 2J > 05,

Si t+273 — Lt —;73J < 05, sea G = (V(G),F(G)) la digréfica, tal que
V(G) =V(G) y (u,0) € F(G) siy solo siv € NT#J (u). Por construccién
de G’ se tiene que &, (u) = |N oy (w) |y 0 (u) = |N[%J (u)].

Se sabe que

S =Y tw> Y ”‘gzzn(”f).

uev (a") uev (a") uev (a")

Por lo tanto existe un vértice u, tal que

|Ntt+73j( )| >
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si
t473 1473
TR s

2 L 2 -

t+73 Lt+73
2 2

De manera analoga para el caso | > 0.5 se puede probar que

existe u € V(G), tal que

2n —r + 2

W) (W) [ 2 —

Uniendo ambos resultados se tiene la existencia de u € V(G) tal que

~ 2 t+ 73 t+73
|N|__,5+73J(u)|2n_2{_ st +2 —| i | <0.5,
o WM —r+2 473  t£73 (4.2)
IN e, (0) | > si - | > 0.5.
[=5=] 4 2 2

t+73 t+73
Sea u € V(G), tal que satisface (4.2). Si +2 — | +2 | <0.5,de (4.1) y

(4.2) se tiene que |]Vt+ﬂj (uw) |+ |NfﬂJ (u)| > n + 2, entonces existe v € V (G),
2 2

tal que v Zuy v € Nrﬂj (w)N Nfﬂj (u). Por lo tanto, hay una uv—trayectoria
2 2

y una vu—trayectoria que se quedan contenidas en un camino cerrado de longitud a
t+73

lo més 2| | < t+ 73, es decir, hay un ciclo contenido en este camino cerrado

de longitud a lo mas t 4+ 73, asi g < t+ 73, lo cual es una contradiccién a la eleccién
de G.

L+73  t+73

5 | 5 | >0.5.

Suponga que
Es claro que
Ny ()] = [Ny )|+ 187 () (0)) N\ ()],
=5~ [=5=] [=5=] =57
de la Afirmacién 4.2.1, se tiene que
~. (< ~ ~ r
o <NL+%J Q) NNz (W > 1= [Nem) ()17,

entonces
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|NL+#J (u)| + |N1+ (NF+72 ( ))\NLtJr?zJ( )|

,
> ’NV”QJ( u)|+r— |Ntt+72J( )‘ﬁ
n—r
~ 2n — 2
y como |NL+%J (u)| > (%), entonces

Nl @)+ I8 (Niz) () NNz ()]
2n—r+2 n—r

>

> rt ——F—(——)
n2n+r+2)+r*—2r 2n+r+2

= > .

4dn 4
Por lo tanto
~_ 2n+r+2 2n—r+2
|NLt+74 (u)|+yNL¥J (u) | > 1 + 1 =n+1,

y asi existe w € NLJFMJ (u) N J/\\TﬂJ (u), tal que v # w. Por tanto existe una
2 2

uw—trayectoria y una wu trayectoria que se quedan contenidas en un camino cerrado
i+ 74 t+72 t+74 t472
I s

que g < t+ 73, y esto es una Contradlcmon por lo que se sigue la Afirmacién 4.2.2.

de longitud a lo més |

=t+ 73, lo cual implica

Sea c tal que

t 1 t t

R s 2B T <o,
t+72 2n—r+1 t+73 t+73
LTJ(T—C): 1 st — — | 5 | > 0.5.
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Del Lema 6.0.3 del Apéndice se sigue que

73 71.4

c
Z > 4.
E473 1o i+ 714 (4:3)
y también por tanto
< (4.4)
r—c .
T t+714
Sea d el minimo entero positivo con la propiedad de que
|J/\\7;r (s)| <d(r—c) para algin vértice s € V (G). (4.5)

Es claro que por la Afirmacién 4.2.2,

t+73

d - -

=
Y +1

~ n
i (s)1 <

Afirmacién 4.2.3 Dado s como en (4.5), hay a lo mds (i + 1) (r — ¢) vértices v €
V(G) con d —i < dist (s,v) < d para todo 0 <i < d— 1.

Demostracién.

Como i < d—1, entonces 0 < d—i—1 < d. Por la minimalidad de d, |]v;[i71 (s)] >
(d—1—1)(r—-c). Hay |NC}F (s) \]/\\[C?;ifl (s)| vértices que cumplen que d — i <
dist (s,v) < d. De (4.5) y la minimalidad de d se tiene que

INF (s)\Nj,_ (s)| Sd(r—c)—(d—i—-1)(r—c)=(i+1)(r—c),

es decir, hay a lo més (i + 1) (r — ¢) vértices v con d —i < dist (s,v) < d. Por tanto
la Afirmacién 4.2.3 queda demostrada. m

Sea U := {w : dist(s,w) = d} y |U| = e1(r — ¢). Note que por la Afirmacién 4.2.3
si i =0, entonces |U| = €1(r —¢) < (r — ¢), de donde ¢ < 1.

Es claro que U = N (s)\N1, (s) = N{ (N, (s)N\Ni, (s). La Afirmacion
4.2.1 implica que |U| > r — [N, (s) |£ y como

~ ~ n+1
N ()] <IN (5) ] < =5
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entonces | )
n+1l.r r T r—
Ul >r— —_=— >
Uizr=(5),=37"2,2 3
1
Dado que |U| es entero, |U| = €1(r —c¢) > g, de donde ¢, > ¢(1 — E) > 3
-

1
asi 1 > ¢ > —.
2

Recuerde que t > 226.3. Por el Lema 6.0.1 del Apéndice, existe un entero m =
m (€1) > 8, tal que

2—61

mt+714)—2mt(2—e)+2t(m—1)(2—¢) ™y >0 (4.6)

m

y
— 14 —
3B—¢€)(a+1)(t+7 )_ 73 (3 —¢€) <E_2 (47)
714a(t+73—t€1) t+73—t€1 a
donde
2(t4+1714
0=+ m® (¢ +71.4) — . (8)
m(t+714) —2mt (2— &) + 2t (m—1) (2 — 1) ™7/ ;q
Sea

b= . (4.9)

1 fo —
Esclaroqueb>0y2—€1_g:(2_61)m_1 €1>O.
m

Para terminar con la prueba del teorema observe los dos siguientes casos.
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Caso 4.2.1 Para cada vértice v con dist (s,v) = d — 1, existe un vértice w, tal que
dist (v,w) < £ —1 ydist(s,w) <d—3.

Se define

Q :={v:dist(s,v) =d—1}.

P .= {u s dist (s,u) = d — 2 y hay al menos "3 flechas (u,v) con v € Q} )

Sea €, tal que |Q| =€ (1 —¢).

Por la Afirmacién 4.2.3 se tiene que hay a lo més 2 (r — ¢) vértices tales que
d—1<dist(s,v) <d,como ¢ (r—c)=|U|yU:={w:dist(s,w) = d}, entonces

Q=€ (r—c<2(r—¢—-a(r-c=Q2-a)r-c

de lo cual se sigue que €5 <2 —¢; .
De manera andloga por la Afirmacién 4.2.3, existen a lo méas 3 (r — ¢) vértices
tales que d — 2 < dist (s,v) < d. Por lo tanto,

Pl <3(r—c) = Q= Ul =30 —c)—e (r—c) —e(r—o),
entonces

1P| <(3—€ —e)(r—c).

1 r—
Afirmacién 4.2.4 Existe RC Py S CQ, tal que |R| < (2—¢€ — 5>7“ C, S| <m
m

y para todo vértice u € P\ R eziste una flecha (u,v) conv € S.

Demostracion.

Observe que si |Q| < m, se puede considerar R = @ y S = @, por lo que se
satisface |R| =0 < (2 — ¢ — %)T I v |S] = |Q| < m. Asi se puede suponer que
Q| > m. Si P=9,sea R =5 = @. Es claro que se satisface la Afirmacién 4.2.4,

por lo que también considere P # &.
Ahora se construyen las sucesiones Ry,R1, . . . R, v 90,51, - . . ,S;, de manera

recursiva, donde Ry,Rq, . . . ,R,, son subconjuntos de P tales que

R <(B-6—e)r—co——)

b€2
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y R; consiste de aquellos vértices u € P para los cuales no existe la flecha (u,v) con

v € S;; y por otro lado Sy, Si, ..., Sp, son subconjuntos de @ tales que |S;| = i.

Sea Sy = @. Se sabe que
Pl<(B-6 —e)r—c),

entonces si se toma Ry = P, se tiene que Ry satisface

Rol = [P| < (B—e1— e)(r — ) (1 — —)°.

b€2

Suponga que R; y S; ya estdn construidos, entonces el niimero de flechas (u,v) con

u € R; y ve\.S; es al menos ]RJ(%C) Sea v/ € Q\.5; el conjunto tal que
R ={ueR;: (u,v') € F(G)}

sea de mayor cardinal posible. Por construcciéon de R’ se tiene que

r—c 1
R > |R|(————) > |R;|(—).
IR = |R(o ) 2 1RIG,)
Sea
Riy1 = R\ R
y

Si+1 = Sz U {Ul} .

Asi se tiene que

1
Rl = R = |R| < |Ri(1 = )
2
Yy
|Siv1] = |S:i| + 1.
Por induccion,
1
| < (3 — &1 —e2)(r — ¢)(1 = =)™
€2

S| = m
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donde % <9 <2 — €.
1
Sea f(x) =(3—¢€ —x)(1 — b—)m donde ; <z <2—¢ < 15.
x
Por el Lema 6.0.2 del Apéndice, se sigue que f(x) es creciente en ese intervalo,

entonces

[R| < (r —¢)f(e2)

~ (1= gy =0
= (= ("
_ T;f@—el) . 2;161
B (2_61_%)(r;c)

Asi, si R=R,, y S =85, la afirmaciéon queda demostrada. m
Sea H la digrafica obtenida al agregar a la subdigrafica inducida por N T.(s)\R
las flechas (u, z) donde u € P\ Ry z cumple que hay un flecha (u,v), tal que v € S

(n+1)

" N
y dist (v,z) < —. Recuerde que |N (s)| < , por lo que
a

V(H)| < |Nj ()] < [Nfo(s)] < =

57
es decir,
n
\V(H)| < 5 (4.10)
Afirmacién 4.2.5 6t(H) >r — (r ; o) _ |R|.
Demostracién.
Seau e V(H).
Si dist(s,u) < d—3, como 8% (G) > r,y V(H) = Ny_s(s)\R, entonces cada vértice

(r—=c¢

—|R].

a lo mds disminuye su exgrado en |R|, por lo que §};(u) > r—|R| > r—

Sidist(s,u) =d—2y u ¢ P, de la definicién de P hay a lo mas (r ; ) arcos de
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u a @, por lo que &7, (u) >r — (T;C) Zr—(r%c)—uﬂ.

Si dist(s,u) =d—2y u € P, se tiene que u ¢ P\ R, y por la Afirmacién 4.2.4
existe una flecha (u,v) con v € S. De la construccién de H existe un vértice w,
tal que dist (v,w) < ! y dist (s,w) < d — 3; como hay al menos r vértices z con
(w, z) € E(G), de los cuales a lo més |R| de estos vértices z estdn en R, los restantes
estan en H, asi

S 2Rl =~ 2D gy

Esto muestra la validez de la Afirmacion. [
Como G es el contraejemplo mas chico al Teorema 4.2, entonces H contiene un

ciclo dirigido C' de longitud a lo mas

|H|
ot (H)

+ 73.

H t
Afirmacion 4.2.6 g < 5l (}|I) + ?m + 73.

Demostracién.

Si todas las flechas de C' estéan contenidas en F(G), entonces

H ¢
]t oo
a

|H|
< <
I 5 m TP 5w

De lo anterior se puede suponer que hay un numero positivo [ de las nuevas
flechas (u, z) que pertenecen a C' pero no estédn en G. La construccién de H implica
que cada uno de estos arcos (u, z) pueden ser remplazador por una trayectoria T,

t t
en G de longitud a lo mas — + 1, pues (u,v) € E(G) y dist(v,z) < —, por lo que
a a

t
existe una trayectoria T de longitud a lo mas — de v a z y entonces
a
Tuw: =A{(u,v)}UT

t
es una trayectoria de u a z de longitud a lo mas — 4 1, por lo que a partir de C' se
a
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. o« e e / . ’
encuentra un camino dirigido cerrado C" de longitud a lo mas

H U
LS
() e T

en GG. Como cada una de las T, trayectorias pasan por vértices en S, un ciclo en C’
tendrd a lo mas | S |< m de esas trayectorias, por lo que el ciclo tendra longitud a

lo més

H tm
m 3
i@ e T

y se prueba la afirmacion. m

A continuacion se demostrara que

H tm
— +T73<t+73
6+(H)+ o +73<t+

Por la Afirmacién 4.2.5

|H | tm |H | tm
<L 4 rs< — 473
IS m T e TP T o Tt
- Bl
De (4.10) y la definicién de R
H t 2 t
il S L n/ + 2473
e LI re- IR
b b
2 t
< n/ + 473
r—T_C—(Q—e—l)T_C a
b Y m

Por (4.4) se tiene que
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n/2 tm
tr 1 tr +—+73

L - P LU
(i + LAY bt +714)

n(t+71.4 2 tm
- ( tr >/ 1tr+7+73
T(t+714)—3—<2—61——)_

b’m
:(g) (tt71.4)/2 — +t7m+73
(t+71.4)—5—(2—61—5)E
(t+71 4;(52 7—1252@ _ Lt " %m o
. b b’m
_ tm(;f;rnﬂ.él) . %m .
2mit+714) = == =262 —e1 — 7)

Por lo tanto

tm(t+71.4
9= m(2t:17 :
2m(t +71.4) — 5 " 2t(2 — €, — 5)

t
+ 7
a

Recuerde que

m? (t +71.4)

m(t+71.4) —2mt (2 —€) +2t(m—1) (2 —¢) m_1/2;€1

m? (t + 71.4)

a =m +

:m+

y como

2 —€ _— 2— €
m(t+71.4)—2mt(2—el)(1—m-,/Tl)—%(g_el) v ml
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entonces
me1]2 — €
2—51—5_(2_61) 1/ m17
por lo que
_ m? (t +71.4)
@=m+ 2mt 1
m(t+714)— — —2t(2— ¢ — -)
b b
Entonces
m (t + 71.4)
m T 2mt 1
m(t+714) — T_Zt(2_€1 — )
i 1
2m (t+ 71.4) — % 22— — 1)
m(t+714) - == =242 e — )
Por lo tanto
2mt 1
m t(m(t+71.4)) — 5 " 2t(2 — € — 5)
i 5 !
a 2m(t+71.4)—%t—2t(2—61_5)
_ t(m(t +71.4)
- 2mt 1.

Se sigue entonces que

< tm(t + 71.4)

- 2t 1
2mit+7L4) - = — 22— - 7)

t
+ﬂ+73:t+73,
a
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Caso 4.2.2 Existe un vértice v, tal que dist (s,v) = d — 1 y no existe w, tal que

dist (v,w) < £ —1 ydist(s,w) >d— 3.

Sea T; := {y € Nt (v) : d — 2 < dist (s,y) < d —1}.

Por la Afirmacién 4.2.3 hay a lo més 3 (r — ¢) vértices tales que d—2 < dist (s,y) <
d. Recuerde que U := {w:dist(s,w) =d} y |U| = € (r — ¢), entonces |T;| <
3(r—c)—|U|=(3—¢€)(r—c) para toda i.

Sea 7 > 0 el entero méas grande, tal que
T > acy(t+73—t€1). (411)
73(a+1)
Afirmacion 4.2.7 j < ——2
a
Demostracién.
Por la eleccién de j se tiene que
acj(t + 73 —tey)
<|T;| < (3 — —C).
<TG a) =)
Despejando j de la desigualdad anterior se tiene que,
o Br3—e)la+l) T3B—e)cla+1)
)= ac(t + 73 — tey) ac(t+73 —tey)
Por otro lado
Br3—e)la+l)  TEB-—e)clat+1)
ac(t + 73 — tey) ac(t + 73 — tey)
_ WrB-ea)la+l) WBE-ea)a B -—ea)c
ac(t + 73 — tey) ac(t +73 —tey)  ac(t+ 73 — tey)
Br3—e)la+1l) 733 —e)ca
ac(t + 73 — tey) ac(t + 73 — te)
Br3-a)atl) 3B -«)
( (t+ 73 —ter)

B ac(t + 73 —tey)
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Asi,
o BEB-ea)le+)(E+714)  T3@B-—a)
I T T da(t £ 73— tey) (t+73—ta)
Por (4.7)
BE-c)a+DE+TLY) _ BE-a) _t_,
71.4a(t + 73 — te) (t+73—tey) a

Esto muestra la validez de la afirmacién. =
Sea [ la subdigrafica de D inducida por T}. De la afirmacién anterior, para cada
flecha (y,w) con y € Tj se tiene que dist(s,w) > d — 2 lo cual implica que w € T4

6 dist(s,w) = d. Observe que por la maximalidad de j se satisface que

(t+73 —tey)

T; T <
| J+1\ .7|—a’c 73(a+1)

Por la desigualdad anterior se tiene que

0N(F) = r=Ul= T\ Tl = r —ea(r =) = [T \ T
(t+73—t61)
> — ) —aqe— 2 U
> r—e(r—-c 3@t 1)

c(t+73 —te)
> .
- 73(a+1)

Como F' no es un contraejemplo para el Teorema 4.2 se sigue por la Afirmacion
4.2.7 que

+73

73]
g(F) < )

ac(t +73 —tey)(j + 1)
73(a + 1)0+(F)
a(j+1)+73

t+ 73,

S
IN

IN

+ 73

IN

A

y asi queda demostrado el teorema. m



Capitulo 5
Conjeturas equivalentes

En este capitulo se presentan algunas conjeturas que son equivalentes o que im-

plican la conjetura de Caccetta y Haggwvist.

5.1. La traza de una potencia de una matriz

Dada una matriz A de m x n y una matriz B de n X p, se define el producto de

A por B, como la matriz de m x p dada por
(ab)i,j = Zaikbkj paral <:i:<m,1 <75 <p,
k=1

y se denota, AB. Por otro lado A* representa el producto de la matriz A consigo
misma k veces.
Se vera que la conjetura de Caccetta y Haggwvist es equivalente a la siguiente

conjetura:

Conjetura 2 Sea A una matriz antisimétrica de ceros y unos, de orden n x n, tal
que a;; = 0 para todo i € {1,2,...,n} y la suma de cada renglon es al menos r,

entonces la traza de A+ es al menos 1.

Dada una digrafica simple D | con conjunto de vértices V(D) = {1,2,...,n}, su
matriz de adyacencia es la matriz de nxn , cuya entrada a,; es igual a 1 si la flecha
(i,7) € F(D) y a;; es igual a 0 si (4, ) ¢ F(D). Dicha matriz se denotara M (D).

81
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Note que dada una digrafica D, ésta determina una unica matriz de adyacencia

y viceversa, salvo permutacion de los vértices.

Lema 5.0.1 Sea D una digrdfica simple donde V(D) = {1,2,3,...,n}. Para cada
k > 1, el valor de la entrada a;; de la matriz M(D)* es el mimero de caminos de i

a j de longitud k en D.

Demostracion.
Se demostrara por induccién sobre k.
Para k = 1 es claro. Suponga cierto el lema para 1 <r < k.

Sea (a*);; la entrada que se encuentra en el renglén ¢ y la columna j de la matriz

M (D)*. Por definicién (afj) =) air(aqlfj_l)'
r=1

Note que, por hipétesis de induccion air(afj’ 1) es el ntimero de caminos de longitud

1 del vértice i al vértice r, multiplicado por el nimero de caminos de longitud k — 1
k—1
rj

J, donde 7 es el segundo vértice del camino.

del vértice r al vértice j. Asi a;.(a); ") es el nimero de caminos de longitud k de i a

n
Por lo tanto (af;) = > air(afj_l) son todos los posibles caminos del vértice i al
r=1

vértice j de longitud k.
[ ]

Teorema 5.1 La Conjetura 2 es equivalente a la Conjetura Caccetta y Hagguwuvist .

Demostracién.

Suponga cierta la Conjetura 2. Sea D una digrafica simple, tal que 6 (v) > r para
todo v € V(D). Considere M (D) y note que como §*(v) > r para todo v € V(D),
la suma de cada renglén es al menos r. Por la Conjetura 2 se tienenque la suma de

. [—1
la traza de M(D)/7! es al menos 1, por lo que existe i, tal que a;” = 1. El lema

anterior implica la existencia de un camino cerrado de longitud [—] en D, es decir,
r

n
hay un ciclo de longitud a lo mas [—] en D.
r
Suponga que la Conjetura de Caccetta y Haggwvist es verdadera. Sea A una
matriz, tal que la suma de cada renglén es al menos r y sea D4 la digrafica inducida

por A. Como la suma de cada renglén es al menos r, entonces 1 (v) > r para todo
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v € V(D). Por lo tanto, existe un ciclo de lonngitud [%], es decir, existe 4, tal que

a;ﬂ =1, lo cual implica que la suma de la traza de Al*! es al menos 1.

5.2. Conjetura de la Segunda Vecindad de Seymor

A la siguiente conjetura se le conoce como la Conjetura de la Segunda Vecindad

de Seymor.

Conjetura 3 Para cualquier digrdfica simple D existe v € V (D), tal que |[NT(v)| <
’S;“(v)‘

Se sabe que esta conjetura es valida si:
1. D es un torneo.
2. 67(D) <6.

Teorema 5.2 La Conjetura de la Sequnda Vencindad de Seymor implica la Conjetu-

ra de Caccetta y Hagguwuist en el caso particular en que D es una digrdfica dirreqular
n
yo(D) > 3

Demostracién.

Sea D una digrafica simple dirregular de orden n, tal que 6T (D) > g Si se

cumple la Conjetura de la Vecindad de Seymor, entonces existe v € V (D), tal que
N+ ()] < |SF ()]

Se demostrara que D tiene un tridangulo dirigido. Para esto suponga lo contrario,
es decir, N~(v) y S5 (v) son ajenos, entonces n > [NT(v)| + [N~ (v)| + |S5 (v)| +
{v} > LI L 1, lo cual es una contradiccion.

3 3 3
|

5.3. La conjetura de Seymour y Sullivan

Sea D una digréfica y para cada flecha e € F(D) sea S. C {1,2,....kp}. Una

subdigrafica H de D decimos que es heterocromatica si existe una forma de
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asignar a cada flecha e de H una etiqueta [(e) € S, de tal forma que I(e) # [(f) si
e # [ para cualesquiera par de flechas e, f € F(H).

Conjetura 4 Sea D una digrdfica simple y Fy, Fy, F3, ....F, C F(D), tal que
a cada flecha e € F(D) se le asocia el conjunto de etiquetas S. = {i : e € F;}
y sea Fy(D) = (V(F), F,) la subdigrdfica inducida por F;, entonces existe un ciclo

heterocromdtico ¢ existe un vértice v € V(D), tal que

k
[{w |existe una trayectoria heterocromdtica de v a w}| > Z(SE(D) (v).

i=1
La conjetura anterior se le conoce como la Conjetura de Seymour y Sullivan. A

la fecha se sabe que la conjetura es vélida cuando:
1. Fi, Fy, F3, ...,F} son graficas de Cayley sobre un grupo comtn I'.

2. (5}: (v) <1 para todo v € V(D) y para todo i, excepto para i = 1.
Teorema 5.3 [9] La Conjetura 4 implica la Conjetura 3.

Demostracion.

Sea D una digrafica simple y que la Conjetura 4 es cierta . Considere k = 2
y i = F, = F(D). Como k = 2 no puede haber un ciclo heterocromético, pues
solo se estan usando 2 etiquetas. Por tanto existe un vértice v € V(D), tal que
{w |existe una trayectoria heterocromdtica de v a w}| > i 5E(D)(v) =20t (v) =
2 |N*(v). .

Sea A = {w |existe una trayectoria heterocromdtica de v a w}. Es claro que las
Unicas trayectorias heterocromaticas pueden ser de longitud a lo més 2. Por lo tanto,
A C Ny (v), entonces 2|NT(v)| < |Ni(v)| = [N*(v)| + |95 (v)| y asi [NT(v)] <
{S; (v)]. =

De este teorema y del anterior se tiene que la Conjetura 3 implica la conjetura
de Caccetta y Higgwvist cuando D es dirregular y 67 (D) > g Sin embargo hay un

resultado mas fuerte.

Teorema 5.4 [9] La Conjetura 4 implica la Conjetura de Caccetta y Hagguvist
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Demostracién.

Sea D una digrafica, tal que |[V(D)| = ny 67(v) > r para todo v € V(D).
Removiendo flechas se puede suponer que D es r—regular.

Considere k = [EW y [y = F, = ... = F, = F(D). La Conjetura 4 nos dice que
existe un ciclo hetergcromético 6 existe un vértice v € V(D), tal que

k

[{w |existe una trayectoria heterocromdtica de v a w}| > Z (5;51_@)(1)).
i=1

Si existe un ciclo heterocromético, como solo hay £ etiquetas la longitud de dicho
k

n

ciclo es a lo mas k = [—]. Si no existe tal ciclo, observe que como ) 5;@) (v) =
r i=1

k

> 6T (v) = kr > n, entonces

=1

{w |existe una trayectoria heterocromdtica de v a w}| >n

y por tanto v € {w |existe una trayectoria heterocromatica de v a w} lo cual im-
plica que D tiene un ciclo heterocromatico, y como solo hay k etiquetas la longitud

de dicho ciclo es a lo mas k = (ﬁ} n
r

5.4. Dominacién y programacion lineal

Definicién 5.1 Sea D una digrdfica. Un conjunto W C V(D) domina totalmen-
tea D si NT(v)NW # & para todo v € V(D).

Definicién 5.2 El nimero de dominacion total de una digrdafica D es la car-
dinalidad del conjunto mas pequeno que domina totalmente a D. Dicho numero se
denota como TD(D).

Dada una digréfica D y W C V(D), se asigna a cada vértice v € V(D) el peso
w, € {0,1} y para cada w € W el peso 1.

Si sucede que para todo v € V(D) > w, > 1 se tiene que W domina total-
ueNT (v)
mente a D. Por otro lado, claramente si W domina totalmente a D >~ w, > 1
ueENT(v)
para todo v € V(D).
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Asi se tiene que una forma alternativa para encontrar 7"D(D) es minimizando la
funcién >  w, restringida a que >  w, > 1 para todo v € V(D).
veV (D) ueNT(v)

Proposicién 5.4.1 Sea D una digrdfica con 6T (D) > 1, entonces g(D) < TD(D).

Demostracioén.

Sea W un conjunto dominante y sea w; € W. Como W N N*(w;) # &, entonces
existe wy # wy, tal que (wy,ws) € F(D). Como W N NT(wy) # & existe ws, tal que
(wa,w3) € F(D). Dado que V(D) es finito, W es finito, por lo que siguiendo este
proceso se asegura la existencia un ciclo en W y claramente su longitud es a lo més
|W|>TD(D). m

Tristemente no es cierto que TD(D) < (%W + 1, como se verifica en la Figura 5.1

que muestra una digrafica con n =10, r =2 y TD(D) = [2] + 1 = 6.

Figura 5.1: Ejemplo

Sin embargo aun se puede decir algo.
Dada una digrafica D y W C D se asigna a cada vértice v € V(D) el peso
w) € 10,1] y para todo x € W el peso w!, = 1. Sea TDF(D) el minimo de la funcién

> wl restringida a que Y. w! > 1 para todo v € V(D).
veV (D) uENT(v)
La siguiente es una conjetura planteada en [8]
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Conjetura 5 Para toda digrifica D simple, tal que 5% (D) > 0 se cumple que g(D)—
1<TDF(D).

Sorprendentemente, esta conjetura esta estrechamente relacionada con la Conje-
tura de Caccetta y Haggwvist, como lo muestra el siguiente teorema que nada mas

se enuncia y con lo cual se termina el trabajo.
Teorema 5.5 [8] La Conjetura de Caccetta y Hagguwvist y la Conjetura 5 son equi-

valentes.



Capitulo 6
Apéndice

En este capitulo se presentan las pruebas y esbozos de pruebas de afirmaciones
usadas en el trabajo que resultan demasiado técnicas y distraén de la presentacion

y del fluir de las ideas centrales.

Proposicién 6.0.1 Para cuales quiera ay, ..., a, reales positivos se satisface
a+..+a ai+ ... +a
1 ces n < 1 e n
n o n

Probaremos el resultado por induccién sobre el niimero de reales positivos. Sean

Demostracién.

a1, as dos reales positivos, entonces

0 < (&1 — a2)2 = a% + a% — 2&1@27

o bien
a3 4 a3 > 2a,a,
y asi
2a% + 2a5 > ai + 2a1as + a3 = (a1 + ag)?
por lo que

a%+a§>(a%~l—a2)2_ ap + as\’
2 = 4 B 2 ’

88
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entonces
(CL% + CL2)2 > aq + (05}
2 - 2 '

Suponga ahora que la proposicién es cierta para cualesquiera k reales positivos.

Sean aq, as, ..., ag, a1 reales positivos.

k+1 2 k 2 k 2 k
(Z ai> = (Z a; + ak+1> = (Z ai> + 2a41 <Z ai) + aiﬂ
i=1 i=1 i=1 i=1

ko~ k k

2
k ko o k k
T . . §-_a- E-_a- S Ay S oas
Por hipétesis de inducciéon &=L < ([ &=L horlo que (Zl_l l) < 2i=1 %

lo cual implica que

k 2 k
(Z ai> <k Z az,
i=1 i=1

entonces

2
+ g

CLZ')

1

k+1
a?) — kaj 4 + 2a541 <Z ai>
+

) i, (g
i

=1

=1
k+1

=(k+1)) al -

k+1

=(k+1)) a

<(k+1)> a
=1

Ay — 20k410;)

- ak+1
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de donde se sigue dividiendo entre (k + 1)? que

k+1 2k
<
<¢:1k+1> T = k+1

y asi

Lema 6.0.1 Para cualesquiera niumeros reales € y t tal que 0.5 <e <1 yt > 226.3

existe un entero m = m (e) > 8 tal que

“ 50

m(t+714) —2mt(2—e)+2t(m—1)(2—¢) ™} 2m

y
73(3—€)(a+1)(t+714) _ 73 (3 —¢) - t i
71.4a (t + 73 — te) t+73—te a
donde
m? (t + 71.4)
a=m -+ 5 .
m(t+71.4) —2mt (2—€) +2t(m—1) (2 —€) "7/ W_f
Demostracion.

Sea m tal que
|28 —20¢| i 0.85 <e<1;
m =
|19.5 — 10¢] si 0.5 <e <0.85.

Note que si 0.5 < €

<
11<m<14ysi0.8 <e<

0.85, se tiene que 11 < 19.5 — 10e < 14.5, entonces
1, se tiene que 8 < 28 —20e < 11, entonces 8 < m < 10.
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Observe también que

2—¢
m

m(t+714) —2mt(2—e)+2t(m—1)(2—¢) "}

—1.,.,/2—
m (t +71.4) — 2mt (2 — €) (1— m= 6)
m m

1. 2=
71.4m+mt<1—2(2—6) (1—m v 6))
m m

por lo que para probar la primera parte del lema es suficiente ver que

1>2(2—¢) (1—%_1"“{/2;16).

Si 0.5 <e<0.85, entonces 1.15 <2 —€ < 1.5 y como 11 < m < 14 se tiene que

— Ll /44— € 0/ 115
V - 11 V 14
de donde se sigue que
-1 92 _
2(2—¢) <1—m—m{/ 6) <31-07)=09<1.
m m

Si0.85<e<1, entonces 1 <2—¢€< 1.15y como 8 < m < 10 se tiene que

m—lm,1/2—ezz7/i20.63
m m 8V1
1. [2—
2(2—¢) (1— By 6) <2.3(1-0.63) < 1.
m m

Para demostrar la segunda desigualdad, una manera de proceder es analizar cada

y asi

uno de los casos de los valores de m € {8,9,...,13,14}. Dado que la prueba es muy

larga y técnica la omitimos del presente trabajo. m
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Lema 6.0.2 Sea

1
fl#)=@—a o)1)
con .
5§3L’§2—€1§1,5
donde .
b:
L ]2—€
2 — 1— "7/ —
Y
m > 8,

entonces f(x) es creciente en este intervalo.

Demostracién.

1
Para probar este lema veremos que f’(z) > 0 en el intervalo [E’ 1.5].

Note que

b 1, ,(m@B—e—x)+z—br?)
flz)=(1- a) (b22) :

1 1
Dado que 5 < z, entonces (1 — b—)m_l > 0, por lo que basta ver
x

m(3—e —x)+x—br* > 0.
Como x < 2 — € se sigue que 1 < 3 — ¢; — x por lo que
m(3—e —x)+x—br® >m+x— ba’.

Por la definiciéon de b y el hecho que x < 2 — ¢, entonces

1

(1= "/@=a)/m)

br <

por lo que
1

(1= "v@=a)/m)

1—bx>1-—

(6.1)
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Por (6.1) y como = < 2 —¢; < 1,5 se sigue que

m+ x — bx?

=m+ z(1 — bx)

1
(1= mv@=ea)/m)

>m—+x|1—

STl e—a)m
— (1.5 ™+/1.5,/m)

=T )

Asi basta probar que

1.5 ™*/1.5,/m S

0
1— »Y15,/m —

o equivalentemente

L5 "/I5/m
m :
—1— "3/1.5,/m

Multiplicando por 1— ™+/1.5 /m, sumando m ™+/1.5 /m, elevando a la potencia

m — 1 y multiplicando por m vemos que esto es equivalente a

m™ > 1.5 (m+1.5)"""
lo cual dividiendo entre m™ es equivalente a

1.5 + 1.5)™ 1.5 1.5
_ L5 (m L _ (1+-2)m.

mm™ m+15  m-+15 m

1.
1> —5(m +1.5)" 1
mm

Consideremos la sucesion a,, = (1 + —)™. Es un hecho conocido que la sucecién
es creciente, acotada y converge a el.

1.
Como a,, es creciente, entonces e!® > (1 + —)™ | por lo que para todo m > 8
m

se satisface r r r
. 1.5 . . m
_ 14+ —)".
m+1.56 m+1.5( +m)

1.5
m+15

Para probar este lema basta ver, entonces que 1 > el
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Como m > 8, entonces L5 > L5 or lo que e! L5 > eld L5
=% 8+15 - m+15 P70 04 §+15=° m+15
pero 1 > 61‘58 +'1‘5 ~ 0.707 por lo que 1 > el‘5m + T
De esta manera queda probado que f(z) es creciente.
n
Lema 6.0.3 Sea c tal que
t+ 73 1 t+4+ 73 t+ 73
- =" si - 2 <0,
t+72 2n—r+1 t+T3 t+73
LTJ(T—C): 1 st —5 —| 5 | >0.5.

conr>6y n_ t > 226.6, entonces
r

73 c 71.4
>

T W
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Demostracién.

Primero observe que

73 c 71.4
>

si y solo si

P T3 r o tt7la
73 -1 C<1 71.4
t+ 73 r t+71.4
t r—c t
< <
t+ 73 r t+ 714
mn

si y solo si

si y solo si

n

<r—c< .
xS TS 14

t t
Caso 6.0.1 —;73 —| +27gj <0.5

Por definicién
n+1

r—C=—F—=5
T4 73
2l——]

t+73
Como t + 73 > 2L+TJ y n+ 1> n se sigue que

n n+1

t+73 S +73
2 7

=r—c.

t+73 t+73

5 | 5 | < 0.5, entonces

Por otro lado como

t+ 73 t+ 73
S > on(—

2n| —0.5)

=n(t+72) =n(t+71.4) + 0.6n
=(n+1)(t+71.4)4+0.6n — (t +71.4)
=Mn+1)(t+714)+0.6rt —t—71.4
Como r > 6 y t > 226.6, entonces 0.6rt —t — 71.4 > 0, por lo que

t+73
2

on| | > (n+1)(t +71.4),
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y asi
n S n—+1 o
ty714- _t+v73, ¢
2|2
De aqui se concluye " < < " lo tanto
ui se conclu ue r—c or n
q Ye aue s =ty7147P :
71.4
t+71.4
t+73 t+73
Caso 6.0.2 - —| i 1>05
2 2
Por definicion,
2n—r+1
r—C= —————r.
t+ 72
ey

t+73 t+73
+2 —[2 | > 0.5 vemos que

Como

t+ 72 t+73

5 >l

y entonces
t+73 i+ 72
——1=1——]

Adems3s
t+73 t+72 t+73_1 t+ 71

=== = T o

t+72
Dado que t > 226.6, entonces 2n = 2tr > (2 [+TJ +1)(r—1) y asi

o — (1) > - )
:4nL“'272J _ QL“;mJ(zn )

t+472 t+73
=4n| 5 | —2] 5 1@2n—r+1),

por lo que
t+73 t+72

(20— (r = 1))(2|—5—] +1) > 4n| ——|

SO
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t+73 t+73 1 t+73
y como i > | i J+—,t+73>2[+—J+1yentonces
2 2 2 2
t+72
(2n = (r = 1)(t +73) > 4n| =]
por lo que
_2n—(r—1) n
TTCT TN i
A=)
Por otro lado, como r > 6,
4 4
(r—1)(t+714) > grt =0
y dado que
(t + 721 - t+ 71
2 2
de donde 4 L4714 1472
—n >4n rs [ + 11,
5 2 2
por lo que
t+714 t+72
(r—l)(t+71.4)24n( +2 - +2 }) =2n(t+71.4) — 4n]
y entonces
t+ 72
dn[ *‘2 1> 20—+ 1)(t + 71.4)
y asi
2n—r+1 n
_ — <
(r=c) t+72 0 T 4714
=
De esta manera se prueba el lema. m

t+ 72
2

]
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