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OBJETIVO GENERAL:

Modelar y simular una méquina eléctrica de induccion trifasica simétrica

en estado dinamico.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

1. Describir de manera rigurosa los modelos matematicos usando
los circuitos equivalentes de la maquina de induccion trifasica
simétrica y la teoria de marcos de referencia

2. Establecer el marco de referencia mas apropiado para diferentes
condiciones de operacion.

Desarrollar el programa para la simulacion por computadora.

4. Simular dichos circuitos en diferentes condiciones de operacion

dindmica para obtener la respuesta transitoria y en estado

estable.

DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Los modelos mateméticos que caracterizan el comportamiento de una
maquina de induccion son un sistema de ecuaciones diferenciales de
voltaje no lineales con coeficientes (inductancias de la maquina) que
son funciones de la posicion del rotor, cuya resolucibn es muy

complicada con los métodos analiticos convencionales.

JUSTIFICACION, APLICACIONES Y CONTRIBUCIONES
ESPERADAS

La importancia del presente trabajo se debe a que la maquina de
induccién tiene una gran variedad de aplicaciones en la industria, por lo
que es considerada como “caballo de batalla”. Por consiguiente, es
necesario conocer las caracteristicas y su comportamiento en

condiciones reales de operacion.
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La simulacion proporciona una técnica “simple” para obtener
informacion en forma rapida y a bajo costo, lo que permite tomar
decisiones para la optimizacion de las maquinas de induccién, dado que
se trata de una herramienta valiosa para el analisis.

La aplicacion potencial del presente trabajo es en el andlisis y disefio de
maquinas eléctricas y simulacion de sistemas eléctricos de potencia.
Por lo tanto, ser& de utilidad para ingenieros y estudiantes de ingenieria
eléctrica interesados en profundizar sus conocimientos en este tipo de
maquinas porque:

e Presenta un método de andlisis que no se ensefia a nivel de
licenciatura y que facilita la resolucion de los modelos
matematicos que caracterizan a una maquina de induccion.

e Con un programa de computadora se pueden resolver dichos

modelos.

INTRODUCCION

Las maquinas de corriente alterna (c.a.) son generadores que
convierten energia mecéanica en energia eléctrica de c.a. y motores que
convierten energia eléctrica de c.a. en energia mecéanica. Hay dos
clases principales de maquinas: las maquinas sincronas y las maquinas
de induccion. Las primeras son motores y generadores cuya corriente
de campo magnético la suministra una fuente de potencia de c.a.
externa, mientras que las dltimas la corriente de campo magnético se
suministra a sus devanados de campo por medio de induccion
magnética (accion transformadora).

El objeto de estudio del presente tema de tesis es la maquina eléctrica
de induccidn trifasica simétrica. Casi todas las maquinas de un taller o
fabrica son movidas por motores de induccién, usados en una amplia

variedad de aplicaciones como un medio de conversion de potencia
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eléctrica a potencia mecanica; se eligen por su sencillez, confiabilidad y
bajo costo. Estas caracteristicas se combinan con una buena eficiencia,
aceptable capacidad de sobrecarga y un requerimiento minimo o nulo
de mantenimiento.

En el capitulo 1 se presenta el andlisis tedrico necesario basado en
varios principios para modelar una maquina de induccion, tales como:
el principio de conservacion de la energia electromecénica, la obtencion
de circuitos equivalentes representativos, el concepto de fuerza
magnetomotriz rotatoria en el entrehierro y la obtencion de las
inductancias de devanados. Los conceptos anteriores permiten
establecer el sistema de ecuaciones diferenciales de voltaje que
describen su comportamiento. Sin embargo, dicho sistema es no lineal
y sus coeficientes son variables en el tiempo, ademas, la velocidad del
rotor es una funcion del torque electromagnético, que es a su vez lo es
del producto de las corrientes de la maquina. La resolucion de dichas
ecuaciones es muy complicada; una computadora es necesaria para
resolverlas con objeto de encontrar la respuesta transitoria.

En el capitulo 2 se trata la teoria de marcos de referencia que formula
una transformacion general de variables; un cambio de variables nos
permite eliminar las inductancias variables en el tiempo y por tanto
reducir marcadamente la complejidad de las ecuaciones de voltaje. Esta
transformacion general refiere las variables de maquina a un marco de
referencia que rota a una velocidad angular arbitraria.

En el capitulo 3 se aplica la teoria de marcos de referencia a la maquina
de induccion trifasica simétrica. Una vez establecidas en forma
conveniente las ecuaciones que caracterizan su comportamiento, se
elabora un programa de computadora para simular diferentes
condiciones de funcionamiento dinamico, tales como un cambio en el

torque de carga y una falla trifasica simétrica.
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Capitulo 1

PRINCIPIOS BASICOS PARA EL ANALISIS DE

1.1

MAQUINAS DE INDUCCION

INTRODUCCION

Hay varios conceptos basicos que se deben establecer para iniciar el

andlisis de las maquinas eléctricas:

1.

4.

5.

El principio de conversion de energia electromecanica permite
establecer una expresion para el torque electromagnético en
términos de corrientes y del desplazamiento del sistema

mecanico.

Obtencion de los circuitos equivalentes que representan circuitos

acoplados magnéticamente.
El concepto de devanado distribuido senoidalmente.
El concepto de fuerza magnetomotriz rotando en el entrehierro.

Obtencién de las inductancias de los devanados.

Los principios anteriores se exponen en este capitulo para el andlisis de

maquinas de induccion simétricas.
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1.2 CIRCUITOS ACOPLADOS MAGNETICAMENTE

Los circuitos eléctricos acoplados magnéticamente juegan un
importante papel en la transmision y conversion de potencia. En el caso
de las méaquinas eléctricas existen circuitos en movimiento relativo
acoplados magnéticamente, para el propoésito de transferir energia entre
los sistemas eléctricos y mecéanicos.

Para establecer las ecuaciones que describen el comportamiento de
circuitos acoplados magnéticamente, se inicia el andlisis considerando
dos circuitos eléctricos estacionarios acoplados magnéticamente, como

se muestra en la figura 1.2.1.

I

Vi N1 : 00 0z OB Nz vz

Figura 1.2.1 Circuitos acoplados magnéticamente.

Las dos bobinas consisten de N; vueltas y N, vueltas respectivamente,
estan enrolladas en un ndcleo comun que es generalmente de material

ferromagnético con una permeabilidad relativa “grande” respecto a la

del espacio libre #o=4 7 x 107 H/m. La permeabilidad magnética de los
materiales se expresa como u = u,u,, donde u, es la permeabilidad

relativa.
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Los enlaces de flujo de cada bobina se expresan como:

(Dl — CDI]_ + (D'ml + (sz (12'1)
D, = Oy + Dy + Dy (1.2-2)
Donde:

®,;, — Flujo de dispersién producido por la corriente i; y que enlaza
solamente las vueltas de la bobina 1.

®,, — Flujo de dispersion producido por la corriente i, y que enlaza
solamente las vueltas de la bobina 2.

®,,,; — Flujo de magnetizacion producido por la corriente i, y que enlaza
todas las vueltas de las bobinas 1y 2.

®,,., — Flujo de magnetizacion producido por la corriente i, y que enlaza

todas las vueltas de las bobinas 2y 1.

La direccion de referencia positiva de las corrientes se muestra en la
figura 1.2.1. Si las corrientes fluyen como se indica el flujo de
magnetizacion total sera la suma de los flujos de magnetizacién
individuales, si una de las corrientes fluye en direccién opuesta a la que
se muestra, los flujos de magnetizacion individuales se restan, es decir,
una bobina magnetiza el nicleo y la otra lo desmagnetiza.

El sistema magnético actual es una idealizacién porque todo el flujo de
dispersion puede no enlazar todas las vueltas de la bobina que lo
produce. De igual manera, todo el flujo de magnetizacion de una bobina
puede no enlazar todas las vueltas de la otra bobina. Para considerar
este aspecto préactico del sistema magnético, el nimero de vueltas se
considera igual a un nimero equivalente en lugar del niumero actual.
Las ecuaciones de voltaje expresadas en forma matricial son:

v @ (1.2-3)
N dt

Donde r = diag. [r1 r2] es una matriz diagonal. Las resistencias ry, 1, ¥

los enlaces de flujo 4, 1, estan relacionados con las bobinas 1y 2,
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respectivamente. Se asume que @, enlaza las vueltas equivalentes de
la bobina 1 y @, enlaza las vueltas equivalentes de la bobina 2, los
enlaces de flujo pueden ser escritos como:

A =N, D, (1.2-4)
A, = N, ®, (1.2-5)
Donde @, y &, son dadas por (1.2-1) y (1.2-2), respectivamente.

1.2.1 Sistema magnético lineal

Si se desprecia la saturacion magnética del nicleo, el sistema es lineal

y los flujos se pueden expresar como:

Niiy 1.2-6
@y = —Rz1 ( )
_ Nyiy (1.2-7)
ml1 — 5
Ry,
N,i, 1.2-8
), = R, ( )
N,i, (1.2-9)
o =
Donde:

R;1, R;;= Reluctancia de la trayectoria de dispersion.

Rom — Reluctancia de la trayectoria de los flujos de magnetizacion.

Ni = Fuerza magnetomotriz (FMM) determinada por la ley de Ampere.

La reluctancia de la trayectoria de magnetizacion del ndcleo se calcula
con:
! 1.2-10
Rm = — ( )
uA
Donde [ es la longitud media de la trayectoria magnética, A es el area

de la seccion transversal y u es la permeabilidad magnética.
Sustituyendo de (1.2-6) a (1.2-9) en (1.2-1) y (1.2-2) se obtienen:

10


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

Niiy  Nyip Nyl -
. = 1 b ol (1.2-11)
Rll Rm Rm

N,i N,i Nyi -
, = 212 + 212 + 1l1 (1.2-12)
RlZ Rm Rm

Sustituyendo (1.2-11) y (1.2-12) en (1.2-4) y (1.2-5) se obtienen:

2 = NZiy . NZiy . Ny N,i, (1.2-13)
Rll Rm Rm
A= N%i, . N%i, . N;N,i, (1.2-14)

RlZ Rm Rm
En un sistema magnético lineal, los enlaces de flujo se expresan en
términos de inductancias y corrientes. Las inductancias propias se

definen como:

N2 N2 (1.2-15)
Ly1 = Lyp + Lipq :R—ll"'a
N2 N,? (1.2-16)
Lyy = Lip + Lypp = —— + ——
22 12 m2 = p TR

Donde L;; ¥ L;; son las Inductancias de dispersion. L,,; Y Ly, son las
Inductancias de magnetizacion de las bobinas 1 y 2, respectivamente.
De (1.2-15) y (1.2-16) se obtiene:

Ni? L (1.2-17)
sz Lm2
De (1.2-13) y (1.2-14), las inductancias mutuas se definen como:
N;N 1.2-18
Liz =Lz = % ( )
m

La relacion entre las inductancias mutuas y las de magnetizacion es:

Nz N, 1.2-19
L12 = N_1 Lml = N_ZLmZ ( )
Los enlaces de flujo se pueden expresar como:
i N2y, 1.2-20
A = (Lyy + Log)iy + Loy (N—> i, ( )
1
R = Lz () 12 + (Liz + L)z (1.2-21)

11
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. . . N . .
Haciendo un cambio de variable para (N—Z) i, Se obtiene:
1

Nyi'y = Nyis (1.2-22)
Esta variable sustituta es la corriente i’, que pasa a través de la bobina
1 y que produce la misma FMM que la actual i, a través de la bobina 2.

Se dice entonces que se esta refiriendo la corriente en el secundario al

primario. De igual manera, si se hace un cambio de variable para (N—l) i
2

se obtiene:

N, i’y = Nyiq (1.2-23)
Aqui, la corriente i"; pasa través de la bobina 2, produce la misma FMM
que la actual i; a través de la bobina 1. Se dice entonces que se esta
refiriendo la corriente en el primario al secundario. Para obtener el
circuito equivalente T se refiere la corriente de la bobina 2 a la bobina 1,
0 viceversa. Considerando la primera opcion y que la potencia

permanece constante, por el cambio de variables se tiene que:

- (&)l (1.2-24)
2 — N1 2

Uziz = Ulzilz (12'25)

De donde:

v = (&) v (1.2-26)
2 ]v2 2

Los enlaces de flujo tienen unidades de Volt x segundo y se relacionan
en la misma forma que los voltajes. En particular:
Ny (1.2-27)

Sustituyendo (1.2-24) en (1.2-20) y (1.2-21), y multiplicando (1.2-21) por

(%) para obtener 1,, se tiene:
2

A = Ligly + L (i + 173) (1.2-28)
Ny =Lpip+Ln(iy+ i) (1.2-29)

12
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, Ny 2 1.2-30
L = (N_:) L2 ( )
Las ecuaciones de voltaje seran:
o dh (1.2-31)
= + —
V1 ="l dt
, .o dAy (1.2-32)
= + —
Vo =Tzl dt
Donde:
) Np\2 (1.2-33)
r 2 = <N_2> TZ

Las ecuaciones de voltaje anteriores sugieren el circuito equivalente

mostrado en la figura 1.2.2.

ri Lz L2 rz
+ +
— <
V1 It Lm1 i vz

Figura 1.2.2 Circuito equivalente referido a la bobina 1.

13
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1.2.2 Simulacién por computadora de circuitos
acoplados

La siguiente técnica se utiliza para simular por computadora los circuitos
estacionarios acoplados magnéticamente y las maquinas de c.a.
Escribiendo (1.2-28) y (1.2-29) como:

M = Lpgiq + Ay (1.2-34)
A‘,Z = L,lz ilz + Am (12'35)
Donde:
Am = L (i3 + 1'5) (1.2-36)
Resolviendo (1.2-34) y (1.2-35) para las corrientes se obtiene:
] 1 1.2-37
L = <L_> (A1 = ) ( )
11
. 1 , 1.2-38
12:<L/_>(AZ_Am) ( )
12

Si (1.2-37) y (1.2-38) son sustituidas en las ecuaciones de voltaje (1.2-

31) y (1.2-32), se obtienen las siguientes ecuaciones:

dA; _ r (1.2-39)
2ot <L_z1> A —21)
ar, | r, , (1.2-40)
ar —U2+<E>(/1m—/12)
Sustituyendo (1.2-37) y (1.2-38) en (1.2-36) se produce:
A A -
Am:La<_1+,_2> (1.2-41)
Ly Ly
Donde
1 1 -
Lg=(—+—+-—)1 (1.2-42)
Lmi L Ly

De (1.2-39) a (1.2-41) se resuelven para 44, 4, y 4,,. Las corrientes se
obtienen de (1.2-37) y (1.2-38). La ecuacion (1.2-41) es importante si se
necesita incluir los efectos de saturacion. Los efectos de saturacion de
la trayectoria del flujo mutuo se pueden incorporar en la simulacion por

computadora, si la curva de magnetizacion se conoce.

14
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En la figura 1.2-3 se muestra una curva de magnetizacion tipica usada
en transformadores. Si se asume que el flujo magnético es uniforme en
el nucleo, entonces B es proporcional a @ y H es proporcional a la FMM.
Por lo tanto, la gréfica de flujo-corriente tiene la misma forma que la

curva B-H, como se muestra en la figura 1.2-4.

0 "500 400 600
H A/m

Figura 1.2-3 Curva B-H tipica de acero-silicio usada en transformadores.

A
flAm)]
i i
i)‘”" Lm1(i14172)
!
fr+i2 i

Figura 1.2-4 Curva de magnetizacion.

La pendiente de la porcion lineal de la curva es L,,;. En la region de
saturacion magnética se tiene:

Am = L1 (iy + ©5) — f(4,,) (1.2-43)
Donde f(4,,) puede ser determinada de la curva de magnetizacion para
cada valor de A,,. Sustituyendo (1.2-37) y (1.2-38) en (1.2-43) se obtiene

la ecuacion para 4,,,:

_ (M, A Lq (1.2-44)
A = b (72 572) = (1) 100)

15
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1.3 CONVERSION DE ENERGIA ELECTROMECANICA

Los sistemas electromecénicos se componen de un sistema eléctrico y
uno mecanico. La interaccion entre ellos puede tomar lugar a través de
los campos electromagnéticos comunes a ambos sistemas, dando lugar
a transferencia de energia entre uno y otro. Un sistema electromecanico

elemental se describe en la figura 1.3-1.

Campo de

Sistema Eléctrico . Sistema Mecanico
Acoplamiento

Figura 1.3-1 Diagrama de bloques de un sistema electromecéanico elemental.

La distribucién de energia puede ser expresada como:

Wg = We + Wey + Wes (13'1)
Wy = Wp + Wiy + Wins (13'2)
Donde:

Wy = La energia total suministrada por la fuente eléctrica.

Wy = La energia total suministrada por la fuente mecanica.

W,s = La energia almacenada en el campo magnético y que no se acopla
con el sistema mecanico.

W,,= Perdidas de energia en forma de calor del sistema eléctrico debido
a la resistencia de los conductores, las corrientes Eddy y la histéresis.
W, = La energia transferida al campo de acoplamiento por el sistema
eléctrico.

W,,s = La energia almacenada en los miembros en movimiento del
sistema mecanico.

W, = Perdidas de energia en forma de calor del sistema mecéanico

debido a la friccion.

16
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W,, = La energia transferida al campo de acoplamiento por el sistema

mecanico.

Aplicando la ley de conservacibn de la energia al sistema
electromecanico, se tiene:
Wi+ Wp = (Wg — W — Weg) + Wy — Wiy — Wip) (1.3-3)
Wy + Wy = W, + Wy,
Donde:
Wr = La energia almacenada en el campo de acoplamiento.
Wy, = La energia disipada en forma de calor debido a las pérdidas dentro

del campo de acoplamiento, por histéresis y corrientes de Eddy.

Si las pérdidas del campo de acoplamiento son despreciables, entonces
el campo es conservativo. Asi:

Wr = W + Wy, (1.3-4)
Considerando el sistema electromecanico elemental mostrado en la
figura 1.3-2.

r ok —a T
+ - + O |:::=uf
v i er N M |-=:}f$
—Jt— I

Figura 1.3-2 Sistema electromecanico con un campo magnético.

Donde:

v = Voltaje de la fuente eléctrica.

e; = Es la caida de voltaje a través del campo de acoplamiento.
f = Fuerza mecénica externa aplicada al sistema mecénico.

f. = Fuerza electromagnética.

17
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r = Resistencia de los conductores.

L = Inductancia del sistema electromagnético lineal (conservativo) que
no se acopla con el sistema mecanico.

M = Masa del miembro movible.

K = Constante del resorte.

D = Coeficiente de amortiguamiento.

La ecuacion de voltaje que describe al sistema eléctrico es:

di 1.3-
v=ri+Ld—;+ef (1.3-5)

El comportamiento dinamico del sistema mecanico traslacional esta

descrito por:

_ Md2x+Ddx +K( ) (1.3-6)

f 2 04 X —xo) — fe
La energia total suministrada por la fuente eléctrica es:

W, = f vi dt (1.3-7)
La energia total suministrada por la fuente mecéanica es:

W, = ff da (1.3-8)
Sustituyendo (1.3-5) en (1.3-7) produce:

Vl/ezrfizdt+Lfidi+fefidt (1.3-9)

El primer término de lado derecho en (1.3-9) representa las pérdidas de
energia debido a la resistencia de los conductores (W,;). El segundo
término representa la energia almacenada en el campo
electromagnético externo al campo de acoplamiento (W,,). Por lo tanto,
la energia total transferida al campo de acoplamiento desde el sistema
eléctrico es:

W, Zfefidt (1.3-10)

18
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Similarmente, para el sistema mecanico:

d?x dx (1.3-11)
w,, :Mfwdx+Df(E)2dt+Kf(x—x0)dx—ffedx

El primer y tercer término representa la energia almacenada en la masa
y en el resorte, respectivamente (). El segundo término son las
pérdidas en forma de calor debido a la friccion (W,,;). La energia total

transferida al campo de acoplamiento desde el sistema mecénico es:
W, = _ffedx (1.3-12)

Sustituyendo (1.3-10) y (1.3-12) en la ecuacion de balance de energia

(1.3-4), se produce:

Wf=fefidt—ffedx

Generalizando, para sistemas electromecanicos con cualquier nimero

(1.3-13)

de entradas eléctricas y mecénicas como se muestra en la figura 1.3-3,

la energia suministrada a los campos de acoplamiento se expresa

CcOoOMmo:
J K 1.3-14
03wy asn
j=1 k=1
;o K (1.3-15)
Vl/f:fZ Ef]l]dt—f fekdxk
j=1 k=1
Wel —7xm——] l——— Wm1l
We2 ——— = —— Wm2

| Campos de |
| Acoplamiento [
| |
[ |

Figura 1.3-3 Sistema electromecanico con mltiples entradas eléctricas y

mecanicas.
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1.3.1 Energia en el campo de acoplamiento

El material empleado en la construccion de las maquinas eléctricas es
ferromagnético y arreglado en laminas para minimizar las pérdidas por
histéresis y por corrientes de Eddy. Ademas, casi toda la energia en los
campos de acoplamiento estid almacenada en el entrehierro de la
maquina. Debido a que el aire es un medio conservativo, toda la energia
almacenada puede ser regresada al sistema eléctrico o mecanico.

Si se desprecian todas las pérdidas asociadas con los campos
magnéticos o eléctricos, se puede obtener una expresion para la
energia en el campo de acoplamiento.

La energia almacenada en un campo conservativo es una funcion del
estado que tienen las variables del sistema y no de la manera en que
estas lo alcanzan. En particular, si se fija la posicion de los sistemas
mecanicos asociados con el campo, se tiene que W,,,, = 0y la energia

suministrada desde el sistema eléctrico estd dada por (1.3-15) como:

J
Wr = fz € Ldt (1.3-16)
=1

Considerando el sistema electromecanico con excitacidn Unica
) da ,
mostrado en la figura 1.3-2, ef = =Y (1.3-16) sera:

W, =fid/1 (1.3-17)
En la figura 1.3-4 se muestra la relacibn A-i para un sistema
electromagnético con excitacion Unica. El area a la izquierda esta
descrita por la ecuacién (1.3-17) y representa la energia almacenada en
el campo en el instante en que 1 =1, e i =i,. El &rea a la derecha en
esta curva es llamada coenergia y es expresada como:

(1.3-18)

W, = i — W, (1.3-19)
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A
ha

m /o

|

e |

dh |

|

|

o di ia i

Figura 1.3-4 Energia almacenada y coenergia en un campo magnético.

La coenergia es una cantidad utilizada para obtener la expresion de la
fuerza electromagnética. En un sistema magnético lineal la relacion A- i

es una linea recta, y entonces W;= W..

El desplazamiento x define completamente la influencia del sistema
mecanico sobre el campo. Sin embargo, puesto que A e i estan
relacionadas, solamente una se necesita junto con x para describir el
estado del sistema electromecanico. Si x e i son seleccionadas como
variables independientes, la energia del campo y los enlaces de flujo se

expresan como:

Wr = We(i x) (1.3-20)
A=A ,x) (1.3-21)
Donde:
aA(i, oA (i, 3
a1 = 203 ;oA (1.3-22)
i 0x
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Sidx =0:

dA(i, x) (1.3-23)

dA = Y di

Sustituyendo (1.3-23) en (1.3-17), se obtiene la energia almacenada en

el campo:

. OAGL) . i, 9AEx) .
W, (i, x) = [i = di = fof af‘ dE (1.3-24)

La coenergia en términos de i y x puede ser evaluada de (1.3-18). Asi:
We(i,x) = [AG,x)di= [J A x)dE (1.3-25)

Con 1y x como variables independientes se tiene:
W = Wr(4,x) (1.3-26)
i=i(4,x) (1.3-27)
La energia del campo evaluada de (1.3-17) queda:

W,(4,x) = [i,x)dA= [, i(§x)dé (1.3-28)

Para obtener la coenergia con 1y x como variables independientes, se

necesita expresar di en términos de dA. De (1.3-27) se tiene:

9i(A.x)

di(1,x) = =

o ai((;;.x) dx (1.3-29)

Con dx =0, (1.3-18) sera:

N di(Ax)
We(a,x)= [2 =

_ (A 0i(Ex) -
L d§ (1.3-30)
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En un sistema electromagnético lineal con excitacion tunicay dx = 0, se

tiene:
AL, x) = L(e)i (1.3-31)
L(x) = 22 (1.3-32)

Sustituyendo en (1.3-24) se obtiene:
W (i, x) = (3) L(x)i2 (1.3-33)

En el caso de un sistema electromagnético multiexcitado, la energia del

campo se obtiene evaluando la siguiente relacién con dx;, = 0:
wy=[%]_,id (1.3-34)

Debido a que los campos de acoplamiento son considerados
conservativos, (1.3-34) puede evaluarse independientemente del orden

en que los enlaces de flujo o corrientes son traidos a sus valores finales.

1.3.2 Fuerza electromagnética

En un sistema electromagnético la ecuacion de balance de energia

puede ser escrita como:
YK _ foxdxy = zjzli] di; —dw; (1.3-35)
Con i; y x; seleccionadas como variables independientes se tiene:

Wf = Wf(il'"“i];'\'lv“"'\.k’) (13'36)
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A] Z/lj(il,...,ij;xl,...,xk) (13-37)

Donde:
dw, = z} o =L di, + ¥K_ 16"‘ dx; (1.3-38)
dy =¥ _ 10 %% din + XX 1a 2 dx (1.3-39)

Sustituyendo (1.3-38) y (1.3-39) en (1.3-35) se obtiene:

R e (1.3-40)
3 2 7=

dxy axp

La notacion funcional (iy,...,ij;xy,...,x;) se abrevia como (i;,x;). La
ecuacion (1.3-40) puede ser usada para evaluar la fuerza en la Kesima
terminal mecanica de un sistema electromecanico con campos

magnéticos acoplados con i; y x, como variables independientes. Una

segunda ecuacion para la fuerza electromagnética se obtiene de la

expresion para la coenergia en un sistema multiexcitado como:

W, =3 i4—w (1.3-41)

Con i; y x, como variables independientes, la derivada parcial con

respecto a x, es:

aw. _ =3 04;(ijixp)  OWy(ijixk) (1.3-42)
Oxy Jj=1 Y dxy Oxy

Igualando las ecuaciones (1.3-42) y (1.3-40) se obtiene:

Fore (i) = el (1.3-43)

dxy
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Si el sistema magnético es lineal entonces W, = W;. En un sistema
rotacional, f,, Y x;, son remplazadas con el torque electromagnético
T, Y con el desplazamiento angular 6,, respectivamente. Asi, el

torque electromagnético queda como:

i " . 0A;(i:6k) OW(i:0) _
Tex(i,00) = Zjy § 26k o faei : (1.3-44)

. 3 OW,(i;:6k) i
Tor(is:05) = Tkk (1.3-45)

1.4 DEVANADOS DE MAQUINA Y FMM EN EL
ENTREHIERRO

Para obtener una expresion para la FMM en el entrehierro de una
maquina de induccién se considerard una maquina sincrona elemental
trifasica, de rotor cilindrico, de 2 polos, y conexién en Y, como se
muestra en la figura 1.4-1. Una vez determinada la FMM en el
entrehierro para este tipo de maquina, puede ser modificada para
adecuarla en maquinas de induccion. El analisis se apoya en los
siguientes conceptos:

e Devanados de estator trifasicos y simétricos.
e Leyde Ampere.
e Devanados distribuidos senoidalmente.

e Grupo de corrientes de estator trifasicas balanceadas en estado

estable.

En la maquina sincrona trifasica los devanados se encuentran
empotrados en ranuras alrededor de la circunferencia interior del

miembro estacionario, cada devanado de fase esta desplazado 120°
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con respecto a cada uno de los otros. El devanado de campo esta en el
miembro rotatorio. Cada devanado de fase es idéntico a cada uno de
los otros: igual resistencia, igual nimero de vueltas. En la figura 1.4-1
se asumié que cada bobina del estator se extiende n radianes para una
maquina de 2 polos. El lado de la bobina representado con circulo y una
x indica que la direccion positiva de la corriente es entrando al papel. El
lado de la bobina representado con circulo y un punto indica que la
corriente esta saliendo del papel. Cada bobina del estator contiene n,

conductores. En el caso del devanado f;, cada bobina consiste de ny

conductores. El nimero total de vueltas de cada devanado estd dado
por el producto de n. y el nimero de lados de bobina que llevan corriente

en la misma direccion.

eje bs

Figura 1.4-1 Maquina sincrona elemental: trifasica, 2 polos y conexion Y.
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Donde &, y @, denotan un desplazamiento angular a lo largo de la
superficie del estator y del rotor, respectivamente. La velocidad y el
desplazamiento angular del rotor son w, y 6,, respectivamente. Los

desplazamientos angulares se relacionan como:

b, = O, +6, (1.4-1)
Para simplificar el andlisis se considera solamente uno de los

devanados del estator a la vez, como se muestra en la figura 1.4-2.

eje
as’ 1
f _c
. | as’ [
360° o 180 ) |
— ! . ——e—
HA H| —HAT
[ [
v | |
i i
L _L_
as e b
hse—
(a) (b)

Figura 1.4-2 El devanado as. (a) Direccion de H; (b) diagrama desarrollado.

En el entrehierro, la intensidad de campo H y la densidad de flujo B

tienen direccion radial, y la magnitud es una funcion del angulo @,

entonces:
H(r, ¥s,z) = H,(®s)d (1.4-2)
B, (®s) = poH,(®s) (1.4-3)

Usando la ley de Ampere se determina la forma de la FMM en el
entrehierro debido al devanado as. Esta, plantea que:

$H dl=i (1.4-4)

Donde i es la corriente total encerrada por la trayectoria de integracion,

como se muestra en la figura 1.4-2b.
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La onda de FMM en el entrehierro para el devanado as, denotada

como FMMas se muestra en la figura 1.4-3.

eje as

- 2ncias
L‘ ’—‘ + ncias
f + 0
360° \_‘ 180° ’J 1 _ncias
T 2ncias

s«

Figura 1.4-3 FMM en el entrehierro debido al devanado as.

Las ondas de FMM debido a los devanados b, Y c,, son idénticas a la
FMMas pero desplazadas a la izquierda 120° y 240° respectivamente.
Los ejes ag, bg Y ¢, estan posicionados en el centro del maximo positivo
de la onda de FMM producida por las corrientes que entran a los
devanados. La FMM producida por los devanados de fase del estator es
una aproximacién de una funcion senoidal de @,. Las maquinas
eléctricas son disefiadas para que los devanados de estator produzcan
una buena aproximacion senoidal de una FMM en el entrehierro con
respecto a @, para minimizar los arménicos de voltaje y corriente. Para
obtener dicha aproximacion, los devanados son distribuidos
senoidalmente. El devanado as distribuido senoidalmente y la FMMas

senoidal se muestran en la figura 1.4-4.
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‘heje as

. Conductores
- Np=Ns/2
: ; ' L
360° 270" 180° ap® Ps
(a)
~ eje as
FMMas=Ns ias cos §js —
as as’
360° 270° 180° 90°
(b) Ps e

Figura 1.4-4 Distribucion senoidal. (a) Distribucion equivalente del devanado as, (b)

FMM debido al devanado as equivalente.

La distribucién del devanado as puede ser escrita como:
Ngs = Npsin®;; 0<d <m (1.4-5)
Ngs = —Nysindg; < d; <2m (1.4-6)
Donde N; es la densidad de conductores en vueltas/radian.
Si N; representa el numero de vueltas equivalente del devanado
distribuido senoidalmente, entonces:
Ng = J ansinCDS do, = 2N, (1.4-7)
0

Aplicando ley de Ampere a la forma de onda de la figura 1.4-4b se

obtiene:
FMM_s = (3)Nsigs cos ®s (1.4-8)
Por lo tanto:
FMM,s = ()Nsips cos(®s — ) (1.4-9)
FMM, = (%)Nsics cos(Ps + %n) (1.4-10)
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La FMM en el entrehierro total producida por las corrientes de estator
es la suma de las FMM individuales, dadas por (1.4-8)-(1.4-10):
FMM, = (%) [igs COSDs + ips cos(Ds — 23—") + ics cos(®s + 2?")] (1.4-11)

En condiciones balanceadas y en estado estable, las corrientes del

estator se expresan como:

Ios = V2 I, cos(wet + 0,;(0) (1.4-12)
Ips = V2 I5 cos(wet — = + 0,(0)) (1.4-13)
Ies = V2 I, cos(wet + T+ 0,(0) (1.4-14)

Donde 6,;(0) es el angulo de fase en t=0 s. Sustituyendo las corrientes

en (1.4-11), se obtiene:
FMM; = (%) V2 I G) cos(w,t + 8,;(0)- Os) (1.4-15)

La expresion anterior describe una onda senoidal de FMM en el
entrehierro con respecto a @, que rota alrededor del estator con una
velocidad angular w, en direccion contraria al movimiento de las
manecillas del reloj, similar a un par de polos magnéticos rotando. Para

una maquina de P-polos se tiene que:

FMMe = () igs cos? ®s (1.4-16)
FMMy, = () ips cos(z ®s — ) (1.4-17)
FMM_ = (%) ics COS(; ®s + = (1.4-18)
Con corrientes balanceadas y estado estable, la FMM total sera:
FMM; = (%) V2 I G) cos(w,pt + 8,;(0)- g ds) (1.4-19)
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1.5 INDUCTANCIAS DE DEVANADOS Y ECUACIONES
DE VOLTAJE

El arreglo de devanados de una maquina de induccion trifasica,
simétrica, 2 polos y conexion en Y se muestra en la figura 1.5-1. Los
devanados de estator idénticos tienen nimero de vueltas equivalentes
N, y resistencia r;. El rotor puede ser de tipo devanado o jaula de ardilla,
es aproximado con un nimero de vueltas equivalentes N, y resistencia
1. El entrehierro g de la maquina de induccién es uniforme. En el
andlisis siguiente se asume que los devanados de estator y rotor se
pueden aproximar como devanados distribuidos senoidalmente. Se usa
la méquina sincrona elemental trifasica, 2 polos para obtener las
inductancias de los devanados. Estas relaciones de inductancias
pueden ser facilmente alteradas para describir los devanados de la

maquina de induccion.

Figura 1.5-1 Maquina de induccion trifasica, simétrica, 2 polos y conexién en Y.
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De (1.4-3):

B,(®s,6,) = uo — “"“;“’SJ (1.5-1)

Donde g es la longitud uniforme del entrehierro. La densidad de flujo
debido a la corriente i, en el devanado as, con las otras corrientes igual

a cero, se obtiene sustituyendo (1.4-8) en (1.5-1).

B.(®s,6,) = o F:\-!Ml;s(ﬁbs} _ (Mo ,-vsl;;(‘oscbs) (1.5-2)

Similarmente, la densidad de flujo debido a la corriente i, en el
devanado bs, con las otras corrientes igual a cero, es:

(1.5-3)

. . 27
FMMps(®s) _ Ho Nsinscos(®s - )
2g

Br(q)s-er) = Ho )

Por lo tanto, con todas las corrientes igual a cero, excepto i.,, Se tiene:
FMMs(®s) Mo Ngipscos(Ps + 2—'-r) . (1.5-4)

( =)

g 29

By (®s,6,) = po

La FMM en el entrehierro debido a la corriente ir; fluyendo en el

devanado de campo f, es:

—Nfifqsin@, -
FMM,, = —[2500 (1.5-5)

La densidad de flujo debido a if,4, con las otras corrientes igual a cero,

es:

FMM —UoNfifgsin®, -
Br(0,) = po 1t = KL (1.5-6)

El flujo ligado por una espira simple de un devanado del estator que se

extiende r radianes y que se localiza a un angulo @, desde el eje as es:

0(0.,6,) = [ B.(£,6,) r L d¢ (1.5-7)

Os
Donde [ es la longitud axial del entrehierro de la maquina, r es el radio
de la circunferencia interior del estator y ¢ es una variable muda de
integracion. Los enlaces de flujo de un devanado completo se obtienen

sumando los flujos ligados por cada espira, por lo tanto, se integra sobre

todos los lados del devanado que llevan corriente en la misma direccion.
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Los enlaces de flujo totales en el devanado as debido a la corriente i,

son:

Aas = Lisigs + JNas(Os) o(OSver) dos

Os+m

Aas = Lisigs + f Ngs(Ds )f B,.(&,0,)rld& dOs (1.5-8)

Donde L es la inductancia de dispersién debida al flujo disperso en los
extremos de los devanados. Sustituyendo (1.5-2) y (1.4-6) con N,

remplazado por % en (1.5-8) produce:

2n Os+m
N ) L N i
B Bad.— f — sin0, f (“"2—"55) rldé do.
(3 Os g

2 Ligs .
Aas = Ligigs + ( ) o i (1'5 9)

La inductancia propia del devanado as se obtiene dividiendo (1.5-9)
entre i, Asi:
e Bw . §. (¥)z"#£+” (1.5-10)

as

Lasas

La inductancia mutua entre los devanados a, y b; se determina primero
calculando el flujo ligado por el devanado as debido a la corriente ij;.
En este caso se desprecia el acoplamiento magnético que pudiera

ocurrir en los extremos de los devanados. Entonces:

= [ Noe(02) J3 ™ B (5,6,)rl d¢ do, (1.5-11)
Sustituyendo (1.4-14) y (1.5-3) en (1. 5—11) produce:
_ ANLSIHO f05+rr l(o\'slbsCOS(E = ) rlde do, (1.5-12)

Por lo tanto, La inductancia mutua entre los devanados ag y b se
obtiene evaluando (1.5-12) y dividiendo el resultado entre i,,. Esto da:
Aas nuorl (1.5-13)

Lasbs - ; = _(_)2
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La inductancia mutua entre los devanados as y f; se determina

sustituyendo (1.5-6), expresada en términos de (®; — 6,) en (1.5-11).

Entonces:

Ags = jf”%sinos foi”"‘i”ﬁwrz ddo, (1.5-14)
Evaluando y dividiendo entre ir; se obtiene:

Lasra = 32 = (PEH M (1.5-15)

La inductancia propia del devanado de campo se obtiene primero
evaluando el flujo ligado por el devanado f; con todas las corrientes
igual a cero excepto if;. Entonces, considerando el devanado
distribuido senoidalmente y la densidad de flujo expresada por (1.5-6),
se tiene:

. 3n/2N @p+mT uoNrifgsing -
Afd e Llfd l-fd + L —ZLCOS Or for Ko ng Srl d{d@y (15 16)

Evaluando (1.5-16) y dividiendo entre i¢; se obtiene:

_ Afd _ Nf\2 Biorl 1.5-17
Leara = ira Lipg + ( 5) - ( )

Donde L;¢4 es la inductancia de dispersion del devanado de campo.

Las inductancias propias del estator L .,s, Lpsps Y Leses SON iguales:

Lasas = Lis + L (1-5‘18)
Donde L,,; es la inductancia de magnetizacion del estator. Se expresa:
Lpps = (%)2 m“;rl (1.5-19)

Las inductancias mutuas de estator a estator L,gps, Lascs Y Lpses SON
iguales:

1
Lasps = _(E)Lms (1-5'20)

Las inductancias propias del rotor Lg,qr, Lprpr Y Lerer SON iguales:
Larar = Llr it Lmr (1-5'21)
Donde L,,, es la inductancia de magnetizacién del rotor. Se expresa

como:
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Ly = %)2 71'!;07'1 (1.5-22)

Las inductancias mutuas de rotor a rotor L4y, Larer Y Lprer SON iguales:

1.
Lorpr = _(E)Lmr (1-5'23)

Las inductancias mutuas entre los devanados del estator y el rotor L,

Lbsbr y Lcscr son iguales con:

Lgsar = Lsy cosb, (1.5-24)
También Ly, Lpser Y Lesar SON iguales con:

Laspr = Lgy cos(6, +2?7T) (1.5-25)
Finalmente L., Lpsar Y Lespr SON iguales con:

Lgser = Lgy cos(6; _ZFIT) (1.5-26)
Donde:

Ns Ny il -

Ly =G ”“90' (1.5-27)
Las ecuaciones de voltaje para la maquina de induccién son:

Vas = Tyigs + 228 (1.5-28)

Vps = Tyips + 225 (1.5-29)

Ves = Tyigs + 5 (1.5-30)

Vgr = rriar -+ % (15-31)

Vpr = Tyipy + 52 (1.5-32)

Ver = Tyicy + 25 (1.5-33)

Donde 7y es la resistencia de cada devanado de fase del estator y r;. es

para los del rotor. Asi, los enlaces de flujo 1, pueden ser escritos como:
Aas = Lasasias + Lasbsibs + Lascsi-cs + Lasari-ar + Lasbribr + Lascri-cr

Aqui se observa la complejidad de las ecuaciones de voltaje debido a

la variacién en el tiempo de las inductancias mutuas entre los circuitos

de estator y del rotor (circuitos en movimiento relativo).
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Capitulo 2
TEORIA DE MARCOS DE REFERENCIA

2.1 ANTECEDENTES

En el capitulo 1 se obtuvieron las ecuaciones diferenciales de voltaje
que describen el funcionamiento de una maquina de induccion, y se
observé que las inductancias son funciones de la velocidad del rotor,
entonces los coeficientes son variables en el tiempo excepto cuando el
rotor estd detenido. Un cambio de variables es usado para reducir la
complejidad de estas ecuaciones diferenciales.

A finales de los 20, R. H. Park introdujo una nueva aproximacion para
analizar maquinas eléctricas. Formul6 un cambio de variables que
remplaza voltajes, corrientes y enlaces de flujo asociados con los
devanados de estator de una maquina sincrona, con variables de
devanados ficticios en el rotor. Es decir, transformé o refirié las variables
de estator a un marco de referencia fijado en el rotor. La transformacion
de Park revolucioné el analisis de maquinas eléctricas; tiene la Unica
propiedad de eliminar todas las inductancias variables en el tiempo de
las ecuaciones de voltaje de la maquina sincrona, que ocurren por:

1. Circuitos eléctricos en movimiento relativo.
2. Circuitos magnéticos con reluctancia variable.

A finales de los 30, H. C. Stanley emple6 un cambio de variables en el
andlisis de maquinas de induccién. Mostr6 que las inductancias
variables en el tiempo en las ecuaciones de voltaje de una maquina de
induccién podian ser eliminadas transformando las variables asociadas

con los devanados del rotor, a variables de devanados estacionarios
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ficticios. En este caso, las variables del rotor son transformadas a un
marco de referencia fijado en el estator.

G. Kron introdujo un cambio de variables que elimina las inductancias
mutuas que varian con el tiempo de una maquina de induccién
simétrica, transformando las variables de estator y las del rotor a un
marco de referencia que rota en sincronismo con el campo magnético.

D. S. Brereton emple6 una transformacion de las variables de estator a
un marco de referencia fijado en el rotor (Transformacion de Park
aplicada a la maquina de induccion), esta elimina las inductancias que
varian con el tiempo de una maquina de induccién simétrica.

En 1965 se not6 que todas las transformaciones antes mencionadas,
usadas en el andlisis de maquinas de induccion, estan contenidas en
una transformacion general que elimina todas las inductancias variables
en el tiempo, refiriendo las variables de estator y rotor a un marco de
referencia que rota a alguna velocidad angular o permanece
estacionario. A este marco de referencia se le llamo6 marco de referencia

arbitrario.

2.2 ECUACIONES DE TRANSFORMACION: CAMBIO DE
VARIABLES

La transformacién al marco de referencia arbitrario es un cambio de
variables. Aplicada, a variables trifasicas de elementos de circuitos

estacionarios se expresa como:

fqaos = Ksf aves (2.2-1)
Donde:

(fqaos)™ = Usgs fas fos) (2.2-2)

(Faves)" = [fas fos fes] (2.2-3)
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cosf cos(f — %‘T) cos(0 + 2?”:)
K.— (g) sinf sin(@ _2?71.) sin(8 + %n) (2.2-4)

1 1
2 2

w=2 (2.2-5)

T at
La transformacion inversa es:

cos B sin @ 1
cos(8 — %”) sin(0 —2) 1

cos(8 + %ﬂ) sin(8 + 2?'7:) 1

(K™ = (2.2-6)
En las ecuaciones anteriores, f puede representar: voltaje, corriente,
enlaces de flujo o carga eléctrica. El superindice T denota la transpuesta
de una matriz. El subindice indica variables, parametros y la
transformacion asociada con circuitos estacionarios.

El marco de referencia puede rotar a una velocidad constante, variable
0 puede permanecer estacionario (velocidad cero). Esta, se selecciona
arbitrariamente para una rapida resolucion del sistema de ecuaciones o
para satisfacer los requerimientos del sistema. La transformacion puede
ser aplicada a variables con cualquier forma de onda y secuencia de
tiempo. En particular, es apropiada para una secuencia abc.

La transformacion de ecuaciones se puede visualizar como relaciones
trigonométricas entre variables, como se muestra en la figura 2.2-1. En
particular, las ecuaciones de transformacién pueden ser imaginadas
como si las variables fqs y fas estan dirigidas a lo largo de trayectorias
ortogonales entre si y rotando a una velocidad angular w, en donde fas,
fos Y fcs SON las variables con trayectorias estacionarias desplazadas
120° entre si. Si fas, fos, Y fcs S€ resuelven en el eje fgs, la primera fila de
(2.2-1) se obtiene, vy si fas, fos, ¥ fcs S€ resuelven en el eje fgs, la segunda
fila se obtiene. Las variables fos se relacionan aritméticamente con las

variables abc, independientemente de 6.
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fas, fos ¥ fes NO son fasores, son cantidades instantaneas y pueden ser
cualquier funcion del tiempo. En la figura 2.2-1, se muestra la
transformacion cuando se aplica a maquinas de c.a., la direccion de fas,
fos ¥ fcs representan la direccion de los ejes magnéticos de los
devanados de estator. La direccion de fgs, y fas representan la direccion
de los ejes magnéticos de los “nuevos” devanados, creados por el

cambio de variables.

fbs ;\’
7

fas

fcs fds

Figura 2.2-1 Transformacion de circuitos estacionarios representada por relaciones

trigonométricas.

2.3 VARIABLES DE CIRCUITO ESTACIONARIO
TRANSFORMADAS AL MARCO DE REFERENCIA
ARBITRARIO

Se considerardn unicamente elementos de circuito inductivo y resistivo.

Elementos Resistivos
Para un circuito trifasico resistivo se tiene:

Vaves = Tslaves (2.3-1)
De (2.2-1) se obtiene:

Vgaos = Ks1s(Ks) tigaos (2.3-2)
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Todos los devanados de fase de una maquina de induccién simétrica
estan diseflados para tener la misma resistencia. Si los elementos de

la matriz diagonal rs son iguales, entonces:

Ksrs(Ks)_1 =T (2.3-3)
Asi, la matriz de resistencias asociada con las variables en el marco de
referencia arbitrario es igual a la de las variables actuales, si cada fase
del circuito actual tiene la misma resistencia. Si las resistencias de fase
son diferentes (desbalanceo o asimétricas), la matriz contiene funciones

senoidales de 6, excepto cuando w=0.

Elementos inductivos

Para un circuito trifasico inductivo se tiene:
— d(abes) (2.3-4)

dt
De (2.2-1) se obtiene:
d [(Ks)_llqdos] (23'5)

dt

vabcs

Vgaos = Ks

Que puede escribirse como:

Vgaos = K (252) Aga0s + K (k)2 Ladee (2.3-6)
Desarrollando la ecuacion (2.3-6) se obtiene:

Vados = @OAags +%ﬂ°s (2.3-7)
Donde:

(Aags)" = [Aas —gs O] (2.3-8)
Escribiendo (2.3-7) en forma expandida se obtiene:

Vs = WAgs + ";gs (2.3-9)

Vas = —whgs + % (2.3-10)

Vs = o (2.3-11)

dt
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El primer término de lado derecho en (2.3-9) y (2.3-10) es referido como
“voltaje velocidad”, siendo w la velocidad angular del marco de
referencia arbitrario. Dado que (2.3-4) es vélida en general, de (2.3-9) a
(2.3-11) son vélidas sin importar si el sistema es magnéticamente lineal
0 no lineal. Para un sistema magnético lineal, los enlaces de flujo
pueden expresarse como:

Aabes = Lslapes (2.3-12)
Entonces, los enlaces de flujo en el marco de referencia arbitrario
pueden escribirse como:

Aqaos = KsLs(Ks) ™ Yigaos (2.3-13)
Para expresar un circuito trifasico inductivo en el marco de referencia
arbitrario se debe: especificar la matriz de inductancias, evaluar (2.3-13)
y sustituir los enlaces de flujo resultantes A4, 445 Y 405 €n las ecuaciones
de voltaje de (2.3-9) a (2.3-11).

Una matriz de inductancias comin en maquinas de induccion tiene la

forma:
LlS + Lms % %
Li= =2 Lgtly = (2.3-14)
%ms % Lls B Lms

Donde L es la inductancia de dispersiony L., es la de magnetizacion.

Para L; dada por (2.3-14) se tiene:

3
Lis + ELms 0 0
KL (K)™' = 0 Lis+2Lms O (2.3-15)
0 Ljs

Por lo tanto, en un sistema simétrico, K;Ls(K)™! produce una matriz
diagonal desacoplada magnéticamente en todos los marcos de

referencia.
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2.4 TRANSFORMACION DE UN ARREGLO TRIFASICO
BALANCEADO

Un arreglo trifasico balanceado de secuencia abc se define como un
arreglo de cantidades senoidales de amplitud igual, que estan

desplazadas 120° entre si.

fas = V2f,. cos Ber (2.4-1)
fos = V2f; cos(8ep — 5) (2.4-2)
fes = V2f; c05( 6y +3) (2.4-3)

Donde fs puede ser una funcién de tiempo y:
We = - (2.4-4)

dt

Sustituyendo de (2.4-1) a (2.4-3) en la transformacién al marco de
referencia arbitrario (2.2-1) produce:

fas = V2f; cos(8; — 6) (2.4-5)
fas = —V2f;sin(6e; — 6) (2.4-6)
fos =0 (2.4-7)

La suma del arreglo trifasico balanceado es igual a cero, las variables
fos son cero. Las variables gs y ds forman un arreglo bifasico balanceado
en todos los marcos de referencia, excepto cuando w = w,. En este
ultimo caso se dice que el marco de referencia rota sincronicamente, las
cantidades gs y ds seran:

f& = V2f; cos(6.p — 6,) (2.4-8)
f& = —V2f; sin(6.; — 6,) (2.4-9)
Donde 6, y 6. tienen la misma velocidad angular w,. Entonces, (6.5 —
6.) es una constante que depende del valor inicial de las variables que

estdn siendo transformadas y de la posicion inicial del marco de

referencia.
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Por lo tanto, las ecuaciones (2.4-8) y (2.4-9) indican que un arreglo
trifasico balanceado, aparecerd como constantes en dicho marco de

referencia.

2.5 RELACIONES DE FASORES EN ESTADO ESTABLE
BALANCEADO

En condiciones de estado estable balanceado, w, es constante y (2.4-
1) a (2.4-3) pueden expresarse como:
E,s = V2E, cos[w, t + 0,7(0)] = Re[V2ZE, e (el @et] (25-1)

Fbs = VfEES COS[O)e t L eef(o) — 2?”] = Re[\‘le;;ej(igef(o)‘&?)engt] (2.5-2)

F.s =V2F, cos[w, t + 6,7(0) + 2?7(] = Re[2E, e/ @ef @+3) gjwet] 2:5-9)

Donde 6.£(0) es la posicion angular inicial de las variables trifasicas. Si
la velocidad del marco de referencia arbitrario es una constante no
especificada, entonces para condiciones de estado estable
balanceadas (2.4-5) y (2.4-6) pueden expresarse como:

Fps = \'iﬁs cos[(we —w) t + eef (0) — 6(0)]

Fpe = Re[v‘iFsej(eef(o)_e(o))ej(“’e‘w)t] (2.5-4)

Fas = —V2E sin[(w, — @) t + 6,,(0) — 6(0)]

- Re[I'\‘,le:;ej(99}'(0)—9(0))8]'(_we—w)t] (2.5-5)
De (2.5-1), el fasor que representa las variables as es:

F,; = E.el%f(©) (2.5-6)
De (2.5-4) y (2.5-5) se obtiene:

E — 1.-591'[%;(0)—9(0)] (2.5-7)

Fas = jFys (2.5-8)

Si la posiciéon del marco de referencia en el tiempo cero es 8(0) =0,
entonces de (2.5-6) y (2.5-7) se obtiene:
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as = E (2.5-9)

Y

Asi, en todos los marcos de referencia rotando asincrénicamente w #
w, con 8(0) =0, los fasores que representan a las variables as y gs son
iguales. Por lo tanto, en condiciones de estado estable balanceado, el
fasor que representa las variables de una fase necesita solamente ser
cambiado con objeto de representar las variables en las otras fases. En
el marco de referencia rotando sincrénicamente w = w, y si 6(0) =
6.(0), entonces de (2.5-4) y (2.5-5) se obtiene:

Ff = Re[2F,e/[%es(0)=6:(0)]] (2.5-10)

FE. = Re[j\2F,e[6er ©-6(0)]) (2.5-11)
Si la posicion del marco de referencia en el tiempo inicial es cero:

Fi = V2F, cos 6.7(0) (2.5-12)

F§, = —2F; sin6,;(0) (2.5-13)
Comparando (2.5-6) con (2.5-12) y (2.5-13) se obtiene:

V2T = ES — jFL. (2.5-14)
Puesto que F,; = Fy5, (2.5-14) relaciona las variables del marco de

referencia rotando sincréonicamente con el fasor en todos los marcos de

referencia.

2.6 MARCOS DE REFERENCIA COMUNMENTE
USADOS

Aunque el comportamiento de una maquina de induccion simétrica
puede ser descrito en cualquier marco de referencia, hay tres que son
comunmente empleados: el marco de referencia estacionario, el marco
de referencia en el rotor y el marco de referencia rotando en sincronismo

con el campo magnético.

44


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

Las ecuaciones de voltaje para todos los marcos de referencia pueden
ser obtenidas de aquellas en el marco de referencia arbitrario asignando
la apropiada velocidad a w. Esta es w = 0 para el marco de referencia
estacionario, w = w, para el marco de referencia en el rotor y w = w,
para el marco de referencia rotando sincrénicamente. Generalmente,
las condiciones de operacion determinan el marco de referencia mas
conveniente para propositos de andlisis y/o simulacion. Si los voltajes
de estator estdn desbalanceados y los del rotor estan balanceados o
son cero, el marco de referencia estacionario seria usado para simular
el funcionamiento de la maquina de induccion. Si los circuitos externos
del rotor estan desbalanceados pero los voltajes aplicados al estator
estan balanceados, entonces el marco de referencia fijado en el rotor es
el més conveniente. Cualquiera de los marcos de referencia,
estacionario o rotando sincronicamente, es usado para analizar
condiciones simétricas o balanceadas. El marco de referencia rotando
sincrénicamente es particularmente conveniente para la simulacién de
operacion balanceada en las maquinas de induccion simétricas, porque
las variables son constantes durante la operacion en estado estable y
varian solamente cuando un disturbio en el sistema ocurre, por ejemplo,
un cambio en el torque de carga, un cambio simétrico en el voltaje o una
falla trifasica simétrica. El marco de referencia rotando sincrénicamente
es también conveniente cuando se incorporan las caracteristicas
dinamicas de una maquina de induccién dentro de un programa de
computadora, usado para estudiar la respuesta transitoria y la

estabilidad dinamica de sistemas de potencia grandes.
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) Capitulo 3 )
MAQUINA DE INDUCCION SIMETRICA

3.1 ANTECEDENTES

La méaquina de induccion es usada en una amplia variedad de
aplicaciones como un medio de convertir potencia eléctrica a trabajo
mecéanico. Bombas, fabricas, grias son unas pocas aplicaciones de
grandes motores de induccidn. Por otra parte, servomotores bifasicos
se usan en sistemas de control, motores de induccién monofasicos se
usan en aplicaciones domesticas asi como en herramientas de mano y
de taller. La maquina de induccion es “el caballo de batalla’ de la
industria de potencia eléctrica. El material presentado en este capitulo
es fundamental para el analisis de maquinas de induccion en la mayoria
de los sistemas de potencia y en aplicaciones de control de frecuencia

variable.

3.2 ECUACIONES DE VOLTAJE EN VARIABLES DE
MAQUINA

Observando la maquina de induccion trifasica simétrica, 2 polos y
conectada en Y, que se muestra en la figura 3.2-1, los devanados de
estator son idénticos, distribuidos senoidalmente, desplazados 120°,
con N vueltas equivalentes y resistencia r;. Los devanados del rotor
también son considerados idénticos, distribuidos senoidalmente,
desplazados 120° con N, vueltas equivalentes y resistencia r.. La

direccion positiva de los ejes magnéticos de los devanados de estator
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coincide con la direccion de fas, fos ¥ fcs, cOMo se especific en la

ecuacion de transformacion mostrada en la figura 2.2-1.

Figura 3.2-1 Maquina de induccion trifasica, simétrica, 2 polos y conexién en Y.

47


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

Las ecuaciones de voltaje en variables de maquina pueden ser

expresadas como:

. dAap 3.2-1
Vabes = I'slabes + (;itCS ( )

ddaber (3.2-2)

Vaper = rriabcr +
Donde los subindices s y r denotan variables y parametros asociados
con los circuitos del estator y del rotor, respectivamente. rg y r,. son
matrices diagonales, cada una con los elementos iguales. Para un
sistema lineal magnéticamente, los enlaces de flujo pueden ser

expresados como:

Aapes _  Ls Ly igpes (3.2-3)
Aaver (L))" Ly laper
Donde:
Lis +Lms ~— —2 —
Li= =2 Lgtly = (3.2-4)
-
L+ Ly 2
= =2 Bptle (3.2-5)
e =B Ly + L
cos 0, cos(6, + Z?H) cos(6, — ZTH)
b= L. vasllh, —%n:) cos @, cos(8, +2?”) (3.2-6)
cos(6, + 2?”) cos(6, — %n) cos 0,

Donde L, y L,,s SON, respectivamente, la inductancia de dispersion y la
de magnetizacion de los devanados del estator; L;, y L,,, son para los
devanados del rotor, Lg, es la amplitud de la inductancia mutua entre los
devanados de estator y de rotor.

La mayoria de las maquinas de induccién son de rotor tipo jaula de
ardilla en lugar de bobinas devanadas. En las aplicaciones su

comportamiento puede ser descrito adecuadamente, con un devanado
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trifasico equivalente. Para expresar las ecuaciones de voltaje en
variables de maquina, se refieren todas las variables del rotor a los

devanados del estator con la apropiada relacion de vueltas.

¢ N
laber = (E_)labcr (3.2-7)
’ ..\Ys
Vaper = (_,\_,'_)vabcr (3.2-8)
’ .,\Ts_
Agper = (;\—,r_)ﬂ-abcr (3.2-9)
De (1.5-19) y (1.5-27) se obtiene la relacion entre L., Yy L,
Ng
Lps = (:\_,Y)Lsr (3.2-10)
Definiendo L'y, = ()L
2 21
cos 6, cos(6, + ?) cos(6, — ?)
— 2n 2
L = L COS(Qr - ?) CcoS 9,, COS(Qr + ?) (32_11)
21 2
cos(6, + ?) cos(6, — ?) cos 6,
De (1.5-19) y (1.5-22) se obtiene la relacion entre L, Y Ly,
Lms = %)ZLmr (32-12)
Definiendo L', = (::—S)ZLr, entonces de (3.2-5) se obtiene:
, 1 1
L T Lms _ELms - ELms
.o 1 ) 1
br= mglme Lutlne —gluns (3.2-13)
1 1 )
_ELmS _ELmS LlT+LmS

Donde L'}, = (IC'—S)ZL,T. Los enlaces de flujo quedan expresados como:

A-a bcs Ls Llsr ia bes (3.2-14)

,

A'abcr - (L;r‘)r L;~ labcr
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Las ecuaciones de voltaje expresadas en términos de variables de

magquina referidas a los devanados del estator son:

' dLs dLg, )
vfzbcs s K dt dt lfzbcs
Vaber d(Lsy)T r’ & dL, iabcr (32-15)
dt T 7
Donde:
. AT
= i)zr,. (3.2-16)

3.3 ECUACION DE TORQUE EN VARIABLES DE
MAQUINA

La energia en las inductancias de dispersion no es parte de la
almacenada en el campo acoplado. Asi, la energia en el campo se
escribe como:

Wy = 3 (lapes)T (Ls = LisDignes + Ganes) Loriaser + 3 (iaver) (Lr = L Digoer 331
Donde I es la matriz identidad. Asumiendo que la maquina es
magnéticamente lineal, la energia del campo W es igual a la coenergia
W, . El cambio de energia mecénica en un sistema rotacional con una
entrada mecanica puede ser expresada como:

dw,, = -T,d0, (3.3-2)
Donde T, es el torque electromagnético (positivo para accion motor) y
0,n» es el desplazamiento angular del rotor. Los enlaces de flujo,
corrientes, Wy y W, estan expresados como funciones del

desplazamiento angular eléctrico 6,.:
r = (g)grm (3.3-3)

Donde P es el numero de polos en la maquina.
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Para una maquina de P-polos:

dw, = —T, (%_) de, (3.3-4)

. awc("vgr) e 1
Gl 8)= (;) a;] (3.3-5)

Lg; y L', no son funciones de 6,, sustituyendo (3.3-1) en (3.3-5) se

obtiene el torque electromagnético en Newton x metro (N-m):

P .. ALsy] .- i
Te = (E)(labcs)rgTr]Labcr (3-3 6)

El torque y la velocidad del rotor estan relacionadas por:
T.=] (i) S +T, (3.3-7)

P/ dt

Donde J es la inercia del rotor (kg-m?), T, es el torque de la carga y es

positivo para una carga en la flecha de la maquina de induccion.

3.4 ECUACIONES DE TRANSFORMACION PARA LOS
CIRCUITOS DEL ROTOR

En el andlisis de las maquinas de induccion se requiere transformar las
variables asociadas con los devanados simétricos del rotor al marco de
referencia arbitrario. La transformacion de las variables trifasicas de los

circuitos del rotor es:

Foaw =Bl oz (3.4-1)
Donde:
(f qaor)T = U far for] (3.4-2)
(Faver)" = Uar for forl (3.4-3)
cosf cos(f—2) cos(f+3)
K, = (g) sinf sin(f—2) sin(f +2) (3.4-4)
Dt
p=6-06 (3.4-5)
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El desplazamiento angular 6 esté definido por (2.2-5) y 6, por:
w, =% (3.4-6)

dt

La transformacion inversa es:
cosf sinf 1

(K,)™! = cos(ﬁ—%) sin(ﬂ—%”) 1 (3.4-7)
cos(B+2) sin(f+3) 1

El subindice r indica las variables, parametros y transformaciones
asociadas con circuitos rotando. Estas ecuaciones de transformacion se
pueden visualizar como relaciones trigonométricas entre cantidades

vectoriales, como se muestra en la figura 3.4-1.

r

s -
ro.T
q \ B Wr
\ 3
&

far / }9"

f'br

1

Fer fdr
Figura 3.4-1 Transformacién para circuitos rotando representada por relaciones

trigonométricas.

Las ecuaciones de transformacion para los circuitos del estator y del
rotor son casos especiales de una transformacion general para todos
los circuitos. Si en g, 6, es remplazado por 6., donde:

W = #0e (3.4-8)

dt
Entonces, la velocidad angular de los circuitos w. puede ser
seleccionada para que corresponda con la de los que estan siendo

transformados, es decir, w. = 0 para el estator y w. = w, para el rotor.
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3.5 ECUACIONES DE VOLTAJE EN VARIABLES DE
MARCO DE REFERENCIA ARBITRARIO

Usando la informacién del capitulo anterior y la seccion anterior, se
conoce la forma de las ecuaciones de voltaje en el marco de referencia

arbitrario. En particular:

Vaaos = Tslgaos + WAgas + 22 (3.5-1)

Vgaor = Trigaor + (@ — @) gy + % (3.5-2)
Donde:

(Aags)” = [Aas —2gs 0] (3.5-3)

Qi) = Agr —1r 0] (3.5-4)

El arreglo de ecuaciones esta completo una vez que las expresiones
para los enlaces de flujo sean determinadas. Sustituyendo las
ecuaciones de transformacion (2.2-1) y (3.4-1) en la ecuacion (3.2-14),
se obtienen las ecuaciones de enlaces de flujo expresadas en variables
qd0 para un sistema magnético lineal:

Aqaos KL (K)™'! KL, (K,)™' Iqaos (3.5-5)

Aqur - Kr(L;r')T(Ks)_l KrL;'(Kr)_l l;ldor

Dado que L, es de la forma (2.3-14), entonces de (2.3-15) se tiene:

Lis+Ly 0 0 (3.5-6)
K.L(K,)™' = 0 Lis+Ly O
0 0 Lis
Donde:
3
Ly = 3 Ly (3-5'7)

Dado que L', es similar en forma a Ly, entonces:

L+ 0 0 (3.5-8)
KrLr(Kr)_l = 0 L'Ir +Ly O
0 0 B
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Puede demostrarse que:

: ) Ly 0 0O (3.5-9)
I(sl'sr(l{r)_1 s I(r(l'sr)r(l{s)_l = 0 Ly O
0 0 0

Sustituyendo (3.5-6), (3.5-8) y (3.5-9) en (3.5-5) se obtienen las
expresiones para los enlaces de flujo. En forma expandida se tiene:

Ags = Lisigs + Ly(igs + igqr) (3.5-10)
Aas = Lisigs + Ly (igs + igy) (3.5-11)
Aos = Lslos (3.5-12)
Aqr = Liyigr + Ly (igs + igr) (3.5-13)
Aar = Lipigy + Lyy(ias + igy) (3.5-14)
Aor = Lyylo, (3.5-15)

Los parametros de las maquinas a menudo estan dados en Ohm o en
por ciento de una impedancia base. Expresando las ecuaciones de
enlaces de flujo en términos de reactancia en lugar de inductancias,

entonces de (3.5-10) a (3.5-15) se escriben como:

Pgs = WpAqs = Xisiqs + Xm(igs + igr) (3.5-16)
Pas = Wplas = Xisias + Xp (ias + iar) (3.5-17)
@os = wplos = Xjslos (3.5-18)
Par = Wpdgr = Xypigr + Xu(igs + igr) (3.5-19)
Par = Wplar = Xipiar + Xp(ias + i) (3.5-20)
Py = tophyy = Kgdye (3.5-21)

Donde w, es la velocidad angular eléctrica base usada para calcular

las reactancias inductivas.
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Las ecuaciones de (3.5-16) a (3.5-21) son enlaces de flujo entre
segundo con unidades de Volt. De (3.5-1) y (3.5-2) se obtienen las

ecuaciones de voltaje en forma expandida:

Vs = Tsigs + = Pas + w—l% (3.5-22)
Vas = Tslas = - Pas + g (3.5-23)
Vs = Tslgs + ﬁd%"’ (3.5-24)
Vor = 1rige + (22) g + 202 (3.5-25)
Var = Trige = (220) g + 22000 (3.5-26)
Vor = Tigy + 22001 (3.5-27)

Las ecuaciones de voltaje y enlaces de flujo por segundo sugieren los
circuitos equivalentes mostrados en la figura 3.5-1.

I's (W/I-VE:) q)ds X"s/ Wh X I)’r/ Wa ((W' Wr;)/l-’l’b) (P Efr r j‘v
P '
+ : = A +
Vgs Igs Xot/we igr Vi
p )% Kifun (- 9)/w)0% 1,
' I
+ . NN S — P +
Vds Ids Xog/wn iar v
Is rr
P o
Vos  ios Xis/ww X/ wp ir v

Figura 3.5-1 Circuitos equivalentes en el marco de referencia arbitrario para una

maquina de induccion trifasica simétrica.

55


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

3.6 ECUACION DE TORQUE EN VARIABLES DE
MARCO DE REFERENCIA ARBITRARIO

La expresion para el torque electromagnético en términos de variables
de marco de referencia arbitrario puede ser obtenida sustituyendo la
ecuacion de transformacion dentro de (3.3-6). Asi:

T, = (£) [(K:) igaos]"

[Zsr] N-1;5 3.6-1
26, () iqaor (36-1)

Esta expresion produce el torque en términos de corrientes como:
- RY o G 7 A -
To = ) () Luligsiar — fasiqr) (3.6-2)
Donde T, es positivo para accion motor. Otra expresion equivalente para

el torque electromagnético en términos de corrientes y flujos para una

maquina de induccion es:

T, = @ (2) &) @asiqs — Pasias) (3.6-3)

3.7 SISTEMA POR UNIDAD

A menudo los pardmetros y variables de las maquinas se expresan en
cantidades por unidad. La potencia base y el voltaje base son
seleccionadas, y todos los parametros y variables se normalizan usando
estas cantidades base. El valor rms del voltaje de fase nominal es
generalmente seleccionado como voltaje base para las variables abc

Vg (anc)» mientras que el valor pico lo es para las variables qd0 Vg(4q0) =
V2 Vs(anc) L@ potencia base puede ser expresada como:
Pp = 3VB(:abc) IB(:abc) (37'1)

3.
Ps = (5)Ve(qa0)!8(qa0) (3.7-2)

Seleccionada la potencia y el voltaje base, la corriente puede ser
calculada de cualquiera, (3.7-1) o (3.7-2) y la impedancia base con:
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Zp = VB(abe) _ 3(VB(abe))® (3.7-3)

IB[abc:l Pp

Ve s ame - Vraaas)? _
ZB — B(qdo) — g)( B‘_qdo_n) (37 4)

IB(qdo) 2 Pp

Las ecuaciones gd0 escritas en términos de reactancias, de (3.5-16) a
(3.5-27), pueden ser facilmente convertidas a por unidad dividiendo los
voltajes entre Vg(4q0), 1as corrientes entre Ig (440, 1as resistencias y las
reactancias entre Zz. Los enlaces de flujo entre segundo tienen
unidades de Volt, son convertidos a por unidad dividiéndolos entre el

voltaje base. El torque base puede ser expresado como:

T, = (2)2_1:) (3.7-5)

Donde w, corresponde a la frecuencia base de la maquina. Si la
expresion del torque dada por (3.6-3) es dividida entre (3.7-5), con (3.7-
2) sustituida por Pg, el torque por unidad sera:

Te = @asigs — Pgslas (3.7-6)
De (3.3-7), el torque inercial T;; para una maquina de P-polos se
expresa como:

Tir = JG)5E (3.7-7)

Donde w, es la velocidad angular eléctrica del rotor y J es la inercia del
rotor en kg-m?. Para expresar (3.7-7) en por unidad se divide entre el
torque base y la velocidad del rotor se normaliza a la velocidad base.
Asi:
- (E)Jw_by&) (3.7-8)
IT7\P/) Tg dt\w,

Por definicion, la constante de inercia expresada en segundos es:

n=() 6 - O™ @79
Entonces, en por unidad (3.3-7) seré:
T, = ZH%(z—D) §5 (3.7-10)
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3.8 ANALISIS DE OPERACION EN ESTADO ESTABLE

En condiciones balanceadas las cantidades cero del estator y del rotor
son cero, las variables q y d son senoidales en todos los marcos de
referencia excepto el que rota sincronicamente en donde son
constantes. Entonces, un método para obtener las ecuaciones de
voltaje en estado estable para condiciones balaceadas es primero
recordar que en un marco de referencia rotando asincronicamente los
fasores estan relacionados por:
Fys = ]E;s (3.8-1)

Y con 6(0) = 0, entonces:

Fo = Fy (3.8-2)

En una maquina de induccién simétrica, (3.8-1) y (3.8-2) se aplican
también a las corrientes de estator y a los enlaces de flujo. De igual

modo, las variables del rotor en estado estable estan relacionadas por:

By = jFy (3.8-3)
Con 6(0) y 6,.(0) igual a cero se obtiene:

Fq',, =E, (3.8-4)
Si (3.5-22) y (3.5-25) se escriben en forma fasorial:

Vas = Tslgs + - Pas +J C5Igs (3.8-5)

Vor = 17l + (5) e+ D0, (3.8-6)
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Sustituyendo (3.8-1) y (3.8-3) en las ecuaciones anteriores produce:
Vqs = rsl_qs +j(:_:)‘/_)qs (3.8-7)

Vqlr = 7',:1_;7,- +j(we‘:bwr)ll_}t'1r (38'8)

Sustituyendo la forma fasorial de (3.5-16) y (3.5-19) en (3.8-7) y (3.8-8),
respectivamente, y empleando (3.8-2) y (3.8-4) para remplazar las

variables gs y qr con variables as y ar:

Vos = (1 45 (22) X5 ) Tas + 7 (22) Xar Uas + Tar) (3.8-9)

F{zr ry . e R Vi . [(We ' % -

T — (? +] (Z_b) Xlr) Iar +] (w_b) XM(Ias a3 Iar.) (38 10)
Donde el deslizamiento se define como:

s =2 (3.8-11)

Las ecuaciones (3.8-9) y (3.8-10) sugieren el circuito equivalente
mostrado en la figura 3.8-1. Las caracteristicas tipicas de torque-
velocidad en estado estable de una maquina de induccién con
excitacion Unica se muestran en la figura 3.8-2.
rs  Jj(we/wn)Xis  j(we/wu)X rr/s
+ +

_ PR ~
[*_]as Es J '(WE/ M)X M ;E'.‘r Vi, / 5

Figura 3.8-1 Circuito equivalente para operacion en estado estable de una maquina

de induccion simétrica.

_|
1)}
\ Motor

wriwb

1
=
o

1
o]
o

1
o
o
o
§]
o]
o

Generador

Figura 3.8-2 Caracteristicas de torque-velocidad en estado estable de una maquina

de induccion con excitacion Unica.
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3.9 SIMULACION POR COMPUTADORA EN EL MARCO
DE REFERENCIA ARBITRARIO

Las ecuaciones para simular la maquina de inducciéon simétrica en el
marco de referencia arbitrario se obtienen resolviendo las ecuaciones
de enlaces de flujo por segundo para las corrientes.

De (3.5-16) a (3.5-21) se puede escribir:

igs = 7= (as — ¥mq) (3.9-1)
ias = 3= (Was — ¥ma) (3.9-2)
ios = 3~Vos (3.9-3)
iar = 5= War = ¥mq) (3.9-4)
iar = 5~ (ar —¥ma) (3.9-5)
iy, = ;1;%,. (3.9-6)
Donde:
Ymq = Xy (lgs + i'(lp‘:) (3.9-7)
Yima = Xy (ias + iar) (3.9-8)

De (3.9-1) a (3.9-6) se utilizan para eliminar las corrientes en (3.9-7) y
(3.9-8), asi como también de las ecuaciones de voltaje en el marco de
referencia arbitrario dadas por (3.5-22) hasta (3.5-27). Si las ecuaciones
de voltaje resultantes son resueltas para los enlaces de flujo por

segundo, se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales:
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_qu = wb[t"qs - wib‘pds + ;;lss(wmq - d’qs)] (39'9)

dt

d @ Ts

Ewds = wb[vdS = w_bqu + X_Is(wmd - wds)] (39'10)

d rs

at Yos = Wp[Vos =3 ~-os] (3.9-11)

’ ‘ (- wr) ; _

%l[)qr — wb[vqr — lpdr + _'_({pmq lpqr)] (39 12)

d .- . (- wr) r', . .

;war = wp[vy, + ll)q, e (‘/Jma _ lpar)] (3.9-13)

d - # ,’ 5 )

;ll’Or = wb[UOr - ;;w()r] (39 14)
Las ecuaciones (3.9-7) y (3.9-8) quedan como:

¥mq = Xaq(52 +35) (3.9-15)

Vma = Xaa (e +35) (3.9-16)
Donde:

Xaq (_ Y, ;;)- (3.9-17)

En la simulacién por computadora, de (3.9-9) a (3.9-16) se obtienen los
enlaces de flujo por segundo, y de (3.9-1) a (3.9-6) las corrientes. El

torque electromagnético en por unidad se obtiene con:

Te= ‘pdsiqs . lpqs las (3.9-18)

Para obtener la velocidad del rotor se usa la expresion (3.7-10):
i(ﬁ) — Te”T1) (3.9-19)
dt \wp 2H

Para condiciones balanceadas la figura 3.9-1 muestra el diagrama de
blogues que ilustra la representacion por computadora de una maquina
de induccion trifasica simétrica en el marco de referencia arbitrario. Las
ecuaciones de maquina que se usan en la simulacién por computadora
estan indicadas por numero en el diagrama de bloques. Para simular
condiciones desbalanceadas hay que modificar el diagrama de bloques,

en esta tesis no se tratan.
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Vabes

iabcs

VqdOs

iqd0s
<7

Calculo de los enlaces de

flujo
(3.9-9)-(3.9-16),
Corrientes
(3.9-1)-(3.9-6),
Torque

(3.9-18)

s Fas

Te

TL

Y

V'gdor

i'qdor S

wr

Calculo de la
> |velocidad del rotor
(3.9-19)

Vabcer

i‘abcr

Figura 3.9-1 Diagrama de bloques de la simulacién de una maquina de induccion

trifasica simétrica en el marco de referencia arbitrario.

3.10 SIMULACION Y RESULTADOS

La mayoria de las maquinas eléctricas de induccion en uso hoy son

motores de induccidén con excitacion Unica, en donde la potencia

eléctrica es transferida via los circuitos de estator con los devanados del

rotor en cortocircuito. Ademas, una gran mayoria de estos son del tipo

rotor jaula de ardilla. Por lo tanto, la maquina simulada es un motor de

induccion trifasico simétrico con excitacion Unica, 60 Hz y condiciones

balanceadas. Para la simulaciéon se utiliz6 un marco de referencia

rotando sincronicamente. Los parametros del motor estdn dados en la

tabla 3.10-1.
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Tabla 3.10-1 Parametros del motor de induccién simulado

NUmero de polos 4
Potencia (hp) 3
Voltaje rms Linea a Linea (Volt) 220.0
Resistencia del estator (Ohm) 0.435

Reactancia de dispersion del estator (Ohm) | 0.754

Reactancia de magnetizacién (Ohm) 26.13

Reactancia de dispersion del rotor (Ohm) 0.754

Resistencia del rotor (Ohm) 0.816
Inerciagotor+carga) (Kg-m?) 0.089
Velocidad nominal (rpm) 1710
Torque base (N-m) 11.9

Las ecuaciones diferenciales no lineales que describen a la maquina de
induccién simétrica fueron simuladas en una computadora. El
Pseudocadigo del algoritmo que resuelve dichas ecuaciones y simula
diferentes condiciones de operacion se muestra en el anexo a. Se
desarroll6 el programa de computadora utilizando el lenguaje de
programacion C. Antes de correr el programa el usuario debe crear un
archivo de datos con extension txt en el mismo directorio donde se
encuentra el archivo ejecutable del programa. Los datos en dicho

archivo deben tener el formato que se muestra en la tabla 3.10-2.
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Tabla 3.10-2 Formato de los datos en el archivo de entrada.

P NUmero de polos.

hp Potencia (hp).

VS Voltaje nominal rms de linea (V).

rs Resistencia de los devanados del estator (Ohm).
xls Reactancia de dispersioén del estator (Ohm).

Xm Reactancia de magnetizacion (Ohm).

xIr Reactancia de dispersion del rotor (Ohm).

rr Resistencia de los devanados del rotor (Ohm).

J Inercia rotor+carga (Kg mM?).

Wr[0] Velocidad inicial (rpm).

ts[1] ler Intervalo de tiempo de simulacién (s): ts[1] > Os.
ts[2] 2do Intervalo de tiempo de simulacion (s): ts[2] > ts[1].
ts[3] 3er Intervalo de tiempo de simulacion (s): ts[3] > ts[2].
vgs[0] Voltaje rms de linea (V) en el ler. Intervalo de tiempo.
vgs[1l] Voltaje rms de linea (V) en el 2do. Intervalo de tiempo.
vgs[2] Voltaje rms de linea (V) en el 3er. Intervalo de tiempo.
TI[O] Torque de carga (N m) en el 1er. Intervalo de tiempo.
TI[1] Torque de carga (N m) en el 2do. Intervalo de tiempo.

TI[2] Torque de carga (N m) en el 3er. Intervalo de tiempo.

Al correr el programa, este solicita el nombre del archivo de entrada. Si
el nombre es ingresado correctamente, el programa abre un archivo con
extension txt para cada variable de salida. Estos archivos contienen los
valores numéricos calculados de: torque electromagnético, velocidad,
corrientes de los devanados de estator y rotor. Por ultimo, se utilizd el
programa Excel para generar graficas con los resultados obtenidos en
dichos archivos. En la tabla 3.10-3 se muestran los datos de entrada

para las condiciones de operacion simuladas en esta tesis.
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Tabla 3.10-3 Datos de entrada para las simulaciones.

Aceleracion libre

Cambios torque de carga

Falla trifasica

4
3.0
220.0
0.435
0.754
26.13
0.754
0.816
0.089
0.0
0.20
0.40
0.60
220.0
220.0
220.0
0.0
0.0
0.0

4
3.0
220.0
0.435
0.754
26.13
0.754
0.816
0.089
1710
0.25
0.70
1.00
220.0
220.0
220.0
0.0
11.9
0.0

4
3.0
220.0
0.435
0.754
26.13
0.754
0.816
0.089
1710
0.30
0.70
1.00
220.0
0.0
220.0
11.9
11.9
11.9

3.10.1 Simulacion de aceleracion libre (sin carga)

Para esta condicion de operacion, el motor esta inicialmente en reposo

cuando el voltaje balanceado es aplicado con v
datos de entrada para el programa se muestran en la tabla 3.10-3. Los
resultados obtenidos de torque, velocidad y corrientes se muestran en
la figura 3.10-1, en donde se observa:

e Las pérdidas por friccion y en los devanados no estan

representadas, el motor acelera a la velocidad sincrona.
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En reposo, la impedancia de entrada del motor es esencialmente
la resistencia y la reactancia de dispersion del estator en serie
con las del rotor. Consecuentemente, con el voltaje aplicado, las
corrientes iniciales son grandes (aproximadamente 10 veces la

corriente nominal).

El motor tiene deslizamiento alto, es decir, el torque nominal es
desarrollado a una velocidad considerablemente menor que la

velocidad sincrona.

La envolvente de las corrientes del motor varia durante el

transitorio.

Figura 3.10-1 Variables de maquina durante aceleracién libre.

a) Torque electromagnético
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Figura 3.10-1 Continuacidn. Variables de maquina durante aceleracion libre.

c) Corriente en la fase a del estator

d) Corriente en la fase b del estator
150
100

ibs, A

100
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Figura 3.10-1 Continuacidn. Variables de maquina durante aceleracion libre.

ibr, A

icr, A

f) Corriente referida de la fase a del rotor

150

100

g) Corriente referida de la fase b del rotor

h) Corriente referida de la fase c del rotor
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3.10.2 Simulaciéon del funcionamiento dinamico durante
un cambio subito en el torque de carga

Los datos de entrada para el programa se muestran en la tabla 3.10-3.
El comportamiento dindmico del motor de induccién durante un cambio
subito en el torque de carga se muestra en la figura 3.10-2. Inicialmente
el motor esta operando a velocidad nominal. Al final del primer intervalo
de tiempo, el torque de carga es pasado de cero al torque base (11.9
N-m) ligeramente menor que el nominal y asi se establece una nueva
condicién de operacién para el motor. Al final del segundo intervalo de
tiempo, el torque de carga es cambiado del torque base a cero y asi el

motor regresa a su condicion de operacion inicial.

Figura 3.10-2 Funcionamiento dindmico durante un cambio subito en el

torque de carga.

a) Torque electromagnético
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Figura 3.10-2 Continuacidon. Funcionamiento dindmico durante un
cambio subito en el torque de carga.

c) Corriente en la fase a del estator

d) Corriente en la fase b del estator

e) Corriente en la fase ¢ del estator

ics, A
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icr, A

Figura 3.10-2 Continuaciéon. Funcionamiento dinamico durante
cambio subito en el torque de carga.

f) Corriente referida de la fase a del rotor

g) Corriente referida de la fase b del rotor
100

h) Corriente referida de la fase c del rotor

-100
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3.10.3 Funcionamiento dinamico durante una falla
trifasica en las terminales de la maquina

Los datos de entrada para el programa se muestran en la tabla 3.10-3.
El funcionamiento dindAmico del motor durante una falla trifasica en las
terminales se muestra en la figura 3.10-3. Inicialmente el motor esta
operando en condiciones nominales con un torque de carga igual al de
base. La falla trifasica en las terminales se simulé colocando Vas, Vbs Y
Ves igual a cero. Después de cierto numero de ciclos, los voltajes de la

fuente son reaplicados.

3.10-3 Funcionamiento dindmico durante una falla trifasica en las
terminales de la maquina

a) Torque electromagnético
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3.10-3 Continuacién. Funcionamiento dinamico durante una falla
trifasica en las terminales de la maquina

c) Corriente en la fase a del estator
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3.10-3 Continuacién. Funcionamiento dinamico durante una falla
trifasica en las terminales de la maquina

f) Corriente referida de la fase a del rotor
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h) Corriente referida de la fase c del rotor
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CONCLUSIONES

En esta tesis se describieron las ecuaciones de la maquina eléctrica de
induccién trifasica simétrica, se utilizé la teoria de marcos de referencia
para transformar dichas ecuaciones a una forma mas “simple” para su
resolucion con una computadora, se eligié el marco de referencia méas
adecuado para simular condiciones simétricas y balanceadas, se
desarroll6 el programa de computadora respectivo y se simularon
diferentes condiciones de operacion. De los resultados obtenidos se

observé lo siguiente:

1. Las ecuaciones que describen el comportamiento de una
maquina de induccion son ecuaciones diferenciales no lineales

con coeficientes que son funciones de la posicion del rotor.

2. La teoria de marcos de referencia proporciona un método para
transformar las ecuaciones que describen el comportamiento de
la maquina de induccién en ecuaciones diferenciales no lineales

con coeficientes constantes.

3. Al utilizar la teoria de marcos de referencia para propésitos de
andlisis y/o simulacion de maquinas de induccion se pueden
aplicar métodos numéricos para resolver las ecuaciones

resultantes mediante una computadora.

4. EI marco de referencia rotando sincrénicamente es
particularmente conveniente para la simulacion de operacion
balanceada en las maquinas de induccion simétricas, porque las
variables son constantes durante la operacion en estado estable

y varian solamente cuando un disturbio en el sistema ocurre
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como: un cambio en el torque de carga, un cambio simétrico en

el voltaje o una falla trifasica simétrica.

Con los resultados obtenidos en la simulacion por computadora
se hicieron graficas de las variables eléctricas y mecéanicas que
caracterizan a un motor de induccion. Asi, se pudo conocer el
comportamiento del motor en diferentes condiciones dindmicas

de operacion. Por ejemplo:

En la figura 3.10-1 se observan las caracteristicas de aceleracion
libre (sin carga). Se aprecia la respuesta transitoria y en estado
estable. La primera de estas provoca que las corrientes iniciales
sean aproximadamente 10 veces la corriente nominal
(caracteristica que debe ser considerada en el disefio y
proteccion de las instalaciones eléctricas en donde hay motores
de este tipo), con el tiempo estas alcanzan su valor nominal
(respuesta en estado estable). El torque electromagnético
alcanza su méximo en el arranque, oscila en forma amortiguada
y conforme el motor se acerca a velocidad sincrona este tiende a

cero.

En la figura 3.10-2 se observan las caracteristicas de un cambio
subito en el torque de carga. Cuando se aplica la carga nominal,
las corrientes se incrementan, el torque electromagnético va de
cero a su valor nominal y la velocidad del motor disminuye de la

sincrona a la nominal.

En la figura 3.10-3 se observan las caracteristicas de una falla
trifasica en las terminales del motor. En el instante inmediato de
la falla se presenta un pico de incremento en las corrientes y
torque electromagnético seguido de una caida abrupta a cero,

mientras que la velocidad comienza a disminuir.
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Estos resultados obtenidos indican que en un motor de induccioén, las
corrientes en el arranque seran de aproximadamente 10 veces la
nominal, y en una falla trifasica se produciréd un pico de incremento en
estas y en el torque electromagnético. También, se observé que la
velocidad del motor nunca sera mayor a la sincrona, sin importar las

condiciones de operacion y/o disturbios presentes.

ANEXO

A Pseudocéddigo

Entero: P, i;

Constante real: h=0.001, WB=377.0, fase=2.0944;

Real: hp, vs, rs, xIs, xm, xlIr, rr, J, t, XIspu, xIrpu, xa, aux, PB, IB, ZB, TB, H,

ang, ias, ibs, ics, iar, ibr, icr, igs, ids, iqgr, idr, ts[4], vgs[3], TI[3], Te[2],
Wr[2], fqs[2], fds[2], fqr[2], fdr[2], fmq[2], fmd[2];

Caracter: nombre[11],Archt[]="tiempo.txt",ArchTe[]="Torque.txt",
ArchWr[]="Velocidad.txt",Archlas[]="las.txt",Archlbs[]="1bs.txt",
Archlcs[]="lcs.txt",Archlar[]="lar.txt",Archlbr[]="lbr.txt",
Archlcr[]="lcr.txt";

Apuntador Archivo: ApunEnt, Apunt, ApunTe, ApunWr, Apunlas,

Apunlbs, Apunics, Apunlar, Apunlbr, Apunlicr;

Inicio

Imprime (“SMEIT: SIMULADOR DE MOTOR ELECTRICO DE INDUCCION TRIFASICO");
Imprime (“> Introduce Nombre del Archivo de Entrada:”);

Leer (nombre);

/l SE ABREN ARCHIVOS: ENTRADA, SALIDA

ApunEnt = abrir archivo (nombre, modo lectura);

Apunt = abrir archivo (Archt, modo escritura);

ApunTe = abrir archivo (ArchTe, modo escritura);
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ApunWr= abrir archivo (ArchWr, modo escritura);
Apunlas = abrir archivo (Archlas, modo escritura);
Apunlbs = abrir archivo (Archlbs, modo escritura);
Apunlcs = abrir archivo (Archlcs, modo escritura);
Apunlar = abrir archivo (Archlar, modo escritura);
Apunlbr = abrir archivo (Archlbr, modo escritura);
Apunlcr = abrir archivo (Archlcr, modo escritura);

/I SE VERIFICAN APUNTADORES A ARCHIVOS

Si (ApuntEnt==NULO O Apunt==NULO O ApunTe==NULO O
ApunWr==NULO O Apunlas==NULO O Apunlbs==NULO O
Apunlcs==NULO O Apunlar==NULO O Apunlbr==NULO O
Apunlcr==NULO) entonces fin algoritmo;

/I LECTURA DE DATOS DESDE EL ARCHIVO DE ENTRADA
leer del archivo (ApunEnt, P);

leer del archivo (ApunEnt, hp);

leer del archivo (ApunEnt, vs);

leer del archivo (ApunEnt, rs);

leer del archivo (ApunEnt, xIs);

leer del archivo (ApunEnt, xm);

leer del archivo (ApunEnt, xIr);

leer del archivo (ApunEnt, rr);

leer del archivo (ApunEnt, J);

leer del archivo (ApunEnt, Wr[0]);

leer del archivo (ApunEnt, ts[1]);

leer del archivo (ApunEnt, ts[2]);

leer del archivo (ApunEnt, ts[3]);

leer del archivo (ApunEnt, vgs[0]);

leer del archivo (ApunEnt, vgs[1]);

leer del archivo (ApunEnt, vgs[2]);

leer del archivo (ApunEnt, TI[0]);

leer del archivo (ApunEnt, TI[1]);

leer del archivo (ApunEnt, TI[2]);

cierra archivo (ApunEnt);
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/I SE VERIFICAN DATOS

si ((P<=0) O (hp<=0) O (vs<=0) O (rs<=0) O (xls<=0) O (xm<=0) O (xlr<=0) O
(rr<=0) O (J<=0) O (ts[1]<=0) O (ts[2]<= ts[1]) O (ts[3]<= ts[2]) O(vgs[0]<0) O
(vgs[1]< 0) O (vgs[2]< 0) O (TI[O]< 0) O (TI[1]< 0) O (TI[2]< 0) O (vel<0))
entonces fin algoritmo;

/I CANTIDADES BASE, CONSTANTES Y VARIABLES EN POR UNIDAD

PB = 746*hp;

IB = (,/2/3 )*(PBIvs);

ZB = vs?/PB;

TB = (P/2)*(PB/WB);
H = (J*WB)/(P*TB);

cs = rs/xls;
cr = rr/Xlr;
xIspu = xIs/ZB,;
xIrpu = xIr/ZB;
vel = vel*(P/7200);
xa = 1/((1/xm)+(1/xIs)+(1/XIr));
ts[0] = O; /I SE INICIALIZAN VARIABLES
Te[1l] =0;
Wr[1] = Wr[0]*(P/7200);
fqs[1] = 0;
fds[1] = 0;
fqr[1] = O;
fdr[1] = O;
fmq[1] = 0;
fmd[1] = 0O;
desde i =0; mientrasi < 3;incrementai(i=i+1)
vgs[i] = vgsli]ivs; // VOLTAJE Y TORQUE DE CARGA EN P.U.
TI[i] = TI[i|/TB; /I INTERVALO DE SIMULACION
desde t = tg[i] + h; mientras t <= ts[i+1]; incrementa t (t=t+ h)
Te[0] = Te[1]; /I SE ACTUALIZAN VARIABLES
Wr[0] = Wr[1];
fqs[0] = fqs[1];
fds[0] = fds[1];
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fqr[0] = far{1];

fdr[0] = fdr[1];

fmq[0] = fmq[1];

fmd[0] = fmd[1];

/I SE CALCULA UNA APROXIMACION

aux = vqs]i] - fds[0] + (cs*(fmq[O] - fgs[Q]));
fgs[1] = fgs[0] + (h*WB*aux);

aux = fgs[0] + (cs*(fmd[0] - fds[0]));

fds[1] = fds[0] + (h*WB*aux);

aux = ((Wr[0]-1)*dr[Q]) + (cr*(fmq[0] - fqr(0]));
fqr[1] = fqr[0] + (h*WB*aux);

aux = ((1-Wr[0])*fqr[0]) + (cr*(fmd][O] - fdr[O]));
fdr[1] = fdr[0] + (h*WB*aux);

fmq[1] = xa*((fgs[1]/xIs) + (fqr[1]/xIr));

fmd[1] = xa*((fds[1]/xIs) + (fdr[1]/xIr));

Te[1] = ((fgqs[1]*fmd[1]) - (fds[1]*fmq[1]))/xIspu;
aux = Te[0]-TI[i];

aux = aux + Te[1]-TI[i];

aux = aux/(2*H);

Wr[1] = Wr[0] + (h*aux/2);

/I SE CORRIGE LA APROXIMACION
aux = vqs]i] - fds[0] + (cs*(fmq[O] - fgs[Q]));

aux = aux + vqs]i] - fds[1] + (cs*(fmq[1] - fqs[1]));
fgs[1] = fqs[0] + (h*WB*aux/2);

aux = fgs[0] + (cs*(fmd[0] - fds[0]));

aux = aux + fqs[1] + (cs*(fmd[1] - fds[1]));

fds[1] = fds[0] + (h*WB*aux/2);

aux = ((Wr[0]-1)*dr[Q]) + (cr*(fmq[Q] - fqr(0]));

aux = aux + (Wr[1]-1)*fdr[1]) + (cr*(fmq[1] - fqr[1]));
fqr[1] = fqr[0] + (h*WB*aux/2);

aux = ((1-Wr[0])*fqr[0]) + (cr*(fmd][O] - fdr[O]));

aux = aux + ((L-Wr[1]D*fqr[1]) + (cr*(fmd[1] - fdr[1]));
fdr[1] = fdr[0] + (h*WB*aux/2);
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fmq[1] = xa*((fgs[1]/xIs) + (fqr[1]/xIr));
fmd[1] = xa*((fds[1]/xIs) + (fdr[1]/xIr));
Te[1] = ((fgs[1]*fmd[1]) - (fds[1]*fmq[1]))/xIspu;
aux = Te[0]-TI[i];

aux = aux + Te[1]-TI[i];

aux = aux/(2*H);

Wr[1] = Wr[0] + (h*aux/2);

/I CORRIENTES EN EL MARCO DE REFERENCIA
igs = (fgs[1]-fmqg[1])/XIspu;

ids = (fds[1]-fmd[1])/xIspu;

igr = (fqr[1]-fmq[1])/xIrpu;

idr = (fdr[1]-fmd[1])/xIrpu;

/I CORRIENTES DEL ESTATOR

ang = WB*t;

ias= (cos(ang)*igs) + (sin(ang)*ids);
ang = ang — fase;

ibs = (cos(ang)*igs) + (sin(ang)*ids);
ang = ang + (2*fase);

ics = (cos(ang)*igs) + (sin(ang)*ids);

/I CORRIENTES DEL ROTOR

ang = (1-Wr[1])*WB*t;

iar= cos(ang)*igr + sin(ang)*idr;

ang = ang — fase;

ibr = cos(ang)*igr + sin(ang)*idr;

ang = ang + (2*fase);

icr = cos(ang)*igr + sin(ang)*idr;

/I SE IMPRIMEN RESULTADOS EN ARCHIVOS
Imprime en el archivo (Apunt, t);
imprime en el archivo (Apunlas, ias*IB);
imprime en el archivo (Apunlbs, ibs*IB);
imprime en el archivo (Apunlcs, ics*IB);
imprime en el archivo (Apunlar, iarIB);

imprime en el archivo (Apunlbr, ibr*IB);
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imprime en el archivo (Apunlcr, icr*IB);
imprime en el archivo (ApunTe, Te[1]*TB);
imprime en el archivo (ApunWr, Wr[1]*(7200/P));
fin desde

fin desde

cierra archivo (Apunt); /I SE CIERRAN ARCHIVOS

cierra archivo (ApunTe);

cierra archivo (ApunWr);

cierra archivo (Apunlas);

cierra archivo (Apunlibs);

cierra archivo (Apunics);

cierra archivo (Apunlar);

cierra archivo (Apunlbr);

cierra archivo (Apunicr);

fin;
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B Relaciones Trigonométricas

€0s2X + cos?(x-2 1m/3) + cos?(x+2 1/3) = 3/2

sin2x + sin?(x-2 1t/3) + sin3(x+2 1/3) = 3/2

sinx cosx + sin(x-2 1t/3) cos(x-2 1/3) + sin(x+2 1/3) cos(x+2 1/3) = 0
cosx + cos(x-2 11/3) + cos(x+2 m/3) =0

sinx + sin(x-2 1/3) + sin(x+2 /3) = 0

sinx cosy + sin(x-2 1t/3) cos(y-2 1/3) + sin(x+2 1/3) cos(x+2 1/3) = (3/2) sin(x-y)
sinx siny + sin(x-2 1/3) sin(y-2 1t/3) + sin(x+2 1/3) sin(y+2 1/3) = (3/2) cos(x-y)
cosx siny + cos(x-2 711/3) sin(y-2 1/3) + cos(x+2 1/3) sin(y+2 1/3) = -(3/2) sin(x-y)
cosx cosy + cos(x-2 1/3) cos(y-2 1/3) + cos(x+2 1/3) cos(y+2 1/3) = (3/2)cos(x-y)
sinx cosy + sin(x+2 711/3) cos(y-2 1/3) + sin(x-2 1t/3) cos(y+2 1/3) = (3/2) sin(x+y)
sinx siny + sin(x+2 711/3) sin(y-2 1/3) + sin(x-2 1t/3) sin(y+2 1 /3) = -(3/2) cos(x+y)
cosx siny + cos(x+2 1/3) sin(y-2 1/3) + cos(x-2 1/3) sin(y+2 1/3) = (3/2) sin(x+y)

cosx cosy + cos(x+2 1/3) cos(y-2 1/3) + cos(x-2 11/3) cos(y+2 1t/3) = (3/2) cos(x+y)

83


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

BIBLIOGRAFIA

1. Paul C. Krause, Oleg Wasynczuk, and Scott D. Sudhoff, Analysis

of Electric Machinery and Drive Systems, 2" ed., IEEE Press.

2. A. E. Fitzgerald, C. Kingsley, Jr., y S. D. Umans, Maquinas
Eléctricas, 5th ed., McGraw-Hill.

3. Stephen J. Chapman, Maquinas Eléctricas, 4a ed., McGraw-Hill.

4. Rafael Iriarte V. Balderrama, Métodos Numéricos, Primera
edicion, Trillas, 1990.

5. Humberto Cardenas, Emilio Lluis, Francisco Raggi, Francisco

Tomas, Algebra Superior, 2" ed., Trillas.

6. George F. Simmons, y Steven G. Krantz, Ecuaciones

diferenciales, 1a ed., McGraw-Hill.

7. Brian W. Kernighan, y Dennis M. Ritchie, El lenguaje de

programacion C, 2" ed., Prentice Hall.

8. Luis Joyanes Aguilar, Ignacio Zahonero Martinez, Programacion
en C, C++, Java y UML, McGraw-Hill, 2010.

84


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

	Portada
	Índice
	Objetivos   Descripción del Problema   Justificación, Aplicaciones y Contribuciones Esperadas
	Introducción
	Capítulo 1. Principios Básicos Para el Análisis de
Máquinas de Inducción
	Capítulo 2. Teoría de Marcos de Referencia
	Capítulo 3. Máquina de Inducción Simétrica
	Conclusiones
	Anexo
	Bibliografía

