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Introduccidn

El objetivo bésico del estudio de los sistemas dindmicos es entender el
comportamiento eventual o asintético de un proceso de iteraciones. Si este
proceso es una ecuacién diferencial cuya variable independiente es el tiem-
po, entonces se pretende deducir el comportamiento de las soluciones de la
ecuacion en un futuro distante (¢ — 00) o en un pasado remoto (t — —o0). Si
el proceso es discreto, como la iteracién de una funcién, entonces el objetivo
es comprender la conducta de los puntos x, f(x), f2(z), ..., f*(x) conforme
n crece. Por ejemplo, supongamos que en un momento de ocio usando una
calculadora cientifica elegimos un ntimero cualquiera y le aplicamos alguna
de las funciones que se encuentran en la calculadora una, otra y otra vez,
este proceso de iteraciones es un ejemplo de un sistema dindmico discreto;
en concreto si aplicamos de forma repetida la funcién exponencial en nuestra
calculadora para un ntmero z, daremos lugar a la sucesién de nimeros:

z,e%, e, eeez, e
es decir, estamos iterando la funcién exponencial; si repetimos este procedi-
miento haciendo diferentes elecciones de la x podremos ver que algunas
de ellas tienden a infinito “ma&s rapido que otras”, en otras palabras re-
quieren de un niimero menor de iteraciones para que la calculadora no pueda
seguir el cédlculo, entonces dada una funcién f y un punto inicial xy surge
la siguiente pregunta: ;qué es lo que sucede a la larga con las iteraciones:

o, f(20), f(f(20)),...7

Ahora cuando la funcién que determina el sistema dindmico es del tipo
f : C — C y holomorfa, entonces estamos hablando de un sistema dindmico
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complejo, que es justo el drea en que trabajaremos, restringiéndonos a un
caso sencillo y particular de funciéon holomorfa, centraremos nuestro trabajo
en polinomios la forma P.(z) = 22 + ¢ con ¢ un pardmetro complejo. Para
el estudio particular de las iteraciones de estos polinomios es importante
entender el comportamiento de la érbita del punto critico, puesto que esta
determina en diversos sentidos la topologia y los distintos comportamientos
dindmicos de todas las demds érbitas. Por ejemplo, si C'(P.) denota el con-
junto de puntos criticos de P., y K(P.) es el conjunto de puntos cuya 6rbita
es acotada, entonces K(P.) es conexo si y sélo si C(P,) C K(FP.)

La importancia de la érbita critica en estos polinomios se hace mas
evidente cuando estas son finitas y entonces, dichos polinomios reciben el
nombre de postcriticamente finitos. Los cuales presentan las siguientes car-
acteristicas:

= Sila 6rbita critica de P, es periddica, el parametro ¢ es llamado centro.

» Si la érbita critica de P. es preperiddica, el pardmetro c recibe el
nombre de Mi-siurewicz.

Para cualquiera de estos polinomios se cumple que K(F,) es conexo y
localmente conexo.

Ahora para saber cuando P, : z — 2% + ¢ es postcriticamente finito, con-
sideramos los parametros ¢ para los que 0 es un punto periédico o preperiédi-
co de P.. Es decir en el primer caso, ¢ debe de satisfacer la ecuacion:

P(0) =0

para alguna n € N, por ejemplo: para n = 2, las soluciones para ¢ + ¢ = 0
son ¢ = 0y ¢ = —1, de donde se obtiene que el polinomio P_;(z) = 22 — 1
es postcriticamente finito, con dérbita critica finita de la forma {—1,0}. Para
el segundo caso c satisface la ecuacion de la forma:

Dadas n y k la ecuacién anterior puede tener varias soluciones. Por ejemplo
paran = 2 y k = 4 una de las soluciones para P2(0) = P*(0), es ¢ = i,
de donde el polinomio P;(z) = 22 + i tiene érbita critica finita de la forma:
1= —14+71—=—1t—=—-147— ...
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Del estudio de estos polinomios surge el interés por hacer una clasifi-
cacién de los mismos que distinga y haga una descripcién en términos de la
dindmica asociada. Una manera en que puede hacerse esta clasificacién es
diferenciando las dinamicas de cada polinomio P, con la ayuda de modelos
combinatorios; Douady y Hubbard mostraron en [1] que la geometria, la
topologia y la dindmica de un conjunto de Julia asociado a un polinomio
P, puede ser entendida en términos de combinatoria y dindmica simbélica.
Los modelos combinatorios que se introducen y utilizan para describir la
dindmica polinomial son los siguientes:
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Rayos externos y angulos externos

Sea Ao (P.) el conjunto de puntos cuya 6rbita converge a co. El conjun-
to Axo(P,) se llama la Cuenca de atraccion de infinito de P.. Notemos que
C\Ax(P.) = K(P.). Dado que estamos considerando polinomios postcritica-
mente finitos, se tiene que el conjunto de Julia 7. es conexo y localmente
conexo, esto permite construir un modelo combinatorio de P, basado en
rayos externos. Ahora describimos brevemente esta construccion.

Observemos que oo es un punto fijo superatractor, es decir, se cumple
que P.(00) = oo y Pl(o0) = 0. Puesto que P. es postcriticamente finito,
tenemos que Ao (F,) es simplemente conexo. Ademds, por un Teorema de
Bottcher, la dindmica de P. en A (P.) estd conjugada a la funcién z — 22
en el complemento del disco unitario C \ D. La conjugacién est4 realizada
por un isomorfismo conforme ¢ : Aso(P:) — C\ D que cumple la relacién:

¢COPCO¢C_1:Z2'

Si medimos los angulos del disco unitario en “vueltas de circulo”, es
decir, cada dngulo 6 con respecto al eje real en C es un valor entre 0 y 1,
podemos definir un Rayo externo con angulo € como el conjunto:

Yo = {2z € Ax(Pe) : Arg(dc(2)) = 0}.

En otras palabras, es la imagen inversa bajo ¢. del conjunto

{Re*™ R > 1}.

Aqui, el angulo 6 es llamado dngulo externo de y.
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Figura 1: Se ilustran el conjunto de Julia de ¢ = ¢ y algunos rayos externos.

Cuando el limite .
lim d>;1 (T@Zma)
r—1

existe y es igual a zg, decimos que el rayo -y aterriza en zy. En este caso, el
punto zy pertenece a J.. Puesto que J. es localmente conexo, por un Teo-
rema de Caratheodory, todos los rayos vy aterrizan en un tnico punto de
Je. De manera que la funcién ¢! se extiende de forma continua al circulo
unitario St y ¢ 1(St) = J..

Es posible que méas de un rayo aterrice en un punto de J.. De hecho, si
consideramos la relacién de equivalencia en el circulo unitario S!, dada por
0 ~ 0’ siy sélo si los rayos g y g aterrizan en el mismo punto, entonces el
espacio cociente bajo esta relaciéon es homeomorfo a J,.

Cuando P, es postcriticamente finito, uno puede describir a P, por todos
los conjuntos de angulos que aterrizan en un sélo punto. Algo més intere-
sante es que existe un punto p en el conjunto de Julia J., de tal forma que
el pardmetro c estda determinado por el conjunto de angulos que aterrizan
en p. Es decir, esto nos da una descripcion combinatoria mediante los rayos
externos que es finita y eficiente. En este trabajo, damos por hecha esta
construccion sin probar que es eficiente. Nos interesa en cambio, la relacién
entre distintos modelos combinatorios para P..
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Secuencias de tejido

Ahora, a partir del modelo de rayos externos construimos un modelo
basado en dindmica simbdlica. Si consideramos la accién de z +— 22 en
angulos, esta accién se reduce a multiplicar el dngulo por dos: d(8) = 26.
Por otra parte, la funcién d estd conjugada a la funcion de desplazamiento

en un espacio infinito de dos simbolos.

Queremos asociar a cada angulo 6 una sucesion, finita o infinita, de 0 y 1,
de modo que la accién de la funcién que duplica d(6) = 26 se convierte en el
desplazamiento. En otras palabras, queremos codificar la 6rbita del angulo 6.

Dado un polinomio P, postcrititicamente finito sea p el punto en J. que
definimos mas arriba. El conjunto A de angulos cuyos rayos correspondientes
aterrizan en p determina el parametro c. Este conjunto es finito, de forma que
entre sus elementos hay dos cuya distancia angular es minima. Sean 61 y 605
los dngulos en A de distancia minima. Estos dngulos determinan dos sectores
circulares Uy y Uy en S', con el dngulo del rayo que aterriza en el valor critico
en Uy. Para cada 6 en S' escribimos una sucesién {e1(#), ..., e;(6), ...} dada
por

0 si d°t=1(9) € Uy
ei(0) =<1 si d°t=1(9) € Uy
*x si do(i_l)(e) S {91,02}

En dénde d°™ = dodod...
N’

n—uveces
En el entendido que si para algin i, ¢;(#) = * la secuencia se termina

ahi y obtenemos una secuencia finita que termina en %. En particular, si 6
es el minimo angulo cuyo rayo aterriza en p, entonces la secuencia de tejido
de P, es la secuencia asociada a 6.

Como vimos en la seccién anterior el conjunto de Julia asociado a P;(z) =
2% 4 i es topoldgicamente una dendrita y P; tiene secuencia de tejido de la
forma 110 puesto que los dngulos de los rayos externos que lo describen
son {1/7,2/7,4/7}, los rayos externos que aterrizan en el punto critico tiene
dngulos 1/12,7/12 y 1/6 es el 4ngulo del rayo que aterriza en el valor critico.

A continuacién presentamos el modelo que nos ocupa en esta tesis.



Introduccion 7

Arboles de Hubbard

En general, un arbol es un espacio topolégico arco-conexo y homeomor-
fo a la unién finita de copias del intervalo unitario. Douady y Hubbard
introdujeron una descripciéon combinatoria de la dindmica de los polinomios
postcriticamente finitos mediante la representaciéon de cada conjunto de Ju-
lia como un arbol. Cuando P. es postcriticamente finito, el conjunto relleno
de Julia K es conexo y localmente conexo. El drbol de Hubbard asociado a
P, es el unico arbol topoldgico finito T contenido en K que conecta todos
los puntos de la drbita critica y que es minimo en el sentido de que no existe
un subarbol con estas propiedades.

En otras palabras, el arbol de Hubbard H(P.) asociado a P, se define
como la envolvente conexa, en K del conjunto de puntos que forman la 6rbi-
ta critica, es decir H(F.) = [Q(P.)] en dénde la envolvente conexa [A] de
un conjunto A C J(FP,.) se define como la cerradura conexa mas pequena
de subconjunto de J(P.) que contiene a A. Veremos que con estéd definicién
para cualesquiera par de puntos z,y € J(P.) existe un unico arco en J(FP;)
que une a z y y. Lo que implica que H(P,) es realmente un drbol topoldgico.

, g 0=, w,

Figura 2: En estd figura tenemos el conjunto de Julia para P. con ¢ =
—1,430357... y su arbol de Hubbard asociado.

Al 4rbol de Hubbard también lo podemos ver en términos combinato-
rios, olvidando el encaje en el conjunto de Julia, como una grafica conexa
y sin ciclos, en donde los vértices estan formados por el conjunto de puntos
criticos unién otros puntos que definiremos como puntos ramificados y las
aristas estdn formadas por la cerradura de un arco en H(P.) que une dos
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vértices consecutivos. Al drbol de Hubbard con la informaciéon dindmica y
olvidando su encaje le llamamos arbol de Hubbard abstracto. Dos arboles de
Hubbard abstractos 71 y T5 son equivalentes si las dindmicas son conjugadas.

Estos modelos, al menos en el caso de los polinomios cuadréticos, nos
permiten hacer la distincién entre diferentes tipos de dindmicas en términos
combinatorios, ademas de que ayudan a subdividir el plano de parametros
(el plano complejo) en “clases combinatorias”, es decir, en conjuntos con
dindmica combinatoria equivalente.

Dado que cada modelo describe caracteristicas distintas del sistema dinami-
co nos podemos preguntar acerca de las relaciones que hay entre ellos. Es
decir: ; Como es posible traducir un modelo combinatorio en otro? ;Que tan
eficiente puede hacerse esta traduccién? En [3] se discuten estas preguntas
aplicadas a los modelos arriba explicados y otros més. En esta tesis tenemos
como objetivo principal describir la relacién que existe entre los arboles de
Hubbard y las Secuencias de tejido. Damos una manera de obtener una se-
cuencia de tejido dado un arbol de Hubbard en particular describiremos la
demostracién del siguiente teoremas:

Teorema: “Cualesquiera dos drboles de Hubbard abstractos con la misma
secuencia de tejido son equivalentes.”

Es decir, si encontramos dos arboles de Hubbard cuya descripcién simbéli-
ca asociada resulta ser la misma entonces necesariamente entre estos arboles
existe una funcién biyectiva entre sus vértices que ademads preserva las ady-
acencias.

La manera en que vamos a trabajar es la siguiente:

En el Capitulo 1 explicamos los conceptos bésicos, daremos las defini-
ciones de los conjuntos de Julia y Fatou, algunos ejemplos y las principales
propiedades y caracteristicas de los mismos, las cuales serdn de utilidad para
lograr nuestro objetivo.

También introducimos los modelos correspondientes a los rayos externos
y las secuencias de tejido dadas a partir de los dngulos externos.

Iniciamos el Capitulo 2 con la definicién de los arboles de Hubbard, detal-
lamos su construcciéon y demostramos las propiedades que necesitamos para
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probar el teorema principal de la tesis. Este capitulo lo finalizamos dando
una descripcién simbdlica de los arboles de Hubbard, veremos que a estos
se les puede asociar una secuencia de tejido peridédica o preperiédica, la cual
describe ciertas caracteristicas del drbol. Aqui demostraremos propiedades
de la secuencia de tejido, al igual que mostraremos como es que esta hace la
descripcién de algunas propiedades del arbol.

Finalmente en el tercer Capitulo daremos la demostracién del teorema
principal con las herramientas obtenidas durante los capitulos anteriores.
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cAPiTULO 1

Conceptos basicos

1.1. Conjunto de Julia y Conjunto de Fatou

En esta seccién definiremos formalmente los conjuntos de Julia y de Fatou
para polinomios. Para esto necesitamos discutir el concepto de familias nor-
males en el espacio de funciones holomorfas. En general, este concepto se
puede definir para subconjuntos del espacio Map(X,Y’) de funciones contin-
uas de un espacio topolégico X en otro Y. Dotado de la topologia compacto
abierta o de convergencia uniforme en compactos, el espacio Map(X,Y) es
un espacio de Hausdorff.

Enunciamos dos teoremas principales que caracterizan una familia nor-
mal de funciones: El Teorema de Arzeld-Ascoli y el Teorema de Montel. Estos
teoremas son una herramienta fundamental para probar algunas propiedades
de los conjuntos de Fatou y de Julia.

Una funcién holomorfa f : S — S naturalmente induce una familia de
funciones, ésta es, la familia de iteraciones Z = { "}, los conjuntos de Fatou
y de Julia se definen como las regiones de normalidad y no normalidad de
la familia Z.

También, introducimos los conceptos de érbita de un punto z € S, en
particular nos interesan las drbitas periddicas o ciclos. El principal inva-

11



12 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

riante de 6rbitas periddicas es el multiplicador, por lo que discutiremos la
clasificacién de estas érbitas respecto a su multiplicador. Con esto, daremos
una definicién equivalente del conjunto de Julia y de Fatou en términos de
orbitas periddicas.

Denotemos por J(f) el conjunto de Julia de f. En particular veremos
que:

» J(f) es completamente invariante, es decir, f~1(J(f)) = J(f).

El conjunto de Julia asociado a la k-ésima iteracién coincide con el
conjunto de Julia de f. En otras palabras J(f*) = J(f).

Las érbitas atractoras peridédicas pertenecen al conjunto de Fatou.

» J(f) es no vacio.

Una tercera definiciéon de los conjuntos de Julia y Fatou involucra
conjuntos invariantes, en este sentido queremos ver que el conjunto de
Julia es el minimo conjunto cerrado totalmente invariante con al menos
3 puntos. La ultima condicién es necesaria por que pueden existir
conjuntos excepcionales, es decir conjuntos completamente invariantes
con dos puntos, sin embargo:

» £(f) el conjunto de puntos excepcionales tiene a lo mas dos elementos
los cuales, si es que existen, son puntos peridédicos superatractores.

Daremos algunas propiedades dinamicas del conjunto de Julia. En par-
ticular, veremos que si tomamos un punto z; € J(f) y una vecindad N de
z1. La unién U de las imdgenes progresivas de f™(N) contiene a todo J(f)
y todo C excepto a lo mas dos puntos.

De este teorema se desprenden cuatro corolarios que describen propiedades
del conjunto de Julia:

= Si J(f) tiene un punto interior entonces J(f) = C.

» Siz e J(f) el conjunto de las preimagenes de z en cualquier iteracion
es denso.

» J(f) no tiene puntos aislados, es decir, es perfecto.
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» Para una eleccién genérica de un punto z € J(f) la érbita progresiva
de z es densa en J(f).

Ahora discutimos las propiedades bésicas de las funciones holomorfas.

Definicién 1.1. Sea V C C un conjunto abierto, una funcion f :V — C
es llamada holomorfa si la primera derivada

z—)f’(z):h'm f(Z+h)—f(Z)

h—0 h

es una funcion de V a C bien definida y continua.

Sea X un espacio localmente compacto y sea Y un espacio métrico,
denotamos por Map(X,Y) al espacio de funciones continuas que van de X
aY.

Definicién 1.2. Para cualquier f € Map(X,Y) se define la familia Ny (f),

de vecindades basicas de f, como sigue:

Para cualquier subconjunto compacto K C X y cualquier ¢ > 0, sea
Ny el conjunto de todas las funciones g en Map(X,Y) que satisfacen la
siguiente condicion:

dist(f(x),g(x)) < eVz e K.

Un subconjunto U C Map(X,Y) se dice abierto si y sdlo si, para toda f €
Uezisten K y € tales que la vecindad bdsica Ny estd contenida en U.

Con esta topologia el espacio Map(X,Y) es un espacio de Hausdorff bien
definido.

Ahora introducimos la definiciéon de convergencia uniforme y el concepto
de familia normal de funciones.

Definicion 1.3. Una sucesion de funciones fr, : S — X, k € N converge
uniformemente en S a una funcion f : S — X si dada € > 0 existe kg € N
(que depende de €) tal que para todo k > ko y para todo z en S tenemos:

dz(fr(2), f(2)) <e.

La funcion f se dice que es el limite uniforme.

Asi, con el concepto de convergencia uniforme damos la siguiente defini-
cion:
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Definicién 1.4. Una familia de funciones holomorfas {f;} en una region U
es normal si toda sucesion contiene una subsucesion que converge uniforme-
mente en todo conjunto compacto E C U o una subsucesion que tiende
uniformemente a 0o en todo conjunto compacto.

Si cada una de las funciones f; las tomamos en el espacio topoldgico
Hol(U,C), es decir el espacio de funciones holomorfas de U en el plano C
y cuya topologia es generada por la convergencia uniforme en compactos,
tenemos una nueva caracterizacién de las familias normales dada mediante
el Teorema de Arzeld-Azcoli, que se enuncia a continuacion.

Teorema 1.5 (Arzeld-Ascoli). Una familia T de funciones continuas con
valo-res en un espacio métrico S es normal en una region U del plano com-
plejo si y solo si:

1. La familia T es equicontinua en todo compacto E C U.

2. Para todo z en U los valores f(z), con f € L, estan en un subconjunto
compacto de S.

Otra manera de caracterizar las familias de funciones normales esta da-
da por el Teorema de Montel, el cual nos dice que si una familia Z omite
3 valores distintos de (@, entonces Z es normal. A continuacién, enunciamos
dicho teorema:

Teorema 1.6 (Montel). Sea Z una coleccion de funciones holomorfas f :
S — C que omite 3 valores diferentes a,b,c € C, es decir f(s) c @\{a, b, c}
para toda f € I. Entonces T es una familia normal, esto es, la cerradura
T C Hol(S,C) es un conjunto compacto.

Consideremos la sucesion {f"} de iteraciones de f, es decir:

ff=fofofo..of.

n—uveces

Con esta familia de funciones {f"} podemos definir los conjuntos de
Julia y Fatou.

Definicion 1.7. Sea f: S — S una funcion holomorfa no constante y sea
f": 8 —= S su n-ésima iteracion, el Conjunto de Julia de f es el conjunto:

J(f) = {z0 € C|para toda vecindad de zy, (f™) no es una familia normal} .

Por otro lado, el dominio para el cual la coleccion de funciones {f™}
es una familia normal es llamado Conjunto de Fatou y lo denotamos por

F=5\Jf)
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1.1.1. Ejemplos de los conjuntos de Fatou y Julia

El ejemplo més sencillo es el que corresponde a f(z) = 22 pues entonces
f*(2) = 22" en donde tenemos que

22" — 0 para |z| < 1

y tenemos también
22" — oo para |z| > 1

por lo tanto {z € C||z| <1 o0 |z| > 1} es el conjunto de puntos para el cual

{f™} es una familia normal; es decir corresponde al conjunto de Fatou F

asociado a f(z) = 22.

Por otro lado, los puntos que pertenecen al circulo unitario cumplen que

1/ (2) =1

pero f"(z) para estos puntos no tiene limite uniforme.

Por lo tanto el circulo unitario S' = {z € C||z| = 1} pertenece al con-

junto J(f).

Figura 1.1: El circulo unitario S' = {z € C||z| = 1} pertenece al conjunto

T(f)-
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Figura 1.2: Algunos ejemplos de conjuntos de Julia.

Con la definicién de estos conjuntos nos interesa saber como se compor-
tan los puntos que pertenecen a cada uno de ellos, por lo cual se definen
las 6rbitas y los multiplicadores, elementos que nos permitirdn entender el
comportamiento de los puntos y dar una descripcién de estos conjuntos en
términos de sus elementos.

Definicién 1.8. Dado z € C definimos la Orbita de z bajo f como el con-
Junto:

O¢(2) = {70, 21, 22, 23, ...}

En donde z, = f"(z) para toda n > 0.

Si la orbita de un punto zg es finita decimos que la drbita es periddica y
que el punto zy es periddico. El minimo nimero m tal que f™(z9) = zp se
llama el periodo de z.

Sea zp un punto periédico de periodo m. El valor A = (f™)/(zp) se llama
el multiplicador de zg. Por la regla de la cadena tenemos que

A= (") (20) = f'(21) ' (22)-.f' (2m).
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De modo que A = 0 si y sélo si algiin punto z; de la érbita es un punto
critico de f. Las drbitas periddicas se clasifican de acuerdo a su multipli-
cador, entonces, una érbita periddica se llama atractora, repulsora o neutra,
dependiendo si el médulo de su multiplicador sea menor, mayor o igual a 1
respectivamente. De forma més precisa:

Definicion 1.9. Una orbita periddica se dice que es:

» Atractora si || < 1.
» Repulsora si [A] > 1.

» Neutra si |\ = 1.

Una orbita atractora se dice que es superatractora si A = 0.

A continuacién demostraremos los lemas que nos dan algunas propiedades
tanto del conjunto de Julia como del conjunto de Fatou.

Definicion 1.10. Un conjunto E es completamente invariante si tanto E
como su complemento son invariantes. Cuando f es sobreyectiva E es in-
variante si y solo si f~Y(F) = E.

Lema 1.11. El conjunto de Julia J(f) de una funcion holomorfa f : S — S
es completamente invariante bajo f. En otras palabras z € J(f) si y sdlo si

f(z) e T(f)

Demostracion. Probaremos que F es completamente invariante de donde se
des-prende que C\ F = J es completamente invariante.

Es decir probaremos que F = f~(F).

» Veamos que f~1(F) C F. Sea x € f~}(F) es decir f(x) € F. Sea
w = f(z) para w se cumple que {f"} tiene una subsucesién {f"}
que converge uniformemente en todo compacto £ C U o que tiende
uniformemente a oo.

Tenemos que {f"(w)} C {f"(w)} y como w = f(z) entonces se
cumple que {f"i(w)} = {f™ (f(z))} = {f"*'(x)} € {f"()}.
Podemos concluir entonces que { f"(x)} tiene una subsucesién que con-
verge en todo compacto F C U o tiende uniformemente a oo.

Por lo tanto se cumple que = € F , de donde tenemos que f~1(F) C F.
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» Por demostrar que f(F) C F.

Supongamos que zg € F y sea U una vecindad de zy donde { "} forma
una familia normal. Como f es holomorfa f(U) = W es abierto y por
lo tanto {f"*'} = {f™ o f} es normal en W.

Por lo tanto f(z9) € F y entonces f(F) C F de donde obtenemos
F C f~YF) por lo tanto F = f~1(F). De donde se sigue que F
es completamente invariante. Por complementos, el conjunto de Julia
J(f) también es completamente invariante.

O]

Lema 1.12. Para cualquier k > 0, el conjunto de Julia J(f*) correspondi-
ente a la k-ésima iteracion de f coincide con el conjunto de Julia J(f).

Demostracion. Usando complementos vamos a probar que el conjunto de
Fatou para f y f* es el mismo. En otras palabras, que {f"} es normal en
un conjunto abierto U si y sélo si { f”k} es normal en U.

Supongamos { f"} es normal en una vecindad U entonces { "} tiene una
subsucesién {f™} que converge uniformemente en cualquier compacto en U
o tiende uniformemente a co.

Entonces { f”k} N{f™} es una subsucesién de { f”k} que converge uni-
formemente o tiende uniformemente a oo en U.

Por lo tanto {f"k} es normal en U.
Reciprocamente, consideremos primero el caso particular cuando k = 2n.

Supongamos que z pertenece al conjunto de Fatou correspondiente a
{ fQ"}. Entonces para alguna vecindad U de z la coleccion de todas la ite-
raciones pares restringidas en U, es decir, { f2"|U} esta contenida en algin
subconjunto compacto K C Hol(U,C) esto por el Teorema 1.5.

Por otro lado f2"*! = f2no f C f(K). Dado que f es continua entonces
f(K) es compacto. Por lo tanto tenemos que:

ey u{f v} c FIE) UK

y como f(K)U K es compacto podemos concluir que cualquier iteracién de
f restringida a U es normal.
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Para el caso general basta observar que f"(K) es compacto para toda n
y K compacto, de nuevo se sigue por la continuidad de f, ademés |J f™(U)
para toda n es compacto por lo tanto

{rou{rmaolu. oo} cJro
por lo tanto f es normal en U.
De donde tenemos que los conjuntos J(f) v J(f*) coinciden. O

Una érbita atractora esta asociada a una vecindad abierta, su cuenca de
atraccién:

Definicion 1.13. Si ¥ es una drbita periddica atractora de periodo m, defin-
1mos la cuenca de atraccion como el conjunto abierto A C S que consiste
en todos los puntos z € S para los cuales las iteraciones f™(z), f>™(2), ...
converge a algiun punto de U.

Las cuencas atractoras pertenecen siempre al conjunto de Fatou como
probamos a continacién.

Lema 1.14. Toda orbita periédica atractora estd contenida en el conjunto de
Fatou de f. De hecho toda la cuenca de atraccion A de una drbita periddica
atractora estd contenida en el conjunto de Fatou. Por otro lado toda orbita
periddica repulsora estd contenida en el conjunto de Julia.

Demostracion. Consideremos un punto fijo zgp = f(z¢) con multiplicador A.
Hagamos primero el caso repulsor. Si [A| > 1 la sucesién de iteraciones de f
no converge uniformemente cerca de zg, pues la primera derivada de f es
A" la cual diverge a infinito cuando z — oo y por el teorema de convergencia
uniforme de Weierstrass, tenemos que f no converge uniformemente.

Por otro lado, en el caso atractor, si |\| < 1 en este caso podemos tomar
al punto fijo como 0 = f(0) € C con expansién de Taylor:

f(2) = Az + O(2*) cuando n — 0.

En otras palabras existen constantes rg > 0 y C tales que:

|f(2) — Az| < C|z?| para todo |z| < 0.
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Elegimos cy r con [A\| <c <1y 0<r <rg tales que |\| + Cr < ¢ para
todo |z| < r de donde se sigue:

f(2)] < Azl + CJ%| < clz|

y entonces
[f ()] < etz < e

que tiende uniformemente a 0 conforme n — oo.

Se cumple el resultado correspondiente para la cuenca A, pues por defini-
cién es el conjunto z € S para los cuales las iteraciones f™(z), f2"(z), ...
converge a algun punto de ¢J. Por lo tanto por Lema 1.12, { f"} converge de
manera uniforme para estos puntos y por lo tanto A C F.

Este resultado para puntos fijos se generaliza inmediatamente para los
puntos periddicos usando el Lema 1.12, puesto que un punto periédico de f
es un punto fijo para alguna iteraciéon f™.

O

Lema 1.15. Si f es racional de grado d > 2, entonces el conjunto de Julia
J(f) es no vacio.

Demostracion. Supongamos J(f) = () entonces existe alguna subsucesién
de iteradas {f™} que converge uniformemente sobre toda la esfera a una
funciéon holomorfa g : C — C.

Observamos que si f; y g son funciones que estan lo suficientemente cer-
ca de tal manera que la distancia esférica o(f;(z),g(z)) es uniformemente
menor que la distancia 7 entre puntos antipodas, entonces podemos defor-
mar f;j(z) en g(z) a lo largo de la geodésica mds corta y entonces estas 2
funciones son homotoépicas y tienen el mismo grado.

Por la observaciéon anterior, tenemos que la funcién f™ para j lo sufi-
cientemente grande tiene el mismo grado de g. Pero el grado de f™ no puede
ser igual al grado de g para n grande pues el grado de f™ es igual a d™ el
cual diverge conforme n — oo.

Por lo tanto J(f) es no vacio.
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Definicién 1.16. Definimos la 6rbita distinguida de un punto z bajo f :
S — S como el conjunto GO(z, f) que consiste en todos los puntos 2’ € S
cuya orbita eventualmente intersecta a la orbita de z. Es decir:

GOz, f) = {#' € S|04(=) N Of(=') # 0}

Un punto z € S es llamado excepcional bajo f si su drbita distinguida
es finita. Al conjunto que contiene a los puntos excepcionales lo denotamos

por E(f)

Lema 1.17. §i f : C — C es racional de grado d > 2 entonces el conjunto
E(f) tiene a lo mds 2 elementos.

Estos puntos excepcionales, si es que existen, deben ser siempre puntos
periddicos superatractores de f y entonces pertenecen al conjunto de Fatou.

Demostracion. Veamos que E(f) tiene a lo méas 2 puntos.

Ya que si existieran 3 puntos distinguidos, entonces la uniéon de sus
6rbitas distinguidas formaria un conjunto finito cuyo complemento U en
C serid hiperbélico con f(U) = U. Ademas el conjunto de iteraciones de f
restringidas a U deberd de ser normal por el Teorema 1.6. Entonces U y
su complemento estan contenidos en el conjunto de Fatou, lo cual es una
contradiccién con el Lema 1.15.

Por lo tanto £(f) tiene, a lo més, 2 puntos. O

Teorema 1.18. Sea z1 un punto arbitrario del conjunto de Julia J(f) C C
y sea N una vecindad cualquiera de z1. La union U de las imagenes progre-
siwas de f"(N) contiene a todo el conjunto de Julia y todo C excepto a lo
mds 2 puntos.

Mas preciso, si N es suficientemente pequena entonces U es el comple-
mento del conjunto de puntos excepcionales E(f), es decir, U = C\ E(f).

Demostracion. Notemos primero que @\U puede contener a lo mas 2 puntos,
de lo contrario ya que f(U) C U se sigue del Teorema 1.6 que U debe de estar
contenido en el conjunto de Fatou, lo cual es imposible pues UNJ(f) = z1.

Nuevamente haciendo uso de que f(U) C U tenemos que cualquier prei-
magen de un punto z € C\ U debe pertenecer al conjunto C\U. Como C\ U
es finito tenemos que alguna preimagen iterada de z es periédica, entonces
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z es periodico y excepcional.
Como por definicién se tiene que E(f)NT(f) = 0 se sigue que J(f) C U.

Finalmente si N es suficientemente pequetio tal que N C ® \ £(f), se
sigue que U = C\ &(f). O

Corollario 1.19. Si el conjunto de Julia contiene un punto interior en-
tonces este conjunto es igual a toda la esfera de Riemann.

Demostracion. Si J(f) tiene un punto interior z; entonces elegimos una
vecindad N C J(f) de z1, la unién U C J(f) de todas las imdgenes pro-
gresivas de N es denso, por lo tanto U = C y como J(f) es un conjunto
cerrado se sigue que J(f) = C. O

Corollario 1.20. Si zg es un punto cualquiera del conjunto de Julia, en-
tonces el siguiente conjunto:

{z e C|f™(2) = 2 para algun n > O}

es decir, el conjunto de las preimdgenes de zy correspondientes a cada una
de las iteraciones de f, es denso en J(f).

Demostracion. Como zy ¢ E(f) por el Teorema 1.18 se tiene que todo punto
z1 € J(f) puede ser aproximado arbitrariamente cerca por puntos cuya
orbita progresiva contiene a zj. O

Con el siguiente corolario veremos que J(f) para f con grado d > 2 es
perfecto, es decir, no tiene puntos aislados.

Corollario 1.21. Si f tiene grado 2 o mds, entonces J(f) no tiene puntos
aislados.

Demostracion. Notemos que J(f) debe de ser un conjunto infinito, si J(f)
fuera finito entonces consistiria en una érbita distinguida, contradiciendo el
Lema 1.17. Entonces J(f) contiene al menos un punto limite zp. De donde
tenemos que las preimagenes de cada una de las iteraciones de zp forman un
conjunto denso de puntos no aislados en J(f). O

Para el siguiente corolario necesitamos dar la definicién de espacios de
Baire al igual que el Teorema con el mismo nombre:
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Definicion 1.22. X es llamado unespacio de Baire si toda interseccion
contable de subconjuntos abiertos y densos de X es de nuevo denso.

Teorema 1.23 (De Baire). Todo espacio métrico completo es un espacio de
Baire, también todo espacio localmente compacto es un espacio de Baire.

Cabe mencionar que una propiedad de los puntos en un espacio de Baire
X es cierta para los puntos genericos x € X si es cierta para todos los puntos
de alguna interseccién contable de subconjuntos abiertos y densos de X.

Con ayuda de esta observacién demostraremos el siguietne corolario:

Corollario 1.24. Para una eleccion genérica de un punto z € J(f) la orbita
progresiva:

{2, 1(2), [2(2), .}
es densa en J(f).

Demostracion. Para cada entero j > 0 podemos cubrir el conjunto de Julia
J(f) por un ndmero finito de conjuntos abiertos Nj; de didmetro menor
que 1/j usando la métrica esférica.

Para cada N, sea Uj, la unién de preimagenes de cada iteracién de
f7"(Nj) por Corolario 1.20 la cerradura Uj, N J(f) es igual al conjunto de
Julia. En otras palabras Uj; N J(f) es un subconjunto abierto y denso del
conjunto de Julia.

Ahora, si z pertenece a la interseccién de estos conjuntos abiertos y
densos, la orbita progresiva de z intersecta cada una de las N;, y entonces
es denso en J(f).

O

Corollario 1.25. S5i A C C es la cuenca de atraccion para alguna orbita
atractora periddica, entonces la frontera topoldgica A = A\ A es igual a
todo el conjunto de Julia. Toda componente conexa del conjunto de Fatou
@\j(f) coincide con alguna componente conezxa de la cuenca A o es disjunto
de A.

Demostracion. Si N es una vecindad de un punto que pertenece al conjunto
de Julia entonces por el Teorema 1.18 alguna vecindad f™(N) intersecta a
A, entonces N misma intersecta a A. Esto prueba que J(f) C A. Pero J(f)
es disjunto de A entonces J(f) C JA.
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Por otro lado si IV es una vecindad de un punto en d A, entonces cualquier
limite de las iteraciones f"|y debe de tener un salto de discontinuidad entre

Ay 0A, entonces 6A C J(f). Por lo tanto J(f) = 0A.

Finalmente observamos que cualquier componente conexa del conjunto
de Fatou que intersecta a A, como no puede intersectar la frontera debe
coincidir con alguna componente de A. O

1.2. Rayos externos

Una forma bastante general para entender la dindmica en el conjunto de
Julia son los rayos externos, esto se hace en términos de los dngulos dobles
en S! y se puede aplicar siempre y cuando el conjunto de Julia sea conexo.

Mostraremos la construccién de los rayos externos junto con sus propiedades,
las cuales describen y ayudan a entender el conjunto de Julia. En esta seccién
la funcién f serd uniformizada para que tome la siguiente forma:

f(z) =apz" + 12"+

con a, # 0y grado local n > 2.

Si trabajamos con esta funcién, podemos introducir el Teorema de Bottch-
er, el cual nos asegura que existe una aplicacién conforme que conjuga f(z)
con w'", esto nos va a permitir definir a los rayos externos.

Sin embargo, antes de introducir esta definiciéon, daremos lugar a la
definicién del conjunto Relleno de Julia K el cual contiene a los puntos
cuya Orbita es acotada; veremos que este conjunto es compacto, con fron-
tera topologica igual al conjunto de Julia y con complemento conexo, esto
mediante un lema que nos indica, también, que K es igual a la unién de
todas las componentes acotadas del conjunto de Fatou unién el conjunto de
Julia mismo.

A partir de este punto nos restringimos al estudio de los polinomios
cuadréticos de la forma P.(z) = 2% + ¢ con ¢ un pardmetro complejo . Ver-
emos que esta restriccion se puede hacer ya que existe un homeomorfismo
h mediante el cual dada F' una funcién cuadratica cualquiera se cumple:
Foh=hoP,, es decir, tenemos que la dindmica de F' es equivalente a la
dindmica de un polinomio de la forma Pg(z) = 22 + ¢. Con esta restriccién
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y haciendo uso del Teorema de Bottcher mostraremos la construccién de los
rayos externos.

Al término de este capitulo, demostraremos dos teoremas, uno que de-
scribe las propiedades de los rayos externos y otro que da la relacién entre
rayos externos y el conjunto de Julia.

Al inicio de la seccién anterior definimos las funciones holomorfas, aho-
ra introduciremos un nuevo concepto que corresponde a las funciones cuya
primera derivada no se anula. Demos paso, entonces, a la definicién de fun-
ciones conformes y al concepto de isomorfismo conforme.

Definicion 1.26. Una funcion holomorfa decimos que es conforme si su
derivada f'(z) nunca se anula.

Definicion 1.27. Sean Q1 y Qo C C se dice que f : Q1 — Qo es un
isomorfismo conforme de Q1 sobre Qo si f es holomorfa y biyectiva.

A partir de este momento trabajaremos con un punto fijo siper atractor
con multiplicador A = 0 esto nos permitira uniformizar la funciéon f mediante
un parametro local de uniformizacién z = 0 para escribirla de la siguiente
manera:

f(Z) = ap2" + an-HZ?H_1 + ..

conn > 2y a, # 0, donde el entero n es llamado el grado local.

Con esta uniformizacién podemos hacer uso del Teorema de Bottcher,
el cual nos dice que existe una aplicacién conforme w = ¢(z) definida en
una vecindad de 0 que conjuga f(z) con w", la conjugacién es unica salvo
multiplicacién por una (n — 1)-ésima raiz de la unidad. Vedmoslo de manera
formal.

Teorema 1.28. Bdttcher

Con f, como se definié anteriormente ( f(2) = apnz"™ + ani12" ™+ ...,),
existe un cambio local de coordenadas homeomorfo w = ¢(z), con ¢(0) =0
que conjuga f con la n-ésima potencia, la cual manda w — w", a través de
alguna vecindad de cero. Ademds, ¢ es unica salvo multiplicacion por una
(n — 1)-ésima raiz de la unidad.

Entonces cerca de cualquier punto critico fijo, f es conjugada con una
funcién de la forma:
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pofoptiw— w

conn > 2.

Este teorema tiene una importante aplicacién para la dindmica polino-
mial, dado que cualquier funcién polinomial C — C de grado d > 2 extiende
a una funcién racional de C la cual tiene un punto fijo superatractor en el
infinito con grado local n = d.

Un concepto importante corresponde al conjunto relleno de Julia, el cual
consiste en los puntos cuya drbita es acotada. Este conjunto tiene gran im-
portancia para entender la dindmica del conjunto de Julia, por ejemplo, si
nos restringimos al comportamiento de los puntos criticos veremos que K es
conexo (y entonces J(f) también lo es) si los puntos criticos son elementos
de K mismo. Definamos entonces el conjunto Relleno de Julia.

Definicion 1.29. Nuevamente sea f : C — C un polinomio ménico de la
forma:
f(z)=2"+ 12"+ ...+ a1z + ag

para n > 2.

Al conjunto de z € C tales que su orbita es acotada bajo iteracion es
decir:

{z € @\Of(z) es acotada }

se conoce como el conjunto relleno de Julia IC(f) = K.

Con el siguiente lema veremos que K estd compuesto por la unién de
todas las componentes acotadas del conjunto de Fatou union el conjunto de

Julia J(f).

Lema 1.30. Para cualquier funcion polinomial f con grado d > 2, el con-
junto Relleno de Julia I C C es compacto con complemento conexo, con
frontera topoldgica 6K igual al conjunto de Julia J(f) y con interior igual a
la union de todas las componentes acotadas U del conjunto de Fatou C\J (f).
Entonces K es igual a la unién de todas las U junto con J(f) mismo. Y
cualquiera de estas componentes U es necesariamente simplemente conexa.

e . 2 7 .
Demostracion. El cociente 1(z) converge al limite ay cuando |z| — oo asum-
~d d

imos por convencién que ag = 1, podemos elegir una constante ry > 2 tal

que
|fz(j) —1| < 1/2
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para |z| > ro y de esto se sigue
[F(2)] > |2%]/2 > 2|2| para |2| > o

Esto muestra que cualquier z con |z| > rg pertenece a la cuenca de
atracciéon A = A(oco) de puntos al infinito. K puede ser identificada con el
complemento de C \ A. Por consiguiente K es compacto y por el corolario
1.25 tenemos que JKC = §A que es igual al conjunto de Julia.

Debemos mostrar que A es conexo. Sea U una componente acotada del
conjunto de Fatou C \ J(f) entonces |f?(z)| < 7o para todo z € U y toda
n > 0, de lo contrario por el principio de médulo maximo, deberia de suceder
que 2 € 60U C J(f) con |f%(2)| > 7o, pero esto implica que 2 € A lo cual es
imposible. Entonces toda componente acotada de C\ J(f) esta contenida
en el conjunto relleno de Julia K y la tinica componente no acotada puede
identificarse con C\ K = C N A(o0).

De igual manera si I' es una curva simple cerrada en una componente
acotada U y si V es una componente acotada de C\T', entonces, de nuevo, por
el principio del médulo méaximo V C K, en particular V no puede contener
puntos de J(f) = 0K entonces V' C U. Esto muestra que U es simplemente
conexo.

O

Para la construccién de los rayos externos y otros resultados que pre-
sentaremos mas adelante a partir de este momento nos vamos a restringir
al estudio de la dindmica de la familia de polinomios cuadraticos complejos
P.(z) = 22 +cen donde c es un pardmetro complejo. Podemos hacer esta re-
striccién pues la dindmica de cualquier funcién cuadratica es equivalente a la
de alguna de la familia P.. Es decir dada una funcién cuadratica cualquiera
F puede ser conjugada con un polinomio de la forma P.(z) = 2? + c.

Para ver que lo anterior es cierto damos la siguiente definicién:

Definicion 1.31. Decimos que dos funciones F, G : C — C son conjugadas
st existe un homeomorfismo h : C — C tal que:

hoF =Goh

De donde se sigue que:

hoF*"=G"oh



28 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Es decir, h manda 6rbitas de F' en érbitas de G, de igual manera h™"
manda Orbitas de G en oOrbitas de F. Entonces la conjugaciéon h da una
correspondencia uno a uno entre 6rbitas de F' y G. En el caso cuadratico
tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 1.32. Supdongase F(z) = az? + Bz +v con a # 0 8,7 € C,
entonces I es conjugado de P.(z) = 2% + ¢ para algun c € C.

Demostracion. Sea H la conjugacién afin H(z) = az + [5/2

En dénde
(H o F)(2) = a(ez® + Bz +7) + /2

= a?2* +afz+ay + (/2
=ao?22+afz+B2/4—B%/4+B/2+ ay
= (az + B/2)* + ay + B/2 — 5°/4
= Fe(az+ 5/2) = (Peo H)(2)

en donde ¢ = ay + 3/2 + B2 /4.
Ul

Podemos trabajar, entonces, con la familia P, y el Teorema de Bottcher,
que nos garantiza que existe R > 0 y una vecindad Ugr de oo para la cual
existe un homeomorfismo analitico:

¢C:UR—>C\DR

con Dp = {z||z| < R}. Este homeomorfismo conjuga P. con la funcién
Py(z) = 22. En otras palabras para cada z € Ug se cumple que:

e(Pe(2)) = (¢e(2))?
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Definicion 1.33. Mediante la funcion ¢., podemos asignar coordenadas
polares en el conjunto Ug. Para un dngulo fijo 04, consideramos un rayo
de la forma re'®, con arg(z) = 0, y r > R, denotamos las preimdgenes
oL (re?) por ~p,. La curva v, es llamada rayo externo.

Sea pr, = ¢, (|z| = r4) para . > R entonces r, y 0, asignan coorde-
nadas polares en Ug.

Podemos extender el dominio de definicién de estas coordenadas polares.
Supongamos z € C\Ug y que P.(z) € Ug. Entonces |¢.(P.(z))| > Ry supén-
gamos que arg(¢c.(P:(z))) = 0y |¢pc(Pe(z))| = r. Existen dos puntos en C
de la forma 4w cuyo cuadrado es ¢.(P.(2)). Sea w tal que w? = ¢o(Pe(2))
y arg(w) = 6/2. Entonces arg(—w) = 0/2 + 7.

Con la finalidad de extender ¢., debemos definir ¢.(z) como +w o —w.
Para hacer esta eleccién, supongamos que ¢ ¢ 7y. Entonces P, !(g) con-
siste en dos curvas disjuntas, una que contiene a 7/, y otra que contiene a
Yr+6/2- Entonces definimos ¢¢(2) = wsiz € vg/2 0 ¢c(2) = —w si z € Yrpp/2-

El tinico caso en que este procedimiento falla sucede cuando ¢ € g para
este caso las preimagenes de P, !(vg) cortan en 0. Entonces, si la érbita de
0 no tiende a co no encontramos problema y podemos repetir el proceso de
forma indefinida.

Con todo lo anterior hemos dado gran parte de la demostracién de la
siguien-te proposicion:
Proposicién 1.34. Supongamos que P?*(0) + co. Sea Uy = {z|P*(z) — oo} =
C\ K. Entonces existe un homeomorfismo analitico :

¢ :C\K—C\Dy

tal que ¢o(Pc(2)) = (¢e(2))?. Ademds J(P.) es la frontera de Uy.
Demostracion. Falta probar que cualquier érbita que escapa esta en Us.

Si P?(z) — oo entonces existe una N pequefia para la cual PV (2) € Ug.

Entonces podemos aplicar la construccién anterior N veces a lo largo de la
érbita de z para definir P.(z).

Como J(f) es la frontera comin de K y el conjLemaunto de érbitas que
tienden a oo se sigue el resultado.
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O
Definicion 1.35. Consideremos el siguiente limite:

~v(0) = lim ¢_1r62m9
r—1
cuando este limite existe diremos que el rayo 7y aterriza en el punto
~v(0), el cual necesariamente pertenece al conjunto de Julia J(f) = oK.

Observacién 1.36. 7y es la imagen inversa de la funcién de Béttcher ¢!
de la linea media, que consiste en todo los productos de la forma re*™ ¢
C\ D con r > 1. Notamos la identidad:

f(6) = Yno-

En particular si el dngulo 6 € R/Z es periodico salvo multiplicacion por n,
entonces el rayo vy es periodico. Por ejemplo si n?0 = 6 mod (Z), entonces
se sigue que fP manda el rayo vo en si mismo.

Lema 1.37. Siyy aterriza en un punto sencillo ~(0) del conjunto de Julia,
entonces el rayo Y9 aterriza en el punto v(nf) = f(v(0)). Ademas cada
uno de los n rayos de la forma ey aterriza en uno de los puntos enLema

F1(v(9)) y todo punto en f~1(y(0)) es el punto de aterrizaje de al menos
uno de estos rayos.

Demostracion. Siz € J(f) no es un punto critico la funcién f manda alguna
vecindad N de z mediante un difeomorfismo en una vecindad N’ de f(z) que
lleva cualquier rayo vs N N en un rayo v,s N N'. Entonces si 7, aterriza en
z entonces 7y aterriza en f(z), mientra que si Ry aterriza en f(z) entonces
para alguna s unicamente determinada y de la forma % el rayo s debe
aterrizar en z.

Si z es un punto critico, se tiene la misma situacién, excepto que N es
mandada en N’ por una funcién cubriente, esto es, cada rayo que aterriza
en f(z) estd cubierto por dos o més rayos que aterrizan en z.

O

Antes de introducir el teorema que nos da cuatro condiciones equivalentes
para saber cuidndo el conjunto de Julia es localmente conexo con la ayuda
de los rayos externos, daremos un lema y un teorema que nos seran tutiles
para dar la demostracién de dicho teorema.
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Lema 1.38. Si f es continua y va de un espacio localmente compacto y
conexo X en un espacio de Hausdorff Y, entonces Y también es compacto
y localmente conexo.

Demostracion. f(X) = Y es compacto debido a que f es continua. Por
otro lado, dado y € Y y una vecindad abierta N C Y, podemos considerar
el conjunto compacto f~!(y) C X con vecindad abierta f~1(N). Sea V, el
rango de todo los subconjuntos conexos abiertos de f ~!(N) que intersectan a
f~1(y) . Entonces la unién | J f(V,,) es un subconjunto conexo de N . Esta es
también una vecindad de y, que contiene la vecindad abierta Y\ f(X\ Va)
de y, por lo tanto Y es localmente conexo.

O

Ahora enunciaremos el Teorema de Caratheorodry, un teorema que,
ademads de ayudarnos con la demostracion del Teorerma 1.40, nos serd muy
util en el préximo capitulo para dar la definicién de Arboles de Hubbard.

Teorema 1.39 (Carathéodory). Sea U C S? un conjunto abierto isomorfo
alDy:D— U un isomorfismo. Si U es localmente conexa, entonces
tiene una extension continua ¥ : 1D — U.

Ahora si, veamos el teorema que nos da las 4 equivalencias para que el
M
conjunto de Julia sea localmente conexo.

Teorema 1.40. Para cualquier f dada, con conjunto de Julia conexo, las
si-guientes 4 condiciones son equivalentes:

1. Todo punto externo g aterriza en un punto (), el cual depende de
la forma continua en el dngulo 6.

2. El conjunto de Julia J(f) es localmente conezo.
3. El conjunto Relleno de Julia K es localmente conexo.

4. La inversa de la funcién de Bottcher ¢~ : C\ D — C\ K se extiende
continuamente sobre la frontera y esta funcion extendida manda cada
re2™0 ¢ 6D a v(0) en el conjunto J(f).

Ademas donde quiera que esta condicién sea satisfecha, la funcion re-
sultante T' : R/Z — J(f) satisface la identidad de semiconjugacion

['(nd) = f(I'(0))
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Demostracion. Supongamos que I : R/Z — J(f) estd definida y es continua.
La imagen I'(R/Z) es un subconjunto no vacio de J(f). Iniciando con un
punto arbitrario, digamos I'(0) inductivamente usando el Lema 1.37 se tiene
que todas las preimdgenes iteradas pertenecen a I'(R/Z). Entonces por el
Corolario 1.20 la imagen I'(R/Z) es todo el conjunto de Julia y por Lema
1.38 J(f) es localmente conexo.
Para probar la 1ltima parte de este teorema aplicamos el Teorema 1.39 al
isomorfismo conforme C\ID — C\ K con lo que terminamos la demostracion.
O

1.3. Angulos externos

Por la seccion anterior sabemos que para un conjunto compacto, conexo
y relleno K C C, el teorema de la funcién de Riemann proporciona un tinico
isomorfismo ¢ que va de C\ K en C\ Dp sujeto a la condicién de normal-

TR o1 -
izacién: lim Q =1.
zZ—o0 2
La funcién inversa de la funcién de Riemann nos permite transportar
coordenadas polares al exterior de K, las imagenes de lineas radiales son lla-
madas angulos externos, de igual manera las imagenes de circulos concéntri-

cos son llamadas equipotenciales.

Definicién 1.41. Para un punto z € C\ K con ¢(z) = re>™, el mimero 0
es llamado dangulo externo y log(r) es llamado el potencial de z. Los dngulos
externos se encuentran en S' y siempre los vamos a medir en giros comple-
tos, es decir veremos a S' = R/Z.

Sabemos que un rayo externo en el angulo 6 se dice que aterriza en un

punto z si
lim re?™
r—log(r)

existe y es igual a z. En general, para un conjunto compacto, conexo y rel-
leno K, no todo rayo externo aterriza necesariamente, pero el conjunto de
angulos externos 6 tal que -y aterriza tiene medida completa, es decir, su
complemento tiene medida cero; y como vimos anteriormente por el Teore-
ma de Carathéodory, la conexidad local de K es equivalente al aterrizaje de
todos los rayos, con los puntos de aterrrizaje dependiendo continuamente
del angulo externo.
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Un rayo externo es periédico o preperidédico siempre y cuando su angu-
lo externo sea periédico o preperiddico bajo la funciéon de angulo doble
en S'. Los angulos periédicos o preperiédicos son exactamente los dngu-
los racionales. De forma ma&s precisa un angulo racional es periddico si y
sélo si el denominador es impar; si el denominador es par entonces el angulo
es preperiddico. Se sabe también, que los rayos externos del conjunto Relleno
de Julia K, cuando es conexo, siempre aterrizan si sus angulos externos son
racionales. Los puntos de aterrizaje de rayos periddicos son puntos periddicos
en orbitas repulsoras o parabdlicas. Reciprocamente todo punto parabdlico
o repulsor, periédico o preperiédico en el conjunto relleno de Julia K es el
punto de aterrizaje de uno o mas rayos externos racionales, los periodos o
preperiodos de los rayos que aterrizan en un mismo puntos son iguales.

Cuando J(f) es localmente conexo, la inversa de la funcién de Riemann
se extiende de forma continua a una funcién:

¢ :C\D— (C\K)UI(f)
y restringida a S! nos da una funcién continua y sobreyectiva:
¢’S_11 : St — T ()

La cual semiconjuga la dindmica ¢~ 1(e2™(29)) = P,(¢~1(e>™). Esta nos
ayuda a entender la dinamica de P. en el conjunto de Julia 7 y obtenemos
un modelo topologico para el conjnto de Julia como cociente de S! bajo la
relacion de equivalencia:

0 ~ 6 siy sélo si g y Ve aterrizan en el mismo punto.

Este cociente dindmico en S' es localmente conexo y provee un modelo
ho-meomorfo de J(f) si y s6lo si J(f) también es localmente conexo. De
hecho resulta que la topologia y dindmica de este modelo puede ser constru-
ida en términos de sdlo un dngulo externo correspondiente al rayo externo
que aterriza en el valor critico.

El punto més importante es que la topologia y la dindmica en J(f),
cuando es conexo, puede describirse en términos de uno de los casos mas
simples de dindmica simbdlica, la funcién de rotacién doble en S!.
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Para esto a los dngulos externos se les puede asignar un itinerario y una
secuencia de tejido. De forma intuitiva para un angulo § € S' podemos
asociar una secuencia de tejido como sigue: dividimos S' en dos partes en
0/2y (0+1)/2 (las imagenes inversas de 6 bajo la funcién de dngulo doble);
la parte abierta que contiene al angulo cero la etiquetamos 0, la otra parte es
etiquetada con 1 y la frontera recibe el nombre de . La secuencia de tejido
del dngulo 0 es la secuencia de etiquetas correspondientes a los dngulos 6,
260, 40, 86... Se puede observar que la primera posicién siempre es 1 para
0 # 0. De manera formal:

Definicién 1.42. Sea S' = R/Z, el espacio de dngulos externos. Dado un
dngulo externo 6 € S' para cualquier ¢ € S, definimos vy(p) = v1,vs, ... el
itinerario de ¢ con v; € {0,1,x} asignados de la siguiente manera:

sio (0+1)/2<27tp<0/2
vi=141 si 0/2<27lp<(0+1)/2
x si 27l e {0/2,(0+1)/2}

En donde las desigualdades se interpretan respecto al orden ciclico.

Podemos distinguir un itinerario en particular, el itinerario vy(6), es de-
cir, el itinerario de 6 con respecto a si mismo:

Definicién 1.43. Una secuancia de tejido k(0) = v(0) = vy(0) es el itinerario
de 0 con respecto a si mismo. Esta secuencia k() contiene una x en la posi-
cion n st y solo si 0 es periodico con periodo n. Decimos que la secuencia
de tejido es *- periddica de periodo n st v = Vi,...,Up_1%. con vy = 1 gy
v; €40,1} para 1 <i <n.

El simbolo * ocurre tnicamete para angulos periédicos, sin embargo,
puede suceder que un angulo irracional tenga una secuencia de tejido periédi-
ca. Conforme el angulo 6 va variando, las entradas de las secuencias de tejido
en cualquier posicién n cambian exactamente en los valores de 6 para los
cuales 2”710 estd en la frontera de la particién, es decir, en donde la se-
cuencia de tejido tiene la entrada . Esto sucede si y sélo si el angulo 6 es
perioddico y su periodo es exactamente n o divide a n.

Por otro lado tenemos que los limites puntuales:

k- (0) = Jim, k()
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B+ (0) = lim, k(0)

existen para todo 6.

Si 0 es periddico entonces ki (f) es también periddico con el mismo
periodo. Ambos limites de la secuencia de tejido coinciden con k(6) en todas
partes, excepto que todos los simbolos * son reemplazados por 0 en una de
las dos secuencias y por 1 en la otra. La razén es porque si 6/ es muy cer-
cano de #, entonces las orbitas bajo duplicacién asi como la particién en la
secuencia de tejido estan cerca una de otra y todo simbolo 0 o 1 en cualquier
posicién finita no serd modificado siempre que € este cercano a 6.

Sin embargo si el perfodo de @ es n tal que 27716 est4 en la frontera de
la particion en la secuencia de tejido, entonces 2"’ apenas se perders la
frontera en su particion y la x serd reemplazada por 0 o 1. Asi pues, mien-
tras la érbita de @' esté cerca de la 6rbita de 6, todos los simbolos x seran
reemplazados por el mismo simbolo.

Por lo tanto, en este capitulo hemos introducido los conceptos de los
Conjuntos de Julia J(f) y Fatou C\ J(f), describimos sus caracteristicas y
propiedades. Definimos el conjunto relleno de Julia K y finalmente expliamos
brevemente el modelo correspondiente a los rayos externos para entender la

dindmcia de J(f).
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CAPITULO 2

Arboles de Hubbard y Secuencias de Tejido

2.1. Arboles de Hubbard

Uno de los arreglos combinatorios que se utiliza para describir y entender
al conjunto J(P), en donde P es un polinomio postcriticamente finito, es
el que corresponde a un arbol de Hubbard, en este arreglo se hace uso de
un arbol topolégico finito, el cual se define como un espacio topolégico que
es Unicamente arco-conexo y homeomorfo a la unién de varias copias del
intervalo unitario.

Mostraremos que el conjunto definido como envolvente admisible para un
conjunto finito de puntos, {1, x2, ..., z,}, es un drbol topologico finito, para
llegar a este resultado daremos las definiciones de arco admisible, conjunto
admisible conexo y envolvente admisible; en donde, para definir arco admis-
ible, usaremos un corolario que se desprende del teorema de Caratheddory,
el cual ya mencionamos en el capitulo anterior.

Veremos que en un espacio K relleno, localmente conexo y compacto,
cualesquiera dos puntos son unidos por un tnico arco admisible, ademas la
unién (bajo algunas condiciones) y la interseccién de arcos admisibles resul-
ta ser también un arco admisible; de lo anterior se obtiene la definicién de
los conjuntos admisibles conexos y se desprende un resultado que indica que
la unién e intersecciéon de conjuntos admisibles conexos resulta ser, también,

37
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un conjunto admisible conexo. Teniendo ya estos conceptos, vamos a definir
la envolvente admisible de un conjunto y probaremos que la envolvente ad-
misible que corres-ponde al conjunto {x1,z9, ..., 2,} es un arbol topologico.

Con estas herramientas veremos que un arbol de Hubbard se define como
la envolvente admisible de un conjunto de puntos muy particulares, los que
pertenecen a la orbita critica en IC.

Ahora, si vemos el arbol de Hubbard de manera combinatoria, es decir
como una grafica conexa y sin ciclos, diremos qué puntos juegan el papel de
vértices, para lo cual introduciremos el concepto de valencia que también nos
permitird ver cuando un punto es final o ramificado. Asi mismo analizaremos
qué propiedades y caracteristicas se desprenden de restringir la funcién f,
tanto en su dominio como en su imagen, tan sélo al conjunto correspondiente
al arbol de Hubbard para poder observar la dindmica en el mismo. Estas
caracteristicas y propiedades nos seran utiles tanto en la siguiente seccion
de dindmica simbdlica como en el capitulo 3, en la demostracién principal
de la tesis.

Para introducir el concepto de arbol de Hubbard para polinomios postcritica-
mente finitos requerimos de algunas definiciones y teoremas que a contin-
uacion presentamos de manera general.

Definicion 2.1. Sea P : C — C polinomio, decimos que es postcriticamente
finito si sus orbitas criticas son finitas, i.e, las drbitas de todo los puntos
criticos son periddicas o eventualmente periodicas.

Definicion 2.2. Un arco es un homeomorfismo sobre su imagen:
r.17=100,1]— X.

El espacio X es arco-conexo si cualesquiera dos puntos x y y en X
pueden ser unidos por un arco, tal que I'(0) =z y T'(1) = y.

En el capitulo anterior se enuncio el Teorema de Carathéodory, para
poder dar la demostracion del Teorema 1.40, ahora en este capitulo usaremos
un corolario que se desprende directamente del Teorema de Carathéodory,
y que nos permitird definir los arcos admisibles.

Corollario 2.3 (Carathéodory). Supongamos U C C un conjunto abier-
to, acotado y simplemente conexo y sea ¥ : D — U wun isomorfismo, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:



2.1. ARBOLES DE HUBBARD 39

= ) tiene una extension continua D — U,

s 0U es localmente conexo;

C\ U es localmente conexo;

» Existe L localmente conexo con U C L C C\ U,

Eziste vy : R/Z — 0U sobreyectiva.

Proposicién 2.4. Sea K C C un conjunto relleno, localmente conexo y
compacto, denotamos por (Ui)ier la familia de componentes coneras del
int(K), para estas componentes se tienen las siguiente propiedades:

1. Vi, U; es homeomorfa a la cerradura del disco unitario

2. Diam(U;) — 0, es decir, el conjunto de las i tales que Diam(U;) > €
es finito.

Demostracion. = Si I' es una curva de Jordan en Uj;, el dominio acota-
do por I' esta contenido en K, asi en U;. De donde se sigue que la
componente U; es simplemente conexa, entonces es isomorfa a D o C.
Dado que U; es acotada, entonces tenemos que es isomorfa a ID. Sea
¥ : D — U; un isomorfismo. Tenemos, ademés, que 6U; C K € C\U; y
0K es localmente conexo. Por lo tanto, por el teorema de Carathéodory
1 se extiende a una funcién continua 1 : D — U;

Ahora necesitamos ver que ¥|sp es inyectiva:
e «) Parte analitica: Para toda = € §U; tenemos que 1~ () tiene

interior vacio en R/Z. Esto se sigue por el Principio de Reflexién
de Schwarz !

'El Principio de Reflexién de Schwarz se basa en la observacién de que si u(z) es una
funcién arménica entonces u(Z) es, de igual manera, arménica y si f(z) es una funcién
analitica entonces f(Z) es también analitica. De forma més precisa si u(z) es arménica y
f(2) es analitica en una regidn, entonces u(z) es arménica y f(z) es analitica como funcién
de z en la regién Q*, obtenida mediante la reflexion de Q en el eje real, esto es 2 € Q* siy
sélo si zZ € Q2. Supongamos que f es una funcién analitica, la cual esta definida en la mitad
superior del disco {|z|2 < 1,Imlz] > O} y ademads, supongamos que f se extiende a una
funcién continua en el eje real y toma valores reales en el mismo. Entonces f puede ser
extendida a una funcién analitica en todo el disco por la formula: f(zZ) = f(z) en donde
los valores para los z reflejados a través del eje real son las reflexiones de f(z) a través
del eje real. Se puede observar que esta funcién es diferenciable en el interior de la mitad
inferior del disco. Lo que vale la pena observar es que la funcién resultante debe de ser
analitica a lo largo del eje real a pesar de no supuestos de diferenciabilidad.
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e [3) Parte topologica: Para todo = € §U;, 1 ~!(z) es conexa. Ya que
si este no fuera el caso, podriamos encontrar t1, to, u1, us tales que
u1 y ug no pertenecen a la misma componente conexa de R/Z \
{t1,t2} con p(t1) = P(t2) =z, Y(w1) # z y P(uz) # 2. Sean Ay
B en C! arcos con extremos en (t1,t2) y (u1, u2) que se intersectan
transversamente en un punto. Entonces 1(A) es una curva de
jordan I' C K y 1(B) la intersecta transversamente en un punto.
Entonces alguno de los dos puntos ¥ (u;) o 1(ug) pertenecen al
dominio acotado por I' y el otro esta fuera del dominio. Pero no
puede haber un punto de 6U; C 6K en el dominio acotado por
. Por lo tanto ¢ ~!(z) es conexa. Y tenemos que el resultado
se sigue de v y . Por tanto ¢|p es inyectiva, de donde tenemos
que para toda i cada U; es homeomorfa a la cerradura del disco
unitario.

» Supongamos n > 0y {U;,} una susecién de componentes del int(K)
tales que diam(U;,) > m. En cada componente U;, sea (x,,y,) una
pareja de puntos tales que |z, — y,,| > m. Extraemos una subsucesion,
si es necesario podemos asumir que T, — £ y ¥, — y. Tenemos x € K
yy € K con |y — x| > m. Sean A; y Ay dos vecindades conexas y dis-
juntas de x y y respectivamente en K. Sea k tal que zp y xr41 estan
en A1 y yr junto con yiy1 estdn en As. Tomamos Hj un arco que va
de z a 41 en Ay, Hy un arco de yx a yrp41 en Az, Ji un arco que
va de z a yr en una componente U;, v J2 un arco que va de x4 a
Yk+1 en una componente Ui y1. Véase Figura 2.1. Observamos el arco
de Jordan I' € HHUHy U JyUJscon T'NJy # 0y TNy # (. En-
tonces, tenemos que I' C K y el dominio acotado por I' estd contenido
en int(K), entonces estd en alguna componente conexa de int(K) e
intersecta a las componentes U;, v U;i+1, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto diam(U;) — 0.
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A Az

U;

k+1

Figura 2.1: El arco de Jordan I' C H; U Ho U J1 U Jo

La proposicién anterior nos permite dar la definicién de arco admisible,
para ello tomamos nuevamente K C C conexo, relleno, localmente conexo y
compacto y sea (U;);er la familia de componentes conexas en el interior de K.
En cada una de estas componentes elegimos un punto w; el cual determina,
salvo multiplicacién por A médulo 1, un homeomorfismo ¢; : U; — D que
induce un isomorfismo C-analitico entre U; y D tal que ¢;(w;) = 0. Con este
isomorfismo podemos determinar cudndo un arco es admisible, veamos la
siguiente definicion:

Definicion 2.5. Sea I’ C K un arco, es llamado admisible si para todo i € 1
se tiene que ¢;(I' NU;) estd contenida en la union de dos rayos de D.

Lema 2.6. Sean I'y y I's dos arcos admisibles, entonces I't NI’y es conexo.

Demostracion. Supongamos que I'y NT'y es disconexa, sea (v, u)r, una com-
ponente conexa de I'1 \ (I'y NT'2). Entonces [u, v]r, U[u, v, es una curva de
Jordan J.
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[u7 V]F1

[uv V]Fz
Figura 2.2: [u, v]r, U [u,v]|r, curva de Jordan J.

Sea V' el dominio acotado por J. Entonces tenemos que V C K y tam-
bién V C int(K), entonces exite una i tal que V C U; y J C U;. Los arcos
[u,v]r, ¥ [, v]r, son arcos distintos entre u y v en Uy, lo cual no es posible,
pues cada U; es simplemente conexa.

Por lo tanto I'1t N T’y es conexo.
O

Proposicion 2.7. Sean x y y dos puntos distintos de K. Existe un inico
arco admisible I que une a x con y.

Demostracion. Sixy y estan en la misma U;, si ¢;(7) y ¢;(y) tienen el mismo
argumento, entonces ¢;(y) es el segmento [z, y] en otro caso es [z, 0] U [0, y].

En general sea v una trayectoria inyectiva entre x y y. Ordenamos los
elementos de i en I en una sucesiéon {i,} de tal manera que vy~ 1(U;) tiene,
a lo mas, dos puntos y denotamos por -, a la trayectoria obtenida modifi-
cando v en v~ Y(U;,)...y 1 (U;,) para que se convierta en admisible en estos
intervalos. Se sigue de la proposicién 2.4 que 7, converge uniformemente a
una trayectoria v* (pues diam(U;) — 0). Tenemos, entonces, que v* es una
trayectoria inyectiva y su imagen es un arco admisible.

La unicidad se sigue como consecuencia del Lema 2.6

Por lo tanto v* es un arco admisible que une x con y.

Los arcos admisibles tienen la siguiente propiedad:
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Proposicién 2.8. Sean x,y, z tres puntos de K. Entonces [x,y|x Ny, 2|k es
de la forma [y, c|k, se denota por c(x,y, z) al punto obtenido de esa manera.

Se tiene que para cualesquiera pareja de puntos: (z,y), (z,2), (y,z); el
arco que los une se puede escribir como la union de dos arcos, en donde se
utiliza como punto en comin a c; por ejemplo: [z, y|x = [z,c] U [c,y].

En particular si [z, y|x Ny, 2|k = {y} el arco [z,y]x Uly, 2]k es admis-
ible.

Definicion 2.9. Se dice que un subconjunto X C K es admisible conexo si
para x yy en X se tiene [x,y]x C X.

Proposiciéon 2.10. Un par de propiedades tiles de los conjuntos admisibles
conexos son las siguientes:

1. La union de una familia de subconjuntos admisibles conexos cuya in-
terseccion es un punto es admisible conexa.

2. La interseccion de una familia de subconjuntos admisibles conexos es
admisible conexa.

Demostracion. Sea (F;)ieny C K una familia de subconjuntos admisibles co-
nexos. Es decir para toda ¢ € N y para cualesquiera x;,y; € F;, se cumple
que [z;, yilx C F;

1.- Basta con demostrar que F} U F5 es admisible conexa.

Sean x,y € F1 U Fy, si x,y € F; con i € {1,2} supongamos sin pérdida
de generalidad [z, y|, C F} entonces se cumple que [z, y|x C F1 U Fb.

Si este no es el caso, supongamos sin pérdida de generalidad = € F; y
y € Fy» por hipétesis se tiene que Fy N Fy = {c}, por lo tanto [z,c|x C Fi
y [e,y]x C Fa, entonces [z, ¢l U [c,ylx C F1 U Fy y por la Proposicién 2.8,
[z, c]iU]c, y]x es arco admisible pues [z, ¢]xN[c, y]x = {c} por lo tanto F1 UF
es admisible conexa.

2.- De igual manera, basta demostrar que F; N F5 es admisible conexa.
Sean x,y € FiNFy, = z,y € F1 y x,y € Fy, entonces [z,ylxy C F1 y

[:an]k C k= [$,y]k C Fi N Fs.
Por lo tanto, F; N F5 es admisible conexa. ]
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Definicién 2.11. Sea A C K se define la envolvente admisible [A] como la

interseccion de todos los subconjuntos admisibles conexos de K que contienen
a A.

Proposiciéon 2.12. Sean x1,xo, ..., z, puntos de K entonces la envolvente
admisible [1, ..., xy) del conjunto {x1,xa,...,xn} es un drbol topoldgico finito.

Demostracion. Probaremos, por induccién, que [z, ..., Z,] es un drbol finito,
recordando que un arbol topoldgico es un espacio topoldgico arco-conexo y
homeomorfo a la unién de varias copias del intervalo unitario.

Para n = 1 es tnicamente un punto {x;} lo que corresponde a un arbol
trivial.

Para n = 2 tenemos [z1, x2] el arco admisible [z, z2] k que sabemos que
existe por la Proposicién 2.7, tenemos [x1, x2|x = [r1,x2], que ademds por
ser un arco es homeomorfo al intervalo unitario y es arco conexo. Por lo
tanto [z1,x2] es un arbol.

Supongamos cierto para n, es decir, [x1,...,2,] es un arbol finito y
sea Tp41 € K, sea a € [x1,...,2,] un punto arbitrario, por la Proposi-
cién 2.7 existe el arco admisible [z,41,a]x témese ¢ € [zy41,a|x tal que
¢ es el primer punto en [r,11,a]x que pertenece a [x1,...,zy], entonces
(1, s Tpt1] = [T1, ooy Tu] U6, Tnpa] ¥ (21, 0, o] N [€, Tnpa] = {c} -

Por lo tanto [z, x9, ..., Zn+1] €s un arbol topoldgico finito, puesto que es
arco-conexo y homeomorfo a varias copias del intervalo unitario. O
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/|

Figura 2.3: Envolvente admisible correspondiente al conjunto {x1, ..., Zp41} .

De la proposicién anterior tenemos que, para el conjunto de puntos
{z1,...,2n} C K la envolvente admisible [z1,...,x,] es un arbol topologi-
co; esto fue visto de manera general para cualquier conjunto K relleno,
localmente conexo y compacto, veamos ahora el caso particular cuando K
es el conjunto relleno de Julia IC, en donde podemos definir los drboles de
Hubbard.

Sea f un polinomio de grado d > 2 tal que todo punto critico es periédico
o preperiddico. Si la envolvente admisible corresponde al conjunto de pun-
tos criticos de P junto con sus érbitas obtenemos, entonces, un arbol de
Hubbard, veamos al definicién.

Definicién 2.13. Sea C(f) el conjunto de todos los puntos criticos de f y
sea U(f) = Uyec ()P f(w), en donde ¥¢(w) denota la orbita del punto w.

Se llama arbol de Hubbard de f a la envolvente admisible Hy de Q(f),
es decir:

Hy =[Q(f)]

Observaciéon 2.14. En este caso tenemos solo un punto critico, el 0, y
como estamos trabajando con polinomios Postcriticamente finitos, la orbita
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del cero es finita y por lo tanto de la forma {0, ¢y, ca, ...} y por la Proposicién
2.12 se cumple que [0, ¢y, ...] es un drbol topoldgico.

Un arbol también puede ser visto como un arreglo combinatorio corre-
spondiente a una grafica, es decir, un conjunto de vértices o puntos que se
encuentran relacionados por pares mediante lineas o aristas. Para que esta
grafica sea un arbol, es necesario que sea conexa y sin ciclos. Veamos cémo
definimos los vértices y las aristas para un arbol de Hubbard.

Definicion 2.15. SiT es un drbol, la valencia de x se define como el nimero
de componentes de T — {x}. Un punto de valencia 1 es llamado punto final,
mientras que un punto con valencia mayor que 2 es llamado un punto ram-
ificado. Denotaremos a la valencia de un punto x como val(x).

X4 1 x7

Z2 T3 e,

g

Figura 2.4: En este arbol de Hubbard los puntos xo y g son ramificados
con valencia 3, mientras que los puntos x1, x4, T5, rg son puntos finales del
arbol.

Se define conjunto de vértices de Hy como:
V(f)=Q(f)U{ve H(f)| v es un punto ramificado}

La cerradura de un arco en Hy que une dos vértices consecutivos es llamada
arista.

Con respecto al punto critico y al valor critico introduciremos la siguiente
notacion:

= El punto critico se detona por ¢g = 0 y su érbita por Orby(0) =
{0,¢1,¢9,...}

» El valor critico ¢; es la imagen del punto critico f(cy) = c1.
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Ya sabemos cémo se define un arbol de Hubbard formado por el punto
critico y los elementos de su érbita, todos ellos contenidos en /C, ahora
veamos las cardcteristicas que tiene la didmica de f si se restringe, tanto
en su dominio como en su imagen tan sélo en el arbol de Hubbard T, es
decir, si se considera f : T — T tenemos que se cumplen las siguientes
propiedades:

1.
2.
3.

f:T — T es continua y sobreyectiva.
Todo punto en T tiene a lo mas dos imagenes inversas bajo f.

En todo punto, distinto del punto critico, la funcién f es un homeomor-
fismo local sobre su imagen, es decir, para cada punto = de T"— {0}
existe un abierto U con = € U tal que f(U) es un abierto de T y
flv : U — f(U) es un homeomorfismo.

. Todos los puntos finales de T estan en la érbita critica.

. El punto critico es periédico o preperiddico, pero no fijo.

(Expansibilidad) six y y € T con x # y son puntos ramificados o puntos
en la drbita critica, entonces existe unan > 0 tal que f°"([z, y])contiene
al punto critico.

Si hacemos uso de la caracterizacion anterior de los arboles de Hubbard,
podemos demostrar las propiedades que se enuncian en el siguiente lema:

Lema 2.16. Las siguiente son propiedades bdsicas de los drboles de Hubbard:

» El valor critico c1 es un punto final, el punto critico 0 divide el drbol

en a lo mds dos componentes.

= Cada punto ramificado es periddico o preperiddico, nunca es mandado

en el punto critico y el numero de valencia es constante a lo largo de
la parte periodica de su orbita.

= Clualquier arco que no contiene al punto critico en su interior es man-

dado de forma homeomorfa en su imagen.

Demostracion. = Recordando que f es un homeomorfismo local fuera

del punto critico. Supongamos que ¢; no es un punto final, es decir,
tiene valencia mayor o igual a 2, entonces los puntos ca, c3, ... también
tienen valencia al menos 2, esto siempre y cuando f siga siendo un
homeomorfismo local, cuando esto ya no sucede es porque la 6rbita ha
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regresado a 0, el punto critico, cuya imagen es c1, con lo que tenemos
que todos los puntos de la érbita critica son ramificados, lo cual es
una contradiccion pues se tiene que todos los puntos finales estdn en
la érbita critica.

Entonces val(c1) = 1 y val(0) < 2, de otra manera su imagen no
podria ser un punto final.

= Como fuera del punto critico f es un homeomorfismo local, la valencia
de la imagen de un punto x es mayor o igual que la valencia de dicho
punto, es decir:

val(x) < wval(f(x))
y en general por la misma razén se cumple que:

val(f"(x)) < val(f"+(z)).

Se tiene ya que el punto critico tiene valencia 2, entonces por lo ante-
rior si z es un punto ramificado, el punto critico no puede ser imagen
de x.

Dado que el arbol es finito tenemos que el conjunto de puntos ram-

ificados también lo es; por lo tanto, estos puntos son peridédicos o
preperiédicos y toda su orbita consiste en puntos ramificados; la parte
periédica de la érbita de estos puntos es de la forma { f7(z), f7+(z), ..., fT%(z)}
cuyo perfodo es k, por lo que se cumple: f7#(z) = f7(x). Y como se

observé anteriormente tenemos que:

val(f7(w)) < val(f71(x)) < ... <wal(f* (2)) = val(f!(x))

Por lo tanto el nimero de la valencia es constante a lo largo de la parte
periddica de la orbita.

= En esta parte veremos que si el arco no es mandado en su imagen de
ma-nera homeomorfa, entonces el punto critico estd en el interior del
arco.

Sea I un arco dentro del arbol, como f no puede ser constante en I'
y no hay ciclos en el drbol, entonces el subarbol f(I") tiene al menos
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2 puntos finales, si un punto final de f(I') no es imagen de un punto
final de I', entonces debe de ser la imagen del punto critico, pues f es
un homeomorfismo local en todo los puntos del arbol excepto el punto
critico y por lo tanto, el punto critico esta en el interior de I'.

O

Observacién 2.17. Por como se definieron los vértices del drbol Hy, ob-
servamos que todos tienen wvalencia distinta de 2 a excepcion de las veces
que el punto critico tiene este valor, pero aun en este caso es el inico punto
con esta valencia.
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2.2. Descripcién simbdlica

En general el fundamento de la dindmica simbdlica estriba en el hecho
de que en muchas ocasiones no es necesario conocer el valor niimerico de la
sucesion de iteraciones (f"(x)) de un punto z, sino que es suficiente saber
si estos puntos estan a la derecha o a la izquierda del punto critico.

Podemos dar una descripcién de un arbol de Hubbard mediante una suce-
sién de iteraciones de su orbita critica, es decir, haciendo uso de la idea de la
dindmica simbdlica que consiste en partir el espacio para dar una sucesion
que indique, de manera ordenada, la ubicacién de cada uno de los elementos
de la 6rbita de un punto x. A esta sucesién le llamaremos itinerario y a una
sucesién particular que corresponde al itinerario del valor critico la llamare-
mos secuencia de tejido.

En este capitulo demostraremos mas propiedades de los vértices de un
arbol de Hubbard con ayuda de sus itinerarios; veremos que 717, la compo-
nente conexa que contiene al valor critico, tiene un unico punto fijo, resultado
que, junto con otros mas que se enuncian en esta seccién, nos ayudarian en
la demotracién de nuestro teorema principal.

La manera de dividir nuestro espacio, el arbol de Hubbard, en a lo mas un
par de componentes conexas es el siguiente: como ya vimos el punto critico
tiene valencia a lo mas 2, es decir 7"\ {0} tiene a lo mds 2 componentes a
las cuales podemos nombrar Ty y 77 pidiendo que T3 sea tal que ¢; € Ti;
observamos que Ty puede ser vacio.
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C1 Tl

T\ {0}
Arbol de Hubbard T

Figura 2.5: Del lado derecho podemos ver representada de color azul la
componente Ty y de verde la componente 77

Ya que tenemos la particion del arbol de Hubbard, podemos obtener
para cada punto x € T una sucesién que nos indique, de forma ordenada,
la posicién de cada uno de los puntos de la orbita de x en T, tal sucesion
recibe el nombre de itinerario y lo definimos a continuacion.

Definicion 2.18. Sea T un drbol de Hubbard, para cualquier punto x € T
el itinerario de = esta dado por la sucesion infinita:

0 si fU=U(z)e T
ei(r) =<+ si O N@)=0
1 s U@ en

Tenemos que e, (x) nos indica en qué componente se encuentra la imagen
correspondiente a la iteracién n — 1 de =x.

Para el caso particular, cuando el itinerario corresponde al del valor
critico c1, éste recibe el nombre de secuencia de tejido y lo definimos como
sigue:

Definicién 2.19. El itinerario e(c1) =: v = v1,v2,V3,... de ¢1 es llamado
secuencia de tejido.
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Observacion 2.20. Si para algin z € T se tiene que

ei(z) =+ = [UD(z) =0

4
~
2
<
—~
N
N~—
I

C1

y en general e;j(z) =v; Vj >1

Definicion 2.21. Si existe n minimal tal que v, = %, entonces v es de la
forma v =v1, .. vp_1,*. Tal secuencia de tejido es llamada *-periddica

Lema 2.22. Si o denota un desplazamiento a la derecha se cumple que:

eo f(z) =coe(z)

Demostracion. Veamos que e;(f(z)) = e;jy1(2), pues e;(f(2)) esta dado por
la ubicacién del punto f7=1(f(z)) = f/(z) que nos da la entrada €;41(z).

Por lo tanto

eo f(z) =e1(f(2)),e2(f(2)),e3(f(2))... = ea(z),e3(z).e4(2)... = o 0 e(2)
O

Observacion 2.23. No hay 2 vértices con el mismo itinerario. FEsto es
porque si x y y tienen el mismo itinerario, entonces f"[x,y| siempre estaria
contenido en alguna de las componentes de T — {0} Vn > 0 lo cual nos
llevaria a que no se cumple la condicion de expansibilidad.

Lema 2.24. Supongamos z y 2’ son dos puntos en un drbol de Hubbard
tales que e;(z) = e;(2') para toda i < n, entonces toda w € [z,2'] tienen
ei(w) = e;i(z) = e;(2') Vi < n.

Demostracion. Se tiene por definicién que 0 es el tinico punto en T tal que
e1(0) = x por lo tanto z # 0y 2’ # 0 y entonces z y 2’ estdn en algu-
na de las componentes de T' — {0}, supongamos sin pérdida de generalidad
2,2 € Ty, se tiene que e1(z) = e1(2') = 1y [2,2'] C T1 de donde se sigue
que w € [z,2'] C T} entonces e (w) = 1.

Por lo tanto se cumple que e1(w) = e1(z) = e1(2).
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Recordamos que f es un homeomorfismo local para todo punto diferente
del punto critico, entonces el arco [z, 2’| es mandado de forma homeomorfa
en f([z,7]) es decir f(w) € f([z,7]) Yw € [2,2'] vy f([2,7]) es un arco que
une f(z) con f(2'), como es(z) = e2(2') = f([z,2']) estd en una de las com-
ponentes de T'— {0} y s6lo en esa. Repitiendo este argumento se tiene que
fi([z,7']) estd totalmente contenida en una de las componentes de 7' — {0}

Vi<ny fi(w) € fi([z,2]).

Por lo tanto e;(w) = e;(z) = e;(2') Vi <n
O

Lema 2.25. Eziste un dnico punto fijo en 11, el cual se encuentra en el
interior del arco [0, c1).

Demostracion. Existencia
Como ¢; es un punto final, la interseccién [0, c1] N f([0,c1]) = [z, 1] es

un arco no degenerado, esto es x # c;.

Si z = 0 entonces f manda al arco [0,c;] en el mismo invirtiendo la
orien-tacion, entonces hay punto fijo en [0, ¢1].

Si z € (0,c1) tenemos dos opciones:

1. f([0,c1]) C [0, c1] entonces como en el caso anterior tenemos un punto
fijo en (c1, )

Co X f(o,cinC [(C1) J(X)

Figura 2.6: f manda el arco [z, c;]| en si mismo invirtiendo la orientacién y
entonces hay un punto fijo en este arco.

2. Si no se cumple lo anterior quiere decir que f([0,c;]) se ramifica de
[0,¢1] en z. Sea y = f(z), observamos que y no puede estar en (0, x)
porque el arco f([0,c1]) inicia en ¢; y se ramifica en x antes de llegar
a (0,x), si y € [x,c1] entonces f manda [z,c1] en [y,c2] vy f tiene un
punto fijo en [z, y]
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Figura 2.7: 1. En esta parte tenemos el arco f([0,c¢1]) el cual se ramifica de
[0.c1] en . 2. Vemos la imdgen del arco [z, c1] la cual es igual al arco [y, ca].

Otra posibilidad es que y € (z, c], pero veremos que esto no puede ocur-
rir:

Sea T" la componente conexa de T'— {0} que contiene a y. Tenemos que
x no estd en la imagen de T", i.e, x ¢ f(T") porque una de las 2 imdgenes
inversas de x estd en [0, z] y la otra esta separada de x por el punto critico.

Dado que = es mandado a 7" y ningtin punto de 7" es enviado a x, todos
los puntos de 7" son mandados estrictamente en 7" bajo f. Pero esto rompe
con la condicién de expansibilidad.

Por lo tanto y ¢ (z, co] y en todos los casos posibles se cumple que existe
un punto fijo en el interior del arco [0, ¢1].

Unicidad

Sea « el punto fijo en T1 supongamos que no es tnico. Dado que f manda
T1 de forma homeomorfa en su imagen f debe fijar una componente G de
T; — {a}. Esta no es la componente con 0 como frontera, porque « separa
0 de ¢; = f(0). Sea z el punto final de esta componente G. Entonces o y z
son dos vértices con el mismo itinerario 1, lo cual ya vimos que no es posible.

Por lo tanto existe un tinico punto fijo en 77 que esté en (0,cq).
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Para la siguiente proposicién es necesario, previamente, recordar que un
punto z € T es (pre)periédico si fo(z) = foU+™)(2) para alguna [ > 0,
m > 1. Tomamos [ y m minimos con esta propiedad. Entonces m es el
periddo exacto de z y I es el preperiddo.

Lema 2.26. El periddo exacto y preperiddo de cualquier vértice (pre)periodi-
co es igual al periodo exacto y preperiddo de su itinerario.

Demostracién. Supongamos que z es periddico de periédo m y sea m' el
periddo de e(z). Esto es:

Tenemos que m’ < m esto es debido a que, como observamos anteriormente,
f™(z) da la entrada e;,+1(2) de e, por lo tanto si m es el periédo de f ten-
emos que la entrada e, 11 = e1 en general e,,;; = ¢; para toda j < m por
lo tanto m’ < m.

S / m’ s
upongamos, entonces, que m # m' entonces z y f™ (z) son vértices
distintos con el mismo itinerario, lo cual ya hemos visto que no es posible.

Por lo tanto m = m/.

De igual manera se puede demostrar para el caso preperiddico. O

Lema 2.27. Siun arbol de Hubbard contiene un punto periédico con itinerario
periddico T, entonces contiene un punto pericdico p con itinerario T tal que
el periodo exacto de p coincide con T.

Demostracién. Sea T' C T un conjunto de puntos con itinerario 7. Por el
Lema 2.24 T" es conexo, es decir es un subdrbol conexo de T.

Sea n el periédo de 7. Entonces f™ manda T’ de manera homeomorfa en
su imagen en T, es decir, f™ : T/ — f™(T") es un homeomorfismo.

Por la propiedad de expansibilidad de los arboles de Hubbard, todos los
vértices en T tienen distintos itinerarios por lo tanto T” contiene, a lo mas,
un vértice, de lo contrario tendria 2 vértices con el mismo itinerario. Ahora
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si T' contiene un vértice por el Lema 2.26 el periédo de este punto marcado
coincide con el periddo de su itinerario y entonces es el punto p que buscamos.

En otro caso T” es un punto (por lo que habrfamos terminado pues este
punto tiene periédo exacto igual al periédo de 7) o T” es homeomorfo a un
intervalo. Si f™ manda T” en si misma revirtiendo la orientacién, tenemos
un tnico punto fijo en el interior de 7" y entonces dicho punto es el punto
que cumple con la afirmacién y habremos encontrado a p de nuevo.

Supongamos ahora que f™ preserva la orientaciéon de T. Si f™ : T — T’
no es suprayectiva, entonces para al menos un punto final z, tenemos que
f™(z) estd en el interior de T". Si z es un punto ramificado o un punto final
de T', es un vértice y nuevamente tenemos que z es el punto buscado. En otro
caso x tiene una vecindad en T que es homeomorfa a un intervalo abierto
pero s6lo un lado de la vecindad tiene itinerario 7. Esto implica que x de-
spués de un nimero finito de iteraciones va a dar al punto critico. Entonces
T’ nuevamente contiene un vértice con periédo n.

El ultimo caso es cuando f™ manda T” de manera homeomorfa en s mis-
mo, preservando la orientacion y fijando dos puntos. Entonces la afirmacién
se cumple para alguno de los dos puntos finales de 7" que no sea mandado en
el punto critico en su orbita progresiva. Si ambos puntos fueron mandados
en el punto critico después de k y m iteraciones con k y m minimos y k < m,
entonces f*H1(T") y f™*+1(T") son dos intervalos con ¢; como punto final y
que no contienen puntos ramificados de T'y m — k < n. Por lo tanto f(m—*)
debe mandar T” en s{ mismo cambiando la orientacién, entonces fija algin
punto en 7" el cual debe de tener itinerario con periédo divisor de n, lo cual
es una contradicion.

Por lo tanto existe un punto periédico p dentro del arbol de Hubbard
con itinerario 7 y de periodo n.

O



CAPITULO 3

Demostracion

Tenemos, hasta ahora, las definiciones del conjunto de Julia y Fatou,
introducidas en el capitulo 1, al igual que sus propiedades y caracteristicas.
Hemos explicado, también, los modelos combinatorios que sirven para en-
tender la dindmica del conjunto de Julia comenzando por los rayos externos
en el primer capitulo; mientras que en el capitulo 2 describimos el modelo
correspondientes a los arboles de Hubbard, dando su definicién, sus carac-
teristicas y demostrando las propiedades ttiles para el objetivo principal de
la tesis, de igual manera damos una descripcién simbolica de los arboles de
Hubbard mediante su secuencia de tejido.

Ahora con todas estas herramientas podemos proceder a enunciar y de-
sarrollar la demostracion del teorema principal de esta tesis:

“ Cualesquiera dos arboles de Hubbard con la misma secuencia de tejido
*-periddica o peridédica son equivalentes ”

Primero daremos las definiciones de triada, triada formal y la funcién de
triada formal, herramientas que serdn necesarias para la demostracion, al
igual que los conceptos de voto mayoritario y voto minoritario. Por lo tanto,
en lo que sigue damos la definicién de triada:

Definicion 3.1. Una triada es un conjunto compacto y conexo, homeomorfo
a un subconjunto de la letra Y. Es degenerada si es homeomorfo a un arco
0 a un punto.

o7
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R

Y4 Y5

Figura 3.1: Las triadas Y, Y7, Y5, Y3 son triadas no degeneradas, mientras
que las triadas Yy y Y5 son triadas degeneradas.

Veamos la siguiente notacién para dar lugar a la definicién de triada
formal.

Notacién:
Tomamos N* = {1,2,3,...} y denotaremos a nuestros espacios simbdlicos
de la siguiente manera:

»l= {I/ € {0,1}"" : la primer entrada de v es 1} :

»* := B! U {todas las secuencias -periédicas} .

Definicion 3.2. Para una sucesion v € X, sea xv el simbolo * sequido por
v definimos el conjunto:

Sw) = {x,v,0(v),0*(v)}

Tenemos S(v) resulta ser la 6rbita de v, con v € ¥*, bajo un de-
splazamiento a la derecha. Y entonces, se cumple que o(S(v)) C S(v) y
ademds si 1v € S(v) o Ov € S(v) se tiene que v es periddica pero no *-
periédica, por lo tanto, para toda v periddica o *-periddica se cumple que
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S(v)n{ov,1v} =0
Ahora que hemos definido el conjunto S(v) podemos dar el concepto de

triada formal:

Definicién 3.3. Cualesquiera 3 sucesiones s, t,u € S(v)U{0, 1}N , diferentes
dos a dos, forman la triada [s,t,u] que recibe el nombre de triada formal.

Definicién 3.4. Si {s,t,u} N {0v,1v} = O definimos la funcién de triada
como sigue:

[o(s),0(t),o(u)] si s1=t1=u €{0,1}

Stop st {s1,t1,ur} =90,1,%}
pls, t,u] = [o(s),0(t),V] st s1 =1t #u
[o(s),v,0(u)] si s1=up £t
[v,o(t),0(u)] st t1 =wu1 # 81

Observamos que el dominio de estd funcién abarca todos los casos posi-
bles de triadas formales, ya que por construccién la tnica sucesion que inicia
con x es xv entonces a lo mas una de las sucesiones s, t,u puede iniciar con
*; si una de ellas lo hace y las otras dos tienen la primer entrada diferente la
una de la otra, entonces estamos en el caso que indica la linea dos; en otro
caso si dos sucesiones tienen la primer entrada igual estamos en alguna de
las lineas 3-5, mientras que la linea uno cubre el caso en el que las sucesiones
coinciden en su primer entada ya sea que todas la tengan igual a 0 o igual a 1.

Veamos ahora que en todos los casos diferentes a la linea 2 (el caso
stop) la imagen ¢([s, ¢, u]), de la funcién ¢, corresponde a tres sucesiones en
S(v) U {0,1}", que forman de nuevo una triada formal, es decir, todas las
sucesiones son diferentes dos a dos:

Para la linea uno en cada una de las sucesiones tnicamente damos un
des-plazamiento a la derecha, las sucesiones resultantes son diferentes dos a
dos, de no ser asi desde un principio s, ¢, u serfan iguales, lo cual es una con-
tradiccién. En las siguientes lineas, el hecho de que se obtengan sucesiones
diferentes dos a dos se desprende de que s, t,u son diferentes de Ov y 1v.

Para utilizar de forma maés libre a la funcién ¢, nos serd de ayuda es-
pecificar el significado de votos mayoritarios y minoritarios, al igual que el
corte de brazos de triadas, los cuales definimos a continuacién:
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Definicion 3.5. El voto mayoritario de 8 sucesiones s,t,u es el simbolo
que ocurre con mas frecuencia entre la primer entrada de cada una de estas
sucesiones, es decir, en {s1,t1,u1}. Si dos de estos simbolos son iguales y el
tercero es diferente, se llama mayoria 2 a 1 y entonces el simbolo diferente
es el voto minoritario.

Definicién 3.6. Dada la triada [s,t,u] con mayoria 2 a 1 la versién de
corte es la triada en la cual la sucesion de voto minoritario es remplazada
por xv. Es decir, supongamos que el voto minoritario de la triada [s,t,u] es
la sucesion t, entonces la version de corte de la triada [s,t,u] es la triada
[s,*1, u].

Con las definiciones anteriores, entonces, podemos decir que en las tlti-
mas tres lineas de la funcién ¢ tenemos que u, t, s respectivamente son cor-
tados de la triada y remplazados por *v y entonces la imagen ¢([s,t,u])
corresponde al desplazamiento a la derecha de la versién de corte de [s, ¢, u]
en cada caso. Si alguna de las suseciones es igual a xv, entonces esa sucesion
es cortada y reemplazada por ella misma, y el resultado es el mismo.

Ahora si, podemos dar paso a la demostracién del teorema principal
de la tesis, para eso lo enunciamos a continuacién y la demostracion la
obtendremos como resultado de los lemas que demostraremos en lo que
sigue:

Teorema 3.7. Cualesquiera dos drboles de Hubbard con la misma secuencia
de tejido *-periodica o preperiodica son equivalentes.

La idea de la demostraciéon es la siguiente, tomaremos cualesquiera dos
arboles de Hubbard Ty T” con la misma secuencia de tejido, probaremos
que cualesquier par de triadas [ck, ¢, ¢m] € Ty [¢), ¢}, ¢),] € T' son ambas
dege-neradas o no-degeneradas en el mismo sentido.

Para esto decidiremos si una triada es degenerada mediante su iteracién;
lo haremos con el siguiente algoritmo, el cual, dada una triada [ck, c;, ¢
nos indica si esta es degenerada o no-degenerada.
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3.1. Algoritmo 1:

Sea [ck, ¢, ¢y una triada de 7.

1. Si la triada [cg, ¢, ] no contiene al 0 en su interior es mandada de
mane-ra homeomorfa en su imagen, entonces tomamos ahora su ima-
gen y le aplicamos el algoritmo.

o C Cr+1
Cm+1
%
Cn Cii1
[ck, €1, Cm] f([ck, 1, €m))

Figura 3.2: En este paso s6lo tomamos la imagen de la triada [cg, ¢, ¢m] ¥
volvemos a iterar.

2. Si 0 pertenece al interior de [cg, ¢;, ¢ ] y 0 no es alguno de los ¢, ¢, ¢,
es decir 0 ¢ {ck, ¢;, e}, en este caso tomamos la componente [cg, ¢, ]\
{0} que contiene 2 de los 3 puntos ¢, ¢, ¢, v tomamos la cerradura
de su ima-gen como la nueva triada.
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C(] C'1

[ck, €1, Cm] [ck, €1, em] \ {0} = Y’ £(Y’)

Figura 3.3: Observemos que en este paso el corte de la triada se hace en el
0 y supongamos que ¢ es el punto cortado, tendremos que la cerradura de
la imagen, que corresponde a la siguiente triada, tiene como puntos finales
a [c1, 1, Cmt1)-

3. Si 0 pertenece al interior de [ck, ¢, ¢n] ¥ O es igual a uno de los puntos
digamos 0 = ¢, entonces el algoritmo termina, la triada es degenerada
y ¢k es un punto interior de [cg, ¢, ¢

C[ CO Cm

Figura 3.4: triada degenerada [cg, ¢, ¢ con ¢ = co

Siguiendo con este procedimiento, dado que la 6rbita critica es finita, el
algoritmo debe terminar o eventualmente alcanza un ciclo.

Observamos que el algoritmo termina tnicamente cuando el 0 estd en
el interior de [cg, ¢, ¢n] y ademds es igual a uno de los puntos ¢k, ¢; 0 ¢
Entonces cuando el algoritmo no termian es porque el 0 esta en el interior
de [eg, ¢, ¢m] Pero no es ninguno de estos puntos o cuando 0 no pertenece al
interior de [ck, ¢, ¢ ]. Veamos que informacién se puede obtener de esto:
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Lema 3.8. Cuando el algoritmo anterior no termina tenemos que al menos
dos puntos finales deben de ser cortados durante la iteracion de la triada o
al menos dos puntos finales deben de tener el mismo itinerario.

Demostracion. Supongamos que durante la iteracion a lo méas es cortado un
putno final tenemos dos casos:

= Caso 1. Si ningin punto final es cortado tenemos que 0 no se encuentra
en el interior de f"([ck,c,cm]) para toda n € N, por lo tanto, para
[ck, c1, cm] se tiene que cg, ¢, ¢y, tienen el mismo itinerario.

= Caso 2. En este caso tenemos que durante el algoritmo es cortado sélo
uno de los puntos finales de la triada, supongamos cx, por lo tanto la
cerradura de la imagen de [cg, ¢;, ¢ ]\ {0} es de la forma [c1, ¢141, Cmy1]-
Como ¢ 41 Y €m+1, no son cortados tenemos que 0 ¢ f"([c1, 141, Cm+1])
para toda n € N y por lo tanto los puntos finales ¢;, ¢;,, tienen el mismo
itinerario.

Por lo tanto en ambos casos se cumple que al menos dos puntos finales
tienen el mismo itinerario. ]

Corollario 3.9. Cuando al menos dos puntos finales de la triada tienen el
mismo itinerario entonces la triada es degenerada.

Demostracion. Cuando los 3 puntos tienen el mismo itinerario, se tiene que
Ck, €1, Cmy, SON el mismo punto, esto es porque son puntos en la 6rbita critica
y entonces, son vértices de T que por la propiedad de expansibilidad no
pueden tener el mismo itinerario. Por lo tanto la triada es degenerada y
consiste en un punto.

En el caso en que son sélo dos puntos con el mismo itinerario, de igual
manera por la propiedad de expansibilidad, tenemos que estos dos puntos son
iguales y la triada corresponde a un arco y entonces es una triada degenerada.

O

Ahora veremos un par de lemas que nos permitiran ver cuando una triada
es degenerada o no lo es, en el caso en que el algoritmo no termine.

Lema 3.10. Si cada uno de los 3 puntos de la triada es cortado en algun
paso del algoritmo la triada debe de ser no-degenerada.



64 CAPITULO 3. DEMOSTRACION

Demostracion. Supongamos que la triada es degenerada, en este caso por
como se eligié la triada no puede ser un punto. Por lo tanto, si la triada
es degenerada es un arco, es decir, es de la forma [cg, ¢, ¢] con ¢ punto
interior.

Ahora para que alguno de sus puntos finales, supongamos c¢,,, sea corta-
do, 0 debe de estar en el interior de alguna iteracién de [cg, ¢, ¢ ], Supong-
amos 0 € f™([ck,c,cm]) para alguna n € N, por lo tanto, debemos de
trabajar ahora con la triada de la forma [cg4pn+1, Ci4n+1, C1] que corresponde
a la cerradura de la imagen de [¢4n, Cl4ns Cmtn] \ {0} .

Seak+n+1=Fk yl+n+1=1 podemos escribir, entonces, la nueva
triada de la forma [cy/, ¢, c1].

Nuevamente como otro punto de la triada debe de ser cortado, 0 debe de
estar en el interior de f7([cy, ¢y, c1]) para alguna j € N, si procedemos como
indica el algoritmo ahora debemos de trabajar con una triada de que corre-
sponde a la cerradura de la imagen de [cg/, ¢y, c1]\ {0} que supongamos es de
la forma [c1, ¢4 11, ¢j+2], (en este caso suponemos fue cortado el punto cx).

Sean I' +j+1 =1"y j+ 2 = 7 escribimos, entonces, a la triada
[c1, €441, Cj4+2] como [c1, ¢, cr]. Ahora si 0 se encuentra de nuevo en el
interior de f*([c1, ¢yv, ¢jv]) para alguna i € N el algoritmo nos indica que debe-
mos d e cortar a ¢j41 0 a ¢j41, y tenemos que ¢y € [¢it1, g, cjr41) \ {0} -

De hecho algin punto de la érbita de ¢; siempre va a permanecer en la
triada como punto interior, lo cual es una contradiccién a la hipotesis de
que cada uno de los 3 puntos de la triada debe de ser cortado.

De donde concluimos que la triada es no-degenerada.
O

Con la demostracién del lema anterior, también hemos dado la demostracién
del siguiente lema:

Lema 3.11. Si uno de los puntos de la triada nunca es cortado entonces la
triada es degenerada y el punto que no es cortado se encuentra en medio.

En resumen de lo anterior, mediante una serie de pasos podemos ver si
una triada es no-degenerada o degenerada a partir de su iteraciéon. En este
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algoritmo el tinico paso que nos indica que éste ha terminado es el paso 3,
en cuyo caso la triada es degenerada de la forma correspondiente a un arco
que tiene al punto ¢, = 0 como punto interior, para n € {k,l,m}. En los
demas casos debemos seguir iterando. Tenemos que cuando el algoritmo no
termina sucede que al menos 2 puntos finales son cortados o al menos 2
puntos finales tienen el mismo itinerario, de ésta ultima opcién tenemos un
corolario que nos indica que, entonces, la triada es degenerada: si dos puntos
tienen igual itinerario la triada es un segemento y si todos los puntos tienen
igual itinerario, entonces la triada es un dnico punto.

Por otra parte si cada uno de los 3 puntos finales de la triada es cortado
en algin paso del algoritmo la triada debe de ser no degenerada, mientras
que, si tan sélo son cortados dos puntos finales de la triada tenemos que la
triada es degenerada y el punto que nunca fue cortado es un punto interior.

Observacién 3.12. En el primer paso la triada unicamente es mandada de
forma homeomorfa a su imagen, puesto que 0 ¢ int([ck, ¢, cm]). Es importate
notar que puede suceder el caso en que 0 € [ck, ¢, cm] ¥y 0 € int([ck, ¢, cm))
lo cual implica que 0 es un punto final de la triada, pero a diferencia del
paso 3 tenemos que la triada puede ser de alguan de las siguientes formas:

1 Cr = Co

C Cm Cr=0Co

Co

Figura 3.5: triadas tales que 0 € {cg, ¢, ¢} pero 0 & Int([ck, ¢1, cm))

En ambos casos su imagen corresponde a [c1,¢i41, Cm+1], Suponiendo
c, = 0.
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Observaciéon 3.13. En el paso dos hacemos un corte de la triada cor-
tamos el arco admisible de la forma [0,c,], con n € {k,l,m}, es decir,
nos quedamos con la componente de Y \ {0} que contiene dos elementos de
{ck,ct,em} . Sea Y tal componente, tomamos la cerradura de la imagen de la
misma, es decir, trabajamos con f(Y') como la nueva triada y continuamos
la iteracion del algoritmo. La nueva triada es de la forma [c1, i1, Cm+1),
asumiendo que el arco cortado era [0, ck], ya que el corte fue hecho en el

Ccero.

Ejemplo: Veamos como funciona este algoritmo en el siguiente ejem-
plo:
Para P;(z) = 2% +1, cuya 6rbita es de la forma {i, —1+4, —i} y con secuencia
de tejido dada por 110.

Tenemos que en la Figura 3.1 del lado izquierdo el arbol de Hubbard
asociado al polinomio 22 +1 y a la izquierda esta el mismo rbol dividido en
sus componentes conexas Ty v T7.

Con esta divisién que del arbol en sus componentes Ty y 17 obtenemos
la secuencia de tejido asociada a este arbol, dada por 110.

CQ Cl

Ty

/s

Clomnonentes conexas de T

Cs

Arbol de Hubbar asociado a 22 + i

Tenemos que todo el drbol forma la triada [c1, 2, ¢3], por lo tanto serd a
esta triada a la que apliquemos el algoritmo. Observemos como es que fun-
ciona el algoritmo con la descripcién de la siguiente figura:
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Przmer iteracion Y,

Se unda iteracion
P (Yq) g Y

e
P, (Y5) Tercera iteracion Y I
3 P,(Ys)

En el primer renglén de esta imagen en la triada Y el vértice verde
corres-ponde a cj, el azul a co, el morado a c3 y el rosa a 0. No perdamos
de vista que la idea es ver como es la érbita de cada uno de estos vértices
conforme vamos iterando el algoritmo, por lo tanto pongamos atencién en
el color que corresponde a cada uno.

En esta triada tenemos que 0 se encuentra en la triada [c1,co,c3], es
decir, 0 € [c1, 2, ¢3], pero no es ninguno de los vértices finales, en otras pal-
abras, 0 ¢ {c1, c2, c3} por lo tanto debemos aplicar el paso dos del algoritmo
anterior, y conciderar ahora Y \ {0} = Y;. Hemos cortado entonces a c3 el
vértice morado de esta triada.

En el segundo rengléon iniciamos de nuevo el algoritmo con la triada
que resulta de aplicar P; a Y7, en la cual tenemos que 0 nuevamente es un
elemento de la misma pero no es un vértice final, por lo tanto debemos de re-
alizar de nuevo el paso dos de este algoritmo y en este caso al quedarnos con
la componente P;(Y7)\{0} = Y2 de donde hemos cortado a ca, el vertice azul.
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Ahora para P;(Y3) representada en el tercer renglén, se nos presenta el
mismo caso que en los anteriores, 0 € P;(Y2) pero no es un vértice final de
la triada por lo tanto, analogo a las iteraciones previas hay que hacer un
corte en esta triada y obtener asi Y3 = P;(Y2) \ {0} en dénde hemos cortado
a cg el ultimo vertice de la triada original, el vértice verde. Si seguimos con
este procedimiento podemos deducir que el algoritmo no termina puesto que
siempre haremos un corte y al aplicar P; tendremos una triada homeomorfa
ay.

Sabemos entonces que en el caso en que el algoritmo no termina y son cor-
tados los 3 vértices de la triada en alguan iteracion podemos deducir que la
triada es no degenerada. Por lo tanto este drbol es una tirada no degenerada.
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Veamos ahora que la clave para la demostracién de nuestro teorema es
que la forma de las triadas puede ser leida mediante el itinerario de sus
puntos finales, en terminos de la funcién de triada. La triada [ck, ¢, ¢ ], con
¢k, €1, Gy, €lementos de la Orbita critica, es representada por la triada formal:

(Uo(kfl) (l/), 0_0(171) (V), O_O(mfl) (V))

con v la secuencia de tejido que por hipotesis pertenece tanto a T como
a T’ pues ambos tienen la misma secuencia de tejido.

Recordamos que ao(”*l)(y) nos da la posicién del punto ¢, con respecto
a las componentes T} y Ty de T, con n € {k,l,m} .Y tenemos que la triada
de la imagen, es decir la triada f([ck, ¢, ¢n]) tiene puntos finales represen-
tados por [a°* =D (v), g°l=D (1), gD ()],

Ahora, trabajaremos un nuevo algoritmo que mediante la iteracién de la
triada formal (o°*=Y (1), c°=D (1), 0°m=1 (1)) bajo ¢ determina cuando
la triada [cg, ¢, ¢ es degenerada o no-degenerada, a partir de la trida for-
mal (c°*=1 (1), o°U=D (1), c°(m=1D (1)) que la representa.

3.2. Algoritmo 2:

Sea (o°*=D(v), 0°=D(v), 0°m=1 (1)) una triada formal.

1. Si las primeras entradas de ¢°*=1 (), 0°(=D (1) y ¢°(m=1 (1) son las
mismas, donde contamos a x como 0 si las otras entradas son 0 o como
1 si las entradas iguales son 1. Realizamos un triple desplazamiento,
el cual, representa la triada imagen [cx11, 141, Cm+1] ¥ corresponde a
la linea 1 de la funcién de trida.

2. Si tenemos que dos de las sucesiones o°*=1 (1), 7°¢=D (1) y go(m=1) (1)
tienen su primer entrada igual digamos que ambas son 0 y la otra suce-
sién tiene su primer entrada diferente, digamos 1, entonces tomamos
el desplazamiento a la derecha de las sucesiones que inician con cero y
reemplazamos la sucesion restante por v. Esto corresponde a los casos
de las lineas 3 -5 de la funcién ¢ y representa el corte de uno de los
brazos de la triada.
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3. Sila unién de la primer entradas de cada o°*=D (1), 0°¢=1 (), g°(m=1 (1))
es igual al conjunto {0, 1, *} entonces no tenemos definida a

SD[Uo(kfl)(y% O_o(lfl)(y), O_o(mfl)(y)]’
la iteracién termina, la triada representada por:
(O_o(kfl) (V), O_o(lfl) (I/), Uo(mfl) (I/))

es degenerada y la sucesién que inicia con * representa un punto inte-
rior en la triada.

En este segundo algoritmo estamos relacionando cada triada de la for-
ma [cy, ¢, Cm] con una triada formal: (6°*=D(v), 0°U=D(v), 02D (1)), en
donde, a cada punto lo representamos por su itinerario, el cual, para cada
¢, por ser puntos de la orbita critica, corresponde al n — 1 desplazamiento
a la derecha sobre v, es decir, equivale a aplicar n — 1 veces ¢ a v.

Este algoritmo termina solo cuando se presenta la situacion que se men-
ciona en el paso 3, en otras palabras, termina cuando la unién de la primer
entrada de cada =1 (1), 0°0=1D (), g°(™=1) (1) forman el conjunto {0, 1, } .
En este caso la triada es degeneradad y el punto cuyo itinerario tiene la
primer entrada * es un punto interior; pero justo el tinico punto cuyo itinerario
inicia con * es el cero, por lo tanto, como en el algoritmo 1, este algoritmo
termina cuando se encuentra una triada degenerada con el cero como punto
interior y en los demés casos seguimos iterando.

Como en el algoritmo anterior, para el algoritmo 2 dado que el nimero
de puntos en la 6rbita critica es finito, debe de terminar o eventualmente
caemos en un ciclo.

Observacion 3.14. FEl paso 1 lo aplicamos cuando todas las sucesiones
tienen su primer entrada igual. Puede provocar un poco de confusion que
este paso se aplique incluso cuando dos de las sucesiones coincidan en su
primer entrada y la restante tenga su primer elemento igual a *, pues que su
primer entrada sea x implica que corresponde al itinerario de 0. A diferencia
del paso 3 de este algoritmo y como en el algoritmo 1, el cero no es un punto
interior de la triada sino que es un punto final de la misma por lo tanto
tenemos que en estos casos la triada es de alguna de las formas:
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= Cr = Cp

C Cm Cr=0Cy

Co

Figura 3.6: triadas tales que 0 € {ck, ¢, ¢} pero 0 ¢ Int([ck.ci.cm])

Observacion 3.15. Para aplicar el paso dos necesitamos dos sucesiones con
la primer entrada igual y una con la primer entrada diferente a las anteri-
ores Yy a *, en este caso @ nos indica que debemos hacer un desplazamiento
a la derecha de las sucesiones que coinciden en la primer entrada y cambiar
la sucesion restante por v.

En este caso cuando la primer entrada de la sucesion de un punto y la de
los otros dos difieren, entonces el primero se encuentra en una componente
diferente a la de los dos restantes, por lo tanto el cero se encuentra en el
interior de la triada que estd siendo representada y no corresponde a ningun
punto final de la misma, como sucede en el paso 2 del primer algoritmo, al
aplicar la funcion o a la triada formal (6°®=D (), 0=V (1), 0o (1)), en
donde suponemos ao(l_l)(u) difiere de las otras dos sucesiones en la primer
entrada, obtenemos como imagen la triada formal: (0°®)(v),v, c°(™ (v)),
que representa a la triada [cgi1,C1, Cmy1], la cual, es la misma triada que se
obtiene en el algoritmo 1.

La ventaja que tiene el algoritmo 2 sobre el algoritmo 1 es que al trabajar
con secuencias de tejido estamos trabajando con las triadas tanto del arbol
T como del 4rbol T” ya que comparten secuencias de tejido. Por lo tanto,
si la triada [ck, ¢, ¢m) es degenerada (o no-degenerada) la triada [c}, ¢}, c],]
también lo es.

A diferencia del algoritmo 1, en el algoritmo anterior desde el inicio esta-
mos eliminando las posibilidades de tener triadas degeneradas que consistan
en un solo vértice o en un arco en el que dos de los vértices de la triada sean
el mismo, puesto que en las triadas formales cada una de las sucesiones es
difrerente, por lo tanto no podemos asociar a estas triadas formales, triadas
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que tengan puntos iguales. Tenemos, entonces, que las Unicas triadas de-
generadas que puede detectar el algoritmo son las que forman un arco que
tiene como extremos dos puntos finales de la triada y el punto restante es
un punto en el interior del arco. Cuando el algoritmo no termina, la triada
formal representa una triada no degenerada en el caso de que los 3 puntos
finales que son representados sean cortados y es degenerada en el caso en el
que sélo dos puntos finales, de los que se representan con la triada formal,
sean cortados, entonces el punto que no es cortado esta en el interior de la
triada.

Por lo tanto, la secuencia de tejido completa nos sirve para obtener
median-te ¢ informacion acerca de los puntos de la 6rbita critica, asi pode-
mos saber que puntos de ésta se encuentran entre cuales otros en el drbol
y cuales son puntos finales. Es decir, si la triada [cg, ¢, ¢] resulta ser una
triada degene-rada, tras aplicarle el algoritmo 2, en donde ¢°*~1 (1) = «,
nos indica que el punto ¢ esta entre los puntos ¢; y ¢,,,. Mientras que si para
las iteraciones de todas las posibles triadas en donde se puede encontrar el
punto ¢ éste no resulta ser un punto interior en una triada degenerada,
entonces ¢ es un punto final.

Veamos ahora como para cada triada no degenerada ¢ codifica el itinerario
del punto ramificado, al interiro de la triada, mediante el voto mayoritario
de las primeras entradas de las sucesiones 01 (1), g°(=1 (1) y g°(m=1) (1))
en cada paso.

Primero que nada como la triada es no degenerada en ningin momento
de la iteracién del algoritmo se cumpliran las condiciones del paso 3, por lo
tanto siempre tenderemos que al menos 2 de las primeras entradas de cada
o°=D(v), 0°t=D (1) y 6°m=1 (1) son iguales y justo la entrada correspon-
diente al itinerario del punto ramificado interior , digamso p, coincide con el
voto mayoritario de la triada (c°*=D(v), 0°¢=1 (1), 02D (1)), esto pues,
si todas las sucesiones tienen su primer entrada igual, necesariamente el pun-
to p también debe de tener esa entrada en su itinerario igual a la de estas
por pertenecer a la misma componente de T\ {0}.

Ahora si tenemos una mayoria 2 a 1 en la triada (6°*=1) (1), 0°U=D (1), °(m=1) (1)),
la entrada correspondiente en el itinerario del punto p también coincide con
la mayoria, supongamos que el punto ¢ es corresponde al itinerario con el
voto minoritario entonces 0 € (p,cg), por lo tanto p,¢; y ¢, pertenecen a
una componente distinta de la que tiene a ¢ y por lo tanto la primer entrada
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del itinerario de p coincide con la primer entrada de o°¢=1 (1) y (=D ().

Por lo tanto, tenemos que a los puntos ramificados al interior de las
triadas no degeneradas, la funcién ¢ junto con el voto mayoritario les codi-
fican un itinerario relacionado con la secuencia de tejido y tenemos que en
los dos arboles Ty T" esta codificacién es igual en los puntos pertenecen a
triadas representadas por tiadas formales iguales, es decir, el punto ramifica-
do interior de la triada no degenerada [cg, ¢, ¢] tiene asociado un itinerario
igual al del punto ramificado interior de la triada no degenerada [c}, ¢}, c},].
Por otro lado, sabemos que los puntos ramificados tienen itinerarios distin-
tos de Ov y 1v puesto que son vértices y sus imagenes son distintas del valor
critico. Por lo tanto el algoritmo anterior puede ser aplicado a las triadas
cuyos puntos finales son vértices arbitrarios, con lo cual obetendriamos de
igual manera una descripcién de que puntos se encuentran entre cuales otros
mediante la secuencia de tejido.

Ejemplo:

Continuando con el polinomio del ejemplo anterior P;(z) = 2% + 4, con
secuencia de tejido dada por v = 110. La triada [c1, c2, c3] estd representada
por la triada formal (v,o(v)),0%(v))) en dénde:

v = 110101010101010....
o(v) =101010101010...
o?(v)) = 0101010101010101....

En esta triada tenemos que la primer entrada de cada una de las suce-
siones son 1,1 y 0, respectivamente, por lo tanto tenemos una mayoria dos a
uno, en donde el voto minoritario es 0; el algoritmo nos indica que debemos
hacer un corte de triada y aplicar o a este corte con lo que obtenemos una
nueva triada formal de la siguiete manera:

o(v) = 101010101010...
o?(v)) = 0101010101010101....
v = 110101010101010....

En esta nueva triada de igual manera hay una mayoria dos a uno, pero
ahora el voto minoritario se encuentra en la segunda sucesién, por lo tanto
estd deberd de ser cortada, siguiendo la segunda condicion del algoritmo
anterior, y debemos aplicar ¢ a la versién de corte de la triada, de donde
resulta la siguiente triada:
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o2(v)) = 0101010101010101....
v = 110101010101010....
o(v) = 101010101010...

Al hacer la siguente iteracién del algoritmo 2 volvemos a utilizar el se-
gundo caso del mismo, puesto que tenemos una mayoria dos a uno, debemos
cortar la sucesién que inicia con 0, sustituirla por xv y aplicar o a esta
version de corte de triada, con lo cual obtenemos:

v = 110101010101010....
o(v) = 101010101010...
o2(v)) = 0101010101010101....

Que si observamos es igual a la triada con la que comenzamos, de donde
podemos asegurar que este algoritmo no termina puesto que podemos seguir
repitiendo este procedimiento de forma infinita; sabemos que en este caso,
dado que cada una de las sucesiones fue cortada en algun paso del algoritmo,
la triada es no degenerada. Es decir, obtuvimos el mismo resultado que al
aplicar el algoritmo 1.

Con todas las herramientas que tenemos podemos ver que si Ty T’
tienen la misma secuencia de tejido, entonces son equivalentes. Para esto
veamos que quiere decir que dos arboles de Hubbard sean equivalentes:

Dos arboles de Hubbard T'y T” son equivalentes si existe una biyeccién
entre sus vértices y si se preservan las adyacencias, esto es que si la biyec-
cién entre los vértices de T y los de T” estd dada por g y para vi,ve € T
tenemos que g(vy) = v} y g(ve) = vh con v, vh € T entonces, si v1y ve son
adyacentes en T' se cumple que v} y v} también son adyacentes en T".
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X1 X3
Xe
Xo YXo
X3 —

X5
4
X7

T T

Figura 3.7: los drboles T'y T” son equivalentes, existe una biyeccién entre sus
vértices, la cual manda a cada X; € T en X J’ € T' y preserva adyacencias.

Por lo tanto, como queremos ver que 7'y T son equivalentes, sabiendo
que tienen la misma secuecia de tejido daremos una funcién biyectiva que
mande vértices de T en vértices de T' y que preserve adyacencias.

Primero reetiquetamos a todos los vértices del arbol T supongamos que
la cardinalidad de la érbita critica es m entonces hacemos:

Co = Vp,C1 = V1, ..+, Cy = Uy

por otro lado sean vy41,Um+2, ..., vy las etiquetas correspondientes a los
puntos ramificados que no pertenecen a la orbita critica. Y definimos p; co-
mo el itinerario asociado a cada v;. En el caso de que 0 < i < m observamos
que p; = 0 1(v) y para m + 1 < i < n esta y; se obtiene de v a partir de
¢ y el voto mayoritario.

Analogamente hacemos esta notacién en 7", con las etiquetas vy, .., v),,,
para los puntos de la érbita critica, mentras que para los puntos que pertenecen
al interior de las triadas no degeneradas, como vimos tienen un itierario aso-
ciado a la secuencias de tejido mediante ¢ y el voto mayoritario, por lo tanto
a cada vértice ramificado que se encuentre al interior de una triada en el

arbol T” le ponemos el mismo subindice que tiene el vértice en T con el que
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coincide el itinerario, en otras palabras, dado v’ € T” con itinerario igual a
Kj, con m+1 < j < n reetiquetamos a v’ como v}.

Ahora daremos la biyeccién entre los vértices de T'y T”, y veremos que
se preservan las adyacencias:

Sea W : V(T) — V(T") tal que

U(vj) =vjpara0 < j<n

Entonces ¥ manda vértices de T' en vértices de T” que tienen en mis-
mo itinerario pj;. ¥ es biyectiva por la propiedad de expansibilidad, que
garantiza que no existen dos vértices con el mismo itinerario y porque

#V(T) = #V(T").

Ahora si aplicamos el algoritmo 2 a las triadas formales de la forma
(fk, 14, o) que representa a la triad [vg, vi, v] € T'y ala triada [¥(vg), ¥(v;), ¥(vm)] €
T', este algoritmo nos indicard que vértices se encuentran entre cuales otros
en ambas tiradas y tendremos entonces que se preservan las adyacencias,
pues de nuevo estamos trabajando con triadas que comparten itinerarios;
por ejemplo si la triada formal (ug, py, pm) resulta ser degenerada con el
punto representado por y; como punto interior, tenemos que v; es adyacente
a v Y a Uy, al igual que U(v;) es adyacente a U(vy) v a ¥(vy,). Por lo tanto
¥ preserva las adyacencias y es biyectiva, de donde concluimos que Ty T”
son equivalentes.

Hemos visto, entonces, que si dos arboles de Hubbard comparten la mis-
ma secuencia de tejido periddica o x-periddica, entonces son equivalentes.
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