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Resumen

Este trabajo tiene como finalidad introducir un nuevo método para estudiar
sistemas cuasicristalinos, en particular gases de Lorentz cuasiperiédicos. Con es-
te método, es posible resolver el problema de la falta de condiciones periédicas
a la frontera en arreglos cuasiperiddicos. Con esta visién de los sistemas cuasi-
periodicos es posible, no solo hacer simulaciones, sino también resolver algunos
problemas analiticamente.

Como muestra del poder del método desarrollado, demostramos la existencia
de horizontes principales, los cuales estdn relacionados con efectos superdifusi-
vos en el caso de gases de Lorentz peridédicos. También fue posible encontrar
numéricamente para qué valores de los radios los canales desaparecen, volvien-
do el sistema uno de horizonte finito. También fue posible hallar analiticamente
para qué valores los obstaculos se enciman.

Los resultados encontrados analiticamente, fueron verificados de forma numéri-
ca, encontrandose ademads, que los sistemas cuasiperiédicos tienen también, pro-

piedades difusivas intermedias entre el caso periédico y el caso desordenado.

11



v

RESUMEN



Abstract

In this thesis, we introduce a new method for studying quasicrystalline sys-
tems, including quasiperiodic Lorentz gases. With this method it is possible
to solve the problem of the absence of periodic boundary conditions in quasi-
periodic arrangements. This allows us to perform simulations of quasiperiodic
systems, and to answer analytically certain questions about such systems.

As evidence of the power of this method, we prove the generic existence of
channels (”principal horizons”), regions in which particles can move without
collision, in quasiperiodic Lorentz gases. The presence of such regions leads to
superdiffusive behavior in periodic Lorentz gases. We also find numerically for
which values of the radii these channels disappear, changing the system into a
finite-horizon one. Futhermore, it is possible to find analytically for which radius
the obstacles overlap.

The analytical results were verified numerically. In addition, we find that
quasiperiodic systems have diffusive properties intermediate between the perio-

dic case and the random case.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

La materia en estado sélido siempre presenta un orden de corto alcance [1J;
sin embargo, no siempre presenta un orden de largo alcance. El orden de corto
alcance es impuesto por los requisitos tipicos de los enlaces quimicos(locales).
Incluso en los materiales como los vidrios de silicio, los cuales regularmente
se consideran completamente amorfos, existe un orden de corto alcance que es
substancial [1]; Cada dtomo de silicio estd rodeado tetraédricamente por cuatro
dtomos de oxigeno a una distancia de 1.62A, y la separacién tipica del oxigeno
es 2.65A. Si bien es posible detectar uno o dos rasgos estructurales més en vidrio
de silice, el material carece de orden de largo alcance que es tipico en cristales.

Desde 1784, cuando Abbé Haiiyin [2] mostré que la repeticién de celdas en
forma de paralelepipedos podia explicar la forma externa de un cristal, asu-
miendo que los cristales tienen orden de largo alcance, la definicién clasica de

cristal era la siguiente: Es una sustancia en la cual los &tomos que la constituyen



2 INTRODUCCION

estan colocados con un orden regular, repitiendo un patrén tridimensional [3].
Esta definiciéon supone de manera implicita que un cristal tedrico es infinito y
periddico.

Los cuasicristales son cristales que no poseen una simetria de traslacién,
es decir, son aperiédicos, pero si tiene un orden de largo alcance [4]. En la
actualidad estos materiales se producen comunmente con aleaciones de metales,
por ejemplo aluminio y magnesio [5] (ver figura[L.1)), aunque se han encontrado
otros materiales con los cuales también se pueden obtener estas estructuras [6]
[7, 8, [5]. Por su descubrimiento en 1984, Dan Shechtman recibié el premio Nobel
de quimica en el ano 2011 [9]; sin embargo, hasta la fecha son en realidad
pocas las aplicaciones tecnolégicas que se le han encontrado a estos materiales.
El premio Nobel fue otorgado entonces, mas que por la utilidad practica del

descubrimiento, por haber creado un nuevo paradigma del estado sélido.

Figura 1.1: Cuasicristal de Magnesio y Zinc. Producido en AMES labora-
tory [I0]. Se puede ver que a diferencia de un cristal comuin, éste forma un

arreglo pentagonal.

Como resultado de este nuevo paradigma, la unién internacional de cris-

talograffa se vio obligada en 1991 (7 afios después del descubrimiento de los
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cuasicristales) a redefinir lo que es un cristal para incluir asi los cuasicristales.
En esta nueva definicién se considera un cristal a “cualquier sélido que tiene
un diagrama de difraccién esencialmente discreto” [I1]. Ademds se agrega que
un cristal aperidédico, es un cristal en el cual no existe ningtin tipo de lattice
periédica que lo contenga. De esta forma, se incluye la definicién de cuasicristal

mencionada antes, un cristal con simetria rotacional “prohibida”.

Este hallazgo no se trataba sélo de un material que extendiera la definicién de
cristal, sino la evidencia de un hueco en la teoria del estado sélido, en particular
de la cristalografia, un material cuya existencia se consideraba tedricamente

imposible [12] [13].

Ya antes del descubrimiento de los cuasicristales habia una fuerte discusion
sobre las caracteristicas y propiedades geométricas de los materiales en estado
sélido. Usualmente, en las transiciones de fase liquido—sdélido, existe un calor
latente y la estructura de la materia en estado sélido es cristalina; sin embar-
go existen muchos materiales donde la transicion liquido—sélido se puede dar de
manera continua (sin ser una transicién de fase) y sin la presencia de dicho calor
latente. En este caso, la estructura de las moléculas en el estado sélido es desor-
denada, por lo que se les conoce como sélidos amorfos o vidrios[14]. Esta clase
de estructuras desordenadas se encuentran también tipicamente en fluidos, por
lo que se postulé que los sélidos amorfos eran en realidad liquidos cuya viscosi-
dad era demasiado grande para poderse medir en tiempos de laboratorio [15].
Incluso se creyé que los vidrios en las iglesias antiguas estaban “escurridos”,
pues se trataba de liquidos cuya viscosidad permitia al material fluir en tiempos
del orden de siglos. Mds tarde esta creencia fue rebatida [15], continuando la

discusién sobre si los vidrios son o no fluidos, aunque es cada vez més aceptado
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que se trata en realidad de sélidos.

En su trabajo[16] Shechtman pretendia producir un vidrio metalico al reducir
abruptamente la temperatura de una aleaciéon, como comunmente se forman los
vidrios. Lo que observo fue que, en vez de producir un vidrio, habia producido
un “cristal” cuya simetria parecia ser de orden 5 [I6], lo que quiere decir que, al
girar la muestra un dngulo de 27 /5 obtenia el mismo patrén de difraccién. De
hecho, dependiendo la forma en que lo giraba, Shechtman identificé simetrias
de orden 5, 3 y 2 (ver figura , con lo que concluy6 que la estructura del
cristal era icosaedral. Este patrén de difraccion era, sin embargo, un patrén
de difraccion esencialmente discreto, lo que significa un orden de largo alcance,
observado antes sélo en cristales. La estructura de este material se parecia a la
de un cristal (y no a la de un vidrio, donde el patrén de difraccién es continuo),

pero uno que era tedricamente imposible (como mostraremos més adelante).

N

79.2° 58.29° 37.38°

Figura 1.2: En esta imagen se puede ver que el cuasicristal encontrado por

Shechtman presenta 3 simetrias, correspondientes a un arreglo icosaedral [16].

Desde aquel momento, hasta la fecha se ha reproducido cientos de veces

los experimentos de Shechtman usando diferentes aleaciones metélicas, obte-
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niendo diferentes versiones de cuasicristales con simetrias “prohibidas” (ver por
ejemplo [6] [7, [8] 5, 10]). También se han encontrado cuasicristales en la natura-
leza [17, 18] y dadas las condiciones tan precisas en las que se pueden producir
dichos materiales, el encontrarlos en la naturaleza puede dar informacién muy
clara de las condiciones en las que se formé el material. Por otra parte, ha habi-
do una gran cantidad de trabajos experimentales y tedricos que se han realizado

sobre los cuasicristales y sus propiedades fisicas.

En lo que se refiere a la geometria de estos materiales, los primeros estudios
tedricos(hasta donde es del conocimiento del autor) datan de los anos 70’s [19],
en lo que se conoce como teselaciones aperiddicas y de lo cual se hablara en el

capitulo

Hay pocos trabajos tedricos que se refieran a las propiedades termodinamicas
o eléctricas (ver por ejemplo [20]), aunque sf se han hecho algunos esfuerzos por
hacer simulaciones para comprender la transicién de fase que produce esta clase
de materiales (ver por ejemplo [2T], 22, 23], 24] 25| 26, 27] 28]). En cuanto a los
trabajos experimentales, los estudios realizados van mas alld de la produccién
y estudio de su geometria. Se han estudiado las propiedades épticas [29] [30],
se han caracterizado las propiedades termodindmicas y electrénicas [31], [], se
han estudiado las propiedades de transporte [20} [32] B B33}, [34] y también se han

localizado otros sistemas que no corresponden directamente al estado sélido [35,

36, 37, (38, [39].
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1.2. Propiedades de transporte

Aunque hay una extensa cantidad de estudios experimentales y tedricos sobre
los cuasicristales, en lo que refiere a las propiedades difusivas de estos materiales,
existen muy pocos trabajos tedricos o computacionales, a pesar de la importan-
cia que ello puede tener. Se ha postulado que el conocimiento que puede generar
esta clase de estudios puede ayudar a comprender bajo qué condiciones se for-
man estos materiales y con ello, quizé reducir los costos de produccién [33] 25].
Por otra parte, las propiedades difusivas dentro de esta clase de sélidos est4 re-
lacionada con la conductividad eléctrica y de calor [20], ademds de estar rela-
cionadas con la termoelectricidad [31] del material. Aunado a esto, el estudio de
la difusién en los cuasicristales desde un punto de vista puramente matematico
resultan interesantes [40], por tratarse de un caso intermedio entre los modelos

periddicos y los modelos desordenados.

Por otro lado, a pesar de la gran cantidad de estudios que se han hecho sobre
la geometria de estos materiales, ain hay aspectos que no se han explorado lo
suficiente y de los cuales se podrian obtener generalizaciones sobre propiedades
que cumplan tanto cristales clasicos como cuasicristales. Ejemplo de esto es
la ley (regla) de Bravais [41] 24] [42], la cual ya se ha mostrado experimental y
numéricamente que cumple para cuasicristales (y que més adelante mostraremos
que también cumple para cuasicristales) y una posible generalizacién del teorema
de Bloch, la cual ain no existe [43],[44], a pesar de que si se ha usado este teorema
para la visualizacién del espectro de energias y eigenestados de un cuasicristal
foténico [45].

En cuanto a los trabajos experimentales, pareciera que las propiedades de los
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cuasicristales son una mezcla entre las propiedades de los vidrios y las propieda-
des de los cristales, pero en lo que se refiere a la difusién, experimentalmente el
comportamiento se cree que es més parecido al de un vidrio [46],[47], lo cual mos-
traremos mas adelante no es necesariamente correcto, sino que podria tratarse

de un problema del tamano del sistema.

Una de las razones por la cual hay una carencia de estudios computacio-
nales (y tedricos) sobre los cuasicristales es la falta de condiciones periddicas
a la frontera. No es posible incluir esta clase de condiciones a la frontera de
forma directa, pues ello reproduciria necesariamente un cristal periédico. Es-
ta ausencia de periodicidad hace las simulaciones en dimensiones mayores a 1
demasiado lentas [48]. Al existir esta carencia de condiciones periédicas, algu-
nas herramientas usadas para el andlisis tedrico y computacional de cristales
(como el teorema de Bloch) dejan de ser validos. Ademads, esta ausencia de pe-
riodicidad no permite hacer simulaciones en sistemas “infinitos”, por lo que las
simulaciones computacionales son siempre sobre aproximaciones a los sistemas
aperiédicos y no sobre verdaderos sistemas aperidédicos. Por otra parte, en es-
tos sistemas aperiédicos, no es claro como elegir condiciones iniciales uniformes,
lo cual podria tener implicaciones importantes si no se tratase de un sistema

ergodico y esto aiin no ha sido probado.

1.3. Contenido de la tesis

La parte central de esta tesis es la introduccién de un método con el cual
e . R .
se pueden “periodizar” los sistemas cuasicristalinos y con ello estudiar tanto

tedrica como numéricamente algunas propiedades de los cuasicristales, haciendo
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accesibles las simulaciones numéricas y también dando un método para elegir
condiciones iniciales uniformes.

Como ejemplo, se estudia un gas de Lorentz cuasiperddico, el cual se ha
sugerido como un reto dentro de la teorfa de billares dispersivos [40]. Para
este caso, se demuestra que en general, los gases de Lorentz cuasiperiédicos
tienen canales donde las particulas pueden moverse libremente (lo cual resulta
inesperado), si el tamano de los obstaculos es suficientemente pequetio, tal como
sucede en el caso periddico. Este mismo resultado demuestra también de manera
clara que la regla de Bravais se cumple también para cuasicristales, algo que se
ha sugerido ya con anterioridad [24] [41].

Por otra parte, se estudian los gases de Lorentz cuasiperiédicos en el limite
donde las particulas estan localizadas, con el fin de observar el parecido entre
cuasicristales y vidrios.

Asi, este estudio no sélo da un método eficiente para hacer simulaciones, sino
que generaliza algunas propiedades de los cristales periddicos y muestra algunas
propiedades que comparten los vidrios con los cuasicristales y que son tnicas de
los materiales aperiédicos. En particular se responde a la pregunta ;Qué tipo
de difusion presenta un gas de Lorentz cuasiperiédico?

También se muestra que los gases de Lorentz cuasiperiédicos pueden o no
presentar lo que se conoce como “horizonte localmente finito”, lo cual los vuelve

interesantes desde un punto de vista matematico.

En el siguiente capitulo se profundiza en la explicacién del estado cristalino
y el estado vitreo, asi como su relacién con los cuasicristales.

En el tercer capitulo se desarrollan los principales resultados sobre sistemas

difusivos. Se obtiene la ecuacién de difusién y se demuestra que el movimiento
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Browniano cumple con esta ecuacién.

El modelo en el que se baso este estudio es el del gas de Lorentz, por lo que
se hard, en el cuarto capitulo de esta tesis, un resumen sobre los principales
resultados en lo que respecta a gases de Lorentz.

En el quinto capitulo se presentan los tres principales métodos de construc-
cién de arreglos cuasiperiodicos. De estos métodos, durante el desarrollo de esta
tesis se usaron dos de ellos. El método restante es igualmente poderoso y es po-
sible que su andlisis arrojara resultados importantes; sin embargo, por cuestiéon
de tiempo, no fue posible estudiarlo suficiente. Aun asi, se presenta aqui, pues
el resultado principal obtenido en esta investigacién, se encuentra en un paso
intermedio de la deduccién de ese método.

En el sexto capitulo se presenta un método para analizar los gases de Lo-
rentz cuasiperiddicos de manera sencilla, a la vez que se puede usar para hacer
simulaciones de estos gases. Se muestra explicitamente el modelo para 3 casos,
en el que se incluye el gas de Penrose-Lorentz. Es importante remarcar que el
método que se presenta puede servir para diversos modelos y no sélo para gases
de Lorentz. Ademas, puesto que el problema se reduce a un problema periédico,
se da una forma de generar condiciones iniciales homogéneas en esta clase de
sistemas aperiddicos. En este capitulo se muestran los resultados analiticos de
esta tesis.

En el Séptimo capitulo se presentan los resultados numéricos, asi como un

analisis de estos. Finalmente, en el octavo capitulo se presentan las conclusiones.
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Capitulo 2

Cristales y vidrios

Para comprender con més precisién qué es un cuasicristal, es primero nece-
sario comprender las propiedades de los cristales y los vidrios. En este capitulo
se da una definicion maés precisa de lo que es un vidrio, se muestran algunos
resultados sobre el estudio de estos materiales para entender por qué, en algin
sentido los cuasicristales son un estado intermedio entre los vidrios y los cristales
y finalmente se presentaran algunos resultados de la teoria clasica de cristales,
para comprender mejor por qué los cuasicristales muestran un hueco en esta

teoria y por lo tanto no pueden ser tratados de forma clasica.

2.1. Estados metaestables y vidrios

Cuando se enfria (o calienta) un liquido, se puede lograr tener estados que
termodinamicamente son inestables, donde la materia se encuentra en estado
liquido, a pesar de que dada su temperatura y presion le corresponderia estar
en estado sélido (gaseoso), ya que ese estado es su estado de equilibrio termo-

11



12 CRISTALES Y VIDRIOS

dinamico, es decir, el estado con menor enrgia libre; sin embargo, la energia libre
puede tener mas de un minimo local, aunque sélo tenga un minimo global, y por
ello el sistema puede ser temporalmente estable, o “metaestable”, aunque no sea
un estado de equilibrio termodindmico. Por ejemplo, al aumentar la temperatu-
ra del agua de manera “cuidadosa” (lo cual incluye evitar que el liquido esté en
contacto con sélidos o gases) mediante elaborados sistemas de laboratorio, ha
sido posible aumentar la temperatura del agua, a una atmésfera de presion, has-
ta 279.5°C [49]. También es posible lograr esto usando radiacién de microondas.
El autor no encontré datos de las temperaturas que se pueden alcanzar usando
microondas, pero en un experimento casero alcanzé hasta 145°C a aproxima-
damente 0.77 atm, a cuya presion normalmente el agua deberia evaporarse a
una temperatura de aproximadamente 91°c. Cuando esto se logra, se dice que el
liquido esta sobrecalentado y se encuentra en un estado metaestable, de manera
que una perturbaciéon puede producir la explosién de la gota de agua calentada
a estas temperaturas (por ejemplo, al mezclarse con azucar). Las precauciones
tomadas en los experimentos tienen el propdsito de eliminar sitios preferenciales

de formacién de una nueva fase.

Otro ejemplo se da al reducir la temperatura del agua por debajo de los
0°C, mediante una tasa alta de pérdida de calor, pero al mismo tiempo sin
cambios en la presién y con las mismas precauciones tomadas en el caso de
liquidos sobrecalentados. Cuando esto se logra, se dice que el liquido esta “so-
breenfriado” y también se encuentra en un estado metaestable, de manera que
una perturbacion puede provocar la transicién de fase. Algunos materiales es
posible sobre-enfriarlos al grado de conseguir que la viscosidad supere cantida-

des que son medibles en un laboratorio y sin pasar en ningiin momento por
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una transicién de fase, en este caso lo que se obtiene son vidrios. A diferencia
del proceso de sobreenfriamiento, en el sobrecalentamiento, no existe un estado
final al que se puede llegar que sea diferente del estado gaseoso, aunque existen
formas de pasar de un estado liquido a uno gaseoso, sin necesidad de pasar por
una transicion de fase.

Cabe mencionarse que estos estados metaestables se encuentran en ambas
direcciones de transicién, es decir, también existen gases sobre-enfriados (los
cuales son usados en cdmaras de niebla para detectar rayos césmicos [B0]), vy
sélidos sobre-calentados. No se abordaran estos casos, pues el interés principal
de esta seccion es comprender cémo se forma un vidrio lo cual corresponde a

los liquidos sobre-enfriados.

Volume, Enthalpy

Temperature

Figura 2.1: Diagrama genérico que muestra como se lleva a cabo la transicién

vitrea comparada con una transicién liquido-cristal. Tomada de [51].

Al proceso de formacion de un vidrio se le llama transicion vitrea y a di-
ferencia de una transicién de fase no hay una discontinuidad en el volumen o
la entropia (y por ello no hay un calor latente). En este proceso, sin embargo,

existen algunas propiedades que cambian de forma aparentemente discontinua,
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como es el caso de la viscosidad, que crece de manera abrupta.

Por otra parte, mientras que en una transiciéon de fase, dada una presion,
existe una temperatura unica a la cual ocurre la transicién, en las transiciones
vitreas, la temperatura de transicién depende de la velocidad de enfriamiento

del liquido en cuestion.

En la figura se muestra un diagrama genérico de cémo se da esta tran-
sicién vitrea [51]. Otra propiedad aparente de estos materiales, es su arreglo
molecular desordenado. Aunque se ha mostrado que existe un orden de cor-
to alcance, a mediano y largo alcance los vidrios no poseen ningun orden, ni

rotacional, ni traslacional a diferencia de los cristales.

Para terminar esta seccién, se hace remarcar que a diferencia de los liquidos
sobreenfriados, los vidrios parecen mantenerse estables inclusive al bajar extre-
madamente su temperatura. Por ejemplo, si uno hace el experimento con agua
(realizado por el autor), el tamafio de la perturbacién (por ejemplo agitar el
liquido) que se necesita para pasar de liquido a sélido (nuclear) disminuye con
la temperatura, mientras que la velocidad de nucleaciéon al ser perturbado el
liquido aumenta. Sin embargo, si la temperatura alcanzada es suficientemente
baja, el liquido se solidifica sin cristalizar y el material parece estable, es decir,
a pesar de perturbar el vidrio de agua (incliso poniéndolo en contacto con hielo
cristalizado), el vidrio no se cristaliza. De esta forma, se observa que aunque los
vidrios fueran un estado metaestable, en algin sentido su naturaleza difiere de

la de un liquido sobreenfriado.
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2.2. Cristales

En los cristales, las moléculas se encuentran tipicamente acomodadas de
manera peridédica y con un orden de largo alcance. La mayoria de los materiales
forman cristales en el estado sélido; sin embargo, estos cristales pueden, en una
escala macroscopica, no ser homogéneos. Un mismo compuesto quimico puede
tener varias formas cristalinas, conocidas como alotropias, de manera que las
diferentes formas alotrépicas del sélido cristalino se pueden combinar formando
un material policristalino, el cual en una escala macroscépica podria confundirse
con un material amorfo. La diferencia radica en los ordenes de mediano alcance

(del orden de micras).

El hecho de que puedan existir diferentes formas cristalinas en un mismo
material, puede producir un efecto conocido como “twining”. El twining es el
resultado de estudiar la difracciéon de electrones de dos cristales idénticos al
mismo tiempo, pero con diferentes orientaciones. En este caso, los patrones de
difraccién se superponen y pueden aparentar ser parte de un cristal cuya simetria
no corresponde con la verdadera simetria de los cristales, incluso generando
la impresién de obtener simetrias prohibidas, como la simetria icosaedral (més
adelante se dara una explicacién sobre qué es una simetria y por qué no todas las
simetrias son posibles en un cristal). Esta fue una de las principales criticas para
explicar los resultados de Shechtman, arguyendo que no era necesario recurrir a
la existencia de cuasicristales para explicar sus resultados, pues probablemente

se trataba de un policristal que producia el efecto “twining”.

Para dar una idea de cuan complejo puede ser el estudio de las diferen-

tes alotropias de un cristal, en la figura se presenta un diagrama de fases
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alotrépicas, para diferentes compuestos quimicos. En el caso del plutonio se pue-
de ver que hay 7 formas alotrépicas posibles, de las cuales 4 son esencialmente

diferentes.

Temperature (°C)

15001

Liquid

1000

Ac

Figura 2.2: Esta figura muestra las diferentes alotropias para diferentes com-
puestos quimicos. Se puede observar que para el caso del plutonio hay 7 formas

alotrépicas, de las cuales 4 de ellas son esencialmente diferentes [52].

2.2.1. Cristales versus vidrios

Si un sdlido es un material cuya viscosidad es mayor a 10%3-6Ns/m”, en
principio no hay razén por la que deba haber preferencia por una determinada
estructura en las moléculas; sin embargo, al minimizar la energia libre de un
sistema en “estado sélido”, la estructura juega un rol importante [46] y da
preferencia a un determinado tipo. Asi, aunque no se ha demostrado, se tiene
el prejuicio de que la forma en la que se tiende a estar en el estado sélido es
una estructura cristalina [53] y por lo tanto, los vidrios son en realidad estados

meta-estables. Esta creencia, que se ha confirmado en sistemas simples como
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los fluidos de discos duros donde hay un sélo tamafio posible [54, (5] (6] y
ha sido probada para cristales bidimensionales a temperatura cero[57], parece
estar en contradiccién con lo que se observa en la naturaleza, donde es frecuente

encontrar sélidos amorfos [58], [14].

Como ya se mencioné antes, un compuesto quimico en estado sélido, puede
tener diferentes formas alotrépicas. Por ejemplo, el carbén puede presentarse en
forma de diamante o bien en forma de grafito (o grafeno); en ambos casos, se
trata de un estado cristalino del mismo compuesto quimico pero con diferente
forma. En el caso de los sélidos amorfos también hay diferentes formas alotrépi-
cas posibles, las cuales generan diferentes propiedades. Por ejemplo, en el caso
del agua, se pueden tener diferentes cristales, pero también se conocen al menos
2 tipos de estructuras vitreas, “siper ligera” y “stuper pesada” [59] y cada forma
tiene diferentes propiedades fisicas. En la figura [2.3] se muestra un diagrama de
fases de los diferentes estados amorfos del agua. La diferencia con el caso cris-
talino es que mientras que para un cristal la alotropia depende directamente de

su simetria, en los vidrios no es claro qué genera estas alotropias.

Como se muestra en la figura [2.1] la temperatura de transicién vitrea se
localiza en algin punto entre el estado vitreo y el estado liquido sobrenfriado.
Siempre que un material presente tanto transicion vitrea como de fusion, la tem-
peratura de transicién vitrea serd menor que la temperatura de fusién. También
se observa que la temperatura de transicién vitrea no es tnica, mientras que

si lo es la temperatura de fusion.

Con respecto a los vidrios, existen una serie de preguntas y discusiones que
siguen presentes hoy en dia. Atn no es claro si la transicién vitrea es una tran-

sicién de fase de segundo orden (en el esquema de Ehrenfest), o se trata de un
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Figura 2.3: Las diferentes fases y alotropias que el agua puede presentar al sobre

enfriarse y hasta llegar a un estado vitreo. Tomada de [22]

nuevo tipo de transicién [60]. También sigue habiendo la creencia popular de
que los vidrios no son un estado diferente de la materia, sino que se trata de
liquidos sobre-enfriados cuya viscosidad es extremadamente grande, bajo la idea
de que los vidrios de las ventanas muy viejas estdn escurridos [15]. El premio
Nobel, P.W. Anderson considera que “El méas profundo y més interesante pro-
blema no resuelto en la teoria del estado sélido es probablemente una teoria de

la naturaleza de los vidrios y la transicién vitrea” [61].

2.3. Cuasicristales

Los cuasicristales, al igual que los vidrios, se producen casi siempre al enfriar
liquidos por debajo de su punto de fusién y a una tasa de enfriamiento alta. Esta
tasa de enfriamiento es sin embargo insuficiente para formar un vidrio, pero lo
suficientemente alta como para impedir la cristalizacion “tipica” del material.

A diferencia de los vidrios, si existe un calor latente en la transicién de liquido-
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cuasicristal, por lo que esta transicién si se trata de una transicion de fase de

primer orden [62] 2], al igual que la transicién liquido—cristal.

Asi, desde un punto de vista termodinamico, los cuasicristales son un estado
que se encuentra entre el estado cristalino y el estado vitreo, cuya formacion
contiene caracteristica tanto de la transicién vitrea, como de la tipica transicion

cristalina.

En cuanto a la estructura, los cuasicristales son también un estado interme-
dio entre vidrios y cristales, pues poseen un orden rotacional de largo alcance
(es decir, que su diagrama de difraccién permanece invariante ante rotaciones
de determinados dngulos), como es el caso de los cristales, pero no posee un or-
den de traslacién, como sucede con los vidrios [I6]. Experimentalmente se han
encontrado algunas propiedades més similares a los cristales (ver por ejemplo

[63]) mientras que otras propiedades se asemejan més a los vidrios[I2].

Como ya se menciond en la introduccién, se han encontrado centenares de
aleaciones con estructuras cuasicristalinas estables y meta-estables (por men-
cionar algunas [16], [0, [7, [, [5 [T0]), en particular se han encontrado estructuras
cuasicristalinas estables en aleaciones binarias de metales [64], [57], pero hasta
ahora no se han encontrado dichas estructuras en metales que no sean aleaciones.
Atn queda la pregunta de si es 0 no posible hacer un cuasicristal con un solo tipo
de molécula. También se han encontrado estructuras cristalinas en otra clase de
sistemas, como son cuasicristales liquidos [36], copolimeros [37], autoensambles
de nanoparticulas [38] y colonias de virus [39]. Ademads, se han encontrado cua-
sicristales en la naturaleza [I8| [I7], los cuales se ha sugerido tienen un origen
extraterrestre (en la figura se muestra el cuasicristal encontrado en el mu-

seo de historia natural de Florencia y cuyo origen es extraterrestre). También,
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mediante simulaciones ha sido posible encontrar estructuras cuasicristalinas en
capas dobles de agua [23], como también en sistemas de tetraedros duros [21], en
donde se ha observado una transicién de fase de primer orden tal como aparece

en los experimentos.

Figura 2.4: Fotografia del cuasicristale encontrado en Rusia y el cual tiene un
origen extraterrestre. Este cuasicristal es notoriamente imperfecto en compara-
cién con el construido en laboratorio mostrado en la figura (1.1

. Fotografia tomada de [17]

Aunado a esto, se ha sugerido que los vidrios metélicos son de hecho es-
tructuras formadas por nanocuasicristales [6l [65] 66] 67]. Esto puede dar una
importante pista sobre la naturaleza de la transicién vitrea, ya que los cuasi-
cristales si son una transicion de fase de primer orden.

En cuanto a las propiedades de transporte de estos materiales, han sido
estudiadas de forma exhaustiva [34] [8] [68],[69] 29, 32 [5, 33, 30, 25], puesto que ello
es de interés en las aplicaciones tecnoldgicas [25]. Se han obteniendo resultados
experimentales sobre la conductividad eléctrica [311 [70l 44} [47], la conductividad
térmica, la termoelectricidad [3I] y el transporte de dtomos dentro de estas

estructuras [8, 69]. Esto tltimo se cree puede ayudar a comprender mejor el
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proceso de formacién de los cuasicristales y por lo tanto reducir costos en su

produccién [25].

Las propiedades de transporte térmico y eléctrico en materiales sélidos esta nor-
malmente ligado al transporte de fonones y ondas de Bloch que se desarrollan
como consecuencia de la naturaleza periddica de los cristales[12]. En los cua-
sicristales se cree que la ausencia de dicha periodicidad (y por lo tanto la no
existencia de un teorema de Bloch) es la causa de comportamientos mas pareci-

dos a los encontrados en vidrios que a los encontrados en cristales normales [9].

Otra propiedad curiosa encontrada en los cuasicristales es la existencia de
fasones [71]. Esta clase de particulas se pueden entender como viajeras a lo largo
de ejes ortogonales al espacio donde vive el cuasicristal y son un equivalente a
los fonones (que también estdn presente en los cuasicristales), pero que viven en
espacios ortogonales. Asi como los fonones, estas particulas contribuyen al calor

especifico de los cuasicristales [72] [73].

A pesar de todos los estudios experimentales que se han hecho, relativamen-
te poco se ha avanzado en lo que se refiere al analisis tedrico y computacional
de los cuasicristales, puesto que hasta ahora no existe un método para supe-
rar el hecho de que no haya periodicidad. Este hecho no permite usar varias
de las herramientas matematicas desarrolladas para el estudio de los cristales
(sistemas periddicos), ademds de representar un problema en las simulaciones
computacionales, pues no se pueden usar condiciones peridédicas a la frontera,
lo cual reduce sustancialmente los cédlculos. Asi, la mayoria de los avances en
este sentido, se dan usando modelos que aproximan a los cuasicristales median-
te cristales con un periodo largo (esto es lo que se conoce como aproximantes

cuasicristalinos)[74], o bien haciendo simulaciones en sistemas finitos cuando



22 CRISTALES Y VIDRIOS

el tipo de estudio lo permite. Hasta ahora, estas han sido las tinicas opciones

viables no experimentales.

2.4. Simetrias

Una de las caracteristicas de los cuasicristales es que presentan “simetrias
prohibidas”, es decir, que contienen estructuras que no pueden llenar el espacio
(o el plano) en un arreglo periédico.

Para entender el concepto original de simetria en los cristales, recordemos
que antes de la teoria molecular, los cristales eran sélidos limitados por una
serie de caras [I3]. Los cristales asi conocidos se clasificaban en 32 grupos segin
la posicién y orientacién de las caras de estos cristales [3]. Hoy en dia, esta
clasificacién se identifica con los 32 grupos puntuales distintos que caracterizan
la simetria de una red periédica. Estos grupos se obtienen de la suposicion de
que un cristal estd formado por celdas que se repiten periédicamente, situadas

sobre los vértices de una red conocida como red de Bravais.

Redes de Bravais Una red de Bravais es una red de puntos en el espacio for-
mada por unidades que se repiten periédicamente y que parece idéntica cuando
se contempla desde cualquier punto de la misma, por ejemplo, una red cibi-
ca. Mas adelante se mostrara que las posibles rotaciones de una red de Bravais
pueden ser s6lo de orden 1,2,3,4 y 6, con lo cual se demuestra que rotaciones
de orden 5, como las encontradas en cuasicristales icosaédricos, son prohibidas.
En principio con esto se podria demostrar que existen sélo 14 (ver figura
(a)) redes de Bravais esencialmente diferentes para el caso de un espacio tridi-

mensional, y 5 (ver figura (b)) para el caso bidimensional y a su vez con
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ello es posible encontrar los 32 grupos cristalograficos posibles [13], [12], pero ello
excede los propésitos de esta tesis, por lo que sélo se esbozaran las bases para

dicha demostracién y se remite al lector a revisar la bibliografia correspondien-

te 75, [76].
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Figura 2.5: (a) Las 14 redes de Bravais posibles en el espacio. (b) Las 5 redes
de bravais posibles en el plano. Notese que entre las 5 redes del plano, ninguna
tiene simetria pentagonal, asi como tampoco entre las 14 redes en el espacio.

Tomada de Wikipedia.

Una estructura cristalina se forma colocando una base (es decir, un conjunto
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de 4tomos o moléculas) en cada uno de los puntos de la red de Bravais.

Para dar una definicién maés precisa de lo que es una red de Bravais, necesi-
tamos primero definir el operador de traslacion T o en un espacio de dimension
m:

Tan=n-A (2.1)

donde el operador x-y- es el producto punto entre los vectores x y y. n es
un vector de dimensién m y cuyas entradas son ntmeros enteros y A es una
matriz cuadrada de dimensiéon m x m, que puede ser pensada como un vector
de dimensién m cuyas entradas son vectores de dimensién m (los renglones de
la matriz) y son los vectores primitivos de la traslacién.

Usando este operador podemos definir una red de Bravais B como un arre-
glo infinito de puntos discretos, tales que si P € Ba, entonces existe un vec-
tor de dimensién m y coordenadas enteras n tal que P = Tan y ademés, si
P;,P; € Ba entonces P; + Pj € Ba.

Consideremos la coleccién de operaciones de simetria, tales que aplicadas a
un punto del espacio lo dejan fijo. A los grupos que se forman con esta coleccion
de operadores se les conoce como grupos puntuales. Las operaciones de simetria

que se suelen considerar son:

1. Centros de inversién: Un punto P es un centro de inversion, si para cada
vector de posicién r tal que P +r es un punto de la red, P — r’ también

es un punto de la red.

2. Plano de reflexién: Un plano es un plano de reflexién, si para cada punto
de la red, existe otro punto de la red, tal que la distancia de cada uno

de los puntos al plano sea igual a la mitad de la distancia entre ambos
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puntos.

3. Ejes de rotacion: Un eje de rotacién es de orden n, si al girar el cristal

sobre el eje un dngulo de 27 /n se obtiene el mismo arreglo.

4. Eje de rotacién-inversion. Un eje es de rotacién-inversion, si la coincidencia
se alcanza al girar el cristal y después aplicar una inversiéon con respecto

de un centro.

Para que dos redes de Bravais sean esencialmente distintas, debe existir algin
elemento de algiin grupo puntual que deja invariante una de las redes, pero no
a la otra.

Los ejes de rotaciones posibles en un cristal corresponden a ordenes n =
1,2,3,4 y 6. Se hard una demostracién de este hecho. Supongamos que P y P’
son dos puntos vecinos de una red bidimensional, que distan una distancia a y
se encuentran repetidos peridédicamente en la direccién P — P’. Ademds, existen
otros dos puntos Py y P} que distan también a de P y P’ debido a la simetria
de rotacién y la periodicidad de la red(ver figura . Estos puntos se pueden
obtener también mediante una rotacién de un dngulo 27/n de la red por un
eje que pase por Py por uno que pasa por P’, tanto en sentido horario, como
antihorario. Ademds, el segmento P1P} debe permanecer paralelo al segmento
PP’ y su longitud b debe ser un miltiplo entero de a, es decir b = ia con i € N.

Observando la figura [2.6] se concluye que
b=a+2acos(2r/n) =ia (2.2)

con lo cual, mediante algunas operaciones trigonométricas, se obtiene que

cos(2m/n) = (@ ; D = %

(2.3)
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con j entero. Esta ecuacién sélo permite los valores de n mencionados antes,
con lo que se termina la demostracién de que simetrias rotacionales de orden 5
son incompatibles con la posibilidad de tener periodicidad para redes bidimen-
sionales. Sin embargo, las redes de Bravais tridimensionales son, colecciones de
planos separados peridédicamente, segin la definicién que dimos de una red de
Bravais, por lo que queda demostrado que incluso en el caso tridimensional, ejes
de rotacién, perpendiculares a cualquiera de los planos que forman la red de
Bravais, no pueden tener simetria rotacional de orden 5, de lo que se sigue que
una estructura icosaedral no puede ser periédica y por lo tanto su simetria es

una simetria prohibida.

2m/n =) =3 21/n

Figura 2.6: Construccién de rotaciones compatibles con la traslaciéon para el

plano.

Para concluir este capitulo, vale la pena mencionar que lo que se conoce como
redes de Bravais en cristalografia, en matematicas se conoce como “lattices” o

“reticulas” periddicas.



Capitulo 3

Sistemas difusivos

Uno de los principales propésitos de esta tesis es estudiar los procesos di-
fusivos en estructuras cuasiperiddicas con la finalidad de comprender mejor el
transporte dentro de los cuasicristales. Para ello comenzaremos con una revi-
sién de lo que es un proceso difusivo y algunas caracteristicas de la ecuacién
cldsica de difusién. Esta es una ecuacién diferencial en derivadas parciales que
modela el transporte de “algo” (por ejemplo, dtomos, fotones, electrones) cuan-
do las concentraciones de ese algo son diferentes en dos regiones. Precisamente
es esto lo que entendemos como difusién, es decir, un proceso de movimiento
relativo entre dos o mas componentes en sistemas donde existen regiones de alta

concentracién y regiones de baja concentracién [77].

Comenzaremos este capitulo derivando la ecuacién de difusion utilizando
leyes de conservacion.

27
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3.1. Ecuacion de difusion

Sea A;(a,t) una cantidad extensiva (por ejemplo energia, niimero de particu-
las, momento, etc.) etiquetada con el subindice i con el que se enumeran las di-
ferentes cantidades y contenida en la celda a al tiempo ¢. Se llamard ®;(a — b)
a la cantidad de A; transferida de la celda a a la celda b por unidad de tiempo.

Nétese que ®;(a — b) es un flujo neto entre a y b de manera que:

(In(a — b) = —(I)i(b — a). (31)

La celda a puede tener una fuente de la cantidad A;. El cambio por unidad
de tiempo de A;(a,t), dA;(a,t)/dt es entonces la suma de las contribuciones de

las otras celdas y la de la fuente. Esto es:

dAZ (CL, t)

g7 = 7Z<I>i(a — b) + @;(fuente — a), (3.2)

b#a
la cual es la ecuacidn de conservacion de la cantidad A;.
Ahora, llamemos p;(7,t) a la densidad de la cantidad A;, de modo que la

integral de p;(7,t) sobre el volumen de la celda V' (a) es A;(a,t);
Ay(a,t) = / (7 8 (3.3)
V(a)

Podemos entonces definir la densidad de corriente j_;(f', t). Si AS es la pe-
quena cantidad de superficie orientada que separa las celdas a y b, el flujo puede

ser re-escrito como

®;(a —b) ~ AS - ji(7,1). (3.4)

Ahora, sea s(a) la superficie que envuelve a a: el flujo total que cruza S(a)
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estd dado por la integral de superficie de la corriente:

()= [ dS-gi(Ft). (3.5)
s(a)

Usando el teorema de Stokes, se obtiene
5 — / &Pr¥ -G 0) (3.6)
1%

y la ecuacién (3.2), donde el término ®;(fuente — a) = [, d®r - oy, donde o; es

una densidad. Finalmente se obtiene:

/ dgr% = / >r - o; —/ &Prv - §i(7b). (3.7
v 1% v

Como esta ecuacion es valida para todos los volimenes, se obtiene la ecuacion

de continuidad en su forma diferencial:

Ip;
ot

=0, — V- ji(F ). (3.8)

Usando esta ecuacion se derivard ahora la ecuacién de difusion.

Supongamos que la ley de Fick se satisface, entonces, j_;(F, t) = —DV - Di-
Ademas, supongamos que la cantidad A; se conserva, entonces, o; = 0. Entonces,
si D no depende de la posicién, tenemos que:

Ipi

_ 2 .
2= DV, (3.9)

que es la ecuacién de difusion.

La solucién a esta ecuacién en una dimensién es:

N 2
P = exp(—z“/4Dt), 3.10
P ArDi p( / ) ( )

donde N = [*_dxp;(z,t).
Entonces,

(x%(t)) = 2Dt, (3.11)
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donde (f(x)) = [, daf() - pila,b),
Una situacién similar se obtiene en dimensiones més altas, obteniéndose la

ecuacién

(x*(t)) = 2dDt, (3.12)

donde d es la dimensién del sistema.

3.2. Movimiento Browniano

En esta seccién se mostrara que el comportamiento de un sistema de particu-
las que se mueven aleatoriamente (como en la figura corresponde a un
sistema difusivo, que cumple con la ecuacién . Finalmente se ocupara la
ecuacién de difusién obtenida en la seccién anterior para obtener el coeficiente
de difusién en este sistema. Dicho sistema fue observado y reportado por pri-
mera vez por el botdnico inglés Rober Brown en 1828, por lo que el movimiento

de las particulas dentro de él, se le conoce como “movimiento Browniano”.

0.5+ -

disk1.position[1] [m]
o
T
L

-0.51- i

L 1 1
-1 0 1

disk1.position[0] [m]

Figura 3.1: Caminata aleatoria o movimiento Brawniano de un disco duro masivo
en un fluido de discos 50 duros ligeros. La simulacién de este proceso se hizo

mediante dindmica molecular.
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Lo que Robert Brown observé fue que al colocar un grano de polen en agua
a temperatura ambiente, este ejecutaba movimientos irregulares, los cuales hoy
se identifican como la dindmica de un proceso estocéstico [78]. En 1905, Albert
Einstein pudo explicar esta clase de movimientos basandose en la teoria mole-
cular del calor y con su trabajo obtuvo una ecuacion de difusién para particulas
Brownianas [79], la cual se deducird usando la técnica de Langevin presentada
en [78].

Suponga por el momento que todo se desarrolla en una dimensién. Considere
una particula de masa M suspendida en un liquido cuya viscosidad es n y que
se encuentra en condiciones normales de temperatura y presion, p = latm y
T = 20°C (reproducible fécilmente en el laboratorio). Considere que la masa m
de las moléculas que constituyen el liquido es mucho menor que la de la particula
suspendida. Dado que la particula suspendida colisiona una enorme cantidad de
veces con las muchas moléculas del liquido, su velocidad v(¢) y su posicién z(t)
se puede asumir que no corresponden a un movimiento deterministico (puesto
que resulta imposible resolver los millones de ecuaciones de todas las molécu-
las y la sensibilidad a las condiciones iniciales es muy grande), sino més bien,
un movimiento aleatorio. Por esta razén, tanto v(t) como x(t) se consideraran
variables aleatorias.

Esta condicién no cambia en nada que la fuerza que sufre la particula sea

(3.13)

salvo por el hecho de que la fuerza entonces es también una funcién de variables
aleatorias.
Ahora bien, si v es la velocidad de la particula y esta tiene una forma esférica

(de radio 1), entonces la fuerza de friccién que sentird serd proporcional a esa
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velocidad y a la viscosidad del liquido, Fy = 6mrnv, que si fuese la tnica fuerza
que actuara, la velocidad de la particula tenderia a 0 para tiempos grandes.
Sin embargo, debido al teorema de equiparticién, se requiere que la particula

suspendida en el liquido posea una energia cinética promedio de:
1 2
§M<v )= —. (3.14)

Entonces, para tiempos muy largos, la velocidad cuadrada promedio no es 0 y
por lo tanto, la velocidad de la particula tampoco lo es (aunque el promedio
si pueda serlo). Esto implica que la fuerza que actia sobre la particula es de la

forma:

F(t) = 6mrpu + X (), (3.15)

donde X (t) es una variable aleatoria que debe originarse debido a los impactos
de las moléculas del fluido contra la particula de masa M.

Esta ecuacién, combinada con la ecuacién (3.13) da como resultado:

M - dvT(tx) +6mrnu = X (t) + Fex(t), (3.16)

donde F,.xz(t) es una posible fuerza externa, que por el momento se puede ignorar.
Dada la naturaleza de X (t), sabemos que (X (¢)) = 0, pues se considera que el
sistema es isotrépico y no haya razén para pensar que la particula se mueve
preferencialmente en una direccion.

Multiplicando la ecuacién (3.16)) por z y sustituyendo v por &, se obtiene:

d

M- [dt(m) - d:Q] = 6mrnrd + v X (1) (3.17)

Tomando promedios temporales y suponiendo que el valor de X (¢) no esta co-

rrelacionado con z (es decir, (X (t)) = (x)(X(¢)) = 0), usando la ecuacién
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(3.14)), obtenemos que

d (xz) — kT = 6mrn{xd), (3.18)

M- =
dt

donde también se usé la propiedad de ergodicidad al suponer que (dzi/dt) =
d{xz)/dt .

La solucién de la ecuacién es (xt) = Cexp(—a/Mt) + %, donde
a = 67rn. Si suponemos que para t = 0, z = 0, obtenemos que C = —k,T/«,

que al integrar se obtiene:

(z?) (1 — exp(—a/Mt) (3.19)

(67

_2kT [, M
B (0%

Para tiempos muy largos, la ecuacién tiende a la ecuacion ,
donde podemos identificar D = % como el coeficiente de difusion para el mo-
vimiento Browniano en una dimensién. Dicho coeficiente cambia, por el teorema
de equiparticién, al cambiar la dimensién del sistema, pero sigue siendo inde-

pendiente del tiempo (multiplicando este coeficiente por los grados de libertad

de la particula).

3.3. Difusion anémala

En la seccién anterior se demostré que si se trata de un sistema de particulas
que no interaccionan entre ellas y cuyos movimientos son aleatorios, el sistema
presenta difusién “normal”, es decir, cumple con la ecuacién (3.19)) para tiempos

suficientemente largos, lo que significa que:
(z(t)?) ~ Dt, (3.20)

donde el simbolo A(t) ~ B(t) significa que lim;_,, A(¢)/B(t) = 1.
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Esta clase de comportamientos es tipico de muchos sistemas, como el de la
difusién de gases, la difusién de tinta en agua [80] y muchos otros. No obs-
tante, existen sistemas donde el tipo de difusion es mas “rapido” y también
donde es mas “lento”. Por ejemplo, se ha visto que en determinadas mezclas de
fluidos donde unas moléculas son mucho méas grandes que otras, determinados
agregados de moléculas se mueven mucho maés rapido que otras, presentando
trayectorias donde por momentos no tienen ninguna colisién [78]. Este tipo de
trayectorias se les conoce como vuelos de Lévy y una de sus caracteristicas prin-
cipales es que siguen un comportamiento anémalo de difusién, generalmente

superdifusivo y que es de la forma siguiente:

(x*) ~ Dt*. (3.21)

donde « es un nimero diferente de 1.

Otro ejemplo de difusién anémala mediante vuelos de Lévy, se observa en
fluidos rotativos [81], como los que se observan en geofisica donde se investiga
el transporte de particulas en el océano y la atmdsfera [82].

Cuando en la ecuacién , el valor de la constante o es menor que 1,
se dice que lo que se observa es un comportamiento subdifusivo. Esta clase
de comportamientos se han encontrado durante la transicién vitrea en fluidos
de discos duros de dos diferentes tamanos [83] y estédn relacionados con dicha
transicion.

Como se vera mas adelante, estos no son todos los casos posibles de difusién
anémala, pues, en los modelos de gases de Lorentz que se estudiaran en el
capitulo siguiente, puede existir una clase de super difusién “débil”, donde la

correccién a los coeficientes de difusién es una funcién logaritmica.



Capitulo 4

Modelos de gases de

Lorentz

Antes de introducir lo que es un modelo de gas de Lorentz, se dard una serie

de definiciones y resultados con respecto a los modelos de tipo billar.

4.1. Billares dinamicos

En lo que sigue, consideraremos un billar dindmico o simplemente un bi-
llar a un sistema dindmico donde las particulas se mueve a velocidad constante
hasta encontrarse con la frontera del billar. En la frontera del billar las particu-
las realizan una reflexion especular (es decir, producen una colisién eldstica) y
continiian con su movimiento libre.

Formalmente, un modelo de billar es uno donde las particulas con coorde-
nadas ¢ masa m y momento p cumplen con el hamiltoniano

P2

H(p,q) = 5+ V() (4.1)

35
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"‘_Q—-"—P‘

Figura 4.1: Billar de Sinai, el cual es un modelo de gas de Lorentz periédico
cuando se considera que cada reflexion en el cuadrado es equivalente a cambiar
de celda, y un modelo de billar cerrado cuando se interpreta como una sola

celda.

donde

0 q¢Q
Vig) = (4.2)

© qeN
siendo  la frontera del billar.

El primer término del hamiltoniano se refiere a una particula de movimiento
libre, mientras que el segundo término asegura que habra reflexién especular al
encontrarse con la frontera, pues el potencial es impenetrable y estamos supo-

niendo que se conserva energia y momento.

Se considera que el billar es cerrado, si € forma un dominio cerrado; de otro
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modo, el billar es abierto.

Quizé el ejemplo mas sencillo de billar cerrado es la idealizacion del juego
de billar, donde las bolas son particulas puntuales y se mueven con velocidad
constante a lo largo de la mesa, la cual es un cuadrado de lado 1, hasta en-
contrarse con las paredes de la mesa, donde tienen colisiones eldsticas. En esta
idealizacion se han eliminado las buchacas y la probabilidad de colisionar entre

dos bolas es 0 (puesto que se consideran puntuales).

A pesar de la simplicidad de este billar, existen preguntas no triviales al
respecto, por ejemplo ;Bajo qué condiciones una trayectoria llena densamente el
espacio en cuestién? Para responder a esta pregunta, notemos que la trayectoria
de una particula asi es equivalente a una recta que atraviesa en una cuadricula,
pues cada reflexion en el cuadrado se puede desdoblar haciendo una reflexién
del cuadrado completo, sobre la arista donde se da la colisién. Como resultado
de este desdoblamiento se obtiene una recta en una cuadricula. La trayectoria
que llenard densamente el billar, serd aquella cuya recta equivalente ¢ cumpla
con lo siguiente: para cualquier distancia r < \/5/4 (igual a un cuarto de la
diagonal del cuadrado del billar), existe un punto de coordenadas enteras P, tal

que la distancia entre £ y P sea igual a r.

No se abundard en ello, pues el resultado es bien conocido (ver por ejemplo
[84]). Las rectas que cumplen con esta condicién son aquellas cuya pendiente
es un numero irracional. El resultado es generalizable a varias dimensiones, en
cuyo caso, lo que se requiere es que la recta, plano o hiperplano en cuestion, sea
totalmente irracional [53]. Decimos que un subespacio E C R™ es totalmente
irracional, si EN L = {0}, donde L es el conjunto de puntos con coordenadas

enteras en un espacio . Este resultado se usard mas adelante.
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En general, tanto en billares abiertos, como en billares cerrados, una pre-
gunta interesante, es cudando son ergddicos, es decir, cuando se tiene el mismo
comportamiento promediado en el tiempo como promediado en el espacio sobre
todos los estados del sistema (del espacio de fases). La respuesta no es para
nada evidente y en muchos casos sigue siendo una incognita si un billar deter-
minado es o no es ergdédico. Esto es importante, pues para aplicar muchos de
los resultados de la fisica estadistica es necesario que el sistema en cuestion sea
ergddico.

Uno de los primeros billares donde se demostré la ergodicidad, fue el que se
conoce como el billar de Sinai £l Dicho billar consiste de un cuadrado de lado
1, en cuyo centro se encuentra un disco duro de radio r < 1. Mientras el billar
que incluye sélo el cuadrado, dada su naturaleza, no es ergédico (aunque las
trayectorias cubren densamente el espacio fisico, cada particula cubrird sélo 4
velocidades diferentes, por lo que no llena densamente el espacio fase, sino sélo
capas de él), el billar de Sinai s lo es. Este billar puede ser considerado como
un billar cerrado, cuando se piensa en 2 como el conjunto del rectangulo y el
disco duro, pero también se puede ver como un billar abierto, donde 2 es un

conjunto infinito de discos duros colocados en los vértices de una red cuadrada.

Cuando el billar de Sinai se ve como un billar abierto, se le conoce como un

gas de Lorentz peridédico bidimensional.

4.2. Gas de Lorentz

El gas de Lorentz fue propuesto por H. Lorentz en 1905 [85], como modelo de

un gas completamente ionizado, donde los electrones libres se mueven tan rapido,
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que las interacciones eléctricas son despreciables y las posiciones de los nicleos

atémicos, con respecto a las de los electrones, se encuentran practicamente fijas.

En un modelo asi, el potencial mas simple que se podria dar a los ntcleos
como una aproximacién, es el de esferas duras, mientras que los electrones de-
berian ser particulas puntuales, que dada su velocidad, no interactian entre

ellas.

De esta forma, el gas de Lorentz es un billar abierto, donde la frontera
(u obstdculos) € son esferas colocadas en los vértices de una reticula dada.
Cuando la reticula es periédica (o cristalina), se dice que se trata de un gas de
Lorentz periédico. De esta forma, puesto que el billar de Sinai es un billar cuyos
discos(esferas bidimensionales) se encuentran en los vértices de una reticula
cuadrada, el billar en cuestién es peridédico y por lo tanto es un gas de Lorentz
periddico.

Cuando la red en cuestién sea una reticula desordenada, se dird que el gas
de Lorentz es aleatorio o desordenado; en cambio, cuando la reticula sea cua-
siperiédica (més adelante daremos una definicién formal de cuasiperiodicidad),

diremos que se trata de un gas de Lorentz cuasiperiédico.

De forma general, los gases de Lorentz se han estudiado de manera profunda
tanto en el caso periddico, como en el caso desordenado, pero muy poco se
ha estudiado del caso cuasiperiddico. Enseguida se mostraran algunos de los

resultados mas relevantes al respecto.

En general, debido al resultado de Sinai para la reticula cuadrada en el
caso bidimensional, se asume que los gases de Lorentz son en general ergédicos,
aunque no se ha probado para todos los casos, lo que podria representar una

imprecision numérica si no se hace una distribucién homogénea de condiciones
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iniciales; como veremos mas adelante, no es siempre claro cémo hacer esto en

modelos finitos no periédicos.

4.2.1. Modelos periédicos

Existen muchas variaciones de estos modelos, donde la forma de los obstdcu-
los varfa [86, [87] o se agrega algiin potencial extra, como por ejemplo un po-
tencial eléctrico [88] [89]. También existen versiones donde las reflexiones no son
especulares [90], debido a que los obstdculos se encuentran girando. Todos esos
modelos son por demas interesantes, pero en lo que refiere a esta tesis nos limi-
taremos al modelo descrito al inicio de esta seccién. Algunos de los resultados
se extienden para estos otros modelos también.

Uno de los principales intereses al estudiar un gas de Lorentz consiste en
medir la difusividad, es decir, qué tan rapido se dispersan las particulas a lo
largo de todo el sistema. En términos mas precisos, se mide como varia el des-
plazamiento cuadréticos (Ax?) de las particulas con respecto de sus posiciones
iniciales al variar el tiempo t. A veces a esto se le llama autodifusién; nosotros
nos referiremos simplemente como difusién.

Se ha mostrado, tanto numéricamente [91], [92] como analiticamente [93] [04],

que estos modelos pueden presentan super difusién debil, lo que quiere decir que
(z%) ~ Dtlog(t), (4.3)

donde D es una constante que depende de la reticula sobre la que se colocan los
obstédculo y del radio de los mismos, llamada coeficiente de difusién.

Este tipo de difusién no es la norma entre sistemas difusivos reales, donde
lo més comun es encontrar difusion normal, que corresponde a la que produce

el movimiento Browniano o caminante aleatorio. La intuicién entonces nos hace
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pensar que si el sistema es caotico, el tipo de movimiento de las particulas
dentro, deberia ser parecido al de un caminante aleatorio y por lo tanto obtenerse
difusién normal. De hecho, cuando no se encuentra siper difusién en esta clase
de sistemas, lo que se encuentra es precisamente difusion normal y la razén
de ello es precisamente que su comportamiento es similar al de un caminante

aleatorio.

Pensemos en el billar de la figura (a). Cada casilla marcada, tiene 4
posibles “salidas”, donde la particula se mueve hacia la casilla de arriba, hacia
la de abajo, hacia la izquierda o hacia la derecha. Cada una de las posibilidades
tiene igual probabilidad y puesto que el sistema es cadtico podemos pensar que
en cada casilla, el paso de una casilla a otra sera independiente de la casilla de
la que provenga. Es aqui donde resulta relevante el hecho de que el sistema sea
caotico, pues ello asegura la independencia de movimiento de la particula de su
lugar de procedencia. Es importante también, entonces, que la particula pase
suficiente tiempo dentro de la casilla en cuestion, pero ello, por el teorema de
Liouville, debe ser proporcional al area de la casilla e inversamente proporcional
al ancho de la salida. En estas condiciones el modelo entonces se comporta como
un caminante aleatorio en una red cuadrada, lo cual da como resultado difusion

normal y efectivamente, numéricamente se verifica [95].

El caso de la ﬁgura (b), es un tanto diferente, puesto que hay una porcién
de particulas que pueden moverse libremente sin colisiones durante un tiempo ¢
tan largo como se quiera, es decir, contribuyen durante ese tiempo, al desplaza-
miento cuadratico medio como #2 (pues siguen un movimiento libre). El conjunto
de particulas que contribuyen de esta manera durante un tiempo infinito, es de

medida cero, sin embargo, se ha mostrado, tanto numéricamente como analiti-
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camente, que la distribucién se mantiene Gaussiana, pero escalando con tlog(t),
es decir, se tiene una difusién como la ecuacién . El caso dos dimensional
fue considerado por Zacherl et al. [96], quien dio férmulas aproximadas para
la funcién de correlacién de la velocidad. M4s tarde Bleher [97] probé algunos
resultados necesarios para derivar los coeficientes exactos de difusién. Szasz y
Varju [93] completaron la demostracién para el caso de tiempos discreto, donde
hallaron una distribucién normal, recurrencia y ergodicidad en todo el espacio.
Miés recientemente Chernov y Dolgopyat [94] demostraron para el caso continuo

una convergencia débil a un proceso de Wiener (movimiento Browniano).

Estos resultados se han extendido para el caso multidimensional, donde se
ha mostrado que para que haya super difusifon (que el sistema se tenga que
reescalar con ¢log(t)) en un gas de Lorentz periédico la dimensién de los cana-
les debe ser en general n — 1, donde n es la dimension del gas de Lorentz. Los
primeros trabajos basados en argumentos heuristicos y simulaciones numéri-
cas fueron realizados por Sanders [92]. M&s tarde Dettmann obtuvo férmulas
explicitas para los coeficientes de difusion, y conect6 el problema con la hipdtesis
de Riemann para el limite de obstaculos pequenos [98]; junto con ello postulé 3
conjeturas sobre el tiempo de vuelo libre en esta clase de billares. Muy reciente-
mente Nandori, Szasz y Varji demostraron dos de las tres conjeturas planteadas

por Dettmann [99].

Asi, el estudio de gases de Lorentz periédicos no sélo ha tenido importancia
dentro de la fisica, sino también en el a&mbito de las mateméticas. En resumen,
dentro de la fisica estos modelos han sido usados como generadores de caos
dentro de la dindmica no lineal [I00] y con ello explicar uno de los principales

métodos para producir caos (defocalizacién); al mismo tiempo, han servido de
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modelo de transporte [88] [89], en los cuales se han encontrado regimenes super-
conductores [89]. Dentro de las matemadticas son un ejemplo simple (quizé el
més simple) donde se presenta difusién deterministica (y caos deterministico)
y que ha dado espacio para numerosos estudios [95] [T0T], 102, [9T [97] [T03], [T04].
El limite cuando los obstaculos son pequenos ha dado lugar también a algunos
desarrollos, entre los cuales las técnicas para hacer simulaciones eficientes uti-
lizan la teoria analitica de los niimeros [84], al mismo tiempo que su estudio
en si se conecta con la hipétesis de Riemann, la cual se ha considerado ya por
mas de un siglo como uno de los problemas matema&ticos méas importantes a

resolverse [105].

4.2.2. Modelos desordenados

El gas de Lorentz desordenado (Random Lorentz Gas) es en realidad el
que us6é H. Lorentz para modelar un gas completamente ionizado [85]. Este
consiste de un conjunto de obstaculos (esferas duras) distribuidos aleatoria y
homogéneamente en el espacio y particulas puntuales que no interactiian entre
si y que presentan reflexiones especulares al colisionar con los obstdculos. Las
particulas puntuales representan los electrones del gas completamente ionizado
v las esferas duras los ntcleos atémicos.

Mediante un argumento heuristico sencillo, es posible mostrar que el sistema
presenta difusién normal cuando los obstaculos no se sobreponen entre si. Lo pri-
mero que debemos notar es que si los obstéaculos tienen un volumen diferente de
cero, con probabilidad cero existiran canales donde las particulas podrian viajar
infinitamente con movimiento libre. Esto es debido a que hay una distribucién

homogénea de los obstaculos y por lo tanto, sin importar el ancho del canal, al
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tender el largo de este a infinito, su volumen también tiende a infinito y ello
implica que la probabilidad de que un obstaculo esté centrado dentro del canal
tiende a 1, si la densidad de obstaculos es diferente de 0. Esta condicién elimina
la posibilidad de tener stper difusién del tipo (2%) ~ Dtlog(t); sin embargo,
el argumento del caminante aleatorio sigue siendo vélido siempre y cuando los
obstdculos no se encimen (formando “cajas” donde las particulas pueden quedar
encerradas tiempos muy largos).

Numéricamente se ha mostrado que efectivamente, para obstaculos pequenos,
el tipo de difusién es “normal” (ver por ejemplo [106] [T07, [T08]). Por otra parte,
en lo que respecta a los sistemas donde los obstdculos se pueden encimar, la
situacion no es tan clara. Parece ser que para tiempos largos, el tipo de difusién
sigue siendo normal; sin embargo, para tiempos medianos y en el limite donde
el sistema se vuelve localizado, existe una ventana donde el sistema presenta
subdifusién [106] [108] [107]. Esta ventana parece ademéds estar relacionada con
un doble escenario de transicién vitrea en el caso de un sistema de esferas duras
183].

Por otra parte, la funcién de autocorrelacién difiere notoriamente entre el

caso cristalino con respecto al caso aleatorio.

4.2.3. Modelos cuasiperiédicos

Hasta ahora, muy pocos trabajos sobre gases de lorentz cuasiperiédicos se
han desarrollado. El autor de esta tesis s6lo pudo encontrar dos trabajos al
respecto, uno realizado previo a esta investigacién [48] y uno recientemente
publicado, durante la escritura de esta tesis [I09].

La razén de la falta de trabajos en este campo es probablemente la dificultad
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que representa la no existencia de condiciones periédicas a la frontera y la no-
vedad del tema con respecto a los sistemas desordenados; sin embargo D. Szdsz
ha sugerido el estudio de gases de Lorentz cuasiperiodicos como un reto dentro

del estudio de la dindmica no lineal [40].

El trabajo de Wennberg [48] ocupa un modelo unidimensional en una cadena
de Fibonacci (la cual se revisard en el siguiente capitulo), donde los obstaculos
se encuentran en los vértices de la cadena y las particulas en vez de seguir movi-
mientos libres, dan brincos de tamafio dz con éx € (0,a) una variable aleatoria
y a una constante finita. Si la particula cae dentro del obstdculo, entonces no
da el brinco; en cambio, si la particula no cae en un obstaculo, entonces se da
el brinco. Después de un tiempo largo, se mide la distribucién de las posicio-
nes de las particulas. El trabajo concluia que el sistema cuasiperiddico era muy
similar al cristalino y no en cambio al caso desordenado donde las distribucio-
nes seguian otra configuracion. En ese mismo trabajo se justifica el uso de un
modelo unidimensional, dado que las simulaciones son demasiado largas para el
caso bidimensional y con argumentos heuristicos, aunque poco convincentes, se

explica que el comportamiento deberia ser similar en més dimensiones.

El segundo trabajo generaliza los resultados de Wennberg a otras dimensio-
nes, pero para el limite donde los obstaculos tienden a tener un volumen igual
a cero. Este limite se conoce como “el limite de Grad—Boltzman”. Se obtiene
una distribucién de vuelos libres que efectivamente difiere del caso desordena-
do y se parece méas al caso periddico, por lo que seria de esperar que para el
limite donde los obstaculos son pequenos, el sistema se comportara parecido a
un gas de Lorentz periédico; sin embargo, ninguno de los dos trabajos estudia

lo que sucede en el caso donde los obstaculos se enciman y tampoco se hacen
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simulaciones para casos intermedios (no en el limite de Grad-Boltzman).

4.3. Modelo de lattice gas de Lorentz

Existe otra versién del modelo de gas de Lorentz que difiere sustancialmente
de los modelos presentados anteriormente, pues se trata de una versién discreta
y no continua. Este modelo, conocido como el modelo de espejos o lattice gas
de Lorentz, tiene sus origenes en otro modelo que si es continuo y que es mucho
mas cercano los modelos de Lorentz de los que hablamos en la secciéon anterior,

el modelo de “drbol-viento” (“wind—tree”) de Ehrenfest.

En el modelo de Ehrenfest, los obstaculos, en vez de ser discos duros, son
paralelogramos. Al tratarse de paralelogramos, ya no sélo es importante la distri-
bucién de los centros de los obstéaculos, sino también la orientacién del paralelo-
gramos. Algunas versiones de gas de Eherenfest forman canales poligonales [110]
y en ellos se estudia la difusién dependiendo de los dangulos que se formen entre

las caras de los poligonos.

Una simplificacién de este modelo, es sustituir los paralelogramos por seg-
mentos de recta o “espejos” colocados en los vértices de una red cuadrada. Si
los espejos son colocados en dos posibles orientaciones, las cuales llamaremos
“derecha” R si el espejo forma un dangulo de 7/4 con respecto al eje de las orde-
nadas, e “izquierda” L si el dngulo que forma el espejo es de 3w /4. Ahora bien,
restringimos las direcciones y posiciones iniciales a que las particulas se muevan
sobre las aristas de la reticula. Debido a las posiciones y velocidades iniciales y a
las orientaciones posibles de los espejos, las particulas se mantendran sobre las

aristas de la reticula todo el tiempo. Ahora bien, a pesar de la simplificacién del
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modelo, atin hay una serie de posibles variables. Una de ellas es la proporciéon
de espejos con orientacion R respecto a los espejos con orientacién L. Otra va-
riable es la distribucion de estas clase de espejos. Es claro que con determinadas
distribuciones, las particulas podréan difundirse, mientras que con otras distri-
buciones no podran hacerlo. Por ejemplo, aseguramos difusion, si la mitad del
plano contiene solamente espejos con orientaciéon R y la otra mitad sélo mode-
los con orientacién L. Por otra parte, podemos asegurar que no habra difusion,
si los espejos en si forman una cuadricula, en cuyo caso, las trayectorias seran

cuadrados girados 7/4 respecto a los espejos.

Consideremos un modelo mas interesante. Supongamos que hay una distri-
bucién homogénea y aleatoria de espejos R y L. Naturalmente, si hay espejos
de un sélo tipo, sabemos el tipo de trayectorias que las particulas presentaran y
sabemos que hay difusién en una sola direccién. Por esta razon, imponemos la
condicién de que tanto la densidad de espejos R como la de L es diferente de 0.
Ahora bien, la pregunta natural es ;Bajo estas condiciones el sistema presenta
difusién?

Esta pregunta es equivalente a verificar si la probabilidad de que una tra-

yectoria sea abierta, es diferente de 0.

Como primera impresion, el modelo pareciera ser similar a un caminante
aleatorio en una red cuadrada y por lo tanto se podria pensar que la respuesta
a esta pregunta es que si, que la probabilidad de que se formen trayectorias
abiertas es diferente de 0. Sin embargo, se ha demostrado [ITI] que esto no es
verdad si la densidad de espejos en el sistema es 1, es decir, cuando cada vértice
de la reticula esta ocupado por un espejo, la probabilidad de formar trayectorias

abiertas es 0.
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Queda, sin embargo, la incégnita de si para densidades diferentes de 1, pue-
de haber difusion. La primera conjetura a este problema fue que si, que para
densidades menores a 1 la probabilidad de tener caminos abiertos es diferente
de 0 [112]. Esta conjetura no parece estar en concordancia con las simulaciones
numéricas, en las que parece mantenerse la condicién de que para densidades cer-
canas a 1, la probabilidad de formar caminos abiertos sigue siendo 0 [I13] [114].
De hecho, se han dado argumentos heuristicos que apoyan el hecho de que pa-
ra densidades cercanas a 1, el resultado sigue siendo vélido [114]; sin embargo,
cuando la densidad de espejos es muy baja, ni las simulaciones, ni los argu-
mentos heuristicos son validos, por lo que existe la posibilidad de que a partir
de una determinada densidad hubiese una transiciéon de fase y el sistema se
volviera difusivo. Por otra parte, una versién continua de este modelo presenta
efectivamente una transicién de fase [I15].

De hecho esta conjetura es falsa. Paralelo al trabajo central de esta investi-
gacién se ha demostrado que para cualquier densidad diferente de 0, el sistema
sigue siendo no-difusivo, presentando difusiéon sélo a densidad 0. No se abun-
dard mas en este resultado, pues no es el propdsito de esta tesis, sino sélo
presentar un resumen de los diferentes modelos de gas de Lorentz que se han

propuesto y estudiado.



4.3. MODELO DE LATTICE GAS DE LORENTZ 49

'

g

00000000
00000000
00000660690

Figura 4.2: En (a) se muestra un gas de Lorentz periédico sobre una reticula

cuadrada. En este caso el billar es de horizonte finito. Las particulas se van
desplazando entre “casillas” contiguas con igual probabilidad de pasar a una
caja o a otra. Esto se aproximar bien con un caminante aleatorio en una red
cuadrada. En (b) se muestra un gas de Lorentz de horizonte infinito. Se pueden
observar los canales donde las particulas se mueven libremente sin presentar

colisiones. En (c¢) se muestra explicitamente uno de los canales.
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Capitulo 5

Estructuras cuasiperiodicas

En el capitulo introductorio, presentamos la definicién de lo que se entiende
actualmente como un cuasicristal. En ella, de forma implicita, esta contenida
la definicion de reticula cuasiperiddica; sin embargo, vale la pena separar esta
definicién y a partir de ella construir las reglas para producir sistemas cuasipe-

riédicos.

5.1. Definiciones

Para entender qué es una funcion cuasiperiddica, es primero necesario definir
una funcion periédica.

Una funcién f(z) : R™ — R™ es periddica si existe un vector w € R™ tal que
f(z+w) = f(x), para todas las © € R™ en cuyo caso w es su periodo.

Hay varias definiciones de una funcion cuasiperiddica, entre las cuales la
diferencia es sustancial; en algunos casos, no es muy preciso a qué se refiere
con esta clase de funciones. En esta secciéon daremos la definicién presentada

ol
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en [116].

Con frecuencia se confunde la cuasiperiodicidad (“quasiperiodic—function”)
con la casi-periodicidad (“almost—periodic function”). Vale la pena remarcar la
diferencia entre ambas situaciones, puesto que no son de la misma naturaleza.
Las funciones casi-periédica se refieren a sistemas periddicos no ideales, es decir,
son funciones que se pueden aproximar tan bien como uno quiera mediante una
serie finita de senos y cosenos. Una de las definiciones méas populares es la
siguiente:

Un funcién f es casi-periédica si, para cada e > 0, exite una 6(e), tal que
|f(x)— f(x+0)| < e. En este sentido, las funciones periédicas son en si funciones
casi-periédicas.

En cambio, una funcién cuasiperiédica se refiere a sistemas ordenados, pero
formados por la superposicién de sistemas periédicos, cuyos periodos son incon-
mensurables entre si. De forma més precisa: una funcién f(z) es cuasiperiédica
si se puede expresar como una suma finita de funciones periddicas f, (z), tales
que los periodos de estas funciones sean todos inconmensurables entre si. Por
ejemplo: f(z) = sin(x) + cos(azx), es cuasiperiédica si y solo si a es un nimero
irracional.

En este sentido, todas las funciones cuasiperiédicas son funciones casi-periodi-
cas, pero no todas las funciones casi-periddicas son cuasiperiddicas, pues de he-

cho, las funciones peridédicas son un subconjunto de las funciones casi-periédicas.
Una vez definida una funcién cuasiperiddica, es necesario definir una reticula

(o lattice) cuasiperiédica y para ello, primero definiremos qué es una reticula.
Def: Sean b}, bg, ceey b; un conjunto de vectores de un espacio real de dimen-

sién n. Estos vectores generan, mediante la adiciéon, un grupo contablemente
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infinito llamado médulo-Z. Si los vectores con los que se genera el médulo-Z
son linealmente independientes, decimos que lo que se genera es una reticula. Se
puede demostrar que esto es equivalente a que el médulo-Z sea discreto [I17].
Diremos que una reticula es cuasiperiédica, si las posiciones de sus vértices
se pueden expresar mediante una funcién cuasiperidédica. Esta definicién con-
tiene a la que se usa para definir a los cuasicristales, que es la siguiente: Una
reticula es cuasiperiddica, si presenta algin orden rotacional, pero no presenta
un orden translacional, o bien, una reticula ordenada con simetria “prohibida”
por la teoria cristalogréfica clasica. No resulta facil hacer esta demostracion, sin
embargo podemos dar algunos argumentos convincentes de que este resultado es
verdadero. Un cristal que tiene una simetria prohibida, por lo visto en el capitu-
lo 2| necesariamente elimina la posibilidad de tener simetria traslacional, por
lo que es equivalente tener una simetria prohibida que poseer simetria rotacio-
nal y no simetria traslacional. Una lattice se puede generar mediante su dual y
usando una bese de vectores que mantengan una simetria rotacional, es siempre
posible generar una lattice discreta y de hecho, dadas las férmulas obtenidas
en [I18], la funcién de los vértices de dicha lattice es una funcién cuasiperiédica.

Sin embargo, no todas las reticulas cuasiperiddicas tienen simetria rotacional.

5.2. Métodos de construccion de reticulas cua-
siperiodicas

Ahora, es necesario implementar métodos de construccién para obtener reticu-
las cuasiperiédicas. No resulta evidente la forma en la que se pueden construir

esta clase de reticulas; por ello, en esta seccion presentaremos una serie de tales
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métodos.

La forma en la que estructuraremos estas construcciones no es la forma en
la que se fueron descubriendo los diferentes métodos, sino la forma en la que se
fueron implementando en este estudio, es decir, comenzaremos con los métodos
mas evolucionados y al mismo tiempo, mas sencillos de programarse y entenderse
y finalizaremos con el mas complejo a programarse, aunque también el que nos

ayudard a resolver el problema de las condiciones de frontera.

5.2.1. Meétodo de deflacién—inflacién

Probablemente el método mas sencillo de llevar a cabo en la practica, es el
conocido como el método de deflacion o a veces también llamado método de
sustitucion. Otra ventaja de este método es que ademéas de producir la reticula
cuasiperiodica, también produce el teselado correspondiente, que es una division
del plano (espacio) en un ndmero infinito de celdas, pero de un conjunto finito
de formas diferentes, cada una de estas celdas de tamano finito contiene un
nimero finito de puntos, los cuales forman la reticula.

El método se basa en el uso de transformaciones de autosimilitud, donde una
celda dada se subdivide en otras segin una determinada regla, conocida como
la regla de deflaciéon. Cada una de las nuevas piezas deberd pertenecer a un
conjunto finito de teselas, para las cuales hay un conjunto de reglas establecidas
para una nueva deflacion. Una vez realizada la deflacidn, se escala el sistema
multiplicando sus dimensiones por un determinado factor, de tal forma que las
nuevas celdas no se reduzcan de tamano en cada paso de la iteracién. A esto
se le conoce como la “inflacién”, por lo que el método en conjunto es llamado

“método de Deflacién -Inflacién” [119].
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Usando algoritmos de este estilo, uno puede también generar teselados pe-
riddicos, por ejemplo, uno podria transformar un cuadrado en cuatro cuadrados
de un cuarto de tamano. Cada uno de esos cuadrados se reescalarian haciéndolos
crecer 4 veces su tamaio. El resultado de aplicar esta regla de deflacion—inflacién
iteradamente generaria simplemente una red cuadrada; sin embargo, se han en-
contrado ya reglas de deflacion—inflacién para varios teselados cuasiperiddicos,
por ejemplo el teselado de Penrose.

Debe notarse que la existencia de esta clase de reglas, sugieren el posible
uso de la teoria del grupo de renormalizacion en el estudio de cuasicristales; sin
embargo, relativamente poco se ha avanzado en este &mbito, aunque hay algunos
trabajos que si lo han llevado a cabo en al menos sistemas 1-dimensionales [120,
121].

Como ejemplo del poder de este método pensemos en el conocido caso uni-
dimensional de la cadena de Fibonacci. Las distancias posibles entre un punto
y otro no son arbitrarias, sino que siguen una regla concreta (es un sistema
ordenado) y las distancias posibles entre dos puntos vecinos son sélo dos, una
“larga” y otra “corta”, por lo que suelen llamarse L y S respectivamente. En
este ejemplo L = 75 y S = 1, siendo 7 la proporcién durea, aunque para el
método de deflacién, es indiferente cuales son los tamanos de ambos segmentos
y es sOlo importante que sean diferentes cada tamano.

Usando las reglas de Deflacién-Inflacién:

L—-LSyS—L

Se produce la cadena de segmentos no periédica

LS L,L,SL,SL....

Esta cadena es la cadena de Fibonacci. Como vimos, hay una regla iterativa
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mediante la cual se produce la cadena, pero el resultado no es periédico, por
lo que podemos entender esto como un sistema cuasiperiédico. Aunque en una
dimensién no existe tal cosa como el orden rotacional o simetrias prohibidas,
se puede entender el caso unidimensional como una generalizaciéon del método
de proyeccion que se verd mas adelante, ademés de que los vértices de esta
reticula unidimencional, estan colocados segtin una funcién cuasiperiédica, cuyos
periodos son 1 y 7. Este mismo ejemplo se puede obtener de diversas formas,
pero es este método el que resulta probablemente mas simple de realizarse.

De la misma manera, es posible generar la red cuasiperiddica pentagonal
mediante las transformaciones que se muestran en la figura [5.1} Este ejemplo
se estudia en [119], dénde también se demuestra que el teselado obtenido es
cuasiperiodico y es exactamente el teselado de Penrose.

El gran inconveniente de este método es la dificultad para obtener las reglas
de deflacién—inflacién dado un teselado, o bien, dada una regla de deflacién—
inflacién, mostrar que produce un arreglo cuasiperiédico. Otro inconveniente es
que el arreglo producido es un arreglo cuasiperiédico sélo en el limite cuando
el numero de iteraciones tiende a infinito. Por esta razén, cuando se usa este
método en las simulaciones, en realidad lo que se obtienen son aproximaciones.

En la figura[5.2) se ven 6 iteraciones consecutivas usando este método, mien-
tras que en la figura se muestra sélo el teselado que se obtiene en la sexta

iteraciom.

5.2.2. Meétodo dual generalizado

Este método a veces se conoce también como el método multirejas (multi-

grids en inglés) y fue desarrollado en 1981 por de Brujin[122]. Al igual que el
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Figura 5.1: Transformaciones para generar un teselado de Penrose. Las letras y
nimeros marcadas muestran el orden en que se deben colocar cada pieza para

que la transformacién sea funcional.

método de deflacion-inflacién, produce directamente una teselacion del espacio.

El algoritmo para construir teselaciones cuasiperiddicas es el siguiente:

1. Se elige un conjunto de k vectores unitarios €1,€3,...,€; y linealmente
independientes, con k > n (n la dimensién de la reticula cuasiperiédica),
los cuales contienen la simetria de la reticula cuasiperiddica que se espera

obtener.

2. Se construye un conjunto de lineas (planos o hiperplanos) paralelas entre
si, pero perpendiculares a cada uno de los vectores elegidos inicialmente
para obtener una reja (ver figura[5.4]). Estas lineas (planos o hiperplanos)

satisfacen:

Tr-e; =m;+aj
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Figura 5.2: Seis iteraciones del método de deflacién.

donde m; es un entero, & es un vector 2(n)-dimensional y «; es un despla-
zamiento de la reja con respecto del cero para evitar que més de n lineas

(planos o hiperplanos) de la reja se superpongan en un solo punto.

3. Usando esta construccién, se produce una “prototesela” del teselado. La
prototesela correspondiente a un vértice dado de la k-rejilla, es el parale-
logramo (paralelotipo) formado por los vectores de los hiperplanos que se
encuentran en ese vértice. Debe haber un nimero finito de estos protote-

selados, pues hay sélo (¥) configuraciones de interseccién.

4. Con copias de las prototeselas, usando la k-regilla como marcador, se cons-

truye el dual ortogonal de la k-regilla.

Para el caso 2-dimensional y 3-dimensional es posible, usando este procedi-

miento, encontrar formulas explicitas de los vértices de la reticula cuasiperidédica

que se genera [118]:
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Figura 5.3: Teselado de Penrose generado con el método de deflacién/inflacién.

pues el lado de los rombos se

La escala muestra que se aplica la inflacién,

mantiene de tamano 1.
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Los otros 3 vértices del rombo son:

En la figura se muestra un teselado cuasiperiédico con simetria de orden
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Figura 5.4: Forma en la que se construye un teselado cuasiperiddico utilizando el
método dual generalizado para una simetria cualquiera. En (a) se muestra una
T-regilla y sus 7 vectores con la cual se genera dicha regilla. En (b) se muestra

la teselasion dual producida. Tomada de [123].

7 y también la multireja usada para producir este teselado. Se puede observar un
punto tanto en la multireja, como en el teselado, para mostrar como se produce

el teselado a partir de la dualizacién de la multireja.

5.2.3. Meétodos de proyeccién

Los métodos de proyeccion histéricamente fueron los primeros en ser desa-
rrollados, siendo pioneros en esto de Bruijn [I122] y Kramer [124]. Existen un par
de métodos completamente equivalentes, los cuales se conocen como el método
“corte y proyeccién” [125] [T17] o simplemente métodos de proyeccién. Nosotros
llamaremos a uno “Método de proyecciéon de Voronoi” y al otro “método de
corte y proyeccién”.

Ambos métodos consistene en construir una reticula cuasiperiddica L) en

un subespacio E de un espacio Euclidiano R", proyectando parte de los vértices
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de una reticula hipercubica L, la cual se forma de los puntos de coordenadas
enteras del espacio R™. E representa el espacio fisico real y su dimensiéon m

cumple m < n.

Una condicién necesaria para que se asegure la cuasiperiodicidad es la “irra-
cionalidad” del espacio E. El espacio debe ser totalmente irracional, lo que
significa que EN L = {0}. Si esta condicién no se cumple, la lattice que se
produce es periddica en por lo menos alguna direccién. Si F es totalmente ra-
cional, entonces la lattice que se produce es periddica en cuando menos tantas

direcciones como dimensiones tenga F.

La forma de seleccionar cuales vértices de L se deben proyectar es lo que
produce la diferencia entre ambos métodos. En el método de “cortar y proyec-
tar”, primero se produce una banda alrededor de FE, la cual se forma a partir
del producto cartesiano E x W. Aqui W es la proyecciéon de un hipercubo uni-
tario C' de dimensién n en el espacio complementario ortogonal E| a FE, tal que
FE| & F =R" Los vértices de L que se encuentran contenidos dentro de esta
banda son los vértices que se proyectan sobre E. En la figura[5.5] (a) se muestra

una versién bidimensional de este método, produciendo la cadena de Fibonacci.

En el método de proyecciéon de Voronoi, los vértices que se proyectan son los
mismos, pero se seleccionan de forma distinta. Primero se generan las celdas de
Voronoi de los vértices de la reticula L. Estas celdas son hipercubos unitarios de
dimensién n, centrados en los vértices de L. Se proyectan entonces el centro de
uno de estos hipercubos si el espacio E corta el hipercubo en algin punto. En la
ver figura (b) se muestra también la cadena de Fibonnacci, pero producida

usando el método de proyecciéon de Voronoi.

Es facil mostrar que en el caso de la figura lo que se obtiene es a lo
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(a) (b)
Figura 5.5: En (a) se muestra una versién bidimensional del método de corte
y proyeccién, con el cual se produce una cadena de Fibonacci. Aqui W es la
proyeccién de uno de los cuadrados unitarios sobre el espacio E+. (b) Muestra
la misma construccion, pero en el esquema del método de proyeccién de Voronoi
coloreandose en verde las celdas que son rebanadas por el espacio E. En ambos
casos, las flechas muestran las proyecciones de los puntos de la reticula L sobre

el espacio F.

més 2 tipos de teselas, una corta y una larga. Sin hacer la demostracién formal,
observemos en la figura (b) que siempre que la recta corta a dos cuadra-
dos vecinos que comparten una cara horizontal se produce un segmento corto,
mientras que cuando los cuadrados comparten una cara vertical, se produce un
segmento largo. Esto es, porque la proyeccion del segmento que une los centros
de dos cuadrados vecinos es cos(f#) si son vecinos a lo largo del eje x y sin(6) si

son vecinos a lo largo del eje y, donde 6 es el dngulo que forma la recta con el
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eje de las x.

5.3. Propiedades geométricas

Las teselaciones cuasiperiddicas tienen una serie de propiedades geométricas
interesantes. Por supuesto, la mas clara es la no periodicidad del arreglo; pero
a pesar de no ser un sistema periédico, tienen otra propiedad que hace que
dichas teselaciones generen la impresién de ser de hecho periddicas: no importa
cuan grande se tome una seccién del teselado, esta se repetird en algiin lugar
del plano (o espacio)[117]. Esta propiedad hace a los sistemas cuasiperiédicos

radicalmente diferentes de los sistemas desordenados.

Otra propiedad interesante, es la que se refiere a la fractalidad de estas
teselaciones, y lo que hace tan atractivos los sistemas cuasiperiédicos para ser
estudiados mediante el grupo de renormalizacién. Al cambiar la escala con la que
se observa un sistema cuasiperiédico, efectivamente encontramos nuevamente el
mismo sistema. En esto se basa el método de deflaciéon, el cual fue encontrado

por Penrose [126].

Otra curiosa propiedad, es que no existen reglas de ensamblaje que sean
funcionales para asegurar que se producird una teselacion cuasiperiédica, dado
un conjunto de teselas (o baldosas). Este problema fue probablemente obser-
vado por primera vez por Keppler [117]. Existen, sin embargo, reglas que son
necesarias para no producir teselaciones periddicas, pero estas no aseguran que
las teselas con las que se pretende llenar el plano (espacio) no se terminen en-
cimando. En la figura [5.6] se muestran dos casos de configuraciones “ilegales”

usando una de las reglas populares de ensamblaje para el teselado de Penrose.
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Para convencernos de que este resultado puede bien ser real, podemos pensar
en el caso unidimensional de la cadena de Fibonacci. Si existiera una regla local
de ensamblaje, s6lo podria producir una cadena periédica, por lo que con reglas

locales no se puede producir dicha configuracién, son necesarias reglas globales.

Figura 5.6: Dos configuraciones posibles con las reglas de ensamblaje de Penrose,

pero que generan huecos o teselas encimadas. Tomada de [117]

Esta ausencia de reglas locales de construccion dificulta el ensamblaje correc-
to cuando uno tiene un juego de baldosas para construir su propia teselacién.
Esta situacién presenta un gran problema tedrico, pues al no existir reglas loca-
les de construccién, la formacién de cuasicristales implica de alguna forma que
existe interaccion de muy largo alcance. Esta situaciéon no sucede en el caso de
los arreglos periddicos, donde las reglas locales son reglas simples que indican
qué vecinos puede tener, ni en el caso de los arreglos desordenados, donde las
reglas locales de construccién son simplemente un ensamblaje aleatorio.

Otra curiosa propiedad es que, dado un conjunto finito de baldosas que

producen un teselado cuasiperiédico, se pueden construir un conjunto infinito,
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no numerable de teselados cuasiperiddicos, es decir, existe un conjunto infinito
de configuraciones posibles cuasiperiddicas dado un conjunto de teselas y sus
reglas de ensamblaje. Esto sucede también con los sistemas desordenados, pero
no con los teselados periddicos.

Para el caso del teselado de Penrose, existe un decorado, conocido como el
decorado de Ammann [79], el cual, ademds de producir reglas de ensamblaje,
genera una rejilla, la cual en ningtin momento toca los vértices de las teselas (ver
figura . Este decorado asegura que al menos para el gas de Penrose—Lorentz
existen canales. Mdas adelante se demostrara que este resultado es general y por
lo tanto, para cualquier teselado cuasiperidédico, debe existir un decorado que

produzca este efecto.
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Figura 5.7: (a) Las reglas de ensamblaje de Ammann. Estas baldosas deben
usarse asegurandose que en cada ensamblaje los segmentos del decorado en-
samblen una linea recta. En caso de lograr producir un teselado de Penrose, el

decorado forma una rejilla mostrada en (b). Tomada de [127]
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Capitulo 6

Construccion del billar

En esta tesis, se estudia un modelo de gas de Lorentz cuasiperiédico de
forma general, donde los obstdculos se colocan en los vértices de un arreglo
cuasiperidédico y las particulas viajan libremente hasta encontrarse con uno de
los obstaculos. Cuando esto sucede, las particulas se reflejan especularmente y
contintdan su camino libremente.

En este modelo no hay interaccion entre las particulas, estas son puntuales y
el potencial de los obstaculos es un potencial de esfera dura; sin embargo, algunos
de los resultados no requieren que el potencial en cuestion sea de esfera dura, sino
simplemente que se trate de un potencial de corto alcance (por ejemplo de esfera
suave). Tampoco es estrictamente necesario que las particulas sean puntuales
para aplicar los métodos que aqui se desarrollan. Nuevamente, es sélo necesario
que se trate de un potencial de corto alcance, aunque las modificaciones que se
requieren hacer al modelo para que esto sea aplicable no son triviales debido a
la interaccién entre las particulas.

El gran problema a la hora de hacer simulaciones en sistemas no periodicos,
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es justamente la ausencia de condiciones periédicas a la frontera. En algunos
trabajos se resuelve esto haciendo aproximantes periédicos a los sistemas ape-
riédicos[74]. Estos son sistemas periddicos, pero cuyo periodo es relativamente
grande. Aunque en algunos sistemas resulta suficiente con estas aproximaciones
(ver por ejemplo [56]), esto deja dudas sobre el comportamiento real que un

sistema cuasiperiédico (y algunos desordenados) puede tener.

En el caso de los sistemas aleatorios, existen métodos para construir reticu-
las desordenadas suficientemente grandes y aplicar condiciones periddicas a la
frontera [128| [129] o bien aplicar condiciones de absorcién a la frontera [130].
De manera similar, en sistemas cuasiperidédicos, resulta complicado debido a la
falta de reglas locales de construccion [126] [117]. Aun si se tuviera una regla pa-
ra la construccién, como por ejemplo usando las férmulas obtenidas en [I1§], la
cantidad de memoria que se requiere para almacenar los datos, crece conforme

crece el tamano del sistema, por lo que las simulaciones se vuelven muy lentas.

Otra opcién, la cual ha resultado ser la mas realista, es simplemente cons-
truir una reticula suficientemente grande, como para esperar que durante el
tiempo que se corra la simulacién, ninguna particula se salga del sistema. Esto
es efectivo, siempre y cuando las particulas se mantenga un tiempo grande en
una regién no tan grande. Cuando se hace simulaciones sobre gases de Lorentz
desordenados, justamente donde resulta mas interesante estudiar la difusién es
cuando los obstdculos son lo suficientemente grandes (se enciman) para atra-
par las particulas por periodos de tiempo largos, por lo que las simulaciones
se pueden hacer sin mayor problema; sin embargo, para el caso cuasiperiodico,
la pregunta sobre qué sucede cuando los obstdculos son muy pequenos resulta

particularmente importante, pues en el caso de sistemas peridédicos, es en este
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régimen donde aparece difusién anémala [92] [102] y es ese limite donde se tiene

una teorfa al respecto de la densidad de vuelos libres [109] [131].

Los primeros intentos por resolver este problema durante el desarrollo de
esta investigacién fueron, efectivamente, producir reticulas cuasiperiédicas sufi-
cientemente grandes para mantener las particulas dentro un tiempo largo. Para
esto se usé el método de deflacién con las reglas de la figura produciendo
una reticula como la figura la cual es una aproximacién a la teselacién de
Penrose. En los vértices de la reticula se pusieron discos duros y las condiciones
iniciales fueron un conjunto de direcciones aleatorias, pero saliendo todas las
particulas de un solo punto. Con un modelo asi, no es posible poner condicio-
nes iniciales homogéneas, pues las particulas cercanas a la frontera, salen muy

rapidamente del sistema.

Debe notarse que no se puede seguir las simulaciones cuando alguna particu-
la sale del sistema, simplemente tomando en cuenta las demés, pues esto haria
una seleccién de las particulas que viven mucho tiempo dentro del sistema, es
decir, tendriamos una estadistica que diera como resultado siempre difusiéon nor-
mal, pues elegiriamos justamente las particulas que no tuvieran comportamiento
superdifusivo durante el tiempo que hiciéramos la medicién (resultado que se
obtuvo inicialmente). Por este motivo, las simulaciones sélo se podian realizar
durante el tiempo en el que todas las particulas se encontraban dentro del sis-
tema. Esto limitaba el tiempo de las simulaciones a r/v, donde r es la distancia

mas corta del punto origen a la frontera y v la velocidad de las particulas.

Este modelo resulta poco efectivo, pues atin en sistemas grandes (tanto que
es dificil el manejo en la computadora), cuando el radio de los obstdculos es

suficientemente pequeno, las particulas escapan rapidamente del sistema y el
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tiempo no es suficiente para observar si existe o no super difusién, aunque ya
es posible encontrar una distribucion de vuelos libres que sugere la existencia
de canales. Esto sirvié para generar la conjetura de que los gases de Lorentz
cuasiperiodicos pudieran tiener canales, como mostraremos mas adelante.

Con el fin de resolver esta situacién, el segundo intento fue usar las férmulas
del método dual generalizado obtenidas por Aragén et al. [I18] para producir la
reticula cuasiperiddica sélo localmente alrededor de las particulas; sin embargo
la eficiencia computacional no mejoré mucho, ademés de que seguiamos sin tener
un método para producir condiciones iniciales homogéneas.

Por tltimo, revirtiendo el método de proyeccién, generamos un billar con
condiciones periddicas a la frontera, el cual es equivalente a un gas de Lorentz
cuasiperiodico de dimension menor. En la siguiente seccién explicaremos cémo

se construyé este billar, que fue el modelo final en el que se basé el estudio.

6.1. Periodizacion de un gas de Lorentz cuasi-
periddico

Recordemos la notacién del método de proyeccion. Parte de los vértices
de una reticula L de dimensién n los cuales se proyectan en un espacio E de
dimension menor m, el cual representa el espacio fisico real. El resultado de la
proyeccion de los vértices seleccionados de L sobre E es la reticula cuasiperiédica
o quasilattice, L. La proyeccién de un cubo unitario en el espacio ortogonal F |
a F talque £ @ F = R", es la ventana W que se usa para delimitar qué puntos

de la red se proyectan en E (ver figura .

La idea de esta construccién es el generar un billar con condiciones periédi-
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cas a la frontera, tal que el movimiento de las particulas dentro del billar sea
equivalente al de las particulas dentro de un gas de Lorentz cuasiperiédico. Re-
cordemos que este ultimo consiste de un conjunto de esferas duras de dimensién
m centradas en cada uno de los puntos de la reticula L. Entonces, “revirtien-
do” el método de proyeccion de Voronoi, podemos construir directamente un
obstaculo de billar K de dimensién n, el cual se encuentre en un cubo unitario
C del espacio R™ con condiciones periddicas a la frontera. C' es de hecho una
celda de Voronoi de la reticula L, cuyo centro representa los puntos de L que
son proyectados sobre E debido a las condiciones periédicas a la frontera. La
Unica restriccién de las particulas dentro de este billar es que se muevan siempre

paralelas al subespacio E.

El primer paso en la construccién de este billar es notar que el cubo C
asi construido, también contiene a todo el hiperplano E (ver figura : Con-
sideremos una particula que se mueve en el hiperplano F dentro del cubo C.
Cuando esta particula alcanza una de las caras de C, saltard hasta la cara para-
lela debido a las condiciones periddicas a la frontera. La particula mantendra la
misma velocidad, pero en un plano paralelo F, a E, con E, = E + ¢, siendo
7 € Et; ver la figura En este sentido, todo el hiperplano E se puede plegar

e incrustar en una celda unitaria.

Ahora notemos que el conjunto de las proyecciones del centro de C' sobre
cada E, (proyecciones ortogonales) es justamente la ventana W, salvo por un
conjunto de medida cero que corresponde al conjunto de los niimeros racionales,
puesto que E es totalmente irracional, por lo que el conjunto de todas las “reba-
nadas” E, llenarédn densamente el cubo C'. Asi, el conjunto W de proyecciones

del centro de C en las diferentes rebanadas F, se puede obtener al proyectar los
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Figura 6.1: Cubo C rebanado por los planos F, que al desdoblarse producen

todo el plano E.

vértices del cubo C sobre E+ y tomando su envolvente convexa.

Ahora proyectamos en cada F, no sélo un punto, sino el obstéaculo completo
del billar, B, que en este caso es una esfera de dimensiéon m y radio r centrada
en el origen. Como resultado, obtenemos el obstaculo P = W x B de dimensién
n; sin embargo, algunas partes de P quedaran fuera del cubo C' (ver ﬁgura7
pues W sobresale en algunos puntos de C. Debemos entonces “periodizar” este
conjunto usando las condiciones periddicas a la frontera, “metiendo” la parte del
conjunto que sobresale de C, dentro del cubo. Al nuevo conjunto “periodizado”

lo llamamos K, completando la construccion del billar.

Como inicialmente las particulas se mueven con una velocidad paralela al
plano E y debido a que el eje W del obstaculo K es ortogonal a F, las particulas

se mantendran siempre sobre un plano paralelo a F.
Finalmente, para recuperar la trayectoria de las particulas en el gas de Lo-
rentz cuasiperiddico, es necesario “desdoblar” la trayectoria usando las condicio-

nes periédicas a la frontera, tal como se hace en los gases de Lorentz periédicos,
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Figura 6.2: Proceso para incrustar un gas de Lorentz cuasiperiédico de dimension
1 en un billar de dimensién 2. (a) La construccién del conjunto P, proyectando el

centro de C sobre todos los planos F,, y su “engruesamiento” al hacer el producto

cartesiano por el segmento B. (b) El proceso de periodizacién del obstdculo P
para obtener el obstaculo K y asi finalizar la construccién del billar. También

se muestran los caminos cortos y largos que se pueden encontrar en este billar.

es decir, agregando un vector C_él(t) n-dimensional que indica el nimero de ve-
ces que ha cruzado cada cara del cubo en una direccién menos el nimero de
veces que ha cruzado esas mismas caras en direcciéon contraria. Obteniéndose
finalmente la posicién como x(t) = Zo(t) + Cel(t), donde Zo(t) es la posicion
de la particula dentro del cubo al tiempo ¢.

En este punto vale la pena mencionar que por primera vez se construye un
modelo donde, de manera natural, se pueden establecer condiciones iniciales
homogéneas para un sistema aperiédico, simplemente distribuyendo de forma

homogénea las posiciones iniciales y las velocidades, pues cada rebanada F,



76 CONSTRUCCION DEL BILLAR

representa una porcion del espacio E al momento de ser desdoblado el sistema.

6.2. Billar 2-dimensional

En esta seccion se discutird el gas de Lorentz unidimensional, donde los
obstdculos estan situados sobre los vértices de la cadena de Fibonacci. Aunque
este caso resulta trivial analizarlo con otros métodos, puesto que no hay difusion,

se incluye en esta tesis con fines pedagdgicos.

La proyeccion de un billar 2-dimensional a un gas de Lorentz cuasiperiodico
1-dimensional produce una linea recta con obstéculos separados por dos posibles
distancias, las cuales llamaremos L y S recordando lo obtenido sobre la cadena
de Fibonacci en el capitulo anterior. En este caso, los obstaculos del gas de
Lorentz cuasiperiddico unidimensional son segmentos de recta y la velocidad de
las particulas en el gas de Lorentz puede ser —1 o 1, mientras que el billar en
el cual estd incrustado es un cuadrado con 3 segmentos de banda atravesada
como se muestra en la figura (b) y las velocidades de las particulas pueden
ser 1/v2+7(1,7) 0 1//2+ 7(—1,—7).

Con ayuda de la figura [6.3] es facil mostrar que efectivamente hay sélo dos
caminos posibles L y S. Ademds, es facil también calcular la probabilidad de que
una particula caiga en uno de los dos caminos, siendo esta el drea que ocupan
dichos caminos (un rectdngulo pequeiio de area A; = 7/(7%1) y uno grande
de drea Ay = 7A;, donde 7 = (1 4+ +/5)/2. Por supuesto en este billar no hay
difusién, pues las particulas quedan localizadas como también se puede ver en

la figura.

Un modelo similar es un billar N-dimensional que se proyecta a uno 1-
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P

Figura 6.3: Seis celdas contiguas del billar de la figura[6.2] En este caso se puede

ver claramente que en verdad los unicos dos posibles tamanos de caminos son

efectivamente dos, uno corto (“short”) y uno largo (“long”)
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Figura 6.4: Gas de Lorentz unidimensional, que es de hecho la cadena de Fibo-

nacci formada al desdoblar el billar 2-dimensional

dimensional; sin embargo, la estructura del billar se complica bastante como
se puede ver en la figura En la figura se muestra el caso de un billar 3-
dimensional que representa un gas de Lorentz cuasiperiddico unidimensional.
En este caso, W es un objeto bidimensional, concretamente, un hexdgono y
al periodizarse, k se compone de 7 pedazos que son las intersecciones de los 9
hexagonos que se ven en la figura con el cubo del centro. Dos de los hexdgonos
no intersectan en ningin punto al cubo. El billar sigue sin presentar difusién,

pues el hexdgono del centro divide al cubo en dos secciones.
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Figura 6.5: Billar 3-dimensional que produce un gas de Lorentz unidimensional.
Los hexagonos representan los obstéaculos que forman K, mientras que el cilindro

representa el espacio F.

6.3. Billar 3—dimensional de un gas de Lorentz

2D

En esta seccién se analiza un gas de Lorentz 2D incrustado en un billar
periddico 3D. Este caso se vuelve mucho més interesante, puesto que si permite
la difusién de particulas. De hecho, es facil ver que para cualquier billar cuya
proyeccién sea a una dimensién mayor o igual a 2, serd un billar que presente
difusién. La razén de ellos es que E @ E- = R”, lo que implica que E tiene
dimensién n’ < n — 2 y por lo tanto no separa el espacio R™ en dos secciones,
lo que implica que las particulas se difunden para algin radio r suficientemente

pequeno de los obstaculos.

El caso concreto del billar 3-dimensional, forma un cubo con tres segmen-
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channel

Figura 6.6: Billar 3-dimensional que produce un gas de Lorentz 2-dimensional.
También se muestran 3 posibles canales, 2 de ellos correspondientes a las caras

no intersectadas por K y el otro como un plano inclinado a 45°.

tos de cilindro, como se muestra en la figura No sélo podemos concluir
que existe difusién en este billar, sino también que existen canales. Puesto que
este billar tiene 4 caras en las cuales los obstdculos del billar no atraviesan,
podriamos iniciar en una de esas caras o cualquier plano paralelo a esas caras
que no intersecten al obstaculo k. Las particulas estan constrenidas a moverse
sobre planos paralelos a E, por lo que, al conjugar ambas constricciones, obte-
nemos una determinada direccién, la cual es el resultado de la interseccién de
ambos planos (el que contiene a la cara en cuestién y el plano F,). Dadas las

condiciones periddicas a la frontera, la particula que inicie con esas condiciones,
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se quedard siempre en el mismo plano de la cara sin colisionar nunca con el
obstaculo K, es decir, la particula se movera libremente por tiempo infinito, lo
que es exactamente la definicién de “Canal” (llamado a veces horizonte principal
cuando la dimensién de este es n — 1, siendo n la dimensién del gas de Lorentz

[98]).

Ademas de demostrar la existencia de estos canales, también resulta facil
calcular con qué radio del obstaculo se bloquean estos, pues sélo hay que calcular

el radio necesario para que el obstaculo intersecte todas las caras.

Se podria argumentar que ello es sélo una condicién necesaria para bloquear
los canales, pero quiza no suficiente, pues podrian existir otros canales que
quedaran sin bloquear. Sin embargo, con un argumento heuristico, es posible
rebatir esta critica. Otros canales deberian estar atravesando el billar de forma
diagonal. Si el dngulo en el que atraviesan el billar es de 45°, entonces se trata
del caso mostrado en la figura que por inspeccién se puede ver que no es
un canal mas ancho. Si fuese a otro angulo, entonces por las condiciones a la
frontera cortara en mas pedazos el billar y por lo tanto pasara mas cerca del eje

w.

Esto no es una prueba formal, pero da pie a pensar que, efectivamente, basta
con asegurarse que todas las caras del billar han sido intersectadas, para asegurar
que todos los canales han sido bloqueados y de hecho, esto mismo parece ser

generalizable a mas dimensiones, como se verd mas adelante.
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6.4. Billar 5—dimensional: Gas de Penrose—Lorentz

El modelo anterior es un modelo por demas interesante desde un punto de
vista tedrico, pues es quiza el inico caso que se puede visualizar en el cual se
presenta difusién; sin embargo, hasta donde es del conocimiento del autor, no
representa ningtin modelo de un sistema fisico real. Por esta razén es necesario
extender el modelo a un caso que se haya revisado con anterioridad y que se
encuentre en la naturaleza.

Con esto en mente se estudié un billar 5-dimensional que fuera equivalente al
gas de Penrose—Lorentz, es decir, a un gas de Lorentz cuyos obstaculos estuvieran
centrados en los vértices de un teselado de Penrose.

Esta clase de arreglo no sélo ha sido estudiado extensamente de forma ma-
temdtica (por mencionar algunos textos [122] 124, 42| 4T, [132]), sino que tam-
bién se ha encontrado en los patrones de difraccién de diversos cuasicrista-
les [ [65, [6l, [66], [T6], 67] y fue sobre este arreglo que Szdsz propuso como un reto
el estudio de los gases de Lorentz [40].

Es de esperarse que en un gas de Penrose-Lorentz existan canales, pues lo
que se conoce como las decoraciones de Ammann sugieren la existencia de estos
de forma implicita para el caso del teselado de Penrose (ver capl’tul.

En este caso, el hipercubo C, es un hipercubo 5-dimensional, con 2° = 32
vértices. La reticula cuasiperiodica que se obtiene con los vértices del teselado de
Penrose, es una reticula de orden rotacional 5, es decir, al rotar el sistema 27 /5
radianes, la reticula queda invariante. Usando este hecho y notando que una
rotacién adecuada a lo largo de la diagonal que va de (0,0,0,0,0) a (1,1,1,1,1)

deja invariante el hipercubo, pues dicha rotacién puede sélo permutar los 5
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vectores de la base €}, (j = 1,...,5) de forma ciclica. Con respecto a esta base,

la matriz de rotacién que cumple esto es:

0000 1
10000

A=10 100 0 (6.1)
00100
00010

Los eigen valores de A son las 5 raices de la unidad, 1,¢,£2,£3,£%, donde &7 =
exp(2mij/5),j =0,...,4y & =£2 ¢ =¢7 L.

El tnico eigenvalor real es 1, los otros son complejos y se pueden agrupar
por pares conjugados. Esto significa que el espacio se descompone en dos planos
2-dimensionales que son invariantes ante las rotaciones de orden 5 y ambos
planos totalmente irracionales. Ambos planos también son ortogonales al espacio
generado por la diagonal del hipercubo.

Los vectores base se proyectan hacia los vértices de un pentagono regular en
ambos planos, pero en uno formando un angulo entre dos vectores adyacentes de
27/5 y en el otro un dngulo de 47/5. El primero de los planos lo llamaremos e,

L

y el segundo €. Definimos entonces e+ = ¢ @ A, donde A es el espacio generado

por la diagonal del cubo.
Calculando los eigenvectores obtenemos:
Uj = (L,&7,€%7,6%, ).
Notemos que:
w-v; =0

para j =0,...,4, donde & es el vector (1,1,1,1,1).
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Ademas,

- - = - = - 0

1°V2 = U3" V4 = V2-Ug = V1" V3
Por lo tanto, el plano generados por v; y U4 es ortogonal al plano generado

por U y U3 y ambos planos son ortogonales a .

Entonces, siendo 1, i, i3, 4 los vectores unitarios paralelos a 0y +y, ¢(01 —
Uy), Ua+Us, i(Ua—03) y Uy = %u’)’, tenemos una base ortonormal de eigenvectores

de rotacién de orden 5. Respecto de esta base, la matriz de rotacion es

cos(21/5) —sin(27/5) 0 0 0
sin(27/5)  cos(2m/5) 0 0 0

A= 0 0 cos(4r/5) —sin(4n/5) 0 (6.2)
0 0 sin(47/5)  cos(4m/5) 0
0 0 0 0 1

Las matrices de proyeccién II y II* se encuentran al reescribir los vectores

de la reticula hiperctbica en términos de la base 1, s, U3, U4, U5, obteniéndose
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1 —1+v5 —1-v5 —1-vV5 —1+V5
V5 4v2 4v2 4v2 4v2
1 5 V5 1 V5
o —13+8) —BG-4) 10 iGee
nt =1 . -1-5 —1+5 —1+5 -1-5
V2 4v2 4v2 4v2 4v2
1 5 NG 1(5 , V5 1(5 5
0 —\/2(§—s> \/§(§+s) —\/2<8+s> \/2(8_8>
1 1 1 1 1
NG NG NG V5 V5
(6.4)

Para generar el billar correspondiente, es necesario primero producir la ven-
tana W, la cual es resultado de aplicar la matriz de proyeccién I+ sobre los
vértices de un hipercubo unitario de dimensién 5 y después obtener la envol-
vente convexa, la cual resulta ser un romboicosahedro, como se muestra en la
figura Una vez que se tienen las coordenadas de los vértices del romboi-
cosahedro, se hace el producto carteciano entre el romboicosaedro resultante

(definido por 20 planos) y el disco duro.

<

N

w2

(a) (b) ()

J

Figura 6.7: Tres vistas del romoboicosahedro que se obtiene de proyectar el

hipercubo 5-dimensional C' en el espacio 3-dimensional E+. (a) La envolvente

convexa; (b) y (¢) los vértices interiores también.

Al igual que el caso del billar 3-dimensional, algunas de las hipercaras (4-

dimensionales) del hipercubo, no son intersectadas por la ventana W, lo que
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implica la existencia de canales. Estos canales se bloquean para radios r > r¢,
donde el radio r. se puede calcular con el siguiente algoritmo. Se toma un
vértice i de W. Se mide la distancia (sobre el plano E ) a cada una de las 10
hipercaras del hipercubo C, agrupandolas en caras paralelas, Cara;, Cara;
con j =1,...,5. Se obtiene F;; = min{d(vertice;, Cara; 1), d(vertice;, Cara; )},
donde d(z,Plano) es la distancia medida del punto z al plano Plano pasando
por el plano E. Se obtiene el maximo del los F}; G; = méx{Fj,Z-}. Finalmente,
se obtiene el minimo de todos los G; y con ello se obtiene el radio critico. Con
este procedimiento se obtuvo el siguiente resultado: r. = L/(272) con L el lado
de los rombos usados en la teselacién de Penrose (o bien, uno de los rombos de

la ventana W) y 7 = (1 ++/5)/2.

6.5. Simulaciones numéricas

Para hacer las simulaciones, se usaron, como ya se dijo al inicio de este
capitulo, varias construcciones. No se daran detalles de los que resultaron inefi-
cientes, pero si lo haremos del modelo principal, que es el billar 3-dimensional
mencionado antes. Las simulaciones sobre el billar 5-dimensional fueron muy
pocas y sélo se usaron para comprobar la existencia de canales, obteniendo la
distribucién de vuelos libres y observando que este no hay un vuelo maximo
cuando hay canales, sino que depende del tiempo que duren las simulaciones,
mientras que cuando los canales son bloqueados, hay un méaximo en el vuelo
libre de las particulas con independencia del tiempo que duren las simulaciones.
Sin embargo, debido a lo complejo del billar resulta mucho mas eficiente estu-

diar simulaciones de sistemas como el billar 3-dimensional y por ello se hicieron
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la mayor parte de las simulaciones en ese billar.

Para este billar se eligié un plano E, ortogonal al vector (1/(7 + 2),7/(7 +
2),7/v/T +2), donde 7 = (1 ++/5)/2. Se usaron 10 particulas sin interaccién
entre ellas, distribuidas homogeneamente en los espacios libres del billar 3D (es
decir, donde no se encontraba el obstdculo). Para hacer esta distribucién, se
seleccion6 aleatoriamente la posiciéon de cada particula, constrinéndola a estar
dentro del cubo. Una vez asignada la posicién, se checaba si esta no se encontraba
dentro del obstaculo. Si era asi, se reasignaba la posicién hasta que la particula
estuviera fuera del obstaculo. Una vez que la posicién de la particula quedaba
definida, se asignaba una direccién a la velocidad (un dngulo entre 0 y 27) y se
constrene a moverse en el plano E. Este proceso se dificulta cuando el tamafio
del obstaculo es muy grande, pues queda poco espacio libre y es muy probable

que las particulas caigan dentro del obstaculo.

Otro detalle que hay que tomar en consideracién, es que tras cada colisién
de la particula con el obstaculo, se vuelve a constrenir la velocidad a un plano
E,, haciendo la proyeccién ortogonal de la velocidad v al plano en cuestion
y se vuelve a normalizar la velocidad. Esto se hace para corregir los errores
numéricos, que rapidamente se magnifican, pues es importante que la particula
se mueva siempre en planos paralelos a E y que la norma de su velocidad no se

modifique (que no haya ni pérdida, ni ganancia de energfa).

También es importante aclarar una curiosidad en este caso, que difiere del
gas de Penrose—Lorentz. Para este billar en particular, el iltimo de los canales se
bloquea sélo después de que los discos se enciman (ver ﬁgura, a diferencia del
gas de Penrose-Lorentz, donde al incrementar el tamano de los discos, primero

se bloquean todos los canales y después se enciman los obstaculos. En el caso
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del billar 3-dimensional, los obstéculos empiezan a encimarse cuando r ~ 0.26

y a r. =~ 0.3 los canales son bloqueados.

Figura 6.8: El billar 3-dimensional a los dos valores criticos de r; (a) cuando los

obstaculos comienzan a encimarse y (b) cuando los canales quedan bloqueados.

Por 1ltimo, se debe mencionar que al hacer las simulaciones, es necesario pe-
riodizar cada uno de los pedazos que sobresalgan del cubo C'y estos incrementan
en numero al incrementar r, pues se intersectan el resto de las caras. Esto, tan-
to para el caso 3-dimensional como para el gas de Penrose-Lorentz, resulta una
labor demasiado compleja, por lo que en realidad lo que se hizo es hacer un sis-
tema mas grande, que incluyera todas las celdas vecinas sin periodizar, lo cual
mantiene la misma eficiencia en el programa y es completamente equivalente. Si
se simula el caso donde los obstdculos tienen un radio relativamente pequeno,
entonces s6lo se toman en cuenta dos celdas maés, si se simula un sistema donde
r es relativamente grande (es decir, ya se intersectaban nuevas caras), se toman
en cuenta 10 celdas mas. Para el caso 5-dimensional el nimero de celdas crece
a 3% = 234 celdas, y en cada una de las celdas se checan 20 planos (los cuales se

reducen a un numero efectivo de 10 planos por las simetrias) para checar si la
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particula colisionaba o no. Es por esta razén que las simulaciones para el gas de
Penrose-Lorentz resultan mucho menos eficientes, mas o menos 220 veces menos

eficientes.

6.6. Canales

Como se vio en la seccion anterior, algunos gases de Lorentz cuasiperiédicos
pueden tener canales de dimension m — 1, donde m es la dimensién del espacio
donde se mueven las particulas del gas; sin embargo, no hemos probado que
esto sea algo que suceda de forma genérica para cualquier gas de Lorentz cua-
siperiédico que se pueda construir mediante el método de proyeccion. En esta

seccion aremos esta demostracion.

Primero notemos que la interseccién de una hipercara de dimensiéon n — 1,
con el subespacio F de dimensién m < n, tiene dimensiéon m — 1, pues E es
totalmente irracional, por lo que intersecta a las hipercaras de forma transversal.
De esta forma, si alguna de las caras no es intersectada por el W, entonces existe
al menos un canal (correspondiente a la cara no intersectada) de dimensién m—1.

Por otra parte, debido a la forma en la que se construye W, si W no intersecta
el plano de la cara en la cara misma, no lo intersectara en otro punto, es decir,
W sélo intersecta caras en los puntos donde es “periodizada”.

Si W fuera de dimensién 1, entonces, puesto que el hipercubo es un objeto
convexo, sélo intersecta en 2 puntos, es decir, en 2 de las 2n hipercaras. Si
W tiene una dimensién n — m > 1, recordando que W estd contenido en el
subespacio lineal E+ y ese subespacio lo podemos descomponer en n — m ejes

ortogonales entre si, cada uno de los cuales intersecta 2 caras paralelas (pues
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cada eje pasa por el centro de C), el objeto que se genera con esos ejes (olvidando
la periodizacién) sélo puede intersectar las caras intersectadas por los ejes, es
decir 2n — 2m caras. Esto se puede demostrar ficilmente por inducciéon. Si la
dimension de W es 2, se trata de un plan que pasa por el centro y por inspeccion,
se observa que sélo intersecta 4 caras de C. Supongamos que se cumple para
dim(E+) =1 < n — 1, probémoslo para dim(W) = [ + 1. Como se cumple para
dim(W) = 2, cualquier eje que tomemos dentro de un subespacio lineal Q de
Et, con dim(2) = [ y el eje unidimensional Q-+ sélo intersectara las caras de
ambos ejes, pero como esto sucede para cualquier eje unidimensional de 2 y
ELt = Q@ QF, entonces E- sélo intersecta las caras que intersectan los ejes
que lo generan. De esto se sigue que hay 2m caras que no son intersectadas
por W. Las caras no intersectadas estan agrupadas en pares de caras paralelas,
que por las condiciones periédicas a la frontera, implican la existencia de por lo
menos m canales en direcciones distintas de dimensién m — 1 para obstaculos

suficientemente pequenos.

Puesto que hay por lo menos tantos canales como dimensiones tenga el gas
de Lorentz cuasiperiédico, es de esperarse que haya siperdifusion, como lo hay
en los gases de Lorentz periddicos, para cualquier gas de Lorentz cuasiperiodico,

si el radio de los obstaculos es suficientemente pequerno.

6.7. Generalizaciones del modelo

La construccion de este billar, no sélo sirve para estudiar modelos de gas de
Lorentz; en realidad, se puede usar siempre y cuando el potencial del obstdculo (y

de las particulas) sea de corto alcance y siempre el mismo para cada “obstéculo”.
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Si se quisiera estudiar una distribucién de obstéculos con diferentes tamafos,
entonces el efecto serfa que la tangente al obstaculo no seria ortogonal al plano
sobre el que se mueve la particula (quizd incluso no existirfa dicho plano tan-
gente) y por lo tanto la trayectoria de la particula no se mantendria sobre un
plano paralelo a F,. Este problema se puede corregir constrinendo el movimien-
to de la particula a mantenerse sobre un plano FE,, por ejemplo, tomando sélo
la proyeccién de la velocidad resultante después de la colisién (o desviacién)
y normalizando la velocidad resultante, tal como se hace en las simulaciones
numéricas. Con esta constriccién, es posible estudiar también sistemas “imper-
fectos”, donde los obstéculos no estdn necesariamente centrados en los vértices
de una lattice cuasiperiédica (o periddica), sino ligeramente desviados. En vez
de usar un eje W que sea lineal, se puede multiplicar este eje por alguna funcién
no lineal e incluso aleatoria, produciendo un sistema casi-cuasiperiédico. Por
otra parte, si el potencial de “corto alcance” tiene un corte no tan pequeno, de
forma tal que el potencial sobre salga del bilar periédico, es necesario colocar
algunas celdas aledanas, de forma que se incluyan las celdas que podrian influir

en la trayectoria de la particula.

Otra modificacién al modelo que se puede hacer, es poner particulas que
interactian entre si. Siempre y cuando esta interaccion se dé mediante un po-
tencial de corto alcance, como el de esferas duras o de esferas suaves, el modelo
sigue siendo funcional, aunque la dificultad consiste en colocar las particulas
adecuadamente para que realmente interactuen entre ellas. Una posible solu-
ciéon a este problema, es darles un ancho en la direccién perpendicular a los

planos sobre los que se mueven las particulas.

Tampoco es 1til sélo para estudiar modelos cuasiperiddicos, de hecho, es una
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generalizacién de un modelo periddico. Si el plano E es totalmente racional, en-
tonces lo que se produce es un modelo periddico; sin embargo, en este caso, se
debe tener en cuenta que si la distribucién de las particulas se realiza de forma
homogénea a lo largo de todo C, entonces en realidad lo que se tendra serd un
conjunto de sistemas periédicos infinitos, siendo cada uno una copia trasladada
del otro. Si las particulas no interactian entre si, esto no tiene ningun efecto;
no obstante, si hay interaccién entre las particulas, se debe cuidar que la distri-
bucién de las particulas sea realmente sélo sobre uno de los planos E, pues de
lo contrario se eliminaria la interaccién entre particulas, ya que la probabilidad
de que 2 particulas pertenezcan al mismo plano E, (y por lo tanto al mismo

sistema), es 0.
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Capitulo 7

Resultados numeéricos

En este capitulo se mostraran los resultado de las mediciones numéricas
del desplazamiento cuadratico medio y la distribucién de vuelos libres en el
billar 3-dimensional y en el gas de Penrose-Lorentz, al mismo tiempo que se
analizard el origen de las diferencias y similitudes con los casos periédicos y
desordenados. Cabe mencionar que los mismos resultados se obtuvieron con los
otros métodos (usando el método de deflacién y el método dual generalizado para
la construccién de la reticula cuasiperiédica), pero para tiempos de 3 6rdenes

de magnitud més cortos.

7.1. Trayectorias

Antes de pasar a mostrar y analizar los resultados numeéricos obtenidos,
me parece prudente mostrar algunas imagenes de lo que se estudié en ambos
modelos numéricos. Esto con el fin de convencer al lector de que los sistemas
estudiados son efectivamente aperiddicos, pero de alguna forma “ordenados”.

93
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En la figura se muestra el gas de Penrose—Lorentz obtenido mediante el
modelo de billar 5-dimensional, mientras que en la figura se muestra el gas
de Lorentz cuasiperiddico que se estudia con el modelo de billar 3-dimensional.
La primera de las figuras es un caso ya conocido y que sirve simplemente para
convencer al lector de que el billar efectivamente reproduce el gas de Penrose—
Lorentz. La segunda figura, en cambio, es una clase de gas cuasiperiédico no
observada antes, pues de hecho, hasta donde el autor de esta tesis pudo re-
visar, no existe ningun trabajo donde se muestre la proyeccion de un espacio
3-dimensional a uno 2-dimensional con el fin de producir un sistema cuasipe-

riédico mediante el método de proyeccion.
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Figura 7.1: Se muestra el resultado de desdoblar los planos E, en todo el
plano E. Se observa que efectivamente el sistema tiene una simetria pentagonal.

También se muestra la trayectoria de una particula.

También resulta interesante observar las trayectorias de las particulas di-
rectamente en el gas de Lorentz. En la figura [7.3] se muestran las trayectorias

de las particulas dentro de un gas de Penrose—Lorentz. En este caso sélo hay
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Figura 7.2: Se muestra el resultado de desdoblar los planos E, en todo el plano
FE Para el caso del billar 3-dimensional. También se muestra la trayectoria de

una particula.

dos canales, pero es posible ver trayectorias largas en mas direcciones, debido al
efecto de “canal efectivo”, donde, para tiempos cortos, hay direcciones donde las
particulas pueden viajar sin presentar colisiones (mds adelante se explicard con
més detalle). En la figura se muestran las trayectorias en el gas de Lorentz
correspondiente al billar 3-dimensional, para el caso donde los canales ain no
han sido bloqueados. En este caso, son mas o menos claros los tres canales que
estan abiertos, los cuales corresponden justamente a los canales marcados en
la figura donde dos de ellos pertenecen a las caras no intersectadas por el

obstdculo y uno méas debido a un plano que corta el cubo a 45° de inclinacién.

Por dltimo, en la figura se muestra la trayectoria de una particula en
el gas de Lorentz producido por el billar 3-dimensional, para el caso donde
los obstaculos se enciman y forman “cajas” donde las particulas pueden pasar
mucho tiempo antes de escapar a una nueva caja. Notese que el tamano de las

cajas varia, al igual que el nimero de conexiones que presenta a otras “cajas”.
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45
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Figura 7.3: Trayectorias en el caso del gas de Penrose-Lorentz, cuando hay
canales. Es posible observar una tendencia en las direcciones donde estan los

dos canales principales.

7.2. Desplazamiento cuadratico medio

Una de las preguntas centrales de esta tesis es ;Qué clase de difusién pre-
sentan los gases de Lorentz cuasiperiédicos? En esta seccién se hara un andlisis

cuidadoso de los resultados obtenidos al respecto de la difusion.

7.3. Obstaculos pequenos

Como se esperaba después del andlisis del modelo y observando la existencia
de canales, cuando los obstdculos del gas de Lorentz cuasiperiddico son muy
pequenos, el sistema debe tener canales y por lo tanto presentar stiperdifusion

débil (ver ecuacién [4.3)) como se vio en el capitulo |7_1|, haciendo la analogia con
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Figura 7.4: Trayectorias en el caso del gas de Lorentz que se obtiene del billar
3-dimensional para el caso cuando hay canales. Es posible observar claramente

los canales donde las particulas pueden moverse libremente.

los sistemas periédicos de horizonte infinito.

Para ver si si se trata de un sistema superdifusivo o un sistema con difu-
sién normal, podriamos graficar el desplazamiento cuadréatico medio contra el
tiempo. Sin embargo, este analisis resulta poco claro cuando la superdifusion es
“débil” [110].

Para poder observar mejor el comportamiento del sistema y sabiendo que
lo que queremos es discernir si se trata de un sistema superdifusivo o uno que
presente difusién normal, conviene dividir el desplazamiento cuadratico medio
por el tiempo, de tal forma que si se trata de un sistema con difusién normal,
lo que observemos sea {x2)/t ~ D que converge a una constante en el limite de
tiempos largos ¢ — oo. Si, en cambio, se tratara de un sistema siperdifusivo,

como el de la ecuacién (4.3)), se verfa una funcién creciente, pues (x2)/t ~
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Figura 7.5: Trayectoria de una particula en el caso del gas de Lorentz que se
obtiene del billar 3-dimensional para el caso cuando los discos se enciman pro-
duciendo “cajas” donde las particulas pasan mucho tiempo atrapadas. Estas

“cajas” son de tamanos diversos.

Dlog(t). Més aun, si graficamos usando una escala semilogaritmica, se deberfa

de ver una recta con pendiente positiva para tiempos largos [110].

En la figura [7.6] se muestra una gréfica para diferentes valores del radio r
de los obstéaculos, del desplazamiento cuadratico medio dividido por el tiempo,
contra el tiempo, en escala semilogaritmica. Se puede ver que efectivamente,
para radios muy pequenos, el comportamiento es siperdifusivo, tal como en la
ecuacion ; sin embargo, es ain menos evidente que en el caso cristalino
reportado en la literatura [I10] que este comportamiento se mantenga cuando
el radio crece. Podria tratarse de una convergencia muy lenta, pero también

podria tratarse de una situacién nueva.

Este resultado nos obliga a hacer un analisis méas profundo del modelo y tra-



7.4. CANALES EFECTIVOS 99

25
(a) 0.04
20
=15
(o]

410

0.20
L L L L L L L IO

0t ‘ ‘

10! 10% ; 103 10*

Figura 7.6: Desplazamiento cuadratico medio dividido por el tiempo contra el
tiempo, en el caso del gas de Lorentz que se obtiene del billar 3-dimensional

para varios radios. La gréafica se presenta en escala semilogaritmica.

tar de entender las diferencias entre un sistema periédico y uno cuasiperiédico.

7.4. Canales efectivos

El analisis de esta seccién se basa en el hecho de que el coeficiente de stiper-
difusién depende, en el caso periédico, del ancho de los canales [98], de forma
tal que si los canales tienen un ancho mayor, el coeficiente de siper difusién,
sera mayor.

Pensemos que el plano F fuera totalmente racional. Entonces, las particulas
que viajan dentro de un canal (y en la direccién de este), estarfan constrefniidas
a moverse en, por ejemplo, una de las caras. Debido a la racionalidad del plano
E (o la periodicidad del gas de Lorentz), la trayectoria total de la particula se
podria representar con un ntmero finito de segmentos de recta contenidos en

la cara de C' sobre la cual se mueve la particula, tal como se muestra en la
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ﬁgura (a). Si incrementamos el tamafio de los obstaculos, en algin momento
este intersectara la cara sobre la cual se mueve la particula. Esto se traducird en
un obstaculo dentro del plano que contiene a la cara sobre la cual se mueve la
particula (figura[7.7)(b)). Inicialmente el obstdculo no necesariamente intersecta
la trayectoria de la particula, en cuyo caso sigue existiendo un canal. Si el
obstéaculo sigue creciendo, en algin momento intersectara la trayectoria de la
particula en cuestion; en ese punto, sibitamente el tamano del camino libre
de la particula pasara de infinito a un nimero finito y relativamente pequeno,
de hecho un tamano ligeramente menor al de la longitud de los segmentos que
representan la trayectoria (en la ﬁgura es el tamano de 2 segmentos, que en
suma miden 2+v/1.25). Este mismo efecto pasa si en vez de crecer el obstdculo,
recorremos el plano sobre el que se mueve la particula, de una cara del cubo,
a un plano paralelo a esa cara, pero mas cercano al centro del cubo, donde
esta el obstaculo. Se puede saber entonces si las particulas estin o no en un
canal, simplemente observando la distancia que recorren sin colisionar. Si las
particulas recorren una distancia mayor a cierta distancia critica, significa que
se encuentran dentro de un canal. Esta distancia estd intimamente relacionada

con el espaciamiento entre los obstaculos en el arreglo periddico.

En el caso cuasiperidédico, F es totalmente irracional y por lo tanto, la tra-
yectoria de una de las particulas que esté constrenida a moverse a lo largo de
una de las caras llenara densamente esta cara. Al recorrer el plano sobre el que
se mueve la particula, como se hizo para el caso periddico, en algin momento
el obstaculo intersecta el plano, primero en un solo punto y poco a poco, el
obstéculo cubre mds superficie. En la figura [7-8] se representa esta situacién. La

figura representa un canal y puesto que F es totalmente irracional, en este
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Figura 7.7: (a) Trayectorias de una particula constrefiida a moverse en una de las
caras en el caso en el que el plano E es totalmente racional, la cual representa la
trayectoria en un canal. (b) Trayectoria de una particula constrenida a moverse
en un plano paralelo a una de las caras, pero donde ya hay la intersecciéon con

el obstaculo.

caso la trayectoria cubre densamente el plano, por lo que se ve completamente
gris. En la figura (b) se muestra el caso cuando el obstdculo intersecta el
plano, en este caso la trayectoria es finita y por lo tanto no cubre densamente el
plano. La diferencia con el caso periédico es que el cambio entre una trayectoria
de movimiento libre infinita a una trayectoria de movimiento libre finito no es
subito; al contrario existen, trayectorias finitas fuera de los canales tan largas
como se quiera, incluso para el radio r = r. en donde todos los canales estdn
bloqueados. Entonces, para tiempos finitos (computacionales), ain en planos
donde se intersecta al obstaculo, el comportamiento de las particulas serd equi-
valente a si estuvieran en un canal. Esto produce un ancho “efectivo” del canal
(ver figura , que depende del tiempo de simulacién, alcanzandose el ancho
real sdlo para tiempos infinitos. Como efecto, el coeficiente de super difusién

depende también del tiempo como una funcién decreciente cuyo limite es D,
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una constante real positiva.

Figura 7.8: (a) Trayectoria de una particula constrenida a moverse en una de las
caras en el caso en el que el plano E es totalmente irracional, la cual representa la
trayectoria en un canal. (b) Trayectoria de una particula constrenida a moverse
en un plano paralelo a una de las caras, pero donde ya hay la intersecciéon con

el obstéiculo

Este mismo analisis nos permite también entender por qué es mas dificil
observar este tipo de superdifusién cuando los obstdculos tienen un radio cercano
a 7., pues en ese caso el tamano del canal efectivo se reduce rapidamente con
el tiempo, modificando el valor de D de forma sustancial, excepto para tiempos
extremadamente largos. Ademds, una vez que los canales son bloqueados, el
comportamiento deberia ser de difusiéon normal, pero {cdmo se da la transicién?
En el caso cristalino la transicion nuevamente se da de forma “abrupta”, més o
menos notoria, pues los canales desaparecen y los vuelos libres quedan acotados
por una cantidad finita y pequena. En el caso cuasicristalino, la situacién es
diferente. Justo cuando r = r., ya no existen canales, por lo que el coeficiente
de superdifusién es D = 0; sin embargo, para tiempos finitos (arbitrariamente

largos), el sistema sigue teniendo un canal y por lo tanto, el comportamiento
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Figura 7.9: Cémo se obtienen los canales efectivos considerando el tiempo de

medicién del desplazamiento cuadratico medio.

es el de un sistema superdifusivo. Entre mds crecen los obstéculos, los canales
“efectivos” tendran una duracién cada vez méas corta, de forma que la difusion
normal se encuentre cada vez més rapido; sin embargo, a diferencia del caso
cristalino, el sistema puede permitir que los obstaculos se encimen, sin que ello
produzca la localizacién de las particulas. Cuando esto sucede, aparece un nuevo

efecto que se vera en la siguiente seccién.

7.5. Obstaculos encimados

En la figura [7.10] se muestra una grafica del desplazamiento cuadréitico me-
dio dividido por el tiempo contra el tiempo, en escala logaritmica para el caso
donde los obstaculos se enciman. Se puede ver que, cuando menos inicialmen-
te, el sistema presenta subdifusién y de hecho, si el radio es muy cercano al

radio maximo antes de que el sistema se vuelva localizado r,4., €l efecto de
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subdifusién dura cada vez més tiempo. Este efecto se ha encontrado en sistemas
desordenados [133, 107, B3] y se ha explicado debido a que existen “cajas” ar-
bitrariamente largas, donde las particulas pasan tiempos arbitrariamente largos

sin presentar difusion.

- @ ....................................................... ol
ol T ST T 0.36 ]
& 0.40
4
001} | T
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0.1 Pt
0.001 100 102 103, 10* ‘
10! 102 103 10*

Figura 7.10: Desplazamiento cuadratico medio dividido por el tiempo contra el

tiempo, en escala logaritmica para el caso donde los obstaculos se enciman.

7.6. Camino libre

Con el fin de comprobar la existencia de canales, se midié la densidad de
vuelos libres (“free paths”), tanto para el caso del gas de Penrose-Lorentz, como
para el caso del billar 3-dimensional. La calidad de las mediciones en el caso del
gas de Penrose—Lorentz es muy baja; sin embargo, es suficiente para poder notar
que efectivamente los vuelos libres estan o no acotados observando el tamano
maximo de los vuelos libres.

En la figura [7.11] se muestra una grafica de la densidad de vuelos libres

medios para un caso donde atin los canales no se bloquean en el gas de Penrose—
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Lorentz. Como se puede ver, aunque la distancia que recorren las particulas no

es muy grande, es posible observar particulas que recorren una distancia larga.

0.0001

Probability

1le-05

60

Free path

Figura 7.11: Densidad de los vuelos libres para un caso donde atn los canales

no se bloquean en el gas de Penrose—Lorentz.

Lo mismo se muestra en la figura[7.12| pero para el caso del billar 3-dimensional.
Aqui es posible observar mucho mejor el comportamiento de la curva de den-
sidad, notando que se trata de una ley de potencias, lo cual coincide con los
resultados de [I03] para un gas de Lorentz periédico y de [48] [109] para un gas
de Lorentz cuasiperiédico en el limite de Grad-Boltzman.

En la figura y la figura se muestran las densidades de los vuelos
libres cuando los canales son bloqueados, tanto para el gas de Penrose—Lorentz,
como para el billar 3D. En este caso, el tipo de densidad cambia radicalmente

y se observa que existe un tamano limite de camino libre.
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Figura 7.12: Densidad de vuelos libres para un caso donde atin los canales no se

bloquean en el gas de Lorentz formado a partir del billar 3-dimensional.

Ambos resultados estan acordes con lo esperado y sirven como una prueba
mas sobre la existencia de canales en gases de Lorentz cuasiperiddicos.

En la figura [7.15] se muestra la evolucién con el tiempo de la distribucién de
las particulas con respecto a sus posiciones iniciales. Es notorio que lo que se
obtiene resulta en una distribucién tipo gaussiana, tal como sucede en el caso
cristalino[I02]. También, como era de esperarse, el tipo de estructura fina es

similar al encontrado en [102].
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Figura 7.13: Densidad de vuelo libres para un caso donde los canales ya se

bloquean en el gas de Penrose—Lorentz.
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Figura 7.14: Densidad de vuelos libres para un caso donde los canales ya se
bloquean en el gas de formado a partir de I billar 3-dimensional. En r = 7,44 =~
0.3 el comportamiento es intermedio entre el caso donde los canales no estan

bloqueados y donde si lo estan.
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Figura 7.15: Evolucién con el tiempo de la distribucién de las particulas con

respecto a sus posiciones iniciales.



Capitulo 8

Conclusiones

8.1. Conclusiones

Durante el desarrollo de esta investigacién se creo una construccion de billar
en dimensiones altas, el cual sirvié exitosamente para estudiar las propiedades
difusivas de un sistema cuasiperiédico. Este modelo no sélo fue 1util parallevar
a cabo simulaciones numéricas, sino también para hacer un estudio analitico
genérico de los gases de Lorentz cuasiperiddicos. Aunado a esto, el modelo pre-
senta un ejemplo de sistema “localmente finito”, sistemas que tienen propiedades
matematicas poco comunes. Asi, el billar que aqui se presentd, es interesante
no sélo desde un punto de vista fisico, sino también desde un punto de vista
matematico.

Se demostrd la existencia en gases de Lorentz cuasiperiédicos de al menos
m canales de dimensién m — 1, donde m es la dimensién del gas de Lorentz
cuasiperiédico. Ello sirvié para explicar el comportamiento difusivo de estos
sistemas cuando el tamano de los obstaculos es pequeno.

109
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Se sabe que los cuasicristales presentan algunas caracteristicas propias de los
sistemas periédicos, pero también algunas de los sistemas desordenados. Con es-
te modelo fue posible demostrar en el capitulo [f] y en el capitulo [7] que en lo
que se refiere a las propiedades difusivas, los sistemas cuasiperiédicos pueden
efectivamente presentar caracteristicas de los sistemas periédicos, asi como de
los sistemas desordenados. Caracteristicas que antes se crefan propias de ca-
da uno de esos sistemas. Se respondié concretamente a la pregunta ;Qué tipo
de difusién presentan los gases de Lorentz cuasiperiédicos? encontrandose que
pueden presentar 3 regimenes, uno donde se observa stuperdifusién, como en el
caso de los sistemas periédicos cuando los obstdculos son muy pequenos, uno
donde se presenta difusién normal (como un caso intermedio) y otro, cuando los
obstédculos se enciman, donde para tiempos finitos se observa subdifusién, como

en el caso de los sistemas desordenados, para el caso de obstaculos grandes.

Estos resultados nos llevan a recordar que previo a una transicion vitrea en
un sistema de esferas duras con esferas de dos diferentes tamanos, se presenta
subdifusién de las esferas pequenas [83], lo cual hasta ahora se cree dnico de
sistemas que presenten transicién vitrea. El hecho de que ese mismo tipo de
subdifusién se presente en sistemas cuasiperiédicos podria darnos una pista
de cuédles son las condiciones necesarias para producir una transicién vitrea y

también una transicién de fase cuasicristalina.

Por otra parte, esto sugiere que las propiedades difusivas dentro de los cua-
sicristales presentaran caracteristicas similares a los cristales cuando lo que se
difunda interactie poco con los atomos. Por ejemplo, es de esperarse que apli-
cando un potencial eléctrico al gas de Lorentz cuasicristalino, se pueda encontrar

un régimen stiperconductor, como el encontrado en [89] para gases de Lorentz
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periodicos. Bajo la misma idea, podriamos pensar que es posible encontrar una
transicion a la superconductividad en cuasicristales, tal como sucede en siste-
mas cristalinos. En cambio, es de esperarse que cuando las interacciones entre
las moléculas del cuasicristal y las particulas que se difunden sean interacciones
fuertes (como cuando se aplica un potencial eléctrico pequeno a temperatura
ambiente), las propiedades difusivas del material se parecerdn més a las de un
material vitreo, tal como se ha medido en [g].

Con este trabajo se da un método para producir condiciones iniciales ho-
mogéneas en los sistemas cuasiperiédicos, lo cual resulta en general una dificul-
tad para sistemas aperiédicos. De la misma forma, se resolvio el problema de la

falta de condiciones periddicas a la frontera al estudiar sistemas cuasicristalinos.

8.2. Trabajos futuros

Este nuevo modelo de billar abre una gama de posibilidades de investigacion,
de las cuales algunas ya estan en vias de ser desarrolladas, mientras que otras

son tan solo proposiciones a investigarse:

= Resolver si efectivamente el tipo de exponentes que se presentan cuando
hay subdifusion en los gases de Lorentz cuasiperiédicos es el mismo tipo de
exponentes que se presentan para el caso desordenado. Esta cuestion fue

planteada por Jiirgen Horbach, de la Universidad de Diisseldorf, Alemania.

= Estudiar gases de Lorentz cuasiperiddicos, pero donde las particulas no
son puntuales, sino que tiene un tamano pequeno, lo que haria que las
particulas interactuaran entre ellas. Esto es con el fin de aproximar un gas

de esferas duras, donde algunas de las particulas estén fijas en determina-
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das posiciones. Un caso similar se ha estudiado para sistemas desordena-
dos [4] y ello esta relacionado con la transicién vitrea. Serfa interesante
entonces estudiar qué sucede en el caso cuasiperidédico. Por supuesto, la
complicacién con este modelo es el como producir una densidad de particu-
las mayor a 0, pues en principio, el billar condensa todo el espacio, por lo
que poner s6lo algunas particulas (y no una cantidad infinita), generarfa

una densidad 0 de particulas.

= Estudiar gases de Lorentz cuasiperiédicos donde las particulas tienen un
potencial de esfera suaveﬂ Los resultados previos muestran un efecto
superdifusivo cuando el nimero de particulas es suficientemente grande.

Aqui la complicacion es similar a la del punto anterior.

s Introducir un potencial eléctrico en alguna direccién y poner particulas
cargadas con obstaculos termalizados para observar la resistividad. Esto
con el fin de observar si en verdad se mantienen los mismos resultados

obtenidos en [89] para el caso cuasiperiddico.

= Investigar si hay efectos sobre los coeficientes de superdifusién cuando la
dimension del billar se incrementa. Observando los resultados encontrados
por Dettmann en [98], inmediatamente surge la pregunta de si la dimensién
del billar influird en los coeficientes de difusién. En este caso, las posibi-
lidades son dos: (i) estudiar gases cuasiperiddicos bidimensionales, pero
cuyo billar se encuentre en altas dimensiones; (ii) estudiar gases cuasipe-
riédicos en altas dimensiones. Si fuese suficiente con estudiar billares en

altas dimensiones, entonces se podrian encontrar ejemplos en un espacio 2-

1Esto actualmente se estudia en la universidad de Diisseldorf por el grupo de trabajo de

Jiirgen Horbach.
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dimensional o 3-dimensional, donde hubiera efectos propios a sistemas de
altas dimensiones. Quizé entonces, cuasicristales de alta simetria, tendrian

propiedades difusivas diferentes a los cuasicristales de baja simetria.

= Generalizar el modelo a sistemas con potenciales de largo alcance. Aunque
el modelo ya es bastante general, hasta este punto, dada la forma en la que
se construyen estos billares, no es posible introducir potenciales de largo
alcance. Esta dificultad normalmente se resuelve usando la aproximacion
de amarre fuerte, pero existen varios sistemas donde las interacciones en-
tre moléculas y particulas son de largo alcance. Seria entonces deseable
extender el modelo a un sistema que permitiera potenciales de largo al-

cance.

= Generalizar el modelo a sistemas cuanticos. Si en vez de particulas usamos
ondas, el sistema deja de ser funcional; sin embargo, la mayoria de los mo-
delos moleculares actuales utilizan la mecanica cuantica en sus desarrollos,
pues es mucho mas realista y algunos efectos son sélo posibles estudiar-
los con mediante modelos cudnticos. Por otra parte, el hecho de tener un
modelo cuantico y periédico permite el uso del teorema de Bloch lo cual

podria dar una versién generalizada de dicho teorema.
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Articulo publicado

Se adjunta a esta tesis el articulo publicado en Physical Review Letters, el

cual resume los principales resultados obtenidos en esta investigacion.
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We introduce a construction to “periodize” a quasiperiodic lattice of obstacles, i.e., embed it into a unit
cell in a higher-dimensional space, reversing the projection method used to form quasilattices. This gives
an algorithm for simulating dynamics, as well as a natural notion of uniform distribution, in quasiperiodic
structures. It also shows the generic existence of channels, where particles travel without colliding, up to a
critical obstacle radius, which we calculate for a Penrose tiling. As an application, we find superdiffusion
in the presence of channels, and a subdiffusive regime when obstacles overlap.
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Quasicrystals are produced by cooling from a melt at a
rate intermediate between that of periodic crystals (slow)
and glasses (fast), and have a degree of order which is
intermediate between the two, being neither periodic nor
random [1-4]. Such structures have been found and applied
in many different contexts, including liquid crystals [5],
bilayer water [6], asteroids [7,8], magnetic systems [9], and
photonics [10].

Transport properties of quasicrystalline materials are of
particular interest for their production and for technologi-
cal applications [11]. Diffusion has been extensively
studied experimentally [12—14]; it is related to other trans-
port properties, such as heat conductivity and electronic
transport [12]. The measured thermopower in quasicrystals
is due to electron diffusion [15], and diffusion plays a role
in the formation of the equilibrium phase during high-
temperature annealing [16].

Since quasicrystals are often perfect quasilattices [17], it
is useful to study simple models in order to understand the
effect of geometry on transport properties. A widely used
billiard model for transport properties is the Lorentz gas
(LG) [18], consisting of an array of fixed obstacles in R”,
with freely moving particles undergoing elastic collisions
with the obstacles.

The geometry in which the obstacles are arranged in a
LG strongly influences its dynamical properties. LGs with
a periodic geometry usually exhibit normal diffusion, i.e.,
asymptotic behavior (Ax(¢)?) ~ t as t — oo for the mean-
squared displacement [19-23]; here, Ax(z) := x(¢) — x(0)
is the displacement of a particle at time 7, and {-) denotes an
average over uniform initial conditions. However, a key
role is played by the presence of channels, i.e., empty
regions through which particles may travel infinitely far
without colliding: channels of the highest dimension,
n — 1, give rise to weak superdiffusion of the form
(Ax(1)*) ~ tInt, with a logarithmic correction [23-27].

If the obstacles are placed randomly, but without over-
lap, normal diffusion is found [28]. When overlaps are
allowed, there is a crossover from a subdiffusive regime,

0031-9007/13/111(12)/125501(5)
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(Ax(1)*) ~ t* with a <1, to normal diffusion at long
times; the slowdown of diffusion is due to the presence
of large traps near the percolation threshold [29-33].

It is then natural to investigate dynamics, and in particu-
lar diffusive transport, for the intermediate case, a quasi-
periodic LG, as suggested in Ref. [34] for a Penrose tiling.
A random walk on this structure exhibits normal diffusion
[35], suggesting that the same should occur in the billiard
model [34]. We are not aware of previous numerical results
in this direction, except in a nonphysical one-dimensional
(1D) system [36], mainly due to the challenge of simulat-
ing quasiperiodic systems in the absence of periodic
boundary conditions. Recently, the distribution of free
paths in quasicrystals has been established in the so-called
Boltzmann-Grad limit [37].

In this Letter, we introduce a construction to embed
quasiperiodic structures into a periodic system of higher
dimension, by reversing the projection method used to
produce quasiperiodic lattices [38—40]. Our construction
solves the principal difficulty with quasiperiodic systems,
by reducing the system to a single periodic unit cell, and
hence to a finite (compact) set, now in the higher-
dimensional system; see also Ref. [37].

This has several implications. First, it provides a direct
method for understanding and numerically simulating dy-
namics in quasiperiodic structures. Second, it gives a natu-
ral notion of uniform distribution (measure), and hence of
averages, in quasiperiodic systems.

Motivated by the results cited above on periodic Lorentz
gases, as well as by Ref. [34], where it was suggested
that the absence of periodicity may prevent the occurrence
of channels, and by Refs. [41,42], where it was shown
experimentally and analytically that interplane and
interline distances in certain perfect quasilattices are finite,
we may ask when a quasiperiodic LG may contain
channels. A third consequence of our construction is that
in fact this occurs generically: when the obstacles of a
quasiperiodic LG are sufficiently small, it does contain
channels.

© 2013 American Physical Society
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As an example, we apply our method to study diffusive
properties of a particular 2D quasiperiodic LG, finding
three regimes, including superdiffusion in the presence of
channels, a subdiffusive regime when the obstacles over-
lap, and normal diffusion for intermediate geometries. We
also find explicitly the critical obstacle radius at which
channels are blocked in the quasiperiodic Penrose tiling.

Projection method.—The projection method [38,39,43]
constructs a quasiperiodic lattice in a subspace E (includ-
ing the origin) of a Euclidean space R" by projecting
vertices of a hypercubic lattice L, consisting of points
with integer coordinates in R”, onto E [38—40]. We denote
by m the dimension of E, with m <n, and by E, the
orthogonal complement of E, of dimension n — m, such
that E® E; = R”. In the following, we refer to orthogonal
projections as ‘‘projections.”

One version of the projection method [39] considers the
Voronoi region of a lattice point p of L, i.e., a cube
centered at p, projecting onto E exactly those p whose
Voronoi regions intersect E; see Fig. 1(a). This gives a set
L) of points in E, which is a quasiperiodic lattice if E is
totally irrational [39].

The Voronoi projection method produces the same qua-
silattice as the following canonical projection method [39]:
consider a cube whose side length is the lattice spacing,
centred at the origin, and project it onto the orthogonal
subspace E | , giving a set W. The lattice points in L which
lie inside W X E are projected onto E; see Fig. 1(b).

Construction of embedding.—The quasiperiodic LG
consists of balls of dimension m in E centred at each point
of L. We “reverse” the projection method to construct a
billiard obstacle K inside a unit cube C of R" with periodic
boundary conditions, designed such that trajectories of the
billiard dynamics in C with velocities parallel to E give
trajectories of the quasiperiodic LG when the dynamics is
“unfolded” to R", by using periodic boundary conditions
in one cell, but keeping track of which cell has been
reached [44].

.Y’(\ .
¥~ “ [
F3 .

(a) (b)

FIG. 1 (color online). Two versions of the projection method:
(a) Voronoi regions, shown as shaded (green) boxes; arrows
show lattice points in L that are projected onto the line E.
(b) Canonical version, projecting lattice points inside a strip.

Consider free motion of a particle inside C whose
velocity is constrained to move parallel to £. When the
particle reaches a face of C, it jumps to the opposite face,
due to the periodic boundary conditions, but maintains the
same velocity. It then moves on a different “slice”,
E, = E + v, parallel to E but translated by a vector
v € E|; see Fig. 2(a). In this way, the whole of the plane
E is “wrapped” into one single unit cell C.

Since E is totally irrational, a trajectory emanating
from a generic initial condition inside the cube C will fill
C densely [45]; similarly, the collection of parallel slices
E, which are visited by a given trajectory also fill C
densely [45].

C can now be thought of as representing each Voronoi
cell in R" which intersects E. The projection method then
requires to project the origin onto each slice E, intersecting
C. We denote by W the set of such points; it is exactly the
projected set used in the canonical projection method. W is
a subset of full dimension inside E |, which can be con-
structed by projecting the vertices of C onto £ | and taking
the convex hull.

We now project onto £, not just a single point at the
origin, but the whole billiard obstacle B in E, an
m-dimensional ball of radius r centered at the origin. The
result is a new set P:= W X B of full dimension n.
However, some parts of P fall outside C, as shown in
Fig. 2(a). We must thus periodize P via the periodic
boundary conditions, giving a set K, which is the final
result of the construction, a billiard obstacle inside C.

To simulate the quasiperiodic billiard in the
m-dimensional space E, we run billiard dynamics inside
the n-dimensional cube C, imposing elastic collisions with
the billiard obstacle K. The particles have initial velocities
parallel to E; since the boundary of K is cylindrical, with
axis perpendicular to E, collisions of the particles with K
do not (in principle) affect this property, so that they
remain parallel to E during the dynamics. (In practice, in

0/

(a) (b)

FIG. 2 (color online). Embedding a 1D quasiperiodic lattice
into a 2D periodic billiard. (a) Construction of the set P by
projection and “‘thickening.” Parallel diagonal lines (red online)
show “slices” E,. (b) The billiard obstacle K, after periodizing
P, made of three oblique (red) bars. Short and long paths for the
billiard dynamics are shown.

125501-2
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a numerical simulation, it is desirable to project the veloc-
ities onto E at intervals.) When the resulting billiard tra-
jectory is unfolded to R”, it gives exactly a billiard
trajectory in the quasiperiodic LG.

Uniform distribution.—Our construction provides a
natural way to define a uniform distribution (measure) on
the phase space of a quasiperiodic system: particle posi-
tions are uniform in the cube C outside the billiard obstacle
K, and velocities have unit speed and uniform directions
parallel to E. Averages are then taken with respect to this
uniform distribution. We conjecture that the dynamics in a
quasiperiodic LG is ergodic; i.e., from almost any (acces-
sible) starting point, the trajectory fills uniformly the ac-
cessible phase space.

The simplest example is a 1D quasiperiodic billiard with
n = 2and m = 1, so that C is a square, FE is a straight line
with irrational slope «, and B is a line segment of length .
The set K then consists of three thickened line segments
with slope —1/a; see Fig. 2(b). Since K divides the square
completely into two parts, there is, as expected, no diffu-
sion in this case: any given trajectory remains confined,
bouncing between two neighboring obstacles. However,
our construction easily allows us to calculate, for example,
the probabilities of long and short paths from uniform
initial conditions, in terms of the sizes of the respective
areas [see Fig. 2(b)].

2D quasiperiodic Lorentz gas.—A nontrivial example in
which the construction may be visualized is a 2D quasi-
periodic LG formed by projecting a 3D simple cubic
lattice, with cubic unit cell C, onto a totally irrational 2D
plane E, with B being a disc of radius r and W a 1D line
perpendicular to E; the resulting 3D periodic billiard is
shown in Fig. 3. The obstacle K consists of three segments

channel

= A
N e

FIG. 3 (color online). 2D quasiperiodic LG embedded in a 3D
cube, with notation as in the text.

of a cylinder, and the two parts of the cylinder which arise
by periodizing P are capped by planes E, passing through
vertices of C.

Channels.—This 2D LG (Fig. 3) provides an example in
which the occurrence of channels in quasiperiodic LGs
may be visualised, thus providing intuition for the general
case, as follows.

The axis W of the cylinder K intersects two of the cube’s
faces. Suppose that the radius r of the obstacle B, and
hence of the cylinder K, is small enough that there is (at
least) one face of the cube which is not intersected by any
of the three cylindrical pieces of K. Then in the 3D billiard
with arbitrary velocities (not restricted to be parallel to E)
there is a planar channel IT [23] lying along any such face.

Now restricting particle velocities to be parallel to E, we
see that each planar channel II in the 3D periodic billiard
induces a rectangular channel in the 2D quasiperiodic LG,
given by the intersection of E with II. As in the periodic
LG [24,25], additional channels may appear as the radius
decreases; for example, Fig. 3 shows an additional planar
channel at an angle 77/4.

This generalizes to quasiperiodic LGs in m > 2 dimen-
sions with (m — 1)-dimensional principal horizons [46].
Thus our construction shows the generic occurrence of
channels in quasiperiodic Lorentz gases when the obstacles
have sufficiently small radius.

As r increases, the channels are blocked one by one, as
the billiard obstacles expand sufficiently to intersect the
planes defining the channels. When the billiard obstacles
are large enough to cross the faces of the cube, their
periodic images must also be taken into account as addi-
tional obstacles in the simulations; for this reason, the
algorithm is most efficient when the obstacles are small,
which is the most difficult case to treat using standard
methods.

Diffusive properties.—Our construction immediately
gives a direct simulation method for quasiperiodic billiard
dynamics. As an example, we numerically study diffusive
properties of the 2D quasiperiodic LG projected from three
dimensions: We place 10° (noninteracting) particles with
uniform positions in the 3D unit cube C, and unit-speed
velocities with uniform directions parallel to the plane E
with unit normal vector [1/(¢ +2), ¢/(d +2),
¢/(JF T 2)1, where ¢ = (1 +/5)/2.

Figure 4 plots (Ax(#)?)/t, to emphasize deviations from
normal diffusion [47], for different radii » of the billiard
obstacles. We see that for small radii, this quantity increases
logarithmically in time, indicating (weak) superdiffusion
(Ax(1)*) ~ t1nt, as in the periodic case, corresponding to
the presence of channels in the quasiperiodic LG.

However, the convergence to this limiting regime is very
slow. We interpret this as being due to regions adjacent to
the infinite channels in which free paths are unbounded, but
not infinite (“locally finite”); this phenomenon does not
occur in periodic models. For short times, the effective
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FIG. 4 (color online). {Ax(£)*)/t as a function of ¢ for different
radii r (labelled), for the quasiperiodic LG in two dimensions
projected from three dimensions. (a) Semilogarithmic scale. The
thin solid lines show fits of the form {x(¢)?) = C(r)tInt + D(r)t.
(b) Logarithmic scale; the inset emphasizes curvature.

width of the channel is thus larger, giving a decreasing
effective superdiffusion coefficient as time increases, and
hence the curvature visible in Fig. 4. These regions are
always associated with channels, except exactly at the
critical radius r = r,., when all channels are blocked, but
free paths are still unbounded, as we will discuss else-
where; we find normal diffusion in this case [46].

As the obstacle radius, r, increases, the geometry of the
quasiperiodic LG, and hence the diffusive behavior, under-
goes qualitative changes. At r =~ 0.26, the obstacles begin
to overlap [46]. In this model, this overlap occurs before
the last planar channel is blocked, so that we expect super-
diffusion; however, we are unable to detect this numeri-
cally, and the diffusion appears normal already for
r =0.20 (with a channel, but not overlapping). In the
Penrose LG, on the contrary, all channels are blocked
before any obstacles overlap.

At the critical radius r, = 0.3, all channels are blocked.
For r > r., we observe an initial subdiffusive regime, with
a crossover to normal diffusion at long times, as in the
random LG; see Fig. 4(b). Finally, there is a radius r =
0.428 at which particles become confined in bounded
regions. Note that these values of r can be calculated
analytically, but the results are complicated functions of
the geometrical parameters.

FIG. 5 (color online). Representative trajectories of 2D
quasiperiodic LG projected from three dimensions. The gray
(color) scale indicates time. Blank, circular regions correspond
to the billiard obstacles, whose positions are identical in the
two subfigures. (a) r =0.18; several initial conditions.
(b) r = 0.425; single initial condition.

Figure 5(a) shows representative trajectories for r =
0.18, highlighting the channels within the quasiperiodic
LG. There are channels in three directions, corresponding
to those in Fig. 3—two along two perpendicular, vertical
faces of the cube, and one at an angle of 77/4. Figure 5(b)
shows a single trajectory for large r, close to the percola-
tion threshold at which diffusion ceases. Narrow bottle-
necks between cavities of different sizes are visible, which
we interpret as the origin of the observed slow diffusive
behavior.

Penrose Lorentz gas.—Our construction may also be
carried out for more realistic models, such as a Penrose
LG, formed by placing discs at each vertex of a Penrose
tiling [34]. This structure is obtained by projecting a 5D
lattice onto a 2D subspace E [38,39], so that P is a 5D
cylinder, the product of a 3D polytope W [38] with a
2D ball.

Our results show that the Penrose LG must have chan-
nels for obstacle radius r less than a critical value r... To
calculate r., we must find when at least one 4D (hyper-)
face of the 5D hypercube C is not touched by K. Thus, for
each face of C, we find the minimum distance (in the
direction of E) to all vertices p; of W. The maximum
over all faces then seems to be enough to calculate r,.., or
at least a lower bound [46]. For the Penrose tiling, the
symmetry implies that many of these distances are equal,
and we obtain r, = L/(27%), where 7 = (1 + +/5)/2 and L
is the side length of the rhombi forming the tiling, which
we have confirmed numerically [46].

In summary, we have introduced a construction to
embed quasiperiodic lattices into a unit cell in a higher-
dimensional space, which shows that quasiperiodic
Lorentz gases generically have channels for small obstacle
radii, and which provides a direct simulation method for
dynamics in quasiperiodic structures. These systems ex-
hibit a range of diffusive properties, including super- and
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subdiffusion, depending on the geometry. We expect that
our construction can be profitably applied to further phe-
nomena in quasiperiodic systems.
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for discussions. Financial support is acknowledged from
CONACYT for ASK’s doctoral studentship, and from the
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Note added in proof.—During revision of the proofs, the
authors found previous results which are apparently re-
lated, e.g., [48]. However, in those references, starting
from any higher-dimensional periodic system, a quasilat-
tice of points is obtained by a cut procedure, and structural
properties are studied; whereas we construct specific
higher-dimensional billiard models in order to study
dynamics.
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