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Introduccion

Los médulos estandar sobre algebras de artin fueron definidas por C.M.Ringel
en conexion con el estudio de ciertas algebras estandarmente estratificadas,
las llamadas dlgebras casi-hereditarias, ver [6]. Las dlgebras casi-hereditarias
aparecen de manera natural en las categorias de peso maximo que se originan
en el contexto de las algebras de Lie y de ciertos grupos algebraicos.

Sea P(i), P(2),... P(n) los médulos proyectivos inescindibles no isomorfos de
una algebra de artin A. Por definicién el médulo estandar A(i), es el mdédulo
cociente P(i)/U (i) donde U(i)) = X;.p(j)—p(i)j=i Im f. El conjunto de los
moédulos estandar es denotador por A = {A(1),A(2),...,A(n)}. Se dice que
el dlgebra A es estandarmente estratificada a la derecha si el médulo regular
A, tiene una filtracion con factores isomorfos a los médulos estandar.

El concepto de sistema estratificante de talla ¢ fue introducido por K.Erdmann
y C.Sdenz en 2003, ver [4]. Dicho concepto es importante, en el estudio de
las algebras estandarmente estratificadas, porque produce un médulo Y cuyo
anillo de endomorfismos A = End,(Y) es estandarmente estratificado.

Un sistema estratificante de talla ¢ es un par (6, <), que consta de un conjunto
de R-modulos inescindibles

0 =1{0(1),....0()

que satisface ciertas condiciones homoldgicas relacionadas con el orden na-
tural < en el conjunto ; = {1,2...,t}.

El primer capitulo de este trabajo consta de un resumen de la teoria de
modulos que es necesaria para el desarrollo del mismo. Para agilizar la lectura
de este capitulo hemos omitido las demostraciones, éstas pueden consultarse
en [2].
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En el segundo capitulo, primeramente desarrollamos los conceptos y resulta-
dos que son necesarios para poder demostrar el Teorema de Krull-Schmidt.
Una vez hecho esto, desarrollamos de manera breve, la teoria relativa al con-
cepto de médulo proyectivo. Como hemos visto, los médulos proyectivos y el
Teorema de Krull-Schmidt son indispensables para poder definir el concepto
de médulo estandar.

En el tercer capitulo, consideramos fundamentalmente K-algebras de dimen-
sion finita y bésicas sobre un campo algebraicamente cerrado K. Por como-
didad nos referimos a ellas inicamente como &algebras y las denotamos por
R.

En dicho capitulo primeramente se introducen y se estudian con detalle los
conceptos de médulo estandar y de sistema estratificante de talla ¢t. Luego
enunciamos y demostramos el resultado central de esta tesis, a saber, de-
mostramos que el par (A, <), que consta de el conjunto A de los R-médulos
estandar y del orden natural < en el conjunto €2,,,= {1,2,...,n} es un siste-
ma estratificante de talla n.



Capitulo 1
Modédulos.

En este capitulo revisaremos los conceptos y resultados de la Teoria de Mdodu-
los que nos seran de gran utilidad para el desarrollo de los capitulos poste-
riores. Con el propésito de hacer el capitulo més compacto hemos omitido
las demostraciones de los resultados, éstos pueden consultarse en [2].

1.1. Modbdulos.

En esta seccién veremos la definicion de un R-mdédulo izquierdo.

Sea R un anillo asociativo con 1z € R. Pedimos que 1x # Op.

Definicién 1.1.1. Decimos que un R-modulo izquierdo, donde R es un
anillo, es un grupo abeliano M que tiene una multiplicacion escalar:

c: RxM-—M
(rym) — rm

tal que se cumplen las siguientes propiedades:
(1) rtm+m') =rm+rm/;, Vre R yYm,m' e M;
(2) (r+r"Ym=rm+1r'm, Vror'eRyYmeM;
(3) (rr'Ym =r(r'm), Vr,r'e R y¥Yme M;

(4) 1gm =m, VYme M.
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Recordemos que si M es un grupo abeliano, entonces el conjunto
End(M) = {f : M — M| f es homomorfismo de grupos} es un anillo con
las siguientes operaciones:

(1) (f +9)(m) = f(m) +g(m), Yme M;
(2) (fog)(m) = f(g(m)), VmeM.

Los siguientes dos resultados caracterizan a un R-modulo izquierdo M en
términos de un homomorfismo de anillos.

Proposicién 1.1.2. Sean R un anillo, M un grupo abeliano y ¢ : R —
End(M) un homomorfismo de anillos. Definimos o : R x M — M por
o(r,m) = p.(m), donde @, = @(r). Entonces o es una multiplicacion escalar
que hace de M un R-modulo izquierdo. Reciprocamente, si M es un R-modulo

izquierdo y o : Rx M — M es su multiplicacion escalar, entonces la funcion
¢ : R— End(M) dada por:

o(r): M— M

m=——rTrm

es un homomorfismo de anillos.

Notacién: gk M denota que M es un R-moédulo izquierdo.
Ejemplos 1.1.3.

(1) Sea V' un espacio vectorial sobre un campo R, se tiene que rV es un
R-mddulo izquierdo.

(2) Un grupo abeliano M es un Z-mddulo izquierdo.

Definicién 1.1.4. Sea M un R-maodulo izquierdo. Un subconjunto N de rM
es un R-submodulo izquierdo de M, si satisface lo siguiente:

(1) N es un subgrupo de M ;

(2) ane N; Yae R yVne N.



1.1. MODULOS. 5

Notacion: kN < g M denota que N es un R-submoddulo izquierdo de M.
Ejemplos 1.1.5.

(1) Si M es un grupo abeliano y N es un subgrupo de M, entonces N es
un Z-submodulo izquierdo de M.

(2) SiV esun K-espacio vectorial donde K es un campo y W es un subes-
pacio vectorial de V', entonces W es un K-submodulo izquierdo de V.

Lema 1.1.6. Sea M un R-mddulo izquierdo y N un R-submdodulo izquierdo
de M. Entonces N es un R-mddulo izquierdo.

Definicién 1.1.7. Sean M un R-mddulo izquierdo y N un R-submddulo
izquierdo de M. Si M # N decimos que N es un R-submaodulo izquierdo
propio de M .

Notacion: gk N < gM denota que N es un R-submddulo izquierdo propio de
M.

Para continuar con nuestro trabajo necesitamos el concepto de A-combinacién
lineal.

Definicién 1.1.8. Sean M un R-mddulo izquierdo, X < M y A < R. Un
elemento de la forma:

a1y + asxy + -+ + apx, cona;€ Ayx;e X parai=1,...,n, neN

es una combinacion lineal de elementos en X. También se dice que es
una A-combinacion lineal.

Notacion: Denotaremos AX al conjunto de todas las A-combinaciones li-
neales con elementos en X.

Proposiciéon 1.1.9. Sea M un R-mddulo izquierdo y sea & # X < M.
Entonces RX es un R-submodulo izquierdo de M.

Proposicion 1.1.10. Sean M un R-mddulo izquierdo y N un subconjunto
no vacio de M. Entonces son equivalentes:

(1) N es un R-mddulo izquierdo;
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(2) RN = N;
(8) Ya,be Ryx,ye N, ax+bye N.

Convencién 1.1.11. 5i M es un R-mddulo izquierdo y X = & convenimos
que R = {0p}. Se acostumbra denotar al R-mddulo izquierdo {0y} por 0.

Necesitaremos las siguientes proposiciones para caracterizar al R-mddulo iz-
quierdo RX.

Proposicién 1.1.12. Sea A = {M, : a € A} una familia no vacia de R-
submddulos izquierdos de rRM . Entonces (| M, es un R-submddulo izquierdo

acA
de RM.

Corolario 1.1.13. Sean M un R-mddulo izquierdo y X < M. Consideremos

el conjunto A = {pN < M : X < N}. Entonces (| grN es el R-submddulo
rNeA
1zquierdo mds pequeno de rM que contiene a X. Es decir, si gL es un R-

submddulo izquierdo de M que contiene a X, entonces () rN < rL.
rNeA

El Corolario 1.1.13 motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.1.14. Sean M un R-mddulo izquierdo, X € M y A = {gN <

rM : X < rN}. Decimos que el R-mddulo izquierdo () grN es el R-
RNE.A
submddulo izquierdo de M generado por X y se denota por {X).

Es inmediato de la Definicién 1.1.8 y del Corolario 1.1.13 el siguiente resul-
tado.

Corolario 1.1.15. St M es un R-mddulo izquierdo y X < M, entonces el
R-submddulo izquierdo generado por X es RX. Es decir, RX = (X).

Definicién 1.1.16. Sean My, Ms, ..., M, subconjuntos no vacios de un R-
modulo izquierdo M. Definimos la suma de My, Ms, ..., M, como:

M1+M2+"'+Mni={x1+l’2+"'+xnl$iEMi, Zzl,,n}

Lema 1.1.17. St M es un R-modulo izquierdo y My, M,, ..., M, son R-
submaodulos izquierdos de M, entonces My+ Mo+ - -+ M, es un R-submddulo
1zquierdo de M.
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De la Definicién 1.1.16 tenemos de forma inmediata el siguiente corolario.

Corolario 1.1.18. Si M es un R-mddulo izquierdo y My, Ms, ..., M, son
R-submaodulos izquierdos de M, entonces:

My +My+ -+ M,=R(M vMyu---uUM,).

El resultado anterior motiva la siguiente definicién. Notese que en este caso
el conjunto A puede ser infinito.

Definicién 1.1.19. Sea A = {M,, : a € A} una familia de R-submddulos
izquierdos de un R-mddulo izquierdo M. Definimos la suma de A, denotada

por >, M,, como:
> Mo = R({ ] My).

acA
acA a€A

De la definicién del R-médulo izquierdo generado por |J M,, se tiene de
acA
forma inmediata el siguiente resultado.

Proposicién 1.1.20. Sean gRM y A = {M, : a € A} una familia de R-
submodulos 1zquierdos de rM . Entonces:

ZMQ=U{MQI+~--+M%:conneNal,ag,...,aneA i=1,2,...}.
acA

Esto es, cada elemento x € Y, M, se puede escribir como
acA

T =1To + -+ Tq, CON Ty, € M,,.

De los resultados anteriores podemos dar las siguientes definiciones, para ello
y por comodidad dados un R-médulo M y A = {M,, : a« € A} una familia de
R-submddulos izquierdos de Ry, denotaremos la familia A por (M, )aea-

Definicién 1.1.21. Sea M un R-mddulo izquierdo. Si (My)aea €s una co-
leccion de R-submodulos izquierdos de M, entonces:
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(1) Decimos que », M, es el R-submddulo izquierdo generado por

acA
(Ma)aeA-
(2) SiM = >, M,, decimos que los R-submddulos izquierdos (M) aca
acA

generan a M.

(8) Si X es un subconjunto de M tal que RX = M, decimos que X genera
a M, o que X es un conjunto generador de M.

(4) Decimos que un R-mddulo izquierdo con un conjunto generador finito
es un R-mddulo izquierdo finitamente generado.

(5) Decimos que un R-mddulo izquierdo M con un conjunto generador que
conste de un solo elemento es un R-modulo izquierdo ciclico.

Ejemplos 1.1.22.

(1) Sea x € RM. Entonces R{zx} = {rz : r € R} es un R-mddulo izquierdo
ciclico. Se denota por Rx.

En particular, gR es ciclico ya que RR = R1 = {rlg : r € R}. Se le
conoce como el R-modulo izquierdo reqular

(2) Cada R-mddulo izquierdo M estd generado por el conjunto de todos sus

R-submdédulos izquierdos ciclicos. Es decir, M = >, Rux.
zeM

Definicién 1.1.23. Sea S un R-mddulo izquierdo diferente de cero. Decimos
que S es stmple si sus unicos R-submddulos izquierdos son €l mismo y el
R-modulo izquierdo cero.

Ejemplo 1.1.24.
(1) Z, ={0,1,...,p— 1} con p primo es un Z-mddulo izquierdo simple.

Definicién 1.1.25. Sean M un R-mddulo izquierdo y N un R-mddulo iz-
quierdo propio de M. Decimos que N es un R-submaoddulo izquierdo ma-
ximal de M si para todo rL < gM con gN < gL, se tiene que rRL = rN
0 bien RL = RM.

Ejemplo 1.1.26.
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(1) SeaV un K-espacio vectorial de dimension finita y sea = {vy,...,v,}
una base de V. Tenemos que W = (vy,...,v,_1) es un K-submddulo
1zquierdo maximal de V.

Para la demostracién de la siguiente proposicién se usa el Lema de Zorn.

Proposiciéon 1.1.27. Sea M un R-mddulo izquierdo finitamente generado.
Entonces cada R-submddulo izquierdo propio de M esta contenido en un
R-submodulo izquierdo maximal. En particular, M tiene un R-submddulo
1zquierdo maximal.

A continuacion veremos cémo los conceptos de R-mdédulo izquierdo maxi-
mal y de R-médulo izquierdo simple estdn intimamente ligados. Para ello,
consideremos K un R-submédulo izquierdo de g M. Sabemos que el conjunto

M/K ={o+ K :ze M)
es un grupo abeliano con la operacién (z + K) + (y+ K) = (z + y) + K.

La siguiente proposicién muestra que el grupo abeliano M /K es un R-médulo
izquierdo.

Proposicion 1.1.28. Sean M un R-mddulo izquierdo y K un submddulo
1zquierdo de M. Entonces:

M/K ={z+ K :xe M}

es un R-mdédulo izquierdo con la multiplicacion escalar dada por r(x + K) =
re+ K.

Definicién 1.1.29. Sean M un R-modulo izquierdo y K un R-submddulo iz-
quierdo de M. Al R-mdédulo izquierdo M /K se le conoce como el R-mddulo
1zquierdo cociente.

Corolario 1.1.30. El R-mddulo izquierdo cociente M /K es simple si, y solo
si, K es un R-maodulo izquierdo maximal.

Observacion 1.1.31. Sea R un anillo. Dado que R es diferente de cero
y estd generado por el 1g, tenemos que rR tiene un ideal maximal I (Ver
Proposicion 1.1.27). Por lo tanto R/I es simple. Es decir, los R-mddulos
1zquierdos simples existen.
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A partir de ahora, algunas veces sélo diremos que M es un R-moédulo en
lugar de un R-moédulo izquierdo. De la misma manera, diremos que N es un
R-submoédulo de M en lugar de un R-submédulo izquierdo de M.

1.2. Homomorfismos de Moddulos.

En esta seccion estudiaremos a las funciones entre R-modulos que preservan
la estructura de R-modulo.

Definicién 1.2.1. Sean gM y gN dos R-mddulos. Decimos que una funcion
f:M — N es un R-homomomorfismo si:

(1) fle+y) = fl@)+ fy), VYe,yerM;
(2) f(rz) =rf(x), VoxeprM, VreR.
Algunas veces diremos homomorfismo en lugar de R-homomorfismo.
Ejemplos 1.2.2.
(1) I: gM — gM dada por I1(m) = m es un R-homomorfismo.
(2) 0: gM — gN dada por 0(m) = Oy es un R-homomorfismo.

(3) Si gK es un R-submddulo de gpM, consideremos la funcion w: gM —
M/K dada por m(m) = m + K, la cual es un R-homomorfismo. Se le
conoce como la proyeccion canonica.

(4) Si RK es un R-submddulo de pM , consideremos la funcion i : pK —>
rM dada por i(k) = k, la cual es un R-homomorfismo. Se le conoce
como la inclusion canonica.

Definicién 1.2.3. Sean M y N R-mdodulos y f : M — N un R-homomorfismo.
Definimos el kernel de f como:

Kerf:={meM: f(m) =0y}

Proposicion 1.2.4. Sean M y N R-modulos y f : M — N un R-homomorfismo.
Entonces Kerf es un R-submddulo de M.
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Definicién 1.2.5. Sean M y N R-modulos y f : M — N un R-homomorfismo.
Definimos la tmagen de f como:

Imf :={f(m): me M}.

Proposicién 1.2.6. Sean M y N R-modulosy f : M — N un R-homomorfismo.
Entonces Imf es un R-submddulo de N.

Definicién 1.2.7. Sean M y N R-modulosy f : M — N un R-homomorfismo.
Definimos la cotmagen de f como:

Coimf := M/Kerf.

Definicién 1.2.8. Sean M y N R-mdodulos y f : M — N un R-homomorfismo.
Definimos el cokernel de f como:

Cokerf := M/Imf.

Definicién 1.2.9. Sean M y N R-mdédulosy f : M — N un R-homomorfismo.
Decimos que:

(1) f es un monomorfismo, si f es inyectiva.
(2) f es un epimorfismo, si [ es suprayectiva.
(3) [ es un isomorfismo, si f es biyectiva.

Observaciéon 1.2.10. Las definiciones anteriores no son las categoricas.

Ejemplos 1.2.11.

(1) Si gRK < grM, tenemos que la proyeccion candnica w : gM — M /K
es un epimorfismo.

(2) Si RK < rM, tenemos que la inclusion candnica i : pRlKK — grM es un
monomorfismo.

(8) Tenemos que I : pM — rM dada por I(m) = m es un isomorfismo.

La siguiente proposicién caracteriza a los monomorfismos.

Proposiciéon 1.2.12. Sean M y N R-modulos y f : M — N un R-
homomorfismo. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
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(1) f es monomorfismo,
(2) Kerf =0;

(8) Para cada rRK y cada par de R-homomorfismos g,h: K — M, fg =
fh implica g = h;

(4) Para cada rK y cada R-homomorfismo g : K — M, fg = 0 implica
g=20.

Anélogamente la siguiente proposiciéon caracteriza a los epimorfismos.

Proposiciéon 1.2.13. Sean M y N R-modulos y f : M — N un R-
homomorfismo. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) f es epimorfismo;
(2) Imf = N;

(8) Para cada RK y cada par de R-homomorfismos g,h: N — K, gf =
hf implica g = h;

(4) Para cada rK y cada R-homomorfismo g : N — K, gf = 0 implica
g=0.

Proposiciéon 1.2.14. Sean M y N R-modulos y f : M — N un R-
homomorfismo. Entonces, f es un isomorfismo si, y solo si, existe g : N —
M un R-homomorfismo tal que fg = 1In y gf = 1.

Notacién: Con la notacién y propiedades de la Proposicion 1.2.14, se denota
a g como f~ !y selellama la inversa de f. También se dice que M y N son
R-médulos isomorfos y se denota por M ~ N.

Definicién 1.2.15. Sean M, N R-mddulos, f : M — N un R-homomorfismo
y T un R-submddulo de N. Definimos la tmagen inversa de T como:

FUT) = {me M: f(m)eT)}.

Teorema 1.2.16 (El Teorema del Factor). Sean M, M’ N y N’ R-mddulos
izquierdos y f : M — N un R-homomorfismo.
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(1)

(2)

Sig: M — M es un epimorfismo con Kerg < Kerf, entonces
existe un unico homomorfismo h : M' — N tal que f=hg. Es decir, el
siguiente diagrama conmuta.

M— N
7
Ve
7/

g s
/h
/

Ve

M

Mas aun, Kerh = g(Kerf) e Imh = Imf, de donde h es monomor-
fismo si, y solo si, Kerg = Kerf, y h es epimorfismo si, y solo si, f
es epimorfismo.

Sig: N — N es un monomorfismo con Imf < Img, entonces
existe un unico homomorfismo h : M — N’ tal que f=gh. Es decir, el
siguiente diagrama conmuta.

g

M
|
|
hl
|
Y

N/

Mids aiin, Kerh = Kerf e Imh = g~ '(Imf), de donde h es monomor-
fismo si, y solo si, f es monomorfismo, y h es epimorfismo si, y solo
si, Img = Imf.

Las demostraciones de los Teoremas de Isomorfismo se desprenden directa-
mente del Teorema del Factor.

Corolario 1.2.17 (Los Teoremas de Isomorfismo). Sean M y N R-mddulos
1zquierdos.

(1)

Si f: M — N es un epimorfismo, entonces hay un unico isomorfismo

n:M/Kerf — N tal que n(m + k) = f(m).
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(2) Si pRK < rL < gM, entonces M/L ~ (M/K)/(L/K).
(3) Si RH < rRM y pK < gM, entonces (H+ K)/K ~ H/H n K.

Corolario 1.2.18 (El Teorema de la Correspondencia). Sean M y N R-
modulos izquierdos y f : M — N un epimorfismo. Entonces la funcion

F:{RLéRM:KerféRL}—>{RT:RT<RN}
dada por F(L) = f(L) es una funcion biyectiva con inversa
GI{RTiRTgRN}—>{RL<RMZK6TJC<RL}

dada por G(T) = f~HT).
Terminamos esta seccién con la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.19. Sean M y N R-modulosy f,g : M — N R-homomorfismos.
Si M ={(X) y f|lx = g|lx, entonces f = g.

1.3. Exactitud.

En esta seccion estudiaremos el concepto de exactitud, el cual nos serd muy
util en las secciones posteriores. También estudiaremos los conceptos de suma
directa interna y de sucesién exacta corta que se escinde y veremos como se
relacionan dichos conceptos.

Definicién 1.3.1.

(1) Decimos que un par de R-homomorfismos M’ o g
es exacto en M si Imf = Kerg.
(2) Decimos que una sucesion (finita o infinita) de R-homomorfismos
Jn— n fn
—1 n—lf—>Mn—+iMn+1

es exacta si es exacta en cada M;. Es decir, si para cada i se tiene
que Imf; = Kerfi,q.
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Lema 1.3.2. Sea f: M — N un R-homomorfismo. Entonces:

(1) 0-% M -L5 N es eracta si, y solo si, f es un monomorfismo;
(2) ML N — 0 es ezacta si, y solo si, f es un epimorfismo;
(3) 0 — ML N — 0 es exacta si, y solo si, f es un isomorfismo.
Proposicién 1.3.3. Sea f: M — N un R-homomorfismo. Entonces:
0— Kerff@MLN—ﬂ»N/Imf = Cokerf — 0
es exacta, donde i es la inclusion candnica y w la proyeccion candnica.

Definicién 1.3.4. Decimos que una sucesion exacta
0—K-LM-5N—0

es una sucesion exacta corta.

Para definir el concepto de suma directa necesitamos la nocién de R-submodu-
los independientes.

Definicién 1.3.5. Sean M; y My R-submddulos de g M.

(1) Decimos que My y Ms generan a M si M = M, + My (Ver Defi-
nicion 1.1.21);

(2) Decimos que M, y Ms son independientes si M; n My = {0y};

(3) El R-homomorfismo j : My x My — M dado por j(xq1,x2) = 21 + 9
se conoce como el homomorfismo canonico.

Observacién 1.3.6. Usando la notacion de la definicion anterior tenemos
que Imj = My + My y Kerj = {(x,—x) : © € My n Ms}.

Definicién 1.3.7. Sean M, y My R-submodulos de gM. Decimos que M
es la suma directa interna de M; y Ms, y escribimos M = M, @ M,
St

(1) My y My generan a M;
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(2) My y My son independientes.
Lema 1.3.8. Sean My y My R-submddulos de gM. Entonces M = M; @

M, si, y solo si, el homomorfismo canonico 7 : My x My — M es un
isomorfismo.

Definicién 1.3.9. Sean M un R-mddulo izquierdo y My, un R-submddulo
de M. Decimos que My es un sumando directo de M si existe un R-
submodulo My de M tal que M = My, @ M.

Definicién 1.3.10. Sean M un R-mddulo izquierdo y My un sumando di-
recto de M tal que M = My @ M,. Al R-mdodulo My se le llama sumando
directo complementario de M, .

Ejemplo 1.3.11. Consideremos R? como R-espacio vectorial. Tomemos a
M, = {(a,b) € R? : a = 0} y My = {(a,b) € R? : b = 0}. Tenemos que
R? = M, ® M,.

Lema 1.3.12. Sean f : M — N y f' : N — M R-homomorfismos tales
que ff' = In. Entonces f es un epimorfismo, y [’ es un monomorfismo.

Ademds, M = Kerf@® Imf'.

El resultado anterior motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.3.13. Si f: M — N y f': N — M son R-homomorfismos
tales que ff' = Iy, decimos que:

(1) f es un epimorfismo que se escinde.

(2) f' es un monomorfismo que se escinde.

Notacién: Denotamos ;
M—-®—>N-—0
cuando f es un epimorfismo que se esinde.
Y denotamos
f/
0O—N-D—->M

cuando f’ es un monomorfismo que se escinde.
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Ejemplo 1.3.14. Consideremos los siguientes homomorfismos:

f:R? — R ff'R — R2
(z,y) — = r — (,0)

tenemos que ff'(z) = f(f'(x)) = f(x,0) = x. Por lo tanto ff = Ig,
de donde f es un epimorfismo que se escinde y f' es monomorfismo que se
escinde. Ademds, tenemos que R?* = Imf'@Kerf = {(z,0) : z € R}®{(0,y) :
y € R}.

Definicién 1.3.15. Decimos que una sucesion exacta corta
0 — My -1 ML My — 0

se escinde si f es un monomorfismo que se escinde y g es un epimorfismo
que se escinde.

Ejemplo 1.3.16. Consideremos los R-mddulos: My = {(a,0) : a € R} y
My = {(0,b) : be R}. Entonces la sucesion exacta corta
0 —> M; RS My — 0
donde
71_2:R2 I M2 iliMl — RQ
(a,b) ~— (0,b) (a,0) — (a,0)
es una sucesion exacta corta que se escinde ya que mi, = Iy, Yy mats = Iy,
donde:
7T12R2 I Ml iz:Mg —>R2
(a,b) +— (a,0) (0,b) —— (0,b).
Por el Lema 1.3.12 anterior tenemos que R? = Imi, @ Kerm.

La siguiente proposicion caracteriza a una sucesion exacta corta que se es-
cinde.

Proposicion 1.3.17. Los siguientes enunciados acerca de una sucesion exac-

ta
0— M, I M2 M, — 0

son equivalentes:
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(1) La sucesion se escinde;

(2) f es monomorfismo que se escinde;

(3) g es epimorfismo que se escinde;

(4) Imf = Kerg es un sumando directo de M;

(5) Cada homomorfismo h : My — M se factoriza a través de f;

(6) Cada homomorfismo h : M — My se factoriza a través de g.

1.4. Sumas Directas y Producto de Mddulos.

En esta seccion estudiaremos los conceptos de producto directo y de suma
directa.

1.4.1. Producto de Modulos.

Definicién 1.4.1. Decimos que un par (M, (pa)aca)) que consta de un R-
maodulo M y de un conjunto indexado de R-homomorfismos p, : M — M,
con a € A es un producto directo de (My)aca (M, es un R-mddulo
para cada o € A) en caso de que para cada R-médulo N y cada conjunto
(fa)aca de R-homomorfismos fo : N —> M, con a € A ezista un inico R-
homomorfismo f : N — M tal que fo, = pof (€ A). Esto es, el siguiente
diagrama conmuta

N M

Ejemplo 1.4.2. Sea R? que es un R-espacio vectorial de dimension 2.
Sean My = {(a,b) e R? : a = 0} y My = {(a,b) e R* : b = 0}
Ahora consideremos las transformaciones lineales:

p: R — M, p2:R? — M,
(a,b) — (a,0) (a,b) — (0,b)
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Sean fi : R — M y fo : R — M, transformaciones lineales. Tenemos que
la transformacién lineal f : R — R? dada por f(z) = fi(x) + fo(z) es tinica
tal que el siguiente diagrama conmuta

f1

para i = 1,2. De donde (R?, (p;)ieq1,2}) €s un producto directo de (M;)icq1,23-

En la siguiente definicion daremos una descripcion del R-modulo producto.

Definicién 1.4.3. Sean (M, )aeca un conjunto inderado de R-modulos. Se

tiene que en el producto cartesiano, X M,, podemos definir las operaciones:
acA

(xoz)aeA + (ya)aeA = (xoz + ya)aeA; v($a)aeA7 (yoz)aeA e X Ma;'
acA

a<wa)a€A = (axa)aeA; v(xa)aeA e X Ma Yy Ya e R.
acA

Es rutinario verificar que con estas operaciones el conjunto X M, es un
acA
R-mddulo. Se le conoce como el R-médulo producto, y se denota || M,.
acA

El siguiente teorema establece la importancia que tiene el R-mdédulo produc-
to.

Teorema 1.4.4. Sean (M,)aea un conjunto indexado de R-mddulos izquier-
dos, N un R-mddulo izquierdo y (fo)aca R-homomorfismos tales que f, :

: Lo f
N — M, para cada o € A. Entonces existe un inico homomorfismo N — [ M,
acA
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tal que el siguiente diagrama conmuta

N— 1T M,

acA
Jo -
M,,.
Es decir, mof = fo VYa € A, donde w, : || Moy — M,, estd dado por
acA

71—04((-1704)0¢€A) = Tq-
Definicién 1.4.5. Con la notacion del Teorema 1.4.4, tenemos:

(1) El homomorfismo f : N — [] M,, se conoce como el producto
acA

directo de (fo)aca, y se denota f =[] fa-

acA

(2) A la propiedad que cumple el homomorfismo producto directo; esto es

o] fa) = fa, se le llama la propiedad universal del producto
a€eA
directo.

Ejemplo 1.4.6. Sea V un espacio vectorial de dimension 2 sobre un campo
K y sea B = {x1, x5} una base de V. Consideremos:

m :{z1) [] (@2) —<z1) dada por (azy,baz) — azy vy
o i {x1) ] {wa) —> {x2) dada por (axy,bxs) —> brs

Sean f1:V —{x) y fo:V — <x2> tmnsformaczones lineales. Entonces

existe la transformacion lineal f = H fi:V— H<x> dada por f(z) =
i=1
(f1(x), fa(x)) tal que el siguiente diagrama conmmuta pam i=1,2

i

\I:]w

I

U
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2

Es decir, para i = 1,2 se cumple que m;([ ] fi) = [i.
i=1

1.4.2. Suma Directa de Modulos.

En esta subseccion trataremos el concepto dual del producto directo, esto es
la suma directa o coproducto.

Definicién 1.4.7. Decimos que un par (M, (jo)aca) que consta de un R-
mddulo M y de R-homomorfismos j, : My, —> M (para cada o € A) es
un coproducto de (My)aca si para cada R-mddulo y cada conjunto de R-
homomorfismos f, : M, — N («a € A) existe un tinico R-homomorfismo
f: M — N tal que el siguiente diagrama conmuta

N M

para todo a € A.

Ejemplo 1.4.8. Sea R? visto como un R-espacio vectorial de dimension 2.
Sean My = {(a,b) e R?* : a = 0} y My = {(a,b) e R? : b = 0}

Ahora consideremos las transformaciones lineales :
M — R? Jo i My —> R?
(a7 0) — (a, 0) (0’ b) — (0, b)

Sean f1 : My — R y fo : My — R transformaciones lineales tenemos que
f:R* — R dada por f(z) = fi(x1)+ fo(x2), donde x = x1+x9 con vy € M,
y x9 € My es tal que el siguiente diagrama conmuta.

R2

para i = 1,2. Es decir, (R?, (j;)ieq1,2) €s una suma directa de (M;)ieq12.
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Necesitamos la siguiente definicién para dar una descripcion del R-modulo
suma directa.

Definicién 1.4.9. Decimos que un elemento x = (x,) € || M, es cero
aeA

para casi toda o € A si su soporte, s(x) = {a € A: mo(x) = x4 # 0} es
finito, donde my : [ Mo —> M, estd dada por m, () = 4.

acA

Lema 1.4.10. Sea (M,)aea un conjunto indexado de R-mddulos izquierdos.

Entonces
P M, ={ze HMa . s(x) es finito }

acA acA

es un R-submddulo de || M,.
A

Definicién 1.4.11. Dado un conjunto indexado (My)aea de R-mddulos iz-

quierdos. Decimos que el R-mddulo izquierdo @@ M, es la suma directa
acA

externa de (Mgy)aca-

Observacion 1.4.12. Si A es finito, entonces @ M, = [ M,.

acA acA

Definicién 1.4.13. Sea (My)aea un conjunto indexado de R-mdédulos. Con-
sideremos el R-homomorfismo

ia:Ma—>HM5 (VaeA)
BeEA

dado por in(ma) = (zg) € [[ My donde x5 = 0 si f # a y x5 = mgy Si
peA
B = a. A este R-homomorfismo se le conoce como la a-ésima inclusion

natural.

La siguiente proposicién establece que el R-médulo @ M, junto con las
acA
inclusiones naturales (i, )aca €s un coproducto de (My)aea. (Ver definicién

1.4.7).

Proposicién 1.4.14. Sea (M,)aea un conjunto indexado de R-mddulos iz-

quierdos. Entonces la suma directa externa @ M, es un coproducto de (My,)aea
acA
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Observaciéon 1.4.15. Supongamos que f = @ f, es la suma directa de los

A
R-homomorfismos f, : M, — M, «o € A. Como fi, = fo, Va e A
tenemos que Imf, < Imf.

Corolario 1.4.16. Con la notacion de la Proposicion 1.4.14. Si f = D fa,
A
entonces Imf = > Imf, donde
A

mefa = {far (1) + o+ fan(20) s ;€ A},

Una vez habiendo definido la suma directa externa, veamos el concepto de
suma directa interna.

Definicién 1.4.17. Supongamos que (My)aca €s un conjunto indexado de R-
submaédulos de M. Sean jo : My —> M los correspondientes homomorfismos
inclusion candénica (para cada o € A). Decimos que M es la suma directa
interna de sus R-submddulos (Mg,)acaSi

]_G—)]a @M — M

acA

T = (xa)aeA —_ %]a@ja) =D 7

A

es un isomorfismo. Se denota a la suma directa interna de M por M =

D M..

acA

Ejemplo 1.4.18. Consideremos a R™ como un R-espacio vectorial de di-
MENSIon n.

Consideremos los R-submddulos de R™, M; = {(x1,...,2,) € R" : x) =
0, Vk # i} y sean j; : M; — R"™ las inclusiones canonicas para cada

ie{l,...,n}.
Entonces j = @ ji : P M; — R™ dada por j(x) = (21,0,...,0) + ... +
0,...,0,2;,0,...,0) +...4+(0,...,2,) es claramente un isomorfismo.

Por lo que R™ es la suma directa interna de sus R-submoddulos M; i =
1,...,n.
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El siguiente resultado nos proporciona una caracterizacion de la suma directa
mterna.

Proposicién 1.4.19. Sea (M, )aeca un conjunto indexado de R-submddulos
de M. Entonces M es la suma directa interna de (My)aea Si, y s6lo si, cada

x € M se puede escribir de manera inica como x = > T, con T, € M, con
acA
solo un numero finito de x,, distinto de cero.

Necesitamos la siguiente definicién para dar otra caracterizacion de la suma
directa interna de un R-médulo M.

Definicién 1.4.20. Sea (M, )aca un conjunto indexado de R-submddulos de
M. Decimos que (My)aca es independiente si para cada o € A se tiene
que:

My () Mg) = {0}

pra

Observacion 1.4.21. Notemos que la definicion anterior es consistente con
la definicion de R-submaodulos independientes para el caso en le que el con-
Junto indezado consta de solo dos R-submddulos. (Ver definicion 1.3.5).

Ejemplo 1.4.22. Considera los R-submddulos de R™, M; = {(z1,...,z,) €
R™:xzr =0, Vk#j} para toda je{l,...,n}.

Veamos que el conjunto (Mj)j€{17,_.7n} es un conjunto independiente de R-
submaodulos de R™.

Sea (z1,...,x,) € Mj n (X My). Por estar (z1,...,x,) € M; tenemos que
k#j
x = 0 Yk # j. Por otro lado, por estar (z1,...,x,) € Y, My tenemos que
k#j
xj = 0. Por lo tanto (z1,...,2,) = (0,0...,0).

De donde, M; n (Y, My) ={0} Vje{l,...,n}.

k#j

Como corolario de la Proposicién 1.4.19 tenemos el siguiente resultado. (Ver
Definicién 1.1.21).
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Corolario 1.4.23. El R-mddulo M es la suma directa interna de sus R-
submddulos (My)aeca S, y s0lo si, (My)aea €s un conjunto independiente y
genera a M.

La siguiente definicion va ser de gran utilidad en la secciones posteriores.

Definicién 1.4.24. Si los R-submddulos (My)aea de M son idependientes,

decimos que la suma Y, M, es directa y escribimos
acA

> My =P M,

acA acA

También podemos referirnos a esta suma como una descomposicion di-
recta de > M,,.

acA

1.5. Idempotentes y Mdédulos Inescindibles.

En esta seccién estudiaremos a los endomorfismos idempotentes y a los R-
modulos inescindibles. Durante toda la seccién trabajaremos con la suma
directa interna de un R-médulo.

1.5.1. Endomorfismos Idempotentes.

Empezamos esta subseccién estudiando el concepto de endomorfismo idem-
potente. Veremos que este concepto esta intimamente ligado con la descom-
posicion en suma directa interna de un R-moddulo.

Definicién 1.5.1. Sea K un sumando directo de M con sumando directo
complementario K', es decir, M = K ® K'. Definimos px : M — K dada
por px(m) = myg, donde m = mg + mg.

A pg se le conoce como la proyeccion de M sobre K a lo largo de
K'.

Observacién 1.5.2. Con la notacion de la definicion anterior se tiene que
la proyeccion de M sobre K a lo largo de K', px, es un epimorfismo.
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Ejemplo 1.5.3. Sean M = R?*, K = {(a,0) : a € R} y K’ = {(a,a) : a € R}
es claro que M = K ® K' y px : M — K dada por pk(a,b) = (a —b,0) ya
que (a,b) = (a —b,0) + (b,D).

Ademds tenemos que Ker p = {(a,b) : (a—b,0) = (0,0)} de donde a—b =0
y por lo tanto a = b. Esto es, Ker p, = K'.

Lema 1.5.4. Si M = K @ K’, entonces la proyeccion de M sobre K a lo
largo de K' es el unico epimorfismo

pKZM—>K
que satisface pi|x = I y Ker px = K.

Lema 1.5.5. Sea K un sumando directo de M con sumando directo comple-
mentario K'. Es decir, M = K®K'. Entonces pxr : M — K’ (la proyeccion
de M sobre K' a lo largo de K ) estd dada por px:(m) = m — pg(m).

La siguiente proposiciéon caracteriza cuando un R-submodulo L de M es un
sumando directo complementario de K.

Proposicién 1.5.6. Sean M = K ® K’, pg : M — K la proyeccion de M
sobre K a lo largo de K" y L un R-submddulo de M. Entonces M = L @ K’

si, y solo si, px : L — K es un isomorfismo.

Definicién 1.5.7. Dado un R-mddulo M, denotamos por End(grM) al con-
gunto de todos los endomorfismos de M. FEsto es,

End(gkM) ={f: M — M : f es un R-homomorfismo }.

Es facil ver que End(grM) es un anillo asociativo con uno. Se le conoce como
el anillo de los endomorfismos de M.

Definicién 1.5.8. Sean M = K ® K' y px : M — K (la proyeccion de
M sobre K a lo largo de K'). Definimos ex € End(grM) dado por ex(m) =
Pr(m).

Observacion 1.5.9. Con la notacion de la Definicion anterior es claro que
ex es un R-homomorfismo.
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Lema 1.5.10. Con la notacién de la Definicidn anterior se tiene que €3 =
ex e Im(ex) = K.

Recordemos que, dado R un anillo asociativo con 1g, se tiene que un elemento
e € R es idempotente si e? = e. Es claro que Or v 1 son siempre elementos
idempotentes en R.

Notacién: Dado un endomorfismo idempotente e € End(gM), denotamos
algunas veces a I'm(e) la imagen de M bajo e, por Me.

El siguiente lema establece las principales propiedades que satisfacen los en-
domorfismos idempotentes.

Lema 1.5.11. Sea e un endomorfismo idempotente de M. Entonces
(1) Id — e es idempotente en End(grM);
(2) Kere={xeM:zx=x(ld—e)}=Im(ld—e);
(3) Ime={xreM:x=uxe} =Ker(ld—e);

Como consecuencia inmediata del Lema 1.5.4 y del Lema 1.5.11 tenemos.

Corolario 1.5.12. Si M = K ® K’, entonces existe un unico endomorfismo
idempotente ex € End(pM) tal que K = Me y K' = M(Id — eg).

1.5.2. Los idempotentes de una descomposicion.

Una vez habiendo estudiado el concepto de endomorfismo idempotente de un
R-moédulo M, estudiaremos la relacion de éste con el concepto de suma di-
recta interna del R-mdédulo M. Para lo anterior usaremos el Corolario 1.5.12.

Supongamos que M tiene una descomposicion en suma directa interna de

(M4y)aea, es decir M = @ M,. Entonces para cada a € A
acA

M =M, @ () Mp).

pra
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Por el Corolario 1.5.12, tenemos que para cada o € A existe un unico e, €

End(rM) tal que M, = Me, y Ker e, = >, M. Esto motiva la siguiente
B#a
definicién.

Definicién 1.5.13. Liamamos a (e4)aca los idempotentes para la des-

composicion M = @ M,, y para cada o € A llamamos a e, el idem-
acA
potente para M, en esta descomposicion.

De hecho se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 1.5.14. Sea (M, )aca un conjunto inderado de R-submddulos

de M. Entonces M = @D M, si, y solo si, existe un conjunto indexado
acA
(a)aca de idempotentes en End(gM) tales que para cada o € A, M, =

Me, y Ker e, = >, Mj.
fra

Ejemplo 1.5.15. Sea gM =R3 y M = M, ® My @ M3 con M; = {(a,0,0) :
a€R}, My ={(0,b,0):beR} y M3 = {(c,c,c) : ce R}.

Tenemos que

e1 : R¥ — R?® dado por ei(a,b,c) = (a —¢,0,0), e : R® — R3 dado por
ea(a,b,c) = (0,0 —¢,0) y ez : R® — R? dado por e3(a,b,c) = (c,c,c), es un
conjunto indezado de idempotentes en g M tales que para toda o € {1,2,3}

M, = Me, y Ker e, = Y, Mg. De donde (e1, ez, e3) son los idempotentes
a#3
para esta descomposicion.

Definicién 1.5.16. Dado un conjunto de idempotentes (€4)aca de un anillo
R se dice que los idempotentes son ortogonales si eje; = d;;e; para toda
i,7 € A, donde 6;; es la delta de Kronecker.

Ejemplo 1.5.17. Retomando a los idempotentes del Ejemplo 1.5.15 dados
por:

e; : R¥ — R3 donde e;(a,b,c) = (a — ¢,0,0).
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ey : R3 — R3 donde ey(a,b,c) = (0,0 —¢,0).
ez : R3 — R3 donde e3(a, b, c) = (¢, ¢, c).

Tenemos que (e, ea,€3) €s un conjunto de idempotentes ortogonales. Verifi-
quemos la condicion para i # j.

eres = e1(0,b—¢,0) = (0,0,0),
ege; = ex(a —¢,0,0) = (0,0,0),
erez = eq(c,c,c) = (0,0,0),
ese; = e1(a—¢,0,0) = (0,0,0),
eges = ex(c, ¢, c) = (0,0,0),
eses = e3(0,b—¢,0) = (0,0,0).

Del Lema 1.5.11 tenemos de forma inmediata el siguiente corolario.

Corolario 1.5.18. Los idempotentes (€q)aca para una descomposicion M =
@ M, son ortogonales.

acA

Definicién 1.5.19. Decimos que un conjunto finito de idempotentes orto-
gonales ey, ...,e, en un anillo R es completo si e; + ---+,e, = 1r con
1R e R.

Corolario 1.5.20. Sean M, Ms, ..., M, R-submddulos de M. Entonces M =
Mi®M>®---®M, si, y solo si, existe un conjunto completo de idempotentes
ortogonales ey, ez ..., e, € End(gM) con M; = Me; para i € {1,...,n}.

Ejemplo 1.5.21. Retomando a los idempotentes del Ejemplo 1.5.15 dados
por:

e; : R® — R? dada por e;(a,b,c) = (a — ¢, 0,0).
ey : R3 — R3 dada por es(a,b,c) = (0,0 —¢,0).
ez : R3 — R3 dada por e3(a,b,c) = (c,c,c).

Veamos que el conjunto (e, ea, e3) es completo.
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e1 +ex+esz(a, b, c) = er(a,b,c) + es(a, b, c) + ez(a, b,c) = (a—¢,0,0) + (0,b—
¢,0) + (¢,c,¢) =(a—c+e,b—c+c,c) = (a,b,c) = Idgs(a,b,c).

Por lo tanto, €1 + ex + e3 = Idrs = 1gnaurs)-

1.5.3. Modbdulos Inescindibles.

Por ultimo en esta subseccién estudiaremos el concepto de R-mddulo inescin-
dible. En particular, veremos cémo se relaciona dicho concepto con la nocién
de endomorfismo idempotente primitivo.

Definicién 1.5.22. Sea M un R-mddulo no cero. Decimos que M es ines-
cindible si sus unicos sumandos directos son M y {0p}.

Ejemplo 1.5.23. Se tiene que zZ es inescindible como Z-maodulo.

Supongamos que 77 = Za @ Zb de donde 1 = ma + nb con m,n € Z 1y por lo
tanto (a,b) = 1.

Pero ba € Za n Zb = 0, de donde ba = 0 y entonces b =0 6 a = 0, por lo
cual Za =0 6 Zb = 0. Por lo tanto, 37 es inescindible.

Proposicién 1.5.24. Sea e un idempotente en End(grM). Entonces hay un
isomorfismo de anillos

¢ eEnd(gM)e — End(grMe)

dado por
o(ese) : Me — Me

re —> zx(ese)
donde s € End(rM).
Definicién 1.5.25. Decimos que un idempotente e € R es primitivo si

e = e1+ey con ey y eg tdempotentes ortogonales, implica que e; = 0 6 e5 = 0.

La siguiente proposicién establece como se relaciona el concepto de endomor-
fismo idempotente primitivo con el de R-mddulo inescindible.
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Proposicion 1.5.26. Sea M un R-mddulo no cero. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) M es inescindible;
(2) 0 y Idy son los dnicos idempotentes en End(grM);

(3) Idy es un idempotente primitivo en End(gM).

El siguiente corolario nos proporciona una caracterizacién de los sumandos
directos inescindibles.

Corolario 1.5.27. Sean M un R-mddulo y e = €* € End(gM) con e # 0.
Entonces Me es inescindible si, y solo si, e es un idempotente primitivo.
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CAPITULO 1. MODULOS.



Capitulo 2

Teoria Avanzada de Modulos.

Una vez que ya hemos estudiado los resultados basicos relacionados con los
R-modulos, abordaremos ahora los conceptos de ciertos R-modulos especia-
les tales como R-moédulo semisimple, R-modulo artiniano, R-médulo noet-
heriano, etc. Estos nuevos conceptos nos permitiran enunciar y demostrar el
Teorema de Jordan-Holder y el Teorema de Krull-Schmidt.

2.1. Moébdulos Semisimples, El Soclo y el Ra-
dical.

2.1.1. Modbdulos Semisimples.

Recordemos que como R es un anillo asociativo con 1g, entonces R es fini-
tamente generado y por lo tanto R tiene ideales maximales; de donde por el
Corolario 1.1.30 tenemos que existen R-modulos simples.

Definicién 2.1.1. Sea (T,)aea un conjunto indexado de R-submddulos sim-
ples de un R-modulo M.

(1) Si gM es la suma directa (interna) de (Ty)aca, entonces decimos que

M = @PT, es una descomposicion semisimple de M.
A

(2) Decimos que un R-mddulo M es semisimple si tiene una descompo-
sicion semisimple.

33



34 CAPITULO 2. TEORIA AVANZADA DE MODULOS.

Ejemplos 2.1.2.
(1) Si gM es simple, entonces M es semisimple.

(2) R? es un R-mddulo semisimple ya que R? = {(a,0) : a € R} @ {(0,b) :
be R} es una descomposicion semisimple de R2.

Una de las propiedades mas importantes de los R-mddulos simples nos la da
la Proposicion 2.1.4. Para demostrar dicha proposicién es necesario establecer
primero el siguiente lema.

Lema 2.1.3. Sea (T,)aca un conjunto indexado de R-submddulos simples de

M. Si
M=>'T,
acA

entonces para cada R-submddulo K de M hay un subconjunto B < A tal que
(T3)pen es independiente y M = K & (P 1p).
B

Del Lema 2.1.3 tenemos como consecuencia el siguiente resultado. Ver defi-
nicion 1.1.21.

Proposicion 2.1.4. Si M es un R-mddulo izquierdo generado por un conjun-
to indexado de R-submddulos simples (Ty)aea, entonces hay un subconjunto

B < A tal que
M = @Tg.
B

En particular, M es semisimple.

Proposicion 2.1.5. Sea M un R-mddulo izquierdo semisimple con descom-
posicion semisimple M = @ Ts. Si
A
f g
0— gRK—gM —5gN — 0
es un sucesion exacta corta, entonces se tiene:

(1) La sucesion se escinde;

(2) RK y rIN son semisimples;



2.1. MODULOS SEMISIMPLES, EL SOCLO Y EL RADICAL. 35

(3) Existe un subconjunto B < A e isomorfismos tales que

N~@PT; y K=~@PT.
B A\B

El resultado anterior nos dice que cada R-submoddulo y cada cociente de un
R-modulo semisimple es semisimple.

Corolario 2.1.6. Sea (Ty)aca un conjunto indexado de R-submddulos sim-
ples de M. Si gT es un R-submoddulo simple de M tal que

T ) Ta#0,
A

entonces hay un a € A tal que T, ~T.

Terminamos esta seccion con el siguiente resultado, el cual caracteriza a los
R-médulos semisimples.

Teorema 2.1.7. St M es un R-modulo izquierdo, entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(1) rM es semisimple;
(2) rRM es la suma de un conjunto de R-submddulos simples;
(3) rM es la suma de sus R-submddulos simples;
(4) Cada R-submddulo de gM es un sumando directo de g M ;
(5) Cada sucesion ezxacta corta

0 — rK L gM % pN — 0

se escinde.
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2.1.2. El Soclo y El Radical.

En esta subseccion estudiaremos el concepto del soclo y el radical de un
R-modulo izquierdo, conceptos que seran de gran importancia en secciones
posteriores.

Definicién 2.1.8. Sea M un R-mddulo izquierdo. Definimos el soclo de
M como la suma de todos sus R-submaodulos simples. Es decir,

SocMzZSa

acA

donde S, es un R-submddulo simple de M.
Ejemplos 2.1.9.

(1) Consideremos a Zy = {0,1,2,3} como Z-mddulo. Tenemos que N =
{0,2} es el tinico Z-submddulo simple de Z,, entonces Soc Z, = {0,2}.

(2) Consideremos a R™ como un R-espacio vectorial de dimension n. Los
R-mddulos simples son los R-mddulos (R-subespacios vectoriales) de
dimension 1.

Tomemos los R-submddulos

Ny ={(#1,...,2,) eR" 1, =0 Vk #1}, Vie{l,... ,n}

n

Sabemos que R™ = @ N;, entonces por el Teorema 2.1.7, R"™ es semi-
i=1
simple y por tanto Soc R" = R™.

Definicién 2.1.10. Sea M un R-mddulo izquierdo. Definimos el radical
de M como:

Rad M = ﬂ{RK < rM : K es mazimal en M}.
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Ejemplo 2.1.11. Consideremos a Z como un Z-mddulo. Sabemos que Zp
con p primo es un Z-submddulo mazimal de Z, de donde Rad 7 = {0}.

Para continuar con el desarrollo de esta seccion necesitamos la definicion de
un R-mddulo esencial y de un R-mddulo superfluo.

Definicién 2.1.12.

(1) Decimos que un R-submodulo rK de pM es esencial (o grande) en
rM denotado
rIC R M,

st para cualquier R-submodulo gL < gM tal que,
rK N gL = {0} se tenga que rL = 0.
(2) Decimos que un R-submddulo pK de pM es superfluo (o pequerio)

en M denotado
RK < RM,

st para cualquier R-submodulo gL < gM tal que,

rK + rL = M se tenga que R = gM.

Ejemplo 2.1.13. Consideremos Z4 = {0,1,2,3} como Z-mddulo. Tenemos
que {0,2} es Z-submddulo esencial y superfluo de Zy ya que Zy4,{0,2} y {0}
son los unicos Z-submodulos de Z,.

Las siguientes proposiciones caracterizan al soclo y al radical de un R-mddulo
M.
Proposicién 2.1.14. Si M es un R-modulo izquierdo, entonces
Soc M = ﬂ{RL < rM : L es esencial en M}.
Proposicion 2.1.15. Si M es un R-mddulo izquierdo, entonces

Rad M = Z{RL < rM : L es superfluo en M}.

A continuacién revisaremos algunas propiedades importantes del soclo de un
R-médulo M.
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Proposicion 2.1.16. Sean M y N R-mddulos izquierdos y sea f : M —> N
un R-homomorfismo. Entonces

f(Soc M) < Soc N.
Corolario 2.1.17. Sea M un R-modulo y sea K < M. Entonces
Soc K = K n Soc M.

En particular,

Soc(Soc M) = Soc M.

Proposicién 2.1.18. Si (M, )aeca €s un conjunto indexado de R-submddulos
de M tal que M = @ M,, entonces
A

Soc M = (—DSOC M,.
A

Para terminar esta subseccion ahora revisaremos algunas propiedades impor-
tantes del radical de un R-moédulo M.

Proposicion 2.1.19. Sean M y N R-moddulos izquierdos y sea f: M —> N
un R-homomorfismo. Entonces

f(Rad M) < Rad N.

Proposicion 2.1.20. Si f : M —> N es un epimorfismo y si Kerf <
Rad M, entonces Rad N = f(Rad M). En particular,

Rad (M/Rad M) = 0.

Proposicion 2.1.21. Si (M,)aea €s un conjunto indexado de R-submddulos
de M tal que M = @ M,, entonces
A

Rad M = @Rad M,.
A
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2.2. Moébdulos Artinianos y Noetherianos.

En esta secciéon veremos la definicion de un R-mdédulo artiniano y de un
R-moédulo noetheriano. Asi como algunas propiedades importantes.

Antes de dar la definicion de un R-moédulo artiniano y de un R-mdédulo
noetheriano vamos a revisar los conceptos conocidos como las condiciones de
cadena.

Definicién 2.2.1.

(1) Decimos que un conjunto L de R-submddulos de M satisface la con-
dicion ascendente de cadena si para cualquier cadena ascendente

Li<Ly<...<L,...
en L, hay un nimero ng € N tal que L, +; = Ly, parai=1,2,...

(2) Decimos que un conjunto L de R-submddulos de M satisface la condi-
cion descendente de cadena si para cualquier cadena descendente
LizLy>...2L,...
en L, hay un nimero ng € N tal que Ly +; = Ly, parai=1,2,...
Ejemplos 2.2.2.

(1) Sea gV un F-espacio vectorial de dimension finita, entonces cada con-
junto L de F-subespacios de pV satisface la condicion ascendente de
cadena.

(2) Sea gV un F-espacio vectorial de dimension finita, entonces cada con-
gunto L de F-subespacios de gV satisface la condicion descendente de
cadena.

Definicién 2.2.3.

(1) Decimos que un R-mddulo M es noetheriano, si para cada cadena
ascendente de R-submodulos de M

Ly <Ly <...<L,...

existe un numero ng € N tal que L,,; = Ly, parai =1,2,.... Es decir,
toda cadena ascendente Ly < Ly < ... < L, ... de R-submddulos de M
satisface la condicion ascendente de cadena.



40 CAPITULO 2. TEORIA AVANZADA DE MODULOS.

(2) Decimos que un R-mddulo M es artiniano, si para cada cadena des-
cendente de R-submodulos de M

existe un numero ng € N tal que Ly,,; = Ly, parai =1,2,.... Es decir,
toda cadena descendente Ly = Ly > ... > L, ... de R-submddulos de
M satisface la condicion descendente de cadena.

Ejemplos 2.2.4.
(1) 27 es noetheriano pero no es artiniano.
(2) Un espacio vectorial de dimension finita gV es noetheriano y artiniano.

Para poder dar una caracterizacion de los R-mddulos artinianos y noethe-
rianos, respectivamente, necesitamos dar la definicién de un R-modulo fi-
nitamente cogenerado y recordar la definicion de un R-mddulo finitamente
generado.

Definicién 2.2.5. Decimos que un R-mddulo izquierdo M es finitamente
cogenerado en caso de que para cada cualquier subconjunto de R-submddu-

los de M con (| N = {0}, se tiene que existe un subconjunto finito F < A
NeA
tal que (| N = {0}.
NeF

Ejemplo 2.2.6. Sea S un R-mddulo simple. Entonces el conjunto A de todos
los R-submddulos de S, consta de dos elementos. Por lo que si()S; = {0g},
A

entonces {0g} € A. Como A es finito podemos escoger a F = A tal que
(1 S; = {0s}. Por lo tanto, S es finitamente cogenerado.
]:

Recordemos que un R-médulo M es finitamente generado si tiene un conjunto
generador finito. El siguiente lema nos da una caracterizacion de un R-médulo
finitamente generado.

Lema 2.2.7. Sea M un R-mddulo. Los siguientes enunciados son equivalen-
tes:
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(1) Para todo conjunto A de R-submddulos de M con >, N = M euxiste
NeA
un subcongunto finito F < A tal que >, N = M;
NeF

(2) M es finitamente generado.

La siguiente proposicién nos proporciona una caracterizacién de un R-mdédulo
artiniano. Para la demostracién de dicha proposicion se requiere el Teorema
de la Correspondencia.

Proposicion 2.2.8. Sea M un R-mddulo. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(1) rM es artiniano;
(2) Cada R-mddulo factor de gpM es finitamente cogenerado;

(3) Cada conjunto no vacio de R-submddulos de rM tiene un elemento
manimal.

Andalogamente, la siguiente proposicién nos proporciona una caracterizacién
de un R-moédulo noetheriano.

Proposiciéon 2.2.9. Sea M un R-mddulo. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(1) rM es noetheriano;

(2) Cada R-submddulo de RM es finitamente generado;

(3) Cada conjunto no vacio de R-submddulos de rM tiene un elemento
mazimal.

El siguiente resultado establece, en particular, que todo R-submoddulo de un
R-moédulo artiniano (noetheriano) también es artiniano y (noetheriano).
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Proposicién 2.2.10. Sea
O—>RK—>RM—>RN—>O

una sucesion exacta corta. Entonces gM es artiniano (noetheriano) si, y sélo
si, RK y rIN son artinianos (noetherianos).

De la proposicién anterior obtenemos de manera inmediata el siguiente co-
rolario.

Corolario 2.2.11. Sea pRM = M ® M; ® --- ® M,,. Entonces pM es ar-
tiniano (noetheriano) si, y sdlo si, cada M; (i = 1,...,n) es artiniano
(noetheriano).

Terminamos esta seccién con la siguiente proposicién, la cual sera retomada
en la seccion 2.4.

Proposicién 2.2.12. Sea M un R-mddulo (no cero) que sea artiniano o
noethertano. Entonces existe una descomposicion de M en suma directa de
R-submodulos

M=M®M D - ®M,,

donde cada R-mddulo M; es inescindible (i = 1,...,n).

2.3. Moébdulos de Longitud Finita.

En esta seccién introduciremos el concepto de R-modulos de longitud finita
y probaremos el Teorema de Jordan-Holder.

Recordemos que un R-modulo M es semisimple si g M es la suma de R-modu-
los simples. Una caracterizacion de estos R-mddulos es: p M es semisimple si,
y sélo si, cada R-submédulo de M es un sumando directo de g M. (Ver Teore-
ma 2.1.7). Como consecuencia de lo anterior se tiene que cada R-submédulo
y cada R-médulo cociente de un R-moédulo cociente de un R-mddulo semi-
simple g M es semisimple. Pero en general la categoria de los R-mddulos
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semisimples, no es cerrada bajo extensiones. Esto conduce al estudio de R-
modulos de longitud finita, que es la categoria mas pequena cerrada bajo
extensiones que contiene a los R-modulos simples.

Definicién 2.3.1. Sea M un R-mddulo.

(1) Decimos que un R-mddulo M es de longitud finita, si hay una cadena
descendente finita de R-submddulos, la cual se conoce como filtracion
finita

FC M=M0>M1>>Mn=()

tal que M;/M;, 1 es cero o simple para todo i =0,...,n — 1.

(2) Decimos que dicha filtracion F' de M es una serie de composicion
generalizada y a los R-mddulos cociente no cero M;/M; 1 los llama-
mos los factores de composicion de la filtracion F'.

(8) Si ningin R-mddulo cociente M;/M;. 1 es cero para i = 0,...,n — 1,
entonces F' se dice que es una serte de composicion para M.

(4) Para cada R-mdédulo simple S denotamos por mkE (M) al nidmero de
factores de composiciéon de F que son isomorfos a rS. A
m& (M) se le conoce como la multiplicidad de rS en rM con
respecto a la serie de composicion generalizada de F'.

(5) Definimos la longitud de M con respecto a la filtracion F,
denotada, lp(M), como Y, mE(M); donde la suma se toma sobre todos
los R-modulos simples.

(6) Definimos la longitud de M, denotada por [(M) como el minimo
de las longitudes lp(M) y la multiplicidad de rS en rM, denotada por
ms(M) es el minimo de m¥(M).

Ejemplo 2.3.2. Consideremos gR> = g N1 @ g No D g N3

rNV1 = {(a,0,0) : a € R}, gNy = {(0,0,0) : be R} y gN3 = {(0,0,¢) : ce R}
se tiene que
R3>N1@N2>N1>O

es una filtracion finita de R-submddulos de gR®.
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Ahora bien, lo que nosotros queremos demostrar es que la multiplicidad del
R-médulo gS en gM, m§ (M), no depende de la serie de composicién F de
M. De esto se desprende que la longitud de M, [(M), no depende de la serie
de composicion F'.

Para ello, consideramos

/ g
0— rA—-rB—= rC —0.
una sucesion exacta corta y sea F' una serie de composicion generalizada
B=By=B1>...2B,=0.

de B. La serie de composicion generalizadas F' induce series de composicion
generalizadas F’ de Ay F”" de C dadas por:

A=f'B)=zf'B)=...=2 (B, =0

y
C=9gB)=g(B)=...29(B,) =0.

Donde f~Y(B,) = 0, ya que f es monomorfismo y C' = g(B), ya que g es
epimorfismo. Escribimos f~1(B;) = A; y g(B;) = C;.

Proposicion 2.3.3. Considerando la notacion anterior se tiene:

(1) Para cada R-mddulo simple gS':

mg (A) +m§ (C) = mg(B);

(2) lp/(A) + g (C) = Ip(B).
A continuacién enunciaremos y probaremos el Teorema de Jordan-Holder.

Teorema 2.3.4 (Jordan-Hoélder). Sea B un R-mddulo de longitud finita, F'
y G dos series de composicion para B. Entonces para cada R-mddulo simple
S tenemos que:

m(B) = mg(B),
y por tanto
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Demostracion.
Haremos la prueba por induccién sobre la longitud de gB, (g B).

Sil(gB) = 0. Tenemos que existe una serie de composicién generalizada, H,
de RBZ

rB=DBy>DB;>...>2 DB, =0,
tal que ly(rB) = l(gB) = 0. Entonces para todo R-mdédulo simple S, tene-
mos que Y, m(B) = 0, de donde m¥ (B) = 0V S simple por lo cual,

Bi/Bi+1:07 \V/ZG{O,,’I’L—l},

de donde By = By =...=B,_1 = B,,. Como B,, = 0, se tiene que B =0y
por tanto se tiene trivialmente el resultado en este caso.

Sil(gB) = 1. Tenemos que existe una serie de composicién generalizada, H,
de RBI

rRB=DBy>DB1>...>2 B, =0,
tal que ly(grB) = l(gB) = 1. Entonces B;/B;.; ~ S para algin R-mddulo
simple S 'y B;/Bj41 = 0 para toda j # ¢ De donde, B = B; y denotemos por
K a Bi+1-

Consideremos la sucesién exacta
0— K—B-">B/K—0

Como H es una serie de composicion generalizada para grB tenemos por la
Proposicién 2.3.5 que existen H' y H” series de composicién generalizadas
para K y B/K respectivamente, y

Ui (K) + lgn(B/K) = 1 (B) = 1.

De donde, lH/(K) =0 y ZH//(B/K) =156 lH/(K) =1 y lH//(B/K) = 0.
Claramente el segundo caso no puede pasar ya que ly+(B/K) = 0 implica,
por el caso anterior, que B/K = 0. Lo cual es una contradiccién, ya que
B/K ~ S para algin R-mdédulo simple.

De donde sélo tenemos el caso Iy (K) = 0y lgs(B/K) = 1. Como lg/(K) =0
tenemos que, por el caso anterior que K = 0y por tanto B ~ B/K ~ S. Es
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decir, B es un R-modulo simple. Por lo tanto, el resultado se sigue de manera
inmediata.

Supongamos que se cumple el resultado para [(rB) < n — 1.

Ahora, si l[(gkB) = n > 1, entonces tenemos que existe una serie de composi-
cion generalizada H de g B:

rRB=DBy>DB1>...2 B, =0,
tal que lg(grB) = l(gB) = n. De donde gB no es un R-médulo simple y por

tanto rB tiene un R-submédulo 0 # rA < gB.

Asi pues podemos considerar la siguiente sucesién exacta
7 ™
0— A—B—B/A—0.

Como H es una serie de composicion generalizada de rB, tenemos por la
Proposicion 2.3.5 que existen H' y H” son series de composicién generalizadas
de Ay B/A respectivamente, tales que

lg(A) + Iy (B/A) = lg(B).
Como I(A) + I(B/A) < lg(A) + lgr(B/A) = ly(B) = I(B), se tiene que

[(A) < I(B) y I(B/A) < I(B). Veamos primero que [(A) < I(B) y que
[(B/A) < I(B).

Supongamos para llegar a un contradiccién que [(A) = [(B). Entonces [(B/A)
0. Lo cual es una contradiccién ya que A # B.

Ahora si suponemos que [(B/A) = [(B). Entonces I(A) = 0 Lo cual es una
contradiccion ya que A # 0.

Por lo tanto, I(A) < I(B) y l(B/A) < I(B).

Ahora bien, sean F'y GG dos serie de composicién de B y consideramos F’ y
G’ las filtraciones inducidas de A. Como [(A) < [(B), entonces por hipétesis
de induccién tenemos que para cada R-médulo simple S, m& (A) = m§' (A)

y lp(A) = la(A) = I(A).

Analogamente consideremos F” y G” las filtraciones inducidas por F' y G
de B/A. Como [(B/A) < l(B), entonces por hipdtesis de induccién tenemos
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que para cada R-médulo simple S, m%"(B/A) = m§"(B/A) y lp«(B/A) =

Finalmente por la Proposicién 2.3.5 tenemos que m% (B) = m& (A)+m%" (B/A)
y m$(B) = m§ (A) + m§ (B/A) y ademés lp(B) = lp(A) + lp(B/A) y
la(B) = le/(A) + lgn(B/A).
Por lo tanto, m%(B) = m$(B) y lp(B) = lg(B) = [(A) + [(B/A) = (B).

]

Como consecuencia directa del Teorema de Jordan-Holder tenemos los si-
guientes corolarios.

Corolario 2.3.5. Sea
0— prA— pB— rC —0
una sucesion exacta de R-modulos de longitud finita. Entonces
I(A)+1(C) =U(B).

Corolario 2.3.6 (El teorema de la dimension). Sean M un R-mddulo de
longitud finita, N y K R-submddulos de gM . Entonces

K4+ N)+I(KnN)=IK)+I(N).
EL siguiente resultado nos proporciona una caracterizacién de los R-moédulos

de longitud finita no-cero

Teorema 2.3.7. Sea rkM R-mddulo no cero. Entonces gM tiene una serie
de composicion si, y solo si, M es artiniano y noetheriano.

Lema 2.3.8. Sea M un R-mddulo y f: M — M un endomorfismo de M.

(1) Si RM es artiniano, entonces Imf" + Kerf" = M para algin n € N.
Ademas f es un automorfismo si, y solo si, f es un monomorfismo.
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(2) Si gRM es noetheriano, entonces Imf™ n Ker ™ = 0 para algin n € N.
Ademds f es un automorfismo si, y solo si, f es un epimorfismo.

Proposicién 2.3.9. St M es un R-mddulo de longitud finita n y f un en-
domorfismo de M, entonces

M =Imf"® Kerf".

Corolario 2.3.10. Sea M un R-mddulo de longitud finita y f un endomor-
fismo de M. Entonces los siguientes resultados son equivalentes:

(1) f es monomorfismo,
(2) f es epimorfismo;

(3) f es isomorfismo.

2.4. Descomposicién de Modulos en Inescin-
dibles

En esta seccion estudiaremos las descomposiciones en R-modulos inescindi-
bles, las cuales utilizaremos para demostrar el Teorema de Krull-Schmidt.

Definicién 2.4.1. Sea M un R-mddulo izquierdo y sea (My)aea un conjunto
indezado de R-submodulos de rM . Decimos que una descomposicion de gM

RM:@MOL
A

es una descomposicion en inescindibles, en caso de que cada M, sea
inescindible.

Ejemplo 2.4.2.
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(1) Sea S un R-mddulo semisimple. Consideremos la descomposicion de
RrS.
RS = @ Sa
A

con S; simple. Se tiene que ésta es una descomposicion en inescindibles.

(2) Sea M un R-mddulo artiniano o noetheriano, por la Proposicion 2.2.12
existe una descomposicion de rRM en suma directa de R-submddulos

RM =My @ My® - - D M,,
donde cada R-médulo M; es inescindible (i = 1,...,n).

Definicién 2.4.3. Sea M un R-maodulo y
rRM =@ M, =P Bs
A B

dos descomposiciones de rM. Decimos que las descomposiciones son
equivalentes, si existe 0 : A — B una biyeccion tal que My ~ Nyay (o€

A).
Ejemplo 2.4.4. Consideremos gR? = g M; ® gMy = g N1 @ Ny, donde:
rM; = {(a,b) e R* : b =0} y gM, = {(a,b) e R* : a = 0}.

rN1 = {(a,b) e R*: a = b} ygNo = {(a,b) e R* : a = 0}.

Es claro que gMs ~ g Ny y gM; ~ g Ny, de donde podemos definir a
o:{1,2} — {1,2} cono(1) =1 y o(2) = 2, la cual es una biyeccion.

Proposicién 2.4.5. Sean (M, )aca, (N3)gep dos conjuntos indexados de R-
submodulos de gRM tales que

RM: @Ma = @Nﬂa
A B

y o : A — B. Entonces estas dos descomposiciones son equivalentes via
o si, y solo si, existe un automorfismo f : gRM — grM tal que f(M,) =
Ng(a), Vo e A.
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Definicién 2.4.6. Sean M un R-mddulo y gK un sumando directo de gM .
Decimos que K es un sumando directo maximal de r M, si rpK tiene
un complemento directo inescindible RN en rM.

La siguiente definicion serd de gran importancia en esta seccion.

Definicién 2.4.7. Sean M un R-mddulo izquierdo y (My)aca un conjunto

indexado de R-submodulos de rM. Decimos que una descomposicion de
rM

RM = @Ma
A

complementa sumandos directos (maximales) en caso de que para
cada sumando directo (maximal) K de gM existe B < A tal que

rM = (D M) @ K.

Lema 2.4.8. Sea yM = @ M, una descomposicion que complementa su-
mandos directos 77"Lam'malesj.4 Si
rRM=N@®.. N, ® K
con Ny, ..., N, inescindibles, entonces existen o, ...,a, € A tales que
rM,, ~N; (i=1,...,n)
y para cada 1 <1 <n

rM =M, ®.. DM, N1 ®...&N, K.
Concluimos esta seccion con el siguiente resultado.

Teorema 2.4.9. Si g M tiene una descomposicion en inescindibles que com-
plementa sumandos directos mazximales, entonces todas las descomposiciones
en inescindibles de rRM son equivalentes.
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2.5. Teorema de Krull-Schmidt.

En esta seccién finalmente demostraremos el Teorema de Krull-Schmidt.

Recordemos que un anillo conmutativo R es local en caso que tenga un tinico
ideal maximal.

Proposicion 2.5.1. 57 R es un anillo local, entonces 0 y 1 son sus unicos
tdempotentes.

Necesitamos el siguiente resultado para poder probar el Teorema de Krull-
Schmidt.

Teorema 2.5.2 (Azumaya). Si un R-mddulo M tiene una descomposicion
directa

RM:®Ma
A

donde cada anillo de endomorfismos End(M,) es local, entonces ésta es una
descomposicion en inescindibles y

(1) Todo sumando directo no cero de RM tiene un sumando directo ines-
cindible.

(2) La descomposicion gM = @ M, complementa sumandos directos ma-
A
zimales. En particular, la descomposicion gpM = @ M, es equivalente
A

a otra descomposicion en inescindibles de r M.

Tenemos el siguiente resultado como consecuencia del Teorema 2.5.2.

Corolario 2.5.3. St g M tiene una descomposicion directa finita
rRM =M &...®M,

donde cada anillo de endomorfismos End(M;) es local, entonces esta descom-
posicion complementa sumandos directos.
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Con el trabajo que hemos desarrollado, el Teorema de Krull-Schmidt es una
consecuencia del Teorema 2.5.2 y del siguiente Lema.

Lema 2.5.4. 5@ M es un R-mddulo inescindible de longitud finita, entonces
End(rM) es un anillo local.

Teorema 2.5.5 (Krull-Schmidt). Sea M un R-mddulo no cero de longitud
finita. Entonces gM tiene una descomposicion en inescindibles

rRM=M&...®M,
tal que para toda descomposicion en inescindibles
rRM = N1 ®...® Ny,
se tiene que n =k, y existe una permutacion o de {1,...,n} tal que
My =~ N; (i=1,...,n),
y para cada 1 <1 <n
rRM =M,y ®...®O M) ®Niy1 @ ... ® Ny,.

Demostracion.

Como 0 # rM es de longitud finita, sabemos que rM tiene una serie de
composicion. Luego tenemos por el Teorema 2.3.7 que, g M es artiniano y
neotheriano. Usando la Proposicion 2.2.12 tenemos que existe una descom-
posicion de g M en suma directa de R-submddulos

rRM =M @My® - @M,
donde cada R-mddulo M; es inescindible (i = 1,...,n).

Por el Lema 2.5.4 tenemos que cada anillo de endomorfismo End(gM;) es
local. Aplicando el Corolario 2.5.3, obtenemos que la descomposiciéon ante-
rior complementa sumandos directos. En particular, complementa sumandos
directos maximales. Por el Teorema 2.4.9 tenemos que todas las descomposi-
ciones en inescindibles de zr M son equivalentes. Es decir, dada una descom-
posicion en inescindibles de M

RM =N @...® Ny,
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se tiene que n = k y existe o : {1,...,n} — {1,..., k} una biyeccién tal que
Mg(i)ﬁNi (221,,72)

Por tltimo, por el Lema 2.4.8 para K = 0, tenemos que existen o(1),...,0(n) €
{1,...,n} tales que
Ma(i) >~ Ni (Z = 1,...,71)

y para cada 1 <[l <n

rRM = My1)® ... @My N1 D ... D Ny,

2.6. Mobdulos Libres y Proyectivos.

En esta ultima seccion revisaremos los conceptos de un R-moddulo libre y de
un R-modulo proyectivo, Estos conceptos tendran un gran importancia en el
desarrollo de este trabajo.

2.6.1. Moddulos libres.

En esta subseccién revisaremos la definicién de un R-mddulo libre y su uti-
lidad para definir otro tipo de R-moddulos.

Definicién 2.6.1. Decimos que un R-mddulo F es un R-modulo libre, si
F es isomorfo a una suma directa de copias de R: Esto es, existe un conjunto

de indices B con F = @ Rb , donde Rb = {(b) ~ R para todo b € B. Al
beB
conjunto B se le conoce como una base de F'.

Ejemplos 2.6.2.

(1) Consideremos a R™ como un R-mddulo, tenemos que R™ es un R-modu-
lo libre con B = {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,1)}.

(2) Cada anillo R considerado como R-mddulo izquierdo es un R-mddulo

libre, RR ={r-1:re R} con B={1} 6 B ={-1}.

Observacién 2.6.3. De la Definicion 1.4.17 y la Proposicionl.}.19 se tiene
que cada m € F' tiene una unica expresion de la forma

m:Zaxx
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donde a, € R y casi todo a, = 0. Se dice que F' = (B).

Proposicion 2.6.4. Sea R un anillo. Dado cualquier conjunto B, existe un
R-maédulo libre F' con base B. Esto es,

F=<B>:{Z7’x:xEByreR}.

Proposicién 2.6.5 (Extendiendo por linealidad). Sea R un anillo y F' el
R-mddulo con base X. Si M es cualquier R-mddulo y si f : X —> M es
cualquier funcidn. Entonces existe un tnico R-homomorfismo f : F' — M
tal que f,u f donde p: X — F es la inclusion esto es f( )= f(x), Vze
X. Se dice que f extiende a f y se tiene el siguiente diagrama

En los resultados siguientes se muestran las propiedades de los R-mddulos
libres.

Teorema 2.6.6. Cada R-modulo M es un cociente de un R-mddulo libre
F. Mads ain, rRM es finitamente generado si, y solo si, F' puede ser escogido
finitamente generado.

Teorema 2.6.7. Sean F' un R-mddulo libre y p : gRM — gM" un epi-
morfismo. Entonces para cada h : gF —> rM" existe un R-homomorfismo
g: rE —> g M tal que pg = h. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:




2.6. MODULOS LIBRES Y PROYECTIVOS. 25

2.6.2. Mobdulos Proyectivos.

En esta subseccion estudiaremos las propiedades de un R-moédulo proyectivo.
El concepto de R-modulo proyectivo esta motivado por el Teorema 2.6.7.

Definicién 2.6.8. Decimos que un R-modulo P es proyectivo, si para cual-
quier epimorfismo p : pM — rM" y cualquier homomorfismo h : gP —>
rM", existe un R-homomorfismo g tal que pg = h Es decir, el siguiente
diagrama conmuta.

rP
s
s
s
9/ b
s
s
A
rM 5 rM” 0.

Ejemplo 2.6.9. Todo R-modulo libre F' es proyectivo.

Proposicion 2.6.10. Un R-mddulo P es proyectivo si, y solo si, toda suce-
sion exacta corta ‘
O—’RA—Z>RBL>RP—>O

se escinde.
Teorema 2.6.11.

(1) Un R-mddulo P es proyectivo si, y solo si, gP es sumando directo de
un R-modulo libre.

(2) Un R-mddulo P finitamente generado es proyectivo si, y sdlo si, P es
un sumando directo de R"™ para alguna n.

Corolario 2.6.12.

(1) Todo sumando directo de un R-mddulo proyectivo es R-mddulo proyec-
tivo.

(2) Toda suma directa de R-mddulos proyectivos es un R mddulo proyecti-
vo.
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Capitulo 3

Los modulos estandar.

En este capitulo introduciremos los conceptos, asi como los resultados ne-
cesarios para demostrar que el conjunto de los R-moddulos estandar es un
sistema estratificante, donde R es una K-algebra de dimension finita sobre
un campo algebraicamente cerrado K.

3.1. Morfismos minimales izquierdos.

En esta seccion introduciremos el concepto de morfismo minimal izquierdo
y derecho respectivamente. Esta nocién es interesante especialmente cuando
trabajamos con R-moédulos de longitud finita. A lo largo de esta seccién R
denotard un anillo asociativo con 1g.

Definicién 3.1.1. Sean R un anillo, B un R-mddulo y M un R-mddulo
fijo consideramos la categoria R-Mod \M que tiene por objetos a los R-
homomorfismos f : M — B, y un morfismo g : f — f' donde f : M —>
B, f':M— B yg: B— B esun R-homomorfismo tal que f' = gf. Es
decir, el siguiente diagrama conmuta

57



58 CAPITULO 3. LOS MODULOS ESTANDAR.

Observacion 3.1.2. Se sigue que g : f —> f' es un isomorfismo en
R-Mod \M si, y sdlo si, g: B—> B’ es un isomorfismo en R-Mod.

Definicién 3.1.3. Decimos que un R-homomorfismo f : M — B es mi-
nimal izquierdo, si para cada morfismo g : f —> f que cumple f = gf
se tiene que g es un automorfismo. Es decir, para todo R-homomorfismo
g : B — B tal que el siguiente diagrama conmuta

se tiene que g es un automorfismo.

Ejemplo 3.1.4. Consideremos M = @ M; un R-mddulo de longitud finita,

=1
el R-homomorfismo m : M — M, tal que para todo R-homomorfismo g :
B — B se tiene que el siguiente diagrama conmuta

M,

V

M g

RN

M;.

Donde g es un automorfismo ya que gm es un epimorfismos, entonces g es
un epimorfismo y al ser My un R-mddulo de longitud finita se tiene que g es
un isomorfismo.

Por lo cual m, es un R-homomorfismo minimal izquierdo.

A continuacién vamos a introducir una relacién de equivalencia en los objetos
de R-Mod\M. Dicha relacién estd dada por: f ~ f' si Hom(f,f') # Oy
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Hom(f',f) # &. Es decir, f ~ f' siexisten g: f — f' 'y h: f' — f tales
que los siguientes diagramas conmutan

B B

M g M h

N ™~

B B'.

(1) Veamos que la relacién ~ es reflexiva.
Consideremos a Idy : f — f el cual es un R-homomorfismo Idp :

B — B tal que f = Idgf. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

B
V
M Idp

PN

B.
De donde Hom(f, f) # & por lo tanto f ~ f.
(2) Por definicién, la relacién ~ es simétrica

(3) Veamos que que la relacién ~ es transitiva.

Sean f: M — B,h: M — B"yt: M — B’ talesque f ~ hy
h ~t.

Ahora bien, como f ~ h tenemos que Hom(f,h) # ¢, por lo cual
existe g : f — h tal que h = gf. Es decir, el siguiente diagrama
conmuta

Bl/
e

M g

\B
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y como h ~ t tenemos que Hom(h,t) # &, por lo cual existe ¢’ : h —> t
tal que t = ¢’h. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

B".

De donde tenemos que ¢'gf = g’h = t. Es decir, el siguiente diagrama

conmuta
t
/ g/

M B//

Por lo cual Hom(f,t) # &. Andlogamente tenemos Hom(t, f) # .
Por lo tanto f ~ t.

En la siguiente proposicion mostraremos que dado un R-modulo de longitud
finita B la clase de equivalencia de un objeto f : M — B en la categoria
R-Mod\M contiene un homomorfismo minimal izquierdo. Recordemos que
denotamos por [(B) a la longitud del R-médulo B.

Proposicion 3.1.5. Sean R un anillo y M un R-mddulo. Cada clase de
equivalencia en R-Mod\M que contiene un R-homomorfismo h : M — B
con B de longitud finita, contiene un unico homomorfismo minimal izquierdo
salvo isomorfismo.

Demostracion.
Consideremos la clase de equivalencia de un R-homomorfismo h: M — N

con N de longitud finita. Escojamos f : M — B en la clase de equivalencia
de h tal que [(B) es la mas pequena posible, y sea ¢ : f — f un morfismo
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en R-Mod \M. Entonces f = gf. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

Veamos que g : B — B es un automorfismo.

Consideremos la inclusién canénica i : Img — By h:M—1 mg dada
por h(m) = f(m). Se tiene que los siguientes diagramas conmutan. Es decir,

h~f

B Img
e e
M i M g
Img B

Afirmamos que Img es de longitud finita y I[(Img) = I(B).

Lo anterior es cierto ya que Img < B y B es de longitud finita, de donde
I'mg es de longitud finita, por lo cual [(Img) < [(B). Como I(B) es la més
pequena posible, entonces [(Img) = [(B).

Ahora bien, consideremos la siguiente sucesion exacta, donde
7 : B — B/Img es la proyeccién candnica

0— Img—i>Bl>B/]mg — 0
Por el Corolario 2.3.5 tenemos que:
[(Img) + 1(B/Img) = I(B).

De donde {(B/Img) = I(B) — l(Img) = 0, esto implica que B/Img = 0, por
lo cual B = I'mg. Por tanto g es un epimorfismo y por el Corolario 2.3.10
tenemos que g es un automorfismo. Por lo tanto, f es minimal izquierdo.

Veamos la unicidad de f : M — B salvo isomorfismo.
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Sea f: M — B’ un R-homomorfismo que es equivalente a f : M — B,
Esto es, existen g: B— B’y h: B'—> B talesque f'=g¢gfy f=hf"Es
decir, los siguientes diagramas conmutan

B’ B

A7

M g M h

N N

B B'.

De donde tenemos que hgf = hf' = f. Es decir, el siguiente diagrama
conmuta

Como f es minimal izquierdo tenemos que hg es un isomorfismo, entonces h
es un epimorfismo y g es un monomorfismo. Analogamente obtenemos que gh
es un isomorfismo, entonces h es un monomorfismo y g es un epimorfismo. Por
lo cual g y h son isomorfismos. De donde por la Observacién 3.1.2 tenemos
que [y f’ son isomorfos.

m

La Proposicién 3.1.5 motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.1.6. Sea f : M — B un homomorfismo con B de longitud
finita. Entonces el unico homomorfismo minimal izquierdo salvo isomorfis-
mo en la clase de equivalencia de f en R-Mod \M se le llama la version
minimal izquierda de f.

Como hemos hecho, cuando tenemos un R-homomorfismo f : M — N po-
demos definir f': M — Imf dada por f'(m) = f(m) ¥me M. Usaremos
esto en el siguiente resultado.
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Teorema 3.1.7. Sean R un anillo y M un R-mddulo. Sea f : M — Y
un objeto en R-Mod\M con Y de longitud finita. Entonces existe una des-
composicion Y = Y' @Y tal que p'f : M — Y’ es minimal izquierdo y
p'f M — Y" es cero, donde p' :' Y — Y yp" Y — Y” son las
proyecciones naturales dadas por la descomposicion Y =Y' @ Y". Mdas ain,
el homomorfismo p'f es una version minimal izquierda de f.

Demostracion.

Por la Proposiciéon 3.1.5 existe g : M — B un R-homomorfismo minimal
izquierdo con B de longitud finita y equivalente a f. Entonces existen s :
B—Yyt:Y — Btalesque f =sgyg=tf. Esdecir, que los siguientes
diagramas conmutan

| Pl

M s M t

N N

B Y.

De donde tenemos que tsg = tf = g. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

Como ¢ es minimal izquierdo, se tiene que ts es un automorfismo.
Afirmacién Y = Im s@® Ker t.
Veamos que Im s+ Kert =Y.

Sea y € Y como t(y) € By ts es un isomorfismo, entonces Jz € B tal que
t(y) = ts(x). Tomando y = s(x) + y — s(x) donde claramente s(x) € Im sy
como t(y — s(x)) = t(y) — t(s(z)) = t(y) — t(y) = 0, se tiene que y — s(x) €
Ker t. Por lo tanto Y = Im s + Ker t.
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Veamos que son independientes.

Sea x € Im s n Ker t, entonces x = s(y) para algin y € B y como x €
Ker t, entonces t(x) = 0. Por lo anterior sabemos t(z) = t(s(y)). Como ts es
isomorfismo tenemos que y = 0, de donde = = s(y) = s(0) = 0. Por lo tanto
x = 0.

Veamos que p"f : M —> Y" es cero con Y = Ker t. Sea m € M entonces
p"f(m) =p"(s(g(m))). Como s(g(m)) € Im s, tenemos que p”(s(g(m))) = 0.

Veamos que p'f : M — Y’ es un homomorfismo minimal izquierdo con
Y'=1Ims.Seah:Y’ — Y’ un homomorfismo tal que p’f = hp'f. Es decir,
el siguiente diagrama conmuta

Y/

M h

pV
N

Y’

Como Y es de longitud finita, entonces Y’ es de longitud finita, por lo cual,
por el Corolario 2.3.10 basta probar que h es un monomorfismo.
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Consideremos el siguiente diagrama

B
t
g Y’
P f h
M - Y’
p'f
f v
g Y
B.

Sea a € M notemos que p'f(a) = f(a) (va que f(a) = p'f(a) +p"f(a) y
p"f(a) = 0). De donde thp'sg = thp'f = tp'f = tf = g, por lo cual el
diagrama anterior conmuta.

Como ¢ es un homomorfismo minimal izquierdo, entonces thp's es un iso-
morfismo. Solo nos resta verificar que h es un monomorfismo.

Sea z € Y’ tal que h(z) = 0. Como x € Im s, tenemos que x = s(y). Como
s(y) € I'm s, tenemos que p'(s(y)) = s(y). Entonces h(p'(s(y))) = h(s(y)) =
0, de donde t(h(p'(s(y)))) = 0. Dado que thp's es un isomorfismo tenemos
que y = 0, de donde x = s(y) = s(0) = 0. Por lo tanto x = 0.

Por lo cual p'f es un homomorfismo minimal izquierdo.

Por 1ltimo veamos que p'f ~ f.
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Es claro que el siguiente diagrama conmuta

Y/
pV
M P’

N

Y.
de donde Hom(p'f, ) # &.

También es claro que el siguiente diagrama conmuta, con ¢ la inclusion canéni-
ca

de donde Hom(f,p'f) # &. Por lo tanto p'f ~ f.
O

El siguiente resultado se desprende de manera inmediata de la proposicion
anterior.

Corolario 3.1.8. Sean R un anillo y M un R-mddulo. Sea f : M — Y
un objeto en R-Mod\M con'Y un R-mddulo inescindible y de longitud finita.
Entonces f: M — Y es un R-homomorfismo minimal izquierdo.

Analogamente a lo hecho en esta seccion podemos definir un homomorfismo
minimal derecho y dualmente tenemos las propiedades anteriormente men-
cionadas. El lector interesado puede ver esto en [1].

3.2. Algebras

En esta seccién vamos a estudiar el concepto de una K-dlgebra. Los resultados
establecidos en esta seccidon seran utilizados para el desarrollo de las secciones



3.2. ALGEBRAS 67

posteriores. A partir de ahora K denotara un campo algebraicamente cerrado.
Por simplicidad sélo nos referiremos a éste como un campo.

Definicién 3.2.1. Sea K un campo. Una K-dlgebra R es un anillo (aso-
ciativo con 1g) que posee una estructura de K -espacio vectorial de tal forma
que

a(ab) = (aa)b = a(ab) Vae K yVa,be R.

A lo largo de esta seccion y en las secciones posteriores R denotara una
K-algebra, y algunas veces diremos sélo algebra en lugar de K-algebra.

Ejemplo 3.2.2.

(1) Un campo K es una K-dlgebra.

(2) Si R es una K-dlgebra, tenemos que M, «,(R) es una K-dlgebra.

Definicién 3.2.3. Sean R y R’ dos K-algebras. Un homomorfismo de
K -dlgebras
¢:R— R

es un homomorfismo de K-espacios vectoriales y de anillos simultaneamente.
Es decir, se satisfacen las siguientes propiedades:

(1) ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b), Va,be R;

(2) ¢(ab) = ¢(a)p(b), Va,be R;

(3) d(aa) = adla), YaeK, Yae R;

(4) ¢(1r) = 1n.

Definicién 3.2.4. Decimos que R es una K -dlgebra de dimension fini-

ta, si es de dimension finita como K -espacio vectorial.

A partir de ahora consideremos sélo algebras de dimension finita. Por como-
didad, algunas veces, sélo diremos que son algebras.
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Ejemplo 3.2.5. Sea R el campo de los niumeros reales, el cual sabemos que
posee una estructura de R-espacio vectorial y es de dimension 1. Por lo cual
es una R-dlgebra de dimension finita.

Observacion 3.2.6. Consideremos R-mod la categoria de los R-modulos
1zquierdos finitamente generados con R una K-dlgebra de dimension finita.
Se tiene que los objetos en R-mod son K-espacios vectoriales de dimension
finita, y por ende son R-mddulos de longitud finita.

A partir de ahora consideremos sélo R-mdédulos izquierdos finitamente gene-
rados con R una K-algebra de dimension finita.

Notemos que el algebra R de dimension finita esta generada, como R-médulo
por 1g, de donde rR es un R-mdédulo finitamente generado y por tanto g R
es de longitud finita. Por el Teorema de Krull-Schmidt sabemos entonces que
R tiene una descomposicion

#R=P1)®...®P(n)

donde cada P(i) es un R-médulo inescindible y tal que para toda descompo-
sicién en inescindibles

rRR=P)®...® P (k),
se tiene que n = k y existe una permutacién o de {1,...,n} tal que
P(o(i)) ~ P'(4) (t=1,...,n).
Ademas como corolario del Teorema de Krull-Schmidt, tenemos el siguiente
resultado.
Corolario 3.2.7. Sea R una K-dlgebra de dimension finita y
rR=P1)®...® P(n)

su descomposicion en suma directa de R-mddulos inescindibles (salvo isomor-
fismo). Entonces cualquier R-mddulo proyectivo inescindible P en R-mod es
isomorfo a algin P(i) parai=1,...,n.

El Corolario 3.2.7 motiva la siguiente definicion.
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Definicién 3.2.8. Decimos que una K -dlgebra de dimension finita es bdsica
si los proyectivos inescindibles que aparecen en su descomposicion

rRR=P(1)®...® P(n)
no se repiten. Es decir, P(i) ~ P(j) si, y solo si, i = j.

A continuacién veremos dos resultados que relacionan a los proyectivos ines-
cindibles que aparecen en la descomposicién de un algebra con un sistema
completo de idempotentes ortogonales y primitivos en R.

Proposicion 3.2.9. Sea R una K-dlgebra de dimension finita. Sea
rR=P1)®...®P(n)

su descomposicion en suma directa de R-modulos proyectivos inescindibles.
Descompongamos, en esta descomposicion, a 1g, esto es:

1R=€1+€2+...+€n

donde e; € P(i), para i = 1,...,n. Entonces {ey,...,e,} es un sistema com-
pleto de idempotentes ortogonales y primitivos.

Demostracion.
El sistema es completo por hipdtesis.
Veamos que son idempotentes y ortogonales.

Tenemos que 1 = e;+ey+...+e, entonces e; = ¢;1gr = e;(e;+ex+...+e,) =
€61+ ees+ ... +ee,, parait=1,...,n.

De donde e; — e;e; = e;e1 + ee0 + ... + €61 + €ie,01 + ... + e;e,. Como
e; —eie; € P(i) y ejer +ejea + ...+ eei 1 + e+ ...+ ee, € ) P()),
i#]
tenemos que e; — e;e; = 0, por ser P(1) @ ...® P(n) una suma directa. De
donde ¢; = e? y eier +eiea+ ... +ee; 1 +eei+...+ee, =0y dado que

e;ej € P(j) paracada j=1...,i—1,i+1,...,n, tenemos que e;e; = 0 para
TF# .
Por lo tanto el conjunto {ey, ..., e,} estd formado por elementos idempotentes

y ortogonales.
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Veamos que e; es primitivo para ¢ = 1,...,n. Para ver esto, veamos primero
que Re; = P(i) parai=1,...,n, donde Re; = {re; : r € R}.

Claramente Re; € P(i) ya que ¢; € P(i) y P(i) es un R-mdédulo.

Ahora bien veamos que P(i) € Re;. Sea x € P(i) tenemos que = = x(e; +
ey + ...+ e,) =xe1 +xey+ ...+ xE).

De donde x—xe; = xey+xea+...+xe; 1+xe; 1+...+xe,, como r—xe; € P(i)

y xey + weg + ...+ xe; 1 + xeg + ... +xe, € > P(j) al ser suma directa
i#j
tenemos que x — xe; = 0, entonces x = xe;. Esto implica que x € Re;

Supongamos que e; no es primitivo para algin ¢ = {1,...,n}. Por lo cual
ei=f+gcon f=fyg*=gy fg=gf=0,entonces Re; = R(f + g) =
Rf + Rg. Es fécil ver que la suma Rf + Rg es directa. De donde Re; = P(1)
no es inescindible. Lo cual es una contradiccion. Por lo tanto e; es primitivo
parai=1,...,n.

]

La Proposicién anterior motiva el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.10. Sea {eq,...,e,} un sistema completo de idempotentes
ortogonales y primitivos. Entonces

RRZ Rel@...@Ren
es una descomposicion en inescindibles de R.

Demostracion.

Como lg =e;+...+e, tenemos que Vre R, r=rl=r(e;+...+e,) =
re; + ...+ re, esto implica que R = Re; + ... + Re,

Veamos que son suma directa.
Sea r € Re; n Re; entonces r = Ae; = Ae? = Aeje; = re; y andlogamente
r = re; esto implica que 7 = re; = reje;. Como son ortogonales eje; = 0 con

1 # j. Por lo tanto r = 0.

Por tltimo, veamos que cada Re; es inescindible.
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Supongamos que hay un Re; no inescindible para algun i = {1,...,n}, en-
tonces Re; = Rf @ Rg de donde e; = f + g como e; es primitivo, entonces
f=06g=0porlocual Rf =006 Rg = 0. Lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto Re; es inescindible.
O

A partir de ahora, supongamos que R es una K-dlgebra basica de dimension
finita.

Proposicion 3.2.11. Sea R una K-dlgebra de dimension finita y bdsica. Sea
{e1,...,en} un sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos de
R. Entonces

{Rey1/Rad Rey, Res/Rad Res, . .., Re,/Rad Re,}

es una lista completa de todos los R-modulos simples no-isomorfos.

3.3. Sistemas Estratificantes.

En esta seccion estudiaremos la definicién de sistema estratificante y enun-
ciaremos algunas de sus propiedades.

Como ya lo mencionamos, en la seccién 3.2, estamos considerando sélo K-
algebras de dimension finita, donde K es un campo algebraicamente cerrado.
Mas atin, a partir de ahora nuestras adlgebras seran basicas. Dichas K-algebras
seran denotadas por R o bien por A y nos referiremos a ellas, en ocasiones,
solo como algebras.

De la misma manera, recordemos que denotamos por R-mod a la categoria
de los R-moédulos izquierdos finitamente generados y consideraremos sélo
R-modulos izquierdos finitamente generados, a menos que especificamente
digamos otra cosa. Nos referiremos a ellos como R-mdédulos.

Antes de estudiar la definicién de sistema estratificante necesitamos enunciar
varios conceptos preliminares. Asi pues, empezaremos esta seccion dando la
definiciéon de una X-aproximacion a la izquierda de un R-médulo M.
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Definicién 3.3.1. Sea X una subcategoria completa de R-mod. Y sea M un
R-médulo (finitamente generado). Una X -aproximacion a la izquierda
de M es un R-homomorfismo f : M — X con X € X tal que para
cualquier homomorfismo ' : M — X' con X' € X, hay un homomorfismo
¢ X — X' satisfaciendo

B =EB.
Es decir, el siguiente diagrama conmuta

/

A
|
e
|
|

M X.

Definicién 3.3.2. Sea C una clase de R-mddulos, denotamos por F(C) a la
subcategoria completa de R-mod que contiene al R-moddulo cero
y a todos los R-modulos que son filtrados por R-mddulos en C.
Esto es, un R-mddulo no cero M estd en F(C) si hay una cadena finita

M:M0>M1>...>Mm:0

de R-submddulos de M tales que M;/M;, 1 es isomorfo a un R-mddulo en C
para todo i = 0,1,...,m — 1. En particular, si C = & entonces F(C) = {0}.

Definicién 3.3.3. Sean X y Y dos subcategorias completas de R-mod. De-
notamos por Ext'(X,Y) = 0 cuando se tiene Extly(X,Y) = 0 para todo
XeX, YeYyieN.

La siguientes categorias estan relacionadas con la categoria F(C).

Definicién 3.3.4. Sea C una clase de R-mddulos. Definimos a la categoria
de los R-mddulos inyectivos relativos a la categoria F(C) como:

Z(C) = {X € R-mod : Exth(F(C),X) = 0}.

Definiciéon 3.3.5. Sea C una clase de R-mddulos. Definimos a la categoria
de los R-mddulos proyectivos relativos a la categoria F(C) como:

P(C) = {X € R-mod : Exth(X,F(C)) = 0}.
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Antes de dar la definiciéon de un sistema estratificante consideremos el con-
junto €, = {1,2,...,t} con el orden total natural. Es decir, 1 <2 <3... <.
En base a lo anterior, ahora podemos dar la definicién de un sistema estra-
tificante.

Definicién 3.3.6. Sean 0 = {6(i)};_;, un conjunto de R-mddulos y Y =
{Y(i)}._; un conjunto de R-mddulos inescindibles. El sistema (0,Y,<) es

un sistema estratificante de talla t, si se cumplen las siguientes tres
condiciones.

(1) Hom(6(5),0(i)) = 0 para j > i,
(2) Para cada i € existe una sucesion exacta
0— 0(i) =5 Y (i) — Z(i) — 0
tal que Z(i) € F({6G) : j < i});

(3) Exth(F(6),Y) =0, donde Y = ,@lyu).

Ejemplo 3.3.7. Consideremos el dlgebra R = KC'/I, donde C' es el siguiente
carcaj

e I es el ideal generado por af.

Los R-modulos proyectivos inescindibles son:
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Los R-mddulos inyectivos inescindibles son:

1(2) =1
T
|s
1
Tomando el conjunto 6 = {0 (1) = S5(1),0(2) = P(2)} vy Y = {Y(1) =
S(1),Y(2) = P(1) = I(1)}y el < el orden total natural en el conjunto Qs =

{1,2}.
(1) Es claro que Hompg(0(2),0(1)) =0

(2) Veamos que existen las sucesiones exactas requeridas.

Para v =1 tenemos
0—6(1) —6(1) —0
donde Z(1) =0, ya que 0(1) = Y (1).
Para i = 2 tenemos
0—6(2) — P(1) —0(1) — 0
donde Z(2) = 0(1) e F({0(j) : j < 2}).
(3) Veamos que Exth(F(0),Y) = 0, donde Y = Y (1) ® Y(2). Esto es
equivalente a demostrar los siguientes incisos.
a) Exth(0(1),Y (1)) = 0.
Consideremos la sucesion exacta
0—0(2) — P(1) —0(1) — 0

Aplicando el funtor Homg([1, Y (1)) obtenemos la sucesion exacta

larga

0 — Hompg(0(1),Y (1)) — Hompg(P(1),Y (1)) — Hompg(6(2),Y (1))
— Eatp(0(1),Y (1)) — Extp(P(1),Y (1)) — Extp(6(2),Y (1)) —

Como P(1) es un R-mddulo proyectivo, entonces se tiene que

Exth(P(1),Y (1)) = 0 y dado que Y (1) = 6(1) ya sabemos que

Hompg(0(2),Y (1)) = 0. Por lo tanto Extr(0(1),Y (1)) = 0.
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b) Exth(0(2),Y (1)
Como 0(2) =
que Exth(0(2),Y (1)) = 0.

¢) Exth(6(1),Y(2))
I

=0.

Como Y (2) = I(1) es un R-modulo inyectivo, entonces se tiene
que Exth(0(1),Y(2)) = 0.
d) Exth(0(2 )= 0.

~
h<
I =
(\)

Como Y ( 1_)
que Exth(0(2),Y (2)) =

[\
~

De lo anterior concluimos que el sistema (0,Y, <) es un sistema estratificante
de talla 2.

El siguiente lema nos proporciona la unicidad para el R-homomorfismo «; :
(i) — Y (i) dado en la Definicién 3.3.6.

Lema 3.3.8. Para i = 1,...,t, sea o : 6(i) — Y (i) el R-homomorfismo
dado en la Definicion 3.3.6 (2). Entonces «; es un homomorfismo minimal
izquierdo y es una Z(6)-aproximacion izquierda de 0(1).

Demostracion.

Por la Observacién 3.2.6 tenemos que Y (i) es de longitud finita. Y como Y'(7)
es inescindible tenemos por el Corolario 3.1.8, que «; es un R-homomorfismo
minimal izquierdo.

Veamos que «; : (i) —> Y (i) es una es una Z(6)-aproximacion izquierda de

0(i).
Consideremos la sucesion exacta
0— 0(i) =5Y (i) — Z(i) — 0

y X € Z(0) aplicando el funtor Homg([], X) obtenemos la sucesién exacta
larga

0 — Homp(Z(i), X) — Homp(Y (i), X) 5 Homg(6(i), X)
s Eath(Z(0), X) — Exth(Y (i), X) — Eath(0(), X) —> ...
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Como X € Z(0) y Z(i) € F(0), tenemos que Exth(Z(i), X) = 0 de donde la
sucesion

*k

0 — Hompg(Z(i),X) — Homg(Y (i), X) —> Homg(0(i), X) — 0
es exacta. Asi o es suprayectiva, entonces para todo R-homomorfismo f :
0(i) — X existe g : Y (i) — X tal que ga; = af(g9) = f. Es decir el
siguiente diagrama conmuta
X
A

g

0(i) —— Y (i) .

Por lo tanto «; es una Z(f)-aproximacién izquierda de 6(1).
O]

Definicién 3.3.9. Sean (0,Y,<) y (¢/,Y', <) dos sistemas estratificantes de
talla t, y para i = 1,...,t sean «o; : (i) — Y (i) y o : 0'(i) — Y (i)
los R-homomorfismos dados en la Definicion 3.3.6 (2). Un morfismo de
sistemas estratificantes f : (0,Y,<) — (0,Y',<) es un conjunto de

homomorfismos | — Lfi(3), f2(6)}y, donde fi(3) : 03) — 86) y (i) :
Y (i) — Y'(i) son R-homomorfismos tales que f2(i)oy; = o f1(i), para toda
i=1,.. ..t

Ademds, el morfismo f = {f1(0), L), © (0,Y,<) — (0,7,<) es un
isomorfismo si f1(i) y f2(i) son R-isomorfismos para toda i =1,...,t.

Proposicién 3.3.10. Sean (0,Y,<) y (0,Y', <) sistemas estratificantes de
talla t. Entonces para toda i = 1,. .. t, existen R-isomorfismos f; : Y (i) —
Y'(i), tales que f = {1q, fi}t_, : (0,Y,<) — (0,Y',<) es un isomorfismo
de sistemas estratificantes.

Demostracion.

Para i = 1,...,t sean «; : 0(i) — Y (i) y o) : 6(i) — Y'(i) los R-
homomorfismos dados en la Definicién 3.3.6 (2).
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Como «; es una Z(f)-aproximacion izquierda de 6(i), tenemos que existe
fi Y (i) — Y'(i) tal que f;a; = of. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

Y'(i)
A
|
|
|
|

fi

0(i) ——— Y (i) .

Andlogamente como o es una Z(6)-aproximacion izquierda de 6(i), tenemos

que existe g; : Y'(i) — Y (i) tal que g;a = «;. Es decir, el siguiente diagrama
conmuta

Y (i)

A

o |

. | 94

|

|

6(7) — Y (i) .

De donde fig;af = fia, = o y gifioy = gia; = ;. Dado que «; y o} son
minimales izquierdos, entonces f;g; v g;fi; son isomorfismos. Como f;g; es un
epimorfismo, entonces f; es un epimorfismo. Como g; f; es un monomorfismo,
entonces f; es un monomorfismo. Por lo tanto f; es un isomorfismo.

Es claro que lgg) @ 0(i) — 6(i) es un isomorfismo, y que fia; = af =
a;1g@), para toda ¢ = 1,...,t. Por lo tanto f es un isomorfismo de sistemas
estratificantes.

]

Vamos a utilizar el siguiente resultado, que aparece en [4], para dar una
caracterizacion de los sistemas estratificantes. La importancia de esta carac-
terizacién radica en el hecho de que sdlo se necesita imponer condiciones
sobre el conjunto 6 = {6(:)}!_;.

Proposicién 3.3.11. Dado el conjunto 6 = {0(i)}._; de R-mddulos no cero y
< el orden total en el conjunto € las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) Existe un conjunto de R-mddulos inescindibles Y = {Y (¢)}._; tal que
(0,Y,<) es un sistema estratificante de talla t.
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(2) El conjunto 0 satisface las siguientes condiciones:

(1) Homg(0(4),0(:)) = 0 para j > i;
(i) Bath(6(7),0(1)) = 0 para j > i
(111) 0(1) es inescindible, para toda i = 1,. .. t.

Como corolario del resultado anterior tenemos de forma inmediata la siguien-
te caracterizacién que aparece en [5].

Caracterizacion 3.3.12. Un sistema estratificante (0,<) de talla t consiste
de un conjunto 6 = {0(i)}._; de R-mddulos inescindibles y < el orden total
en el conjunto € tales que se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) Homg(0(5),0(i)) = 0 para j > i;
(2) Exth(0(4),0(i)) = 0 para j > i.

3.4. Propiedades de los médulos estandar.

En esta seccion veremos la definicién de un R-médulo estandar, y probaremos
que el conjunto de los R-mddulos estandar es un sistema estratificante.
A lo largo de esta seccién continuamos con la notacién y convenciones es-
tablecidas en las secciones anteriores. Es decir, R denotard una K-algebra
bésica de dimensién finita sobre un campo K algebraicamente cerrado

Antes de definir a los R-mdédulos estdandar consideremos la descomposicién de
rR en suma directa de proyectivos inescindibles RkR = Rey @ Res®...® Re,
(Ver las Proposiciones 3.2.9 y 3.2.10). Recordemos que P(i) = Re; es un
R-médulo proyectivo inescindible tal que S(i) ~ Re;/Rad Re; con S(i) un
R-médulo simple, para ¢ = 1,...,n. Méas ain, S(1),...,5(n) es una lista
completa de todos los R-mdédulos simples (salvo isomorfismo).

Consideremos el conjunto €2, = {1,...,n} y fijamos el orden total natural <
en el conjunto €2,,.

Definicién 3.4.1. Sea {P(1),...,P(n)} el conjunto de los R-mddulos pro-
yectivos inescindibles. Denotamos por U(i) a la suma de todas la imdge-
nes de los R-homomorfismos f : P(j) — P(i) con j > i. Es decir,

U)= > Im f.

F:P(G)—P(i)ij>i
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Observacién 3.4.2. U(i) es un R-submddulo propio de P(i), para i =
1,...,n.

Definicién 3.4.3. Sea {P(i),...,P(n)} el conjunto de los R-mddulos pro-
yectivos inescindibles, sea U(i) la suma de todas la imdgenes de los R-
homomorfismos f : P(j) — P(i) con j > i. Para cada i, 1 = 1,...,n
definimos A(i) = P(i)/U(i), como el i-ésimo R-mddulo estdndar. El
conjunto A = {A(1),...A(n)} se conoce como el conjunto de los R-
modulos estdndar.

Consideremos el conjunto 2, = {1,...,n} y < el orden natural en este con-
junto. El objetivo de esta seccién es demostrar que (A, <) es un sistema
estratificante de talla n. Para ello, necesitaremos primero establecer las pro-
piedades basicas que satisfacen los R-modulos estandar.

Definicién 3.4.4. Sea {P(1),...,P(n)} el conjunto de los R-mddulos pro-
yectivos inescindibles. Para cada i, i = 1,...,n definimos el conjunto:

A; = {P(i)/N : P(i)/N es cociente de P(i) con factores de composicion S(j), j < i}.

Ademds, en cada conjunto A; definimos la relacion <, dada por P(i)/L <
P@)/L si, y sdlo si, L' < L.

Lema 3.4.5. Para cada i, i = 1,...,n tenemos que A; # & y la relacion
C, es un orden parcial en A;.

—_—
Demostracion.

Para cada i, i = 1,...,n, tenemos que S(i) ~ P(i)/Rad P(i) € A;. Por lo
tanto, A; # .

Ahora bien, para cada i, 1 = 1,...,n, veamos que la relacién < es un orden
parcial en A;.

(1) Veamos que la relacién < es reflexiva.
Sea P(i)/L € A;. Como L < L, entonces P(i)/L < P(i)/L.

Por lo tanto la relaciéon € es reflexiva.
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(2) Veamos que la relacién < es antisimétrica.
Sean P(i)/Ly P(i1)/N € A,.

Supongamos que P(i)/L < P(i)/Ny P(i)/N < P(i)/L. Entonces N <
Ly L < N,dedonde N = L. Por lo cual P(i)/L = P(i)/N y larelacién
C es antisimétrica.

(3) Veamos que la relacién < es transitiva.
Sean P(i)/L, P(i)/M y P(i)/N € A;.

Supongamos que P(i)/L < P(i)/M y P(i)/M < P(i)/N. Entonces
N<MyM<L,dedonde N < L. Por lo cual P(i)/L < P(i)/N y la
relacién C es transitiva.

O
El siguiente lema establece que para cada i € {1,...,n} el R-mddulo estandar
A(i) tiene factores de composicién S(j) con j < i. Es decir, A(7) € A.

Lema 3.4.6. Sea R una K-dlgebra basica de dimension finita sobre un cam-
po algebraicamente cerrado. Entonces para cada i € {1,...,n}, el R-mddulo
estandar A(i) € A;.

Demostracion.

Por el Teorema de Jordan-Holder tenemos que A(7) tiene una serie de com-
posicion:

A(i) = P()/U(i) = Mp/U(i) > MyJU() > ... > M,JU(3) = 0.

Supongamos, para llegar a un contradiccién que S(j) es un factor de compo-
sicién de A(i) con j > i. Es decir, para algin [ € {0,...,s — 1}

(My/U (i) /(Mis1 /U (i) ~ My/ M1 = S(j)
con j > 1.
Consideremos las proyecciones candnicas m y 7o

My =5 M UG) y MU = (My/U(0))/ (Mia /U (i)
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Por otro lado consideremos la proyecciéon canénica mgreq pi) @ P(j) —
P(j)/Rad P(j) =~ 5(j).

Como mym; es un epimorfismo y P(j) es un R-mddulo proyectivo, tenemos
que existe un R-homomorfismo f : P(j) — M; tal que momi f = Trad py)-
Es decir, el siguiente diagrama conmuta

TRad P(j)

—

z -
M,

M,/U(i)

st p) S(j) 0

Como M; < P(i), tenemos que podemos considerar a f : P(j) — P(i).
Dado que j > i, tenemos que Imf < U(i). De donde 7 f = 0, por lo cual
0 = mom f = TRaa p(j)- Lo cual es una contradiccién, ya que P(j)/Rad P(j) ~
S(j) # 0y Trad p(;) € un epimorfismo.

Por lo tanto, A(i) = P(i)/U(i) tiene sdlo factores de composicién S(j) con
J <t
UJ

El siguiente resultado afirma que para cada i € {1,...,n} el R-médulo
estandar A(7) es maximal en 4; con respecto al orden parcial €. Mds atin,
A(i) es el inico maximal.

Proposicion 3.4.7. Sea R una K-dlgebra bdsica de dimension finita sobre
un campo algebraicamente cerrado. Entonces A(i) es el cociente mazimal de
P(i) con factores de composicion S(j) con j < i.

Demostracion.

Sea i€ {1,...,n}, por el Lema 3.4.6 sabemos que A(%) tiene sélo factores de
composicién S(j) con j < i.

Veamos que A(7) es un cociente maximal de P(i) en A;.

Supongamos que existe P(i)/L 2 P(i)/U(i) = A(i) con P(i)/L € A,.
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Para demostrar que P(i)/L = P(i)/U(i) supongamos, para llegar a una con-
tradiccién, que P(i)/L # P(i)/U(i). Es decir, P(i)/L > P(i)/U(i) y por
tanto L < U(4).

Como U(i) = >, Imf con f: P(j) — P(i), j > i, tenemos que existe un
R-homomorfismo f : P(j) — P(i) con j > i, tal que Imf £ L. Para este
homomorfismo f : P(j) — P(i) con j > i, tenemos por el Teorema 1.2.17
tenemos P(j)/Kerf ~ Imf y podemos considerar la proyeccién candnica
Tkerf : P(j) — P(j)/Kerf. Como Ker(nges) = Kerf < P(j) (ya que si
Kerf = P(j), entonces Imf = {0}). Por lo tanto, Ker (mxerf) < Rad P(j) <
P(7). Ahora bien, por la Proposicién 2.1.20 tenemos que 7k, f(Rad P(j)) =
Rad (P(j)/Kerf), de donde

Rad (P(j)/Kerf) = (Rad P(j))/Kerf.

Por lo tanto, (P(j)/Kerf)/(Rad P(j)/Kerf) ~ P(j)/Rad P(j) ~ S(j) con
j > i. Esto implica que Imf/Rad Imf ~ S(j) con j > i (1), por lo cual
Rad Imf es el tinico R-submddulo maximal de Imf.

Ahora bien, como L + Imf < P(i), entonces P(i)/L > (L + Imf)/L y por
el Teorema 1.2.17 tenemos

(L + Imf)/L ~ Imf/(L ~ Imf).

Como L nImf < Imf (ya quesi L nImf = Imf, entonces Imf < L. Lo
cual es una contradiccién.) y dado que el unico R-submédulo maximal de
Imf es el Rad Imf, entonces L n Imf < Rad Imf. Por tanto tenemos:

Imf/(L A Imf) > Rad Imf/(L A Imf).
De donde
P(i)/L = (L +Imf)/L ~Imf/(L ~Imf) = (Rad Imf)/(L nImf). (2)
De (1) y (2) obtenemos
(Imf [(LIm ) /((Rad Im ) /(LeTm{)) ~ Imf/Rad Imf ~ S(j) con j > i.

Por lo tanto P(i)/L tiene un factor de composiciéns S(j) con j > i. Lo cual
es una contradiccién, ya que P(i)/L s6lo tiene factores de composiciéon S(7)
con j < i.
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Esto demuestra que A(:) = P(i)/U(i) es un cociente maximal de P(i) con
factores de composicién S(j) con j < i.

Por tltimo veamos que A(i) es el inico maximal en A;.

Sea P(i)/L un maximal en A;. Si P(i)/L 2 A(i) 6 P(i)/L < A(i) es claro
que P(i)/L = A(i), por ser maximales.

En el caso que no sean comparables, tenemos que P(i)/L 2 A(i) y P(i)/L ¢
A(i). Lo cual implica L £ U(i) y L # U(i).

Como U(z) = >, Imf con f: P(j) — P(i), j > i, tenemos que existe un
R-homomorfismo f : P(j) — P(i) con j > i, tal que Imf £ L. Procediendo
de la misma manera que en la primera parte de la demostracion concluimos
que P(i)/L ¢ A;. Lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, A(i) es el tinico maximal en A;.

Recordemos que nuestro objetivo es demostrar que el par (A, <) es un sistema
estratificante de talla n. Para ello, estableceremos las siguientes propiedades
que satisfacen los médulos estandar A(i) parai =1,...,n.

Lema 3.4.8. Para cadai,i € {1,...,n} setiene que Rad A(i) = (Rad P(7))/U(i).
Demostracion.

Sean i € {1,...,n} y m: P(i) — P(i)/U (i) la proyeccién canénica. Como
Ker m = U(i) < P(i) y Rad P(i) es el inico R-submédulo maximal de
P(i), tenemos que U(i) < Rad P(i). Por la Proposicion 2.1.20 tenemos que

7(Rad P(i)) = Rad (P(i)/U(i)), de donde Rad A(i) = (Rad P(i))/U(i).
[l

Corolario 3.4.9. Para cada i, i € {1,...,n} se tiene que Rad A(i) es el
unico R-submddulo mazimal de A(i).

Demostracion.
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Por el Lema 3.4.8 sabemos que Rad A(i) = (Rad P(i))/U(i). De donde,

A(i)/Rad A(i) = (P(z’) /U(z’)) /((Rad P(i)) /U(z’)) ~ P(i)/Rad P(i) ~ S(i).

Por lo tanto Rad A(i) es un R-submoédulo maximal de A(7) y por ende es el
tnico submddulo maximal de A(3).
[

Para demostrar que el par (A, <) es un sistema estratificante de talla n
utilizaremos la Caracterizacién 3.3.12. En el siguiente lema probaremos que
el conjunto de los R-médulos estdndar satisface la condicién (1) de dicha
caracterizacion.

Lema 3.4.10. Sea A = {A(1),...,A(n)} el conjunto de los R-mddulos
estindar. Entonces Hompg(A(j), A(i)) = 0 para j > i.

Demostracion.

Supongamos que existe un R-homomorfismo 0 # f : A(j) — A(i) con
j > i. Por el Teorema 1.2.17 tenemos A(j)/Kerf ~ Imf.

Como f # 0, tenemos que Kerf < A(j), de donde por el Corolario 3.4.9
Kerf < Rad A(j).

Consideremos g, : A(j) — A(j)/Kerf la proyeccién canénica.

Como Kerf < Rad A(j) ¥y Tkers €s un epimorfismo, por el Teorema 2.1.20,
tenemos Txe, f(Rad A(j)) = Rad (A(j)/Kerf), de donde (Rad A(j))/Kerf =
Rad (A(j)/Kerf). Lo cual implica que:

(A(j)/Kerf)/(Rad A(j)/Kerf) ~ A(j)/Rad A(j) ~ S(j) con j > i. De
donde, Imf/Rad Imf ~ S(j) con j > i. Lo cual es una contradiccién ya que
Imf < A(i). Por lo tanto, Hompg(A(j), A(i)) = 0 para j > i.

0

En el siguiente resultado veremos que el conjunto de los R-modulos estandar
satisface la condicién (2) dada en la Caracterizacién 3.3.12.

Lema 3.4.11. Sea A = {A(1),...,A(n)} el conjunto de los R-mddulos
estdndar. Entonces Exth(A(7), A(7)) = 0 para j > i.
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Demostracion.
Consideremos la sucesién exacta
0—U(j) — P(U) — A@) —0
aplicando el funtor Hompg([(J, A(7)) obtenemos la sucesién exacta larga

0 — Homp(A(j), A(i)) —> Homp(P(j), A(i)) — Homp(U(5), A(4))
— Extp(A(5), A1) — Batp(P(5), Ai)) ...

Como P(j) es un R-médulo proyectivo, entonces se tiene que
Exth(P(j5), A(i)) = 0. Veamos que Homg(U(j), A(7)) = 0 para j > i.

Supongamos que existe un R-homomorfismo 0 # f : U(j) — A(i) con
J =i

Como f # 0, entonces Kerf < U(j) y por la Proposicién 1.1.27 tenemos que
Kerf < M con M un R-submédulo maximal de U(i). Entonces U(j)/M ~
S(k) para algin k. Ahora bien por el Teorema 1.2.17 tenemos U(j)/Kerf ~
Imf y por el Teorema 1.2.17 tenemos

U(j)/M ~ (U(j)/KeTf)/(M/Kerf).
De donde,
S(k) ~U(j)/M ~ (U(j)/Kerf)/(M/Kerf) ~ Imf/(M/Kerf).

Como Imf < A(i), entonces Imf tiene factores de composicién S(I) con
[ <1< j. Porlo tanto, K < j.

Ahora bien, como P(j) > U(j) > M tenemos que
P(G)/M>U@G)/M y  (PG)/M)/(UG)/M) ~ P@5)/UG) = AG).
De donde tenemos la siguiente sucesion exacta
0 —U(j)/M — P(j)/M — A(j) — 0

y podemos concluir que P(j)/M tiene factores de composicién S() con [ < j.
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Por ultimo, como U(j) > M, entonces P(j)/M > P(j)/U(j). Lo cual es
una contradiccién, ya que por la Proposicién 3.4.7 sabemos que A(j) es el
cociente maximal de P(j) con factores de composicién S(I) con [ < j.

De donde podemos concluir Hompg(U(j), A(i)) = 0 para j = ¢ y por lo tanto,
Exth(A(j), A(4)) para j > i.
[l

Lema 3.4.12. Sea R una K-dlgebra de dimension finita sobre K un campo
algebraicamente cerrado. Entonces A(i) es un R-mddulo inescindible para
todat1=1,...,n.

Demostracion.

Por el Lema 3.4.8 sabemos que Rad A(:) = (Rad P(i))/U(i). De donde

A(i)/Rad A(i) ~ (P(z’)/U(z’)) /((Rad P(z’))/U(z’)) ~ P(i)/Rad P(i) ~ S(i).
Por lo cual A(i)/Rad A(i) ~ S(3).

Ahora bien, supongamos que A(i) no es inescindible. Entonces A(i) = M; @
My con My # 0y Ms # 0. Por la Proposicién 2.1.21 tenemos que Rad (M; @
Ms) = Rad M; @ Rad M,. De donde

Rad Ms) ~ (M,/Rad M) @ (My/Rad Ms,). Lo cual es una contradiccién, ya
que S(i) es un R-médulo simple y por tanto inescindible.

Por lo tanto, A(7) es un R-mddulo inescindible para toda i = 1,...,n.
O

Con los resultados anteriores, ahora podemos concluir el resultado principal
de este trabajo.

Teorema 3.4.13. Sea A = {A(i)}"_, el conjunto de los R-mddulos estindar
y el orden total < en el conjunto Q,. Entonces (A, <) es un sistema estrati-
ficante de talla n.
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Demostracion.

Por el Lema 3.4.10 tenemos que Hompg(A(j), A(7)) = 0 para j > i, y por el
Lema 3.4.11 tenemos que Exth(A(j), A(i)) = 0 para j > i. Por tltimo por
el Lema 3.4.12 tenemos que cada R-mddulo estandar A(i) es inescindible.

Por la Caracterizacién 3.3.12 podemos concluir que (A, <) es un sistema

estratificante de talla n.
O

A continuacién daremos algunos ejemplos de sistemas estratificantes de talla
n.

Ejemplo 3.4.14. Consideremos el dlgebra R = KC/I, donde C es el si-
guiente carcaj

B1 B2

e I es el ideal generado por asay, o187 — Pocwa, B1P2 Yy aafs.

Los R-mddulos proyectivos inescindibles son:

P(1)=1 P(2) = 2 P(3) =3
S
2 1 3 2
N A
1 2
Ahora calculando los R-modulos estindar obtenemos:
A1) = 5(1) A(2) = A(3) = P(3)

Tenemos que (A = {A(1),A(2),A(3)}, <), donde < es el orden natural en
el conjunto Q3 = {1,2,3}, es un sistema estratificante de talla 3.
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Ejemplo 3.4.15. Consideremos el dlgebra R = KC/I, donde C es el si-
guiente carcaj

3——=1

e I es el ideal generado por (7.

Los R-modulos proyectivos inescindibles son:

P(3)=3  P@)=
; |
1

Tenemos que (A = {A(1),A(2),A(3),A(4)}, <), donde < es el orden total
en el conjunto Q4 = {1,2,3,4}, es un sistema estratificante de talla 4.
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