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2014



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



2

Dedico esta tesis a mi familia que siempre me han apoyado,
A mis profesores que me enseñaron con dedicación,

A mis amigos que siempre tienen una palabra de aliento.
Gracias.
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1.2. Homomorfismos de Módulos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3. Exactitud. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.4. Sumas Directas y Producto de Módulos. . . . . . . . . . . . . 18
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2.1. Módulos Semisimples, El Soclo y el Radical. . . . . . . . . . . 33
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Introducción

Los módulos estándar sobre álgebras de artin fueron definidas por C.M.Ringel
en conexión con el estudio de ciertas álgebras estandarmente estratificadas,
las llamadas álgebras casi-hereditarias, ver [6]. Las álgebras casi-hereditarias
aparecen de manera natural en las categorias de peso máximo que se originan
en el contexto de las álgebras de Lie y de ciertos grupos algebraicos.

Sea P piq, P p2q, . . . P pnq los módulos proyectivos inescindibles no isomorfos de
una álgebra de artin Λ. Por definición el módulo estándar ∆piqΛ es el módulo
cociente P piq{Upiq donde Upiqq “ Σf :P pjqÑP piq;jąi Imf . El conjunto de los
módulos estándar es denotador por ∆ “ t∆p1q,∆p2q, . . . ,∆pnqu. Se dice que
el álgebra Λ es estandarmente estratificada a la derecha si el módulo regular
ΛΛ tiene una filtración con factores isomorfos a los módulos estándar.

El concepto de sistema estratificante de talla t fue introducido por K.Erdmann
y C.Sáenz en 2003, ver [4]. Dicho concepto es importante, en el estudio de
las álgebras estandarmente estratificadas, porque produce un módulo Y cuyo
anillo de endomorfismos A “ EndΛpY q es estandarmente estratificado.

Un sistema estratificante de talla t es un par pθ,ďq, que consta de un conjunto
de R-módulos inescindibles

θ “ tθp1q, . . . , θptqu

que satisface ciertas condiciones homológicas relacionadas con el orden na-
tural ď en el conjunto Ωt “ t1, 2 . . . , tu.

El primer caṕıtulo de este trabajo consta de un resumen de la teoŕıa de
módulos que es necesaria para el desarrollo del mismo. Para agilizar la lectura
de este caṕıtulo hemos omitido las demostraciones, éstas pueden consultarse
en [2].
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2 Índice General

En el segundo caṕıtulo, primeramente desarrollamos los conceptos y resulta-
dos que son necesarios para poder demostrar el Teorema de Krull-Schmidt.
Una vez hecho esto, desarrollamos de manera breve, la teoŕıa relativa al con-
cepto de módulo proyectivo. Como hemos visto, los módulos proyectivos y el
Teorema de Krull-Schmidt son indispensables para poder definir el concepto
de módulo estándar.

En el tercer caṕıtulo, consideramos fundamentalmente K-álgebras de dimen-
sión finita y básicas sobre un campo algebraicamente cerrado K. Por como-
didad nos referimos a ellas únicamente como álgebras y las denotamos por
R.

En dicho caṕıtulo primeramente se introducen y se estudian con detalle los
conceptos de módulo estándar y de sistema estratificante de talla t. Luego
enunciamos y demostramos el resultado central de esta tesis, a saber, de-
mostramos que el par p∆,ďq, que consta de el conjunto ∆ de los R-módulos
estándar y del orden natural ď en el conjunto Ωn,“ t1, 2, . . . , nu es un siste-
ma estratificante de talla n.



Caṕıtulo 1

Módulos.

En este caṕıtulo revisaremos los conceptos y resultados de la Teoŕıa de Módu-
los que nos serán de gran utilidad para el desarrollo de los caṕıtulos poste-
riores. Con el propósito de hacer el caṕıtulo más compacto hemos omitido
las demostraciones de los resultados, éstos pueden consultarse en [2].

1.1. Módulos.

En esta sección veremos la definición de un R-módulo izquierdo.

Sea R un anillo asociativo con 1R P R. Pedimos que 1R ‰ 0R.

Definición 1.1.1. Decimos que un R-módulo izquierdo, donde R es un
anillo, es un grupo abeliano M que tiene una multiplicación escalar:

σ : R ˆM ÝÑM
pr,mq ÞÝÑ rm

tal que se cumplen las siguientes propiedades:

(1) rpm`m1q “ rm` rm1, @r P R y @m,m1 PM ;

(2) pr ` r1qm “ rm` r1m, @r, r1 P R y @m PM ;

(3) prr1qm “ rpr1mq, @r, r1 P R y @m PM ;

(4) 1Rm “ m, @m PM .
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4 CAPÍTULO 1. MÓDULOS.

Recordemos que si M es un grupo abeliano, entonces el conjunto
EndpMq “ tf : M ÝÑ M | f es homomorfismo de gruposu es un anillo con
las siguientes operaciones:

(1) pf ` gqpmq “ fpmq ` gpmq, @m PM ;

(2) pf ˝ gqpmq “ fpgpmqq, @m PM .

Los siguientes dos resultados caracterizan a un R-módulo izquierdo M en
términos de un homomorfismo de anillos.

Proposición 1.1.2. Sean R un anillo, M un grupo abeliano y ϕ : R ÝÑ

EndpMq un homomorfismo de anillos. Definimos σ : R ˆ M ÝÑ M por
σpr,mq “ ϕrpmq, donde ϕr “ ϕprq. Entonces σ es una multiplicación escalar
que hace de M un R-módulo izquierdo. Rećıprocamente, si M es un R-módulo
izquierdo y σ : RˆM ÝÑM es su multiplicación escalar, entonces la función
ϕ : R ÝÑ EndpMq dada por:

ϕprq : M ÝÑM
m ÞÝÑ rm

es un homomorfismo de anillos.

Notación: RM denota que M es un R-módulo izquierdo.

Ejemplos 1.1.3.

(1) Sea V un espacio vectorial sobre un campo R, se tiene que RV es un
R-módulo izquierdo.

(2) Un grupo abeliano M es un Z-módulo izquierdo.

Definición 1.1.4. Sea M un R-módulo izquierdo. Un subconjunto N de RM
es un R-submódulo izquierdo de M , si satisface lo siguiente:

(1) N es un subgrupo de M ;

(2) an P N ; @a P R y @n P N .
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Notación: RN ď RM denota que N es un R-submódulo izquierdo de M .

Ejemplos 1.1.5.

(1) Si M es un grupo abeliano y N es un subgrupo de M , entonces N es
un Z-submódulo izquierdo de M .

(2) Si V es un K-espacio vectorial donde K es un campo y W es un subes-
pacio vectorial de V , entonces W es un K-submódulo izquierdo de V .

Lema 1.1.6. Sea M un R-módulo izquierdo y N un R-submódulo izquierdo
de M . Entonces N es un R-módulo izquierdo.

Definición 1.1.7. Sean M un R-módulo izquierdo y N un R-submódulo
izquierdo de M . Si M ‰ N decimos que N es un R-submódulo izquierdo
propio de M .

Notación: RN ă RM denota que N es un R-submódulo izquierdo propio de
M .

Para continuar con nuestro trabajo necesitamos el concepto deA-combinación
lineal.

Definición 1.1.8. Sean M un R-módulo izquierdo, X Ď M y A Ď R. Un
elemento de la forma:

a1x1 ` a2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` anxn con ai P A y xi P X para i “ 1, . . . , n, n P N

es una combinación lineal de elementos en X. También se dice que es
una A-combinación lineal.

Notación: Denotaremos AX al conjunto de todas las A-combinaciones li-
neales con elementos en X.

Proposición 1.1.9. Sea M un R-módulo izquierdo y sea H ‰ X Ď M .
Entonces RX es un R-submódulo izquierdo de M .

Proposición 1.1.10. Sean M un R-módulo izquierdo y N un subconjunto
no vaćıo de M . Entonces son equivalentes:

(1) N es un R-módulo izquierdo;
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(2) RN “ N ;

(3) @a, b P R y x, y P N, ax` by P N .

Convención 1.1.11. Si M es un R-módulo izquierdo y X “ H convenimos
que RH “ t0Mu. Se acostumbra denotar al R-módulo izquierdo t0Mu por 0.

Necesitaremos las siguientes proposiciones para caracterizar al R-módulo iz-
quierdo RX.

Proposición 1.1.12. Sea A “ tMα : α P Au una familia no vaćıa de R-
submódulos izquierdos de RM . Entonces

Ş

αPA

Mα es un R-submódulo izquierdo

de RM .

Corolario 1.1.13. Sean M un R-módulo izquierdo y X ĎM . Consideremos
el conjunto A “ tRN 6 RM : X Ď Nu. Entonces

Ş

RNPA
RN es el R-submódulo

izquierdo más pequeño de RM que contiene a X. Es decir, si RL es un R-
submódulo izquierdo de M que contiene a X, entonces

Ş

RNPA
RN 6 RL.

El Corolario 1.1.13 motiva la siguiente definición.

Definición 1.1.14. Sean M un R-módulo izquierdo, X ĎM y A “ tRN 6
RM : X Ď RNu. Decimos que el R-módulo izquierdo

Ş

RNPA
RN es el R-

submódulo izquierdo de M generado por X y se denota por xXy.

Es inmediato de la Definición 1.1.8 y del Corolario 1.1.13 el siguiente resul-
tado.

Corolario 1.1.15. Si M es un R-módulo izquierdo y X Ď M , entonces el
R-submódulo izquierdo generado por X es RX. Es decir, RX “ xXy.

Definición 1.1.16. Sean M1,M2, . . . ,Mn subconjuntos no vaćıos de un R-
módulo izquierdo M . Definimos la suma de M1,M2, . . . ,Mn como:

M1 `M2 ` ¨ ¨ ¨ `Mn :“ tx1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn : xi PMi, i “ 1, . . . , nu.

Lema 1.1.17. Si M es un R-módulo izquierdo y M1,M2, . . . ,Mn son R-
submódulos izquierdos de M , entonces M1`M2`¨ ¨ ¨`Mn es un R-submódulo
izquierdo de M .
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De la Definición 1.1.16 tenemos de forma inmediata el siguiente corolario.

Corolario 1.1.18. Si M es un R-módulo izquierdo y M1,M2, . . . ,Mn son
R-submódulos izquierdos de M , entonces:

M1 `M2 ` ¨ ¨ ¨ `Mn “ RpM1 YM2 Y ¨ ¨ ¨ YMnq.

El resultado anterior motiva la siguiente definición. Nótese que en este caso
el conjunto A puede ser infinito.

Definición 1.1.19. Sea A “ tMα : α P Au una familia de R-submódulos
izquierdos de un R-módulo izquierdo M . Definimos la suma de A, denotada
por

ř

αPA

Mα, como:
ÿ

αPA

Mα :“ Rp
ď

αPA

Mαq.

De la definición del R-módulo izquierdo generado por
Ť

αPA

Mα, se tiene de

forma inmediata el siguiente resultado.

Proposición 1.1.20. Sean RM y A “ tMα : α P Au una familia de R-
submódulos izquierdos de RM . Entonces:
ÿ

αPA

Mα “
ď

tMα1 ` ¨ ¨ ¨ `Mαn : con n P N α1, α2, . . . , αn P A i “ 1, 2, . . . u.

Esto es, cada elemento x P
ř

αPA

Mα se puede escribir como

x “ xα1 ` ¨ ¨ ¨ ` xαn con xαi PMαi .

De los resultados anteriores podemos dar las siguientes definiciones, para ello
y por comodidad dados un R-módulo M y A “ tMα : α P Au una familia de
R-submódulos izquierdos de RM , denotaremos la familia A por pMαqαPA.

Definición 1.1.21. Sea M un R-módulo izquierdo. Si pMαqαPA es una co-
lección de R-submódulos izquierdos de M , entonces:
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(1) Decimos que
ř

αPA

Mα es el R-submódulo izquierdo generado por

pMαqαPA.

(2) Si M “
ř

αPA

Mα, decimos que los R-submódulos izquierdos pMαqαPA

generan a M .

(3) Si X es un subconjunto de M tal que RX “M , decimos que X genera
a M , o que X es un conjunto generador de M .

(4) Decimos que un R-módulo izquierdo con un conjunto generador finito
es un R-módulo izquierdo finitamente generado.

(5) Decimos que un R-módulo izquierdo M con un conjunto generador que
conste de un solo elemento es un R-módulo izquierdo ćıclico.

Ejemplos 1.1.22.

(1) Sea x P RM . Entonces Rtxu “ trx : r P Ru es un R-módulo izquierdo
ćıclico. Se denota por Rx.

En particular, RR es ćıclico ya que RR “ R1 “ tr1R : r P Ru. Se le
conoce como el R-módulo izquierdo regular

(2) Cada R-módulo izquierdo M está generado por el conjunto de todos sus
R-submódulos izquierdos ćıclicos. Es decir, M “

ř

xPM

Rx.

Definición 1.1.23. Sea S un R-módulo izquierdo diferente de cero. Decimos
que S es simple si sus únicos R-submódulos izquierdos son él mismo y el
R-módulo izquierdo cero.

Ejemplo 1.1.24.

(1) Zp “ t0, 1, . . . , p´ 1u con p primo es un Z-módulo izquierdo simple.

Definición 1.1.25. Sean M un R-módulo izquierdo y N un R-módulo iz-
quierdo propio de M . Decimos que N es un R-submódulo izquierdo ma-
ximal de M si para todo RL ď RM con RN ď RL, se tiene que RL “ RN
ó bien RL “ RM .

Ejemplo 1.1.26.
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(1) Sea V un K-espacio vectorial de dimensión finita y sea β “ tv1, . . . , vnu
una base de V . Tenemos que W “ xv1, . . . , vn´1y es un K-submódulo
izquierdo maximal de V .

Para la demostración de la siguiente proposición se usa el Lema de Zörn.

Proposición 1.1.27. Sea M un R-módulo izquierdo finitamente generado.
Entonces cada R-submódulo izquierdo propio de M está contenido en un
R-submódulo izquierdo maximal. En particular, M tiene un R-submódulo
izquierdo maximal.

A continuación veremos cómo los conceptos de R-módulo izquierdo maxi-
mal y de R-módulo izquierdo simple están ı́ntimamente ligados. Para ello,
consideremos K un R-submódulo izquierdo de RM . Sabemos que el conjunto

M{K “ tx`K : x PMu

es un grupo abeliano con la operación px`Kq ` py `Kq “ px` yq `K.

La siguiente proposición muestra que el grupo abeliano M{K es un R-módulo
izquierdo.

Proposición 1.1.28. Sean M un R-módulo izquierdo y K un submódulo
izquierdo de M . Entonces:

M{K “ tx`K : x PMu

es un R-módulo izquierdo con la multiplicación escalar dada por rpx`Kq “
rx`K.

Definición 1.1.29. Sean M un R-módulo izquierdo y K un R-submódulo iz-
quierdo de M . Al R-módulo izquierdo M{K se le conoce como el R-módulo
izquierdo cociente.

Corolario 1.1.30. El R-módulo izquierdo cociente M{K es simple si, y sólo
si, K es un R-módulo izquierdo maximal.

Observación 1.1.31. Sea R un anillo. Dado que R es diferente de cero
y está generado por el 1R, tenemos que RR tiene un ideal maximal I (Ver
Proposición 1.1.27). Por lo tanto R{I es simple. Es decir, los R-módulos
izquierdos simples existen.
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A partir de ahora, algunas veces sólo diremos que M es un R-módulo en
lugar de un R-módulo izquierdo. De la misma manera, diremos que N es un
R-submódulo de M en lugar de un R-submódulo izquierdo de M .

1.2. Homomorfismos de Módulos.

En esta sección estudiaremos a las funciones entre R-módulos que preservan
la estructura de R-módulo.

Definición 1.2.1. Sean RM y RN dos R-módulos. Decimos que una función
f : M ÝÑ N es un R-homomomorfismo si:

(1) fpx` yq “ fpxq ` fpyq, @x, y P RM ;

(2) fprxq “ rfpxq, @x P RM, @r P R.

Algunas veces diremos homomorfismo en lugar de R-homomorfismo.

Ejemplos 1.2.2.

(1) I : RM ÝÑ RM dada por Ipmq “ m es un R-homomorfismo.

(2) 0 : RM ÝÑ RN dada por 0pmq “ 0N es un R-homomorfismo.

(3) Si RK es un R-submódulo de RM , consideremos la función π : RM ÝÑ

M{K dada por πpmq “ m `K, la cual es un R-homomorfismo. Se le
conoce como la proyección canónica.

(4) Si RK es un R-submódulo de RM , consideremos la función i : RK ÝÑ

RM dada por ipkq “ k, la cual es un R-homomorfismo. Se le conoce
como la inclusión canónica.

Definición 1.2.3. Sean M y N R-módulos y f : M ÝÑ N un R-homomorfismo.
Definimos el kernel de f como:

Kerf :“ tm PM : fpmq “ 0Nu.

Proposición 1.2.4. Sean M y N R-módulos y f : M ÝÑ N un R-homomorfismo.
Entonces Kerf es un R-submódulo de M .
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Definición 1.2.5. Sean M y N R-módulos y f : M ÝÑ N un R-homomorfismo.
Definimos la imagen de f como:

Imf :“ tfpmq : m PMu.

Proposición 1.2.6. Sean M y N R-módulos y f : M ÝÑ N un R-homomorfismo.
Entonces Imf es un R-submódulo de N .

Definición 1.2.7. Sean M y N R-módulos y f : M ÝÑ N un R-homomorfismo.
Definimos la coimagen de f como:

Coimf :“M{Kerf.

Definición 1.2.8. Sean M y N R-módulos y f : M ÝÑ N un R-homomorfismo.
Definimos el cokernel de f como:

Cokerf :“M{Imf.

Definición 1.2.9. Sean M y N R-módulos y f : M ÝÑ N un R-homomorfismo.
Decimos que:

(1) f es un monomorfismo, si f es inyectiva.

(2) f es un epimorfismo, si f es suprayectiva.

(3) f es un isomorfismo, si f es biyectiva.

Observación 1.2.10. Las definiciones anteriores no son las categóricas.

Ejemplos 1.2.11.

(1) Si RK ď RM , tenemos que la proyección canónica π : RM ÝÑ M{K
es un epimorfismo.

(2) Si RK ď RM , tenemos que la inclusión canónica i : RK ÝÑ RM es un
monomorfismo.

(3) Tenemos que I : RM ÝÑ RM dada por Ipmq “ m es un isomorfismo.

La siguiente proposición caracteriza a los monomorfismos.

Proposición 1.2.12. Sean M y N R-módulos y f : M ÝÑ N un R-
homomorfismo. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
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(1) f es monomorfismo;

(2) Kerf “ 0;

(3) Para cada RK y cada par de R-homomorfismos g, h : K ÝÑ M , fg “
fh implica g “ h;

(4) Para cada RK y cada R-homomorfismo g : K ÝÑ M , fg “ 0 implica
g “ 0.

Análogamente la siguiente proposición caracteriza a los epimorfismos.

Proposición 1.2.13. Sean M y N R-módulos y f : M ÝÑ N un R-
homomorfismo. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) f es epimorfismo;

(2) Imf “ N ;

(3) Para cada RK y cada par de R-homomorfismos g, h : N ÝÑ K, gf “
hf implica g “ h;

(4) Para cada RK y cada R-homomorfismo g : N ÝÑ K, gf “ 0 implica
g “ 0.

Proposición 1.2.14. Sean M y N R-módulos y f : M ÝÑ N un R-
homomorfismo. Entonces, f es un isomorfismo si, y sólo si, existe g : N ÝÑ

M un R-homomorfismo tal que fg “ IN y gf “ IM .

Notación: Con la notación y propiedades de la Proposición 1.2.14, se denota
a g como f´1 y se le llama la inversa de f . También se dice que M y N son
R-módulos isomorfos y se denota por M » N .

Definición 1.2.15. Sean M , N R-módulos, f : M ÝÑ N un R-homomorfismo
y T un R-submódulo de N . Definimos la imagen inversa de T como:

f´1
pT q :“ tm PM : fpmq P T u.

Teorema 1.2.16 (El Teorema del Factor). Sean M,M 1, N y N 1 R-módulos
izquierdos y f : M ÝÑ N un R-homomorfismo.
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(1) Si g : M ÝÑ M 1 es un epimorfismo con Kerg Ď Kerf , entonces
existe un único homomorfismo h : M 1 ÝÑ N tal que f=hg. Es decir, el
siguiente diagrama conmuta.

M
f //

g

����

N

M 1

h

>>

Más aún, Kerh “ gpKerfq e Imh “ Imf , de donde h es monomor-
fismo si, y sólo si, Kerg “ Kerf , y h es epimorfismo si, y sólo si, f
es epimorfismo.

(2) Si g : N 1 ÝÑ N es un monomorfismo con Imf Ď Img, entonces
existe un único homomorfismo h : M ÝÑ N 1 tal que f=gh. Es decir, el
siguiente diagrama conmuta.

M
f //

h

��

N

N 1
. �

g

>>

Más aún, Kerh “ Kerf e Imh “ g´1pImfq, de donde h es monomor-
fismo si, y sólo si, f es monomorfismo, y h es epimorfismo si, y sólo
si, Img “ Imf .

Las demostraciones de los Teoremas de Isomorfismo se desprenden directa-
mente del Teorema del Factor.

Corolario 1.2.17 (Los Teoremas de Isomorfismo). Sean M y N R-módulos
izquierdos.

(1) Si f : M ÝÑ N es un epimorfismo, entonces hay un único isomorfismo

η : M{Kerf ÝÑ N tal que ηpm` kq “ fpmq.
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(2) Si RK ď RL ď RM , entonces M{L » pM{Kq{pL{Kq.

(3) Si RH ď RM y RK ď RM , entonces pH `Kq{K » H{H XK.

Corolario 1.2.18 (El Teorema de la Correspondencia). Sean M y N R-
módulos izquierdos y f : M ÝÑ N un epimorfismo. Entonces la función

F : tRL ď RM : Kerf ď RLu ÝÑ tRT : RT ď RNu

dada por F pLq “ fpLq es una función biyectiva con inversa

G : tRT : RT ď RNu ÝÑ tRL ď RM : Kerf ď RLu

dada por GpT q “ f´1pT q.

Terminamos esta sección con la siguiente proposición.

Proposición 1.2.19. Sean M y N R-módulos y f, g : M ÝÑ N R-homomorfismos.
Si M “ xXy y f |X “ g|X , entonces f “ g.

1.3. Exactitud.

En esta sección estudiaremos el concepto de exactitud, el cual nos será muy
útil en las secciones posteriores. También estudiaremos los conceptos de suma
directa interna y de sucesión exacta corta que se escinde y veremos cómo se
relacionan dichos conceptos.

Definición 1.3.1.

(1) Decimos que un par de R-homomorfismos M 1 f
ÝÑM

g
ÝÑM2

es exacto en M si Imf “ Kerg.

(2) Decimos que una sucesión (finita o infinita) de R-homomorfismos

¨ ¨ ¨
fn´1
ÝÑMn´1

fn
ÝÑMn

fn`1
ÝÑMn`1

es exacta si es exacta en cada Mi. Es decir, si para cada i se tiene
que Imfi “ Kerfi`1.
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Lema 1.3.2. Sea f : M ÝÑ N un R-homomorfismo. Entonces:

(1) 0
0
ÝÑM

f
ÝÑN es exacta si, y sólo si, f es un monomorfismo;

(2) M
f
ÝÑN ÝÑ 0 es exacta si, y sólo si, f es un epimorfismo;

(3) 0 ÝÑM
f
ÝÑN ÝÑ 0 es exacta si, y sólo si, f es un isomorfismo.

Proposición 1.3.3. Sea f : M ÝÑ N un R-homomorfismo. Entonces:

0 ÝÑ Kerf
i

ãÑM
f
ÝÑN

π
�N{Imf “ Cokerf ÝÑ 0

es exacta, donde i es la inclusión canónica y π la proyección canónica.

Definición 1.3.4. Decimos que una sucesión exacta

0 ÝÑ K
f
ÝÑM

g
ÝÑN ÝÑ 0

es una sucesión exacta corta.

Para definir el concepto de suma directa necesitamos la noción deR-submódu-
los independientes.

Definición 1.3.5. Sean M1 y M2 R-submódulos de RM .

(1) Decimos que M1 y M2 generan a M si M “ M1 `M2 (Ver Defi-
nición 1.1.21);

(2) Decimos que M1 y M2 son independientes si M1 XM2 “ t0Mu;

(3) El R-homomorfismo j : M1 ˆM2 ÝÑ M dado por jpx1, x2q “ x1 ` x2

se conoce como el homomorfismo canónico.

Observación 1.3.6. Usando la notación de la definición anterior tenemos
que Imj “M1 `M2 y Kerj “ tpx,´xq : x PM1 XM2u.

Definición 1.3.7. Sean M1 y M2 R-submódulos de RM . Decimos que M
es la suma directa interna de M1 y M2, y escribimos M “M1 ‘M2,
si

(1) M1 y M2 generan a M ;
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(2) M1 y M2 son independientes.

Lema 1.3.8. Sean M1 y M2 R-submódulos de RM . Entonces M “ M1 ‘

M2 si, y sólo si, el homomorfismo canónico j : M1 ˆ M2 ÝÑ M es un
isomorfismo.

Definición 1.3.9. Sean M un R-módulo izquierdo y M1 un R-submódulo
de M . Decimos que M1 es un sumando directo de M si existe un R-
submódulo M2 de M tal que M “M1 ‘M2.

Definición 1.3.10. Sean M un R-módulo izquierdo y M1 un sumando di-
recto de M tal que M “ M1 ‘M2. Al R-módulo M2 se le llama sumando
directo complementario de M1.

Ejemplo 1.3.11. Consideremos R2 como R-espacio vectorial. Tomemos a
M1 “ tpa, bq P R2 : a “ 0u y M2 “ tpa, bq P R2 : b “ 0u. Tenemos que
R2 “M1 ‘M2.

Lema 1.3.12. Sean f : M ÝÑ N y f 1 : N ÝÑ M R-homomorfismos tales
que ff 1 “ IN . Entonces f es un epimorfismo, y f 1 es un monomorfismo.
Además, M “ Kerf ‘ Imf 1.

El resultado anterior motiva la siguiente definición.

Definición 1.3.13. Si f : M ÝÑ N y f 1 : N ÝÑ M son R-homomorfismos
tales que ff 1 “ IN , decimos que:

(1) f es un epimorfismo que se escinde.

(2) f 1 es un monomorfismo que se escinde.

Notación: Denotamos

M ´
f
‘ Ñ N ÝÑ 0

cuando f es un epimorfismo que se esinde.

Y denotamos

0 ÝÑ N ´
f 1

‘ ÑM

cuando f 1 es un monomorfismo que se escinde.
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Ejemplo 1.3.14. Consideremos los siguientes homomorfismos:

f : R2 ÝÑ R f 1 : R ÝÑ R2

px, yq ÞÝÑ x x ÞÝÑ px, 0q

tenemos que ff 1pxq “ fpf 1pxqq “ fpx, 0q “ x. Por lo tanto ff 1 “ IR,
de donde f es un epimorfismo que se escinde y f 1 es monomorfismo que se
escinde. Además, tenemos que R2 “ Imf 1‘Kerf “ tpx, 0q : x P Ru‘tp0, yq :
y P Ru.

Definición 1.3.15. Decimos que una sucesión exacta corta

0 ÝÑM1
f
ÝÑM

g
ÝÑM2 ÝÑ 0

se escinde si f es un monomorfismo que se escinde y g es un epimorfismo
que se escinde.

Ejemplo 1.3.16. Consideremos los R-módulos: M1 “ tpa, 0q : a P Ru y
M2 “ tp0, bq : b P Ru. Entonces la sucesión exacta corta

0 ÝÑM1
i1
ÝÑR2 π2

ÝÑM2 ÝÑ 0

donde

π2 : R2 ÝÑ M2 i1 : M1 ÝÑ R2

pa, bq ÞÝÑ p0, bq pa, 0q ÞÝÑ pa, 0q

es una sucesión exacta corta que se escinde ya que π1i1 “ IM1 y π2i2 “ IM2,
donde:

π1 : R2 ÝÑ M1 i2 : M2 ÝÑ R2

pa, bq ÞÝÑ pa, 0q p0, bq ÞÝÑ p0, bq.

Por el Lema 1.3.12 anterior tenemos que R2 “ Imi1 ‘Kerπ1.

La siguiente proposición caracteriza a una sucesión exacta corta que se es-
cinde.

Proposición 1.3.17. Los siguientes enunciados acerca de una sucesión exac-
ta

0 ÝÑM1
f
ÝÑM

g
ÝÑM2 ÝÑ 0

son equivalentes:
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(1) La sucesión se escinde;

(2) f es monomorfismo que se escinde;

(3) g es epimorfismo que se escinde;

(4) Imf “ Kerg es un sumando directo de M ;

(5) Cada homomorfismo h : M1 ÝÑM se factoriza a través de f ;

(6) Cada homomorfismo h : M ÝÑM2 se factoriza a través de g.

1.4. Sumas Directas y Producto de Módulos.

En esta sección estudiaremos los conceptos de producto directo y de suma
directa.

1.4.1. Producto de Módulos.

Definición 1.4.1. Decimos que un par pM, ppαqαPAqq que consta de un R-
módulo M y de un conjunto indexado de R-homomorfismos pα : M ÝÑ Mα

con α P A es un producto directo de pMαqαPA (Mα es un R-módulo
para cada α P A) en caso de que para cada R-módulo N y cada conjunto
pfαqαPA de R-homomorfismos fα : N ÝÑ Mα con α P A exista un único R-
homomorfismo f : N ÝÑ M tal que fα “ pαf (α P A). Esto es, el siguiente
diagrama conmuta

N
f //

fα

  

M

pα

��
Mα

Ejemplo 1.4.2. Sea R2 que es un R-espacio vectorial de dimensión 2.

Sean M1 “ tpa, bq P R2 : a “ 0u y M2 “ tpa, bq P R2 : b “ 0u

Ahora consideremos las transformaciones lineales:

p1 : R2 ÝÑ M1 p2 : R2 ÝÑ M2

pa, bq ÞÝÑ pa, 0q pa, bq ÞÝÑ p0, bq
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Sean f1 : R ÝÑM1 y f2 : R ÝÑM2 transformaciones lineales. Tenemos que
la transformación lineal f : R ÝÑ R2 dada por fpxq “ f1pxq`f2pxq es única
tal que el siguiente diagrama conmuta

R f //

f1

  

R2

pi

��
Mi

para i “ 1, 2. De donde pR2, ppiqiPt1,2uq es un producto directo de pMiqiPt1,2u.

En la siguiente definición daremos una descripción del R-modulo producto.

Definición 1.4.3. Sean pMαqαPA un conjunto indexado de R-módulos. Se
tiene que en el producto cartesiano,

Ś

αPA

Mα, podemos definir las operaciones:

pxαqαPA ` pyαqαPA “ pxα ` yαqαPA; @pxαqαPA, pyαqαPA P
Ś

αPA

Mα;

apxαqαPA “ paxαqαPA; @pxαqαPA P
Ś

αPA

Mα y @a P R.

Es rutinario verificar que con estas operaciones el conjunto
Ś

αPA

Mα es un

R-módulo. Se le conoce como el R-módulo producto, y se denota
ś

αPA

Mα.

El siguiente teorema establece la importancia que tiene el R-módulo produc-
to.

Teorema 1.4.4. Sean pMαqαPA un conjunto indexado de R-módulos izquier-
dos, N un R-módulo izquierdo y pfαqαPA R-homomorfismos tales que fα :

N ÝÑMα para cada α P A. Entonces existe un único homomorfismo N
f
ÝÑ

ś

αPA

Mα
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tal que el siguiente diagrama conmuta

N
f //

fα

!!

ś

αPA

Mα

πα

��
Mα.

Es decir, παf “ fα @α P A, donde πα :
ś

αPA

Mα ÝÑ Mα, está dado por

παppxαqαPAq “ xα.

Definición 1.4.5. Con la notación del Teorema 1.4.4, tenemos:

(1) El homomorfismo f : N ÝÑ
ś

αPA

Mα, se conoce como el producto

directo de pfαqαPA, y se denota f “
ś

αPA

fα.

(2) A la propiedad que cumple el homomorfismo producto directo; esto es
παp

ś

αPA

fαq “ fα, se le llama la propiedad universal del producto

directo.

Ejemplo 1.4.6. Sea V un espacio vectorial de dimensión 2 sobre un campo
K y sea β “ tx1, x2u una base de V . Consideremos:

π1 : xx1y
ś

xx2y ÝÑ xx1y dada por pax1, bx2q ÞÝÑ ax1 y

π2 : xx1y
ś

xx2y ÝÑ xx2y dada por pax1, bx2q ÞÝÑ bx2

Sean f1 : V ÝÑ xx1y y f2 : V ÝÑ xx2y transformaciones lineales. Entonces

existe la transformación lineal f “
2
ś

i“1

fi : V ÝÑ
2
ś

i“1

xxiy dada por fpxq “

pf1pxq, f2pxqq tal que el siguiente diagrama conmuta para i “ 1, 2

V

2
ś

i“1
fi

//

fi

��

2
ś

i“1

xxiy

πi

��
xxiy.
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Es decir, para i “ 1, 2 se cumple que πip
2
ś

i“1

fiq “ fi.

1.4.2. Suma Directa de Módulos.

En esta subsección trataremos el concepto dual del producto directo, esto es
la suma directa o coproducto.

Definición 1.4.7. Decimos que un par pM, pjαqαPAq que consta de un R-
módulo M y de R-homomorfismos jα : Mα ÝÑ M (para cada α P A) es
un coproducto de pMαqαPA si para cada R-módulo y cada conjunto de R-
homomorfismos fα : Mα ÝÑ N (α P A) existe un único R-homomorfismo
f : M ÝÑ N tal que el siguiente diagrama conmuta

N M
foo

Mα

fα

``

jα

OO

para todo α P A.

Ejemplo 1.4.8. Sea R2 visto como un R-espacio vectorial de dimensión 2.

Sean M1 “ tpa, bq P R2 : a “ 0u y M2 “ tpa, bq P R2 : b “ 0u

Ahora consideremos las transformaciones lineales :

j1 : M1 ÝÑ R2 j2 : M2 ÝÑ R2

pa, 0q ÞÝÑ pa, 0q p0, bq ÞÝÑ p0, bq

Sean f1 : M1 ÝÑ R y f2 : M2 ÝÑ R transformaciones lineales tenemos que
f : R2 ÝÑ R dada por fpxq “ f1px1q`f2px2q, donde x “ x1`x2 con x1 PM1

y x2 PM2 es tal que el siguiente diagrama conmuta.

R R2foo

Mi

fi

``

ji

OO

para i “ 1, 2. Es decir, pR2, pjiqiPt1,2uq es una suma directa de pMiqiPt1,2u.
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Necesitamos la siguiente definición para dar una descripción del R-módulo
suma directa.

Definición 1.4.9. Decimos que un elemento x “ pxαq P
ś

αPA

Mα es cero

para casi toda α P A si su soporte, spxq “ tα P A : παpxq “ xα ‰ 0u es
finito, donde πα :

ś

αPA

Mα ÝÑMα está dada por παpxq “ xα.

Lema 1.4.10. Sea pMαqαPA un conjunto indexado de R-módulos izquierdos.
Entonces

à

αPA

Mα “ tx P
ź

αPA

Mα : spxq es finito u

es un R-submódulo de
ś

A

Mα.

Definición 1.4.11. Dado un conjunto indexado pMαqαPA de R-módulos iz-
quierdos. Decimos que el R-módulo izquierdo

À

αPA

Mα es la suma directa

externa de pMαqαPA.

Observación 1.4.12. Si A es finito, entonces
À

αPA

Mα “
ś

αPA

Mα.

Definición 1.4.13. Sea pMαqαPA un conjunto indexado de R-módulos. Con-
sideremos el R-homomorfismo

iα : Mα ÝÑ
ź

βPA

Mβ p@ α P Aq

dado por iαpmαq “ pxβq P
ś

βPA

Mb donde xβ “ 0 si β ‰ α y xβ “ mα si

β “ α. A este R-homomorfismo se le conoce como la α-ésima inclusión
natural.

La siguiente proposición establece que el R-módulo
À

αPA

Mα junto con las

inclusiones naturales piαqαPA es un coproducto de pMαqαPA. (Ver definición
1.4.7).

Proposición 1.4.14. Sea pMαqαPA un conjunto indexado de R-módulos iz-
quierdos. Entonces la suma directa externa

À

αPA

Mα es un coproducto de pMαqαPA
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Observación 1.4.15. Supongamos que f “
À

A

fα es la suma directa de los

R-homomorfismos fα : Mα ÝÑ M, α P A. Como fiα “ fα, @α P A
tenemos que Imfα ď Imf .

Corolario 1.4.16. Con la notación de la Proposición 1.4.14. Si f “
À

A

fα,

entonces Imf “
ř

A

Imfα donde

ÿ

A

Imfα “ tfα1px1q ` . . .` fαnpxnq : αj P Au.

Una vez habiendo definido la suma directa externa, veamos el concepto de
suma directa interna.

Definición 1.4.17. Supongamos que pMαqαPA es un conjunto indexado de R-
submódulos de M . Sean jα : Mα ÝÑM los correspondientes homomorfismos
inclusión canónica (para cada α P A). Decimos que M es la suma directa
interna de sus R-submódulos pMαqαPAsi

j “
À

αPA

jα :
À

A

Mα ÝÑ M

x “ pxαqαPA ÞÝÑ
ř

A

jαpxαq “
ř

A

xα

es un isomorfismo. Se denota a la suma directa interna de M por M “
À

αPA

Mα.

Ejemplo 1.4.18. Consideremos a Rn como un R-espacio vectorial de di-
mensión n.

Consideremos los R-submódulos de Rn, Mi “ tpx1, . . . , xnq P Rn : xk “
0, @k ‰ iu y sean ji : Mi ÝÑ Rn las inclusiones canonicas para cada
i P t1, . . . , nu.

Entonces j “
n
À

i“1

ji :
À

i“1

Mi ÝÑ Rn dada por jpxq “ px1, 0, . . . , 0q ` . . . `

p0, . . . , 0, xj, 0, . . . , 0q ` . . .` p0, . . . , xnq es claramente un isomorfismo.

Por lo que Rn es la suma directa interna de sus R-submódulos Mi i “
1, . . . , n.
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El siguiente resultado nos proporciona una caracterización de la suma directa
interna.

Proposición 1.4.19. Sea pMαqαPA un conjunto indexado de R-submódulos
de M . Entonces M es la suma directa interna de pMαqαPA si, y sólo si, cada
x PM se puede escribir de manera única como x “

ř

αPA

xα con xα PMα con

solo un número finito de xα distinto de cero.

Necesitamos la siguiente definición para dar otra caracterización de la suma
directa interna de un R-módulo M .

Definición 1.4.20. Sea pMαqαPA un conjunto indexado de R-submódulos de
M . Decimos que pMαqαPA es independiente si para cada α P A se tiene
que:

Mα X p
ÿ

β‰α

Mβq “ t0u.

Observación 1.4.21. Notemos que la definición anterior es consistente con
la definición de R-submódulos independientes para el caso en le que el con-
junto indexado consta de solo dos R-submódulos. (Ver definición 1.3.5).

Ejemplo 1.4.22. Considera los R-submódulos de Rn, Mj “ tpx1, . . . , xnq P
Rn : xk “ 0, @k ‰ ju para toda j P t1, . . . , nu.

Veamos que el conjunto pMjqjPt1,...,nu es un conjunto independiente de R-
submódulos de Rn.

Sea px1, . . . , xnq P Mj X p
ř

k‰j

Mkq. Por estar px1, . . . , xnq P Mj tenemos que

xk “ 0 @k ‰ j. Por otro lado, por estar px1, . . . , xnq P
ř

k‰j

Mk tenemos que

xj “ 0. Por lo tanto px1, . . . , xnq “ p0, 0 . . . , 0q.

De donde, Mj X p
ř

k‰j

Mkq “ t0u @j P t1, . . . , nu.

Como corolario de la Proposición 1.4.19 tenemos el siguiente resultado. (Ver
Definición 1.1.21).
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Corolario 1.4.23. El R-módulo M es la suma directa interna de sus R-
submódulos pMαqαPA si, y sólo si, pMαqαPA es un conjunto independiente y
genera a M .

La siguiente definición va ser de gran utilidad en la secciones posteriores.

Definición 1.4.24. Si los R-submódulos pMαqαPA de M son idependientes,
decimos que la suma

ř

αPA

Mα es directa y escribimos

ÿ

αPA

Mα “
à

αPA

Mα

También podemos referirnos a esta suma como una descomposición di-
recta de

ř

αPA

Mα.

1.5. Idempotentes y Módulos Inescindibles.

En esta sección estudiaremos a los endomorfismos idempotentes y a los R-
módulos inescindibles. Durante toda la sección trabajaremos con la suma
directa interna de un R-módulo.

1.5.1. Endomorfismos Idempotentes.

Empezamos esta subsección estudiando el concepto de endomorfismo idem-
potente. Veremos que este concepto esta ı́ntimamente ligado con la descom-
posición en suma directa interna de un R-módulo.

Definición 1.5.1. Sea K un sumando directo de M con sumando directo
complementario K 1, es decir, M “ K ‘K 1. Definimos pK : M ÝÑ K dada
por pKpmq “ mK, donde m “ mK `mK1.

A pK se le conoce como la proyección de M sobre K a lo largo de
K 1.

Observación 1.5.2. Con la notación de la definición anterior se tiene que
la proyección de M sobre K a lo largo de K 1, pK, es un epimorfismo.
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Ejemplo 1.5.3. Sean M “ R2, K “ tpa, 0q : a P Ru y K 1 “ tpa, aq : a P Ru
es claro que M “ K ‘K 1 y pK : M ÝÑ K dada por pKpa, bq “ pa´ b, 0q ya
que pa, bq “ pa´ b, 0q ` pb, bq.

Además tenemos que Ker pk “ tpa, bq : pa´b, 0q “ p0, 0qu de donde a´b “ 0
y por lo tanto a “ b. Esto es, Ker pk “ K 1.

Lema 1.5.4. Si M “ K ‘ K 1, entonces la proyección de M sobre K a lo
largo de K 1 es el único epimorfismo

pK : M ÝÑ K

que satisface pK |K “ IK y Ker pK “ K 1.

Lema 1.5.5. Sea K un sumando directo de M con sumando directo comple-
mentario K 1. Es decir, M “ K‘K 1. Entonces pK1 : M ÝÑ K 1 (la proyección
de M sobre K 1 a lo largo de K) está dada por pK1pmq “ m´ pKpmq.

La siguiente proposición caracteriza cuándo un R-submódulo L de M es un
sumando directo complementario de K 1.

Proposición 1.5.6. Sean M “ K ‘K 1, pK : M ÝÑ K la proyección de M
sobre K a lo largo de K 1 y L un R-submódulo de M . Entonces M “ L‘K 1

si, y sólo si, pK : L ÝÑ K es un isomorfismo.

Definición 1.5.7. Dado un R-módulo M , denotamos por EndpRMq al con-
junto de todos los endomorfismos de M . Esto es,

EndpRMq “ tf : M ÝÑM : f es un R-homomorfismo u.

Es fácil ver que EndpRMq es un anillo asociativo con uno. Se le conoce como
el anillo de los endomorfismos de M .

Definición 1.5.8. Sean M “ K ‘ K 1 y pK : M ÝÑ K (la proyección de
M sobre K a lo largo de K 1). Definimos eK P EndpRMq dado por ekpmq “
pKpmq.

Observación 1.5.9. Con la notación de la Definición anterior es claro que
eK es un R-homomorfismo.
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Lema 1.5.10. Con la notación de la Definición anterior se tiene que e2
K “

eK e ImpeKq “ K.

Recordemos que, dado R un anillo asociativo con 1R, se tiene que un elemento
e P R es idempotente si e2 “ e. Es claro que 0R y 1R son siempre elementos
idempotentes en R.

Notación: Dado un endomorfismo idempotente e P EndpRMq, denotamos
algunas veces a Impeq la imagen de M bajo e, por Me.

El siguiente lema establece las principales propiedades que satisfacen los en-
domorfismos idempotentes.

Lema 1.5.11. Sea e un endomorfismo idempotente de M . Entonces

(1) Id´ e es idempotente en EndpRMq;

(2) Ker e “ tx PM : x “ xpId´ equ “ ImpId´ eq;

(3) Im e “ tx PM : x “ xeu “ KerpId´ eq;

Como consecuencia inmediata del Lema 1.5.4 y del Lema 1.5.11 tenemos.

Corolario 1.5.12. Si M “ K ‘K 1, entonces existe un único endomorfismo
idempotente eK P EndpRMq tal que K “Me y K 1 “MpId´ ekq.

1.5.2. Los idempotentes de una descomposición.

Una vez habiendo estudiado el concepto de endomorfismo idempotente de un
R-módulo M , estudiaremos la relación de éste con el concepto de suma di-
recta interna del R-módulo M . Para lo anterior usaremos el Corolario 1.5.12.

Supongamos que M tiene una descomposición en suma directa interna de
pMαqαPA, es decir M “

À

αPA

Mα. Entonces para cada α P A

M “Mα ‘ p
ÿ

β‰α

Mβq.
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Por el Corolario 1.5.12, tenemos que para cada α P A existe un único eα P
EndpRMq tal que Mα “ Meα y Ker eα “

ř

β‰α

Mβ. Esto motiva la siguiente

definición.

Definición 1.5.13. Llamamos a peαqαPA los idempotentes para la des-
composición M “

À

αPA

Mα, y para cada α P A llamamos a eα el idem-

potente para Mα en esta descomposición.

De hecho se tiene la siguiente proposición.

Proposición 1.5.14. Sea pMαqαPA un conjunto indexado de R-submódulos
de M . Entonces M “

À

αPA

Mα si, y sólo si, existe un conjunto indexado

peαqαPA de idempotentes en EndpRMq tales que para cada α P A, Mα “

Meα y Ker eα “
ř

β‰α

Mβ.

Ejemplo 1.5.15. Sea RM “ R3 y M “M1 ‘M2 ‘M3 con M1 “ tpa, 0, 0q :
a P Ru, M2 “ tp0, b, 0q : b P Ru y M3 “ tpc, c, cq : c P Ru.

Tenemos que

e1 : R3 ÝÑ R3 dado por e1pa, b, cq “ pa ´ c, 0, 0q, e2 : R3 ÝÑ R3 dado por
e2pa, b, cq “ p0, b´ c, 0q y e3 : R3 ÝÑ R3 dado por e3pa, b, cq “ pc, c, cq, es un
conjunto indexado de idempotentes en RM tales que para toda α P t1, 2, 3u
Mα “ Meα y Ker eα “

ř

α‰β

Mβ. De donde pe1, e2, e3q son los idempotentes

para esta descomposición.

Definición 1.5.16. Dado un conjunto de idempotentes peαqαPA de un anillo
R se dice que los idempotentes son ortogonales si ejei “ δijej para toda
i, j P A, donde δij es la delta de Kronecker.

Ejemplo 1.5.17. Retomando a los idempotentes del Ejemplo 1.5.15 dados
por:

e1 : R3 ÝÑ R3 donde e1pa, b, cq “ pa´ c, 0, 0q.
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e2 : R3 ÝÑ R3 donde e2pa, b, cq “ p0, b´ c, 0q.

e3 : R3 ÝÑ R3 donde e3pa, b, cq “ pc, c, cq.

Tenemos que pe1, e2, e3q es un conjunto de idempotentes ortogonales. Verifi-
quemos la condición para i ‰ j.

e1e2 “ e1p0, b´ c, 0q “ p0, 0, 0q,

e2e1 “ e2pa´ c, 0, 0q “ p0, 0, 0q,

e1e3 “ e1pc, c, cq “ p0, 0, 0q,

e3e1 “ e1pa´ c, 0, 0q “ p0, 0, 0q,

e2e3 “ e2pc, c, cq “ p0, 0, 0q,

e3e2 “ e3p0, b´ c, 0q “ p0, 0, 0q.

Del Lema 1.5.11 tenemos de forma inmediata el siguiente corolario.

Corolario 1.5.18. Los idempotentes peαqαPA para una descomposición M “
À

αPA

Mα son ortogonales.

Definición 1.5.19. Decimos que un conjunto finito de idempotentes orto-
gonales e1, . . . , en en un anillo R es completo si e1 ` ¨ ¨ ¨ `, en “ 1R con
1R P R.

Corolario 1.5.20. Sean M1,M2, . . . ,Mn R-submódulos de M . Entonces M “

M1‘M2‘¨ ¨ ¨‘Mn si, y sólo si, existe un conjunto completo de idempotentes
ortogonales e1, e2 . . . , en P EndpRMq con Mi “Mei para i P t1, . . . , nu.

Ejemplo 1.5.21. Retomando a los idempotentes del Ejemplo 1.5.15 dados
por:

e1 : R3 ÝÑ R3 dada por e1pa, b, cq “ pa´ c, 0, 0q.

e2 : R3 ÝÑ R3 dada por e2pa, b, cq “ p0, b´ c, 0q.

e3 : R3 ÝÑ R3 dada por e3pa, b, cq “ pc, c, cq.

Veamos que el conjunto pe1, e2, e3q es completo.
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e1` e2` e3pa, b, cq “ e1pa, b, cq` e2pa, b, cq` e3pa, b, cq “ pa´ c, 0, 0q` p0, b´
c, 0q ` pc, c, cq “ pa´ c` c, b´ c` c, cq “ pa, b, cq “ IdR3pa, b, cq.

Por lo tanto, e1 ` e2 ` e3 “ IdR3 “ 1EndpRR3q.

1.5.3. Módulos Inescindibles.

Por último en esta subsección estudiaremos el concepto de R-módulo inescin-
dible. En particular, veremos cómo se relaciona dicho concepto con la noción
de endomorfismo idempotente primitivo.

Definición 1.5.22. Sea M un R-módulo no cero. Decimos que M es ines-
cindible si sus únicos sumandos directos son M y t0Mu.

Ejemplo 1.5.23. Se tiene que ZZ es inescindible como Z-módulo.

Supongamos que ZZ “ Za‘ Zb de donde 1 “ ma` nb con m,n P Z y por lo
tanto pa, bq “ 1.

Pero ba P Za X Zb “ 0, de donde ba “ 0 y entonces b “ 0 ó a “ 0, por lo
cual Za “ 0 ó Zb “ 0. Por lo tanto, ZZ es inescindible.

Proposición 1.5.24. Sea e un idempotente en EndpRMq. Entonces hay un
isomorfismo de anillos

φ : eEndpRMqe ÝÑ EndpRMeq

dado por
φpeseq : Me ÝÑ Me

xe ÞÝÑ xpeseq

donde s P EndpRMq.

Definición 1.5.25. Decimos que un idempotente e P R es primitivo si
e “ e1`e2 con e1 y e2 idempotentes ortogonales, implica que e1 “ 0 ó e2 “ 0.

La siguiente proposición establece cómo se relaciona el concepto de endomor-
fismo idempotente primitivo con el de R-módulo inescindible.
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Proposición 1.5.26. Sea M un R-módulo no cero. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) M es inescindible;

(2) 0 y IdM son los únicos idempotentes en EndpRMq;

(3) IdM es un idempotente primitivo en EndpRMq.

El siguiente corolario nos proporciona una caracterización de los sumandos
directos inescindibles.

Corolario 1.5.27. Sean M un R-módulo y e “ e2 P EndpRMq con e ‰ 0.
Entonces Me es inescindible si, y sólo si, e es un idempotente primitivo.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa Avanzada de Módulos.

Una vez que ya hemos estudiado los resultados básicos relacionados con los
R-módulos, abordaremos ahora los conceptos de ciertos R-módulos especia-
les tales como R-módulo semisimple, R-módulo artiniano, R-módulo noet-
heriano, etc. Estos nuevos conceptos nos permitirán enunciar y demostrar el
Teorema de Jordan-Hölder y el Teorema de Krull-Schmidt.

2.1. Módulos Semisimples, El Soclo y el Ra-

dical.

2.1.1. Módulos Semisimples.

Recordemos que como R es un anillo asociativo con 1R, entonces R es fini-
tamente generado y por lo tanto R tiene ideales maximales; de donde por el
Corolario 1.1.30 tenemos que existen R-módulos simples.

Definición 2.1.1. Sea pTαqαPA un conjunto indexado de R-submódulos sim-
ples de un R-módulo M .

(1) Si RM es la suma directa (interna) de pTαqαPA, entonces decimos que
M “

À

A

Tα es una descomposición semisimple de M .

(2) Decimos que un R-módulo M es semisimple si tiene una descompo-
sición semisimple.

33
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Ejemplos 2.1.2.

(1) Si RM es simple, entonces RM es semisimple.

(2) R2 es un R-módulo semisimple ya que R2 “ tpa, 0q : a P Ru ‘ tp0, bq :
b P Ru es una descomposición semisimple de R2.

Una de las propiedades más importantes de los R-módulos simples nos la da
la Proposición 2.1.4. Para demostrar dicha proposición es necesario establecer
primero el siguiente lema.

Lema 2.1.3. Sea pTαqαPA un conjunto indexado de R-submódulos simples de
M . Si

M “
ÿ

αPA

Tα,

entonces para cada R-submódulo K de M hay un subconjunto B Ď A tal que
pTβqβPB es independiente y M “ K ‘ p

À

B

Tβq.

Del Lema 2.1.3 tenemos como consecuencia el siguiente resultado. Ver defi-
nición 1.1.21.

Proposición 2.1.4. Si M es un R-módulo izquierdo generado por un conjun-
to indexado de R-submódulos simples pTαqαPA, entonces hay un subconjunto
B Ď A tal que

M “
à

B

Tβ.

En particular, M es semisimple.

Proposición 2.1.5. Sea M un R-módulo izquierdo semisimple con descom-
posición semisimple M “

À

A

Tβ. Si

0 ÝÑ RK
f
ÝÑ RM

g
ÝÑ RN ÝÑ 0

es un sucesión exacta corta, entonces se tiene:

(1) La sucesión se escinde;

(2) RK y RN son semisimples;
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(3) Existe un subconjunto B Ď A e isomorfismos tales que

N »
à

B

Tβ y K »
à

AzB

Tα.

El resultado anterior nos dice que cada R-submódulo y cada cociente de un
R-módulo semisimple es semisimple.

Corolario 2.1.6. Sea pTαqαPA un conjunto indexado de R-submódulos sim-
ples de M . Si RT es un R-submódulo simple de M tal que

T X
ÿ

A

Tα ‰ 0,

entonces hay un α P A tal que Tα » T .

Terminamos esta sección con el siguiente resultado, el cual caracteriza a los
R-módulos semisimples.

Teorema 2.1.7. Si M es un R-módulo izquierdo, entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(1) RM es semisimple;

(2) RM es la suma de un conjunto de R-submódulos simples;

(3) RM es la suma de sus R-submódulos simples;

(4) Cada R-submódulo de RM es un sumando directo de RM ;

(5) Cada sucesión exacta corta

0 ÝÑ RK
f
ÝÑ RM

g
ÝÑ RN ÝÑ 0

se escinde.
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2.1.2. El Soclo y El Radical.

En esta subsección estudiaremos el concepto del soclo y el radical de un
R-módulo izquierdo, conceptos que serán de gran importancia en secciones
posteriores.

Definición 2.1.8. Sea M un R-módulo izquierdo. Definimos el soclo de
M como la suma de todos sus R-submódulos simples. Es decir,

Soc M “
ÿ

αPA

Sα

donde Sα es un R-submódulo simple de M .

Ejemplos 2.1.9.

(1) Consideremos a Z4 “ t0, 1, 2, 3u como Z-módulo. Tenemos que N “

t0, 2u es el único Z-submódulo simple de Z4, entonces Soc Z4 “ t0, 2u.

(2) Consideremos a Rn como un R-espacio vectorial de dimensión n. Los
R-módulos simples son los R-módulos (R-subespacios vectoriales) de
dimensión 1.

Tomemos los R-submódulos

Ni “ tpx1, . . . , xnq P Rn : xk “ 0 @k ‰ iu, @i P t1, . . . , nu.

Sabemos que Rn “
n
À

i“1

Ni, entonces por el Teorema 2.1.7, Rn es semi-

simple y por tanto Soc Rn “ Rn.

Definición 2.1.10. Sea M un R-módulo izquierdo. Definimos el radical
de M como:

Rad M “
č

tRK ă RM : K es maximal en Mu.
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Ejemplo 2.1.11. Consideremos a Z como un Z-módulo. Sabemos que Zp
con p primo es un Z-submódulo maximal de Z, de donde Rad Z “ t0u.

Para continuar con el desarrollo de esta sección necesitamos la definición de
un R-módulo esencial y de un R-módulo superfluo.

Definición 2.1.12.

(1) Decimos que un R-submódulo RK de RM es esencial (o grande) en

RM denotado

RK E RM,

si para cualquier R-submódulo RL ď RM tal que,

RK X RL “ t0u se tenga que RL “ 0.

(2) Decimos que un R-submódulo RK de RM es superfluo (o pequeño)
en RM denotado

RK ! RM,

si para cualquier R-submódulo RL ď RM tal que,

RK ` RL “M se tenga que RL “ RM.

Ejemplo 2.1.13. Consideremos Z4 “ t0, 1, 2, 3u como Z-módulo. Tenemos
que t0, 2u es Z-submódulo esencial y superfluo de Z4 ya que Z4, t0, 2u y t0u
son los únicos Z-submódulos de Z4.

Las siguientes proposiciones caracterizan al soclo y al radical de un R-módulo
M .

Proposición 2.1.14. Si M es un R-módulo izquierdo, entonces

Soc M “
č

tRL ď RM : L es esencial en Mu.

Proposición 2.1.15. Si M es un R-módulo izquierdo, entonces

Rad M “
ÿ

tRL ď RM : L es superfluo en Mu.

A continuación revisaremos algunas propiedades importantes del soclo de un
R-módulo M .
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Proposición 2.1.16. Sean M y N R-módulos izquierdos y sea f : M ÝÑ N
un R-homomorfismo. Entonces

fpSoc Mq ď Soc N.

Corolario 2.1.17. Sea M un R-módulo y sea K ďM . Entonces

Soc K “ K X Soc M.

En particular,

SocpSoc Mq “ Soc M.

Proposición 2.1.18. Si pMαqαPA es un conjunto indexado de R-submódulos
de M tal que M “

À

A

Mα, entonces

Soc M “
à

A

Soc Mα.

Para terminar esta subsección ahora revisaremos algunas propiedades impor-
tantes del radical de un R-módulo M .

Proposición 2.1.19. Sean M y N R-módulos izquierdos y sea f : M ÝÑ N
un R-homomorfismo. Entonces

fpRad Mq ď Rad N.

Proposición 2.1.20. Si f : M ÝÑ N es un epimorfismo y si Kerf ď
Rad M , entonces Rad N “ fpRad Mq. En particular,

Rad pM{Rad Mq “ 0.

Proposición 2.1.21. Si pMαqαPA es un conjunto indexado de R-submódulos
de M tal que M “

À

A

Mα, entonces

Rad M “
à

A

Rad Mα.
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2.2. Módulos Artinianos y Noetherianos.

En esta sección veremos la definición de un R-módulo artiniano y de un
R-módulo noetheriano. Aśı como algunas propiedades importantes.

Antes de dar la definición de un R-módulo artiniano y de un R-módulo
noetheriano vamos a revisar los conceptos conocidos como las condiciones de
cadena.

Definición 2.2.1.

(1) Decimos que un conjunto L de R-submódulos de M satisface la con-
dición ascendente de cadena si para cualquier cadena ascendente

L1 ď L2 ď . . . ď Ln . . .

en L, hay un número n0 P N tal que Lno`i “ Ln0 para i “ 1, 2, . . .

(2) Decimos que un conjunto L de R-submódulos de M satisface la condi-
ción descendente de cadena si para cualquier cadena descendente

L1 ě L2 ě . . . ě Ln . . .

en L, hay un número n0 P N tal que Ln0`i “ Ln0 para i “ 1, 2, . . .

Ejemplos 2.2.2.

(1) Sea FV un F -espacio vectorial de dimension finita, entonces cada con-
junto L de F -subespacios de FV satisface la condición ascendente de
cadena.

(2) Sea FV un F -espacio vectorial de dimension finita, entonces cada con-
junto L de F -subespacios de FV satisface la condición descendente de
cadena.

Definición 2.2.3.

(1) Decimos que un R-módulo M es noetheriano, si para cada cadena
ascendente de R-submódulos de M

L1 ď L2 ď . . . ď Ln . . .

existe un número n0 P N tal que Ln0`i “ Ln0 para i “ 1, 2, . . .. Es decir,
toda cadena ascendente L1 ď L2 ď . . . ď Ln . . . de R-submódulos de M
satisface la condición ascendente de cadena.
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(2) Decimos que un R-módulo M es artiniano, si para cada cadena des-
cendente de R-submódulos de M

L1 ě L2 ě . . . ě Ln . . .

existe un número n0 P N tal que Ln0`i “ Ln0 para i “ 1, 2, . . .. Es decir,
toda cadena descendente L1 ě L2 ě . . . ě Ln . . . de R-submódulos de
M satisface la condición descendente de cadena.

Ejemplos 2.2.4.

(1) ZZ es noetheriano pero no es artiniano.

(2) Un espacio vectorial de dimension finita FV es noetheriano y artiniano.

Para poder dar una caracterización de los R-módulos artinianos y noethe-
rianos, respectivamente, necesitamos dar la definición de un R-módulo fi-
nitamente cogenerado y recordar la definición de un R-módulo finitamente
generado.

Definición 2.2.5. Decimos que un R-módulo izquierdo M es finitamente
cogenerado en caso de que para cada cualquier subconjunto de R-submódu-
los de M con

Ş

NPA
N “ t0u, se tiene que existe un subconjunto finito F Ď A

tal que
Ş

NPF
N “ t0u.

Ejemplo 2.2.6. Sea S un R-módulo simple. Entonces el conjunto A de todos
los R-submódulos de S, consta de dos elementos. Por lo que si

Ş

A
Si “ t0Su,

entonces t0Su P A. Como A es finito podemos escoger a F “ A tal que
Ş

F
Si “ t0Su. Por lo tanto, S es finitamente cogenerado.

Recordemos que un R-módulo M es finitamente generado si tiene un conjunto
generador finito. El siguiente lema nos da una caracterización de unR-módulo
finitamente generado.

Lema 2.2.7. Sea M un R-módulo. Los siguientes enunciados son equivalen-
tes:
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(1) Para todo conjunto A de R-submódulos de M con
ř

NPA
N “ M existe

un subconjunto finito F Ď A tal que
ř

NPF
N “M ;

(2) M es finitamente generado.

La siguiente proposición nos proporciona una caracterización de un R-módulo
artiniano. Para la demostración de dicha proposición se requiere el Teorema
de la Correspondencia.

Proposición 2.2.8. Sea M un R-módulo. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(1) RM es artiniano;

(2) Cada R-módulo factor de RM es finitamente cogenerado;

(3) Cada conjunto no vaćıo de R-submódulos de RM tiene un elemento
minimal.

Análogamente, la siguiente proposición nos proporciona una caracterización
de un R-módulo noetheriano.

Proposición 2.2.9. Sea M un R-módulo. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(1) RM es noetheriano;

(2) Cada R-submódulo de RM es finitamente generado;

(3) Cada conjunto no vaćıo de R-submódulos de RM tiene un elemento
maximal.

El siguiente resultado establece, en particular, que todo R-submódulo de un
R-módulo artiniano (noetheriano) también es artiniano y (noetheriano).
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Proposición 2.2.10. Sea

0 ÝÑ RK ÝÑ RM ÝÑ RN ÝÑ 0

una sucesión exacta corta. Entonces RM es artiniano (noetheriano) si, y sólo
si, RK y RN son artinianos (noetherianos).

De la proposición anterior obtenemos de manera inmediata el siguiente co-
rolario.

Corolario 2.2.11. Sea RM “ M1 ‘M2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Mn. Entonces RM es ar-
tiniano (noetheriano) si, y sólo si, cada Mi pi “ 1, . . . , nq es artiniano
(noetheriano).

Terminamos esta sección con la siguiente proposición, la cual sera retomada
en la sección 2.4.

Proposición 2.2.12. Sea M un R-módulo (no cero) que sea artiniano o
noetheriano. Entonces existe una descomposición de M en suma directa de
R-submódulos

M “M1 ‘M2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Mn,

donde cada R-módulo Mi es inescindible pi “ 1, . . . , nq.

2.3. Módulos de Longitud Finita.

En esta sección introduciremos el concepto de R-módulos de longitud finita
y probaremos el Teorema de Jordan-Hölder.

Recordemos que un R-módulo M es semisimple si RM es la suma de R-módu-
los simples. Una caracterización de estos R-módulos es: RM es semisimple si,
y sólo si, cada R-submódulo de M es un sumando directo de RM . (Ver Teore-
ma 2.1.7). Como consecuencia de lo anterior se tiene que cada R-submódulo
y cada R-módulo cociente de un R-módulo cociente de un R-módulo semi-
simple RM es semisimple. Pero en general la categoŕıa de los R-módulos
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semisimples, no es cerrada bajo extensiones. Esto conduce al estudio de R-
módulos de longitud finita, que es la categoŕıa más pequeña cerrada bajo
extensiones que contiene a los R-módulos simples.

Definición 2.3.1. Sea M un R-módulo.

(1) Decimos que un R-módulo M es de longitud finita, si hay una cadena
descendente finita de R-submódulos, la cual se conoce como filtración
finita

F : M “M0 ěM1 ě . . . ěMn “ 0

tal que Mi{Mi`1 es cero o simple para todo i “ 0, . . . , n´ 1.

(2) Decimos que dicha filtración F de M es una serie de composición
generalizada y a los R-módulos cociente no cero Mi{Mi`1 los llama-
mos los factores de composición de la filtración F .

(3) Si ningún R-módulo cociente Mi{Mi`1 es cero para i “ 0, . . . , n ´ 1,
entonces F se dice que es una serie de composición para M .

(4) Para cada R-módulo simple S denotamos por mF
S pMq al número de

factores de composición de F que son isomorfos a RS. A
mF
S pMq se le conoce como la multiplicidad de RS en RM con

respecto a la serie de composición generalizada de F .

(5) Definimos la longitud de M con respecto a la filtración F ,
denotada, lF pMq, como

ř

mF
S pMq; donde la suma se toma sobre todos

los R-módulos simples.

(6) Definimos la longitud de M , denotada por lpMq como el mı́nimo
de las longitudes lF pMq y la multiplicidad de RS en RM, denotada por
mspMq es el minimo de mF

S pMq.

Ejemplo 2.3.2. Consideremos RR3 “ RN1 ‘ RN2 ‘ RN3

RN1 “ tpa, 0, 0q : a P Ru, RN2 “ tp0, b, 0q : b P Ru y RN3 “ tp0, 0, cq : c P Ru
se tiene que

R3
ą N1 ‘N2 ą N1 ą 0

es una filtración finita de R-submódulos de RR3.
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Ahora bien, lo que nosotros queremos demostrar es que la multiplicidad del
R-módulo RS en RM , mF

S pMq, no depende de la serie de composición F de
M . De esto se desprende que la longitud de M , lpMq, no depende de la serie
de composición F .

Para ello, consideramos

0 //
RA

f //
RB

g //
RC // 0.

una sucesión exacta corta y sea F una serie de composición generalizada

B “ B0 ě B1 ě . . . ě Bn “ 0.

de B. La serie de composición generalizadas F induce series de composición
generalizadas F 1 de A y F 2 de C dadas por:

A “ f´1
pBq ě f´1

pB1q ě . . . ě f´1
pBnq “ 0

y
C “ gpBq ě gpB1q ě . . . ě gpBnq “ 0.

Donde f´1pBnq “ 0, ya que f es monomorfismo y C “ gpBq, ya que g es
epimorfismo. Escribimos f´1pBiq “ Ai y gpBiq “ Ci.

Proposición 2.3.3. Considerando la notación anterior se tiene:

(1) Para cada R-módulo simple RS:

mF 1

S pAq `m
F 2

S pCq “ mF
S pBq;

(2) lF 1pAq ` lF 2pCq “ lF pBq.

A continuación enunciaremos y probaremos el Teorema de Jordan-Hölder.

Teorema 2.3.4 (Jordan-Hölder). Sea B un R-módulo de longitud finita, F
y G dos series de composición para B. Entonces para cada R-módulo simple
S tenemos que:

mF
S pBq “ mG

S pBq,

y por tanto
lF pBq “ lGpBq “ lpBq.
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Demostración.

Haremos la prueba por inducción sobre la longitud de RB, lpRBq.

Si lpRBq “ 0. Tenemos que existe una serie de composición generalizada, H,
de RB:

RB “ B0 > B1 > . . . > Bn “ 0,

tal que lHpRBq “ lpRBq “ 0. Entonces para todo R-módulo simple S, tene-
mos que

ř

mH
S pBq “ 0, de donde mH

S pBq “ 0 @ S simple por lo cual,

Bi{Bi`1 “ 0, @i P t0, . . . , n´ 1u;

de donde B0 “ B1 “ . . . “ Bn´1 “ Bn. Como Bn “ 0, se tiene que B “ 0 y
por tanto se tiene trivialmente el resultado en este caso.

Si lpRBq “ 1. Tenemos que existe una serie de composición generalizada, H,
de RB:

RB “ B0 > B1 > . . . > Bn “ 0,

tal que lHpRBq “ lpRBq “ 1. Entonces Bi{Bi`1 » S para algún R-módulo
simple S y Bj{Bj`1 “ 0 para toda j ‰ i De donde, B “ Bi y denotemos por
K a Bi`1.

Consideremos la sucesión exacta

0 ÝÑ K
i
ÝÑB

π
ÝÑB{K ÝÑ 0

Como H es una serie de composición generalizada para RB tenemos por la
Proposición 2.3.5 que existen H 1 y H2 series de composición generalizadas
para K y B{K respectivamente, y

lH 1pKq ` lH2pB{Kq “ lHpBq “ 1.

De donde, lH 1pKq “ 0 y lH2pB{Kq “ 1 ó lH 1pKq “ 1 y lH2pB{Kq “ 0.
Claramente el segundo caso no puede pasar ya que lH2pB{Kq “ 0 implica,
por el caso anterior, que B{K “ 0. Lo cual es una contradicción, ya que
B{K » S para algún R-módulo simple.

De donde sólo tenemos el caso lH 1pKq “ 0 y lH2pB{Kq “ 1. Como lH 1pKq “ 0
tenemos que, por el caso anterior que K “ 0 y por tanto B » B{K » S. Es
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decir, B es un R-módulo simple. Por lo tanto, el resultado se sigue de manera
inmediata.

Supongamos que se cumple el resultado para lpRBq ď n´ 1.

Ahora, si lpRBq “ n ą 1, entonces tenemos que existe una serie de composi-
ción generalizada H de RB:

RB “ B0 > B1 > . . . > Bn “ 0,

tal que lHpRBq “ lpRBq “ n. De donde RB no es un R-módulo simple y por
tanto RB tiene un R-submódulo 0 ‰ RA ă RB.

Aśı pues podemos considerar la siguiente sucesión exacta

0 ÝÑ A
i
ÝÑB

π
ÝÑB{A ÝÑ 0.

Como H es una serie de composición generalizada de RB, tenemos por la
Proposición 2.3.5 que existen H 1 y H2 son series de composición generalizadas
de A y B{A respectivamente, tales que

lH 1pAq ` lH2pB{Aq “ lHpBq.

Como lpAq ` lpB{Aq ď lH 1pAq ` lH2pB{Aq “ lHpBq “ lpBq, se tiene que
lpAq ď lpBq y lpB{Aq ď lpBq. Veamos primero que lpAq ă lpBq y que
lpB{Aq ă lpBq.

Supongamos para llegar a un contradicción que lpAq “ lpBq. Entonces lpB{Aq “
0. Lo cual es una contradicción ya que A ‰ B.

Ahora si suponemos que lpB{Aq “ lpBq. Entonces lpAq “ 0 Lo cual es una
contradicción ya que A ‰ 0.

Por lo tanto, lpAq ă lpBq y lpB{Aq ă lpBq.

Ahora bien, sean F y G dos serie de composición de B y consideramos F 1 y
G1 las filtraciones inducidas de A. Como lpAq ă lpBq, entonces por hipótesis
de inducción tenemos que para cada R-módulo simple S, mF 1

S pAq “ mG1

S pAq
y lF 1pAq “ lG1pAq “ lpAq.

Análogamente consideremos F 2 y G2 las filtraciones inducidas por F y G
de B{A. Como lpB{Aq ă lpBq, entonces por hipótesis de inducción tenemos
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que para cada R-módulo simple S, mF 2

S pB{Aq “ mG2

S pB{Aq y lF 2pB{Aq “
lG2pB{Aq “ lpB{Aq.

Finalmente por la Proposición 2.3.5 tenemos quemF
S pBq “ mF 1

S pAq`m
F 2

S pB{Aq
y mG

S pBq “ mG1

S pAq ` mG2

S pB{Aq y además lF pBq “ lF 1pAq ` lF 2pB{Aq y
lGpBq “ lG1pAq ` lG2pB{Aq.

Por lo tanto, mF
S pBq “ mG

S pBq y lF pBq “ lGpBq “ lpAq ` lpB{Aq “ lpBq.

Como consecuencia directa del Teorema de Jordan-Hölder tenemos los si-
guientes corolarios.

Corolario 2.3.5. Sea

0 ÝÑ RA ÝÑ RB ÝÑ RC ÝÑ 0

una sucesión exacta de R-módulos de longitud finita. Entonces

lpAq ` lpCq “ lpBq.

Corolario 2.3.6 (El teorema de la dimensión). Sean M un R-módulo de
longitud finita, N y K R-submódulos de RM . Entonces

lpK `Nq ` lpK XNq “ lpKq ` lpNq.

EL siguiente resultado nos proporciona una caracterización de los R-módulos
de longitud finita no-cero

Teorema 2.3.7. Sea RM R-módulo no cero. Entonces RM tiene una serie
de composición si, y sólo si, M es artiniano y noetheriano.

Lema 2.3.8. Sea M un R-módulo y f : M ÝÑM un endomorfismo de M .

(1) Si RM es artiniano, entonces Imfn `Kerfn “ M para algún n P N.
Además f es un automorfismo si, y sólo si, f es un monomorfismo.
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(2) Si RM es noetheriano, entonces Imfn XKerfn “ 0 para algún n P N.
Además f es un automorfismo si, y sólo si, f es un epimorfismo.

Proposición 2.3.9. Si M es un R-módulo de longitud finita n y f un en-
domorfismo de M , entonces

M “ Imfn ‘Kerfn.

Corolario 2.3.10. Sea M un R-módulo de longitud finita y f un endomor-
fismo de M . Entonces los siguientes resultados son equivalentes:

(1) f es monomorfismo;

(2) f es epimorfismo;

(3) f es isomorfismo.

2.4. Descomposición de Módulos en Inescin-

dibles

En esta sección estudiaremos las descomposiciones en R-módulos inescindi-
bles, las cuales utilizaremos para demostrar el Teorema de Krull-Schmidt.

Definición 2.4.1. Sea M un R-módulo izquierdo y sea pMαqαPA un conjunto
indexado de R-submódulos de RM . Decimos que una descomposición de RM

RM “
à

A

Mα

es una descomposición en inescindibles, en caso de que cada Mα sea
inescindible.

Ejemplo 2.4.2.
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(1) Sea S un R-módulo semisimple. Consideremos la descomposición de

RS.

RS “
à

A

Sα

con Si simple. Se tiene que ésta es una descomposición en inescindibles.

(2) Sea M un R-módulo artiniano o noetheriano, por la Proposición 2.2.12
existe una descomposición de RM en suma directa de R-submódulos

RM “M1 ‘M2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Mn,

donde cada R-módulo Mi es inescindible pi “ 1, . . . , nq.

Definición 2.4.3. Sea M un R-módulo y

RM “
à

A

Mα “
à

B

Bβ

dos descomposiciones de RM . Decimos que las descomposiciones son
equivalentes, si existe σ : A ÝÑ B una biyección tal que Mα » NσpAq pα P
Aq.

Ejemplo 2.4.4. Consideremos RR2 “ RM1 ‘ RM2 “ RN1 ‘ RN2, donde:

RM1 “ tpa, bq P R2 : b “ 0u y RM2 “ tpa, bq P R2 : a “ 0u.

RN1 “ tpa, bq P R2 : a “ bu y RN2 “ tpa, bq P R2 : a “ 0u.

Es claro que RM2 » RN2 y RM1 » RN1, de donde podemos definir a
σ : t1, 2u ÝÑ t1, 2u con σp1q “ 1 y σp2q “ 2, la cual es una biyección.

Proposición 2.4.5. Sean pMαqαPA, pNβqβPB dos conjuntos indexados de R-
submódulos de RM tales que

RM “
à

A

Mα “
à

B

Nβ,

y σ : A ÝÑ B. Entonces estas dos descomposiciones son equivalentes v́ıa
σ si, y sólo si, existe un automorfismo f : RM ÝÑ RM tal que fpMαq “

Nσpαq, @α P A.
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Definición 2.4.6. Sean M un R-módulo y RK un sumando directo de RM .
Decimos que K es un sumando directo maximal de RM , si RK tiene
un complemento directo inescindible RN en RM .

La siguiente definición será de gran importancia en esta sección.

Definición 2.4.7. Sean M un R-módulo izquierdo y pMαqαPA un conjunto
indexado de R-submódulos de RM . Decimos que una descomposición de

RM

RM “
à

A

Mα

complementa sumandos directos (maximales) en caso de que para
cada sumando directo (maximal) RK de RM existe B Ď A tal que

RM “ p
à

B

Mβq ‘K.

Lema 2.4.8. Sea RM “
À

A

Mα una descomposición que complementa su-

mandos directos maximales. Si

RM “ N1 ‘ . . .‘Nn ‘K

con N1, . . . , Nn inescindibles, entonces existen α1, . . . , αn P A tales que

RMαi » Ni pi “ 1, . . . , nq

y para cada 1 ď l ď n

RM “Mα1 ‘ . . .‘Mαl ‘Nl`1 ‘ . . .‘Nn ‘K.

Concluimos esta sección con el siguiente resultado.

Teorema 2.4.9. Si RM tiene una descomposición en inescindibles que com-
plementa sumandos directos maximales, entonces todas las descomposiciones
en inescindibles de RM son equivalentes.
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2.5. Teorema de Krull-Schmidt.

En esta sección finalmente demostraremos el Teorema de Krull-Schmidt.

Recordemos que un anillo conmutativo R es local en caso que tenga un único
ideal maximal.

Proposición 2.5.1. Si R es un anillo local, entonces 0 y 1 son sus únicos
idempotentes.

Necesitamos el siguiente resultado para poder probar el Teorema de Krull-
Schmidt.

Teorema 2.5.2 (Azumaya). Si un R-módulo M tiene una descomposición
directa

RM “
à

A

Mα

donde cada anillo de endomorfismos EndpMαq es local, entonces ésta es una
descomposición en inescindibles y

(1) Todo sumando directo no cero de RM tiene un sumando directo ines-
cindible.

(2) La descomposición RM “
À

A

Mα complementa sumandos directos ma-

ximales. En particular, la descomposición RM “
À

A

Mα es equivalente

a otra descomposición en inescindibles de RM .

Tenemos el siguiente resultado como consecuencia del Teorema 2.5.2.

Corolario 2.5.3. Si RM tiene una descomposición directa finita

RM “M1 ‘ . . .‘Mn

donde cada anillo de endomorfismos EndpMiq es local, entonces esta descom-
posición complementa sumandos directos.
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Con el trabajo que hemos desarrollado, el Teorema de Krull-Schmidt es una
consecuencia del Teorema 2.5.2 y del siguiente Lema.

Lema 2.5.4. Si M es un R-módulo inescindible de longitud finita, entonces
EndpRMq es un anillo local.

Teorema 2.5.5 (Krull-Schmidt). Sea M un R-módulo no cero de longitud
finita. Entonces RM tiene una descomposición en inescindibles

RM “M1 ‘ . . .‘Mn

tal que para toda descomposición en inescindibles

RM “ N1 ‘ . . .‘Nk,

se tiene que n “ k, y existe una permutación σ de t1, . . . , nu tal que

Mσpiq » Ni pi “ 1, . . . , nq,

y para cada 1 ď l ď n

RM “Mσp1q ‘ . . .‘Mσplq ‘Nl`1 ‘ . . .‘Nn.

Demostración.

Como 0 ‰ RM es de longitud finita, sabemos que RM tiene una serie de
composición. Luego tenemos por el Teorema 2.3.7 que, RM es artiniano y
neotheriano. Usando la Proposición 2.2.12 tenemos que existe una descom-
posición de RM en suma directa de R-submódulos

RM “M1 ‘M2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Mn

donde cada R-módulo Mi es inescindible pi “ 1, . . . , nq.

Por el Lema 2.5.4 tenemos que cada anillo de endomorfismo EndpRMiq es
local. Aplicando el Corolario 2.5.3, obtenemos que la descomposición ante-
rior complementa sumandos directos. En particular, complementa sumandos
directos maximales. Por el Teorema 2.4.9 tenemos que todas las descomposi-
ciones en inescindibles de RM son equivalentes. Es decir, dada una descom-
posición en inescindibles de RM

RM “ N1 ‘ . . .‘Nk,
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se tiene que n “ k y existe σ : t1, . . . , nu ÝÑ t1, . . . , ku una biyección tal que
Mσpiq » Ni pi “ 1, . . . , nq.

Por último, por el Lema 2.4.8 paraK “ 0, tenemos que existen σp1q, . . . , σpnq P
t1, . . . , nu tales que

Mσpiq » Ni pi “ 1, . . . , nq

y para cada 1 ď l ď n

RM “Mσp1q ‘ . . .‘Mσplq ‘Nl`1 ‘ . . .‘Nn.

2.6. Módulos Libres y Proyectivos.

En esta última sección revisaremos los conceptos de un R-módulo libre y de
un R-módulo proyectivo, Estos conceptos tendrán un gran importancia en el
desarrollo de este trabajo.

2.6.1. Módulos libres.

En esta subsección revisaremos la definición de un R-módulo libre y su uti-
lidad para definir otro tipo de R-módulos.

Definición 2.6.1. Decimos que un R-módulo F es un R-módulo libre, si
F es isomorfo a una suma directa de copias de R: Esto es, existe un conjunto
de ı́ndices B con F “

À

bPB

Rb , donde Rb “ xby » R para todo b P B. Al

conjunto B se le conoce como una base de F .

Ejemplos 2.6.2.

(1) Consideremos a Rn como un R-módulo, tenemos que Rn es un R-módu-
lo libre con B “ tp1, 0, . . . , 0q, p0, 1, 0, . . . , 0q, . . . , p0, 0, . . . , 1qu.

(2) Cada anillo R considerado como R-módulo izquierdo es un R-módulo
libre, RR “ tr ¨ 1 : r P Ru con B “ t1u ó B “ t´1u.

Observación 2.6.3. De la Definición 1.4.17 y la Proposición1.4.19 se tiene
que cada m P F tiene una única expresión de la forma

m “
ÿ

xPB

axx
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donde ax P R y casi todo ax “ 0. Se dice que F “ xBy.

Proposición 2.6.4. Sea R un anillo. Dado cualquier conjunto B, existe un
R-módulo libre F con base B. Esto es,

F “ xBy “ t
ÿ

rx : x P B y r P Ru.

Proposición 2.6.5 (Extendiendo por linealidad). Sea R un anillo y F el
R-módulo con base X. Si M es cualquier R-módulo y si f : X ÝÑ M es
cualquier función. Entonces existe un único R-homomorfismo pf : F ÝÑ M
tal que pfµ “ f donde µ : X ÝÑ F es la inclusión esto es pfpxq “ fpxq, @x P

X. Se dice que pf extiende a f y se tiene el siguiente diagrama

F

pf

  
X

µ

OO

f
//M.

En los resultados siguientes se muestran las propiedades de los R-módulos
libres.

Teorema 2.6.6. Cada R-módulo M es un cociente de un R-módulo libre
F . Más aún, RM es finitamente generado si, y sólo si, F puede ser escogido
finitamente generado.

Teorema 2.6.7. Sean F un R-módulo libre y ρ : RM ÝÑ RM
2 un epi-

morfismo. Entonces para cada h : RF ÝÑ RM
2 existe un R-homomorfismo

g : RF ÝÑ RM tal que ρg “ h. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

RF

g

||

h

��

RM ρ
//
RM

2 // 0.
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2.6.2. Módulos Proyectivos.

En esta subsección estudiaremos las propiedades de un R-módulo proyectivo.
El concepto de R-módulo proyectivo está motivado por el Teorema 2.6.7.

Definición 2.6.8. Decimos que un R-módulo P es proyectivo, si para cual-
quier epimorfismo ρ : RM ÝÑ RM

2 y cualquier homomorfismo h : RP ÝÑ

RM
2, existe un R-homomorfismo g tal que ρg “ h Es decir, el siguiente

diagrama conmuta.

RP

g

||

h

��

RM ρ
//
RM

2 // 0.

Ejemplo 2.6.9. Todo R-modulo libre F es proyectivo.

Proposición 2.6.10. Un R-módulo P es proyectivo si, y sólo si, toda suce-
sión exacta corta

0 ÝÑ RA
i
ÝÑ RB

ρ
ÝÑ RP ÝÑ 0

se escinde.

Teorema 2.6.11.

(1) Un R-módulo P es proyectivo si, y sólo si, RP es sumando directo de
un R-módulo libre.

(2) Un R-módulo P finitamente generado es proyectivo si, y sólo si, RP es
un sumando directo de Rn para alguna n.

Corolario 2.6.12.

(1) Todo sumando directo de un R-módulo proyectivo es R-módulo proyec-
tivo.

(2) Toda suma directa de R-módulos proyectivos es un R módulo proyecti-
vo.
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Caṕıtulo 3

Los módulos estándar.

En este caṕıtulo introduciremos los conceptos, aśı como los resultados ne-
cesarios para demostrar que el conjunto de los R-módulos estándar es un
sistema estratificante, donde R es una K-álgebra de dimensión finita sobre
un campo algebraicamente cerrado K.

3.1. Morfismos minimales izquierdos.

En esta sección introduciremos el concepto de morfismo minimal izquierdo
y derecho respectivamente. Esta noción es interesante especialmente cuando
trabajamos con R-módulos de longitud finita. A lo largo de esta sección R
denotará un anillo asociativo con 1R.

Definición 3.1.1. Sean R un anillo, B un R-módulo y M un R-módulo
fijo consideramos la categoŕıa R-Mod zM que tiene por objetos a los R-
homomorfismos f : M ÝÑ B, y un morfismo g : f ÝÑ f 1 donde f : M ÝÑ

B, f 1 : M ÝÑ B1 y g : B ÝÑ B1 es un R-homomorfismo tal que f 1 “ gf . Es
decir, el siguiente diagrama conmuta

B1

M

f 1
==

f !!
B.

g

OO

57
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Observación 3.1.2. Se sigue que g : f ÝÑ f 1 es un isomorfismo en

R-Mod zM si, y sólo si, g : B ÝÑ B1 es un isomorfismo en R-Mod.

Definición 3.1.3. Decimos que un R-homomorfismo f : M ÝÑ B es mi-
nimal izquierdo, si para cada morfismo g : f ÝÑ f que cumple f “ gf
se tiene que g es un automorfismo. Es decir, para todo R-homomorfismo
g : B ÝÑ B tal que el siguiente diagrama conmuta

B

M

f
>>

f   
B

g

OO

se tiene que g es un automorfismo.

Ejemplo 3.1.4. Consideremos M “
n
À

i“1

Mi un R-módulo de longitud finita,

el R-homomorfismo π1 : M ÝÑ M1 tal que para todo R-homomorfismo g :
B ÝÑ B se tiene que el siguiente diagrama conmuta

M1

M

π1
<<

π1 ""
M1.

g

OO

Donde g es un automorfismo ya que gπ1 es un epimorfismos, entonces g es
un epimorfismo y al ser M1 un R-módulo de longitud finita se tiene que g es
un isomorfismo.

Por lo cual π1 es un R-homomorfismo minimal izquierdo.

A continuación vamos a introducir una relación de equivalencia en los objetos
de R-ModzM . Dicha relación está dada por: f „ f 1 si Hompf, f 1q ‰ H y
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Hompf 1, fq ‰ H. Es decir, f „ f 1 si existen g : f ÝÑ f 1 y h : f 1 ÝÑ f tales
que los siguientes diagramas conmutan

B1

M

f 1
==

f !!
B

g

OO B

M

f
==

f 1 !!
B1.

h

OO

(1) Veamos que la relación „ es reflexiva.

Consideremos a Idf : f ÝÑ f el cual es un R-homomorfismo IdB :
B ÝÑ B tal que f “ IdBf . Es decir, el siguiente diagrama conmuta

B

M

f
==

f !!
B.

IdB

OO

De donde Hompf, fq ‰ H por lo tanto f „ f .

(2) Por definición, la relación „ es simétrica

(3) Veamos que que la relación „ es transitiva.

Sean f : M ÝÑ B, h : M ÝÑ B2 y t : M ÝÑ B1 tales que f „ h y
h „ t.

Ahora bien, como f „ h tenemos que Hompf, hq ‰ H, por lo cual
existe g : f ÝÑ h tal que h “ gf . Es decir, el siguiente diagrama
conmuta

B2

M

h
==

f !!
B

g

OO
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y como h „ t tenemos queHomph, tq ‰ H, por lo cual existe g1 : h ÝÑ t
tal que t “ g1h. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

B1

M

t
==

h !!
B2.

g1

OO

De donde tenemos que g1gf “ g1h “ t. Es decir, el siguiente diagrama
conmuta

B1

M

t

==

f !!

B2

g1

OO

B.

g

OO

Por lo cual Hompf, tq ‰ H. Análogamente tenemos Hompt, fq ‰ H.
Por lo tanto f „ t.

En la siguiente proposición mostraremos que dado un R-módulo de longitud
finita B la clase de equivalencia de un objeto f : M ÝÑ B en la categoŕıa
R-ModzM contiene un homomorfismo minimal izquierdo. Recordemos que
denotamos por lpBq a la longitud del R-módulo B.

Proposición 3.1.5. Sean R un anillo y M un R-módulo. Cada clase de
equivalencia en R-ModzM que contiene un R-homomorfismo h : M ÝÑ B
con B de longitud finita, contiene un único homomorfismo minimal izquierdo
salvo isomorfismo.

Demostración.

Consideremos la clase de equivalencia de un R-homomorfismo h : M ÝÑ N
con N de longitud finita. Escojamos f : M ÝÑ B en la clase de equivalencia
de h tal que lpBq es la más pequeña posible, y sea g : f ÝÑ f un morfismo
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en R-Mod zM . Entonces f “ gf . Es decir, el siguiente diagrama conmuta

B

M

f
==

f !!
B.

g

OO

Veamos que g : B ÝÑ B es un automorfismo.

Consideremos la inclusión canónica i : Img ÝÑ B y ph : M ÝÑ Img dada
por phpmq “ fpmq. Se tiene que los siguientes diagramas conmutan. Es decir,
ph „ f

B

M

f
<<

ph ""
Img
?�

i

OO Img

M

ph
<<

f ""
B.

g

OO

Afirmamos que Img es de longitud finita y lpImgq “ lpBq.

Lo anterior es cierto ya que Img ď B y B es de longitud finita, de donde
Img es de longitud finita, por lo cual lpImgq ď lpBq. Como lpBq es la más
pequeña posible, entonces lpImgq “ lpBq.

Ahora bien, consideremos la siguiente sucesión exacta, donde
π : B ÝÑ B{Img es la proyección canónica

0 ÝÑ Img
i
ÝÑB

π
ÝÑB{Img ÝÑ 0

Por el Corolario 2.3.5 tenemos que:

lpImgq ` lpB{Imgq “ lpBq.

De donde lpB{Imgq “ lpBq ´ lpImgq “ 0, esto implica que B{Img “ 0, por
lo cual B “ Img. Por tanto g es un epimorfismo y por el Corolario 2.3.10
tenemos que g es un automorfismo. Por lo tanto, f es minimal izquierdo.

Veamos la unicidad de f : M ÝÑ B salvo isomorfismo.
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Sea pf : M ÝÑ B1 un R-homomorfismo que es equivalente a f : M ÝÑ B,
Esto es, existen g : B ÝÑ B1 y h : B1 ÝÑ B tales que f 1 “ gf y f “ hf 1. Es
decir, los siguientes diagramas conmutan

B1

M

f 1
>>

f
  
B

g

OO B

M

f

==

f 1 !!
B1.

h

OO

De donde tenemos que hgf “ hf 1 “ f . Es decir, el siguiente diagrama
conmuta

B

M

f

>>

f   

B1

h

OO

B.

g

OO

Como f es minimal izquierdo tenemos que hg es un isomorfismo, entonces h
es un epimorfismo y g es un monomorfismo. Análogamente obtenemos que gh
es un isomorfismo, entonces h es un monomorfismo y g es un epimorfismo. Por
lo cual g y h son isomorfismos. De donde por la Observación 3.1.2 tenemos
que f y f 1 son isomorfos.

La Proposición 3.1.5 motiva la siguiente definición.

Definición 3.1.6. Sea f : M ÝÑ B un homomorfismo con B de longitud
finita. Entonces el único homomorfismo minimal izquierdo salvo isomorfis-
mo en la clase de equivalencia de f en R-Mod zM se le llama la versión
minimal izquierda de f .

Como hemos hecho, cuando tenemos un R-homomorfismo f : M ÝÑ N po-
demos definir f 1 : M ÝÑ Imf dada por f 1pmq “ fpmq @m PM . Usaremos
esto en el siguiente resultado.
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Teorema 3.1.7. Sean R un anillo y M un R-módulo. Sea f : M ÝÑ Y
un objeto en R-ModzM con Y de longitud finita. Entonces existe una des-
composición Y “ Y 1 ‘ Y 2 tal que p1f : M ÝÑ Y 1 es minimal izquierdo y
p2f : M ÝÑ Y 2 es cero, donde p1 : Y ÝÑ Y 1 y p2 : Y ÝÑ Y 2 son las
proyecciones naturales dadas por la descomposición Y “ Y 1 ‘ Y 2. Más aún,
el homomorfismo p1f es una versión minimal izquierda de f .

Demostración.

Por la Proposición 3.1.5 existe g : M ÝÑ B un R-homomorfismo minimal
izquierdo con B de longitud finita y equivalente a f . Entonces existen s :
B ÝÑ Y y t : Y ÝÑ B tales que f “ sg y g “ tf . Es decir, que los siguientes
diagramas conmutan

Y

M

f
>>

g   
B

s

OO B

M

g
>>

f   
Y.

t

OO

De donde tenemos que tsg “ tf “ g. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

B

M

g

==

g
!!

Y

t

OO

B.

s

OO

Como g es minimal izquierdo, se tiene que ts es un automorfismo.

Afirmación Y “ Im s‘Ker t.

Veamos que Im s`Ker t “ Y .

Sea y P Y como tpyq P B y ts es un isomorfismo, entonces Dx P B tal que
tpyq “ tspxq. Tomando y “ spxq ` y ´ spxq donde claramente spxq P Im s y
como tpy ´ spxqq “ tpyq ´ tpspxqq “ tpyq ´ tpyq “ 0, se tiene que y ´ spxq P
Ker t. Por lo tanto Y “ Im s`Ker t.
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Veamos que son independientes.

Sea x P Im s X Ker t, entonces x “ spyq para algún y P B y como x P
Ker t, entonces tpxq “ 0. Por lo anterior sabemos tpxq “ tpspyqq. Como ts es
isomorfismo tenemos que y “ 0, de donde x “ spyq “ sp0q “ 0. Por lo tanto
x “ 0.

Veamos que p2f : M ÝÑ Y 2 es cero con Y 2 “ Ker t. Sea m P M entonces
p2fpmq “ p2pspgpmqqq. Como spgpmqq P Im s, tenemos que p2pspgpmqqq “ 0.

Veamos que p1f : M ÝÑ Y 1 es un homomorfismo minimal izquierdo con
Y 1 “ Im s. Sea h : Y 1 ÝÑ Y 1 un homomorfismo tal que p1f “ hp1f . Es decir,
el siguiente diagrama conmuta

Y 1

M

p1f
==

p1f !!
Y 1.

h

OO

Como Y es de longitud finita, entonces Y 1 es de longitud finita, por lo cual,
por el Corolario 2.3.10 basta probar que h es un monomorfismo.
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Consideremos el siguiente diagrama

B

Y 1

t

OO

M
p1f

//

p1f

>>
g

GG

f

  
g

��

Y 1

h

OO

Y

p1

OO

B.

s

OO

Sea a P M notemos que p1fpaq “ fpaq (ya que fpaq “ p1fpaq ` p2fpaq y
p2fpaq “ 0). De donde thp1sg “ thp1f “ tp1f “ tf “ g, por lo cual el
diagrama anterior conmuta.

Como g es un homomorfismo minimal izquierdo, entonces thp1s es un iso-
morfismo. Sólo nos resta verificar que h es un monomorfismo.

Sea x P Y 1 tal que hpxq “ 0. Como x P Im s, tenemos que x “ spyq. Como
spyq P Im s, tenemos que p1pspyqq “ spyq. Entonces hpp1pspyqqq “ hpspyqq “
0, de donde tphpp1pspyqqqq “ 0. Dado que thp1s es un isomorfismo tenemos
que y “ 0, de donde x “ spyq “ sp0q “ 0. Por lo tanto x “ 0.

Por lo cual p1f es un homomorfismo minimal izquierdo.

Por último veamos que p1f „ f .
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Es claro que el siguiente diagrama conmuta

Y 1

M

p1f
==

f !!
Y.

p1

OO

de donde Hompp1f, fq ‰ H.

También es claro que el siguiente diagrama conmuta, con i la inclusión canóni-
ca

Y

M

f
==

p1f !!
Y 1.

i

OO

de donde Hompf, p1fq ‰ H. Por lo tanto p1f „ f .

El siguiente resultado se desprende de manera inmediata de la proposición
anterior.

Corolario 3.1.8. Sean R un anillo y M un R-módulo. Sea f : M ÝÑ Y
un objeto en R-ModzM con Y un R-módulo inescindible y de longitud finita.
Entonces f : M ÝÑ Y es un R-homomorfismo minimal izquierdo.

Análogamente a lo hecho en esta sección podemos definir un homomorfismo
minimal derecho y dualmente tenemos las propiedades anteriormente men-
cionadas. El lector interesado puede ver esto en [1].

3.2. Álgebras

En esta sección vamos a estudiar el concepto de unaK-álgebra. Los resultados
establecidos en esta sección serán utilizados para el desarrollo de las secciones
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posteriores. A partir de ahoraK denotará un campo algebraicamente cerrado.
Por simplicidad sólo nos referiremos a éste como un campo.

Definición 3.2.1. Sea K un campo. Una K-álgebra R es un anillo (aso-
ciativo con 1R) que posee una estructura de K-espacio vectorial de tal forma
que

αpabq “ pαaqb “ apαbq @α P K y @a, b P R.

A lo largo de esta sección y en las secciones posteriores R denotará una
K-álgebra, y algunas veces diremos sólo álgebra en lugar de K-álgebra.

Ejemplo 3.2.2.

(1) Un campo K es una K-álgebra.

(2) Si R es una K-álgebra, tenemos que MnˆnpRq es una K-álgebra.

Definición 3.2.3. Sean R y R1 dos K-álgebras. Un homomorfismo de
K-álgebras

φ : R ÝÑ R1

es un homomorfismo de K-espacios vectoriales y de anillos simultáneamente.
Es decir, se satisfacen las siguientes propiedades:

(1) φpa` bq “ φpaq ` φpbq, @a, b P R;

(2) φpabq “ φpaqφpbq, @a, b P R;

(3) φpαaq “ αφpaq, @α P K, @a P R;

(4) φp1Rq “ 1R1.

Definición 3.2.4. Decimos que R es una K-álgebra de dimensión fini-
ta, si es de dimensión finita como K-espacio vectorial.

A partir de ahora consideremos sólo álgebras de dimension finita. Por como-
didad, algunas veces, sólo diremos que son álgebras.
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Ejemplo 3.2.5. Sea R el campo de los números reales, el cual sabemos que
posee una estructura de R-espacio vectorial y es de dimensión 1. Por lo cual
es una R-álgebra de dimensión finita.

Observación 3.2.6. Consideremos R-mod la categoŕıa de los R-módulos
izquierdos finitamente generados con R una K-álgebra de dimensión finita.
Se tiene que los objetos en R-mod son K-espacios vectoriales de dimensión
finita, y por ende son R-módulos de longitud finita.

A partir de ahora consideremos sólo R-módulos izquierdos finitamente gene-
rados con R una K-álgebra de dimensión finita.

Notemos que el álgebra R de dimensión finita está generada, como R-módulo
por 1R, de donde RR es un R-módulo finitamente generado y por tanto RR
es de longitud finita. Por el Teorema de Krull-Schmidt sabemos entonces que
R tiene una descomposición

RR “ P p1q ‘ . . .‘ P pnq

donde cada P piq es un R-módulo inescindible y tal que para toda descompo-
sición en inescindibles

RR “ P 1p1q ‘ . . .‘ P 1pkq,

se tiene que n “ k y existe una permutación σ de t1, . . . , nu tal que

P pσpiqq » P 1piq pi “ 1, . . . , nq.

Además como corolario del Teorema de Krull-Schmidt, tenemos el siguiente
resultado.

Corolario 3.2.7. Sea R una K-álgebra de dimensión finita y

RR “ P p1q ‘ . . .‘ P pnq

su descomposición en suma directa de R-módulos inescindibles (salvo isomor-
fismo). Entonces cualquier R-módulo proyectivo inescindible P en R-mod es
isomorfo a algún P piq para i “ 1, ..., n.

El Corolario 3.2.7 motiva la siguiente definición.
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Definición 3.2.8. Decimos que una K-álgebra de dimensión finita es básica
si los proyectivos inescindibles que aparecen en su descomposición

RR “ P p1q ‘ . . .‘ P pnq

no se repiten. Es decir, P piq » P pjq si, y sólo si, i “ j.

A continuación veremos dos resultados que relacionan a los proyectivos ines-
cindibles que aparecen en la descomposición de un álgebra con un sistema
completo de idempotentes ortogonales y primitivos en R.

Proposición 3.2.9. Sea R una K-álgebra de dimensión finita. Sea

RR “ P p1q ‘ . . .‘ P pnq

su descomposición en suma directa de R-módulos proyectivos inescindibles.
Descompongamos, en esta descomposición, a 1R, esto es:

1R “ e1 ` e2 ` . . .` en

donde ei P P piq, para i “ 1, . . . , n. Entonces te1, . . . , enu es un sistema com-
pleto de idempotentes ortogonales y primitivos.

Demostración.

El sistema es completo por hipótesis.

Veamos que son idempotentes y ortogonales.

Tenemos que 1R “ e1`e2`. . .`en entonces ei “ ei1R “ eipe1`e2`. . .`enq “
eie1 ` eie2 ` . . .` eien, para i “ 1, . . . , n.

De donde ei ´ eiei “ eie1 ` eie2 ` . . . ` eiei´1 ` eiei`1 ` . . . ` eien. Como
ei ´ eiei P P piq y eie1 ` eie2 ` . . . ` eiei´1 ` eiei`1 ` . . . ` eien P

ř

i‰j

P pjq,

tenemos que ei ´ eiei “ 0, por ser P p1q ‘ . . . ‘ P pnq una suma directa. De
donde ei “ e2

i y eie1 ` eie2 ` . . .` eiei´1 ` eiei`1 ` . . .` eien “ 0 y dado que
eiej P P pjq para cada j “ 1 . . . , i´ 1, i` 1, . . . , n, tenemos que eiej “ 0 para
i ‰ j.

Por lo tanto el conjunto te1, . . . , enu está formado por elementos idempotentes
y ortogonales.
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Veamos que ei es primitivo para i “ 1, . . . , n. Para ver esto, veamos primero
que Rei “ P piq para i “ 1, . . . , n, donde Rei “ trei : r P Ru.

Claramente Rei Ď P piq ya que ei P P piq y P piq es un R-módulo.

Ahora bien veamos que P piq Ď Rei. Sea x P P piq tenemos que x “ xpe1 `

e2 ` . . .` enq “ xe1 ` xe2 ` . . .` xen.

De donde x´xei “ xe1`xe2`. . .`xei´1`xei`1`. . .`xen, como x´xei P P piq
y xe1 ` xe2 ` . . . ` xei´1 ` xei`1 ` . . . ` xen P

ř

i‰j

P pjq al ser suma directa

tenemos que x´ xei “ 0, entonces x “ xei. Esto implica que x P Rei

Supongamos que ei no es primitivo para algún i “ t1, . . . , nu. Por lo cual
ei “ f ` g con f 2 “ f y g2 “ g y fg “ gf “ 0, entonces Rei “ Rpf ` gq “
Rf `Rg. Es fácil ver que la suma Rf `Rg es directa. De donde Rei “ P piq
no es inescindible. Lo cual es una contradicción. Por lo tanto ei es primitivo
para i “ 1, . . . , n.

La Proposición anterior motiva el siguiente resultado.

Proposición 3.2.10. Sea te1, . . . , enu un sistema completo de idempotentes
ortogonales y primitivos. Entonces

RR “ Re1 ‘ . . .‘Ren

es una descomposición en inescindibles de R.

Demostración.

Como 1R “ e1 ` . . .` en tenemos que @r P R, r “ r1 “ rpe1 ` . . .` enq “
re1 ` . . .` ren esto implica que R “ Re1 ` . . .`Ren

Veamos que son suma directa.

Sea r P Rei X Rej entonces r “ λei “ λe2
i “ λeiei “ rei y análogamente

r “ rej esto implica que r “ rei “ rejei. Como son ortogonales ejei “ 0 con
i ‰ j. Por lo tanto r “ 0.

Por último, veamos que cada Rei es inescindible.
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Supongamos que hay un Rei no inescindible para algún i “ t1, . . . , nu, en-
tonces Rei “ Rf ‘ Rg de donde ei “ f ` g como ei es primitivo, entonces
f “ 0 ó g “ 0 por lo cual Rf “ 0 ó Rg “ 0. Lo cual es una contradicción.
Por lo tanto Rei es inescindible.

A partir de ahora, supongamos que R es una K-álgebra básica de dimensión
finita.

Proposición 3.2.11. Sea R una K-álgebra de dimensión finita y básica. Sea
te1, . . . , enu un sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos de
R. Entonces

tRe1{Rad Re1, Re2{Rad Re2, . . . , Ren{Rad Renu

es una lista completa de todos los R-módulos simples no-isomorfos.

3.3. Sistemas Estratificantes.

En esta sección estudiaremos la definición de sistema estratificante y enun-
ciaremos algunas de sus propiedades.

Como ya lo mencionamos, en la sección 3.2, estamos considerando sólo K-
álgebras de dimensión finita, donde K es un campo algebraicamente cerrado.
Más aún, a partir de ahora nuestras álgebras serán básicas. DichasK-álgebras
serán denotadas por R o bien por A y nos referiremos a ellas, en ocasiones,
sólo como álgebras.

De la misma manera, recordemos que denotamos por R-mod a la categoŕıa
de los R-módulos izquierdos finitamente generados y consideraremos sólo
R-módulos izquierdos finitamente generados, a menos que espećıficamente
digamos otra cosa. Nos referiremos a ellos como R-módulos.

Antes de estudiar la definición de sistema estratificante necesitamos enunciar
varios conceptos preliminares. Aśı pues, empezaremos esta sección dando la
definición de una X -aproximación a la izquierda de un R-módulo M .
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Definición 3.3.1. Sea X una subcategoŕıa completa de R-mod. Y sea M un
R-módulo (finitamente generado). Una X -aproximación a la izquierda
de M es un R-homomorfismo β : M ÝÑ X con X P X tal que para
cualquier homomorfismo β1 : M ÝÑ X 1 con X 1 P X , hay un homomorfismo
ξ : X ÝÑ X 1 satisfaciendo

β1 “ ξβ.

Es decir, el siguiente diagrama conmuta

X 1

M
β

//

β1

>>

X.

ξ

OO

Definición 3.3.2. Sea C una clase de R-módulos, denotamos por FpCq a la
subcategoŕıa completa de R-mod que contiene al R-módulo cero
y a todos los R-módulos que son filtrados por R-módulos en C.
Esto es, un R-módulo no cero M está en FpCq si hay una cadena finita

M “M0 ąM1 ą . . . ąMm “ 0

de R-submódulos de M tales que Mi{Mi`1 es isomorfo a un R-módulo en C
para todo i “ 0, 1, . . . ,m´ 1. En particular, si C “ H entonces FpCq “ t0u.

Definición 3.3.3. Sean X y Y dos subcategoŕıas completas de R-mod. De-
notamos por ExtiRpX ,Yq “ 0 cuando se tiene ExtiRpX, Y q “ 0 para todo
X P X , Y P Y y i P N.

La siguientes categoŕıas están relacionadas con la categoŕıa FpCq.

Definición 3.3.4. Sea C una clase de R-módulos. Definimos a la categoŕıa
de los R-módulos inyectivos relativos a la categoŕıa FpCq como:

IpCq “ tX P R-mod : Ext1RpFpCq, Xq “ 0u.

Definición 3.3.5. Sea C una clase de R-módulos. Definimos a la categoŕıa
de los R-módulos proyectivos relativos a la categoŕıa FpCq como:

PpCq “ tX P R-mod : Ext1RpX,FpCqq “ 0u.
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Antes de dar la definición de un sistema estratificante consideremos el con-
junto Ωt “ t1, 2, . . . , tu con el orden total natural. Es decir, 1 6 2 6 3 . . . 6 t.

En base a lo anterior, ahora podemos dar la definición de un sistema estra-
tificante.

Definición 3.3.6. Sean θ “ tθpiquti“1 un conjunto de R-módulos y Y “

tY piquti“1 un conjunto de R-módulos inescindibles. El sistema pθ, Y ,6q es
un sistema estratificante de talla t, si se cumplen las siguientes tres
condiciones.

(1) Hompθpjq, θpiqq “ 0 para j ą i;

(2) Para cada i P Ωt existe una sucesión exacta

0 ÝÑ θpiq
αi
ÝÑY piq ÝÑ Zpiq ÝÑ 0

tal que Zpiq P Fptθpjq : j ă iuq;

(3) Ext1RpFpθq, Y q “ 0, donde Y “
t
‘
i“1

Y piq.

Ejemplo 3.3.7. Consideremos el álgebra R “ KC{I, donde C es el siguiente
carcaj

1

α //
2

β
oo

e I es el ideal generado por αβ.

Los R-módulos proyectivos inescindibles son:

P p1q “ 1

α

��
2

β

��
1

P p2q “ 2

β

��
1.
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Los R-módulos inyectivos inescindibles son:

Ip1q “ 1

α

��
2

β

��
1

Ip2q “ 1

α

��
2.

Tomando el conjunto θ “ tθp1q “ Sp1q, θp2q “ P p2qu y Y “ tY p1q “
Sp1q, Y p2q “ P p1q “ Ip1quy el ď el orden total natural en el conjunto Ω2 “

t1, 2u.

(1) Es claro que HomRpθp2q, θp1qq “ 0

(2) Veamos que existen las sucesiones exactas requeridas.

Para i “ 1 tenemos

0 ÝÑ θp1q ÝÑ θp1q ÝÑ 0

donde Zp1q “ 0, ya que θp1q “ Y p1q.

Para i “ 2 tenemos

0 ÝÑ θp2q ÝÑ P p1q ÝÑ θp1q ÝÑ 0

donde Zp2q “ θp1q P Fptθpjq : j ă 2uq.

(3) Veamos que Ext1RpFpθq, Y q “ 0, donde Y “ Y p1q ‘ Y p2q. Esto es
equivalente a demostrar los siguientes incisos.

a) Ext1Rpθp1q, Y p1qq “ 0.

Consideremos la sucesión exacta

0 ÝÑ θp2q ÝÑ P p1q ÝÑ θp1q ÝÑ 0

Aplicando el funtor HomRpl, Y p1qq obtenemos la sucesión exacta
larga

0 ÝÑ HomRpθp1q, Y p1qq ÝÑ HomRpP p1q, Y p1qq ÝÑ HomRpθp2q, Y p1qq

ÝÑ Ext1Rpθp1q, Y p1qq ÝÑ Ext1RpP p1q, Y p1qq ÝÑ Ext1Rpθp2q, Y p1qq ÝÑ

Como P p1q es un R-módulo proyectivo, entonces se tiene que
Ext1RpP p1q, Y p1qq “ 0 y dado que Y p1q “ θp1q ya sabemos que
HomRpθp2q, Y p1qq “ 0. Por lo tanto Ext1Rpθp1q, Y p1qq “ 0.
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b) Ext1Rpθp2q, Y p1qq “ 0.

Como θp2q “ P p2q es un R-modulo proyectivo, entonces se tiene
que Ext1Rpθp2q, Y p1qq “ 0.

c) Ext1Rpθp1q, Y p2qq “ 0.

Como Y p2q “ Ip1q es un R-modulo inyectivo, entonces se tiene
que Ext1Rpθp1q, Y p2qq “ 0.

d) Ext1Rpθp2q, Y p2qq “ 0.

Como Y p2q “ Ip1q es un R-modulo inyectivo, entonces se tiene
que Ext1Rpθp2q, Y p2qq “ 0.

De lo anterior concluimos que el sistema pθ, Y ,6q es un sistema estratificante
de talla 2.

El siguiente lema nos proporciona la unicidad para el R-homomorfismo αi :
θpiq ÝÑ Y piq dado en la Definición 3.3.6.

Lema 3.3.8. Para i “ 1, . . . , t, sea αi : θpiq ÝÑ Y piq el R-homomorfismo
dado en la Definición 3.3.6 (2). Entonces αi es un homomorfismo minimal
izquierdo y es una Ipθq-aproximación izquierda de θpiq.

Demostración.

Por la Observación 3.2.6 tenemos que Y piq es de longitud finita. Y como Y piq
es inescindible tenemos por el Corolario 3.1.8, que αi es un R-homomorfismo
minimal izquierdo.

Veamos que αi : θpiq ÝÑ Y piq es una es una Ipθq-aproximación izquierda de
θpiq.

Consideremos la sucesión exacta

0 ÝÑ θpiq
αi
ÝÑY piq ÝÑ Zpiq ÝÑ 0

y X P Ipθq aplicando el funtor HomRpl, Xq obtenemos la sucesión exacta
larga

0 ÝÑ HomRpZpiq, Xq ÝÑ HomRpY piq, Xq
α˚i
ÝÑHomRpθpiq, Xq

ÝÑ Ext1RpZpiq, Xq ÝÑ Ext1RpY piq, Xq ÝÑ Ext1Rpθpiq, Xq ÝÑ . . .
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Como X P Ipθq y Zpiq P Fpθq, tenemos que Ext1RpZpiq, Xq “ 0 de donde la
sucesión

0 ÝÑ HomRpZpiq, Xq ÝÑ HomRpY piq, Xq
α˚i
ÝÑHomRpθpiq, Xq ÝÑ 0

es exacta. Aśı α˚i es suprayectiva, entonces para todo R-homomorfismo f :
θpiq ÝÑ X existe g : Y piq ÝÑ X tal que gαi “ α˚i pgq “ f . Es decir el
siguiente diagrama conmuta

X

θpiq αi
//

f

<<

Y piq .

g

OO

Por lo tanto αi es una Ipθq-aproximación izquierda de θpiq.

Definición 3.3.9. Sean pθ, Y ,6q y pθ1, Y 1,6q dos sistemas estratificantes de
talla t, y para i “ 1, . . . , t sean αi : θpiq ÝÑ Y piq y α1i : θ1piq ÝÑ Y piq1

los R-homomorfismos dados en la Definición 3.3.6 (2). Un morfismo de
sistemas estratificantes f : pθ, Y ,6q ÝÑ pθ1, Y 1,6q es un conjunto de
homomorfismos f “ tf1piq, f2piqu

t
i“1, donde f1piq : θpiq ÝÑ θ1piq y f2piq :

Y piq ÝÑ Y 1piq son R-homomorfismos tales que f2piqαi “ α1if1piq, para toda
i “ 1, . . . , t.

Además, el morfismo f “ tf1piq, f2piqu
t
i“1 : pθ, Y ,6q ÝÑ pθ1, 1Y,6q es un

isomorfismo si f1piq y f2piq son R-isomorfismos para toda i “ 1, . . . , t.

Proposición 3.3.10. Sean pθ, Y ,6q y (θ, Y 1,6q sistemas estratificantes de
talla t. Entonces para toda i “ 1, . . . , t, existen R-isomorfismos fi : Y piq ÝÑ
Y 1piq, tales que f “ t1θ, fiu

t
i“1 : pθ, Y ,6q ÝÑ pθ, Y 1,6q es un isomorfismo

de sistemas estratificantes.

Demostración.

Para i “ 1, . . . , t sean αi : θpiq ÝÑ Y piq y α1i : θpiq ÝÑ Y 1piq los R-
homomorfismos dados en la Definición 3.3.6 (2).
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Como αi es una Ipθq-aproximación izquierda de θpiq, tenemos que existe
fi : Y piq ÝÑ Y 1piq tal que fiαi “ α1i. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

Y 1piq

θpiq αi
//

α1i

<<

Y piq .

fi

OO

Análogamente como α1i es una Ipθq-aproximación izquierda de θpiq, tenemos
que existe gi : Y 1piq ÝÑ Y piq tal que giα

1
i “ αi. Es decir, el siguiente diagrama

conmuta
Y piq

θpiq
α1i

//

αi

<<

Y 1piq .

gi

OO

De donde figiα
1
i “ fiαi “ α1i y gifiαi “ giα

1
i “ αi. Dado que αi y α1i son

minimales izquierdos, entonces figi y gifi son isomorfismos. Como figi es un
epimorfismo, entonces fi es un epimorfismo. Como gifi es un monomorfismo,
entonces fi es un monomorfismo. Por lo tanto fi es un isomorfismo.

Es claro que 1θpiq : θpiq ÝÑ θpiq es un isomorfismo, y que fiαi “ α1i “
α1i1θpiq, para toda i “ 1, . . . , t. Por lo tanto f es un isomorfismo de sistemas
estratificantes.

Vamos a utilizar el siguiente resultado, que aparece en [4], para dar una
caracterización de los sistemas estratificantes. La importancia de esta carac-
terización radica en el hecho de que sólo se necesita imponer condiciones
sobre el conjunto θ “ tθpiquti“1.

Proposición 3.3.11. Dado el conjunto θ “ tθpiquti“1 de R-módulos no cero y
6 el orden total en el conjunto Ωt las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) Existe un conjunto de R-módulos inescindibles Y “ tY piquti“1 tal que
pθ, Y ,6q es un sistema estratificante de talla t.
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(2) El conjunto θ satisface las siguientes condiciones:

(i) HomRpθpjq, θpiqq “ 0 para j ą i;

(ii) Ext1Rpθpjq, θpiqq “ 0 para j ě i;

(iii) θpiq es inescindible, para toda i “ 1, . . . , t.

Como corolario del resultado anterior tenemos de forma inmediata la siguien-
te caracterización que aparece en [5].

Caracterización 3.3.12. Un sistema estratificante pθ,ďq de talla t consiste
de un conjunto θ “ tθpiquti“1 de R-módulos inescindibles y 6 el orden total
en el conjunto Ωt tales que se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) HomRpθpjq, θpiqq “ 0 para j ą i;

(2) Ext1Rpθpjq, θpiqq “ 0 para j ě i.

3.4. Propiedades de los módulos estándar.

En esta sección veremos la definición de un R-módulo estándar, y probaremos
que el conjunto de los R-módulos estándar es un sistema estratificante.
A lo largo de esta sección continuamos con la notación y convenciones es-
tablecidas en las secciones anteriores. Es decir, R denotará una K-álgebra
básica de dimensión finita sobre un campo K algebraicamente cerrado

Antes de definir a los R-módulos estándar consideremos la descomposición de

RR en suma directa de proyectivos inescindibles RR “ Re1‘Re2‘ . . .‘Ren
(Ver las Proposiciones 3.2.9 y 3.2.10). Recordemos que P piq “ Rei es un
R-módulo proyectivo inescindible tal que Spiq » Rei{Rad Rei con Spiq un
R-módulo simple, para i “ 1, . . . , n. Más aún, Sp1q, . . . , Spnq es una lista
completa de todos los R-módulos simples (salvo isomorfismo).

Consideremos el conjunto Ωn “ t1, . . . , nu y fijamos el orden total natural ď
en el conjunto Ωn.

Definición 3.4.1. Sea tP p1q, . . . , P pnqu el conjunto de los R-módulos pro-
yectivos inescindibles. Denotamos por Upiq a la suma de todas la imáge-
nes de los R-homomorfismos f : P pjq ÝÑ P piq con j ą i. Es decir,

Upiq “
ř

Im f.

f :P pjqÝÑP piq;jąi
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Observación 3.4.2. Upiq es un R-submódulo propio de P piq, para i “
1, . . . , n.

Definición 3.4.3. Sea tP piq, . . . , P pnqu el conjunto de los R-módulos pro-
yectivos inescindibles, sea Upiq la suma de todas la imágenes de los R-
homomorfismos f : P pjq ÝÑ P piq con j ą i. Para cada i, i “ 1, . . . , n
definimos ∆piq “ P piq{Upiq, como el i-ésimo R-módulo estándar. El
conjunto ∆ “ t∆p1q, . . .∆pnqu se conoce como el conjunto de los R-
módulos estándar.

Consideremos el conjunto Ωn “ t1, . . . , nu y 6 el orden natural en este con-
junto. El objetivo de esta sección es demostrar que p∆,ďq es un sistema
estratificante de talla n. Para ello, necesitaremos primero establecer las pro-
piedades básicas que satisfacen los R-módulos estándar.

Definición 3.4.4. Sea tP p1q, . . . , P pnqu el conjunto de los R-módulos pro-
yectivos inescindibles. Para cada i, i “ 1, . . . , n definimos el conjunto:

Ai “ tP piq{N : P piq{N es cociente de P piq con factores de composición Spjq, j ď iu.

Además, en cada conjunto Ai definimos la relación Ď, dada por P piq{L Ď
P piq{L1 si, y sólo si, L1 ď L.

Lema 3.4.5. Para cada i, i “ 1, . . . , n tenemos que Ai ‰ H y la relación
Ď, es un orden parcial en Ai.

Demostración.

Para cada i, i “ 1, . . . , n, tenemos que Spiq » P piq{Rad P piq P Ai. Por lo
tanto, Ai ‰ H.

Ahora bien, para cada i, i “ 1, . . . , n, veamos que la relación Ď es un orden
parcial en Ai.

(1) Veamos que la relación Ď es reflexiva.

Sea P piq{L P Ai. Como L ď L, entonces P piq{L Ď P piq{L.

Por lo tanto la relación Ď es reflexiva.
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(2) Veamos que la relación Ď es antisimétrica.

Sean P piq{L y P piq{N P Ai.

Supongamos que P piq{L Ď P piq{N y P piq{N Ď P piq{L. Entonces N ď

L y L ď N , de donde N “ L. Por lo cual P piq{L “ P piq{N y la relación
Ď es antisimétrica.

(3) Veamos que la relación Ď es transitiva.

Sean P piq{L, P piq{M y P piq{N P Ai.

Supongamos que P piq{L Ď P piq{M y P piq{M Ď P piq{N . Entonces
N ďM y M ď L, de donde N ď L. Por lo cual P piq{L Ď P piq{N y la
relación Ď es transitiva.

El siguiente lema establece que para cada i P t1, . . . , nu el R-módulo estándar
∆piq tiene factores de composición Spjq con j 6 i. Es decir, ∆piq P A.

Lema 3.4.6. Sea R una K-álgebra básica de dimensión finita sobre un cam-
po algebraicamente cerrado. Entonces para cada i P t1, . . . , nu, el R-módulo
estandar ∆piq P Ai.

Demostración.

Por el Teorema de Jordan-Hölder tenemos que ∆piq tiene una serie de com-
posición:

∆piq “ P piq{Upiq “M0{Upiq ąM1{Upiq ą . . . ąMs{Upiq “ 0.

Supongamos, para llegar a un contradicción que Spjq es un factor de compo-
sición de ∆piq con j ą i. Es decir, para algún l P t0, . . . , s´ 1u

`

Ml{Upiq
˘

{
`

Ml`1{Upiq
˘

»Ml{Ml`1 “ Spjq

con j ą i.

Consideremos las proyecciones canónicas π1 y π2

Ml
π1
ÝÑMl{Upiq y Ml{Upiq

π2
ÝÑ

`

Ml{Upiq
˘

{
`

Ml`1{Upiq
˘
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Por otro lado consideremos la proyección canónica πRad P pjq : P pjq ÝÑ
P pjq{Rad P pjq » Spjq.

Como π2π1 es un epimorfismo y P pjq es un R-módulo proyectivo, tenemos
que existe un R-homomorfismo f : P pjq ÝÑ Ml tal que π2π1f “ πRad P pjq.
Es decir, el siguiente diagrama conmuta

P pjq

f

uu

πRad P pjq

��
Ml π1

// Ml{Upiq π2
// Spjq // 0.

Como Ml ď P piq, tenemos que podemos considerar a f : P pjq ÝÑ P piq.
Dado que j ą i, tenemos que Imf ď Upiq. De donde π1f “ 0, por lo cual
0 “ π2π1f “ πRad P pjq. Lo cual es una contradicción, ya que P pjq{Rad P pjq »
Spjq ‰ 0 y πRad P pjq es un epimorfismo.

Por lo tanto, ∆piq “ P piq{Upiq tiene sólo factores de composición Spjq con
j ď i.

El siguiente resultado afirma que para cada i P t1, . . . , nu el R-módulo
estándar ∆piq es maximal en Ai con respecto al orden parcial Ď. Más aún,
∆piq es el único maximal.

Proposición 3.4.7. Sea R una K-álgebra básica de dimensión finita sobre
un campo algebraicamente cerrado. Entonces ∆piq es el cociente maximal de
P piq con factores de composición Spjq con j ď i.

Demostración.

Sea i P t1, . . . , nu, por el Lema 3.4.6 sabemos que ∆piq tiene sólo factores de
composición Spjq con j ď i.

Veamos que ∆piq es un cociente maximal de P piq en Ai.

Supongamos que existe P piq{L Ě P piq{Upiq “ ∆piq con P piq{L P Ai.
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Para demostrar que P piq{L “ P piq{Upiq supongamos, para llegar a una con-
tradicción, que P piq{L ‰ P piq{Upiq. Es decir, P piq{L Ą P piq{Upiq y por
tanto L ă Upiq.

Como Upiq “
ř

Imf con f : P pjq ÝÑ P piq, j ą i, tenemos que existe un
R-homomorfismo f : P pjq ÝÑ P piq con j ą i, tal que Imf � L. Para este
homomorfismo f : P pjq ÝÑ P piq con j ą i, tenemos por el Teorema 1.2.17
tenemos P pjq{Kerf » Imf y podemos considerar la proyección canónica
πKerf : P pjq ÝÑ P pjq{Kerf . Como KerpπKerf q “ Kerf ă P pjq (ya que si
Kerf “ P pjq, entonces Imf “ t0u). Por lo tanto,Ker pπKerf q ď Rad P pjq ă
P pjq. Ahora bien, por la Proposición 2.1.20 tenemos que πKerf pRad P pjqq “
Rad pP pjq{Kerfq, de donde

Rad pP pjq{Kerfq “ pRad P pjqq{Kerf.

Por lo tanto, pP pjq{Kerfq{pRad P pjq{Kerfq » P pjq{Rad P pjq » Spjq con
j ą i. Esto implica que Imf{Rad Imf » Spjq con j ą i p1q, por lo cual
Rad Imf es el único R-submódulo maximal de Imf .

Ahora bien, como L ` Imf ď P piq, entonces P piq{L ě pL ` Imfq{L y por
el Teorema 1.2.17 tenemos

pL` Imfq{L » Imf{pLX Imfq.

Como L X Imf ă Imf (ya que si L X Imf “ Imf , entonces Imf ď L. Lo
cual es una contradicción.) y dado que el único R-submódulo maximal de
Imf es el Rad Imf , entonces LX Imf ď Rad Imf . Por tanto tenemos:

Imf{pLX Imfq ě Rad Imf{pLX Imfq.

De donde

P piq{L ě pL` Imfq{L » Imf{pLX Imfq ě pRad Imfq{pLX Imfq. p2q

De p1q y p2q obtenemos

`

Imf{pLXImfq
˘

{
`

pRad Imfq{pLXImfq
˘

» Imf{Rad Imf » Spjq con j ą i.

Por lo tanto P piq{L tiene un factor de composicións Spjq con j ą i. Lo cual
es una contradicción, ya que P piq{L sólo tiene factores de composición Spjq
con j ď i.
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Esto demuestra que ∆piq “ P piq{Upiq es un cociente maximal de P piq con
factores de composición Spjq con j ď i.

Por último veamos que ∆piq es el único maximal en Ai.

Sea P piq{L un maximal en Ai. Si P piq{L Ě ∆piq ó P piq{L Ď ∆piq es claro
que P piq{L “ ∆piq, por ser maximales.

En el caso que no sean comparables, tenemos que P piq{L + ∆piq y P piq{L *
∆piq. Lo cual implica L � Upiq y L � Upiq.

Como Upiq “
ř

Imf con f : P pjq ÝÑ P piq, j ą i, tenemos que existe un
R-homomorfismo f : P pjq ÝÑ P piq con j ą i, tal que Imf � L. Procediendo
de la misma manera que en la primera parte de la demostración concluimos
que P piq{L R Ai. Lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, ∆piq es el único maximal en Ai.

Recordemos que nuestro objetivo es demostrar que el par p∆,6q es un sistema
estratificante de talla n. Para ello, estableceremos las siguientes propiedades
que satisfacen los módulos estándar ∆piq para i “ 1, . . . , n.

Lema 3.4.8. Para cada i, i P t1, . . . , nu se tiene que Rad ∆piq “ pRad P piqq{Upiq.

Demostración.

Sean i P t1, . . . , nu y π : P piq ÝÑ P piq{Upiq la proyección canónica. Como
Ker π “ Upiq ă P piq y Rad P piq es el único R-submódulo maximal de
P piq, tenemos que Upiq ď Rad P piq. Por la Proposicion 2.1.20 tenemos que
πpRad P piqq “ Rad pP piq{Upiqq, de donde Rad ∆piq “ pRad P piqq{Upiq.

Corolario 3.4.9. Para cada i, i P t1, . . . , nu se tiene que Rad ∆piq es el
único R-submódulo maximal de ∆piq.

Demostración.
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Por el Lema 3.4.8 sabemos que Rad ∆piq “ pRad P piqq{Upiq. De donde,

∆piq{Rad ∆piq “
´

P piq{Upiq
¯

{

´

pRad P piqq{Upiq
¯

» P piq{Rad P piq » Spiq.

Por lo tanto Rad ∆piq es un R-submódulo maximal de ∆piq y por ende es el
único submódulo maximal de ∆piq.

Para demostrar que el par p∆,ďq es un sistema estratificante de talla n
utilizaremos la Caracterización 3.3.12. En el siguiente lema probaremos que
el conjunto de los R-módulos estándar satisface la condición (1) de dicha
caracterización.

Lema 3.4.10. Sea ∆ “ t∆p1q, . . . ,∆pnqu el conjunto de los R-módulos
estándar. Entonces HomRp∆pjq,∆piqq “ 0 para j ą i.

Demostración.

Supongamos que existe un R-homomorfismo 0 ‰ f : ∆pjq ÝÑ ∆piq con
j ą i. Por el Teorema 1.2.17 tenemos ∆pjq{Kerf » Imf.

Como f ‰ 0, tenemos que Kerf ă ∆pjq, de donde por el Corolario 3.4.9
Kerf ď Rad ∆pjq.

Consideremos πKerf : ∆pjq ÝÑ ∆pjq{Kerf la proyección canónica.

Como Kerf ď Rad ∆pjq y πKerf es un epimorfismo, por el Teorema 2.1.20,
tenemos πKerf pRad∆pjqq “ Rad p∆pjq{Kerfq, de donde pRad∆pjqq{Kerf “
Rad p∆pjq{Kerfq. Lo cual implica que:

`

∆pjq{Kerf
˘

{
`

Rad ∆pjq{Kerf
˘

» ∆pjq{Rad ∆pjq » Spjq con j ą i. De
donde, Imf{Rad Imf » Spjq con j ą i. Lo cual es una contradicción ya que
Imf ď ∆piq. Por lo tanto, HomRp∆pjq,∆piqq “ 0 para j ą i.

En el siguiente resultado veremos que el conjunto de los R-módulos estándar
satisface la condición (2) dada en la Caracterización 3.3.12.

Lema 3.4.11. Sea ∆ “ t∆p1q, . . . ,∆pnqu el conjunto de los R-módulos
estándar. Entonces Ext1Rp∆pjq,∆piqq “ 0 para j ě i.
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Demostración.

Consideremos la sucesión exacta

0 ÝÑ Upjq ÝÑ P pjq ÝÑ ∆pjq ÝÑ 0

aplicando el funtor HomRpl,∆piqq obtenemos la sucesión exacta larga

0 ÝÑ HomRp∆pjq,∆piqq ÝÑ HomRpP pjq,∆piqq ÝÑ HomRpUpjq,∆piqq
ÝÑ Ext1Rp∆pjq,∆piqq ÝÑ Ext1RpP pjq,∆piqq . . .

Como P pjq es un R-módulo proyectivo, entonces se tiene que
Ext1RpP pjq,∆piqq “ 0. Veamos que HomRpUpjq,∆piqq “ 0 para j ě i.

Supongamos que existe un R-homomorfismo 0 ‰ f : Upjq ÝÑ ∆piq con
j ě i.

Como f ‰ 0, entonces Kerf ă Upjq y por la Proposición 1.1.27 tenemos que
Kerf ď M con M un R-submódulo maximal de Upiq. Entonces Upjq{M »

Spkq para algún k. Ahora bien por el Teorema 1.2.17 tenemos Upjq{Kerf »
Imf y por el Teorema 1.2.17 tenemos

Upjq{M »
`

Upjq{Kerf
˘

{
`

M{Kerf
˘

.

De donde,

Spkq » Upjq{M »
`

Upjq{Kerf
˘

{
`

M{Kerf
˘

» Imf{
`

M{Kerf
˘

.

Como Imf ď ∆piq, entonces Imf tiene factores de composición Splq con
l ď i ď j. Por lo tanto, K ď j.

Ahora bien, como P pjq ą Upjq ąM tenemos que

P pjq{M ą Upjq{M y
`

P pjq{M
˘

{
`

Upjq{M
˘

» P pjq{Upjq “ ∆pjq.

De donde tenemos la siguiente sucesión exacta

0 ÝÑ Upjq{M ÝÑ P pjq{M ÝÑ ∆pjq ÝÑ 0

y podemos concluir que P pjq{M tiene factores de composición Splq con l ď j.
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Por último, como Upjq ą M , entonces P pjq{M Ą P pjq{Upjq. Lo cual es
una contradicción, ya que por la Proposición 3.4.7 sabemos que ∆pjq es el
cociente maximal de P pjq con factores de composición Splq con l ď j.

De donde podemos concluir HomRpUpjq,∆piqq “ 0 para j ě i y por lo tanto,
Ext1Rp∆pjq,∆piqq para j ě i.

Lema 3.4.12. Sea R una K-álgebra de dimensión finita sobre K un campo
algebraicamente cerrado. Entonces ∆piq es un R-módulo inescindible para
toda i “ 1, . . . , n.

Demostración.

Por el Lema 3.4.8 sabemos que Rad ∆piq “ pRad P piqq{Upiq. De donde

∆piq{Rad ∆piq »
´

P piq{Upiq
¯

{

´

pRad P piqq{Upiq
¯

» P piq{Rad P piq » Spiq.

Por lo cual ∆piq{Rad ∆piq » Spiq.

Ahora bien, supongamos que ∆piq no es inescindible. Entonces ∆piq “Mi ‘

M2 con M1 ‰ 0 y M2 ‰ 0. Por la Proposición 2.1.21 tenemos que Rad pM1‘

M2q “ Rad M1 ‘Rad M2. De donde

∆piq{Rad ∆piq “ pM1 ‘ M2q{Rad pM1 ‘ M2q » pM1 ‘ M2q{pRad M1 ‘

Rad M2q » pM1{Rad M1q ‘ pM2{Rad M2q. Lo cual es una contradicción, ya
que Spiq es un R-módulo simple y por tanto inescindible.

Por lo tanto, ∆piq es un R-módulo inescindible para toda i “ 1, . . . , n.

Con los resultados anteriores, ahora podemos concluir el resultado principal
de este trabajo.

Teorema 3.4.13. Sea ∆ “ t∆piquni“1 el conjunto de los R-módulos estándar
y el orden total ď en el conjunto Ωn. Entonces p∆,ďq es un sistema estrati-
ficante de talla n.
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Demostración.

Por el Lema 3.4.10 tenemos que HomRp∆pjq,∆piqq “ 0 para j ą i, y por el
Lema 3.4.11 tenemos que Ext1Rp∆pjq,∆piqq “ 0 para j ě i. Por último por
el Lema 3.4.12 tenemos que cada R-módulo estandar ∆piq es inescindible.

Por la Caracterización 3.3.12 podemos concluir que p∆,ďq es un sistema
estratificante de talla n.

A continuación daremos algunos ejemplos de sistemas estratificantes de talla
n.

Ejemplo 3.4.14. Consideremos el álgebra R “ KC{I, donde C es el si-
guiente carcaj

1

α1 //
2

β1
oo

α2 //
3

β2
oo

e I es el ideal generado por α2α1, α1β1 ´ β2α2, β1β2 y α2β2.

Los R-módulos proyectivos inescindibles son:

P p1q “ 1

α1

��
2

β1

��
1

P p2q “ 2
β1

��

α2

��
1

α1

��

3

β2
��

2

P p3q “ 3

β2

��
2

Ahora calculando los R-módulos estándar obtenemos:

∆p1q “ Sp1q ∆p2q “ 2

β1

��
1

∆p3q “ P p3q.

Tenemos que p∆ “ t∆p1q,∆p2q,∆p3qu,ďq, donde ď es el orden natural en
el conjunto Ω3 “ t1, 2, 3u, es un sistema estratificante de talla 3.
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Ejemplo 3.4.15. Consideremos el álgebra R “ KC{I, donde C es el si-
guiente carcaj

3 α // 1 2
βoo 4

γoo

e I es el ideal generado por βγ.

Los R-módulos proyectivos inescindibles son:

P p1q “ Sp1q P p2q “ 2

β

��
1

P p3q “ 3

α

��
1

P p4q “ 4

γ

��
2

Ahora calculando los R-módulos estándar obtenemos:

∆p1q “ Sp1q ∆p2q “ P p2q ∆p3q “ P p3q ∆p4q “ P p4q

Tenemos que p∆ “ t∆p1q,∆p2q,∆p3q,∆p4qu,ďq, donde ď es el orden total
en el conjunto Ω4 “ t1, 2, 3, 4u, es un sistema estratificante de talla 4.
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[4] K. Erdmann, C. Sáenz. On standarly stratified algebras, Comm. Algebra
31 (7) (2003) 3429-3446.

[5] E. N. Marcos, O. Mendoza & C. Sáenz. Stratifying systems via relative
simple modules, Journal of Algebra 280 (2004) 472-487.

[6] C.M. Ringel, The category of modules with good filtration over a quasi-
hereditary algebra has almost split sequences, Math.Z. 208 (1991) 209-
233.

[7] Joseph J. Rotman. An Introduction to Homological Algebra, Springer,
(2009), New York USA, ISBN: 978-0-387-24527-0.

89


	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Módulos
	Capítulo 2. Teoría Avanzada de Módulos
	Capítulo 3. Los Módulos Estándar
	Bibliografía



