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Capitulo 1

Introduccion

El modelo estandar de particulas (SM, por sus siglas en inglés) ha mostrado eficacia en la
descripcion de las interacciones fuertes, débiles y electromagnéticas. EI SM se constituye de
bloques conformados por teorias de campo, los cuéles describen cada una de las interacciones
por medio de particulas de intercambio denominados bosones. Cada bloque del SM es descrito
a través de una teoria campo que exhibe una simetria de norma, la cual es fundamental en la
determinacion de la dindmica.

El bloque que corresponde a las interacciones fuertes se denomina cromodinamica cuéntica
(QCD, por sus siglas en inglés), el cual se conforma de seis campos de quark (sabores) y ocho
campos de gluones (mediadores de la interaccion). QCD es una teoria no conmutativa, lo cual
conlleva no linealidad asi como interaccién entre los bosones de norma, lo cual no ocurre, por
ejemplo, en la electrodinamica cuéntica QED.

Cuando las interacciones en una teoria de campos son consideradas débiles puede hacer-
se un tratamiento perturbativo codificado convenientemente en diagramas de Feynman, los
cuales son traducidos a expresiones analiticas por medio de un conjunto de reglas. Cuando
estos diagramas contienen lazos, las expresiones muchas veces divergen, por lo que es nece-
sario introducir el proceso de regularizaciéon y renormalizacién, los cuales hacen consistente
la teorfa. Sin embargo, este proceso tiene cierto grado de arbitrariedad en la eleccion de la
receta para renormalizar (esquema de renormalizacion). Para QCD el esquema més popular es
el denominado sustracciéon minima modificada, el cual remueve un par de constantes ademaés
de remover la divergencia.

La arbitrariedad en la eleccion del esquema de renormalizaciéon no debe modificar la Fisica,
es decir, la teoria debe ser invariante ante la elecciéon de este esquema, lo cual se denomina
invariancia del grupo de renormalizacion [1]. En particular cuando se transforman infinitesimal-
mente los pardmetros de la teoria, estos son descritos por una ecuacion diferencial denominada
Ecuacion del Grupo de Renormalizacion (EGR).

En particular, para QCD, uno de estos parametros es la constante de acoplamiento, la cual
no es un observable por si misma, ya que su determinacién involucra el célculo de tasas de
decaimiento o secciones eficaces. Su determinacion es de vital importancia puesto que a través
de ella es posible llevar a cabo expansiones perturbativas. La constante de acoplamiento de
QCD a; es gobernada por la ecuacion del grupo de renormalizacion de Callan-Zymanzik, en la
cual figura la funcion beta de QCD [5(ay), cuyo coeficiente a un lazo condujo al descubrimiento
de la libertad asintotica [2]. La solucion de la ecuacion del grupo de renormalizacion puede ser
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encontrada perturbativamente usando distintas parametrizaciones, la mas comun emplea A,
que corresponde a la escala donde el método perturbativo falla [3]; en este trabajo se propone
emplear la parametrizacion con el valor inicial a(pg), donde g corresponde a una escala de
energia donde el acoplamiento es conocido.

La determinacion de la funcién beta de QCD depende del esquema de renormalizacion
empleado a partir del coeficiente a tres lazos. En los esquemas independientes de la masa, tales
como el de sustraccién minima MS o el de sustraccion minima modificada MS la informacion
sobre los campos de quark se codifica en el niimero de sabores activos ny que figura en los
coeficientes de la funcion beta. Adicionalmente QCD con seis sabores es raramente usado. Si el
momento caracteristico del proceso p; < my, (my, es la masa de un quark pesado) es preferible
usar una teoria efectiva [4].

Lo anterior conduce al establecimiento de condiciones de coincidencia entre la teoria com-
pleta (con todos los quarks) y la teoria efectiva (quarks ligeros y correcciones O(1/my,), siendo
M la masa del quark pesado). En particular, para la constante de acoplamiento, las condiciones
de coincidencia determinan de qué forma las masas de los quarks deben ser tomadas en cuenta
cuando ay es evolucionada. Esquemas tipo-MS en QCD requieren en general condiciones de
coincidencia no triviales a ordenes mas altos en la expansiéon perturbativa.

En este contexto este trabajo se propone estudiar de qué forma son generadas incerti-
dumbres en la evolucién de la constante de acoplamiento debida tanto a la EGR como a las
condiciones de coincidencia en el umbral de la masa de un quark. En el primer caso la incer-
tidumbre primaria proviene de que sblo se conocen los coeficientes de la funcién beta hasta
4-lazos, ademés la ecuacion diferencial resultante es una ecuacion diferencial no-lineal por lo
cual su soluciéon debe hacerse de forma iterativa. En el segundo caso, las condiciones de coin-
cidencia tienen como parametros a las masas de los quarks, y éstas se implementan a través
de expansiones perturbativas, de las cuales s6lo se conocen algunos coeficientes.

La dependencia en la masa de las condiciones de coincidencia nos conduce a un tema
relevante acerca de este parametro. Los quarks libres no han sido observados, este fenémeno
conocido como confinamiento nos lleva a la pregunta sobre la definicién correcta de la masa. La
definicién comun de la masa, al menos, la que es considerada “natural”, es la denominada masa
del polo (M,) que se define como el polo del propagador, i.e., donde éste diverge [3]. Como
las condiciones de coincidencia usan como umbrales a las masas de los quarks, la pregunta
natural es: jcudl definicién es la apropiada y si esta eleccion induce incertidumbres? Este
trabajo explora la respuesta a esta pregunta.

La estimacion apropiada de estas incertidumbres es de vital importancia considerando que
del lado experimental se han realizado grandes avances obteniendo resultados cada vez més
precisos y con mejor control de errores sisteméaticos. Es por esto que es necesario que las
expresiones teodricas equiparen este nivel de precision de tal forma que sea posible examinar
cada vez mejor las predicciones de la teoria.

Esta tesis esta organizada como se describe a continuaciéon. En el resto de este Capitulo se
introducen conceptos conocidos de QCD con el fin de introducir notacién y convenciones que
se utilizaran a lo largo del trabajo. El lagrangiano de QCD asi como las reglas de Feynman son
presentadas en la Secciéon 1.1. El concepto de regularizacion y renormalizacion se introduce en
la primera parte de la Secciéon 1.2, finalizando con una introduccién concisa sobre como surgen
las condiciones de coincidencia entre parametros de dos teorias (Seccion 1.2.1)

En el Capitulo 2 comienza estableciendo la EGR (2.1) para posteriormente resolverla para
la dimensién anémala de la masa (2.12). La segunda parte del mismo contiene la solucion para
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la constante de acoplamiento, que es el tema de interés de esta trabajo. Se comienza con la
solucion a dos lazos para ejemplificar el tipo de soluciones que pueden surgir culminando con
el Cuadro 2.1 que resume los resultados. Posteriormente se hace un primer estudio sobre la
incertidumbre por truncamiento de la funcién beta considerando el problema de juguete en
el cual se plantea un escenario donde 35 no es conocido; este problema se estudia usando dos
soluciones distintas del Cuadro 2.1. En la tercera parte del Capitulo se construye un algoritmo
para construir las soluciones iterativas a N —lazos siendo (2.59), (2.60) el resultado fundamental
de esa Seccion. Se finaliza estudiando las estimaciones para el coeficiente (4, adicionalmente
se estudia la equivalencia entre las parametrizaciones con A y as(po).

El Capitulo 3 contiene el estudio de las incertidumbres, el cual se separa en dos grandes
grupos: en el primer grupo se consideran los efectos relacionados con el truncamiento de la
funciéon beta siendo el Cuadro 3.5 un condensado de los efectos estudiados ahi. En el segundo
grupo se encuentran los efectos relacionados con las masas de los quarks y su aparicion en las
condiciones de coincidencia, en particular el papel que juegan como pardmetros y en la elecciéon
de la escala de coincidencia; el proceso de evolucién cuando las condiciones de coincidencia
son implementadas se resume en (3.30). La parte final del Capitulo analiza los efectos en
conjunto tanto en el esquema del polo (Ec. (3.39)) como en el esquema de sustraccion minima
modificada (Ec. (3.44)). El resultado central de este trabajo se resume en el Cuadro 3.8.

Finalmente, en el Capitulo 4 se plantean las conclusiones del trabajo.

1.1. Revision general de QCD

1.1.1. Teorias de norma

QCD es la teoria de las interacciones fuertes donde los campos son representaciones del
grupo de Lie SU(3). La teoria es un caso especial de un conjunto de teorias denominado teorias
de Yang-Mills. En esta seccion se basa en las referencias [5] y [1] que pueden ser consultadas
para detalles.

Considérese un grupo Gy una campo de materia v que transforma como

(@) = exp(—igw® (x)ta)p(x) = U(w(x)) " (), (L.1)

donde el campo v es una vector columna y las matrices hermiticas forman una representacion
del grupo con constantes de estructura C“s, definidas a través de

[ta,tg] = Z'Cagfytv. (1.2)

Las matrices U(w) forman una representacion del grupo. Para construir una acciéon con
invariancia de norma se define la derivada covariante:

Dy = (0, +igAu), (1.3)

donde se ha introducido el potencial de norma A, y tiene la propiedad de que es un vector
bajo transformaciones de Lorentz. El mismo simbolo sera usado para denotar los componentes
del potencial de norma, i.e.,

A= At (1.4)
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Se introduce aqui la notacién de Einstein de indices a menos que se especifique lo contrario.
A, transforma bajo el grupo de norma como:

Ay = Uw(@) HAL(2) —ig 10, U (w(x)). (1.5)

La dinamica de la teoria estara determinada por el lagrangiano:

£inv = _(Fﬁu)2 +E(UD - M)l/f
- —%tr(FWF“”) + (i) — M), (1.6)

donde la intensidad del campo esta dada por:

FS, = 0,A% — 9,A% — gC%, AL AT, (1.7)

con ¢ la constante de acoplamiento de la teoria. Se ha asumido la normalizacién convencional
de los generadores, esto es, tr(t,tg) = 53. Los campos de la teoria se transforman de acuerdo
a:

dwth = —iguwtar)

Outh = iguw™ta
0w AY = 9w + gC%,wP A}
0, Fg, = gC%%wPF], (1.8)

La invariancia de norma impide usar el lagrangiano para obtener el propagador del gluon,
para lo cual es necesario fijar la norma:

—a 1. «a
Enorma = Egc + ng =o'c (a,uca + gcaﬁ’ycﬁAZ) - 55 1(8#/1“)2 (19)

donde el termino L. se conoce como el término de Fantasmas de Fadeev-Popov, y el segundo
es el término que fija la norma. Los fantasmas ¢, y ¢, son campos escalares no fisicos que
anticonmutan y estdn acoplados a los gluones. El lagrangiano de QCD se expresa entonces
como:

Locp = —%(Fﬁu)z + (i) — m) + Lge + Lyy, (1.10)

con el cual se deducen las Reglas de Feynman de la teorfa.

1.1.2. Reglas de Feynman

En teoria de campos es comun usar teoria de perturbaciones cuando las interacciones
pueden ser consideradas débiles y las contribuciones a esta series perturbativa pueden ser di-
bujadas usando diagramas de Feynman, las cuales corresponden a expresiones analiticas que
se pueden extraer usando reglas de Feynman. Si los diagramas contienen un lazos o varios es
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necesario integrar sobre el momento o los momentos del lazo, lo que en muchas ocasiones con-
duce a integrales que divergen a momentos grandes resultando en un divergencia ultravioleta.
Las reglas de Feynman estaréan usadas usando como termino que fija la norma 0 - A“.

La parte cuadratica de (1.9) dan los propagadores mostrados en los primeros tres renglones
del Cuadro 1.1 para el quark, el gluén y el fantasma. Adicionalmente, los vértices gluon-quark,
vértice de tres gluones, vértice de cuatro gluones y fantasma gluén son mostrados en ese orden.

1.2. Renormalizacion

La idea de la renormalizacién viene de que la re-definicion de los pardmetros de la teoria
cancela las divergencias ultravioleta, la cuél consta de dos etapas: en la primera se “aislan”
términos divergentes por un proceso de regularizaciéon para después removerlos via la elecciéon
de un esquema de renormalizaciéon. La regularizacion consiste en modificar £, i.e., L — L. tal
que L, produzca resultados finitos [6]. Muchos métodos de regularizacion existen, por ejemplo
es posible introducir un corte A tal que la fisica se recupere cuando A — oo, pero este método
complica la integracién por partes. Un ejemplo de regularizaciéon se muestra a continuacion,
donde se modifica el propagador

1 1 1
% J—
m2 — k2 — e m2—k%Z2—i—ie M?2—k%2—1i—ie

tomando el limite M — oo, el cuél sin embargo no es muy bueno para teorias de norma, donde
la introduccion de este término rompe la simetria de norma. En términos generales un proceso
de regularizaciéon es bueno cuando este preserva la mayor cantidades de simetrias de la teoria.
El método més popular usado en célculos de multilazos es la reqularizacion dimensional donde
los diagramas son calculados en un espaciotiempo D-dimensional. [7].

En la regularizacion dimensional se consideran integrales en un espacio D dimensional tal
que:

vl

do do . oIl'(2—-D/2 1 do
R R e e - =

! integral finita para D =4 —¢€,¢e > 0!
En el caso de QCD se obtendran cantidades finitas a partir de Locp reescalando los campos
y los parametros tal que:

— 1 1 1 1 ~1
Lr{,, 9,1} = L{Z3 A, Z3 ), Z3 10, Z3 oy Z5 Cay Ze€, Zgg, Zmm} (1.12)

La forma explicita de los Z’s depende del esquema de renormalizacion adoptado; en el caso
de QCD es usual usar la regularizacion dimensional en conjunto con la sustracciéon minima,
donde entonces las divergencias UV aparecen como polos en los valores de la dimension espacio-
temporal D y los contratérminos se definen como polos en el valor fisico D, i.e., D = 4. Para
ver como funciona tomemos la primera correcciéon al propagador del quark

1 — Crg®Ape(p?)
p —m[l — Crg?Bpe (p?)]

Spe =1 (1.13)
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<

50( v
;243'5(_9#” + 52“—}:@-6(1 =)

603
p2tie

—1g7"ta

“9CBY(gr—Tr)IrpuH(ax—T2) Gur+(@u—T1) grr]

- igz [Caﬂwcwés (gnug)\u - gm/g)\u)
+ CaveCBse (.gn)\guu - gm/g)\u)
+ CadeCye (g/f)\g;w - gnug/\u)]

—9g Caﬁ'yp/“

Cuadro 1.1: Reglas de Feynman
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con CF definido a través de §;;Cr = tfjtf]‘.
1
Ape = 16’?{(1 — &)N. — 1 — terminos finitos}
1 . ..
Bpe = W{_?)NE + 1 + terminos finitos}

2
Ne=——vg+Indr
€

Se observan dos divergencias provenientes de Ap¢ y Bpe¢ respectivamente, i.e.,

92
1-Cr—==(1-¢N,
CF167T2( 5) €
92
1 — N,
+3C’F167T2

se pueden sustraer el polo y adicionalmente las constantes vg + In4m proceso que se llama
sustraccion minima modificada (MS). Con lo que se obtiene:

2
g

Zp=1—Cp—==(1—-&)N,
F Figmz(t N

g2
Im=1-3Cpr——
mn Fl6r2
A lo largo de todo el trabajo si no es especificado lo contrario se usara el esquema de

sustraccion minima modificada MS, es usual etiquetar las cantidades en este esquema con una

N, (1.14)

barra para distinguirlo en particular de las cantidades obtenidas con el esquema del polo. En
particular algunas veces se especificara m para hablar de la masa en MS, y todas las veces la
masa del polo se escribirda como M, en maytusculas.

1.2.1. Desacoplamiento en QCD

Una situacion comin en Fisica es que la investigacion de un fenémeno es una escala de
distancia no se observa algin indicio que permita entender la fisica a distancias mas pequenas.
En la situacion clésica esta observacion parece evidente. Por ejemplo cuando uno trata dina-
mica de los fluidos sin ningiin conocimiento de la fisica atémica que genera las propiedades de
este [1]. En Teoria Cuéantica de Campos este desacople de la fisica a distancias pequenias de la
fisica de distancias grandes no es para nada evidente.

En QCD el problema se plantea de la siguiente forma: si el momento caracteristico del
proceso p; < My, siendo Mj, la masa de un sabor pesado h, es mejor usar una teoria efectiva
de bajas energias sin h. El lagrangiano de esta teoria efectiva tiene la misma forma que la de
QCD mas correcciones en potencias de 1/Mj, [4, 8, 9.

Considérese QCD con n; = ny — 1 sabores con masa cero ¢; y un sabor pesado () con masa
m. El lagrangiano desnudo para esta teoria es entonces:

1 _ _
L(go, mo; tho, G, ™ ho) = —Z(G,Ojf)Q + o Dipo + ho(iIp — mo)ho

+ terminos con campos de fantasmas y el termino de norma

(1.15)
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donde ¢, G}, y ¢* son los campos fermiénicos, gluonicos y fantasma respectivamente. Las con-
diciones de desacople relacionan cantidades en la teoria efectiva y la teoria completa. Cuando
el momento caracteristico del proceso de interés p < M la teoria efectiva de bajas energias
puedes usarse en lugar de £, conteniendo tinicamente los campos ligeros, i.e., ahora

1 — 1
L' (g0, mo; o, Gy, ™ ho) = —Z((Gﬂf)z + oo Do + Ol32)

+ terminos con campos de fantasmas y el termino de norma

(1.16)

de tal forma que los parametros de la teoria completa y aquellos de la teoria efectiva estéan
relacionados a través de

V=¢, my = Gumg, €0 —1=¢E" - ),

Y L e Ry /< S e/ NIV T (1.17)

Adicionalmente, los términos renormalizados se obtienen en la manera usual multiplicando por
las constantes de renormalizacion, i.e.,

go = /’LEZgga mg - mmq7 CO —-1= Z3(C - 1)7
0= V2o, GV =768, "=\ Zy" (1.18)

con lo cual las constantes de las teorias efectiva y completa se relacionan de la siguiente forma:

Z Z3 ~ I3
G ="71Ch  G=0G G==0 (1.19)
Zg Zy z4
Esto nos conducird posteriormente al tema de interés de este trabajo, la imposicién de
condiciones de coincidencia para el desacople de la constante de acoplamiento de QCD que es el
tema principal de este trabajo. La precision requerida para los calculos deben ser consistentes,
por lo cual los coeficientes Z; deben conocerse con la misma precision.



Capitulo 2

Constante de acoplamiento de QCD

Las Ecuaciones del Grupo de Renormalizacion (EGR) nos dicen de qué forma los para-
metros que aparecen en el lagrangiano de una teorfa cuéntica de campo varian con respecto
al parametro de renormalizacién. La constante de acoplamiento de la teoria es uno de éstos
parametros cuyo comportamiento estd determinado por la funcion beta de la teoria en cues-
tién. En este apartado se obtendra la soluciéon de la EGR para la funcion beta parametrizada
a partir de un valor fijo ag, obtenido en una escala de referencia pg, asi como en funciéon de
Agcp, mostrando su equivalencia.

2.1. Ecuacién del Grupo de Renormalizaciéon

En comparaciéon con el lagrangiano sin renormalizar, el renormalizado depende de un pa-
rametro adicional p, lo cual nos lleva a una restriccion: cualquier prediccion fisica obtenida
con el lagrangiano renormalizado NO debe depender del valor de p.

Si P(as,m, ) es una cantidad fisica calculada con el lagrangiano renormalizado Lg en-
tonces debe satisfacer [10]:

d
2
H d—ugp(%amaﬂ) =0 (2.1)
d 0 0 0
2 =2 — +om? — 2.2
/’[/ d,LLQ /’[/ 8/1/2 +7T/8(a8)8a8 + m PY(aS)amQ ( )
con az = % y B(as) es la funcion beta de QCD.
d « @
2 & (Qsy_ 5%y 2.
() = () (23)
> 11) = 1)) (2.4

Se define el acoplamiento a, = 2=. Expandiendo el lado derecho de (2.3) en potencias de as
se tiene: 3(%) = —(Boa? + pra + ...). Los coeficientes By, 1, B2 y B3 fueron calculados por
[11, 12|, [13, 14], [15], [16] respectivamente.

13
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1 2
=—|11—=
o= [ 3714
1 38
=— 102 — —
f1=15 [ 3" }
By = 1 [2857 5033 n 325 ,
2T 2 Mt
1 [149753 1078361 6508 50065 6472 1093
= — 3564(5 — —_— + — 24— n3|.
Bs 256[ 356463 ( 162 27 C?’)”f ( 162 81 <3>”f+ 729”4
(2.5)
Definiendo by = B—’;’ se obtiene la funcién beta en la forma que se usara en las secciones
posteriores de este trabajo.
Blas) = —Boa’(1 + bras + boa? + bza + ...). (2.6)

2.1.1. Masas de los quarks y la EGR

En la misma forma en que la constante de acoplamiento “corre” con la energia, lo hacen
las masas de los quarks. Esta dependencia de las masas de los quarks m, es gobernada por el
coeficiente 7, de la (2.4). Cuando = es expandido en potencias de ag, (2.4) se escribe como

o dm(p)

duz = Man(as) = —T(u) ; Ym,i(as) (2.7)
o bien Jlnmm
%2(”) = ~(a), (2.8)

donde los coeficientes de 7, en el esquema MS a 4-lazos estan dados por [17], [18], [15], [19]

Ym0 = 1, (2.9)
17202 20
=—|——-—n
Tml =6 T3 T g
1 2216 160 140
— 1249 — (222 L 22 -2
m,2 64[ ) ( 27 3 <3> TR ”f}’
1 4603055 135680 91723 34192 18400
S —8800¢s — (22 — 880¢, —
Tm3 = o [ 162 + o € s <27 + 9 3 @ 9 C5>nf

_|_

5242 800, 160, \ o (332 64\ 4
(243 Ty e <4> ' (243 27<3> ”f}’

usando los (2.8) con los coeficientes de (2.10) se obtiene

(2.10)
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(1) = () exp [ / dﬂg(g;)} ~ Frexp [ / " da”g(i‘;)] , (2.11)

donde formalmente se ha definido la masa invariante del grupo de renormalizacién como m =

m (o) exp { [ daVM(U)”)} . Expandiendo (2.11) se encuentra la soluciéon perturbativa dada por

[19]
__ =~ /8 2 ag 1 3 3 ag 4
m(u) — m(as)fyo 011 —+ Alas + Al + AQ ? + 5141 + §A1A2 + A3 E + O(as) )
(

2.12)
donde
B

A =

! ﬁo + /80

/81> 5171

A P2

2T %(% 2 B

_ [P B (B ) y_ (ﬁ >_ﬁﬁ 73
_[% %(%/3 Pl tml\s, )" Ty

Esta expansion es apropiada para evolucionar la masa hasta la escala p requerida en el
proceso bajo estudio, ya que, como es facil comprobar, el valor de referencia m hace que los
coeficientes de la expansion sean pequenos a 3-4-lazos; por ejemplo, para 7y,

My = mp(as) 2% (1 + 1.17549 a, + 1.50071 a2 + 0.172478 o). (2.13)

El valor de referencia m no es dnico, como es de esperarse, de hecho, este puede ser tomado
como mi(p) y realizar la integral definida en (2.11). Una tercera opcién resulta de resolver
(2.8) usando la independencia de norma de la masas en MS escribiendo

W) clas)
m(po)  clao)’

donde c(z) = exp [* dﬂ:’%’z()) en completo acuerdo con (2.12) |20, 21].

(2.14)

2.2. Soluciones a la EGR para la constante de acoplamiento

2.2.1. Parametrizaciones de la solucion a dos lazos

Se ha establecido entonces la ecuacion de Callan-Zymanzik (2.3) cuya solucion para la
funcién beta permitira determinar la dependencia de la constante de acoplamiento fuerte con
la escala de renormalizacion.

Para resolver esta ecuacién diferencial no lineal una técnica estandar consiste en truncar la
funcion beta (2.6) a un determinado orden y resolver iterativamente; este método conduce a la
soluciéon bastante conocida parametrizada en términos de Aqcp [3]. En este tipo de soluciones



16 CAPITULO 2. CONSTANTE DE ACOPLAMIENTO DE QCD

se trabaja en un rango de energia donde el nimero de sabores ny es constante. Integrando
(2.3) a 1-lazo, i.e., despreciando los términos de orden O(a?) se llega a la siguiente integral:

2 a a
7 s da / s da
It = -/ == 2.15
Mg ao 5(0’) ao —,800,2 ( )

con as(po) = ap. Se ha obtenido el resultado bastante conocido

ag _ ag
1 + BoagL 1+ ,BoaoL’

as(p) (2.16)

2
donde L =In ’:—2 . El término as(p)L aparecera frecuentemente en las iteraciones por lo cual
0

para fines de claridad éste se definira como = = z(u) = as(u3)L, entonces se escribe (2.16) de
forma compacta como

ao
= 2.17
i) = (217)
donde observamos que a 1-lazo a4 resuma los logaritmos lideres (LL), i.e.,
o0 o0
as(p) = ao » (=PoaoL)" = ag y_(—Box)" (2.18)
n=0 n=0

La parametrizacion comunmente usada estd basada en el parametro Ayg que caracteriza
al punto donde ag diverge, esto es:

1

0a0

Ants = g exp(——2—), (2.19)

de donde

R S (2.20)
© Boln(&)  BoLa '

an (k)

Para diferenciar ambas parametrizaciones se denotara a (2.17) como a;; y a (2.20) como
aa. Similarmente, despreciando términos de orden O(a?), se tiene

it da
L=- [ %
Bo /ao a?(1 + bya)

:_/l %(1—b1a+b%a2—bi’a3+...)

0

w1 by B
I R | 92.21
/,m “ <a2 a + 1+ bia (2:21)
=
1 1 ap 1+ b1a1t>
L=————bIn{——m 2.22
Po aiy 4o ! (ait 14 brag (2.22)

La ecuacion anterior es trascendental, la solucion se hara de forma iterativa (justificando
la etiqueta en aj), es decir, usando (2.17) se obtendra la solucién a 2-lazos insertandola en
(2.24), entonces
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ol (1) = =0 O (2.23)
1+ Box + brag 1n(a(1‘§0(m 1-}—17;10” )
donde agl) es la soluciéon a 1-lazo. Entonces
(2) a0
o () = . (2.24)
¢ 1+ Box + byag In(Hrthio)

(2)

Se estd denotando a a;;’ como la solucion iterativa a 2-lazos. En este punto vale la pena
mencionar que en la obtencion de (2.21) se han resumado los términos correspondientes a la
expansion de 1/(1+ bja) lo cual no sera posible para érdenes mayores. La resumacion es usual
en la solucion a 2-lazos (ver por ejemplo [22] y [23]). Sin embargo, como alternativa es posible
truncar (2.21) tal como se haria a ordenes mayores, es decir ahora

50[1:—/ ! da(l—bla)

0 a2
1 1
= BoL = — — — — by In(=2), (2.25)
it 40 Qg
que usando (2.17) se convierte en
(2 ao
0, (1) (2.26)

" 1+ Boz + bragIn(1 + Boz)’

lo cual es equivalente a (2.24) expandiendo (1 + Sox + biag)/(1 4 biag) en potencias de ag y
despreciando términos de orden O(a%). A priori no podemos elegir entre las soluciones ai; y @l
ya que ninguna de ellas es exacta y su diferencia es de orden O(ag). En este orden requerimos
la solucién a 3-lazos, motivo por el cual ambas son soluciones aceptables y por esta razén
usaremos ambas soluciones de forma independiente.

Es interesante analizar a profundidad en qué sentido es valido usar ambas aproximaciones.
La funcién beta es una expansion asintotica en potencias de as misma que podemos expresar
alternativamente como

N+M > Mo om
Bla) = —Boa’( > bpa™) = —foa’ (=m0 (2.27)
n=>0 ano rpa”
expansion conocida como Aprozimante de Padé (AP), cuya particularidad consiste en que la
serie de Taylor asociada al aproximante [M/N] coincide con la serie asintotica original [24]
(Ver Apéndice p. 61)
Expresando a la funcion beta como un AP a 2-lazos

5(@) = ~Ana®(1L+ b1a) = —foa? (1) = ~6oa(0/1 (225)

como se anticipo, las soluciones son equivalentes a 2-lazos, denominaremos al obtenido en (2.26)

(2) (2)

oMo ayg q) O bien simplemente como a,p . Tanto en (2.22) como en (2.25), se ha recurrido a
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la iteracion debido a que las ecuaciones resultantes son trascendentales, que de hecho, tienen
soluciones analiticas en términos de la funcion multivaluada W (¢) de Lambert definida como

W (z)eW® =g, (2.29)

si x real, entonces para —1/e < x < 0, hay dos posibles valores reales para W (x). La rama
que satisface —1 < W(x) se denomina la rama principal de la funcion W, mientras que para
W(z) < —1 esta se denota como W_j(x). Detalles sobre esta funcién pueden encontrarse en
[25]. En [26] es encontrada la solucion a dos lazos usando este tipo de funciones parametrizada
con Agcp, la cuél extenderemos para a, parametrizada con ag. Se parte de (2.25) y con un
poco de élgebra se encuentra

e—1/(awb1) e—(1/aobi+BoL/b1)
" awhs =— o , (2.30)
donde ahora
—a® R - 1 by )e~(M/aobi+BoL/b1) (2.31)
aw = ayy W 1 (2) x /(agby)e . .

En este mismo sentido es posible encontrar la solucion analitica para (2.21), se encuentra que
esta dada por

1 - a
Wi = Th(rWa@) T —(1 4 1/(brag))e M1/ cobrtfol /o). (2.32)

Hemos entonces generado dos tipos de soluciones, a saber, las soluciones iterativas y las
soluciones basadas en la funcion W, que difieren a orden O(a?). Resta obtener la solucién
parametrizada con un Agcp misma que puede ser resuelta también usando el AP. Resolviendo
ahora (2.21)

2
1
Boln(ES) = €+ = + by In(ap) — by In(1 + byay) (2.33)
Mo ap
2
1
= By ln(%) = foLa = 7+ biln(foan) = bi (1 + bias) (2.34)

con C' = [ ln(ﬁ—j) + by In By, la constante usada convencionalmente. Iterando (2.33) y expan-
0
diendo en potencias de 1/Ljy,

2 _ 1
ar = BoLa + b1 111(60%5\1) + %) (2.35)
donde ag\l) es la solucion a 1-lazo, finalmente, expandiendo la ecuacién anterior
(2) 1 by 1\3
“ :M_WIHLAJFO(L_A) : (2.36)

Usando el AP [0/1] para re expresar la funcion beta, se tiene
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aE\Z)o 1= .
o/ BoLa — by ln(ﬁoaf\l))
1 by ( 1 )3
=—— — ——InLy+0 | — 2.37
Goln R MO\, (2:37)

ie., as\z[)o/u = a5\2).

Adicionalmente es posible obtener la soluciéon numérica de la funciéon beta, en cuyo caso
tendriamos una tercera clase de soluciéon. Como primer paso en el camino hacia el estudio de
las incertidumbres a mayor orden, en el Cuadro 2.1 se evoluciona ag hasta as(m;) partiendo
de as(Mz) = 0.1200. Los resultados presentados son validos al orden deseado, sin embargo, es
deseable que la solucién a 2-lazos se reduzca a la soluciéon a 1-lazo cuando by = 0 por consis-
tencia: esto no se satisface para los resultados en funcién de W, por lo cual en lo subsecuente
acotaremos el andlisis a las soluciones parametrizadas con ag y A.

Basado en as(my)
(2) _ ag

(2.24) a, (1) = 5 o b In( BRI 0.311743
(2) _

(2.26) o /1] (1) = 1+6ox+b1381n(1+50x) 0.314128

(231)  af) =t 0.318866
(2 _ 1
2

(2.36)  ay) = gi-(1— 5% In(Ly)) 0.311820

Numerica 0.315536

Cuadro 2.1: Evolucién de la constante de acoplamiento desde la escala de My = 91.18 GeV
hasta la escala de m, = 1.777 GeV a 2-lazos usando como punto de referencia as(p9) = 0.12/7.
Las soluciones etiquetadas con W corresponden a las soluciones exactas en términos de la
funcién de Lambert, mientras que las primeras dos son soluciones iterativas cuya diferencia
radica en que en el segundo caso un AP fue empleado. El peniiltimo renglon es la solucion usual
parametrizada con A y el ultimo renglon es la solucién numérica obtenida con Mathematica

27].

Las diferencias, como se esperaba, son de orden O(ag), lo cual es posible demostrar expan-
diendo las soluciones iterativas en potencias de ag:

alo)y () = ao — (BoL) af + (B3L?) af + (—B3L°) a
— (b1BoL) a3 + <gblﬁ§L2> ag
+O(ap). (2.38)

Se ha escrito en esa forma escalonada para mostrar que a 2-lazos as resuma los logaritmos
lideres (LL, por sus siglas en inglés) y los siguientes-lideres (NLL), caracterizados por las
potencias de L y ag. Las diferencias entre las potencias de los LL y ag es uno, mientras que
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para los NLL es de dos y asi sucesivamente. Se ha asegurado que las soluciones son distintas
a O(aé) y adicionalmente que éstas resuman los NLL, lo cual necesariamente implica que
(2)

las expansiones deben coincidir en los terminos mostrados en (2.38). Expandiendo a;; (1) se
obtiene

ai(tQ) (1) = ap — (BoL) ag + (ﬁ3L2) ag + (_ 8L3) ag
- (nor)af + (msde?) of
+ (B26oL) ai + O(ad), (2.30)

que difiere de (2.38) el ultimo término.

2.2.2. Soluciones a ordenes mayores

A ordenes mayores es posible obtener soluciones equivalentes expresando la funcién beta como
un AP, o bien usando las funciones de Lambert. En [26] es calculada la solucién analitica en
términos de la funcion W de Lambert a tres-lazos parametrizada con Agcp, mientras que en
[28] son presentadas soluciones analiticas a 4 y 5 lazos con la misma parametrizacion, misma
que presenta algunas desventajas: la primera de ellas es que, Agcp es fijada a cada orden, por
lo cual el valor depende tanto del orden como del ntmero de sabores, lo cual no ocurre cuando
se parametriza con ag. Se continuard con la parametrizacion basada en ag en lo subsecuente,
en particular con las soluciones iterativas y en la parte final de esta seccién se mostrara la
equivalencia entre las soluciones parametrizadas con Agcp y ap a 4-lazos.

Para proseguir con ordenes mayores se requiere ahora resolver la EGR con la funciéon beta
truncada a ordenes mayores que O(a*). Como en el apartado anterior es posible usar una AP
[1/1] tal que la funcién beta sea Spa(a) = —Bpa?[1/1]. Otra opcion es usar el AP que coincide
con la serie inversa de la funcion beta, i.e., Bpa(a) = —Boa?[0/2] que es de hecho igual a la
forma de la funcién beta invertida que ser requiere a 3-lazos. Para observar de qué forma es
esto, se tiene que la funcion beta en términos de los PA se reescribe de la siguiente forma

B(a) = —Boa’(1 + bra + b3a?) = —Bya®[0/2] = —Boa’[1/1] (2.40)
(b3—b2)z
1/1] = &
1= |
0/2] = ! (2.41)

1—aby +a2 (b} —by)’
(3) 2)

Para obtener a;;” como se hizo para a;’ la integral que debe ser resuelta es

Git da
L=—
Bo /ao a?(1+ bra + bea?)

. / 1t (3~ ba) a4 O()) (2.42)

0
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la cuél coincide con la integral requerida expresando Sy(a) con el AP [0/2]. En este caso, a
diferencia de 2-lazos no es posible una resumacién de los términos de orden mayor a O(a?),
por lo cual se ha truncado la serie. Esto significa que a diferencia del resultado a 2-lazos, tanto
ajy como el resultado basado en el PA ajy/y al mismo resultado en la integral (Ecs. (2.41),
(2.42))

Esto sucedera a ordenes mayores, es decir, la funcion beta expresada con AP [0/m] corres-
ponde con la truncacién de la inversa de la funcién beta, .i.e.,

1 1
B(a) — —PBoa(1 + bra + bya® + bya® + ... + byalV)

1
= ——— (14 Cia + Caa® + C3a® + ... + Ona®

Boa?
1 1
- - 2.43
oa? O/ 24
con Cy los coeficientes de la funcion inversa de B(a) y
1
—— =1+ Cia+ Cea’® + C3a® + ... + Cya. (2.44)
[0/N]

El resultado anterior es facilmente comprobable usando las férmulas correspondientes para
obtener los coeficientes de Padé y los respectivos de la inversa de una serie (Ver Apéndice A).
Para ordenes mayores (N > 1) se tiene que las integrales usando PA y la serie inversa son
equivalentes, pero las soluciones no lo sén, porque éstas dependen de la solucién a 2-lazos,

donde ai(t2 ) # ag}u. Resolviendo (2.42)

BolL = i — i —b11n <@> + Cg(as — ao) (245)

as  ap Qg

(2)

con Cy = (bg — b%), se llega a la expresion en términos de ag

®) (1) = %o
o (s (2.46)
1+ Box + brag In(-7gy) + aoCa(ag — agQ))

af

usando (2.24) y (2.26) se obtienen dos soluciones aproximadas iterativas, .i.e,

ao

(3)
@ () = . (2.47)

t 1+ Box + bragIn(1 + Ka(x)) + 02“3[137(2(%]

_ 1 + ,801' + a0b1
Ks(x) = Box + agby In (W) 7
y

(3) a

9o/ (%) e (2.48)

1+ Box + bragIn(1 + Kj(z)) + C’ga%[m]
K3(x) = Box + agbi In (1 + foz) .
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Figura 2.1: Comportamiento de Ky (continuo) y K (linea desvanecida) variando p desde
M, = 91.18 Gev hasta m,=1.777 Gev

Lo que se aprende con las tltimas dos ecuaciones es que difieren en los términos K, los
cudles contiene la informacion de la solucion a dos lazos con la cual se iterd. Recordando
que x = apln[u/po], en la Figura 2.1 observamos el comportamiento de Ko y K}, para la
evolucion desde pg = M, hasta m, con ny = 5. Es notable el hecho de que ambas tienden
al mismo valor a energias altas, lo cudl es reflejo de que para p > g, se puede aproximar
(14 Box + agb1)/(1 4+ apbr) =~ 1+ Byz, de hecho, expandiendo el término logaritmico en (2.47)
se tiene que

Ko~ 14+ foxr — Lblﬂoa%, (2.49)

despreciando ordenes O(a?) (equivalente a no incluir términos de orden O(a®) en el denomi-
nador) se convierte en K}, indicando que ambas soluciones resuman los LL, NLL, NNLL, lo
cual es facil de ver expandiendo una vez méas ambas soluciones.

2.2.3. Acercamiento a la incertidumbre

Antes de proseguir con la obtencion de la solucién que es de mayor interés para el trabajo,
a saber, la solucién a 4-lazos, es interesante analizar la incertidumbre de estas soluciones con
respecto a la funcion beta. Considérese el escenario en donde el coeficiente a 4-lazos, i.e., O3
no es conocido. Esto significaria que tanto (2.47) como (2.48) son soluciones que resuelven la
EGR con precision limitada, que puede ser mejorada usando métodos numéricos, o analiticos
via la funcion W de Lambert. Con este razonamiento, la pregunta que debe ser respondida es:
. Cual es la precision de las soluciones a 2-lazos (se tienen al menos 5 equivalentes)? Un indicio
importante es la observacion de la resumacion de los Logaritmos Lideres (LL) a 1-lazo, y de
los Siguientes LL (NLL).

En en mismo sentido que se compararon los coeficientes de la expansién para observar la
resumacion de los LL, procedemos de la misma forma pero en lugar de comparar dos soluciones
en el mismo orden en la funcion beta, se compararan soluciones a distintos ordenes. Se quiere
determinar la incertidumbre de la suposicion Sy = 0 en la solucion a 2-lazos. Puesto que (2.39)
resuma los NLL y (2.47) resuma los NNLL , esta incertidumbre debe ser de orden O(a*). En
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el Cuadro 2.2 se muestran los coeficientes de la expansion para las soluciones iterativas hasta
orden O(a%) correspondientes a los logaritmos lideres (LL), los Siguientes-Lideres (NLL), y
asi sucesivamente. En el caso de los LL cada coeficiente esta multiplicado por (8gL)"(ag)" !,
comenzando con n = 0. Los NLL son multiplicados por (8yL)"(ag)"*?, comenzado con n = 1,
y asi sucesivamente.

Coeficientes de la expansion
O(a) | O(a?) | O(a®) | O(a?) O(a®) O(a®)
. V1 -1 1 -1 1 -1
V| 1 -1 1 -1 1 -1
(2) 5 13 77
NLL a83 0 0 —b1 5[)1 —?bl ﬁbl
ag ) 0 0 —b1 %bl —13—3[)1 %bl
NNLL a7 o 0 0 —p2 9p? _ 2y
(3) _ 3712 7012 72
Qg 0 0 0 by 2b1 + 3bo 12b1 12b2
NNNLL a? | 0 0 0 0 b3 —18p3
a¥ | 0 0 0 0 | 263 —biby | — %03 + Bbyby

Cuadro 2.2: Expansion en potencias de ag de las soluciones iterativas a 2,3-lazos. Los coefi-

cientes de agﬂ(ﬁoL)" corresponden a los LL. En el caso de los NLL los coeficientes mostrados

multiplican a ajt?(ByL)" comenzando con n = 1.

La primera observacion comprueba la afirmaciéon acerca del orden de la incertidumbre entre
ambas soluciones, es decir, que ésta es de O(a*), correspondiente a donde la solucién a 3-lazos
resuma los NNLL usando bs, mientras que la solucion a 2-lazos no lo hace. Otra observacion
interesante es que la suma de los subindices de los LL es constante. Considérese la suma de
los subindices de los coeficientes en los NNNLL; escribiendo bi’ = b1b1b1 observamos que ésta
es igual a tres en cada coeficiente, similarmente para cada LL. Esta observacion indica que a
cada orden el coeficiente del N"LL seréa b,,.

®3)

En a;;”’ se induce una incertidumbre de orden O(a?) en la resumacion de los NNLL, que
aparecen en términos de ordenes mayores a O(a) en el denominador de (2.24). Incorporar esta
incertidumbre significa agregar un término O(a?) en este mismo denominador de tal forma que
en la expansion este término cuantifique la incertidumbre en by, esto se traduce en considerar
una incertidumbre en by, tal que by — by £ agdby, de tal forma que ahora consideramos
explicitamente la incertidumbre contenida en (2.24) como:

@ _ 0
Aait = |CLO 8[)1 5b1| (250)

La tarea siguiente es obtener una aproximacién a 0b;, misma que sencillamente puede

obtenerse comparando la nueva expansion de ai(tQ ) dada la transformacion by — by £ apdby y

. 3 2 . .
comparar con la solucion a tres lazos ai(t). Para ai(t) expandida se obtiene:
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al¥) = ag — LBoad + (—Lb1Bo + LQﬂS) al

( Lb1 o — LYo + = Lleﬁo L3ﬁ8’> ag
+ <—2L5b1blﬁo + Lb3 By + = L26b1ﬁ0 + = L2b 282 — —L3b 188 + L450>

1
+ 33 ( 12L5b% By + 36 Lob1 b3y — 12Lb7 By + 108L26b1b1 B2 — 18L2b3 B2 — 52L36b1 33

—142L3b 263 + TTL b, B3 — 120733 ) a§ + O(af) (2.51)

que comparando con el Cuadro 2.2 para el coeficiente NNLL a O(aé), se observa que ahora
—b — —b} — by y similarmente a O(a]), b7 — 367 + 56by. Es facil ahora leer de estos
coeficientes la incertidumbre a cada orden:

O(ag)  0by =by — 12
6
O(ag)  db1 = 5 (b2 — b?)
6 [ 2
O(ao) (561 = ﬁ(bz — bl) (252)

Este resultado, por la forma en que lo hemos deducido, tiene una dependencia en by como
es de esperarse, es decir, para conocer la incertidumbre debida al truncamiento de by se re-
quiere informacion acerca del coeficiente. Lo importante en este caso es que éste resultado es
proporcional al coeficiente Cy = by — b7 de la solucion a 3-lazos, lo cual es consecuencia de que
los coeficientes en los términos que resuman los NNLL son tales que la suma de sus indices es
2. En el Cuadro 2.3 se muestran los factores que acompaiian a Cy a ordenes mayores O(af).

Del Cuadro es facil ver que los coeficientes son del mismo orden y no se observa que éstos
aumenten drasticamente, de hecho, se aprecia un crecimiento lineal y ya que a 2-lazos la
contribucion significativa corresponde al O(aé) se aproximara la incertidumbre debida a bs en
la solucion a 2-lazos como db; = by — b%, entonces:

daiy)
0by

En el caso de la solucién a 2-lazos, puesto que by es CODOCldO este resultado esta comple-
tamente definido, similarmente para la solucién a 3-lazos que obtendremos de forma analoga.
Sin embargo, debido a que para by solo existen estimaciones , esto significard un problema.
Sin embargo, la suposicion incial en el tratamiento de la incertidumbre es que la soluciéon a
n + 1-lazos considera al coeficiente b, = 0, esto nos conduce a la pregunta ;qué tanto difiere
la incertidumbre calculada a través de (2.53) haciendo by = 07

Antes de responder a la pregunta anterior, para que la incertidumbre obtenida en (2.53)
sea consistente, debe tener su analogo en todos los ordenes. A 1-lazo la incertidumbre requiere
informacion sobre el coeficiente by, y esta debe aparecer en este caso en la resumacion de los
NLL, lo cual se traduce en una incertidumbre en el coeficiente fy, i.e., By — Bo £ Byd5o.

aal(t )

Aaf) = ag—=1(by — b3)| = |ag —Cal (2.53)

En el mismo sentido discutido anteriormente, puesto que ai(tl ) resuma todos los LL, por lo
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a”) bz—b%
ag) |1
ay) | 8=12
ad) | 5 =144
ay) | & ~1.554
ad) | Y ~172
) %—33%1.88
0 | 3 ~2.03
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Cuadro 2.3: Coeficientes de Cy que resultan de analizar las diferencias término a término en
las expansiones de la solucion a 2-lazos y a 3-lazos para obtener explicitamente db;. A todos
los ordenes by o< Cs.

ny agl) Aagl) ozg?) Aag); dby = |Cs| Aag2); by =0
3 0.3714 | 0.05283 || 0.4708 | 0.00316 0.00762

4 0.3215 | 0.03175 || 0.3744 | 0.00094 0.0033

5 0.2834 | 0.01859 || 0.3117 | 0.0001 0.00139

6 0.2534 | 0.00999 || 0.2676 | 0.00068 0.00051

Cuadro 2.4: Evolucion de as desde Mz = 91.18 GeV hasta m, = 1.777 GeV con a4 (M) = 0.12.
La incertidumbre a 1-lazo Aal” se calcula con 68, = |b150|. A 2-lazos usamos 6b; = |Co|

usando el valor conocido de by y en la siguiente columna se hace bo=0.

tanto la incertidumbre debe aparecer en los terminos correspondiente a los NLL, es decir,
comparamos los coeficientes de los factores (ﬂoL)”ag+2 comenzando con n = 1. Esto se traduce
en 883y = kb1 Sy, con k = 1,5/4,13/9,77/48 a ordenes O(a3), O(a3), O(aj), respectivamente.
Los coeficientes son del mismo orden y no se observa un aumento dréstico en ellos, por lo cual
tomamos k£ = 1. La forma en que se han obtenido las estimaciones, es decir, en funcién de
los coeficientes de la funcién beta, necesariamente tienen una dependencia en el nimero de
quarks activos, n . Para evaluar los resultados se evolucionard as desde M, hasta m, variando
el nimero de quarks, los resultados se muestran en el Cuadro 2.4 para los valores de interés
en este trabajo 1.

En el Cuadro se observa que la incertidumbre calculada con by = 0 es visiblemente més
estable y que ademés da una estimaciéon considerablemente més grande que con la inclusién
de by. Por supuesto, en estos casos donde el siguiente coeficiente de la funciéon beta es conocido
la estimacion mas confiable es usando su valor conocido. Sin embargo, en el escenario donde
éste es desconocido, la estimacion con el coeficiente b, = 0 debera debe ser tomada en cuenta.

1E] valor de as esta tomado del valor con ny = 5, por lo cual, en principio se requiere implementar
f ) )

condiciones de coincidencia de las cuales se hablara posteriormente, se ha usado el valor con ny con impunidad

ya que estas condiciones son triviales a 1 y 2 lazos como se vera en el siguiente capitulo.
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O(a()‘) b1b1 b2

Oag) |0 1

O(a}) | =02 5=12
O(a§) | 3 =042 B ~14
O(af) | 55 ~0.66 2~ 1.6
O(af) [ 22~091 P x 17
O(ad) % ~1.2 g—gg ~1.9
O(aéo) % ~ 1.4 % ~ 2.0
O(aél) % ~ 1.7 % ~ 2.2
O(al?) | BT ~20 | 20~03
O ( a(l)?)) 15258905116 ~ 2.3 1535859010 ~ 25
Olal!) [ M ~26 | BT~ 326
O( a(1)5) 272855()613931 ~ 29 2718()52613630 ~ 2.8

Cuadro 2.5: Coeficientes de §by en a(g )1] obtenido expandiendo las soluciones a 1,2-lazos usando
AP e insertando 0b; explicitamente en la solucién a 2 lazos y comparando término a término
las expansiones. En este caso dby o k1b1b1+kobo; siendo kq la primera columna y ks la segunda.

En la obtencién de las estimaciones se ha usado la solucién aj¢, pero este procedimiento
basado en las resumaciones de los LL debe aplicarse de forma similar para la soluciones don-
de la funcion beta ha sido re expresada como un AP. Siguiendo el mismo camino, es decir,
expandiendo en potencias de ag la soluciéon y comparando uno a uno los coeficientes en las
soluciones agl), a%}u se obtiene dby = Bpby en la incertidumbre a 1-lazo. El resultado ahora no
es proporcional a Cs, sino una combinacion entre los coeficientes by y bo, que satisface que la
suma de los indices es dos, i.e., b1b; v bo. En analogia con los casos anteriores, los coeficientes

que resuman los NLL para las soluciones a%}l], son mostrados en el Cuadro 2.5.

Ahora se observa que a 6rdenes menores a O(al’) las contribuciones de by son significati-
vamente mayores, por lo cual se debe ser cuidadoso en la elecciéon del factor que acompanara
a la incertidumbre. Un camino para determinar este factor consiste en notar que un término
tipico que resuma NNLL es proporcional a ( ﬂoL)7 a(l)o, el cual ésta fuera del orden de magnitud
de la precision deseada para la solucién a 2-lazos, por lo cual se propone que el factor tomado
sea simplemente 1 para ambos coeficientes. Coré)esto, la incertidumbre debido al truncamiento

Oda ()

de la funcion beta a 2-lazos es: Aa%}l] = |ag 8[2{1] b1| con 8by = b3 + by. Similarmente a a;”,

una estimacion aceptable que sobre-estima esta incertidumbre se obtiene tomando by = 0. En
el cuadro 2.6 se resumen los resultados para la evolucién de oy a 2-lazos.

En conclusion, el efecto de reexpresar a la funcion beta como un AP es el cambio en un
signo en la estimacion de la incertidumbre. La pregunta natural es la posibilidad de descartar
los factores que lucen poco naturales de b; y tomar simplemente db; = by. Esto conduce a
estimar la incertidumbre en 5a§2) = |ag Z‘Zf ba|, que es la estimacion sugerida por [29], obtenida,
sin embargo con consideraciones distintas. En la referencia la estimacion esta basada en los
coeficientes que acompanan a los factores de grupo en la funcion beta y su distribucion, se
volveré a este punto una vez que sea posible comparar con la referencia citada, esto es, cuando
la estimaciéon de la incertidumbre a 4-lazos se lleve a cabo.

Para continuar requerimos las soluciones a 4-lazos y la correspondiente a 5-lazos que nos
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nr a§2) Aag); 0b; = b% + by Aag); by =0
3 0.4870 | 0.02486 0.010

4 0.3806 | 0.0094 0.0041

) 0.3141 | 0.0032 0.0016

6 0.2684 | 0.00037 0.00056

Cuadro 2.6: Evolucion de ag desde M, = 91.18 GeV hasta m, = 1.777 GeV con a4 (M) = 0.12
usando a%}l]. En analogia con el Cuadro 2.4, se estima la incertidumbre a 2 lazos usando

0b; = b% + by en un caso y en el otro se hace by=0.

permitira estimar la incertidumbre debida a bg y bs respectivamente; en este punto es impor-
tante mencionar que la evolucién requiere informacién adicional, a saber, la informacion de las
masas de los quarks que no han jugado un papel hasta ahora y que sera el tema del siguiente
capitulo.

2.3. Cuatro lazos y mas alla

El proposito ahora es establecer un algoritmo que permita obtener las soluciones a n-
lazos desde un punto de vista formal, es decir, en la obtenciéon de esta soluciéon asumimos
que es posible encontrar los coeficientes de la funcion beta al orden deseado. Como sefialamos
anteriormente, este tipo de soluciones son la alternativa a la solucién analitica en términos de
la funcion W de Lambert y considerablemente mas sencilla de obtener. Ademés, recordando
que la dependencia a 1-lazo aparece iterada (er)l las (sc))luciones a n-lazos, tendremos dos posibles

2 1

formas de resumar los NLL, es decir, via a;;” o Qg yq) due de ahora en adelante se etiquetaré

(1)

como a,p . El procedimiento se describe a continuacion:

= La integral genérica con el N-ésimo orden considerado es :

Qas d
ﬁOL:/ —Z (=14 Cra+ Coa® + C3a® + ... + Cya®) (2.54)
a a

0

con Cy los coeficientes de la funciéon inversa o bien los coeficientes del AP [0/N] de
B(a)

Boa?

=—(1+ba+ boa® + ... bNaN), algunos coeficientes se muestran en el Cuadro 2.7

» Resolviendo (2.54), se obtiene la solucion general iterativa

ao

(n)( —
o™ (1) = _ (2.55)
1+ Box + aght In(—%) + > %ao <a§’1 _ (agn 1))k—1)
k=2

af

recordando la definiciéon de x = agL se obtiene la solucién en términos de esta variable:
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ag") (z) = ag {1 + Box + agby In (1 + Box + agby In(1 + Boz + apby In(...) (2.56)

Ck k—1 ap k—1
’ kzﬁk_lao oo <1+ﬁox+ln(1—|—...)—|—_._> ]) (2.57)
Ck k—1 ago k—1 -1
+k22k‘—1ao [ao N <1+ﬁox+ln(1+...)+,__> ]} ) (2.58)

donde los puntos se refieren a subsecuentes iteraciones.

= Para hacer el resultado 1util, observemos que ahora los terminos residuales que contienen
iteraciones se han movido a las sumas, luego, definiendo

Kn(CC) = 5056 + blCLO 111[1 + anl] + ]; L — 1CLO [1 — <m> N (259)

con lo cual (2.58) se escribe como:

n—1 k—1\ 1"
C 1
(n) _ k_“k N
a"(x) = ao |1+ Bor + apb1 In (1 + Kp,—1(z)) +l§2a0k_ 1 (1 <1 n—l(ﬂU)) )] .

(2.60)

Entonces, el problema se ha reducido a encontrar K, _1, mismo que puede encontrarse
usando (2.59). Podemos usar el mismo resultado para las soluciones que denominamos
iterativas y para aquellas de Padé, si usamos con cuidado las K,, paran < 2. Recordando
(2.24) y (2.26), observamos que la segunda requiere K1 = fox = Ky = 0, la primera

C1 | +b1

Cy —b% + by

Cs | +b3 —2b1by + b3

Cy —bil + 3b%b2 — b% — 2b1b3 + by

Cs —|—b“;] — 4b?b2 + 3b1b% + 3b%b3 — 2bybg — 2b1by + b5

G, | 07 5blba — GbTb + b — 4bTbs + Gbibaby — b3 + 36704
—2boby — 2b1b5 + bg

+b] — 6b7bg + 106363 — 4b1b3 + 5bibs — 12b2babs + 3b3b3
+3b1b§ — 4[):15174 + 6b1boby — 2b3by + 3b%b5 — 2bobs — 2b1bg + by

Cr

Cuadro 2.7: Coeficientes del AP [0/N] para obtener las soluciones hasta 7-lazos. Estos pueden
ser facilmente generados invirtiendo la funcién beta.
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Ky = Bozx/(1 + biag) y Ko = 0, luego, podemos usar (2.60) para ambas resumaciones,
siempre y cuando se tenga en mente que K7 es distinta en cada resumacion, resumiendo:

K(z)=0

i Box
Klt —

1 (2) 1+ brag biao

KY(z) = Box + bragIn[1 + K, 1] + ab |1 - <7> n > 1,

K{P(z) =0
KM (2) = B

KAP(2) = Box + bragIn[1 + K,_1] + k ak [1 — <7> ] n > 1.

(2.62)

Para ejemplificar se obtendra la solucion a 4-lazos, es decir, n = 4, en (2.60) y usaremos
la resumaciéon en AP, luego,

@) () @0
aap(7) = AP 2 K3 () 3C 1 2
1+ foa + brao In[l + K3 (2)] + agCalyjemr 5] + a5 (1 - (1+K§P(x)> >

(2.63)

1 2

K3 (2) = Box + brag In[1 + K3*F] + Caafy |1 - (W) ]

2

(2.64)

2.3.1. Informacién parcial sobre la funcién beta, N; grande y estimaciones
de 4

Una pregunta natural cuando una expansiéon asintoética es usada, consiste en determinar
la precision de esta y su rango de aplicabilidad, la cual es sencilla de responder cuando todos
los coeficientes de la expansion son conocidos. En general se espera que la inclusion de méas
términos reduzca la incertidumbre en la cantidad estudiada. Esto es un problema en el caso de
una expansion perturbativa en teoria de campos, ya que la inclusion de coeficientes adicionales
en la expansion involucra el calculo de numerosas integrales. Para obtener el coeficiente (3 de
QCD en el esquema MS es necesario el calculo de al menos 203580 integrales! [30].

Hasta la realizacion de este trabajo, el coeficiente 54 no ha sido calculado, sin embargo,
existe informacion relvante sobre éste. En particular, con Ny suficientemente grande, la libertad
asintotica serd perdida y entonces esta se parecerd a una teoria de norma abeliana [31]. Esto
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permite introducir la expansion O(1/Ny), con Ny el ntimero de campos fundamentales, via
esta expansion es posible calcular los exponentes criticos en un punto fijo d-dimensional de la
funcion beta a medida que Ny — oo [32]. Con este método J.A. Gracey fue capaz de calcular
los coeficientes a,, de la funcién beta el el orden lider para Ny, resultando en

Blo) = (d— g + GTRAIN; — G Co(@)d + D alTRINT g, (2.69)

donde

—[154C5(R) + 53C5(G)] /3888,
[(288¢(3) + 214)Cy(R) + (480¢(3) — 229)C(G)] /31104,
[(864¢(4) — 1056¢(3) + 502)Ca(R) + (1440¢(4) — 1264¢(3) — 453)Ca(G)] /233280,
[(3456¢ (5) — 3168((4) — 2464¢(3) + 1206)C3(R)
+ (5760¢ (5) — 3792¢(4) — 848((3) — 8858)C(G)]] /1679616, (2.66)

donde Ca(R), C2(G) y T(R) es el el operador de de Casimir de la representacion fundamental
del Algebra de Lie, el operador de Casimir de la representacion adjunta y el factor de normali-
zacion de la traza en la representacion fundamental respectivamente. Haciendo sustituciones

2
adecuadas, es decir, dado que en [32] g = 4—2, y recordando que as = ff:gD se encuentra que

los coeficientes a, de (2.65) se relacionan con la funcion beta de QCD de (2.5) como:

B, = 2" ta,_4 (2.67)

Los coeficientes ao y ag son los valores conocidos de 51 y (9 respectivamente con los factores
descritos arriba. Esta informacion valiosa permite conjeturar la forma del coeficiente a 5-lazos.

Un método para usar esta informacion es a través de los Aproximantes de Padé AP, in-
troducidos en el Capitulo 2, los cuales permitirdn estimar el coeficiente a 5-lazos. Los AP se
construyen de forma tal en que su expansion en serie reproduce los términos conocidos O(a")
(Ver A): el término a orden O(a™*!) se denomina prediccién del Aproximante de Padé PAP.
En Ec. (2.41), por ejemplo, se escribi6 la funcion beta a 2-lazos en forma racional con los AP
[0,2], [1,1], cuyas expansiones son iguales a la funcion beta. Sin embargo, si la expansion se
realiza a O(a®) se obtiene para [1,1]

B(a) = —pia’[1/1] = —fia’ (1 + bia + bya® + bz @’ + (’)(a4)> , (2.68)
1

i.e., el PAP es

62
pEAF = 2, (2.69)
b1
Adicionalmente, es posible usar la forma asintotica de la funcion beta [33] modificando la

formula anterior a través de un factor d,, con lo cual se obtiene la prediccion asintética de Padé
(APAP)
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APAP bEAP
donde
MIAM
0 ~ — 2.71
N+M+1 (N—i—M—i—aM—i—b)M’ ( 7)

para un AP [N/M], con A,a,b constantes por determinar [34]. La prediccion para bs resulto
sorprendentemente precisa cuando esta era comparada omitiendo los términos de Casimir
cuarticos [35], lo cual condujo al autor a proponer una modificacion pesada de los Aproximantes
Asintoticos de Padé (WAPAP, por sus siglas en inglés) donde sorprendentemente los errores
relativos en comparacion con los exactos json menores al 1 %)!

Aunque a posteriori los errores relativos son alentadores, la estimacion de la incertidumbre
suele ser complicada puesto que la tnica informacién disponible es el coeficiente para Ny
grande. Por esta razon usaremos la prediccion del AP de manera cuidadosa, en particular,
consideraremos al coeficiente entero como la incertidumbre, i.e.,

RS (2.72)

para (33, mientra que para el coeficiente atin desconocido 34 se empleara el aproximante pesado

By =0+ BVAPAP, (2.73)

Con esto en mente el valor de S84 es

Bs =0 (Ay+ ByNy + C4N} + D4yN} + E4Ny) (2.74)
94875 6875 4925 938 203
A4:—7 4:_—7 4:—7 4:_—7 4 = —
128 32 256 10240 102400

La importancia de de tener estimaciones para B4 y en el caso de (5 el coeficiente de la
expansion con Ny grande radica en que el método que se ha usado para la estimacion de la
incertidumbre en la EGR involucra este coeficiente. Como hemos visto esta estimacion es una
de muchas e incluso haciendo 84 = 0 se podra tener la estimacion de la incertidumbre, pero si
es posible acceder a informacion sobre este coeficiente se podra tener mas confianza en éstas.

2.3.2. Equivalencia entre parametrizaciones con Agcp y ao

Hasta ahora se han considerado las soluciones con ag = as(j9) porque esta nos permite
elaborar un criterio de incertidumbre basado justamente en este parametro. Un requerimiento
que debe satisfacer es que el parametro en el cual estd basado muestre independencia del orden,
es decir,que no sufra modificaciones a medida que resolvemos la EGR a ordenes mayores. La
parametrizaciéon con Agcop tiene este inconveniente y es por esta razén que es convencional
citar el valor del acoplamiento en una escala dada, usualmente en M.

Por otro lado, estas parametrizaciones deben ser equivalentes y deben conducir a la misma
Fisica, con lo cual surge la pregunta sobre la equivalencia entre las parametrizaciones y el efecto
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en la incertidumbre de usar una u otra. Es en este contexto que nos proponemos establecer
esta equivalencia, primeramente revisando el método de solucién cuando Agcp es usado, el
cual denotaremos desde ahora simplemente como A.

Para hacerlo se integra (2.3) a n-lazos tal que

2
(i) = 5‘22) :/Z—Z(—l—i—bla—i—CgaQ—i—Cga?’—i—...) (2.75)

cuya solucion general es la siguiente:

? 1 Cs 3
ﬁoln(x) = a—i—bl lna—i—Cga—i—?a +..+K (2.76)

donde K es una constante que ordinariamente se elige como K = by/fyln 3y para evitar la
aparicion de términos const./L? en la solucién una vez que es iterada y expandida en potencias
de O(1/L™), [36], [37]. Con esta eleccion de constante se obtienen las soluciones a 3,4-lazos:

1 b 1 \? 1
G () = 1— 11L+< ) b2(In2 Ly —InLy — 1) 4 by) p + O(—F
a n n n
s ) ﬁoLA{ BoLn N BoLa (b1 A A= D +b) (Lz}x)
(2.77)
a® () = Lo In L+ ( ! 202(In* Ly —In Ly — 1) + by)
B BoLa BoLa BoLa” !
5 1
+ (5OLA)3(b:{’(—ln3 La + 51n2 Ly+2mmLy =)
b 1
—3bybyIn Ly + —3)} +0(=5) (2.78)
2 L3

Con la intuicién que se ha adquirido con respecto a los indices de los coeficientes de la
funcion beta y sus combinaciones, se observa que a cada orden en 1/(fz,) resuma los logaritmos
lideres (LL) a primer orden en 1/(fr), los NLL a segundo y asi sucesivamente.

Es claro que una eleccion de K correspondera con la parametrizacion ag, la cual de he-
cho permitira expresar A(ug,ap). Adicionalmente se tiene una forma directa de mostrar esta
equivalencia,usando p = g en (2.78) y sustrayendo ambas ecuaciones se obtiene el resultado:

2 2
I I 1.1 1 Qs
In(j5) —1 (A—g) = %[a_s ot by 1D(a—0)
b b1?
+ (b2 = 01%) (a5 — a0) + (5 = bibz + ) (af — af)]
2
/I/ 1 1 1 Qg 03 2 2
In(—)=—5[——-——+bIn(—) + Ca(as —ap) + —(a; —a 2.79
(5) = Gl ot + Colas —a0) + Pl =) (279)

la cual corresponde al punto de partida para la obtenciéon de la solucién a 4-lazos dada en
la (2.54) y simplemente refleja que ambas integrales son equivalentes. Lo interesante ahora es
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justamente encontrar la K que nos permite comparar ambas soluciones en una expansion en
potencias de 1/L. De hecho basta encontrar esta constante para el caso de 2-lazos, puesto que
esta es la que es usada para construir soluciones y si se logra encontrar la equivalencia a este
orden esta sera a todos los ordenes. Esto es consecuencia de que para obtener las soluciones a
ordenes mayores en la expansion la eleccion de la constante no se modifica, i.e., (2.77) y (2.78)
son construidas usando la misma constante de integracion. Considérese la expansion de (2.76)
a 2-lazos dejando explicita la constante de integracion, i.e.,

@ 1 —K—ln(ﬁo)b1+1n(%)bl+0<1>3 (2.80)

N T BL T B2L?

donde se observa explicitamente el termino const/L?, en la expansién. Similarmente para la
solucion iterativa se obtiene:

1 3
(2) 1 —1—1In (aoﬂo) apby + 1In (f) apbt 0 1
= — 2.81
a5 N + aoB2 L2 + T ( )
=
1
K = — +b11n(ap)
ao
A% =2 (2.82)

con lo cual concluimos que las constantes A obtenida de la forma estandar, i.e., con K =
b1 In(By) v A se relacionan como:

! — b—l In 50&0 . (283)

A? = A2 exp |—
bao  SBo

Lo que se ha ganado hasta ahora es observar que el efecto total de modificar la constante es
modificar la definicién de A, en particular, la elecciéon de la constante que permite identificar
las parametrizaciones con respecto a su expansion 1/L™ implica la redefinicion de A. Luego
usando (2.83) en (2.26) se obtiene con un poco de algebra:

@ _ 1 2.84
%t T By In(p2/A2) + by In(L — O) (2.84)
con C' = —% In agBp, cuya expansion reproduce el resultado deseado a orden O(1/L?). Como

se enfatizo con esta eleccion de K y la consecuente re-definicion de A obtenemos la equivalencia
entre las parametrizaciones.
2.3.3. Resumen de las soluciones

Para finalizar el apartado conviene comparar las soluciones que se han obtenido con respec-
to al resultado numérico de la EGR usando tinicamente los coeficientes conocidos de la funcién
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beta. Estimaremos el error debido a usar nuestra solucién que como se verd claramente en el
siguiente Capitulo es de orden mayor a la incertidumbre debida al truncamiento. Este error
se puede obtener simplemente con el valor absoluto de la diferencia entre el resultado numeé-
rico las soluciones estudiadas. Para ejemplificar se evolucionaré la constante de acoplamiento
desde ag = 0.12/7 desde la escala de My hasta m, tal y como se hizo para las soluciones a 2-
lazos. Los resultados se muestran en el Cuadro 2.8. En el Cuadro se observa que las soluciones
iterativas, tanto las que se basan en K;?P como en K se aproximan mejor a los resultados
numéricos.

Lazos | apum QA Aoy QPpA Aapa it A

1 0.2834 | 0.2834 | 8.1 x 1076 | 0.2834 | 8.1 x 107% | 0.2834 | 8.1 x 107
2 0.3155 | 0.3237 | 0.0081 0.3141 | 0.0014 0.3117 | 0.0038

3 0.3184 | 0.3168 | 0.0015 0.3180 | 0.0003 0.3177 | 0.0006

4 0.3197 | 0.3219 | 0.0022 0.3197 | 3.21 x 10~ | 0.3196 | 0.00004

Cuadro 2.8: Comparacion entre las constantes de acoplamiento obtenidas usando las soluciones
analizadas en este trabajo. Los errores se obtienen tomando como punto de referencia el valor
obtenido numéricamente resolviendo la EGR a 4 lazos.

Adicionalmente se observa que la solucién iterativa muestra mejor convergencia por lo
cual la usaremos en el siguiente apartado mayoritariamente. En la Figura 2.2 observamos la
evolucion de la constante de acoplamiento usando el valor de ag = 0.12/7 para las soluciones
iterativas hasta 4-lazos usando una escala logaritmica.

0.5 1-lazo ;

i 2—lazos 1

0'4; 3-lazos ||

g 0.3} 4-lazos |

0.2

01b+—— e S ]
1 2 5 10 20 50 100 200
u(Gev)

Figura 2.2: Evolucién de la constante de acoplamiento hasta cuatro lazos con la solucion
tomando pg = 91.18 GeV y a¢ = 0.1200/7



Capitulo 3

Incertidumbres en QCD

La determinacion de incertidumbres en Fisica de Altas Energias (HEP, por sus siglas en
inglés) es un problema abierto, tanto en el terreno experimental como en el fenomenolégico.
Desde el punto de vista experimental, las fuentes de incertidumbre provienen genéricamente
como consecuencia de errores en la medicion . En el lado teérico las incertidumbres surgen de
que la teoria es no determinista y, adicionalmente, es posible que no se conozca la informaciéon
completa sobre el sistema o que esté influenciado por factores externos tales como condiciones
de frontera o incertidumbres experimentales.

Es el objetivo de este trabajo tratar con las incertidumbres cuya fuente proviene de la
escasez de informaciéon en parametros de la teoria, o bien, en la incertidumbre propagada
a través de valores de entrada en los calculos. Para satisfacer este objetivo conviene definir
el concepto de incertidumbre y la teoria en la cual esta basada su obtencién; la teoria de
la probabilidad, en la cual es posible adoptar dos puntos de vista, a saber, frecuentista o
Bayesiano. La diferencia entre uno y otro radica en la interpretacion de probabilidad. Este
problema ha conducido al establecimiento de la “Teoria de la Incertidumbre” que actualmente
es una rama de las matematicas, basada en grados de credibilidad, cuando no es posible asociar
una distribuciéon de probabilidad a una variable aleatoria [38].

En HEP, es posible usar una u otra interpretacion para lidiar con el tipo de incertidumbres
de interés. De hecho, estas interpretaciones son usadas conjuntamente en los analisis; por ejem-
plo, uno podria usar los metodos Bayesianos para tratar a las incertidumbres sistematicas y los
métodos frecuentistas para evaluar el modelo estadistico. Asimismo, para muchos problemas
de inferencia, ambos acercamientos conducen a resultados numeéricos similares [3].

Conviene entonces, aclarar con qué tipo de incertidumbres nos encontraremos en el analisis
de la evolucion de la constante de acoplamiento de QCD. Desde el origen de la Teoria Cuéntica
de Campos (TCC) se observo que el radio de convergencia de las expansiones perturbativas
no convergen debido a que tipicamente los diagramas de Feynman requeridos a enésimo orden
crecen como n! [5]. Se espera que estas expansiones sean asintoticas y, por tanto, algunos de los
métodos matematicos desarrollados para este tipo de expansiones resultan ser tutiles para la
determinacién de incertidumbres aun cuando, en general, s6lo se conocen algunos coeficientes.
Aunado a la asintoticidad, se observa que las expansiones estan acompanadas por factores
logaritmicos que surgen debido a los esquemas de regularizacion empleados. En particular,
los logaritmos en el esquema MS provienen de la forma en que la regularizaciéon dimensional

1Se ha usado deliberadamente la palabra error cuya definiciéon no sera precisada por ahora.

35
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“aisla” los términos divergentes.

Lo anterior introduce una fuente primaria de incertidumbre, a saber, el desconocimiento de
los coeficientes en la expansion perturbativa. La forma convencional de estimar las incertidum-
bres en expansiones asintéticas parametrizadas con la escala de renormalizacién consiste en
tomar como la incertidumbre el tltimo coeficiente conocido en la expansion, asimismo tomar
el valor medio cercano a la escala de energia en la cual se esta interesado es un criterio popular
que tiene como base la independencia de los observables fisicos del parametro de renormaliza-
cion, o bien, como en [39] definir el grado de credibilidad de una expansion asintotica usando
los coeficientes conocidos recurriendo a los métodos Bayesianos. Sin embargo, en el caso de la
funcién beta contamos con informacion relevante que puede ser de utilidad en la estimacion
de la incertidumbre; por ejemplo, los coeficientes para Ny grande. Adicionalmente, es posible
usar la informacion de la resumacion de los Logaritmos Lideres (LL) para estimar esta incer-
tidumbre, por lo cual antes de recurrir a los métodos Bayesianos es necesario analizar toda la
informacion disponible.

Es facil anticipar que el tipo de incertidumbres tipicas que surgen con la evoluciéon de ag
son debidas al truncamiento de las expansiones perturbativas, pero éstas no son tnicas. Una
fuente adicional se debe al pardametro de masa de los quarks, cuyo valor puede ser especificado
con el esquema de renormalizacién, y no s6lo eso; la evolucion de «y entre masas de los
quarks, i.e., con mg; < p se hace con la Ec. (2.64) tomando en cuenta el nimero de quarks
activos, es decir, aquellos por debajo de la escala de interés. Cuando en un intervalo requiere
cruzar un umbral de quark se tendra un niimero distinto de quarks activos lo cual introduce el
concepto de desacoplamiento que es implementado a través de las las denominadas condiciones
de coincidencia (Seccion 1.2.1).

Las condiciones de coincidencia (CC) permiten expresar las constantes de acoplamiento
en una teoria efectiva donde un campo fermiénico h cuya masa es mucho mayor a la escala
de energia de interés es integrado. Las CC nos permiten entonces, desacoplar el quark pesado
para asi obtener una constante de acoplamiento efectiva valida en energias por debajo de la
masa del quark pesado, la cuél se relaciona con la constante de acoplamiento de la teoria
completa a través de una expansiéon perturbativa en potencias de ag. El desconocimiento de
todos los términos en esta expansion es, entonces, una fuente adicional de incertidumbre al
truncamiento de la serie para la funcion beta.

Adicionalmente las CC son expresadas en términos de logaritmos que incluyen a las masas
de los quark, donde las masas de los quarks estan sujetas a una definicion que depende del
esquema de renormalizaciéon empleado; la conveniencia de uno u otro depende en gran medida
de la aplicaciéon de interés. La definicion “natural” en QED es la denominada masa del polo, la
cual es definida como el polo del propagador del campo asociado.

El esquema de sustraccion minima MS es el estandar en QCD perturbativo debido a que
éste emplea el método de regularizaciéon dimensional que entre muchas virtudes, preserva la
invariancia ante transformaciones de Lorentz. En este esquema reside entonces la definicion
de masa de interés primordial para este trabajo. Es posible, en general, encontrar relaciones
entre las definiciones de masa de forma perturbativa en potencias de ay con lo cual se tiene
una fuente mas de incertidumbre.

De esta forma observamos que las incertidumbres de interés se pueden clasificar en dos
grandes grupos de acuerdo a la fuente primaria de incertidumbre, a saber, aquellas relacionadas
con el truncamiento de la funcion beta y las fuentes asociadas a la masa de los quarks, ya sea
porque la masa de los quarks intervienen como parametros de entrada en las CC, o bien,
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porque estas pueden ser definidas en varios esquemas de renormalizacion que se relacionan via,
expansiones perturbativas.

3.1. La funciéon beta y sus efectos en las incertidumbres

En el Capitulo anterior se encontré la solucion iterativa ai a la EGR que resultd tener
mejor convergencia en comparacion con las otras soluciones analizadas (Ver Cuadro 2.8). En el
caso de la funcion beta se encontré que es posible obtener soluciones alternativas expresando
la funciéon beta como un aproximante de Padé AP que, en general, diferia en los términos
(N + 1)™-LL, cuando dos soluciones a N-lazos eran encontradas.

Adicionalmente, se construyé un algoritmo para construir soluciones a més lazos finalizando
con las Ecs. (2.60) y (2.59). El argumento primigenio para estimar la incertidumbre esta basado
en que la influencia del coeficiente desconocido afecta las resumaciones de los N™-LL y por
tanto este coeficiente aparece en la estimacion de la incertidumbre.

Se quiere ahora extender este argumento para el caso de importancia, a saber, la in-
certidumbre debida al truncamiento de la funcion beta a 4-lazos. Recuérdese que un punto
importante en el tratamiento es que podemos construir la soluciéon formal a N-Lazos, y que
por tanto, se puede determinar la incertidumbre debida a truncar el coeficiente by en la fun-
cion beta analizado las expansiones en las soluciones con N-lazos y N — 1-lazos coeficiente a
coeficiente; derivando en una expresion explicita para dby (Ver Ecs. (2.53) y los Cuadros 2.3,
2.5).

La resumacion de los logaritmos N"LL es el punto medular de este procedimiento, puesto
que como se observo, las soluciones a N —lazos resumara los NV ~1LL, mientras que la solucion
a N — 1 lazos no lo hara. Este hecho condujo a considerar explicitamente esta diferencia
haciendo la sustitucién b,, — b, + agdb, de tal forma que al expandir en potencias de ag sea
posible encontrar db.

Se quiere extender el procedimiento a ordenes mayores para lo cual, considérese la ex-
pansion en potencias de ag en las soluciones a 3,4,5-lazos. En el Cuadro 3.1 se muestran los

P . e 3 4 :
términos donde las soluciones diferiran, a saber, ag ) y ag ) resuman los N2LL pero difieren

en N3LL. Similarmente para ag4) y agS), donde ahora difieren en los términos N*LL.
Recuérdese que habiendo notado los términos que difieren, el siguiente paso consiste en
incluir explicitamente by — by + agdb en la soluciéon de interés; esto significa que a 4-lazos se
requiere bg — bg + agdb en ag4). Expandiendo la solucién con la inclusién del término adicional
generaré los coeficientes correctos en el Cuadro 3.1 mas términos adicionales que codifican la
incertidumbre debida a bs. Esto se mostroé a 2-lazos en el Capitulo anterior (Cuadro 2.5). A

3-lazos se encuentra que la dependencia es de la forma:

6b = 1163 + lobyby + I3bs, (3.1)

mientras que a 4-lazos se tiene:

5
6b = k1b] + kob2by + kaboby + ksbibs + ksby = kai (3.2)
i=1

m = b}, m2 = b?by, etc. A partir de ahora nos centraremos en la solucién a 4-lazos.
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Coeficientes de la expansion (af))

ag ag ag ag
) o —by F(00+126) 5 by L+ 100,
NLL (BoL)" ™ (" —by L (602 4 12b,) SIS S0 1 10b,
2 2
al” —by 1 (667 +12by) — 3 6y 8501 4 10Dy
3 o 0 263 — biby b3 4 13be 1075 _ 6dbyby
NLL (BoL)" ™" af 0 —bs T (bibs + bs) L (—=15b% — 92b1by — 48b3)
& 0 —bs T (b1ba + b3) L (~150% — 92b1by — 48b3)
a® 0 0 —2b% + b2b, T 9b2hy + 13
NULL (BoL)"™*  a{® 0 0 b4+ 202by — b3 — bybs  —6b% — 8b2by + 6b2 4 1oabs
a® 0 0 —by 2 (b3 + 2 (bibs + bs))

Cuadro 3.1: Coeficientes de la expansion a 3,4,5-lazos de las soluciones iterativas. Los coefi-
cientes de la expansion de orden O(af), n < 4 se muestran en el Cuadro 2.2 del Capitulo
anterior. Los Logaritmos Lideres estan caracterizados por la diferencia en las potencias de 5y L
y ag, la cual es de 3, 4 y 5 para los N2LL, N3LL y N*LLLL respectivamente.

La observacion fundamental en los coeficientes k; es que no hay crecimiento factorial, de
hecho el crecimiento en magnitud es estrictamente lineal (Cuadro 3.2), al igual que ocurri6 en
la solucion a 2-lazos. Es facil ver que en este caso no podemos tomar ningtin valor especifico
representativo para los coeficientes l,, o k,; por lo que asociaremos a estos variables aleato-
rias X; a la cual podemos asociar una distribucién a priori. Este acercamiento al problema
es inherentemente Bayesiano [40] y tiene su espiritu en considerar esta incertidumbre como
sistematica.

Las combinaciones de by son conocidas, mientras que los coeficientes de estas varian a cada
orden, por lo tanto, asociaremos a bs con una variable aleatoria tal que Y = b £ agogys(Y),
donde ogys(Y') es una incertidumbre sistematica que depende de las combinaciones de los
coeficientes de la funcion beta, los que se definieron como 7); conocidos. A su vez esta se
relaciona con las variables asociadas a los coeficientes k; que ahora escribimos como X; para
enfatizar que ahora son variables aleatorias. La transformacion k; — X; implican que ahora
se asocia una probabilidad a X;, cuya dependencia con respecto a Y es:

Y (Xi) = ZmXi (3.3)
con lo cual,
osys(Y) = Zmo(Xz)- (3.4)

Notese que las incertidumbres se han combinado linealmente, debido a que, con es evidente
del Cuadro 3.2 los coeficientes estédn correlacionados, e.g., X3 = — X5.

Es facil ver ahora que la informacién que nos falta es la funciéon de densidad de probabilidad
para X; que se obtendra con estimadores para py o(X), que denotaremos con un gorro, i.e., fi



3.1. LA FUNCION BETA Y SUS EFECTOS EN LAS INCERTIDUMBRES 39

O(ag) ll l2 l3 X1 X2 X3 X4 X5
O(ay) |2 —1.00 | 1 - - - - -
O(af) [ 267 ] —1.00 ] 117 [ 1 2.00 | —1.00 | —1.00 | 1
O(al) [3.39] —1.00 [ 1.33 [[ 1.71 [ 2.29 | —1.14 | —1.00 | 1.14
O(ad) [ 4.16 | —1.00 | 1.50 [[ 2.50 | 2.63 | —1.29 | —1.02 | 1.29
O(a)) |4.97 | —1.00 | 1.67 |[ 3.35 | 3.00 | —1.44 | —1.06 | 1.44
O(a’) | 5.82 | —1.00 | 1.83 || 4.26 | 3.40 | —1.60 | —1.10 | 1.60
O(adt) | 6.70 | —1.00 | 2.00 || 5.22 | 3.82 | —1.76 | —1.15 | 1.76
O(ap?) | 7.60 | —1.00 | 2.17 || 6.23 | 4.25 | —1.92 | —1.21 | 1.92
O(a?) | 854 | —1.00 | 2.33 || 7.28 | 4.69 | —2.08 | —1.27 | 2.08
O(ap*) | 950 | —1.00 | 2.50 || 8.37 | 5.14 | —2.24 | —1.33 | 2.24
O(ad’) | 10.5 | —1.00 | 2.67 || 9.50 | 5.60 | —2.40 | —1.40 | 2.40

Cuadro 3.2: Coeficientes de 0b en ai(t?’ ) (izquierda) y db en ai(;l ) (derecha). A los coeficientes k,
se les han asociado con variables aleatorias X,, cuyas distribuciones se asumiran a priori con
base en que estos tienen menor influencia en el resultado final a medida que la expansion se
hace a ordenes mayores. El acercamiento es inherentemente Bayesiano puesto que asumimos

a priori una distribucién para X; y consideramos a esta incertidumbre como sistematica.

y ¢(X) respectivamente. Existe una industria para obtener estos estimadores en la cual no se
invertirda mucho tiempo, en esta parte se seguira el punto de vista frecuentista de [41], mientras
que por el lado de Bayes se seguira el tratamiento de [40].

La estimacion inmediata [ es simplemente tomar el valor medio aritmético, mientras que
para 6(X) la estimacién mas simple consiste en obtener la desviacion estandar muestral no
sesgada, i.e.,

SEY T2 (z; — T)* (3.5)

En el tratamiento Bayesiano asumimos una distribucién de probabilidad a prior: para X;
y a partir de ella se obtienen las estimaciones para la desviacion estandar y el valor medio.
En principio, de los datos para X; no se puede extraer sin interpretaciones ulteriores sobre
las probabilidades de que ocurra cada dato. Sin embargo para este tipo de incertidumbres es
tipico asociar distribuciones triangulares, uniformes o gaussianas. Se usara la uniforme puesto
que no es obvio que alguno de ellos sea mas probable que otro, para este tipo distribucion:

pw=1xp, 0(X)= (i’;%), donde a = min(z;) y b = max(x;).

Un punto importante a discutir corresponde al coeficiente 15 X5, es decir, n5 = by que es
desconocido, aunque no completamente. Se cuenta ademés con la estimacion de Padé, dada
por B4 = 0+ ﬁXVAPAP, luego ogys tiene una incertidumbre intrinseca debido al coeficiente a
4-lazos, i.e.,

Tsys = O'gys + 03, (3.6)
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Como se adopté un punto de vista conservador con respecto a la validez del aproximante
de Padé, el segundo término sera el dominante lo cual es facil ver considerando la magnitud de
las combinaciones de coeficientes 7;, lo cual se observa en el Cuadro 3.3. En él se observa que
en todos los casos el coeficiente bXVAPAP es la contribucién més grande, lo cual simplemente

Y, lo cual se traducira en que para los fines de este trabajo Osys = 03,

nos dice que og, > gy,

ng [oil(6Rbo| (B3] [babs| [B]YATAT
1 21.82 32.63 4879 7420 131.68
2 1546 2271 33.36 5443 97.42
3999 1413 19.99 37.32 7197
4 562 723 929 2320 57.21
5 253 234 217 1240 55.68

Cuadro 3.3: Coeficientes de las combinaciones 7;, cuya suma de indices es cuatro. El término
dominante es la combinaciéon con bXVAPAP.

Con las consideraciones anteriores se tiene lo necesario para estimar la incertidumbre debida
al truncamiento de la funcion beta. Para obtener la incertidumbre a 4-lazos para una evolucion
en la constante de acoplamiento con ny = 5 sabores activos desde la escala de My hasta la
escala de m,, tomando el valor central en las masas para considerar inicamente efectos de la
funcion beta y usando ag = 0.1200, usaremos (3.4) con b dada por (3.2).

En el Cuadro 3.4 se muestran los valores necesarios para obtener la incertidumbre en
Y = b3 + agosys(Y) con by = b)VAPAP,

il | BIX] a2 (X;) i 52
1]b] [525 6.02 4.94 |8.30

2 | biby | 3.8 1.08 3.68 | 1.51
3|5 |-1.7 0.163 -1.69 | 0.225
4 | bibg | -1.2 0.013 -1.15 | 0.0206
5006y |17 0.163 1.69 | 0.225

| ago(Y) = 1.0055 | apéy = 1.2898 | \ \

Cuadro 3.4: Coeficientes de 0?(Y) en (3.4) asumiendo una distribucién uniforme (E(X;),
02(X;)) y usando estimadores convencionales (fi, s? ). El coeficiente by es la estimacion de
Padé pesada.

La elecciéon de by es un punto importante y los resultados no deben modificarse considera-
blemente si el método que se propone es consistente. Para comprobarlo evaliiemos el resultado
cuando se elige un valor constante de by, en particulares se eligira la propuesta de [29], donde
Ba = 0 £ 579. Con estas entradas se obtiene aps(Y) = 5.76, apo(Y) = 2.54 para los esti-
madores convencionales y para una distribucién a priori, respectivamente. La incertidumbre
aumenta por una factor de 5 y 2 aproximadamente, lo cual indica que a pesar de que estos
valores cambien, realmente no modifican el orden de magnitud con lo cual se gana informacion
relevante. Esto sera til cuando se propongan otros métodos para estimar la incertidumbre por
truncamiento, en particular si se propone analizar el error relativo entre las solucién iterativa
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a 4-lazos con respecto a la solucion a 5-lazos usando byAPAP.

Finalizaremos esta seccién resumiendo el método que se ha construido basado en la solucién
iterativa de la EGR para la constante de acoplamiento. El escenario supone que se desconoce
el coeficiente a N 4 1-lazos y se requiere analizar la incertidumbre en la evolucién debida a
esto. El algoritmo se describe a continuacion:

» Construir la solucién a N + 1 lazos con la Ec. (2.60) considerando explicitamente el
coeficiente desconocido by .

= En la soluciéon a N-lazos la incertidumbre se introduce explicitamente en el coeficiente
by—1 como Y = by_1 £ agoys.

= Expandiendo ambas soluciones y comparando orden a orden se encuentra ogys constru-
yendo un Cuadro (Ver Cuadros 2.5, 3.2) con los coeficientes de la combinaciones de
coeficientes by que resultan aumentar linealmente. Verificar que estas combinaciones
satisfagan que la suma de sus subindices es N.

s Para obtener u(X), o(X;) se puede optar por usar los valores minimo y méaximo en el
Cuadro que se obtuvo en el punto anterior y asumir una distribuciéon uniforme, o bien,
usar otro estimador (fi, s2, inferencia, etc.)

= Para iyay, i.€., el tltimo coeficiente de la combinacion de coeficientes by se debe usar la
informacion conocida sobre el coeficiente by, o bien, usarlo como variable aleatoria por
si misma.

El método es generalizable a todos los ordenes, puesto que formalmente siempre es posible
construir la solucién y se cuenta con los coeficientes para Ny grande. Es facil ver las combi-
naciones entre los coeficientes que conforman los n; corresponderédn a informacién conocida
con excepcion de iy que serd by y los demés seran combinaciones cuya suma de indices sea
precisamente N. Usando el método establecido en conjunto con la estimacion usando AP para
el coeficiente 84 en [35] (con/sin términos de Casimir CC ) y el de GAPP [29], se encuentran
para una evolucién de la constante de acoplamiento desde M, = 91.1876 hasta m, = 1.77682
con ag = 0.12/m y ny =5, los valores del Cuadro 3.5. En él se observa que en todos los casos
la incertidumbre debida al truncamiento es un orden de magnitud més grande que la debida
solo al proceso de iterar. La incertidumbre debida a esto es facil de cuantificar si se resuelve

(4)

numéricamente la EGR a 4-lazos y se compara con la solucion (2.60), i.e., Aas = |ai(t4) — Onym |-

by alM(my) | Aag (52, p) | Aas (E(X), 0(X)) | Aay (iteracion)
PADE CC | 0.31967 0.00026 0.00019 0.00004
PADE SC | 0.31967 0.00018 0.00013 0.00004
GAPP 0.31967 0.00082 0.00067 0.00004

Cuadro 3.5: Incertidumbres en la evolucién del acoplamiento desde My = 91.1876 GeV hasta
m,;=1.77682 GeV con la solucién iterativa y la incertidumbre obtenida usando la Ec. (3.4) para
distintos valores de 4. Se us6 en el caso Bayesiano una distribucion uniforme. Adicionalmente
se muestra el error debido a la solucién iterativa obtenida como la diferencia entre la solucion
numérica de la EGR y la soluciéon ai(;l ).
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3.1.1. Corriendo en pasos pequenos

Hasta ahora se ha evolucionado la constante de acoplamiento en un paso, es decir, dado
el acoplamiento en una escala g lo obtenemos a una escala pp. Es posible hacer esto en
intervalos pequenos §, tal que sorteemos la no linealidad de la funcién beta. Hacer la evolucion
en pequenos pasos permite concebir un conjunto de formas de estimar la incertidumbre en la
funcion beta: uno de ellos es analizar la diferencia absoluta entre la solucion iterativa a 4-
Lazos y a 5-Lazos, usando una de las opciones que se tienen para (4 (AP con o sin términos
de Casimir, GAAP, etc). Esto implica obtener en cada paso una estimacion del error de la
solucion a 4-Lazos.

Sea O = (1 — po)/N la longitud del paso, donde N es el nimero de pasos, tal que el error
en el k-ésimo paso esta dado por

Ag = o) (0) — ol (3)]. (3.7)

En el mismo camino surge la posibilidad de estimar este error como

Ag = 1o (6) — a0 (8)], (3.8)

donde ahora ambas soluciones son a 5-lazos. Como es facil anticipar estas dos posibilidades
no son unicas ya que, por ejemplo, se podrian usar las soluciones numeéricas en combinaciéon
con la evolucién iterativa a 4-Lazos. Usaremos estas dos en conjunto con la propuesta by —
bs + apdb analizada péginas atras, con lo cual se tienen tres opciones distintas para estimar
la incertidumbre por truncamiento de la funcion beta, cada una de ellas con sus respectivas
variantes (debido a que hay al menos tres estimaciones para [34).

3.2. Masas de los quarks: definiciones y condiciones de coinci-
dencia

En el tratamiento de la incertidumbre de la funcién beta las masas de los quarks no han
jugado un papel relevante puesto que hemos asumido que s6lo un namero de ellos esta activo a
lo largo de la evolucion. Es decir, la informacion de la masa en la evolucion del acoplamiento se
encuentra en la dependencia en ny de los coeficientes de la funcion beta. Sin embargo, cuando
el umbral de la masa de un quark es cruzado son necesarias Condiciones de Coincidencia (CC).

La dimensién anémala de la masas de los quarks v controla la dependencia de ésta con
el pardmetro de renormalizacion a través de la Ecuacion (2.12), cuya relaciéon es conocida a
4-lazos, que en analogia con la funcion beta, refleja el hecho de que al igual que el acoplamiento
la masa “correrd” con la energia.

Sin embargo, recuérdese que los quarks libres no se ha observado, lo cuél nos conduce a la
pregunta: jqué se quiere decir por masa de un quark? Es de hecho, una construcciéon teodrica
que depende del esquema de renormalizaciéon empleado. Los esquemas que son particularmente
utiles para definir la masa son dos: la masa en el esquema de sustracciéon minima modificada
MS que es util a distancias pequefias y la masa del polo M, que suele ser ttil para quarks
pesados en comparacion con la escala de energia [42]. La masa del polo M), se define como la
posicién del polo en el propagador del quark renormalizado.
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Como veremos, las masas de los quarks aparecen en la determinacion de las condiciones de
coincidencia, las cuéles codifican los acoplamientos en dos teorias: una de la cuales es efectiva
con n; quarks sin masa y la otra con ny.

Antes de tratar con las Condiciones de Coincidencia (CC) es conveniente presentar algunas
de las definiciones de masa méas comunes. La definicién de masa que encontramos a través de
la EGR es la masa en el esquema MS, cuya utilidad para los fines del trabajo, consistira en
relacionar las masas en distintas escalas. Con base en esta, es posible construir una masa que
sea independiente de la escala denominada masa invariante de escala iy, que es independiente
de p y se obtiene por iteracion de la solucion de (2.7), con lo cual pi, = m(py). Cuando se
requiere obtener las relaciones entre un esquema de renormalizacién se observa que

mo = Zama,
mo = ZBmB, (3.9)

donde my es la masa desnuda, mientras que Z4, Zpg son los factores de renormalizacion en los
esquemas A y B respectivamente. La relacion entre ambas se expresa como
ma  Zp
— = (3.10)
mp  Za
Entonces el objetivo se alcanza cuando se encuentran los factores de renormalizacion en
ambos esquemas al mismo orden en teoria de perturbaciones. En particular, cuando se requiere
obtener la relacion entre los esquema MS y el esquema OS, esto conduce [42] a

4
= 1— jao+ (1.0414n — 14.3323)af + (~0.65269n7 +29.9239n; — 198.7068)a, (3.11)

y la relacion inversa esta dada por

M 4
— (3) =1+ + (—1.0414n; + 13.4434)@> + (0.65269n; — 26.655n; + 190.595)a>, (3.12)
m{m

con as = as(m). Es posible, en general, encontrar estas relaciones perturbativas entre las
distintas definiciones de masa. En la obtencion de las CC se usaran mayoritariamente las
definiciones de masa del polo Mp, la masa invariante de escala m(7) y la masa MS 7 (u).

Los valores obtenidos para la masa seran parametros en la evoluciéon de la constante de
acoplamiento que por si mismos presentan una incertidumbre, por lo cual es importante tener
esta en cuenta este efecto. La obtenciéon de estos parametros se dividen en dos grupos, a
saber, las masas de quarks ligeros aquellos para los cuales m, > A, donde la simetria quiral
de QCD es rota espontaneamente y quarks pesados, aquellos en los cuales m, < A, donde
la simetria quiral es rota explicitamente por los quarks [3]. Con esta clasificacion los quarks
ligeros (extraneza, arriba, abajo) y los pesados (encanto, belleza, verdad) tienen masas cuyo
valor aparece en el Cuadro 3.6 tomados del Particle Data Group (PDG). 2

2 . o . — .. .
Se citan las masas en el esquema MS, en particular para m; el valor es tomado de mediciones de secciones
eficaces.
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mg m Amy

ms 95 MeV TPMeV

My, 2.3 MeV fg:gMeV
my 4.8 Mev fg:g MeV
me 1.274 Gev 70030 Gev
my  4.199 Gev  £0.024 Gev

m; 160 Gev 2 Gev

Cuadro 3.6: Valores numéricos para las masas de los quarks y sus respectivas incertidumbres.
Las masas de los quarks u, d y s son estimaciones en un esquema de sustracciéon independiente
de la masa como MS evaluadas a una escala de p = 2 Gev. Las masas de los quarks, ¢, b y t
m = m(m) son las masas MS evaluadas en su propia escala.

3.2.1. Condiciones de coincidencia

Las masas de los quarks son distintas en magnitud y en muchas aplicaciones de QCD
un quark es mas pesado que la escala caracteristica del proceso. En particular, para MS esta
diferencia en las escalas tiene como consecuencia la aparicién de logaritmos grandes. De acuerdo
con el teorema de Appelquist-Carazzone los efectos debidos a campos que tienen masa mucho
mayor a la escala caracteristica, se desacoplan de la fisica de energias bajas. Sin embargo, este
teorema no puede ser aplicado directamente para cantidades no observables como la constante
de acoplamiento [43].

El problema se resuelve construyendo una teoria efectiva integrando el quark pesado [44].
Por construccion, el lagrangiano de QCD no incluira el campo del quark pesado y esto permitira
encontrar una relaciéon entre los acoplamientos, i.e., QCD con ny sabores y QCD conn; = ny—1
estan relacionadas por una condicion de coincidencia

ay = Co(p, as,m)as (3.13)
con @ = a™(u)), a = o) (u")) y my es la masa en el esquema MS. El coeficiente
Co(, as, my)? se puede escribir formalmente en una expansiéon en potencias de a5 como

Co(pas,mp)® =14 kn(l)al, (3.14)

n=1

tal que

al, = as <1 + i k:n(l)a?> (3.15)
n=1

donde [ = In Jrfb—z Imponiendo la EGR, asi como la relacién para la masa, es posible obtener

h
los coeficientes con dependencia logaritmica facilmente; no es el caso para los coeficientes
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constantes que requieren ser evaluados para cada esquema en particular, asi como funciones
de Green en las teorias efectiva y completa. Haciendo esto se obtiene

]{?1 — —6

211
hp = — — —1
2736 T

I3 53 my 955 67

kg = o+ 2 - L) g (22 2D
S TT <576 36> + ( 576 576’”) e
L 14 P _1883_127n+n_l2 Lp (AT 88 T,
17\ 1296 10368 5184 ' T 324 3456 10368 ' 20376

716406 165388 3 T

7391609 2529743 O3 110779 N 6865 1Y
'\ 373248 T 82044 %) Tmee2a | [ T

donde ¢ es la funcion Zeta de Riemann ({3 = 1.2020569..., ¢4 = 1.0823232..., (5 =
1.0369278 ... ). Es importante mencionar que para llegar a estas expresiones se evaluaron
las constantes de integracion con los resultados conocidos de ¢; [45] dados por

1
2= 7
564731  2633n; 82043 ;
c3 = —
37 124416 ' 31104 276487
291716893 2362581983 76940219 Gt 9318467 () 12057583 ’
Cyp = — — n e
4 76123600 87091200 >~ 2177280 >* " 362880 * 483840 °°
3031309 340853 | ATT0041 | 3645913 b 541549 bt 115 bt 685
435456 ¢ 90720 0 " U\ 2239488 ' 995328 > 1658881 ' 576°° | 41472 ¢
271883 167
2
— 1
i ( 1478976 5184<3>’ (8:17)
donde
In22 1
In?2 1
as = <2<(2) — %) 32 + 8Lis <§> : (3.18)

o0
siendo Li,(z) = ) 7= la funcion Poli-logaritmo. Atin cuando el coeficiente 4 no es conocido,
k=1

es posible obtener los términos logaritmicos del siguiente coeficiente de (3.15) expresando
en funcion de p4. Recordando que B4 tiene contribuciones hasta nj‘c, donde solo el ultimo
coeficiente es conocido

B1 = A+ Bny+ Cn} + Dn} + Enj. (3.19)

El coeficiente k4 se obtendré en términos de estos coeficientes, los cuales, estan conformados
por factores invariantes de grupo. El célculo arroja
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b [ B p . 119167860533 23419052939 G- 6319556201 . _ 1124196887
293932800 130636800 26127360 5806080

829343563 Cin2) + 30335917 269786501
4354560 16329600 11 ~ 15676416

. <2 o gp  115DATONI931 73014629921 385724831 16066483 ’
! 2351462400 ' 2000188800 > 69672960 > T 967680 >

9318467 Can(2) — 340853 11608481
725760 > 2721600 7" " 10450944

2 <3D 33688277 | 518509 (o 685 2043353 . 115 C>
g 53747712 ' 331776 % " 248832 T 1990656 1152

L 2T0d07 211 ;
n —
1\ 8957952 10368

2 [420181099 24011461 | 3878161 8514563 , (1093451 28297
[ 5971968 442368 l( 373248 | 095328 3) R (2239488 110592 3>
481
“ 62208 " }
3 [_148021+m 2843, 1883 77 }
124416 ' 1124416 ' 248832 124416

[ 125203 2207 |, 1141 s 1
— -n n -n
197664 162208 1124416 2592

l5
e (3.20)
q1 = 10¢2 In3(2) — In®(2) + 120Li5(1/2) (3.21)
g2 = 6C2 In%(2) — In*(2) — 24Liy(1/2) (3.22)

En el Apéndice 1.3 se lleva a cabo una estimaciéon para el coeficiente c5, usando el valor de
Padé para (4 con base en la convergencia aparente méas rapida (FAC, por sus siglas en inglés),
el cual arroja:

5 = 04 15.5988 + 4.82143; — (0 + 5.693885 4 1.9050913)n; — (0 + 0.2241395 + 0.10262635;)n?
— (0.0006389905 + 0.00076964441;)n? (3.23)

Usando la relacion apropiada, es posible obtener los coeficientes en otro esquema, e.g., la
Ec. (3.11) insertada en produce los coeficientes en el esquema del polo. En términos generales
se tienen entonces relaciones a orden O(a?)

( 5\45)2 =1+ kias + kgag + kgag + ]€4CL;1 + O(ai) (3'24)

( ;)S)Q = 1+ dya, + dea? + dza? + dya + O(ad) (3.25)
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( gSI)2 =1+ ejas + eza’ + eza’ + egat + O(a?) (3.26)
donde ( yS)Q, ( ;)S)Q relacionan los acoplamientos en términos de la masa MS, la masa del
polo OS y usando la masa invariante de escala, respectivamente. En particular, para la masa
del polo dada la masa invariante de escala esta dada por (3.12), de donde los coeficientes de
(3.25) son facilmente encontrados [9, 45, 8|.

La utilizacién de estas condiciones en la evoluciéon del acoplamiento y su analisis a 3-lazos
se remonta a [46] donde se analiza detalladamente la implementacion de estas condiciones para
evitar efectos de logaritmos grandes debidas a cruzar el umbral de my e inducir una depen-
dencia virtual en la escala de coincidencia pg,. Es decir, este efecto deberia ser imperceptible
yendo a altas energias, lo cual fue comprobado por [2]| a 4-lazos y anos atras por [45] a 5-lazos
3. En estos trabajos se ha considerado la evolucién desde m, hasta My, cruzando el umbral
del quark my,.

Para fines de este trabajo nos interesara el analisis en el sentido opuesto, es decir, la
evolucion desde M, hasta m, cruzando los umbrales de quark m; y m. independientemente
y el efecto conjunto de cruzar ambos umbrales. Para llevar a cabo esta tarea, usaremos en
conjunto la solucion propuesta en este trabajo (2.60), en conjunto con las CC a 4-lazos (3.2.1).
El valor de referencia para ag que se usaréa en (2.60) sera un valor que no coincide con el valor
promedio de [47] sino el que hemos usado en los célculos hasta ahora, i.e., ag(Mz) = 0.12/7
debido a que nos interesa analizar tnicamente los efectos de evolucionar el acoplamiento e
implementar CC.

En el rango my, < p < my las CC no son requeridas, lo mismo en otros intervalos entre
masas de quarks, donde el niimero de sabores activos es el mismo, y la informacion se codifica
en los coeficiente de la funciéon beta. El proceso de implementar CC cruzando el umbral de
quark se puede visualizar en regiones entre quarks como se muestra en la Figura 3.1

Usaremos la notacion R(ag, 4y, ftc) para representar la cantidad que depende de los um-
brales alrededor de las masas de los quarks y que nos lleva desde o (M) hasta as(m.), e,

agg) (mr) = R(a07mT7/’Lb7MC)7 (3.27)

donde los extremos Mz, m, son fijos y el superindice se refiere al nimero de quarks. Adi-
cionalmente consideraremos las masas en (3.2.1) constantes y tomaremos los valores centrales
del Cuadro 3.6, por lo cual R(ag, mr, up, ite) sélo dependera de donde exactamente se realice
la coincidencia. La constante de acoplamiento se evolucionard usando la solucién iterativa a
4-lazos ((2.60) con n = 4, K1 = Kit) que se encontr6 en el Capitulo anterior:

ag

oy (z) = , (3.28)
it 2 K () 3C3 1 2
1—|—,80x—|—b1a0 ln[1+K3 (iE)] +a002[1+K7;i>,t(1')] +a07 1— <1+K7:‘3t(1‘)>
. . 1 2
Két(x) = ,80,17 —|— b1a0 11'1[1 —|— Két] + CQCL% 1-— (m) s
2
(3.29)

3Usando las estimacion de B4 de los AP.
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@5

0.17 1 1 1 1 1 1 1
1 2 5 10 20 50 100 200

u(Gev)

Figura 3.1: Regiones consideradas en la evolucion. La region I tiene 5 quarks activos y esta
por debajo de la escala del quark top, en la Regiéon II el ntiimero de quarks activos es 4 y
para evolucionar oy en este intervalo usamos CC, mientras que en la region 111 es la region de
acoplamiento fuerte.

con x = agIn(p/po) y ahora ai(: 7 se refiere al niimero de quarks activos. La idea de proponer

3)

R es resumir el camino para obtener as” (m;) en una teoria con 3 sabores partiendo de una

teoria con 5 sabores agf:’)(M ) que se obtiene de la siguiente forma:

1. Usando la solucién iterativa de la EGR a 4-lazos se obtiene aff’) (1p)

2. Para obtener el acoplamiento con 4 sabores a§4) (up) usamos las CC a 4-lazos ((3.2.1)
con a; = a” (p) /).

3. Usando nuevamente (3.29) a 4-lazos se construye al? (s 1) (ap = al? (1p) /).

4. Las CC son usadas para calcular ahora al? (1p, fe) cOn ag = alV (1o, pre) €en (3.2.1).

3) (4)

5. Finalmente usando (3.29) para obtener as”’ (m,) con ag = as (i, fe) /™

El ultimo paso de la evolucién permite definir la R, que por si misma es una evolucién que
dependera de los parametros donde las CC fueron evaluadas, i.e.,

R(p, pe) = maly) (m.)
= ag4) (,U'b7 ,U'c) X
(4) ) 2 it
as 1y, fhe) it as’ (Mo, phe) K3 (z)
1 bj——————In[l + K —_— —
+ fox + by T nll + Kg'(@)] + < T 02[1—|—K§t(56)]

-1

(4) 3 2
as’ (py, pre) | C: 1
- ( - ) 3 <1 - (1 +K§t(x)> ) (330)
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(4) .
con x = w In(m,/u.) y K (x) definida como en (3.29). En la Figura 3.2 se observa

el efecto de cruzar los umbrales de quark de forma independiente manteniendo p, = me
fijo (linea continua) y ug = my fijo (linea punteada) variando g = 1 — 30. Observamos que
al variar el umbral my; muestra independencia con respecto a pup. Por otro lado, para p. la
variacion entre los resultados finales es notable, lo cual es comprensible si tomamos en cuenta
que la coincidencia en el caso de p. debe ser O(1), esto es p./up = O(1) lo cual requiere que
la coincidencia sea en un valor de p. cercano a 1 y estamos variando p hasta 30 GeV.

0.333 F _ 1
0.332 F _ - 1

0331 [ _ - ]

as
\

0.330 |

0.329 ——CC en myj

0.328 * - —-CCen mcf

15 20 3.0 50 7.0 100 15.020.0 30.0

Figura 3.2: Dependencia de ay con respecto a gy, en los umbrales de my (solido) y m. (pun-
teado)

Si en lugar variamos al mismo tiempo los umbrales, obtenemos que el valor del acoplamiento
es ahora una superficie practicamente plana cuando son variados pp v pie. Esto se muestra en
la Figura 3.3.

Figura 3.3: Dependencia de ag con respecto a py, en my y m, variados simultdneamente.

Las CC inducen incertidumbres en dos frentes: por un lado conocemos completamente
solo los coeficientes de la expansion a 4-lazos y, adicionalmente, el parametro de masa del
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quark tiene una incertidumbre asociada. Para estimar la incertidumbre asociada al cruzar el
umbral se usara el tltimo coeficiente usado para implementar la coincidencia, el cual, para
una evolucién a 4-lazos es ks, i.e.,

Agy = 7|(as) ks (1)]. (3.31)
La incertidumbre originada por las masas se calcula como

d /
A,, = dﬁrsfm' (3.32)

3.3. Analisis global de incertidumbres

Una vez establecidas las fuentes de incertidumbre las analizaremos de forma global en todo
el proceso de evolucion. Para fines de claridad listaremos las fuentes de incertidumbre:

= Truncamiento de la funcién beta.
= Truncamiento de las Condiciones de Coincidencia.
= Masas de los quarks.

= Incertidumbre en la solucién iterativa con respecto a la soluciéon numérica.

Las primeras dos en esta lista son incertidumbres de tipo sistematico, mientras que en el
caso de las masas de los quarks, estos tienen componente de tipo estadistico. La propuesta de
este trabajo consiste en calcular esta incertidumbre como

(Y)‘ (3.33)

con ogys(Y') dada en la Ec. (3.4). Adicionalmente se tienen dos estimaciones para esta fuente de
incertidumbre dadas por las Ecs. (3.7)-(3.8), las cuales nos serviran para analizar la validez de
nuestra propuesta. En el caso de la incertidumbre por truncamiento de las CC, la estimacion
que se propone consiste en tomar al coeficiente k3 en (3.15) como incertidumbre sistemética
tal que esta se estima con la Ec. (3.31). En el caso de las masas la incertidumbre se obtiene
conla Ec. (3.32).

En otro sentido la solucion iterativa propuesta (3.29) esta sujeta a una incertidumbre en
comparacion con la solucién numérica, por lo cual estimaremos esta incertidumbre como la
diferencia absoluta entre (3.29) y el resultado numérico, i.e.,

Aj = |ait - anum| (334)

Para evitar en la medida de lo posible los efectos no lineales, la evoluciéon se llevara a
cabo en pequenos pasos (usaremos 200) tal como se describi6 en la Seccion 3.1.1. Con estas
consideraciones evolucionaremos el acoplamiento en un ejemplo ilustrativo, donde la evolucién
desde la escala de Mz con 5 sabores hasta la escala de m.. con 3 sabores es implementada. En
este ejemplo se usaran las masas del polo dadas por [4§]
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M, = (1.65 + 0.15)GeV
M, = (4.75 £ 0.20)GeV. (3.35)

La evolucién en pequenos pasos desde la escala de Mz = 91.1876GeV hasta M, = 4.75
GeV arroja

a®) (My) = 0.22344 £ (5.78 x 1075) 5 £ (3.8 x 1070, (3.36)

donde aé"f ) es el acoplamiento con ny sabores y la incertidumbre por truncamiento se obtuvo
con (3.8). En este punto usamos las CC dadas por (3.25) y se obtiene el acoplamiento con 4
sabores

al) (My) = 0.22279 4 (5.78 x 107)5 & (9.37 x 10755 & (3.22 x 10 4),

+(3.22 x 1074y, (3.37)

Nos interesa el acoplamiento en la escala de m. por lo cual evolucionaremos as hasta esa
escala y luego compararemos con el resultado con 3 sabores. Esto es porque se ha sugerido por
[49] que un procedimiento valido es usar CC una vez se llega a m, sin evolucionar a M,.. En
la escala de m, = 1.7768 GeV

o) (m;) = 0.33711 = (5.18 x 1074) = (1.4 x 10~4); £ (7.96 x 10~}
4 (7.94 x 10™%) (3.38)

donde las contribuciéon de la funcién beta y la contribucion por la iteracion se han combinado
. Mb . . .
linealmente y evaluado en m,, y ();," se refiere a la incertidumbre por truncamiento de las

CC en M,. En este punto es posible usar CC (puesto que M. = 1.65 y m, ~ 1.78) con lo cual

al)(m,) = 0.33260 + (5.18 x 107%)5 & (1.44 x 10™);, + (7.96 x 10~ 4)Me

+(2.03 x 103N +(7.94 x 107%) 57, £+ (1.89 x 107%) 5y, (3.39)

donde se observa que la incertidumbre debida al umbral del quark M, ahora es la contribucion
maés grande, de hecho, esta en el orden de las incertidumbres experimentales, por lo cual ahora
se evolucionara hasta M, para usar las CC. En este paso requerimos ‘regresar” al punto de
partida, lo cual nos dice que en este proceso las incertidumbres generadas por el truncamiento
de la funcién beta, asi como la incertidumbre por iteraciéon deben tener una contribucion
positiva (m, — M,.) y una contribucién negativa (M. — m,) y estaremos interesados sélo en
la diferencia entre estas cantidades. Con esto en mente, la incertidumbre debida a evolucionar
y regresar a m, (evaluada en m.;)

A=y, = £(6.67 x 1075)5 £ (2.12 x 107%)5 £ (1.89 x 1073)Me £ (1.91 x 1073) . (3.40)

T



52 CAPITULO 3. INCERTIDUMBRES EN QCD

donde se observa que la incertidumbre por cruzar el umbral de M, se reduce en un 7% y el
efecto del pardametro de masa aumenta en un 1%, mientras que como se espera, los efectos de
evolucién no se incrementan notablemente. Las incertidumbres por efectos en la masa del quark
M, parecen ser los mas importantes, lo cual se debe a que las masas del polo son conocidas
con limitada precision. Adicionalmente en (3.25) d3 ~ —5.3239 + 0.2625n/, mientras que en
MS, ks ~ 0.9721 — 0.0846nl.

Las masas del polo no reflejan un hecho importante en QCD, a saber, que sus valores
también varian con respecto a la escala de renormalizacién, es decir: las masas de los quarks
“corren” y estan también sujetas a CC para las masas, lo cual se mencion6 al inicio de este
trabajo (Secciéon 1.2.1). Es por esta razén que conviene analizar el proceso con las masas MS.
El procedimiento es andlogo al que hicimos con las masas del polo, por lo cual no se abundaré
en ello. Las masas de los quarks evaluadas en su propia escala estdn dadas en el Cuadro 3.6,
y usaremos (3.24) para implementar las CC, con lo cual se obtiene

al®)(my) = 0.23204 £ (7.06 x 107%)5 % (5.85 x 107%);, (3.41)

con 5 sabores. Usando CC en pup, = my se tiene

o) (my) = 0.23229 £ (7.06 x 10775 % (5.85 x 107%);¢ £ (5.13 x 107°)7}
+ (4.05 x 107°),,, (3.42)

donde inmediatamente se observa que los efectos de incertidumbre son menores en el caso de
my, por un factor de seis (Ec. (3.37)). Analogamente en la escala de m., con 4 sabores se obtiene

a;;<m7> = 0.33689 £ (5.21 x 107%)5 & (1.41 x 107%);; & (1.16 x 10~4)}*

+(9.13 X 107°),,, - (3.43)

Usando la masa MS el valor central del acoplamiento en la escala de m, es menor en un
0.04 %, pero las incertidumbres son notablemente més pequenas en la misma escala, tanto la
incertidumbre por el cruce del umbral m; como por el efecto del pardmetro de masa. Usando
CC en m; sin evolucionar hacia m., con m.(m,) = 1.1255 GeV se obtiene

ajg<m7> = 0.33025 £ (5.21 x 10™%)5 & (1.41 x 107%);, & (1.16 x 10~4)}*

£ (9.13 X 107°),,, £+ (1.97 x 1074)77 £ (4.33 x 107%),,,. (3.44)

Para simplificar se ha usado o,,, = 0.035, en tratamientos posteriores se incluira la asime-
tria en esta incertidumbre. Resta comparar el valor obtenido usando CC en m. con el proceso
de evolucionar hasta m, y regresar a m.,. Es importante remarcar que este proceso contiene
dos contribuciones en la incertidumbre por efectos de la funciéon beta, y dos por efectos de la
solucion iterativa; pero los efectos tienen un signo relativo, por lo cual estamos interesados en
la diferencia. Esta diferencia esta dada por

Ay em, = £(3.26 x 1074)5 £ (1.08 x 10™%)3 £ (3.51 x 10~ )1 £ (2.28 x 107%),,,,  (3.45)
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donde observamos que las contribuciones pro iteracion y truncamiento dela funcion beta son
mayores a las obtenidas para el caso de masa del polo, cuya fuente se relaciona con que
M. > m, es decir, evolucionamos un tramo § = M. — my hacia bajas energias. Es claro que
evolucionando hacia m., evitamos los efectos de logaritmos en las CC sin introducir efectos
que modifiquen el valor central del acoplamiento. El valor central en m, es de 0.33009 que es
menor al obtenido en (3.44) en un 0.04 %.

La leccion aprendida de evolucionar el acoplamiento de My hacia m, cruzando por los
umbrales de los quarks charm y bottom, con masas en el polo y MS, consisti6 en que para evitar
incertidumbres de tipo tedrico comparables con las incertidumbres experimentales (1073) es
conveniente usar masas MS en conjunto con CC en este mismo esquema. Adicionalmente se
observo que cruzar el umbral del quark m. en puy, = m. es conveniente para reducir en casi
un 50 % la incertidumbre por el pardmetro de masa (Ecs. (3.44)-(3.45)), por lo cual es la
sugerencia de este trabajo evolucionar primero hacia m, y regresar a m..

Hasta ahora, se ha usado la estimacién mas simple para el truncamiento de la funcién beta
(3.8). En la siguiente Seccion, donde el problema mas interesante de evolucionar hasta My es
estudiado, usaremos las otras estimaciones propuestas para tener una mejor idea de cual es la
incertidumbre por truncamiento.

3.3.1. Evolucién del acoplamiento hacia M, cruzando los umbrales m;, y m.

La metodologia desarrollada es completamente general, es decir, la obtencién de las in-
certidumbres no se modifica si la evolucion se lleva a cabo de m, a M. Sin embargo. ahora
el orden en el cual se cruzan los umbrales es distinto, puesto que primero de debe cruzar el
umbral de m. y después el de my. Adicionalmente se debe notar que la evolucion sigue el
camino m, — m. — m,; — my — My, es decir, una cancelacién entre las incertidumbres
por la evoluciéon debe ocurrir, para hacerlo claro, usaremos como punto intermedio la escala
de m,. El proceso se llevara a cabo usando CC con pardmetros de masa MS cuyas etapas se
describen a continuacion:

3)

1. Se usa la solucion iterativa de la EGR a 4-lazos para obtener as™’ (me).

2. Se evoluciona hacia m, donde las CC a 3-lazos son usadas de tal forma que se obtiene
4
ag )(mc).
3. Usamos una vez més la solucién de la EGR para obtener agl) (m;). Es en este punto
donde evaluaremos el efecto de incertidumbre por “ir” hacia m. y “regresar” hacia m.,
asi como el efecto debido a cruzar el umbral m...

(4)

4. Se usa la solucion a la EGR para obtener ag’ (myp).

(5)

5. Se implementan condiciones de coincidencia en my para obtener oy (my).

()

6. Finalmente se obtiene ay’(Myz) con la EGR y se obtienen las incertidumbres por el
proceso de “ir” hacia my y luego hacia My asi como por implementar CC.

Es necesario enfatizar que la evolucién se realizara en intervalos pequenos como se explico
anteriormente, esto debido a que se quieren minimizar efectos de no-linealidad. Vale la pena
observar explicitamente como varia el resultado a medida que el ntmero de intervalos es
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Intervalos N o (me) |(a —al)| %
1 0.41539941 -

10 0.41559471  0.04702

102 0.41561589  0.05211

103 0.41561801 0.05262

104 0.41561822  0.05267

10° 0.41561824  0.05268

Cuadro 3.7: Evolucién de la constante de acoplamiento con ny = 3 desde m, = 1.7768 GeV
hasta m. = 1.274 donde se ha calculado el porcentaje de error como la diferencia entre el
acoplamiento con N intervalos y el acoplamiento con 1 intervalo.

incrementado, tomando como base la evolucion para calcular el porcentaje de diferencia, se
evoluciona desde miau = 1.7768 GeV hasta m. = 1.274 GeV con ny = 3. El cuadro 3.7
condensa los resultados, donde se observa que la diferencia entre el acoplamiento con un
intervalo y 100 000 es de 0.05268 %. Se observa del Cuadro que a partir de 100 intervalos el
error entre « calculado con 1 intervalo y el calculado comienza a converger, por lo cual para
evolucionar fijaremos el niumero de intervalos en 200. En esta region la diferencia en escalas es
pequena, pero es en esta region donde se esperan efectos mayores por no linealidad.

Es claro que si la evolucién se hace en pequenos pasos, la evaluacion de las incertidumbres
debe hacerse en pequenos pasos también, lo cual se traduce en que los errores se propagaran
en el mismo niimero de pasos.

Recordemos que tenemos tres formas de obtener la incertidumbre por truncamiento de la
funcion beta: obteniendo la diferencia absoluta entre la evoluciéon a 5-lazos con ai(f ) |3, (usando
para betas una estimacion o bien un valor fijo, digamos 100) y la evolucion a 5-lazos con 4 = 0
(3.8); la diferencia absoluta entre la evolucion a 5-lazos con ai(f )\ 8, ¥ la evolucion a 4-lazos
ai(t4 ) y una estimacion adicional dada por la ecuacion (3.33). Estas estimaciones dependen del
valor de B4 que conocemos parcialmente, por lo cual todas las estimaciones mencionadas son
conservadoras.

Para fines de claridad se reescribiran las formulas para estimar las incertidumbres por
truncamiento:

= |of) (dr) — ol (31)], (3.46)
Ag—la Y(0n) = ol (00, (3.47)
A% = dO‘S( )USyS(Y)‘ (3.48)

donde a;(dy) indica que la evolucion y los calculos se han realizado en intervalos J. el método
para obtener ogys(Y) se discutié en la primera Seccion de este Capitulo.

Con lo anterior se tiene lo necesario para realizar la evoluciéon partiendo de m, = 1.7768
GeV hasta My cruzando por los umbrales de m, = 1.274 y my = 4.199. Para hacerlo, fijamos
el acoplamiento en aﬁ"f =3) (m;) = 0.33 (recuérdese que estamos tomando un valor fijo ya que
nos interesan solo los efectos de evolucion y no el error experimental), con lo cual se obtiene
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al" =Y (m,) = 0.41381 =+ (5.44 x 1071)} £ (6.911 x 1074)7e £ (2.148 x 10~ 4)*
+ (5422 107, £ (1.442 X 1074),,, £ (1.285 x 1074); (3.49)

donde los errores del umbral en my se ha evaluado en la escala de m. y, tal como se enfatizo la
incertidumbre por efectos de la funcion beta y por la solucion iterativa reflejan solo la diferencia
entre evolucionar hasta m. y regresar a m.. Ademas se ha estimado la incertidumbre con (3.46),
fijando B4 = 100. Es claro que el efecto mas importante es el relacionado tanto con el cruce el
umbral my como el parametro m, mismo.

El siguiente paso consiste en la evolucién a m, con 4 sabores, cuyo valor es

al=Y (m.) = 0.3367 & (2.854 x 1074)} £ (4.136 x 1074)7* & (1.341 x 10~4);
+ (TH008 % 107),,,, £ (0.914 x 1074),,, £ (0.923 x 107%); (3.50)

donde la diferencia con respecto al valor inicial es de 2%, cuya fuente es tanto el cambio en
ny en la funcién beta, como la diferencia producida por la coincidencia. Evolucionando hacia
my, implementando CC para finalmente evolucionar hacia Mz con ny =5 arroja

al" = (Myz) = 0.11998 £ (1.919 x 107*)} £ (0.303 x 10*)}* £ (0.151 x 10~ %)}
+ (OB« 1074),,, £ (0.103 x 107%),,, + (0.317 x 10~ 4); (3.51)

El resultado con respecto a los umbrales es optimista con respecto [50], donde la estimacion
se hace variando el umbral en un intervalo arbitrario usando CC con las masas invariantes de
escala. Adicionalmente una estimacion de la contribucién por truncamiento no es presentada.

Es posible repetir el célculo con las opciones distintas para estimar el efecto de la funcion
beta, en total se tienen tres opciones cada una con varias posibilidades para S4. Se usara la
estimacion educada para (4 en términos de Aproximantes de Padé presentados en la Seccion
2.3.1, con lo cual se tendré una mejor idea acerca de esta contribucion.

En el Cuadro 3.8 se condensan los resultados con las distintas estimaciones para la in-
certidumbre por truncamiento de la funcién beta, donde se ha tomado el promedio entre
la estimaciéon mas grande y la mas pequena de las seis opciones como la incertidumbre por
truncamiento. Ademas se han combinado en cuadratura los efectos de truncamiento, cruce
de umbrales e iteraciéon, escribiendo de forma separada las contribuciones por las masas, esto
porque, la incertidumbre en las masas contienen partes puramente estadisticas. Entonces se
encuentra que el acoplamiento en la escala de M, = 91.1876 GeV es

M=) (M) = 011998 + (1.679 x 107H)L, + ( F585L « 107%),,, 4 (0.103 x 1074),,, (3.52)

b

donde la primera contribucién en la incertidumbre es la combinacién en cuadratura de los
efectos de cruce de umbrales, funcién beta e iteracion.
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ny=3 ny—4 ng=>9
m mr me mr my, Mz
al™ (1) 0.33  0.41562 0.33672  0.23221 0.11998
o™ () 0.41381 0.23196
Alg x10~4
B4 =100
Al 5.440 2.854  4.862 1.919
A2 5.388 2.950  3.928 1.575
A 1.946 0.756  3.299 1.260
AP
4
Al 3.184 1.330 4.875 1.968
A2 3.133 1424  3.942 1.625
A 0.922 0.067  3.317 1.287
Ath X1074
Agn(me) 6.911 4.316 1.911 0.303
A (my) 2.148 1.341  0.594 0.151
A, x1074
A, i Tiew  Laom Torsar
A, 1.442 0.914  0.405 0.103
Ay x1074 1.285 0.923  1.073 0.317
+8.009 +4.853  4+4.675 +1.679
Aot x1074 i Tiews  Taom Tosar

+1.442 +0.914  +0.405 +0.317

Cuadro 3.8: Evolucion de la constante de acoplamiento desde ag(m;) = ags)(1.7768GeV) =

0.3300 hasta la escala de Mz=91.1876 GeV. n; etiqueta el ntimero de quarks activos en cada
etapa de la evolucion del acoplamiento y separa las regiones de evolucion hacia m. y de vuelta
a m,. ju es la escala donde se evalua el acoplamiento antes aé"f )(,u) y después aé"f +1)(,u) de
implementar condiciones de coincidencia CC. En p se evalian también las incertidumbres.
Los renglones etiquetados por A,’s son las contribuciones a la incertidumbre, siendo Ay la
incertidumbre acumulada absoluta. Para Ag son presentadas tres estimaciones cada una con
una variante dada por el valor del coeficiente desconocido 84 donde se eligié un valor constante
y otro dado por la estimacion usando Aproximantes de Padé. La estimacion final se obtuvo
como la mitad de la suma de los valores mayor y menor. Las incertidumbres debidas al cruce
de los umbrales de quark Ay, se calcularon usando el coeficiente k3 en las CC (3.24).

Ap, es la incertidumbre cuya fuente es el parametro de masa del quark pesado en las CC.
Aj; es la incertidumbre producida por el uso de la solucién iterativa y se obtuvo como la
diferencia absoluta entre el resultado numeérico y la solucion iterativa a;;. Finalmente se tiene
la incertidumbre total compuesta por la incertidumbre por efectos sistematicos (primer renglon
en Agot), la incertidumbre en las masas del quark m, (segundo renglon en Ay) v mp(tercer
renglon en Agot).
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Conclusiones

Las fuentes de incertidumbre originadas por la evolucion de la constante de acoplamiento
de QCD cuando umbrales de quark son cruzados se estudiaron en este trabajo. El primer paso
hacia la determinaciéon de estas incertidumbres consistié en resolver la Ecuaciéon del Grupo
de Renormalizacion EGR en el esquema de sustraccién minima modificada MS. La solucion
propuesta estd parametrizada con una escala de referencia pg con acoplamiento ag(pg) el
cual se obtiene experimentalmente. Se establecié el algoritmo para obtener formalmente la
solucion a N—lazos (2.60), cuya version a 4-lazos (donde los coeficientes de la funcién beta
son conocidos) mostré ser mas precisa (ademéas de mostrar mejor convergencia) con respecto
a la parametrizaciéon usual con Aqcp tomando como referencia la soluciéon numérica de la
EGR (Cuadro 2.8). Adicionalmente la solucién iterativa, en conjunto con el hecho de que es
posible generarla a N —lazos, ayudo6 en la estimacion de la incertidumbre por truncamiento de
la funciéon beta.

En la determinacion de la incertidumbre por el truncamiento se ha estudiado de qué forma
las soluciones a cada lazo resuman los logaritmos tomando como base la solucién a 1-Lazo,
la cudl resuma los Logaritmos Lideres LL. Posteriormente se impone esta resumaciéon como
base para estimar el efecto del truncamiento, es decir, el efecto de no resumar no sélo los LL,
sino los Siguientes Logaritmos Lideres NLL. Se encontrd que la incertidumbre es de orden
O(a?*2) cuando la solucion a N-lazos es usada, lo cual es consecuencia directa del trunca-
miento. Siguiendo este camino se encontrd explicitamente la diferencia entre la solucion a N
y a N + 1 lazos, una vez que éstas se expanden en potencias del parametro a(pg) donde se
comprobo el resultado conocido de que las diferencias entre éstas son observadas en los N1
LL (Siguiente’¥ Logaritmo Lider) [51] , que a su vez permitié ganar intuiciéon en la forma en
que estas soluciones implementan la resumacion de las series perturbativas, cuya base estriba
en el Grupo de Renormalizacion.

En este contexto fue posible obtener orden a orden en ag la contribucién “faltante” debida a
que, aunque las soluciones pueden formalmente ser obtenidas a todos los lazos, los coeficientes
de la funciéon beta se conocen unicamente a 4-lazos. Esta contribucién se etiqueté con b
obtenida haciendo B3 — b3 + agdb en la solucion a 4-lazos, ,la cual estuvo conformada por
combinaciones de los coeficientes conocidos y uno desconocido. Una de las caracteristicas de
0b fue que la suma de los subindices de los términos que la conformaban era constante, siendo
esta suma igual al ntiimero de lazos de la solucién correspondiente. Este resultado estuvo
acompanado por la observacion de que los coeficientes de éstas combinaciones no mostraban

o7
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un crecimiento considerable a cada orden en ag, de hecho eran estrictamente del mismo orden
para j n < 16 en O(ag)! con un crecimiento lineal. Para 6b se encontr6 6b = ) k;,,n,, donde los
n

ky’s, mp’s son los coeficientes estrictamente del mismo orden y las combinaciones con suma de
indices constante.

La dependencia en 84 en 15 motivo el estudio de la informacion parcial sobre este coeficien-
te, en especifico en el contexto de teorias con el nimero de sabores Ny grande, donde usando la
funcion beta en puntos fijos es posible obtener exponentes criticos, los cuales permiten deducir
los coeficientes a orden O(1/Ny) de la funcién beta [52]. Esa informacion incompleta sobre [,
sin embargo, dio luz en la validez de estimaciones basadas en los Aproximantes de Padé que
resultaron ser utiles, no solo en la generacion de una clase de soluciones de la EGR (2.64),
sino en una estimacion educada del coeficiente B4 [35], el cual fue usado para determinar la
incertidumbre debida al truncamiento. En este contexto es posible asociar variable aleatorias
a los coeficientes 7;, los cuéles son pardmetros desconocidos sisteméticos, es decir, encajan en
la definicion de incertidumbre sistematica tipo B propugnada por [53]. Es asi como la incer-
tidumbre asociada al truncamiento que se introdujo explicitamente en el coeficiente b3 de la
solucion a cuatro lazos via Y = bg £ agosys(Y) se asoci6 a n; resultando en: ogys = > 70 (X;)

7

donde k; = X;. Para 4 se uso el resultado de [35] de forma conservadora via 84 = OiﬁXVAPAP.
Este tratamiento nos introduce en la discusién sobre el acercamiento Bayesiano para incer-
tidumbres y de la inferencia. Ante la carencia de repetibilidad en tratamientos teoéricos y el
desconocimiento de parametros de la teoria el acercamiento Bayesiano de inferencia parece
ser adecuado, cuando de truncamiento se habla, como recientemente se ha propuesto en la
construccion de grados de confianza para la seccion eficaz total de (ete™ — v — hadrones)
[39].

La propuesta de este trabajo para lidiar con la incertidumbre por truncamiento se comparé
con la idea sencilla de obtener esta como la diferencia absoluta entre la evoluciéon a 5-lazos
usando algin valor arbitrario razonable de B4 y la evolucién a 4-lazos, comparéandola con la
idea planteada en este trabajo 6, — 0 + agosys siendo ambas equiparables y distintas por un
factor de tres. Esta diferencia se puede trazar en el hecho de que nuestra propuesta toma en
cuenta no solo la influencia de [y, sino también en combinacién especifica de los coeficientes
que acompanan la solucién iterativa, los cuales portan la informaciéon acerca de la resumacion
de los LL, estas combinaciones estdn caracterizadas por la suma de los indices.

Con la estimacion de la incertidumbre debida al truncamiento de la funciéon beta deter-
minado, se emprendié el estudio de las incertidumbres debidas al pardmetro de masa en las
condiciones de coincidencia (CC), las cuales relacionan parametros en dos teorfas, una con
ny y otra con n; = ny — 1 campos de quark. Las incertidumbres en estas CC aparecieron
en dos distintos frentes: el primero como resultado de que estas condiciones aparecen en una
expansion perturbativa dependiente de un parametro de coincidencia gy, cuyo valor exacto no
introduce una incertidumbre considerablemente mas grande que la debida a la funcién beta;
el segundo frente es debido a que las CC dependen de la masa del quark pesado myp que ha
sido integrado en la teorfa efectiva con Ny quarks cuyo valor induce una incertidumbre. La
ambigiiedad en la eleccion de ugp resulta ser un indicador del efecto del truncamiento de las
CC, puesto que a medida que la evoluciéon se hace a un mayor nimero de lazos se observa la
independencia del valor final con respecto a g [2].

La ambigiiedad en la eleccion de pyp se traté como una incertidumbre sistematica cuya
estimacion consistio en tomar el coeficiente k3 de las CC. Hasta ahora, la propuesta para lidiar
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con esta incertidumbre es variar p, entre algtn intervalo apropiado, e.g., en [54] 0.3my, < p <
0.7my, mientras que en [50], u = (1 — 4)Gev para el umbral del quark m. y p = (2 — 20)Gev.
Esta estimacion estd de acuerdo con la presentada en este trabajo cuando el resultado se
propaga a la escala de My (Cuadro 3.8).

Habiendo estudiado las contribuciones individualmente se describio el procedimiento gene-
ral para evolucionar la constante de acoplamiento cruzando dos umbrales de quark y separando
las contribuciones. La evolucién se componia de tres etapas en las cuales la incertidumbre por
truncamiento de la funciéon beta se calculaba en cada punto donde las CC eran implementadas
(Cuadro 3.8) Cuando la evolucion se hacia de Mz a m, los puntos de referencia fueron las
escalas de los quarks my y m., donde adicionalmente se agregaban incertidumbres debidas a
que las masas de los quarks no son exactas. Cada punto de referencia dividia a la evolucion
en regiones caracterizadas por un nimero de quarks activos.

La separacion en regiones permite también visualizar las contribuciones en cada etapa,
en particular, evaluar la incertidumbre total por la evolucién hacia m. y el “regreso” a m.,
proceso en el cuél la incertidumbre esta correlacionada, por lo cual se debe ser cuidadoso en
esta region donde solo la diferencia entre las dos evoluciones refleja el efecto de implementar
CC y regresar. Con las distintas formas de obtener la incertidumbre en esta region el valor
méaximo fue de 5.440 x10~* mientras que el valor minimo fue de 0.922 x10~*: promediando
ambas se estimé la incertidumbre total. Adicionalmente el efecto de usar nuestra solucién
iterativa, en comparacién con una soluciéon numérica fue estudiado, el cual resulté ser maximo
en la regiéon con ny = 3, siendo 1.442 x1074.

La metodologia propuesta es vélida cuando se desea usar la masa de lo quarks en otro
esquema, e.g., el esquema del polo, siempre y cuando se posean las expresiones perturbativas
entre la masa MS y el esquema deseado. Sin embargo, cuando comparamos las incertidumbres
intrinsecas en las masas, las masas del polo resultan ser mayores, por lo cual se sugiere usar
la masa MS.

Finalmente, los resultados se aplicaron para el caso de més interés fenomenologico, a saber,
la evolucion hasta la escala de My desde m.,, con as(ug) = as(m,). Las contribuciones en cada
etapa muestran que las incertidumbres por cruzar el umbral del quark m,. son notablemente
més grandes que las generadas por el cruce de m; cuando éstas son son estimadas como el
coeficiente a 3-lazos en las CC. Adicionalmente se comparo la propuesta sugerida en [46] donde
las CC de coincidencia son implementadas sin evolucionar a m,. en contraste con la evolucién a
m., donde las condiciones de coincidencia son implementadas; la diferencia en el valor central
del acoplamiento fue menor al 1% sin introducir efectos adicionales debidas a la funciéon beta.

Adicionalmente, se comprobo la afirmacion de que la solucion iterativa propuesta Ec. (2.60)
permite tener méas control en la evolucion, siendo la incertidumbre A, = 0.0001 notablemente
més pequena que aquella debida a puy,.

El acoplamiento en la escala de My obtenido en esta trabajo es ag(Mz) = 0.11998 +
0.0001 7gys ( fg:ggggg)mc +0.00010,,, , en donde se ha optado por separar las contribuciones por
efectos sistematicos y las generadas por una combinacién de otros, por ejemplo estadisticos, los
cuales estan implicitos en la incertidumbre de entrada de las masas. Este resultado se encuen-
tra dentro del intervalo del promedio obtenido por [55]. Es también digno de mencionar que la
incertidumbre teérica obtenida estd dominada por las incertidumbres experimentales; la cola-
boracion CMS [56], usando eventos de produccion de quarks top, obtiene experimentalmente
as(Myz) = 0.1151700535.
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Apéndice

1.1. Independencia del esquema de renormalizacion de 5y y 5,

Sea R un esquema de renormalizacion y I'g la funciéon de Green renormalizada. La relacion
con la funcion de green desnuda serd I'r = Z(R)I' . Si ahora suponemos otro esquema de
renormalizacion R/, entonces I'pr = Z(R')T

Luego, debe existir una relacién entre ambos esquemas de renormalizacién, es decir
I'r =Z(R,R)Tr (A.1)

donde Z(R',R) = %. Considérese ahora el conjunto de las posibles Z(R”, R) para R, R"

arbitrario, entre los elementos de este conjunto se encontrara la ley de composicion.

Z(R",R)=Z(R",RZ(R,R) (A.2)

Entre el conjunto se encontrara también un inverso Z '(R',R) = Z(R,R') tal que se
satisface

Z(R,R)=1 (A.3)

Con lo anterior se observa que distintos esquemas de renormalizaciéon estan relacionados por
una redefiniciéon finita de los parametros. De esta forma podemos relacionar los coeficientes
del EGR en distintos esquemas tomando la teorfa en la dimension fisica del espacio-tiempo
(D=4) y calculando ,uz% en un esquema en términos de ,uzi en otro esquema con la ayuda

2
de la regla de la cadena. Partiendo de: !

o) (A.4)

Expandiendo perturbativamente
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al, = as + loa® + l1a + lhal + ... (A.5)
Bras) = —ﬁoai - ﬁ1a§ - ﬁza‘sl + .. (A.6)
=

B'(a)) = B'(as + loa® + lia® + loal + ...)

(A7)
B'(al) = —Bh(as + loa® + l1a® + lhat + ...)% — B (as + loa? + l1a2 + lpat + ..)3
— Bh(as +lpa? + 11a3 + lsat + )4 + ...
= a2(—B) + ai(—=26) — B1) + a5 (—26olo — Bolg — 3lo — B3) + - (A.8)
3(1/5(@5) 2 3 4
Bas) = a3 (—Po) + ay(—2lpfo — B1) + ag(—3Boli — 261lo — f2) + ... (A.9)

Oag

ie., 8= B0y B = Br.

1.2. Aproximantes de Padé

En muchos problemas como el que se trata en este trabajo sélo algunos coeficientes de la
expansion perturbativa son conocidos. La esperanza es que mas términos darédn una descripcion
cuantitativa cuando el parametro perturbativo no es tan pequetio [57]. Una forma de usar los
coeficientes conocidos para obtener informacion cuantitativa es usar un Aproximante de Padé
(AP) [M/N] que tiene la forma de un polinomio de grado M dividido entre otro de grado N
co+cra+ -+ epya
L+dia+---+dyaV

[M/N] = M+N=L (A.10)

cuyos coeficientes estan relacionados con la serie perturbativa S(a)

S(a) = by + bya + bga® + - - + bral (A.11)

tal que [M/N] tiene una serie de Taylor que coincide con la serie original, i.e.,

[N/M] = S(a) + O(a™TM*1) (A.12)

Con esta premisa, el término (’)(aN +M +1) en esta expansion se ha usado para estimar el

coeficiente lider desconocido, i.e., el término Sypr41, €l cual se conoce como Prediccion del
Aproximante de Padé PAP [35, 33|. En particular se ha usado para estimar (34 mostrando
resultados notables cuando las contribuciones de Casimir cuarticas no se toman en cuenta, lo
cual es un revés en cuanto a la estimacion de la incertidumbre del procedimiento.
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1.3. Estimacion del valor constante de ¢; en las Condiciones de
Coincidencia a 5-lazos

Es posible hacer una estimacion educada del coeficiente ¢5 en las Condiciones de Coin-
cidencia partiendo del hecho de que es posible elegir py, = myp (@), con lo cual los términos
logaritmicos se hacen cero. Las CC se escriben en una expansion pertubativa en unidades de
masa MS como

a, = as <1 + i k:n(l)a;‘> (A.13)
n=1

que es posible obtener en términos de la masa del polo usando la relaciéon perturbativa apropia-
da. Los coeficientes son funcion de I = In(u?/m(u)?), donde la estructura de cada coeficiente
es

kn(l) =cn+ 1)+ P+ P+
=C(l) + P()n; +Q()n? + R(\)nj + ... (A.14)

donde ¢, es el término constante cuya obtencién involucra el calculo de funciones de Green y
es dependiente del esquema, ademas los factores C(1), P(l), Q(l), etc son polinomios de grado
n, n— 1, n — 2,..., respectivamente. Los términos contantes de cada polinomio corresponden
al coeficiente ¢, i.e.,

en = C(Di=o0 + mP1)li=0 + nfQ()1=0 + - - - (A.15)
Esta estructura nos conduce a la siguiente proposiciéon: encontrando las raices de los poli-

nomios de cada coeficiente k,_1 se puede estimar el coeficiente ¢, del coeficiente k,, igualando
este con cero. Estudiemos la validez de esta proposicién para el caso de ks dado ks, donde

111 P
ka(l) =C(l) = o= — — + —= Al
o) = Cl) = o — o + o (A1
resolviendo C'(I) = 0 se encuentran las raices
l1 = 0.340354
ly = 16.159646 (A.17)

donde la primera es la raiz significativa (puesto que nos interesa estimar el valor de ¢,). Usando
esta raiz en los términos logaritmicos de k3, i.e.,

955 67Ty 53 ny

=l
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Para que la expresion anterior sea consistente y sea posible obtener el coeficiente ¢,, es
claro que este debe tener un término constante mas un término con ny, i.e.,

C§St =C31 + nics2 = 0.553826 — 0.0363727”. (A.19)

El coeficiente real es cg = 0.972057 —0.084651n;, es decir, la estimacion es menor por un factor
de aproximadamente dos, lo cual significa que ésta tinicamente nos da una idea del valor real
de este coeficiente. Para ks dado k3 = C(l) + n;P(l), se obtienen para Q(I)

l1 = 0.60605002
lo = 9.63447 + 15.9256¢

I3 = 9.63447 — 15.92561 (A.20)
mientras que para P([)
[y =0.937750
o = 3.249750, (A.21)

una vez mas las raices [y son las adecuadas, luego evaluando en ellas se obtienen

Y = g1+ ngcsn + niegs = 7.49968 — 1.08231n; — 0.033775n7, (A.22)
cZSt’Q =41 +nyca2 + ”1204,3 = 4.917445 — 0.735832n; — 0.02161680nl2, (A.23)

que comparando con el resultado exacto

¢y = 5.17035 — 1.00993n; — 0.0219784n12, (A.24)
resulta impresionante la mejora en la estimacion cZSt’Q , donde el error més grande es de 27
% en el factor independiente de m;, mientras que el error en el término le ies menor al 2 %!
Ahora, jcual de las dos estimaciones es la correcta? Por ahora ambas son posibilidades, hasta
que analicemos las otras raices. Continuando con k4 para estimar cs, se tienen tres polinomios
cuyas raices reales son

I, = 0.638244,
I, = 232.05936,
I3 = 0.616177 (A.25)

Recuérdese que los términos logaritmicos que conforman ks sélo con conocidos completa-
mente hasta O(I?), donde los ordenes mas bajos son funcién de los coeficientes de la funcion
beta desconocidos. Empleando la socorrida estimacion de la funcién beta con Aproximantes

de Padé, recordando que la estimacion para 54 = 0+ ﬁXVAPAP se obtiene
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' = 15.83824 — 5.788567nl — 0.229251n1% — 0.000599n1° (A.26)

donde la primera raiz de (A.25) ha sido evaluada. La observacion empirica consiste en que
los logaritmos pertinentes para la estimacion son los encontrados en el intervalo (0,1), lo cual
sugiere tomar una media de los valores que se han obtenido hasta ahora:

[ =0.627715 4+ 0.211785 (A.27)

Ademas el coeficiente depende los valores precisos de B, C', D en (2.74), conocidos tnica-
mente a través de los AP, explicitamente esto se ve de la siguiente forma:

¢ = —70.01 — 0.6277(B + C + D) + ny(14.30 — 1.255C — 1.883D)
+ n?(—0.3354 — 1.883D) + nj(—0.0006390) (A.28)

usando el valor central de [. Los primeros dos términos son criticos ya que son susceptibles de
cancelaciones debido a que en las predicciones |B| > |C| > |D| para SU(3) [35], por lo cual
seguiremos el camino conservador y tomaremos al coeficiente como incertidumbre, i.e.,

5 = 0+ 15.59885 + 4.82143; — (0 + 5.693885 4 1.9050913)n; — (0 + 0.2241395 + 0.10262635;)n}
— (0.000638990, + 0.00076964441; )n (A.29)

donde wg, y; se refieren a las incertidumbres por los coeficientes desconocidos de la funcion
beta y el originado por [, respectivamente. Notese que el ultimo coeficiente de (A.29) solo
tiene una contribucion en I puesto que en él no figuran B, C' ni D. Para finalizar, es posible
ir una paso adelante y obtener las raices introduciendo la estimacién para c;. Por simplicidad
se usard (A.26) en el calculo, obteniendo las raices en el intervalo (0, 1)

11 = 0.61333082
Iy = 0.77706972
I3 = 0.12613272
ly = 0.63821667

No se quiere desea aventurar una conclusiéon puesto que son muchas las incognitas, sin
embargo el proceso da luz sobre una posible justificaciéon en lo referente a la elecciéon del
umbral 1, donde las Condiciones de Coincidencia deben ser implementadas.
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