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Capitulo 1

Introduccion.

En el presente trabajo se pretende hacer el diseno de un banco de filtros de seis canales en el que
cada filtro es bicuadratico y libre de resistores, es decir, un filtro con capacitores conmutados. El
banco de filtros se usa para descomponer una senal de voz en seis partes y posteriormente recuperar
la sefial original realizando una reconstruccién perfecta en el receptor. En cada canal hay un filtro de
andlisis (descomposicién) y un filtro de sintesis (reconstruccion). Este trabajo se limitara a realizar
el cdlculo de sélo un filtro de analisis para la descomposiciéon de voz, sin embargo se revisara la
teoria necesaria para realizar los filtros de anédlisis y de sintesis. La parte de transmisién y recepcion
de datos no se abordara en este trabajo.

El trabajo se dividira en cuatro partes principales: 1.- Repaso de los conceptos bésicos de proce-
samiento digital de senales, 2.- Revisién de las técnicas de disenio de filtros con capacitores conmu-
tados, 3.- Revision de la teoria de los bancos de filtros multicanales y 4.- Ejemplos de diseno de un
banco de filtros de 6 canales con capacitores conmutados realizando su simulacién en el software
de National Instruments NI Multisim 11.0 y realizando su andlisis matematico con el paquete de
librerias PraCAn (Prag Circuits Analyser) para el software matemético Maple 14 para comparar
su desempeno con sus equivalentes filtros RC.

Utilizar capacitores conmutados en los bancos de filtros permite evitar el uso de multiplicadores,
los cuales consumen mucha potencia. El uso de convertidores ADC y DAC es innecesario, ademads
de que tampoco hay resistores, por lo que se ahorra todavia mas energia. El propdsito de utilizar la
técnica de capacitores conmutados en los filtros digitales es que estos se puedan integrar en un solo
chip para posteriormente realizar un trabajo de investigacién para estudios de doctorado.



Capitulo 2

Conceptos generales.

FEn este capitulo se dard una breve introduccién a los temas y conceptos necesarios para llevar
a cabo la realizacion del banco de filtros de seis canales con la técnica de capacitores conmutados.
Los temas que se abordaran son las series de Fourier, transformada de Fourier, transformada Z,

transistores FET y filtros FIR e IIR.

Las transformadas lineales de Fourier y Z son muy importantes en el procesamiento digital
de senales, ya que nos permiten analizar y operar las sefiales periddicas, aperiddicas, continuas
y discretas en el dominio de la frecuencia y regresar el resultado al dominio del tiempo. Estas
operaciones son muy utiles en el disefio de filtros digitales y analdgicos pues simplifican mucho los
calculos a tal grado que pueden programarse en computadoras personales o embebidas para realizar
filtrado incluso en tiempo real. Primero se dard una introduccién y definicién de las series de Fourier,
para posteriormente pasar a la definicion de la transformada de Fourier y de la transformada Z. Los
transistores seran necesarios para ser utilizados como switches en la realizacién de los capacitores
conmutados. Se describiran los tipos de transistores FET y se justificara la eleccion de un tipo
especifico de estos transistores. Finalmente se da una introduccién a los filtros FIR e IIR para
comprender la naturaleza de la topologia del filtro que sera usado para este trabajo.

2.1. Series de Fourier.

2.1.1. Funciones Periodicas.

Una funcién periodica es una funciéon para la cual se cumple para todo valor de ¢

ft)=ft+T)

La constante minima T' que satisface la relacion anterior se denomina periodo de la funcion.Como
el valor de la funcién se repite en multiplos del valor T', entonces se puede expresar una funcion
periodica como

f(t) = f(t+nT)
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2.1.2. Condiciones de Dirichlet.

Las condiciones de Dirichlet son aquellas que determinan cuando es posible la representacién de
Fourier de una funcién f(t).

» La funcién f(¢) tiene un nimero finito de discontinuidades en un periodo.
» La funcién f(¢) tiene un nimero finito de maximos y minimos en un periodo.

» La integral del valor absoluto de f(¢) en un periodo es finita, es decir:

T

/_2 F(0)]dt < 0o

!

Se dice que una funcién f(t) es continua por tramos en el intervalo finito [, %] si satisface
las primera y segunda condiciones. Por lo tanto se puede decir que cualquier funcién periodica con
periodo T que satisface las condiciones de Dirichlet se puede representar mediante la serie de Fourier
[1][2].

2.1.3. Series de Fourier.

Las series de Fourier son la herramienta para analizar funciones periodicas mediante su descom-

posicién en una suma infinita de funciones senoidales. La serie de Fourier converge a la funcién
periodica continua a tramos que se quiere analizar [1][2]

Sea la funcién f(t) una funcién periédica con periodo T, la cual se puede representar por la serie
trigonométrica

ft) = %ao + i (an cos (nwot) + by, sin (nwot))

(2.1)
n=1
Donde:
2T
wo = T
2 (%
ay = T r (t) dt
2

Nl

an, = ;/_2 f(t) cos (nwot)dt
2

S

[N

by, = T f(t) sin (nwot)dt

Sl
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La serie (2.1) también se puede representar de la siguiente manera:

F(t) =Co+>_ Cpcos (nwot — b) (2.2)

n=1

La ecuacién (2.2) se puede obtener a partir de la (2.1) de la siguiente manera:

Multiplicando y dividiendo por y/a2 + b2 al argumento de la suma de la ecuacién (2.1).
b
ay, cos (nwot) + by, sin (nwot) = /a2 + b2 —In cos (nwot) + ————= sin (nwot)
az + b2 a2 + b2

Usando la identidad trigonométrica del coseno del dngulo doble cos(a + 3) = cos(a) cos(3) —
sin(a) sin(B) y haciendo C,, = y/a2 + b2 se tiene:
ay, cos (nwot) + by, sin (nwot) = C, (cos (6;,) cos (nwot) + sin (6,,) sin (nwot))

De donde se obtienen las siguientes igualdades:

cos (6y,) = B — y sin (6,,) = bn

Va2 + b2 Vai + b2
Utilizando las igualdades anteriores para obtener 6, se tiene:

sin (60,,) by
cos (0,) tan(6n) = an

bn
0,, = angtan <>
Gnp

finalmente:

En resumen:

f(t)=Co+ i C,, cos (nwot — 6y,)

n=1

a
Co=

Cp =+/a2+b2

0, = angtan <bn>
Gn
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2.1.4. Analisis de formas de onda periddicas.
Funciones pares e impares.

Se dice que una funcién f(t) es par si satisface la condicién de que

f(=t) = f(t)

Esto significa que la funcién es simétrica respecto al eje de las abscisas.

Una funcién es impar si

f(=t) ==f(t)

Lo cual significa que es simétrica respecto al origen.

(2.3)

(2.4)

El producto de dos funciones pares o de dos funciones impares es una funcién par como se de-

muestra a continuacion:

Sea f(t) = f1(t)f2(t). Si f1(t) y f2(t) son funciones pares, entonces

Si fi1(t) y f2(t) son funciones impares, entonces

f(=t) = fi(-=t)
=—fi(t)
= ) f2
= f(t)

fa(=1)
(—fa(t))
(t)

Sin embargo, si se trata del producto de una funcién par fi(¢) con una funcién impar fo(t) se

tiene

f(=t) = fi(=t) f2(—1)
= [1(t)(—f2(t))

f1() fa(t)
f(@t)

donde se muestra que el producto de una funcién par por una funcién impar da como resultado

una funcién impar [1][2].
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» Si f(t) es par, entonces

_a (1) di = Q/Oaf(t) it (2.5)

Para demostrarlo se reescribe la integral como sigue

a 0 a
rwde= | f(t)dt+/0 () dt

Haciendo ¢ = —x en la primera integral del segundo miembro

0 0 a
[ rwar= [ g o) = [ () as

Puesto que f(t) es par, se tiene

/Oaf(—a:)dx:/Oaf(x)da::/oaf(t)dt

Finalmente se tiene que

_a f(t)dt:/Oaf(t)dt+/0af(t)dt:2/Oaf(t)dt

» Si f(t) es impar y diferente de cero se tiene:

" ryde =0 (2.6)

f)y=0 vt (2.7)

Para demostrarlo se divide la integral en dos

a 0 a
[ rwa= | f(t)dt+/0 F(t)dt

- /Oaf(—t)dt—l-/oaf(t)dt

como f(t) es impar, entonces
’ dt = — ’ d ’ d
== [ i [ o
=0

En particular

f(=0) = —f(0) dedonde f(0)=0
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Coeficientes de Fourier de ondas simétricas.

Si una funcién f(t) es periédica par con periodo 7', en su serie de Fourier el término by = 0

como se muestra a continuacion.

J— 21
f) = 5 + Z ap cos(nwot); donde wy = T

n=1

y ay, estd dado por
T
4 2
an = / f(t) cos(nwot) dt
T Jo
Lo anterior se puede demostrar de la siguiente manera.

Sea la serie de Fourier

ft) = % + Z (an, cos(nwot) + by, sin(nwot))

n=1
donde
T
2 (32
ay, = 7/ x f(t) cos(nwot) dt n=20,1,2,..
2
T
bo= 2 [ 7 f(t) sin(nwotydt n=1,2
w= o IO sinsetdt n=1,2,.
2

Como sin(nwot) es una funcién par y f(t) es una funcién impar entonces f(t) sin(nwot) es una

funcién impar y por lo tanto, de acuerdo con (2.6):

bp =0

De la misma manera, ya que cos(nwot) y f(t) son funciones pares y de acuerdo con la expresion

(2.5) se tiene que

ap, = /02 f(t) cos(nwot) dt

Si una funcién f(t) es una funcién periédica impar con periodo T, en su serie de Fourier el
término by, es el unico diferente de cero como se muestra a continuacién [1][2].

> 2m
f(t) ngl sin(nwot); donde wy T

y b, estd dado por
T
2

/ f(t) sin(nwot) dt
0

10
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Para demostrar lo anterior, sea f(¢) una funcién impar, el producto f(t) cos(nwot) es una funcién
impar y el producto f(t) sin(nwot) es una funcién par. Por lo tanto se tiene que

ap =0, b, = 4 /2 f(t) sin(nwot) dt
T 0
2.2. Serie compleja de Fourier.

Para obtener la serie de Fourier en su forma compleja basta con utilizar la forma de Euler

eIt + eIt
H=_1-
cos(t) 5
Jjt _ o—Jt
sin(t) = & °
2]
en la serie de Fourier
1 o0
f(t) = 540 + Z (an, cos(nwot) + by, sin(nwot))
n=1

quedando de la siguiente manera;:

ejnw0t+e Jnwot ejnwot e—]nwot:|

+ Z [an + by, ;j

multiplicando el seno por %

ao st e]nwot + e—jnwot ejnwot _ e—jnwot
=5 + g an —Jbn

2
n=1
reagrupando:
a = an—73b an+750b
_ % Jjnwot Y T J Yn —jnwot Y1 n
f(t) 2+Z{e S e 5 }
n=1
de donde se puede hacer
—jb i b
Cr="2 Co=1l o, =
quedando la funcién:
e . .
f(t)=Co+ D [Crel™0! 4 C_peIme0t] (2.8)

n=1

por propiedades de las sumas:

11
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F#)=Co+ Y Cpel™0t £ C eIt (2.9)
n=1 n=1

Ft)=Co+ Y Cpel™ot 4 Y Cpelmt

n=1 n=-—1

El término Cy para n = 0 es una constante e indica la componente continua, también se le
conoce como valor medio de la senal [1][2]. A fp se le denomina frecuencia fundamental de la senal.

f(t): i Onejnwot

(2.10)

Los coeficientes de la ecuacién ( 2.8) se pueden evaluar a partir de los coeficientes de la serie (
2.1).

Gl

' (2.11)
T
_ G jbn
Cn = =
1 1
1| [T B
Cn =7 f(t) cos(nwot)dt —j [ f(t) Sin(nwot)dt]
1 -7
17
@=T/‘ﬂw@me—jmwwmﬁ

1 [T -

Co=17 / F(t)e=imot gy (2.12)
-4
1
. ap + j by _l T Jnwot
C_, = —5 =7 . f(e dt (2.13)

Si f(t) es real, entonces C_,, = Cy,*, donde x indica que es el complejo conjugado.
Sin embargo, se puede observar que las ecuaciones ( 2.11),( 2.12) y ( 2.13) son una misma férmula
para diferentes valores de n, es decir:

1
1 [T .
Co== [ f)e 7motde,  n =0, £1, +2, ...

Como f(t)e 70! e periédica con periodo T, se tiene que

1 /T ot
= — —Jnwo
Co =7 /O F(t)e dt

Ahora si se tiene

12




2.2. Serie compleja de Fourier. Capitulo 2. Conceptos generales.

Cp = |Cule?®,  C_, = Cpx =|C,|eIn

donde:

|Cul €7%" ¢, = angtan <—bn) (2.14)
a

n

para todos los valores de n, excepto n = 0 donde se tiene que

1
Cy = 5&0; Cy € D14

El espectro de amplitud de la funcién periddica f(t) es la gréafica de la magnitud de los coeficientes
complejos C), de la serie ( 2.10) contra la frecuencia angular w. El espectro de fase es la grafica del
angulo de fase ¢, de C, de la expresion (2.14) contra la frecuencia angular w. Estos espectros
de amplitud y fase son discretos pues el indice n solo toma valores enteros y por lo tanto solo
habra valores en la variable discreta nwy [1]]2].

13
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2.3. Transformada de Fourier.

Las series de Fourier sirven para hacer analisis frecuencial de funciones periddicas, sin embargo
para hacer analisis frecuencial de funciones aperidédicas partiendo de estas series, se hace la consi-
deracién de que el periodo de estas tltimas es infinito. En ingenieria se requiere hacer andlisis en
frecuencia de senales que suelen ser una forma de onda de voltaje o corriente en funcién del tiem-
po, las cuales suelen ser aperiddicas y es por esto que se considera que tienen un periodo infinito.
Para hacer un andlisis en frecuencia de estas senales y no ignorar ninguna componente frecuencial,
se requiere hacer el andlisis en todo momento, es decir en el intervalo de tiempo —oo < t < oo[5][1][8].

A continuacién se muestra un andlisis en el cual se extiende el uso de las series de Fourier a
las funciones aperiédicas. Sea la funcién periédica fr(t) de periodo T'. Si se hace que su periodo T'
tienda a infinito, entonces la funcién resultante f(t) = Th’m fr(t) deja de ser periddica [1].

— 00

Lo anterior se puede ilustrar mediante el tren de pulsos rectangulares de la figura (2.1 a) definido
por

0 para —%T <t < —%d
fr=14 1 para —gzd<t<3d (2.15)
0 para %d <t < %T

donde fr(t+T) = fr(t), T >d

Para T — oo, se obtiene la funcion:

1 cuando —%d <t< %d

0 de otro modo (2.16)

f(t) = lim fr(t) = {
T—o0
Donde f(t) no es una funcién periédica. La figura (2.1) muestra como se comporta la funcién
de tren de pulsos cuando T aumenta hasta el infinito.

El espectro de frecuencia del pulso rectangular periédico se muestra en la figura (2.2). Se puede
observar que el espectro es discreto, la distancia entre armoénicos adyacentes es igual a la frecuencia
fundamental wg = 27/T. Observando la definicién de la frecuencia fundamental wy se puede notar
que cuando T aumenta, wy disminuye y las lineas en el espectro se acercan unas a otras volviendo
continuo al espectro discreto cuando 7' tiende a infinito. Si se tiene una funcién periédica f(t) con
periodo T que se aproxima al infinito, se puede encontrar una representacion de Fourier de esta
funcién aperiédica [1][2][5].

Por ejemplo, se parte de la forma exponencial de la serie de Fourier

f)= D cped™t (2.17)

n=—oo
en donde ¢, estd definida de la siguiente manera

r
2

1 .
_ —Jjnwot
tn = /_g f(t)e dt (2.18)

14



2.3. Transformada de Fourier. Capitulo 2. Conceptos generales.

Figura 2.1: Aumento del periodo T hasta infinito de un tren de pulsos.

y la frecuencia fundamental estd dada por la siguiente expresion

wo = 2% (2.19)
Al sustituir (2.18) en (2.17) se obtiene la siguiente expresién
oo T
f(t) = Z ;/2; f(x)e_j"w°$dx] eJnwot (2.20)
n=-—00 -2

La variable = se usa para evitar la confusién con ¢. Como 1/T = wy/27, la ecuacién (2.20) se
puede expresar como

ft) = i [;ﬂ /_QT f(x)ej"woxdx] woel ot (2.21)

—0o0

Si se hace que T" — oo, entonces de la expresién (2.19) se ve que wp se hace cero. Si se hace
wo = Aw, entonces la frecuencia de cualquier arménico nwy correspondera a la variable general de
frecuencia que describe al espectro continuo. Es decir

nwy = nAw — w (2.22)

15



2.3. Transformada de Fourier. Capitulo 2. Conceptos generales.

Figura 2.2: Espectro de un tren de pulsos rectangulares.

En el limite, T — 0o, Aw — dw y la suma se vuelve una integral sobre w, por lo tanto la
funcién no periddica se convierte en

£(t) = % / Z [ / Z f(g;)ejwdx] e (2.23)

La transformada y antitransformada de Fourier se definen respectivamente como sigue:

X(w) = / h z(t)e Wt (2.24)
x(t) = /_OO X (w)e?“tdw (2.25)

16
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2.4. Transformada Z.

La transformada Z es una herramienta 1til en el anélisis de sefiales discretas pues permite traba-
jar ecuaciones en diferencias como ecuaciones algebrdicas y analizar a las funciones de transferencia
de sistemas discretos como diagramas de polos y ceros en el plano complejo Z. De esta manera
se puede interpretar a un sistema discreto en términos de su estabilidad y respuesta en frecuencia
de acuerdo a un diagrama de polos y ceros [3][4][8]. La transformada Z es una serie de potencias
infinita y solo existe para aquellos valores de z en los que la serie es convergente, por lo tanto, es
necesario especificar este rango de valores de convergecia, al cual se le denomina region de conver-
gencia (ROC: region of convergence), para que la transformada Z quede completamente especificada.

La transformada Z de una senal discreta en el tiempo x(n) se define como la serie de potencias

X(z)= Y a(mn)z" (2.26)

n=—oo

donde z es una variable compleja. A la relacién (2.26) a veces se le denomina transformada z
bilateral, ya que transforma la sefial en el dominio del tiempo x(n) en su representacién en el plano
complejo X (z) [4][8]. La transformada Z unilateral (causal) estd definida de la siguiente forma:

X(z) =) =z(n)z" (2.27)
n=0

Si en la ecuacién (2.26) se sustituye la variable compleja z por la variable compleja e/, la
transformada Z se vuelve la transformada de Fourier en tiempo discreto:

oo

X(e)= > a(n)en (2.28)

n=—oo

Esto equivale a restringir el médulo de z a la unidad para 0 < w < 27, lo cual forma una regién
en el plano complejo z que se conoce como circunferencia unidad. Sustituyendo la variable z por La
condicién de convergencia de la transformada Z es

| X (re!*)| < Z |z[n]r™"| < oo (2.29)

n=—oo

donde re/“ es una forma mas general de la variable z.

2.4.1. Transformada Z inversa.

La transformada Z~! permite obtener una secuencia z[n] en forma algebraica o en forma de una
secuencia de elementos partiendo de la transformada X (z) [4]. La transformada Z inversa se define
de la siguiente manera:

zn| = % }I{X(z)znldz (2.30)
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donde C' es una curva cerrada que contiene los polos de la funcién X (z) y al origen del plano Z.
La transformada Z~! se puede calcular mediante la definicién que se muestra en la ecuacién (2.30),
mediante inspeccién, por fracciones parciales o por desarrollo en serie de potencias.

Método de inspeccion.

Este método consiste en estar familiarizado con las transformadas de algunas funciones ya
definidas como las que se muestran a continuacion.

Secuencia Transformada Region de convergencia
1.- d[n] 1 todo z
2.- u[n] — |z| > 1
3- —u[-n—1] —_— 2] <1
4.- §[n —m] z ™ Todo z excepto 0 (si m > 0) o oo (si m < 0)
5.- a"uln] — |z| > |al
6.- —a"u[-n —1] ﬁ |z| < |a]
=1
7.- na"u[n] ufjﬁ 2] > |al
8.- —na"u[-n — 1] % 12| < |al
1— —T

9.- cos(won)u[n] 172co(s:?51§;2)_211+z_2 |z| > 1
10.- sin(won)uln] 172CS()1;1((:1J00))ZZ_1+1Z_2 |z| > 1
11.- 7™ cos(won)u[n] 172:;25535‘;}3)11”?2 2| >

. in -1
12.- 7™ sin(won)u[n] 172TCTOZ(C‘J((;'J)()Z)_ZI+TQZ_2 2| >

a® 0<n<N-1 1—agN =N
13- { 0 en el resto l—az~1 [ >0

(2.31)

En algunos casos no se puede reconocer a simple vista la forma de la funcién de z para hacer una

comparacién con las funciones de la tabla (2.31), en este caso basta aplicar operaciones algebraicas
para que la funcién a transformar tome alguna de las formas conocidas.

Método de descomposicién en fracciones parciales.

Cuando X (z) no tiene una de las formas que aparecen en la tabla (2.31), esta se puede des-
componer en una suma de expresiones simples, las cuales se pueden encontrar en la tabla antes
mencionada. Si X (z) es una funcién racional, entonces se puede expresar como un cociente de
polinomios en 2z~

M —k
—_obrz
X(2) = % (2.32)
D k=0 k7
Para descomponer X (z) en fracciones parciales, es conveniente expresar a la ecuacién (2.32) de
la forma siguiente [4].

_bo H,]y:l(l -z )
BTSN (2:33)
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donde ¢, son los ceros distintos de cero y dj, son los polos distintos de cero de X (z). Si M < N
y los polos son todos de primer orden, entonces X (z) se puede expresar de la siguiente manera:

X()=Y" _ A (2.34)

—dia1
P 1—diz
Despejando Ay y haciendo z = dj en la ecuacién (2.34) se obtienen los coeficientes de las
fracciones parciales:

Ap= (1—dpz )X (2)] (2.35)

z=dy,
Il Ejemplo 1 Encontrar la transformada inversa de la expresion

1 1
X(Z) = (1 _ %Z_l) (1 _ %2_1), donde |Z| > 5

Observando la region de convergencia proporcionada y la transformada 5 de la tabla (2.31) se
puede ver que x[n] es una secuencia limitada por la izquierda. Como los dos polos son de primer
orden, X (z) se puede expresar de la siguiente manera

Aq As
X =
T e
Se aplica la expresion (2.54)

1 (1 — lz’l)

A= <1 - z_1> X(2) = 4 =-1

i T OB -3,

1 (1 — lz"l)

Ay = <1—z_1> X(2) = 2 =2

’ 2 et (L=327) (—527Y) | _

X(z) queda expresada en fracciones parciales

-1 2

X(2) = +
(2) 1—%2—1 1—%2‘1

Ahora se puede buscar en la tabla (2.31) la transformada inversa de los sumandos de X (z).
Finalmente, la transformada inversa de X (z) es

2] = 2 (;)n uln] - (i)n uln)
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Método de expansién en series de potencias.

La transformada Z se expresa como una serie de potencias en z~! de la siguiente manera:

X(z) = Z zn]z™"
= 4 2[-22% + z[-1)z + 20 zTz[1)z7 + 22272 + ...

donde los coeficientes de z~" son los valores de la secuencia x[n]. Se puede determinar cualquier
valor de la secuencia obteniendo el coeficiente de la potencia apropiada de z~!. Cuando X(z) es
un cociente de polinomios, algunas veces resulta util obtener una serie de potencias mediante la
divisién de polinomios [4].

Bl Ejemplo 2 FEncontrar la transformada inversa de la siguiente expresion

1
X(z)=——, |z| > ]a
()= =, lel>1dl
La region de convergencia es el exterior de una circunferencia, por lo tanto la secuencia estd lim-
itada por la izquierda. Cuando z tiende a infinito, X (z) tiende a un valor constante, por lo tanto la
secuencia es causal. Se dividen los polinomios para obtener una secuencia de potencias de z~'.

Haciendo la division se obtiene:

1
— = 1+4az ' 4a%272 4. ..
1—az"1

n

Por lo tanto x[n] = a™uln]

Este método no produce un resultado en forma cerrada de z[n], excepto en ciertos casos partic-
ulares, ademds implica muchos cdlculos para valores grandes de n [3].
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2.5. Transistores FET.

Los transistores FET son dispositivos controlados por voltaje, en donde la corriente de salida es
una funcién de un voltaje de entrada. Son dispositivos unipolares pues trabajan tinicamente o con
el flujo de electrones (canal -n) o el de huecos (canal -p), a diferencia de los transistores TBJ que
trabajan con ambos portadores de carga a la vez. FET significa Field-Effect Transistor o Transistor
de efecto de campo y se le dio este nombre a este tipo de transistor debido a que, lo que controla la
trayectoria de conduccién del circuito a la salida, es un campo eléctrico establecido por las cargas
presentes [11][12].

Estos dispositivos, en comparacién con los transistores TBJ, son més estables en temperatura,
son de impedancia més elevada (de 1 a varios cientos de Megaohms) y de construccién més pequena,
lo que los hace muy ttiles en los circuitos integrados. Ademads, la variaciéon de la senal de salida
es mucho menor para los FET que para los TBJ [11]. Hay dos tipos de transistor FET, el JFET
(Junction Field-Effect Transistor o Transistor de efecto de campo de unién) y el MOSFET (Metal-
Ozide-Semiconductor Field-Effect Transistor). A continuacién se dard una explicacién de ambos
tipos de transistores [11]]10].

2.5.1. Transistores JFET.

Los transistores JFET son dispositivos de tres terminales con una terminal que controla el flujo
de corriente entre las otras dos. En la figura (2.3) se muestra la construccién comin de un JFET de
canal -n. Existen JFET de canal -p cuyo comportamiento es muy similar al de los de canal -n, sin
embargo algunas tensiones y corrientes tomaran sentido contrario como se mostrard mas adelante.

Figura 2.3: Transistor de efecto de campo de unién (JFET).

Bajo condiciones sin polarizacién entre las terminales de la fuente y la compuerta (Vgg = 0V),
habré una regién de agotamiento en la unién de materiales p—n. Al aplicar una polarizaciéon Vpg > 0
entre las terminales de la fuente y el drenaje, habra un flujo de electrones entre estas dos terminales,
provocando que la region de agotamiento crezca estrechando el canal por el que pasa la corriente de
drenaje Ip como se puede ver en la figura (2.4). Esta corriente se mantendra en un valor constante
Ipgs después de un valor de polarizacién Vpg lo suficientemente positivo denominado voltaje de
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estrechamiento Vp [11][12].

Figura 2.4: JFET sin polarizacion entre compuerta y fuente y con polarizacion positiva entre fuente
y drenaje.

Ipgg es la corriente de drenaje maxima de un JFET y estd definida mediante las condiciones
Vas =0V y Vps > |Vp|. Vpgs es la tensién entre la fuente y el drenaje y Vizg es la tensién entre la
compuerta y la fuente [11][12].

Si se aplica una tension Vg < 0 entre la compuerta y la fuente, el voltaje de estrechamiento Vp
serd menor, lo que significa que se alcanzard mas rapidamente el valor de saturacion para la corriente
Ip, la cudl tendra un valor menor que para Vgg = 0V. La tensién Vg puede ser lo suficientemente
negativa para estrablecer un nivel de Ip = O0mA. Ip tomard un valor de OmA cuando Vgg = Vp
donde Vp serd negativo. Lo anterior se puede ver en la grafica de la figura (2.5).
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Figura 2.5: Caracteristicas de un JFET de canal -n con Ipgs = 8mAy Vp = —4V.

En la figura (2.6) se puede ver que la construccién del JFET de canal -p es igual que la del
JFET de canal -n, con la diferencia de que los materiales estan en orden inverso.

Figura 2.6: JFET de canal -p.

A diferencia con el JFET de canal -n, en el JFET de canal -p las direcciones de las corrientes
estan en sentido contrario al igual que las tensiones Vs v Vpg. El canal es estrechado mediante
tensiones positivas entre la compuerta y la fuente y, la condicién para la cudl la corriente de drenaje
es Ip = 0mA, se alcanza a un voltaje Vpg = Vp donde Vp es un valor positivo.

2.5.2. Transistores MOSFET.

Los MOSFET son dispositivos que en su construccion usan una capa de aislante hecha de diéxido
de silicio SO2 cuya funcién es aislar la compuerta (terminal de control) del material n o p, segin
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el tipo de transistor del que se trate, ademés de proporcionar una alta impedancia a la entrada
del dispositivo. Existen dos tipos de transistor MOSFET, los de tipo decremental y los de tipo
incremental.

MOSFET de tipo decremental.

La figura (2.7) muestra la construcciéon de un MOSFET del tipo decremental de canal -n. La
parte més grande es un bloque de material tipo p formado de una base de silicio, denominado sus-
trato, en algunos casos esta conectado internamente con la terminal de la fuente y en otros casos
estd libre, lo que da por resultado un dispositivo de 3 o 4 terminales.

Figura 2.7: MOSFET de tipo decremental de canal -n con Vgg = 0V y un voltaje Vpp.

Las terminales del drenaje D y la fuente S estdn conectadas a un material tipo n mediante con-
tactos metalicos. Las regiones de material tipo n estan conectadas entre si por un canal de material
tipo n. La compuerta G estd conectada mediante un contacto metalico y aislada del canal -n con una
capa de diéxido de silicio SO,. Cuando la tension entre la compuerta y la fuente es cero Vgg = 0V
y la tensién aplicada entre las terminales de la fuente y el drenaje es positiva, se genera un flujo
de electrones entre estas terminales con direccién hacia el drenaje como se muestra en la figura (2.7).

Si la tension entre la compuerta y la fuente es negativa Vigg = 0V, los electrones del canal -n
son empujados hacia el sustrato y los huecos del sustrato son atraidos hacia el canal. Mientras més
negativa sea la tensién en la compuerta Vg mas rédpida serd la recombinacién entre los portadores
de carga y menor serd la corriente de drenaje Ip. Al igual que en el JFET, habra un valor de tensién
Vas que sera lo suficientemente negativo para que la corriente de drenaje sea igual a cero Ip = 0A
como se puede ver en la figura (2.8).

Cuando Vg es positivo, los electrones del sustrato son atraidos hacia el canal (cargas diferentes
se atraen) elevando el nivel de corriente Ip. Mientras mds positiva sea la tensién Vg, més electrones
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Figura 2.8: Caracteristicas del drenaje y transferencia para un MOSFET de tipo decremental de
canal -n.

seran atraidos al canal razén por la cual se debe cuidar el valor maximo aplicado entre la compuerta
y la fuente para no exceder el valor nominal maximo del dispositivo[11][12].

MOSFET de tipo incremental.

El MOSFET de tipo incremental es de construccion parecida al MOSFET de tipo decremental,
con la diferencia de que no tiene un canal entre los materiales conectados a las terminales del drenaje
y la fuente. En estos dispositivos, la corriente de drenaje Ip estd en corte hasta que el voltaje de
compuerta a fuente alcance un valor especifico. En la figura (2.9) se muestra un MOSFET de tipo
incremental de canal -n.

Si entre la compuerta y la fuente se aplica un voltaje de Vigg = 0V y entre la fuente y el drenaje
un voltaje negativo, no hay flujo de electrones, pues no hay un canal donde puedan circular estos
desde la fuente al drenaje. Si se aplica una tensién positiva entre la compuerta y la fuente Vigg > 0
y una tension positiva entre la fuente y el drenaje Vpg > 0, se daran las condiciones para que ocurra
un flujo de electrones entre la fuente y el drenaje.

Al estar la compuerta con un potencial positivo, los electrones del sustrato son atraidos hacia el
aislamiento de SO y los huecos son replegados hacia zonas més profundas del sustrato. Mientras
mas positivo sea el voltaje entre la compuerta y la fuente, mayor serd la concentracién de electrones
cerca de la superficie de SO, hasta que se pueda soportar el flujo de electrones a través de esta
zona inducida de tipo -n desde la fuente hasta el drenaje. El voltaje Vizg, al cudl ocurre el flujo de
electrones, se le denomina voltaje de umbral V. Si el voltaje Vg se incrementa maés alld del valor
de umbral V7, la densidad de electrones en el canal inducido se incrementa, pero si Vg se mantiene
constante y se incrementa el voltaje entre la fuente y el drenaje Vpg, la corriente de drenaje Ip
alcanzara un nivel de saturacién [11][12]. En la figura (2.10) se muestra el canal inducido de tipo n.

Los transistores MOSFET son los més usados en los circuitos integrados digitales que requieren
gran densidad de componentes pues se pueden fabricar en un area mas reducida que los transistores
TBJ. Ademaés pueden ser usados como transistor y como resistor, dependiendo de la regién de
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Figura 2.9: MOSFET de tipo incremental.

operacién de éste [10][11][12]. Debido a las razones anteriores y a la estabilidad a la salida del
dispositivo, asi como su estabilidad en temperatura, el transistor que se utilizard como interruptor
electrénico en esta tesis serd un MOSFET de tipo incremental.
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Figura 2.10: MOSFET de tipo incremental con canal -n inducido.

2.6. Sistemas FIR e IIR.

Los sistemas lineales e invariantes en el tiempo se pueden clasificar de acuerdo a su tipo de
respuesta al impulso en sistemas de respuesta de duracion finita FIR (Finite-duration Impulse Res-
ponse ) y sistemas de respuesta de duracién infinita IIR (Infinite-duration Impulse Response). Los
sistemas FIR son también conocidos como sistemas de memoria finita, pues toman un ntmero M
de muestras de la sefial para realizar la convolucién, despreciando las muestras fuera del intervalo,
como si se tratara de una ventana de longitud M [4][8].

La expresion (2.36) describe a un sistema FIR causal, es decir, donde h(n) =0, n <0y n > M.

M-1
y(n) =Y _ h(k)z(n— k) (2.36)
k=0

Los sistemas IIR son sistemas con respuesta al impulso infinita. Estos sistemas generan una
salida a partir de la suma de todas las convoluciones de muestras pasadas y de la muestra actual.
Por esta razén, se les llama sistemas de memoria infinita. La formula de convolucién de un sistema
lineal, causal e invariante en el tiempo es la mostrada por la expresion (2.37).

y(n) = h(k)x(n— k) (2.37)
k=0

Los sistemas discretos lineales e invariantes en el tiempo se caracterizan por la ecuacién general
en diferencias (2.38)
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N M
y(n) = =Y ary(n—k)+ Y bpa(n— k) (2.38)
k=1 k=0
Y la transformada Z de la expresién (2.38) es como sigue:

M _
H(Z) _ Zk:o bkz i
= N —
14> arz

En la expresién (2.39) se pueden observar los polos y los ceros de la funcién del sistema, los
cuales dependen de los parametros del sistema ap y b que determinan la respuesta en frecuencia
de este. Los sistemas discretos en el tiempo pueden ser recursivos y no recursivos. Los sistemas
recursivos son aquellos cuya salida y(n) en un instante n depende de salidas pasadas y(n — k). De
manera general, los sistemas recursivos se pueden expresar de la siguiente manera:

(2.39)

y(n)=Fly(n—1),y(n—2),...,y(n — N),z(n),z(n —1),...,x(n — M)] (2.40)

donde F'[-] es una funcién de sus argumentos y, entre sus argumentos, se encuentran las salidas
pasadas. Los sistemas no recursivos son aquellos que solo dependen de las entradas actual y pasadas.
La forma general de estos sistemas es como sigue:

y(n) = Flz(n),x(n—1),...,z(n — M)] (2.41)

En la figura (2.11) se pueden observar las representaciones de los sistemas recursivos y no
recursivos. Los sistemas recursivos tienen un lazo de realimentacién con un elemento de memoria
(retardo), cuya funcién es mantener el estado anterior de la salida para realimentar a la entrada con
este valor. Debido a esto, si se desea calcular la salida y(no) en un sistema recursivo, se necesitaria
calcular primero las salidas anteriores. Sin embargo, en un sistema no recursivo, si se desea calcular
la salida y(ng), esta se puede calcular sin la necesidad de haber calculado las entradas anteriores.

Figura 2.11: a) Sistema no recursivo; b) Sistema recursivo.
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2.7. Filtros FIR.

Como se mencioné anteriormente, la funcién de transferencia de un filtro FIR es un polinomio
en 2~ ! (expresion 2.43) y, por lo tanto, estos filtros son de naturaleza recursiva, ya que su salida no
depende de salidas anteriores.

M
y(n) = bpx(n — k) (2.42)
k=0
M
H(z) = Z bz " (2.43)
k=0

Una propiedad inherente de los filtros digitales FIR es que pueden realizar una respuesta en
frecuencia con fase lineal. La fase lineal corresponde a un retardo constante, por lo tanto el disefio
se reduce a aproximar una respuesta en magnitud deseada [8]. Hay varias formas de implementar
un sistema FIR, en este trabajo se mencionan tres, la forma directa, la forma en cascada y en celosia.

2.7.1. Estructura en forma directa.

Esta estructura se obtiene mediante la ecuacién en diferencias (2.42) que describe al sistema
FIR. Su estructura se muestra en la figura (2.12).

Figura 2.12: Realizacién de la forma directa de un sistema FIR.

Cuando el sistema FIR no tiene una fase lineal, esta estructura requiere de M — 1 posiciones de
memoria para almacenar M — 1 entradas [4][6]. Su complejidad es de M multiplicaciones y M — 1
sumas por punto de salida. A esta estructura también se le denomina “linea de retardo con toma
central” o bien “sistema transversal”. Cuando el sistema FIR tiene fase lineal, la respuesta al impulso
unitario del sistema puede satisfacer una condicién de simetria o de antisimetria h(n) = £h(M —
1 —n). Cuando se tienen estas condiciones de simetria o antisimetria, el niimero de multiplicaciones
se reduce de M a M/2 para M par y a (M — 1)/2 para M impar. En la figura (2.13) se muestra
una estructura en la que se aprovecha la condicién de simetria para M par.

2.7.2. Estructura en cascada.

Esta estructura se obtiene de la expresién (2.43) para la funcion de transferencia de un filtro
FIR. Se factorizan los términos de (2.43) y se expresan como sigue:

K
H(z) = [ [ Hi(2) (2.44)
k=1
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Figura 2.13: Realizacién de la forma directa de un sistema FIR de fase lineal.
donde:

Hy(z) = by + bklz_l + bk22_2; k=1,2,.... K (2.45)

donde K es la parte entera de (M —1)/2 [4][6]. Respecto al término by, este puede factorizarse de
modo que quede distribuido en las K secciones del filtro, de manera que by = b19b2obsg . . . bxo; 0 bien
puede ser asignado a una sola seccién del filtro. Al factorizar los ceros del filtro FIR, si se forman
parejas de raices complejas conjugadas de manera que los coeficientes de {by;} sean valores reales.

Las raices reales se pueden emparejar de manera arbitraria. La figura (2.14) muestra la estructura
bésica en cascada

Figura 2.14: Realizacién en cascada de un sistema FIR.

Si un filtro FIR es de fase lineal, la condicién de simetria implica que los ceros de H(z) exhiben
también una especie de simetria. Por ejemplo, si z; y 2; son una pareja de ceros conjugados, entonces
sus reciprocos 1/z y 1/z} seran una pareja de complejos conjugados también. Por lo tanto, el filtro
FIR se separa en secciones de cuarto orden para fines de simplificacién

Hi(2) = cro(1 — 22 V(1 — zp27 D1 — 271 2) (1 — 271/ 2})
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donde los coeficientes cg1 y cxo son funciones de z;. En la figura (2.15) se muestra la seccién de
cuarto orden de la estructura en cascada.

Figura 2.15: Seccién de orden cuatro de una realizacién en cascada de un sistema FIR.

2.7.3. Estructura en celosia.

La figura (2.16) muestra a un filtro en celosia de M — 1 etapas en el que se muestran las
operaciones que se llevan a cabo con la senal de entrada. Las operaciones son las mostradas en las
expresiones (2.46), (2.47) y (2.48).

fo(n) = go(n) = z(n) (2.46)
fm(n) = fmfl(n) + ngmfl(n B 1)7 m=1,2,...,.M—1 (247)
gm(n) = Ky fm—1(n) + gm—1(n—1), m=1,2,... . M —1 (2.48)
Figura 2.16: Filtro en celosia de (M — 1) etapas, donde m es un entero de valor m =1,..., M.

La salida de un filtro FIR de M — 1 etapas corresponde a un filtro FIR de orden M — 1 [4][6],
es decir
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y(n) = fu-1(n) (2.49)
Como consecuencia de esta equivalencia, la salida fp,(n) de un filtro en celosia de m etapas se
puede expresar como

fu(n) = am(k)z(n — k), a(0) =1 (2.50)
k=0

Como la expresién (2.50) es una suma de convolucién, su transformada z es

La salida g,,(n) también se puede expresar en forma de suma de convolucién de la siguiente
manera:

gm(n) =Y Bm(k)x(n — k) (2.51)
k=0

donde los coeficientes f3,,(k) estdn asociados con un filtro que produce f,(n) = y(n) pero en
orden inverso, por lo tanto

Bm(k) = am(m —k), k=0,1,...,m con =1 (2.52)

Su transformada z es

Gm(z) = Bn(2)X (2) (2.53)
 Gn(2)
B, (z) X(2) (2.54)
donde By, (z) representa la funcién del sistema del filtro FIR con coeficientes G, (k), es decir
Bn(z) =Y Bm(k)z™" (2.55)
k=0

Como B, (k) = am(m — k), la expresién (2.55) puede escribirse como sigue:

B, = Z am(m —k)z" = Z (D) F =2m Z am (1) 2! =2 A ()27 (2.56)

La ultima expresién quiere decir que los ceros del filtro FIR cuya funcién del sistema es B,,(z)
son los reciprocos de los ceros de A,,(z). Por lo tanto, B,,(z) es el polinémio reciproco inverso de

Am(z).
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2.8. Filtros IIR.

Para disenar un filtro digital IIR, se puede usar la técnica basada en la transformacion bilineal,
la cual brinda un mapeo entre los puntos del plano s y el plano z [8] [14]. La transformacién bilineal
se define mediante las expresiones (2.57) y (2.58)

z—1
= 2.
S= 7 (2.57)
14+ s
= 2.58
=1 (2.58)

Asi, si se tiene una funcién de transferencia H,(s), la funcién de transferencia del filtro digital
correspondiente se obtiene al hacer

H(2) = Ha(8)|s=((2-1)/(2+1)) (2.59)

Haciendo s = 0 + jw en (2.58) se expresa a z en forma polar, donde el radio r y el dngulo 6 se
definen de la siguiente manera

z=ré’ (2.60)
r=|z|
| 40)? +w? 1/2
(1= 0)2+w?
y
0 =arg{z}

= tan~! v + tan™! v
l1+o l1—0

de acuerdo con las definiciones de r y 0 se puede ver que

1. r<1paraoc <0
2. r=1parac =0
3. r>1parac >0

4. 6 = 2tan"!(w) para o =0

En consecuencia, se pueden establecer las propiedades de la transformada bilineal de la siguiente
manera;:

1. El semiplano izquierdo del plano s se mapea sobre el interior del circulo unitario en el plano
z.
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2. El eje jw completo del plano s se mapea sobre una revolucion completa del circulo unitario
en el plano z.

3. El semiplano derecho del plano s se mapea sobre el exterior del circulo unitario en el plano z.

Las propiedades anteriores implican que, si se cumplen las caracteristicas de la nimero 1, se
garantiza que la funcién de transferencia del filtro digital es estable y causal. Como la transformacién
bilineal tiene coeficientes reales, la funcién de transferencia digital tendra coeficientes reales también.
De tal modo, la funcién de transferencia H(z) resultante de la expresion (2.59), es fisicamente
realizable. En capitulos posteriores, se abordard méas a profundidad el tema de la transformada
bilineal.

Existen varios tipos de estructuras para implementar los sistemas IIR, entre ellos se pueden
mencionar la forma directa, en cascada y en celosia.

2.8.1. Estructura en forma directa.

La funcién del sistema es una funcién racional y estd dada por la expresién (2.62)

N M
y(n) ==Y apy(n—k)+ Y _bea(n— k) (2.61)
k=1 k=0
La cual puede interpretarse como dos sistemas conectados en cascada

donde Hi(z) contiene los ceros de H(z) y H2(z) contiene los polos de H(z), es decir

M
Hy(z) =) bpz " (2.63)
k=0

1
IRE IS

La funcién Hj(z) es un sistema FIR. Existen dos formas directas de implementar un filtro IIR,
la forma directa I se muestra en la figura (2.17) y requiere de M + N + 1 multiplicaciones, M + N
sumas y M + N + 1 posiciones de memoria[4].

Hiy(2) (2.64)
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Figura 2.17: Realizacién de la forma directa 1.

La ecuacion en diferencias del filtro de sélo polos es

N
w(n) ==Y apw(n — k) + z(n) (2.65)
k=1

y ya que w(n) es la entrada al sistema de sélo ceros, su sailda es

M
y(n) = bpw(n— k) (2.66)
k=0

Se puede observar en (2.65) y (2.66) que se usan versiones retardadas de w(n), por lo tanto
solo se necesita una linea de retardo o un tnico conjunto de posiciones de memoria para almacenar

los valores pasados de w(n) [4]. La estructura que implica a (2.65) y (2.66) es la forma directa II,
mostrada en la figura (2.18).
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Figura 2.18: Realizacién de la forma directa IT (N=M).

La forma directa II requiere de M + N + 1 multiplicaciones, M + N sumas y un maximo de
M, N posiciones de memoria.
2.8.2. Estructura en cascada.

Considerando un filtro IIR cuya funcién de transferencia es de la forma

M _

H(z)= Zk:o bz -
N —k

14> akz

Se puede suponer, sin perder generalidad, que N > M. El sistema se puede factorizar, es decir,
descomponerse en factores de una conexién en cascada de la siguiente manera

(2.67)

K
H(z) =[] Hi(2) (2.68)
k=1
donde K es la parte entera de (N + 1)/2. Hi(z) tiene la forma general

_ bro + b1z~ + bpoz 2
1+ arp12~ 1 + agoz2

Hi(2) (2.69)

De la misma manera que en los sistemas FIR, el parametro by se puede distribuir en las K
secciones del filtro de manera que se cumpla by = biobag . . . bro[4][6]. Los coeficientes ay, y by, de los
subsistemas de segundo orden son reales. Esto significa que al establecer a los subsistemas de segundo
orden de la ecuacién (2.69), se tendra que emparejar polos y ceros complejos conjugados. Aunque
el agrupamiento puede realizarse de manera arbitraria. Si N > M, algunos de los subsistemas de
segundo orden tendran coeficientes del numerador iguales a cero, es decir, bgs = 0 0 b1 = 0 0 ambos
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iguales a cero para algin valor de k. Ademds, si N es impar, en uno de los subsistemas, por ejemplo
Hy(z), se cumplird que ags = 0, de modo que el subsistema serd un subsistema de primer orden.
Cada uno de los subsistemas de segundo orden, cuya funcién del sistema tiene la forma (2.69) puede
implementarse segin la forma directa I o la forma directa II. La forma general de la estructura en
cascada se muestra en la figura (2.19).

Figura 2.19: Estructura en cascada de los sistemas de segundo orden y una realizacién de cada
seccion de segundo orden.

Si se usa la estructura en la forma directa II de la figura (2.18) para cada uno de los subsistemas,
el algoritmo de cdlculo para implementar el sistema IIR con la funcién del sistema H(z) se describe
mediante el siguiente conjunto de ecuaciones:

yo(n) = z(n) (2.70)
wi(n) = —agwp(n — 1) — appwy(n — 2) + ye_1(n), k=12,... K (2.71)
yr(n) = browp(n) + brrwp(n — 1) + bpwi(n —2), k=1.2,... K (2.72)
y(n) = yx(n) (2.73)
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2.8.3. Estructura en celosia.

La ecuacion en diferencias para un sistema IIR es

Z an(k — k) + x(n) (2.74)

Intercambiando de lugar la entrada y la salida se obtiene

N
z(n) ==Y an(k)z(n— k) +y(n) (2.75)
k=1
equivalentemente
N
y(n) =x(n) + Y ay(k)z(n — k) (2.76)
k=1

La ecuacién (2.76) describe a un sistema FIR que tiene la funcién del sistema H(z) = An(2),
mientras que el sistema descrito por la ecuacién (2.75) representa a un sistema IIR cuya funcién de
sistema es H(z) = 1/An(z)[4]. Puede obtenerse un sistema a partir del otro simplemente intercam-
biando los papeles de la salida y la entrada. Basandose en esta observacién, se utilizara el sistema
FIR en celosia descrito anteriormente para obtener la estructura en celosia para un sistema IIR de
solo polos, intercambiando los papeles de la entrada y la salida. Basandose en el filtro de la figura
(2.16) y redefiniendo la entrada como

2(n) = fn(n) (2.77)

y(n) = fo(n) (2.78)

Estds definiciones son opuestas al filtro de solo ceros e imponen que los valores f,,(n) se calculen
en orden descendente, es decir (fx(n), fN—1,...). Este cdlculo puede llevarse a cabo reordenando la
ecuacién recursiva dada en (2.77) y expresando a continuacién fp,—1(n) en funcién de f,, es decir

fm—-1(n) = fin(n) — Kipngm-1(n—1), m=N,N—1,...,1 (2.79)

La ecuacién (2.78) para g,,(n) no varia.
Efectuando estos cambios, las ecuaciones que se obtienen como resultado son las siguientes

fn(n) =z(n) (2.80)

fm-1(n) = fm(n) = Kpngm-1(n—1), m=N,N—1,...,1 (2.81)
gm(n) = Ko fm1(n) + gm1(n—1), m=N,N—1,...,1 (2.82)
y(n) = fo(n) = go(n) (2.83)

que corresponde con la estructura mostrada en la figura (2.20) [4].
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Figura 2.20: Estructura en celosia para un sistema IIR de sélo polos.
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Capitulo 3

Sistemas multitasa.

3.1. Sobremuestreo y submuestreo de una senal.

Los sistemas multitasa son sistemas en los que las muestras de una senal son manipuladas a
diferentes tasas de muestreo, ya sean mas altas o mas bajas mediante procesos llamados interpolacion
y decimacion.

3.1.1. Submuestreo o decimacion.

La decimacién (o submuestreo) es el proceso de reducir la tasa de muestreo de una senal por un
factor M, donde M es un nimero entero. Es decir, se toma en cuenta el M-ésimo valor de la senal.
El proceso de decimacion se lleva a cabo pasando una senal z[n| a través de un filtro anti-aliasing
(tipicamente paso bajas) hln| y después se submuestrea la senal resultante. La relacién entre la
senal resultante y la sefial original estd dada por la expresién (3.1) [4][7].

y[n] = 2'[Mn] = z[Mn] (3.1)

Y la operacién de submuestreo estd dada por la expresién (3.2).

(3.2)

0 Cualquier otro caso

{0 s

La senal intermedia 2/[n] operando a la misma tasa de muestreo que x[n| puede ser expresada
como el producto de z[n] y una funcién de muestreo i[n] (tren de impulsos periddicos).

2'[n] = i[n)x[n] (3.3)
= [ Z 5[n—rM]] z[n| (3.4)

Se puede expandir a i[n] en series de Fourier.
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Capitulo 3.

Sistemas multitasa.

De esta manera:
M—

Ex eJM
k=0

Aplicando la transformada Z a la expresién anterior se obtiene:

;z{w ()

X(ze % )

k=0

H

E\H

E\H

2w
Usando W = e 721

M-

)_l

1
X sz

k=0

En el circulo unitario z = €% la respuesta en frecuencia es

_2mk)
ej“’ = E Xe]w M

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

La expresion (3.10) muestra que la transformada de Fourier en el tiempo discreto es la suma de
M réplicas de la respuesta en frecuencia original espaciada ZM“ Luego se modifica el eje del tiempo

con k =nM.
Y(z)= > a'[Mn]
= > k)
k=—0o0
Y(2) = X/(7)
o bien

Y () = X' ()

Usando la ecuacion (3.9) la transformada del submuestreador M es:

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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1 M=

[y

Y(x)=3: > X (2 W) (3.15)
k=0
o bien
( ]. Z\JZ_]- (j(w—Q‘nk) )
Y(2)=— X\ ) (3.16
M k=0

Asi, la compresién en el tiempo es acompanada por un estiramiento en la frecuencia. Por lo
tanto, el intervalo de 0 a w/M ahora cubre la banda de 0 a 7. Esto se puede apreciar mejor en la
figura (3.1).

Figura 3.1: Efectos de la decimacién en los dominos del tiempo y la frecuencia.

El proceso de descartar muestras puede llevar a la pérdida de informacién. En el dominio de
la frecuencia este es el efecto de aliasing y para evitarlo se debe reducir por un factor de +; al
ancho de banda de la senal original antes del submuestreo por un factor M. Esto se logra con el
filtro antialiasing h[n|[4][7]. En la figura (3.2) se muestra el diagrama de bloques de la operacién de
submuestreo.

Figura 3.2: Esquema del bloque de submuestreo de la sefial. f,,, es la frecuencia de muestreo, ho(n) es el
filtro antialiasing, M | es el bloque de submuestreo y DP es un procesador digital.
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3.1.2. Sobremuestreo.

El sobremuestreo es el proceso de incrementar la frecuencia de muestreo por un factor L. Este
proceso se logra mediante la combinacién de un interpolador (o sobremuestreador) y un filtro paso
bajas. El interpolador se define como

(3.17)

0 en otro caso

yln] = { v (%) n=0+L +2L,..

El interpolador inserta (L — 1) ceros entre dos muestras consecutivas y reindexa la escala de
tiempo. La tasa de muestreo se incrementa por un factor de L. El interpolador provoca dos efectos
en la senial: 1) el estiramiento en el tiempo provoca compresion en la frecuencia, 2) el agregar ceros
entre muestras general senales o imdgenes de alta frecuencia [7]. Estos efectos se pueden demostrar
en el dominio de la frecuencia mediante las siguientes expresiones:

Y()= 3 ylz= Y x(%zf”) = 3 k) (3.18)
— = k—

o bien

Y(2) = X(21), Y (e¥) = X (/1) (3.19)

En la figura(3.3) se muestra la compresién en frecuencia y la generacién de imagenes de alta
frecuencia para L = 4. El eje de frecuencias de 0 a 27 cambié de escala a 0 a 2% y se repite
periédicamente.

Figura 3.3: Efecto del sobremuestreo en los dominios del tiempo y la frecuencia.

El propdsito del filtro paso bajas es el de eliminar las imagenes de alta frecuencia. El bloque de
interpolacién de la sefial z[n] se muestra en la figura (3.4)[4][7].
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Figura 3.4: Esquema del bloque de sobremuestreo de la sefial.

En el dominio del tiempo, el interpolador y el decimador estan dados por

v(n) = g(n— Lk)z(k) (3.20)
k

y(n) = h(Mn — k)u(k) (3.21)
k

Para ilustrar como trabajan en conjunto las operaciones de submuestreo y sobremuestreo se
utilizard como ejemplo una sefal 2 z(n) = 0.9 cos(27 fyn) mostrada en la figura (3.5) con una fre-
cuencia de muestreo de f,, = 1[kH z], frecuencia de la sefial fo = 50[Hz| y periodo Ty = 20[ms]. La
senal tiene 100 muestras y su espectro se muestra en la figura (3.6).

Figura 3.5: Senial de 100 muestras z(t) = 0.9 cos(27 fyt).
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Figura 3.6: Espectro de la sefial de 100 muestras x(t) = 0.9 cos(27 fot).

Se compararan los espectros de la senal anterior al ser decimada y al hacer cero el valor de las
muestras impares. En la figura (3.7) se muestra la senal con los valores de las muestras impares
igualados a cero, esto significa que en total siguen habiendo 100 muestras de la senial. En la figura
(3.8) se muestra el espectro de esta nueva senal y se puede observar que se parece en forma al espec-
tro de la senal original, solo que ahora tiene dos periodos y una amplitud menor. En la figura (3.10)
se muestra el espectro de la senal habiendo eliminado cada muestra impar, dando como resultado
la senal con tan solo 50 muestras de la figura (3.9) . El espectro de esta senal es parecido en forma
al espectro de la senal original, tanto en el niimero de periodos como en la amplitud de los 16bulos
mayores, sin embargo el nimero de los 16bulos secundarios es menor en la senal de 50 muestras
mientras el ancho de estos es mayor.

Figura 3.7: Sefial de 100 muestras con valores impares igualados a cero.
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Figura 3.8: Espectro de la sefial de 100 muestras con valores impares igualados a cero.

Figura 3.9: Senal z(t) = 0.9 cos(27 fot) de 50 muestras.

Si los bloques de submuestreo y sobremuestreo se conectan en cascada es posible incrementar o
decrementar la frecuencia de muestreo en relacién de un nimero racional L/M. En la figura (3.11)
se presenta esta operacién. Los nimeros M y L deben ser niimeros enteros y por eso es necesario
buscar su maximo comun divisor.
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Figura 3.10: Espectro de la senal x(t) = 0.9 cos(27 fyt) de 50 muestras.

Figura 3.11: Las operaciones de submuestreo y sobremuestreo en cascada.

3.2. Bancos de Filtros Digitales.

Un banco de filtros digitales es un conjunto de filtros paso-banda ya sea con una entrada en
comun o con una salida producto de una suma[7][17]. La figura (3.12) muestra un banco de filtros
de analisis de M bandas.

Figura 3.12: Banco de filtros de andlisis de M bandas.

En los bancos de filtros de andlisis, a los subfiltros Hy(z) se les conoce como filtros de analisis.
A los bancos de filtros de anélisis se les emplea para descomponer una sefial z[n| en un conjunto
de seniales de subbanda vg[n] con cada senal de subbanda ocupando una porcion de la banda de
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frecuencias de la senal original. En la figura (3.13) se muestra un banco de filtros de sintesis de L
bandas. Este banco de filtros realiza la operacion dual del banco de filtros de analisis.

Figura 3.13: Banco de filtros de sintesis de L bandas.

A los subfiltros Fi(z) en los bancos de filtros de sintesis se les conoce como filtros de sinte-
sis, los cuales son empleados para combinar un conjunto de senales subbanda vg[n| (tipicamente
perteneciendo a bandas de frecuencias contiguas) en una senal y[n] como salida. A continuacién
se muestra una técnica simple para disefiar una clase de bancos de filtros de bandas de paso con
anchos iguales.

Sea Hy(z) que representa un filtro digital paso bajas causal con una respuesta real al impulso
ho[n]. Sin pérdida de generalidad, se asume que el filtro Hy(z) es un filtro IIR. Se asume también
que Hy(z) tiene el borde de la banda de paso w, y el borde de la banda de supresiéon w, alrededor
de w/M, donde M es un entero como se indica en la figura (3.14).

Figura 3.14: Respuesta en frecuencia del filtro Hp.
Ahora, considerando que la funcién de transferencia Hp(z) cuya respuesta al impulso hg[n]
estd dada por

j2mkn

hi[n] = ho[nle M = ho[n]Wy,™, 0 <k <M —1
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donde:

—j27
Wy =e ™

y asi:

Hy(z) = Z hgn)z"

n=—oo

Hy(2) = i ho[n] (zwﬁw)_n, 0<k<M-1

n=-—o00
Hip(z) = Hy(zWE),0<k<M—-1
La correspondiente respuesta en frecuencia estd dada por:
Hy(e*) = Hy (ej(w—%’“)) 0<k<M-—1

Asi, la respuesta en frecuencia de Hy(z) es obtenida mediante el cambio de la respuesta de Hy(z)
por una cantidad 27k/M. En la figura (3.15) se muestran las respuestas de Hi(z), Ha(2), ... Hg(2).

Figura 3.15: Respuestas en frecuencia de Hi(z), Ha(2), ... Hi(2).

Nota: Las respuestas al impulso hg[n] son, en general complejas y de aqui ‘Hk(ejw)| no nece-
sariamente tiene simetria respecto a w = 0.

Las respuestas mostradas en la figura (3.15) pueden ser vistas como una versién uniformemente
desplazada de la respuesta del prototipo bésico de filtro Hy(z).

Los M filtros definidos por:
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Hk(z):Ho(zW]’\‘j[>,0§k§M—1

podrian ser utilizados como filtros de andlisis en el banco de filtros de analisis o como filtros de
sintesis en el banco de filtros de sintesis. Ya que la magnitud de las respuestas de todos los filtros
M son la version uniformemente desplazada del prototipo de filtro, el banco de filtros obtenido es
llamado banco de filtros uniforme.

3.3. Implementacién polifasica.

Sea la funcién de transferencia prototipo paso bajas representado en su forma polifasica de
M-bandas como:

M-1
= Z 2B (M
=0

donde Ej es el [-ésimo componente polifasico de Hy(z):

o0

z) = Z ei[n]z""
n=0

:Zho[l—i—nM]z*", 0<i<M-1
n=0

Sustituyendo z con ZWJ’f/[ en la expresién de Hy(z) se obtiene la descomposicién polifdsica M-
bandas de Hy(z):

M-1
Hy(z) = Z Z_ZWA}ME; (ZMW]]\}M)
=0

M-—1
=Y ZWHME (M), 0<k<M -1 (3.22)
=0

En la expresion (3.22) se ha usado la identidad WM = 1. La expresién (3.22) se puede escribir
como matriz:

-2
Hi(z)= | 1 Wil w2t wt o oy MR 22 By (M)

0<k<M-1

Ahora para M ecuaciones de H}, se tiene:
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[ Ho(z) ] 1 1 1 1 1 Eo(2M) T
-1 -2 —(M—1) 1
Hy(2) 1 Wy Wy, o Wy, 2 1B (2M)
Hy(z) | = |1 w2 wit L wy, MY 22Fy(2M)
[ Hua(z) | |1 w20y 07| e By (M)

[ Ho(Z) i [ E()(ZM) i
Hy(2) 2 E (M)
Hy(2) | = MD™! 22 Ey(2M)

| Hua(2) | DRy (M)

11 1 1 1
1 W w2 wiry
D=|1 W% Wi Wi
IR 1 Vi S AU 1 i

Ahora E;(2™) se puede expresar de la siguiente manera:

Eo(ZM) H()(Z)
2 B (M) Hy(2)
z*2E2(zM) _ %D Hy(z)

| MEDEy (M) ] Hyr—1(2)
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En la figura (3.16) se muestra una implementacién eficiente del banco de filtros de anédlisis
uniforme de M-bandas, mejor conocido como el banco de filtros de andlisis uniforme DFT.

Figura 3.16: Banco de filtros de andlisis uniforme DFT.

La complejidad computacional de un banco de filtros uniforme DFT de M-bandas es mucho
menor que la implementacién directa como se muestra en la figura (3.17)[7][4][8].

Figura 3.17: Implementacién directa de un banco de filtros de andlisis uniforme de M-bandas.

Por ejemplo, un banco de filtros de andlisis uniforme DFT de M-bandas basado en un filtro
prototipo paso bajas de N grado requiere un total de %loggM + N multiplicadores. Por otro lado,
la implementacion directa requiere N M multiplicadores.

Siguiendo un desarrollo similar, podemos derivar la estructura de un banco de filtros de sintesis
uniforme DFT como se muestra en las figuras (3.18) y (3.19).
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3.3. Implementacion polifdsica. Capitulo 3. Sistemas multitasa.

Figura 3.18: Tipo 1: Banco de filtros de sintesis uniforme DFT.

Figura 3.19: Tipo 2: Banco de filtros de sintesis uniforme DFT.
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3.3. Implementacion polifdsica. Capitulo 3. Sistemas multitasa.

Bl Ejemplo 3 Se disenard un filtro FIR de fase lineal de longitud 23 de 4 bandas cuyas compo-
nentes polifdsicas estdn dadas por:

Eo(2) = 0.0016369—0.01121888214-0.063114872~2+0.2208852 2 —0.02725552~440.00382692 >
E1(z) = 0.0031396 —0.02517492 71 +0.147533272 4+ 0.14753292 73 — 0.02517492 =4 +0.00313962 >
E5(z) = 0.003827 — 0.02725552 1 + 0.2208852 72 4 0.631149273 — 0.01121892~% + 0.0016372 >
0.25272

Los cuatro filtros del banco de filtros DF'T uniforme de 4 canales estdn dados por:

Hy(z) 1 1 1 1 Eo(z%)
Hi(z) | _ |1 j =1 —j ||z Bz
Ho(z) | |1 -1 1 -1 272 Ey(2%)
Hs(z) 1 —j -1 3 23 E3(2Y)

La grdfica de las ganancias de las respuestas de los 4 filtros de andlisis se muestran en la figura
(3.20).

Figura 3.20: Grafica de las ganancias de las respuestas de los 4 filtros.
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Capitulo 4

Aplicacion de la matriz de Pascal
a la transformacion Z bilineal.

En el diseno de filtros digitales se ha hecho mucha investigacién con el fin de simplificar el célcu-
lo de éstos. Para realizar la conversion de una funcién de transferencia de un filtro en el dominio
del tiempo continuo H(s) al dominio del tiempo discreto H(z) se utilizan las filas de la Matriz de
Pascal, ya que se ha comprobado que esta matriz es muy util para realizar los cdlculos de manera
simplificada, pues no requiere del cdlculo del determinante del sistema para realizar la operacién
inversa, es decir, no se requiere del calculo del determinante del sistema para calcular la funcién de
transferencia en el dominio del tiempo continuo H(s) a partir de la funcién de transferencia en el
dominio del tiempo discreto H(z)[15]. Aqui se mostrard un método para el disefio de un filtro paso
banda discreto mediante el conocimiento de la funcién de transferencia H(s) de un filtro andlogo.

El circuito de un filtro en el tiempo continuo estd completamente descrito por la funcién de
transferencia

. A0+A18—|—A282+"'+An$n
N BO+B1$+B2$2+"'+BnSn
donde A y B son los vectores que representan el numerador y el denominador respectivamente y
pueden representarse de la siguiente manera:

H(s) (4.1)

A= (Ag, A1, Ag, ..., Ayp)
B = (By,B1,Bs,...,B,)
donde A; y B; representan a los coeficientes reales.

La transformacion z es usada en el dominio del tiempo discreto para permitir la caracterizacién
de filtros digitales mediante la funcién de transferencia

ap+arz7t +agz 4+ +apz "
(s) — 4.9
=) bo+biz7l+bez™2 4+ -+ bz (42)

con coeficientes reales a; y b;.
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Capitulo 4. Aplicacién de la matriz de Pascal
4.1. Transformacién paso bajas a paso banda. a la transformacion Z bilineal.

El problema de la conversién de la funcién de transferencia en tiempo continuo H(s) a su versién
en tiempo discreto H(z) se aborda en este trabajo considerando la conversién paso bajas a paso
banda, paso bajas a rechaza banda, paso bajas a paso bajas y paso bajas a paso altas.

4.1. Transformacion paso bajas a paso banda.

En esta seccién se muestra la metodologia para obtener la funcién de transferencia en tiempo
discreto H(z)pp a partir de la ecuacion (4.1), que estd en tiempo continuo, mediante la transfor-
macién s — z[16].

Un filtro paso banda puede ser visto como una superposicién de un filtro paso bajas y un filtro
paso altas. Por lo tanto la transformacion s — z tiene la forma

s:m(z_1+k‘z+1> (4.3)

Cz—l—l z—1

en donde los valores de las constantes ¢, k y m estan dados por las expresiones

m(fimf-1)
¢ = cot <7Tff1> , k= tan <W;1) , m= (:Otifs (4.4)

S S C+k

En las expresiones (4.4), fs representa la frecuencia de muestreo, f_1 es la frecuencia de corte
inferior y f1 es la frecuencia de corte superior del filtro paso banda. Para obtener los coeficientes a;
y b; (i=0,1,...,2n) se necesita conocer los coeficientes de los vectores A y B de la expresién (4.1)
respectivamente. Para esto primero se debe sustituir (4.3) en (4.1) y luego comparar el numerador y
denominador de la funcién de transferencia resultante con los correspondientes de la expresion (4.2).

Por ejemplo, si se escoge n = 3 en (4.1), debido a la transformacién paso bajas a paso banda, la
funcién de transferencia H(z)pp es de orden n = 6.

_ Ag+ Ais+ Ags? + Ags3

H(s) = 4.5
(5) By + B1s + Bgs? + Ass? (4.5)
Sustituyendo la ecuacién (4.4) en (4.5) se obtiene
H(z) = %0t a1z +az? +azgz? 4 -+ apz " (4.6)
bo+b1z7t +boz 2+ b3z 34 - + bz O
que es de orden n = 6 como se mencioné anteriormente.
Para obtener los valores de los coeficientes a; y b;(i = 0,1.2....,6) de los vectores a y b se hace

la comparacién con los coeficientes de los vectores A y B respectivamente [15]. Si se sustituye (4.4)
en (4.5) se obtienen las siguientes ecuaciones:

ap = Ask3m3 + Ask®m? + Ajkm + Ao + Arem + Asc®m? + Ased3m3 + 3Ask%em® + 2Askem? +
3Askc*m?

a; = —6A3k3m> — 4A5k*>m? — 2A1km + 2A1cm + 4A22m? + 6 As3m3 — 6Ask?em® + 6 Askc®m?®
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Capitulo 4. Aplicacién de la matriz de Pascal
4.1. Transformacién paso bajas a paso banda. a la transformacion Z bilineal.

as — 15A3k3m3 + 5A2k2m2 - Alkm - 3A0 - Alcm + 5A202m2 + 15A363m3 - 3A3k20m3 -
6Askc?m® — 3Askc?m3

az = —20Ask3m> + 4A1km — 4A1em + 20A433m? + 1243k%em?® — 12A3kc2m?

as = 15A3k3m3 — 5Ask?>m? — A1km + 340 — Aiem — 5A5¢2m? 4+ 15A3¢3m3 — 3A3k%2em? +
6Askc®m3 — 3Askc®m3

as = —6A3k3m?® +445k*m? — 241 km + 2A1em — 445¢*m? 4+ 6 Ase3m® — 6 Ask?em?® + 6 Askc?m?

ag = Azk3m3 — Ask®>m? + Ajkm — Ag + Arem — Asc®m? + Ased3m® + 3Azk%em® — 2Askem? +
3A3kc2m3

Las ecuaciones anteriores se pueden escribir en forma de matriz como sigue:

a=P-A b=P-B (4.7)

b=P-B (4.8)
donde

T
a = |ag, a1, a2, a3, a4, as, ag|

El producto P - A puede ser expresado como:

Ascd3m3
2,2
101 1 1 1 1 1]1 1 17 Ajccnml
6 -4 -2 0 2 4 6|-2 2 114
i B 5 -1 -3 -1 5 15|-1 -3 -1 Alk?m
P-A=|-20 0 4 0 -4 0 204 0 -4 Aok (4.9)
5 -5 -1 3 -1 -5 15|-1 3 -1 Aokim?
6 4 -2 0 2 -4 6|-2 0 2 W
1 -1 1 -1 1 -1 1|1 -1 1 | > Al
| 343Kk%em? |

En la expresién (4.9) se puede ver que las columnas 3 a 5 de la matriz P son iguales a las columnas
8 a 10 de la misma matriz, por lo que la expresién anterior puede reescribirse de la siguiente manera:

1 1 1 1 1 1 17 [ Ascm3 ]
-6 —4 -2 0 2 4 6 Aoc®m?
15 5 -1 -3 -1 5 15 Aiem
P-A=|-20 0 4 0 -4 0 20 |- A (4.10)
15 -5 -1 3 -1 =5 15 Akm
-6 4 -2 0 2 -4 6 Agk?m?
1 -1 1 -1 1 =1 1 ] | Ask>m3 |
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4.1. Transformacién paso bajas a paso banda.

Capitulo 4. Aplicacién de la matriz de Pascal
a la transformacion Z bilineal.

Donde P es la matriz cuadrada de Pascal para la transformacién de paso bajas a paso banda, la
cual es la misma que la transformacién paso bajas a paso altas. El vector A es calculado mediante
la ecuacién (4.12). El vector B es obtenido de forma similar.

donde A es un vector.

Por ejemplo, para n = 3 se tiene:

La ecuacién matricial (4.9) puede ser

Ag =

Aiem + 3Aske*m3 0

A [+

0

0

0
Ascdm
Asc®m

3
2

Ao + 2A45kem?

Arkm + 3Ask*em? 0

A2 k:2m2
A3k3m3
0

Ayctm? }
Ascdm
Agc®m? + AgkcAm*
Aiem + 3A43ke®m3
Ag + 2Askem? + 6 A4k%cPm?
Akm + 3Ask*cm?
Ask?m?® + 4AskPem?
A3k3m3
Agkim?*

dividida en las matrices P, P1 y en los vectores Q y Q1.

111
-6 —4 —2
15 5 -1
-20 0 4
15 -5 —1
-6 4 -2

1 -1 1

N+1\ ,N+1, ,N+1 ]
Anp (Fg )N mAN T

0
Anit (Ni‘rl EeNmN+1
0

0

N+1\.N+1, N+1
AN+t (N+1)k m

) [ Agc*m?
0
AgkcAm?

+ | 6A44k22m*
4A, k3 em*

0
A4 k4m4

3

1 1 1 1
0 2 4 6
-3 -1 5 15
0 —4 0 20
3 -1 -5 15
0 2 —4 6
-1 1 -1 1 |

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)




Capitulo 4. Aplicacién de la matriz de Pascal

4.1. Transformacién paso bajas a paso banda. a la transformacion Z bilineal.
1 1 1 C A T
2 02 Asc?m?
-1 -3 -1 j . 3Azkc*m?
Pl=| 4 0 —-4|Q= ! Ql=| 2Askem?
Agk m
-2 0 2 Ak
1 -1 1 | . :
La matriz P es una matriz de Pascal que puede ser obtenida del tridangulo de Pascal.
1 no
1 1 ni
1 2N\, 1 no
1 3 /‘ 3 1 ns
1 4 6 4 1 ny
1 5 10 10 5 1 ns

1 - 6 — 15 — 20 - 15 —- 6 — 1 ng

En la primera fila de la matriz de Pascal P, los elementos P;; deben ser 1. Podemos calcular
mediante la ecuacién (4.15) los elementos de la primera columna P;,41. Del clésico tridngulo de
Pascal podemos observar que los coeficientes de la base ng crean la primera columna en la matriz
de Pascal con la excepcion de las filas pares, las cuales tienen constantes negativas. Los coeficientes
de la matriz Q1 también pueden ser obtenidos del tridngulo de Pascal para las lineas no y ns.

n!
(n—i+ 1)z —1)!
1=1,2,...,n+1

Pins1 = (~1)! (4.15)

Los elementos restantes P; ; de la matriz de Pascal pueden ser calculados usando la ecuacién
(4.16).
Pj=P 1;+P-1-1+PF ;1 (4.16)
1=2,3,....,n,n+1
j=23,...,ny,n+1

El vector Q es simétrico y para una n arbitraria tiene la forma:
Q = [Apc™m™, ..., Asc®m?, Ajem, Ag, Arkm, Ask®>m?2, ... A k" m™|T

Para n = 10 el vector Q1 contiene los coeficientes del tridngulo de Pascal lineas ns, ng, ng y ns.
Por ejemplo, el vector Q1 para n = 10 tiene la forma:

1 no

1 1 ni

1 2\, 1 ng

1 3 3\, 1 n3

1 4 /6 4N\ 1 n4

1 5 N 10 10 « 5 1 ns
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Capitulo 4. Aplicacién de la matriz de Pascal
4.2. Transformacion paso bajas a rechaza banda. a la transformacion Z bilineal.

Q1= [5A5kc4m5,4A4k:c3m4, 3Askc®m3, 2Askem?, 3Ask2em®, 4 A4 k3 m*, 5Ask*em®, 10Ask3c2m’, 6 Auk*cm?
(4.17)
Las flechas que van desde el nimero 5 de la fila n5 de la extrema izquierda hasta el namero 10
de la fila n5 de la extrema derecha indican el orden de aparicién de los coeficientes de la expresién

(4.17).

4.2. Transformacion paso bajas a rechaza banda.

Para transformar una funcion de transferencia paso bajas a rechaza banda tenemos que usar la
transformacion bilineal (4.18).

1
z—1 z+1
m (Cz—i—l + kz—l)
Mediante el cambio A; = A,,_1 en el vector A se obtiene la ecuacién matricial para la transfor-
macién paso bajas a rechaza banda [15].

(4.18)

S =

M1 1 1 -1 1 1 177 Apcdm3 i
-6 -4 -2 0 2 4 AiPm?
5 5 -1 -3 -1 5 15 Asem + 3402 km3
a=|-20 0 4 0 —4 0 20 |- As + 2A1 kem?
5 -5 -1 3 -1 -5 15 Askm + 3Aok?*cm?
-6 4 -2 0 2 -4 6 A1k*>m?
| 1 -1 1 -1 1 -1 1 | [ Agk3m3

4.3. Transformacion paso bajas a paso bajas.

Para filtros paso bajas, la funcién de transferencia digital H(z) puede ser obtenida de la expresién
(4.1) usando la transformacién bilineal s-z [16]:

z—1
c
z+1

c = cot <7Tfil)

y las constantes fi y fs representan la region pasa bajas y la frecuencia de muestreo respecti-
vamente. De la funcién de transferencia (4.2), definimos los vectores a y b cuyos elementos son los
coeficientes del numerador y denominador respectivamente.

(4.19)

donde

a = (ag,ai,ag,...,an) (4.20)
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Capitulo 4. Aplicacién de la matriz de Pascal
4.3. Transformacion paso bajas a paso bajas. a la transformacion Z bilineal.

b= (bo, b1, bss ..., bn) (4.21)

Para expresar los vectores @ y b en términos de los vectores A y B respectivamente, donde A
es el vector del numerador de la funcién de transferencia (4.1) y B el vector del denominador de la
misma expresion, reemplazamos la variable s en (4.1) por la expresién (4.19) y entonces hacemos
la comparacién entre los numeradores y denominadores de la funcion de transferencia resultante
en z, podemos identificar los coeficientes mediante igualacion de los coeficientes de las potencias en z.

Asi, para n = 2 y m = 2 obtenemos las siguientes expresiones[15]:

H(z) _ap+ alzfl + agz*2

B by + b1z~ 1 + byz2

o AO =+ Alc =+ A262 + Z71(2A0 — 2A202) =+ 272<A0 — Alc + AQCQ)
N By + Bic+ BQC2 + 2_1(2B0 — 23262) + 2_2(30 — Bic+ B202)

Del numerador se pueden identificar facilmente los coeficientes a;, i = 0,1,2 y se pueden ree-
scribir en una ecuacion matricial

H(z) (4.22)

ap 1 1 1 Ay
al = 2 0 —2 X Alc (4.23)
as 1 -1 1 Asc?

De manera similar, se puede obtener una ecuaciéon matricial para los coeficientes b;,i = 0,1, 2
del vector denominador b. Usando una representaciéon méas compacta, ambas ecuaciones se pueden
escribir como sigue:

a= Pl'p x A (4.24)
a=Pl'px B (4.25)

donde p}jp es la matriz de Pascal paso bajas y los vectores A’ y B’ estdn representados por
/_1/ = (Ao, Alc, AQCQ, ce ,Amcm) (426)

B’ = (By, Bic, Boc?, . .., Bppc™) (4.27)

Para este caso, el tridngulo de Pascal para calcular ng queda definido como sigue:

1 n=>0

1 1 n=1

1 2 1 n=2

1 3 3 1 n=23
1 4 6 4 1 n=4

1 5 10 10 5 1 n=5

Hay que observar que los coeficientes de base n = 2 crean la ultima columna de la matriz de
Pascal paso bajas de la expresion (4.34) con la excepcién de los elementos en las filas pares, los
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4.4. Transformacion paso bajas a paso altas. a la transformacion Z bilineal.

cuales tienen valores negativos [15][16]. Hemos concluido que la matriz de Pascal paso bajas se
puede formar tomando en cuenta las siguientes reglas:

En la primera fila de la matriz de Pascal todos los elementos deben ser 1. Los elementos de la
iltima columna pueden ser calculados usando:

n!

(n—i—1)(i—1)

Piipy1 = (1)1 (4.28)

dondet=1,2,...,n+1
Los elementos restantes P; ; de la matriz de Pascal paso bajas se pueden determinar usando la
siguiente ecuacién:

Pij=P 1+ Pi1j+1+ Pijt (4.29)

donde i =2,3,4,....n,n+1yj=nn—1n—2,...,2,1
Sin pérdida de generalidad, usando las letras del abecedario en el orden mostrado abajo, podemos
identificar los elementos de la matriz de Pascal paso bajas para n = 4:

a=1 b=1 ¢c=1 d=1 e=1
J i h g f=-4
? ? ? ? k=6 (4.30)
? ? ? ? l=—-4
? ? ? ? p=1

donde los elementos denotados g,h,i v 7 pueden ser obtenidos usando las siguientes ecuaciones:

g=d+e+f=-2h=c+d+g=0
i=b+c+h=2j=a+b+i=4

Entonces, la matriz de Pascal paso bajas para el caso particular de n = 4 esta dada por:

11 1 1 1
4 2 0 -2 —4

Plo=|6 0 -2 0 6 (4.31)
4 =2 0 2 —4
1 -1 1 -1 1

4.4. Transformacion paso bajas a paso altas.

Para transformar la funciéon de transferencia paso bajas a la funcion de transferencia discreta
paso altas H(z), sustituimos la variable s por 1/s en (4.19) [16]. Asi

z+1
=k 4.32
s=k—— (4.32)
con
k = tan Fffc (4.33)
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donde f. representa la frecuencia de corte del filtro paso altas y fs es la frecuencia de muestreo[15][16].
Siguiendo el mismo proceso, sustituyendo (4.33) en (4.1) y comparando el numerador con (4.2) para
n =3 y m = 3 se obtiene:

ag + a12*1 + CL2Z72 + a3273 = Ag+ A1k + A2k2 + A3k3 + 271(—3140 — AlkA2k2 + 3A3k3) +
+ 2_2(3A0 — A1k — A2k2 + 3A3k‘3) +
+ 273(—140 + A1k — A2k2 + Agkg)

Nuevamente, igualando los coeficientes de las potencias de z, se obtiene la siguiente ecuacién
matricial:

ao 1 1 1 1 A
ap | [ -3 -1 1 3 Aic
as | 7| 3 =1 -1 3| 42 (4.34)
as -1 1 =11 Asc3

Esta ecuacién puede ser escrita en su forma compacta como sigue:
a=Pypx A" (4.35)

donde PEIP es una variante de la matriz de Pascal, la cual corresponde al filtro paso altas en
donde la primera fila es toda igual a 1, y los elementos de la primera columna pueden ser obtenidos
usando (4.28). Los elementos restantes P; j pueden ser determinados usando la siguiente expresion:

Pij=Pj1+ P11+ P
donde:=2,3,...,n+1yj53=2,3,...,n+ 1.

(4.36)

Se puede realizar un procedimiento similar para obtener el vector denominador b.

4.4.1. Transformacion Z-S.

Para transformar la funcién de transferencia H(z) (paso banda o rechaza banda) a H(s)(paso
bajas) es necesario cambiar los signos de las columnas pares de la matriz de Pascal P para la
transformacién paso bajas a paso altas, representada por la expresién (4.36) [15]. Para n = 8 la
matriz P tiene la forma

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 17
-8 6 -4 2 0 -2 4 -6 8
28 —14 4 2 —4 2 4 —14 28
-5 14 4 -6 0 6 —4 —14 56

P=| 7 0 -1 0 6 0 —-10 -0 70
—5 —-14 4 6 0 -6 -4 14 56
28 14 4 -2 —4 -2 4 14 28
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Los coeficientes Ay, A1, A2, A3 y Ay de la funcién de transferencia paso bajas H(s) puede ser
obtenida de los coeficientes de H(z) paso banda mediante la ecuacién matricial.

[ Ay ] i ao/ (c*m?) T
As a1/ (Am?)
Ay as/ (Csz) — dagkem?
Ay as/ (em) — 3azkem?2
Ag | = (P)7r | a4 — 2a0kem? — 6adk2Em?
Ay as/ (km) — 3azkem?
Ay ag/ (k:2m2) — 4askem?
As az/ (k3m3)
| Ay | i ag/ (k:4m4) i

Bl Ejemplo 4 Transformar la funcion de transferencia paso bajas H(s)pp a una funcién de trans-
ferencia paso banda H(z)pp especificada por f_1 = 1000Hz y f,, = 12000H z.

1
342524+ 2s5+1
Para transformar la funcion de transferencia paso bajas H(s)pp a una funcién de transferencia
discreta H(z)pp, primero se tienen que calcular los coeficientes k, ¢ y m.

H(s)Lp

7(3000—1000)

71000 73000 cot (712000 )
k=t = 0.2679, c= cot =1, m= = 1.13660
o (12000) P T (12000) o k+c

Sustituyendo los coeficientes k,c y m en la ecuacion (4.37) se obtienen los coeficientes del nu-
merador y el denominador de la funcion de transferencia Hpp(z). Para obtener los coeficientes del
numerador de Hpp(z) se debe sustituir en (4.37) Ao =1 y Ay = Ay = As = 0. Los coeficientes
del denominador de la funcion de transferencia Hpp(z) se obtienen si se sustituye en (4.38) los
coeficientes By =1, By =2,Bo =2 y Bg = 1.

! 1 1 1 1 1 177 Asc3m3 T
-6 -4 -2 0 2 4 6 Agc?m?
5 5 -1 -3 -1 5 15 Aiem 4 3432 km?
a=|-20 0 4 0 -4 0 20 |- Ay + 2Askem? (4.37)
5 -5 -1 3 -1 —5 15 Aikm + 3A3k%em?
-6 4 -2 0 2 -4 6 Ask2m?
| 1 -1 1 -1 1 -1 1 | [ Azk3m3
! 1 1 1 1 1 17T Bsed3m3 T
-6 —4 -2 4 6 Byc?m?
5 5 -1 -3 -1 5 15 Biem + 3Bsckm?
b=|-20 0 4 0 -4 0 20 |- By + 2Bokem? (4.38)
15 -5 -1 3 -1 -5 15 Bikm + 3Bsk?*cm?
-6 4 -2 0 2 -4 6 Byk*m?
1 -1 1 -1 1 -1 1| | B3k3m3
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Capitulo 4. Aplicacién de la matriz de Pascal

4.4. Transformacion paso bajas a paso altas. a la transformacion Z bilineal.

Bl Ejemplo 5 Para calcular un banco de filtros de 6 canales de cualesquiera especificaciones de-

seadas, se calcula la matriz de Pascal para n = 5.

1 n=>0

1 1 n=1

1 2 1 n=2

1 3 3 1 n=3

4 6 4 1 n=4

1 5 10 10 ) 1 n=5

A partir del a pirdmide anterior se calcula la matriz de Pascal Hg.

1 1 1 1 1 1
5 3 1 -1 -3 -5
0 2 -2 -2 2 10
Hs=11 2 2 2 2 _10 (4.39)
5 -3 1 1 -3 5
| 1 -1 1 -1 1 -1 |
De la matriz (4.39) se obtienen los coeficientes H de cada banco de filtros.
[ Hy | 1 1 1 1 1 1 77 1 7
H,y 5 3 1 -1 -3 -5 27t
Hy | |10 2 -2 -2 2 10 z72
Hy | |10 -2 -2 2 2 -10 273 (4.40)
Hy 5 -3 1 1 -3 5 4
' Hs] |1 -1 1 -1 1 -1 || 2z°]
Desarrollando la operacion de la expresion (4.40) se obtienen las siguientes ecuaciones:
Hy=142z1t422423 4274427
H =5+32"141z2—23 345275
Hy=10+22"1—2272 - 223 4+ 2274 41027° (4.41)
H3=10—-22"1—2272 4273 42,71 - 1027 '
Hy=5-3z"1422423-3214527
Hy=1—2"1422_-23 4,425
Al calcular la matriz inversa de Hg se obtiene la mairiz G.
[ 0.0313 0.0313 0.0313  0.0313  0.0313  0.0313
0.1563 0.0938  0.0313 —0.0313 —0.0938 —0.1563
a 0.3125 0.0625 —0.0625 —0.0625 0.0625 0.3125 (4.42)
67 1 03125 —0.0625 —0.0625 0.0625 0.0625 —0.3125 '
0.1563 —0.0938 0.0313  0.0313 —0.0938 0.1563
| 0.0313 —0.0313 0.0313 —0.0313 0.0313 —0.0313 |

Los coeficientes de los bancos de filtros G se obtienen de la matriz Gg.
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4.4. Transformacion paso bajas a paso altas.

Capitulo 4. Aplicacién de la matriz de Pascal
a la transformacion Z bilineal.

0.0313
0.1563
0.3125
0.3125
0.1563
0.0313

0.0313

0.0938

0.0625
—0.0625
—0.0938
—0.0313

0.0313
0.0313
—0.0625
—0.0625
0.0313
0.0313

0.0313
—0.0313
—0.0625

0.0625

0.0313
—0.0313

0.0313
—0.0938
0.0625
0.0625
—0.0938
0.0313

0.0313
—0.1563

0.3125
—0.3125

0.1563

—0.0313 |

(4.43)

Al desarrollar la operacién matricial anterior, se obtienen las siguientes ecuaciones para los
bancos de filtros G.

Go = 0.0313 + 0.15632~! +0.3125272 + 0.3125273 + 0.15632~% + 0.031327°
G1 = 0.0313 + 0.09382"1 + 0.0625272 — 0.06252 2 — 0.0938z~* — 0.03132~°
G = 0.0313 + 0.03132~1 — 0.0625272 — 0.06252"3 + 0.03132~% + 0.03132°
G5 = 0.0313 — 0.031327! — 0.0625272 + 0.06252 72 + 0.03132~% — 0.031327°
G4 = 0.0313 — 0.09382~1 + 0.062522 + 0.06252 72 — 0.09382"* + 0.031327°
G5 = 0.0313 — 0.15632~! +0.3125272 — 0.3125272 + 0.15632~* — 0.03132~°

(4.44)

Hay que tener en cuenta que cada expresion H, y G, representa un filtro de andlisis y de sintesis
respectivamente. Las matrices (4.39) y (4.43) sirven para calcular los filtros deseados mediante las
ecuaciones (4.7) y (4.8) y los métodos descritos en las secciones 4.1 a 4.4. La magnitud de la
respuesta en frecuencia de la convolucion de los filtros H, y G, se muestra en la siguiente figura

(4.1)

Figura 4.1: Graficas de la magnitud de la respuesta en frecuencia de la convolucién del filtro de
andlisis con el filtro de sintesis de cada canal.
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Capitulo 5

Filtros con capacitores
conmutados (SC).

5.1. Filtro SC de segundo orden.

Un filtro digital se puede realizar partiendo de la funcién de transferencia. En este caso se
utilizard una funcién de transferencia H(z) de segundo orden.

_gtert4da?
 l+az b2

donde z = e y T es el tiempo de conmutacién[13]. Para el filtro de Fleischer-Laker que se
muestra en la figura(5.1) la funcién de transferencia tiene la forma de la ecuacion (5.2).

H(z) (5.1)

H(z) = DI+ (AG —DI—DJ)z"' +(DJ — AH)z72 (5.2)
)T D(F+B)+ (AC + AE — DF — 2DB)z— + (DB — AE)2—? '

o bien

H(z) = DIz? + (AG — DI — DJ)z + (DJ — AH) (5.3)

D(F + B)22+ (AC+ AE — DF —2DB)z + (DB — AE) '
Las letras A a J de las expresiones (5.2) y (5.3) son los capacitores mostrados en la figura (5.1) Es
conveniente usar la topologia de Fleischer - Laker ya que es general y se puede implementar cualquier
funcion de transferencia de algin filtro bicuadratico de capacitores conmutados. Los capacitores G,
H, I y J proveen de realimentaciéon a la entrada, mientras que E y el capacitor conmutado F'
proveen amortiguamiento para los dos lazos integradores. Después del primer amplificador, se debe

calcular la funcién de transferencia Hy(z).

_CI+EI-GF—-GB+ (FH+BH+BG—JC—JE—IE)z"'+ (EJ— BH)z2

H,
() D(F + B) + (AC + AE — DF —2DB)z~1 + (DB — AE)z2
(5.4)
o bien
(CI+EI -GF —GB)2>+ (FH + BH + BG — JC — JE — IE)z+ (EJ — BH)
Hy(z) = (5.5)

D(F + B)z?2+ (AC + AE — DF —2DB)z + (DB — AE)
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Capitulo 5. Filtros con capacitores
5.1. Filtro SC de segundo orden. conmutados (SC).

Figura 5.1: Filtro de segundo orden con capacitores conmutados.

Para estabilizar el circuito se necesita que las ganancias de ambos amplificadores para la fre-
cuencia wy sean iguales. De no ser asi, los valores de los elementos A y D pueden ser escalados por
una constante pu como se muestra en las siguientes expresiones:

|H|~|Ho| H
w=10 20~ o bien u:’ |

| (5.6)

Donde:

|H| = |H(2)|  paraz = cos(27 fe/ fm) + jsin(2m fe/ fm)

fe es la frecuencia de corte
fm es la frecuencia de muestreo

De esta manera, el redimensionamiento de A y D es

1
A=-A

W

1
D=-D

I

El filtro de Fleischer - Laker, usado como estructura principal, se puede simplificar eligiendo,
por sencillez, los siguientes valores para A,B,D y F [13].

A=B=D=1 F=0

Cambiando los conmutadores del circuito de la figura (5.1) tal como se muestra en la figura
(5.2), se obtiene el circuito de la figura (5.3).

La ganancia del circuito se puede modificar mediante el parametro v

v =105 (5.7)
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Capitulo 5. Filtros con capacitores
5.1. Filtro SC de segundo orden. conmutados (SC).

Figura 5.2: Conmutadores.

La constante vz es el valor con que se puede cambiar y controlar la ganancia. La ganancia del
circuito se cambia si se cambian los valores de los capacitores mediante las expresiones siguientes:

(G,H,1,J) — (vG,vH,vI,vJ)
(B,C,E,F) — (vB,vC,vE,VF)

Los valores de los elementos A,B,C,D,FE,G e I se normalizan en dos etapas siempre a un valor
minimo. Asi se obtienen los elementos normalizados que es necesario desnormalizar. Si el filtro se
realiza con un amplificador de tipo MOS, es necesario calcular el valor minimo del capacitor que se
puede ocupar en el circuito

1
Crmin= 75—
e meabierto
Donde:

fm es la frecuencia de muestreo y Rupierto €S la resistencia del switch en estado de circuito
abierto. El valor maximo que se puede alzanzar el capacitor en el circuito se calcula mediante la
ecuacién

1

Comag = =
e 5fm Rcerrado

Donde:
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Capitulo 5. Filtros con capacitores
5.1. Filtro SC de segundo orden. conmutados (SC).

Reerrado €8 la resistencia del switch en estado de circuito cerrado. Los valores de los capacitores
en el circuito se calculan mediante las ecuaciones:

A=B=D=1 F=0
C=14a+b E=1-0b
G=29g+e H=g-d

Bl Ejemplo 6 Calcular el filtro discreto con los capacitores conmutados si se conoce la funcion de
transferencia

~0.0263312 — 0.02633122"2  g+ez ' +dz?
1 -—1.8305952"1 +0.947337272 1+ az"! + bz2
Si se sustituyen los valores g,e,a,b y d en las ecuaciones anteriores se obtienen los siguientes

valores:
A=B=D=1 F=0

H(z)

C =0.116742 E = 0.052662
G =0.052662 H = 0.052662

I =J=0.026331

Figura 5.3: Circuito para los valores de capacitores A=B=D=1 y F=0.

La funcion de transferencia Ho(z) del primer amplificador queda expresada como sigue:

—0.048202 + 0.09942722~1 — 0.0512752 2
1 —1.8305942—1 +0.9473372—2

Hy =
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Capitulo 5. Filtros con capacitores
5.1. Filtro SC de segundo orden. conmutados (SC).

Ahora se procede a cambiar la ganancia del amplificador. Si la frecuencia de corte es fi = 1595,
se calcula la ganancia H(z) y Ho(z) en la frecuencia fi.

En la frecuencia fi = 1595[Hz], a = 20log |H(z)| = —0.000114
En la frecuencia f1 = 1595[Hz|, ag = 20log |Ho(z)| = —9.44469

La diferencia de la ganancia después del primer y seqgundo amplificador es muy grande. Es nece-
sario que la ganancia de ambos amplificadores sean iguales. Eso se obtiene mediante las ecuaciones

(5.7) y (5.6).

—0.000114+4-9.444693

p=10"" = =2.966394

Los nuevos valores de los capacitores A y D son:

A= —=10.337109

D = — =0.337109

=0 =l

Si se calculan las nuevas funciones de transferencia H(z) y Ho(z), se puede ver que la funcion
de transferencia H(z) no cambia, pero si cambia Hy(z).

Hy = —0.142985 + 0.295090z~! — 0.1521042 2
1—1.8305952~1 +0.94733722
La ganancia después del primer amplificador es ag = 201og |Hp(1595)| = —0.00011308. Ahora se
procede a normalizar los valores de los capacitores A hasta I en dos etapas. En la primera etapa se
normalizan los elementos A = 0.337109, B =1 y I = 0.026331. El valor minimo del capacitor serd 1.

La constante Chorm para normalizar los valores de los capacitores es Croprm = m = 37,977728.
Los valores obtenidos son:

AxC =0.337109 * 37.977728 = 12.802654
BxC=1%37977728 = 37,977728
I+C =0.026331 *37.977728 = 1

En la seqgunda etapa se normalizan los valores de los capacitores C,E,H,D,G y F.
C =2.216810 E=1 H=1

D = 6.4011327 G=1 F=0
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Capitulo 5. Filtros con capacitores
5.2. Analisis de los circuitos SCF. conmutados (SC).

Es necesario desnormalizar los valores de los capacitores. Se toma en cuenta el valor del capacitor
mdzimo que no se puede sobrepasar. Si se utilizan los amplificadores de tipo FET, el resistorde la
entrada es Rysr = 2,000,00002. Si la frecuencia de conmutacion es f,, = 28800/Hz/, entonces el
valor minimo del capacitor en el circuito de la figura (5.3) puede ser:

1 1
i Rew | 2(109)(2.88)(10%)

La impedancia del conmutador es de 500€) si este estd cerrado. Entonces el valor mdzimo del
capacitor puede ser

Con = 17.361 % 1012

1
5(2.88)(10%)(500)
Si se elije el valor minimo del capacitor 25[pF], el valor de los capacitores E, G e I es 25[pF] y

los demas capacitores se calculan con la misma relacion.
A = 320.066/pF] B =949.443/pF]

Cma:r =

C = 55.420[pF] D = 160.0283 [pF]

5.2. Analisis de los circuitos SCF.

Tiempo continuo.

La carga ¢(t) almacenada en el tiempo ¢, en el capacitor C, se puede expresar mediante la
corriente i(t) y el voltaje u(t) por la ecuacién [14]

q(t) = /0 i(t)dt = Cu(t) — Cu(0) (5.9)

donde u(0) es el voltaje en el capacitor C' en el tiempo t = 0. El andlisis se puede generalizar a
un circuito con multiples nodos como el que se muestra en la figura (5.4).

Figura 5.4: a) Capacitor y b) circuito con miltiples nodos.
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Capitulo 5. Filtros con capacitores
5.2. Analisis de los circuitos SCF. conmutados (SC).

Para cada nodo del circuito en la figura(5.4.b) se puede escribir una serie de ecuaciones nodales,
que se pueden expresar en forma matricial.

4] = [ / z’(t)dt] — [C)fu(t)] — [C][u(0)] (5.10)

Si se describe el circuito inicamente con capacitores en los términos de carga y voltajes, la
matriz [C] contiene solo elementos reales invariantes en el tiempo.

Tiempo discreto.

En el caso del tiempo discreto, se toma en cuenta a los capacitores que son cargados por un
tiempo n7, i(t) = i(n7). La carga se calcula mediante la siguiente ecuacién:

ot) = / T8t = nr)dt = i)y T = 1[4 (5.11)

—00

Las ecuaciones nodales de carga en el caso del tiempo discreto toman la siguiente forma:

[g(n)] = [0i(n)] = [Cl[u(n)] - [Cllu(n —1)] (5.12)
Esta ultima ecuacién se puede escribir en la forma siguiente:
i(n) = [7('70] u(n) — [f_ﬂ u(n —1) (5.13)

donde i(n) y u(n) son vectores. La ecuacién matricial (5.13) forma la base para el andlisis de
los circuitos con los capacitores conmutados. La matriz [C'/7p] contiene sélo los valores reales y los
elementos que no dependen de la frecuencia. Todos los capacitores son normalizados a 79 = 1[s] y
tienen la misma dimensién.

Bl Ejemplo 7 A continuacion se muestra como se construye la ecuacion matricial para el circuito

de la figura (5.5).

Figura 5.5: a) Circuito de dos puertos con capacitores; b) Circuito de dos puertos con resistores.

La ecuacion matricial para el circuito de dos puertos con capacitores se compone de dos matrices.
En la primera matriz la admitancia y11 es la suma de todos los capacitores conectados directamente
al nodo 1. La admitancia y12 es la suma de los capacitores conectados entre los nodos 1 y 2 direc-
tamente con el signo negativo. En la sequnda matriz se crean los elementos de la misma manera,
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Capitulo 5. Filtros con capacitores
5.2. Analisis de los circuitos SCF. conmutados (SC).

solo que el vector ui(n — 1) representa la capacidad del capacitor para sostener la carga.

i | =176 ade ] L ] e Luamy] e

La ecuacion matricial para el circuito se compone solo de los resistores es muy parecida. Sélo
los parametros de la matriz son conductancias y falta la sequnda matriz. La diferencia entre estos
dos circuitos radica en que el circuito con los capacitores tiene capacidad de sostener la carga, la
cual se representa mediante el vector u;(n — 1) en las ecuaciones (5.13) y (5.14).

i) =160 o] [00] o

En el siguiente ejemplo se van a incluir interruptores al circuito. Se conocen dos tipos de interrup-
tores, el interruptor en paralelo con el capacitor y el interruptor entre dos capacitores.
Interruptor en paralelo con el capacitor.

En la figura (5.6) se muestra un capacitor en paralelo con un interruptor. El interruptor esta cer-
rado durante un tiempo 7 y posteriormente es abierto durante un tiempo 7. Si se abre en el tiempo
nt se obtiene la ecuacién de carga (5.16).

Figura 5.6: Interruptor en paralelo con el capacitor.

i(n) = Cu(n) — Cu(n —1) (5.16)

En el tiempo (n—1)7 cuando el interruptor fue cerrado, el capacitor es descargado y su capacidad
de sostener la carga fue cancelada, entonces u(n — 1) = 0 y la ecuacién (5.16) cambia en la forma:

i(n) = Cu(n) (5.17)

En comparacién con la ecuacién (5.16), se puede ver que el capacitor con interruptor en paralelo
se trata como un resistor.

1
Requivalentc = 6
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Capitulo 5. Filtros con capacitores
5.2. Analisis de los circuitos SCF. conmutados (SC).

Interruptor entre dos capacitores.

Si el interruptor se conecta entre dos capacitores, la topologia del circuito se cambia cada 7
segundos, y la carga se intercambia entre los capacitores. En el circuito de la figura (5.7.a) son tres
capacitores y un conmutador.

Figura 5.7: Interruptor entre dos capacitores.

Se asume, que en el tiempo impar n, el conmutador estd en el lado izquierdo. En este caso se
obtiene el circuito que se muestra en la figura (5.7.b). Si se aplican las ecuaciones de la carga al
circuito en (5.7.b) se obtiene la ecuacién matricial (5.18) para n impar.

AT B B v I 4 e G

De manera similar, n impar se obtiene el circuito de la figura (5.7.c) y las ecuaciones matriciales
Z1<n) _ Cl 0 . ul(n) . Cl 0 . ul(n— 1) (5 19)
i2(n) 0 Cy+Cy uz(n) Co (9 uz(n —1) ’

Nuestro objetivo es escribir las ecuaciones matriciales (5.18) y (5.19) en una ecuacién matricial

general, que describe el circuito para ambos ciclos par e impar. Eso se logra mediante los interrup-
tores dependientes al tiempo:

75



Capitulo 5. Filtros con capacitores

5.2. Analisis de los circuitos SCF. conmutados (SC).
1+ (—-1)" 1  paran par.
P _
Aln)" = 2 { 0 para n impar. (5.20)
1+ (=)™ 0 para n par.
I _
Aln)" = 2 { 1 para n impar. (5.21)

Con estos conmutadores dependientes del tiempo las ecuaciones (5.18) y (5.19) se pueden escribir
en una sola ecuacién matricial.

1[4 o B T

e ey o)

La ecuacién matricial (5.22), ahora dependiente del tiempo, describe el circuito de la figura
(5.7.a). La variabilidad en el tiempo estd expresada mediante los conmutadores dependientes del
tiempo. Para el andlisis en el dominio de la frecuencia es necesario aplicar la transformada z a la
ecuacién matricial (5.22).

Ui(z) = Ui(=2) Ua(2) + Ua(=2)

Il(Z) = ClUl(Z)(l — Z_l) + Cy 9 —Cy 5 (5.23)
b(2) = CoU(2)(1 — 21 + Cp 222) _QUQ(_Z) o, ?) +2U1(_Z)z_1 (5.24)

El problema es que, en las ecuaciones (5.23) y (5.24), aparecen los términos U;(z) + U;(—=z).
Estos términos se pueden expresar mediante las ecuaciones:

Ui(z) + Ui(—=)

5 =g+ usz 2wz 4 =UP(2) (5.25)

UZ(Z) + Ui(—z)
2

Aplicando propiedades de la transformada z, las ecuaciones (5.25) y (5.26) se transforman en:

=y +uzz S fusz 0 - = Ul(2) (5.26)

I+ =c,wl+uha -4+ Ul —coul =1 (5.27)

P+ = Uf +UhH1 - 27 4+ CoUf — Uizt (5.28)

Las ecuaciones (5.27) y (5.28) se expresan como una multiplicacién de matrices.

r C; —Cyz7t 0 0 ur
III . —Clzfl Ci+Cy —C()Z*l 0 UII 599
IQP o 0 —C()Zfl Cy + Cy —szfl . UéD ( ' )
1 0 0 |-Gzt Gy Ul

Las partes par e impar de la ecuacién matricial (5.33) fueron separadas de la siguiente manera:
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Capitulo 5. Filtros con capacitores

5.3. Analisis matricial de filtros con capacitores conmutados. conmutados (SC).
Par (U +UH(1 - 27N =0 - 27'U] (5.30)
Impar (UF + U1 - 2"Y =U! - 27UF (5.31)

La ecuacion matricial se puede interpretar como las ecuaciones de corriente de un circuito de
cuatro entradas (figura (5.8)). Esto significa que se pueden escribir 4 funciones de transferencia:

urour Ul up
or Ul ur Ul (5.32)
La matriz cuadrada de la ecuacién matricial (5.33) es conocida como la matriz Y y es simétrica.
Esta propiedad de simetria indica que el circuito es reciproco-pasivo. De la matriz de la figura (5.8)
se puede escribir la matriz general:

Figura 5.8: Circuito RC con cuatro entradas.

I uf
1l i mg]] Ul

— . 5.33
17 {[Ym] Yol || UF (5.33)
1 Uj

5.3. Analisis matricial de filtros con capacitores conmutados.

En el analisis matricial de los filtros con capacitores conmutados se hace un andlisis consideran-
do tres estados del circuito del filtro, primero se crea una matriz considerando que no existen los
switches ni los amplificadores operacionales. Después se simplifica la matriz considerando los am-
plificadores operacionales. Posteriormente se simplifica més la matriz que representa al circuito
considerando que existen los switches y que en un tiempo par estos estan conectados hacia un lado
y que en un tiempo impar estan conectados hacia el otro lado.
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Capitulo 5. Filtros con capacitores

5.3. Analisis matricial de filtros con capacitores conmutados. conmutados (SC).

Figura 5.9: Anélisis del circuito pasivo (omitiendo amplificadores operacionales y switches).

El andlisis parte de la ecuacion (5.34):

I=CxU (5.34)

La ecuacion se puede expresar en forma matricial de la siguiente manera:

1P oF 3r 4r 5F it

17 0 0 0 0 0 0

oF 0 el 0 0 0 0

3F 0 0 o —Co 0 0

» 4r 0 0 —¢o o 0 0
CU =P ) 0 0 0 c3 0
1! 0 0 0 0 0 0

2! 0 | —c1z71/2 0 0 0 0

3! 0 0 —coz V2| gz 1/2 0 0

4! 0 0 coz V2 | —epz™ /2 0 0

57 0 0 0 0 —e3z” V2] 0
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Capitulo 5. Filtros con capacitores

5.3. Analisis matricial de filtros con capacitores conmutados. conmutados (SC).
2[ 3] 4[ 5[
0 0 0 0
—cpz /2 0 0 0
0 —czz*1/2 CQz*1/2 0
0 cQz*1/2 —022*1/2 0
0 0 0 —cgz1/? (5.35)
0 0 0 0
cl 0 0 0
0 (6] —C9 0
0 —C2 Co 0
0 0 0 c3

La matriz CT es la matriz del circuito pasivo resultante de no tomar en cuenta el amplifi-
cador operacional ni los switches. Una vez calculada la matriz anterior, se procede a comenzar con
la simplificacién de la matriz al considerar que estan conectados los amplificadores operacionales.
Conectado el amplificador operacional, la tensién en el nodo 3 Us se toma igual a 0, debido a que
la tierra virtual estd en ese nodo, por lo tanto Us = 0.

En un tiempo par, los switches CON1 y CON2 conectan los nodos 1 con 2 y 3 con 5 respecti-
vamente. Cuando esto ocurre, se elimina la columna 3 de la matriz (5.35) debido a su potencial
igual a cero. En un tiempo impar, los switches CON1 y CON2 conectan los nodos 2 con 3 y 5 con 4
respectivamente. En este caso, el nodo 2 tiene el mismo potencial que el nodo 3 debido a que estéan
conectados, por lo tanto Us = 0 lo que implica eliminar la columna 2! de la matriz (5.35). Si la
salida es abierta, entonces la corriente en el nodo 4 es nula y por lo tanto se eliminan los renglones
41 v 4P El circuito activo ahora es representado por la matriz (5.36).

cA =

1P 2P 4P 5P 1[ 2[ 4] 51
17 0 0 0 0 0 0 0 0
oF 0 ¢t 0 0 0| —c127 12 0 0
37 0 0 —c9 0 0 0 —coz /2 0
57| 0 0 0 s 0 0 0 ey 12 (5.36)
17 0 0 0 0 0 0 0 0
2! 0 | —c1z7 /2 0 0 0 c1 0 0
3! 0 0 coz /2 0 0 0 —co 0
5! 0 0 0 —c3z V20 0 0 3

79



Capitulo 5. Filtros con capacitores
5.3. Analisis matricial de filtros con capacitores conmutados. conmutados (SC).

Figura 5.10: Conexion de los switches en tiempo par.

Cuando los nodos 1 y 2 estan conectados (tiempo par), sus potenciales son el mismo (U; = Us)
y se suman los términos de las columnas 1 y 2 y los términos de las filas 1 y 2 (17 +2F). En tiempo
par también estan conectados los nodos 3 y 5 y, de la misma manera que se hizo para los nodos
anteriores, se suman los términos de las columnas 3 y 3 y los términos de las filas 3 y 5 (37 + 5%).
De igual manera se hace para el tiempo impar, se detectan los nodos conectados y se suman los
respectivos renglones y columnas correspondientes al tiempo impar. En el tiempo impar el nodo
1 estd desconectado lo que significa que su corriente es cero I1 = 0 y por lo tanto se eliminan la
columna 1 y el renglén 1. Como en el tiempo par el nodo 2 estd conectado a la tierra virtual, se
elimina entonces la columna 2!. La matriz resultante se muestra a continuacién:

cht =
1P +2P 4P 4[ +5I
17 4 2F c1 0 0 (5.37)
37 + 5P 0 —Cy (c2 —c3)z /2
ol 4 31 —c12 2 | gzl —Co

La funcién de transferencia se calcula mediante la ecuacién (5.38):

Ay
HPP = —2 5.38
AL (5.38)
_ -1/2 _
C2 < (c2 —c3) _ 2 —1/,.2
A = pa1/2 e =c5— 2z (c5— cac3) (5.39)
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Capitulo 5. Filtros con capacitores
5.3. Analisis matricial de filtros con capacitores conmutados. conmutados (SC).

Figura 5.11: Conexion de los switches en tiempo impar.

0 z1/2 Cco — C3 _
A14 = 012_1/2 £c2 ) =z 101(02 — 63) (540)

z7ter(co — ¢3)

e — 271(c% — cacs)

HPP = (5.41)
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Capitulo 6

Aplicacién de la técnica de
capacitores conmutados.

En el siguiente capitulo se mostrard un ejemplo de la obtencién de un filtro digital a partir
de su forma RC aplicando la técnica de capacitores conmutados y usando un filtro paso bajas de
segundo orden Butterworth. También se mostrard un ejemplo de disefio de un filtro de segundo orden
paso bajas a partir de las especificaciones deseadas y de la forma de su funcién de transferencia.
Para esto se usara la topologia del filtro de Fleischer-Laker, que ya es una topologia con capacitores
conmutados, con la cual sélo resta calcular los valores de sus pardmetros mediante las especificaciones
deseadas. Posteriormente se hard su analisis usando simulink.

6.1. Filtro Butterworth de segundo orden RC.

Calcular el filtro de segundo orden n = 2 paso bajas de Butterworth.

La figura (6.1) muestra el diagrama de un filtro Butterworth.
La funcién de transferencia de un filtro Butterworth de segundo orden esta dada por la siguiente
expresion.
B 1
$24+2s+1

La funcién de transferencia de un filtro Butterworth de segundo orden en funcién de sus com-
ponentes resistivas y capacitivas estd dada por la expresién (6.2).

H(s) (6.1)

o1
H(s) = H1 12C1 G (6.2)
s2+( L+ -2 (k—l))s+%
R101 RQCl RQCQ RIRQCloQ

Comparando las expresiones (6.1) y (6.2) se tiene lo siguiente:

1 1 1
2= - k1
V2 R1Cy * RyCy 3202( )
b
R1RyC1Cy N
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Capitulo 6. Aplicacién de la técnica de
6.1. Filtro Butterworth de segundo orden RC. capacitores conmutados.

Figura 6.1: Diagrama eléctrico de un filtro Butterworth de segundo orden.

Estableciendo los valores Ry = Ry = C] = 1 las expresiones anteriores se convierten en:

1 k
2=2+_— — —
V2 +02 G

1

1= —

Co

de donde se obtiene el valor de Cy = 1 el cual se sustituye para obtener el valor de k = 1.5857.
Es necesario desnormalizar los valores de resistencia y capacitancia usando la frecuencia de corte y
la impedancia deseadas para el filtro. Se elige la frecuencia de corte fo = 2000[Hz] y la impedancia
Ry = 10[kQ)]

Se requiere incrementar la impedancia por un factor de Ry = 10[k€2].

RY =Ry xRy
RP = Ryx Ry
RE = Ry + Ry = 10[kQ)]
Rp = Ry(k —1) = 10*(1.5857 — 1) = 5.857[kQ)]
1
S o H . —
27 % foRy 27 % 2000(104)
1 1
S o N —
21 x foRo 27 % 2000(10%)
Finalmente se sustituyen en el diagrama de la figura (6.1)los valores para las resistencias y
capacitancias obtenidos. En la figura (6.2) la fuente de excitacién es un pulso de reloj de frecuencia
[ = 1[kHz| de amplitud 1[V] y Rs es una carga.
FEl diagrama de Bode de magnitud y fase del filtro Butterworth de segundo orden con frecuencia
de corte fy = 2000[H z] se muestra en la figura (6.3)

cP=q = 795[pF]

cP =0y = 795[pF]
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6.2. Filtro Butterworth de segundo orden Capitulo 6. Aplicacién de la técnica de
con capacitores conmutados. capacitores conmutados.

Figura 6.2: Diagrama eléctrico de un filtro Butterworth de segundo orden para una frecuencia de
corte fo = 2000[H z| y una impedancia de Ry = 10[k(2].

6.2. Filtro Butterworth de segundo orden
con capacitores conmutados.

Aqui se muestra una forma de realizar un filtro digital partiendo del diseno de un filtro anal6gi-
co. Se busca sustituir los resistores del filtro analégico por capacitores conmutados. Partiendo del
ejemplo anterior, se procede a reemplazar los resistores Ry y Ro de la figura (6.1) por capacitores
conmutados como se muestra en la figura (6.4).

Para realizar el reemplazo de los resistores por capacitores conmutados se igualan las corrientes
que circulan en un capacitor y en un resistor como se muestra en la figura (6.5).
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Capitulo 6. Aplicacién de la técnica de

6.2. Filtro Butterworth de segundo orden
capacitores conmutados.

con capacitores conmutados.

Figura 6.3: Arriba: Diagrama de Bode de magnitud. Abajo: Diagrama de Bode de fase.

La corriente en el capacitor estd dada como sigue:

AU U =y
I = Cor = 0= (6.3)

donde dT es el diferencial de tiempo, es decir, una diferencia entre un instante y otro instante
previo. La corriente en el resistor estd dada por la siguiente expresién:

Uy —Us
— 2 6.4
- (6.4)
El reemplazo de un resistor por un capacitor conmutado se basa en la idea de que la corriente
que circule por el capacitor debe ser igual a la corriente que circula por el resistor, por lo tanto se

Ir

igualan las expresiones (6.3) y (6.4).

Ya que % = fm donde f,, es la frecuencia de conmutacién del switch (frecuencia de muestreo
de la senal de entrada) conectado al capacitor, se obtiene la siguiente expresion:

1
C=—— (6.5
Ful? )
La expresién (6.5) es la que hace posible la conversién de un resistor a un capacitor conmutado.
Eligiendo una frecuencia de conmutacién de 8000[H z], la conversién se realiza de la siguiente manera:

1 1 1
Oy = - - — 12.5[nF] = C 6.6
AT ¥ R S000R,  8000(10%) InF]=Cp (6.6)
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6.2. Filtro Butterworth de segundo orden Capitulo 6. Aplicacién de la técnica de
con capacitores conmutados. capacitores conmutados.

Figura 6.4: Diagrama eléctrico del filtro de Butterworth de segundo orden reemplazando los resis-
tores de la entrada por capacitores conmutados.

Figura 6.5: Equivalencia entre un resistor y un capacitor conmutado.

Finalmente, el circuito equivalente al de la figura (6.2) se muestra en la figura (6.6).
La respuesta en frecuencia del circuito de la figura (6.6) se muestra en la figura(6.7).
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6.2. Filtro Butterworth de segundo orden Capitulo 6. Aplicacién de la técnica de
con capacitores conmutados. capacitores conmutados.

Figura 6.6: Filtro Butterworth de segundo orden con capacitores conmutados.

Con el programa Ultiboard 11.0 de National Instruments se puede generar un archivo para
realizar el circuito impreso en una placa fendlica.
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6.3. Aplicacién de la matriz de Pascal Capitulo 6. Aplicacién de la técnica de
para la obtencién de la Funcion de Transferencia. capacitores conmutados.

Figura 6.7: Respuesta en frecuencia del filtro Butterworth de segundo orden con capacitores con-

mutados.

6.3. Aplicacion de la matriz de Pascal
para la obtencién de la Funcion de Transferencia.

El filtro bicuadratico Fleischer - Laker simplificado se muestra en la figura 6.9.
La funcién de transferencia del filtro anterior tiene la siguiente forma:

i24+(g—j—i)z+j—h

TF = —
(f+1)22+(c+e—2)z—e+1

i+(g—j—i)z '+ (—h)z?

TF2 = —
I+ f+(c+e—f—2)z7+(—e+1)z72

1. Se calcula el tridngulo de pascal con base en el grado del filtro (tercer grado).

(6.7)

(6.8)
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6.3. Aplicacién de la matriz de Pascal Capitulo 6. Aplicacién de la técnica de
para la obtencién de la Funcion de Transferencia. capacitores conmutados.

Figura 6.8: Vista previa del circuito impreso en placa fendlica.

1 1 1 1
H,(f)=|2 0 =2 z71
1 -1 1 272

4. Finalmente las ecuaciones para H, son las siguientes:

Ho(z) =142zt 4272 (6.9)
Hi(z)=2-2272 (6.10)
Hy(z)=1—2z"1 4272 (6.11)

5. Ahora se calculan las ecuaciones para G,,.

89



6.3. Aplicacién de la matriz de Pascal Capitulo 6. Aplicacién de la técnica de
para la obtencién de la Funcion de Transferencia. capacitores conmutados.

Figura 6.9: Diagrama de un filtro bicuadratico Fleischer-Laker con capacitores conmutados.

Go 0.25 025 0.25
Gy |=[z2 =2t 1]] 05 0 -05
G2 0.25 —0.25 0.25

6. Finalmente las ecuaciones para G, son las siguientes:

Go(2) =0.25+0.5271 4+ 0.25272 (6.12)
Gi(z) = —0.25 — 025272 (6.13)
Go(z) = 0.25 — 0.5271 +0.25272 (6.14)

7. Comparando Hy =1+ 2~' 4+ 272 con TF se obtienen las siguientes ecuaciones:

c+e—2=0 (6.15)
l—e=0 (6.16)
i=1 (6.17)
g—j—i=1 (6.18)
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6.3. Aplicacién de la matriz de Pascal Capitulo 6. Aplicacién de la técnica de
para la obtencién de la Funcion de Transferencia. capacitores conmutados.

j—h=1 (6.19)
a) De la ecuacién (6.16) se obtiene el valor de e.
e=1
b) Se sustituye el valor de e en la ecuacién (6.15).
c+1-2=0
c=1
¢) Si h =0 en la ecuacién (6.19) se obtiene el valor de j.
j—h=1
J=1
d) Se sustituye el valor de 7 y j en la ecuacién (6.18) y se obtiene el valor de g.
g-1-1=1
g=3

8. Finalmente, los valores para los parametros de la ecuacién TF para Hj son los siguientes:

De manera similar se obtienen los parametros para Hy, Ho, Gy, G1 y Gs.
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6.3. Aplicacién de la matriz de Pascal Capitulo 6. Aplicacién de la técnica de

para la obtencién de la Funcion de Transferencia. capacitores conmutados.
H1 H2 G() Gl G2
a=1la=1| a=1 a=1 a=1
b=1|b=1| b= b= b=

d=1|d=1| d=1 d=1 d=1

1=2]4=1]7=025|7=-025]¢=0.25

e= e= e=1 e=1 e=1
c= c= c= c=1 c=1
j= j=1]5=025] 7=05 7 =05
g= g= g= g=0.25 | g=0.25
h = h = h=20 h=025 | h=0.25
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Capitulo 6. Aplicacién de la técnica de
6.4. Implementacion del banco de filtros en Simulink. capacitores conmutados.

6.4. Implementacion del banco de filtros en Simulink.

Las ecuaciones (4.41) y (4.44) se pueden implementar en Simulink para realizar el banco de
filtros de seis canales que representan. Este banco de filtros se le aplicard a una senal de voz de 3
segundos de duracién muestreada a 11025 [Hz].

Cada ecuacién H,, se puede implementar como se muestra en la figura (6.10)

z z z z z
In1
Delay Coelay Coelay2 Celay3 Delayd
. . . . 1 . .
Gaint Gain GainZ Gain3 Gaind Gaing

Figura 6.10: Implementacion en Simulink del filtro Hy mediante sus retardos y coeficientes.
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Capitulo 6. Aplicacién de la técnica de
6.4. Implementacion del banco de filtros en Simulink. capacitores conmutados.

De la misma manera se puede implementar cada ecuacién G,. En la figura (6.11) se muestra la
implementacion del filtro Gp.

R R -1 -1 A
z z z z z

In1

Gain1 v Gain Gain2 Baina Gaind Gains

Figura 6.11: Implementacién en Simulink del filtro Gy mediante sus retardos y coeficientes.

El sistema de lectura de senal de voz, filtrado de andlisis, decimacién, interpolacién y filtrado
de sintesis se muestra en la figura (6.12).

Figura 6.12: Banco de filtros de seis canales.
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Capitulo 6. Aplicacién de la técnica de
6.4. Implementacion del banco de filtros en Simulink. capacitores conmutados.

Para utilizar el sistema de la figura (6.12) se agrega un bloque de adquisicién de la senal de voz,
dos visualizadores y una bocina para escuchar la voz después de haber pasado por todo el sistema
de filtrado. La figura (6.13) muestra el sistema final.

Figura 6.13: Sistema de adquisicion, filtrado y reproduccién de voz.
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Capitulo 7

Realizacion del filtro de analisis.

7.1. Calculo del filtro.

FEl filtro a reproducir con la topologia de Fleischer - Laker serd un filtro Chebyshev de tipo I de
segundo orden. La funcién de transferencia de este filtro se obtendra usando Matlab y, como datos,
el orden del filtro, el rizo en la banda de paso (1dB) y las frecuencias de muestreo y de corte.

>> [a,b]=cheby1(2,1,1300/8000)

0.0491 0.0983 0.0491

1.0000 -1.3587 0.5792

La funcion de transferencia obtenida anteriormente se puede expresar como:

~0.04912% 4 0.0983z + 0.0491

~ 1.000022 — 1.35872 + 0.5792

Habiendo obtenido la funcion de transferencia deseada, se hace la comparacién de esta funcién

con la funcién de transferencia total basada en la topologia de Fleischer-Laker simplificada para

obtener el valor de sus pardmetros. En la figura (7.1) se muestra el diagrama simplificado de un
filtro de segundo orden con la topologia de Flesicher-Laker.

(7.1)

Funcién de transferencia a la salida del primer amplificador operacional.

(IC +IE — G)z* + (BG — JC — JE — IE)z + (E.J)

Hy = 7.2
0 DB2? + (AC + AE — 2DB)z + (DB — AE) (7.2)
Funcién de transferencia a la salida del segundo amplificador operacional.
DI2? + (AG — DI — DJ)z + DJ
o Gl )2+ (7.3)

" DB+ (AC + AE — 2DB)z + (DB — AE)
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7.1. Calculo del filtro. Capitulo 7. Realizacién del filtro de analisis.

Figura 7.1: Filtro de segundo orden con capacitores conmutados.

Por comparacién entre las expresiones (7.1) y (7.3) y considerando A = B = D = 1 se obtienen
los parametros restantes:

E = DB — 0.5792 = 0.4208 DI =1 =0.0491 DJ = J = 0.0491
G =0.0983+ 1+ J = 0.1965 C=-135874+2— E = 0.2205
0.049122 + 0.0983z + 0.0491

= 1.000022 — 1.35872 + 0.5792

Ya obtenidos los parametros faltantes, se procede a obtener la funcién de transferencia a la
salida del segundo amplificador operacional Hy.

1

Numerador:
a3 =I1C+1F — GB = —0.1650 ao =BG - JC —-JE —IE =0.1444 a1 = EFJ =0.0207
Denominador:

bs=DB =1 by = AC + AE —2DB = —1.3587 by = DB — AE = 0.5792

g —0-16512% +0.1444z + 0.0207
O 22 135872 + 0.5792
Cuando se obtienen las dos funciones de transferencia Hy y Hi, se debe verificar que ambas ten-
gan el mismo espectro de magnitud para garantizar la estabilidad. Se sustituye z = cos(27 f./ fm) +
jsin(2nf./fm) en Hy y Hy, donde f. es la frecuencia de corte y f,, la frecuencia de muestreo, y se
calcula la magnitud de ambas funciones de transferencia.
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7.1. Calculo del filtro. Capitulo 7. Realizacién del filtro de analisis.

0.1728 0.1497
= 0.2685 Hy| =
0.6430 = 56430
Las magnitudes de las funciones de transferencia anteriores no son iguales, por lo tanto se pro-
cede a hacer un ajuste de los pardmetros A y D.

| Ho| = = 0.2327

|H1 |

Ny = -—— 7.4
Y= (7.4)
0.2327
~0.2685 (75
= 0.8665 (7.6)
Se calcula A:
A
A= .
o (7.7
1
~0.8665 (7.8)
= 1.1541 (7.9)
Se calcula D:
D
A= — 1
¥ (7.10)
_ L (7.11)
~0.8665 '
= 1.1541 (7.12)

Ahora se reemplazan los nuevos valores de Ay D en Hy y Hp para verificar que el espectro de
magnitud de una funcién de transferencia sea igual al de la otra.

A=1.1542 D =1.1542

0.1727
Hy| = =25 — 0.232
[Hol = gy = 02327
0.1727
il = g7y = 02327
T
Ny=2=2=1
v=7

Como las magnitudes de |Hy| y |H1| son iguales, se puede decir que el filtro serd estable. Los
valores de los capacitores son:
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7.2. Comprobacién de los calculos. Capitulo 7. Realizacién del filtro de analisis.

A =1.1542 D =1.1542
B=1 E =0.4208
H=0 F=0

J =0.0491 I =0.0491
G = 0.1965 C =0.2205

7.2. Comprobacion de los calculos.

En este punto, vale la pena comprobar los resultados obtenidos para los capacitores. Para llevar
a cabo la comprobacién, se hard uso del programa PraCAn (Prag Circuits Analyser) para Maple.
En este programa se proporcionaran los valores obtenidos de los capacitores anteriores, la conexion
de sus nodos, la conexion de los switches y sus estados de “cerrado” o “abierto” para obtener la
funcién de transferencia del filtro y la grafica de la magnitud de su respuesta en frecuencia.

Primero se invocan las librerias que PraCAn usard, se escribe la funcién de transferencia deseada
(calculada previamente) y se expresa la variable z en términos de la exponencial de la frecuencia de
corte y la frecuencia de muestreo.

Figura 7.2: Invocacién de librerias y funcién de transferencia deseada.
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7.2. Comprobacién de los calculos. Capitulo 7. Realizacién del filtro de analisis.

Figura 7.3: Magnitud de la respuesta en frecuencia de la funciéon de transferencia deseada.
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7.2. Comprobacién de los calculos. Capitulo 7. Realizacién del filtro de analisis.

Se escriben los valores de los capacitores, sus conexiones a los nodos, las conexiones de los
switches y sus estados y las conexiones de las terminales de los amplificadores operacionales.

Figura 7.4: Programacion del filtro Fleischer-Laker con capacitores conmutados.

Se obtiene la funcién de transferencia del circuito arriba programado y se grafica la magnitud
de su respuesta en frecuencia.
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7.2. Comprobacién de los calculos. Capitulo 7. Realizacién del filtro de analisis.

Figura 7.5: Funcién de transferencia del circuito con capacitores conmutados y la grafica de la
magnitud de su respuesta en frecuencia.
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7.2. Comprobacién de los calculos. Capitulo 7. Realizacién del filtro de analisis.

Figura 7.6: Diferencia entre la magnitud de la respuesta en frecuencia de la funcién de transferencia
deseada y la obtenida para el filtro con capacitores conmutados.

En la figura (7.6) se puede observar que es minima la diferencia entre la magnitud de la respuesta
en frecuencia de la funcién de transferencia deseada y la magnitud de la respuesta en frecuencia de
la funcién de transferencia del circuito con capacitores conmutados.

Una vez que se obtienen los valores de los capacitores, se busca el de valor més pequeiio para
calcular la constante de normalizacion K. En este caso, el valor mas pequeno es el de J e [.

K-J=1 (7.13)
1
K== 7.14
5 (7.14)
1
K= 1
0.0491 (7.15)
K = 20.3666 (7.16)

Se multiplican los elementos A a J por la constante K.
A=AxK =235051C, [I=1xK=1C,

D =Dx K =235051C,, G=G=xK =4.0020C,
E=FExK=85703C, C=CxK =4.4908C,

B =B x K =20.3666C, J=JxK=1C,
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7.2. Comprobacién de los calculos. Capitulo 7. Realizacién del filtro de analisis.

C, es la capacitancia unidad, el valor minimo de capacitancia permitido debido a la tecnologia
MOS de los switches. Para calcular este valor, se deben calcular los valores maximo y minimo de
capacitancia permitidos tomando en cuenta la resistencia del switch cuando estd en los estados
cerrado y abierto.

Resistencia del switch cerrado Resistencia del switch abierto

Rcerrado = 50042 Rcerrado = 2MQ
1 __ 1
fm‘Rcer'r'ado 5*fm‘Rabierto

1 _ —12 1 _ -9

8000-2¢100 — 02.5 % 10 swso00-500 — 2000 % 10

Por lo tanto, el rango de valores del capacitor unidad C, queda definido de la siguiente manera:

62.5% 10712 < C' < 2500 % 107°

Se elige C,, = 900nF, por lo tanto, los valores de los capacitores son:

A =21156.4nF J =900nF
D =21156.4nF I =900nF
B =18329.9nF G = 3603.6659nF
E =7713.238nF C = 4049.0834nF

Sustituyendo los valores anteriores en (7.3) se obtiene la funcién de transferencia del filtro de
segundo orden paso bajas.

~1.9042” + 3.816z + 1.904
©0.387822 — 0.52672 + 0.2246

H,
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7.3. Simulacién del filtro obtenido. Capitulo 7. Realizacion del filtro de analisis.

7.3. Simulacion del filtro obtenido.

La figura (7.7) muestra las graficas de la respuesta en frecuencia de la funcién de transferencia
anterior, mientras que la figura (7.8) muestra el diagrama del circuito del filtro de andlisis.

Figura 7.7: Arriba: Magnitud de la respuesta en frecuencia del filtro paso bajas con la topologia
Fleischer-Laker. Abajo: Fase de la respuesta en frecuencia.
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7.3. Simulacién del filtro obtenido. Capitulo 7. Realizacion del filtro de analisis.

Figura 7.8: Circuito paso bajas con capacitores conmutados usando la topologia de Fleischer-Laker.
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Conclusiones.

En este trabajo se realizé el célculo de un banco de filtros con la técnica de capacitores con-
mutados, se obtuvieron los parametros necesarios para hacer el calculo de cada uno de los filtros
que lo conforman y se hizo el calculo de todos los componentes necesarios de un filtro paso bajas
de anélisis a partir de su equivalente filtro RC Chebyshev. Con el software PraCAn para Maple se
realizé un andlisis de la respuesta en frecuencia de este filtro en sus versiones RC y SC revelando que
la diferencia entre las magnitudes de estas es muy pequena (en el orden de 0.0010) en el rango de fre-
cuencias bajas menores a la frecuencia de corte. Ademds ambos cumplieron con la misma frecuencia
de corte y, cualitativamente, sus respuestas en frecuencia tenian la misma forma. Se comprobé que
la topologia de Fleischer-Laker es una herramienta muy 1til para implementar el equivalente filtro
SC de segundo orden de un filtro RC, ya que se implementaron un filtro Chebyschev y un filtro
Butterworth obteniendo casi la misma respuesta en frecuencia, solo con diferencias minimas la for-
ma de sus magnitudes y fases.

Los resultados de la simulacion realizada en Simulink muestran que la informacién transmitida
llega perfectamente al receptor pero con un retardo de unos segundos. Este tiempo es el que toma
en descomponer la senal y reconstruirla pues no se considera el tiempo que le toma a la senal viajar
a través de un medio de transmisién. La simulacién del filtro de andlisis en Multisim muestra que la
magnitud de la respuesta en frecuencia decae més de 3dB en la frecuencia de corte deseada usando
como switches los transistores FET NPN 2N2222A y PNP 2N4061 conmutados a una frecuencia de
muestreo de 8kHz, lo que indica que los cdlculos hechos con PraCAn son confiables.

Como sugerencias de mejora se recomienda realizar el filtro de andlisis de forma fisica, usando
capacitores ceramicos, debido a su mayor estabilidad respecto de los electroliticos, usando valores
comerciales de 10uF, 1uF y 0.1uF para que sea sencillo alcanzar los valores de capacitancia requeri-
dos por el disefio. Asi mismo, se recomienda realizar el filtro en un circuito impreso con previo diseno
del layout en software para PCB y posteriormente usar una méquina de desvaste para crear el PCB
en una placa fendlica sin necesidad de usar cloruro ferrico, esto con motivo de economizar espacio
en la placa fendlica, agilizar la construccién del circuito y evitar el uso de cables que introducen
ruido en el circuito.

El tiempo de descomposiciéon y reconstruccion de la sefial es variable, ya que estd sujeta al
hardware que se utilice para llevar a cabo esta tarea. Ademds, al implementar fisicamente este
banco de filtros se debe considerar el tiempo que toma a la senal viajar en un medio de transmision,
por lo que para reducir el tiempo en que la sefial se envia y se recibe es necesario tomar en cuenta
estos aspectos.
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