NN AR
&

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE ESTUDIOS SUPERIORES ACATLAN

SOBRE LA COMPLEJIDAD DE
INCRUSTAR ARBOLES DE STEINER AL
INTERIOR DE POLIGONOS SIMPLES

T E S T S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

LICENCIADO EN MATEMATICAS APLICADAS Y
COMPUTACION

PRESENTA:
RAUL EDUARDO MARTINEZ CHAVEZ

DIRECTOR DE TESIS:
LIC. JOSE SEBASTIAN BEJOS MENDOZA

Febrero 2014

ACATLAN



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



11




A mi amada familia



v




Agradecimientos

En primer lugar, me gustaria agradecer a mis padres Elvia y Fabian, y a mis hermanos
Fabian, Adriana y Bibiana, por todo el apoyo que me han brindado durante toda mi
formacion académica, y que sin ellos no seria lo que soy ahora.

A mi esposa Isela y a mi hija Cinthya, quienes desde el instante en que formaron parte
de mi vida han sido la inspiracion y el motor que necesito para cumplir con todos mis
objetivos.

Agradezco de manera muy especial a Sebastidn Bejos, mi asesor y gran amigo, por
toda su dedicacién y por sus sabios consejos para terminar esta tesis de manera exitosa.

Al Laboratorio de Algoritmos para la Robdética por brindarme un espacio de trabajo
en el cual adquiri las herramientas necesarias para el desarrollo de esta tesis.

A Marcos, mi mejor amigo, por entender las ideas que se me ocurren y darles un
enfoque distinto para asi lograr siempre resultados positivos, ademas de regalarme su
invaluable amistad.

Finalmente, agradezco a todos mis companeros y amigos quienes siempre me han
apoyado en este camino y quienes siempre han estado conmigo en las buenas y en las
malas.






Indice

Introduccion 1
1. Conceptos basicos 3
1.1. Gréaficas y arboles. . . . . . . . .. L 3
1.2. Notacién Asintética . . . . . . . . . . . ... 7
2. Visibilidad en el plano 11
2.1. Poligonos y visibilidad . . . . . . . ... ... ... ... 11
2.2. Triangulacion . . . . . . . ... oL 12
2.3. Problema de la Galeria de Arte . . . . . .. ... ... ... ......... 14
2.4. Poligono de Visibilidad . . . . . . .. ... o oL 19
3. Problemas completos de complejidad no determinista polinomial 21
3.1. Teoria de problemas completos de complejidad no determinista polinomial
(NP-completos) . . . . . . . .. 21
3.2. Problema del arbol de Steiner en graficas . . . . .. ... .. ... ... .. 27
3.3. Problema de la incrustacién planar de arboles al interior de poligonos simples 30
4. Trayectorias minimas en el nimero de aristas en poligonos simples 35
4.1. Introduccidn . . . . . . . . . e e 35
4.2. Particiéon por ventanas y el &rbol de ventanas . . . . . . . ... ... .. 36
4.3. Algoritmo para calcular visibilidad débil en tiempo O(k.) . . . .. ... .. 39
4.4. Complejidad en tiempo para calcular una particiéon por ventanas . . . . . . 45
4.5. Asociando la particién por ventanas y arboles de ventanas . . . . . . . . .. 47
4.6. Arbol de ventana y distancia en aristas . . . . . . . ... ... L. 48
4.7. Algoritmo para resolver trayectorias minimas en aristas . . . . .. ... .. 50
5. Complejidad de incrustar un arbol de Steiner al interior de un poligono

simple 51
5.1. Reduccién del problema 3-SAT al problema ISP . . . . . ... ... ... .. 51

Conclusiones 68






Introduccion

Los problemas de geometria computacional provienen de diversas areas de aplica-
cién tales como, procesamiento de imdagenes, vision por computadora, graficaciéon por
computadora y robética. En estas dreas de aplicacién se plantean numerosos problemas
geométricos para los cuales son necesarios algoritmos eficientes que los resuelvan. La
planeacién de movimientos es una sub-drea de la robdtica que se interesa por encontrar
trayectorias libres de colisiones para robots moviles. Un caso particular es el siguiente:
imaginemos a un robot moévil el cual sélo puede desplazarse hacia adelante y girar, pero
este ultimo movimiento causa un efecto negativo sobre el desplazamiento del robot,
por ejemplo puede ser que el robot no quede bien orientado, lo que provocaria perdida
en la velocidad al intentar orientarse correctamente. Se desea trasladar a este robot
de un punto de la casa a otro evitando cualquier colisién con las paredes, y se preten-
de realizar la tarea en el menor tiempo posible, y entonces minimizando el niimero de giros.

Déandole una interpretacion geométrica a este problema, podriamos representar con un
poligono simple P a la habitacién (vista desde arriba) en donde se encuentra ubicado el
robot y con dos puntos p y ¢ dentro de P representamos a la posicion inicial del robot y a
su destino, respectivamente. El problema entonces serfa, encontrar una trayectoria m(p, q)
de p a ¢, minimizando el nimero de aristas en la trayectoria. A este problema en geometria
computacional se le conoce como: FEl problema de encontrar la trayectoria minima en
aristas entre dos puntos. ElGindy en [17] y Suri en [10] fueron los primeros en estudiar
este problema. Suri da un algoritmo usando visibilidad débil en [10] para este proble-
ma con una complejidad en tiempo de O(n), donde n es el nimero de vértices del poligono.

Una generalizacion a este problema es: Dado un conjunto D de puntos en el plano,
dentro de un poligono simple P, encontrar un arbol de Steiner! minimo en aristas dentro
de P, tal que conecte a todos los puntos en D. En este trabajo estudiamos una variante
de este problema, en la que dado un arbol de Steiner ST con k vértices terminales
y un poligono simple P con k puntos en su interior, se desea verificar si el arbol de
Steiner ST puede ser incrustado dentro de P, tal que sus vértices terminales tengan una
correspondencia uno a uno con los puntos interiores de P y sus aristas sean segmentos
rectilineos totalmente contenidos al interior de P.

1Un 4rbol de Steiner es un 4rbol cuyo conjunto de vértices esta formado por vértices terminales y
vértices especiales llamados Steiner.
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En este trabajo de investigacién se demuestra que dicho problema pertenece a la
clase de problemas NP-Completos, la cual es la clase de problemas que se conjeturan que
no pueden ser resueltos por algoritmos en tiempo polinomial. Mostrar que un problema
pertenece a dicha clase de complejidad es de suma importancia, puesto que al mostrar
esto se asume entonces, que el problema no puede ser resuelto en tiempo polinomial.

En el Capitulo 1 mostramos la notacién utilizada en este trabajo, asi como algunos
conceptos fundamentales. En el Capitulo 2 damos una introducciéon a conceptos un poco
mas avanzados como el de visibilidad en el plano, que sera fundamental para el desarrollo
de este trabajo. En el capitulo 3 se da la definicién formal de la clase de complejidad no
determinista polinomial, la cual se le conoce como clase de complejidad NP. Finalmente
en el Capitulo 5 mostramos que nuestro problema de estudio pertenece a la clase de
problemas NP-Completos, haciendo una reduccién polinomial a otro problema conocido
dentro de la clase.



Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Graficas y arboles

Graficas

Definicion 1.1. Una gréifica G es una pareja ordenada (V,FE), que consiste de un
conjunto V' de vértices y un conjunto E C (VzV') de aristas, las cuales son subconjuntos
de dos elementos de V. Ver Figura 1.1.

1

Figura 1.1: Grafica G con conjunto de vértices V' = {1,2,3,4,5,6} y con conjunto de
aristas E = {{1,4},{2,3}, {2,6} ,{6,5}}

La manera usual de representar una grafica es dibujando un punto por cada vértice
y uniendo dos de esos puntos por una linea recta' si los correspondientes dos vértices
forman una arista.

Denotaremos al conjunto de vértices de una gréfica G como V(G), y a su conjunto
de aristas como E(G). Estas convenciones son independientes de cualquier nombre real
de estos dos conjuntos, es decir, el conjunto de vértices de una grifica H = (W, F) es
denotado como V(H) y no como W(H). En una grafica G el nimero de vértices es

'La manera de como esos puntos y esas lineas son dibujados es irrelevante, lo tinico importante es saber
cuales de esos vértices forman una arista y cuales no.
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denotado como |V (G)| y el nimero de aristas como |E(G)].

Un vértice v es incidente con una arista e si v € e. Dos vértices incidentes a un arista
e reciben el nombre de vértices extremos o finales de e. Por simplicidad representaremos
una arista e = (x,y) como xy.

Cuando los extremos de una arista son el mismo vértice diremos que la arista es un
lazo. Cuando la arista no es un lazo, se le llama enlace. Cuando dos aristas tienen los
mismos extremos les llamaremos aristas paralelas. Se dice que una grafica es simple si no
presenta lazos ni aristas paralelas. Estas definiciones se ilustran en la Figura 1.2.

lazo enlace aristas paralelas

Figura 1.2: Tipos de aristas en una gréfica.

Dos vértices x y y de G son adyacentes, o vecinos, si xy es un arista de G. Dos
aristas e y f, e # f, son adyacentes si tienen un vértice extremo en comun. Si todos
los vértices de GG son adyacentes entre si, entonces G es completa. Una grafica completa
sobre n vértices se representa como K,,; una K3 es llamada tridngulo. En la Figura 1.3 se
muestran las graficas completas K3, Ky, y Ks.

K3 K4 K5

Figura 1.3: Gréficas completas K3, K4, y K5

El grado (6 valencia) dg(v) = d(v) de un vértice v es el nimero de aristas incidentes
a v. Un vértice de grado 0 es llamado vértice aislado.

Se dice que una grafica es plana si esta puede ser incrustada en el plano y no existen
intersecciones entre sus aristas, el Unico lugar donde puede haber interseccién es en los
vértices.

Una incrustacion planar de una grafica plana G es una representacién topoldgica de
G. En la Figura 1.4 se muestran dos incrustaciones planares de la misma grafica plana.
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5 5

Figura 1.4: Dos incrustaciones planares distintas de una gréfica

Caminos y ciclos

Un camino (o trayectoria) es una gréfica no vacia de manera que sus vértices pueden
ser ordenados en una secuencia lineal tal que un par de vértices son adyacentes solamente
si son consecutivos en la secuencia. De manera formal un camino P = (V| F) tiene conjun-
to de vértices V = {xg,x1,x2,...,x} y conjunto de aristas £ = {zoz1,z129,...Tk_1Tk},
tal que todos los x; son distintos. Los vértices xi,xo,...,25_1 son llamados los vértices
internos de P.

Se le llama ciclo a una grafica tal que los vértices pueden ser ordenados en una secuencia
ciclica de tal forma que dos vértices son adyacentes si y sélo si son consecutivos en tal
secuencia. Dicho de otra manera, si P = zgx1...T5_1 es un camino con k > 3, entonces
la grafica C' = P U xp_1x0 es llamada ciclo, observemos que el vértice inicial y final son
el mismo. La longitud de un camino o un ciclo esta dada por su ntimero de aristas. El
camino de tamano k es llamado un k-camino, asi como también un ciclo de tamano k es
llamado un k-ciclo.

Subgraficas

Dada una grafica G, hay dos maneras de derivar graficas mas pequenas de G. Si e
es un arista de G, se puede obtener una gréifica de m — 1 aristas eliminando e de G,
dejando intactos los vértices y aristas restantes. La grafica resultante se denota como
G\e. De manera similar si v es un vértice de G, se puede obtener una grafica sobre n — 1
vértices eliminando de G el vértice v junto con todas las aristas adyacentes con v. La
grafica resultante se denota como G — v. Estas operaciones de eliminacién de aristas y
eliminacién de vértices son ilustradas en la Figura 1.5.
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G Gle G-v

Figura 1.5: Subgraficas de la grafica de Petersen

Las graficas G\e y G — v definidas en la Figura 1.5, son ejemplos de subgréficas de
G. De manera més general, una grafica F' es llamada una subgrdfica de una grafica G si
V(F) S V(G)y E(F) € E(G).

Definicion 1.2. Sea G una grafica. Se define a un arbol como una subgréfica conectada
de G tal que no contiene ningun ciclo. Se denota a un arbol como T' y a un arbol de una
grafica G como T'(G). A los vértices de grado uno dentro de un drbol T se les llamara
hojas? de T. En la Figura 1.6 se ilustra esta definicién.

Tx(G)

T:(G)
G

Figura 1.6: Dos arboles, T1(G) y T2(G) de la gréfica G.

2la rafz de un &rbol, incluso si tiene grado uno, nunca es llamada hoja
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1.2. Notacion Asintdtica

Las notaciones que se usan para describir el tiempo de corrida asintético de un algo-
ritmo, son definidas en términos de funciones cuyos dominios son el conjunto de ntimeros
naturales N = {0,1,2,...}. Tales notaciones son convenientes para describir la funcién
del tiempo de corrida en el peor caso (worst-case) T(n), la cual es usualmente definida
Unicamente sobre entradas de tamanos enteros.

Notacion ©

Sea una funcién g(n), se denota a O(g(n)) como el conjunto de funciones:

©(g(n))={ f(n) si existen constantes positivas ¢ y c2, y ng tal que
0 <c19(n) < f(n) < cog(n) para todo n > ng}.

Una funcién f(n) pertenece al conjunto ©(g(n)) si existen constantes positivas c;
y c2, tal que esta pueda ser “encerrada” entre c1g(n) y cag(n) para una n suficientemente
grande, en la Figura 1.7 se muestra f(n) = ©(g(n)). Dado que ©(g(n)) es un conjunto,
se puede escribir “f(n) € ©(g(n))” para indicar que f(n) es un miembro de O(g(n)).
También se puede usar “f(n) = ©(g(n))” para expresar lo mismo, aunque a veces este
abuso de igualdad puede causar confusiones.

La definicién O(g(n)) requiere que cada miembro f(n) € ©(g(n)) se asintéticamente
no negativo, esto es, que f(n) sea no negativa cuando n es lo suficientemente grande. Una
funcién asintéticamente positiva es aquella que es positiva para toda n suficientemente
grande. Consecuentemente, la funcién g(n) debe ser por si misma asintéticamente no
negativa, o sino el conjunto O(g(n)) es vacio. Por lo tanto se asume que toda funcién
usada con notacién © es asintoticamente no negativa. Esta asuncion se mantiene para las
otras notaciones asintéticas.

cz9(n)
fin)

c1g(n)

y
Figura 1.7: f(n) = O(g(n))
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Notacion O

La notacién © acota asintéticamente una funcién por arriba y por abajo. Cuando se
tiene solamente una cota superior asintética, se usa la notacién O. Sea una funcién
g(n), se denota a O(g(n)) (“oh-grande de g de n”) como el conjunto de funciones:

O(g(n))={ f(n) si existe una constante positiva ¢, y ng tal que
0 < f(n) < cg(n) para todo n > ng}.

Se usa la notacién O para dar una cota superior de una funcién con un factor
constante. Para todos los valores de n a la derecha de ng, el valor de f(n) esta por abajo

de cg(n). Se usa f(n) = O(g(n)) para indicar que una funcién f(n) es un miembro del
conjunto O(g(n)). En la Figura 1.8 se muestra f(n) = O(g(n)).

cgiml

fin)

My

Figura 1.8: f(n) = O(g(n))

Notacion

Tal como la notacion O provee de una cota superior para una funcién, la notacién
) provee una cota inferior asintética. Sea una funcién g(n), se denota a Q(g(n))
(“omega-grande de g de n”)como el conjunto de funciones:

Q(g(n))={ f(n) si existe una constante positiva ¢, y ng tal que
0 < cg(n) < f(n) para todo n > ng}.

La intuiciéon detrds de la notaciéon {2 es mostrada en la Figura 1.9. Para todos los
valores de n a la derecha de nyg, el valor de f(n) esta por arriba de cg(n).
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fim)

cgin)

Figura 1.9: f(n) = Q(g(n))

Por las definiciones de notacién asintdtica que se han dado, se puede mostrar el si-
guiente teorema.

Teorema 1.2.1. Para cualesquiera dos funciones f(n) y g(n), se tiene que f(n) = ©(g(n))
siy solo si f(n) = O(g(n)) y f(n) = Qg(n)).

Demostracion. (+) Por definicién tenemos que O(g(n)) =0 < f(n) <cg(n) y Qg(n)) =
0 <dg(n) < f(n), de aqui

dg(n) < f(n) < cg(n)

la cual es la definicién de ©(g(n)) (d y ¢ son las constantes ¢; y ca que menciona la
definicién).
(—) Por definicién O(g(n)) =0 < c19(n) < f(n) < cag(n), esto es lo mismo que

con ci1g(n) < f(n) y f(n) < cag(n), lo cual por definicién es Q(g(n)) y O(g(n)) respecti-
vamente.

O

Notacion o

La cota superior proporcionada por la notacién O puede o no ser asintéticamente
justa. Se usa la notacién o para denotar una cota superior que no es asintéticamente
justa. Formalmente se define a o(g(n)) (“oh-pequena de g de n”) como el conjunto

o(g(n))={ f(n) si existe una constante positiva ¢, y ng tal que
0 < f(n) < cg(n) para todo n > ng}.

Las definiciones de la notacion O y de la notacién o son similares. La diferencia
principal es que en f(n) = O(g(n)), la cota 0 < f(n) < cg(n) se mantiene para alguna
constante ¢ > 0, pero en f(n) = o(g(n)), la cota 0 < f(n) < cg(n) se mantiene para
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todas las constantes ¢ > 0. Intuitivamente, en la notacién o, la funcién f(n) se vuelve
insignificante relativa a g(n) como n se aproxime a infinito; esto es,

tm 1Y _

n—oo g(n)

Notacion w

Por analogia, notacién w es a notacién {2 como notacién o es a notacién O. Se usa
notacion w para denotar una cota inferior que no es asintéticamente justa. Una manera
de definir esto es por

f(n) € w(g(n)) siy solosi g(n) € o(f(n)).

Formalmente, sin embargo, se define w(g(n)) (“omega-pequenia de g de n”) como
el conjunto

w(g(n))={ f(n) si existe una constante positiva ¢, y ng tal que
0 <cg(n) < f(n) para todo n > ng}.

La relacién f(n) = w(g(n)) implica que

n
lim —( ) =00
n—oo g(n)
si el limite existe. Esto es, f(n) se vuelve arbitrariamente grande relativa a g(n) como n
se aproxime al infinito.



Capitulo 2

Visibilidad en el plano

2.1. Poligonos y visibilidad

Definicion 2.1. Un poligono P es una region cerrada R en el plano, la cual es acotada
por un conjunto finito de aristas de P, denotadas como F(P). Cualquier punto extremo
de un arista de P es llamado vértice de P, el cual es un punto en el plano.

Se dice que un poligono P es un poligono simple si existe una trayectoria entre cuales
quiera dos puntos de R la cual no intersecte con algin arista de P.

vértice

e

— arista

contorno de P
~

interior de P

exterior de P

Figura 2.1: Poligono Simple P

Dado que P es una regién cerrada y acotada, el contorno (o limite) de P consiste de
un ciclo de aristas de P.

La region R es llamada la region interna o el interior de P. De manera similar, las
regiones del plano que excluyen todos los puntos de R son llamados las regiones externas
o el exterior de P. En la Figura 2.1 se ilustran estas definiciones.
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Se dice que dos puntos p y ¢ dentro de P son wisibles si el segmento de linea que une
a py g no contiene algin punto del exterior de P. Esto significa que el segmento pg se
encuentra totalmente contenido en el interior de P. Se puede decir también que p ve a
q, si p y q son visibles en P, es obvio que si p ve a ¢, ¢ ve a p, entonces en ocasiones se
dird que p y q son visibles mutuamente. En la Figura 2.2, el punto p ve al punto ¢ pero
no al punto 7.

Figura 2.2: Visibilidad de entre dos puntos

Usando la definiciéon de visibilidad en un poligono, se definen dos clases especiales
de poligonos, los poligonos convezos y los poligonos estrella (en inglés star-shaped). Un
poligono simple P es llamado convezo si cada par de puntos en P es mutuamente visible,
ver Figura 2.3(a). Un poligono simple P es llamado estrella si existe un punto z dentro de
P tal que todos los puntos de P son visibles desde z. Ver Figura 2.3(b). Al conjunto de
todos los puntos z de P se les conoce como el nicleo de P.

Nucleo

(a) Poligono Convexo C. (b) Poligono Estrella S.

Figura 2.3: Dos tipos de poligonos simples.

2.2. Triangulacién

Definicion 2.2. Sea ab un segmento rectilineo dentro de un poligono P, si: 1) a y b son
vértices de P, 2) a y b son visibles mutuamente, y 3) ab ¢ E(P), se dice que ab es una
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diagonal de P.

Definicion 2.3. Una triangulacion de un poligono P es una particién de P en tridngulos
por diagonales.

Una triangulacion de P no es tnica debido a que muchos subconjuntos de diagonales
pueden dar una triangulacion al poligono P.

P

Figura 2.4: Una triangulacién del poligono P.

Teorema 2.2.1. Toda triangulacién de un poligono simple de n vértices tiene n—2 triangu-
los.

Demostracion. Este teorema sera probado por induccion en n. Cuando n = 3 el poligono
es por si mismo un tridngulo, y por lo tanto el teorema es trivialmente verdadero. Sea
n > 3, y asumimos que el teorema es verdadero para m < n. Sea P un poligono con n
vértices. El primer paso a realizar es demostrar la existencia de una diagonal en P. Sea
v el vértice mas a la izquierda de P (en caso de un empate, utilizar el vértice mas a la
izquierda y més abajo) y sean u y w los vecinos de v sobre el contorno de P. Si el segmento
uw cae en el interior de P, entonces una diagonal ha sido encontrada. De otra manera,
hay uno o mas vértices dentro del tridngulo definido por u, v y w, o sobre la diagonal ww.
De todos estos vértices, sea v’ el vértice mds lejano de la linea que pasa por u y w. El
segmento que conecta a v’ y v no puede intersectar una arista de P, debido a que dicha
arista tendria uno de sus vértices extremos al interior del tridngulo mas alejado de la
linea que pasa por u y w, contradiciendo la definicién de v’. Por lo tanto vv’ es una diagonal.

Se dice entonces que una diagonal existe. Cualquier diagonal corta a P en dos
subpoligonos simples, P; y P>. Sea m; el nimero de vértices de P; y mo el nimero de
vértices de P», ambos, m; y mo deben ser menores a n, entonces, por induccién P; y P
pueden ser triangulados. Por lo tanto P puede ser triangulado.

Lo que resta probar ahora es que cualquier triangulacién de P consiste de n—2 triangu-
los. Para esto se considerara una diagonal arbitraria en alguna triangulacién Tp. Esta dia-
gonal corta a P en dos subpoligonos con my y me vértices respectivamente. Todo vértice de
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P se encuentra en exactamente uno de los dos subpoligonos, excepto para los vértices defi-
nidos en la diagonal, ya que cada vértice se encuentra en ambos subpoligonos. Por lo tanto
m1+me = n+2. Por induccién, cualquier triangulacién de P; consiste de m; —2 tridngulos,
lo cual implica que Tp consiste de (m1 —2)+(mg—2) = (m1+mg)—4=n+2—-4=n—2
tridngulos.

O

w w
(a) Caso 1: uw esta totalmente contenida (b) Caso 2: uw no esta totalmente contenida
dentro P. dentro de P, pero si lo esta vv’.

Figura 2.5: Prueba de la existencia de una diagonal en P.

2.3. Problema de la Galeria de Arte

Este problema fue introducido por Klee en 1973 en una discusién con Chvétal. La idea
bésica del problema es la siguiente, imaginemos la sala de un museo que contiene varias
obras de arte, el cual visto desde arriba puede ser representado por un poligono P de n
vértices. Klee se preguntd: ;Cudntas cdmaras son necesarias para vigilar la sala entera?
Cada camara es considerada como un punto fijo que puede ver en todas direcciones,
esto es, tiene una visibilidad de 27 o 360°. Claro que las cdmaras no ven a través de las
paredes de la sala.

De manera mas concisa, el problema es encontrar el minimo nimero de cdmaras
necesarias que puedan cubrir a todo el poligono P.
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) IJQ’LG«
T

Figura 2.6: Representacién de una galeria de arte

o

Para algtin poligono P, hay un nimero minimo de camaras que son necesarios para
completar el cubrimiento. En la Figura 2.7(a) es claro que tres cdmaras son necesarios
para cubrir el poligono P de doce vértices, aunque hay una libertad considerable en la
ubicacion de las tres cdmaras. Pero no siempre son suficientes 3 cadmaras para cubrir
la totalidad del poligono. Por ejemplo en la Figura 2.7(b) se muestra un poligono del
mismo nimero de vértices y son necesarias 4 camaras para vigilarlo totalmente. Lo que
la pregunta de Klee busca es expresar como una funcién de n el nimero mas pequeno de
camaras que son suficientes para cubrir cualquier poligono de n vértices. Algunas veces
este numero se dice que es necesario y suficiente para el cubrimiento: necesario para
algunos poligonos ya que si se toman menos camaras, el poligono ya no es cubierto en
su totalidad, y suficiente para algunos poligonos ya que si se toman menos cdmaras, se
sigue cubriendo a todo el poligono. Por ejemplo, cuatro camaras son necesarias para cu-
brir al poligono de la Figura 2.7(b) pero son suficientes para el poligono de la Figura 2.7(a).

P P’

(a) Tres puntos (cdmaras) son necesarios (b) Cuatro puntos (cdmaras) son nece-

para cubrir el poligono P de 12 vértices. sarios para cubrir el poligono P’ de 12
vértices.

Figura 2.7: Puntos neesarios para el cubrimiento de los poligonos Py P’.

Formalizando el problema. Sea g(P) el niimero méas pequefio de cdmaras necesarias
para cubrir el poligono P: g(P) = ming|S : S cubre a P|, donde S es un conjunto de
puntos (cdmaras) y |S] es la cardinalidad de S. Sea P,, un poligono de n vértices. G(n) es



16 CAPITULO 2. VISIBILIDAD EN EL PLANO

el maximo de g(P,) sobre todos los poligonos de n vértices: G(n) = maxp,g(Py). El pro-
blema de Klee es determinar la funcién G(n). Al menos una cdmara es siempre necesaria,
ya que no es posible cubrir a un poligono con cero cdmaras. En términos de la notacion
usada, esto genera una cota inferior sobre G(n) : 1 < G(n). Es evidente que n cAmaras son
suficientes para cualquier poligono: colocando una cdmara en cada vértice se cubrird el
poligono. Esto da una cota superior: G(n) < n. Entonces ahora sabemos que 1 < G(n) < n.

El Teorema 2.2.1 implica que un poligono simple con n vértices puede ser vigila-
do o cubierto con n — 2 camaras. Pero poner una camara por cada tridngulo es un
poco exagerado. Una cdmara posicionada en una diagonal por ejemplo, puede vigilar
dos triangulos, entonces colocando cdmaras en diagonales bien seleccionadas podria
reducir el nimero de cdmaras a n/2. Colocar las cdmaras en los vértices suena un
poco mejor, ya que un vértice puede ser adyacente a muchos tridngulos, y una camara
en ese vértice podria vigilar a todos esos tridangulos. Esto sugiere la siguiente aproximacion.

Sea Tp una triangulacién de P. Seleccionar un subconjunto de vértices de P, tal que
cualquier tridngulo de Tp tenga al menos un vértice seleccionado, es decir si un tridngulo
es vou1vy al menos v;, para alguna i = {0, 1,2}, pertenecerd al subconjunto de vértices
de P mencionado anteriormente, y colocar las cadmaras en los vértices seleccionados.
Para encontrar dicho subconjunto se asignara a cada uno de los vértices de P un color:
blanco, gris y negro. La coloracién debe ser tal, que cuales quiera dos vértices adyacentes
a una misma arista o a una misma diagonal deberdn tener colores diferentes, a esto
se le conoce como 3-coloracion de un poligono triangulado. En un 3-coloraciéon de un
poligono triangulado, todo tridngulo tiene un vértice blanco, gris y negro. Por lo tanto,
si se colocan cadmaras en todos los vértices grises, se dice, que el poligono es vigilado
completamente. Si se escoge la clase de color minima para colocar las camaras, se puede
vigilar P usando a lo mas [n/3| cdmaras. En la Figura 2.8 se muestra esta asignacion.

Figura 2.8: 3-coloracién del poligono P, si se colocan camaras en los vértices de color gris

(2), el poligono es vigilado completamente con LgJ = 5 cadmaras.
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Ahora la pregunta serfa, jsiempre existe un 3-coloracién?. La respuesta es si. Para
ver esto, se revisard la grdafica dual de Tp. Esta gréfica, denotada como ((Tp), tiene un
vértice por cada tridngulo en Tp. Se denotard al triangulo correspondiente a un vértice v
de ¢(Tp) como t(v). Si t(v) y t(p) comparten una diagonal en T'p, entonces en la gréfica
dual ((Tp) existira la arista vu (ver Figura 2.9). Las aristas en ((Tp) corresponden a las
diagonales en Tp. Dado que cualquier diagonal corta al poligono P en dos, si se elimina
una arista de ((Tp) se parte a la grafica en dos. Por lo tanto ((7p) es un arbol. Esto
significa que se puede encontrar una 3-coloracién haciendo un simple recorrido de la
grafica ((Tp), con busqueda en profundidad por ejemplo.

¢ (Te)

Figura 2.9: Gréfica dual ((Tp) de la triangulacién Tp.

A continuacién se explica como lograr eso. Mientras se va haciendo la bisqueda en
profundidad, se mantendrd la siguiente invariante: todos los vértices de los triangulos
encontrados hasta el momento tendran colores blanco, gris y negro, y dos vértices
conectados en la misma arista no tendran el mismo color. La invariante implica que se
puede calcular una 3-coloracién vélida cuando todos los tridngulos han sido encontrados.
La bisqueda en profundidad puede ser iniciada en cualquier vértice de ((Tp); los tres
vértices del tridngulo encontrado serdn coloreados como blanco, gris y negro. Ahora
supéngase que un vértice v ha sido alcanzado en ((Tp), viniendo de un vértice u.
Entonces t(v) y t(u) comparten una diagonal. Dado que los vértices de t(u) ya han
sido coloreados, solamente un vértice de ¢(v) falta por ser coloreado. Solo hay un color
que puede ser asignado a este vértice, lldmese el color ¢ que no ha sido asignado a los
vértices de la diagonal entre t(v) y t(u). Dado que ((Tp) es un arbol, los otros vértices
adyacentes a v no han sido visitados atin, por lo tanto se mantiene la libertad de asignar-
le al vértice v el color ¢ que restaba. Este procedimiento se puede observar en la Figura 2.10.
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¢ (Te)

Figura 2.10: Haciendo recorrido en profundidad sobre ((Tp) para colorear Tp.

Se concluye entonces que un poligono simple triangulado puede ser siempre 3-coloreado.

Como un resultado se tiene que un poligono simple puede ser vigilado con |[n/3]
camaras. Claro que esto puede mejorar ya que una camara colocada en un vértice puede
cubrir a més que solo tridngulos adyacentes. En la Figura 2.11 podemos observar que hay
poligonos con n vértices los cuales requieren |n/3] cdmaras para ser cubiertos, por lo
que no se puede esperar encontrar una estrategia que siempre encuentre menos de |n/3|

camaras, lo que nos indica que 3-coloracion es una aproximacién 6ptima para el peor de
los casos.

Ln/3] puntas

—

Figura 2.11: Ejemplo de que |n/3| cdmaras son necesarias para cubrir completamente el
poligono de n vértices.

Lo anterior prueba el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. (Teorema de la galeria de arte ) Para un poligono simple P con n vértices,

|n/3] cdmaras son ocasionalmente necesarias y siempre suficientes para poder ver a cada
punto del poligono simple.
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2.4. Poligono de Visibilidad

La nocién de visibilidad débil de un poligono desde un segmento fue introducido por
Avis and Toussaint para el problema de la Galeria de Arte. Ellos consideraron una variacién
del problema: solo hay una cadmara, la cual es mévil y puede desplazarse a lo largo de una
arista del poligono. Ellos definieron la visibilidad desde una arista v;v;41 en un poligono
simple P en 3 formas diferentes:

1. Se dice que P es de wvisibilidad completa desde v;v;41 si cada punto z € P es visible
a todo punto w € v;v;41.

2. Se dice que P es de visibilidad fuerte desde v;v;11 si existe un punto w € v;v;41 tal
que para cada punto z € P, w y z son visibles.

3. Se dice que P es de wvisibilidad débil desde v;v;41 si cada punto z € P, existe un
punto w € v;v;4+1 (dependiendo de z) tal que w y z son visibles.

Figura 2.12: El poligono P es (a) completamente, (b) fuertemente y (c) débilmente visible
de la arista v;v;1

Si P es completamente visible desde v;v;+1, €l guardia puede colocarse en cualquier
punto w sobre v;v;+1. En otras palabras, P y el poligono de visibilidad V(w) de P
desde cualquier punto w € v;v;41 son la misma regién. Si P es fuertemente visible desde
ViV;41, existe al menos un punto w sobre v;v;41 desde el cual el guardia pueda ver el
poligono completo P, es decir, P = V(w). Finalmente, si P es débilmente visible desde
ViVi41, €s necesario que el guardia patrulle a lo largo de v;v;41 para ver completamente a P.

Un punto z € P es dicho a ser débilmente visible de una arista v;v;41 si este es
visto desde algin punto de wv;v;y1. El conjunto de todos los puntos de P que son
débilmente visibles desde v;v;11 es llamado el poligono de wvisibilidad débil de P desde
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v;¥;+1. Una nocién més general de un poligono de visibilidad débil, permite la visibili-
dad de P a partir de un segmento interno pq, el cual no es necesariamente una arista de P.

Se considerara ahora el problema de calcular el poligono de visibilidad completa desde
un segmento de linea pg en un poligono P. Considerar algin punto z € P que es visible
desde los extremos p y q. Dado que P es simple entonces z es completamente visible desde
pq. El siguiente lema sugiere una manera de calcular el poligono de visibilidad completa
desde un segmento pgq.

Lema 2.4.1. El poligono de visibilidad completa de una linea pg de un poligono P, es el
poligono de visibilidad de ¢ dentro del poligono de visibilidad de P a partir de p.

V(p) V(q) Vip) N V(q)

Figura 2.13: Prueba grafica del Lema 2.4.1.

Demostracion. Sea V(p) el poligono de visibilidad de p en P, y V(q) el poligono de visi-
bilidad de g en P. Sea z € P un punto en el plano visible desde p. Dado que z es visible
desde p, entonces z € V(p), por definicién, para que z sea completamente visible desde la
linea pq, z también tiene que ser visible desde ¢, por lo tanto, z € V(¢). La tnica manera
de lograr esto es que z € V(p) N V(q), ya que de otra manera z € V(p) y z ¢ V(q) o
viceversa. Por lo tanto el poligono de visibilidad completa de pg en P sera el conjunto de
puntos z € V(p) NV (q), lo que es equivalente a obtener el poligono de visibilidad V' (g)’
de g en V(p).

O]



Capitulo 3

Problemas completos de
complejidad no determinista
polinomial

3.1. Teoria de problemas completos de complejidad no de-
terminista polinomial (NP-completos)

La clase de complejidad P.

Se define a un problema abstracto (Q como una relacién binaria sobre el conjunto I de
instancias del problema y el conjunto S de soluciones del problema.

Por ejemplo, el problema de la trayectoria minima Fuclidiana, es una relacién
R C I x S que asocia a cada tripleta (G, u,v) € I, donde G es una gréfica y u,v € V(G),
con cada solucién S(u,v) € S.

Un problema de decision es una funcién @ : I — {0,1}, donde I es el conjunto de
instancias del problema. Por ejemplo el problema PATH es el problema de decisién tal
que si i = (G,u,v,k) € I, entonces PATH (i) = 1 si la trayectoria minima de u a v tiene
a lo méas k aristas y PATH (i) = 0 en cualquier otro caso.

La teoria de problemas NP-completos esta descrita para problemas de decisién y en
lo que sigue se enfocara a esta clase de problemas.

Teoria formal de lenguajes

Un alfabeto, denotado como 3, es un conjunto finito no vacio de simbolos. Una
palabra es una sucesién finita de simbolos de algin alfabeto Y. Un lenguaje L so-
bre ¥ es un conjunto de palabras sobre . Por ejemplo, si ¥ = {0,1}, el conjunto
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L = {10,11,101,111,1011,1101,10001, ...} es lenguaje de los nimeros primos sobre el
alfabeto binario {0, 1}.

Se denota como € a la palabra vacia, como () al lenguaje vacio y X* al len-
guaje de todas las palabras en el alfabeto ¥. Por ejemplo, si ¥ = {0,1} entonces
¥* ={¢,0,1,00,01,11,000,...}, el conjunto de todas las cadenas binarias.

Todo lenguaje L sobre ¥ es subconjunto X*. El complemento de un lenguaje L,
denotado como L estd dado por:

L= ~-1L

La concatenacién LiLo de dos lenguajes L1 y Lo es el lenguaje

L ={xixy: 21 € L1,29 € La}.

La cerradura o estrella de Kleene de un lenguaje L es el lenguaje

Y ={JULUL*UL*U...

, donde L* es el lenguaje obtenido de concatenar L consigo mismo K veces.

Una codificacién e para un problema de decision () es una descripcién de cada
instancia de ) como un palabra sobre un alfabeto 3.

Un problema de decisién @ bajo una codificacién e(Q) sobre el alfabeto ¥ particiona
>* en tres clases de palabras.

1) Palabras que no son codificacién de ninguna instancia de Q.
2) Palabras x tales que Q(w) =0y,

3) Palabras x tales que Q(w) = 1.

Dado que un problema de decisién ) estd totalmente caracterizado por aquellas

instancias de problema tales que producen un 1, se puede definir el problema ) como un
lenguaje L sobre un alfabeto ¥ donde

L={ze¥ :Q(x) =1}

Por ejemplo el problema de decision PAT H es equivalente al siguiente lenguaje.
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PATH = {(G,u,v,k) : G = (V, E) es una grafica no dirigida,
u,v € V(Q),
k > 0 es un entero,
y existe una trayectoria de v a v en G

de longitud k}.
Donde (I) denota la codificacién de la instancia.

Se dice que un algoritmo acepta una palabra x € ¥* si,  dada como entrada, la salida
del algoritmo A(x) es 1.

Un lenguaje aceptado por un algoritmo A es el conjunto de palabras

L={zeX¥X": Alx)=1}

Un algoritmo rechaza una palabra z si A(x) = 0.

Un lenguaje L es decidido por un algoritmo A si toda palabra x € L es aceptada por
Ay toda palabra y ¢ L es rechazada por A.

Un lenguaje L es aceptado en tiempo polinomial por un algoritmo A si existe
una constante k tal que para toda palabra x € ¥* con |z| = n el algoritmo decide
correctamente si € L es tiempo O(n").

Una clase de complejidad es un conjunto de lenguajes cuya pertenencia a la clase
estd determinada por una medida de complejidad' de un algoritmo que determina si una
palabra pertenece al lenguaje L.

La clase de complejidad P, se define de la siguiente manera:

P={LC>": existe un algoritmo A que decide L en tiempo polinomial}.

La clase de complejidad NP

Un ciclo Hamiltoniano de una gréafica G = (V, E) es un ciclo que contiene a todo
vértice en V(G), y solo pasa por el una sola vez. Una grafica que contiene un ciclo Hamilto-
niano se dice que es una grafica Hamiltoniana y una que no es una grafica no Hamiltoniana.

Sea HAM-CYCLE= {(G) : G es una grafica Hamiltoniana}

Un algoritmo para decidir HAM-CYCLE seria poner en una lista toda permutacién
de los vértices de G y verificar cada una, hasta encontrar una permutacién que sea un

Luna medida de complejidad con respecto algin criterio, como por ejemplo el tiempo de corrida
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ciclo en G. El cual no es un algoritmo polinomial.

Considérese ahora que ademads de la grafica G se nos da como entrada una sucesién
de los vértices de GG. Se podria verificar que ésta sucesién de vértices induce un ciclo
Hamiltoniano en G en tiempo polinomial.

Un algoritmo verificador es un algoritmo A con dos argumentos de entrada, el primer
argumento es la entrada ordinaria dada como una palabra x € ¥* que es la codificacién de
una instancia del problema que resuelve, y el segundo argumento es otra palabra y € ¥*
llamada certificado.

Un algoritmo verificador A wverifica una palabra de entrada x si existe un certificado y
tal que A(z,y) = 1.
El lenguaje verificado por un algoritmo verificador A es

L={zxeX": existey € ¥* tal que A(x,y) =1}

Intuitivamente, un algoritmo A verifica un lenguaje L si para toda palabra x € L
existe un certificado y que A puede utilizar para probar que x € L. Mas ain para toda
palabra x ¢ L no existe un certificado que pruebe que z € L.

Por ejemplo para HAM — CY CLE el certificado es la codificaciéon de un ordenamiento
de los vértices en G de algun ciclo Hamiltoniano.

Si la grifica no es Hamiltoniana, no existe un ordenamiento de los vértices en
G que pueda enganar al algoritmo verificador para hacerle creer que es Hamiltoniana
dado que el algoritmo verificador checa si el certificado propuesto es un ciclo Hamiltoniano.

La clase de complejidad NP es la clase de lenguajes que pueden ser verificados por
un algoritmo polinomial, esto es, un lenguaje L pertenece a NP si y sélo si existe un
algoritmo verificador A y una constante ¢ tal que

L= {a: € Z : existe un certificado y con |y| = O (|z|°) tal que A(z,y) = 1}

Se dice entonces que el algoritmo A verifica el lenguaje L en tiempo polinomial. Por
la discusién anterior se puede decir que HAM-CYCLE € NP

Teorema 3.1.1. (P C NP) Sea L un lenguaje. Si L € P entonces L € NP

Demostracion. Dado que si existe un algoritmo polinomial para decidir L, el algoritmo se
puede convertir facilmente en un algoritmo verificador que simplemente ignore cualquier
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certificado en su segundo argumento y acepte exactamente aquellas palabras que determine
pertenece a L.
O

Problemas NP-completos

Una funciéon f : I' € ¥* — ¥* es computable en tiempo polinomial si existe un
algoritmo polinomial A que dada una entrada x € I' devuelve f(z) € ¥*.

Un lenguaje L1 es reducible en tiempo polinomial a un lenguaje Lo, denotado como
Ly <, Lo, si existe una funcién computable en tiempo polinomial f : I' C ¥* — ¥* tal
que para toda xz € I', z € Ly si y s6lo si f(x) € Lo.

La funcién f es llamada funcién de reduccion y el algoritmo polinomial F' que calcula
f es un algoritmo de reduccion.

Si x € Ly entonces f(z) € Ly y ademés si x € Ly entonces f(z) ¢ Lo. Por lo tanto,
la funcién de reduccién mapea cualquier instancia x del problema de decisiéon tal que
Q1(z) = 1 en el lenguaje Lj, a una instancia f(x) del problema de decisién tal que
Q2 (f(z)) = 1 en el lenguaje Lo.

Si podemos saber que f(x) € Lo, entonces directamente se podria saber si x € L; por
lo que las reducciones en tiempo polinomial son una herramienta poderosa para probar
que un lenguaje pertenece a P.

Lema 3.1.1. Si L1,Ly € Z* son lenguajes tales que L1 <, Lo, entonces Ly € P implica
LieP.

Demostracion. Sea As un algoritmo polinomial que decide Lo y sea F' un algoritmo de
reduccion polinomial que calcule la funcidon de reduccion f. Sea A; el siguiente algoritmo
polinomial. Para una entrada x € T' C ., el algoritmo A; corre el algoritmo F para
transformar x a f(x) y luego corre As para verificar si f(x) € Lo. Si Ay (f(z)) = 1
entonces Aj(x) = 1y si Ay (f(x)) = 0 entonces Aj(x) = 0. A; es correcto porque f es
una funcién de reduccién para L; <, Ly y es un algoritmo polinomial porque F'y Ay son
algoritmos polinomiales.

O
Un lenguaje L C ¥* es NP-completo si:
i) Le NP
ii) L' <, L para todo L' € NP

Se definira a NPC como la clase de lenguajes NP-completos.
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Teorema 3.1.2. Si algin problema NP-completo puede ser resuelto en tiempo polinomial,
entonces P = NP.

Demostracién. Supongamos que L € Py también L € NPC. Para cualquier L' € NP
tenemos que L' <, L por la propiedad 2 de la definicién de NP-completo. Ademds por el

Lema reflemaant tenemos que L' € P
O

Corolario 3.1.1. Si algiin problema en NP no puede ser solucionado en tiempo polino-
mial entonces ningin problema NP-completo puede ser solucionado en tiempo polinomial.

P—=qQ
—|Q—>—|P

Un lenguaje L C ¥* es NP-duro si L’ <, L para todo L' € NP.

Lema 3.1.2. La relaciéon < P sobre lenguajes es transitiva, esto es, si L1 <, Lo y
Ly <, L3 entonces L1 <, L3.

Sean f y g las funciones de reduccién de las reducciones polinomiales L1 <, Lo y
Ly <, Lg3, entonces la funcién g o f es una funcién de reduccién polinomial para la
reduccion Ly <, L3.

Lema 3.1.3. Si L es un lenguaje tal que L’ <, L para alguin lenguaje tal que L' € NPC,
entonces L es NP-duro. Si ademéas, L € NP, entonces L € NPC.

Demostracidn. Dado que L' € NPC, para todo lenguaje L” € NP tenemos que L” <, L'.
Por suposicién L' <, L,y por transitividad de la relacién <, sobre lenguajes tenemos que
L" <, L, por lo tanto L es NP-duro. Si L € NP, incluso se tiene que L € NPC.

[

Este lema da un método para probar que un lenguaje L es NP-completo.

1) Probar que L € NP.
2) Seleccionar un lenguaje L' que sabemos es NP-completo.

3) Describir un algoritmo A que calcule una funcién f que mapee toda instancia x €
' C " de L a una instancia f(x) de L.

4) Prueba que la funcién f satisface x € L' siy sélo si f(z) € L paratodaz € T C ",
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5) Prueba que A es polinomial.

Teorema 3.1.3. Satisfacibilidad de férmulas booleanas en 3-forma normal conjuntiva es
un problema NP-completo.

La prueba al Teorema 3.1.3 se da en [6]. En las siguientes dos secciones se daran dos
problemas los cuales seran mostrados a ser NP-completos, con el fin de ejemplificar el
método dado por el Lema 3.1.

3.2. Problema del arbol de Steiner en graficas

Definicién del problema

El problema del drbol de Steiner en graficas (ver Figura 3.1), llamado por simplicidad
ST, es definido en su forma de decisién como sigue:

Instancia: Una grafica no dirigida G = (V, E); un subconjunto de vértices R C V,
llamados vértices terminales; y un nimero k € N

Pregunta: ;Existe un subédrbol de G que incluya todos los vértices de R (es decir un
arbol de expansién para R) y que contenga a lo més k aristas ?.

Este problema tiene muchas aplicaciones, especialmente cuando se tiene que pla-
nificar una estructura de conexién entre puntos terminales diferentes. Por ejemplo,
cuando se desea encontrar una manera optima de construir carreteras y vias de fe-
rrocarril que conectan un conjunto de ciudades o decidir las politicas de enrutamiento
a través de Internet para el trafico multicast, usualmente de una fuente a muchos destinos.

Desafortunadamente este problema ha sido mostrado a ser intratable, en el sentido de
que no existe algoritmo polinomial que lo resuelva, a menos que P = NP. A continuacién
se mostrara que este problema es NP-completo.

ST es NP-Completo

Teorema 3.2.1. El problema del arbol de Steiner en graficas es NP-Completo.

Demostracion. Para mostrar que ST es NP-completo, es necesario mostrar que ST € NP.
Asumir que (G, R, k) € ST, es decir que (G, R, k) es una instancia de ST, y asumir que
la instancia reserva una respuesta afirmativa. En este caso dada una solucién hipotética
positiva T' C G, se puede verificar en tiempo polinomial que:
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Figura 3.1: Ejemplo de un &rbol de Steiner en graficas. Los circulos de color negro repre-

sentan el conjunto de vértices R, y las aristas en negrita representan el arbol de Steiner
T.

= T es un arbol, es decir que no contiene ciclos y es conexo,

= el drbol T conecta a todos los vértices terminales especificados por el conjunto R, y

& el numero de aristas usadas por el arbol no es mayor que k.

Una vez mostrado que ST € NP lo que sigue ahora es elegir un problema conocido a
ser NP-Completo. Se elegira el problema de 3-Satisfacibilidad Booleana (3-SAT).

Problema: 3-Satisfacibilidad Booleana (3-SAT)

Instancia: Un conjunto U = {uy,us,...,up} de variables booleanas y una coleccién
C = {ey,co,....,c} de clausulas sobre U tal que toda ¢; € C, con ¢ = 1,2,...,m, es una
disyuncién de precisamente tres literales.

Pregunta: jFxiste una valuacién de las variables de C, de tal manera que la férmula
I=ciNea Aes A ... Ay, es verdadera?

Sean 1, x2, ..., T, las variables y ci, co, ..., ¢, las clausulas en una instancia arbitraria
de 3 — SAT. El objetivo es construir una grafica G = (V, F), un conjunto de terminales
R, y una cota B, tal que G contiene un arbol de Steiner T' que expande a R de tamano a
lo més B, siy solo si la instancia dada de 3 — SAT es satisfacible.
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Figura 3.2: Transformando 3 — SAT al problema del arbol de Steiner en gréficas: la tra-
yectoria de variables.

La gréfica G es construida como sigue. Conectar dos vértices u y v por una trayectoria
de variables como es mostrado en la Figura 3.2.

Crear para toda cldusula ¢; un dispositivo de cldusula (ver Figura 3.3) que
consiste de un vértice c¢; conectado por trayectorias de longitud ¢ con sus corres-
pondientes literales en la trayectoria de variables. Como conjunto de terminales de
escogerd R = {u,v} U {c1,ca,...,cn} v hacer a B como B =2n +t-m.

X, Xy

X

Figura 3.3: El dispositivo de cldusulas para la cldusula ¢; = x2 V Z; V x,. Las lineas
punteadas indican trayectorias de tamano ¢ de ¢; a los vértices apropiados en la trayectoria
de variables.

Asumir primero que la instancia de 3 — SAT es satisfacible. Para construir un arbol
de Steiner que expanda a R se comenzara con una trayectoria P de u a v que represente
una asignacion satisfactoria. Esto es, x; € P si z; es establecida como verdadera en la
asignacién y T; € P en otro caso. Se puede observar que para toda clausula el vértice ¢;
puede ser conectado a P por una trayectoria de longitud ¢ como se puede observar en la
Figura 3.4. De esta forma se obtiene un arbol de Steiner para R de longitud 2n+t-m = B.
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Figura 3.4: La trayectoria de u a v representa una asignacién satisfactoria para la formula
a la que ¢; pertenece. La clausula ¢; puede ser conectada a la trayectoria ya que al menos
una de sus literales debe pertenecer a ella.

Para ver la otra direccion, asumir ahora que T es un arbol de Steiner para R de
tamano a lo mas B. De manera trivial, para cada cldusula el vértice ¢; ha sido conectado
a la trayectoria de variables. Asumir por el momento que existe una cldusula c; para la
cual ¢; esta conectada a la trayectoria de variables por al menos dos de estas trayectorias.
Entonces |E(T)] > (m + 1) -t > B. Esto muestra que u y v pueden ser solamente
conectadas en la trayectoria de variables, el cual requiere de al menos 2n aristas. Como
cada clausula necesita al menos t aristas para conectar a ¢; a la trayectoria de variables se
concluye que la trayectoria u — v contiene exactamente 2n aristas y que cada dispositivo
de clausula esta conectado a esta trayectoria usando exactamente ¢ aristas. Por lo tanto,
la trayectoria u — v representa una asignacién satisfactoria.

Se puede ver que esta construccién es obtenida en tiempo polinomial: por cada clausula
se construye un dispositivo en tiempo constante O(1) por lo tanto el problema del arbol
de Steiner en graficas es NP-completo. [l

3.3. Problema de la incrustacion planar de arboles al inte-
rior de poligonos simples

Se dice que una gréafica G = (V, E), de tamano |V| = n, puede ser incrustada (con
lineas rectas) dentro de un conjunto de n puntos P si existe un mapeo uno a uno
1 : V. — P de los vértices de G a los puntos de P. Se dice que esta incrustacién es una
incrustacion planar si las aristas de GG solamente se intersectan en los vértices, esto es,

(¥ (u1), 9 (v1)) N (P(u2),¥(v2)) = 0, para todo (u1,v1) # (uz,v2) € E.

Teorema 3.3.1. Sea P un conjunto de n puntos en el plano al interior de un poligono
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simple S y sea T un arbol de n vértices. Decidir si existe un incrustacién planar recta de T’
dentro del conjunto de puntos P tal que las aristas de T" no se intersectan con el contorno
del poligono S es NP-Completo.

Demostracion. Es claro que el problema pertenece a NP. Dado un incrustamiento
planar recto de un arbol T dentro de un conjunto de puntos P se puede probar en
tiempo polinomial, en el niimero de vértices de T' y en el niimero de vértices de S, si
el incrustamiento es planar y no se intersecta con el contorno de S. Para mostrar la
NP-Completez, la reduccién es del problema 3-particion.

Problema: 3-Particion.

Entrade: Un numero natural B, y 3n numeros naturales ai,as,...,as3,, donde
B/4<a; <B/2,1=1,2,...,3n.

Salida: n conjuntos disjuntos Si,...,S, C {a1,a2,...,a3,}, donde [S;| = 3y
Zaesj a = B, para toda S;, j = 1,2,...,n.

Se puede observar que como B/4 < a; < B/2, no tiene sentido tener conjuntos S
con menos o mas de tres elementos. Esto es, es equivalente a preguntar por las subdi-
visiones de todos los elementos en conjuntos disjuntos, tal que sumen a B. De hecho se
puede asumir que Z?Zl a; = Bn, de otra forma seria imposible que alguna solucién exis-
tiera. Dada una instancia de 3-particién, se construira el siguiente arbol 7' (ver Figura 3.5).

Figura 3.5: Arbol T para la reduccion NP-Completo

= Por cada niimero natural a; en la entrada, hacer una trayectoria 7; que consista de
a; Vertices v; 1,v;2, ..., Vi q;-

s Considerar un vértice adicional vg para 7. Por cada trayectoria m; conectar el
vértice v; 1 al vértice vp.
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triangulos separadores

Figura 3.6: Conjunto de puntos P para la reduccién NP-Completo

La idea es disefiar un conjunto de puntos P, al interior de un poligono simple S, tal
que el vértice vy pueda ser mapeado esencialmente a un punto de P. El incrustamiento de
los vértices restantes de T sera posible de una manera planar si y solo si las trayectorias
m; pueden ser descompuestas en grupos de exactamente B vértices, lo cual es equivalente
a la instancia original de 3-particién. El siguiente conjunto de puntos P y el poligono
simple S harédn el trabajo (ver Figura 3.6).

m Considerar un poligono simple S como un tridngulo construido sobre tres puntos
(0,0), (n(B +2),0) y (0,n(B +2)), de los cuales n — 1 tridngulos separadores son
excluidos. Las coordenadas de los tres vértices de cada tridngulo separador son
(B+14+k(B+2),0),(B+14+k(B+2),2)y (B+3+k(B+2),0) donde 0 < k < (n—2).

m Considerar nB + 1 puntos dentro de un poligono simple S como sigue. Un solo
punto py con coordenadas (1,n(B + 2) — 2), en adicién a n grupos de B puntos.
El punto p;;, el cual es el j-ésimo punto del i-ésimo grupo, tiene coordenadas
(t—1)(B+2)+j,1),donde 1 <j<Byl<i<n.

El poligono simple S es construido de tal forma que los puntos de cada grupo son
invisibles desde los puntos de otros grupos. El tnico punto que es visible desde los otros
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puntos es el punto pg.

Es claro que en cualquier incrustacién planar recta de 1" en el conjunto de puntos P
tal que las aristas de T no intersectan el contorino del poligono simple S, el vértice vg
tiene que ser mapeado en el punto pg. De otra manera, podria haber un arista (v, v;1)
que intersecta el contorno del poligono simple S. También, en tal incrustacion, los vértices
de la trayectoria m; del arbol T tienen que ser mapeados completamente en los puntos
de justamente un grupo, de otra manera la trayectoria intersectaria con el contorno de
S. Por lo tanto, un incrustamiento planar geométrico de T es posible si y solo si las
trayectorias de T pueden ser organizadas en grupos de tal manera que cada grupo tiene
exactamente B vértices.

Recordando que el arbol T tiene 3n trayectorias en adiciéon del vértice vg, por cada
trayectoria m; se tiene |m;| = a;, y el conjunto de puntos P consiste de n grupos de B
puntos en adicién del punto pg. Por lo tanto, cualquier mapeo de los vértices de las
trayectorias de T, en los puntos de P, provee una grafica planar geométrica dentro del
poligono simple S si y solo si la intancia de 3-particién tiene una solucion.

El arbol T tiene un nimero polinomial de vértices, y un conjunto P con un nimero
polinomial de puntos. Ademads, las coordenadas de los puntos en P estan acotadas por
polinomios y por lo tanto la reduccién total puede hacerse en tiempo polinomial. Lo cual
concluye la prueba.
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Capitulo 4

Trayectorias minimas en el niimero
de aristas en poligonos simples

4.1. Introduccién

Definicion 4.1. La distancia minima en el nimero de aristas entre dos puntos z,y € P
es el minimo numero de aristas (segmentos rectilineos) en una trayectoria que conecta
a x y y dentro de P. Denotaremos como dr(z,y) a la distancia minima en el nimero
de aristas entre dos puntos x,y € P. En la Figura 4.1 se observa que al menos 4 aristas
son necesarias para cualquier trayectoria que conecte a x y y dentro de P. Es decir,
dr(z,y) = 4, para el poligono de la Figura 4.1.

Figura 4.1: Trayectoria minima en aristas entre z y y

Definicion 4.2. Una trayectoria minima en aristas entre dos puntos z,y € P tiene
exactamente dy (z,y) aristas. Denotaremos a dicha trayectoria como mr(x,y).

Es evidente que una 7w (x,y) no es dnica, de hecho hay un nimero infinito de
trayectorias 7z (z,y).
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En este capitulo describiremos y analizaremos un algoritmo para el problema de
encontrar la trayectoria minima en aristas qu consiste en lo siguiente: Dados dos puntos
x,y € P, calcular una trayectoria minima en aristas entre los puntos z y y.

El algoritmo que presentaremos tiene complejidad O(n) en tiempo. El algoritmo
preprocesa el poligono P para construir una estructura de datos lineal en espacio, que
llamaremos el arbol de ventanas de P. Una vez construido este arbol de ventanas, el
problema de encontrar una trayectoria minima en aristas puede ser resuelto en tiempo

O(k +logn), donde k = dr(z,y).

4.2. Particiéon por ventanas y el arbol de ventanas

La particién por ventanas de un poligono simple P con respecto a un punto x es
particionar a P en regiones tales que todos los puntos de una region tienen la misma
distancia en aristas con respecto a x. La idea para el calculo de la particién por ventanas
del poligono P es basicamente la siguiente. El poligono P es partido, con respecto a un
punto x € P, en regiones sobre las cuales la distancia en aristas desde x es la misma.
Denotaremos como R;(x) a la regién cuyo conjunto de puntos tiene distancia en aristas
i desde el punto z. Notemos que V() es exactamente Rp(x). Eliminando V(x) de P, se
tendra entonces el conjunto de puntos que se encuentran al menos a dos aristas de x. De
estos, los inicos puntos que pertenecen a Ra(x), son aquellos que son visibles desde algin
punto en R;(z). De hecho, los puntos en Ry(z) son aquellos puntos de P — V(x) que son
visibles desde alguna arista construida de V(z) = Ri(z). En general los puntos en R;(z)
son aquellos puntos de P — U;;ll Ry (x) que son visibles desde alguna arista construi-
da de R;—1(z). En la Figura 4.2 se muestra la particién por ventanas con respecto a x en P.

Figura 4.2: Particién en ventanas de P con respecto de x

Definicion 4.3. Sea z un punto o un segmento de linea de P y sea V (z) el poligono de
visibilidad de x. Una ventana de V(x) es una arista del limite o contorno de V' (z) que no
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pertenece al limite o contorno de P.

Definicion 4.4. El drbol de ventanas W (x) es el drbol que se forma a partir de la gréfica
dual de la particién por ventanas de P con respecto a z, en otras palabras, W (z) tiene un
nodo por cada regién de la particiéon y una arista entre cada par de nodos cuyas regiones
comparten una ventana.

Wy Wy W, Ws We

O ws Ow,

Figura 4.3: Arbol de ventanas del poligono P.

Cada nodo de W (x) es etiquetado con la ventana que genera la regién correspondiente
a dicho nodo, y la raiz de W (z) es etiquetada por x. En la Figura 4.3 se muestra el arbol
de ventanas correspondiente a la particién del poligono P de la Figura 4.2.
Sea ¢ una cuerda y z un segmento de linea o un punto en P, denotaremos como P [c; z]
al subpoligono que no contiene a x. Véase la Figura 4.4.
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ventana w

Figura 4.4: Definiciones

Sea x € P un punto. El algoritmo 4.1 es un procedimiento recursivo que construye la
particién por ventanas de P con respecto a x. El algoritmo 4.1 regresa una coleccion de
regiones que en conjunto son la particiéon de P.

Algoritmo 4.1 Particion-ventana(x,P)

Entrada: Un poligono P y un punto o segmento de linea x € P.
Salida: Particion por ventanas de P con respecto de x.
Calcular el poligono de visibilidad de x en P, V,(x)
Sean wi, wa, ..., wy, las ventanas de V,,(x)
para i < 1 hasta k£ hacer
Particion-ventana(w;, P [w;; x])
fin para
devolver R(z) := Vj(x)

El algoritmo 4.1 requiere de un algoritmo para calcular la visibilidad desde un punto y
la visibilidad débil desde un segmento de linea en P. La visibilidad desde un punto puede
calcularse en tiempo O(n) con los algoritmos de ElGindy y Avis [11] o Lee [13]. El poligono
de visibilidad débil desde un segmento de linea en P también puede ser calculado en
tiempo O(n), siempre que se calcule previamente la triangulacién de P. La triangulacién
de un poligono P puede ser calculada en O(n) también, entonces cada llamada recursiva
al procedimiento Particion-ventana(,) del algoritmo 4.1 toma tiempo ©(n). En la Figura
4.5 se muestra un poligono de n vértices cuya particién en ventanas genera n/2 regiones.
Entonces, en el peor caso, el algoritmo 4.1 hace n/2 llamadas recursivas al procedimiento
Particion-ventana(,). Por lo tanto en el peor caso, el algoritmo 4.1 toma tiempo Q(n?).
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Figura 4.5: Un poligono cuya particién en ventanas tiene n/2 regiones.

En lo que sigue se mostrara que esta cota puede ser mejorada mostrando una forma
cuidadosa para calcular un poligono de visibilidad débil que dara como resultado una
complejidad en tiempo O(n) en el peor caso para el algoritmo 4.1.

La idea principal de esta mejora se basa en hacer ver que cada llamada recursiva a
Particion-ventana(,) se calcula esencialmente en una regién diferente del poligono P.
Por lo anterior, dada una triangulacién G en P, en la mejora se calculara el poligono de
visibilidad débil, de tal forma que solamente aquellos tridangulos que pertenecen, total o
parcialmente, al poligono de visibilidad son procesados. En particular, si e es una arista
(o una cuerda) de P, entonces el algoritmo calculara V'(e) en tiempo O(k.), donde k. es el
ntimero de tridngulos de G que son intersectados por V'(e). Mas adelante demostraremos
que cada triangulo en G intersecta a lo mas un nimero constante de regiones de la
particion. Combinando estos dos resultados obtendremos que la complejidad en tiempo
del algoritmo 4.1 es O(n). A continuacién mostraremos el algoritmo para calcular V' (e)
en tiempo O(k.), dada una triangulacién G de P.

4.3. Algoritmo para calcular visibilidad débil en tiempo

O(k.)

El algoritmo a continuacién lo describiremos para una arista e € P. Sea G una trian-
gulacién dada de P, y sean a,b los puntos finales de la arista e y c¢d una diagonal de P.
El algoritmo recursivo 4.2 calcula el poligono de visibilidad de e. Este algoritmo recibe
como entrada una diagonal cd de P y la arista e para la cual se calcula el poligono de
visibilidad. El algoritmo 4.2 regresa una secuencia de aristas de V' (e), dadas en el sentido
de las manecillas del reloj, donde las aristas pertenecen al subpoligono P [cd;e].

Sea Aabu el tnico tridngulo de G que tiene ab como una arista. Entonces V(e) es
justamente la concatenacion de Visibilidad(au, e) y Visibilidad(ub, e). Ver la Figura 4.6
para el siguiente procedimiento.
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Algoritmo 4.2 Visibilidad(cd, e)
Entrada: Una diagonal c¢d € G y una arista e € P.
Salida: Poligono de visibilidad V' (e).
1: Sean xy, wz las tangentes internas del par geodésico mg(a,c) y mg(b,d), donde z, z
caen sobre mg(a,c) y w,y caen sobre mwg(b, d).
2: Sea Acdg el tnico tridngulo en G que tiene a c¢d como una arista y que no ha sido
procesado aun

3: si mp(a,c) y mg(b,g) son ambas externo-convexas entonces
4 si cg es una arista de P entonces
5 Sean Ij y lo los puntos donde cg intersecta las lineas wz y xy, respectivamente;
6: si [y no se encuentra definida entonces
7 Visibilidad(cg; e) := {zl1,l19};
8 si no
9: Visibilidad(cg; €) = {zl1,l1l2, l2y};
10: fin si
11: si no cg es una diagonal de P usada por G
12: Recursivamente llamar Visibilidad(cg; e)
13: fin si
14: fin si
15: si mg(a,g) y (b, d) son ambas externo-convexas entonces
16: si gd es una arista de P entonces
17: Sean r1 y 75 los puntos donde gd intersecta las lineas wz y xy, respectivamente;
18: si 71 no se encuentra definida entonces
19: Visibilidad(gd; e) := {gre,r2y};
20: si no
21: Visibilidad(gd; €) := {zr1, 1712, T2y };
22: fin si
23: si no gd es una diagonal de P usada por G
24: Recursivamente llamar Visibilidad(gd; e)
25: fin si
26: fin si

27: Visibilidad(cd, e) := Visibilidad(cg, ) U Visibilidad(gd, e)
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Figura 4.6: Algoritmo Visibilidad(cd; e)

El algoritmo 4.2 funciona como sigue. Sea Acdg el unico tridngulo que tiene a cd
como arista. Lo primero que realiza el algoritmo 4.2 es comprobar si cg es al menos
parcialmente visible desde e, es decir, comprueba que mg(a,c) y mg(b,g) sean ambos
externo-convexos (condicién 1). Si esta condicién 1 se cumple, lo siguiente es saber si cg
es una arista del poligono, si este es el caso, se verifican los puntos en donde las tangentes
xy v wz (definidas en el algoritmo 4.2) intersectan con cg etiquetando a dichos puntos
l1 y lo respectivamente. Si ls no se encuentra definido, el algoritmo regresa como salida
Visibilidad(cg; e) := {zl1,11g}; si l2 esta definido el algoritmo regresa Visibilidad(cy; e) :=
{zl1,l1la,lay}. Si pasa que cg no es una arista de P entonces se llama recursivamente al
algoritmo 4.2 con cg y e como entrada. Si la condicién 1 no se cumple cg no es procesada.
De forma andloga se procesa gd, verificando en un principio si gd es al menos parcialmente
visible desde e, tal y como se muestra en el algoritmo 4.2, la explicacién de esta parte es
omitida.

A continuacion se muestra un ejemplo de la ejecucion del algoritmo 4.2.
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Figura 4.7: Ejecucién del algoritmo Visibilidad(cd, w;).

Supongamos que el algoritmo ha sido ejecutado y nos fijamos en el momento en
el cual se tiene la entrada Visibilidad(cd,w;), como se muestra en la Figura 4.7 (las
aristas mas gruesas forman parte del poligono de visibilidad de w; en P |w;,z], donde
x es el punto o la arista que genero a w;) . Sea Acgd el tridngulo a analizar en este
momento, la condicién del paso 3 del algoritmo Visibilidad(cd,w;) nos dice que si
mg(a,c) vy mg(b,g) son ambas externo-convexas se tiene que cg es total o parcialmente
visible desde w;, como cg es una diagonal de P, el paso 11 se cumple y el algoritmo
procede recursivamente con la entrada Visibilidad(cg,w;). La condicién del paso 15
nos dice que si wg(a,g) y mg(b,d) son ambas externo-convexas se tiene que gd es
total o parcialmente visible desde w;, como gd es una arista en P, por el paso 16
se definen 71 y ro como los puntos de intersecciéon de las tangentes con la arista gd.
Observemos que r; no esta definida (gd solo intersecta con xy), y dado que 3 y y son
el mismo vértice d, por el paso 19 gd es anadida al poligono de visibilidad de w; en P [w;, x].

Figura 4.8: Ejecucion del algoritmo Visibilidad(cg, w;).

Atin no se completa el calculo del poligono de visibilidad de w; en P [w;, z] ya que el
algoritmo ahora debe calcular Visibilidad(cg, w;) recursivamente, como se muestra en la
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Figura 4.8. Sea Achg el tridngulo a analizar en esta ejecucién del algoritmo, la condicién
del paso 3 del algoritmo se cumple y ch es una arista de P, como [y no esta definido y
[1 es justamente el vértice ¢, entonces ch es anadida al poligono de visibilidad de w; en
P |w;, z]. La condicién del paso 15 se cumple, y se tiene que hg no es una arista en P,
entonces se llama recursivamente a Visibilidad(hg, w;).

Figura 4.9: Ejecucién del algoritmo Visibilidad(hg, w;).

Sea Ahjg el tridngulo a analizar en Visibilidad(hg,w;) (ver Figura 4.9), la condicién
del paso 3 del algoritmo se cumple y como hj no es una arista de P, el algoritmo se ejecuta
ahora con Visibilidad(hj,w;). La condicién del paso 15 no se cumple, y el algoritmo
Visibilidad (hg, w;) se detiene.

Figura 4.10: Ejecucién del algoritmo Visibilidad(oq, w;).

Sea Aopq el tridngulo a analizar en la i-ésima iteracién, con la entrada Visibili-
dad(ogq,w;), como se muestra en la Figura 4.10. La condicién del paso 3 del algoritmo
se cumple y op es una arista de P, como [ y lo estdn ambos definidos, entonces las aristas
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oly y lag son anadidas al poligono de visibilidad de w; en P [w;, z]|.

Figura 4.11: Poligono de visibilidad de w; en P [w;, z].

FEjecutando asi cada una de las llamadas recursivas al algoritmo se obtiene entonces
el poligono de visibilidad de w; en P [w;, x|, el cual es mostrado en la Figura 4.11
representado con lineas mas gruesas.

Sea Aabu el tnico tridngulo de G que tiene e = ab como una arista. Sin perdida de
generalidad, suponer que ambos au y bu son diagonales de P. Entonces, para calcular
V(e), se llama recursivamente a Visibilidad(au,e) y Visibilidad(ub,e), y se concatenan
los resultados. Sea k. el nimero de tridngulos de G que son intersectados por V (e). Para
mostrar que cada una de las llamadas recursivas del procedimiento anterior toma tiempo
O(k.), observemos que el algoritmo procesa solamente aquellos tridngulos que son por
lo menos parcialmente visibles a e, y que cada uno de dichos tridngulos es procesado
exactamente una vez. Por lo tanto, el costo total es acotado por el costo necesario en
construir y mantener arboles de trayectoria minima de ambos puntos finales de e, a los
vértices de ke tridngulos. Por el algoritmo en tiempo lineal de Guibas et al. [15], este
costo es acotado por O(k.). Lo anterior es resumido en el siguiente Lema.

Lema 4.3.1. Sea P un poligono simple de n vértices y sea G una triangulaciéon dada de
P. El poligono de visibilidad de una arista e de P puede ser calculada en tiempo O(k.),
donde k. es el nimero de tridngulos de G intersectados por V (e).

Se mostrard ahora como obtener un resultado similar al Lema 4.3.1 para calcular el
poligono de visibilidad desde una cuerda de P. Las cuerdas son elemento muy importante,
ya que en el algoritmo Particion-ventana(,), los poligonos de visibilidad son calculados
desde ventanas de otros poligonos de visibilidad en P, y cada una de esas ventanas
son una cuerda de P. Sea s una cuerda en P. Supoéngase que s divide a P en dos
subpoligonos, P; y P,. Sin perdida de generalidad, calcular Vp, (s), el cual es el poligono
de visibilidad de s en P;. Obviamente s es una arista de P; y, por lo tanto, el Lema 4.3.1
se mantiene para P; y s si P estuviera triangulado. Desafortunadamente, restringiendo
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la triangulacién dada G (de P) a P; no necesariamente da una triangulacién valida de
Pi, y esto es debido a que s puede cruzar varias diagonales de G. En lo siguiente, se
mostrara como modificar localmente a G para obtener una triangulacion de P; en tiempo
proporcional al nimero de tridngulos de G intersectados por Vp, (). Se procede como sigue.

Sea P(s) C P el subpoligono que consiste de aquellos tridngulos de G cuyo interior
intersecta con s y sea Pi(s) = P; N P(s). Claramente podemos observar que Pj(s) es
completamente visible por s. Usando este hecho, se puede triangular a P;(s) en tiempo
lineal, por el método de Avis y Toussaint [14]. Dado que G restringido a P — Pi(s) es
una triangulacién valida, junto con la triangulacién de Pj(s) encontrada anteriormente,
se obtiene una triangulacion de P;. El costo incurrido es proporcional al ntimero de
triangulos de G intersectados por s, el cual claramente no es mayor que el niimero de
tridngulos intersectados por Vp, (s). Con esto se obtiene el siguiente corolario del Lema
4.3.1.

Corolario 4.3.1. Sea P un poligono simple de n vértices y sea G una triangulacién dada
de P. Sea s una cuerda de P y sea P; C P uno de los dos subpoligonos que resultan de
partir P por s. Entonces, el poligono de visibilidad de s en P; puede ser calculado en
tiempo proporcional al nimero de tridngulos de G que son intersectados por el poligono
de visibilidad.

4.4. Complejidad en tiempo para calcular una particién por
ventanas

En esta seccion se mostrara que el Lema 4.3.1 y el Corolario 4.3.1 son suficientes para
acotar la complejidad en tiempo de Particion-ventana(x, P) por O(n). Se procede como
sigue.

En un principio, se debe de calcular el poligono de visibilidad de = en P, es decir
calcular V(z), en tiempo O(n). Para las llamadas restantes al procedimiento Particion-
ventana(,), los poligonos de visibilidad serdn siempre calculados desde cuerdas de P, los
cuales serdn calculados usando el algoritmo Visibilidad(,) diseniado anteriormente. Por
el Corolario 4.3.1, la complejidad en tiempo de calcular cada uno de dichos poligonos
de visibilidad es proporcional al nimero de tridangulos de G que son intersectados por
el poligono de visibilidad en cuestién. Se puede observar entonces que cada poligono de
visibilidad que es calculado define una region en la particién por ventanas de P. Por lo
tanto, la cota de O(n) para Particion-ventana(x,P) es conseguida si se puede mostrar que
cada triangulo de G intersecta solamente un ntimero constante de regiones en la particién.
Se afirmara que un triangulo de G intersecta a lo més tres regiones de la particiéon en
ventanas de P con respecto de un punto x. Para probar esta afirmacion se argumentara
lo siguiente (ver Figura 4.12).
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Sea Particion-ventana(w;, P [ws; w;]) la primera vez que un tridangulo ¢t € G es usado,
esto es, el poligono de visibilidad de w; calculado en P [w;; w;] intersecta el interior de t.
Si t se encuentra totalmente contenido en Vp[wi;w].](wi), entonces ¢t no puede pertenecer
a cualquier otra regién de la particién, y obviamente la afirmacion se mantiene. De otra
manera t N Vp[wi;wj](wi) es un subconjunto conectado de P y es acotado por a lo maés
dos ventanas de Vp[wi;wj](wi), por decir, w;1 y w;o; ver Figura 4.12. Supéngase que la
ventana w}, de la Figura 4.12 es generada a partir de w9, entonces la parte del tridngulo
que esta contenida en P [w}y; wi2] no es vista por w;e, pero se tiene el hecho de que al
dividir una regién convexa por medio de una linea recta, el resultado son dos regiones
convexas, por lo tanto la parte del tridngulo en P [w;o; w;] es totalmente visible desde w;o
y entonces wj, no es generado por wjo. Supdéngase ahora que la ventana w), es generada
por w;, se puede ver claramente que esto no puede ocurrir ya que al generar la ventana
wi2, la regién P [wjo; w;] no es visible desde w;, y entonces w!, no puede ser una ventana
de w;, se concluye entonces que w), no puede existir. Para w;1 el caso es simétrico, por lo
tanto no sera demostrado. Sean a y b los puntos extremos de w;, sean a1 y b1, y a2 y b
los puntos extremos de w;; y w;o respectivamente. Por el algoritmo Visibilidad(,) se tiene
que las trayectorias mg(a,a1) U a1by y mg(b, as) U azbe son ambas convexas hacia fuera,
lo cual indica que la parte de ¢ que se encuentra entre w;; y w;2 se encuentra totalmente
contenida en Vp[wi;wj](wi). Se puede ver entonces que t se encuentra totalmente contenido
en la unién del poligono de visibilidad de w; en P [w;; w;], el poligono de visibilidad de w;;
en P [w;1;w;] y el poligono de visibilidad de w;s en P [wjg; w;], y la afirmacién se mantiene.

Figura 4.12: Interseccién de un triangulo con tres regiones.

En resumen, cada regiéon de la particién en ventanas de P puede ser calculada en
tiempo proporcional al niimero de tridngulos de G intersectados por este, y ningin
tridngulo es intersectado por mas de tres regiones. Esto prueba el siguiente teorema.

Teorema 4.4.1. Sea P el poligono triangulado de n vértices. Sea xun punto fijo o segmento
de linea en P. La particién en ventanas de P con respecto de x puede ser construida en
tiempo y espacio 6ptimos ©(n).
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4.5. Asociando la particion por ventanas y arboles de ven-
tanas

En esta seccién se describird como asociar una particién por ventanas de P para
responder eficientemente consultas, usando algunas técnicas conocidas. Se tiene principal
interés en localizar rapidamente un punto de consulta en una subdivisién planar inducida
por una particién en ventanas y encontrar de manera rapida, la interseccién del contorno
de un poligono con un rayo de consulta.

Para el problema de localizacion de puntos, observe que sobreponiendo la particién en
ventanas de P sobre la triangulacién dada G, lo cual lleva a una subdivisién de P en O(n)
tridngulos disjuntos y cuadrildteros convexos. Con esto se puede utilizar el algoritmo en
tiempo lineal de Kirkpatrick [16] o el algoritmo de Edelsbrunner, Guibas y Stolfi [12] para
preprocesar esta subdivision y asi obtener una estructura de datos, que dado un punto de
consulta p, se pueda determinar en tiempo O(logn) la tnica regién de la subdivisién que
contiene a p.

Para responder eficientemente ciertas consultas sobre interseccién y visibilidad, se
puede observar que cada regiéon R(w) de una particién en ventanas de P es débilmente
visible con respecto a su correspondiente ventana w. Usando el método de Avis y
Toussaint [14], R(w) puede ser triangulada en tiempo lineal. Una vez triangulado, se
puede utilizar la técnica de Guibas et al.[15] para preprocesar a R(w) en tiempo lineal
adicional para obtener una estructura de datos que responda a las siguientes consultas en
tiempo O(logm) cada una, donde m < n es el tamano de R(w).

(Q1) Dado un rayo r que emana de algiin punto de w, encontrar el primer punto sobre el
contorno de R(w) tocado por .

(Q2) Dado un punto p en R(w), calcular el subsegmento de w visible desde p.

(Q3) Dado un punto p y una direccién u, encontrar el primer punto que toca el contorno
de R(w) por el rayo de p con direccién u.

El costo total de preprocesar todas las regiones de una particién en ventanas de
P de la forma apenas descrita es solamente O(n). También se mantiene la siguiente
informacién con un arbol de ventanas. Para cada vértice v de R(w), se tiene un punto
Py de w tal que p, y v son mutuamente visibles. Para hacer esto, se calcula el arbol de
trayectorias minimas de R(w) desde uno de los puntos finales de w, por decir a. Sea u
el vértice de ®g(a,v) que precede inmediatamente a v. Sea p, el punto donde la linea
uv intersecta w. Es facil ver que p, y v son mutuamente visibles. Dado que todas las
regiones de la particién en ventanas pueden ser trianguladas en tiempo lineal, el costo de
este procesamiento es O(n).

Por ultimo, con cada nodo del arbol de ventanas, se guarda su profundidad, donde la
profundidad de un nodo en el drbol es su distancia (en aristas) entre la raiz y el nodo. En
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conclusién, un arbol de ventanas de P puede mejorarse en tiempo O(n) para responder
las siguientes consultas.

(E1) Un punto de consulta p € P puede ser localizado en una unica regién R(w) de la
particién en ventanas en tiempo O(logn).

(E2) Dado un nodo arbitrario w € W(z), la profundidad de w puede ser encontrada en
tiempo O(1).

(E3) Las consultas de interseccién, (Q1), (Q2) y (Q3), pueden ser contestadas en tiempo
O(log n) por consulta.

(E4) Dado un nodo w € W(z) y un vértice v en este, un punto p, € w que es visible
desde v puede ser encontrado en tiempo O(1).

4.6. Arbol de ventana y distancia en aristas

Sea T un arbol que tiene un nimero finito de nodos. Sea r la raiz de T

Definicion 4.5. La distancia en un drbol entre dos nodos z,y € T es el nimero de
aristas en el arbol de la tnica trayectoria mas corta que conecta a x y y en 7.

Definicion 4.6. La altura del arbol T es la distancia de drbol méaxima de la raiz r a
cualquiera de las hojas de T'. La profundidad de un nodo x € T es la distancia de arbol
de z hacia la raiz r.

Definicion 4.7. El subdrbol de T con raiz en x, es obtenido eliminando de T todos los
nodos que no son descendientes de .

X

Figura 4.13: Definiciones. La altura del arbol es tres, la distancia entre z y y es cinco y el
subarbol con raiz en z es denotado por los nodos sombreados.
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Sea x un punto o un segmento de linea en P. El siguiente lema establece que
la profundidad de un nodo en W(z) es igual a la distancia en aristas de la ventana
correspondiente de x. Si w es un nodo de W (x).

Lema 4.6.1. Sea w un nodo arbitrario de W (z) y sea k la profundidad de w en T". Entonces
dr(z,w) =k

Demostracion. Sea (wg,wi, ..., wy) la lista ordenada de nodos en la trayectoria de x hacia
w en W(x), donde wy = = y wy = w, ver Figura 4.14. Para mostrar que dy(z,w) > k,
considerar una trayectoria minima en aristas 7y, (z,w) conectando a x y w en P. Es facil
ver que 7z (x,w) atraviesa cada una de las ventanas wi, ..., wx_1. Dado que w; no puede
ver algin punto de R(wj;), para 0 <i < j <k, se sigue que 77, (z, w) debe de tener por lo
menos un vértice en cada R(w;), para i =0,1,...,k — 2 lo que implica que dp(z,w) > k.

Por otro lado, sea x; € w; el punto de interseccién entre la linea determinada por w;41
y w;, para 0 < i < k—1, y sea x; un punto arbitrario de w = wy. Entonces, (wg, w1, ..., wi)

es una trayectoria de k-aristas conectando a = y w, lo cual implica que dr(z,w) < k. Lo
anterior termina la prueba.

O

Wo
W1
Wz

W3

Figura 4.14: Prueba para el Lema 4.6.1.

Corolario 4.6.1. Sea w € W(x) un nodo arbitrario. Una trayectoria minima en aristas
entre x y w puede ser encontrada en tiempo O(k), donde k es la profundidad de w en

La siguiente definicién asocia, con cada punto de P, una tnica regién en la particién
por ventanas de P.
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Definicion: Sea p un punto arbitrario de P. se definird como wmate(p) el tinico nodo
del drbol de ventana W(zx) tal que p se encuentra en R(wmate(p)). Entonces, wmate(p)
es llamada la ventana companero de p.

Dado que p es (débilmente) visible desde una cuerda wmate(p), el siguiente lema se
sigue del Lema 4.6.1; por lo tanto la prueba es omitida.

Lema 4.6.2. Sea p un punto arbitrario de P y sea wmate(p) la ventana companero de p
en W (x). Entonces, dr(x,p) = k, + 1, donde k, es la profundidad de wmate(p) en W(z).

4.7. Algoritmo para resolver trayectorias minimas en aristas

El algoritmo que se presenta en esta secciéon para resolver trayectorias minimas en
aristas entre dos puntos, por decir x y y, dentro de un poligono simple corre en tiempo
O(ky +1logn). A continuacién se muestra dicho algoritmo.

Algoritmo 4.3 Link-Distance(x,y,P)

Entrada: Un poligono P y un par de puntos x,y € P.
Salida: Trayectoria minima en aristas entre x y y dentro de P.
1: Calcular la particiéon en ventanas de P con respecto de x con el algoritmo Particion-
ventana(x, P).
Calcular el arbol de ventanas W (zx).
Localizar wmate(y)
Encontrar un punto z € wmate(y) tal que y sea visible desde z.
Calcular una trayectoria minima en aristas entre = y wmate(y), es decir
7 (z, wmate(y)).
6: devolver 7 (x,y) := 7r(x, wmate(y)) U zy

El algoritmo 4.3 funciona como sigue. Se calcula la particiéon en ventanas de P con
respecto de x, ya que esta serd necesaria para poder construir el arbol de ventanas W (z).
Después se localiza el wmate(y), lo cual puede hacerse en tiempo O(logn) por (Ei) .
Utilizando la consulta ()2 mencionada anteriormente se puede encontrar un punto z dentro
de wmate(y) que puede ver a y, en tiempo O(logn). Por el Corolario 4.6.1 una trayectoria
minima en aristas entre z y wmate(y), 7 (z, wmate(y)), puede ser calculada en tiempo
O(ky), donde ky es la profundidad de wmate(y) en W (x), para encontrar dicha trayectoria.
Una trayectoria minima en aristas de y a « es obtenida simplemente anadiendo el segmento
zy a la trayectoria 7y (z, wmate(y)), es decir

mr(z,y) = 7r(x, wmate(y)) U zy

La complejidad en tiempo del algoritmo anterior es O(k, + logn).



Capitulo 5

Complejidad de incrustar un arbol
de Steiner al interior de un
poligono simple

5.1. Reduccién del problema 3-SAT al problema ISP

Definicién del problema ISP

El problema principal de esta tesis es el de incrustar un arbol de Steiner al interior de
un poligono simple con puntos en su interior, demostrando que dicho problema pertenece
a la clase de problemas no deterministas polinomiales. La complejidad computacional
de este problema radica principalmente en la colocacién de los vértices Steiner dentro
del poligono simple, ya que se tienen infinitas posibilidades para colocarlos. Se hara la
restriccién de que el conjunto de puntos acotados por el poligono sea un subconjunto de
vértices del mismo. A continuacién se define formalmente el problema.

Problema de incrustar un drbol de Steiner dentro de un poligono simple (ISP)

Instancia: Un érbol de Steiner T' = (Vr, Er), |Vr| = p + g donde p es el nimero de
vértices terminales y ¢ es el nimero de vértices Steiner, y un conjunto D = {di,ds, ...,dp}
de puntos al interior de un poligono simple P con n vértices.

Pregunta: (Existe una biyeccién entre los vértices terminales de T y los puntos del
conjunto D, tal que toda arista de T puede ser construida al interior de P como un
segmento rectilineo ?

Teorema 5.1.1. El problema de incrustar un arbol de Steiner al interior de un poligono
simple pertenece a la clase de problemas NP-Completos.

Para poder mostrar la NP-Completéz de este problema, se reducira el problema de
3-Satisfacibilidad booleana, el cual es NP-Completo, al problema de incrustar un arbol
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de Steiner dentro de un poligono simple. Se utilizard el termino ISP para referirnos a
este ultimo problema a lo largo de este capitulo. Veamos la definicién del problema de
3-Satisfacibilidad booleana

3-Satisfacibilidad booleana (3-SAT)

Instancia: Un conjunto U = {uy,us,...,up} de variables booleanas y una coleccién
C ={c1,c2,...,cn} de cldusulas sobre U tal que ¢; € C' es una disyuncién de precisamente
tres literales.

Pregunta: jFxiste una valuacion de las variables en C, tal que, la formula
I=ciNcaANeg N ... A ey, es verdadera?

Mostraremos ahora que el problema 3-SAT se puede transformar en tiempo polinomial
al problema ISP. Es decir, dada una instancia de 3-SAT como entrada, se construird en
tiempo polinomial un arbol de Steiner T y una regién poligonal P simplemente conectada
que encierre a un conjunto de puntos D, tal que T se puede incrustar en D si y solo si
la instancia de 3-SAT es satisfacible. Dividimos la construccién de la instancia de ISP, a
partir de una instancia de 3-SAT, en dos partes: la construccién del arbol de Steiner y la
construccion del poligono simple.

Construcciéon del arbol de Steiner

Dada una instancia I de 3-SAT, definimos al conjunto de cldusulas como
Cr = {c1,c2,...,en} y al conjunto de variables como Uy = {uj,ua,...,up}. Sea I
una literal. Por cada literal [;;, i = {1,2,3}, que pertenece a una cldusula ¢; € C7, con
j=1{1,2,...,m}, crear una gréfica K;; = (Vk,;, EK,;), cuyo conjunto de vértices Vi, sea
un vértice Steiner s;; y dos vértices terminales r;; y ng; y su conjunto de aristas Ek,;

3 _— .. .. / _— .. /
esta formado por las aristas e;; = (sij,7ij) ¥ €f; = (8ij,77;)-

Por cada clausula c;, con j = {1,2,...,m}, crear la grafica G; = (V}, E;), donde Vj es
la unién entre el conjunto de vértices Vi, para toda i = {1,2,3} y un vértice terminal
Te;; y Ej es la union entre el conjunto de aristas Fp,;, para toda i = {1,2,3} y una arista
€c; que conecta al vértice 7., con algin vértice Steiner s;; € |J; Vi, -

Sea uy una variable booleana en Ur. Por cada variable uy, con f = {1,2,...,h}, crear
una grafica Qf = (V4 s+ Bu f) cuyo conjunto de vértices V,,, sea un vértice Steiner s,, y
vértices terminales 7,,, con z = {1,2,...,q5} ,donde g; es el nimero de cldusulas en las
que aparece la variable uy y un vértice terminal mas ry .. Crear una arista que vaya del
vértice Steiner s, ;2 cada uno de los vértices terminales r, 12 Y Tupw, Para asi formar el
conjunto £, .

Con lo anterior crear la grafica T' = (V, E'), donde V es la unién de los vértices Steiner
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y terminales de Q¢ y los vértices V; en Gj, para toda j = {1,2,....m} y f ={1,2,...,h};
y E es la unién de las aristas de Q y las aristas £ en G, para toda j = {1,2,....,m} y
f=1{1,2,...,h} ademas de que al conjunto E se le agregan las aristas siguientes: por cada
variable uy, con f = {1,2,...,h}, se creard una arista que vaya del vértice Steiner s, s
hacia cualquier vértice Steiner s;;, con ¢ = {1,2,3}, si y solo si la variable u; se encuentra
presente en la cldusula c¢;. Con las restricciones adicionales de que cada vértice s, es
adyacente a lo mas a un vértice s;; de la clatsula ¢; y ademas un vértice s;; no puede ser
adyacente a mas de un vértice s .

Creamos una grafica mas A = (V,, E,), tal que V, este compuesta por un vértice
Steiner s, y h vértices terminales r,, y F, contiene a las aristas que conectan al vértice
S, con cada uno de los h terminales.

Para finalizar, unimos la grafica A con la grafica T" haciendo T'= (V,UV,E,UE) y
creamos las aristas ey, = (Sq,Su,;) para toda f = {1,2,...,h}. Nétese que la grifica T es
un arbol y el nimero total de vértices Steiner que contiene es 3m + h + 1.

Para ejemplificar esta construccién, se utilizard la siguiente instancia I de 3-SAT,
I = (uyVuzVus) A (urVus Vug) A (up Vg Vug). Comenzaremos por definir a los
conjuntos U y C7 como sigue: las variables que participan en la intancia I son ui, us y us
por lo tanto Uy = {uy, uz,us}, y dado que el nimero de clausulas que tiene la instancia I
es tres, entonces el conjunto C7 queda como Ct = {c1, ca,c3}.

M1 rp ra s
€11 €| €| €31
S11 S11 [S21 | S3:1

O OO0

e'y; €11 (€21 |€3
r'n Mo Ma s
(a) Gréfica K11 (b) Graficas Kii,
Koy Ks

Figura 5.1: Gréficas K para las literales de la clausula ¢;

Para la construcciéon de la grafica K;; se debe tener en cuenta que por definicién cada
clausula esta formada por tres literales, por lo tanto se tendran para este ejemplo 9 graficas
K;j. La gréfica K1 quedara definida como K11 = (Vk,,, Exy,), Vi, = {s11,711,711}
donde s1; es el vértice Steiner y r1; y r}; son los vértices terminales; y Fx,, = {e11,€};}



CAPITULO 5. COMPLEJIDAD DE INCRUSTAR UN ARBOL DE
54 STEINER AL INTERIOR DE UN POLIGONO SIMPLE

donde e1; = (r11,811) v €j3 = (s11,7);)- En la Figura 5.1(a) se puede observar esta
construccién. Para las 8 graficas K;; restantes el procedimiento es similar, lo tinico que
cambia es la etiqueta de los vértices. En la Figura 5.1(b) se pueden observar las tres
graficas K;; para las literales de la cldusula c;.

Para la cldusula ¢; se creard la grifica G; = (Vi,FE1), tal que el conjunto
Vi = Vi, UVk,, UVig, U{ral = {ri,si1, 1,721, 821,75, 731, S31, 751, Te1 }, donde
Te1 €s un nuevo vértice terminal; y E1 = {e11, €]y, 21, €5y, €31, €4y, €01} donde e es una
arista que conecta al vértice r.; con cualquiera de los vértices Steiner si1, S91 0 S31, para
este ejemplo se tomard a s17 de tal forma que e.; = (71, s11). Para las demds cldusulas
el procedimiento es el mismo. En la Figura 5.2 se puede observar la construccién de las
graficas G para las clausulas ¢q, co y c3.

ra r a1 ra I I3 riz raz a3
( N N J ( N N J ( N N J
€11 €| €xn €| €| €3 €13 | €3 €33
S11 |S21 | Sa1 Me1 S12 S22 | S32 e S13 | S23 | S33 le3
OO0 O0O—e OO0 O0O—e OO0OO0O—e
ecl ec2 ec3
e'n|exn|en €' |e'n|e'n e'13| €' |e's3
00 00 [ N N )
rn ra r's r'n r'a r's r's r'as s

Figura 5.2: Gréficas G; de las cldusulas ¢1, c2 y c3

Para la variable u; se creard la grafica Q1 = (Vi,, Ey,), tal que el conjunto
Vie = {SuysTusl "ur2 Tusds Tugw }» donde sy, es el vértice Steiner y los vértices 1,
son vértices terminales. En este ejemplo ¢; es 3 para toda {i=1,..., f}. El conjunto
E,, = {eulla €u125 €up 3, eu1w} donde Cu;l = (SuluTU11)7 €yi2 = (SU15T’U,12)7 €y13 = (SU1)T’U,13)3
Y €uyw = (Suy, Tuyw)- Para las deméds variables el procedimiento es el mismo. En la Figura
5.3 se muestra la construccion de las graficas @y para las variables uy, us y us.

Sy Sy Su

Myl Mu2 Q, M3 Mua o1 Mu2 Q, Mu,3 lu,4 Mo Mu;2 Qs Mu,3 Mua

Figura 5.3: Gréficas Q¢ de las variables uy, us y us
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Para la construccién de la grafica T = (V,E), se uniran las graficas G, con
Jj = {1,2,3}, y Qf, con f = {1,2,3}, creadas anteriormente, por lo que la grafi-
ca T tendra como conjunto de vértices a V. = {ViUVKLUVzUV, UV, UV} =
{711y o 733, s ooy Ty Tely Te2s TeBs S115 ooy S335 Ty 1y -os Tugds Sups Sug > Sus y co-
mo conjunto de aristas a FE = {E{UE;UE3UE,, UE,, UE,} =
{e11,...,e33, €11, .., €53, €014 ey €cqs €upls ooy Eugs . Dado que cada variable se encuen-
tra presente en todas las clatsulas de este ejemplo, entonces se creard una arista que
vaya de s,, hacia alguno de los vértices s;1, una de s,, hacia alguno de s;3 y una mas
de sy, hacia alguno de s;3, para ¢ = {1,2,3}, la construccién para las aristas de s,, y
Sy, €s similar, de tal forma que la arista no sea adyacente a un mismo vértice s;1, S,
si3, para este ejemplo las aristas creadas son las siguientes: (Sy,,511), (SuysS12), (Suy, S33),
(Sugy$21)s (Sug,$22)s (Sug,S13)s (Sus,S31)s (Sus,S32)s (Sus,S23). En la Figura 5.4 se puede
observar esta construccion.

Clausulas

—________________________r__: _______
riz Ir;3 sz

Literales

Sui [S21 | Sa; 1 S12 [ S22

V

ro T - J I
I (s, O\ |
|
I
' r
ru14 usl |
: |
| ru11 ru12 ru13 ruzl ru22 r-u23 r-u24 rlu32 r-u33 ru34 |
rFee F
Variables
Figura 5.4: Grafica T.
Se construird ahora la grafica A = (V,,E,), cuyo conjunto de vértices
serd V, = {Sa4,7Ta1,7a2,7a3}, donde s, es el vértice Steiner, y su conjunto de aristas

E, ={(Sa,7a1)s - (SayTa3) }-

Se creard una nueva grafica Ty uniendo la grifica A a la grafica T, y se anadiran las
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aristas (Sa, Suy)s (Sas Suy) ¥ (Sa, Sug ). La gréfica Ty es el arbol de Steiner para la instancia
I. En la Figura 5.5 se puede observar el arbol T.

ra 1 s Moy I I3 ls I3 Is3

Si1 [Sa

My Mu2 Mua

Figura 5.5: Construcciéon completa del &arbol de Steiner T para la instancia I:
(ur Vuz Vug) A (ur Vug Vus) A (ug Vag Vug).

Construccion del poligono

La construcciéon del poligono esta basada en la construccién realizada por D.T. Lee
en [6] para la demostracién de la NP-Completéz del problema de la galeria de arte en
poligonos simples.
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Figura 5.6: Patrén de la literal

Patron de las literales: El patron para las literales es mostrado en la Figura 5.6. La
principal caracteristica que tiene este patrén es que inicamente los vértices a y b pueden
ver al vértice c. Tres de estos patrones existiran por clausula en la construccion final del
poligono.

Patron de las clausulas: Sin perdida de generalidad, considérese la clausula

Cp,=AVBVD,donde A € {u;,u;}, B € {uj,u;} y D € {ug, U} son literales y u;, u; y
ug son variables en U. El patron bésico para la clausula Cp, es mostrado en la Figura 5.7.

9h2

9hs Gha
Ghs 9he

Figura 5.7: Patron de las clausulas C},

Definicion 5.1. Dos o més puntos son colineales si dichos puntos pertenecen a una misma
linea recta.

A los vértices apz, bpo, dpa v gn1 les llamaremos vértices clave.Sean aq,as, ..., ap
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puntos en el plano, escribiremos col(a1, as, ..., ay) cuando los puntos son colineales. En el
patrén de la Figura 5.7 se tiene entonces col(gn2, gns, @ha, A1, Onas bn1, dra, dpis Gro, gn1),
col(gn3, Gnas Gns gn1)s col(gns, gha, gns) ¥y col(gn9s Gn, gne)-

Observacion 5.1.1. Ninguno de los gp;, con i = {1,2,3,...,7}, puede ver a los vértices
ar2,bra v dpa en el patrén para Cp. Ademas cualesquiera dos vértices de cada patrén de
literales en la clausula, no son suficientes para ver a los vértices clave del patrén Cj. Por
lo tanto al menos tres vértices de C}, son requeridos para ver a los vértices clave en el
patron Ch,.

Lema 5.1.1. Solamente existen siete configuraciones de tres vértices, tal que estos pueden
ver a los vértices clave en el patrén Cj,.

Demostracion. Ninguno de los vértices apq, bpa, dpa, ¥ ghi, con i = {1,2,...,7}, puede ver a
cualquiera de los tres vertices clave de las literales, por lo que unicamente consideramemos
configuraciones de H; = {ap;, bpi, dpni}, @ = {1,2,3}. Como Hs forma parte de los vértices
clave, este conjunto no puede ser tomado. Vértices ay1 y ap3 no podrian ser seleccionados
al mismo tiempo. Si dichos vértices fueran seleccionados, se podrian necesitar dos vértices
mas para ver a los vértices bps v dps. Esto incluso se cumple para by v bns, v dp1 v dps.
Esto significa que ocho posibles configuraciones de tres vértices existen de los conjuntos H;
y Hs de vértices para ver a todos los vértices clave del patrén de clausula Cj. Si se toma-
ran los tres vértices en Hs, estos no podrian ver a gp1, por lo tanto quedan siete posibles
configuraciones con tres vértices. Es facil comprobar que cada una de estas siete confi-
guraciones con tres vértices {ap1,bp1,dn1}, {an1,bn1,dns}, {an1,bns, dn1}, {an1,bns, dns},
{ans,bn1,dn1}, {ans,br1,drs} v {ans,brs, dr1}, pueden ver a los vértices clave del patrén
Ch,.

O

Etiquetando a los vértices: Etiquetaremos a los vértices de H; U H3 con la funcién
de etiquetamiento [ : Hy U Hs — {t, f} (t = verdadero y f = falso) definida como sigue:
sea W € {A, B, D} una literal, si W = u, l(wp1) = t, l(wps) = f, y si W = u entonces
l(wp) = f v l(wpg) = t. Cabe senalar que esta funcién de etiquetamiento representa el
valor de verdad de las variables.

Diremos que el asignamiento de las variables u;, u; y uy en Cp, es un asignamiento
verdadero si AV BV D =verdadero, y un asignamiento falso de cualquier otra manera.

Lema 5.1.2. Sean «, By v tres vértices del patrén de clausula CY},. Los vértices «, By
pueden ver a los vértices clave de C, si y solo si Cp, = AV BV D = verdadero.

Demostracion. C), tiene un valor de verdad falso si y solo si los valores de verdad de las
literales A, B 'y D son falso. Del Lema 5.1.1 tenemos que si a = ap3, 8 = bpg v v = dps,



5.1 Reduccién del problema 3-SAT al problema ISP 59

estos vértices no podrian ver a todos los vértices clave del patrén de clausula Cj,, por lo
que al menos uno de {ap1,bp1,dn1} es necesario, observemos lo siguiente: si A = u, donde
u es una variable de la férmula, entonces I(ap1) = t, haciendo A = t, y si A = u se tiene
que l(ap1) = f, haciendo A = ¢, lo cual también ocurre para las otras literales. Sabemos
que para que la cldusula C;, = AV BV D sea verdadera, al menos una literal tiene que
ser verdadera, por lo observado anteriormente esto es logrado si uno de «, 8 y v es
asignado a alguno de {ap1,bp1, dp1 }. Por lo tanto tomando cualquiera de las siete asignacio-
nes mostradas en el Lema 5.1.1 la clausula C}, = AV BV D toma valor de verdad verdadero.

Supongamos ahora que se toma una configuracién la cual no puede conectar a todos
los vértices clave del patrén de clausula para Cp,, por ejemplo a = ap3, 8 =bpz y ¥ = dp3,
por la observacién anterior, ninguna de las literales A, B o D toma valor de verdad
verdadero, haciendo que la clausula C, = AV BV D tome valor de verdad falso.

Vuf1 Vuf4 Vufs Vu 8

vV, 2 Vuf3 Vu,ﬁ Vuf7

Figura 5.8: Patrén de las variables

Patron de las variables: Sea uy una variable en U. El patrén de variable para la
variable u; se muestra en la Figura 5.8, el propdsito de este patrén es el de hacer
consistentes los valores de verdad asignados a las literales de una variable, es decir que si
la literal W = u; tiene valor de verdad verdadero, entonces W = uy tendrd como valor de
verdad falso y viceversa, en todas las clausulas.

El patrén de variable lo describiremos a continuacién para uy, entendiendose que el
procedimiento es igual para las demds variables. El patrén de variable para uy consiste de
dos cavidades (regiones rectangulares) las cuales tendran vértices etiquetados en su parte
superior e inferior por medio de la funcién de etiquetamiento ¢. Sea V;,, = {vu FLy s Vg fg}
el conjunto de vértices del patrén de variable de wuy, definimos a la funcién de etiqueta-

miento ¢ : Vi, — {Ff, Vf.wf,w}}, como sigue: ((vu,3) = wy, ((Vu,a) = Fy, ((vu,7) = w},
C(vu;8) = Ty. Las etiquetas ((vuz4) ¥ ((vu,s) representan los valores de verdad falso y

verdadero para la variable uy, respectivamente. Los vértices v, 3 Y Uy,7 SON vértices clave
para este patron.

Construccion completa: Una vez definidos los patrones de variables y de cldusulas, es
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necesario relacionar dichos patrones. Sea uy una variable con vértices etiquetados como
Ty y Fy en su patrén de variable, y sea W € {u,u} una literal con vértices etiquetados
como t y f en su patron de literal. Para lograr la relacién entre el patron de variables
y el patrén de cldusulas, es necesario agregar a cada cavidad del patrén de variables
qr puntas, donde g es el nimero de cldusulas en las que la variable uy participa, de
tal forma que dichas puntas esten alineadas a los vértices Fy y Ty del patrén de va-
riable y a los vértices f y t de cada patrén de literal de las cldusulas a las que pertenece u .

La cavidades del patréon para las variables son construidas a partir del vértice
w mostrado en la Figura 5.10, de tal forma que se cumpla que col(w,vufl,vufg),
col(w,vuf4,vuf3), col(w,vuf5,vuf6), col(u),vufg,vuf7)7 y que col(vufl,vuf4,vuf5,vuf8) y
col(vy, 25 Uu 35 Vu g6, Uy f7) son paralelos. Podemos observar que el vértice w puede ver a los
vertices Vup3 Y Vuyt-

Mostraremos ahora como construir las puntas del patrén de variables. Supongamos que
uy aparece en la clausula Cj y A € {uy,uys} es una literal en C;. Una punta en la cavidad
izquierda del patrén de variable para u; es contruida agregando el conjunto de vértices

/ / : : / / / / / /
{qulj,...,vuf4j} y el conjunto de aristas {(vuflj,vquj),(vquj,quBj),(vuf3j,vuf4j)}
/ / / / / / :
de tal forma que col(an,,Vus4, vy, 45V, 35)5 COUGRL, Uy 155Uy 05) Y COL(UY 95,V 35), S
_ . = . . / / / / / /
[ = wuy, ysil =1y el conjunto de aristas es {(vuflj,vuﬂj), (vquj,vuf3j), (qu3j’”uf4j)}
/ / / / / /
tal que col(any, Vusd, Vi aj: Vy,p35)s COM@Rg, Uy 155 vy 105) Y COL(Vy 95,0y 35)- El segmento
/ / s ; o f
(vuﬂj, qu?,j) es eliminado del poligono en ambos casos, y el vértice v

uy3; es un vertice
clave.

Una punta en la cavidad derecha del patrén de variable para u; es contrui-

da agregando el conjunto de vértices {”;fsjv'--vaij} y el conjunto de aristas

/ / / !/ / / / /
{,(qu5j,vuf6j),(vufﬁj,vuﬂj), (vuﬂj,vufgj)} de tal forma que col(ahl,vufg,vufgj,vuf7j),
col(ahl,v;fg)j,v;fﬁj) y col(v;ﬁj,v;ﬂj), sil = uf, y sil = us el conjunto de aris-

/ / / / / / / /
tas es {,(qu5j7vuf6j)7(quﬁja’lluf’?j)u(qu7javuf8j)} tal que COl(CLhB,rUu‘f87qugjuvuf7j)’

/ / / / / / : :
col(any; vy 55, Vp65) Y €OV 655 Uy 7;)- Bl segmento (v ¢;,0y,7;) es eliminado del
poligono en ambos casos y el vértice v], .. es un vértice clave.
73

La consecuencia de estos alineamientos es que el vértice etiquetado como Fy puede ver
a todos los vértices clave que se encuentran dentro de las puntas de la cavidad izquierda
y el vértice etiquetado como T puede ver a todos los vértices clave que se encuentran
dentro de las puntas de la cavidad derecha.

Un ejemplo de tres variables y tres clausulas es mostrado en la Figura 5.10. Cada
patrén de variable tiene tres puntas, una por cavidad, por cada literal en la clausula que
usa dicha variable.
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vy 2

V' i

Viugi v ui

(a) Caso cuando A = u. (b) Caso cuando A = 7.

Figura 5.9: Construccién de las puntas del patrén de variable.

Observacion 5.1.2. Dado que todas las puntas en la cavidad izquierda estin alineadas
CON Vy,4 Y Gp, para todas las literales usando uy y alineadas con vy,4 y ap, para todas las
literales usando uy, todos los vértices clave dentro de las puntas de la cavidad izquierda
podran ser vistos desde los vértices ap, y ap, con los que vy 4 fue alineado. Esto significa
que si las literales que involucran a uy son asignadas con valores de verdad consistentes
con uy = verdadero, entonces el vértice vy, 4 del patrén de variable de u; no sera necesario
para ver a los vértices clave que se encuentran dentro de las puntas de la cavidad
izquierda, pero si serd necesario el vértice vy,s. Una conclusién opuesta es alcanzada con
uy = falso.

Lema 5.1.3. El minimo nimero de vértices que pueden ver a los vértices clave en el
poligono son 3m + h + 1.

Demostracion. Por el Lema 5.1.1 se tiene que al menos 3 vértices son necesarios para ver
a los vértices clave de cada patron de clausula, y por definicién se tiene que en total m
patrones de clausulas participan en la construccién del poligono, de aqui se tienen 3m
vértices necesarios. Por lo mencionado anteriormente, si el asignamiento de los valores de
verdad es consistente para las variables, inicamente un vértice etiquetado como Fy o T,
con f ={1,...,h}, serd necesario para poder ver a los vértices clave del patrén de variable,
es decir h vértices son necesarios. El ultimo vértice necesario es el vértice w. O

Definicion 5.2. Sean v.1, Ve, ..., Vep los vértices clave definidos en P, denotaremos como
conjunto de puntos en el plano D = {dy,ds, ...,d, | di = ve,1 =1,2,...,p} al conjunto de
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Figura 5.10: Construccién completa del poligono para la férmula (ug Vuz Vuz) A
(u1 Vua Vug) A(up Vug Vug), los cuadros rellenos son el conjunto D y los cuadros vacios
representan los puntos posibles donde insertar un vértice Steiner.
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vértices clave del poligono P.

Demostracion de la NP-Completitud del problema ISP

Sea I una instancia de 3-SAT, T el arbol de Steiner para I y Py el poligono para I.

Lema 5.1.4. El niimero de vértices clave en el poligono Pr es igual al namero de vértices
terminales en el arbol de Steiner T7.

Demostracion. Comenzaremos por contar los vértices clave del poligono P;. En los
patrones de cldusula se tienen los vértices clave {aj,, bj,,dj,, g}, con j = {1,...,m}. En
los patrones de variable se tienen los vértices clave {vu 3> Uy f7}, con f ={1,...,h}. Cada
patrén de variable tiene 2¢; puntas, donde cada una de ellas tiene un vértice clave, por
lo tanto tenemos que por cada patrén de variable se tienen 2q; vértices clave. En total se

tiene que el poligono P tiene 4m + 2h + 2 Z?Zl qr vértices clave.

Contaremos ahora los vértices terminales del drbol T7. Cada gréfica G; C 17, con
Jj ={1,...,m}, tiene 7 vértices terminales, cada grafica Qs C Ty, con f = {1,...,h}, tiene
qr + 1 vértices terminales, por tultimo tenemos que la gréfica A C 17, tiene h vértices
terminales. En total se tienen 7m + Zl}zl (qf + 1) + h vértices terminales en T7.

Tgualando:

h h

Am+2h+2Y qr=Tm+Y (g +1)+h
f=1 f=1

h h
Am+2h+2> qr—(Tm+> (g7 +1)+h) =0

f=1 f=1
h h
4m+2h—|—22q]c—7m—2q]c—2h:0
f=1 f=1
h h
Am —Tm +2h =20 +2) qr =Y ¢ =0
f=1 f=1
h
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Por la Observacién 5.1.2 tenemos que los vértices w;, o wj,, con w € {a,b,d} y j =
{1,...,m}, ven a los vértices clave de una de las dos cavidades de cada patrén de variable,
por el Lema 5.1.1 sabemos que solo tres vértices wj, o wj, por cldusula son necesarios, de
aqui podemos decir que el nimero de puntas de una de las dos cavidades de cada patron
de variable suman 3m, por lo tanto el niimero total de puntas tiene que ser igual a 6m, es
decir 3m = Z?Zl qf. Lo cual concluye la prueba.

O

Para la asignacion de nodos Steiner es necesario tener en cuenta que dentro del
poligono P cualquier punto es un posible candidato para poder incrustar el nodo Steiner.
Con las siguientes modificaciones a los patrones, mostraremos que existe una equivalencia
entre asignar nodos Steiner a puntos o a vértices.

Modificando el patrén de literales: Sea A una literal de la cldusula ). Tomando
da; = V(aj2) N V(gj1) N Ain(aji) como la interseccién entre el poligono de visibilidad
del vértice clave ajo, el poligono de visibilidad del vértice clave gj; y la punta incidente
a aj1 (la cual es denotada como Ajy(aji1)) obtenemos una regién d,,, desde la cual
cualquier punto perteneciente a dicha regién puede conectar a los vértices a2, g;1 y al
vértice clave de Aj,(aji1), es decir que se mantienen las propiedades de visibilidad del
vértice aj el cual tambien pertenece a la regién. De manera similar definimos la regién
da;, con la unica diferencia que aqui no se tomara la interseccion con el poligono de
visibilidad de g;1, ya que dicha interseccién seria vacia, por tanto esta regiéon se define
como 6q,, = V(aj2) N As(ajz) . Notemos que d,,, resulta ser el vértice aj3 (ver Figura
5.11(a)), supongamos que ahora prolongamos la punta A;y(a;3), teniendo cuidado de que
el vértice aj3 se mantenga en la frontera de la punta, hasta intersectar en algiin punto
n del segmento (a;2,a;j1), podemos observar que dq;, = V(aj2) N Ajn(a;z) ahora es una
region que cumple con las propiedades de visibilidad del vértice a;3 (ver Figura 5.11(b)).

Modificando el patrén de variable: Este patrén es modificado de manera similar al
patrén de literal. Sea V(w) el poligono de visibilidad del vértice w, y A; la i-esima punta
que es generada en la cavidad izquierda del patrén de variable para wuy. Definimos a
la regién 0y, = [1A; N V(w) como la interseccién de todas las puntas de la cavidad
izquierda del patrén para uy con el poligono de visibilidad de w. Observemos que las
propiedades de visibilidad del vértice F' se mantienen para cualquier punto dentro de
la regién dy,p. De manera similar definimos d,,7 = (1A; N V(w), donde (NA; es la
interseccién de todas las puntas de la cavidad derecha del patrén para uy, de igual forma
cualquier vértice dentro de la regién d,,7 mantiene las propiedades de visibilidad del
vértice T. En la Figura 5.12 se muestra esta modificacién.
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(a) Caso donde 645, es un (b) Caso donde dq,, es una re-
vértice. gién.

Figura 5.11: Regiones del patrén de literal para A donde un nodo Steiner puede ser asig-
nado.

Figura 5.12: Regiones del patrén de variable para uy donde un nodo Steiner puede ser
asignado.

Definicion 5.3. Sea I = C; AN Cy A ... AN Cp, una instancia de $-SAT, donde
C; ={AV BV D}, con je€{l,..,m}, es una clausula de I; A € {u;, %}, B € {u;,u;} y
D € {ug,ui} son literales de Cj; y uj, uj y ug son variables en I; y sean d4;, y 04y, las
regiones donde se puede colocar un nodo Steiner en el patrén de literal para A, dp,, y 0p,,
las regiones para B,y dc;, y dc;, las regiones para C'. Si la literal A toma valor de verdad
verdadero en la instancia I entonces un nodo Steiner es colocado en la regién dg;,, caso
contrario, si A toma valor de verdad falso en la instancia I entonces un nodo Steiner es
colocado en d,;,. De la misma manera se procede para las literales B y D, y el resto de
cldusulas. A esta asignacién de nodos Steiner la llamamos asignacion correcta de nodos
Steiner.

Lema 5.1.5. El ntimero de nodos Steiner necesarios para conectar a todos los vértices
clave de P;r no aumenta de 3m + h + 1 si y solo si la asignacion de nodos Steiner en el
patrén de clausulas de Pr es una asignacién correcta.
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Demostracion. (<) Sea p una asignacion correcta de nodos Steiner en el patrén de
clausulas de P;. Sin perdida de generalidad consideremos que p conecta a todos los
vértices clave de las puntas de la cavidad izquierda. De acuerdo a la Observacién
5.1.2 los nodos Steiner deben estar colocados en algun punto dentro de dy,; 0 0wy,
con w € {a,b,d}, de tal forma que un nodo Steiner es requerido en el vértice vy,s,
f = {1,...,m}, para cubrir todas las puntas de la cavidad derecha, lo cual no aumen-
ta el nimero 3m+h-+1 de nodos Steiner necesarios para conectar a los vértices clave de P;.

(—) Supongamos que existe una asignacién v de nodos Steiner en el patrén de clausulas
de Pr la cual es similar a la asignacion p pero con la diferencia de que uno de los nodos
Steiner es colocado dentro de la regién d,;,, con la suposicién de que en p un nodo Steiner
fue colocado en dy,,,. Sin perdida de generalidad consideremos que el nodo Steiner colocado
en d,;, conectaba un vértice clave de la cavidad izquierda del patrén de variable para uy,
donde f € {1,...,h}. De acuerdo a nuestra construccién de las puntas, el nodo Steiner de
la asignacién v colocado en d,,,, podra conectar un vértice clave de la cavidad derecha del
patrén de variable para uy, pero no uno de la cavidad izquierda, dejando asi un vértice
clave de la cavidad izquierda sin conectar, de tal forma que para conectar a los vértices
clave del patrén de variable para uy, es necesario colocar un nodo Steiner en vy 4 y otro
en vy,s, aumentando asi el nimero de nodos Steiner necesarios a 3m + h + 2.

O

Teorema 5.1.2. El arbol de Steiner T puede ser incrustado en el poligono simple Pr si y
solo si la instancia I de 3-SAT es satisfacible.

Demostracion. («) Supongamos que la instancia de 3-SAT es satisfacible, enton-
ces tenemos que existe una configuracion de las siete mostradas en el Lema 5.1.1
para colocar los nodos Steiner. Sin perdida de generalidad supongamos que una
de ellas considera a d;i, para toda j = {1,...,m}. Definiremos la siguiente funcion
¢ : Vp, — Vp,, como una funcién de mapeo. Haciendo ¢(r1;) = aj,, ¢(r25) = bjy,,
e(rs;) = djp, (s15) = o € {ag,a5}, @(s25) = B,8 € {bj;,bj;}, o(s3;) = djy,
p(ry;) = o,d € {ag.l,a;g}, p(ry;) = B,8 € {b;'pb;'g} y ¢(r3;) = dj para toda
j =1{1,...,m}. Aseguramos que toda grafica G; C Tt puede ser incrustada en Pj.

Sea C = {Ci,...,Cm} el conjunto de clausulas de I. Haciendo la asigna-
cién: ¢(ryr;) = 7,7 € {aj1,a53}, para toda j € {1,..,m} tal que uy € Cj,
O(ryfw) = ©,® € {wf,w}}, podemos ver que toda grédfica @y C 77 puede ser in-

crustada en Pj.

Haciendo la asignacién: ¢(s.) = w, ¢(rs;) = A\, A € {wf,w}} — &, con f={1,...,h}
aseguramos que la grafica A C T puede ser incrustada en Pr.
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Dado que Vr, = UjL, Vg, U}}:1 Vo, U A es el conjunto de vértices de T solo hace
falta agregar las aristas que conectan a las gréficas Gj, Qy y A. Dado que s, € V(sy,),
para toda f = {1,..,h}, las aristas (sa,s.,) pueden ser incrustadas como segmen-
tos rectilineos, uniendo asi las graficas y con A. Ademds s,, € V(sij), para toda
f={L. h},i ={1,2,3}yj = {1,...,m}, por lo que las aristas (s, s;;j), para toda
f=A{1.,h},i={1,2,3} yje{l,..,m} tal que uy € Cj y (\(Su;, Sij) = Su;, pueden ser
incrustadas como segmentos rectilineos dentro de P;. Por lo tanto T7 puede ser incrustado
en P[.

(—) Sea Cj, para alguna j € {1,...,m}, una clausula en I que no es satisfacible. Por el
Lema 5.1.2 tenemos que si C; no es satisfacible entonces tenemos la siguiente asignacién
©(s15) = aj3, ©(s25) = bj3 y ¢(s35) = dj3, la cual por el Lema 5.1.1 es una asignacién que
necesita mas de tres nodos Steiner para poder conectar a los vértices clave del patrén
de la clausula C;, aumentando asi el minimo nimero de nodos Steiner necesarios para
conectar a los vértices clave de Pr. Suponemos que podemos alterar la asignacion dada
en el Lema 5.1.2 de tal forma que ¢(s1;) = aj3, ¢(S25) = bj3 ¥y ¢(s35) = dj1, por el Lema
5.1.5 tenemos que de igual manera hacer esta modificacion implica que el minimo nimero
de nodos Steiner aumente. Por lo tanto el arbol de Steiner 77 no puede ser incrustado
dentro del poligono simple P;. Con esto se concluye la prueba

O

Con la demostracion del Teorema anterior se puede concluir entonces que el problema
de 3-Satisfacibilidad Booleana se puede reducir al problema ISP. Por lo tanto el Teorema
5.1.1 queda demostrado.
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Conclusiones

La finalidad de este trabajo de investigacion es la de mostrar que el problema de
incrustar un arbol de Steiner al interior de un poligono simple (ISP) pertenece a la clase
de problemas NP-Completos. Para lograr esto se hizo uso del método obtenido a partir
del Lema 3.1.3 , cuya idea principal es la de reducir un problema perteneciente a la clase
de problemas NP-Completos, al problema ISP.

Para lograr dicha reduccién tomamos el problema de 3-SAT), el cual es un problema
NP-Completo [6], y transformamos la entrada de dicho problema a una entrada aceptada
por el problema ISP, en este caso a un arbol de Steiner y a un poligono simple con
k puntos en su interior. Una vez transformada la entrada del problema 3-SAT a una
entrada aceptada por el problema ISP, mostramos que el problema ISP tiene solucién
con la entrada modificada de 3-SAT si y solo si el problema de 3-SAT con su entrada
original tiene solucién. Con esto logramos mostrar que el problema ISP pertenece a la
clase de problemas NP-Completos.

Este resultado es importante ya que al mostrar que ISP pertenece a la clase de
problemas NP-Completos se establece una cota inferior para este problema, con lo cual se
da prioridad al desarrollo de algoritmos exponenciales y/o de aproximacion, ya que hasta
ahora no se conoce algin algoritmo polinomial que pueda resolver con exactitud algin
problema en NP-Completo.

Como trabajo futuro, es interesante estudiar la variante en donde el poligono presenta
hoyos y establecer la complejidad de esta variante. Otra variacién por investigar es la
de estudiar el problema en 3 dimensiones en donde en lugar de trabajar con poligo-
nos se trabajaria con poliedros, y el conjunto D estuviera formado por puntos en el espacio.
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