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Introduccion

La intencién de este trabajo no es otra que la de una tesis de licenciatura y
como tal se limitard a nuestros escasos conocimientos de la matemética y sobre
todo de historia de las matematicas. Decimos escasos conocimientos, porque el
estudio sobre el origen de los mimeros complejos, a través del estudio de los
problemas que dan cuenta de la aparicién de los numeros complejos es basto,
asi no es posible abarcar en un trabajo de tesis todos los problemas. Por lo que
nos abocamos a aspectos particulares sobre el origen de los nimeros complejos,
que dan cuenta de la importancia de /=1 en la constitucién de las cantida-
des imaginarias (cantidades no reales que surgen de la resolucién de la ecuacién
z" + Az"' + Bz"? + ... = 0) en cantidades de la forma M + Nv/—1. Pero no
por ser particulares le quita generalidad a los problemas que estudiaremos, en
los cuales, la manera en que se nos presentan los nimeros complejos, es deter-
minante para las preguntas que contestaremos asociadas con la “representacién”
geométrica de los niimeros complejos, incluyendo la “representacion” misma.

Hoy dia, es comin asociar un nimero real con un segmento: asi, representa-
mos a los mimeros reales sobre una linea recta (la recta real). En este sentido. 5 se
asocia con un segmento. Pero siendo un dngulo, lo podemos representar como la
inclinacion de dos lineas rectas. O si inscribimos el dngulo en un circulo de radio
igual a la unidad, lo podemos representar como un arco de circunferencia. Por
tanto, tenemos tres formas diferentes de representar 5. Por otro lado, si consi-
deramos las cantidades: lineas, superficies y solidos. La longitud, drea y volimen
tienen como representacion el segmento de linea recta, el cuadrado y el cubo
respectivamente, que a su vez, son un caso particular de las lineas, superficies
y solidos respectivamente. ;Qué hace diferente al cuadrado de las demads figuras
rectilineas (equivalentes en area), como, por ejemplo, de los paralelogramos? ; por
qué elegir el cuadrado? ;Qué hace diferente al cubo de los demas sélidos rectili-
neos (equivalentes en volimen), como, por ejemplo, de los paralelepipedos? ;por
qué elegir el cubo? ;por qué asignar un segmento a un angulo rectilineo y no la
inclinaciéon mutua entre dos lineas rectas o un arco de circunferencia? De hecho.
cuando penasamos en la tercera parte de un angulo, ;por qué lo representamos
como la inclinacion de dos rectas o un arco de circunferencia y no como un seg-
mento? Lo anterior nos conduce inevitablemente a preguntarnos ;qué significa la
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v INTRODUCCION

representacién de una cantidad y qué la determina??!

Por otro lado, también es comun asociar a un niimero complejo una repre-
sentacién polar (M + Nv/—1 = r(cosf + v/—1sin#)). Asi, en el caso r = 1, cos
y sin# son base y altura de un tridngulo rectangulo respectivamente, que se co-
rresponden con la parte real ¢ imaginaria de la representacion polar del complejo
(cosf + /=1sinf). ;Pero, qué nos conduce a esta representacién? ;serd acaso
que no hay otra representacion de los numeros complejos, a diferencia de las
demds cantidades (reales) y por eso, siendo unica la representacion, los represen-
tamos de esta forma? ;O sera acaso que hay otra representacién? Si este es el
caso, ;qué nos conduce a elegir entre una y otra representacién?, mas aun, ;por
qué elegir?

Ahora, con respecto a la representacion de los nimeros complejos hasta don-
de tengo conocimiento, no se sabe por qué elegimos la representacién que hoy
tenemos. En este sentido, el matematico ingles John Wallis (1616-1703) fue el
primero en hacer una contribucion importante a la representacion, no asi al por
qué, va que da una representacion diferente a la que hoy tenemos. Esto marca
la pauta para preguntarnos ;por qué elegimos una representacion y no la otra?
Para contestar esta pregunta, se aborda en el primer capitulo, dividido en dos
partes, el problema de la divsién de una linea tal que el rectangulo formado por
estas divisiones sea igual a un area dada. Problema que exhibe la imposibilidad
de asociar a los complejos con un segmento. Debido a que este problema primero
se traduce en resolver la ecuacién: z? + b* = az donde, a, b son la longitud de
la linea dada y b la longitud del lado del cuadrado igual al drea dada. Segundo,
para resolverla se intersecta un circulo con una linea recta. Asi, cuando hay in-
terseccion las dos raices reales se asocian con un segmento y si la linea recta no
intersecta al circulo, las raices de la ecuaciéon son complejas v no hay segmento
con que asociar a las raices complejas. Entonces, surge la pregunta ;qué sucede
cuando hay racices complejas, por qué no es posible asociarlas con un segmento?
Para contestar esta pregunta, se aporta la asociacién del problema de la division
externa tal que el rectangulo formado por las divisiones sea igual a un drea dada.
Con la ecuacién z? = az + b cuyas raices son siempre reales. Que junto con lo
hecho por Wallis para dar cabida a una representacién de las raices complejas de
la ecuacion: z? + b® = az. Demuestran, que la imposibilidad esta asociada con
que el punto de divisién no yace mas sobre la linea en cuestién. De esta forma,
los complejos encuentran una asociacion con un segmento, que no yace sobre la
linea en cuestién, sino fuera de ella y determinado por un dngulo y la longitud

Ipara mayor detalle, con respecto al origen y contestacién de estas preguntas. Vedse el
apéndice C.
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de un segmento.

En el segundo capitulo, con respecto a los complejos que surgen de la reso-
lucion de ecuaciones cubicas. dividido en dos partes. Se aborda, en la primera
parte, el problema de la triseccién de un angulo asociado con las dos raices positi-
vas de la ecuacion: 2 4 gp? = 3p®z. Asociacién atribuida a Descartes. Pero cuya
construccion de la raiz, hemos incluido la dada por Al-khayyam (1048-1131) y
no la dada por Descartes, para poder mostrar otra forma de construir esta raiz
haciendo énfasis en las propiedades que el segundo hace de las conicas que el
primero no. También, se abordan las formulas dadas por Cardano para resolver
las ecuaciones cubicas: z° + B = Az, 2* = Az + B. Ademas de observar que los
complejos que surgen de esta formula estan asociados con la raiz real negativa de
1® + B = Az que no esta asociada con la triseccién de un dngulo. Debido a que,
Descartes solo asocioé las otras dos raices positivas con la triscecion de un angulo.
Y se da constestacién a la pregunta jqué interpretacion tiene la raiz negativa (o
falsa como la nombra Descartes) de esta ecuacion, raiz positiva de 2° = Az + B?
Asociando esta con la triseccién de un dngulo. Ademas se aporta otra construc-
cién de la raiz positiva de la ecuacién z* = Az + B, diferente a la dada por
Al-khayyam y Descartes. En la segunda parte, se muestra que la raiz cubica del
nimero complejo que aparece en la formula de Cardano, es nuevamente de la mis-
ma forma M + N+/—1 solo utilizando el calculo de los niimeros complejos. Esto
es, calculo que opera con M + N+/—1, como suma y producto de niimeros reales,
con la salvedad de que (v/—1)?> = —1. Sin utilizar la representacién polar y como
consecuencia sin usar las identidades trigonomdétricas, ya que esta representacion
supone lo que queremos mostrar, a saber que la parte real y la parte imaginaria
se representan en un sistema de ejes ortogonales, una sobre el eje real y la otra
sobre el eje de las ordenadas respectivamente. Ademas, se da una representa-
cién geométrica de estos complejos consecuencia de asociar la raiz real positiva
de 2°* = Az + B con la triseccién de un angulo y de expresar esta raiz como
la suma de dos complejos conjugados. Asi, se asocia la triseccién de un dngu-
lo con la extraccién de raiz cubica de un mimero complejo independientemente
de las identidades trigonométricas o en su defecto de la representacion polar de
un mimero complejo. Por tltimo, se muestra que la representacion geométrica
dada por Wallis, no hace compatible la suma de complejos conjugados con la
representacion dada, también por Wallis. Sin embargo, se muestra que ambas
representaciones de la suma de complejos conjugados, por un lado la dada por
Wallis y por otro, la que se originé con el problema de la triseccion de un angulo.
Tienen en comiin reducir la suma a la proyeccién, sobre el eje real de la diagonal
del paralelogramo determinada por los complejo conjugados.

Finalmente, en el capitulo 3 se aborda la generalizacién del problema de la
triscecion de un dngulo al problema de la divisién de un dngulo en n-partes
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iguales, donde n denota un mimero natural. Siendo la generalizacion, la que
permite que la potenciacién de un nimero complejo: (z + iy)" = x, + y, asocie
a: r, y con la base y altura respectivamente de un triangulo rectangulo cuyo
angulo opuesto a la base es un angulo dado, y a z,,y, con la base y la altura
respectivamente de un tridngulo rectangulo cuyo dngulo opuesto a la base es la
n-esima parte del angulo dado. Es decir, la generalizacion hace compatible el
calculo con los niimeros complejos, cuyo origen es la resolucién de la ecuacion:
™ 4 Az" ' 4 Ba"? 4 .- = 0, con la representacién de los niimeros complejos,
donde la parte real y la parte imaginaria se asocian con la base y altura de un
triangulo rectangulo respectivamente.

Isracl Ramos Garceia, 2010.
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Capitulo 1

Sobre la representaciéon de las raices complejas de la
ecuaciéon z° + b? = ax

1. Introduccion

En este capitulo se aborda el problema de la representacién geométrica de las
raices complejas que surgen de la ecuacién 2% + b* = az. A su vez, el capitulo
esta dividido en dos partes. La primera parte (que comprende las secciones 2 y
3), aborda la imposibilidad de asociar las raices complejas con un segmento (mas
no, que imposibilita esta asociaciéon). Asociando las ccuaciones 2?2 + b? = ax y
1% = ax + b% con el problema de la divisién interna y externa de un segmento
dado tal que el rectangulo formado por dichas divisiones sea igual a cuadrado
dado respectivamente. Y mostrando que, cuando las raices de estas ecuaciones
son reales, las raices reales se asocian con un segmento que esta contenido en
la linea recta que contiene al segmento a dividir. De esta forma, no es posible
asociar las raices complejas de z? + b* = az con un segmento, si, el segmento
esta contenido en la linea recta que contiene al segmento a dividir. En la segunda
parte (que comprende las secciones 5, 6 y 7) primero se aborda, qué imposibilita
asociar las raices complejas con un segmento, pero no con un segmento contenido
en la linea recta que contiene a los segmentos reales positivos y negativos. Sino
mostrando qué imposibilita asociar la parte imaginaria de la raiz compleja con
un segmento. Imposibilidad que a su vez, impide asociar los nimeros complejos
(no puros, esto es, con parte real diferente de cero) con un segmento. Segundo,
la asociacion de la parte imaginaria de un nimero complejo con un segmento,
que, permite asociar a los niimeros complejos con un segmento que yace fuera
de la linea recta real. No esta de mas comentar, que en esta representacion la
parte real no es ortogonal a la parte imaginaria, como la representaciéon que hoy
tenemos de los nimeros complejos.

2. El problema de la division de una linea

Teniendo en cuenta que en la antigliedad, la existencia de las cantidades esta
asociada con exhibir una construccién que muestre, que la asociaciéon de una can-
tidad real con un segmento de linea recta es posible.! Marca la pauta para que
los niimeros negativos y complejos fueran nombrados cantidades imposibles. En

Wer apéndice B.



2 1. REPRESENTACION DE LAS RAICES COMPLEJAS DE z? + b = ax

este sentido, por ejemplo, si asociamos los niimeros negativos que surgen de la
ecuacion: r+a = b, cuando a > b cuya raiz es b— a. Con el problema geométrico
de cortar un subsegmento [a] de un segmento dado [b], el cual es posible si a < b
e imposible si @ > b. Entonces, comprendemos por qué los niimeros negativos,
son cantidades imposibles. Esta imposibilidad, que surge de la asociacién de la
ecuacion x +a = b con el problema geométrico de cortar un subsegmento, impide
asociar [b — a] cuando a > b con un segmento de linea recta, como con la raiz
real positiva (a < b). Asi, dar sentido a los negativos y complejos como lo hace-
mos hoy, con el concepto de posicién sobre una linea recta y con un vector (que,
a su vez, tiene asociado un magnitud y direccién) en el plano respectivamente;
Nos remite a que, cantidades que eran imposibles hoy son cantidades posibles,
en tanto que, tienen un sentido en la geometria. De esta forma ;qué es lo que
es imposible, que no permite darles sentido en geometria? ;Qué da status de
cantidades igualmente posibles a las cantidades negativas y complejas? jQué les
da sentido en la geometria?

Por otro lado, asociar la ecuacién 22 +b* = ax con un problema de naturaleza
geométrica, permitira saber qué tipo de imposibilidad esta asociada en este caso
con las raices complejas. Que, impide, asociarlas con un segmento como con las
raices reales.

A C B

FiGuRrA 1. Divisién de una linea — Playfair
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2.1. PROBLEMA (DIVISION DE UNA LINEA — PLAYFAIR 1778). Dividir un
segmento dado [AB] (ver Figura 1), tal que el rectangulo formado por dichas
divisiones sea igual a un cuadrado dado [V?].

Sea AB = a la linea dada y b el lado del cuadrado dado. Supongamos que C
es el punto buscado, entonces

(AC)(CB) = V?,
y haciendo AC = z, se tiene
(’.L')((L - ',I") = b2$
asl pues
ar — 22 = b?
luego
g gl
z°+b" =ax (1)
Por tanto, el problema se reduce a resolver la ecuacién (1). Por otro lado, para
resolver esta ecuacién considerese lo siguiente:

iy

L M

FI1GURA 2. Soluciones de la ecuacién: 22 + b? = ax — Descartes

CONSTRUCCION:
1. Con centro N y radio NL = § trdcese el circulo LQR (ver Figura 2).
2. Haciendo LM = b, y por el punto M tracese MQR paralela a LN.
3. Afirmamos que, M@Q y MR son las dos raices de la ecuacion.
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DEMOSTRACION. En efecto, por potencia de un punto [M] respecto a la
circunferencia [LQR) se tiene: LM? = (M R)(MQ@), entonces si M R = z, tenemos
que MQ =a—zy asi z(a — z) = b* 0 22 + b? = ax. Pero, si hacemos MQ = «,
entonces MR = a — r, y otra vez, (a — z)(z) = b%. Ademds, si O es el punto
medio de QR,

n-fQ=0M-oQ=;_"_ (%)2_b2

td

MR=MO+OR=+ + (9)2-b2
2 2

d
Nétese que, cuando b < § las raices son reales y estdn asociadas con los
segmentos MQ y MR. Pero si MR es tangente al circulo, es decir, b = 5. Las
raices serian iguales y estarian asociadas ambas con el mismo segmento; mientras
que si b > 3, entonces la linea M R no encuentra al circulo y no hay segmento

con que asociar a las raices complejas.

3. Division interna y externa de una linea

El planteamiento del problema de la divisién de una linea no contempla la
divisién externa,? esto es, el problema esta planteado como: la divisién interna
de una linea tal que el rectangulo formado por dichas divisiones sea igual a
cuadrado dado. Al igual que el problema de cortar un subsegmento [AC = a] de
un segmento dado [AB = b], el caso cuando a > b, es decir, b—a < 0, es imposible
asociar b — a con un segmento. Pero si extendemos continuamente el segmento
AB en ambas direcciones, b—a (< 0) se asocia con BC'y no con C'B como cuando
b — a > 0. Lo hecho para los negativos plantea la posibilidad de que el caso de
la division externa tal que el rectangulo formado por dichas divisiones sea igual
a un cuadrado dado, si, este es posible claro esta. Permitiria asociar las raices
reales y complejas de la ecuacién: 22 + b* = az, con un problema de naturaleza
geomeétrica: la division interna y externa de una linea tal que las divisiones formen
un rectangulo igual a un cuadrado dado respectivamente. Como con los niimeros
positivos y negativos que estan asociados con la posicion interna y externa del
punto C' respecto al segmento AB respectivamente.

Por otro lado, el problema de la division externa tal que el rectangulo formado
por dichas divisiones sea igual a un area dada (o equivalentemente igual a un
cuadrado dado). Hasta donde tengo conocimiento, es una aportacion original,
que permite dar cuenta de la imposibilidad de asociar las raices complejas de

2Como el problema de cortar un subsegmento de un segmento dado, impone que el sub-
segmento tiene que ser menor que el segmento dado, ya que todo subsegmento es menor que
el segmento del cual es parte. Asi, este problema no contempla el caso cuando el subsegmento
¢s mas grande que el segmento, asociado con los niimeros negativos.
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la ecuacién 22 + b* = ax con un segmento contenido en la linea recta que a
su vez, contiene al segmento AB; Como cuando las raices son reales. Ya que
mostraremos que este problema esta asociado con las raices (que son siempre
reales) de la ecuacién z? = az + b*.

Ficura 3. Divisién externa de una linea

3.1. PROBLEMA. Dividir (externamente) un segmento dado AB, tal que el
rectdngulo formado por dichas divisiones sea igual a un cuadrado dado.

CONSTRUCCION:
1. Témese la hipérbola ACBC' cuyo lado transverso es AB (Ver Figura 3),
lado rect so

tal que jalerede 1 ,

2. Constriyase la ortogonal AD en A, hagase AD = b, b lado del cuadrado
dado.

3. Por el punto D tracese la recta CC' paralela a AB.

4. Prolonguese continuamente, en ambas direcciones, el segmento AB.

5. Sean E, E proyecciones (sobre la prolongacién de AB) de C, C.

6. E es el punto buscado.
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DEMOSTRACION. Por propiedades de la hipérbola.® se tiene
CE®*  ladorecto
(AE)(EB)  lado transverso

luego

CE? = (AE)(EB).

Por lo tanto

(AE)(EB) = b?

Notese que, si AB =a y EB = z. Sustituyendo en
(AE)(EB) = b
se tiene
(z —a)(z) =¥’

luego
12 = az + b?

Cuyas soluciones son

(R

[N =]

i == AT
=3y (5) +

De esta forma, si E esta a la izquierda de A, EB coincide con z y si E esta
a la derecha de A, E'B coincide con z_

Por tanto, notemos que cuando AD > 125, esto es, b > 5. La recta ortogonal
levantada en D no interseca a la circunferencia de diametro AB, pero si interseca
a la hipérbola ABC' (ver Figura 4). En otras palabras, no es posible dividir (inter-
namente) un segmento dado AB tal que el rectdangulo que forman las divisiones
sea igual a un 4rea dada, cuando el area dada es mas grande que el cuadrado de
la mitad del segmento dado (b* > (‘2—‘)2) Sin embargo, la divisién (externa) de
un segmento dado tal que el rectangulo que forman las divisiones sea igual a un
area dada, si es posible cuando b > 7. Asf pues, dado que los problemas de la
divisién interna y externa estdan asociados con las raices reales de las ecuaciones:
2?4+ b0 = az y 2° = ax + b? respectivamente. Entonces, las raices complejas de la
ecuacién: 22 + b? = az, dan cuenta de la imposibilidad de la divisién, porque el
punto no yace mas sobre la linea recta que contiene a los puntos A y B. Pero esto

3Esta propiedad que carateriza a la hipérbola, se puede encontrar en la proposicién 12 del
libro 1 de las Cénicas de Apolonio. Pero también, se puede deducir del siguiente hecho: una
hipérbola cuadrada tiene como ecuacién 2 —y? = r2. Asi, si O punto medio de AB es el origen
y T es la distancia del punto O al punto B. Tenemos que, y* = 12 — z* = (z — r)(z + 1), esto
es, CE? = (OE — OB)(OE + OB) = (OE — OA)(OE + OA) = (EB)(AE).



4. LA ININTELIGIBILIDAD DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 7

FI1GURA 4. Division interna y externa

no explica qué imposibilita asociar las raices complejas con un segmento. Qué si,
con un segmento contenido en la linea recta que contiene al segmento AB.

4. La ininteligibilidad de los niimeros complejos

Para entender qué imposibilita asociar las raices complejas de z2 + b* = ax
con un segmento. Retomaremos el modo de resolver esta ecuacién con el método
conocido en la antigiiedad como, aplicacién de una area por defecto a lo largo de
un segmento dado.

ECUACION:
2+ b =azx
ANALISIS:

1. Sea ACDE un cuadrado de lado x (ver Figura 5), sobre DC apliquese el
rectangulo DB equivalente a b%.4

2. Luego, AB = a, ya que z° + b* = ax.

3. Por tanto, para determinar el lado del cuadrado [z] se requiere aplicar so-
bre el segmento AB un area DB [b?] y que sea deficiente (que la aplicacién
sea menor) en un cuadrado [AD].

4Esta construce i6n, se conocié como la aplicacion de un drea [DB] por yuxtaposicién sobre
un segmento dado [DC].
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FIGURA 5. Analisis de la ecuacion z? + b* = axz.

4.1. PROBLEMA. Dado un segmento AB, se requiere aplicar un drea dada [b*]
que sea deficiente en un cuadrado.

D H E
G F
A C B

FIGURA 6. Aplicacién de un area sobre un segmento por defecto.
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CONSTRUCCION:

1. Constriyase sobre la mitad de la linea AB el cuadrado BCDE (ver Figura
6); 2ca:)n ;’értice en D constriiyase el cuadrado FGDH equivalente a ¢® =
(5)° — b

2 Czomplétese el cuadrado AD.

Tracese la diagonal DB y prolonguese F'GG en ambas direcciones.

4. Afirmamos que AF es el drea dada [b%] y BF el cuadrado, por el que la
aplicacién sobre la linea dada [AB] es deficiente.

&2

DEMOSTRACION. En efecto, dado que CB = §, entonces CBDE—-GFHD =
¢ — (§)? = b% Y dado que el racténgulo CF ¢s igual al rectangulo FE y el
rectangulo BG es igual al rectangulo AG. Se sigue que CF'+ FE + F B, que a su
vez es igual a b%, es igual al rectdngulo AF. Por otro lado, para ver que F B es un
cuadrado. Cuando dos cuadrados como, DF y DB comparten vértice, entonces
estan colocados en torno de la diagonal del cuadrado mayor, en este caso del

cuadrado DB. Asi, F'B es un cuadrado. O
- 2 )
i H
K 5 D . E E

_________________ G NF o

A . ¥

A J C B

FIGUuRra 7

Ahora bien, el cuadrado DGHF [¢?] es igual a (§)? — b°. Cuando el vértice
F del cuadrado DGHF yace dentro del cuadrado CBDE (ver Figura 7). Esto
ey b= 9 ¢ > 0. Y cuando el vértice F coincide con el vérice D del cuadrado
DGHF, b = § y ¢ = 0. Luego, cuando F yace fuera del cuadrado CBDE,
pero sobre la diagonal DB. Nos gustaria que ¢* < 0 (ya que b > %) se asocie
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con el cuadrado DF.® Pero, esto no sucede ya que los lados del cuadrado DF
son negativos. Asi, el area es positiva y no negativa como nos gustaria. Ahora,
también el rectangulo AF es igual a b2, el 4rea dada a aplicar sobre el segmento
dado AB = a, y el lado del cuadrado BF raiz de la ecuacién z? + b* = ax.
Asi, cuando F yace fuera, nos gustaria que AF = b?, pero b* = ()2 —c* y
teniendo en cuenta que ¢ < 0, entonces la diferencia de cuadrados en realidad
es una suma. Y cuando F yace en el interior de CBDE, b* es la diferencia de
cuadrados (g)2 —¢? y no la suma. Incluso estando F fuera, el rectangulo AF es la
diferencia de los cuadrados (§)? y —c*. y no la suma ((§)* — ¢®) como se requiere
para que el lado del cuadrado BF sea raiz de la ecuacién 22 + b? = ax, cuando
b > 5. Esto es, cuando las raices son complejas. Dado que el rectangulo JD
es igual al rectangulo DI y el rectangulo K'G igual al rectangulo DI. Entonces
KG = JD y si quitamos el cuadrado DF se obtiene el rectangulo KF'. Y dado
que el rectangulo AF es igual a la suma de los rectangulos JK y KF. Entonces

AF = KJ + JD — DF = (%)? — (—¢?). La cual es diferente de (%) — .

Por tanto, si ¢ = (%)2 — V%, entonces cuando 5 >bc=4/ (%)2 — b2 es el
lado de un cuadrado. Pero, si § < b, ¢ ya no es el lado de un cuadrado, ya que +c
0 —c, forman un cuadrado de drea positiva: (+c)(+¢) = +c% o (—¢)(—c) = +2.
Y no un cuadrado de drea negativa: —c? = (v/—1¢)?, con ¢ > 0. Que es lo que se
requiere. En este sentido, no es posible sustraer (o cortar) un cuadrado de drea
mayor a uno de arca menor, esto es lo que no es posible entender si nos limitamos
a esta asociacién del cuadrado de un niimero ¢? con el cuadrado (figura) de lado
c. Asi, la imposibilidad de asociar las raices complejas de la forma: M + Ny/—1
con un segmento de linea recta, vace en la imposibilidad de asociar el lado: V=c2
de los cuadrados negativos: —c¢? con un segmento de linea recta, como con las
raices (o lados) reales: V2 = +c.

Pero jqué nos impide superponer dos cuadrados y cortar el mayor [b?] del
menor [a%]? Y el exceso de drea asignarla con la diferencia de las dreas [a® — b7
1 No acaso se hace lo mismo con los segmentos? Se superponen y se corta el mayor
[b] al menor [a], pero extendiendo el segmento menor en ambas direcciones, el
segmento que excede se asigna con la diferencia de los segmentos [a — b)].

5. Sobre los niimeros imaginarios

Hemos notado que la imposibilidad de asociar un segmento a las raices com-
plejas de la ecuacién z% + b® = azx, yace en la imposibilidad de asociar v/—c? con

9Esta forma de proceder es andloga a cuando diferenciamos la posicién de un punto, sobre
una linea recta, con respecto de otro que, yace sobre la misma linea, pero que es un punto de
referencia. Designado asi, con una cantidad positiva, si el segmento tiene uno de sus extremos
a la derecha de este punto y una cantidad negativa, si tiene uno de sus extremos a la izquierda.
En este caso, el punto de referencia es D, y diferenciamos la posicién de F, sobre la diagonal
DF, con respecto a D.
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un segmento. Consecuencia de asociar el cuadrado de un mimero con el cuadrado
(figura). En este sentido. lo que permite a John Wallis (1616-1703) considerado el
primero en hacer una importante contribucién al tratamiento geométrico de los
niimeros complejos, resolver este problema. Es primero, dar sentido a los nime-
ros negativos en geometria con, el movimiento continuo de un punto sobre una
linea recta respecto a un punto de referencia que yace sobre esta. Si el movi-
miento es hacia adelante respecto del punto de referencia, el segmento de linea
recta determinado por el movimiento de este punto es denotado con el signo +
y si el movimiento es hacia atrds es denotado con el signo — Segundo, hacer el
cuadrado equivalente a un rectangulo por medio de la construccion de la media
proporcional entre dos segmentos dados:

ab=12* <> a:x:z:b
Asi, la media proporcional entre una cantidad positiva y una negativa:

—a:ruz:b &= x=+/(—a)(h)

y su correspondiente construccion dan cabida a la expresion

3 -#
/- (0-3) (b+3)

Por otro lado, la construcciéon de la media proporcional oculta la respuesta
a nuestra pregunta respecto a cortar un cuadrado mayor (en drea) de uno me-
nor, que produce los cuadrados de drea negativa. Si procedemos a superponer los
cuadrados, el drea excedente no tiene la forma de un cuadrado. Asi, para llevarla
a un cuadrado se procede como lo hicieron los antiguos, construir un rectangulo
equivalente en drea al excedente. Conocido como el método de yuxtaposicién de
un area a lo largo de un segmento dado. Luego, se hace este rectangulo equi-
valente a un cuadrado, mediante la construccion de la media proporcional. De
esta forma, dado que los lados del rectangulo son diferentes, este es susceptible
de asignarse con un drea negativa. No asi, el cuadrado que tiene lados iguales.
Luego, expresando la diferencia de cuadrados como el producto de dos segmentos
distintos. Nos permite, construir los cuadrados de drea negativa.

equivalente a

5.1. Construccién de la raiz cuadrada de los niimeros negativos.
CONSTRUCCION:

Si hacia adelante de A tomamos AB = +b; y de B tomamos BC = +¢;
haciendo AC' = AB + BC = +b + ¢ el diametro de un circulo (ver Figura 8).
Entonces el seno, o media proporcional BP = v/+be.
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FicUura 8. Construccion de la raiz de nimeros negativos — Wallis

Si hacia atras de A tomamos AB = —b; y de B tomamos hacia adelante
BC = +c¢; haciendo AC = AB + BC = —b + ¢ el didmetro de un circulo.
Entonces la tangente o media proporcional BP = v/—bc.

Después de introducir los cuadrados de dreas negativas, asociando la dife-
rencia de cuadrados con la media proporcional entre un nimero positivo y uno
negativo. Para construir las raices complejas M + N+/—1 se hara uso del siguiente
problema. Que a su vez hace uso de la construccion de los cuadrados de arcas
negativas.

5.1. PROBLEMA (CONSTRUCCION DE UN TRIANGULO — WALLIS). Cons-
truir un tridngulo sobre una linea AC (de longitud indefinida); en el que uno de
los lados AP es dado; junto con (el angulo ZPAC y consecuentemente) la altura
PC; y el otro lado PB (< AC) (ver Figura 9): se requiere encontrar la base AB.

CONSTRUCCION:

1. Construyase la ortogonal PC a AC desde su punto C.

. Con centro en P y radio PB trécese el circulo DBB.

. Con centro el punto medio M de PC'y radio M P tracese el circulo PBC.
. Tracese AP; PB

. AB es el lado requerido.

T o= W N
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D

A B C B &

FI1GURA 9. Construccién de un tridngulo dado dos de sus lados y
su altura (PB < PC) — Wallis

DEMOSTRACION. Dado que PC' es diametrro, entonces
/ZPBC = R,®
luego C'B es tangente en B a PBB y
CB? = —(PC — PB)(PC + PB)

asi pues
CB; = +VPB? — PC?,
por lo tanto,

AB, =AC+CBy =AC+ BCv-1

¥
AB_ =AC+CB_=AC-BCv-1

SR, denota un dngulo de 90. También nombrado, en la antigiiedad, dngulo recto.
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6. Construccion geométrica de las raices de la ecuaciéon
?tar+b*=o0

FIGURA 10. Construccién de las rafces [reales] de la ccuacién
z? + ar + b? = 0 — Wallis

ECUACION:
?+tax+b* =0
CONSTRUCCION:
1. Sea Aa = a diametro del semicirculo AaT con centro en el punto C (ver
Figura 10); CT radio ortogonal en C a Ac.
2. Hagase CP = b; S proyeccién de P sobre la semicircunferencia AaT y B

proyeccion de S sobre el segmento Ac.
3. AB, Ba son las raices buscadas.

DEMOSTRACION. Dado que PC = SB, ya que BCPS es un rectangulo y
que el tridngulo ACSB es rectangulo, entonces BC' = £/CS? — SB?, es decir,

BC'= 4 (%)2 — b2. Por otro lado AB = AC — BC y Ba = BC + Ca luego

AB=32%/(3)"-¥yBa=5+/(3)" -t -

Ambas raices positivas o negativas, si en la ecuacién se tiene —azr o +ax.
Cuando BS incrementa, B se aproxima a C'y C'B decrece (la semidiferencia de
las raices). Ya que BS nunca puede ser mds grande que CT' (semidiametro): Por
tanto, siempre que b > § el caso propuesto para esta construccion es imposible.
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FiGUuRrA 11. Construccién de las raices: reales y complejas de la
ecuacion 22 + az + b = 0 — Wallis

Cuando la ecuacién z? 4+ ax + b? = 0, presenta casos posibles e imposibles, es

a

oz Pkl ot o
decir, si (£)” es 0 no menor que b%, la construccién es la siguiente:
CONSTRUCCION:

1. Sea ACa = a, constriiyase la perpendicular CP = b en C punto medio de
AC« y tomando PB = §, constriyase ¢l tridngulo rectangulo PBC' (ver
Figura 11). Cuyo angulo recto estaria en C' o en B segin sea PB > PC
6 PR=.PC

Notese que, las lineas rectas AB, Ba son los dos valores de . Ambos positivos
si (en la ecuacion) esta —ax, ambos negativos, si esta +ax. Los cuales son reales,
si el angulo recto esta en C, pero imaginarias’ si esta en B. En ambos casos (si
el angulo recto esta en C o en B) el punto B puede indiferentemente ser tomado
sobre uno u otro lado de PC, en posicién semejante. Y los dos puntos B, B, son
aquellos que la ecuacion designa. En el primer caso. ABa es una linea recta v lo
mismo para AC«. En el segundo caso, ABa hace un angulo, tal que AC« es igual
a A« y sobre la cual si ABa es proyectada, B cae sobre 3. En el primer caso,
AB + Ba = Aa = a. En el segundo caso, no para B pero si para su proyeccion,
A3 + fa = aa = a.

"La connotacién de raices imaginarias viene de una manera de contradistinguir a las que
ellos llamaron raices reales: positivas o negativas.
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7. Sobre la construccién de las cantidades imaginarias puras

F1GURA 12. Construccién de las cantidades imaginarias puras

En la seccion 5.1 se construyo la raiz de las cantidades negativas denotadas
aqui con el nombre de cantidades imaginarias puras y se construyeron las canti-
dades imaginarias de la forma: M + N+v/—1, donde M y N denotan cantidades
reales. Asi, la parte imaginaria [/N] no se representa sobre una recta ortogonal
respecto a la recta donde se representa la parte real [M]. ;Qué determina a esta
representacion? No basta la introduccion de las cantidades negativas en la geo-
metria sino que también es importante la forma en que son introducidas, por
ejemplo:

CONSTRUCCION:

1. Sea A el origen (ver Figura 12), AB = +a una cantidad positiva, AC =
—b una cantidad negativa (a # b).

2. Describase el circulo BPC' cuyo diametro es C'B.

3. Constriyase la ortogonal AP en A sobre CB.

4. AP es la media proporcional entre AB y AC.

Esta construccion (1/(a)(—b)), a reserva de que todo rectangulo es equivalente
a un cuadrado, construye la raiz de los cuadrados negativos (/—(ab) = v —¢?),

es decir, construye las cantidades imaginarias puras. Ademas, la representacion
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es sobre una recta ortogonal a la recta donde se representan las cantidades reales
(negativas o positivas).

Por otro lado, la representacién de las cantidades imaginarias puras no es
independiente de la representacion de las cantidades imaginarias de la forma:
M + N+/=1, ya que la construccién que hace Wallis de estas esta sujeta a la
propiedad AB 4+ BC' = AC' (ver seccién 5.1), propiedad que permitié construir
las raices complejas de la ecuacién z? + ax + b*> = 0 (ver seccion 5.1). Propiedad
que no cumple esta construccién, yva que lo que se requiere es que la cantidad
negativa o segmento AC' tenga como punto inicial ¢l punto final de la cantidad
positiva o segmento AB, asi pues, se requiere que A = B. Lo cual no sucede en
esta construccién (ver Figura 12).

8. Conclusién

Asociar los niimeros negativos con el problema de cortar un subsegmento de
un segmento dado, mostré qué imposibilita asociarlos con un segmento. Pero si
extendemos continuamente el segmento en ambas direcciones, es posible asignar-
les un segmento. Asi, la distincion de la posicion de un punto respecto de un
segmento marca la pauta para esta asociacion. Por otro lado, el problema de la
divisién de una linea, mostré que es imposible asociar los numeros complejos con
un segmento. Incluso extendiendo la linea en ambas direcciones y dando cabida
al problema de la divisién externa. Asi, la distincién de cantidades reales y com-
plejas no yace en la distineion del problema de la division de un linea en division
interna y externa respectivamente. Esto a su vez, da cuenta de la imposibilidad de
asociarlas con un segmento, cuando el segmento esta contenido en la linea recta
que contiene al segmento a dividir. En este sentido, a diferencia de los negativos
(en la que la distincién, de cantidades positivas y negativas, yace en la posicién
interna y externa respecto de un segmento), los complejos marcan otro tipo de
imposibilidad, asociada con los cuadrados de area negativa. Asi, nuevamente lo
que da cabida a la asociacién de los niimeros negativos con un segmento, me-
diante el movimiento continuo de un punto sobre una linea recta. No se aplica
para dar sentido a los cuadrados de drea negativa, como se mostré en la seccién
4 (Figura 7). De esta forma, los cuadrados de drea negativa marcan otro tipo de
imposibilidad que la asociada con los niimeros negativos. Razén por la cual, los
nimeros complejos se asocidan con la posicién de un punto que vace fuera de la
linea recta que contiene a los niimeros positivos y negativos.

Por otro lado, la asociacién de los mimeros de la forma: M + Nv/—1 con las
raices de la ecuacion: 22 & ax + b* = (. Determina la representacién geométrica
de las cantidades imaginarias de la forma: M + Nv/—1, va que es la propiedad:
4+ x_ = +a que se traduce en la propiedad AB + Ba = Aa (ver seccién 6) la
que determind la representacion de las raices complejas. Misma que determiné la
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representacion de la raiz de los cuadrados negativos. De esta forma, el paso de
una cantidad positiva a una cantidad negativa se hace a través del movimiento
(continuo) de un punto sobre una linea recta. En otras palabras, no basta con
introducir las cantidades negativas en geometria, sino que la interpretacion fisica
de estas, por ejemplo, impide pasar de una cantidad positiva a una cantidad
negativa que no sea por el movimiento continuo de un punto. Como lo muestra
la Figura 12 en la que el paso de la cantidad positiva AB a la cantidad negativa
AC, se hace a través del movimiento de un punto que recorre primero el segmento
AB y luego da un salto al punto A y recorre el segmento AC, este movimiento
interrumpe la continuidad del movimiento de un punto que recorreria primero
el segmento AB, luego el BA y finalmente el segmento AC. Y de esta forma
pasar de una cantidad positiva AB a una cantidad negativa AC por medio de
un movimiento continuo.



Capitulo 2

Sobre la representacién de los niimeros complejos que
surgen de resolver la ecuacién 2* = Az + B

1. Introduccién

En este capitulo se aborda la representacién geométrica de los nimeros complejos
que surgen de la formula de Cardano para resolver las ecuaciones =2 + B = Az
y 2° = Az + B, donde A > 0, B > 0. Cuando sus tres raices son reales. A
su vez, el capitulo esta dividido en dos partes. La primera (que comprende las
secciones 2 y 3) aborda la asociacion del problema de la triseccion de un angulo
con la resolucién de las ecuaciones 23 + B = Az y 2 = Ax + B. La construccién
geométrica de las raices, por medio de la posibilidad de la interseccion de dos
secciones coénicas. Y la deduccién de la férmula (dada por Cardano) para re-
solverlas. Mostrando que la férmula contiene expresiones imaginarias (mimeros
complejos), cuando la raiz de la ecuaciéon 2* = Az + B, esta asociada con el pro-
blema de la triseccion de un angulo. Lo cual muestra que la raiz es real, ya que
esta asociada con la cuerda del arco que es la tercera parte del angulo a trisecar.
Asi, la férmula expresa a la raiz (la mayor en valor absoluto de las tres raices
reales) como, la suma de dos nimeros complejo conjugados, y no como, la suma
de las otras dos raices reales (ya que por ausencia del término cuadratico en la
ecuacién, la suma de las tres raices es igual cero). La segunda (que comprende
las secciones 4 y 5), aborda la representacién geométrica de la extraccion de la
raiz cubica de un niimero complejo, que a su vez es otro complejo que expresa a
la raiz de la ecuacién z® = Az + B como, la suma de este y su conjugado. Y se
da contestacion a la pregunta jpor qué se elige entre una y otra representacion
(la que surge de la resolucién de la ecuacién z2 + b* = az y la que surge de la
resolucién de z* = Az + B)?

2. Triseccion de un angulo

En la seccién 6 del capitulo 1, se vié que las raices de la ecuacion

2?rar+b =0
19
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en el caso real cumplen:
AB+ Ba = a
(AB)(Ba) = b

y en el caso complejo, no para el punto B que yace fuera de Aa, sino para su
proyeccion [3:

A+ PBa = a
(AB)(Ba) < b?

De hecho veremos al final de este capitulo que incluso considerando AB + Ba
como suma vectorial, dada por la representacién geométrica de AB, Ba (ver
Figura 11, seccién 6 del capitulo 1) cuando AB y Ba representan nimeros com-
plejos se tiene que AB + Ba # a razén por la cual Wallis logra rescatar esta
propiedad respecto a la proyeccion 3 de B, pero no dice nada respecto al pro-
ducto (AB)(Ba). No es dificil ver que (Af)(Ba) < b consecuencia de que el
punto B no yace mds sobre la recta Aa. Por lo tanto, esta dificultad para poder
definir una operaciéon de suma y producto de los niimeros complejos asociado
con esta representacion geométrica que sea compatible con los niimeros comple-
jos: M 4+ N+v/—1 como raices de la ecuacién: z? + ax + b> = 0, nos plantea la
siguiente pregunta: jqué problema de naturaleza geométrica, hace compatible el
calculo de los niimeros complejos: M + Ny/—1 con su representacién geométrica?

De esta forma, se motiva el estudio del viejo problema de la triseccion de un
angulo y su correspondiente asociacién con la resolucién de la ecuacion 23+ qo? =
30°z, donde p es el radio del circulo donde esta inscrito el dngulo a trisecar, ¢ la
cuerda que subtiende este angulo y z la cuerda que subtiende la tercera parte del
angulo. Asociacién que muestra que las condiciones bajo las cuales la triseccion
es posible, es decir, que la cuerda g sea menor o igual al didmetro del circulo
donde esta inscrito. Son justo las condiciones bajo las cuales la raiz* de la corres-
pondiente ecuacién contiene expresiones imaginarias® Asi, la extraccién de la rafz
cubica de un ntimero complejo plantea la pregunta: jesta nueva cantidad imagi-
naria es de la misma forma: M + Ny/—1, que las raices complejas que surgen de
la resolucion de las ecuaciones de segundo grado? La contestacion a esta ultima
pregunta permitird saber que relacién tienen los numeros complejos: M +Ny/—1,
que surgen de la resolucién de las ecuaciones: z® £ 30’z + go® = 0. Con el pro-
blema de la triseccion de un angulo, al mismo tiempo que, permitira dar una
contestacion parcial de la primera pregunta (respecto de la compatibilidad del

Las condiciones, en la formula, que da Cardano para la rafz de esta ecuacién.
2Extraccion de la raiz cubica de nimeros complejos.
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calculo de las cantidades: M + N+/—1 con su representacién geométrica).

2.1. PROBLEMA (DESCARTES 1637). Dado un dngulo rectilineo (ver Figura
1); se requiere trisecar el dngulo dado.

FI1GURA 1. Triseccién de un angulo — Descartes

ZETETICA:

L

Ll

Se requiere dividir el 4angulo NOP o mas bien el arco circular NQT P, en
tres partes iguales.

. Sea NO = p el radio del circulo, NP = q la cuerda que subtiende el arco

dado y N@Q = z la cuerda que subtiende un tercio de este arco.

Tracese NQ, OQ, OT y @S paralela a T'O.

El ZNOQ es medido por el arco NQ; el ZQN S es medido por % arc QP o
arc NQ; el ZSQR = ZQOT que es medido por el arc QT o NQ; por tanto,
el ZOQN = ZNQR = ZQSR, el ZNOQ = QNR y el ZQRN = SRQ.
Luego AOQN ~ ANQR ~ AQSR, por lo tanto, NO : NQ = NQ@Q :
QR =CR:RS. ‘

Ya que NO = py NQ = z, entonces QR = % y RS = ‘;—;.

Sea M el punto de interseccién de OT y NP, asi, NP =2NR+ MR =
2NQ+ MR =2NQ + MS — RS =2NQ+ QT — RS =3NQ - RS o
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qo® = 30%x — z° 0 2° = 3p%x — qp°.°

>

FIGURA 2. Construccién de la ecuacién 2 + ¢ = bx — Al-khayyam

Ahora, para determinar la incognita? = de la ccuacién: 22 + qp® = 3%z, se
determinara la incognita z de la ecuacién: 3+ ¢ = bz, donde ¢, b denotan niime-
ros reales positivos.

ECUACION:
2 +e=br
CONSTRUCCION:

3Los antiguos no desarrollaron el algebra. Para ser mas puntuales, la traduccién de un
problema en una ecuacion y como consecuencia de ello trasladar la solucion del problema a
la de una ecuacién, no es propio de la antigiiedad. Aunque el librro II de Euclides, asociado
con los origenes del dlgebra geométrica, permita interpretar estas proposiciones mediante un
lenguaje simbélico propio del dlgebra, no existe en la antigiiedad un antecedente de trasladar un
problema en una ecuacién (ver apéndice 1). Por otro lado, Viéte (1540—1603) a esta traduccién
le nombro Zetetica (ver apéndice 1).

4Determinar la incognita & de una ecuacién, se tradujo en la geometria como la construccion
de la ecnacion. Asi por ejemplo, son los métodos antiguos de construceion de areas y voliimenes
(ver apéndice 1), los que le permite a Al-khayyam (1048 — 1131), a quien se le considera el
primero en concebir la geometria algebraica, clasificar (de acuerdo a la existencia de raices
reales) las ecuaciones de segundo y tecer grado (incluyendo el término cuadratico). Por otro
lado, Vitte, a la construccién de una ecuacion, le dio el nombre de Exegetica (Ver apéndice 1).
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1. Sea AB = v/b, BC ortogonal a AB tal que
(AB*)(BC) = ¢

2. Tracese la pardbola DBE con vértice en B, eje AB y de lado recto AB,
asi la hipérbola ECG con vértice C' (ver Figura 2), eje BC' y diametro
transverso BC' intersecta o no a la parabola DBE.

Primer caso: (DBE) y (ECG) no se encuentran entonces, el problema es
imposible.
Segundo caso: Ellas se encuentran en un solo punto el cual es el punto de
tangencia.
Tercer caso: Ellas se encuentran en dos puntos, sea E un punto de inter-
seccion; sea I, H las proyecciones de E sobre BC' y BA respectivamente.
3. Afirmamos que, BI? + ¢ = b(BI).

DEMOSTRACION. En efecto, por propiedades conocidas de la hipérbola, se

tiene
(EI?) N BC
(BI)(IC) ~ BC’
asi pues
EI* = (BI)(1C),
de donde
BI _IE
IE  IC'

por otro lado, por propiedades de la pardbola
BI* = EH? = (BH)(BA)

de donde
AB Bl Bl IE

BI — BH 1E IC'

asi pucs

AR _ Bl

B2 IC’
luego

BI3 = (AB*)(IC)

asi pues
(AB*)(IC) + (AB?*)(BC)
(AB*)(IC + BC)
(AB*)(BI)
= b(BI)

B +¢

[
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3. El Ars Magna y las ecuaciones cubicas

Esta lectura tiene la intencién de recuperar las formulas que expone Cardano
en el Ars Magna para la solucién de las ecuaciones cibicas sin termino cuadratico.
Por lo cual las demostraciones que se expondran no se corresponden con el texto
de Cardano, se ha buscado otra forma de reencontrar dichas expresiones.

3.1. Sobre el Cubo y el Niimero Igual a la Primera Potencia.
3.1. PROPOSICION. La ecuacion
1>+ B = Az (2)

tiene como solucion

R GRORRI(GRO)

DEMOSTRACION. En efecto, sea z = —p — ¢, entonces

(z+p)?°=-¢
luego
—¢ = 2+3p’x+3p®+9°
z® 4 3pz(z +p) +p°
entonces
-¢-p* = 2° - 3pgz,
asi pues
2+ (*+p*) = 3pgr, (3)
igualando los coeficientes de (2) y (3)
3pg=A
¢ +p*=B

por otro lado, haciendo p' = p® y ¢ = ¢°, se tiene
¢+p =B

ig . AAE
Pe=\z3

Lo cual se ha mostrado que se corresponde con la resolucion de la ecuacién:

3
2 + (g) = B%
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Que tiene como soluciones:

por lo que,
B\* [4A\°
8@
¥
, B B\? [4A\?
=13 2 3"
por lo tanto,
_ymo By J(BY _(AY
PEVETN 2 2 3
¥
o| B B\? ra\°
‘FW‘\E‘\/(E) -(3)
dado que
r=-p—gq
entonces

3.2. Sobre el Cubo Igual a la Primera Potencia y el Nimero.
3.2. PROPOSICION. La ccuacion
2= Az+ B

tiene como solucion

S R EEOR GRT)
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DEMOSTRACION. En efecto, si x;, T3, —x3 son solucién de 2° + B = Az y
haciendo z3 = x; + 25, entonces
(z1+x2)} = 23+ 3m17} + 322z, + 23

= Az, — B+ 3z1x9(xy + x9) + Azo — B

luego
1;3; = A($1+$2)—28+3$1$2(1‘1 +:L'2)
= Azx3— 2B+ 3212223

por lo tanto,
z3 = Az3+ B

ya que (z1)(x2)(—z3) = B. Luego x3 es solucién de (4), por tanto, si —z3 es
solucién de (2) entonces z3 es solucién de (4). Asi,

S RO R CEG)]

Nétese que, ambas ecuaciones (22 = Az + B, 2® + B = Az) contienen expre-
. . o o} . . 2 3
siones imaginarias en la expresion algebraica de su raiz, si (%) < (%) , €1l caso

O

. ¥ o 2 3 o
contrario, es decir, si (g) > (g) , la solucion x es real. Ahora, el problema de
la triseccion de un angulo se corresponde con la resolucion de la ecuacién:

3 2
® +qp® = 3p’x (5)

donde ¢ es la cuerda que subtiende el angulo 6, p el radio del circulo donde esta
inscrito el angulo @ y = es la cuerda que subtiende la tercera parte del angulo 6.
Asi pues, se tiene

0<f<4R
y
0<qg<2p
Por otro lado, la ecuacién:
2+ B=Az (6)

tiene como solucion

s B By, _(Ays_ 3B By, (A
J?*—'—\/E*"\/(E)—(E)—\/E—V(2) (3)
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()= 2)

Igualando los coeficientes de (5) v (6), se tiene

la cual es real si

B = qp’
A=3p
sustituyendo en (7)
q_pz > 3_‘02)3
2 —*3
luego
9 > 2p°,
asi pues
q=>2p

y en el caso de la triseccion de un angulo, la construccion es posible si
0<qg<2p

Se observa entonces que la condicién para que la expresién algebraica de la raiz
contenga expresiones complejas, es la condicién para que esta misma sea real.

3.3.  Pasaremos ahora a analizar el problema (geométrico) que yace detrés
de la ecuacién z® = Az + B.°

ZETETICA:

1. Sea 4R < 0 < 6R, asi, 1R < & <2R.

2. Tracese con centro O y radio OP el circulo PQR (ver Figura 3); marcamos
el arco PS, cl cual define el angulo 6 — 4R, que es dado ya que 6 es dado.
Sean (), R puntos sobre la circunferencia, tal que, ZOPQ = ZOQR =
ZORS = g.

5Descartes no asocié la triseccién de un angulo con la ecuacién: z3 = Az+ B, ya que las dos
raices reales de la ecuacién: z® + B = Az, estén asociadas con la triseccién de los dngulos (6)
determinados por los arcos PN, NP (0 < f < 4R, donde R := J). Por otro lado, las cantidades
imaginarias (rafces no reales) que aparecen en la formula de Cardano, cuya suma es la raiz real
positiva de 2* = Ax + B raiz negativa de 2% + B = Az, ya que las tres raices son reales y
la suma de las tres raices es igual a cero por la ausencia de termino cnadratico. Asi. asociar
esta ecuacion: z* = Az + B, con el problema de la triseccién de un dngulo (4R < 0 < 6R),
permtira dar otra representacién geométrica de los niimeros complejos, a la que se tenia con la
resolucion de ecuaciones de segundo grado dada por Wallis.
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FIGURA 3. Triseccién de un angulo correspondiente a 2 = 3p*z + qp?

3. Tracese PS y prolongese indefinidamente en ambas direcciones; tracese
por @@ una paralela a OR, y sea T el punto de intersecciéon de esta con
la prolongacion de PS; proléngese OR, y sea U ¢l punto de intersecciéon
de esta con la prolongacién de SP; proléongese OQ y sea V el punto de

interseccion de esta con la prolongacién de SP.
4. Afirmamos que PQ? = 3(OP?)(PQ) + (SP).

DEMOSTRACION. Dado que
/ZPOQ = /ROS

entonces

£LPOQ — £SOP = ZROS — £ZSOP,

es decir,

£850Q =/POR;
pero

ZR'OQ = LQ'OR,
por ser opuestos por el vértice, por lo tanto,

ZSOR =/ZQ'0P.
Y como el APSO es isdsceles, entonces ZPSO = ZOPS, asi pues

£OSU =2R - ZPSO =2R — LOPS = £V PO,
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por lo tanto,

Z0SU = ZLVPO
LPOV = /SOU

y ya que la suma de los angulos interiores de un tridngulo = 2R, entonces

£Z8UO = LOVP.
Por otro lado, dado que UO || T'Q, entonces
L8UO = LUTQ;

pero

£SUO = ZQVT = LOVP,
por lo tanto, el AVTQ es isésceles. Asi pues

LVOR=LVUR+ £LOVU = 2/0V U,
pero
ZVOR = LQ'OR =2/ZQ'QR = 2Z0QR = 2ZPQO,

ya que APQO = AOQR e isésceles, por lo tanto,

ZOVU = £ZPQO = £LPQYV,

asi pues, el APQV es isésceles: y también se tiene que el APQO es isésceles y
con los mismos dngulos que los triangulos APQV y AVTQ. Entonces si PQ = z,
OP = py SP = q, por la semejanza APQO = APQV = AVTQ se tiene

z* z

pirux:—u—: VT
p P

luego

por otro lado, s¢ mostré

ZOVU = LOQR = ZQRO = ZQRU

ZVUO = £L0VU
asi puces
ZVUO = LQRU
lo cual implica que UT || QR; pero RU || TQ, por lo tanto, UTQO es un para-

lelogramo; entonces QR = UT, ademas QR = PQ y como APQV es isésceles,
entonces PQ = V P; pero se mostré que los AV PO y ASUO tienen los mismos



30 2. REPRESENTACION DE LOS COMPLEJOS QUE SURGEN DE 2* = Az + B

angulos y dado que SO = OP, entonces estos dos tridngulos son congruentes,
luego VP = SU, por lo tanto,

VI =VP+PS+SU+UT=3z+gq,

ademas
3
P
entonces )
3
—grs 3z + q,
P

por lo tanto,
3 = 3p%x + qp.
O

3.4. Construccién de la ecuacién z* = pz + ¢q. Pasaremos ahora a la
determinacién de la incognita z de la ccuacion: z® = px + ¢,° para ver si las
condiciones bajo las cuales la formula de Cardano para la raiz real de esta se
corresponden con las condiciones bajo las cuales, la construccion

de esta incognita via la interseccion de secciones conicas, es posible.

FIGURA 4. Construccién de la ecuacién: 2* = pr + ¢

6La construccién del segmento de linea recta asociado con x que satisface la ecnacion,
Descartes la realiza por medio la interseccién de una paribola con un circulo y Al-khayyam
por la interseccién de una hipérbola con una pardbola. Aqui, se realizard por medio de la
interseccidn de una hipérbola con un circulo.
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ECUACION:
:173 =pxr+gq
CONSTRUCCION:
1. Sea AB = ,/p, CD ortogonal a AB (ver Figura 4), tal que (AB)*(CD) =
q.
2. Con centro A y radio AD describase el circulo DCE.

3. Con vértice C, eje C'F y lado transverso CF = DC describase la hipérbola
ECG.

4. Las dos curvas necesariamente se encuentran, sea F el otro punto de

ineterseccién y H, su proyeccién sobre la prolongacién de DC. I, la in-

terseccion de EH con el circulo DCE.

Afirmamos que CH® = pCH + gq.

_CJ!

C

M PAOBN
D
E I H

FIGURA 5

DEMOSTRACION. Prolénguese AB en ambas direcciones; M, N las intersec-
ciones con la circunferencia DCE. Sean P, O las proyecciones de E, I sobre M N.
Dado que A es centro y EI = PO cuerda, entonces

PA = AO
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luego
MP = MA-PA
= AN - AO
= ON
y dado que
BO) =L,
entonces

HE+ HI = PA+ AB+ BO
= AO+ OB+ AB
AB+ AB = 2AB.
Por otro lado, por propiedadades de la hipérbola, se tiene
(CH + CF)(CH) = EH%
y dado que CD = CF, entonces
EH? = ((CH - DH)+CH)(CH))
= —(DH)(CH)+ 2CH?

y por propiedades del circulo, se tiene
(CH)(HD) = (EH)(IH)
sustituyendo
EH? = —(EH)(IH) + 2CH?*

luego
(EH)(EH + IH) = 2CH?%;

por lo tanto,

(EH)(2AB) = 2CH?

CH? = (EH)(AB)."

"El caso cuando H yace en el interior de DC es analogo, salvo que para cste caso:

HE - HI =2AB

EH? = ((CD+ DH)+ CH)(CH))
(DH)(CH) +2CH?,

luego

(EH)(EH — IH) = 2CH?,

(8)

9)
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de (8) y (9) se tiene,
CH+CF EH

CH CH
¥
FH CH
CH AB’
luego
CH+CF EH CH
CH CH AB’
entonces

CH? _CD+CH
AB3 AB :

asi pues
CH® = (AB))(CD+CH)
= (AB)*(CD) + (AB)*(CH);

por lo tanto,
CH? = pCH +q.
(]

Notese que, la expresion algebraica de la raiz, que contiene expresiones imagi-
narias si (%)2 = (g)s. Lo cual, no se corresponde con la construccion del segmento
de linea recta asociado a la raiz de la ecuacion, ya que esta [construccién| siempre
es posible, no hay casos imposibles. También, para los mismos parametros p, g,
si 0 < @ < 4R, la ecuacidn asociada con el problema de la triseccién de un angulo
es: 2 + qp* = 3p’x, y si 4R < 6 < 6R, la ecuacién asociada con el problema de
la triseccién de un dngulo es: 3 = qp?® + 3p*r.

Se puede ver también, al igual que en el la ecuacién, z° + p%q = 3p%z, la
condicion para que la expresion algebraica de la raiz contenga expresiones ima-
ginarias, es la condicién para que ésta vista como solucién de la triseccion de un
angulo, sea real. Esto para el caso de la triseccién de un dngulo correspondiente a
la ecuacién z® = 3p?z + p?q. Por tanto, para ambas ecuaciones (2% + p?q = 3p’x,
23 = 3p*z + p*q), la expresion algebraica de la raiz (dada por Cardano) contiene
expresiones imaginarias al mismo tiempo que las construcciones (de los segmentos
de linea recta asociado a las raices) de las ecuaciones, como problemas, muestran
que las soluciones son reales.

por lo tanto,
(EH)(2AB) = 2CH?

asi pues
CH? = (EH)(AB).
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4. Sobre las cantidades imaginarias que nacen de la trisecciéon de un
angulo

4.1. PROPOSICICION.

a+m-j§+\/(

0| &y
f, S
L]
|
—
w| =
N
w

donde:
& = o2
o = Aa+ B
b = A/3- (a/?)2
ANALISIS:

1. Supongase que a + Vbi = {/—g + 4/ (g i (%)3.
2. luego (a + Vbi)* = £ + \/(g)Q - (%)3.

3. Desarrollando el binomio al cubo,

a® +3@2\/E_n' — 3ab — \/fﬁ

igualando
B
3 _ w2
a” — 3ab 5
AX* By
v -
3 2
4. Pero _
3a*vb — Vi3 = Vb(3a* — b)
luego

b(3a®> — b)? = (—;})3 ~ (g)z. (10)

(a® — 3ab)? = (§)2 (11)

6. sumando (10) y (11) se tiene

5. Por otro lado,

b(3a® — b)% + (a® — 3ab)? = (g)a
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por otro lado,
b(3a* — b)* + (a® — 3ab)® = b(9a* — 6a®b + b?) + (a® — 6a’b + 9a%b?)
= 9a'b — 6a’V* + b* + (a® — 6a’b + 9a%b?)
a® + 3a”b® + 3a'b + b°,

haciendo a® = u, se tiene

A 3
ud + 3ub® + 3u’b+ b = (—) :

3
(u+b)? = (g)s,

asi pues

por lo tanto,

a’+b= g. (12)
7. De (10) y (12), se tiene
B
2 —3b) = —
a(a” — 3b) 5
! A
b = 'g' = U2
luego
2 2 A,
a(a® —3b) = a(a —3(§ —a*))
= a’-ad +3d°
asi pues
g = a®—aA+3d®
= 4a® —aA,
por tanto,
q% = E ~+ éa
8 4
y haciendo a = §, se tiene
o®=Aa+ BB

8La deduccién del planteamiento de esta proposicién, se realizé por medio del método del
analisis (ver apéndice 1), los pasos csbozados son los que permiten saber el por qué de las
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4.1. Sobre la representacién de la expresién \J/g + 4/ (%)2 - (%)3.

Igualando los coeficientes de:

36

Az

22+ B

y
o+ p%q = 3p’x,
se tiene
B = p’q
A =3p°,

FI1GURA 6

condiciones que satisfacen: a, b y a. Asi, la sintesis proceso inverso del andlisis (ver apéndice

1) seria la demostracion de esta proposicion.
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por otro lado,

donde:

MP = %; OP=p; OP =p% PS=q

wo - o) - -G

P!’ S." — p2 q = B

ov = o= o= - [(3) - (3)

Notese que las cantidades complejas que aparecen dentro de la U el doble
de su parte real y la parte imaginaria, son base y altura del AOP'S’ respectiva-
mente (ver Figura 6), y las cantidades imaginarias que surgen de la extraccion
de la raiz cubica, el doble de su parte real y la parte imaginaria son base y altura
del AOPM respectivamente. Ahora, si ZPOQ = 0, ZPOS =0"y ZOPQ = ¢
entonces ' = 30 — 4R (ver seccién 3.3 y Figura 3). Pero ¢ = R — g, luego
ZOPS = R— %, asi pues, ZOPS = R — ¥ - 2R304k _ 3p _ 39 — 30

Por otro lado, el problema de la triseccién del angulo 3¢ mayor que la cir-
cunferencia de un circulo (30 > 4R), asociado con la resolucién de la ecuacién
z® = 3p*c + qp?, con el que estan asociadas la expresiones imaginarias de la
formula de cardano para la solucién de la ecuacién * = Az + B. También, nota-
mos en la observacién anterior, estan asociadas indirectamente con la triseccion
del angulo ZOPS, mas aun, estan asociadas indirectamente con la triseccion del
angulo ZPOS asociado con la resolucién de la ecuacién z* + gp* = 3p%x.

Sera la generalizacion del problema de la triseccién de un angulo al problema
de la division de un angulo en n-partes iguales, la que mostrara qué relacion hay
entre la ecuacién 2® = 3p?x + ¢ y la ecuacién que surge de la generalizacién en el
caso particular en que n = 3. Problema en cuya generalizacion yace la formula
de D’Moivre:

(cosf + isinf)" = cosnf + isinnd
Tema de la segunda parte de este trabajo, donde se dara una demostracion
geométrica de esta identidad.
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5. Sobre la suma de los nimeros complejos como vectores

En la construccion de las cantidades complejas dada por Wallis (ver seccion
6), para el caso real
AB + Ba = Aa
y para el caso complejo
AB + Ba = A«

Ficura 7. Suma vectorial

Asi (ver Figura 7):

AB+AB = (g+ (g)z—w)+(-‘23- (3)2-52)

2 . ;
cuando b® > (%) la suma es reducida a la suma de segmentos de linea recta,

con la provecciéon 3 de B:
AB + AB := AB + fBa,

ya que esta representacién determinada por la resolucién de la ecuacién, 2+ =
ar. a su vez determina la suma de cantidades complejo conjugadas, asi la suma
vectorial:

— — —

AB + Ba = Ao
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en la que Ba estaria asociada con:
—aC +iCB
si B esta a la izquierda de del punto C respecto a la linea PC, con
—aC —iCB
si B esta a la derecha de del punto C' respecto a la linea PC, luego
AB+ Ba = (AC +iCB) + (—aC +iCB) = 2iCB # a = Aa
AB+ Ba = (AC —iCB) + (- aC —iCB) = —2iCB # a = A«

Por lo tanto, esta representacién de las cantidades complejas impide la suma
vectorial como la conocemos ahora. Pero esta definicién, consecuencia de reducir
la suma vectorial a la suma de segmentos de linea recta, muestra como al igual que
en el caso de las demds cantidades reales (como son: dngulos, areas y volimenes)
las cuales [sus operaciones| se redujeron al conocimiento de las [operaciones de
las] lineas rectas,” siguen siendo los segmentos de linea recta (como magnitudes y
no como magnitudes con posicion) los que detreminan la forma de operar de los
nimeros complejos que hoy se representan como vectores en el plano (segmentos
con magnitud y direccién).

FicuraA 8. Ley del paralelogramo

Wer apéndice C.
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5.1. Sobre la Ley del Paralelogramo. Retomemos la construccion que
hizo Wallis, recordemos que AC' es la parte real y C'B la parte imaginaria de
AB = AC + CB (ver Figura 8), ademas se tenia que Af + fa = Aa = 2AC,
AB + AB =2AC.

Si por B, B, se trazan la paralelas BD, BD a AB, AB y por D se traza la
paralela DE a Bf3. Se puede ver que AAGB = ABDFE (B a la derecha de M),
por lo que BE = Af (3 a la izquierda de C) y se habria mostrado que A3 = fa,
por lo tanto, faEB es un paralelogramo, asi pues, la proyeccién de AD sobre
Aa es igual Aa, es decir, la suma de estos dos complejos (Aa = 2AC) es la
proyeccion de la diagonal del paralelogramo que determinan estos dos complejos

(AB, AB).1°

Ahora, si se toma la representacion que se hizo de estas cantidades con res-
pecto a la triseccion de un angulo, la diferencia ahora ¢s que C'B es ortogonal a
AC, luego se tiene que la proyecciéon de AD sobre Ao y Aa coinciden, es decir,
la suma de las dos cantidades complejas es la diagonal del paralelogramo que
determinan estos dos complejos. En ambas representaciones, de las cantidades
complejas, la suma de cantidades complejo conjugadas es la proyeccion, sobre
una recta de referencia donde se representan las cantidades reales: positivas y
negativas, de la diagonal del paralelogramo que determinan ambos segmentos
(AB, AB).

6. Conclusion

Resolver una ecuacién (para la geometria) no es denotar las raices con una
formula, como lo hacemos hoy en un curso de algebra, dando formulas para las
soluciones de una ecuacién, llamese ecuaciones de segundo grado, tercer grado
y cuarto grado. Se requiere su construccién o segmento de linea recta con el
que estan asociados estas expresiones algebraicas de las raices. En este sentido,
las cantidades imaginarias como llamaron a las cantidades (no reales) que sur-
gen de la resolucién de ecuaciones de grado n, donde n es un nimero natural,
contenidas en la formula: M + Ny/—1 M no tienen asociada la magnitud de un
segmento de linea recta (como el caso de las raices reales), sino la posicion de un
segmento de linea recta, como se mostré en el caso particular de las ecuaciones

10,4 operacién: AB + AB := AB + Ba = Aa, esta bien definida, ya que PB% — PC? =
—(PC — PB)(PC + PB), y haciendo PB=§, PC=b (b> %), se tiene ¢ = (b—§)(b+ %).
Ahora, si consideramos la hipérbola: zy = ¢?, se puede tomar como x = PC + PB, y =
PC — PB. Asi, hay una infinidad de valores para z, y que cumplen: ¢® = zy, todos lo puntos
de la hipérbola que estdan por debajo de la identidad. Asi, la proyeccion () de todos los B's
cumplen: A3 + Ba = Aa, ya que 3 yace entre A y a, para cualquiera de las B's. Por tanto, la
operacién esta bien definida.

HNo hay mas imaginarios que los niimeros complejos.
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de segundo y tercer grado. De esta forma se diferencian las reales de la complejas:

Ecuaciones de segundo grado:

Las cantidades de la forma § + 4/ (%)2 — b se asociaron con la magnitud del

segmento AB, Ba para el caso real y con la posicion del segmento AB, AB para el
caso imaginario, ahora en el caso real se debe asi ZBCA =2Rysi ZBCA < 2R
para el caso complejo, lo cual muestra que para el caso real basta con la magnitud
AB para determinar la posicién de B y para el caso complejo es la magnitud AC
y el ZBCA para determinar la posicién del punto B. Por lo tanto, los niimeros
complejos se asocian con determinar las posicion de un punto [B] respecto de
una linea dada [Aa].

Ecuaciones de tercer grado:

Es el problema de la triseccion de un angulo, el que asocia la expresion alge-
braica (que da Cardano) para las raices de un ecuacién cubica (de donde surgen
nimeros complejos) con el siguiente problema: Si nos es dado un dngulo [ZPOQ)
en magnitud y posicién, tomamos un punto P arbitrario sobre la linea recta OP
que determina el angulo dado. Entonces OP y ZPOQ determinan un triangulo
isésceles APOQ. Trisecar el angulo ZPOQ, es trisecar el arco de circunferencia
PQ que, a su vez, se reduce a conocer la cuerda [PQ] del arco NQ. Conocer
PS es conocer la base del tridngulo isésceles APQOS. Por lo tanto, determinar
el APOS es determinar sus lados y su éngulos, pero OP = OS y los angulos
£ZSPO = ZOSP son dados. Entonces determinar su lados y angulos se reduce a
determinar PS o determinar ZP0OS. Ahora, las cantidades complejas que apa-
recen dentro de la A el doble de la parte real y la parte imaginaria son base y
altura del tridngulo AOP'S’ respectivamente y las cantidades que surgen de la
extraccion de la raiz cibica, el doble de su parte real y su parte imaginaria son
base y altura del AOPQ respectivamente. Respecto a la operacién producto o
extraccion de raiz cubica de nimeros complejos. los nimeros complejos se aso-
cian con el conocimiento de la base y altura de un triangulo isosceles, es decir,
con determinar la posicion de la linea recta PS. Pero es esta ultima construccion,
la que se asocia con el problema: dado un angulo, trisccar ¢l angulo dado. La que
hace compatible el calculo de los nimeros complejos, que surgen de la resolucion
de las ecuaciones de tercer grado: x3 & gp® — 3p*z = 0,'? con su representacién
geométrica.

I2No se refiere a las raices complejas de estas ecuaciones, ya que estas tienen tres raices
reales, se refiere a las numeros complejos que expresan a la raiz real (positiva o negativa) de
las ecuaciones: z* = gp? + 3p2z, =2 + qp* = 3p*x respectivamente.



Capitulo 3

Sobre la representacion de los nimeros complejos

1. Introduccion

En este capitulo se aborda el problema de la generalizaciéon de la triseccion de un
angulo al problema de la divisién de un angulo en n-partes iguales, donde n es un
numero natural. El cual permite asociar la parte real e imaginaria de un niimero
complejo con la base y altura de un tridngulo rectangulo respectivamente. Y cuya
asociacion es compatible con el calculo de los mimeros complejos. Que a su vez,
tiene su origen en la resolucién de ecuaciones.

2. Sobre las cantidades que nacen del circulo

La generalizacion del problema de la triseccion de un dngulo al problema
de divisién de un angulo en n-partes iguales permite ver como el célculo de las
cantidades de la forma x + yv/—1 es compatible con el problema geométrico de
determinar la relacién de la base [z,] y altura [y,] de un tridngulo dado con la
base [z] y altura [y] del tridngulo cuyo dngulo es la n-esima parte del angulo de
la base del triangulo dado, que se resume en la identidad:

(‘T 2 v yi)n =y + yni

Sin mas preambulos, pasemos a la generalizacion del problema de la triseccion
de un dngulo. Para ello, se observa que, si ZTOP = Qg (ver Figura 1), y dado
que ZMOP = @20_81 ZNOP = -“T;ﬂ. Entonces ZNOP = é‘ﬁﬂ. Ya que
OM y ON son perpendiculares a las bases PQ y PT de los AOPQ y AOPT
respectivamente. Entonces los AOPM y AOPN son rectangulos con angulo
recto en M y N respectivamente y con la misma hipotenusa OP. Por lo que si
trazamos un circulo de didmetro OP, entonces M y N yacen sobre el circulo.
Por lo tanto, el problema de la divisién de un angulo en n-partes iguales se ha
trasladado al siguiente problema con la salvedad:

» Primer caso)
Dado un triangulo isésceles, cuyo dngulo opuesto a la base es 6, y cuyos
lados [ignales] son iguales al radio del circulo en donde se inscribe el
angulo #; el problema es determinar la base del triangulo isésceles cuyo
angulo opuesto es la n-esima parte del dngulo 6 y cuyos lados [iguales]
son iguales al radio del circulo donde se inscribe el angulo 0.

43
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FIGURA 1. Generalizacion de la triseccion de un dngulo

» Segundo caso)
Dado un triangulo rectangulo cuyo éngulo opuesto a la altura del triangu-
lo es #, ¢l problema es determinar la base y altura de un tridngulo
rectangulo cuyo angulo opuesto a la altura es la n-esima parte del angulo
f y cuya hipotenusa es igual a la hipotenusa del triangulo dado.

Ahora, para mostrar la identidad de D’Moivre, haremos uso del siguiente
lema.

2.1. LEMA. Si ABC,, denota un semicirculo cuyo diametro es AB (ver Figura
2), AABC, el triangulo rectingulo cuyo LC,AB = 0 y AC1AB el tridngulo
rectangulo cuyo ZC1AB = %. Y denotando por AB = z, AC; = z; y BC; = y;

con i€ {1,...,n}. Afirmamos que x, cumple la siguiente relacion:
Sin es par:

L QTR | C(n‘2)$v1—2y2 4 C(nA):Cn—ziyd o ---(—1)%&"09’”

-1

= Cune" 'y — Clngz™ 2y — ..(~1)2zy”
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FIGURA 2

Si n es impar:

‘Iz_" = xn — C(n,2)I"_23)2 +C(n,.;)a:""’y4 —; ."(_1)1}11..91!—]
n ot . n-t
_y:h = Clun2 'y —Clpz" P — ..(-1) 7 y*
donde
Capy = Cl-14)+ Cin-14-1y Vk € {1,...,n—1}
C(n,l) = C(n,n) =1 VYneN
i
Z N <
B o ¥
Z Z

DEMOSTRACION. En efecto, dado que AAG, C,, ~ AABC,,_,, entonces

AG AB
- = 13
AC, ~ ACn, (=)
y ABC,G,, ~ AABC,, ., entonces
CIGn . Bcﬂ—l

BC,  ACn
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Por otro lado,

AC, — G,C
- Y1lYn—1
Tp—1
T1Tn—1 — Y1lYn-1
Tn-1

I

sustituyendo en (13)

LT1Tn—1—"Y1¥n—1
Tn -1

In Tn-1

luego
Inz = I1Tp-1 — Y1lYn-1
analogamente se puede mostrar que si sustituimos:
n — n-—1

n—1 — n-—2

se tiene
Tp-12 = T1Tp-2 — Y1lYn-2,

por lo tanto, se tienen la siguientes relaciénes:

Inz = IT1Tp-1 — Y1¥Yn-1
Tp-12 = T1Tp-2 — Y1Yn-2
Tz = I1T1 — N1

Dado que AABC,_; ~ ABC,G,, entonces

AB  BG,
BC,.1 CG,

y DAG,C, ~ AABC, -, entonces
GnCn _ BCpy

AC,  AC,.,

(14)
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Por otro lado,
BG, = BC,-G,C,
_ Tl
In-
YnTp-1 — Tnln-1
Tpn—1

= UYn

Cl G'n. = ACI I AG‘I’!

sustituyendo en (14)

YnTn—-1—Tnln-1

z _ Tn—1
- Y1Yn-1
Yn—-1 _I"ri]

luego
Y12 = YnTn—1 — Tnln-1
analogamente se puede mostrar que si sustituimos
n — n—1

n—1 — n-—2

se tiene
Y12 = Yn-1Tn-2 — Tn-1Yn-2,
por lo tanto, se tienen las siguientes relaciones:

e = YnTp—1 — Tpln-1
N1z = UYn-1Tn-2 — Tp-1lYn-2
Wiz = Y221 — T2l
Entonces
_ Yz + T
e

|
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asi pues

22+ Toz

Yoz =th—————
I

sustituyendo, xoz = xf - yf, se tiene
2 2
2z + (21 — i)
I
Y1, 2 2 2
= —((z°—wy) + 1)
|

Y2z = Y1

- %(255%) — 2$1y1

Ahora bien, dado que AAG;1C;+1 ~ AABC;, entonces

ACin  AG;
AG.,, AB (15)
y &G BC ~ AABC;, entonces
Git1C, . BC;
BC, ~ ACy

Por otro lado,
AGiy1 = AC -GG

BC;BC;
= AC}; — ——
YTAC
_ 1% — Y
€y
sustituyendo en (15)
ACi _ AG
TNy AR
luego
ACH_;It' - AC,
T — iy AB
entonces

ACi4y - TyZy — Y1l
AB AB?

por lo tanto,
it _ f1%s —2 Wil ie{2,...,n — 1}
z z
Ahora, dado que AAG;.1Ci 1 ~ AABC;, entonces
GinCinn _ BC;
AG-.-:JI-] AB
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y ABC,G;; ~ AABC;, entonces

BG;., AB

BC,  AC;
luego .
AB.BC,

Por otro lado,
Gi+10£+1 = BCi+1 - BGiH
AC;AC; — BC,BC;
AGip = ic; ‘

luego

AB.BC
Git1Ci1 = BCiy — _AC—l

AC;BC;y, — AB.BC,
AC;

sustituyendo en (15)
AC;BC; 4 —AB.BC,
AC, _ BG;
AC1AC;-BC1BC;
e AB

entonces

AC,.AC;.BC; — BC,.BC?

AC{.BC,'_H - ABBC} = AB

asi pues
AC,.AC;.BC; — BC‘I.BC}2 + AB?.BC,
AB.AC;
AC,.AC;.BC; + BC, (AB2 — BC?)
AB.AC;
AC,.AC;.BC; + BC,.AC?
AB.AC;
AC1BC; + BCAC;
AB

BCt+l =

luego

BCu1  AGiBC;+ BCAC:
AB AB?

y

por lo tanto,
Yis1 _ Tyt T
— = = Vie {2,..,n— 1}

o
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De lo anterior se tiene la siguiente tabla:

) 2.2 ,
Ty T Y Y2 2my
z 22 2 22
T3 _ 11T — Y1l Y3 _ T1Y2 + 22
22 2 22
Ty _ T1T3 — Y1Y3 Ya _ T1yYs + T3
z2 z 22
Tn-1 _ T1Tp-2 — Y1Yn-2 Yn-1 _ T1Yn-2 + Y1Tn-2
z 22 z 22
Tn _ T1%Tn-1 — Y1¥Yn-1 Yn _ T1Yn—1+ Y1Tn1
z 22 z z?

sustituyendo los valores del primer renglon en el segundo, los del segundo en el
tercero y asi sucesivamente obtenemos:

n_g m_y
2z Z z oz
T 2 —y? 2z
T2 _T1i—W Y2 _ chib
z 2 z 23
. 3 an .2 2 3
T3 Ty — 3y Y3 _ 3T — W
z 23 z 2t
4 2 2 d 3 3
zy _ af— 6ty + yf Ys _ Az — 621y
2 24 & 24
5 3,2 4 . 4 2,8 4 .5
T5 _ zy — 10x3y1 + Sz194 Ys _ ox iy — 10z7yy + yy
P 25 z 2

B B —Cppf™+al=1)20%" th  Cead® P —wl-—1=a™"

b4 ok s 20
n—1 n—1
Zn _ "= Cap2™ 2+ .(-1)Tay"! yn _ Cna™ly—..(-1)Ty"
zn z pAL

El peniiltimo renglén es para el caso de n par y el iltimo rengléon es para el caso

de n impar.
]
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Ahora bien, si retomamos el problema inicial a saber, determinar la base y
altura del triangulo rectangulo cuyo angulo opuesto a la altura es la n-esima par-
te del angulo dado, y si z, y designan la base y altura del triangulo a determinar,
entonces si n es par:

" — C{n,2)$n_2y2 5 C[n“t)xn—dyd g (_

1)220™ — A1 =
Cin)2" 'y — Clnzyz™ 2y* — ...(—1)2

)
%xyn—l _ Boc(r]i—l =
sl n es impar:
n=1
In _ O(n‘2)$’1_2y2 N3 C'(n“;):r“_dy“ - “.(_1)—2—1,91:—] _ AOCS—I —
= 2otk n=1 =
Coa=" 'y — Cazya™ y® — (1) T y" = B,C§™' =

donde Ay, By, Cy designan base, altura e hipotenusa del triangulo dado.

0
0

Veamos ahora qué semejanzas hay entre el problema de la triseccién de un
angulo (visto en el Capitulo 2) y el caso n = 3 de la generalizacién del mismo:

O

FiGura 3

= Para su solucion, la base PQ = a es solucion de la ecuacion:

x3 = 3p%z + p’q
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= Para su solucién, AC; = z y BC) = y son solucién de las ecuaciones:

3 -3z — 2322 =0
2%y —y* —ys2” =0
= y tanto en el primer caso como en el segundo es la altura, luego se tiene

2 .
y = \/p*— (§)7; 3 en el primer caso es £ y § en el segundo caso es .
Entonces

=
1‘3—3:5;;2—%,02
a3 « " a\? q
(5)-3(5) (- G))-%
&
) -o(3)o
&

o® — 3p%a = p’q
=
o® = 3p%a + p¥q

En el primer caso se demostro:

@, A (0)2_3 B+ A 321_

-— —— — y e — —

2 3 2 2 3 2

donde el doble de la parte real y la parte imaginaria de cada cantidad compleja
se correspondian con la base y la altura de un tridngulo isdsceles cuyo angulo
adyacente a la base es £, si la cantidad compleja es la afectada por la potencia

cibica vy ¢ para la otra cantidad compleja. Por lo que nos preguntamos si para
el segundo caso se cumple la misma relacion, es decir,

(x+yi)" =20+ yni ?

2.2. PROPOSICION. Con las notaciones del lema 2.1, afirmamos que: si z =
entonces (x + 1y)" = xn + iYn
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DEMOSTRACION. La demostracion, la haremos por induccién y utilizando las
identidades demostradas en el lemma 2.1:

(x+yi)? = 2%+ 2zyi—y?
= («® - %) + (2ay)i
= T3+t
(@+yi)® = (z+yi)*(x+yi)
= (22 + yoi)(z1 + i)
= 1T + ot + T2t — Y1y
(122 — y1y2) + (2192 + 22y1 )i
= x3-+ys?

En general se puede ver que si suponemos:
(z+3)* " = Zn_1 + Yn1i

entonces

(@+y)" = (z+y)" (z+yi)
(Zn-1+ Yn-12)(x1 + Y1)
Tn-1Z1 + Tn-1Y1 + T1Yn-1% — Y1Yn-1
= (Z1Zn-1 — Y1Yn-1) + (T1Yn-1 + Y1Tn-1)i
= &n+Ynt

O

Nétese que en el primer caso v/—1 es el medio por el cual podemos asociar el
doble de la parte real y la parte imaginaria de una cantidad compleja, con la base
y altura de un tridngulo isésceles respectivamente, y en el segundo caso /=1 es el
medio por el cual podemos asociar la base y la altura de un triangulo rectangulo
con la parte real y la parte imaginaria de una cantidad compleja respectivamente.

3. Identidad D’Moivre

En la seccién anterior se observé que en el segundo caso, es decir, en la
generalizacion del problema de la triseccién de un angulo, se cumplia la siguiente
relacion:

(z+y)" =20 +yai, si z=1

Pero el segundo caso aporta algo mas.
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3.1. PROPOSICION. En el tridngulo rectdangulo ACYAB (del lema 2.1) cuyo
dngulo opuesto a la altura es % se cumple la siquiente identidad:

n

[cos(§)+sin(g)i] n= cos(f) + i sin(#)

donde cos(#), sin(@) son base y altura del tridngulo del AABC,

DEMOSTRACION. La demostracién se hara por induccién y utilizando la no-
tacion e identidades deducidas en el lema 2.1

(7)=2 (7)-4
cos| — |= —, sin| - |= =
n z n z
Se tiene

(2]

Haciendo

If
P
w | B
+
S
-,
[+

(z1 + pi)? _ (23 — u}) + (22130

22 22
2 2 i
- = " 22,1y .
- = 2 ¢
2 2
Ia -0
—s —-f—y—ﬁ

z z

(29) 4 (29).
= ¢cos8| — |+sm| — |2
n n

(] = o)) o) ()
(2e2)(2+2)

(z2 + yoi)(x1 + y1d)
22
(122 — y1ya) + (T1y2 + Y132)i
2
1T — Y1y  T1Y2 + T2
+ - i
22 22

I3  Ys.
= — 4+ —1
Z b4

= c¢os| — |+sm|{ — )1
n TL
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En general si:

[ (9) , (9 ,]“—1 ((n—ne) : ((n—l)ﬂ).
cos| — |4sin( —)i = ¢o8| ———— | +sin{ —— |1

n n n n
entonces

[cos (%) +sen (g) z'] ' = ECOSE%) + si)n g%)t) ﬂ(; (COS(E% -j- sin (%)z)
= |cos L + sin ) i x
fen(B (2]

e e L It
2 2

(T1Zn-1 — Y1Yn-1) + (Z1Yn-1 + Y1Tn-1)i

2
e S W =+ Y1Zn-1,
2% 2?
Ln Un .
il e
z 3

= ©Cos|— |+=8Im| — ]2
n n

= cos(f) + i sin(6)

4. Reflexiones sobre las cantidades imaginarias

Observar como imposible una pregunta en la cual toda la contradiccién consiste
en la manera que uno lo expresa algebraicamente, fue el caso, por ejemplo, del
concepto de cantidad negativa asociado al movimiento de un punto sobre una
linea recta:

Suponiendo que un hombre ha avanzado o se ha movido hacia
adelante (de A hacia B) 5 yardas y entonces retrocede (B hacia
C) 2 yardas, si se pregunta ;cuanto ha avanzado (sobre la marcha
total) cuando esta en C? o jcuantas yardas esta ahora adelan-
te de cuando el estaba en A? lo encontramos (quitando 2 de 5),
esto es avanzo 3 yardas (por que +5-2=3). Pero si avanzando 5
vardas hacia B y desde alli retrocede 8 yardas hacia D. Y en-
tonces se pregunta jcuanto avanzé cuando esta en D? o jcudnto
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hacia adelante, cuando el estuvo en A? decimos —3 yardas (por-
que +5-8=-3) es decir, ha avanzado 3 yardas menos que la nada.
Lo cual en conveniencia del lenguaje no puede ser, y por lo tanto
en cuanto a la linea AB hacia adelante, el caso es imposible. Pero
si (contrario a la suposicién) la linea de A se continia hacia atras
debemos encontrar D, 3 yardas detras de A. Asi decimos que él
ha avanzado -3 yardas; porque debemos decir (en la forma del
lenguaje comin) el esta retirado 3 yardas; o el necesita 3 yardas
de ser asi hacia adelante para que el este en A. Lo cual no solo
soluciona la respuesta negativamente a la pregunta hecha, que él
no esta (como fue supuesto) o no ha avanzado del todo. Pero de-
cimos ademas, que él esta en D, mas hacia atras por 3 vardas.
Y consecuentemente —3, soluciona como también designa el pun-
to D, como +3 designa el punto C. No hacia adelante como fue
supuesto, pero si hacia atras de A. Asi que +3 significa 3 yardas
hacia adelante y —3 significa 3 yardas hacia atrds: pero todavia
en la misma linea recta.’

En el problema de la division de una linea tal que el rectangulo formado
por las divisiones sca igual a una area dada, cuando el darea dada es mayor que
el cuadrado de la mitad de la linea dada, es imposible. Pero si contrario a la
suposicion, la linea se prolonga continuamente en ambas direcciones la divisién
externa permite dicha divisién, de esta manera las dos ecuaciones: 2% = ax — b?,
2?2 = az + b?® que algebraicamente se diferencian en el signo del termino in-
dependiente, las raices reales estan asociadas con la division interna y externa
respectivamente. Y en el caso de la raiz negativa de la ecuacién, z3 + gp?® = 3p’z,
rafz positiva de 2° = 3p?z + ¢p? (ya que la suma de las tres raices es igual cero
por la ausencia de termino cuadratico) esta asociada con la triseccién del angulo
ZOPS del triangulo AOPS, y no con la triseccién del angulo ZPOS opuesto a
la base, ya que este esta asociado a la ecuacién z3 + gp? = 3p%x, es decir, la raiz
negativa vuelve falsa la suposicion de la triseccion de un angulo inscrito sobre
un circulo cuyo vértice es centro de este, ya que las dos raices positivas estan
asociadas con la triseccion del arco PS y SP respectivamente, sin embargo, si se
plantea el problema de trisecar no el dngulo opuesto a la base, sino el adyacente
a la base como es el caso del angulo ZOPS, esta raiz falsa como la denominaron
los algebristas de la época se vuelve rafz positiva de la ecuacién z® = 3p%z + qp®.
Asi el signo menos que precede a esta raiz, indica una falsa suposicién que ha
sido hecha en el enunciado del problema, de ahi ¢l nombre de raiz falsa.

'[Smith 1959] p. 47.



4. REFLEXIONES SOBRE LAS CANTIDADES IMAGINARIAS 57

Por otro lado, las raices complejas de la ecuacién, 22 4 b* = az, asociada con
el problema de la divisién interna muestran que el caso es imposible debido a que
el punto de divisién de la linea no vace mas sobre esta, es decir, contrario a la
suposicién (de que el punto yace sobre la linea) el caso es igualmente posible, no
como la divsién de una linea sino como el problema de determinar la base [AB]
de un tridngulo cuyo uno de sus lados [AP] y el angulo [ZPAC] (o altura [PC])
son dados. En este sentido, las soluciones reales se corresponden cuando el punto
B de la base del triangulo a determinar yace sobre la linea [AC] sobre la cual se
levanta el tridngulo y las raices complejas cuando B esta fuera de AC.

Por lo tanto, no podemos hacer entrar en el planteamiento de un problema to-
das las condiciones que le pertenecen, asi lo expresan la divisién interna-externa,
movimiento hacia adelante-atras, estar sobre-fuera de la linea y triseccién del
angulo opuesto-adyacente a la base de un tridngulo dado. Estos a su vez se ex-
presan como las raices reales de las ecuaciones: 22 = azx — b?, 22 = ax + %, en el
caso divisién interna-externa respectivamente, con la raiz positiva y la negativa
de la ecuacién x + a = b, en el caso del movimiento hacia adelante-atras respec-
tivamente, con las raices reales y complejas de la ecuacién: 2% + b*> = ax, en el
caso estar sobre-fuera de la linea respectivamente, con la raices reales positivas
y la raiz negativa de la ecuacién: 3 + gp® = 3p®z, en el caso de la triseccién del
angulo opuesto-adyacente a la base de un triangulo dado respectivamente.

La verdad no se aprende se reaprende.
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Apéndice A

Los conceptos de la geometria antigua que dan
fundamento a la representacion de los niimeros complejos

Si bien, la representacion de los niimeros complejos, no es propia de la geometria
antigua. Debido a que, ni siquiera distinguieron una cantidad positiva de una ne-
gativa. Distincién que presupone el uso de un lenguaje simbdélico como el dlgebra
y el dlgebra no es desarrollada en la antigiiedad. Mucho menos distinguieron una
cantidad real de una compleja. Y menos aun, la necesidad de una representacion
de estas cantidades. La representacion de los nimeros complejos, encontrara su
razon de ser en la geometria antigua. Como, la asociacién de los mimeros reales
con un segmento de linea recta (que, de hecho, es la representacién que, hoy,
tenemos de los nimeros reales), encuentra su razén de ser, también, en la geo-
metria antigua. Por otro lado, la asociacion de un miimero real con un segmento.
Permite, primero, dar cuenta que los procedimientos que permitieron la asocia-
cién de un mimero real con un segmento. A su vez, no permiten asociar a los
numeros complejos con un segmento. Debido a que, lo que se determina con esta
asociacion es la magnitud de la cantidad. Conocido en la antigiiedad como lo da-
do en magnitud. Y no la posicion de un segmento. Esto es, lo dado en posicion,
concepto con el que estara asociado la representacion de los niimeros complejos.
Segundo, permite reducir el calculo con las magnitudes de las cantidades de la
geometria (que fueron: los segmentos de linea recta, angulos rectilincos planos,
las superficies y los sélidos) a solo el calculo con la longitud de los segmentos.
Que, a su vez, da cuenta del papel que juega el desarrollo de un calculo con las
magntiudes de las cantidades en la representacién de las cantidades mismas. En
este sentido, sera el cilculo, pero ahora de los complejos como expresiones de la
forma M + Nv/—1, donde M y N denotan cantidades reales, y ¢l cdlculo, como
calculo con niimeros reales. con la salvedad. de que ahora (v/=1)? = 1. El que
determinara, en este caso, la representacion de los niimeros complejos.

Por otro lado, la necesidad del desarrollo de un cilculo de las cantidades (co-
mo, por ejemplo, cilculo de la longitud de segmentos de linea recta, de dreas
de figuras rectilineas, de voliimenes de sélidos rectilineos y de la division de un
angulo). Se debe a que, los problemas en geometria, para su solucién hicieron uso
de este cédlculo. Prueba de ello, la encontramos en los problemas de la duplicacion
del cuadrado, duplicacion del cubo, triseccién de un dngulo y cuadratura de un
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circulo. En los que yacen, un método para sumar areas, sumar volimenes, dividir
angulos y rectificar la circunferencia de un circulo respectivamente. Y a su vez,
los antiguos hicieron uso de un método, para resolver problemas en geometria,
conocido como el método del andlisis. Que consistio en reducir el problema a un
verdad conocida (o proposiciéon ya demostrada) o a una construccién conocida
(o construccién que podia ser exhibida). Ahora, con la reduccién del cdlculo de
las cantidades a solo el calculo con los segmentos, todo problema en geometria se
redujo a poder exhibir la construccién de un segmento de linea recta (o cilculo de
la longitud de un segmento de linca recta). Y asi la posibilidad de solucién quedo
determinada por la posibildad de construccién de este segmento. Posibilidad que
el andalisis determino a través del concepto de diorismos. Esto es, el diorismos,
permitio saber bajo que condiciones era posible la construccion de este segmento.

Asi reducir un problema a la posibilidad de la construccion de un segmento.
Redujo, el problema de determinar la desconocida o término a encontrar (Esto
es, segmento a construir), a construir la proporcion entre el termino a encontrar
y los términos conocidos. Proporcion, que permitié con el desarrollo del dlgebra
traducir un problema en geometria a una ecuacién. Y asi, trasladar la posibi-
lidad de solucién de un problema a las condiciones bajo las cuales la ecuacion
tiene solucién. De esta forma, la teoria de proporciones, tratada en libro V de los
Elementos de Euclides, fue el concepto de la geometria antigua, que posibilito
la transformacién de un problema en una ecuacion. A pesar de que, el dlgebra
(cuyo objetivo fue resolver problemas en geometria, a través, de sus ecuaciones),
no fue desarrollada en la antigtiedad.

Por otro lado, teniendo en cuenta que el origen de los niimeros complejos es
la resolucién de ecuaciones:

.. .desde el tiempo en que los analistas investigaron que hay mu-
chas ecuaciones que no tienen raices a menos que se admitan canti-
dades de la forma M+ N+/—1 como un tipo peculiar de cantidades
llamadas imaginarias distintas de las reales, estas cantidades su-
puestas se han estudiado y se han introducido en todo analisis;!

Y que el objetivo del algebra es, resolver problemas en geometria, a traveés, de
sus ecuaciones. Entonces, la pregunta acerca de la representacion, queda acotada
por los problemas, en geometria, que dan cuenta de la aparicion de los niimeros
complejos. Ahora, para el caso de las ecuaciones 22+b* = ax y 23 = Az+B, en las
que aparecen, al resolverlas, los nimeros complejos. Asociadas con los problemas
de la division de una linea tal que el rectangulo formado por dichas divisiones sca

lGauss 1799 p. 1.
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igual a un cuadrado dado y la triseccién de un angulo respectivamente. Hubo dos
métodos para resolverlas, primero, los métodos antiguos para construir areas en
el plano y volimenes en el espacio permitieron asociar la raiz con un segmento de
linea recta. A traves, de la posibilidad de interseccion de dos secciones conicas.
Segundo, el método que da Cardano en el Ars Magna para la resolucién de estas
ccuaciones. El método de completacion de cuadrados v de completacién de cu-
bos respectivamente. Pero antes de los métodos de resolucién esta el problema de
asociar un problema de naturaleza geométrica a estas ecuaciones y el problema,
de transformar ¢l problema en una ecuacion. Transformacion que permite, como
hemos ya observado, el reducir el problema de determinar la raiz a el problema
de construir la proporcién entre la raiz y los datos conocidos. De esta forma,
ambos métodos, permiten asociar a la raiz (real) con un segmento y con una
formula (expresién analitica) respectivamente. Permitiendo asociar la raiz (real)
con la longitud del segmento y las raices complejas con la posicion de un seg-
mento, determinado por el conocimiento de un angulo y la longitud del segmento.

Por lo tanto, primero, la reduccién del calculo de las cantidades a solo el
calculo con los segmentos. La cual permite que, la proporcién de areas, volime-
nes y anguos se reduzea a la proporcion de segmentos. Ademas de que, para el
calculo de longitud de una linea, del drea de una figura rectilinea y del voliimen
de un sélido rectilineo. La representacion de estas cantidades sea: para la longi-
tud con un segmento, para el drea con un cuadrado y para el volimen con un
cubo.? Segundo, la construccién de un segmento asociado con la solucién de
un problema. Esto es, la construccion de las cantidades asociada con el concepto
de lo dado en magnitud.® Y tercero, la teoria de proporciones que, permite
la transformacion de un problema en una ecuacién. Son los conceptos de la an-
tigliedad que permiten dar sentido (o fundamento) a los nimeros complejos en
geometria.

1. El andlisis en la antigiiedad

Existe una cierta forma de buscar la verdad en matematicas que
se dice fue Platén el primero en haberlo descubierto. Theon le
llamo andlisis, el cual definié como suponer lo que se busca como
si fuese admitido [y trabajando] a través de las consccuencias [de
esta suposicion] hasta lo que es verdaderamente admitido, como
opuesto la sintesis, la cual es suponer lo que es [ya] admitido [y

2Para mayor detalle vease el apéndice C.
3Para mayor detalle vease el apéndice B.
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trabajando| a través de las consecuencias [de esta suposicién| has-
ta llegar y entender lo que se busca.*

’

Por otro lado, las proposiciones matematicas en la antigiiedad fueron carac-
terizadas de acuerdo a lo que se busca en tedricas y problematicas. Asi, hubo dos
tipos de analisis:

El que busca la verdad, el cual es llamado tedrico; y el que obtiene
[la solucién de un problema] propuesto, el cual es llamado pro-
blematico. Ahora, en el tipo tedrico postulamos la cosa buscada
como existente y como verdadera y entonces, segun las hipotesis,
pasamos a través de las cosas las cuales siguen en orden [de es-
te], [las postulamos] como verdaderas y existentes, hasta alguna
cosa admitida: si esa cosa admitida es verdadera, la cosa buscada
también sera verdadera, v la prueba seria el opuesto del analisis;
pero si sucede que alguna cosa admitida es falsa, la cosa buscada
también seria falsa. En el tipo problemdtico postulamos [el pro-
blema] propuesto como conocido y entonces a través de las cosas
las cuales sieguen en orden [de este], [las postulamos] como verda-
deras, hasta alguna cosa admitida: si las cosa admitida es posible
y obtenible, lo que llamaron en matemaéticas lo dado, el [probe-
ma) propuesto también seria posible, y otra vez la prueba seria el
opuesto del analisis; pero si sucediera que alguna cosa admitida
es imposible, el problema también seria imposible.®

En simbolos légicos, estas definiciones se traducen en la siguiente sucesion,
en la cual P representa la verdad buscada o la cosa busacada, segin sea el
analisis tedrico o problemdtico respectivamente. K la cosa admitida, y P; las
proposiciones intermedias las cuales son consecuencia de P (o K):

P By Py —yens 5 Py K (andlisis),
K—P,—---—>P—-P—P (sintesis).

El proceso de reversibilidad de esta sucesién, no siempre es posible depende
de la proposicion teérica y problematica de la que se haga el anélisis, por ejemplo,
la construccién de un tridngulo dado tres rectas cualesquiera, s necesario que
cumplan la desigualdad del tridngulo (la suma de cualesquiera dos sea mayor que
la tercera). Asi, distinguir cuando la cosa buscada existe (o es construible) fue la
funcién del diorismos, es decir, dio las condiciones bajo las cuales es posible la

[Viete 2006] p. 11.
’[Mahoney 1968 p. 322.
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reversibilidad. Ahora, si K es falsa entonces P es falsa y si K es imposible (no
se puede construir) entonces P es imposible.

En la antigiiedad, la geometria trato sobre el estudio de las cantidades conti-
nuas a diferencia de la aritmética, la cual trato sobre el estudio de las cantidades
discretas (los mimeros). Las cantidades continuas fueron: la linea recta, angu-
los planos, las superficies y los sélidos. Su estudio comprendid principalmente el
desarrollo de un célculo. Entendiendo por, célculo, las operaciones que se pueden
realizar como fueron: la suma, resta, multiplicacion y division. Pero, la falta de
una unidad en la geometria a diferencia de la unidad de la aritmética condujo a
los antiguos a desarrollar algoritmos para sumar dreas y voliimenes reduciendo
la proporcion de areas y vélumenes a la proporcion de segmentos de linea recta.
Y con respecto a los angulos, la divisién de dngulos se realizo. por medio de la
reduccion de esta operacion a la la divisién de segmentos de linea recta. Asi, la
proporcion de dngulos fue reducida a la proporcién de segmentos de linea recta,
permitiendo, asi, la divisién de angulos. De esta forma, el célculo con las cantida-
des continuas, propias de la geometria, descansa en el cdlculo con los segmentos
de linea recta. Esta reduccién permitié a los antiguos reducir la solucién de un
problema al conocimiento de la magnitud de algin segmento de linea recta. Asi,
lo dado como, lo que es posible y obtenible (en el caso del andlisis problemati-
o). se tradujo en la geometria como la posibilidad de la construccién de algin
segmento de linea recta. Ya que la mayoria de los problemas para su solucién
requirié del calculo con las cantidades (continuas). Y este, a su vez, se redujo a
solo el cédlculo con los segmentos de linea recta.

2. La transformaciéon de un problema en una ecuacién

La posibilidad de construccion de un segmento de linea recta, la cual permite
la solucién de un problema. Con el desarrollo del dlgebra y la traduccién de un
problema en una ecuacion, se tradujo, en las condiciones bajo las cuales la ecua-
cion tiene solucion. Sin embargo, a pesar de que, el algebra. no es desarrollada
en la antigiiedad:

Una de las nociones matematicas en la cual uno tiene la necesi-
dad en la parte del saber conocido bajo el nombre de matematica
es l'art de l'algébre v d’al-muqabala, destinadas a determinar las
desconocidas numéricas y geométricas. Contiene especies [de pro-
blemas| en los cuales uno tiene la necesidad de especies de pro-
posiciones previas muy dificiles, v en el cual la solucién ha sido
inaccesible a la mayoria de los que las han examinado. En cuanto
a los antiguos, ninguno de sus propdsitos sobre estas proposicio-
nes nos ha llegado; puede ser, despiies de tenerlas investigadas y
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examinadas, no las han comprendido; o puede ser que su inves-
tigacién no les ha obligado a examinarlas ; en fin puede ser que
nada de esto ha sido dicho ni ha sido traducido en nuestra lengua.®

El método de construccion de areas:

Estas cosas, segin Eudemo, son antiguas y fueron invencién de la
Musa de los pitagoricos, es decir, la aplicaciéon de dreas por yux-
taposicion, por exceso y por defecto. Los geémetras posteriores
tomaron estas denominaciones de los pitagoricos y las trasladaron
a las lineas llamadas coénicas, de modo que una de ellas nombra
la pardbola, otra la hipérbola y otra la elipse, mientras que los
hombres de la antigiiedad, semejantes a dioses, veian que estos
términos significaban la construccion de areas, en el plano, sobre
una linea recta finita. Pues cuando se tiene una linea recta finita
y se extiende el drea a todo lo largo de la linea, dicen que se apli-
ca o yuxtapone el area. Pero cuando se hace la longitud del arca
mayor que la propia linea recta, dicen que la excede, y cuando se
hace menor, en cuyo caso hay alguna parte de la linea recta que
sobrepasa el area trazada, entonces dicen que es deficiente.”

Permite a Al-khayyam resolver las ecuaciones de segundo grado. Asi, el méto-
do de aplicacién de dreas (método de construccion de dreas en el plano) por
yuxtaposicion, por defecto y por exceso los que permiten resolver las ecuaciones:
22 =b, 224+ b = azx y 22 = az + b respectivamente. Y el método de construc-
cién de voltimenes, le permite hacer una clasificacion de las ecuaciones cubicas
:2® + az? + bz £ ¢ = 0, entendiendo por clasificacién para que valores de a, b, y ¢
es posible construir un segmento de linea recta asociado con la raiz (real) de esta
ecuacion. Construccion que se hace por medio de la posibilidad de interseccion
de dos secciones conicas, por ejemplo, la interseccién de una hipérbola con una
parabola para la solucién de la ccuacion: 2 + ¢ = bx. Asi los casos posibles e
imposibles se refieren a si dicha interseccion se da o no, en cuyo caso la ecuacion
tiene o no una solcucién real. Por tanto, son los métodos antiguos de construccion
de areas y volimenes, los que permiten la resolucion de las ecuaciones de segundo
y tercer grado, aunque, no se haya desarrollado el algebra en la antigiiedad.

Ahora, la traduccién de un problema en una ecuacién. A su vez, tiene su
origen en el analisis:

6{Al-khayyam 1999 p. 117.
"[Euclides 1991] p. 255.
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Aunque los antiguos propusieron solo [dos clases de] andlisis, zete-
tica y poristica, para lo cual la definicion de Theon mejor aplica,
he agregado un tercero, el cual puede ser llamado retica o exe-
getica. La zetetica propiamente es por la cual uno establece una
ecuacion o proporcion entre un termino que se debe encontrar y
los términos dados, poristica por la cual la verdad de un teorema
enunciado es probado por medio de una ecuacién o proporcién,
y exegetica por la cual el valor del término desconocido en una
ecuacion dada o proporcion es determinado. Por lo tanto todo el
arte analitico, supone estas tres funciones por si mismas, puede
ser llamado la ciencia del descubrimiento correcto en matemati-

cas.B

Asi, por ejemplo, el viejo problema de la triseccién de un angulo. Con Des-
cartes se traduce a la ecuacién 2° + go® = 3%z, donde p es el radio del circulo
donde esta inscrito el angulo a trisecar, g la cuerda que subtiende este dngulo
y z la cuerda que subtiende la tercera parte del angulo y con Viéte a la ecua-
cién z° = ¢'0” + 30z, donde ¢ es la base de un tridngulo isosceles que tiene
como angulos iguales (dngulos de la base) el angulo a trisecar, ¢ el otro lado del
triangulo isésceles y z la base del tridngulo isésceles, con lados iguales a los del
triangulo isdésceles cuyo angulo de la base es el angulo a trisecar, cuyo angulo de
la base es la tercera parte del dngulo a trisecar. La diferencia es que el angulo a
trisecar en Decart es opuesto a la base de un triangulo isosceles y para Viete el
angulo a trisecar es adyacente a la base del triangulo isésceles.

3. La relacién entre dlgebra y analisis

Las fomulas que da Cardano en el Ars Magna, para la resolucién de las
ecuaciones cubicas, sin término cuadratico, expresan lo desconocido (lo cual se
denoto con las ultimas letras del alfabeto: z, y, z) en términos de los conocido
(los términos constantes de la ecuacion, los cuales se denotaron con las primeras
letras del alfabeto: a, b, ¢, etc.) Por medio de las operaciones del algebra: +, —,
x; [y ¢/ a las cuales se les conocié con el nombre de ezpresiones analiticas.
Asi, estas dos maneras de resolver una ecuacion: la construccion del segmento
de linea recta asociada a la raiz (por medio de la interseccién de dos cénicas)
y la expresién analitica de la raiz. Se diferenciaron, en que para el primer caso,
se daba la construccién (del segmento de linea recta) asociada a la raiz y en el
segundo, se designaba mediante un simbolo (expresion analitica) la raiz de una
ecuacion:

8[Viete 2006] pp. 11-12.
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.. . pues eso que es cominmente llamado la solucién de una ecna-
cion en realidad no es otra cosa que su reduccién a ecuaciones
puras. Pues la solucién de ecuaciones puras no se ensena sino que
se presupone: y si se expresa las raices de una ecuacion 2™ = a
mediante 3/a, de ninguna manera se ha resuelto, y no se ha he-
cho mas que si se disenara un simbolo para denotar la raiz de una
ecuacion. . . y establecer la raiz igual a este. . . Y por lo tanto se
tiene que censurar el que los matematicos hayan denotado con un
simbolo especial sus raices: Pero a partir de que este simbolo es
elevado a la dignidad, y comprendido bajo el nombre de expre-
siones analiticas exactamente igual que los simbolos aritméticos
para lagadicién, sustraccion, multiplicacion, division y potencia-
cién. . .

Cabe observar, que expresar lo deconocido en términos de lo conocido, es en
parte el objetivo del andlsis, ya que este busca reducir la verdad buscada a una
verdad conocida y la cosa buscada a una ya conocida.

Por otro lado, establecer la raiz (de una ecuacion) igual a este simbolo (expre-
sién analitica), permite. por ejemplo, que ambos métodos de resolucién designen
las expresiones analiticas de las raices reales con la magnitud de un segmento
de linea recta y para las expresidnes analiticas asociada a los niimeros comple-
jos: M 4+ N+/—1, que surgen de la resolucién de ecuaciones de segundo y tercer
grado, con la posicién de un segmento de linea recta. Asi, los conceptos de lo
dado en magnitud y en posicién de la geometria antigua permiten dar cabida a
la representacion de los nimeros complejos:

Puntos, lineas y angulos se dicen que son dados en posicion. cuan-
do ellos siempre ocupan el mismo lugar.

Por otro lado, esta definicién, al igual que la definicién de lineas paralelas,©
no es operable en el sentido de que no nos da un criterio para saber, por ejemplo,

9 Gauss 1799] p. 13.
10a definicién de lineas paralelas dada por Euclides en los Elementos reza asi:

Son rectas paralelas las que estando en el mismo plano y siendo prolongadas
indefinidamente en ambos sentidos, no se encueniran una a otra en ninguno
de ellos.

Esta definicién no nos da un criterio practico para verificar cuando dos lineas rectas son
paralelas, asi el quinto postulado de Euclides que reza asi:
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cuando una linca es dada en posiciéon. Determinar la posicién de un segmento
[AB], en la geometria antigua'l, fue equivalente al siguiente problema:

Si de un punto dado [C] a una linea recta dada en posicién [Aa] se
dibuja una linea recta que haga un dngulo dado[ZBCA] la linea
asi dibujada [AB] es dada en posicién.

Asi, la asociacion de un mimero complejo con su modulo y argumento tiene su
origen en el concepto de posicion en la geometria antigua. Ya que es la magnitud
de un segmento de linea recta [AB] y un dngulo [£BCA] las que determinaron
la posicién de un un segmento [AB] respecto de otra linea recta dada en posicién
[Aa], esta a su vez (la posicién del segmento de linea recta [AB]) asociada con
la posicién de un punto [B] respecto de una linea dada [A«].

Y que si una recta al incidir sobre dos rectas hace los dngulos internos del mis-
mo lado menores que dos rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente
se encontraran en el lado en el que estan los (dngulos) menores que dos rectos.

Nos permite tener un criterio para saber cuando dos rectas son paralelas y de esta manera de
hecho construir dos rectas paralelas.

UEn el Data de Euclides.
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Apéndice B

El concepto de construccion en la antigiiedad

Al geémetra en la antigiiedad, nunca le es permitido razonar acerca de cosas que
no existen o no pueden ser exhibidas. Asi lo expreso el concepto de lo dado en
matematicas, como lo que es posible (existe) y obtenible (existe una construccién
geométrica que exhibe lo dado). Por ejemplo, el problema de la triseccion de un
angulo, en estos términos, se planteo de la siguiente forma: dado un angulo trise-
car el angulo dado. La solucién de este problema supuso que el angulo se podia
inscribir en un tridngulo rectangulo e hizo uso del conocimiento de la posicion de
un segmento, que permitié trisecar el angulo dado. Luego, la triseccion es posible
si el dngulo < 7 y obtenible, si se puede construir este segmento. Construccién
que se realizé por medio de la interseccién de una hipérbola con un circulo. Por
tanto, si es dado un angulo, los antiguos encontraron bajo que condiciones, la
tercera parte de este angulo es dado, esto es, se puede construir. Por otro lado, en
geometria toda magnitud es representada por una de la misma clase. Lineas son
representadas por una linea, angulos por un dngulo, espacios por un espacio. Esta
representacion encuentra su razon de ser, en el concepto de lo dado en magnitud:
espacios, lineas y angulos son dados en magnitud cuando podemos asignar un es-
pacio, linca y dangulo igual a ellos. Esto es, cuando podemos construir o trasladar
(copiar) estas magnitudes en el plano. Asi pues, la existencia de las magnitudes
esta asociada con su construccion, que a su vez esta asociada con un forma de
representar a las magnitudes. En el caso de lo dado en magnitud, lineas con un
segmento de linea recta, angulos con la inclinacién mutua de dos lineas rectas v
espacios con figuras rectilineas.

Ahora, con respecto a la construccién de las cantidades. Para los antiguos la
construccién de los niimeros: enteros, racionales, de v/2, ¥/2 y 7 estuvo relacio-
nada con los siguientes problemas:

Nimeros enteros:
Dado un segmento de linea recta, duplicar el segmento dado.
Numeros racionales:

Dado un segmento de linea recta. aplicar un rectingulo (o una
figura rectilinea) igual a una drea dada. a lo largo del segmento
de linea recta dado.

69
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Dado un cuadrado, duplicar el cuadrado.
Dado un cubo, duplicar el cubo.

Dado un circulo, encontrar un cuadrado de la misma &rea.

Cada uno de estos ntimeros reales requirié para la construccién del segmento
de linea recta asociado a este, el conocimiento de ciertas curvas geométricas y
construcciones auxiliares, mismas a las que fueron reducidos estos problemas para
su solucién. En el caso de v/2 asociado con el problema de duplicar un cuadrado
se requiere de la construccion de la media proporcional entre dos segmentos de
linea recta dados:

Si a y b representan los segmentos dados, la media proporcional
entre a y b es un segmento = que cumple: a : x :: z : b, equivalente
az?=ab. Sia=2,b=1 entonces z = /2.

Para v/2 se requiere de la construccién de la incersién de dos medias propor-
cionales entre dos segmentos de recta dados.

Si a y b representan los segmentos dados, la incersion de dos me-
dias proporcionales x y y entre a y bsatisfacen: a : z :: x 1y 1y : b,
de la cual se sigue que z° = a2b. Sia = 1, b = 2 entonces z = v/2.

Y para 7 se requiere del conocimiento de la espiral de Arquimedes:

Si una linea recta es trazada en un plano y si uno de los extre-
mos permanece en el mismo lugar, y la recta gira a una velocidad
constante un niimero cualquiera de veces hasta regresar a la posi-
cién de donde partié; si ademas, durante la rotacion de esta linea,
un punto se mueve sobre la recta con una velocidad constante a
partir del extremo fijo, el punto describira una spirale en el plano.
Llamaremos origen de la espiral al extremo de la linea de la recta
que permanece inmévil durante la rotacién de la recta. Llamare-
mos origen de la revolucion a la posicién de la recta a partir de la
cual la recta comenzé a girar.!

[ Arquimedes 1971] vol. 2, p. 31: Des spirales
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y la construccion de la tangente:

Si una recta es tangente a una espiral, descrita en la primera re-
volucion, al extremo de la espiral, y si del punto que es el origen
de la espiral se levanta la perpendicular sobre el origen de revolu-
cion, esta perpendicular encontrara a la tangente, y el segmento
de esta perpendicular comprendido entre la tangente y el origen
de la espiral serd igual a la circunferencia del primer circulo.?

Y asi, el problema de la cuadratura del circulo:

Todo circulo es equivalente a un triangulo rectdngulo en el cual
uno de sus lados del dngulo recto es igual al radio del circulo y la
base (es decir el otro lado del dngulo recto) igual al perimetro del
circulo.?

Requirié para su solucién encontrar un segmento de linea recta igual a la
circunferencia del circulo, este a su vez requirio trazar la tangente, en el punto
extremo de la espiral cuando la recta que genera la espiral regresa al origen de
revolucién, a una espiral generada por un segmento de linea recta igual al radio
del circulo a cuadrar.

1. La clasificacién de los problemas en: planos, sélidos y lineales

Fue comin en la antigiiedad, asociar todo problema con una construccion.
Prueba de ello, son las siglas Q.E.F. (Quod Erat Faciendum = Que es lo que habia
que hacer). Para terminar la demostracion asociada a la soluciéon de un problema.
A diferencia de las siglas Q.E.D. (Quod Erat Demonstrandum = que es lo que
habfa que demostrar) para terminar la demostracion asociada a una proposicion
teorematica. Asi, la construccién de las cantidades: V2, V2 y m, asociadas con
un problema de naturaleza geométrica. Permitié a los antiguos diferenciarlas, en
tanto que problemas, de acuerdo a las construcciones que requirieron:

Los antiguos admitieron que los problemas pertenecian a tres
géneros en geometria: los denominados planos, otros solidos y
otros mas lineales. Los planos, los que pueden ser resueltos por me-
dio de lineas rectas y circunferencias de circulo; porque las lineas
por medio de las cuales los problemas de este genero son resueltos,

encuentran su origen en el plano. En cuanto a los problemas en el

2[Arquimedes 1971] vol.2 p. 41: Des spirales
3[Arqu1’medes 1971] vol.1 p. 138: La mesure du cercle
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cual la solucién invoca una o varias secciones del cono, son deno-
minados sélidos; porque es necesario de hacer uso de superficies
de figuras solidas para su construccién, particularmente de super-
ficies conicas. Resta el tercer genero de problemas denominados
lineales, porque admiten otras lineas para su construccion, en el
cual el origen es mas variado y complejo, tales como las espirales,
las cuadratrices, las concoides y las cisoides que poseen numerosas
y asombrosas propiedades.*

De esta forma v/2, es de naturaleza plana, ya que la construccién de la media
proporcional se realiza por medio de la interseccién de una linea recta y una cir-
cunferencia. v/2, es de naturaleza solida, ya que el problema de la construccién
de las dos medias proporcionales se realiza por medio de la interseccion de dos
conicas y 7, es de naturaleza lineal, ya que es la espiral de Arquimedes quien
permite la rectificacién de la circunferencia. Asi, el problema de la naturaleza de
los nimeros reales esta relacionado con la forma y los medios con que la geo-
metria aprehende a estos, como un segmento de linea recta y la construccion de
curvas auxiliares son la forma y los medios respectivamente con que la geometria
aprehende a los nimeros reales. Razon por la cual el problema de asociar un
objeto geométrico a los niimeros complejos, en términos del andlisis, esta aso-
ciado al problema de la naturaleza de los nimeros complejos, éste a su vez esta
asociado con los problemas de naturaleza geométrica, que dan cuenta del proceso
de aprehencién de los niimeros complejos por la geometria.®

2. La neusis como cldausula constructiva

En los Elementos de Euclides los postulados que son 5, se distinguieron de
las definiciones y nociones comunes, por ser clausulas constructivas. Esto es,
postulaban una construccién. Por otro lado, hemos notado que la clasificacion
de los problemas en: planos, sélidos y lincales. Permite, diferenciar los problemas
que se pueden construir con lineas rectas y circunferencias. De los que no. Los
que no, como por ejemplo, el caso de las cantidades: v/2, 7, y g asociadas con los
problemas de la duplicacién del cubo, cuadratura del circulo y triseccion de un
angulo respectivamente. Para su construccion fueron reducidas a un problema (o

construccién) comin conocido como el problema de neusis:
2.1. PROBLEMA (NEUSIS). Dado: dos lineas rectas L y M, un punto O (re-

ferido como el "polo”de la neusis) y un segmento a (ver Figura 1); es requerido

4Pappus 1982] pp. 38-39.
SVer apéndice 1.
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Ficura 1. El problema de neusis

encontrar una linea a traves de O, que intersecta a L y M en A y B respectiva-
mente, tal que AB = a.

He aqui las tres construcciones auxiliares que utilizaron neusis:

2.2. PROBLEMA (TRISECCION DE UN ANGULO — PAPPUS). Dado un dngu-
lo ZCAB (ver Figura 2 (P.1)); se requiere encontrar la tercera parte del dngulo
dado.

2.3. CONSTRUCCION.

1. Completese el rectangulo ABCD formado por el angulo dado ZCAB.

2. Por neusis tracese AF a traves de A, intersectando a la prolongacién de
DC y a BC en E y F respectivamente, tal que EF = 2AC.

3. ZEAB = ZF AB es la tercera parte del ZCAB.

2.4. PROBLEMA (DOS MEDIAS PROPORCIONALES — NICOMEDES). Dado:
Dos segmentos de linea recta a y b (ver Figura 2 (P.2)); se requiere encontrar
las dos medias proporcionales entre x y y.

2.5. CONSTRUCCION.
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(P.1) ®2)  \[

X

FiGUurA 2. Construcciones que hacen uso de la neusis

1. Construyase el rectangulo OACB con lados OA = a y OB = b; Prolongue
OA a ambos lados y OB hacia arriba; bisecte OA y OB en D y E
respectivamente; trace DF perpendicular a OA; trace CE que intersecta
a la prolongacién de AO en G y haciendo GO = OA = a.

2. Tomado H sobre DF tal que AH = OF = %b; tracese GH; tracese Al
paralela a GH.

3. Por neusis tracese HJK a traves de H. intersectando a la prolongacion
de AI y OA en J y K respectivamente, tal que JK = OF = %b.

4. Tracese KC'y prolonguese, esta intersecta a la prolongacién de OB en L.

5. x = HJ y y= AK son las proporcionales requeridas.

2.6. PROBLEMA (LEMA DE ARQUIMEDES). Dado un circulo con centro O y
la tangente a este en el punto A (ver Figura 2 (P.3)), se requiere trazar la recta
APH de manera que la recta PH sea igual a una recta dada (N).®

A su vez, el problema de neusis se resolviéo por medio de la curva llamada
concoide:

6En este caso la construccién es auxiliar para demostrar la proposicién 18 del libro Des
spirales de Arquimedes, que trata sobre la rectificacion de la circunferencia.
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Ficura 3. Concoide — Nicomedes

Eutocio describié un instrumento que Nicomedes ha planeado para
trazar esta curva; este consiste de dos reglas unidas perpendicu-
larmente AB, C'D y una regla movible EG. Las reglas CD y EG
tienen ranuras a lo largo de sus lineas centrales; en O sobre AB
y en F sobre EG clavijas han sido fijadas, las cuales caen en las
ranuras. La distancia FG = a y AO = b son constantes. Cuando
la regla EG ha sido movida, el punto G describe la concoide (ver
Figura 3).

2.7. CONSTRUCCION — (NEUSIS POR MEDIO DE UNA CONCOIDE).

1. Trazar (ver Figura 4)una concoide con eje a lo largo de L y polo en O
(esto puede ser realizado por el instrumento descrito arriba, ajustando la
ranuras O y F tal que b sea igual a la distancia de O a L y a es igual al
segmento dado); la concoide iteterseca a M en B.

2. Trazar OB, este interseca a M en B.

3. OAB es la linea requerida.

Por otro lado, en la antigiiedad la descripcion o construccion de estas cur-
vas (la concoide, espiral, cisoide, etc.) Les asocié una naturaleza mecénica y no
geomdétrica. Como por ejemplo, de naturaleza geométrica fueron las secciones
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FI1GURA 4. Neusis por medio de una concoide — Nicomedes

cénicas (incluyendo el circulo y la linea recta). La pregunta acerca de la natu-
raleza de las curvas es un pregunta que aborda Descartes en la Geometria. Y
observa que tanto el circulo como la linea recta para su construccién hacen uso
de la regla y el compas, que son aparatos mecanicos. Luego no ve en dénde ra-
dica esta distincion en la antigiiedad, que no permite aceptarlas como curvas
geométricas. Ya que, si las diferenciamos por los medios que nos permiten su
construccion, tanto las que son consideradas mecanicas como las que no lo son,
como ¢l circulo y la linea, tendrian que consideraseles de naturaleza mecanica.
Lo cual no sucedié. Asi que, este no es el criterio que llevé a los antiguos a distin-
guir las curvas mecanicas de las geométricas. Por otro lado, Viete, agrega como
un postulado de la geometria, el problema de la neusis. Permitiendo asi, que las
construcciones que hagan uso de esta construccion. Sean legitimamente acepta-
das en la geometria. Esto es, sean consideradas construcciones geométricas, por
hacer uso, sélo de principios propios de la geometria.

3. La construcciéon de las cantidades como condicién de posibilidad
para el desarrollo de un calculo con las magnitudes de las
cantidades

Via el andlisis este a su vez, a través del diorismos. Dieron cuenta que la
existencia de las cantidades esta asociada con la construccién de un segmento de
linea recta. Ya que fueron reducidas a construcciones auxiliares que permitieron,
a su vez, dar cuenta que esta asociacion con un segmento de linea recta, cra
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posible. En el apéndice C veremos como esta reduccién de una cantidad a la
asociacion de la construccion de un segmento de linea recta, permitird reducir
el cdlculo de las magnitudes de las cantidades a solo el cdlculo de la longitud
de los segmentos de linea recta. Por tanto, su construccién (de las cantidades)
permitio el desarrollo de un célculo, es decir, permitié operar con ellas. Por otro
lado, dado que la naturaleza de cada una de ellas era distinta, esto debido a la
falta de una unidad en la geometria antigua.” Ya que la existencia de una unidad,
no diferencia a una de otra.

A Descartes, la construccién de la cuarta proporcional® le permitié intro-
duciendo una unidad, que el producto de segmentos estuviera bien definido, es
decir, que fuera nuevamente un segmento y no un rectangulo como en el caso
de la antigiiedad. Permitiendo (la introduccién de una unidad) reducir el calculo
con las cantidades a solo el cdlculo con los segmentos de linea recta.” En este
sentido es que, no hay diferencia entre: segmentos de linea recta (longitudes),
angulos rectilineos planos, figuras (éreas) y sélidos (volimenes). Pero la falta de
una unidad no privé a la matematica antigua de esta reduccién (el cilculo con
las cantidades a solo el calculo con segmentos de linea recta).'

"Ver apéndice C.

8G{ 4 denota la unidad, entonces la cuarta proporcional z entre u, a y beumple: u:a = b: z,
es decir, z = u-x = a-b. Asi, sf u, a, b y  denotan segmentos de linea recta el producto
[z = a-b] es nuevamente un segmento de linea recta [z].

9Ver apéndice C.

0yer apéndice C.
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Apéndice C

El célculo con las magntiudes de las cantidades en la
antigiiedad

En la antigiiedad las operaciones realizadas sobre los niimeros en la aritmética y
las operaciones realizadas sobre los segmentos de linea recta en la geometria, las
de la geometria no fueron la traduccién de las operaciones con niimeros a los seg-
mentos de linea recta. Dos segmentos de linea recta podian ser unidos (andlogo
a la suma de mimeros) y un subsegmento de un segmento podia cortarse de este
tltimo (andlogo a la resta de mimeros). Dos segmentos de linea a y b pueden ser
combinados para formar un rectangulo rect(a, b) con lados a y b. Esta operacién
de alguna forma era andloga a la multiplicacién de niimeros en artitmética, sin
embargo, difiere de la multiplicacién en que el resultado, un rectangulo, era de
dimension diferente que los factores originales, ya que el producto de dos niime-
ros es de nuevo un numero. Asi, el producto de segmentos es un rectingulo y no
un segmento. Por lo que no hay un elemento unidad con respecto a la formacién
de rectangulos, en contraste a la multiplicacién de nimeros para la cual 1 fue el
elemento unidad. La operacién anéloga de alguna forma a la divisién de niimeros
fue la aplicacion de un rectangulo R a un segmento de linea recta a, es decir, la
construccién de un segmento b tal que rect(a,b) = R. Esta operacion fue seme-
jante a la divisiéon de niimeros en el sentido de que dado la figura R y un segmento
de linea a esta provée un segmento b tal que rect(a,b) = R. Sin embargo, fue
diferente de la divisién de niimeros , ya que esta operacién involucré magnitudes
de diferentes dimensiones, en particular una figura dos-dimensional y un segmen-
to de linea.

La falta de una unidad en la geometria y la falta de una multiplicacion
debido a que la operacién producto no esta bien definida, ya que esta opera-
cién no es cerrada. Son las limitantes de la geometria con respecto a la mul-
tiplicacion en la aritmética. Estas operaciones con los segmentos de linea rec-
ta: adjuntar y cortar, mas que una limitante para la geometria, si las com-
paramos con las operaciones aritméticas, motivaron ¢l desarrollo de algorit-
mos para sumar figuras (dreas) y sélidos (voliimenes), ya que si el producto
de segmentos es nuevamente un segmento, la suma de figuras se reduce a la
suma de segmentos: Figura_rectilinea(a,b) = a', esta igualdad a condicion de

79
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que toda figura rectilinea sea equivalente (en drea) a un rectangulo.! entonces
rectangulo(a, b) + rectangulo(c,d) = a’ + b’ = /. Andlogamente, se puede ver
que la suma de sélidos se puede reducir a la suma de segmentos, ya que un sélido
seria igual en volumen a Solido(a,b,c) = abc = a’c = V. Asi, la suma de dreas y
la suma de volimenes se reduciria a la suma de segmentos de linea recta.

1. Sobre la representacion de las cantidades de la geometria

El calculo del area de un circulo hace necesario asignar un segmento a la
circunferencia del circulo. Debido a que se busco encontrar un cuadrado de area
igual al circulo. Asi, Arquimedes redujo el area del circulo al drea de un tridngulo
rectangulo de altura, el radio y base la circunferencia del circulo. Por otro lado,
inscribir un angulo en un circulo pemite a Euclides, reducir la razén de angulos a
la razon de los arcos de circunferencia que subtienden. Y el problema de trisecar
un angulo, el cual es un caso particular del problema de dividir un angulo en una
razon dada, conduce a los antiguos a construir curvas como la espiral, concoide y
cuadratiz. Que permiten, las dos primeras la trisecciéon de un angulo y la tltima
la divisién de un angulo en una razén dada. Ya que por ejemplo, esta iltima tiene
como propiedad principal reducir la razon de dngulos a la razon de segmentos.
Asi, representar un angulo como la inclinacién de dos lineas rectas, un arco de
circunferencia y un segmento; estdn asociadas con el cdlculo de la divisién de
un angulo en una razén dada para las dos primeras y el calculo del drea de una
figura no-rectilinea (el circulo) para la dltima.

Y el cilculo del area de una figura rectilinea y el voliimen de un solido rec-
tilineo, conduce a los antiguos a desarrollar métodos para construir areas en el
plano y volumenes en el espacio. Métodos que permiten a su vez, sumar areas y
volimenes. Reduciendo el area y volimen al de un rectangulo y un paralelepipe-
do rectangular de base cuadrada respectivamente. De esta forma la construccion
de la incersién de una media y dos medias proporcionales entre dos segmentos
dados: £ =%y 2= § = ¥. Permiten a su vez, reducir el drea de un rectangulo
y el volimen de un paralelepipedo rectangular de base cuadrada a la de un cua-
drado y un cubo respectivamente (¢ = £ = 2 =aby & = z=i= w=0?b)
De esta forma, el area de una figura rectilinea y el voltimen de un sélido rec-
tilineo se reducen a conocer (determinar o construir) el segmento asociado con
el cuadrado y el cubo, de drea igual a la figura rectilinea y de voliimen igual al
solido rectilineo respectivamente. La reduccién del area a la de un cuadrado y
del voliumen a la de un cubo se debe a que esto permite que la suma de dreas v
volumenes este bien definida. Ya que, de todos los paralelogramos equivalentes

1Conocido como el método de aplicacién de una drea sobre un segmento de linea recta por
yuxtaposicion
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en area a la figura rectilinea, se escoge el cuadrado, porque el cuadrado permite
reducir la comparacion de dreas a la comparacion de la longitud de un segmento
(el lado del cuadrado), como es el caso de los segmentos. Para saber cuando uno
es mas grande que otro, superponemos ambos segmentos si coinciden son iguales
(en longitud), sino uno es mayor que otro y analogamente, para los volumenes.
El cubo, permite reducir la comparacién de voliimenes a la comparacién de la
longitud de un segmento (el lado del cubo). Asi, para mostrar que la suma de
areas esta bien definida, si escogemos cualesquiera dos paralelogramos equiva-
lentes en arca a la figura rectilinea, podemos suponer s.p.g. que son rectangulos.
Ahora, no podemos superponerlos y decir, si no coninciden uno es mayor (en
area) que otro, ya que podemos tener dos que no coincidan y sin embargo tener
la misma drea. Asi, lo que nos permite el cuadrado, al igual que la superposicién
de segmentos, es utilizar el método de superposicién para comparar areas. Hace-
mos estos rectangulos equivalentes (en area) a un cuadrado, luego superponemos
los lados; si coinciden, son iguales. Esto basta para poder mostrar que esta bien
definida la suma de areas. El caso de la suma de volumenes es andlogo.

Por tanto. nuevamente el calculo ahora del drea de una figura rectilinea y del
volumen de un solido rectilineo. Asociaron estas magnitudes con un segmento de
linea recta, que a su vez permitié la representacion de estas magnitudes con un
cuadrado y un cubo respectivamente. En fin, el calculo de las magnitudes marca
la pauta para el por qué (de la representacion de una magnitud) y el comé (se
determina la eleccién de una u otra representacion).

Asi pues la cuadratiz, la incersion de una y dos medias proporcionales entre
dos segmentos dados. Permiten reducir la razén de angulos a la razén de segmen-
tos, la razon de dreas a la razén de segmentos (£ = § = %; = ) y la razén de
volimenes a la razén de segmentos (£ = e = L= 3; = §) respectivamente. He
ahi, la distincién de los segmentos respecto de las demas magnitudes: dngulos,
superficies (dreas) y solidos (volimenes). Luego, el cdlculo de estas magnitudes
nuevamente marca la pauta, para saber por qué elegir el segmento de entre las
demas magnitudes. Existen otras operaciones con las dreas y voliimenes como son
la media, tercera y cuarta proporcional de areas y volumenes, que no se sabe (es
un pregunta abierta) que se puedan construir. Como la media, tercera y cuarta
proporcional para segmentos. en las que se conoce cual es su construccién. La
respuesta a esta pregunta es una aportacion original, que nos permite ver nueva-
mente la distincién de los segmentos respecto de las demas magnitudes. Ya que
bastan la media, tercera y cuarta proporcional para segmentos para construir las
correspondientes para dreas y volumenes. Por tanto, vemos que la reduccién de
estos calculos a solo los calculos con los segmentos marcan la pauta para saber
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por qué, hoy, asociamos un niimero real con un segmento y por qué representa-
mos a los niimeros reales sobre una linea recta.

2. Reduccién del calculo con las magnitudes de las cantidades a solo
el calculo con las longitudes de los segmentos

Los antiguos redujeron la razén de las édreas de las figuras rectilincas a la
razon de segmentos de linea recta:

En la proposicién 13 del libro 13 de los Elementos, que trata sobre
el problema de inscribir una piramide en una esfera dada, Eucli-
des hace el uso del siguiente lema: En un tridngulo rectdngulo
AABC con angulo recto en C 'y DC ortogonal a AB. Se cumple
AB : BD :: AC?: DC°.

Y la razén de voliimenes de los sélidos rectilineos a la razon de segmentos de
linea recta:

En la proposicion 59 del libro 111 de la La collection mathématique
de Pappus, que trata sobre la demostracion y construccion de la
duplicacion del cubo y de las dos medias proporcionales, reza asi:
Sea ABC un circulo con centro D; sean ADC, BDFE diametros del
circulo perpendiculares entre cllos, y trazamos transversalmente
las rectas EMN, BFGH de manera que F'G = GH; afirmo que
ED?:DG®:: ED:DM.

De esta forma, la razén de cantidades mas que una cantidad, como lo es la
razén de dos mimeros que es nuevamente un mimero, fue una relacién entre can-
tidades de la misma naturaleza. Es decir, razén entre scgmentos de linea recta,
razon entre figuras rectilineas y razén entre sélidos rectilineos. Por ejemplo, la
cuadratiz:

Una linea que extrae su denominacion de su propiedad misma ha
sido adoptada por Dinostrato, Nicomedes y ciertos autores recien-
tes para efectuar la cuadratura del circulo; la han denominado la
quadratice, y he aqui su descripcion (generacion). Colocamos un
cuadrado ABCD y trazamos el arco BED con centro en A. Mo-
vemos la recta AB de manera que el puﬂ A permanczcea fijo, el
punto B se desplace siguiendo el arco BED, y que la recta BD
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permanezca siempre paralela a la recta AD, acompanando al pun-
to B que se desplaza siguiendo la recta AB. Ademds, va que la
recta AB se ha movido de manera uniforme, el punto B recorre el
angulo comprendido l)aj(l_]_e_i:ﬂmrtas BA y AD, es decir, ya que el
punto B recorre el arco BED al mismo tiempo que la recta BC
de desplaza a lo largo de la rectaB A, es decir, ya que el punto B se
desplaza siguiendo la recta BA. Serd evidente que las rectas AB y
BC' coincidirdan simultdaneamente la una y la otra con la recta AD
en H, En consecuencia, las rectas AB y BC' se cortaran mutua-
mente en un punto que es continuamente transportado con ellas,
el cnal deseribirda una linea céncava de un mismo lado. BFH, en
el mismo espacio comprendido entre las rectas BA, AD y el ar-
co BED. Linea que parece comoda para encontrar un cuadrado
equivalente a un circulo dado. Su propiedad principal es tal que,
si una recta cualquiera AFE es trazada tra.nsversa.lmeni;_e___g_.lh ar-
co, la recta BA serd a la recta FG como el arco total BED es
al arco ED. Pues eso resulta evidente de la generacion de la linea.?

A G H D

FiGUrA 1. Cuadratiz — Pappus

Redujo la razén de dngulos rectilineos a la razén de segmentos rectilineos.
esto a su vez, permitié la triseccién de un angulo. Asi, el cdlculo de la cantidades

[Pappus 1982] pp. 191-192.
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continuas ( propias de la geometria) fue reducido al cdlculo de los segmentos de
linea recta. Ya que los problemas de la duplicacién de un cuadrado, duplicacién
de un cubo y triseccién de un dngulo, donde esta implicito el desarrollo de un
calculo de las dreas, de los volumenes y de los dangulos respectivamente. Fue
reducido a la construccion de la media proporcional entre dos segmentos de linea
recta dados, de la insercién de las dos medias proporcionales entre dos segmentos
de linea recta dados y de la cuadratiz respectivamente. Asf la media proporcional
[z| entre dos segmentos de linea recta [a, b] permite reducir la razén de cuadrados
a la razon de segmentos de linea recta:
a _x a\2 _a a_a x _a @ a
:r:_b:}(:f:) Tz oz b bz b
la insercion de las dos medias proporcionales |z, y| entre dos segmentos de linca
recta [a, b permite reducir la razén de cubos a la razén de segmentos de linea

recta:

“

a;ry(a)3aaa a T y a a _a
g # b

"z zxzzx xzyb b b
y cuadratiz permite reducir la razén de angulos a la razon de segmentos de linea
recta:
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