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Introducción 

En esta tesis se presentan algunos temas básicos de topología para poder 
entender el t.ema central de la misma, sin embargo se requiere un conocimiento 
previo de bases de topología para poder seguirlo completamente, ya que no 
pretende ser un libro de topología general. 

En general, se presentan alguno aspectos dc la teoría de retractos inic iada 
por K. l3orsuk , en 1931. La i<!f'<l. general de la tes is es presentar los espacios 
topológicos que tienen la cualidad de que cualquier fUll ción continua definida 
en un subconjunto cerrado de un espacio de cierta clase , pueda extenderse a 
todo el espacio, o solo a una vecindad. 

Dichos espacios, dependiendo de la propiedad que tengan, serán llamados 
como AE de Absolute Extensor y ANE de Absolute Neighborhood Extensor. 
Además, muy relacionada con estas porpiedades, se encuentra la propiedad 
de retracción que se refiere a que si hay un encaje del espacio, como un 
cerrado, dentro de otro en cierta clase de espacios, generalmente metrizables, 
entonces exist.e una retracción. A dicha propiedad se le conoce como AR de 
Absolute Retract o ANR de Absolute Neihborhood retracto 

Más adelante, se ve que los dos conceptos coinciden en la clase de los 
espacios mctrizablcs , es decir si un espacio es extensor absol uto (A E) y 
metrizable, entonces es retracto absoluto (AR). 

Se verá que, el producto topológico preserva esta propiedad, y el tema 
central de la tesis es, estudiar cuándo las uniones de espacios con la propiedad, 
la preservan. En el libro de Tze Hu [Hu65] presentan demostraciones de que 
la unión finita de cerrados que tengan la propiedad, la preserva; así mismo, la 
unión finita de abiertos que poseean la propiedad, la preserva. Sin embargo 
dichas demostraciónes, son bastante largas tanto en los casos finitos como 
arbitrarios. En este trabajo aparecen tanto esas demostraciones en caso finito, 
como la demostración que dió S. Antonyan en [Anoo] para la unión finita de 
extensores. Por otro lado, usando ésta, se puede obtener una demostración 

VII 



VII] INTRODUCCIÓN 

para generalizar a un iones infintitas de extensores, ver [An021 y [Dyd021. 
Como aplicación, veremos que los complejos simpliciales con la topología 

métrica son un ejemplo de ANR's y como son métricos, entonces son un 
ejemplo de ANE's. Los complejos CW son una clase de espacios que pueden 
obtenerse a partir de uniones o de adjunciones a partir de espacios muy 
simples como son los D" o bien discos rellenos en 1R1l

• 

La clase de espacios de complejos simpliciales es una clase de espacios muy 
importante en las matamáticas, ya que son relativamente simples de trabajar, 
sin embargo pueden ser usados para aproximar espacios más complejos de 
diversas maneras, que son utilizadas con frecuencia en Topología Algebraica 
y pueden consultarse en algún texto relacionado con el tema. 

Por otro lado, en las citadas demostraciones de las un iones, se utiliza el 
cono de un espacio, el cual es muy útil , ya que se demuestra que si el espacio 
es ANE, entonces su cono resulta ser AE, lo cual permite extender funciones 
a todo el espacio. 

Caber remarcar que en las demostraciones de uniones de extensores, 
aparecen extensores absolutos para un clase, en vez de exteSOl'es absolutos 
para un espacio, lo cual quiere deci r, que dichos teoremas son más fuertes, 
ya que el tenerlos para espacios es mejor , ya que hay más extensores para un 
espacio que extensores para toda una clase. Es deci r, un extensor absoluto 
para una clase de espacios, es extensor absoluto para todos los espacios en la 
clase, mientras que un extensor absoluto para un espacio no necesariamente 
es extensor para otros espacios de la misma clase. Por lo tanto, si el teorema 
vale para los extensores de un espacio, en particular sirve para cada extensor 
que es extensor para todos los espacios dentro de una clase. 

En el t ranscurso de la tesis, se va a considerar, a los axiomas de separación, 
regular, completamente regul ar y norm al como TI y la propiedad que los 
caracteriza, y utilizaremos de manera indistinta el nombre, como el número . 
Por otro lado, a menos que se indique lo contrario, en casi todos los casos, 
se usarán por lo menos espacios de Hausdorff, en especial cuando se trate de 
espacios compactos. 



Simbología 

• e para un a clase débilmente hereditaria de espacios topológicos. 

• 'H. para la clase de los espacios de Hausclorff. 

• K. pa ra la clase de los espacios compactos. 

• M para la clase de los espacios metrizablcs. 

• P para la clase de los espacios paracompactos. 

• N para la clase de [os espacios normales. 

• AE para los extensores absol utos para la clase de los metrizables. 

• AE(C) para los extensores absol utos para la clase C. 

• AN E para los extensores absolutos de vecindad para la clase de los 
espacios metrizablcs . 

• AN E(C) para los extensores absolutos de vecindad para la clase C. 

• AR para los retractos absolutos en la clase de los metrizables. 

• AN R para los retractos absolutos de vecindad en la clase de los 
mclri zablcs. 

• IR para el conjunto de los números reales, con la topología usual. 

• N para el conjunto de los números naturales . 

• 1 para el intervalo [O, 1 J con la topología inducida de IR.. 

• X U Y para la unión disjunta de X con Y . 

IX 
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• X Uf Y para la operación de adjunción entre los espacios X y Y , junto 
con la función continua f : A --+ Y , donde A es un subconjunto cerrado 
de X . 

• Con(X) para el Cono de X , con la topología débil. 

• \ como la diferencia de conjun tos. 

• C(X, Y ) como el conjunto de las funciones continuas de X a Y. 

• C(X) como el conjunto de las funciones continuas de X a IR. 

• C' (X) como el conjunto de las funciones continuas acotadas de X a IR. 

• Conv(A ) como la envoltura convexa de A , es deci r Conv(A) = {x E 
X I x = ¿~] o¡a;, ¿:;~I Qi = 1, a¡ E A}. 

• Supp(J) como el soporte de la función f. 



Capítulo 1 

Conceptos Generales 

Con el objeto de que este t rabajo sea autocontenido, en esta sección damos 
las definiciones necesa rias para desarrollar el tema central. Es importante 
enfatizar que sólo se int.roducen las defi niciones. teoremas r proposiciones 
necesarias e importantes para que el lector tenga a la vista el material 
indispensable, sin que sea necesario un conoc ilniento profundo en el tema. 

Para una mayor profundidad, se pueden consultar los siguientes textos 
[Eng89 , Mun02, Dug66, Gr",IT88] 

1.1. Definiciones 

Las defin iciones que daremos a continuación son acerca de cubiertas de 
espacios y paracompacidad , que serán necesarias para desarrollar el tema 
principal , ya que la mayoría de los espacios que vamos a considerar serán al 
menos paracompactos. 

Es importante notar, que de aqui en adelante, todas las vecindades serán 
vecindades abiertas a menos que se especifique lo cont rari o. 

Como la noción de paracompacidad se relaciona con cubiertas, debemos 
introducir los siguientes conceptos. 

Definición 1.1.1. Un espacio X es localmente conexo en el puntq x E X si 
para cada vecindad U de x, existe una vecindad V e U de x, tal que V es 
conexa. 

D efinición 1.1.2. Un espacio es localmente conexo si es localmente conexo 
en x en todo punto x de X. 
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Definición 1.1.3 . Ulla familia de subconjuntos {Ua}oEA de un espacio to­
pológico X se llama cubierta de X si X == UQEA Ua. 

Definición 1.1.4. Una cubierta es abierta si todo elemento de la familia es 
abierto. 

Definición 1.1.5 . Una subcubierta {Va}a€A de una cubierta {Up}PE 8 de un 
espacio topológico X, es una familia tal que A e B y ademas, Ua EA == X. 
Es decir que la subcubierta está formada de algunos elementos de la cu bierta 
originaL 

De finición 1.1.6. Una familia de subconj untos V = {V,} ,es es refinamiento 
de U = {Ua}a EA si para cada s E S hay un a E A tal que V, e Va-

En este caso decimos que V refina a U. Además el hecho de que V refine 
a U no quiere deci r que V cubra a X, sin embargo, en este trabajo siempre 
nos referiremos a refinamiento como una cubierta que refi ne a otra. Decimos 
que V es un refinamiento abie1·to si cada elemento de V es abierto en X. 

De finición 1.1.7. Una familia de subconjuntos U de X se dice que es 
localmente fin ita si para cada punto x en X , existe una veci ndad V de x, tal 
que V intersecta a lo más a un número finito de elementos de U. 

Definición 1.1.8. Una familia de subconjuntos {A~ }.ES de un espacio to­
pológico X es discreta, si para cada punto x E X existe una vecindad Uez; tal 
que el conjunto {s E S IUez; n A~ #- 0} consta a lo más de un solo elemento. 

Es importante notar que en la definición de famil ia localmente fin ita y 
familia discreta, no se pide nada para la familia de subconjuntos, es deci r que 
cada elemento puede ser abierto, cerrado o ninguno de los dos. Tampoco se 
pide que la fami lia sea cubierta de X. 

Definición 1.1.9. Un espacio topológico X se llama compacto, si toda 
cubierta abierta, posee una subcubierta finita. 

Definición 1.1.10. Un espacio topológico X se llama paracompacto si es de 
Hausdorff y toda cubierta abierta tiene un refinamiento abierto localmente 
finito Que cubre X. 

Podemos notar que, normalmente, se considera que un espacio compacto 
es de Hausdorff para poder obtener teoremas conocidos importantes. Sin 
hacer la aclaración de que el espacio sea de Hausdorff. En muchos textos, se 
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considera como parte de la definición de compacidad , requerir que el espacio 
sea de Ha usdorff. Si el espacio es de Hausdorff, podemos notar que el concepto 
de paracompacidad es más débil que el de compacidad , ya que si un espacio 
es compacto, para cada cubierta abierta se tiene una subcubierta finita , la 
cual es un refinamiento localmente finito. 

Definició n 1.1.11. Sea X un conjunto y f : X -+ R. una función. Definimos 
al soporte de J como 

Supp(f) = {x E XI!{x) i' al 

Definición 1.1.12. Sea X un espacio topológico. Una familia de fu nciones 
J, : X -+ 1, donde 1 = [0 , 1], se llama partición de unidad si {Supp(f, )} 5ES 

es localmente finito, y L,'ESf¡(X) = 1 para todo x E X. 

De la defini cióll anterior surgen preguntas como si la suma está bien 
definida. Esto se debe a que la familia de soportes es localmente fini to, lo 
cual quie re decir que para todo punto hay una vecindad de él tal que s6lo un 
número fini to de soportes la interseetan. Esto implica que para cada x E X 
sólo un número finito de valores f~ (x) son mayores que O en x, por lo que en 
realidad la suma es fin ita, y por eso está bien defin ida. 

Definición 1.1.13. Decimos que una partición de unidad {f~ } 'ES está $U­

bordinad(t a una familia de subconjuntos {A' }3ES de X si para cada s E 5, 
5upp(f$) e A,. 

Otra noción im portan te para el estudio de los espacios paracompactos, 
y en particular que nos ayudará para probar algunos teoremas importantes 
para el tema central, es la de cubierta canónica. 

Definición 1.1.14. Sea X un espacio topológico y A un subespacio cerrado 
de X . Una cubierta abierta '"( de X \ A se llama cubierta can6nica de X \ A 
si y sólo si: 

1. La familia '"( es localmente fin ita , es decir, para cada punto x de X \ 
A, x tiene un a vecindad que intersecta a lo más un número finito de 
elementos de T 

2. 'Toda veci ndad de cualquier punto frontera de A en X contiene un 
número infinito de elementos de ,. 
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3. Para toda vecindad V en X de un punto a E A, hay una vecindad W 
en X de a contenida en V tal que todo abierto U E 'Y que intersecta a 
W esta contenida en V. 

Definición 1.1.15. Sean X y Y espacios topológicos, f : X --t Y Y 9 : X -+ 
Y dos funciones cont inuas. Decimos que una función continua h : 1 x X -+ Y 
es una homotopía entre f y 9 si h l(Q} xx = f y hl{l}xx = g. 

D efinición 1.1 .16. Sea Y un espacio topológico. Decimos que h: I x Y -+ Y 
es una co'ttracción de Y si h es una homotopía entre la función identidad y 
la función constan te, es decir h(I,x) = x y h(O,x) = Yo para algún Yo E Y. 

Defin ición 1.1.17. Un espacio topológico Y se ll ama contrm'ble si existe 
una con tracción de Y. 

Defin ición 1.1.18. Un espacio X se llama localmente contrafble en el pu.nto 
x E X , si para cada vecindad U de x , existe una vecindad V e U de x y una 
función continua h : [ x V --; U, tal que h(O, x) = x y h( 1, x) = Yo para todo 
x E V Y algún Yo E U. Decimos entonces que V es contraíble en U. 

Definición 1.1.19. Un espacio X se llama localmente contraíble si es local­
mente contraíble en cada uno de sus puntos. 

En adelante, presentaremos defin iciones importantes relacionadas con el 
tema principal de este trabajo. 

En adelante cualquier espacio topológico lo consideraremos por lo menos 
de Hausdorff, a menos que se indique lo contrario. 

Definición 1.1.20. Sean X un espacio topológico, y A subconjunto de X. 
Decimos que A es retracto de X si existe una función continua r : X --; A, 
que llamaremos retracción, tal que rlA = [dA , es decir que real = a para 
lodo a E A. 

Es claro que X es retracto de X con la función identidad en X como 
retracción . Y si A consta de un sólo punto, entonces la única función continua 
de X en A es una retracción. 

Definición 1.1.21. Decimos que A es un retracto absoluto (AR) si A es 
metrizable, y para todo espacio X en el cual A sea un cerrado de X con la 
topología inducida, ex.iste una retracción de X en A. 
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Definición 1.1.22. Decimos que A es un retracto absoluto de vecindad 
(ANR), si A es metrizable y para todo espacio X en el cual A sea un cerrado 
de X con la topología inducida, existe un abierto U de X que cont iene a A 
y una retracción de U en A. 

Ejemplo 1.1.23. La esfera S'I es un retracto de Dn \ 0, con la retracción 
r , D" \ O -t S" dada por r(x) ~ (x, /llxll, ... , x"/llxll). 
Ejemplo 1.1.24. Si X ~ !lx!l, y f' X -t llIx {O} dada por f(x,y) ~ (x,O) 
es una retracción 

Defin ición 1.1.25. Un subespacio cerrado A de X se dice que tiene la 
propiedad de extensión en X con respecto a un espacio Y, si toda fUllción 
continua f : A --+ Y puede ser extendida sobre X > es decir si existe una 
función continua 9 : X .....¡. Y tal que 91A = f. 

Defin ición 1.1.26. Un subespado cerrado A de X , se dice que tiene la 
lJ1v]Jiedad de extensión de vecindad ell X con respecto a Y, si toda f : A --t Y 
puede ser extendida sobre algún subespacio abierto U de X que contenga a 
A. 

Nota 1.1.27. Es importante observar que el subespacio abierto U depende de 
la función f , es decir que U varía para cada f dada. 

Definición 1.1.28. Un espacio X tiene la propiedad del punto fijo si cada 
func ión continua f : X --t X tiene punto fijo, es decir existe un x E X tal 
que J(x) ~ x. 

Ejemplo 1.1.29. El disco unitario D rI
, tiene la propiedad del punto fijo (por 

el ·teorema de Brouwer). 

Podemos generalizar las defin iciones anteriores para clases de espacios 
topológicos, de la siguiente manera: 

Definición 1.1.30. Sea e una clase de espacios topológicos. Diremos que e 
es una clase topológica débilmente hereditaria si satisface: 

1. e es topológica, es decir que si X es miembro de e, entonces cualquier 
y homeomorfo a X, es también miembro de e. 

2. e es débilmente hereditaria, es decir que si X es miembro de e, entonces 
cualquier subespacio cerrado de X, es tambien miembro de C. 
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Ejemplos. 

1. 1i la clase de todos los espacios de Hausdorff. 

2. n la clase de todos los espacios regu lares. 

3. en la clase de todos los espacios completamente regulares. 

4. M la clase de todos los espacios metrizables. 

5. N la clase de todos los espacios normales. 

6. P la clase de todos los espacios paracompactos. 

Nota 1.l.31. De aquí en adelante las funciones mencionadas serán continuas, 
y todas las clases serán clases topológicas débilmente hereditarias. 

Definición 1.1.32. Diremos que Y es un extensor absoluto pam la clase 
e, si cada subespacio cerrado A de cualquier X E e tiene la propiedad de 
extensión en X con respecto a Y. 

Es decir, si para todo espacio en la clase y toda función continua definida 
de un cerrado del espacio, con valores en el extensor Y , puede ser extendida 
continuamente a todo el espacio . 

Definición 1.1.33. Diremos que Y es un extensor absoluto de vecindad para 
la clase e, si cada subespacio cerrado A de cualquier X E e tiene la propiedad 
de extensión de vecindad en X con respecto a Y. 

Es decir, si para todo espacio en la clase, y toda función continua definida 
de un cerrado del espacio a Y, puede ser extendida continuamente a una 
vecindad del cerrado. 

Notación. En el caso de que Y sea extensor absoluto para la clase e, diremos 
que Y es un AE para e o bien Y es un AE(C). En el caso de que Y sea un 
extensor absoluto de vecindad para la clase e diremos que Y es un ANE para 
C o bien AN E(C). 

Definición 1.1.34. Diremos que un espacio Y es extensor absoluto para un 
espacio X, si cualquier cerrado A tiene la propiedad de extensión con respecto 
aY. 

Es decir, si toda función definida de un cerrado de X puede ser extendida 
a todo el espacio. En este caso se dice que Y es un AE(X). 
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Defin ición 1.1.35. Diremos que un espacio Y es extenS01" absoluto de vecino 
dad para un espacio X , si cualquier cerrado A tiene la propiedad de ex tensión 
de vecindad con respecto a Y. 

Notación. En caso de que Y sea extensor absoluto para X , diremos Que 
y E AE(X ), en caso de que Y sea extensor absoluto de vecindad para X , 
diremos que Y E AN E(X). 

Definición 1.1.36. Sea X un espacio topológico. Consideremos el espacio 
J x X , donde 1 denota el intervalo [0, 1], e identifiquemos todos los puntos 
de {a} x X en uno solo, así obtenemos el Cono de X , Y lo denotaremos 
como Con(X) . Para facilidad en la notación , denotaremos a la imagen de la 
proyección canónica p: 1 xX --t Con(X) de (t, x ) como tx y al pun to especial 
(vér tice) le ll amaremos O en vez de Ox. En caso de querer escribir p(A, B ) 
escri biremos AB, donde AB = {p(a , b)la E A, bE B} y A e l : B e X. Para 
dot.ar de IIna topología al cono de X , podernos pensar eH dos opcioncs. La 
primera es considerar la topología coc iente, y la segunda se llama la topología 
débil , y se define co mo sigue: 

Un subconjunto U en el Cono de X que no contenga al vért ice, es abier to 
si y sólo si p-l(U) es abierto en 1 x X. Si O E V, entonces V cs abicrto si y 
sólo si p~l(V) es abierto y existe un E > O tal que [O,E) x X e p~l(U). 

¡\llás adelante veremos que en caso de que el espacio X sea compacto, las 
dos topologías del cono de X coincidcn. Y en el artículo [A n021 se prueba 
que si X es mctrizable, tambien coinciden ambas topologías 

En este trabajo siempre consideraremos al cono de X con la topología 
débil, que por lo dicho anteriormente, preserva la met rizabilidad . 

Además, probaremos que si el espacio Y es extensor absoluto de vecindad 
para un espacio X , entonces el cono de Y es tambien extensor absoluto para 
el espacio X, lo cual es muy útil para nuestro trabajo. 

1.2. Espacios de Adjunción 

Los espacios de adjunción se obtienen mediante operaciones que se pueden 
real izar entre espacios en donde se toma en cuenta una función continua. Con 
espacios obtenidos de esta forma, se puede ver claramente la relación que 
existe entre extensores y retractos y por ello son importantes para el trabajo. 
Además, de esta manera se pueden obtener otros espacios importantes, de 
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los cuales se puede demostrar, por med io de estas operaciones, que son AN E 
para los espacios metrizables. 

En esta sección presentaremos las definiciones principales y algunas pro­
piedades que cumplen o preservan dichos espacios. 

Dados dos espacios topológicos X y Y, consideremos XuY como la unión 
disj unta de X con Y y con la topología como sigue: U e X u Y es abierto 
en X U Y si y sólo si U n X es a bierto en X y U n Y es a bierto en Y. 

Definición 1.2.1. Sean X y Y espacios topológicos, A e X un cerrado de 
X y f : A --t Y una función conti nua. Sea Z = X Uf Y el espac io topológico 
obtenido identificando a E A con su respectivo f(a) en X U Y. Al espacio Z 
se le llama espacio de adjunción de X con Y bajo J. 

Proposición 1.2.2. Denotaremos a p: Xu y -jo X U¡ y como la proyección 
natural. 

La restricción ph' es !tn encaje, es decir, Y es homeomorJo a p(1') . Ade~ 

mas p(1") es cerrado en X Uf V. 

Demostración. Primero veremos que ply es biyectiva. Sean dos elementos 
distintos y, z E Y tales que p(y) = pez). Esto significa que existe un a E X, 
tal que J(a) = y y J(a) = z de donde z = y. Por lo tanto ply es inyectiva. 

Para ver que ply y, p(Y) es continua y abierta, tomemos un U e 
X Uf Y abierto . Por definición de la topología cociente, el conjunto p- I(U) 
es abierto en X U Y. Además tenemos que p-I(U) n y = pi;;! (U), por lo que 
pl; I(U) es abierto y por lo tanto, ply es continua. 

Para demostrar Que ply es abierta, tomemos un abierto U en V. Queremos 
ver que ply(U) es abierto en X Uf Y. Por la definición de la topología de la 
unión disjunta, (o suma discreta), tenemos que U es una abierto de X U Y . 
Ademas, como p-l(ply(U)) n y = U es abierto en X U Y, por la definición 
de la topología cociente, nos indica que plY(U) es abierto en X Uf Y. Lo que 
muestra Que ply es abierta. 

De lo anterior concluímos Que p ly es un encaje. 
Como Y es cerrado en la unión disjunta, y A e X es cerrado, entonces 

p-'p( Y) = A U Y y p(Y) es cerrado en X Uf Y O 

Debido a que p(Y) es homeomorfo a Y, según la demostración anterior, 
en este trabajo se usará indistintamente p(Y) y Y . 

Es importante notar que si tenemos un espacio de adjunción Z, obtenido 
mediante los espacios X y Y, junto con el cerrado A e X y la función 
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continua f : A -+ Y, dichos elementos ya están fijos , aunque Z se pueda 
obtener de a lguna otra manera. Por facilidad en la notación siempre que 
hagamos mención de un espacio de adjunción, pensaremos en X , Y, A e X 
cerrado y f : A -7 Y como la manera de obtener el espacio, a menos que se 
indique alguna otra cosa. 

D efinic ió n 1.2.3. Sea íT ulla propiedad topológica. Diremos que el espacio 
de adjunción Z preserva la propiedad 1T si y sólo si Z tiene la propiedad 1T 

siem pre y cuando X y Y tienen la propiedad 11". 

Propos ición 1.2.4 . El espacio de adjunción Z preserva la pmpiedad de ser 
T,. 

Demostración. Sea Z UIl punto de Z. Si z E Y , entonces {z} es cerrado en Y. 
Como }" es cerrado en Z> {z} es cerrado en Z. Si z ~ Y entonces p- I (.~) es 
un solo punto en X \ A que es cerrado en X , por lo que es ccrrado en X U Y 
y, por lo tanto , en Z . O 

Propos ic ión 1.2.5. El espacio de adjunción Z 110 siempre preserva las sigu­
ientes propiedades: 

1. Hausdorff 

2. Regular 

3. Completamente Regular. 

Demostración. Sea X un espacio topológico completamente regular que no 
sea normal, y Y = [O,IJ. Entonces X y Y son de Hausdorff, regulares y 
completamente regulares. Basta demostrar que hay un cerrado A e X y una 
func ión J : A -t Y continua, tal que el espacio de adju nción Z no es de 
Hausdorff. Para ello, tomemos dos cerrados disjuntos B y e de X que no 
tengall vecindades ajenas. Consideremos el cerrado A = B U e de X y la 
función J : A -t Y definida por: 

¡(x) ~ {a, 
1, 

si x E B 
si x E e 

Queremos ver que Z = X U I Y no es de Hausdorff. Supongamos por 
el contrario que Z es de Hausdorff. Como O y 1 son puntos distintos de 
Z, entonces existen dos veci ndades ajenas U y V en Z tales que O E U 
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y 1 E V. Usando la proyección natural p : X U Y --t Z, obtenemos dos 
vecindades disjuntas p-l(U) n X y p-1tV) n X en X, que contienen a B 
y e respectivamente , lo que contradice el hecho de que B y e no t ienen 
vecindades disjuntas. Por lo tanto Z no es de Hausdorff. O 

En las siguientes proposiciones, veremos la relación entre problemas de 
extensión y problemas de retracción, es decir , a cada problema de extensión, 
le corresponde uno de retracción , y viceversa. Para probar dichas proposi­
ciones de manera clara, es necesario usar los espacios de adjunción, ya que 
consideran los elementos necesarios, como un cerrado en un espacio y una 
función del cerrado al espacio. 

Propos ición 1.2.6. Un subespacio A de un espacio X es retracto de X si 
y sólo si para cualquier espacio Y , Y cada función continua f : A --t Y se 
tiene una extensión de f sobre X. 

DemostmciÓn. Si A es ret racto de X con retracción r : X --t A, entonces la 
función 

for:X--tY 

es una extensión de f sobre X. 
Recíprocamente tomemos Y = A, Y la función identidad i : A -t Y = A. 

Entonces de la hipótesis tenemos que hay una extensión sobre X, pero una 
extensión de la identidad es una retracción. O 

Proposición 1.2.7. El subespacio p(Y ) del espacio de adjunción Z es re­
tracto de Z si y sólo si la función f : A --t Y tiene extensión sobre X. 

Demostración. Sea r : Z --t p(Y) una retracción. Definimos una función 
conti nua 9 : X --t Y tomando g(x) = (plytl(T(p(X») para cada punto 
x E X e X u Y , donde p denota la proyección natural. 

Para cada x E A , tenemos que g(x) ~ r(p(x)) ~ r(l(x)) ~ ¡(x), lo cual 
prueba que 9 es una extensión de f· 

Ahora tomemos 9 : X --t Y una extensión de la func ión f. Definimos 
T: Z --t p(Y) como sigue: sea Z E p(Y) un punto arbitrario de Z. Si z E p(Y), 
definimos T(Z) = z. Si Z ~ p(Y), existe un único punto x E X \A con p(x) = z. 
Definimos T(Z) = p(g(x)). Si K e p(Y) es cerrado, tenemos 

r-'(K) ~ K U p(g-'(p- '( K ) n A)) 

y éste es también un subconjunto cerrado de Z. Por lo tanto, r : Z --t p(Y) 
es una retracción. 

o 
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Proposición 1.2.8. El espacio de adjunción X Uf Y, preserva la propiedad 
de normalidad. 

Demostración, Basta ver que dados dos cerrados disjuntos existe una fun. 
ción continua de X Uf Y -t 1 cuya imagen de los cerrados sea {1} y {a} 
respectivamente. 

Sean e y D cerrados disjuntos en X Uf Y. Sea a : Y -+ J una función 
continua tal que a(e n Y) e {O} y a(D n Y) e {l}. Sea b , A U (p- '(e) n 
X) U (p- I(D) n X) -t J tal que b es igual a f en A, es O en p- l{C) n X y 1 
en p- I (D) n X. Por el teorema de extensión de Tietze, b existe una extensión 
continua e : X -+ J. Por construcción , e y a son compatibles, y se pueden 
pegar para formar una función continua d: X Uf Y -t 1 que cum ple con las 
propiedades requeridas. O 
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Capítulo 2 

Propiedades 

En este capítulo, presentaremos algunas propiedades tanto básicas, co­
mo avanzadas que nos servirán en los capítulos siguientes. La primera parte, 
presenta propiedades generales de los espacios paracompactos y de famil­
ias localmente finitas. Posteriormente, podremos encontrar propiedades más 
avanzadas acerca de las propiedades de los retractos, retractos absolutos, ex­
tensores y extensores absolutos, así como teoremas muy importantes (Tietze y 
Dugundji) acerca de extensores absolutos. Además, con estos teoremas pode­
mos mostrar ejemplos de extensores absolu tos a partir algunos conocidos. Al 
final, encontraremos teoremas igualmente importantes, que nos relacionan 
completamente los extensores con los retractos. 

2.1. Familias Localmente Finitas 

Los teoremas que se presentan a continuación, tienen mucho que ver con 
paracompacidad , puesto que usan familias localmente finitas. Estas carac­
terísticas van a ser usadas más adelante en conjunto con la paracompacidad. 

Teorema 2. l. l. Si {As }sEs es una familia localmente finita, entonces 

Demostración. Para cada s E s tenemos que As e Us ES As , por lo que 

U sES As e U sEs As. 
Como {As} sES es localmente finita, para cada x E U sEs As existe una 

vecindad U, tal que 50 = {s E SIUnAs =/= 0} es finito . De aquí tenemos que 

13 
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X rJ. UsES\So As. Ahora bien, si 

o 

Corolario 2.1.2. Sea :F una familia localmente finita y F = UF. Si todos los 
miembros de :F son cerrados, entonces F también lo es. Si todos los miembros 
de :F son cerrados y abiertos a la vez, entonces F es cerrado y abierto . 

Normalmente no es verdad que la unión arbitraria de cerrados sea cerrada, 
sin embargo, la finitud local de la familia juega un papel muy importante, 
ya que como localmente la familia es finita , entonces la unión se convierte en 
unión finita, y por lo tanto unión finita de cerrados es cerrado. 

Teorema 2.1.3. Si {As}sES es una familia localmente finita, entonces la 
familia {As} sES es localmente finita . 

Demostración . Sea x E X. Como {As} sES es localmente finita, hay una vecin­
dad U de x, tal que intersecta a lo más un número finito de elementos de la 
familia; sin embargo, si U n V = 0, entonces U n V = 0, si U es abierto. 

Por lo tanto U intersecta a lo más un número finito de elementos de 
{As}sES· O 

Lema 2.1.4. Si toda cubierta abierta de un espacio regular X tiene un refi­
namiento localmente finito (no necesariamente abierto), entonces para cada 
cubierta abierta { Us} sES de X, existe una cubierta cerrada localmente finita 
{ Fs} sES tal que Fs C Us para cada s E S 

En particular para cada cubierta abierta { Us} sES de un espacio paracom­
pacto, existe una cubierta abierta localmente finita {Y's}sES tal que Vs C Us 
para cada s E S. 

Demostración. Como X es regular, entonces existe una cubierta W de X, tal 
que {WIW E W} es un refinamiento de {Us}sES· Tomamos un refinamiento 
localmente finito {At}tET de la cubierta W. Para cada t ET, escogemos un 
s(t) E S, tal que At C Us(t), y sea F. = Us(t)=s At. De los teoremas 2.1.1 y 
2.1.3 sigue que {Fs}sES es una cubierta cerrada localmente finita de X, y de 
la construcción de los Fs se tiene que Fs e Us para cadas E S. O 
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Nota 2.1.5. Si la cubierta {At}I ET es abierta, entonces Vs 
abie rto y V$ = F$' 

15 

Lem a 2. 1.6. Si para una cubierta abie1·ta U de un espacio X , existe una par­
tición de unidad {J8 },es subordinada a ella, entonces U tiene un refinamiento 
abierto localmente finito. 

Demoslmción. Observemos que para toda función continua 9 X --t 1 Y 
cualquier punto Xo E X que satisface 9(Xo) > O existe una vecindad Va del 
punto :t:o y un subconjunto fini to So e S tal que 

f,(x) < g(x) pa<a x E U, y s E S \ S, (2. 1.1 ) 

En efecto, es fácil ver que So = {s¡, ... , sd e S es tal que 

, 
1 - L f" (x,) < g(x,) 

,=1 

y el abierto Ua = {x E X II - L~= I 18, (x) < g(x)} satisfacen la ecuación 
(2. 1.1). 

Para cada x E X , existe un s(x) E S tal que /$(%)(x) > O. Como f s(x) es 
una función continua, la observación anterior es válida tomando en cuenta a 
9 como J!{x) en (2.1.1). Por lo que la fórmula f (x) = sUPsESJ! (x) define una 
función continua f: X 4 (0,1). 

Para cada s E S, tenemos que el conjunto 

1 
V, = {x E Xlf,(x) > 2f(x)} 

es abierto, y por lo tanto la familia V = {V!}sES es un refinamiento de U . 
Considerando análogamente, a 9 como !f en la observación, tenemos que V 
es localmente finita. O 

Lem a 2.1.7. Sea X un espacio paracompacto y sea U = {Uo}QEA una cu­
bierta abierta de X. Entonces existe una cubierta abierta localmente finita 
V = {Vo}QEA de X tal que Va t;; Ua para cada a E A. 

Demostración. Sea W = {Wp}(.lE8 una cubierta abierta localmente finita que 
refi na a U. Sea J : B ......, A un a función tal que W{.l t;; Uf(P) para cada f3 E B. 
Sea Va la un ión de todos los Wfi tales que f( f3) = a . Entonces V = {Va}aEA 
tiene las propiedades requeridas. O 
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El siguiente teorema es muy importante puesto que nos da una car­
acterízación de la paracompacidad, que podemos usar más adelante. La 
propiedad de tener partición de unidad subordinada a una cubierta es muy 
importante, ya que a partir de una cubierta , podemos tener una familia de 
funciones que cumplen con varias propiedades. 

Teorema 2.1.8. Si X es un espacio TI, entonces son equivalentes: 

1. X es pamcompacto, 

2. Toda cubie1'ta ahie7'ta de X tiene una partición de unidad localmente 
finita subordinada a la cubierta, 

3. Toda cubierta abierta de X tiene una partición de unidad subordinada 
a ella. 

Demostración. Supongamos que X es paracompacto y consideremos una cu­
bierta abierta A de X. Sea U = {U' }S€s un refi namiento localmente finiw 
de A ; por el Lema 2.1.4 existe una cubierta cerrada {F, },ES de X tal que 
F. e U, para cada s E S. Por el Lema de Urysohn , podemos escoger para ca­
da s E S una función continua g. : X -t 1 tal que g,(x) = O para x E X \ U, 
y 9. (X) = 1 para x E F,. Como la fami lia U es localmente fin ita, podemos 
defi nir a 9 : X -t IR dada por 

g(x) ~ L: g,(x) 
,es 

Como para todo x E X, existe un s E S tal que x E Vs, entonces 9,(X) > O 
Y por lo tanto g(x) > O para todo x en el espacio X. 

La familia {J, : X -t I},ES donde f , (x) = 91(X)jg(x) es una partición de 
unidad localmente finita subordinada a A. Queda demostrado 1 a 2. 

La implicación 2 a 3 es fácil , por lo que solo queda ver 3 a 1. A fin 
de mostrar esto, gracias al Lema 2.1.6 basta ver que todo espacio TI , que 
cumpla 3, es de Hausdorff. Consideremos un par de puntos x, y distintos de 
X. La cubierta abierta U = {X \ {x},X \ {y}} del espacio X tiene una 
partición de unidad f. subordinada a U. Sea So E S tal que ¡'o (x) = a > O. 
Como el conjunto f,~ I « O , 1]) esta contenido en X \ {y}, entonces tenemos 
que j,,(y) ~ o. De aquí que los abiertos j,~ I( [O , a/2)) y j,~I«a/2, 11) son 
disjuntos y contienen a los puntos y y x, respect ivamente, por lo tanto X es 
de Hausdorff. O 
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Teorema 2. 1.9 (Teorema de Stone). Toda cubierta abierta de un espacio 
metrizable tiene un refinamiento abierto localmente finito. 

Demostración. Sea {U&} ~ES una cubierta abierta de un espacio metrizable 
X, p una métrica compatible para X y < una relación de buen orden para 
s. 

Definimos inducti,'amente familias V, = {V',i}'ES de subconjuntos de X 
como sigue: 

donde los puntos e E X cumplen con las siguientes condi ciones: 

l. s es el menor elemento de S, tal que e E U
" 

2. e r;. \Ií .] para j < i Y t E S, 

3. 8 (c, t.) e U •. 

Oc la defi nic ión se tiene que V,,; es abierto, y de 3 se ticne que V,,; e V,. 
Sea x un punto de X. Sean s E S el menor elemento de S tal que x E V, 

e i E N tal que B(x, ·!d e Us - Claramente, tenemos que x E Vi ,j para un 
j < i Y un t E S, o bien x E V&,i, por lo que V = U~¡ Vi es un refinamiento 
abi erto de {Us}sES . 

Ahora tenemos que probar para cada i, que si X¡ E v:. l,i, X2 E V'2 ,i y 
SI f:. S2 entonces P(XI,X2) > 1/2i, lo que mostrará que las familias Vi son 
discretas, ya que toda 1/ 2i+l- bola interseda a lo más un elemento de V;. 
Supongamos que S¡ < S2 . Por la definición de V'L,' y V'l,;' existen puntos el 
y C2, que satisfacen 1-3, tales que xk E B (Ck , 1/ 2; ) e V' k,i para k = 1, 2. De 
3 se sigue que B (c!, 3/2;) e V'I y de 1 podemos ver que C:l 1: V'I; entonces 
p(cJ, C:l) 2: 3/ 2i . Por lo tanto: 

P(X¡,X2) 2: P(C¡,C2) - p(c¡,x¡) - P(C:l,X2) > l / i 

que prueba que las familias V; son discretas. 
Para concluir la prueba del teorema, es suficiente mostrar que para ca­

da t E S y cualquier par de naturales k, j , si B (x,I/Zk) e \líJ entonces 
B(x, 1/ Z;+I) n V,,; = 0 para i 2: j + k y S E S. 

Como para todo x E X , existen k,] y t tales que B(x,1/2k) e ViJ 
entonces la bola B(x , l/Zi+k) intersecta a lo más j + k - 1 miembros de V. 
De 2 tenemos que los puntos c en la definición de V"i no pertenecen a VtJ 



18 CAPÍTULO 2. PROPIEDADES 

siempre que i ~ j + k. Como 8 (x, 1/ 21.:) e VtJ , tenemos que p{x , e) 2 -dr 
para todos los e dados. Las desigualdades j + k ~ k + 1 e i 2 k + 1, implican 
que 8(x, 1/21+1.:) n B(C, 1/2i) = 0. Esto concluye la prueba del teorema. O 

Corolario 2.1.10. Todo espacio metrizable es paracompacto. 

Usaremos el siguiente lema más adelante para demostrar el Teorema de 
Dugundji , junto con la característica de paracompacidad en espacios métri­
cos. 

Lema 2.1. 11. Si X es metrizable y A es un cerrado de X, entonces existe 
una cubierta canónica "1 de X \A, que satisface d(A, U) > O para loda U E 'Y 

Demostración. Ya que X es metrizable, sea d : X x X -i- IR una función 
distancia compatible con la topología de X. 

Para cada punto x E X \ A, sea S% el conjunto abierto dado por 

S, = {y E Xld(x,y) < ~d(x,A)} 

Entonces obtenemos una cubierta abierta {S~lx E X\A} de X \A. Como todo 
metrizable es paracompacto entonces X \ A es paracompacto. Por lo tanto 
la cu bierta {Sx} tiene un refinamiento 'Y abierto localmente finito. Queremos 
ver que dicho refinamiento cumple las condiciones 2 y 3 de la Definición 
1.1.14. 

Sea V una vecindad en X de un punto a E A. Entonces existe un real 
positivo k tal que para cada y E X , el hecho de que día, y) < 2k implica que 
y E V. Sea W la vecindad de a dada por 

1 
W = (y E Xld{a,y) < 2k} 

Para verificar la condición 3, supongamos Que U E 'Y intersecta a W en algún 
punto y E X. Como "( es un refinamiento de {S%}, existe un x E X \ A con 
y E U e SX" Por definición de Sx, tenemos que 

1 1 1 1 
d(a, x) $ d{a, y) + d(x, y) < 2k + 2d{x, A) $ 2k + 2d(a, x) 

Que nos dice que d(a,x) < k. Por lo tanto, para cualquier z E Sx> 

3 
d{a,z) $ d{a,x) + d(x, z) < 2d(a,x) < 2k , 
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lo cual nos lleva a que z E V. En consecuencia U e S~ e V , y se satisface la 
cond ición 3. 

Para verificar la condición 2, supongamos que a es un punto frontera de 
A. Queremos ver que cada vecindad V de a contiene un número infinito de 
elementos de 'Y-

Basta ver que la vecindad V IIsada en el caso anterior, contiene un ele­
mento U de I y una vecindad VI de a que no intersecta U. Como a es punto 
frontera de A, la vec indad IV debe contener un punto y E X \ A. Entonces 
hay un abierto U E l' que con tiene ti y. Por lo tanto hay un punto x E X \ A 
tal que U e Sz; e v, d(a,x) = kl < k. Sea VI la veci ndad definida como 
sigue: 

1 
VI ~ (z E Xld(a, z) < :¡kl}. 

Entonces es cl aro Que VI e \1 y VI n U = 0. 
Por lo anterior 1 es la cubierta canónica buscada. '( por la conlrucción 

de los conjulltos Sx es claro que cumple la condición extra. O 

2.2, Espacios de Funciones 

En adelante, veremos teoremas más relacionados con los retractos y ex­
tensores. Empezaremos con el Cono, que es un espacio muy interesante, ya 
que probaremos más adelante que si X es ANE, entonces el Cono es AE. Co­
mo mencionamos anteriormente, nos interesa en especial la topología débil 
del Cono, porque conserva muchas de las propiedades del espacio "base". En 
casos especiales, cuando el espacio es compacto, la topología cociente coincide 
con la débil, pero en general no sucede esto. 

Teorema 2.2.1. Si X es un espacio topológico compacto, entonces la topo­
logía débil del cono de X coincide con la cocienle. 

Demostración. Es claro que la topología débil está contenida en la topología 
cociente; fa lta verificar que la topología cociente está conten ida en la débil. 

Sea U un abierto en Con(X) con la topología cociente. Podemos suponer 
Que (J E V , ya que es claro que si (J ~ V, Ves abierto en la topología débil. 

Queremos encontrar un ( > ° tal que [O,!) x X e p- I(U). Como U es 
abierto en la topología cociente, entonces V = p- I(V) es abierto en 1 x X. 
Para cada punto de la forma (O,x) en V, como el punto es interior, podemos 
escoger un Nx = (O, (x) x Mx abierto en la topología producto que lo contiene 
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y esta totalmente contenido en V. Ahora bien, como {M"J:rEX es cubierta 
abierta del espacio compacto {O} x X, podemos escoger un numero finito n 
de Mx , que cubren a {O} x X. Si f = mín¡= l, ... ,n {f¡}, es claro que [O, f) x X e 
p- I(U) , Que es lo que se quería demostrar. O 

Definición 2.2.2. Sean X un espacio topológico, Y un espacio métrico y 
f : X --t Y una función continua . Si d es una métrica. compatible con la 
topología de 1'". Se dice que f es acotada, si Diam(f(X) ) < 00, es decir: 

Diam([(X)) = sup {d([ (x), I(y ))} < 00 
x,yE X 

Teorema 2.2.3. Sean X un espacio topológico, Y un espacio métrico y 
{Jn}"EN una sucesión de fun ciones de X a Y continuas y acotadas, tal que 
converge uniformemente a f : X --t Y . Entonces f es continua. 

Demostración . Sea Xo E X. Queremos ver que f es continua en xo. Sea 
U abierto en Y vecindad de f(xo ). Si p es una métrica compatible COIl la 
topología de Y y E > O tal que B(J(Xo),E) e V , entonces existe m E N tal 
que p(J¡(x)' f(x)) < E/3, para todo i 2: m y x E X (por la convergencia 
uniforme). En particular , p(Jm(x), f(x)) < E/3 para todo x E X. 

Como fm es continua, existe una vecindad V de xo, tal que fm(V) e 
B([m(xo) ,ó(3). 

Sea x E V , entonces: 

p([(x), l(xo)) ~ pU(x) , 1m (x)) + pUm(x), Im(xo)) + pUm(Xo), l(xo)) 

Como p([(x), Im (x )) < ó(3 para todo x E X , y Im(V) e B([m(xo) ,ó(3), 
entonces pUm (x), Im(xo)) < ó(3), por lo que pU(x), l(xo)) < ó. Aplicando 
la desigualdad del triángulo, tenemos que p(J(xo), f(x)) < E, que impl ica 
f (V) e V , que es lo que se quería probar. O 

Teorema 2.2.4. Si X es un espacio topol6gico, (Y, p) es un espacio métrico 
completo y C ' (X , Y) es el espacio de funciones de X a Y continuas acotadas, 
entonces (C*(X, Y) ,d) es completo. Donde d denota la métrica del supremo 
en C' (X, Y). 

Demostración. Sea {¡n}nEN una sucesión de Cauchy. Para cualquier E > O, 
existe una m E N tal que d(Jn, f,,) < E si n, k 2: m . Por lo tanto, para todo 
x E X, p([.(x).!,(x)) ~ dU. , j,) < ó. Esto quiere decir que {J.(X)}.EN 
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es de Cauchy para todo x E X. Como Y es completo, entonces, para cada 
punto x, la sucesión {Jn(X)}'IEN converge a ¡(x) ::: limn ..... ""Jn(x). 

Queremos ver que la sucesión de funciones dada , converge uni formemente 
a f. Sea e> O y N E N tal que d(f,,,!t) < é/2 si n, k 2: N. Por lo tanto 
p(Jn{x),fdx)) < Ej2 para todo x E X. Usando el límite cuando k -t 00, 

tenemos que p(fn(x), ¡(x)) ~ E/2 para cualquier n E N mayor que N y 
x E X. Esto muest ra la convergencia uniforme , y por lo tanto, gracias al 
Teorema 2.2.3 la función f es continua. Falta ver que es acotada. 

Para cUo , tomemos un n E N, tal que d(fn l f) < l. 
Entonces P(fIl(X), ¡(x)) < 1 para todo x E X. Como fu es acotada, sea 

l( = Diam(f,,{X)). Entonces para cada y E X se tiene: 

p(J(x), /(y)) S p(J(x) , /"(x)) + p(J"(x) , /"(y)) + p(J"(y), /(y)) < 1 + f{ + 1 

Esto muestra que f es acotada. o 
Coro la rio 2.2.5. El espacio de funciones continua,)" C(X , IR) es completo . 

Demostración. La demostración se sigue del teorcma antcrior, ya que IR es 
completo. O 

Si tenemos un espacio métrico (Y, d), siempre es posible considerar una 
métrica acotada que genere la misma topología como sigue: 

Sea Y un espacio topológico metrizable y d' una distancia compatible con 
la topología de Y. Podemos definir una función d : Y x Y -t R dada por 

d(a,b) = inf{d' (a,b), 1) 

para cada par de puntos a, b en Y. 
La función d define una distancia para Y y es com patible con la topología 

de Y. [Fair71] 
Sea L = C{Y) el conjunto de todas las funciones acotadas / : y -t R. 

Entonces L es un espacio lineal sobre los reales si defin imos: 

(f + g)(y ) = /(y) + g(y) 

y 
(u/ )(y) = ul! (y)! 

para cualesquiera / ,g en C(Y), y E Y y a E lR.. Podemos definir para cada 
f en C(Y) una norma dada por 

11 /11 = sup 1/(y)l· 
yEV 
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Es fáci l comprobar que con la suma, el producto con escalares y la norma 
definidos, el espacio L es en espacio vectorial normado. Es claro que la 
distancia que definimos está generada por la norma, por lo que es completo. 
A un espacio de este tipo, se le llama espacio de Banach. 

Observemos por lo anterior d puede considerarse acotada. 
Para cualquier punto a E Y , consideremos la función continua fa : y -t lR 

definida como sigue: 
f ,(y) = d(a, y) 

para cada y E Y . Como observamos anteriormente, podemos suponer que d 
es acotado. Denotamos por X : y -t L la función dada por x(a) = f .. para 
cada a E Y . A X le llamaremos encaje canónico de Y en L. 

Lema 2.2.6. El encaje canónico X : y -t L es una isometría. 

Demostración. Sean dos puntos arbitrarios a, b en Y. Entonces 

d(a,&) = If,(&) - f.(&)1 <; Ilf. - f. 11 = supld(a,y) - d(&,y)1 <; d(a,&) 
yE )' 

De aquí que dl(x(a)' X(b)) = l!fa - fb ll = día, b) . Por lo tanto X es un encaje 
isométrico. O 

A continuación veremos el Teorema de Eilemberg4 Wojdyslawski que es 
muy importante para el resto del trabajo. De que de esta manera podemos 
hacer una compleción de X , tomando la cerradura de la imagen de X en L. 
Además por el hecho de que el encaje es isométrico, conserva las distancias. 

Teorema 2.2.7. La imagen X(Y) del encaje isométrico canónico x: y --t L 
de un espacio métrico acotado Y en el espacio de Banach L = C(Y) de las 
func iones continuas reales en Y, es un subconjunto cerrado en la envoltura 
convexa Z de X(Y) en L. Si además Y es separable, entonces Z lo es. 

Demostración. Para ver que X(Y) es cerrado en Z, veremos que Z \ X(Y) es 
abierto en Z . Para ello, sea 9 un punto en Z \X(Y). Como Z es la envoltura 
convexa de X(Y), hay un número finito de puntos a¡, ... , an en Y , tales que 

" 
9 = L, td" ¡. = x(a,), 

;=1 

donde ti 2: O Y L:7:1 ti = 1. Como g no está en X(Y), tenemos que 9 i- fi 
para cada i = 1, .'. , n. 
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Sea O < /j < t p(g > Ji) para cada i = 1, .. ,n, donde p es la función distancia 
de L = C(Y ) que define la norma. Sea V6 la vecindad de 9 en Z defin ida por 

y afirmamos que V6 está contenido en Z \ xCV ). Para ello supongamos que 
hay un pun to y E Y tal que f = xCV) E V6_ Por la elección de 6, tenemos que 

p[x(ai), X(y)J = p(J¡,J) > ó 

pa ra cada i = 1, ... , n. 
Como X es un encaje isornétrico, J¡(y) = día;, y) > ó pa ra cada i = 1, .. " n. 

Así pues obtenemos que: 

p(g, J) = Ilg - JII ~ Ig(y) - J(y)1 = Ig(y)1 = t. t¡Ji(Y) > (t. ti ) ó = Ó 

Esto COllt.radice la suposició n de que f está en V6. Por lo tanto \16 e Z\x(Y). 
Lo que prueba que xCV) es cerrado en Z. 

Para probar la segunda parte del teorema, vamos a suponer que Y es 
separable. Como xCV) es un cerrado de Z, xCV) es separable. Sea e un 
subconjunto denso numerable de xCV). Los subconj untos fini tos de C forman 
un a familia numerable r. Sea 'Y = (el, .. . , en) cualquier subconjunto finito de 
C . La envoltura convexa H (¡) de 'Y en L es una unión fini ta de simplejos 
con vértices el, ... ,en, Y por lo tan to separable. Como la envoltura convexa 
Q = H (C) de C en L es la un ión: 

Q = H (C) = U H b) 
"lE!' 

de una familia numerable de conjun tos separables, Q es separable. Sea D un 
subconj unto denso numerable de Q. Probaremos que D es denso en Z. 

Sea z E Z y S > O arbi trarios . Entonces hay un número finito de punLos 
Xl, .. . , X m de x(Y ) tales que 

m 

Z = ¿ tiXi 
i=l 

donde ti 2: O Y L:::l ti = 1. Como e es denso en X(Y ), hay el. . . , em en e 
tales que 
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para cada i = 1, , .. , m. Sea p el punto de Q tal que p = ¿7~1 t¡Cj , entonces 

m ( m )S S 
p(z,p) S ~tiP(Xi'C¡) < ~ti "2 ="2 

Como p esta en Q y D es denso en Q, hay un punto a E D con 

Por lo tan to: 

S 
p(p,a) <:1 

p(z , a) " p(z, p) + p(p, a) < S, 

lo que prueba que D es denso en Z > y por lo tanto Z es separable. O 

Coro lario 2.2.8. TOllo espacio métrico (X, d) tiene compleción. 

Demostración. Por el Teorema 2.2.7 todo espacio métrico puede encajarse 
en el espacio de funciones continuas C(X, lR). Por el corolario anterior, dicho 
espacio es completo. Si tomamos entonces X(X), obtenemos un subespacio 
cerrado de un espacio completo, por lo tanto completo; más aún, como 
est amos tomando la cerrad ura, entonces X(X ) es denso. Además X es una 
isomet ría. Por lo que X(X) cumple con los requerimientos para ser una 
compleción de X. O 

2,3. Retractos y Extensores 

En esta sección present aremos algunas de las propiedades básicas acerca 
de extensores y retractos, que nos van a llevar a establecer la bases para las 
partes fina les. 

Primero se presentan propiedades que cumplen los extensores y retractos 
y posteriormente las correspondientes a ANE's y AE's, de tal manera que 
podemos ir construyendo condiciones que deben cumplir los AE's o ANE's, lo 
cual nos da criterios para ver cuándo un espacio es o no ANE O AE. Además 
algunas propiedades pueden restringir la clase con la que estamos trabajando. 

Teorema 2.3.1. Todo retracto de un espacio de Hausdorf! X , es cerrado en 
X . 
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Demostración. Sea A un retracto de X. Queremos ver que el complemento 
B == X \ A es abierto en X. 

Sea b E B. Tomemos una retracción r : X --r A. Entonces r(b) es un 
punto a en A. 

Como a E A y b E B, es claro que a #- b, Y como X es un espacio de 
Hausdorff, podemos escoger dos vecindades ajenas U y V para a y para b 
respectivamente. Como U es vecindad de a, entonces U n A es un abierto en 
A; por la conti nuidad de r, la imagen inversa r- ¡(Un A) es un abierto en X 
que contiene a b. 

Sea W = r - 1(U n A ) n V. Entonces W es Ulla vecindad de b. Fal ta ver 
que \V e X \ A. Para ello, tomemos un punto x E W. Como x E r-I(U n A ) 
entonces r(x) E U n A , sin embargo U n V = 0, por lo tanto x "" 1'(X) . Esto 
quiere decir que x rt A, (si estuviera en A, entonces x = r(x». Por lo tanto 
xEX\A. 

Oc acuerdo a lo anterior encont ramos una vecindad IV de b E B de tal 
forma que H' e X \ A. Eu consecuencia, A es cerrado. O 

Las proposiciones qeu presentaremos a continuación , nos dicen algunas 
de las propiedades topológicas que conservan los retractos, tales como tener 
punto fijo , ser coni raíble , localmente contraíble y localmente conexo. 

Proposición 2.3.2. La propiedad de tener punto fijo se preserva bajo la 
relmcción . 

Demostración. Supongamos que X es un espacio que tiene la propiedad del 
punto fijo y A es un retracto de X con retracción r : X -jo A. Queremos ver 
que A tiene la propiedad del punto fij o. 

Sea f : A -¡. A una función continua y sea 9 == h o f o r, donde h es la 
inclusión de A en X . Como X tiene la propiedad del punto fijo, entonces 9 
debe tener un punto fijo x, es decir que g(x) == x . Como g(x) = h(f(r(x))) y 
x E A (ya que g(y) e X paca lodo y E A), entonces x = g(x) = h(J(r(x))) = 
h(J(x)) = j(x), ya que h(y) = Y para todo y E A. Por lo tanto , x = j(x) es 
punto fijo de f, y A tiene la propiedad del punto fijo. O 

Ejemplo 2.3.3. El disco unitario D 2 en IR2 tiene la propiedad del punto fijo 
(T. Brouwer). El intervalo 1 x {O} es un retracto de D2. Entonces 1 x {O} 
tiene la propiedad de punto fijo. 

Proposición 2.3.4. Todo retracto de un espacio contrafble, es contra~'ble . 
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Demostración. Supongamos que X es contraíble y que A es un retracto de 
X , con retracción r : X ~ A. Queremos ver que A es contraíble. Como X 
es contraíble, existe una homotopía h : l x X -+ X , tal que h(O, x) = IO Y 
he ! , x) = x para toda x E X . Usando la retracción r y la inclusión i : A -+ X, 
podemos defi nir una homotopía k : 1 x A -+ A dada por k = 1" o h o (id/ x i). 

Entonces , si x E A se tiene k(O,x) = r("(O,i(x))) = r(h(O,x)) = r(xo) = 
ao, es decir que h(O,x) es constante. Ahora, para cada x E A, k(1,x) = 
r(h( l ,i(x») = r(h( l , r» = T(X) = x es deci r que k(l,x) es la identidad en 
A. Por lo que h es una homotopía, y A es contraíble. O 

Como consecuencia de lo anterior, deducimos que sn-t no es retracto de 
En, donde sn- l denota la esfera de dimensión n - 1 (la frontera de la bola 
unitaria de dimensión n) y E" denota la bola unita ria de dimensión n, ya 
que En es contraíble y sn-l no lo es. 

Proposición 2.3.5. Todo retracto de un espacio localmente conlrm'ble es 
localmente contmíble. 

Demostración. Supongamos que X es localmente contraíble y que A es un 
retracto de X con retracción r : X --t A . Queremos ver que A es localmente 
contraíble. 

Sea a un punto en A y N una vecindad de a en A. Como r es continua 
y r(a) = a, entonces la imagen inversa U = r-I(N) es una vecindad de a en 
X. 

Como X es localmente contraíble, para el punto a y la veci ndad U de a, 
existe una vecindad V contenida en U y una homotopía h : 1 x V --t U, tal 
que h(O,x) = Xo para todo x E V y algún Xo E U Y h( l ,x) = x para todo 
x E V. 

Entonces M = V n A es una vecindad de a en A, y como M = r(M) e 
r(V) e r(U) = N, tenemos que M e N. Definimos una homotopía k 
J x M --t N tomando k(t, x) = r(h(t, x» para cada x E M y t E J. 

Falta verificar que k es la homotopía buscada. 
En efecto, k(O,x) = r(h(O,x)) = r(xo) = 00 E A, por lo que k(t,x) es 

constante, si t = O. Ahora k(l,x) = r(h( l , x» = r(x) = x porque x E M e 
A. Por tanto, A es localmente contraíble en el punto a. Como a fue un punto 
arbitrario de A, A es localmente contraíble. O 

Proposición 2.3.6. Todo retracto de un espacio localmente conexo, es lo­
calmente conexo. 



2.3. RETRACTOS Y EXTENSORES 27 

Demostración. Supongamos que X es localmente conexo y A es un retracto 
de X con retracción r : X -t A. Queremos ver que A es localmente conexo. 

Sean a un punto en A y N vecindad de a en A. Como r es continua y 
ría) = a, entonces la imagen inversa T- 1(N) = U es una vecindad de a en 
X. Como X es local mente conexo, entonces hay una vecindad V de x en X , 
tal que V es conexa y V e U. Sea M = T( V ). Como NI es imagen continua 
de un conexo, M es conexo y M = T(V) e r (U) = N . 

Por lo anterior, A es localmente conexo en a, pero como a fue arbit rario, 
entonces A es loca lmente conexo. O 

A partir de aquí, mostraremos proposiciones para extensores absolutos y 
de "cduda. Las siguientes proposiciones son claras y no las vamos a proba r. 

Propos ición 2.3.7. Todo AE para C es un ANE pam e. 

P ropos ición 2.3.8. Si l3 es una clase conlenitla en e, entonces cada AE o 
A NE pam e es AE o ANE para l3 respectivamente. 

P ropos ición 2 .3 .9. Si Y consta de un solo punto, entonces Y es un AE 
para cualquier clase e. 

La proposición siguiente es muy importante, ya que nos restringe la clase 
para la cual tengamos ANE's y AE's. Esto es en el sentido de que si los 
espacios contenidos en la clase no son normales, entonces los AE's o ANE 's 
para la clase que cumplan ser Hausdorff, resultan ser triviales. Por tan to de 
aquí en adelante, las clases que tomemos en cuenta contendrán únicamente 
espacios normales. 

El enunciado es el siguiente: 

Proposició n 2.3.10. Si la clase e contiene un espacio X que no es normal, 
entonces cualquier ANE Hausdorff para e consiste en un solo punto. 

Demostración. Supongamos que Y es un ANE para C, de Hausdorff y tiene 
más de un punto. Sean p, q puntos distintos en Y. Entonces existen dos 
abiertos V, V con p E V, q E V Y U n V = 0. 

Sea X E e un espacio no normal, entonces existen B y e cerrados 
disjuntos en X que no t ienen vecindades ajenas. 

Consideremos A = B U e y sea f : A -jo Y dada por, 

¡(xl = {p SI X E B 
q SI X E e 
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Como Y es ANE para e, entonces existe una vecindad W de A tal que f 
tiene extensión 9 : W ~ Y. Entonces, 

y 
B e g~I(U) , e e g ~I (V) 

es deci r, que B y e sí tienen vecindades ajenas en W , que es abierto en X, 
Y por lo tanto B y e tienen vecindades ajenas en X, lo cual contradice la 
elección de B y C. O 

La proposición sólo menciona ANE's, si n embargo, si un espacio Y es de 
Hausdorff y AE para la clase e, entonces es ANE para la clase e, por lo 
que de haber un espacio que no sea normal en la clase e, por la proposición 
anterior , Y tendría un solo punto, lo cual no es interesante. 

Proposición 2.3.11. CW¡[qltiC7" 11roducto topológico de extensores absolutos 
pum una clase e, es un extensor absoluto para C. 

Demostración. Sean {Y¡'}I'€M extensores absolutos para e, y su producto 
topológico y PI< : y --t Y mU las proyecciones naturales. 

Veamos que Y es un extensor absoluto para e. Sea X E e y 1 : A e X --t 

Y , con A cerrado. Queremos ver que 1 tiene una extensión 9 : X --t Y . 
Para cada J.t E M, sean 11< = PI< o 1: A --t Yw Como Y" es AE para e, 11< 

tiene extensión gl< ; X --t Yw 
Definimos a g; X --t Y dada por, PI< [g(x)[ = gl«x), 'r/x E X. 
Es claro que glA = 1, y que 9 es continua, entonces 9 es la extensión 

buscada. O 

El Teorema de Tietze , nos dice que el intervalo J es un extensor absoluto 
para la clase de los espacios normales, por lo que, por el corolario siguiente, 
cualquier potencia de 1 es extensor absoluto para dicha clase. Más adelante 
demostraremos el Teorema de Tietze. 

Primero nos enfocaremos a dar características que cumplen los extensores 
absolutos, y qué operaciones con espacios topológicos preservan la propiedad 
de ser extensor absoluto o extensor absoluto de vecindad. Los Teoremas de 
Tietze y de Dugundji nos darán la manera de generar dichos espacios. 

Corolario 2.3.12. Cualquier potencia del interualo J es un extensor absoluto 
para N, la clase de todos los espacios normales. En particular, el cubo de 
TychonoJ/ es un extensor absoluto para la clase N. 
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Proposició n 2 .3.13. Cualquier producto topológico Y = O ¡.<EM YIi de una 
colección finita de extensores absolutos de vecindad para u.na clase e (es decir 
M finito, y para cada ¡.t E NI, y¡, es extensor absoluto de vecindad para la 
clase e) es un extensor absoluto de vecindad para la clase c. 

Demostración. Sean {Y¡'}I'EM extensores absolutos de vecindad para e, y su 
producto topológico y P" : y -¡. }~, las proyecciones naturales, con M finito. 

Veamos que Y es un extensor absoluto de vecindad para e, Sea X E e y 
f : A e x ~ Y , con JI cerrado. Queremos ver que existe U vecindad de A 
en donde f tiene una extensión 9 : U --t Y . 

Para cada IL E M , sean J" = Pi' o f JI --t Y,.... Como }"p es ANE para 
e, entonces existe una vecindad V;. de A en Y en donde J" t iene exte nsión 

9" : V;, -t Y". 
Ya que el producto es finito , si definimos U = n.EM V;" entonces U es 

una \·ccindad de A y podemos definir una función 9 U.....¡. Y dada por, 
PI' [9(1:)1 = [/¡,(:z:), para toda x en X. 

Es claro que 9 es continua y que 91A = f, por tanto 9 es la extensión 
buscada. 

o 

Proposición 2.3.14. Todo retracto de un A E para e es un AE para e. 

Demostración. Sean Z un AE para e y y un retracto de Z, con retracción 
r : Z.....¡. V. Probemos que Y es un AE para C. 

Sean X E e, A cerrado en X y f : A .....¡. V continua. Consideremos 
4> = 10 f : A .....¡. Z donde 1 denota la inclusión Y e Z. Como Z es un AE 
para e, 4> t iene extensión tP : X .....¡. Z y la composición 9 = r o 1jJ : X .....¡. Y es 
la extensión buscada. 

Ya que 9(a) = ro,,(a ) = ra ~(a) = ro,of(a) = rof(a), como f(a) e Y , 
entonces r(f(a)) = f(a ), po, lo que 9(a) = f(o). O 

Proposición 2.3.15. Todo retracto de vecindad de un ANE para e es un 
ANE para C. 

Demostración. Sean Z un ANE para e y y un retracto de vecindad de z. 
Entonces existe un subespacio abierto W :::J y de Z con una retracción 
r: W .....¡. Y. Probemos que Y es un ANE para e. 

Sean X E e, A cerrado en X y f : A .....¡. Y una función cont inua. 
Consideremos 4> = t o f : .4 -t Z, donde t es la inclusión de Y en Z. 



30 CAPÍTULO 2. PROPIED.4DES 

Como Z es ANE para e, entonces existe V vecindad de A en donde rjJ 
tiene extensión 1/J : V --t Z. 

Sea U = tJ¡-L(W), que es abierto (t/J continua) y contiene a A. 
Sea 9 : U --t Y dada por 

g(x) = r[>I>(x)J 

para toda x E U . Por lo tanto 9 es continua y si a E A, entonces g(a) = 
r["'(a)J = r[~(a)[ = r [,(I(a))J = rlf (a) [ = ¡(a), pues f(a) E Y Y r es 
retracción , por lo que 9 es extensión de f sobre U. 

De lo anterior, tenemos que Y es un ANE para e o 

P r oposición 2.3.16. Todo subespacio abierto de un ANE para la clase e es 
un ANE para C. 

Demostración. Sea Y un ANE para e y W un subespacio abierto de Y. 
Probemos que \V es un ANE para C. 

Sean X E e, A un cerrado en X y f : A -t IV una función continua. 
Como Y es un ANE para e, entonces la [unción ¡P = lO f : A --t Y , donde t 

denota la inclusión W e Y , t iene extensión 1/1 : V -t Y sobre alguna vecindad 
VdeAen X. 

Sea U = TjI-I(W) en V, como U es abierto en V y V es abierto en X , 
entonces U es abierto en X y A e V. 

Por lo anterior, si definimos g: V ---+ W dada por g(x) = TjI(x) para toda 
x E V es una extensión de J en V, ya que si a E A, entonces g(a) = TjI(a) = 
rp(a) = lUía»~ = J{a), lo que prueba que 9 es extensión de J sobre V. O 

De lo anterior podemos concluir que 1 es AE para la clase de los espacios 
normales, por lo que cualquier producto 1A. es AE para la clase de los 
normales, más aun, 1 es AE para la clase de los normales, entonces 1 es 
ANE para la clase de los normales. Sabemos que (0,1) es subespacio abierto 
de 1, por lo que (0,1) es ANE para la clase de los normales, así IR. es ANE 
para la clase de los normales, y cualquier producto fin ito de IR es ANE para 
la clase de los normales. 

Teorema 2.3.17. Si un espacio contraíble Y es un A NE para e, entonces 
y es un AE para e. 

Demostración. Como Y es contraíble, existen Yo E y Y h : Y x 1 -+ Y tales 
que para toda Y E Y, se tiene que h{y, O) = Y Y h(y, 1) = Yo. 
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Sea f : A --+ Y , con A cerrado en X E C. Como Y es ANE para C, f 
tiene una extensión g : U--+ Y , U vecindad de A. 

Como X es normal 1, existe un abierto V tal que 

AcVcVcU 

y por el Lema de Urysohn existe j : X --+ I tal que j(X \ V) 
j(A) = {1}. Sea f*: X--+ Y dada por , 

f*(x) = { h[g(x), j(x)] x E V 
Yo x E X\ V 

{O} y 

f* es continua debido a la contracción h, y es claro que f* IA = f Por lo tanto 
Y es AE para C D 

El siguiente teorema, Teorema de Tietze, nos dice que el segmento I es un 
AE para la clase de los espacios normales, lo cual es un hecho muy importante, 
y además, considerando lo dicho anteriormente, cualquier potencia de I es 
AE. 

Teorema 2.3.18 (Tietze-Urysohn). El intervalo cerrado I = [O , 1] e lR 
es AE para N, la clase de todos los espacios normales. 

Demostración. Sean X un espacio normal , A e X cerrado y f : A --+ I una 
función continua. Queremos ver que A tiene la propiedad de extensión con 
respecto a I. 

Para By e cerrados disjuntos en X, consideremos la función XB ,C : X--+ 
I dada por: 

Xs,c(x) ~ { ~ si x E B 

si X E C 

cuya existencia nos garantiza el Lema de Urysohn . 
Construiremos para cada n E N, funciones continuas fn : A --+ I y 

9n : X --+l. 
Sea fo = f y supongamos que fn ya está definida, entonces, para cada 

n E N, definimos los subconjuntos cerrados de A como sigue: 

1 Recordemos que la clase C tiene espacios por lo menos normales 
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y 

Dado que A es cerrado , entonces Bn y en son cerrados en X , Y podemos 
definir la función 9n dada por, 

1 (2)" 9"(X) ~:3 :3 X8",C" (x) 

para cada x E X. 
Ahora vcamos que 

(2.3.1) 

Si x E B,,, entonces 9n(x) = O. Si x E A \ Bn, entonces tenemos que 

y 

y por lo tanto la ecuación (2.3.1 ) se cumple. 
Ahora definamos In+1 dada por fn+l (x) = /n(x) - 9n (x) para cada x E A, 

que por la ecuación (2 .3.1), tenemos que O :S 1n+I(X) :s; 1 para todo x E A. 
Como O :::; X8~,Cn (x) :s; 1, para cada. x E X > tenemos que 

(2.3.2) 

para toda x E X. Por otro lado, probaremos por inducción sobre n, que 

(2 .3.3) 

es válida para todo x E A. 
Si n = 0, entonces la ecuación (2.3.3) se cumple trivialmente, ya. que 

fo = f. Ahora supongamos que se cumple para alguna. n > o. 



2.3. RETRACTOS Y EXTENSORES 33 

De las ecuaciones (2.3.2 ) )' (2.3.3), tenemos que 

(2)" 1 (2)" f,,+,(x) ~ f"(x) - g,, (x):S :3 - :3:3 ~ 

y por lo tanto, 

~ Gr (1 -D ~ Gr m ~ 
~ Gr' 

(2)"+' O ~ 1,,+I(X):S :3 

para toda x E A. Lo que completa la prueba inductiva. 
Por la ecuación (2.3.2 ), tenemos que 

" 1[ "(2) '] O:S ~g,(x):S:3 ~:3 < 1 

es válida para toda x E X Y n 2: O. 
Por lo tanto, podemos definir para cada n, una función continua Su 

X ~ 1 dada por 
" 

S" (x) ~ I > (x) 

para toda x E X. 
De la ecuación (2.3.2) , se sigue que L 9,,(X) es uniformemente convergente 

en X. Como gn es continua para toda n, entonces límn---+ oo Sn{x) existe para 
toda x E X Y como converge uniformemente podemos defini r a la función 
continua (Ver Teorema 2.2.3) g: X , J dada por g(x) = límn ..... ooSn{X} para 
todo punto x E X. 

De la definición de fn+h se sigue que 9n(x) = ¡fI(X) - 1"'+1 {x} para todo 
punto x E .4. , por lo que 5,,(x) = f(x) - fl\+I(X), y como 11\(x) t iende a O, 
entonces 9(X) = f(x) para todo x E A. 

Lo anterior muest.ra que g es una extensión continua de 1, definida en 
_X. O 

Teorema 2.3.19 (Dugundji). Si f : A --+ L es una función continua 
definida en un subespacio cerrado A de un espacio topológico metrizable X 
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a un espacio topológico lineal localmente convexo L. Entonces J puede Sef" 

extendida a una función F : X -t L tal que F(X) está contenida en la 
envoltura convexa Conv(f( A )) de I(A). 

Demostración. Sean X un espacio metrizable, A un subespacio cerrado de 
X , L un espacio topológico Iilleal localmente conexo y f : A -t L una función 
contiuna. 

Sea U = {Ua}aEA una cubierta canóni ca de X \ A (Lema 2.1.11). Por 
el Teorema de Stone (2. 1.9), X es paracompacto y por lo tanto existe una 
partición de unidad F = {<Pa}etEA subordinada a U (Teorema 2. 1.8). 

Para cada a: E A escogemos dos puntos Xl) E Va y ao E A tales que 
d(a(lI xa} < 2d(xa, A), donde la distancia de un punto a un conjunto se 
define como d(y, E) = inf{ d(y, b)lb E B}. Podemos escoger dichos puntos ya 
que para todo E > O, hay puntos a E A tal que d(xo. , a) < d(xo. , A ) + E , por 
lo que si E = d(xo , .4), entonces podemos escoger un ao. con las propiedades 
requeridas. 

COIl lo ant.erior podemos definir una función F : X -+ L dada por 

F(x ) ~ {/ (X) 
L EA 1.(x)/(a. ) 

si x E A 

si xE X \ A 

Dicha función está bien definida ya que si x ~ A, como U es una cubierta 
canón ica, entonces existe una vecindad V de x, tal que {O:" E A IUo. n V ol 0} 
es finito. Sean O:"¡, ... , O:"n los elementos de A tales que Uo; n V =f:. 0. 

Como :F es una partición de unidad subordinada a U , entonces para 
cualquier O:" diferente de O:"í con i = 1, ... , n, se tiene que 11o(x) = O. Por 
lo tanto LoEA 11o(x)f(ao) es en realidad la suma finita L7=1110;(x)f(ao.,). 

Además como LoE A 11o(X) = 1 para todo x E X \ A, F(x) es una combinación 
convexa, por lo que F (x) está contenido en Conv(J(A». 

Sólo falta ver que F es continua. Para ello observemos que para cualquier 
x E X \ A, existe una vecindad V tal que intersecta un número finito de 
elementos de A , y para todo y E V, V es una vecindad de y que intersecta 
un número finito de elementos de A, por lo que la función F evaluada en 
el punto y, sólo depende de un número finito de índices, entonces F(y) = 

L7=1110;(x) f(a cr;) para todo y E V . Como Flv es suma y producto de 
funciones continuas, Fl v es continua, por lo que F es continua en x. 

Para ver la continuidad en puntos de A, tomemos un punto a E A, y 
una vecindad convexa U de f{a ) en L , (se puede ya que L es localementc 
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convexo, entonces para cualquier vec indad de a hay una vecindad convexa 
contenida en la primera). Como f es continua en A , entonces hay UII E > O 
tal que la imagen de la bola O = B (a,é) está contenida en U. Sea ó < fo . 
Para B (a,ó) hay una vecindad \f de a tal que cada vez que un elemento M 
de la cubierta U intersecte a V , se tiene que M e B (a, ó). 

Afirmamos que V es una vecindad de a que nos sirve para probar la 
continuidad de F , es decir que F (V ) e U. 

Sea y E V ; si y E A es claro que F(y) = f(y) E U. Si y 1- A, entonces para 
y hay ull a veci ndad H1 de y , ta l que intersecta un número fini to de elementos 
de U , Y por lo tanto y sólo está cn un número fini to de elementos de U . Como 
y E tr , cada elemento de U qu e contiene a y, digamos U(t" intersecta V , por 
lo que cada Vo, e B(a, o) . Recordemos que pa ra cada o: E A escogimos 
Xo E Vo y 0.0 , por lo tanto d(xo;, a) < o y d(xap aaJ < 2d(xo" A). 

Como d(xo, , a) < o, ent.onces d(xo" .4 ) < o, por lo tant.o d(xa" a'a,) < 20. 
En consecuencia <1(0 , 0.0 ,) < d{(t,xo,) +d(xo"a'aJ < 30 < ~ por lo que 

J( o.o ,) E V r la combinación convexa F(y) esta en V . 
De aquí se t iene que F es cont. inua en X y es extensión de f. O 

Una manera muy importante de obtener AE's a partir de ANE 's es 
por medio del cono del espacio; de esta manera, podemos demostrar o tros 
teoremas muy importantes de un a manera sencilla . 

Proposición 2.3.20. Sea K alguna de las clases M , P o N . Si Y es un 
ANE(K ), entonces Con(Y ) es un AE(K). 

Demostración. Sean X E K , A un cerrado de X y J : A --+ Con(Y) una 
función cont. inua. Sea J, la composición de J y la proyección 11", : Con(Y ) --+ 
[0, 1], es decir J, : A --+ [0,1] . Usando la normalidad de X podemos extender 
J, a una función ~ : X --+ [0, 1]. Sea U = ¡p- I« O, 1]). Afirmamos que U E 
K . En caso de que K sea la clase de los met rizables es claro. Si X E N 
(respectivamente P) entonces U es normal (resp. paracompaclo) , ya que es 
un F,,-conjunto de X. Por lo que U E K 

Sea 12 = 11"2 o ¡ lunA, donde 7r2 : (O, 1 J x y --+ y es la proyección del cono 
a Y. Como U E K , U n A es un cerrado de U y Y E AN E(K ), entonces h 
tiene una extensión F2 : V --+ X donde V es una vecindad de A n U en U. 

Sea),: V --+ 10, lJ una función cont.inua t.al que ),Iu\v = O y ),Bnu = h · 
Ahora podemos definir la función 

F(x) ~ { A(X)F2(X), 
0, 

si x E V 

si xE X \ V 
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La continuidad de F es consecuencia de la definición de la topología débil en 

cl~n O 

Los teoremas a continuación nos dicen que en realidad es lo mismo hablar 
de extensores absolutos que hablar de retractos absolutos, cuando éstos están 
en la clase dada. 

Teorema 2.3.21. Sea Y un espacio en una clase topológica débilmente he­
reditaria C. Si y es un AE (resp ANE) para la clase e, entonces Y es un 
AR (resp. ANR) para la clase C. 

Demostración. Consideremos un homeomorfismo arbitrario h : Y -t Zo de 
y a un subespacio cerrado Zo de un espacio Z en la clase C. Como Y es un 
ANE para la cl ase C, entonces la función contin ua f = h- I 

: Zo -t y tiene 
una extensión 9 : U -t Y sobre una vecindad de Zo de Z. Entonces la fu nción 
r = h o 9 : U -t Zo es una retracción y por lo tanto Y es un ANR para la 
clase e. 

De manera similar puede probarse que si Y es un AE, entonces es un 
A~ O 

Teorema 2.3.22. Sea e una de las siguientes clases: 

1. espacios normales 

2. espacios de HausdorjJ compactos 

3. espacios metnzables 

.4 . espacios metnzables separables 

5. espacios melrizables compactos 

entonces todo AR (resp. ANR) para e es un AE (resp . ANE) para e 

Demostración. La prueba de que todo AR para e es AE para e, es un caso 
particular que la que se hace a continuación, por lo que se deja a l lector dicha 
demostración. 

Sea Y un ANR para la clase C. Para probar que Y es ANE para e, 
consideremos cualquier función continua f : A ~ Y definida de un subespacio 
cerrado A de un espacio X en la clase e. Basta ver que f puede ser extendida 
sobre una vecindad U de A en X. 
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Caso 1 Supongamos que e es la clase de los espacios normales o de los 
espacios de Hausdorff compactos. 

Consideremos el espacio de adjunción Z obtenido adjuntando X a Y 
COIl la función continua f. Por la Proposición 1.2.8, Z es un espacio 
en C. Consideremos la proyección natural p : W ----+ Z de la suma 
topológica W = X + }I' en Z y sus restricciones i = ply y j = plx. 
Entonces i : }" ----+ Zo es un horneomorfismo de Y en un subespacio 
cerrado Zo de Z. 

Como },' es UlI AN R para e, entonces hay un a veci ndad V de Zo en 
Z , y una retracción r V --t Zo_ La imagen inversa U = ;-1(V) de 
] : X ----+ Z es una veci ndad de A en X . Definimos 9 : U --) Y dada por 

g(x) ~ r;-' o ,)[j(x)J 

para cada x E U. Entonces 9 es una extensión de f sobre U. 

Caso 2 Supongamos que e es la clase de los espacios metrizables o la clase 
de los espacios separables metrizables. En este caso Y es un espacio 
metrizable. Consideremos una métrica acotada para Y y el encaje 
canónico X : y -Jo L en el espacio de Banach L = C(Y) . Por el Teorema 
2.2.7, la imagen Zo = X(Y) es un cerrado en la envolt ura convexa Z de 
X(Y). Como Z es un subespacio de un espacio métrico L, entonces, Z 
es metrizable. Si e es la clase de los separables metrizables, entonces 
y es separable, y por lo tanto Z es separable. Por lo que Z está en 
la clase e. Como Y es un ANR para e, existe una \'ecindad V de Zo 
en Z junto con una retracción r V -Jo Zo. Por otro lado, sigue del 
Teorema de Dugundji 2.3.19, que la función 4J = X o f : A -Jo L tiene 
una extensión 1/J : X -Jo L, tal que t/>(X) está contenido en la envoltura 
convexa de 4J( A) e X(Y). Por lo que 1/;(X) e Z. Entonces la imagen 
inversa U = t/>-I (V ) es una vecindad de A en X. Definimos 9 : U -Jo Y 
por 

g(x) ~ x-' [r(,p(x))J 

para cada x E U. Entonces 9 es una extensión de f sobre U. 

Caso 3 Finalmente, supongamos que e es la clase de los espacios compactos 
metrizables. Como Y es un espacio metrizabte compacto, entonces 
existe un homeomorfismo h : Y -Jo Zo de Y en un subespacio cerrado 
Zo del cubo de Hilbert Z = ¡i.!, Como ¡ i.! es compacto metrizable y 
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como Y es ANR para dicha clase, entonces hay una vecindad V de Zo 
en [W junto con una retracción r : V -t Zo. Por otro lado, debido a 
que ¡W es AE para N, que la función compuesta f/;¡ = h o f : A -+ [ W, 

tiene una extensión t/J : X -+ [w. La imagen inversa U = t/J- !(V ) es 
una vecindad de A en X. Definimos 9 : U -t Y tomando 

g(x) = (h- I o r)['¡'(X)1 

para cada x E U. Entonces 9 es una extensión de f sobre U. 

o 



Capítulo 3 

U nión de Extensores 

En este capítulo presentaremos el tema central de este trabajo, y veremos 
la demos tración que dió Hu[Hn65] referente a las uniones de extensores 
cerrados .Y abiertos, y la dClnostración que dió Oyda k en [Dyd02] que es 
mucho m¡:ls corta y usa ulla técnica muy import.antc, que se puede extender, 
por medio del cono a extensores absolutos de vecindad de una manera muy 
simple. Sólo presentaremos la demostración de Hu para casos fillitos , ya que la 
demostración para el caso infinito es demasiado larga. Además , en el articulo 
[Anoo] se muestra de una manera más simple el caso finito. El método que 
usa Dydak , es el de ir construyendo funciones parciales que extienden a la 
func ión que nos interesa extender, de tal manera que puedan ser pegadas 
ent.re si para construir la función que extiende a la original. 

3 .1. Unión de Extensores Abiertos 

Propos ición 3.1 .1. Sean YI y Y2 subespacios abiertos de un espacio Y tales 
que y = YI U Y2 . Si YI Y Y2 son ANEs para e, entonces Y es ANE para e. 

Demostración. Sean X E e, A un subcspacio cerrado de X y ¡ : A --t Y una 
función continua. Queremos ver que f posee una extensión continua sobre 
una vecindad de A en X. 

El subespacio A de X , esta cubierto por los subconjuntos abiertos ¡ -I (YI ) 

y ¡ - I (Y2). El espacio X esta cubierto por los abiertos W¡ = ¡ - I(y¡) uX \A y 
W2 = ¡ - I (Y2 )UX \ A. Como X es normal entonces existen cerrados XI e WI 
y X 2 e W2 del espacio X tales que X = XI U X 2. Sean Al = XI n A 

39 
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y .42 = X z n A , por lo que A = Al n .42 y f(Ad e YI , I (A2 ) e Y2, 

f(A, n A,) e Y, n Y,. 
Como YI n Y2 es abierto de VI y de Y2 , entonces es ANE para e y como 

Al n A2 es cerrado en XI n X'2 que esta en e, entonces la func ión continua 
parcial flAlnA~ t iene una extensión 

(311) 

sobre un abierto M de XI n Xl. Como XI n X2 es normal , existe un 
abierto N de Xl n X2 tal que 

Consideremos A n Ñ , entonces tenemos que 

por lo que JVn A = Al n Az. Por lo que podemos definir una función continua 
g:NnA--tYdadapor 

g(x) ~ { ~(x), 
f(x), 

si XEÑCM 

si x E A 

Como g(ÑnA¡) e YI y YI es un ANE para e, entonces la función parcial 
gLvnAL tiene extensión h¡ : VI -+ YI sobre alguna vecindad VI de Ñ n Al en 

Xl -
De la misma manera podemos obtener una ex tensión hz : Vz -+ Y2 de 

glÑnA2 sobre una vecindad Vz de Ñ n A'2 en X'l-
Para i = 1, 2, de la normalidad de Xi , existen abiertos Qí tales que 

N U A¡ e Q¡ e Qi e V; e Xi 

Por otro lado, como (X¡ n X2 ) \ N y A son cerrados disjuntos en un espacio 
normal X , hay dos abiertos disjuntos D y E tales que 

(X, n X,) \ N e D, A e E 

Consideremos los cerrados J¡ = (QI \X2)nE y J2 = (Q2 \ X¡) nE de X. 
Entonces tenemos que JI e VI , J2 e V 2 y Jl nJ2 e N. Sean KI = J¡ uN y 

K'l = J2uÑ, entonces KI y K'lsoncerradosdeX con K¡ e V;y K¡nK'l e Ñ. 
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Como htlÑ == glÑ = h21Ñ. podemos definir una función continua h : f( --t 

Yen el subespacio J( = f(l U /(2 de X tomando 

h(x) = { h,(X), 
h,(x), 

si XEf(l 

siXEJ(2 

Entonces h es ulla extensión de f. Falta ver que [( contiene una vecindad de 
A en X. 

Consideremos G = ((Q¡ \X2)U(Q2 \ X¡j UN) nEo Entonces A e G e I<. 
Como E es abierto en X falta ver que H = (QI \ X2) U (Q2 \ Xt) U N) es 
abierto en X. Por las definiciones de N, Ql y Q2, hay abiertos Bo, 8, y B2 
tales que 

de lo clla! sigue que 

son abie rtos de X. Como N e Ql y N e Q2, tenemos que 

Por otro lado, sea x E 8 0 n 8 1 n B2. Si x E Xl n X z, tenemos que x E N. Si 
x E X \ X 2 , entonces 

x E B, n (X \ X,) = B, \ X, 

De la misma manera, si x E X \ Xl, entonces x E 8 2 \ X¡, por lo que 
BonB¡nB2 cH. 

De lo anterior tenemos que 

H = (E, \X,)u (E, \ X,)u (EonE, n E,) 

Lo que prueba que H es abierto en X . o 

Corolario 3.1.2. Si un espacio Y es unión de una colección finita de sub­
espacios abiertos donde cada uno es ,4NE para e, entonces Y es ANE para 
C. 
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Proposición 3.1.3. Sean Y¡ y Y2 dos subespacios abiertos de Y" tales que 
y = Y I U Y2 . Si YI , Y2 Y YI n Y2 son AE para la clase e, entonces Y es AE 
para la clase c. 

La prueba de esta proposición es mucho más simple que la prueba anterior, 
por lo que la hemos omitido, 

En general un subespacio cerrado de un ANE para la clase e no siempre 
es ANE para la clase C. Por ejemplo si e contiene el intervalo cerrado 1, 
entonces cada subespacio cerrado de 1 que no sea localmente conexo no es 
ANE para C. 

3.2. Unión de Extensores Cerrados 

Proposició n 3.2.1. Sean YI y Y2 subespacios cerrados de Y , tales que YI U 
1"2 = V. Si Vi n Y 2 y V son ANE para e, entonces YI y Y2 son ANE ,Jara C. 

Demostración. Basta ver que Y I es un ANE para la clase C. Para ello, sean 
X un espacio en la clase e, A un cerrado de X y f ; A --t Y, una función 
continua. Queremos ver que f tiene una extensión sobre alguna vecindad de 
A en X. 

Como Y es un ANE, la composición 4J = i o f ; A --t Y de f y la inclusión 
i : Y, --t Y tiene una extensión 4J' : U --t Y sobre algún subespacio abierto 
U vecindad de A en X. Como X es normal, existe un abierto V de X tal 
que A e Ve V e U. Sea t/J = 4J' IY' y consideremos las imágenes inversas 
E, = t/J-I( y¡) y E2 = t/J-'(Y2)' entonces E, y E2 son cerrados en V por lo 
tanto cerrados en X. Además tenemos que 

Como 8 2 es un cerrado de X , B2 esta en C. Como E, n 8 2 es cerrado en E2 

y YI n Y2 es ANE para e, entonces la restricción t/JIB,nB2 tiene extensión 

sobre un subespacio abierto N de B2 que contiene a B, n E2. Como B2 es 
normal , entonces existe un abierto M en 8 2 que satisface 

B1 n 8 2 e M e M e N e 8 2 
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Como El y A1 son cerrados en X y 

8 1 n i1 :::: Bl n /1.1 n B2 :::: Bl n B2 

podemos definir una función continua 9 : BI U /1.1 --t YI dada por 

g(x) = { ,"(X)' 
«x), 

si x E B l 

si xEAif 
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Entonces 9 es extem¡ión de f sobre El U NI. Falta ver que El U Jl1 co ntiene 
una yccindad abierta de A. Consideremos W :::: El U ,M n V. Como A e W e 
El u /1--;/ , basta ver que W es abierto en X . 

Consideremos W = (B[ n M) n V. Como A e W e B 1 n A1 , es suficiente 
probar que IV es abierto en X. 

Como BlnB';! e M y V :::: B¡ UBz tenemos que W :::: {(V\ B'l )uM)nV = 

(\f \ D,) U (M n 11) . 
Como M es abierto en B2 , existe un abierto Q de X tal quc M :::: Q n B2, 

entonces tenemos que 

MnllcQnll=Qn l/ nll 
= Q n (D, u D,) n 11 e (D, u(Qn D, )) n 11 

= (B, u M) n v = \11 

De aquí se sigue que W :::: (V \ 8 2) U (Q n V), lo cual implica que W es 
abierto en X. O 

Proposición 3.2.2. Si YI Y Y2 son subespacios cerrados de Y que es AE 
para e, tales que YI U Y2 = Y Y YI n Y2 es A E para e, entonces tanto YI com 
Y2 son A E para la clase C. 

Definición 3.2.3. Se dice que un espacio topológico es Completamente 
Normal si para cualesquiera dos subconjuntos A y B tales que ji n B = 0 y 
A n B = 0, tienen vecindades desjuntas. 

Para las siguientes proposiciones supondremos que todo espacio en la 
cl ase e es completamente normal. 

Proposición 3.2.4. Sean YI y Y2 dos subespacios cerrados de Y , donde 
y = YI U Y2 . Si YI , Y2 Y YI n Y2 son ANE para la clase C, entonces Y es 
ANE para C. 
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Demostración. Sean X un espacio ellla cl ase e, A un subespacio cerrado de 
X y f : A -t Y una [unción continua. Queremos ver que f tiene extensión 
continua sobre alguna vecindad de A. 

Consideremos las imágenes inversas A l = ¡ - ¡(YIl y .42 = ¡ - I(Y2) en A. 
Entonces Al y A2 son cerrados en A y por lo tanto en X. Sus diferencias 
A l \ A 2 Y A 2 \ Al son tales que 

((A, \ A,) n (.4, \ A, )) U ((A, \ A,) n (A, \ A,)) ~ 0 

Como X es completamente normal, existe un abierto U de X tal que 

A, \ A, e U e (¡ e X \ (A, \ A,) ~ (X \ A,) U (A, n A,) 

ahora definimos dos cerrados XI y X2 en X por 

X, ~ (¡ U (A, n A,) , X, ~ (X \ U) U (A, n A, ). 

Entonces X l n A = Al, x :z nA = A 2 y Xl U X 2 == X 
Como Yi n Y2 es ANE para mathcalC y Al n .4.2 es cerrado en X I n Xz 

que esta en e, la función parcial j lA,nAl tiene extensión 

sobre un subespacio abierto lvl de Xl n X 2 • 

El fina l de la demostración es análoga a la demostración de la Proposición 
3.1.1 a partir de ifJ en la ecuación 3.1.1. 

o 
Proposición 3.2.5. Sean ~ y Y2 subespacios cerrados de Y lales que Y = 
YI U Y2 . Si YI , Y2 Y YI n Y2 son A E para la clase e, entonces Y es A E para 
C. 

Es importante resaltar que la condición de que todo espacio en la clase 
e sea completamente normal es imprescindible. Por ejemplo, si X = [ x X, 
donde [ es el intervalo cerrado [0, 11 Y T es un cubo de Tychonoff (T = [ 0 , 

con a no numerable). Entonces los cerrados YI = 1 x {e} y Y2 = {O} x T, 
donde e denota el origen de T. Sea Y = YI U Y2 , por lo tanto YI n Y2 es un 
solo punto. Los espacios ~, Y2 Y YI n Y2 son AE para la clase N de todos 
los espacios normales, por lo tanto es AE para la clase de todos los espacios 
compactos de Hausdorff ICH. Pero YI U Y2 NO es ANE para la clase 1C1I., si lo 
fuera , entonces la identidad i : Y --t Y tendría extensión continua r : U -t Y 
sobre un abierto U de X , lo cual contradice el hecho de que YI y Y2 no tienen 
vecindades ajenas. (Y no es normal) 
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3.3. U nión de Extensores 

En esta seccion presentamos las demostraciones que aparecen en [AnooJ 
y en [Dyd02]. Que están hechas con una técnica diferente y mucho más 
eficiente. Por otro lado, estas dcmOSLradoncs son más generales, ya que no 
solamente son para el caso finito , sino para uniones arbitrarias. Es importante 
notar que dichas demostraciones son considerando extensores para un espacio 
X paracompacto, no con extensores para una clase e, por lo q ue son más 
general es, que las presentadas anteriormente. 

Teore ma 3.3.1. Sea X un espacio Paracompacto. Si Y es unión de dos 
abie1'tos, tales que Y¡ Y Y2 son ANE pam X, entonces Y es ANE para X. 

Demostración. Sea f : A -+ Y una función conti nua, donde A es un cerrado 
de X. Queremos ver que f tiene una extensión continua para una vecindad 
de A Los conj lln tos Vi = / - I(y¡) U (X \ A) Y \12 = / - 1(1"2) U (X \ A) 
forman una cubierta abierta de X. Como X es normal , entonces hay dos 
cenados XI y X 2 tales que X = XI U X 2 . Como }!"I n 1"2 es un abierto de YI 
y 1"1 es ANE para X , entonces YI n 1"2 es un ANE pa ra X. Si consideramos 
a l Con(Y¡ n Y2) es un AE para X , por lo que existe una extensión Jo : 
XI n X2 --¡. Con(YI n Y2) de la rcstricción / 1,¡n(x¡ nX2)· Podemos pegar /0 y 
JI(AnX¡) en h : An X¡ --¡. Con(Y¡). Corno Con(Y¡) es AE para X , entonces hay 
una extensión h l XI --¡. Con(Y¡) de h. Análogamente, hay una extensión 
h2 : X 2 --¡. Con(Y2 ) de h. Como hl y h2 son extensiones de h, se pueden pegar 
para formar H : X --¡. Con(Y). Como H IA = / y H - I (O) n A = 0 entonces 
V = X \ H - I(O) es una vccindad de A en X. La restricción de H lu es una 
extensión de / a U vecindad de A. O 

T eor e m a 3 .3.2. Sea X un espacio paracompacto. Supongamos que Y es un 
espacio tal que es la unión de subespacios {Ys} ,eS que tienen las siguientes 
propiedades. 

1. Cada Ys es extensor absoluto de X. 

2. Pam cualesquiera elementos s, t de S , hay un ti E S tal que, Y, U Yt e 
y •. 

Si / : A --¡. Y es una función continua de un subespacio cerrado A de X a 
Y tal que 

A = U IntAtr'(Y,)) 
,es 
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entonces, f se puede extender a una función continua sobre todo X . 

Demostración. Definimos para cada s E S, el abierto Us = (X \ A) U 

IntA(f - 1(Y.s)). Como X= UsES U5 y X es paracompacto, entonces existe una 
partición de unidad localmente finita {gs}sEs tal que g_;- 1(0, 1] C Us para cada 
s E S, cada vecindad Us contiene al soporte de la correspondiente función 
g5 .Para cada subconjunto finito T de S definimos Br = {x E Xlgs(x) > 
O, para todos ET}. Queremos construir por inducción elementos a(T) de S 
y funciones fr : Br --+ Ya(T) de tal manera en que se cumplan las siguientes 
condiciones , 

l. Ya(F) C Ya(T) para cada F C T 

2. frlsF = ÍF para cada Fe T 

3. frlAnBr = f IAnBr 

Para los subconjuntos de un sólo elemento, T = { s }. Notemos que Bs = 
g_;- 1 (1) 1 para cadas E S. 

Es importante notar que cada Br puede ser expresado, como Br = 

íltES\ T g¡- 1(0) , por lo que claramente cada Br es un cerrado de X. {Bs}sES 
es una familia discreta y f (A n Bs) e Ys para cadas E S. Entonces podemos 
extender cada flAnB, a Ís : Bs--+ Y.s y definir a(s) =s. 

Ahora supongamos que fr y a(T) ya están definidos para todos los 
subconjuntos con menos de n + 1 elementos de S. Queremos construir a 
fr y a(T) para T con exactamente n + 1 elementos de S. 

Dado T con exactamente n + 1 elementos de S, sea s E S tal que Ys 
contenga a todos los Ya(F) para todo F subconjunto propio de T. Sea a(T) = 
s, entonces todas las funciones fF donde F es subconjunto propio de T, 
pueden ser pegadas y producir una función h de un cerrado B de Br, con 
valores en Y.s y extendiendo a f en A n B. 

Como J(A n Br) e Y5 , h se puede extender sobre Br , ya que Bes un 
cerrado de Br, y Br es un cerrado de X, entonces la extensión buscada puede 
darse para todo X y luego restringir a Br, produciendo fr : Bt --+ }(ar) con 
las propiedades pedidas. 

Ahora como Br n B F = BrnF todas las fr pueden ser pegadas para 
producir la función ft : X --+ Y que extiende a f. Cualquier punto x E X, 
tiene una vecindad U que intersecta sólamente un número finito de g-1(0, 1], 

1Ya que 9s es partición de unidad, g_;- 1 (1) implica que 9t(x) =O para todo t =f. s 
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lo que significa que hay un subconjunto finito T de S tal que U e ETo como 
f' IBT es continua, entonces f 1lu también lo es. O 

Corolario 3.3.3, Sea X un espacio paracompacto. Supongamos que Y es un 
espacio de Hausd01iJ, unión de una fam ilia de subespacios {Y&}&ES con las 
siguientes propiedades, 

1. Cada }I', es extensor absoluto de vecindad de X. 

2. Para cualesquiera dos elementos s y t de S, hay un !t en S tal que 
Y$ u }~ e Y". 

Si f A -+ Y es una función continua de un cerrado A de X a Y , tal que 
A = U sEs l nlA(J-I(Ys)), entonces f se puede extender sobre una vecindad 
de A en X 

DemoslmciÓ1l. Sea Z = Con(Y) eOIl \'ért.ice v y Z$ = Con(Y,) para cada 
s E S . Entonces, f considerado como ulla función conti nua de A a Z satisface 
las hipótesis del teorema anterior, y tiene extensión continua sobre X . Sea 
9: X -+ Z una extensión de J sobre X y sea U = g- I(Z\ {v} ). Entonces 
hay una ret racción r : Z \ {v} --) Y , lo cual significa que la composición de 
glu y r produce una extensión JI : U --) Y de f. O 
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Capítulo 4 

Complejos Simpliciales 

4.1. Complejos simpliciales con la topología 
CW 

Definición 4.1.1. Un complejo simplicial abstracto es un conjunto \1 , junto 
con una colección K de subconjuntos finitos S;; \f tales que 

1. ParacadavEV,{v}Ef{. 

2. Si S E f( Y S' ;; S entonces S' E K. 

A los elementos v de V se les llama vértices y a los elementos S de [{ 
simplejos. Si S = {vo , ... , vn}, entonces dim S = n. UIl subcomplejo /1,1/ de f{ 

es un complejo cuyo conjunto de vértices W ~ V Y cada simplejo de M es 
simplejo de J(. 

Con cada complejo simpticial abstracto (V, K) se asocia un complejo 
simplicial geométrico denotado por [( como sigue: 

Se encaja V en un espacio vectorial real L como un conjunto en posición 
general, es decir, de tal manera en que para cada n + 1 puntos vo, .. " Un E 
V ;; L los vectores VI - VD, ... , Vn - Vo sean linealmente independientes. Se 
le da a V , un orden parcial ta l que para lodo subconjunto S ~ V con 
S E K , esté totalmente ordenado. Para todo n-simplejo abstracto ordenado 
S = (vo, ... , v,!) se define una función cominua f/>s del n-simplejo estándard 
Ó,n = {t E JRn+1 : ti 2:: 0,2:7=0 ti = 1} en L por la fórmula 

" 
f/>s(t) = L t¡v¡ 

¡=o 

49 
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Se denotará cada (P?S( ó'n) ~ L por S y se llamará n-simplejo cerrado de g, 
El correspondiente n-simplejo abierto es el subconjunto IPs(¿n), donde 

" 
¿" = {t E R"+' , ti > O, I> = 1} 

i=O 

A cada n-simplejo cerrado S ~ L se le dá la topología de tal manera en que 
'Ps : Ó. -+ S sea homeomorfismo. El portador 11<1 de un simplejo simplicial 
J( es el espacio X = 1/(1 = USEKS con la topología débil, es decir , un 
conjunto U e 1/<1 es abierto (ccrrado) si y sólo si Un $ es abierto (cerrado) 
en S para todo simplejo S E J( . A ésta topología se le tlama Topología C w. 
Claramente, el portador IM I de cada subcomplejo M es un cerrado de IK I. 

La colección de todos los simplejos S E K de dimensión menor o igual 
a n, forma un subcomplejo de 1< llamado el n-esqueleto J(" de K. Si X n = 
IKn¡, entonces X O ~ Xl ~ ... ~ X y X = u X'I. Los n-sim plejos S son 
componentes de X n \ X n - l y los simplejos cerrados S son sus cerraduras. 
X O = V Y es discreto. 

Cada espacio Hausdorff X, que es portador de un complejo simplicial se 
ll ama CW-espacio simplicial. 

Nota 4.1.2. Sea X = 1/(1 un CW-complejo simplicial. Una función f: X ~ Y 
es continua si y sólo si la función f ls es continua para todo simplejo S E [( 

Lema 4.1.3. Sea X = 1/(1 un complejo simplicial y Z un espacio topológico. 
Una función f : X x 1 ~ Z es continua si y s610 si f ISx 1 es continua para 
todo simplejo S E /(. 

Lema 4.1.4. Sea X = U'EA X o un espacio topológico cuya topología es débil 
con respecto a X o OEA ' Sea Y un espacio localmente compacto y Z un espacio 
topológico. Si una función f : X x Y ~ Z tiene la propiedad de que flx" xY 

es continua para cada O' E A, entonces f es continua. 

Demostración. Sea (xo, Yo) E X x Y, Zo = f(xo , Yo) Y sea W una vecindad de 
Zo en Z . Como fl{ :z:o) xY es continua, existe una veci ndad compacta Yo de Yo 
en y tal que f({xo} x Yo) ~ W. Sea U ~ X el conjunto de todos los puntos 
x E X tales que J({x} x Yo} <:; W. 

Claramente Xo E U y f(U x Yo ) ~ W. 
Es suficiente ver que U es abierto en X) es decir que Uo = U n Xl'> es 

abierto en X o' Si x E Vo' entonces f({x} x Yo) ~ W. Como fo = f lx"x Yo 
es continua, f;I(W ) es abierto en Xo x Yo , que contiene a {x} x Yo. Por lo 
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tanto, existe1una vecindad Ve .. de x en Xa tal que Va x Y0 e J; 1(W), es decir 
](Va x Yo) <;;; W. Por lo tanto Va <;;; Un Xa = Ua' lo cual prueba que x es 
un punto interior de Ua con respecto a Xa. Entonces Ua es un abierto de 
~· o 

4.2. Complejos simpliciales con la topología 
métrica 

A un simplejo abierto S con vértices v0 , ... , Vn lo denotaremos por S =< 
v0 , ... , Vn > y su cerradura por S = [v0 , ... , vnl· Para todo punto x E< 

va, ... , Vn > hay un sólo punto t = (to, ... , tn) E 6.n tal que <fl {vo, ... ,vn } (t) = 
x . Notemos que x = L~=O t;v¡ E L. A los t¡, i = O, ... , n los llamaremos 
coordenadas baricéntricas de x. Además t¡ > O para i = O, ... , n . 

Defin amos ahora para cada v E V una función Av : X ---+ [O, 1] como 
sigue: Av; (x) = t;, i = O, .. , n como la i-ésima coordenada baricéntrica de x. 
Si x E< v0 , . .. , v11 >, Av(x) = O para cualquier otra v E V\ { v0 , ... , v11 } . La 
estrella St(x, K) = {x E X : Av(x) > O} es la unión de todos los simplejos 
que tienen a v como vértice. 

Nota 4.2.1. Las coordenadas baricéntricas Av, son continuas con respecto a 
la topología CW, ya que la función Av i[vo, ,vn] es continua para todo simplejo 
S = { Vo, ... , Vn} E K. 

Ahora definimos una métricaen X = IKI por la fórmula: 

d(x, y)= L i>-v(x) - Av(Y)I (4 .2.1) 
vEV 

Denotaremos al espacio X con la métrica dada, como Xm y a el espacio X 
con la topología CW, como Xcw · 

Nota 4.2.2. Como IAv(x) - >-v(Y)I :S: d(x, y), las coordenadas baricéntricas y 
las funciones Av : Xm ---+ [O , 1] , son continuas. 

Teorema 4.2.3. Sea Y un espacio topológico. Una función J : Y ---+ Xm es 
continua si y sólo si las funciones Av o J : Y---+ [O , 1] son continuas para cada 
vértice. 

1Sean X espacio topológico, A e X , Z compacto y U vecindad de Ax Zen X x Z. 
Entonces existe una vecindad V de A en X, tal que V x Z C U 



-

52 CA PÍTULO 4. COMPLEJOS SIMPLICIALES 

Demostración. Si Av o f son continuas, entonces todos los conj untos de la 
forma 

{y E Y . I(A,¡)(y) - (A,¡)(yo)) < 6 

para todo J > 0, son vecindades abiertas de Yo E Y . 
Por lo tanto la. continuidad de f en Yo es consecuenci a del siguiente lema. 

Lema 4.2 .4. Sean Xo E< Vo , , .. , Vn >E J( Y é > O. Si 

y 

entonces 

6< < 
2(n + 1) 

d(x , IO) < é 

Demostración. Notemos que >',,(xo) = O para v f- Vo , . . , Vn, entonces 

" 
2:>,,(xo) ~ 1 
; : 0 

po, (4. 2.1), (4 .2.2) Y (4.2.4) se obtiene 

" 

O 

(4.2.2) 

(4.2.3) 

(4.2.4) 

d(x,xo) ~ ¿; IA,,(x) - A,,(xo)1 + ¿; A,(x) < (n + 1)6 + ¿; A,(x) 
v;<:vo •... ,Vn V#II(I, . . ,tI" 

(4.2.5) 
sin embargo, por (4.2.2) 

" " 
¿; A,(x) ~ 1- ¿; A,,(x) < 1+ ¿;(6 - A,,(xo)) ~ (n + 1)6 (4.2.6) 

v;:ttIQ, ... ,v" ¡",O ,=0 

en consecuencia, por (4. 2.5), (4.2.6) Y (4 .2.3), 

d(x, xo) < 2(n + 1)6 < < 

o 
Corolario 4.2.5. La función identidad X CiV -+ X m es continua 
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Demostración. Por la nota 4.2.2 tenemos que Aui = Av Y por lo tanto es 
cont inua. O 

Definición 4.2 .6. Decimos que [{ es localmente finito si para cada vért ice 
v E V, éste pertenece a lo más a un número finito de simplejos en I< . 

Para los complejos localmente finitos 1< , el espacio X C IV es localmente 
compacto, ya que St(v,1<) es una vecindad compacta para cualquier x E 
St(x, J<). En este caso i : XCIV -+ X m es un homeomorfismo. 

Ejemplo 4 .2.7. Sea V = {vo, o •• } E f( puntos distintos. Sean los simplejos 
de dimens ión 1 dados por {vo, Vi } para i = 1,2, o •• y sea j( = J(l. Entonces la 
func ión identidad de X m -+ XCII' no es continua, ya que si x" = "~ l Vo+ 11~1 v" 
para toda n E N, entonces {Xn}nEN --+ Vo en Xm , pero no en XCIV . pues {x,,} 
es ccrrado en X ClI' que no contiene a vo, por 10 que i . X CIV --t X", no es 
homeomorfismo. 

Adc¡wis , X CII" !lO es Illctrizablc porquc en el punto 1)0 no tiene Ulla base 
Ilulllerable. Ya que si V¡, V'l, ... es cua lquier succs ión dc vecindades de vo, se 
puede elegir una \'ecindad \1; de Vo en [vo, v,J de tal manera en que exista un 
punto Xi E (lvo, vd n Ud \ \1;. Entonces V = UiEN V¡ es un abierto en XCIV y 
Xi E U¡ \ V¡ i- 0 para todo i E N. Por lo tanto {U¡} no es base local de vo . 

4.3. Los complejos simpliciales métricos son 
ANR's 

Definición 4.3.1. Decimos que un complejo simplicial I< es completo, si 
cada subconjunto finito de vértices de f( es un sim plejo en I<. 

Teorema 4.3.2. Si f( es un complejo simplicial completo, entonces su por­
tador X = 1I<lm es un A R. 

Demostración. Por el teorema de Dugundji es suficiente encajar a X como 
un subconjunto convexo en un espacio vectorial normado L. Tomemos por L 
al espacio f¡(V) = {f: V --t IR: LVEV 1/(11)1 < oc}. Con norma definida por 

II!II ~ I: 1!(v)1 
"v 

Sea <1> : X --t f¡(V) dada por 

(<P(x))(v) ~ ),,(x) x E X,v E V 



54 CAPÍTULO 4. COMPLEJOS SIMPLICIALES 

Entonces 

1I<I>(x) - <I>(y)11 = ¿ I""(x) - ""(y)1 = d(x, y) 
"E V 

Por lo que <l> es un encaje isométrico de X. 
Para mostlar el conjunto 4> (X ) es convexo en f¡(V ), consideremos dos 

puntos x, y E X Y ¡J., v ~ 0, con Jt + v = l . Tenemos que mostrar un punto 
z E X tal que 

,,<I> (x) + v<l>(y) = <1> (,) (431 ) 

Notemos que 

,,""(x) + v""(y) 2: 0, v E V (4.3.2) 

y 

¿ (¡,""(x) + v""(y)) =" + v = 1 
vE\' 

Adem ás, 11A v(X) + v'\v(y) = O para todo v E \1 excepto para Vo, " ' , Vil ' 
Como 1( es completo dichos vértices forman un sim plejo en I< . Por lo que se 
puede interpretar los números en (4.3.2) para v = Vo , ... , Vn como coordenadas 
baricéntricas de un punto z E X , es decir 

""( z ) = ,,""(x) + v"" (y) , v E V (4.3.3) 

Claramente 
(<I>(z))( v) = ""(,) (4 .3.4) 

como además 

(,,<I> (x) + v<l>(y))(v) = ,,""(x) + v""(y) (4 .3.5) 

Las ecuaciones (4.3.3) , (4.3.4) Y (4 .3.5) implican (4 .3.1 ). Que quiere decir que 
X es convexo. O 

Por lo anterior, sabemos que cualquier complejo simplicial completo métrico 
es un AR, sin embargo queremos generalizar el resultado anterior, obteniendo 
que cualquier complejo simplicial métrico es un ANR. Para ello, necesitamos 
el siguiente lema, 

Lema 4.3.3. Si L es un subcomplejo de un complejo simplicial K, entonces 
la métrica dL en ILI es la restricción de la métrica dK a ILI x ILI. Por lo 
tanto ILlm es un subespacio de IKlm. 



O. LOS COMPLEJOS SIMPUCHLES MÉTR ICOS SON ANR'S 55 

Demoslmción. Sea V el conjunto de los vértices de f{ y V' <; V el conj unto de 
vért ices de L . Si x E< VO"", Un >E L , entonces sus coordenadas baricéntricas 
Av; (X) son las mismas eDil respecto a L que con J(. Todas las demás son en 
ambos casos Q. Entonces para v E V' , ),~ = ).~ h L I ' Más aún, si x E ILI, 
entonces >.:;(x) = O para v E V \ V', Por lo que para dos puntos x,y E ILI, 

o 
Le m a 4 .3.4. Todo complejo simplicial L es subcomplejo de un complejo 
simplicia[ completo J( . 

Demostr"ación. Sea V el conjunto de vértices de L. Sea J( el complejo si m­
plicial abstracto tal que V es su conjunto de vértices, y cada subconjunto 
fillito de \ . es un simplejo S de f{ Claramente, J< es I.:olllpleto y L es UIl 
subcomplejo de IC O 

Teo rema 4.3.5. Todo complejo simplicial con la topología métrica es un 
A NR. 

Demostración. Por el Lema 4.3.4 cualquier com plejo simplicial L puede ser 
considerad o un subcomplejo de un com plejo simplicial completo K. Por el 
Lema 4.3.4 Y = ILlm es un subespacio de X = IKlm. 

Por el Teorema 4.3.lO, que veremos a continuación, Y es un retracto de 
vecindad de X y por el Teorema 4.3 .2, X es un AR. Como un retracto de 
vecindad de un AR es además ANR, en tonces Y E AN R. O 

Defini ción 4.3.6. Llamaremos a un subcomplejo L ~ K completo, si se 
tiene que siempre que < Vo, ... , Vn >E K Y los vértices vo, .. . , Un E L, entonces 
< vo, . . ,vn >E L. 

Lema 4.3.7. Sea L ~ K un subcomplejo completo de K. Entonces Y = ILI 
es un retracto de vecindad de X = IKlm· 
Demostración. Tenemos que mostrar que Y es un retracto de su veci ndad 
U = U VE /,O St( v, K ), donde LO denota al conjunto de los vért ices de L. 
Defini mos una retracción r : U --t Y como sigue 

.\,r(x) ~ '" ), ( ) 
w vELO v X 

.\,(x) 
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Por la definición de U para cada x E U existe a l menos un v E LO tal 
que )'v(x) > O. Por lo que ¿ veLo >'v(x) > O Y por lo tanto, Avr(X) está bien 
defin ida. 

Si < VO'''',V¡,Vi+I, ... ,Vn >E J( es el portador de x E V, entonces por 
definición de U al menos un vértice pertenece a LO> por lo que ¿ vE/,O Av{X) > 
O. Sea i ~ 1 tal que vo, ... , Vi E LO Y Vi+h ... , Vn E /(0 \ LO. Entonces .\vo(x) > 
O, ... , >'\1; (x) > O Y >'v(x) ::= O para todos los otros v E LO, Por lo que 

Además < Vo, ... , Vi >E L, Y vemos que el punto r(x) E< vo, ... , Vi >~ ILI 
está bien definida. Si x E ILI, entonces i = n y >'\I(x) ::= O para v '" vo, ... , Un 

y ¿vELo Av(X) ::= ¿vEKO >'Ax) ::= 1. Entonces '>'vr(x) = >'v(x) para v E 
{vo, ... , Vn } y >'vr{x) = O para v E LO \ {VOl ... , vn }. Entonces r(x) = x. 

Para probar la continuidad de r (por el Teorema 4.2.3) basta probar la 
conti nuidad de la función <p : U -t [0, 11 dada por 

~(x) ~ L A"(X), x E U. 
ve~Q 

Para x, y E U tenemos 

lo que muestra que <p es continua. o 
Para reducir el caso general con cualquier subcom plejo L ;; K al caso de 

un subcomplejo completo, debemos usar subdivisiones baricéntricas. 

Definición 4.3.8. A cada complejo simplicial abstracto asociamos un nuevo 
complejo K' , que llamaremos la subdivisión baricéntrica de K. Los vértices 
de W son todos los simplejos S E K Y los simplejos de W son todas las 
colecciones finitas {So, ... , Sn} de simplejos de K tales que forman una cadena, 
es decir So .::s S! ~ ... .::s Sn . Si K se realiza geométricamente en un espacio 
vectorial L , entonces se obtiene la realización de K' en L , realizando S = 
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{ VOl ''', v,, } como el baricentro Ws = ((n~l)) L;~o Vi E L. Se puede demostrar 
que 1/('1 = 11<1 y que cada simplejo de /( ' esta contenido en un simplejo de 
K , entonces tenemos una subdivisión. 

Lema 4.3.9 . Sea L ~ J( un subcompiejo de 1(. Entonces L' ~ /(' es un 
subcomplejo completo . 

Demostración. Sean So, ... , S" vértices de V , es decir, So, .,., S" E L. Si estos 
vértices son un simplejo en l(l, entonces, podemos suponer que So ~ SI ~ 
... ~ Su . Lo cual significa que So, ... , S" es un simplejo en U. O 

Teorema 4.3.10. Sea J( un complejo simplicial y sea X = Il< lm " Para cada 
subcomplejo L <; f( , el sltbespacio Y = I L I es un retracto de vecindad de X. 

Demostración. Sea K un complejo simplicial y L <; K un subcomplejo. Por 
el Lema 4.3.9, L' es un subcom plejo completo de 1('. Por el Lema '1. 3. 7, IL'I 
es un retracto de \·ecindad de 1f{'ld' (el subíndice d' o d significa que a 11('1 
se le di la topología métrica inducida por d' o d respectivamente). Como 
ILI = IL'I , y 1f{1 :::: If{II y por el Teorema 4.3.12 que mencionamos en la 
siguiente sección, 1f{'ld' :::: IK ld. Entonces ILI es un retracto de vecindad de 
IKk O 
Nota 4.3.11 . El Teorema. 4.3 .12 se demuestra fác ilmente en el caso en que J( 

es un complejo localmente finito. Entonces 1f{ lcLV = 1f{'lclV y por la nota 
4.2.6, IKld ~ IKlcw, 11('1" ~ IK'lcw. 

Para completar la prueba del Teorema 4.3.10 es necesario el siguiente 
resultado. 

Teorema 4.3.12. Sean J( un complejo simplicial y K' su subdivisión bari­
céntrica . Sean d y J ' las métricas inducidas en IKI = IK' I. Entonces d y d' 
son equivalentes topológicamente. 

La prueba de este teorema puede encontrarse en [MS82], el mismo teorema 
con respecto a la topología CW tambien tiene lugar, y puede encontrarse en 
[MS82[. 
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Conclusiones 

En esta tesis se presenta una introducción al tema referente a Extensores 
Absolutos en sus diferentes variantes y en especial a su comportamiento con 
respecto a las uniones, de tal manera que quién desee tener un conocimiento 
en general del tema , pueda estudiarlo tomando como base este trabajo ya que 
no supone un conocimiento profundo del tema . Únicamente se req uieren bases 
de LOpologíagencral para poder seguirlo. A finalizar la lectura , el lector puede 
dirigirse a otras fuentes relacionadas , conociendo los elementos necesarios 
para ulla lectura más avanzada. 

En cada una de las demostraciones, se llevaron a cabo algunas técnicas 
importantes que pueden ser generalizadas con hipótesis extras, considerando 
acciones de grupos en espacios topológicos. 

En este campo, se puede generalizar la teoría que se ha visto en esta tesis, 
de tal manera que permite plantear problemas o preguntas aún abiertas en 
la matemática moderna. 

Es interesante resaltar que la técnica presentada sigue funcionando con 
pocas modificaciones en el campo mencionado, por lo que este trabajo es de 
utilidad para quienes, con algún conocimiento de topología, tenga una idea 
cercana de los métodos de t rabajo en este campo. 

Con respecto a las aplicaciones que este trabajo presenta, se establece que 
los CW complejos son ANE's. Como se menciona en la introdución, dichos 
espacios son importantes para algun as ramas de la matemática. 
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