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Introduccion

En esta tesis se presentan algunos temas bésicos de topologia para poder
entender el tema central de la misma, sin embargo se requiere un conocimiento
previo de bases de topologia para poder seguirlo completamente, yva que no
pretende ser un libro de topologia general.

En general, se presentan alguno aspectos de la teoria de retractos iniciada
por K. Borsuk, en 1931. La idea general de la tesis es presentar los espacios
topoldgicos que tienen la cualidad de que cualquier funcién continua definida
en un subconjunto cerrado de un espacio de cierta clase, pueda extenderse a
todo el espacio, o solo a una vecindad.

Dichos espacios, dependiendo de la propiedad que tengan, seran llamados
como AE de Absolute Extensor y ANE de Absolute Neighborhood Extensor.
Ademés, muy relacionada con estas porpiedades, se encuentra la propiedad
de retraccién que se refiere a que si hay un encaje del espacio, como un
cerrado, dentro de otro en cierta clase de espacios, generalmente metrizables,
entonces existe una retraccién. A dicha propiedad se le conoce como AR de
Absolute Retract o ANR de Absolute Neihborhood retract.

Mas adelante, se ve que los dos conceptos coinciden en la clase de los
espacios metrizables, es decir si un espacio es extensor absoluto (AE) y
metrizable, entonces es retracto absoluto (AR).

Se verd que, el producto topoldgico preserva esta propiedad, y el tema
central de la tesis es, estudiar cuando las uniones de espacios con la propiedad,
la preservan. En el libro de Tze Hu [Hu65] presentan demostraciones de que
la unién finita de cerrados que tengan la propiedad, la preserva; asi mismo, la
unién finita de abiertos que poseean la propiedad, la preserva. Sin embargo
dichas demostracidnes, son bastante largas tanto en los casos finitos como
arbitrarios. En este trabajo aparecen tanto esas demostraciones en caso finito,
como la demostracién que di6 S. Antonyan en [Anoo] para la unién finita de
extensores. Por otro lado, usando ésta, se puede obtener una demostracién
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VIII INTRODUCCION

para generalizar a uniones infintitas de extensores, ver [An02] y [Dyd02].

Como aplicacién, veremos que los complejos simpliciales con la topologia
métrica son un ejemplo de ANR’s y como son métricos, entonces son un
ejemplo de ANE’s. Los complejos CW son una clase de espacios que pueden
obtenerse a partir de uniones o de adjunciones a partir de espacios muy
simples como son los D" o bien discos rellenos en R".

La clase de espacios de complejos simpliciales es una clase de espacios muy
importante en las matamadticas, ya que son relativamente simples de trabajar,
sin embargo pueden ser usados para aproximar espacios mas complejos de
diversas maneras, que son utilizadas con frecuencia en Topologia Algebraica
y pueden consultarse en algin texto relacionado con el tema.

Por otro lado, en las citadas demostraciones de las uniones, se utiliza el
cono de un espacio, el cual es muy til, ya que se demuestra que si el espacio
es ANE, entonces su cono resulta ser AE, lo cual permite extender funciones
a todo el espacio.

Caber remarcar que en las demostraciones de uniones de extensores,
aparecen extensores absolutos para un clase, en vez de extesores absolutos
para un espacio, lo cual quiere decir, que dichos teoremas son mas fuertes,
ya que el tenerlos para espacios es mejor, ya que hay mas extensores para un
espacio que extensores para toda una clase. Es decir, un extensor absoluto
para una clase de espacios, es extensor absoluto para todos los espacios en la
clase, mientras que un extensor absoluto para un espacio no necesariamente
es extensor para otros espacios de la misma clase. Por lo tanto, si el teorema
vale para los extensores de un espacio, en particular sirve para cada extensor
que es extensor para todos los espacios dentro de una clase.

En el transcurso de la tesis, se va a considerar, a los axiomas de separacion,
regular, completamente regular y normal como T1 y la propiedad que los
caracteriza, y utilizaremos de manera indistinta el nombre, como el nimero.
Por otro lado, a menos que se indique lo contrario, en casi todos los casos,
se usaran por lo menos espacios de Hausdorff, en especial cuando se trate de
espacios compactos.



Simbologia

» C para una clase débilmente hereditaria de espacios topoldgicos.

‘H para la clase de los espacios de Hausdorff.

K para la clase de los espacios compactos.

M para la clase de los espacios metrizables.

P para la clase de los espacios paracompactos.

N para la clase de los espacios normales.

» AFE para los extensores absolutos para la clase de los metrizables.
» AF(C) para los extensores absolutos para la clase C.

= ANE para los extensores absolutos de vecindad para la clase de los
espacios metrizables.

» ANE(C) para los extensores absolutos de vecindad para la clase C.
= AR para los retractos absolutos en la clase de los metrizables.

= ANR para los retractos absolutos de vecindad en la clase de los
metrizables.

= R para el conjunto de los nimeros reales, con la topologia usual.
= N para el conjunto de los niimeros naturales.
» [ para el intervalo [0, 1] con la topologia inducida de R.

= X UY para la unién disjunta de X con Y.

IX



INTRODUCCION

» X U;Y para la operacién de adjuncién entre los espacios X y Y, junto
con la funcién continua f : A — Y, donde A es un subconjunto cerrado
de X.

» Con(X) para el Cono de X, con la topologia débil.

= \ como la diferencia de conjuntos.

» C(X,Y) como el conjunto de las funciones continuas de X a Y.

s C(X) como el conjunto de las funciones continuas de X a R.

= C*(X) como el conjunto de las funciones continuas acotadas de X a R.

» Conv(A) como la envoltura convexa de A, es decir Conv(A) = {z €
X|lz=3r, 0ai,) -0 =1, a; € A}.

» Supp(f) como el soporte de la funcién f.



Capitulo 1

Conceptos Generales

Con el objeto de que este trabajo sea autocontenido, en esta seccion damos
las definiciones necesarias para desarrollar el tema central. Es importante
enfatizar que sélo se introducen las definiciones, teoremas y proposiciones
necesarias e importantes para que el lector tenga a la vista el material
indispensable, sin que sea necesario un conocimiento profundo en el tema.

Para una mayor profundidad, se pueden consultar los siguientes textos
[Eng89, Mun02, Dug66, GMT88|

1.1. Definiciones

Las definiciones que daremos a continuacién son acerca de cubiertas de
espacios y paracompacidad, que serdan necesarias para desarrollar el tema
principal, ya que la mayoria de los espacios que vamos a considerar seran al

menos paracompactos.

Es importante notar, que de aqui en adelante, todas las vecindades seran
vecindades abiertas a menos que se especifique lo contrario.

Como la nocién de paracompacidad se relaciona con cubiertas, debemos
introducir los siguientes conceptos.

Definicién 1.1.1. Un espacio X es localmente conezxo en el punto x € X si
para cada vecindad U de z, existe una vecindad V C U de z, tal que V es
conexa.

Definicién 1.1.2. Un espacio es localmente conezo si es localmente conexo
en z en todo punto = de X.
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Definicién 1.1.3. Una familia de subconjuntos {U,}ac4 de un espacio to-
polégico X se llama cubierta de X si X = [J,c 4 Ua-

Definicion 1.1.4. Una cubierta es abierta si todo elemento de la familia es
abierto.

Definicién 1.1.5. Una subcubierta {V,}aca de una cubierta {Ug}gep de un
espacio topoldgico X, es una familia tal que A C B y ademas, UaEA = X.
Es decir que la subcubierta esta formada de algunos elementos de la cubierta
original.

Definicién 1.1.6. Una familia de subconjuntos V = {V;};es es refinamiento
de U = {Ua}aca si para cada s € S hay un a € A tal que V; C U,.

En este caso decimos que V refina a Y. Ademas el hecho de que V refine
a U no quiere decir que V cubra a X, sin embargo, en este trabajo siempre
nos referiremos a refinamiento como una cubierta que refine a otra. Decimos
que V es un refinamiento abierto si cada elemento de V es abierto en X.

Definicién 1.1.7. Una familia de subconjuntos U4 de X se dice que es
localmente finita si para cada punto = en X, existe una vecindad V de z, tal
que V intersecta a lo mds a un nimero finito de elementos de U.

Definicién 1.1.8. Una familia de subconjuntos {A;}scs de un espacio to-
polégico X es discreta, si para cada punto z € X existe una vecindad U, tal
que el conjunto {s € S|U, N A; # 0} consta a lo més de un solo elemento.

Es importante notar que en la definicién de familia localmente finita y
familia discreta, no se pide nada para la familia de subconjuntos, es decir que
cada elemento puede ser abierto, cerrado o ninguno de los dos. Tampoco se
pide que la familia sea cubierta de X.

Definicién 1.1.9. Un espacio topolégico X se llama compacto, si toda
cubierta abierta, posee una subcubierta finita.

Definicién 1.1.10. Un espacio topolégico X se llama paracompacto si es de
Hausdorff y toda cubierta abierta tiene un refinamiento abierto localmente
finito que cubre X.

Podemos notar que, normalmente, se considera que un espacio compacto
es de Hausdorff para poder obtener teoremas conocidos importantes. Sin
hacer la aclaracién de que el espacio sea de Hausdorff. En muchos textos, se
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considera como parte de la definicién de compacidad, requerir que el espacio
sea de Hausdorff. Si el espacio es de Hausdorff, podemos notar que el concepto
de paracompacidad es mas débil que el de compacidad, ya que si un espacio
es compacto, para cada cubierta abierta se tiene una subcubierta finita, la
cual es un refinamiento localmente finito.

Definicién 1.1.11. Sea X un conjunto y f : X — R una funcién. Definimos
al soporte de f como

Supp(f) ={r e X

f(z) # 0}

Definicion 1.1.12. Sea X un espacio topologico. Una familia de funciones
fs: X — I, donde I = [0, 1], se llama particidn de unidad si {Supp(fs)}ses
es localmente finito, y ) ¢ fi(z) = 1 para todo z € X.

De la definicién anterior surgen preguntas como si la suma esta bien
definida. Esto se debe a que la familia de soportes es localmente finito, lo
cual quiere decir que para todo punto hay una vecindad de él tal que sélo un
nimero finito de soportes la intersectan. Esto implica que para cada z € X
s6lo un nimero finito de valores f;(x) son mayores que 0 en z, por lo que en
realidad la suma es finita, y por eso esta bien definida.

Definicién 1.1.13. Decimos que una particion de unidad {fs}scs estd su-
bordinada a una familia de subconjuntos {A;}ses de X si para cada s € S,

Supp(fs) C As.

Otra nocién importante para el estudio de los espacios paracompactos,
y en particular que nos ayudard para probar algunos teoremas importantes
para el tema central, es la de cubierta candnica.

Definicién 1.1.14. Sea X un espacio topoldgico y A un subespacio cerrado
de X. Una cubierta abierta v de X \ A se llama cubierta candnica de X \ A
si y solo si:

1. La familia v es localmente finita, es decir, para cada punto z de X \
A, z tiene una vecindad que intersecta a lo mas un nimero finito de
elementos de 7.

2. Toda vecindad de cualquier punto frontera de A en X contiene un
numero infinito de elementos de 7.
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3. Para toda vecindad V en X de un punto a € A, hay una vecindad W
en X de a contenida en V' tal que todo abierto U € 7 que intersecta a
W esta contenida en V.

Definicién 1.1.15. Sean X y Y espacios topolégicos, f: X =Y yg: X —
Y dos funciones continuas. Decimos que una funcién continua h : I x X —- Y
es una homotopia entre f y g si hljoyxx = f ¥ hljyxx = 9.

Definicién 1.1.16. Sea Y un espacio topolégico. Decimosque h: I xY = Y
es una contraccion de Y si h es una homotopia entre la funcién identidad y
la funcién constante, es decir h(1,2) = z y h(0,z) = yo para algin yo € Y.

Definicién 1.1.17. Un espacio topoldgico Y se llama contraible si existe
una contraccioén de Y.

Definicién 1.1.18. Un espacio X se llama localmente contraible en el punto
x € X, si para cada vecindad U de z, existe una vecindad V' C U de x y una
funcién continua h: I x V — U, tal que h(0,z) = z y h(1,z) = yo para todo
z € V y algiin yo € U. Decimos entonces que V' es contraible en U.

Definicién 1.1.19. Un espacio X se llama localmente contratble si es local-
mente contraible en cada uno de sus puntos.

En adelante, presentaremos definiciones importantes relacionadas con el
tema principal de este trabajo.

En adelante cualquier espacio topolégico lo consideraremos por lo menos
de Hausdorff, a menos que se indique lo contrario.

Definicién 1.1.20. Sean X un espacio topoldgico, y A subconjunto de X.
Decimos que A es retracto de X si existe una funcién continua r : X — A,
que llamaremos retraccién, tal que r|4 = Ida, es decir que r(a) = a para
todo a € A.

Es claro que X es retracto de X con la funcién identidad en X como
retraccion. Y si A consta de un sélo punto, entonces la iinica funcién continua
de X en A es una retraccion.

Definicién 1.1.21. Decimos que A es un retracto absoluto (AR) si A es
metrizable, y para todo espacio X en el cual A sea un cerrado de X con la
topologia inducida, existe una retraccién de X en A.
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Definicién 1.1.22. Decimos que A es un retracto absoluto de vecindad
(ANR), si A es metrizable y para todo espacio X en el cual A sea un cerrado
de X con la topologia inducida, existe un abierto U de X que contiene a A
y una retracciéon de U en A.

Ejemplo 1.1.23. La esfera S™ es un retracto de D" \ 0, con la retraccién
r: D"\ 0 — S" dada por r(z) = (z,/||z||, ..., za/||Z]])-

Ejemplo 1.1.24. Si X = RxR, y f: X = Rx {0} dada por f(z,y) = (z,0)

es una retraccion.

Definicién 1.1.25. Un subespacio cerrado A de X se dice que tiene la
propiedad de extension en X con respecto a un espacio Y, si toda funcién
continua f : A — Y puede ser extendida sobre X, es decir si existe una
funcién continua g : X — Y tal que g|l4 = f.

Definicion 1.1.26. Un subespacio cerrado A4 de X, se dice que tiene la
propiedad de extension de vecindad en X con respectoa Y sitoda f: 4 = Y
puede ser extendida sobre algiin subespacio abierto U de X que contenga a
A.

Nota 1.1.27. Es importante observar que el subespacio abierto U depende de
la funcidén f, es decir que U varia para cada f dada.

Definicién 1.1.28. Un espacio X tiene la propiedad del punto fijo si cada
funcién continua f : X — X tiene punto fijo, es decir existe un z € X tal

que f(z) = z.

Ejemplo 1.1.29. El disco unitario D", tiene la propiedad del punto fijo (por
el teorema de Brouwer).

Podemos generalizar las definiciones anteriores para clases de espacios
topolégicos, de la siguiente manera:

Definicién 1.1.30. Sea C una clase de espacios topoldgicos. Diremos que C
es una clase topoldgica débilmente hereditaria si satisface:

1. C es topolégica, es decir que si X es miembro de C, entonces cualquier
Y homeomorfo a X, es también miembro de C.

2. C es débilmente hereditaria, es decir que si X es miembro de C, entonces
cualquier subespacio cerrado de X, es tambien miembro de C.
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Ejemplos.
1. H la clase de todos los espacios de Hausdorff.
2. R la clase de todos los espacios regulares.
3. CR la clase de todos los espacios completamente regulares.
4. M la clase de todos los espacios metrizables.
5. N la clase de todos los espacios normales.
6. P la clase de todos los espacios paracompactos.

Nota 1.1.31. De aqui en adelante las funciones mencionadas serdn continuas,
y todas las clases serdn clases topolégicas débilmente hereditarias.

Definicién 1.1.32. Diremos que Y es un extensor absoluto para la clase
C, si cada subespacio cerrado A de cualquier X € C tiene la propiedad de
extension en X con respecto a Y.

Es decir, si para todo espacio en la clase y toda funcién continua definida
de un cerrado del espacio, con valores en el extensor Y, puede ser extendida
continuamente a todo el espacio.

Definicién 1.1.33. Diremos que Y es un eztensor absoluto de vecindad para
la clase C, si cada subespacio cerrado A de cualquier X € C tiene la propiedad
de extension de vecindad en X con respecto a Y.

Es decir, si para todo espacio en la clase, y toda funcién continua definida
de un cerrado del espacio a Y, puede ser extendida continuamente a una
vecindad del cerrado.

Notacidn. En el caso de que Y sea extensor absoluto para la clase C, diremos
que Y es un AE para C o bien Y es un AE(C). En el caso de que Y sea un
extensor absoluto de vecindad para la clase C diremos que Y es un ANE para
C o bien ANE(C).

Definicién 1.1.34. Diremos que un espacio Y es eztensor absoluto para un
espacio X, si cualquier cerrado A tiene la propiedad de extensién con respecto
aY.

Es decir, si toda funcién definida de un cerrado de X puede ser extendida
a todo el espacio. En este caso se dice que Y es un AE(X).
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Definicién 1.1.35. Diremos que un espacio Y es extensor absoluto de vecin-
dad para un espacio X, si cualquier cerrado A tiene la propiedad de extension
de vecindad con respecto a Y.

Notacion. En caso de que Y sea extensor absoluto para X, diremos que
Y € AE(X), en caso de que Y sea extensor absoluto de vecindad para X,
diremos que Y € ANE(X).

Definicion 1.1.36. Sea X un espacio topoldgico. Consideremos el espacio
I x X, donde I denota el intervalo [0, 1], e identifiquemos todos los puntos
de {0} x X en uno solo, asi obtenemos el Cono de X, y lo denotaremos
como Con(X). Para facilidad en la notacion, denotaremos a la imagen de la
proyeccion canénica p : I x X — Con(X) de (t,z) como tz y al punto especial
(vértice) le llamaremos 6 en vez de 0z. En caso de querer escribir p(A, B)
escribiremos AB, donde AB = {p(a,b)la € A,be B}y Ac I, BC X. Para
dotar de una topologia al cono de X', podemos pensar en dos opciones. La
primera es considerar la topologia cociente, y la segunda se llama la topologia
débil, y se define como sigue:

Un subconjunto U en el Cono de X que no contenga al vértice, es abierto
si y s6lo si p~1(U) es abierto en I x X. Si € U, entonces U es abierto si y
s6lo si p~'(U) es abierto y existe un € > 0 tal que [0,¢) x X € p~}(U).

Mas adelante veremos que en caso de que el espacio X sea compacto, las
dos topologias del cono de X coinciden. Y en el articulo [An02] se prueba
que si X es metrizable, tambien coinciden ambas topologias

En este trabajo siempre consideraremos al cono de X con la topologia
débil, que por lo dicho anteriormente, preserva la metrizabilidad.

Ademads, probaremos que si el espacio Y es extensor absoluto de vecindad
para un espacio X, entonces el cono de Y es tambien extensor absoluto para
el espacio X, lo cual es muy 1til para nuestro trabajo.

1.2. Espacios de Adjuncién

Los espacios de adjuncién se obtienen mediante operaciones que se pueden
realizar entre espacios en donde se toma en cuenta una funcién continua. Con
espacios obtenidos de esta forma, se puede ver claramente la relacién que
existe entre extensores y retractos y por ello son importantes para el trabajo.
Ademds, de esta manera se pueden obtener otros espacios importantes, de
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los cuales se puede demostrar, por medio de estas operaciones, que son ANE
para los espacios metrizables.

En esta seccién presentaremos las definiciones principales y algunas pro-
piedades que cumplen o preservan dichos espacios.

Dados dos espacios topolégicos X y Y, consideremos X LY como la unién
disjunta de X con Y y con la topologia como sigue: U C X UY es abierto
en X UY siysélosi UNX esabiertoen X y UNY es abierto en Y.

Definicién 1.2.1. Sean X y Y espacios topoldgicos, A C X un cerrado de
Xy f:A—=Y una funcién continua. Sea Z = X Uy Y el espacio topoldgico
obtenido identificando a € A con su respectivo f(a) en X LY. Al espacio Z
se le llama espacio de adjuncidn de X con Y bajo f.

Proposicion 1.2.2. Denotaremos a p: XUY — X UpY como la proyeccién
natural.

La restriccion ply es un encaje, es decir, Y es homeomorfo a p(Y). Ade-
mas p(Y') es cerrado en X Uy Y.

Demostracion. Primero veremos que ply es biyectiva. Sean dos elementos
distintos y, z € Y tales que p(y) = p(z). Esto significa que existe un a € X,
tal que f(a) =y y f(a) = z de donde z = y. Por lo tanto p|y es inyectiva.

Para ver que ply : Y — p(Y) es continua y abierta, tomemos un U C
X U; Y abierto. Por definicién de la topologia cociente, el conjunto p~*(U)
es abierto en X UY. Ademéds tenemos que p~'(U)NY = p|;}(U), por lo que
ply' (U) es abierto y por lo tanto, p|y es continua.

Para demostrar que p|y es abierta, tomemos un abierto U en Y. Queremos
ver que ply(U) es abierto en X Uy Y. Por la definicién de la topologia de la
unién disjunta, (o suma discreta), tenemos que U es una abierto de X UY.
Ademas, como p~!(p|y(U)) NY = U es abierto en X UY, por la definicién
de la topologia cociente, nos indica que p|y(U) es abierto en X U Y. Lo que
muestra que p|y es abierta.

De lo anterior concluimos que p|y es un encaje.

Como Y es cerrado en la unién disjunta, y A C X es cerrado, entonces
p 'p(Y)=AUY y p(Y) es cerrado en X Uy Y O

Debido a que p(Y) es homeomorfo a Y, segiin la demostracién anterior,
en este trabajo se usard indistintamente p(Y) y V.

Es importante notar que si tenemos un espacio de adjuncién Z, obtenido
mediante los espacios X y Y, junto con el cerrado A € X y la funcién
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continua f : A — Y, dichos elementos ya estdn fijos, aunque Z se pueda
obtener de alguna otra manera. Por facilidad en la notacién siempre que
hagamos mencién de un espacio de adjuncién, pensaremos en X, Y, A C X
cerrado y f: A — Y como la manera de obtener el espacio, a menos que se
indique alguna otra cosa.

Definicién 1.2.3. Sea 7 una propiedad topoldgica. Diremos que el espacio
de adjuncion Z preserva la propiedad 7 si y sélo si Z tiene la propiedad «
siempre y cuando X y Y tienen la propiedad .

Proposicién 1.2.4. El espacio de adjuncion Z preserva la propiedad de ser
T

Demostracion. Sea z un punto de Z. Si z € Y, entonces {z} es cerradoen Y.
Como Y es cerrado en Z, {z} es cerrado en Z. Si z ¢ Y entonces p~'(z) es
un solo punto en X \ A que es cerrado en X, por lo que es cerrado en X UY
v, por lo tanto, en Z. O

Proposicion 1.2.5. El espacio de adjuncion Z no siempre preserva las sigu-
ientes propiedades:

1. Hausdorff
2. Regular
3. Completamente Regular.

Demostracion. Sea X un espacio topolégico completamente regular que no
sea normal, y Y = [0,1]. Entonces X y Y son de Hausdorff, regulares y
completamente regulares. Basta demostrar que hay un cerrado A C X y una
funcién f : A — Y continua, tal que el espacio de adjuncién Z no es de
Hausdorff. Para ello, tomemos dos cerrados disjuntos B y C de X que no
tengan vecindades ajenas. Consideremos el cerrado A = BUC de X y la
funcién f : A — Y definida por:

0, sizeB
f(x)_{l, sizeC

Queremos ver que Z = X Uy Y no es de Hausdorff. Supongamos por
el contrario que Z es de Hausdorff. Como 0 y 1 son puntos distintos de
Z, entonces existen dos vecindades ajenas U y V en Z tales que 0 € U
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y 1 € V. Usando la proyeccién natural p : X UY — Z, obtenemos dos
vecindades disjuntas p~*(U) N X y p~(V) N X en X, que contienen a B
y C respectivamente, lo que contradice el hecho de que B y C no tienen
vecindades disjuntas. Por lo tanto Z no es de Hausdorff. O

En las siguientes proposiciones, veremos la relacién entre problemas de
extension y problemas de retraccién, es decir, a cada problema de extensién,
le corresponde uno de retraccién, y viceversa. Para probar dichas proposi-
ciones de manera clara, es necesario usar los espacios de adjuncién, ya que
consideran los elementos necesarios, como un cerrado en un espacio y una
funcién del cerrado al espacio.

Proposicién 1.2.6. Un subespacio A de un espacio X es retracto de X st
y solo s1 para cualquier espacio Y, y cada funcion continua f : A = Y se
tiene una extension de f sobre X.

Demostracion. Si A es retracto de X con retraccion r : X — A, entonces la
funcién

for: X oY

es una extensién de f sobre X.

Reciprocamente tomemos Y = A, y la funcién identidad i: A = Y = A.
Entonces de la hipotesis tenemos que hay una extensién sobre X, pero una
extension de la identidad es una retraccion. O

Proposicién 1.2.7. El subespacio p(Y) del espacio de adjuncién Z es re-
tracto de Z si y solo si la funcion f: A — Y tiene extension sobre X.

Demostracion. Sea v : Z — p(Y) una retracciéon. Definimos una funcién
continua g : X — Y tomando g(z) = (ply)~!(r(p(z))) para cada punto
z € X C XUY, donde p denota la proyeccién natural.

Para cada z € A, tenemos que g(z) = r(p(z)) = r(f(z)) = f(z), lo cual
prueba que g es una extensién de f.

Ahora tomemos g : X — Y una extensién de la funcién f. Definimos
r: Z — p(Y') como sigue: sea z € p(Y') un punto arbitrariode Z. Si z € p(Y),
definimos r(2z) = 2. Si z ¢ p(Y'), existe un tnico punto z € X\ A con p(z) = z.
Definimos r(2) = p(g(z)). Si K C p(Y) es cerrado, tenemos

r{(K)=KUp(g~'(p™ (K) N A))

y éste es también un subconjunto cerrado de Z. Por lo tanto, r : Z — p(Y')

es una retraccion.
O
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Proposicién 1.2.8. El espacio de adjuncion X Uy Y, preserva la propiedad
de normalidad.

Demostracion. Basta ver que dados dos cerrados disjuntos existe una fun-
cién continua de X Uy Y — I cuya imagen de los cerrados sea {1} y {0}
respectivamente.

Sean C y D cerrados disjuntos en X Uy Y. Sea a : ¥ — I una funcién
continua tal que a(CNY) C {0} ya(DNY) C {1}.Seab: AU (p~'(C) N
X)U(p Y D)NnX) — I tal que besiguala fen A,esOen p ' (C)NX y 1
en p~!(D)NX. Por el teorema de extensién de Tietze, b existe una extensién
continua ¢ : X — I. Por construccién, ¢ y a son compatibles, y se pueden
pegar para formar una funcién continua d : X Ug Y — I que cumple con las
propiedades requeridas. a
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Capitulo 2

Propiedades

En este capitulo, presentaremos algunas propiedades tanto bdsicas, co-
mo avanzadas que nos serviran en los capitulos siguientes. La primera parte,
presenta propiedades generales de los espacios paracompactos y de famil-
ias localmente finitas. Posteriormente, podremos encontrar propiedades mas
avanzadas acerca de las propiedades de los retractos, retractos absolutos, ex-
tensores y extensores absolutos, asi como teoremas muy importantes (Tietze y
Dugundji) acerca de extensores absolutos. Ademds, con estos teoremas pode-
mos mostrar ejemplos de extensores absolutos a partir algunos conocidos. Al
final, encontraremos teoremas igualmente importantes, que nos relacionan
completamente los extensores con los retractos.

2.1. Familias Localmente Finitas

Los teoremas que se presentan a continuacion, tienen mucho que ver con
paracompacidad, puesto que usan familias localmente finitas. Estas carac-
teristicas van a ser usadas méds adelante en conjunto con la paracompacidad.

Teorema 2.1.1. i {A}.es es una familia localmente finita, entonces
UsESAs = UsESAs

Demostracién. Para cada s € S tenemos que A; C Uses As, por lo que

UsES AS C UsEs A"
Como {A;}ses es localmente finita, para cada z € [J,, A existe una
vecindad U, tal que Sy = {s € S|UN A, # 0} es finito. De aqui tenemos que

13
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2 & Uses\s, As- Ahora bien, si

zelJd=J4u | 4

SES s€Sy s€S\So

entonces = € [ s, As = Usess As € Uses 4s- O

Corolario 2.1.2. Sea F una familia localmente finita y F = UF. Si todos los
miembros de F son cerrados, entonces F' también lo es. Sitodos los miembros
de F son cerrados y abiertos a la vez, entonces F' es cerrado y abierto.

Normalmente no es verdad que la unién arbitraria de cerrados sea cerrada,
sin embargo, la finitud local de la familia juega un papel muy importante,
ya que como localmente la familia es finita, entonces la unién se convierte en
union finita, y por lo tanto unién finita de cerrados es cerrado.

Teorema 2.1.3. Si {A}ses es una familia localmente finita, entonces la
familia {As}ses es localmente finita.

Demostracion. Seax € X. Como {A;};es es localmente finita, hay una vecin-

dad U de z, tal que intersecta a lo mas un nimero finito de elementos de la

familia; sin embargo, si UNV = (), entonces U NV = (, si U es abierto.
Por lo tanto U intersecta a lo mas un numero finito de elementos de

{As}sES- O

Lema 2.1.4. Si toda cubierta abierta de un espacio reqular X tiene un refi-
namiento localmente finito (no necesariamente abierto), entonces para cada
cubterta abierta {Us}ses de X, eriste una cubierta cerrada localmente finita
{Fi}ses tal que Fy C Uy para cada s € S

En particular para cada cubierta abierta {U}ses de un espacio paracom-
pacto, eziste una cubierta abierta localmente finita {V,}ses tal que V, C U
para cada s € S.

Demostracion. Como X es regular, entonces existe una cubierta W de X, tal
que {W|W € W} es un refinamiento de {U,}scs. Tomamos un refinamiento
localmente finito {A4;}cr de la cubierta W. Para cada t € T, escogemos un
s(t) € S, tal que A4, C Us), y sea Fy = Usm:s A,. De los teoremas 2.1.1 y
2.1.3 sigue que {F;};cs es una cubierta cerrada localmente finita de X, y de
la construccién de los Fy se tiene que F; C U, para cada s € S. O
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Nota 2.1.5. Si la cubierta {A;},cr es abierta, entonces V; = Us(y=s At €8
abierto y V, = F,.

Lema 2.1.6. Si para una cubierta abiertad de un espacio X, existe una par-
ticion de unidad { fs}ses subordinada a ella, entonces U tiene un refinamiento
abierto localmente finito.

Demostracion. Observemos que para toda funcién continua g : X — I y
cualquier punto 29 € X que satisface g(zy) > 0 existe una vecindad Uy del
punto zp y un subconjunto finito Sy € S tal que

fs(z) < g(z) paraz e Upy s € S\ Sp (2.1.1)

En efecto, es facil ver que Sy = {sy,...,5¢} C S es tal que

k
== Zfs.(i’u) < g(wo)

i1=1

y el abierto Uy = {z € X|1 — Zle fs.(z) < g(z)} satisfacen la ecuacién
(2.1.1).

Para cada z € X, existe un s(z) € S tal que fyz)(z) > 0. Como fy(z) es
una funcién continua, la observacion anterior es valida tomando en cuenta a
g como fyz) en (2.1.1). Por lo que la férmula f(z) = sup,cg fs(z) define una
funcién continua f: X — (0, 1].

Para cada s € S, tenemos que el conjunto

V= {z € XIfi(a) > 3/(@))

es abierto, y por lo tanto la familia V = {V};cs es un refinamiento de U.
Considerando andlogamente, a g como %f en la observacion, tenemos que V
es localmente finita. O

Lema 2.1.7. Sea X un espacio paracompacto y sea U = {U, }aca una cu-
bierta abierta de X. Entonces existe una cubierta abierta localmente finita
V = {Vataca de X tal que V, C U, para cada o € A.

Demostracién. Sea W = {Wg}gep una cubierta abierta localmente finita que
refina a Y. Sea f : B — A una funcién tal que Wy C Uy(g) para cada § € B.
Sea V, la unién de todos los Wj tales que f(3) = «. Entonces V = {V,}ac
tiene las propiedades requeridas. 7]
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El siguiente teorema es muy importante puesto que nos da una car-
acterizacion de la paracompacidad, que podemos usar mds adelante. La
propiedad de tener particién de unidad subordinada a una cubierta es muy
importante, ya que a partir de una cubierta, podemos tener una familia de
funciones que cumplen con varias propiedades.

Teorema 2.1.8. Si X es un espacio Ty, entonces son equivalentes:
1. X es paracompacto,

2. Toda cubierta abierta de X tiene una particion de unidad localmente
finita subordinada a la cubierta,

3. Toda cubierta abierta de X tiene una particion de unidad subordinada
a ella.

Demostracién. Supongamos que X es paracompacto y consideremos una cu-
bierta abierta A de X. Sea U = {Us}ses un refinamiento localmente finito
de A; por el Lema 2.1.4 existe una cubierta cerrada {F;};es de X tal que
F, c U para cada s € S. Por el Lema de Urysohn, podemos escoger para ca-
da s € S una funcién continua g, : X — I tal que gs(z) = 0 para z € X \ U,
y gs(z) = 1 para z € F;. Como la familia i es localmente finita, podemos
definir a g : X — R dada por

9(z) = g:(x)

SES

Como para todo z € X, existe un s € S tal que z € Uy, entonces gs(z) > 0
y por lo tanto g(z) > 0 para todo z en el espacio X.

La familia {f; : X — I'}ses donde fs(z) = g5(z)/g(z) es una particién de
unidad localmente finita subordinada a A. Queda demostrado 1 a 2.

La implicacién 2 a 3 es facil, por lo que solo queda ver 3 a 1. A fin
de mostrar esto, gracias al Lema 2.1.6 basta ver que todo espacio 73, que
cumpla 3, es de Hausdorff. Consideremos un par de puntos z,y distintos de
X. La cubierta abierta U = {X \ {z},X \ {y}} del espacio X tiene una
particién de unidad f,; subordinada a U. Sea sy € S tal que f,,(z) =a > 0.
Como el conjunto f;'((0,1]) esta contenido en X \ {y}, entonces tenemos
que f5,(y) = 0. De aqui que los abiertos f;;!'([0,a/2)) y f;;'((a/2,1]) son
disjuntos y contienen a los puntos y y z, respectivamente, por lo tanto X es
de Hausdorf. O



2.1. FAMILIAS LOCALMENTE FINITAS 17

Teorema 2.1.9 (Teorema de Stone). Toda cubierta abierta de un espacio
metrizable tiene un refinamiento abierto localmente finito.

Demostracién. Sea {Us}ses una cubierta abierta de un espacio metrizable
X, p una métrica compatible para X y < una relacion de buen orden para
S.

Definimos inductivamente familias V; = {V;;}scs de subconjuntos de X
como sigue:

1
Ver =Bl 57)
donde los puntos ¢ € X cumplen con las siguientes condiciones:
1. s es el menor elemento de S, tal que ¢ € Us,
2. cé¢Vijparaj<iytes,
3. Ble,5) C Us.

De la definicién se tiene que Vj; es abierto, y de 3 se tiene que Vy,; C U,.

Sea z un punto de X. Sean s € S el menor elemento de S tal que z € Uj
e ¢t € N tal que B(z, 53') C U,. Claramente, tenemos que z € V,; para un
j<iyunt€S, obienz €V, porloque ¥V =[J,V; es un refinamiento
abierto de {Us}ses.

Ahora tenemos que probar para cada i, que si ; € V,;, 2 € Vi, ¥
s1 # sy entonces p(zry,xy) > 1/2%, lo que mostrarda que las familias V; son
discretas, ya que toda 1/2'*'-bola intersecta a lo mds un elemento de V.
Supongamos que s; < sp. Por la definicién de V;, ; y V,;, existen puntos c;
y ¢z, que satisfacen 1-3, tales que zx € B(ck, 1/2') C V;,; para k = 1,2. De
3 se sigue que B(c;,3/2') C Uy, y de 1 podemos ver que ¢, ¢ U, ; entonces
p(c1,¢2) > 3/2%. Por lo tanto:

p(z1,22) > pler, e2) — pler, 1) — p(ca, z2) > 1/2°

que prueba que las familias V; son discretas.

Para concluir la prueba del teorema, es suficiente mostrar que para ca-
da t € S y cualquier par de naturales k, j, si B(z,1/2*) C V,; entonces
B(z,1/2*)NV,;=0parai > j+kys€eS.

Como para todo z € X, existen k,j y ¢ tales que B(z,1/2%) C V,;
entonces la bola B(z,1/277*) intersecta a lo mas j + k — 1 miembros de V.
De 2 tenemos que los puntos ¢ en la definicién de V;; no pertenecen a V} ;
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siempre que ¢ > j + k. Como B(z,1/2%) C Vi, tenemos que p(z,c) > 5
para todos los ¢ dados. Las desigualdades j+k > k+1 e i > k+ 1, implican
que B(z,1/2't*)N B(C,1/2") = (. Esto concluye la prueba del teorema. O

Corolario 2.1.10. Todo espacio metrizable es paracompacto.

Usaremos el siguiente lema mas adelante para demostrar el Teorema de
Dugundji, junto con la caracteristica de paracompacidad en espacios métri-
COS.

Lema 2.1.11. Si X es metrizable y A es un cerrado de X, entonces existe
una cubierta candnicay de X \ A, que satisface d(A,U) > 0 para toda U € vy

Demostracion. Ya que X es metrizable, sea d : X x X — R una funcién
distancia compatible con la topologia de X.
Para cada punto z € X \ A, sea S, el conjunto abierto dado por

S: = {y € X|d(z,y) < %d(z, A}

Entonces obtenemos una cubierta abierta {S;|z € X\ A} de X\ A. Como todo
metrizable es paracompacto entonces X \ A es paracompacto. Por lo tanto
la cubierta {S;} tiene un refinamiento  abierto localmente finito. Queremos
ver que dicho refinamiento cumple las condiciones 2 y 3 de la Definicién
1.1.14.

Sea V una vecindad en X de un punto a € A. Entonces existe un real
positivo k tal que para cada y € X, el hecho de que d(a,y) < 2k implica que
y € V. Sea W la vecindad de a dada por

W = {y € Xld(a,y) < 5k}

Para verificar la condicién 3, supongamos que U € + intersecta a W en algin
punto y € X. Como v es un refinamiento de {S,}, existe un z € X \ A con
y € U C S;. Por definicion de S;, tenemos que

1

d(a,z) < d(a,y) + d(z,y) < 5

1 1 1
k+ = < ~k+ -
+ 2d($, A) < 2k+ 2d(c‘z;,:f:)
Que nos dice que d(a,z) < k. Por lo tanto, para cualquier z € S,

d(a,2) < d(a,z) +d(z,2) < gd(a,x) <2k,
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lo cual nos lleva a que z € V. En consecuencia U C S, C V, y se satisface la
condicién 3.

Para verificar la condicién 2, supongamos que a es un punto frontera de
A. Queremos ver que cada vecindad V de a contiene un numero infinito de
elementos de ~.

Basta ver que la vecindad V' usada en el caso anterior, contiene un ele-
mento U de v y una vecindad V7 de a que no intersecta U. Como a es punto
frontera de A, la vecindad W debe contener un punto y € X \ A. Entonces
hay un abierto U € v que contiene a y. Por lo tanto hay un punto z € X'\ A
tal que U C S, C V, d(a,z) = k! < k. Sea V1 la vecindad definida como
sigue:

Vi = {ze X|d(a,2) < %m}.

Entonces es claro que Vi c V y VinlU = 0.
Por lo anterior v es la cubierta canénica buscada. Y por la contruccion
de los conjuntos S, es claro que cumple la condicion extra. O

2.2. Espacios de Funciones

En adelante, veremos teoremas mds relacionados con los retractos y ex-
tensores. Empezaremos con el Cono, que es un espacio muy interesante, ya
que probaremos mas adelante que si X es ANE, entonces el Cono es AE. Co-
mo mencionamos anteriormente, nos interesa en especial la topologia débil
del Cono, porque conserva muchas de las propiedades del espacio “base”. En
casos especiales, cuando el espacio es compacto, la topologia cociente coincide
con la débil, pero en general no sucede esto.

Teorema 2.2.1. 51 X es un espacio topoldgico compacto, entonces la topo-
logia débil del cono de X coincide con la cociente.

Demostracion. Es claro que la topologia débil estd contenida en la topologia
cociente; falta verificar que la topologia cociente esta contenida en la débil.
Sea U un abierto en Con(X) con la topologia cociente. Podemos suponer
que @ € U, ya que es claro que si @ ¢ U, U es abierto en la topologia débil.
Queremos encontrar un € > 0 tal que [0,¢) x X C p~'(U). Como U es
abierto en la topologfa cociente, entonces V = p~!(U) es abierto en I x X.
Para cada punto de la forma (0,z) en U, como el punto es interior, podemos
escoger un N, = [0, €;) X M, abierto en la topologia producto que lo contiene
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y esta totalmente contenido en V. Ahora bien, como {M;},ex es cubierta
abierta del espacio compacto {0} x X, podemos escoger un numero finito n
de M,, que cubren a {0} x X. Si ¢ = min;—;,_ .{€}, es claro que [0,€) x X C
p~Y(U), que es lo que se queria demostrar. O

Definicién 2.2.2. Sean X un espacio topolégico, ¥ un espacio métrico y
f : X — Y una funcién continua. Si d es una métrica compatible con la
topologia de Y. Se dice que f es acotada, si Diam(f(X)) < oo, es decir:

Diam(f(X)) = sup {d(f(z), f(y))} < o0

TyeX

Teorema 2.2.3. Sean X wun espacio topoldgico, Y un espacio métrico y
{ fa}nen una sucesion de funciones de X a Y continuas y acotadas, tal que
converge uniformemente a f: X — Y. Entonces f es continua.

Demostracidn. Sea xy € X. Queremos ver que f es continua en zp. Sea
U abierto en Y vecindad de f(zg). Si p es una métrica compatible con la
topologia de Y y € > 0 tal que B(f(zo),€) C U, entonces existe m € N tal
que p(fi(z), f(z)) < €/3, para todo i > m y z € X (por la convergencia
uniforme). En particular, p(fi(2), f(z)) < €/3 para todo z € X.

Como f,, es continua, existe una vecindad V de zy, tal que f,(V) C
B(fm(0),€/3).

Sea z € V, entonces:

p(f(2), f(z0)) < p(f(z), fm(2)) + p(fm(2), fm(Z0)) + p(fin(20), f(20))

Como p(f(z), fm(z)) < /3 para todo z € X,y fm(V) C B(fm(20),€/3),
entonces p(fm(z), fm(z0)) < €/3), por lo que p(f(z), f(zo)) < €. Aplicando
la desigualdad del tridngulo, tenemos que p(f(zo), f(z)) < €, que implica
f(V) C U, que es lo que se queria probar. O

Teorema 2.2.4. Si X es un espacio topoldgico, (Y, p) es un espacio métrico
completo y C*(X,Y) es el espacio de funciones de X a 'Y continuas acotadas,
entonces (C*(X,Y),d) es completo. Donde d denota la métrica del supremo
en C*(X,Y).

Demostracion. Sea {f,}nen una sucesién de Cauchy. Para cualquier € > 0,
existe una m € N tal que d(fy, fi) < € si n,k > m. Por lo tanto, para todo
z € X, p(fa(2), fi(z)) < d(fn, f) < €. Esto quiere decir que {f,(z)}nen
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es de Cauchy para todo z € X. Como Y es completo, entonces, para cada
punto z, la sucesién {f,(z)}nen converge a f(z) = limp—eo fn(2).

Queremos ver que la sucesion de funciones dada, converge uniformemente
af.Seae >0y N € N tal que d(fy, fx) < €/2 si n,k > N. Por lo tanto
p(fa(z), fr(z)) < £/2 para todo 2 € X. Usando el limite cuando k& — oo,
tenemos que p(f,(z), f(z)) < €/2 para cualquier n € N mayor que N y
z € X. Esto muestra la convergencia uniforme, y por lo tanto, gracias al
Teorema 2.2.3 la funcién f es continua. Falta ver que es acotada.

Para ello, tomemos un n € N, tal que d(f,, f) < 1.

Entonces p(f.(z), f(z)) < 1 para todo € X. Como f, es acotada, sea
K = Diam(f,(X)). Entonces para cada y € X se tiene:

p(f(z), f(¥) < p(f(2), fa(2)) + p(fn(2), fu(y)) + p(fn (), f(¥)) <1+ K +1
Esto muestra que f es acotada. O
Corolario 2.2.5. El espacio de funciones continuas C(X,R) es completo.

Demostracion. La demostracién se sigue del teorema anterior, ya que R es
completo. O

Si tenemos un espacio métrico (Y, d), siempre es posible considerar una
métrica acotada que genere la misma topologia como sigue:

Sea Y un espacio topoldgico metrizable y d* una distancia compatible con
la topologia de Y. Podemos definir una funcién d : ¥ x ¥ — R dada por

d(a,b) = inf{d"(a,b),1}

para cada par de puntos a,ben Y.

La funcién d define una distancia para Y y es compatible con la topologia
de Y .[Fair71]

Sea L = C(Y) el conjunto de todas las funciones acotadas f : ¥ — R.
Entonces L es un espacio lineal sobre los reales si definimos:

(f+9)w) = f(y) +9(y)

y
(af)(y) = elf(y)]

para cualesquiera f,g en C(Y), y € Y y @ € R. Podemos definir para cada
f en C(Y) una norma dada por

|| f]| = sup | f(¥)]-
vey
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Es facil comprobar que con la suma, el producto con escalares y la norma
definidos, el espacio L es en espacio vectorial normado. Es claro que la
distancia que definimos esta generada por la norma, por lo que es completo.
A un espacio de este tipo, se le llama espacio de Banach.

Observemos por lo anterior d puede considerarse acotada.

Para cualquier punto a € Y, consideremos la funcién continua f, : ¥ = R
definida como sigue:

faly) = d(a,y)

para cada y € Y. Como observamos anteriormente, podemos suponer que d
es acotado. Denotamos por x : Y — L la funcién dada por x(a) = f, para
cada a € Y. A x le llamaremos encaje candnico de Y en L.

Lema 2.2.6. FEl encaje candnico x : Y — L es una isometria.

Demostracion. Sean dos puntos arbitrarios a,b en Y. Entonces

d(a,b) = [fa(b) = fu(b)] < [Ifa = foll = sup |d(a,y) — d(b,y)| < d(a,b)

De aqui que d/(x(a), x(b)) = ||fa — fb|| = d(a,b). Por lo tanto x es un encaje
isométrico. O

A continuacién veremos el Teorema de Eilemberg-Wojdyslawski que es
muy importante para el resto del trabajo. De que de esta manera podemos
hacer una complecién de X, tomando la cerradura de la imagen de X en L.
Ademads por el hecho de que el encaje es isométrico, conserva las distancias.

Teorema 2.2.7. La imagen x(Y') del encaje isométrico candnico x : Y — L
de un espacio métrico acotado Y en el espacio de Banach L = C(Y) de las
funciones continuas reales en Y, es un subconjunto cerrado en la envoltura
convera Z de x(Y) en L. St ademds Y es separable, entonces Z lo es.

Demostracion. Para ver que x(Y) es cerrado en Z, veremos que Z \ x(Y) es
abierto en Z. Para ello, sea g un punto en Z \ x(Y). Como Z es la envoltura
convexa de x(Y'), hay un nimero finito de puntos al,..., a, en Y, tales que

g= z tifiv f'i = X(ai):
i=1

donde t; > 0y 3", t; = 1. Como g no estd en x(Y), tenemos que g # f;
paracadai=1,..,n
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Seal < d < %p(g, fi) paracadai = 1, ...,n, donde p es la funcién distancia
de L = C(Y) que define la norma. Sea Vj la vecindad de g en Z definida por

= {6 € Z|p(9. ¢) < 6}

y afirmamos que Vj; estd contenido en Z \ x(Y'). Para ello supongamos que
hay un punto y € Y tal que f = x(y) € V;. Por la eleccién de §, tenemos que

p[X(af ] . fu

paracadai=1,...,n
Como x es un encaje isométrico, f;(y) = d(a;,y) > d paracadai =1,...,n
Asi pues obtenemos que:

o9 £) = llg = £1l 2 lo(w) - 1)l = ls@)] = 3 tiflw) > (fo) 5=

Esto contradice la suposicion de que f estd en Vy. Por lo tanto Vi € Z\ x(Y)
Lo que prueba que x(Y') es cerrado en Z.

Para probar la segunda parte del teorema, vamos a suponer que Y es
separable. Como x(Y) es un cerrado de Z, x(Y) es separable. Sea C' un
subconjunto denso numerable de x(Y"). Los subconjuntos finitos de C forman
una familia numerable I'. Sea v = (¢y, ..., ¢,,) cualquier subconjunto finito de
C'. La envoltura convexa H(7) de v en L es una unién finita de simplejos
con vértices ¢y, ..., ¢y, ¥y por lo tanto separable. Como la envoltura convexa
@ = H(C) de C en L es la union:

Q=H(C)=JH®"

vel

de una familia numerable de conjuntos separables, () es separable. Sea D un
subconjunto denso numerable de ). Probaremos que D es denso en Z.
Sea z € Z y § > 0 arbitrarios. Entonces hay un ntimero finito de puntos

Ty, &y de x(Y) tales que
m
= Ztgﬁﬂ'i
=1

donde t; > 0y Y -, ti = 1. Como C es denso en x(Y), hay c;,...,cm en C
tales que

1
oz ) < 55
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para cada 7 = 1,...,m. Sea p el punto de Q tal que p = Y| t;c;, entonces

Z’“ B XD 8§
p(Z,p) < tip(-rhci) < (E t;) § = 5
i=1 i=1

Como p esta en @ v D es denso en @, hay un punto a € D con

B S

p(p,a) <

Por lo tanto:
p(z,a) < p(z,p) + p(p, a) <4,

lo que prueba que D es denso en Z, y por lo tanto Z es separable. O
Corolario 2.2.8. Todo espacio métrico (X, d) tiene complecion.

Demostracion. Por el Teorema 2.2.7 todo espacio métrico puede encajarse
en el espacio de funciones continuas C'(X, R). Por el corolario anterior, dicho
espacio es completo. Si tomamos entonces x(X), obtenemos un subespacio
cerrado de un espacio completo, por lo tanto completo; mds ain, como
estamos tomando la cerradura, entonces x(X) es denso. Ademas y es una
isometria. Por lo que x(X) cumple con los requerimientos para ser una
complecion de X. O

2.3. Retractos y Extensores

En esta seccién presentaremos algunas de las propiedades bésicas acerca
de extensores y retractos, que nos van a llevar a establecer la bases para las
partes finales.

Primero se presentan propiedades que cumplen los extensores y retractos
y posteriormente las correspondientes a ANE’s y AE’s, de tal manera que
podemos ir construyendo condiciones que deben cumplir los AE’s 0 ANE’s, lo
cual nos da criterios para ver cuando un espacio es 0 no ANE o AE. Ademas
algunas propiedades pueden restringir la clase con la que estamos trabajando.

Teorema 2.3.1. Todo retracto de un espacio de Hausdorff X, es cerrado en
X.
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Demostracidn. Sea A un retracto de X. Queremos ver que el complemento
B = X \ A es abierto en X.

Sea b € B. Tomemos una retraccién r : X — A. Entonces r(b) es un
punto a en A.

Como a € Ay b € B, es claro que a # b, y como X es un espacio de
Hausdorff, podemos escoger dos vecindades ajenas U y V para a y para b
respectivamente. Como U es vecindad de a, entonces U N A es un abierto en
A; por la continuidad de r, la imagen inversa r—1(U N A) es un abierto en X
que contiene a b.

Sea W = r~'(UnN A)NV. Entonces W es una vecindad de b. Falta ver
que W C X \ A. Para ello, tomemos un punto z € W. Como z € r~1(U N A)
entonces r(z) € U N A, sin embargo U NV = 0, por lo tanto z # (z). Esto
quiere decir que = ¢ A, (si estuviera en A, entonces z = r(z)). Por lo tanto

r€ X\ A
De acuerdo a lo anterior encontramos una vecindad W de b € B de tal
forma que W C X \ A. En consecuencia, A es cerrado. O

Las proposiciones geu presentaremos a continuacién, nos dicen algunas
de las propiedades topolégicas que conservan los retractos, tales como tener
punto fijo, ser contraible, localmente contraible y localmente conexo.

Proposicién 2.3.2. La propiedad de tener punto fijo se preserva bajo la
retraccion.

Demostracién. Supongamos que X es un espacio que tiene la propiedad del
punto fijo y A es un retracto de X con retraccién r : X — A. Queremos ver
que A tiene la propiedad del punto fijo.

Sea f : A = A una funcién continua y sea ¢ = ho f or, donde h es la
inclusién de A en X. Como X tiene la propiedad del punto fijo, entonces g
debe tener un punto fijo z, es decir que g(z) = z. Como g(z) = h(f(r(z))) y
z € A (yaque g(y) C X para todo y € A), entonces z = g(z) = h(f(r(z))) =
h(f(z)) = f(z), ya que h(y) = y para todo y € A. Por lo tanto, z = f(z) es
punto fijo de f, y A tiene la propiedad del punto fijo. O

Ejemplo 2.3.3. El disco unitario D? en R? tiene la propiedad del punto fijo
(T. Brouwer). El intervalo I x {0} es un retracto de D?. Entonces I x {0}
tiene la propiedad de punto fijo.

Proposicién 2.3.4. Todo retracto de un espacio contraible, es contraible.
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Demostracion. Supongamos que X es contraible y que A es un retracto de
X, con retraccion r : X — A. Queremos ver que A es contraible. Como X
es contraible, existe una homotopia h : I x X — X, tal que h(0,z) = 2o y
h(1,z) = z para toda z € X. Usando la retraccién r y la inclusioni : A — X,
podemos definir una homotopia k : I x A - A dada por k = roho (id; x 7).

Entonces, si x € A se tiene k(0,z) = r(h(0,(z))) = r(h(0,z)) = r(zo) =
ag, es decir que h(0,z) es constante. Ahora, para cada = € A, k(1,z) =
r(h(1,i(z))) = r(h(1,z)) = r(z) = x es decir que k(1,z) es la identidad en
A. Por lo que h es una homotopia, y A es contraible. O

Como consecuencia de lo anterior, deducimos que S™~! no es retracto de
E™, donde S™! denota la esfera de dimensién n — 1 (la frontera de la bola
unitaria de dimensién n) y E™ denota la bola unitaria de dimensién n, ya
que E™ es contraible y S™! no lo es.

Proposicién 2.3.5. Todo retracto de un espacio localmente contraible es
localmente contraible.

Demostracion. Supongamos que X es localmente contraible y que A es un
retracto de X con retracciéon r : X — A. Queremos ver que A es localmente
contraible.

Sea a un punto en A y N una vecindad de a en A. Como r es continua
y r(a) = a, entonces la imagen inversa U = r~!(N) es una vecindad de a en
X.

Como X es localmente contraible, para el punto a y la vecindad U de a,
existe una vecindad V contenida en U y una homotopia h: I x V — U, tal
que h(0,z) = zy para todo ¢ € V y algin zy € U y h(1,z) = z para todo
zeV.

Entonces M = V N A es una vecindad de a en A, y como M = r(M) C
r(V) € r(U) = N, tenemos que M C N. Definimos una homotopia & :
I x M — N tomando k(t,z) = r(h(t,z)) paracadaz € M y t € I.

Falta verificar que k es la homotopia buscada.

En efecto, k(0,z) = r(h(0,z)) = r(zo) = ao € A, por lo que k(t,z) es
constante, si t = 0. Ahora k(1,z) = r(h(1,z)) = r(z) = z porque z € M C
A. Por tanto, A es localmente contraible en el punto a. Como a fue un punto
arbitrario de A, A es localmente contraible. O

Proposicién 2.3.6. Todo retracto de un espacio localmente conezxo, es lo-
calmente conezo.
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Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo y A es un retracto
de X con retracciéon r : X — A. Queremos ver que A es localmente conexo.

Sean a un punto en A y N vecindad de a en A. Como r es continua y
r(a) = a, entonces la imagen inversa r~!(N) = U es una vecindad de a en
X. Como X es localmente conexo, entonces hay una vecindad V de z en X,
tal que V es conexay V C U. Sea M = r(V). Como M es imagen continua
de un conexo, M es conexoy M =r(V) C r(U) = N.

Por lo anterior, A es localmente conexo en a, pero como a fue arbitrario,
entonces A es localmente conexo. O

A partir de aqui, mostraremos proposiciones para extensores absolutos y
de vecinda. Las siguientes proposiciones son claras y no las vamos a probar.

Proposicién 2.3.7. Todo AE para C es un ANE para C.

Proposiciéon 2.3.8. St B es una clase contenida en C, entonces cada AE o
ANE para C es AE o ANE para B respectivamnente.

Proposicion 2.3.9. Si Y consta de un solo punto, entonces Y es un AE
para cualquier clase C.

La proposicién siguiente es muy importante, ya que nos restringe la clase
para la cual tengamos ANE's y AE’s. Esto es en el sentido de que si los
espacios contenidos en la clase no son normales, entonces los AE’s o ANE's
para la clase que cumplan ser Hausdorff, resultan ser triviales. Por tanto de
aqui en adelante, las clases que tomemos en cuenta contendrdn inicamente
espacios normales.

El enunciado es el siguiente:

Proposicion 2.3.10. St la clase C contiene un espacio X que no es normal,
entonces cualquier ANE Hausdorff para C consiste en un solo punto.

Demostracion. Supongamos que Y es un ANE para C, de Hausdorff y tiene
mas de un punto. Sean p,q puntos distintos en Y. Entonces existen dos
abiertos U,V conpe U,qeVyUnV =0.

Sea X € C un espacio no normal, entonces existen B y C' cerrados
disjuntos en X que no tienen vecindades ajenas.

Consideremos A = BUC y sea f: A — Y dada por,

_Jp sizeB
f{x)_{q sizeC
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Como Y es ANE para C, entonces existe una vecindad W de A tal que f
tiene extensiéon g : W — Y. Entonces,

g (U)ngTH(V) =0

Bcg'(U), Ccg™(V)

es decir, que B y C si tienen vecindades ajenas en W, que es abierto en X,
y por lo tanto B y C tienen vecindades ajenas en X, lo cual contradice la
eleccion de B y C. O

La proposicion sélo menciona ANE's, sin embargo, si un espacio Y es de
Hausdorff y AE para la clase C, entonces es ANE para la clase C, por lo
que de haber un espacio que no sea normal en la clase C, por la proposicién
anterior, Y tendria un solo punto, lo cual no es interesante.

Proposicién 2.3.11. Cualquier producto topoldgico de extensores absolutos
para una clase C, es un extensor absoluto para C.

Demostracién. Sean {Y,}.cm extensores absolutos para C, Y su producto
topolégico y p, : Y — Y,,u las proyecciones naturales.

Veamos que Y es un extensor absoluto paraC.Sea X e Cy f: AC X —
Y, con A cerrado. Queremos ver que f tiene una extensién g: X — Y.

Para cada p € M, sean f, =p,of:A— Y, ComoY, es AE paraC, f,
tiene extension g, : X — Y.

Definimos a g : X — Y dada por, p, [9(z)] = gu(z), Vz € X.

Es claro que g|4 = f, y que g es continua, entonces g es la extension
buscada. O

El Teorema de Tietze, nos dice que el intervalo I es un extensor absoluto
para la clase de los espacios normales, por lo que, por el corolario siguiente,
cualquier potencia de I es extensor absoluto para dicha clase. Mas adelante
demostraremos el Teorema de Tietze.

Primero nos enfocaremos a dar caracteristicas que cumplen los extensores
absolutos, y qué operaciones con espacios topoldgicos preservan la propiedad
de ser extensor absoluto o extensor absoluto de vecindad. Los Teoremas de
Tietze y de Dugundji nos daran la manera de generar dichos espacios.

Corolario 2.3.12. Cualquier potencia del intervalo I es un extensor absoluto
para N, la clase de todos los espacios normales. En particular, el cubo de
Tychonoff es un extensor absoluto para la clase N.
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Proposicién 2.3.13. Cualquier producto topolégico Y = l‘[neM Y, de una
coleccion finita de extensores absolutos de vecindad para una clase C (es decir
M finito, y para cada p € M, Y, es extensor absoluto de vecindad para la
clase C) es un extensor absoluto de vecindad para la clase C.

Demostracion. Sean {Y,},.ca extensores absolutos de vecindad para C, Y su
producto topoldgico y p, : Y — Y, las proyecciones naturales, con M finito.

Veamos que Y es un extensor absoluto de vecindad para C. Sea X € C y
f:AC X — Y, con A cerrado. Queremos ver que existe U vecindad de A
en donde f tiene una extensién g : U — Y.

Para cada 4 € M, sean f, = p,o f: A —= Y, Como Y, es ANE para
C, entonces existe una vecindad V), de A en Y en donde f, tiene extension
Tl I

Ya que el producto es finito, si definimos U = ﬂ#EM V,,, entonces U es
una vecindad de A y podemos definir una funcién g : U — Y dada por,
pul9(x)] = gu(x), para toda x en X.

Es claro que ¢ es continua y que g|4 = f, por tanto g es la extension
buscada.

O

Proposicién 2.3.14. Todo retracto de un AE para C es un AE para C.

Demostracion. Sean Z un AE para C y Y un retracto de Z, con retraccion
r:Z — Y. Probemos que Y es un AE para C.

Sean X € C, A cerradoen X y f : A — Y continua. Consideremos
¢ =10f:A— Z donde 1 denota la inclusiéon ¥ C Z. Como Z es un AE
para C, ¢ tiene extension ¢ : X — Z y la composicién g =ro¢: X — Y es
la extensién buscada.

Ya que g(a) = roy(a) =rog¢(a) =roro f(a) = ro f(a), como f(a) C Y,
entonces 7(f(a)) = f(a), por lo que g(a) = f(a). O

Proposicién 2.3.15. Todo retracto de vecindad de un ANE para C es un
ANE para C.

Demostracion. Sean Z un ANE para C y Y un retracto de vecindad de Z.
Entonces existe un subespacio abierto W O Y de Z con una retraccién
r: W — Y. Probemos que Y es un ANE para C.

Sean X € C, A cerradoen X y f : A = Y una funcién continua.
Consideremos ¢ =10 f : A — Z, donde 7 es la inclusién de ¥ en Z.
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Como Z es ANE para C, entonces existe V' vecindad de A en donde ¢
tiene extensiéon ¢ : V — Z.

Sea U = 9~!(W), que es abierto (1) continua) y contiene a A.

Sea g: U — Y dada por

para toda z € U. Por lo tanto g es continua y si a € A, entonces g(a) =
rlw(a)] = rlé(a)] = rb(f(@))] = rlf(a)] = F(a), pues f(a) € ¥ y r es
retraccion, por lo que g es extensién de f sobre U.

De lo anterior, tenemos que Y es un ANE para C O

Proposicién 2.3.16. Todo subespacio abierto de un ANE para la clase C es
un ANFE para C.

Demostracién. Sea Y un ANE para C y W un subespacio abierto de Y.
Probemos que W es un ANE para C.

Sean X € C, A un cerradoen X y f : A — W una funcién continua.
Como Y es un ANE para C, entonces la funciéon ¢ =10 f : A - Y, donde 1
denota la inclusion W C Y, tiene extension ¢ : V' — Y sobre alguna vecindad
V de Aen X.

Sea U = ¢~}(W) en V, como U es abierto en V' y V es abierto en X,
entonces U es abiertoen X y A C U.

Por lo anterior, si definimos g : U — W dada por g(z) = 9(z) para toda
z € U es una extension de f en U, ya que si a € A, entonces g(a) = ¥(a) =
#(a) = 1(f(a)) = f(a), lo que prueba que g es extensién de f sobre U. [

De lo anterior podemos concluir que I es AE para la clase de los espacios
normales, por lo que cualquier producto I* es AE para la clase de los
normales, mds aun, I es AE para la clase de los normales, entonces I es
ANE para la clase de los normales. Sabemos que (0, 1) es subespacio abierto
de I, por lo que (0,1) es ANE para la clase de los normales, asi R es ANE
para la clase de los normales, y cualquier producto finito de R es ANE para
la clase de los normales.

Teorema 2.3.17. 5i un espacio contraible Y es un ANE para C, entonces
Y es un AE para C.

Demostracion. Como Y es contraible, existen yo € Y y h: Y x I — Y tales
que para toda y € Y, se tiene que h(y,0) =y y h(y,1) = y,.
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Sea f: A=Y, con A cerrado en X € C. Como Y es ANE para C, f
tiene una extensién g : U — Y, U vecindad de A.
Como X es normal’, existe un abierto V' tal que

AcVe¥Vol

y por el Lema de Urysohn existe j : X — I tal que j(X \ V) = {0} y
j(A) = {1}. Sea f*: X — Y dada por,

f() = {h[g("’)‘itx)] vev

Yo reX\V

f* es continua debido a la contraccion h, y es claro que f*|4 = f Por lo tanto
Y es AE para C O

El siguiente teorema, Teorema de Tietze, nos dice que el segmento I es un
AE para la clase de los espacios normales, lo cual es un hecho muy importante,
y ademas, considerando lo dicho anteriormente, cualquier potencia de I es

AE.

Teorema 2.3.18 (Tietze-Urysohn). El intervalo cerrado I = [0,1] C R
es AE para N, la clase de todos los espacios normales.

Demostracion. Sean X un espacio normal, A C X cerradoy f: A — I una
funcién continua. Queremos ver que A tiene la propiedad de extensién con
respecto a 1.

Para B y C cerrados disjuntos en X, consideremos la funcién xgc : X —
I dada por:
0 sizeB

1 sizeC

Xs.c(x) = {

cuya existencia nos garantiza el Lema de Urysohn.

Construiremos para cada n € N, funciones continuas f, : A — Iy
On: X =1,

Sea fy = f y supongamos que f, ya estd definida, entonces, para cada
n € N, definimos los subconjuntos cerrados de A como sigue:

B, = {x €4, falo) < (%) (-ﬁ—)}

'Recordemos que la clase C tiene espacios por lo menos normales
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y

a-fres w2 ()3}

Dado que A es cerrado, entonces B, y C, son cerrados en X, y podemos
definir la funcién g, dada por,

1.12%\"
@ =3 (3) xp.ca(0
para cada z € X.
Ahora veamos que
0 < fa(z) — gn(z) < 1. (2.3.1)

Si z € B, entonces g,(z) = 0. Si z € A\ B,, entonces tenemos que

hw >3 (3)

1R
m@ <3 (3)

y por lo tanto la ecuacién (2.3.1) se cumple.
Ahora definamos f,+, dada por f,41(z) = fu(z) — gn(z) paracadaz € A,
que por la ecuacion (2.3.1), tenemos que 0 < fp41(z) < 1 para todo = € A.
Como 0 < xg, ¢c.(z) <1, para cada z € X, tenemos que

neaget (2} (23.2)
S0n\T) = 3\3 0.
para toda z € X. Por otro lado, probaremos por induccién sobre n, que

2

0<hia < (3) (233)

es valida para todo z € A.
Si n = 0, entonces la ecuacién (2.3.3) se cumple trivialmente, ya que
fo = f. Ahora supongamos que se cumple para alguna n > 0.



2.3. RETRACTOS Y EXTENSORES 33

De las ecuaciones (2.3.2) v (2.3.3), tenemos que

fari(@) = fale) = gnlx) < (g) - (g) _
(-3
()

n+1
D S fn+l(x) S (g)

para toda x € A. Lo que completa la prueba inductiva.
Por la ecuacion (2.3.2), tenemos que

0< ggi(ﬂ:) < % [Z (g)} <1

i=0

Il
/-"_"-hh\
Wl b2
S

- |
—
[FCR ]
N

|

y por lo tanto,

es valida para todaz € X yn > 0.
Por lo tanto, podemos definir para cada n, una funcién continua S, :
X — I dada por

Sn(r) = Zg"(I)
1=0

para toda z € X.

De la ecuacién (2.3.2), se sigue que Y g,(z) es uniformemente convergente
en X. Como g, es continua para toda n, entonces lim,_,~, S,(z) existe para
toda * € X y como converge uniformemente podemos definir a la funcién
continua (Ver Teorema 2.2.3) g : X — I dada por g(z) = lim,_,. S,(z) para
todo punto z € X.

De la definicién de f, 41, se sigue que gn(z) = fo(z) — fat1(z) para todo
punto = € A, por lo que S,(z) = f(z) — fas1(z), y como f,(z) tiende a 0,
entonces g(z) = f(z) para todo z € A.

Lo anterior muestra que g es una extensién continua de f, definida en
todo X. ]

Teorema 2.3.19 (Dugundji). Si f : A — L es una funcidon continua
definida en un subespacio cerrado A de un espacio topoldgico metrizable X
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a un espacio topoldgico lineal localmente convero L. Entonces f puede ser
ertendida a una funcion F : X — L tal que F(X) estd contenida en la
envoltura conveza Conu(f(A)) de f(A).

Demostracion. Sean X un espacio metrizable, A un subespacio cerrado de
X, L un espacio topoldgico lineal localmente conexo y f : A — L una funcién
contiuna.

Sea U = {U,}aca una cubierta canénica de X \ A (Lema 2.1.11). Por
el Teorema de Stone (2.1.9), X es paracompacto y por lo tanto existe una
particion de unidad F = {@4 }aca subordinada a ¢ (Teorema 2.1.8).

Para cada a € A escogemos dos puntos z, € U, y a, € A tales que
d(@a,Ta) < 2d(z4,A), donde la distancia de un punto a un conjunto se
define como d(y, B) = inf{d(y, b)|b € B}. Podemos escoger dichos puntos ya
que para todo £ > 0, hay puntos a € A tal que d(zq4,a) < d(za, A) + €, por
lo que si € = d(z4, A), entonces podemos escoger un a, con las propiedades
requeridas.

Con lo anterior podemos definir una funcién F : X — L dada por

_J f() sizr€ A
F(z) = {EQH Pa(z)flas) size X\ A

Dicha funcién esta bien definida ya que si ¢ ¢ A, como U es una cubierta
candnica, entonces existe una vecindad V de z, tal que {a € A|U, NV # 0}
es finito. Sean ay, ..., a, los elementos de A tales que Uy, NV # 0.

Como F es una particiéon de unidad subordinada a U, entonces para
cualquier « diferente de o; con i = 1,...,n, se tiene que ¢o(z) = 0. Por
lo tanto Y. 4 ¢a(z)f(aa) es en realidad la suma finita Y " ¢q, () f(aq,)-
Ademds como ) . 4 #a(r) = 1 paratodo z € X'\ A, F(z) es una combinacién
convexa, por lo que F(z) estd contenido en Conv(f(A)).

Sélo falta ver que F es continua. Para ello observemos que para cualquier
r € X\ A, existe una vecindad V tal que intersecta un nimero finito de
elementos de A, y para todo y € V, V es una vecindad de y que intersecta
un numero finito de elementos de A, por lo que la funcién F' evaluada en
el punto y, sélo depende de un nimero finito de indices, entonces F(y) =
Yo, ¢a(2)f(aq;) para todo y € V. Como F|y es suma y producto de
funciones continuas, F'|y es continua, por lo que F es continua en z.

Para ver la continuidad en puntos de A, tomemos un punto a € A, y
una vecindad convexa U de f(a) en L, (se puede ya que L es localemente
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convexo, entonces para cualquier vecindad de a hay una vecindad convexa
contenida en la primera). Como f es continua en A, entonces hay un £ > 0
tal que la imagen de la bola O = B(a,¢) estd contenida en U. Sea § < 5.
Para B(a,d) hay una vecindad V' de a tal que cada vez que un elemento M
de la cubierta U intersecte a V, se tiene que M C B(a,d).

Afirmamos que V' es una vecindad de a que nos sirve para probar la
continuidad de F, es decir que F(V) C U.

Seay € V;siy € Aesclaroque F(y) = f(y) € U.Siy € A, entonces para
y hay una vecindad W de y, tal que intersecta un niimero finito de elementos
de U, y por lo tanto y sélo estd en un niimero finito de elementos de &4. Como
y € V, cada elemento de U que contiene a y, digamos U,,, intersecta V', por
lo que cada U,, C B(a,d). Recordemos que para cada a € A escogimos
Zs € Us ¥ 8a, por lo tanto d(za;, @) <0y d(#4,, 8a;) < 2d(Ta;yA4)

Como d(z,,,a) < 0, entonces d(zq,, A) < 4, por lo tanto d(zq,, aq,) < 24.

En consecuencia d(a,a,,) < d(a,z,,) + d(zq,,0,,) < 38 < ?—; por lo que
flaa,) € U y la combinacion convexa F(y) esta en U.

De aqui se tiene que F' es continua en X y es extensién de f. O

Una manera muy importante de obtener AE’s a partir de ANE’s es
por medio del cono del espacio; de esta manera, podemos demostrar otros
teoremas muy importantes de una manera sencilla.

Proposicién 2.3.20. Sea K alguna de las clases M, P o N. Si Y es un
ANE(K), entonces Con(Y) es un AE(K).

Demostracion. Sean X € K, A un cerradode X y f : A = Con(Y) una
funcién continua. Sea f, la composicién de f y la proyeccion my : Con(Y) —
[0, 1], es decir f, : A — [0,1]. Usando la normalidad de X podemos extender
f1 a una funcién ¢ : X — [0,1]. Sea U = ¢ '((0,1]). Afirmamos que U &
K. En caso de que K sea la clase de los metrizables es claro. Si X € N
(respectivamente P) entonces U es normal (resp. paracompacto), va que es
un Fj,-conjunto de X. Por lo que U € K

Sea fy = my 0 f|yna, donde my : (0,1] x Y — Y es la proyeccién del cono
aY.ComoU € K,UNAesuncerradode Uy Y € ANE(K), entonces f5
tiene una extensién Fy : V' — X donde V es una vecindad de ANU en U.

Sea A : U — [0,1] una funcién continua tal que Ajy\yv =0y Apnv = fo.

Ahora podemos definir la funcién

_ JMz)Fy(z), sizeV
F(I)_{e, sizeX\V
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La continuidad de F' es consecuencia de la definicion de la topologia débil en
el Con(Y). O

Los teoremas a continuacién nos dicen que en realidad es lo mismo hablar
de extensores absolutos que hablar de retractos absolutos, cuando éstos estan
en la clase dada.

Teorema 2.3.21. Sea Y un espacio en una clase topoldgica débilmente he-
reditaria C. St'Y es un AE (resp ANE) para la clase C, entonces Y es un
AR (resp. ANR) para la clase C.

Demostracion. Consideremos un homeomorfismo arbitrario h : Y — Z; de
Y a un subespacio cerrado Z; de un espacio Z en la clase C. Como Y es un
ANE para la clase C, entonces la funcién continua f = h™' : Z; — Y tiene
una extensién g : U — Y sobre una vecindad de Z, de Z. Entonces la funcién
r=hog:U — Z; es una retraccién y por lo tanto Y es un ANR para la
clase C.

De manera similar puede probarse que si ¥ es un AE, entonces es un
AR. O

Teorema 2.3.22. Sea C una de las siguientes clases:
1. espactos normales

espactos de Hausdorff compactos

espacios metrizables

espacios metrizables separables

ok W

espacios metrizables compactos
entonces todo AR (resp. ANR) para C es un AE (resp. ANE) para C

Demostracidn. La prueba de que todo AR para C es AE para C, es un caso
particular que la que se hace a continuacién, por lo que se deja al lector dicha
demostracion.

Sea Y un ANR para la clase C. Para probar que Y es ANE para C,
consideremos cualquier funcién continua f : A — Y definida de un subespacio
cerrado A de un espacio X en la clase C. Basta ver que f puede ser extendida
sobre una vecindad U de A en X.
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Caso 1 Supongamos que C es la clase de los espacios normales o de los
espacios de Hausdorff compactos.

Consideremos el espacio de adjuncién Z obtenido adjuntando X a Y
con la funcién continua f. Por la Proposicién 1.2.8, Z es un espacio
en C. Consideremos la proyeccién natural p : W — Z de la suma
topolégica W = X + Y en Z y sus restricciones i = ply v j = plx.
Entonces ¢ : Y — Zj es un homeomorfismo de ¥ en un subespacio
cerrado Zy de Z.

Como Y es un ANR para C, entonces hay una vecindad V' de Z; en
Z, y una retracciéon r : V. — Z;. La imagen inversa U = j7 (V) de
7: X — Z es una vecindad de A en X. Definimos g : U — Y dada por

g(z) = (" or)[j(2)]
para cada x € U. Entonces g es una extension de [ sobre U.

Caso 2 Supongamos que C es la clase de los espacios metrizables o la clase
de los espacios separables metrizables. En este caso Y es un espacio
metrizable. Consideremos una métrica acotada para Y y el encaje
canénico x : Y — L en el espacio de Banach L = C(Y). Por el Teorema
2.2.7, la imagen Z; = x(Y) es un cerrado en la envoltura convexa Z de
x(Y). Como Z es un subespacio de un espacio métrico L, entonces, Z
es metrizable. S1 C es la clase de los separables metrizables, entonces
Y es separable, y por lo tanto Z es separable. Por lo que Z estd en
la clase C. Como Y es un ANR para C, existe una vecindad V de Z,
en Z junto con una retraccion r : V. — Z;. Por otro lado, sigue del
Teorema de Dugundji 2.3.19, que la funcién ¢ = yo f : A — L tiene
una extensién ¥ : X — L, tal que ¥(X) estd contenido en la envoltura
convexa de ¢(A) C x(Y). Por lo que ¥(X) C Z. Entonces la imagen
inversa U = 1~!(V) es una vecindad de A en X. Definimos g: U = Y
por

g9(z) = x7'[r(®¥(z))]

para cada ¢ € U. Entonces g es una extensién de f sobre U.

Caso 3 Finalmente, supongamos que C es la clase de los espacios compactos
metrizables. Como Y es un espacio metrizable compacto, entonces
existe un homeomorfismo h : ¥ — Z; de Y en un subespacio cerrado
Zy del cubo de Hilbert Z = I“. Como I“ es compacto metrizable y
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como Y es ANR para dicha clase, entonces hay una vecindad V' de Z,
en I* junto con una retracciéon r : V — Z;. Por otro lado, debido a
que I¥ es AE para N, que la funcién compuesta ¢ = ho f : A — I¥,
tiene una extensién ¥ : X — I“. La imagen inversa U = ¢~(V) es
una vecindad de A en X. Definimos g : U — Y tomando

9(z) = (A" or)[(X)]

para cada x € U. Entonces g es una extensién de f sobre U.



Capitulo 3

Union de Extensores

En este capitulo presentaremos el tema central de este trabajo, y veremos
la demostracién que dié Hu[Hu65] referente a las uniones de extensores
cerrados y abiertos, y la demostracion que dié Dydak en [Dyd02] que es
mucho mds corta y usa una técnica muy importante, que se puede extender,
por medio del cono a extensores absolutos de vecindad de una manera muy
simple. Sé6lo presentaremos la demostracion de Hu para casos finitos, ya que la
demostracion para el caso infinito es demasiado larga. Ademas, en el articulo
[Anoo] se muestra de una manera mas simple el caso finito. El método que
usa Dydak, es el de ir construyendo funciones parciales que extienden a la
funcién que nos interesa extender, de tal manera que puedan ser pegadas
entre si para construir la funcién que extiende a la original.

3.1. Union de Extensores Abiertos

Proposicién 3.1.1. Sean Y; y Y subespacios abiertos de un espacio Y tales
que Y =Y, UY,. SiY) yYs son ANEs para C, entonces Y es ANE para C.

Demostracion. Sean X € C, A un subespacio cerradode X y f: A — Y una
funcién continua. Queremos ver que f posee una extensiéon continua sobre
una vecindad de A en X.

El subespacio A de X, esta cubierto por los subconjuntos abiertos f~*(Y;)
y f~1(Y2). El espacio X esta cubierto por los abiertos W, = f~}(Y;)UX\ Ay
W, = f~1(Y2)UX\ A. Como X es normal entonces existen cerrados X; C W),
y Xo C W, del espacio X tales que X = X; U X5 Sean A, = X; N A

39
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y Ao = XoN A, porloque A = A NAy y f(A4) C Y, f(As) C Yy,
f(AiNA)) CcYinY,.

Como Y] NY; es abierto de Y y de Y5, entonces es ANE para C y como
A; N Ay es cerrado en X, N X, que esta en C, entonces la funcién continua
parcial f|4,n4, tiene una extension

sobre un abierto M de X; N X,. Como X; N X, es normal, existe un
abierto N de X; N X, tal que

AiNAacNCcNcMcCcXinX,
Consideremos A N N, entonces tenemos que
AANA,cNNAC X NXaNA=ANA,

por lo que NNA = A NA,. Por lo que podemos definir una funcién continua
g: NN A—=Y dada por

_J¢(z), sizeNcM
g(x)—{f(:c), sizre A

Como g(NNA,) CY;yY; es un ANE para C, entonces la funcién parcial
9lnna, tiene extension h; : Vi — Y] sobre alguna vecindad Vi de N N A; en
X.

De la misma manera podemos_ obtener una extension hy : V5 — Y5 de
9| §na, sobre una vecindad V, de N N A, en X,.

Para 1 = 1, 2, de la normalidad de X;, existen abiertos @; tales que

NuA,c@cQ:cVicX;

Por otro lado, como (X; N X3) \ N y A son cerrados disjuntos en un espacio
normal X, hay dos abiertos disjuntos D y E tales que

(XinX;))\NcD, ACE

Consideremos los cerrados J, = (Q; \ X2)NE y J, = (Q2\ X1) N E de X,
Entonces tenemos que J; C Vi, J; C Vo y JiNJ2 C N. Sean K; = JIUN_y
Ky = JUN, entonces K y K, son cerrados de X con K; C V;y KijNK, C N.
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Como hy |y = glgy = h2|y, podemos definir una funcién continua h : K —
Y en el subespacio K = K; U K, de X tomando

h(:},): h](.’f), S%.’L’EK]I
hao(z), size€ K,

Entonces h es una extension de f. Falta ver que K contiene una vecindad de
Aen X.

Consideremos G = ((@Q;\ X2)U(Q2\ X,)UN)NE. Entonces A C G C K.
Como E es abierto en X falta ver que H = (@, \ X3) U (@2 \ X1) U N) es
abierto en X. Por las definiciones de N, @, y @4, hay abiertos By, By y Bs
tales que

N=BnNnXinX,, =B1NX;, Q=BNnX,
de lo cual sigue que
Qi\ X2 =B\ Xy, Q\Xi=B\X,
son abiertos de X. Como N C Q1 y NV C ()9, tenemos que
NcCByNBNB,

Por otro lado, sea z € ByN By N Bsy. Si z € X; N X5, tenemos que € N. Si
z € X \ Xy, entonces

IEB1Q(X\X2)=B1\X2

De la misma manera, si ¢ € X \ X, entonces z € By \ X, por lo que
BynB, NB, C H.
De lo anterior tenemos que

HZ (Bl\XQ}U(BQ\XI)U(BQDBIHBQ)
Lo que prueba que H es abierto en X. O

Corolario 3.1.2. Si un espacio Y es unién de una coleccion finita de sub-
espacios abiertos donde cada uno es ANE para C, entonces Y es ANE para

G
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Proposicion 3.1.3. Sean Y, y Y, dos subespacios abiertos de Y tales que
Y=Y uY, SiY,, Y, yYinY, son AF para la clase C, entonces Y es AE
para la clase C.

La prueba de esta proposicion es mucho mas simple que la prueba anterior,
por lo que la hemos omitido.

En general un subespacio cerrado de un ANE para la clase C no siempre
es ANE para la clase C. Por ejemplo si C contiene el intervalo cerrado I,
entonces cada subespacio cerrado de I que no sea localmente conexo no es
ANE para C.

3.2. Unidén de Extensores Cerrados

Proposicion 3.2.1. Sean Y] y Y, subespacios cerrados de Y, tales que Yy U
LH=Y. 8 YINY, yY son ANE para C, entonces Y, y Y, son ANE para C.

Demostracion. Basta ver que Y; es un ANE para la clase C. Para ello, sean
X un espacio en la clase C, A un cerrado de X y f : A — Y] una funcién
continua. Queremos ver que f tiene una extensién sobre alguna vecindad de
Aen X.

Como Y es un ANE, la composicién ¢ =iof: A — Y de f y la inclusién
1:Y; = Y tiene una extensién ¢* : U — Y sobre algin subespacio abierto
U vecindad de A en X. Como X es normal, existe un abierto V' de X tal
que ACV CcV CU. Sea = ¢*|p y consideremos las imagenes inversas
B, = ¢¥(Y}) y By = ¢~ 1(Y3), entonces B, y B, son cerrados en V por lo
tanto cerrados en X. Ademds tenemos que

V=.81UBQ, AC By, if)(BlﬂBg)C}/leQ_

Como B; es un cerrado de X, B; esta en C. Como B; N B; es cerrado en By
y Y1 NY; es ANE para C, entonces la restriccion ¢|p,ng, tiene extension

SIN'—?YIH}’E

sobre un subespacio abierto N de B, que contiene a By N By. Como B; es
normal, entonces existe un abierto M en B, que satisface

B]_ntCMCMCNCBz
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Como B; y M son cerrados en X y
BIQM:BlﬂMﬂBg :BimBg

podemos definir una funcién continua g : B; U M — Y; dada por

Mﬂ_{wwy siz € B

T\ k(z), sizeM

Entonces g es extension de f sobre B, U M. Falta ver que B, U M contiene
una vecindad abierta de A. Consideremos W = ByuMNV.Como A C W C
B, U M, basta ver que W es abierto en X.

Consideremos W = (BN M)NV. Como A C W C B, N M, es suficiente
probar que W es abierto en X.

Como BiNB; € M yV = B,UB, tenemos que W = ((V\ B;)UM)NV =
(VABy)U(MnV).

Como M es abierto en By, existe un abierto @ de X tal que M = QN By,
entonces tenemos que

MNVcQNnV=QnvVnvV
=QN(BiUB)NV c(BiU(@NBy))NV
=(BiuM)NV =W

De aqui se sigue que W = (V' \ By) U (Q NV), lo cual implica que W es
abierto en X. O

Proposicién 3.2.2. 51 Y] y Y2 son subespacios cerrados de Y que es AE
para C, tales que YUY, =Y yY1NY, es AE para C, entonces tanto Yy com
Ye son AE para la clase C.

Definicion 3.2.3. Se dice que un espacio topoldgico es C'on_mpa‘etamente
Normal si para cualesquiera dos subconjuntos A y B tales que ANB =0y
AN B = 0, tienen vecindades desjuntas.

Para las siguientes proposiciones supondremos que todo espacio en la
clase C es completamente normal.

Proposicién 3.2.4. Sean Y, y Yz dos subespacios cerrados de Y, donde
Y =YZuUYs SiY, Y5 yYiNY, son ANE para la clase C, entonces Y es
ANE para C.
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Demostracion. Sean X un espacio en la clase C, A un subespacio cerrado de
Xy f:A—Y una funcién continua. Queremos ver que f tiene extension
continua sobre alguna vecindad de A.

Consideremos las imdgenes inversas A; = f~1(Y}) y Ay = f~1(Y2) en A.
Entonces A, y A, son cerrados en A y por lo tanto en X. Sus diferencias
A\ A y Ay \ Ay son tales que

(A1 \ A2) N (A2 \ A1) U (A1 \ A2) N (A2 \ A1) =0
Como X es completamente normal, existe un abierto U de X tal que
A\ A cUCUCX\(A2\A)=(X\A4)U(ANA)
ahora definimos dos cerrados X, y X, en X por
Xi=UU(AINA), Xo=(X\U)U(ANA,).

Entonces XI A= Al, XgnA = Az Yy Xl UX2 =X
Como Y, NY; es ANE para mathcalC' y Ay N Ay es cerrado en X; N X,
que esta en C, la funcién parcial f|4,n4, tiene extension

¢:M—>YlﬂY2

sobre un subespacio abierto M de X; N Xs.
El final de la demostracion es andloga a la demostracion de la Proposicién

3.1.1 a partir de ¢ en la ecuacién 3.1.1.
O

Proposicién 3.2.5. Sean Y] y Y, subespacios cerrados de Y tales que Y =
YiuY,. iV, Y y YiNY, son AE para la clase C, entonces Y es AE para
c. ;

Es importante resaltar que la condicién de que todo espacio en la clase
C sea completamente normal es imprescindible. Por ejemplo, si X = I x X,
donde I es el intervalo cerrado [0,1] y T es un cubo de Tychonoff (T = I,
con a no numerable). Entonces los cerrados Y} = I x {8} y Yo = {0} x T,
donde @ denota el origen de T'. Sea Y = Y; U Y5, por lo tanto ¥; NY; es un
solo punto. Los espacios Y;, Y5 y ¥ NY, son AE para la clase N de todos
los espacios normales, por lo tanto es AE para la clase de todos los espacios
compactos de Hausdorff LH. Pero Y, UY; NO es ANE para la clase KH, si lo
fuera, entonces la identidad ¢ : Y — Y tendria extensién continuar : U — Y
sobre un abierto U de X, lo cual contradice el hecho de que Y; y Y5 no tienen
vecindades ajenas. (Y no es normal)
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3.3. Union de Extensores

En esta seccion presentamos las demostraciones que aparecen en [Anoo]
y en [Dyd02]. Que estan hechas con una técnica diferente y mucho mds
eficiente. Por otro lado, estas demostraciones son mas generales, ya que no
solamente son para el caso finito, sino para uniones arbitrarias. Es importante
notar que dichas demostraciones son considerando extensores para un espacio
X paracompacto, no con extensores para una clase C, por lo que son mas
generales, que las presentadas anteriormente.

Teorema 3.3.1. Sea X un espacio Paracompacto. Si Y es union de dos
abiertos, tales que Yy y Y; son ANE para X, entonces Y es ANE para X.

Demostracion. Sea f: A — Y una funcién continua, donde A es un cerrado
de X. Queremos ver que f tiene una extensién continua para una vecindad
de A. Los conjuntos V; = fTIV))U(X\A) y Vo = fFHY,) U (X \ A)
forman una cubierta abierta de X. Como X es normal, entonces hay dos
cerrados X y X, tales que X = X; U X,. Como Y; NY); es un abierto de V)
y Y) es ANE para X, entonces Y; NY; es un ANE para X. Si consideramos
al Con(Y; NY;) es un AE para X, por lo que existe una extensién fo :
X1 N X, = Con(Y; NY,) de la restriccion f|an(x,nx,)- Podemos pegar fo y
flianxyy en b : ANX, — Con(Y;). Como Con(Y7) es AE para X, entonces hay
una extension hy : X; — Con(Y)) de h. Andlogamente, hay una extensién
hy : Xy — Con(Y3) de h. Como h, y h, son extensiones de h, se pueden pegar
para formar H : X — Con(Y). Como H|4 = f y H™'(§) N A = ) entonces
U= X\ H () es una vecindad de A en X. La restriccién de H|y es una
extension de f a U vecindad de A. O

Teorema 3.3.2. Sea X un espacio paracompacto. Supongamos que Y es un
espacio tal que es la unidn de subespacios {Y;}ses que tienen las siguientes
propiedades.

1. CadaY, es extensor absoluto de X.

2. Para cualesquiera elementos s,t de S, hay un u € S tal que, Y;UY; C
A

Si f: A—Y esuna funcidn continua de un subespacio cerrado A de X a
Y tal que

A= Inta(f7 ()

s€S
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entonces, f se puede extender a una funcion continua sobre todo X.

Demostracidn. Definimos para cada s € S, el abierto Uy = (X \ A) U
Inta(f~1(Ys)). Como X = |J 5 Us y X es paracompacto, entonces existe una
particién de unidad localmente finita {g;}ses tal que g7'(0,1] C U, para cada
s € S, cada vecindad U, contiene al soporte de la correspondiente funcion
gs.Para cada subconjunto finito T de S definimos Br = {z € X|gs(z) >
0, para todo s € T'}. Queremos construir por induccién elementos a(7) de S
y funciones fr : By — Y, () de tal manera en que se cumplan las siguientes
condiciones,

1= Ya(p) &= Yn(T} paracada F CT
2. frlp = frparacada FCT

3. frlaner = flansr

Para los subconjuntos de un sélo elemento, T' = {s}. Notemos que B, =
g-'(1)! para cada s € S.

Es importante notar que cada By puede ser expresado, como Br =
MNies\r g:1(0), por lo que claramente cada By es un cerrado de X. {B,}scs
es una familia discreta y f(ANB;) C Y, para cada s € S. Entonces podemos
extender cada f|anp, a fs : Bs — Y; y definir a(s) = s.

Ahora supongamos que fr y a(T) ya estdn definidos para todos los
subconjuntos con menos de n + 1 elementos de S. Queremos construir a
fr v a(T) para T con exactamente n + 1 elementos de S.

Dado T con exactamente n + 1 elementos de S, sea s € S tal que Y;
contenga a todos los Y,(p) para todo F subconjunto propio de T'. Sea a(T') =
s, entonces todas las funciones fr donde F es subconjunto propio de 7,
pueden ser pegadas y producir una funcién h de un cerrado B de By, con
valores en Y, y extendiendo a f en AN B.

Como f(AN Br) C Y, h se puede extender sobre Br, ya que B es un
cerrado de Br, y Br es un cerrado de X, entonces la extensién buscada puede
darse para todo X y luego restringir a By, produciendo fr : B; — Y(,,) con
las propiedades pedidas.

Ahora como Br N Bp = Brnp todas las fr pueden ser pegadas para
producir la funcién f7: X — Y que extiende a f. Cualquier punto z € X,
tiene una vecindad U que intersecta sélamente un nimero finito de g=*(0, 1],

1Ya que g, es particién de unidad, g;'(1) implica que g;(z) = 0 para todo t # s
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lo que significa que hay un subconjunto finito 7" de S tal que U C By. como
f!| B, es continua, entonces f/|y también lo es. 0

Corolario 3.3.3. Sea X un espacio paracompacto. Supongamos que Y es un
espacio de Hausdorff, unién de una familia de subespacios {Y;}ses con las
sigutentes propiedades,

1. Cada Y es extensor absoluto de vecindad de X .

2. Para cualesquiera dos elementos s y t de S, hay un uw en S tal que
YU C ¥,

Sif: A=Y esuna funcion continua de un cerrado A de X a 'Y, tal que
A = U,es Inta(f~1(Ys)), entonces f se puede estender sobre una vecindad
de Aen X

Demostracion. Sea Z = Con(Y') con vértice v y Z; = Con(Y;) para cada
s € S. Entonces, f considerado como una funcion continua de A a Z satisface
las hipétesis del teorema anterior, y tiene extensién continua sobre X. Sea
g : X — Z una extensién de f sobre X y sea U = g7'(Z \ {v}). Entonces
hay una retraccién r : Z \ {v} — Y, lo cual significa que la composicién de
gly ¥ r produce una extensién fr: U — Y de f. O
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Capitulo 4

Complejos Simpliciales

4.1. Complejos simpliciales con la topologia
CwW

Definicién 4.1.1. Un complejo simplicial abstracto es un conjunto V, junto
con una coleccién K de subconjuntos finitos S C V tales que

1. ParacadaveV, {v}€K.
2. SiSe KyS CS entonces §' € K.

A los elementos v de V se les llama vértices y a los elementos S5 de K
simplejos. Si S = {vg, ..., v, }, entonces dim S = n. Un subcomplejo M de K
es un complejo cuyo conjunto de vértices W C V' y cada simplejo de M es
simplejo de K.

Con cada complejo simplicial abstracto (V,K) se asocia un complejo
simplicial geométrico denotado por K como sigue:

Se encaja V' en un espacio vectorial real L como un conjunto en posicién
general, es decir, de tal manera en que para cada n + 1 puntos v, ..., v, €
V C L los vectores vy — vy, ..., Uy — v Sean linealmente independientes. Se
le da a V, un orden parcial tal que para todo subconjunto S C V con
S € K, esté totalmente ordenado. Para todo n-simplejo abstracto ordenado
S = (vo,...,vn) se define una funcién continua g del n-simplejo estandard
A, ={teR" :¢,>0,) .t =1} en L por la férmula

ps(t) = Zl‘st’i
i=0

49
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Se denotara cada ¢s(A,) € L por S y se llamara n-simplejo cerrado de K.
El correspondiente n-simplejo abierto es el subconjunto ¢s(A,), donde

Ap={teR* :4,>0,) t;=1}

i=0

A cada n-simplejo cerrado S C L se le d4 la topologia de tal manera en que
¢s : A — S sea homeomorfismo. El portador |K| de un simplejo simplicial
K es el espacio X = |K| = Usexg con la topologia débil, es decir, un
conjunto U C |K| es abierto (cerrado) si y sélo si U N S es abierto (cerrado)
en S para todo simplejo S € K. A ésta topologia se le llama Topologia CW.
Claramente, el portador |M| de cada subcomplejo M es un cerrado de |K]|.

La coleccién de todos los simplejos S € K de dimensién menor o igual
a n, forma un subcomplejo de K llamado el n-esqueleto K™ de K. Si X™ =
|K™|, entonces X° C X! C .. C X y X = UX™. Los n-simplejos S son
componentes de X™\ X"! v los simplejos cerrados S son sus cerraduras.
X% =V y es discreto.

Cada espacio Hausdorff X, que es portador de un complejo simplicial se
llama CW-espacio simplicial.

Nota 4.1.2. Sea X = |K| un CW-complejo simplicial. Una funcién f : X — Y
es continua si y sélo si la funcién f|s es continua para todo simplejo S € K

Lema 4.1.3. Sea X = |K| un complejo simplicial y Z un espacio topoldgico.
Una funcion f : X x I — Z es continua si y sdlo st f|z,; es continua para
todo simplejo S € K.

Lema 4.1.4. Sea X = J,., X un espacio topoldgico cuya topologia es débil
con respecto a Xoaecaq. Sea'Y un espacio localmente compacto y Z un espacio
topoldgico. Si una funcion f: X x Y — Z tiene la propiedad de que f|x, xy
es continua para cada o € A, entonces f es continua.

Demostracidn. Sea (zq,y0) € X XY, 20 = f(z0,¥0) y sea W una vecindad de
2z en Z. Como f|(zy)xy es continua, existe una vecindad compacta Y; de yo
en Y tal que f({zo} x Yp) C W. Sea U C X el conjunto de todos los puntos
z € X tales que f({z} x Yp) CW.

Claramente zp € U y f(U x Y) C W.

Es suficiente ver que U es abierto en X, es decir que U, = U N X, es
abierto en X,. Si # € Uy entonces f({z} x ¥5) C W. Como f, = fl|x.xvs
es continua, f;'(W) es abierto en X, x Y, que contiene a {z} x Y;. Por lo
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tanto, existe'una vecindad V, de z en X, tal que V, x Yy C f71(W), es decir
f(Va x Yy) € W. Por lo tanto V, € U N X, = Uy lo cual prueba que z es
un punto interior de U, con respecto a X,. Entonces U, es un abierto de
X O

4.2. Complejos simpliciales con la topologia

métrica
A un simplejo abierto S con vértices vy, ..., v, lo denotaremos por S =<
Vg, .., Up > ¥ su cerradura por S = [vp,...,v,]. Para todo punto z €<
Vg, -.-,Un > hay un sélo punto ¢ = (tg,...,tn) € Ay tal que Py, 0.} (t) =

z. Notemos que z = . tiv; € L. A los t;,i = 0,...,n los llamaremos
coordenadas baricéntricas de . Ademads ¢; > 0 para =0, ...,n.

Definamos ahora para cada v € V una funcién A, : X — [0, 1] como
sigue: A, (z) = t;,2 = 0,..,n como la i-ésima coordenada baricéntrica de z.
Si z €< vg, ...,y >, Ay(x) = 0 para cualquier otra v € V' \ {vg,...,vn}. La
estrella St(z, K) = {z € X : \y(z) > 0} es la unién de todos los simplejos
que tienen a v como vértice.

Nota 4.2.1. Las coordenadas baricéntricas A,, son continuas con respecto a

-----

S = {vg,..,vn} € K.

Ahora definimos una métricaen X = |K| por la férmula:

d(z,y) = Y IM(@) = A ()l (4.2.1)

veV

Denotaremos al espacio X con la métrica dada, como X,, y a el espacio X
con la topologia CW, como Xcw.

Nota 4.2.2. Como |\, (z) — A\o(y)| < d(z,y), las coordenadas baricéntricas y
las funciones A, : X,, — [0, 1], son continuas.

Teorema 4.2.3. Sea Y un espacio topoldgico. Una funcion f : Y — X, es
continua si y sélo si las funciones \yo f : Y — [0,1] son continuas para cada
vértice.

1Sean X espacio topolégico, A C X, Z compacto y U vecindad de 4 x Z en X x Z.
Entonces existe una vecindad V de Aen X, talque V x ZCU
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Demostracion. Si A\, o f son continuas, entonces todos los conjuntos de la
forma

{yeY: |(AWf)W) — (Auf)(wo)} <6

para todo § > 0, son vecindades abiertas de yy € Y.
Por lo tanto la continuidad de f en y, es consecuencia del siguiente lema.

]
Lema 4.2.4. Sean xy €< vg,...,0p, € K ye > 0. i
[Ay () — Api(x0)| <6, i=0,..,n (4.2.2)
! e (4.2.3)
2(n+1) o
entonces
d(z,z) <€
Demostracion. Notemos que \,(zq) = 0 para v # vy, ..., U, entonces
T
PIEMENES! (4.2.4)

i=0
por (4.2.1), (4.2.2) y (4.2.4) se obtiene
d(w,z0) =Y Mo (@) = M@+ D M@ <(m+1)d+ Y A(a)
i=0

VEUG . Un v#EVg,.. Un

(4.2.5)
sin embargo, por (4.2.2)

Y A@=1- Z Aoi(z) < 1+ Zn:(a — A (z0)) = (n+1)5  (4.2.6)
1=0 i=0

vFEVG .o Un

en consecuencia, por (4.2.5), (4.2.6) y (4.2.3),

d(z,z¢) <2(n+1)d <e

Corolario 4.2.5. La funcién identidad Xcw — X es continua
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Demostracion. Por la nota 4.2.2 tenemos que A,z = A, y por lo tanto es
continua. )

Definicién 4.2.6. Decimos que K es localmente finito si para cada vértice
v € V, éste pertenece a lo mas a un numero finito de simplejos en K.

Para los complejos localmente finitos K, el espacio Xow es localmente
compacto, ya que St(v,K) es una vecindad compacta para cualquier z €
St(z, K). En este caso 1 : Xew — X,, es un homeomorfismo.

Ejemplo 4.2.7. Sea V = {v,...} € K puntos distintos. Sean los simplejos
de dimensién 1 dados por {vg,v;} parai =1,2,... ysea K = K'. Entonces la
funcién identidad de X,,, - Xew no es continua, ya que si z, = ﬁv{ﬁ #vn
para toda n € N, entonces {Z, }nen — vo en X, pero no en Xeyw, pues {z,}
es cerrado en Xew que no contiene a vy, por lo que 7 : Xew — X, no es
homeomorfismo.

Ademas, Xew no es metrizable porque en el punto vy no tiene una base
numerable. Ya que si Uy, Us, ... es cualquier sucesion de vecindades de vy, se
puede elegir una vecindad V; de vy en [vg, v;] de tal manera en que exista un
punto z; € ([vo,v;) N U;) \ Vi. Entonces V' = |,y V; es un abierto en Xcow y
z; € U; \ V; # 0 para todo i € N. Por lo tanto {U;} no es base local de .

4.3. Los complejos simpliciales métricos son
ANR’s

Definicion 4.3.1. Decimos que un complejo simplicial K es completo, si

cada subconjunto finito de vértices de K es un simplejo en K.

Teorema 4.3.2. Si K es un complejo simplicial completo, entonces su por-

tador X = |K|,, es un AR.

Demostracion. Por el teorema de Dugundji es suficiente encajar a X como
un subconjunto convexo en un espacio vectorial normado L. Tomemos por L
al espacio £,(V) = {f:V = R: ) v |f(v)] <oo}. Con norma definida por

1£11= D1/ ()l

veV

Sea @ : X — ¢,(V) dada por
(®(2))(v) = A(z) z€XveEV
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Entonces
l18(z) — )| = IXu(2) = Ao(¥)| = d(z,)
veV
Por lo que ® es un encaje isométrico de X.
Para mostrar el conjunto ®(X) es convexo en £;(V), consideremos dos
puntos z,y € X y p,v > 0, con p+ v = 1. Tenemos que mostrar un punto
z € X tal que

p®(z) + vd(y) = ®(2) (4.3.1)
Notemos que
pAy(z) +vA(y) 20, veV (4.3.2)
¥
D (uho(@) +vho(y) =p+v=1
veV
Ademaés, pA,(z) + vA,(y) = 0 para todo v € V excepto para vg,..., Up.

Como K es completo dichos vértices forman un simplejo en K. Por lo que se
puede interpretar los niimeros en (4.3.2) para v = 1y, ..., v, como coordenadas
baricéntricas de un punto z € X, es decir

Ao(2) = pho(T) + vA(y), vVEV (4.3.3)
Claramente
(®(2))(v) = Au(2) (4.3.4)
como ademds
(1(z) + v3(y))(v) = (@) + A (Y) (4.35)
Las ecuaciones (4.3.3), (4.3.4) y (4.3.5) implican (4.3.1). Que quiere decir que
X es convexo. O

Por lo anterior, sabemos que cualquier complejo simplicial completo métrico
es un AR, sin embargo queremos generalizar el resultado anterior, obteniendo
que cualquier complejo simplicial métrico es un ANR. Para ello, necesitamos
el siguiente lema,

Lema 4.3.3. Si L es un subcomplejo de un complejo simplicial K, entonces
la métrica dy, en |L| es la restriccion de la métrica dg a |L| X |L|. Por lo
tanto |L|, es un subespacio de |K|,,.
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Demostracidn. Sea V el conjunto de los vértices de Ky V' C V el conjunto de
vérticesde L. Siz €< vy, ..., v, >€ L, entonces sus coordenadas baricéntricas
Ay, (z) son las mismas con respecto a L que con K. Todas las demds son en
ambos casos 0. Entonces para v € V', A\l = AK|;,. Mds aun, si z € |L],
entonces A\ (z) = 0 para v € V'\ V'. Por lo que para dos puntos z,y € |L|,

di(z,y) = Y [N (@) - A @)l = Y M=) - M(y)| = dula,y)

veV! vel!
O

Lema 4.3.4. Todo complejo simplicial L es subcomplejo de un complejo
simplicial completo K.

Demostracion. Sea V' el conjunto de vértices de L. Sea K el complejo sim-
plicial abstracto tal que V es su conjunto de vértices, y cada subconjunto
finito de V" es un simplejo S de K. Claramente, K es completo y L es un
subcomplejo de K. O

Teorema 4.3.5. Todo complejo simplicial con la topologia métrica es un
ANR.

Demostracion. Por el Lema 4.3.4 cualquier complejo simplicial L puede ser
considerado un subcomplejo de un complejo simplicial completo K. Por el
Lema 4.3.4 Y = |L|,, es un subespacio de X = |K|pn.

Por el Teorema 4.3.10, que veremos a continuacién, ¥ es un retracto de
vecindad de X y por el Teorema 4.3.2, X es un AR. Como un retracto de
vecindad de un AR es ademas ANR, entonces Y € ANR. O

Definicién 4.3.6. Llamaremos a un subcomplejo L C K completo, si se
tiene que siempre que < vy, ..., v, >€ K y los vértices vy, ..., v, € L, entonces
< oy U o2€ L.

Lema 4.3.7. Sea L C K un subcomplejo completo de K. Entonces Y = |L|
es un retracto de vecindad de X = |K|p.

Demostracion. Tenemos que mostrar que Y es un retracto de su vecindad
U = Uyero St(v, K), donde L° denota al conjunto de los vértices de L.
Definimos una retraccién 7 : U — Y como sigue

A
Xor(2) = -A reUwve L’

ZUE Lo Ay (3‘:)



56 CAPITULO 4. COMPLEJOS SIMPLICIALES

Por la definicién de U para cada z € U existe al menos un v € L tal
que A\, (z) > 0. Por lo que ) ;0 Ay(z) > 0y por lo tanto, A,7(z) estd bien
definida.

Si < vy, ..., Vi, Vig1,...,Un >€ K es el portador de = € U, entonces por
definicién de U al menos un vértice pertenece a L%, por loque ) 0 Ay(z) >
0. Sea i > 1 tal que vy, ...,v; € L° y v;y1,...,vp € K°\ L°. Entonces A, (z) >
0,..., A, (z) > 0y Ay(z) = 0 para todos los otros v € L°. Por lo que

¥ ot lE)
Z)\u_,?" _ZUELOA = =

Ademis < vy, ...,v; >€ L, y vemos que el punto r(z) €< vy, ...,v; >C |L|
estd bien definida. Si z € |L|, entonces i = n y A,(z) = 0 para v # v, ..., U
Y Dovero Mol(T) = YiekoMu(z) = 1. Entonces A,r(z) = Ay(z) para v €
{vo, .-, n} ¥ Aur(z) = 0 para v € L°\ {uvy, ..., v, }. Entonces r(z) = z.

Para probar la continuidad de r (por el Teorema 4.2.3) basta probar la
continuidad de la funcién ¢ : U — [0, 1] dada por

=Y Mfz), zeU
velL?
Para z,y € U tenemos
6(z) — d(¥)| = D \u(z) -
zeL0
<D (@) = M@ < D (@) = M) = d(z,y),
veL? vEK®

lo que muestra que ¢ es continua. L]

Para reducir el caso general con cualquier subcomplejo L C K al caso de
un subcomplejo completo, debemos usar subdivisiones baricéntricas.

Definicién 4.3.8. A cada complejo simplicial abstracto asociamos un nuevo
complejo K', que llamaremos la subdivisidn baricéntrica de K. Los vértices
de K' son todos los simplejos S € K y los simplejos de K' son todas las
colecciones finitas {Sy, ..., S, } de simplejos de K tales que forman una cadena,
es decir Sy < §; < ... < 8,. Si K se realiza geométricamente en un espacio
vectorial L, entonces se obtiene la realizacion de K' en L, realizando S =
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n

{vo, ..., n} como el baricentro wg = ((-,ﬁl—}) Yo v € L. Se puede demostrar
que |K'| = |K| y que cada simplejo de K’ esta contenido en un simplejo de
K, entonces tenemos una subdivision.

Lema 4.3.9. Sea L C K un subcomplejo de K. Entonces L' C K' es un
subcomplejo completo.

Demostracion. Sean Sy, ..., S, vértices de L', es decir, Sy, ..., S, € L. Si estos
vértices son un simplejo en K', entonces, podemos suponer que Sy C S; C
... € S,.. Lo cual significa que Sy, ..., S,, es un simplejo en L'. O

Teorema 4.3.10. Sea K un complejo simplicial y sea X = |K|,,. Para cada
subcomplejo L C K, el subespacio Y = |L| es un retracto de vecindad de X .

Demostracion. Sea K un complejo simplicial y L € K un subcomplejo. Por
el Lema 4.3.9, L' es un subcomplejo completo de K'. Por el Lema 4.3.7, |L'|
es un retracto de vecindad de [K'|# (el subindice d' o d significa que a |K’|
se le dd la topologia métrica inducida por d' o d respectivamente). Como

|IL| = |L'|, y |K| = |K'| y por el Teorema 4.3.12 que mencionamos en la
siguiente seccion, |K'|y = |K|4. Entonces |L| es un retracto de vecindad de
1K ]a. O

Nota 4.3.11. El Teorema 4.3.12 se demuestra facilmente en el caso en que K
es un complejo localmente finito. Entonces |K|cw = |K'|cw y por la nota
4.2.6, |K|s = |K|cw, |K'|le = |K'|cw.

Para completar la prueba del Teorema 4.3.10 es necesario el siguiente
resultado.

Teorema 4.3.12. Sean K un complejo simplicial y K' su subdivisidn bari-
céntrica. Sean d y d' las métricas inducidas en |K| = |K'|. Entonces d y d'
son equivalentes topoldgicamente.

La prueba de este teorema puede encontrarse en [MS82], el mismo teorema
con respecto a la topologia CWW tambien tiene lugar, y puede encontrarse en
[MS82].
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CAPITULO 4. COMPLEJOS SIMPLICIALES



Conclusiones o

En esta tesis se presenta una introduccion al tema referente a Extensores
Absolutos en sus diferentes variantes y en especial a su comportamiento con
respecto a las uniones, de tal manera que quién desee tener un conocimiento
en general del tema, pueda estudiarlo tomando como base este trabajo ya que
no supone un conocimiento profundo del tema. Unicamente se requieren bases
de topologia general para poder seguirlo. A finalizar la lectura, el lector puede
dirigirse a otras fuentes relacionadas, conociendo los elementos necesarios
para una lectura mas avanzada.

En cada una de las demostraciones, se llevaron a cabo algunas técnicas
importantes que pueden ser generalizadas con hipdtesis extras, considerando
acciones de grupos en espacios topoldgicos.

En este campo, se puede generalizar la teoria que se ha visto en esta tesis,
de tal manera que permite plantear problemas o preguntas aiin abiertas en
la matematica moderna.

Es interesante resaltar que la técnica presentada sigue funcionando con
pocas modificaciones en el campo mencionado, por lo que este trabajo es de
utilidad para quienes, con algin conocimiento de topologia, tenga una idea
cercana de los métodos de trabajo en este campo.

Con respecto a las aplicaciones que este trabajo presenta, se establece que
los CW complejos son ANE’s. Como se menciona en la introducién, dichos
espacios son importantes para algunas ramas de la matematica.
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