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1. Introduccion

La teoria de los espacios de Bergman se remonta varias décadas atras, iniciando con el
estudio del matemético polaco Stefan Bergman sobre el ntcleo reproductor descubierto por
él mismo en 1922, el cual es hoy en dia conocido como nicleo de Bergman. Esta teoria fue
desarrollada principalmente durante los anos 80’s, sin embargo, durante los dltimos anos de
la década de los 90’s sufrié una notable metamorfosis. Problemas que antes eran considerados
como intratables, han sido resueltos y se ha obtenido una teoria muy completa y rica para
describir a los espacios de Bergman y sus operadores. Con el estudio de los espacios de
Bergman generalizados se ha observado que éstos coinciden con una gran variedad de espacios
de funciones holomorfas, tales como los espacios diagonales de Besov, los espacios de Sobolev
y los espacios de Hardy-Sobolev.

A pesar de las similitudes que existen entre los espacios de Hardy y los espacios de
Bergman, la teoria existente sobre éstos ultimos se encuentra mucho menos desarrollada, in-
cluso en el caso del disco unitario, ésta ademas incorpora nuevos elementos como la geometria
hiperbdlica y niicleos reproductores.

Es importante recordar que la primera caracterizaciéon en variable real para los espacios
de Bergman fue presentada por Coifman y Weiss en los anos 70’s ([6]). Considerando la
pseudo-métrica

||2] — |w|| + I—Wl‘wl(z,uﬁ si z,w € B, \ {0},

p(z,w) =
|z| + |w| en otro caso,

Coifman y Weiss utilizaron técnicas de analisis armoénico en espacios homogéneos para obtener
una descomposicién atomica para espacios de Bergman. Sin embargo, como la métrica de
Bergman [ enfatiza la estructura geométrica compleja de la bola unitaria en C™, uno preferiria
obtener caracterizaciones en variable real para los espacios de Bergman en términos de (.

Recientemente, Z. Chen y W. Ouyang establecieron caracterizaciones en variable real en
términos de funciones maximales e integrales de drea para los espacios de Bergman en la bola
unitaria de C™, las cuales involucran la derivada radial, el gradiente complejo y el gradiente
invariante. También definieron espacios de funciones holomorfas tipo tienda en la bola unitaria
de C™ y demostraron que estos espacios coinciden con los espacios de Bergman.

En el presente trabajo, se presentan y demuestran los resultados elaborados por Z. Chen y
W. Ouyang sobre caracterizaciones en variable real para espacios de Bergman. El texto consta
de 4 secciones, las cuales estan organizadas como sigue: en la segunda seccién introducimos
los espacios de Bergman, establecemos algunas nociones de diferenciacién y enunciamos varios
resultados bésicos que nos seran utiles para el estudio que pretendemos realizar. En la tercera
seccién presentamos y demostramos una descomposicién atomica en variable real para espacios
de Bergman. Por 1ltimo, en la cuarta seccion formulamos caracterizaciones para los espacios
de Bergman en términos de una funciéon maximal, de funciones integrales de area y de espacios
tipo tienda.

En adelante, denotaremos por Ny al conjunto que consta de los ntimeros naturales y el
0. Para dos cantidades no negativas = y y, entendemos por x ~ y que existen constantes



positivas Cy y Cs tales que Ciz < y < Cyz. Asi mismo, por z < y queremos decir que existe
una constante C' > 0 tal que x < Cy. La demostracién de los resultados mencionados en la
segunda seccién pueden ser encontrados en [8], ademds seguiremos la notacién utilizada en
dicho libro. Cualquier otra notacién o terminologia utilizada serd aclarada mas adelante.

2. Espacios de Bergman

Denotemos por C al conjunto de niimeros complejos. Fijemos n € N y denotemos por B,,
a la bola unitaria en C™. Denotaremos a la frontera de B,, por S”. En C" consideremos el
producto interno
(z,w) = 2101 + -+ - + 2,0y,
y definamos |z| = (z, z) 2. Sea ahora {e; };.L:l, la base estandar de C™. Diremos que una funcién
f :B,, — C es holomorfa en B, si para toda z € B,, y j € {1,2,...,n} el limite

OF () _ TG 2e) = (2)

8zj A—0 A

existe y es finito. Es posible mostrar que una funcién f es holomorfa en B,, si y sélo si
f(2) =) amz™, z€B,,
m

donde m es un multi-indice y la serie converge absoluta y uniformemente en los conjuntos de
la forma
rB,={z€C:|z|<r}, 0<r<lL

Para cada | € Ny definamos

fiz) = Z amz™"

Im|=l

donde |m| =my+---+m, sim = (my,...,my,). Ahora podemos reescribir la serie de Taylor
de f como

flz) =) fi2).
=0

La expresién anterior se conoce como la expansién homogénea de f.

Un mapeo F : B, — B,, esta definido por n funciones de la siguiente manera:

F(z) = (f1(2),..., fa(2)), 2z €By.

Decimos que F' : B,, — B,, es holomorfa si cada f; es holomorfa en B,. Denotaremos por
Aut(B,,) al conjunto de bi-holomorfirsmos de B,,.

Para z € B, \ {0}, definamos ¢, : B,, — B,, como

N

2 P(w) — (1 - \z|2) Q. (w)

a(w) = 1—(w,z) ’




donde P,(w) = <TZ’|§>Z y Q.(w) = w — <‘“Z’"§>z. Es facil ver que @, o ¢,(w) = w para todo

w € B, y que ¢, es un automorfismo de B,, que intercambia a los puntos z y 0.

Definicién 2.1. Para o € R definimos la medida de Lebesgue pesada v, en B, como

Vo (2) = ¢q (1 - |z|2)av(z),

I'(n+ta+1)

donde v es la medida de Lebesgue, co, =1 sia < =1 ycq = AT (atT) st > —1.

Cuando o > —1, v, es una medida de probabilidad en B,,. Denotaremos por 7 a la medida
resultante cuando &« = —(n + 1) y la llamaremos la medida invariante, puesto que T o =7
para todo ¢ € Aut(B,,).

Para p > 0 denotaremos por L?(B,,) al espacio LP(B,,, v, ).

Definiciéon 2.2. Para p > 0 y o > —1, definimos el espacio de Bergman pesado como
A2 =H(B,,) N L2(B,), donde H(B,) denota al espacio de funciones holomorfas en B,,.

Una quasi-norma en un espacio vectorial X es una funcién p : V. — R que satisface
los mismos axiomas que una norma, excepto el de la desigualdad del triangulo, el cual es
reemplazado por la existencia de una costante C' > 1 tal que p(x + y) < C(p(x) + p(y)) para
todo par de vectores x y y en X. Decimos que un espacio vectorial X es quasi-Banach si es
metrizable, completo y su topologia estd dada por una quasi-norma en X.

Observacién 2.3. (A%, |||, ) es de Banach sip > 1 y quasi-Banach sip <1, donde |||, ,,
es la norma que AP hereda de L2, (B,,) como subespacio vectorial.
2.1. Algunas Nociones de Diferenciacion

Para f € H(B,) v 2 = (21,...,2n) € B,, definimos

= La derivada radial de f en z

RIE) =3 25 (o)

Jj=1

= Para cada t € R, la derivada radial fraccional de f en z
R f(z) = thfl(z),
1=0

donde f(z) = Y2, fi(2) es la expansién homogénea de f.
= Kl gradiente complejo de f en z

Vi(z) = (gi(z),...,gi(zO .



= Fl gradiente invariante de f en z
VI(z) = V(fop:)(0).

Ahora estamos en condiciones de definir los espacios de Bergman generalizados: para p > 0
y a € R fijemos k € Ny tal que pk + a > —1 y definamos

AP = {f e H(B,) : (1 - |z|2)k7z’ff(z) c Lg(mzn)} .

El espacio AP es independiente de la eleccién de k y coincide con la definicién original cuando
a>—1.

Sea N = min{k € Ny : pk + o > —1} y definamos

il =150+ [ (1IZIQ)NPIRNf(Z)Ipdva(Z));, f e

n

De nuevo, (A%, ||| 4») es de Banach si p > —1 y quasi-Banach si p < —1.

2.2. Resultados Basicos

A partir de este momento, denotaremos por D(z,v) al conjunto {w € B,, : f(z,w) < v},
donde (8 es la métrica de Bergman y v > 0. Se sabe que

1 1 e (w)
Pl w) = 5108 70 )

y que [ es invariante bajo automorfismos de B,, (Para mayor informacién, puede consultarse
(8])-

Antes de continuar, es conveniente enunciar algunos resultados béasicos sobre la métrica
de Bergman y funciones holomorfas en B,,, los cuales pueden encontrarse en [8].

Lema 2.4. Para todo o € R y v > 0 existe una constante C, > 0 tal que para toda z € B,
se satisface

1 9 n+l4+ao
c (1—\z|)

<uDE) <0 (1-12F)
Lema 2.5. Sea v > 0. Entonces
1) para toda w € B, y z € D(w,~)
L= |wf = 1= [z & |1 = (w, 2)];

ii) para toda z € B, u y v en la bola unitaria de C" con B(u,v) < v se tiene

1= (z0)~ 1= (zu)].



3. Descomposicion Atéomica

Antes de desarrollar una descomposiciéon atémica en variable real para los espacios de
Bergman, recordemos la descomposicién atémica en variable compleja dada por Coifman y
Rochberg [5].

Teorema 3.1. Suponga quep >0, o > —1 yb>nméx{1,1/p}+ (a+1)/p. Entonces existe
una sucesion {ap}72, en B, tal que AP, consiste exactamente de funciones de la forma

pb—n—1—«
(1= lasF)

(1= (za8))®

3

donde {cy}72, € [P y la serie converge en la topologia de AL, inducida por ||-||,, . Mds ain

/ |f(2)]F dva(z) = l'nf{ZICklp},
B k

n

donde el infimo corre sobre todas las descomposiciones posibles para f.

Para establecer nuestra descomposicion atémica es necesario dar algunas definiciones y
notacién nueva. Para z,w € B,, definamos d(z, w) = |1 — (z, w>|% La restriccién de d a S™ es
una métrica y es conocida como la métrica no isotrépica.

Para cualquier £ € S™ y r > 0 el conjunto Q,.(§) = {z € B, : d(z,&) < r} es llamado tubo
de Carleson con respecto a la métrica d. Cuando no sea necesario expresar explicitamente el
centro o radio de un tubo de Carleson lo denotaremos por Q.

Figura 1: Tubo de Carleson de radio r = 1 y centro £ = 1.

Definiremos nuestros dtomos en términos de tubos de Carleson como sigue:

Definicién 3.2. Sea 1 < ¢ < co. Diremos que a € LE(B,,) es un (1,q)q-dtomo si a(z) =1
para toda z € B, o si existe un tubo de Carleson Q) tal que

1) sopaC Q.



.. 1_
i) |lallg.0 < va(@)7 7

iii) [ adv, =0.
B

Nétese que para cualquier (1, ¢q),-dtomo se cumple

1—1
lall,.o = / laf du < llall, o va(@F < 1.

n

Supongamos por un momento que o > —1. En L2(B,) podemos definir la proyeccién
ortogonal P, sobre A2 de la siguiente manera:

Pof(z) = / K (z,w) f(w)dva(w), [ € L2(B,),

donde
1

= fw)y e

Es posible extender P, como una proyeccién acotada de L2 (B,,) sobre AP para 1 < p < co.

K*(z,w) =

Definicién 3.3. Sea 1 < g < oo, definimos AL como el espacio que consiste de todas las
funciones f € Al que admiten una descomposicién de la forma

F=> NPaa;) con D INI<Colflla,
J

J

donde para cada j, a; es un (1,q)q-dtomo y A; € C.

Dotaremos al espacio AL? de la siguiente norma:

1f e = f § > A1 f =D NPalay) ¢
i i

donde el infimo se toma sobre todas las descomposiciones posibles para f. No es dificil com-
probar que (ALY, || - || 41.4) es un espacio de Banach.

En el siguiente teorema establecemos la existencia de una descomposicion atémica para
el espacio de Bergman AL.

Teorema 3.4. Suponga que 1 < ¢ < oo y a > —1. Para toda f € AL, existe una sucesion
{a;}32, de (1,q)a-dtomos y una sucesion {\;}32, de nimeros complejos tales que

F=Y NPala;) vy D INISCllfllg-
i J
Mads ain,
£l o= f QS TN f =D NjPala) ¢
i i

donde el infimo corre sobre todas las descomposiciones posibles para f y “ ~ 7 depende sélo
de a y q.



Probaremos el teorema anterior por medio de dualidad, utilizando los siguientes lemas:

Lema 3.5. Dado o > —1 ewiste § > 0 tal que para todo z y w en B, y £ € S™ con d(z,£) >
o0d(w, &) se tiene
d(w,§)

(Z, 5)2(n+1+o¢)+1 :

[ (2,0) = K(2,6)| < Can

Demostracion. Notemos primero que

d

1
ko) - K0 = [ 4 :

((1 — (2,8 —t(z,w — §>)n+1+a> dt,

por lo cual,

(n+1+a)[(z,w—9
1= (2,6) =t (z,w — )"

K (5,0) — K(2,6)| s/o

Escribamos z = 21 + 22 y w = w1 + ws, donde z; y w; son paralelos a &, mientras que zo y
wy son ortogonales a £. Con lo anterior, tenemos que

(z,w) — (2,§) = (22, w2) + (21, w1 — &),
y asi
[(z,w) = (2,6)| < |22] |wa| + w1 —§].

Observemos ahora que |wy — &| = |1 — (w, §)|, pues

lwy — €[> = (w1 — & wy — &)
= w|* = (& w1) — (w1, &) + €)%,
mientras que
1= (w, " = (1 = (w,&)(1 = (&w))
=1—(w,&) — (& w) +[(w,)[?
= (€ = (w, &) — (&, w) + [(w1, )]
= 6% = (w, &) — (& w) + wn .

También observemos que

|22f? = |2|* = |21 < 1= |

<201 = |z|
=21 = (21, 6)]
=2[1—= (20|

De forma analoga se tiene |wsz|? < 2|1 — (w, €)|. Por todo lo anterior, tenemos que

[(z,0) — (2,6)] < 2|1 — (2,&)|%[1 — (w, &)]F +[1 — (w,€)]
< 2d(w, €) (d(2,€) + d(w, €)).



Elijamos ¢ > 0 de forma que 2(1 +1/§)1/6 < 1/2, de esta manera, tendremos que para
todo z,w € B,, y £ € S" con d(z,&) > dd(w,§)

2 1 1
|<Zaw>_<zvf>|§ I+ < d2(27£)§7|1_<27§>|
) ) 2
Bajo estas condiciones

1= (26 —t{z,w = > [1 = (z, ] = t|(z,w = )|
2 [1={z8)] - [{z;w - &)

1
> 2= (8l

Asi

Cn+1+a)d(w,§) (d(z,€) + d(w,§))
11— (z,)[n+2ta

< G+ 1+ a)d(w,§)d(z, §)(1 +1/9)

= d(z,f)2(”+2+“)

- 2C(n+ 1+ a)d(w,§)

= T g

[K%(2,w) = K%(2,§)] <

O

El siguiente lema proporciona una relacion entre la medida de un tubo de Carleson y el
radio de éste. Su demostracién puede encontrarse en [8].

Lema 3.6. Para todo o > —1 existen constantes positivas, C' y ¢, tales que para cualquier
EesSr

i) er?tiHa) <o (Q,(€)) para cualquier 0 < r < /2.
i) va(Qr(§)) < Cr2(n+1+e) yarg todo r > 0.

Lema 3.7. Para a > —1 y 1 < g < 00, existe una constante C' > 0 que depende sélo de a,n
y q, tal que para todo (1,q)q-dtomo a, se satisface ||Py(a)|1,o < C.

Demostracion. Supongamos que a es un (1,q),-dtomo, que no es la funcién idénticamente
uno, que tiene soporte en el tubo de Carleson Q,.(€) y que 76 < v/2, con § como en el Lema
3.5. Dado que P, es acotado en L%(B,,) tenemos

_1
|q7ava(Q6r)1 B

/ |Pa(a)|dva < |[Pa(a)
Qsr
< C(0r)*HH =D B, | |la
< Qe =D P, | [lal

< Ced® TN Py |

4.0

—1
q,aVa (Qr)l 4




donde hemos utilizado el Lema 3.6. Por otro lado, si d(z,£) > or y usamos el Lema 3.5
obtenemos que
1

@uﬂﬁ&wﬂww‘/“wh—<%ww‘ww@wwwww
<C / la(w dw.s) g w)

2(7L+1+a)+1
Qr(§)

< ’I"
= 4z, TR

En consecuencia

dvg(z
/ |Po(a)ldva(z) < Cr / d(z7£)2(ns—1)+a)+1

Bn\Qsr(£) Bn\Qsr(£)

o0

dvy(2)
Cr Z / d(z, )2t 1+a)+1

7=09; 5r<d(z.€)<2i+15r

i Vo Q21+167)

2](57”’ (n+14a)+1

\ /\

2]+16,r,)2(n+1+a)

!

< c TZ 2]5T 2(n+14a)+1
C/22(n+1+a)+1

= 1)

Con todo lo anterior, obtenemos que

/\Pa(a)|dva: / P (a)|dva + / |Pa(@)|dve < Coumg.
B,

B?L\Qér(f) QST(&)

Nétese que si 76 > /2, entonces Qs, = B,, y como v, es una medida de probabilidad en
B,,, la estimacién se obtiene facilmente. O

Del Lema 3.7 podemos deducir que ALY C Al continuamente.

Definimos el espacio de Bloch B, como el espacio que consiste de todas las funciones
f € H(B,) tales que ||f|lg = sup{|Vf(2)| : z € B,} es finito. A pesar de que | - ||z es una
seminorma, podemos dotar a B de la norma

1A= 1O+ [ flls,

con la cual B es un espacio de Banach. Es bien sabido que B se puede identificar con el espacio
dual de Al mediante el par integral

(f, lim / f(rz)g(z)dva(z), fe AP, geB.

r—1-1



El siguiente lema establece una caracterizacién para el espacio de Bloch By puede encon-
trarse en [1].

Teorema 3.8. Suponga que o > —1 y 1 < p < 00, entonces para toda f € H(B,,) se cumple
que [ € B siy solo si existe una constante positiva Cy , tal que

1

0a(Q,(6)) / If = fo,(e)|Pdva < Cap,
Q©

para todo r >0 y & € S™, donde
1
er(f) = Ua(Qr(f)) / f(2)dva(2).
Qr(8)

Mads ain,

=

~ u 71 — Pdv
s~ swp —os / 1 = fariolPdva |

r>0,6€Sn Vo
Qr (&)

donde “ =7 depende solo de a,n y p.

Proposicién 3.9. (AL9)* = B isométricamente para cualquier o > —1 y 1 < q < oc.

Demostracion. Tomemos p > 0 con 1/p + 1/q = 1. Mostraremos primero que B C (AL7)*.
Sea g € B. Para cualquier (1, q),-d4tomo a con soporte en el tubo de Carleson @

= [(Pa(a), 9)al

/ agduv,,
B

/ a(g — 9qQ)dva

B,

()} (o)
Q Q

< <1/ lg — gq|Pdv )é

o Uoc(Q) Q © “

< Clglls,

/ P, (a)gdv,
Bn

donde en la tltima desigualdad hemos usado el Lema 3.8. Si ahora consideramos a = 1,
tendremos que P, (a) =1y en consecuencia

_ 9(2) o (5
. oo = || g s

10

= 1g(0)].

/ P, (a)gdv,
Bn




Hasta aqui, hemos probado que si f es una combinacién lineal finita de (1, g),-dtomos,
entonces

/B F(2)5@dva(2)| < ClFILesa(19(0)] + llgls).

Tenemos asi, que g define un funcional lineal continuo 1, en un subespacio denso de ALa el
cual puede extenderse continuamente a ALY con la propiedad de que para toda f € AL?

%9 (N < CllFl aza (19(O)] +llglls)-

Con lo anterior tenemos que B C (AL9)*.
Observemos ahora que A% C AL puessi f€ ALy Q= Q,.(¢) conr>+2y eSS

(f = fo)xq
2(1£llg.e

Es sabido que (A%)* = AP. Si ¢ € (AL9)*, entonces 1 € (AL)* y en consecuencia existe
una funcién g € A%, tal que

f= + fa-

O(f) = /B fgdva,  Vf € AL.

Sea (&) un tubo de Carleson, para cualquier f € LZ(B,,) la funcién

0 = = fano)Xar@)
2/[fllg,a(va(@r(£)))>

es un (1, ¢)q-atomo. Se sigue del Lema 3.7 que |¢(Pa(af))| < C||¢||, consecuentemente

B(Pallf — far©)Xan@ )] < 2010111 f lg.0va(@r (€))7
Asi, para cualquier f € LL(B,,)

/ f(9=9q,))dva| = / (f = fa.©)gdva
-(6) Q. (€)

=1/, (f = fo,©)XqQ.©)9dva

=1/, Po(lf = fo,©lxa.©)gdva

[W(Pa(lf = fo.))Xa. @)
< 20119 )|[1fllg.0va(Qr (€))7

y en consecuencia

1
_— 9 — 9o, lFdv < 2[]9]|.
@@ J 11wl =2l
Qr(8)
De lo anterior y del Lema 3.8 se sigue que g € By |lgllz < O] O

11



Ahora la demostracién del Teorema 3.4 es simple: el Lema 3.7 asegura que ALY C Al
continuamente y la proposicién anterior afirma que (AL7)* = (AL)*, por lo cual se puede
concluir que ALY = AL.

Es importante notar que la prueba anterior no puede extenderse para 0 < p < 1, de hecho,
hasta el momento no se ha encontrado una descomposicién atémica en términos de tubos de
Carleson para AP con 0 < p < 1.

4. Caracterizaciones en Variable Real

4.1. Funcién Maximal

Una de las caracterizaciones que presentaremos en esta seccién esta dada por la siguiente
funcién maximal:

Definicién 4.1. Para cada v >0 y f € H(B,) definimos

(Myf)(2) = sup [f(w)], z€Bn.
weD(z,7)

Antes de iniciar con la caracterizacién de AP en términos de la funcién maximal, debemos
enunciar los siguientes lemas que nos seran de utilidad mas adelante:

Lema 4.2. Suponga que v >0, 0 <p < oo y«a > —1, entonces existe una constante positiva

C tal que

1 < oy [ f@)lPdn), €8,

D(z,7)

para toda f € H(B,).

Lema 4.3. Parar > 0 fijo, existe N € N y una sucesion {a;} de nimeros complejos en B,
tal que

i) B, € Ujen D(aj, 7).
i) Cada z € B,, pertenece a lo mds a N discos de la forma D(aj,3r).

Procedamos ahora a formular la caracterizacion de A? en términos de M.,.

Teorema 4.4. Suponga que v >0y a > —1. Sea 0 < p < 00, entonces para toda f € H(B,,)
se tiene que f € AP siy sdlo si M, f € LP(B,,). Mds ain,

I fllp.e = (1M flp.ars

donde “ =7 depende sdlo de v,a,n y p.
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Demostracion. Es claro que para cualquier v > 0 || f|lp,a < [[M,f|p,o. Para obtener la de-
sigualdad contraria notemos que

[ sy [ s i)

jeNp ) wePE)
a Y

1 Pdvug (u Vo (2
<oy [ | sw R | 1fwpds) | deats

weD(z,

jEND(aj v) D(w,)
< CZ Z / W / |f(u)\pdva (u)dva (Z)
TEND(a;,7) D(a;,37)
=Cs % / (1— \a ‘ ytita / |f(w)|Pdva(u)dva(2)
T D (ay,m) D(a;,37)
<ay [ IfwPdnw
JEND (4 3)
< C4N/ w)[Pdvg (u),
con lo cual queda demostrado el resultado. O

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, obtenemos una caracterizacién en
términos de funciones maximales para los espacios generalizados de Bergman.

Corolario 4.5. Sean v > 0 y a € R. Suponga que 0 < p < oo y elijamos k € Ngy de forma
que pk + o > —1, entonces para cualquier f € H(B,) se tiene que f € AL si y sdlo si
Mfff € L2 (B,), con

(M5 f)(2) =sup {(1 = |[w[*)*R* f(w) : w € D(2,7)}, 2 €Bn.

Mds ain,
1 llpe = [F(O)] + |2 f]
donde “ =7 depende solo de v,a,n,k y p.

p,a

Demostracion. Para probar el resultado, basta notar que f € AP siysélosi RFf € ka+a (B,).
Como R¥ f es holomorfa y pk + a > —1, se sigue del teorema anterior que R* f € .Apk ta Sy
solo si MyR¥f e LY, . (B,), es decir ijf € L2 (B,).

4.2. Funciones Integrales de Area

Fijemos v > 0y 0 < ¢ < oo. Para cada f € H(B,,) y z € B,, definamos

13



a) La funcién integral de drea radial:

Q=

A (f)(z) = / (1 — [w|>)Rf (w)|%dr (w)

D(z,7)

b) La funcién integral de drea del gradiente complejo:

Q=

A% = | [ 10 PV ) rarw)

D(z,7)

¢) La funcién integral de drea del gradiente invariante:

A% e = | [ 19w

D(z,7)

Antes de continuar, es conveniente presentar tres resultados que nos ayudaran a demostrar
una segunda caracterizacién para los espacios de Bergman AP. El siguiente lema, puede
encontrarse en [8]:

Lema 4.6. Sea 1 < p < oo. Suponga que o > —1 y 1/p = (1 — 0)/p’ para § € (0,1) y
1 <p' < oco. Entonces
AP = [Ag’,zs]e

con normas equivalentes, donde {Ag,BL es el espacio de interpolacion compleja entre Ag/ Yy

B.

Necesitaremos también la siguiente caracterizacién para medidas de tipo Carleson en es-
pacios de Bergman, la cual puede encontrarse en [7].

Lema 4.7. Suponga que n+ 1+ a > 0 y que p es una medida de Borel positiva en B, .
Entonces eziste una constante positiva C' tal que

W(Q(6)) < Crmtite e eSmyr >0,

sty sdlo si para cada s > 0 existe una constante positiva C' tal que

1— 22 s
/B |1 — EZ wl|7|L+)1+a+s dp(w) < C" Vz €B,.

Por 1ltimo, enunciamos un lema demostrado en [8], el cual relaciona la derivada radial
con el gradiente complejo y el gradiente invariante.

Lema 4.8. Para cualquier f € H(B,,) y para toda z € B, se satisface

14



i) 11— [2P)RF(2)] < 11— [PV ()] < [VF(2)]-
i) [Vf()P = (1= [zP) V()] = [RF(2)).

Ahora estamos en condiciones de enunciar una caracterizaciéon para espacios de Bergman
en términos de funciones integrales de area.

Teorema 4.9. Suponga que v >0, a > —1 y que 1 < g < 00. Sea 0 < p < 0o, entonces para
cualquier f € H(B,,) las siguientes afirmaciones son equivalentes

1) feAb.
i) A% f € LE(By).
iii) A% f € LE(B,).
i) A;‘{)@f € L2 (B,).
Mas ain, las cantidades
£ O)] + IAR Fllpas LF O + A% Fllpa y 1O + 1A% £l
son comparables con || f|lp.a y “~7 depende sdlo de vy,a,n,p ¥y q.

Demostracion. Como consecuencia inmediata del inciso i) del Lema 4.8 se tiene que iv)
implica 7ii) y que i) implica i), por lo cual sélo necesitamos mostrar que #i) implica i) y
que 7) implica iv).

Veamos primero que i) implica i): como Rf es holomorfa, se sigue del Lema 4.2 que

aq q

(1_|Z|§)n+1+a / IRf(w)|?dva(w) | <C' / IR f(w)|%dr(w)

D(z,v) D (z,7)

IRf(2)] <

Por lo anterior

Q=

(L= 2RI < C' (1= |2 / R (w)|"dr(w)

D(z,7)

<o / (1 = [w?)R f ()] 9dr(w)
D(z,7)

=" AL f(2).

En consecuencia, si A(ﬁ;zf € L2 (B,) entonces (1—|z|?)|Rf(2)| € LE(B,), por lo tanto f € AP,
(Teorema 2.16 en [8]).
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Procedamos ahora a probar que ¢) implica iv). Supongamos primero que 0 < p < 1,
tomemos f € AP, consideremos la descomposicién atémica dada por el Teorema 3.1 y escrib-

amos
1-— ag 2\(pb—n—1—a)/p
fulz) = (1 — fax]?) :
(1 - <Z7ak>)
Notemos que
Ofi, b (1 —|ay>)¥b-n-1-a)/p

e (e ) A

por lo cual
bag, (1 — |ag|?)@b—n-1-a)/p
vfk( ) u ( | k| ) b1 )
(1= (z,a))"*

— 2 ( b—n—l—a)/

Aplicando #i) del Lema 4.8 a f; obtenemos

V()P = 1= 2PV fi(2)* = [Rfil?)
_ PP o)A — a2 P (Jar]? — ({2, ax)[?)
- 11— (2, a) [P+
_ Cb2(1 _ Iak‘Q)Q(pb—n—l—a)/p’
- 11— (2, ax)*®

asi

Q=

AR = [ 19aw)drw)

D(z,7)

Q=

i dr(w)
< Ob(1 — 2\ (pb—n—1—a)/p /
> ( |ak‘ ) ‘1 — (w,akﬂbq
D(z,7)
C/b(l o |ak|2)(pb7n71704)/p

- 1= (z,ar)]’

Como v, (Q,(£)) < Cr2(»+1+e) paratodor > 0y & € S™, podemos tomar s = pp—n—1—a > 0
en el Lema 4.7 para obtener que

1— 2\pb—n—1—«
[ A% s pane < cw [ U100 dva(2) < Cpar
B, ’

5, 1= (zan)l?

Ahora, si f € AL, con 0 <p <1y f=> ycrfe con ), ylck|P < oo obtenemos

| 1A s < Sl [ AT S IPdr() < Cpe Y el

keN keN
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y‘en,consecuencia

| 1A% 1Pare) < Cpaint 3 el < Cpalf

keNy

p
p,a”

Con lo anterior, el resultado queda demostrado para 0 < p < 1. Veamos qué sucede cuando
1 <p<oo. Sea = LYB,, Xp@,)dr;C") y

L>®(B,; FE) = {F :B, — E: sup [|[F(2)||g < oo}.
Z2EBy

Consideremos ahora T' : B — L*(B,; E) tal que f — Tf con Tf : B,, — E y para cada
z2€B,, Tf(z):B, — C" con w+— Vf(p,(w)).

Notemos ahora que ¢, (D(0,7)) = D(z,7), y como dr es invariante bajo ¢, se tiene

1
q

177l = ( [ 1956wl (w)dr<w>)

_ ( / Wf(w)wdﬂw)) q
D(z,7v)

_ 4@
= A f(2),
por lo cual
sup [|Tf(z)lle < Clfls

2€B,
Por todo lo anterior, T es acotado de B en L (B,;E) y por el caso anterior, tambien es
acotado de A en L'(B,,; E). Por el Lema 4.6 sabemos que A2 = [AL Blycon 0 =1—1/py
es un hecho conocido que para la misma 6

LA (B,; E) = [L},(By; E), LY (B E)],

por lo cual podemos concluir que T tambien es acotado de AP en LS°(B,; F) para todo
1 <p<oo.

Hemos probado asi, que para todap >0y f € A2
(a)
1A, Fllpa < Cl o
con C' dependiente sélo de a,v,n,py q. O
Como corolario al teorema anterior, obtenemos una nueva caracterizacién para los espacios
de Bergman generalizados.

Corolario 4.10. Suponga que v > 0,1 <g<ooyaeR. Sea 0 <p<ooykeNyde forma
que pk + a > —1. Entonces para toda funcion holomorfa f en B, se tiene que f € AP siy
solo si Ag‘f3§+1(f) € Lr(B,,), donde

AGNE = [ [ 10 PR fw) o (w)

D(z,7)
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Mas ain,
1£llp.a = 1£O) + A (F)llp.as

donde “ =7 depende solo de v,a,q,p, k y .

Demostracion. Basta notar que f € AP siy sélo si RFf € L§k+a(Bn)7 y por el teorema
anterior, esto sucede si y sélo si A((lq)R(ka) € Ly, ,(By,), esto es, si y sélo si A(ﬂcﬂ(f) €
LP(B,). 0

4.3. Espacios Tienda

Sea v > 0y para 1 < ¢ < oo definamos

AW f(z) = / | ()| 9dr (w)

D(z,7)

Para ¢ = oo definamos

AP ()= sup [f(w)l.

weD(z,7)

Los mapeos definidos anteriormente envian funciones de B,, en funciones en B,,. Definiremos
al espacio de funciones holomorfas tipo tienda 77, como sigue

12, = {F e H(B.) : AP(S) € LE(B.) |

donde 0 < p < o0, a>—-1,7v>0y 1 < g < oco. Dotaremos a estos espacios de la norma
(o quasi-norma cuando 0 < p < 1) ||fllzz, = HAfyq)(f)Hp)a, con la cual 7 es un espacio de
Banach, si p > 1.

En secciones anteriores hemos estudiado el caso ¢ = oo y encontramos que 72 coincide
)
con el espacio de Bergman A? . Por otro lado, haciendo uso del Teorema 3.8 se puede ver que

7., estd encajado en B para todo 1 < ¢ < oc.

En esta seccion, ademas de las funciones de area que hemos definido, usaremos una variante
de la funcién maximal no centrada de Hardy-Littlewood en los espacios de Lebesgue L2 (B,,),
a decir

(@r(2) = su - w)|?dvg (u
M@= s |\ oDy J @l

D(w,y)

donde v > 0y 0 < ¢ < co. Cuando ¢ = 1 escribiremos M, en lugar de Mil).

Teorema 4.11. Suponga que v > 0,1 < g < oo ya>—1. Sea 0 < p < oo, entonces para
cuaquier f € H(B,) son equivalentes

1) feAb.
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||f||P,Oé ~ HfHT(f,q ~ ”M'Sq)Hp,ou

donde “ =7 depende sdlo de v,a,p,q y n.

Demostracion. Sabemos que para toda z € B,

1
IS | o [ M| S A956) MO 1(2),

D(z,7)

por lo cual, tenemos que i) implica i7) y que i) implica ).

El Lema 4.1 en [4] asegura que M., es acotado en LP(B,,) para 1 < p < co. Usando este
resultado y que MW(Q)(f) = (M,(|f]9))'/4 se obtiene que Mnsq) es acotado en L2 (B,,) para toda
g <p<oQ.

Por otro lado

Q=

1
MWDf(z)= sup —_— / flidv,
A= Ny OV
D(w,y)

Q=

1 /

A  sup o p | fl9dva
D(wmaz | (1= |w]?) '+1+'D( :
w,y

1
a

A~ sup / |f|%dr
D(w,y)>z Do)

S

D(z,27)

=AY f(2).

Por lo cual, bastara probar que HAS;I)(f)Hp,a < || fllp,a para 0 < p < g. Dividiremos la prueba

en dos casos.

Supongamos primero que 0 < p < 1: Si f € AP, podemos usar la descomposicién del
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Teorema 3.1 para obtener

Q=

APse < | [ I ar)
D(z,7)

Q=

—n—1l—-«a 1
< lela -l | [ drt)
jeN D(z) Y
1— |aj|2)(pb—n—1—a)/p

(
Sl =

JjEN

en consecuencia, para cualquier descomposicién de f se tiene

Z)pbfnfl [eY

la;|
/B \A(Wq 2)|Pdvg (2 <Z| J|P/ \1_J<z,aj>|1’b dve (2 <Z|Cj|p

JEN B jEN

donde en la dltima desigualdad, hemos usado el Lema 4.7. Por lo anterior se puede concluir
que para toda f € AP con 0 <p <1

| AP £GP dvae) S it 3 les S 11
B,

p,o
JEN

Para el caso 1 < p < ¢ usaremos interpolacién compleja. Sea E = L9(B,, Xp(,,)d7) ¥
consideremos el operador T' : A4 — L4(B,; E) tal que f — Tf con Tf(z) : B, — Cy
Tf(2)(w) = f(pz(w)).

Noétese que . (D(0,7)) = D(z,7). Como dr es invariante bajo automorfismos de B,, se
tiene que

ITf(2)e = </ f(‘pz(w))qXD(O,'y)(w)dT(w)>q

n

| lspar(w)

q

Consecuentemente

T g0 = [ TN pdon(z) = [ AP 1) d00(2) = [ 1) (2)

n n

Hasta aqui, hemos probado que T es acotado de A% en L?(B,; E), combinando esto con el
caso p = 1 y usando interpolacién compleja concluimos que T' es acotado de AL en L2 (B,,; E)
para 1 < p < ¢. En consecuencia, para 1 < p < ¢ se tiene

1A (Nllp.a < Clfllpa,  VF € AL
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Como resultado final, presentamos el siguiente corolario, el cual establece una caracteri-
zacion en términos de la funcién de area y la funcién maximal para los espacios de Bergman
generalizados.

Corolario 4.12. Suponga que v > 0,1 <g<ooya€R. Sea 0 <p < oo ykeNyde forma
que pk + a > —1. Entonces para toda funcion holomorfa f en B, son equivalentes

i) feAb.
ii) AY)(f) € LE(B,).

)

i) M) (f) € L2 (B,).

¥,k
con |
Afnggf(Z) = / (1 — |w|FYRF f(w)|9dr(w) |,y
D(z,7)
(9) 1 o
M (z) = sup —_— 1— |u|*)R" f(u)|dva (u

o D(w,y)3= va(D(w,y))D(w ) (1= ul (u)] )

Ademds

1£llp.c = 1FO) + 1A () lpa = 1FO)] + M) pas
donde “ =7 depende solo de v,a,p,q,n y k.

La demostracién de este resultado es similar a la de los Corolarios 4.5 y 4.10.
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