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Introduccion

Durante los ultimos afios se ha observado que en las ciudades mds desarrolladas del mundo la edad
maxima alcanzada de las personas se ha incrementado en forma considerable, sin que esto signifique
necesariamente una mejora en la mortalidad de los jovenes sino mdas bien una mejora en la
mortalidad de los ancianos.

El caso de México no es la excepcidn ya que el pais ha sufrido grandes transformaciones a través de
toda su historia y entre ellos (el que nos interesa para efectos de este trabajo de tesis) el aumento de
la edad maxima alcanzada por sus habitantes (sobre todo en sus zonas urbanas).

En general se espera que la edad méxima alcanzada en nuestro pais tenga una trayectoria ascendente
como consecuencia del envejecimiento de la poblaciéon dada la estructura poblacional actual, los
avances médicos, y las politicas de salud vigentes.

El efecto anterior es importante que se reconozca en las actuales tablas de mortalidad que utilizamos
tal que la edad maxima de dichas tablas sea un reflejo de estas mejoras en la mortalidad de ancianos
y no una mera edad maxima arbitraria que por costumbre se establece en 100 afios.

Desde la aparicion de las tablas de mortalidad (o tablas de vida) se ha tenido la inquietud por parte
de especialistas dedicados a diferentes areas de estudio, de terminarlas en una edad adecuada, por
ejemplo desde el punto de vista demografico se busca el hacer una proyeccion correcta del tamafio y
estructura de la poblacién por edades, mientras que en la profesidon actuarial se busca un célculo
justo, dptimo, competitivo y eficiente de las anualidades vitalicias y los seguros de vida

Por esta razén durante mucho tiempo se han desarrollado algoritmos para predecir los datos de
mortalidad de una poblacién (como bien es sabido en ocasiones resulta sumamente complicado la
obtencidén de estos datos) y a su vez que la prediccién logre que la tabla de mortalidad termine en una
edad que represente lo mejor posible la longevidad de una poblacién y no que termine en una edad
meramente arbitraria.

Algunos de estos modelos seran desarrollados y explicados con mayor detenimiento en los siguientes
capitulos, pues cada uno de los métodos tienen caracteristicas particulares que los vuelven
importantes; sin embargo, estos algoritmos también tienen carencias, lo que obliga como
especialistas a comparar las alternativas y seleccionar la(s) que cubra(n) mejor las necesidades del
medio asegurador asi como a la poblacidn asegurada.

Se puede decir sin temor a equivocarse que los procedimientos presentados en este trabajo, no se
han aplicado en México y mucho menos se ha tratado de estimar una edad maxima para una tabla de
mortalidad con base en la experiencia estadistica del pais.

Se espera que en México el numero de personas que alcanzard los 100 afios de edad o mas
incremente en tan sélo 25 afios.



Ademads de que “van a existir muchos viejos muy viejos” si se considera la baja en las tasas de
natalidad que se esta presentando. El Fondo de Poblacidn de las Naciones Unidas (2013) ha publicado
recientemente lo siguiente para el pais:

“En 2010 la poblacion de mds de 60 afios y mds, fue de 10,055,379, representando el
6.3% de la poblacion total. Se prevé que para el 2030 las mujeres de 60 afios y mds
representen el 18.7% del total de las mujeres y los hombres el 16.2% del total de la
poblacion.”

Es importante realizar un andlisis de las Tablas de Mortalidad Mexicana utilizadas en la actualidad, e
incluso implementar un algoritmo para estimar la edad maxima limite en la que dichas tablas deban
terminar, todo lo anterior con el propdsito de cubrir, entre otras cosas, el calculo y estimacién de los
requerimientos de seguridad social, anualidades y seguros de vida.

Dado que seria muy ambicioso tratar de trabajar con todas las tablas de mortalidad mexicanas
existentes se limitard al andlisis y estudio de la tabla conocida en el sector asegurador como Tabla de
Mortalidad CNSF-2000-1, ya que ademas fue para la Unica que se logré conseguir la informacién base,
es decir, las edades y probabilidades de muerte sin ajustar.

La investigacion estd integrada por 4 capitulos, su contenido queda descrito como:

Capitulo 1: Se explica que es una tabla de mortalidad, asi como las caracteristicas que debe cumplir,
los tipos de construccién que existen para éstas. También se describe la simbologia que se utilizara
durante el desarrollo de la presente investigacion.

Capitulo 2: Se realizd6 una recapitulacion de los antecedentes a lo largo de la historia para la
estimacion de la edad maxima alcanzada en las poblaciones, con el objetivo de aplicarse a los datos
de mortalidad mexicana 2000-I para observar y decidir si alguno de los modelos podria describir de
manera adecuada a la poblacidn, entre los modelos analizados se encuentra el modelo de
extrapolacién polinomial, el modelo de Gompertz, el modelo de Makeham, el modelo e Heligmand &
Pollard el modelo de Coale-Kisker, el modelo relacional de mortalidad y el modelo logit.

Capitulo 3: La aplicacién de nuevas teorias ha logrado hacer cambios a favor de la poblacién, por esta
razén se aplicod el Teorema del Valor Extremo al objetivo inicial: estimar la edad maxima alcanzada de
la poblacién mexicana de manera adecuada. Se dedicé el capitulo completo debido a que se considera
un modelo innovador, nuevo y se sabe que ha sido eficaz en Canada y Japon.

Capitulo 4: Un punto importante que se resalta de esta investigacion es la importancia en las
aplicaciones que tiene el estimar la edad maxima de la poblacién mexicana 2000-I, que concluye con
un ejemplo practico de los beneficios y carencias que resultan de realizar una estimacién no
adecuada.

Finalmente se encuentran las conclusiones que generd la realizacién de la presente investigacion.



Capitulo 1

Conceptos basicos

La herramienta estadistica por excelencia para el analisis de la supervivencia, evolucion del volumen y
estructura demografica de una poblacidn es la tabla de mortalidad.

Las tablas de mortalidad son un instrumento que permite realizar anadlisis temporales y
comparaciones especiales sobre la incidencia de algin fendmeno con independencia de la estructura
por edad de las poblaciones estudiadas (INE, 2011). Una tabla de mortalidad contiene una descripcion
de las caracteristicas mas importantes de la poblacién de un pais o de una ciudad. Estas deben
cumplir las siguientes caracteristicas:

e Las tasas de fallecimiento deben ser positivas y encontrarse en el intervalo [0,1], es decir son
probabilidades.

e Las probabilidades de ocurrencia de siniestro, en este caso el fallecimiento deben ser crecientes;
pues se considerara que a mayor edad, mayor es la probabilidad de fallecer.

¢ Se pueden construir a partir de Censos o Informacion Estadistica de Aseguradoras (en México).

La construccién de una tabla de mortalidad se puede hacer a partir de dos tipos de analisis de la
supervivencia de una poblacién, los cuales son:

1. Andlisis longitudinal (Tablas de generacidn). Suponen seguir la evolucién a lo largo de la
existencia de la cohorte para conocer cdmo se comporta la mortalidad hasta llegar a la extincidn
de la misma, es decir la probabilidad de fallecimiento en ese momento sera uno.

Figura 1.1 Analisis longitudinal para la construccion de tablas de mortalidad.

Analisis
Longitudinal

Fuente: Elaboracion propia.

La eficiencia de estas tablas es muy limitada debido a que el analisis es extenso; sin embargo, es
bueno realizar este tipo de analisis si el propdsito es observar las transformaciones en salud.



2. Analisis transversal (Tablas de momento). Este modelo relaciona la mortalidad en un corto
periodo de tiempo (generalmente toma entre uno y cuatro afios, como maximo), como una
generacion ficticia dada por la poblacién existente en el momento al que estan referidos los
fallecimientos. La ventaja resulta de inmediato debido a que la construccidn de las tablas sigue el
mismo proceso que el andlisis anterior, sélo que ahora la disponibilidad de datos es mayor. Este
analisis permite observar el cambio de la mortalidad de un periodo a otro y es particularmente util
cuando se examinan cambios bruscos.

Figura 1.2 Andlisis transversal para la construccion de tablas de mortalidad
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Fuente: Elaboracion propia.

A partir de lo anterior se puede encontrar el andlisis de patrones de edades avanzadas dividido en 3
representaciones, las cuales son:

e Leyes de mortalidad. Son funciones algebraicas que representan indices de mortalidad en
funcién de la edad que tiene el individuo (andlisis transversal). Por mencionar algunas de ellas se
tienen la ley de Gompertz, de Makeham y de Heligman-Pollard.

e Modelos de tablas de mortalidad. Son tablas que resumen las observaciones de varias
poblaciones a través del establecimiento de patrones de mortalidad, todos ellos relacionados con
la esperanza de vida al nacer, a diferencia de las anteriores que estan en funcién de la edad del
individuo (andlisis longitudinal).

3. Modelo relacional. Este modelo relaciona los 2 anteriores (analisis transversal y longitudinal).
Debido a que las tablas de mortalidad son un pilar fundamental en la ciencia actuarial, a lo largo
de la historia se han intentado dar formas analiticas para describir las funciones de mortalidad. Las
principales razones para postular las formas analiticas son las siguientes:



¢ Filosdfica. Debido a que muchos fendmenos pueden explicarse eficientemente mediante
formulas sencillas usando argumentos sociales, bioldgicos, etc.

¢ Practica. Es mas sencillo comunicar la idea de una funcidn que tiene pocos pardmetros y no con
una tabla que consta de 100 observaciones.

e Facilidad de estimacion. Resulta atractivo poder obtener mds informacién de mortalidad con
pocos parametros, que la necesidad de conocer la informacidon completa.

1.1 Notacion

Para que una tabla de mortalidad sea util es recomendable conocer la notacidn que se presenta en la
construccién de la misma, por esta razdn se explica la misma:

® X: una persona con edad x

X . Edad a la que un recién nacido fallece, que es una variable aleatoria continua.

f (X) : Funcién de densidad de X.

F (X) : Funcién de distribucion de X.
Esta funcién representara la probabilidad de que un recién nacido fallezca antes de alcanzar la
edad x. Se puede expresar de la siguiente forma: F(X) =P[X <x] para x>0 .

e S(X): Funcién de supervivencia.
Es la probabilidad de que un recién nacido sobreviva o alcance la edad x. Es muy comun encontrar
la funcién expresada como: S(X) =P[X >X] con x>0

e P[x< X <y|X >X]: Probabilidad de que un recién nacido fallezca entre las edades X y
X+ Y sabiendo que sobrevive a edad x. O bien expresado de otra forma es la probabilidad de que
una persona con edad x fallezca antes de alcanzar edad X+ Yy . Esta probabilidad condicional

puede ser expresada en términos de la funcién de supervivencia y de distribucién de la siguiente
manera:

i< X < y] X > x] - FO)=FO) _ A-8()=(-8(0) _1-5(5)-1+5( _$()-S(y)
B 1-F(x) S(x) S(x) S(x)
Para X>0 y X>Vy.

e u(X): Fuerza de mortalidad.



En términos de la funcidon de densidad y la funcién de supervivencia, ésta es la probabilidad
condicional de un recién nacido de morir entre las edades X y X+ AX , dado que ya sobrevivié a
edad X, con AX—0, es decir:

F(X+AX) — F(X)
1-F(X)

P[x< X <X+ AX| X >X]=

* d, : Numero de muertes entre las edad x y x+1.

* E, :NUmero de expuestos al riesgo entre las edad x y x+1.
En la practica, E, se toma a mitad del afio en cuyo caso E, es el nimero de sobrevivientes a

1
edad X+—.
2

* | : Nimero de sobrevivientes a edad x.

d
°* (, = I—X: Probabilidad de muerte entre las edades x y x+1.

X

e ( Ix—i . Serd la probabilidad estimada de muerte entre edades x y x+1, por la metodologia i.

em = ﬁ: indice de mortalidad central en el intervalo (x, x+1).

X
e N : Edad umbral. Es la edad a partir de la cual resulta mas adecuada la aplicacion de algin
algoritmo de aproximacion para determinar la edad mdaxima en la que una tabla de mortalidad
debiera terminar.

e W Edad maxima estimada. A partir de este momento (], =1 con X = W.

i. . . .,
e V' : Valor Presente. Valor de una unidad monetaria en el futuro, en el momento de valuacion.

[ L 1o :
(l+ k) , con k la tasa de interés anual, i el nUmero de periodos anuales

n

. . 1 ~ . _ i

* & . Anualidad’ Temporal n-afios Vencida. am = E px+iV
i=1

Son acordadas por un periodo finito, es decir n afios, donde 0<n<(w-x) anos' con w edad
méxima estimada de fallecimiento (es decir VX =W, q, = 1) y xla edad actual del individuo,

estas se pagan al final de cada periodo.

-1

.. . . 5 . .. . i

. am . Anualidad Temporal n-afios Anticipada. am = E px+iV
i=0

! La definicién de anualidad est4 en el capitulo 4, apartado 4.2.1.
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Son acordadas por un periodo finito, es decir n afios, donde 0<n<(w-x) anos, con w edad
méxima estimada de fallecimiento (es decir VX = W, a, =1) yxla edad actual del individuo,

estas se pagan al inicio de cada periodo.

w-n

. . e . _ i

° aﬂ . Anualidad Vitalicia Vencida. am = El px+iV
i=

Pactadas por un periodo indefinido, es decir, se pagara mientras el individuo sobreviva, estas se
pagan al final de cada periodo.

w-n-1

. . T - 5 _ i
. a;I . Anualidad Vitalicia Anticipada. am = ; px+iV
-

Pactadas por un periodo indefinido, es decir, se pagara mientras el individuo sobreviva, estas se
pagan al inicio de cada periodo.

k+n
* /& - Anualidad Vencida temporal n-afios Diferida k-afios. |, am = Z [.')X+iVI
i=k+1

Son acordadas con un desplazamiento de pago respecto al momento en que se ha convenido la
anualidad.
k+n-1

LI am -Anualidad Anticipada temporal n-afios Diferida k-afios. am = Z [Z)X+iVI
i=k

Son acordadas con un desplazamiento k-afios de pago respecto al momento en que se ha
convenido la anualidad.

n
. 2 ~ _ i
o Am . Seguro® Temporal n-afios. Am = qu+iV
i=1
W—X .
. T _ i
. A)?l . Seguro Vitalicio. Aﬂ = qu+iv
i=1

e Prima Unica. PU

Se entiende como prima Unica, el monto que debe pagar el asegurado en una Unica exhibicién por
el seguro que adquirid.

e Prima Neta Nivelada. PNN .

Se entiende como prima neta nivelada, el monto que debe pagar el asegurado en un nimero k de
exhibiciones (pactado al inicio del contrato) por el seguro que adquirié.

? La definicién de seguro se encuentra en el capitulo 4, apartado 4.2.2.
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1.2 Igualdades Importantes

F(X) funcién de densidad de X. f (x)= a f(x)=F'(x)
X

S(x) “funcion de supervivencia.

S(x)=P[X >x]=1-P[X <X]=1-F(x)

O . probabilidad de muerte entre las edades x y x+1. También puede escribirse como:

1

—J.y(x+s)ds
q.,=1-e°

. M.

indice de mortalidad central en el intervalo (x, x+1 ).Una manera util de reexpresar

1
X+=
dicha informacidn, es considerando que los sobrevivientes a edad

2 , son las personas

1
X+=

que viven a edad x menos las que mueren a edad 2 ,es decirr E, =

X |X —d - Se
X+=
puede deducir entonces una

2
relacion que resultard importante para el desarrollo de la
presente investigacion. Esta relacion esta dada por:

1
m, :$ dx dx I—X = Yy

Ex Ix 1 dx Ix 1 dx i 1_$

2 2, 2
De lo anterior que:
Q. = L
14+ M
2

u( =%,

. 1-F(¥) fuerza de mortalidad.
P[x< X <X+AX| X >X]= Fx+A)-F() . _T(X)
1-F(x) 1-F(x)
Yy por PrOpiE‘dades de f (X) Yy 1_ F(X) , Se tiene que /LI(X) > O .
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1.3 Datos utilizados para los ajustes realizados

Los datos con los cuales se trabajé en esta investigacion corresponden a lo utilizado por Gutiérrez-
Pefia E:

“La operacion del Sector Asegurador Mexicano durante el periodo 1982 a 1989. Son
datos que las compaiias de seguros reportaron a la Comision Nacional de Seguros y
Fianzas® durante ese periodo y que sirvieron de base para construir las tablas de
mortalidad que estuvieron vigentes en Meéxico hasta 1999 (para Seguro de Vida
Individual). Los datos estdn agregados, es decir, para cada edad tanto el numero de
expuestos como el de siniestros corresponde a la suma de las cifras de los ocho afios®”.

Estos datos fueron utilizados ya anteriormente por la Comisidon Nacional de Seguros y Fianzas (CNSF),
para la publicacidn de tablas de mortalidad 2000-I por la CNSF®, esto después de ser consolidada en
una base de datos que pasd una revision, exploracion y validacion.

Esta muestra es representativa de la poblacién mexicana asegurada y no hay que perder de vista que
no incluye aquellos sectores de la poblacién mexicana sin capacidad econdmica para contratar un
Seguro si se quisiera ocupar para otros propdsitos fuera del sector asegurador.

’De aqui en adelante se escribira CNSF, para hacer referencia a la Comisién Nacional de Seguros y Fianzas.
* La muestra de mortalidad mexicana para 2000-I se encuentra en el Anexo Cuadro 2.1, pag. 106.
> Tabla de mortalidad mexicana 2000-1, ajustada mediante el modelo logit publicada por la CNSF. Anexo Cuadro
2.2, pag. 107.
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Capitulo 2

Antecedentes histdricos para la estimacion de la edad
maxima alcanzada, aplicados en la Mortalidad Mexicana
2000-1

En 1662, John Graunt, publicd la primera tabla de mortalidad (que describia la poblacién de Londres)
en la obra titulada “Observations Natural the Bills of Mortality” (Graunt, J., 1683).

Figura 2.1 Mortalidad de Londres en 1662 segtin John Graunt.

X I_x
100

6 64 1.00
16 40 0.80 //
26 25 10,60

36 16 /

0,40

1.20

o

46 10 0.20

56 6

66 3 0 20 40 60 80
76 1 Edad enarios

Fuente: Elaboracion propia.

Los registros de mortalidad a los que tuvo acceso John Graunt indicaban la causa de muerte y sexo de
los individuos pero no su edad; sin embargo, esta tabla la construyé presentando edades y niumero de
individuos por edad, provocando desconfianza en los datos mostrados.

Algunos investigadores creen que las hipdtesis que usd Graunt para lograr esta tabla de mortalidad
fueron:

e Para establecer el nimero de muertes de individuos entre cero y seis afos de edad contabilizé los
fallecimientos cuya causa de muerte se debiera a enfermedades tipicamente infantiles y agregé la
mitad de fallecimientos de viruela y sarampidn considerando que estas enfermedades las sufrian
tanto nifos como adultos.

12



e Para establecer el nimero de muertes de individuos entre los 6 y los 76 afios de edad realizd una
extrapolacion asumiendo £ =0.047 siguiendo una ley exponencial, asi que la funcién de

supervivencia que refleja esta hipdtesis, quedd expresada de la siguiente manera:

I — 64e70.047(>(76) 6

X

¢ Ningun individuo permanece con vida después de los 76 afios de edad.

Por esta razén Graunt fue considerado el primer demadgrafo de la historia.

“La primera tabla de mortalidad desarrollada de una manera Idgica, la tabla de
mortalidad de Halley, se publico en 1693 y estd basada en los registros de muerte y de
nacimiento de la ciudad de Breslau durante los afios de 1687 a 1691. Para la preparacion
de esta tabla se asumio que la poblacion de Breslau habia permanecido estable (por
ejemplo, que el numero completo de la poblacion al igual que la edad y el género no
cambiaban en muchas décadas) y esta suposicion no era del todo correcta, por lo tanto,
la tabla de mortalidad resultante era imprecisa” (Gil Fana, 1999).

Después de esta publicacidn, le siguieron un gran niumero de tablas de mortalidad por ejemplo:

“En 1775 Abraham De Moivre ajusté por primera vez una formula matemdtica a una
tabla empirica. La tabla fue la de Halley y la formula ajustada fue:
|, =86—x

Para las edades x, comprendidas entre los 12 y 86 afios” (Gil Fana, 1999).

Durante los primeros afios después de estos anadlisis, sélo se registraba el desarrollo para paises
europeos; sin embargo, a lo largo de la historia este proceso se fue ampliando para las demas
ciudades del mundo. Actualmente con el desarrollo de la tecnologia las tablas de mortalidad son de
facil acceso para casi todos los paises del mundo y no solo eso, también existe la facilidad de que
puedan ser presentadas por continente.

® Recordemos que la ley exponencial esta dada por |1 = |OekAt donde At es el incremento de tiempo.
13



2.1 Extrapolacién polinomial ’

Son muchas las situaciones y los casos en que se considera adecuado hablar de extrapolacion, pues
este método sdlo necesita de una serie de datos o resultados experimentales, de las que sélo se
conoce una cantidad finita y para las que se necesita encontrar una Ley General que aplique al
fendmeno bajo estudio, a la que se le llamara funcién.

Una funcidn debe tener caracteristicas que permitan trabajar facilmente con los datos que forman la
muestra, y finalmente ésta ayudard a interpretar y predecir de mejor manera el comportamiento de
los mismos.

Un caso particular en el que se puede desarrollar un proceso de extrapolacion, es precisamente el
ajuste de la tabla de mortalidad, debido a que la informacién que se tiene es sesgada y por esta
razén, al aplicar la metodologia se encontrard un modelo que describa de manera clara la muestra.

Al concluir el proceso automaticamente se asigna una funcién, la cual nos conducira a encontrar la
edad maxima estimada en que la tabla de mortalidad debiera concluir, que es el objetivo principal de
este trabajo.

A pesar de que la interpolacidn con polinomios es una gran herramienta tedrica en Andlisis Numérico,
este método presenta una desventaja de suma importancia, pues cuando se tiene una muestra
grande de datos a interpolar, el polinomio generalmente tiene un exponente de grado alto y suelen
aparecer un gran nimero de oscilaciones a lo largo de la curva.

Por esta razdn la estrategia que generalmente se utiliza para mitigar este tipo de errores es interpolar
con polinomios de grado bajo entre datos que son consecutivos y asi formar una funcién general a
trozos, formada por todo este conjunto de polinomios.

La idea general para realizar un ajuste a los datos de una tabla de mortalidad o a cualquier funcién es
la siguiente: Resulta mds conveniente partir los datos en subintervalos, a los cuales se les ajustard un
polinomio de grado k o menor (el objetivo es que sea el de menor grado posible) y al finalizar la tarea
se realizard la union de estos ajustes, es decir, la union de los polinomios obtenidos; teniendo presente
la suavizacion de nodos, por tal motivo la funcion debe ser diferenciable k-1 veces en cada uno de los
nodos, tal que se pueda tener la certeza de que la funcion que describird el modelo es continua en los
nodos interiores, y asi se pueda agregar cada uno de los intervalos ajustados por un polinomio de
grado bajo.

Ledn Vasquez R., Conztanzo J. (2006). Splines Cubicos. (Valparaiso). Forsythe, G. E., Malcolm, M. A. and
Moler, C. B. (1977) Computer Methods for Mathematical Computations.
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Existen 4 clasificaciones para las Extrapolaciones cubicas, las cuales son;

1. No nodo. Esta clasificacion se obtiene con la condicion de que los 2 primeros y ultimos
polinomios sean iguales.

2. Completo. Este Spline resulta de conocer el valor de la primera derivada en los extremos.

3. Natural. Se conoce la segunda derivada de ambos extremos, en caso contrario se asume que
ambas son iguales a cero.

4. Caso particular del Natural. Se obtienen calculando la segunda derivada en los extremos,
mediante la interpolacidn de los nodos mas cercanos.

Por lo atractivo que resulta el modelo se calculd con los datos base de la tabla de mortalidad
mexicana 2000-1%, tal como lo aplicaron Panjer y Russo y Panjer y Tan, con la experiencia de
mortalidad individual canadiense en 1992 y 1995, respectivamente. Para aplicar este modelo, se
utiliza el lenguaje de programacion® “R” el cual cuenta con la funcién de extrapolacién ctbica que
permitié realizar el ajuste deseado, sin necesidad de desarrollar un programa de calculo complicado™.
Realizando un comparativo entre los datos originales y el modelo ajustado mediante la extrapolacion
polinomial resulta la Figura 2.2.1

Figura 2.2.1 Método de extrapolacidn polinomial aplicado a los datos base de mortalidad mexicana

2000-I.
1.20
w =142 anos
1.00
0.80
x °
o 0.60
0.40
0.20
° [ )
P Sl
0.00
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Edad en afios
® QObservaciones Extrapolacién Polinomial

Fuente: Elaboracion propia.

® Tabla de mortalidad mexicana 2000-I ajustada mediante el método de extrapolacion polinomial, Anexo Cuadro
2.3, pag. 108.
El lenguaje de programacion es gratuito. Se puede obtener de la pagina http://cran.r-project.org.
9F| codigo que modela el método de extrapolacidn polinomial se encuentra en los Anexo A A.1, pag. 80.
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Esta curva conduce a la edad maxima esperada de 142 aios para la tabla de mortalidad, es decir a

partir de este momento (], = 1

Asi se logrd hacer una estimacién para la edad mdxima alcanzada de la poblacion mexicana, es decir,
ha cubierto el propésito basico de esta investigacion.

Siempre que se realice un ajuste estadistico de un conjunto de datos, es importante realizar alguna
prueba que nos permita decidir si el conjunto de datos se ajusta apropiadamente a la funcién que se
propone, esta prueba es conocida como Prueba de Bondad de Ajuste. Un contraste que se utilizd
para decidir si el ajuste es adecuado para describir la mortalidad mexicana 2000-1 fue un grafico
cuantil a cuantil*! (Figura 2.2.1).

Figura 2.2.2 Cuantil-Cuantil extrapolacion polinomial vs observaciones aplicado a la mortalidad
mexicana 2000-I.

0.16

0.14
K /
€
5 0.12
£
© 0.10 @
& L S ® Extrapolacion
c . .
G 008 .1_. Polinomial vs
® / Observaciones
O 0.06
Q
© ‘./. === |dentidad
£ 0.04 L
w

0.02 =

0.00

0.00 0.05 0.10 0.15

Observaciones

Fuente: Elaboracion propia.

Esta observacidon permitié concluir que la estimacidn de la curva no es la mas adecuada para edades
avanzadas, que es el objetivo principal de la investigacion; sin embargo, al ser un grafico se buscé una
prueba mas consistente, que pueda ayudar a decidir si el modelo propuesto es adecuado.

Para realizar un analisis mas profundo se utilizd la prueba de Kolmogorov-Smirnov'?*, la cual arrojé el
siguiente resultado:

' 5j se desea obtener mas informacién de un grafico cuantil a cuantil ver el Anexo A A.2 pag. 81.
'2 5j se desea conoce mas acerca del desarrollo de la prueba de Kolmogorov-Smirnov dirigirse al Anexo A A.3
pag.81.
B Siempre que se hable en la presente investigacidn de la prueba Kolmogorov-Smirnov, se dara por entendido
que se trabajé en la paqueteria R (si se desea conocer el codigo, dirigirse al Anexo A A.3 pag.81).
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Sea
H, : F(x) = F,(x) para todo x.

Donde F,(x) es la distribucion estimada mediante el modelo de extrapolacion polinomial y
H, : F(x) = F,(x) para algun x.
Al realizar el test se obtiene: Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: observaciones and extrapolacion_polinomial
D =1, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: two-sided

Es decir, esta prueba rechaza la idea de que F(x) queda descrita adecuadamente por Fo () (por lo

tanto (], no queda descrita adecuadamente por ), debido a que D >0.1728 y p-value

1
q x—extrapolacién
< 0.95™ por esta razdn no puede ser la soluciéon mas adecuada ante el problema de la edad maxima
estimada de la poblacién.

A pesar de la existencia de mexicanos con edades muy avanzadas, éstos representan casos
excepcionales y no debieran tener mucho peso al estimar la de edad mdaxima para la tabla de
mortalidad mexicana 2000-I.

Finalmente el modelo de extrapolacion polinomial ha mostrado una de sus limitantes, a pesar de
haberse realizado un ajuste matematico importante, ya que logré la estimacién de la edad mdaxima
suavizando los cambios en los datos de mortalidad, pero no cubrid las caracteristicas que se presentan
en la vida diaria, ya que no se tiene conocimiento de individuos que hayan sobrevivido hasta 142
afios de edad.

Esto significa que aunque la extrapolacion cubica es un método eficaz en algunas situaciones, también
puede tener carencias en otros ambitos, lo que invita a no sélo realizar ajustes matematicos, sino
ejecutar andlisis de los resultados.

' si se desea saber la justificacidn de los valore para D y p-value ver el Anexo A A.3 pag. 81.

17



2.2  Modelo de Gompertz®®

Un modelo que resulta interesante analizar dentro del dmbito actuarial en el tema de tablas de
mortalidad es el modelo de Gompertz éste es un modelo demografico publicado en 1825 por
Benjamin Gompertz, el cual supone que cada individuo presenta una resistencia decreciente a las
enfermedades y a fallecer por causas naturales, es decir, conforme la edad aumenta menor sera la
resistencia que presenta el individuo, por lo que la fuerza de mortalidad aumenta con la edad y su
incremento relativo es constante. Asi la funcidn de densidad esta dada por:

BCX

- (
f(x) = BC”e "©

Con B>0, C>1 x=>0.

La funcién de distribucion esta dada por:

BCX

F(x)=1-¢ "©

La funcion de supervivencia se puede escribir como:

B

s(x)=e "

La fuerza de Mortalidad esta dada por:

,u(X) =BC”1s

Si C=1 en la ley de Gompertz, la fuerza de mortalidad es constante, ademds la funcién de
distribucidn se convierte en una exponencial.

B Gompertz, B. (1825). On the nature of the function expressive of the law of human mortality and on a new
mode of determining life contingencies. Phil. Trans. Roy. Soc. (London). Ser. A. 115: 513-585.

X _
'® Siendo esta un caso particular de la ley de Makeham (A+ BC ) con A=0 .Ver Modelo de Makeham,
pag.22.
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Para realizar la estimacién de los pardmetros que describen la tabla de mortalidad mexicana 2000-|
mediante el modelo de Gompertz se utilizé la técnica de minimos cuadrados con apoyo de una hoja
electrénica de célculo (Excel)".

Al terminar el proceso de minimizacién se habrdn encontrado los pardmetros que ajustan el modelo
de Gompertz. Para el presente ajuste los resultados fueron:

0<B 0.000173

I<C 1.067372

Con el resultado anterior se realizd un gréfico, con el propédsito de realizar una comparacién de los
datos reales contra los datos estimados, para poder analizar la consistencia de los pardmetros, y
verificar visualmente que realmente los parametros obtenidos corresponden al objetivo inicial del
ajuste.

Figura 2.3.1 Ajuste de parametros estimados para M, para el modelo de Gompertz de los datos

base de la poblacién mexicana 2000-I.

0.14

® (QObservaciones

e===m' x Estimadas

0 20 40 Eggd 80 100 120

Fuente: Elaboracion propia.

2m

X

Se realiz6 entonces el cdlculo de (, que se expresa como Q= om
X

'7 si se desea ver el calculo realizado ir al Anexo C C.1 pag. 91.
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Para analizar la consistencia que tiene los pardmetros estimados con las observaciones se realiza la
prueba de “Kolmogorov-Smirnov” de la cual se obtuvieron los siguientes resultados:

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test™®
data: mxand m_x
D = 0.0568, p-value = 0.999
alternative hypothesis: two-sided

Este resultado permite continuar con el ajuste de la mortalidad mexicana, ya que debe cumplirse que
0.1728 > D y D= 0.0568. Por esta razon se continua con el analisis de la curva de probabilidad (, .

Finalmente se ha encontrado un ajuste a la tabla de moralidad mexicana, descrito por la ecuacién:

BC* ~ 0.000173(L.067372)"

qx X q —
= X X
1. BC R 0.000173(;.067372)

Con x e {12,13,14...,144}. De lo anterior, podemos observar que se construye la Figura
2.3.2:

Figura 2.3.2 Modelo de Gompertz aplicado a los datos base de mortalidad mexicana 2000-I.

1.20
w =144 afnos
1.00
0.80
) °
1 0.60
(=
0.40
0.20
o %
—M
0.00
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Edad en afios
® Observaciones Modelo de Gompertz

Fuente: Elaboracion propia.

'8 si se desea conoce mas acerca del desarrollo de la prueba de Kolmogorov-Smirnov dirigirse al Anexo A A.3
pag. 81.

20



El método que propone Gompertz cumple la condicidn inicial de la investigacién, encuentra la edad
maxima para la muestra de mortalidad mexicana 2000-I, es decir se encontré el momento a partir del

cual qx =1, esto ocurre cuando X =144 afo0S. La curva encontrada ademas cumplié la

caracteristica de ser una curva suavizada que describe la mortalidad® .

Sin embargo, antes de decidir que el resultado es el mds adecuado para describir la mortalidad
mexicana 2000-l, se procedid a realizar un andlisis de consistencia de la curva estimada con las
observaciones.

Figura 2.3.3 Cuantil-Cuantil modelo de Gompertz vs observaciones aplicado a la mortalidad
mexicana 2000-I.

0.16

0.14
N /
£ 0.12
g
£ °
o 0.10 o ° ® Modelo de
G} o
v 0.08 ® Gompertz vs
) .
o ° / Observaciones
° )
L 0.06 L 2 — ;
K ( ® Identidad
S [ )

0.

0.02 [ )

0.00

0.00 0.05 0.10 0.15

Observaciones

Fuente: Elaboracion propia.

Aunque la curva de mortalidad ajustada presenta suavizacion en su estructura, es creciente y los
pardmetros ajustados a la curva de fuerza de mortalidad resultan atractivos para edades tempranas,
al realizar el andlisis cuantil a cuantil la curva ajustada presenté mayor variabilidad a edades mas
avanzadas, lo que como especialistas en el tema nos hace concluir que no es el ajuste mas adecuado
para dar solucion al objetivo principal, ademds esta metodologia carece de coherencia con la
realidad, debido a que no es factible pensar en personas de 144 anos, debido a que se puede
asegurar que nadie conoce una persona que haya sobrevivido a esta edad.

Por esta razdon el modelo se rechaza como una soluciéon para encontrar la edad maxima de la curva
de la tabla de mortalidad Mexicana 2000-I, y se continud en la busqueda de alguna solucién mds
apropiada.

® Tabla de mortalidad mexicana 2000-I ajustada mediante el método de Gompertz, Anexo Cuadro 2.4 pag. 109.
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2.3  Modelo de Makeham?®

Cuarenta y dos afios después de la construccion del modelo de Gompertz, William Makeham cred un
modelo demografico con el propdsito de hacer una mejora a la ley de Gompertz. El modelo de
Makeham es preferentemente utilizado para edades adultas seniles, y tiene las siguientes

restricciones: A>—B , B>0 , C>1 y X 20 | Las funciones gue describen el modelo son:

e Funcién de densidad:

B _(c*-1

f(x)=(A+BCH(l-e ™O )

e Funcidn de distribucion:
B

—A—
F(x)=1-e "©

(C*-1)

e Fuerza de mortalidad:

u(x)=A+BC”

Esta funcién ésta compuesta por dos componentes, uno fijo para cualquier edad A y otro que crece
exponencialmente con la edad BC". Debido a que se cuenta con la fuerza de mortalidad, podria
resultar atractivo resolver la siguiente ecuacion:

1
—Jy(x+s)ds
q,=1-e°

Asi el propdsito de esta investigacion seria resuelto de manera analitica:

1
— [ A+BC* s

% Norstrém F.(1997). The Gompertz-Makeham distribution. Umea University (London).
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1
—As|%,+BcXIcsds
0

g, =1-e

1
—A+chjes'”(c)ds
0

q, =1—¢

3 Xrasi(C)y, L
q _1-e A+BC” (e )(—In(C))|°
X

1
In(C)

~A+BC*C3(

q, =1-€

Mo

1
_A+BC* (—=)(C-1)
In(C
q,=1-¢€ n(©) (1.1)

Finalmente se ajustan los pardmetros que permitan encontrar la edad mdaxima esperada.

Para realizar la estimacion de los pardmetros que describen la tabla de mortalidad mexicana 2000-I
mediante el modelo de Makeham se realizé por medio de minimos con apoyo de una hoja de calculo
(Excel)?.

Con las restricciones originales del modelo. Finalmente los pardametros que se ajustan a la ecuacién

(1.1) fueron:
Parametro Valor

A 0.000175228
B 0.000175228
C 1.072372478

Al obtener el ajuste de los pardmetros se continud con la busqueda de la edad maxima alcanzada. Al
intentar resolver el problema de manera analitica se observd que:

~0.00175228(0.00175228)(LOT2372478) (- ___}(0.072372478)
In(L.072372478)

q, =1-¢

*! si se desea ver el calculo realizado ir al Anexo C C.2 pag. 94.
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~0.00175228—(0.00175228)(1.072372478)" (%)(0.072372478)

n(1.072372478)

e =1-q,

=1 .
Se busca entonces que 9 , es decir:

~0.00175228—(0.00175228)(1.072372478)* ( L )(0.072372478)

In(1.072372478) ~0

e

Al intentar despejar X, se observé que no es posible calcular el logaritmo de cero, se sabe que la
Unica manera de que esto ocurra es haciendo que el valor de X (la edad maxima esperada) tienda a
infinito.

No es posible pensar en infinito como una solucion del objetivo base, debido a que las personas no
son eternas y justo el propdsito de esta investigacion es definir lo mejor posible la edad méaxima
alcanzada.

Se contemplaron 5 decimales, que concluyeron la edad 160 afos, aqui la probabilidad ajustada de

fallecer (], ) es 1, es decir el proposito ha sido encontrado.

Figura 2.4.1 Modelo de Makeham aplicado a los datos base de mortalidad mexicana 2000-1.*

1.20
w =160 anos

1.00 ®
0.80
~D.60
0.40
0.20

° ()

R N5

0.00 e
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Edad en afos
® (Observaciones Modelo de Makeham

Fuente: Elaboracion propia.

*’La estimacién de mortalidad mexicana para 2000-1 mediante el modelo de Makeham se encuentran en el
Anexo Cuadro 2.5 pag. 110.
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Al ser un ajuste muy similar al de Gompertz, se encuentran similitudes importantes pues la curva
ajustada es curva creciente y suavizada; sin embargo, al ser una curva asitética la edad maxima variara
de acuerdo a la eleccidon de la persona que realice el ajuste pues él sera el encargado de seleccionar la
edad mas adecuada de acuerdo a sus necesidades.

Aun cuando se obtuvo ya un ajuste de pardmetros y un resultado que parece resolver la incégnita que
propicia esta investigacidn se procede a analizar la consistencia de estos parametros en el modelo que
estan representando, mediante un ajuste cuantil a cuantil.

Al igual que el modelo de Gompertz para edades tempranas es un buen modelo, pues el grafico
contiene puntos mas parecidos a la recta identidad en estas edades, (se sabe que son a edades
tempranas, por ser una funcion creciente, es decir, a mayor edad mayor valor esperado de
mortalidad); sin embargo, a mayor edad mayor es la dispersidon que existe entre los datos provocando
un ajuste poco adecuado, justo un resultado contrario al buscado en la presente investigacion.

El resultado puede ser observado en la Figura 2.4.2 en la que se puede apreciar que para valores
pequefios de la probabilidad de fallecimiento (edades tempranas) mejor es el ajuste de la curva
estimada. Para asegurar que el modelo no es lo suficientemente adecuado para describir la
mortalidad mexicana 2000-I se realizé también un ajuste de Kolmogorov-Smirnov®.

La prueba arrojé los siguientes resultados: Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: observaciones and Makeham
D =0.1136, p-value = 0.6237
alternative hypothesis: two-sided

Figura 2.4.2 Cuantil-Cuantil modelo de Makeham vs observaciones aplicado a la mortalidad
mexicana 2000-I.

0.18
®
0.16 ®
®

0.14 L
£ ) /
< 0.12 ®
v ®
| 0.10 . = ® Modelo de
% . . > Makeham vs
T .08 ry - Observaciones
o ® ®
R L = Identidad
S 0.06 -, =
= On ~

0.04

®
0.02
0.00
0.00 0.05 0.10 0.15

Observaciones

Fuente: Elaboracion propia.

% Si se desea conoce més acerca del desarrollo de la prueba de Kolmogorov-Smirnov dirigirse al Anexo A A.3
pag.81.
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A pesar de que el test muestra un valor menor que el establecido para D, se rechaza el ajuste
realizado mediante el modelo de Makeham, al tener un p-value menor a 0.95* lo que refleja la poca
compatibilidad del modelo propuesto con la muestra de mortalidad mexicana CNSF 2000-I, ademas
de proponer como edad maxima 160 afios (aproximando a 5 decimales el resultado), debido a que en
México la persona mas vieja de la que se tiene registro es de 125 afios (de la sefiora Leandra Becerra
Lumbreras que nacid 31-Agosto-1887, en Tamaulipas México).

Lo anterior lo que descarta de cualquier posibilidad de ser seleccionado como el ajuste dptimo que
describe la mortalidad mexicana 2000-1 y a la edad maxima estimada, pues al aplicar el método
empleado por Makeham con se puede dar la conclusidon adecuada al objetivo inicial de la presente
investigacidon. Por esta razdn se buscd implementar otro modelo que logre ajustarse mas a las
caracteristicas buscadas.

24 Modelo de Heligman & Pollard®

Durante mucho tiempo se han elaborado trabajos para desarrollar funciones para predecir los datos
de mortalidad de una poblacidn en edades avanzadas. Entre estos trabajos se encuentra el realizado
por Heligman y Pollard (1980), quienes crearon una funcion que se adapta a los cocientes de
mortalidad en poblaciones ayudando asi a cumplir el objetivo. Un punto que es importante resaltar es
que todos los pardmetros de dicha funcidén son positivos y sélo se podran aplicar para edades mayores
a cero.

Aunque Heligman y Pollar realizaron varias versiones de su funcion, es importante destacar que todas
ellas ofrecen una buena aproximacién a la mortalidad en todas las edades. Esta funcidn cumple con

las caracteristicas basicas de una G , es decir:

1. Toma valores entre cero y uno, ya que se trata de una funcién de probabilidad, es decir
0<q, =<1

2. Esvdlida para cualquier rango de edad en una tabla de mortalidad de la poblacién.

3. Esuna funcién continua.
Todos los parametros que conforman la ecuacidn tienen una interpretacidn ya sea bioldgica o
demogrifica.

5. Tiene una flexibilidad que le permite ajustarse a una gran variedad de modelos de mortalidad.

?* Sj se desea saber la justificacidn de los valore para D y p-value ver el Anexo A A.3 pag.81.
» Graca Magalhdes M., Coelho E., Miguel Bravo (2006). M. MORTALITY AND LONGEVITY PROJECTIONS FOR THE
OLDEST-OLD IN PORTUGAL. Statistics Portugal, University of Evora.
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6. Tiene muy pocos parametros, con respecto a la cantidad de variantes que considera y el
numero de datos que se deben ajustar.

Finalmente el desarrollo que realizaron Heligman y Pollard produjo algunas funciones que describen
la mortalidad, cada una de ellas se obtuvo de la busqueda de mejorar a la funcién anterior. Algunas de
estas funciones son:

a) PrimeraLey
a. Primera publicacidn:

0y _ ACHBE | D EICO-In(FIP | 5 (%)
1_qx

La siguiente ecuacion es equivalente a la anterior (Debdn , Montes, & Sala, Graduacidn de datos de
Mortalidad, 8-11 Abril 2003):

b. Segunda publicacion:
GH”

c 2
qx — A(x+B) + De—E[In(x)—In(F)] + -
1+GH

b) Segunda Ley (buscando mejorar el ajuste en edades seniles%):
GH*
X
1+ KGH

c 2
qx — A(X+B) + De—E[In(x)—In(F)] +

c) Tercera Ley:
K
GH”

c 2
qX — A(x+B) + De—E[In(x)—In(F)] + n
1+GH”

Esta funcidn esta compuesta por tres sumandos los cuales representan:

1. Primer sumando: Es una funcidn exponencial decreciente. describe la mortalidad para edades
menores o iguales a un afio y muestra la capacidad del bebé para ganar inmunidad a las

*® Edades mayores a 65 afios.
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enfermedades y la forma en que se adapta a su entorno, por esta razdn se refleja una caida. A
Su vez se expresa con tres parametros:

Intervalo de valores

Variable é¢Qué representa?

que toma la variable

. . q . .
A Tiene un valor similar a la ™. Mide el nivel de 0.,1)
mortalidad.

Localizacion de la mortalidad en el primer afio de vida.  (¢;,0.5) considerando

B Cuando B=0y % =05 onforme aumenta B, ceteris que g;<q,-Enla
27 Qo 1. G practica toma valores
paribus®’, mas préoximo es 0de ™ entre (0.01, 0.03)

Asociado al decrecimiento del indice de mortalidad
C para edades mayores a un afos, a mayor C mas rapido (0,1)

fue la adaptacion del nifio a su entorno

Fuente: Elaboracion propia.

2. Segundo sumando: La funcidén en esta parte es muy similar a la lognormal, ésta representa la
mortalidad para edades mayores a un afio y considera la llamada “joroba de los accidentes”
(muertes por accidentes para hombres jévenes y para el caso de las mujeres, la mortalidad
materna).

Esta joroba introduce una mortalidad adicional y aparecera como una curva que distinguird a
esta curva de mortalidad de otras curvas de mortalidad. La joroba se encuentra entre los
quince y treinta afios de edad, y esta compuesta por tres variables, las cuales se describen a
continuacion:

: Qué ta? Intervalo de valores
éQué representa?

que toma la variable

Establece la severidad de la joroba. Efecto de los
D . . (0,2)
accidentes sobre la mortalidad.

Relacionada con la dispersiéon de las 9 A mayor E
E (0,0)

menor dispersién de las A

F Indica la localizacion de la joroba de los accidentes. (15,30]

Fuente: Elaboracion propia.

27 . . . . . .
Permanece sin cambios, en las condiciones ajenas a la variable B.
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3. Tercer Sumando: Es la ley de Gompertz. Refleja la mortalidad senil, es decir, el crecimiento
geométrico de la mortalidad en edades altas, ésta tiene como base el deterioro del cuerpo
con los afios y esta compuesta por las siguientes variables:

Intervalo de valores

Variable éQué representa? .
que toma la variable
G Toma valores de acuerdo a la mortalidad senil. (0,1)
H Tasa de crecimiento de la mortalidad senil (0,10)

Es una edad cercana a la edad limite. Conocida como Valor de x, tal que

XO " EM
span of life”. q, =05

Fuente: Elaboracion propia.

Es importante aclarar que los valores tomados por las variables sélo sirven para ajustar el modelo a
los datos originales y no describen o explican las circunstancias bioldgicas o ambientales de la
mortalidad.

Aungque existen variantes de la primera ecuacion presentada por Heligman y Pollard, ellos consideran
que la interpretacion que se hizo anteriormente para los parametros A,B,C,D,E,F,G,H, tendra validez
para cualquiera de las ecuaciones antes mencionadas.

Es de esperarse que el valor de K modifique la direccion y extensién de la curvatura; sin embargo,
esta variable es la Unica que actualmente no tiene una interpretacion demografica o bioldgica muy
clara.

Para concluir la descripcidon de la ecuacion, se realizd el ajuste para los datos base de la tabla de
mortalidad mexicana 2000-1%%.

La primera limitante encontrada surge de los datos iniciales disponibles, ya que los registros se tienen
a partir de los 12 afios por lo tanto los parametros que corresponden al primer sumando seran
omitidos, es decir, se trabaja con la funcién:

q :De—E[ln(x)—ln(F)]2 JrGH(X—xo)
X (1.2)

Los pardametros de la funcién se aproximaron mediante la funcién Solver con el cddigo de
optimizacion Simplex LP, desarrollando la teoria de minimos cuadrados con ayuda de una hoja de
calculo (Excel)®.

%% La muestra de la tabla de mortalidad mexicana para 2000-1 se encuentran en el Anexo Cuadro 2.1 pag. 106.
29 - 7 . . .
Si se desea ver el calculo realizado ir al Anexo C C.3 pag. 97.
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Al concluir el algoritmo se obtuvieron los siguientes parametros para la ecuacién 1.2 (pag. 29), que
gueda representada en la Figura 2.5.1:

0.03479 0.00010 25.00298 0.99999 1.37

Figura 2.5.1 Modelo de Heligman & Pollard aplicado a los datos base de mortalidad mexicana

2000-1.
1.20
w =117 afos
1.00
0.80
°

0.60
X
0.40
0.20

° & %

[ ) %
0.00 - O T . .
0 20 40 60 80 100 120 140
® Observaciones Método de Heligman & Pollard

Fuente: Elaboracion propia.

Mediante el ajuste de Heligman y Pollard, se encuentra un ajuste suavizado® y la edad maxima
esperada para la Tabla de Mortalidad Mexicana 2000-I ((, =1) resultd ser 117 afios lo que parece

mas adecuado, respecto a los modelos anteriormente presentados.

Sin embargo, al tratarse de un modelo cuyo objetivo es el ajuste de la edad maxima alcanzada, se
analizard la importancia que tiene el que la curva no se ajusta de manera adecuada en la parte
izquierda.

Ademas la presencia de una funcién asintética en la cola derecha de la curva y mayor variabilidad de
los datos estimados con las observaciones para edades avanzadas, indican que se debe hacer un

% Tabla de mortalidad mexicana 2000-| ajustada mediante el método de Heligman & Pollar. Cuadro 2.6 pag.111.
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analisis que permita decidir si el ajuste realizado serd el mas adecuado para dar fin a la investigacion
realizada o se deben seguir analizando metodologias. El analisis realizado fue una prueba de cuantil a
cuantil el cual se muestra en la Figura 2.5.2, ésta prueba permitid decidir que la metodologia de
Heligman & Pollar no es la mejor para describir la mortalidad mexicana 2000-l. Ademas muestra
también la variabiliad tan grande que tienen las observaciones de los datos estimados en edades de
menores (en este caso de uno a once afios).

Figura 2.5.2 Cuantil-Cuantil modelo de Heligman & Pollard vs observaciones aplicado a la
mortalidad mexicana 2000-I.
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:2!!!—...—.' ° ®
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0.00 0.05 0.10 0.15
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Fuente: Elaboracion propia.

Ademas resultd interesante el analisis de esta curva en todo el rango de edades pues al contrario de
los modelos trabajados anteriormente incluso el modelo tiene carencias de ajuste para edades
tempranas, es decir, tiene problemas donde las probabilidades de fallecimiento son pequeiias.

Continuando con el andlisis de la muestra se realizé el test de Kolmogorov-Smirnov, se encontré lo
siguiente:

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: observados and Heligman_& _Pollard

D =0.3164, p-value = 0.5987
alternative hypothesis: two-sided

Lo cual implica que la estimacién mediante el modelo de Heligman & Pollard queda totalmente
rechazada, al no cumplir la condicién de tener un valor de D < 0.1728 y un p-value > 0.95*, lo que

*! Si se desea saber la justificacion de los valore para D y p-value ver el Anexo A A.3 pag. 81.
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quiere decir que se carece de informacién para asegurar que la curva estimada para las
probabilidades de fallecimiento describe de manera adecuada la mortalidad observada. Por este
motivo se continda con la aplicacién de modelos que logren describir la mortalidad mexicana de
manera mas precisa.

2.5 Modelo de Coale-Kisker*?

El método de Ansley Coale y Ellen Eliason Kisker, conocido como el método de Coale-Kisker ha sido
implementado en varias ciudades desarrolladas del mundo, dando como resultado una buena
aproximacion del indice de mortalidad. Este algoritmo fue desarrollado en 1989 por Ansley Coale and
Guang Guo y un afio mas tarde fue perfeccionado por Coale y Kisker.

Para aplicar este método se tendran como base los siguientes supuestos:

a) La ley de Gompertz supone que todos los individuos tienen una resistencia decreciente a
morir por causas naturales en funcion de la edad, es decir, la mortalidad crece en forma
1
Hx
constante conforme se incrementa la edad del individuo, y su crecimiento relativo es
X
constante. Este método por el contrario supone que el crecimiento relativo de la mortalidad
no es constante.

b) El modelo original supone la edad de 85 afios como edad pivote, que es donde se presentaba
la mayor variabilidad de los datos utilizados por Coale-Kisker. Sin embargo, en el caso de la

base de los datos de la tabla de mortalidad mexicana es a partir de edad XZSO, donde se
observa mayor variacién e incremento en las tasas de mortalidad, razén por la cual se
modificara a 80 anos la hipdtesis de Colae-Kisker.

c) El modelo original es aplicado a una muestra clasificada en hombres y mujeres: para hombres

asigna My =1.0 Yy para mujeres Mo :0'8, dado que supone que dependiendo del
género de la persona sera la probabilidad de fallecimiento que se le debe asignar y debido al
hecho de que hay muy pocos sobrevivientes a edades superiores a 110 afios. Para el caso de

la poblacién mexicana 2000-I el indice se homogeneizara a Mios :ldebido a que no se tiene
una tabla de mortalidad para hombres y mujeres.

*? Graca Magallanes, M., & Coelho, E. (2006). MORTALITY AND LONGEVITY PROJECTIONS FOR THE OLDEST-OLD
IN PORTUGAL. Portugal, Portugal, Portugal.
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K(x)

Se define como:

k(x):k(x—l)—R’ X >80 (1.2)

m,
m

k(x) =In(

Con

)

Y R una constante. Entonces se busca el valor de la constante R. Esto se

hace, mediante el algoritmo recursivo que propone la ecuacién 1.3 junto con la definicién anterior de
k(x).

De lo anterior se obtiene que R es®:

R 26k (79) —In(m,y;) +In(m,)
231

26 |n(%) —In(mygs) +In(myg)
R— Mg

231

Asi que para realizar el ajuste ya se tiene la informacién necesaria, donde:
M =1
y

m,, =0.032536765

~ 26(0.69559721) — In(1) + In(0.032536765)
231

R

R =-0.004606359

Finamente se podran encontrar todos los valores de k(x) de manera recursiva, a partir de que

k(X) = In(—x-)

x-1yademas

k(x) =k(x-1)-R

de la siguiente manera:

* El desarrollo del modelo elaborado por Coale-Kisker se encuentra en el Anexo A A.4 pag. 84.
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_ k)
=m =e“m

Y a su vez se puede obtener el valor de 9% como:

ek(x)mx,l
ek(X)mx—l
2

g, =
1+

Este resultado es particularmente importante debido a que las observaciones que se toman como
base para la presente investigacidon generan el indice de mortalidad central a edad x ( mX) a partir de

la cual se aproximan la probabilidad de fallecimiento a edad x (qX ), en este caso se refleja el mismo
efecto, que tiene el indice de mortalidad central sobre la probabilidad de fallecimiento.

La tabla de mortalidad mexicana 2000-1 ajustada por el método de Coale-Kisker, se presenta en la
Figura 2.6.1%

Figura 2.6.1 Modelo de Coale-Kisker aplicado a los datos base de mortalidad mexicana 2000-I.
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Fuente: Elaboracion propia.

** Tabla de mortalidad mexicana 2000-I ajustada mediante el modelo de Coale- Kisker, Anexo Cuadro 2.7,
pag.112.
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.y . L m =1 ,
La conclusion anterior surgié a poyada en el supuesto de que la edad para la cual  * , serian 105
anos, esto provoco que la edad maxima alcanzada por la poblacién mexicana 2000-I sea de 109 afios.

A simple vista parece ser un ajuste mejor que cualquiera de aplicados anteriormente; sin embargo, es
importate realizar alguna prueba estadistica que permita dar sustento a este modelo, por este motivo
se realizd un analisis de cuantil a cuantil, el cual se puede observar en la Figura 2.6.2.

El ajuste realizado con el modelo de Coale- Kisker presenta menor variabilidad con la recta identidad
gue cualquiera de los ajustes anteriores esto significa hasta el momento es el modelo que describe
mejor la mortalidad mexicana 2000-I. Para hacer mds formal el andlisis se procedié también a realizar
el tests de Kolmogorov-Smirnov, el cual mostro los siguientes resultados:

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: observados and Coale_Kisker
D = 0.0909, p-value = 0.9535
alternative hypothesis: two-sided

Esta prueba muestra un p-value mas atractivo por ser mas grande que 0.95, ademas cumplie que (la

distancia maxima entre las observaciones y la estimacién) D < 0.1728, por este motivo no se rechaza

el modelo de Coale-Kisker, es decir, se considera una posible para modelo para describir a qx35.

Figura 2.6.2 Cuantil-Cuantil modelo de Coale-Kisker vs observaciones aplicado a la mortalidad
mexicana 2000-I.

0.40

0.35

0.30 =

® Modelode
Coale-Kisker vs
Observaciones

0.20 s

0.15 ® == |dentidad

Modelo de Coale Kisker

0.10

Y @
0.05 . s

0.00
0.00 0.05 0.10 0.15
Observaciones

Fuente: Elaboracion propia.

% Si se desea saber la justificacidn de los valore para D y p-value ver el Anexo A A.3, pag. 81.
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. . 1 s
Antes de considerar que (], es descrita de manera adecuada por (0 ,_coaie Kisker » S€ OPservo que la

curva que depende de la eleccidn (subjetiva en ocasiones) de varios supuestos:

. . . m =1 .
Primero el impacto que tiene el supuesto de la edad a la cual "~ * , pues el modelo de Coale-Kisker
en ocasiones se vuelve un modelo que alcanza un maximo antes de que qX =1, lo anterior

provocaria no cumplir el objetivo deseado, es decir, no encontrar la edad maxima estimada en caso de
modificar algun supuesto.

Ademas la eleccion de la edad en que M, =1, es subjetiva pues no hay algun supuesto que induzca
a pensar en alguna edad en particular que se adecuara como edad optima del modelo.

Por las razones anteriores se procedid a realizar algunas pruebas, modificando la edad (x) en la que
m, =1, y también la edad que se consideré como la edad a partir de la cual comenzaba a

presentarse mayor variabilidad en las probabilidades de fallecimiento con el propdsito de observar la
importancia de la eleccidn de estos dos supuestos.

Las pruebas realizadas se observan en el Cuadro 1.1.1, cada una de ellas cuenta con los supuestos de
los cuales se partid para modelar la mortalidad mexicana 2000-I y asi concluir cual es la edad mdaxima
estimada para la poblacién mexicana.

Cuadro 1.1.1 Pruebas realizadas con modificacién de supuestos aplicando el modelo de Coale-

Kisker.
Gréficas Supuestos y Edad Méxima Estimada

1.- Supuestos:

ore . - Xx=70 aflosy m, =1 cuando z =112 afios.

0s0 ® observaciones W > 118 anos z

Método de Coale-Kisker

0.50

oo Ecuacién que describe el modelo:
e

43k(69)—In +In(m

. R — ( ) (m112) ( 69) — 00036

020 946

0.10 o .*c

000 - en———— : Edad Maxima Estimada:

0 20 40 Elllm,{“ w:éo 100 120 140

Mayor a 118 afios.
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Supuestos:

i X=75 afiosy m, =1 cuando z =112 afios.
060 Método de Coale-Kisker W >.’I ?4 aﬁnq
050 Ecuacion que describe el modelo:
#,0.40
38k (74)—1In +In(m
030 R — ( ) (m112) ( 74) — 00037
. 741
o ®
0.10
e . “
0.00 J— ‘ - Edad Maxima Estimada:
0 20 40 ?.DL‘—!' o _..__EO 100 120 140
Mayor a 124 afos.
3.- Supuestos:
1.20 _ ~ _ ~
® observaciones W == 117 anos X - 80 anos y mz - 1 Cuando Z :112 anos
.00 Método de Coale-Kisker
o . Ecuacién que describe el modelo:
#.0.60
33k(79)—1In +In(m
0.40 R = ( ) 222_12) ( 79) = 00021
0.20 . ~
000 7 m*:@ .,  EdadMéaxima Estimada:
S 117 afios.
4.-
070 ~ Supuestos:
00 ® observaciones W >.]_ 14 anos p
’ Método de Coale-Kisker . X = 85 aﬁos y mZ = 1 CuandO Z 2112 aﬁOS
0.50
0.40
o0 - Ecuacién que describe el modelo:
0.20 28k 84 —|I’l +|I’l m
e R = ( ) (m112) ( 84) =0.0085
010 3 A 378
0.00 '—# T T 7
0 20 40 .%%'m' ™ ‘_l.‘.:fo 100 120 140

Edad Maxima Estimada:

Mayor a 114 afios.
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z:: ® observaciones W > 125 aﬁos SUpueStOS
070 Método de Coale-Kisker : X =70 afos ym,= 1 cuando z =105 afios.
Fou Ecuacion que describe el modelo:
. 36K (69) - In(m,.) + In(m
- e R — ( ) (m105) ( 69) — 00034
0.10 o * 666
l 0 20 40 é‘.{“uf o ;;;EO 1;)0 120 140
Edad Méaxima Estimada:
Mayor a 125 afios.
6.-
He . - Supuestos:
- w>125 anos
X Método de Coale-Kisker X = 75 anos y mZ =1 cuando z =105 afnos.
L]
. Ecuacién que describe el modelo:
31K (74) — In(myg) + In(m
020 - R — ( ) (m105) ( 74) — 00032
e g 496
o ;) 20 40 ?*;Af . “::E.O 1‘00 120 140
Edad Méaxima Estimada:
125 afos.
7.-
;Zz — W >11_8 afios Supuestos:
. SEE / Xx=85 afiosy m, =1 cuando z =105 afios.
0.70 ®
wp S0 Ecuacion que describe el modelo:
21k(84) —In +In(m
020 R — ( ) (rnlOS) ( 79) =00070
0.10 L - 231

0 20 40 &0 . 80 100 120 140
T

Edad Maxima Estimada:

Mayor a 118 afios.

Fuente: Elaboracion propia.
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Las modificaciones que se realizaron mostraron las siguientes variaciones:

e No se alcanza en todas las curvas el momento en el que qX = 1(Ias curvas1,2,4,5y7),es
decir, aun cuando la curva alcanza un maximo, este no toma el valor de uno, lo que provoca
que se fracase con el objetivo inicial de esta investigacion, ya que no se logré estimar la edad
maxima para la poblacién mexicana 2000-I.

e A pesar de que se encuentra la edad maxima estimada en las curvas 3 y 6 el momento a
partir de la cual comienza un importante incremento en la variabilidad de los datos

observados es 80 afios y 75 afios respectivamente, ademas la edad a la que mx =1,

también resulto ser elegida de manera distinta 112 afios y 105 afios respectivamente.

Se puede concluir entonces que los resultados que se obtienen dependeran en gran medida de la

. m , . . .
edad x a la que se le asigna = ¥ , asi como de la edad a partir de la cual se considere que existe
mayor variabilidad en las observaciones, lo que produce que el modelo tenga carencias complicadas
de ajustar.

De las curvas anteriormente generadas se seleccioné la que se encuentra en la Figura 2.6.2 debido a
que se encontré una edad maxima para la tabla de mortalidad mexicana 2000-I, con una curva
suavizada, es decir se han cubierto los propdsitos basicos para esta investigacion; sin embargo, las
curvas 3y 6 del Cuadro 1.1.1 también cubren las caracteristicas anteriores.

Por esta razén se realizaron algunas pruebas de Kolmogorov-Smirnov®, lo que permitié seleccionar
de manera mas adecuada la curva que describe mejor la mortalidad mexicana 2000-I, dichas pruebas
estan descritas en el Cuadro 1.1.2:

Cuadro 1.1.2 Contraste de pruebas Kolmogorov-Smirnov para edades maximas estimadas de la
poblacion mexicana 2000-I con el modelo de Coale-Kisker.

Edad Maxima Alcanzada D P-Value
109 afios 0.1625 0.9535
117 aiios 0.1654 0.8603
125 afios 0.1818 0.109

Fuente: Elaboracion propia.

% Si se desea saber la justificacidn de los valore para D y p-value ver el Anexo A A.3, pag. 81.
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La curva que estima 125 afios como edad maxima es descartada pues no cumple que D< 0.1728 y un
p-value < 0.95. De las curvas restantes la primer curva mencionada sobresale por tener un p-value
mas alto, ademas de tener un valor de D menor, ahora una caracteristica mas que la hace resaltar son
los 109 afios como solucion a la edad maxima de la poblacién mexicana es que es un resultado
intuitivamente mas esperado.

Aun con esta estimacidn que resulté mas atractiva es importante continuar realizando algoritmos de
ajuste que permitan no sélo la suavizacién de datos, sino encontrar el umbral de éstos (es decir la
edad pivote a partir de la cual se comienza el andlisis de los datos para determinar la edad maxima de
la tabla de mortalidad), considerando el que sea mas adecuado de acuerdo a la mortalidad mexicana
2000-.

2.6 Modelo relacional de mortalidad®’

Christine L. Himes, Samuel H. Preston y Gretchen A. Condran (1994) analizaron la informacion de 82
poblaciones que presentaban mortalidad baja y consideraron que la mejor manera de describir esa
mortalidad, era creando una tabla de mortalidad “estdndar” para edades entre 45 y 99 anos. Es
importante mencionar que cada una de las 82 poblaciones examinadas, se buscd que existiera
coherencia entre el nimero de muertes registradas entre un censo y otro y el nimero de personas
vivas entre un censo y otro, de la misma cohorte.

El Modelo relacional construido asume que existe una relacidn entre la edad y la fuerza de
mortalidad, que se denomina transformacion lineal de fuerza. Esté método presenta la caracteristica
de reducir el nUmero de pardmetros que lo conforman, lo cual lo vuelve atractivo respecto a otros
modelos.

La construccién del modelo relacional no requiere una funcidn en particular para que se represente la
relacion que existe entre la fuerza mortalidad y la edad, aunque la mayor parte del tiempo se sigue la
transformacion logit.

Se procede entonces a examinar detalladamente la fuerza de mortalidad, mas alld de examinar las
probabilidades de fallecimiento o supervivencia. Para el andlisis de edades maximas generalmente se
procede a linealizar la relacidn entre las tasas de mortalidad y la edad (Himes, C., H. Preston, S., & A.
Condran, G., 1994).

* M Mendoza Ramirez, M., Madrigal Gémez, A. M. & Martinez Torres, E., 2000 “Tablas de Mortalidad
CNSF2000-1 y CNSF 2000-G”, CNSF, 2000.
40



2.6.1 Modelo Logit*®

La transformacion logit, se caracteriza por estar entre los modelos de probabilidad (tomando valores
en el intervalo (0,1)) no lineales y por ser una funcién continua en todo su dominio. Para el modelo
Logit es necesario partir de las siguientes hipétesis:

1.- Considerando bajo el supuesto de independencia y homogeneidad, que el nimero de muertes dx

puede ser modelado como una distribucidon Binomial de probabilidad qx, es decir:

P[d, | E,q,] = Binomial (E,,q,)

Coémo se analiza un conjunto de muestras, se tiene lo siguiente:

E *x = Zn: Exi
i=1

, h=numero de muestras que se tienen, es decir, el total de expuestos a fallecer.

n

dx = dxi
i=1 , h= nimero de muestras que se tienen, es decir, el total de fallecimientos o su
*
.5
X *
. E
equivalente X,

Lo anterior debido a que se tienen Ex* expuestos al riesgo y gx* la probabilidad que modelara cada
uno de los resultados esperados. De las probabilidades de ocurrencia de fallecimiento, se obtiene el

0y
indice “odds” = 1-q, )

2.- El indice “odds” toma 3 posibles valores:

Qi 1
1 g ==

a) (- qi) , en este caso 2 , lo cual significa que ambas alternativas tienen la misma
probabilidad de ocurrencia.
qi 1 1

i-q) " , osa <y
b) i , para esta situacidon se tiene que 2, de aqui se concluye que la

probabilidad de morir tiene menor probabilidad que la de sobrevivir en edad i.

*®* Medina Moral E., (2003), Modelos De Eleccién Discreta. Espafia.
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Qi 1
a) 1>6>5
c) g/ , para esta situacidn se tiene que 2 , de aqui se concluye que la
probabilidad de fallecer es mayor que la probabilidad de sobrevivir.

3.- Se toman logaritmos del indice “odds”, para calcular el valor de la funcién logit, es decir:

logit(q,) = In| —¥
T Mx
La cual se puede expresar también como:
- _ O |_
logit(q,) =In| —— |=a+ pX

X

4.- La transformacién inversa a la funcion logit, es la funcién antilogit, y es utilizada para regresar los
valores probabilisticos a su estado natural.
logit(q,) a+px
O _logit(a,) _ aa+px _ € v €
€ =€ =0, = logit(c,) ot fix
1-q, 1+e™  1+e

a+px

e

qx = m (1.3)

Ahora se resuelve el modelo de regresion logistica y se estiman sus parametros utilizando una hoja de
calculo (Excel)* y desarrollando la teoria de minimos cuadrados se puede obtenerlos sin necesidad
de procedimientos largos.

1
El valor de ( x—ModeloLogit » €Stara descrita por los parametros:

B 0.099134
A -11.670418

%% Si se desea ver el desarrollo dirigirse al Anexo C C.4, pag. 100.
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Es importante recordar que las probabilidades de fallecer entre edad 12 y 79 no sufrieron
modificaciones, en la Figura 2.7.1 se puede observar la curva generada, para la ecuacion 1.3 (pag. 42).

Finalmente se ha encontrado un ajuste para la cola de la curva dando como resultado una (, =1

para W=172 afios, es decir se logré estimar la edad maxima que alcanza la poblacién mexicana, que
es el propdsito original.

Este método aun cuando suaviza la curva propone una edad mdxima muy elevada, lo que sugiere

realizar una prueba de bondad de ajuste para decidir si el modelo describe adecuadamente la
realidad.

Figura 2.7.1 Modelo logit aplicado a los datos base de mortalidad mexicana 2000-I.

1.20
w =172 afos

1.00

0.80

0.60
9

0.40

0.20

0.00 —Mﬁ.

0 -~ 120 140 160 180 200

® Qbservaciones Regresion Logit

Fuente: Elaboracion propia.

La prueba inicial que se decidio realizar fue una de cuantil a cuantil, este método por la construccion
gue presenta permite observar en la Figura 2.7.2 que ajusta de manera adecuada los datos centrales;
sin embargo, olvida el ajuste de los datos de la cola de la distribucién, lo cual se descarta como apoyo
al propdsito de esta investigacion®.

“° Tabla de mortalidad mexicana 2000-I ajustada mediante el modelo logit, Anexo Cuadro 2.8 pag. 113.
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Figura 2.7.2 Cuantil-Cuantil regresion logit vs observaciones aplicado a la mortalidad mexicana
2000-I.

0.16

0.14
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010 +—m7—— L — ® Regresion Logit
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0.08 & Observaciones

o ‘ -
0.06 -——__._7/
. . = |dentidad

AT e e e —

0.04 = ————

Regresion Logit

0.02 —— —|

0.00

0.00 0.05 0.10 0.15

Observaciones

Fuente: Elaboracion propia.

Finalmente como se habia pensado antes de realizar la prueba cuantil a cuantil se puede observar que
la variabilidad con las observaciones con los datos estimados por la regresidon logit para edades
avanzadas es mayor, ademas aun cuando se ajusta mds preciso que cualquiera de los andlisis
anteriores a edades mas tempranas, se descarta como un modelo éptimo para darle solucién a
encontrar la edad maxima alcanzada por la poblacién mexicana 2000-I, al proponer w = 172 afios.

2.6.2 Tabla de mortalidad CNSF 2000-1. Un caso particular®

En México gracias a la informacidn del sector asegurador y la Comisidn Nacional de Seguros y Fianzas,
se han elaborado vy desarrollado algoritmos para la construccién de las tablas de mortalidad
mexicana.

Es importante mencionar que independientemente de la relevancia que tiene dentro del sector
actuarial, el problema de ajustar una tabla de mortalidad de cualquier pais o ciudad en el mundo es
esencialmente, un algoritmo estadistico.

Basicamente el algoritmo realizado es el siguiente:

1 M Mendoza Ramirez, M., Madrigal Gdmez, A. M. & Martinez Torres, E., 2000 “Tablas de Mortalidad
CNSF2000-I y CNSF 2000-G”, CNSF, 2000.
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* Bajo el supuesto de independencia y homogeneidad, establece que el nimero de muertes dx

puede ser modelado como una distribuciéon Binomial de probabilidad Q, , es decir:
P[d, | E,q,] = Binomial(E,,q,)

Es decir, si se exponen E, individuos al riesgo de fallecer, el propésito serd pronosticar d: la

*

cantidad de fallecimientos o su equivalente g, = EX . El desarrollo de dicho método para el caso de

*

X

Seguro de Vida individual es ajustar la muestra con un modelo de regresién logistica dado por:

Y, =In O =a+ fX+¢
1_qx

Donde x es la Unica variable independiente del modelo. De lo anterior, se obtienen las modas de las
distribuciones finales de los pardmetros en el modelo:

o =-9.146130(0.035469)

S =0.074355(0.000700)

En la Figura 2.7.1 se muestra el ajuste logit con los pardmetros estimados por la Comisiéon Nacional de
Seguros y Fianzas, que actualmente rigen a la tabla de mortalidad mexicana, hasta llegar a que

d,, =1con W=100 afos.

El ajuste que emite la CNSF sdlo lo realiza hasta edad 99, debido a que se considera que nadie rebasa
edad 100 afos, es decir se define gi90=1. Sin embargo, al trazar el ajuste sugerido para la muestra
(Figura 2.7.3), encuentra que la curva alcanza una edad maxima para la poblacién mexicana 2000-|
muy elevada (195 afios), lo que lleva a pensar que este ajuste no refleja las caracteristicas de la
poblacién de la manera mas adecuada. Ademas al estimar que la edad méaxima alcanzada supera 125
afios, que es el registro de la persona mds longeva en México, se descarta como solucidn al objetivo
original de la presente investigacion.
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Figura 2.7.3 Modelo logit aplicado a los datos base de mortalidad mexicana 2000-1. Parametros
estimados por la CNSF-2000-1*%.

1.20
w =195 afios
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Edades en afios

® Observaciones “ Regresion Logit CNSF

Fuente: Elaboracion propia.

Lo importante del método, es que permite realizar simulaciones estocasticas”®, dando lugar a
resultados mds precisos. En el Cuadro 1.2 se muestran algunas de las simulaciones realizadas*, los
parametros que ajustan y suavizan la curva que describe la mortalidad mexicana CNSF-2000-I, asi
como la edad maxima estimada mediante este algoritmo.

Cuadro 1.2 Simulaciones estocasticas de la mortalidad mexicana 2000-I.

Graficas. Modelo Logit aplicado a los datos base de ) . o
Parametros estimados para la ecuacion

mortalidad mexicana 2000-1. Parametros estimados por la

13
CNSF-2000-I
1.00
0.90 — =
0.80 fﬁ
070 o =-8.09932
0.60 -
qo.so —-
Y.
030 V4 S =0.05725
' V
0.20 = 4
g';g —J w>200 afios
0 50 .Edm]’gg . 150 200
® Observaciones ‘ Regresion Logit

*2 Tabla de mortalidad mexicana 2000-I ajustada mediante el Modelo logit por la CNSF. Anexo Cuadro 2.2

pag.107.

“3 Las simulaciones se explican mas detalladamente en el Anexo A A.5, pag. 85.

** El codigo que se utilizd para realizar las simulaciones de la poblacién se encuentra en el Anexo A A.5, pag.85.
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200

o =-8.42973

S =0.06126
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1
200

o =—8.50556
£ =0.06223

w > 200 afos
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o =—-8.24853
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200
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1.00
0.90
0.80
o =—8.28336
0.60
0.50

Yoo | = 0.05957

0.30

0.20 %
O | ————— . . w> 200 anos

0 50 100 150 200

Edad en ahos

® 0.00088 Regresion Logit

- o = —8.502246
o | £=0.06228

0.10 . ‘d w > 200 afos
0.00 . ' .

100 150 200

® 0.00088 . Regresion Logit

Fuente: Elaboracion propia

Las simulaciones realizadas permitieron encontrar funciones que suavizan la curva que describe la
mortalidad mexicana; sin embargo, estas curvas son asintdticas y que superan los 200 afos para la
edad maxima estimada, por esta razén aun cuando no se realizaron pruebas de bondad de ajuste se
eliminaron como una estimacion optima de la mortalidad mexicana 2000-I.

La informacion en el extremo de la edad (de 90 y mas), tiene una dispersion muy importante debida a
la falta de informacidn (asegurados en esas edades), lo cual hace que las extrapolaciones a la derecha
de esas edades sean muy malas, incluso el hacer uso de las estadisticas de INEGI o de CONAPO que
manejan a toda la poblaciéon y consideran muchos mas casos en estas edades extremas, al final,
también tendran edades para las que la variacién serd muy alta por los pocos elementos en dichas
edades.

2.7 Conclusiones

En la siguiente pagina se muestra un Cuadro que contiene las estimaciones anteriormente
mencionadas de las tasas de mortalidad, aplicados a los datos base de mortalidad mexicana
CNSF2000-1.
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Cuadro 1.2.1 Conclusiones del capitulo dos. Descripcion de modelos de ajuste de mortalidad
mexicana 2000-I.
Edad

Modelo o .
Maxima Observaciones

implementado

Estimada

La Extrapolacién Polinomial logré suavizar la curva que describe la
mortalidad mexicana CNSF2000-I1 con respecto a los datos reales, sin
embargo no refleja los acontecimientos presentados en la vida diaria,
la curva que se genera con los parametros de esta estimacién, no
presenta una edad mdaxima estimada atractiva, ya que respecto a la

edad mdxima registrada a nivel mundial, excede 20 afios.

Extrapolacion .
. . 142 anos
Polinomial

Por lo tanto no puede ser considerado como un buen ajuste de
mortalidad.

El modelo quedd descrito por:

Ver apartado 2.1 pag. 14

Este modelo representa una base importante en el ajuste de la tabla
de mortalidad mexicana CNSF2000-I al ser un modelo que se
recomienda sea aplicado a edades seniles, ademds este modelo
suaviza la curva que describe la mortalidad, sin embargo la edad
maxima estimada, no es consistente con los registros que se tienen ya

Modelo de gue en México no se ha registrado una persona que sobreviva mas de

144 afios &
Gompertz 125 anos.

El modelo quedd descrito por:

_0.000173(1.067372)"
“ |, 0.000173(1.067372)"
2
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Modelo

implementado

Modelo de
Makeham

Edad
Maxima
Estimada

160 afios

Observaciones

Aun cuando se considera que el modelo de Makeham es una mejora
del modelo de Gompertz, al aplicarlo a la mortalidad mexicana
CNSF2000-1, no presentaron mejoras para la edad maxima estimada,
ya que aumentd 16 afios respecto al modelo de Gompertz.

El modelo quedd descrito por:

-0.00175228-(0.00175228)(1.072372478)" (;)(0.072372478)
In(1.072372478)

q, =1-e

Heligman &
Pollard

117 afios

El modelo de Heligman & Pollard suaviza la curva que representa la
mortalidad mexicana CNSF2000-l, sin embargo en la parte final
presenta una gran variabilidad de los datos estimados con los datos
reales, lo que indica que se debe seguir en la bisqueda de un mejor
ajuste. Un dato importante es que carece de informacion de la cola
izquierda, lo que podria modificar el ajuste estimado con los datos
base.

El modelo quedd descrito por:

k= 0.03479¢ 2 N0 1 (0 99999)(L.37)* 1

0k
U 1+k

Coale-Kisker

109 afios

El ajuste propuesto por el método de Coale-Kisker a los datos base de
mortalidad mexicana CNSF2000-|1 presentaron una minimizacion de la
varianza de los datos reales respecto a los datos estimados, ademas la
estimacion cubre también que se realiza con una curva suavizada.

El inconveniente resultd en que tuvo que elegirse arbitrariamente la

edad en la que m, =1 y al modificar x, la edad maxima se modifica.
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Modelo

implementado

Edad
Maxima Observaciones

Estimada

Incluso se observd que en ocasiones el resultado tiene una variacion
importante. Se encontré una generalizacion del modelo, la cual es la

siguiente:
ek(X)mx—l
g, = K(x)
1{9%}
2 ) xzn
m
k(n) = In(—=-)
Con k(x):k(x—l)—R,xz N, neslaedad umbral, Mty

R - (Ww=—n+1k(n-21) —In(m,)+In(m,_,)

Coale-Kisker 109 afos
((W—n+1)(w—n+2))
2 , con
XE{n,n+1,...,n+(w—n)}yWeZ+
Asi modelo de mortalidad mexicana CNSF2000-I quedd descrito por:
k(x) =k(x—-1)+0.004606359 x >80
m
k(79) = In(—2)
78

Este ajuste de la mortalidad mexicana CNSF2000-I, estima una mayor

edad maxima alcanzada, por este motivo queda completamente
Modelo Logit descartado de cualquier andlisis y por lo tanto de cualquier eleccién,

(CNSF, caso 172 afios  aun cumpliendo que suaviza la curva de mortalidad.
especial)

El modelo quedd descrito por:

e711.670418+0.099134x

qy~-—
e 11.670418+0.099134x +1)

Fuente: Elaboracion propia.
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Capitulo 3

Aplicacion del Teorema del Valor Extremo al calculo de la
edad maxima esperada de la Tabla de Mortalidad Mexicana
CNSF 2000-I

Siempre que se realiza un andlisis estadistico de datos, se tiene la inquietud de realizar un ajuste de
los mismos que ayuden a entender el comportamiento en general y asi poder trabajar con ellos, es
decir, se busca crear un modelo que se asemeje a dicha informacién. Desde el punto de vista
estadistico, el problema de ajuste de la cola de una distribucién es un problema de extrapolacidn,
debido a que se pretende encontrar un modelo paramétrico para la cola del proceso que genera los
datos y luego ajustar este modelo a las observaciones extremas. La importancia del modelo
dependera de qué también describe el comportamiento de la cola para la distribucién de los datos
observados.

Generalmente el analisis estadistico se concentra en masas y no en la ocurrencia de ciertos sucesos
atipicos (extremos) debido a la poca importancia aparente que representan en el conjunto de datos..
La idea general de esto es eliminar la informacidn atipica y facilitar el ajuste de alguna distribucién de
probabilidad, al convertirse en una curva mas suave y uniforme que finalmente podra informar mejor
de la tendencia del conjunto, mas alla de la ocurrencia de sucesos extremos.

Desafortunadamente esta idea presenta una carencia importante, pues esta rechazando la idea de la
existencia de valores con baja probabilidad de ocurrencia pero con alto impacto o incluso la existencia
de eventos que exceden cierto umbral, por esta razdn no se debe asegurar que un modelo de
estadistica clasica describira precisamente los eventos que son atipicos y extremos porque son
generalmente ignorados. Considerando esto, se han desarrollado metodologias que intentan dar
solucidn al problema descrito, entre ellas la Teoria del Valor Extremo.

Hay quienes definen la teoria de valores extremos como una disciplina Unica por desarrollar técnicas y
modelos para describir sucesos poco comunes, otros la definen como la teoria que describe el

|”

maximo y el minimo y esta definicidn engloba atributos tales como “excepcional” y “catastréfico”.

Como se puede observar resulta complicado encontrar una definicién adecuada para esta teoria pues

engloba la subjetividad de quien la defina, se ha decidido caracterizar la teoria de valores extremos
por sus propiedades estadisticas, predictibilidad, mecanismos, observaciones, etc.
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3.1 Teoria de Extremos™

Las ultimas décadas se ha desarrollado la teoria y las aplicaciones de los modelos extremos, en varias
areas del conocimiento como: la ingenieria, las ciencias ambientales, las finanzas y por supuesto la
actuaria, estos nuevos modelos se han vuelto muy populares y son mas sofisticados en cuanto a la
matematica ocupada. Actualmente existe una rama de la estadistica llamada Teoria de Extremos
(también conocida como Teoria los Valores Extremos) que se debe al desarrollo de los trabajos de Von
Mises, Gnedenko o Fisher y Tippet (1928), los cuales permitieron la creacién de una distribucion
asintética para modelar los minimos o en su debido caso los maximos de una variable aleatoria (por
ejemplo la edad maxima alcanzada). El objetivo central de la teoria de extremos es desarrollar
procedimientos, estadisticamente justificables, para estimar la cola de una distribucién desconocida,
F, a partir de una muestra de datos.

Los principales problemas que se pretende realizar la estimacién de valores extremos son:

e La escasez de datos en la cola de la distribucién; los datos extremos son por definicién
deficientes, por lo que el niumero de observaciones disponibles es, generalmente, muy
pequefio, para la mortalidad mexicana 2000-1 por ejemplo, se carece de suficiente
informacion para edades avanzadas.

e La necesidad de extrapolar la inferencia a situaciones no observadas, ya que las estimaciones
de interés corresponden a valores que sobrepasan los maximos de la muestra, por ejemplo en
la mortalidad mexicana 2000-I, se pretende encontrar la edad maxima que no se encuentra en
la muestra, seguramente.

e La imposibilidad de usar la mayor parte de las técnicas de estimacién estandar, que suelen
producir estimadores de las colas muy sesgadas, como anteriormente se ha observado, el uso
de herramientas estandar produce resultados no satisfactorios para el ajuste de mortalidad
mexicana 2000-I.

Los principales modelos paramétricos utilizados en |la Teoria de Extremo son:

e Distribucidon Generalizada del Valor Extremo.
e Distribucion Generalizada de Pareto.

* Cebrian Guajardo, A. (2011). Anélisis, modelizacién y prediccién de episodios de sequia. Espafia: Universidad
de Zaragoza, Tesis Doctoral.
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3.1.1 Distribucién Generalizada de Extremos (GEVD)*

En particular, el andlisis de los valores extremos se concentra en eventos que tienen poca frecuencia
al ser observados. Los métodos estadisticos para evaluar eventos extremos necesitan poder modelar
adecuadamente la ola de la distribucidén que se analiza. La Teoria de Extremos (TVE) es la que se
encarga de este analisis. La TVE no solo genera modelos para la muestra que se estd trabajando,
también puede ser utilizada para extrapolar la probabilidad de un evento aun mdas extremo (ver e.g.

Coles, 2001).

Asi en este apartado se entenderd por Distribucién Generalizada del Valor extremo (GEVD) a:

“Es la distribucion que ajusta bloques de observaciones adecuadamente normalizados que
surgio a partir del desarrollo de la Teoria del valor Extremo (Fisher y Tippet 1928). Segun esté
sea un conjunto de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con una

funcién de distribucién comin F(x), donde M . representa el mdximo de todas ellas. Asi la

cuestion a la que se da respuesta con esta distribucion es obtener la distribucion del mdximo.

El modelo asintdtico para el méximo de la funcidn estd sustentado en el siguiente teorema:

Xy Xy X . . L .
Teorema 3.1.2.1 Sea “V'7°2'""°'n una secuencia de variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas, con una funcion de distribucion comun F y sea:
M, =max(X,, X,,..., X,))
. " _— . X X . = . .
Si se denota un término arbitrario en la secuencia ~'' por N,y si se supone que T satisface la que si

existen secuencias de constantes {a,>0}y {b,} tales que:

P M, -b, —G(z) cuando n— o
a

Del desarrollo asintdtico de la expresidn anterior aparecen tres tipos de distribucidn limite:

TIPO 1: Distribucién de Gumbel- colas medias
TIPO 11: Distribucién de Frecbet - cola gruesas
TIPO 111: Distribucién de Weibull - colas suaves

Esta aproximacion es fundamental, ya que la distribucion limite G(x) siempre pertenece a una de
estas tres distribuciones sea cual sea la distribucidn original de los datos F(x), es decir, la distribucién

% Garcia Perez, A. (2004). La Teoria Del Valor Extremo: Una Aplicacién Al Sector Asegurador. Castilla: VII

congreso Hispano-Italiano de Matematicas Financieras y Actuariales.
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asintética de los maximos se puede estimar sin realizar suposiciones acerca de la naturaleza de la
distribucidn original de las observaciones, generalmente desconocida.

3.1.2 Distribucidon Generalizada de Pareto. (GPD)

La segunda distribucidn importante en la teoria de extremos es la distribucién generalizada de Pareto
ésta es importante en los modelos de umbrales y en la teoria de extremos debido a que es una
distribucidn limite de las excedencias de umbrales.

Este modelo tiene una justificacién asintdtica siempre que se aplique a valores que superan un
umbral lo suficientemente grande, asi como para defectos por debajo de un umbral lo
suficientemente pequefio. En 1994 con el Teorema de Balkema-de Haan- Pickands®’ (también
conocido como el segundo Teorema del Valor Extremo), se demostré que bajo ciertas condiciones, la
funcidn que describe el exceso sobre un umbral lo suficientemente grande, se puede aproximar con
un Distribucién Generalizada de Pareto.

El teorema considera una funciéon de distribucion desconocida F, de una variable aleatoria x, que
excede un umbral N lo suficientemente grande, esta funcién es llamada también como funcién de
distribucidn condicional de exceso y es definida como:

1-F(N+Yy)

P[IX>N+y| X >N]=
1_F(N) para y>0.

Si se conoce la distribucidon F, entonces la funcidn de distribucion condicional de exceso también es
conocida. Sin embargo, desafortunadamente la mayor parte del tiempo esta distribucion es
desconocida y por esta razén generalmente se recurre a realizar aproximaciones para los valores que
exceden el umbral. Complementando el teorema 3.2.1:

Para una funcion de distribucion no degenerada G, entonces G es un miembro de la
familia de distribuciones generalizada de extremos (GEV). Entonces para un " grande:

P(M, £x)= H(X)
Donde:

Heg—e "0

4 Balkema, A Haan, L. Pickands J.
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Para algun 0> Oy ¥ . Entonces para algun N, lo suficientemente grande, la funcion de

distribucidon de X-N, condicionado a que X>N, es aproximadamente:

60 =1-{ 1+ /(= |

(1.4)

Xx—N

l+7( J>O
Definida para los X2 N, y>0 y . Donde N es el pardmetro de

localizacion, 0 es el pardmetro de escala y 7 esel pardmetro de forma®.

La familia de curvas que fueron definidas en la ecuacién 1.5 recibe el nombre de familia Generalizada
de Pareto. Su funcidn de densidad esta dada por:

1

g(x) = T

X—N
6

01+ y( )

3.2  Especificaciones del modelo

La eleccién de un umbral N lo “suficientemente” grande o pequefo es una cuestion subjetiva que
depende del criterio y los propdsitos de la persona que esté realizando el andlisis de los datos,
ademas la eleccidon de un umbral diferente producird estimaciones diferentes de los pardmetros de la
distribucidon (Hernandez G., A. 2001) que se ajuste sin que por eso podamos asegurar que una es
mejor que otra.

De acuerdo a las observaciones que se tienen para el caso de la mortalidad mexicana CNSF 2000-I, se
puede elegir entre alguno de los siguientes escenarios:

e Un umbral lo suficientemente pequefio que permita trabajar con un mayor nimero de
observaciones tal que la inferencia realizada proporcione informacién mas ajustada a los
datos observados.

e Un umbral lo suficientemente grande, que reduzca el sesgo del modelo, aunque esto
implique que el ajuste incrementara la varianza de los estimadores.

“8 para conocer més acerca de la distribucién generalizada de Pareto ver el Anexo B B.1, pag. 86.
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Sin embargo, lo anterior tiene la desventaja de que N sera un numero fijo y arbitrario, lo que no
garantiza que se haya elegido el umbral adecuado para el andlisis que se desee hacer.

Recientemente se han propuesto modelos que mezclan diferentes funciones de distribucion a los
datos observados con el propésito de mezclar el centro con los valores extremos de la distribucién y
asi evitar la eleccién de un umbral fijo. Estos modelos consideran al umbral de la distribucién como
un parametro mas, que finalmente deberd ser estimado al igual que los otros parametros de la
distribucidn que se quiere ajustar, y de esta manera solucionar la eleccién arbitraria del umbral.

Asumiendo que la funcidon de supervivencia antes de la edad umbral sigue una distribucion de
Gompertz y la distribucidn que excede la edad umbral sigue una distribucién de Pareto Generalizada,
de acuerdo con el teorema de Balkema-de Haan- Pickands, ésta quedara de la siguiente manera:

X<N

(_B

F)=1-¢ " "

x> N

Xx—N)\) 7~

F(x)=1-S(N)|1+y

Donde N es la edad umbral de la funcién. Para asegurar que se esté realizando el ajuste de una
funcién de distribucién de probabilidad (i.e. que cumpla con los axiomas de Kolmogorov) se requiere

B>O,C>1y 0>0

que los pardmetros cumplan:

3.2.1 Estimacion de parametros

Para la estimacién de los pardmetros de la funcién que describe la edad méaxima esperada, se puede
utilizar alguno de los siguientes métodos:

e Maxima verosimilitud
e Minimos cuadrados
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La edad umbral sera elegida tal que la cola (la parte que es descrita por la funcién Generalizada de
Pareto) y el cuerpo (la parte que es descrita por la funcién de Gompertz) sean consistentes entre si.

Se inicia con la hipdtesis de que la edad maxima de la tabla de mortalidad CNSF 2000-1 debiera
superar los 100 anos de edad considerando que el umbral para nuestros calculos se encuentra
después de los 65 anos de edad, debido a que el crecimiento de la funcidn comienza a ser mayor a
partir de este momento.

3.3.1.1 Maxima verosimilitud

El método de mdaxima verosimilitud, es uno de los mas utilizados en estadistica para la estimacién de
parametros de funciones de probabilidad.

Aplicando este concepto al propdsito inicial, se afirma que la funcidn de mdaxima verosimilitud para N
puede ser escrita como:

LB.C.raN) = []| =55 5(65)

X=65

99 [S(x) ~S(x+1) T* LS(100)J'1°°

Las razones que justifican la expresién anterior son las siguientes:

S(X)—S(x+1)
S(65)

[ TX
1. Larazodn por la cual se presenta la expresidon , es debido a que expresa la
contribucion de probabilidad por intervalo de un afio, considerando sélo a los que llegaron a

d

la edad de 65 afios, siendo elevado a la ~* por representar el numero de fallecimientos

durante este periodo.

De lo anterior:

idx In S(x)—-S(x+1) [ In S(100)
= S(65) S(65)

65< N <99 y ademas N EZ'
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NZldx In(s(x)—S(x+l)j+§dx(ln (S(x)—S(x+1))j+|100(|n(8(100)D:
X=65 S(65) =~ S(65) 5(65)

= S(X)-S(x+1) S(N) (S(x)-S(x+1))
x_zssd*'”( (65) j““( (S(as)DizN ( 5(65) }
—I. | In m +1 In M =
N 5(65) 100 5(65)

La idea de la separacidon en dos sumandos de la expresion original surge a partir del Teorema de

Balkema—de Haan—Pickands, el cual combina dos funciones de distribucion que describiran de mejor
manera el comportamiento de la mortalidad. La expresidn anterior estd compuesta por dos
sumandos:

El primer sumando que es igual a:
Zld n (3(x)—5(x+1)j+|N(In(sa\l)n:>
X=65 S(65) S(65)

|, = NZi d, IN(S(x) —S(x+1)) + 1 (IN(S(N)) —Ig (IN(S(65))

Xx=65

Y el segundo sumando es igual a:

idx(ln (S(x)—S(x+1))J_IN (In( S(N) Dﬂm{ln(saomj}:
= S(65) S(65) 5(65)

=3 0D in O

Tal que el proceso para la estimacién de parametros pueda ser resumido en el siguiente algoritmo™:

e Para N=98

7

*>El desarrollo de la igualad se encuentra en el Anexo B B.2, pag. 88.
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o
v" Encontrar los valores de By C que maximizan 1.

l, = NZf d, In(S(x) —S(x+1))+1 (IN(S(N))—ls (In(S(65))

Xx=65

- I
v' Encontrar los valores que 4 y 0 gue maximizan 2.

S(X)—S(x+1) S(100)
Zd [In( S(N) )]+ L[N (S(N) )]

v Calcular el valor del perfil de log-verosimilitud P. Que involucra a toda la funcién.

N =97,96,...,85

e Repetir el paso anterior para
e Se encuentra entonces el valor de N a partir del cual se encuentra la maxima verosimilitud. En

Una vez determinado el valor de maxima verosimilitud de N, este determinard los estimadores
optimos de las funciones de distribucién ajustadas (Gompertz y Pareto Generalizada).

) . d |
Para el desarrollo de este algoritmo se requieren los valores de ~*y X, estos valores pueden ser

calculados a partir de la seleccién de un radix y los valores de 9 de la tabla de mortalidad. En el

ejercicio podria elegirse una cohorte de 1,000,000 para el radix, es decir, IO =1,000, OOO, y a partir de

este valor se pueden encontrar dlequ y IX+1 X_dx,no hay que perder de vista que
independientemente del radix, los parametros que describen la mortalidad (B, C, y, 6) serdn los
mismos.

3.3.1.2 Minimos cuadrados

Consiste en minimizar la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores de la muestra y los
valores estimados por el modelo sugerido, esto con el propdsito de asegurar que las distancias sean
las minimas.

Para el caso de la mortalidad mexicana CNSF-2000-1 tenemos la existencia de indices que facilitan la
estimacion de parametros mediante el método de minimos cuadrados. Dado que se tiene que la
fuerza de mortalidad estd dada por:
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B
F(x) BC'e "®
1-F(X) ® (")

e In(C)

(C*-1)

2(X) = = BC*

x> N

1y - N
w SO E )
1(X) = F'(x) _ y Lo 6’1 _ 1
Xx—N 7
o)

1-F(x)
Se puede abordar abordar la estimacion de manera mdas sencilla teniendo presente las siguientes
igualdades:

X<N

1(x) =BC”

In(2(x)) =In(B) + xIn(C)

x> N

14(X) :6’_1(1+7/ (X;N)j

In((x)) =—In(0)—|n(1+7 (X;N)J

Lo que se pretende ahora es minimizar la diferencia entre los valores reales y los estimados asi que se
proponen las siguientes sumas para ser minimizadas:
62



SumaGompertz = i E, (In(z(x)) —In(B) + xIn(C))?

SumaPareto = 12()0: E, {In(y(x)) +In(8) +In (1+7/ (X;N)ﬂ

Suma _ optima = SumaPareto + SumaGompertz

El proceso para realizar la estimacion puede ser resumido en un algoritmo mas simple:

o pPara N=98

7’

v" Encontrar os valores de By C que minimizan SumaGompertz .

SumaGompertz = ZN: E, (In(«(x)) —In(B) + xIn(C))?

x=65

v Encontrar los valores que 7 y 0 que minimizan Sumapareto

SumaPareto = % EX(In(y(x))+In(9)+In(l+ y%))z

x=N+1

v Caleular el valor que minimiza Suma _ optima = SumaPareto + SumaGompertz

e Repetir el paso anterior para N =97,96,...,85

e Se encuentra el valor de N a partir del cual se minimiza la funcién.

El valor de N para el cual la suma de la diferencia de cuadrados es minima, define los estimadores
Optimos de la funcién.

En la presente investigacion se realizé la estimaciéon de pardmetros sélo con la metodologia de
minimos cuadrados debido a que en teoria los resultados de ambos métodos debieran ser muy

similares. Aqui se presenta la implementacion del algoritmo para el caso en el que N =90 (edad

63



umbral), debido a que se observé que la mayor variabilidad de datos se situaba entre las edades 85y
100afios. La descripcidn del proceso se encuentra en una hoja de calculo (Excel)®*

Los resultados (para N=90) obtenidos fueron los siguientes:

Parametro Valor Representacion en el modelo general
(DGP)
B 0.0010000 Parametro de Gompertz
C 1.0435086 Parametro de Gompertz
r - 1.652000 Parametro Pareto Generalizada
0] 18.178376 Pardmetro Pareto Generalizada
B,C,0,7 yN

De acuerdo a los parametros (antes encontrados) la probabilidad de fallecimiento de
la poblacidn mexicana CNSF-2000-| puede ser expresada con la siguiente funcion:

Para X< N (aplicado para N =9O)

"BC0)ds

o1k

1
BCXJ.OCSds

q, =1-e€

aor (-C)
In(C)

q, =1-e€

_ 1 _ o(1.0435086)" (-0.0010216)
,=1-¢

g

x>N (aplicado para N =90)

{1 1 4
00+y((x+s)—N)

q,=1-e

% E| resultado de la simulacién N=85 se encuentran en el Anexo B B.3, pag.90.
>! Si se desea ver el desarrollo dirigirse al Anexo C C.5, pag.102.
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x-N+1 1 q
q =1—e_L‘N o
X

1 pO0+y(x=N+1) 1

_ _; O+y(x-N) r
q, =1-e

_1[|n(¢9+y(x—N +1))=In(0+y (x=N))]

q, =1-e”

1

[In(18.1783-1.625(x—90+1))—In(18.1783-1.625(x—90))]
qx — 1 _ e1.652

Con lo anterior se puede realizar el llenado de la columna G que representa la probabilidad de
fallecimiento estimada. Con los resultados obtenidos se generd la siguiente grafica que muestra el
ajuste por la teoria del valor extremo usando en particular la distribucién Pareto Generalizada, para la
mortalidad mexicana CNSF-2000-I.

Figura 3.1.1 Teoria de extremos (GPD) aplicada a los datos base de mortalidad mexicana CNSF-

2
2000-1.°
1.20
w =101 anos
1.00
0.80
'3
x
o 0.60
0.40
0.20
O oo
menctmmtsapsses stssmesteen, SPN"% o
0.00
0 20 40 60 80 100
Edad en afos
® Observaciones Teoria de extremo (GDP)

Fuente: Elaboracion propia

> Tabla de mortalidad mexicana CNSF-2000- ajustada mediante la teoria de extremos, Anexo Cuadro 2.10,
pag. 115.
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Esta teoria permitidé realizar la estimacidon de la edad maxima de la poblacién mexicana 2000-I|
suavizando el umbral encontrado y dando consistencia a la curva que se generd, ademds logré
representar la mortalidad mexicana 2000-1 de manera precisa.

Sin embargo, antes de concluir que la estimacidn logra describir de manera adecuada la mortalidad
de la poblacién mexicana es necesario realizar pruebas de bondad de ajuste que respalden estas
observaciones o en su debido caso se descarte con sustentos matematicos el resultado.

Para comenzar este andlisis se realizé una prueba cuantil a cuantiil en la Figura 3.1.2 se puede
observar el resultado. Esta grafica muestra que la variabilidad de las observaciones con las
estimaciones mediante la metodologia de la teoria del valor extremo es menor que cualquiera de los
casos anteriores, por lo que se procede a realizar el test de Kolmogorov-Smirnov®®, con el propésito
de comparar la estimacién obtenida con los modelos anteriores de manera analitica.

Es importante resaltar que la curva debe analizarse en dos partes debido a que se construyd con dos
distribuciones de probabilidad:

e Ladistribucién de Gompertz

e Ladistribucidon Pareto Generalizada.

Figura 3.1.2 Teoria de extremos (GPD) vs observaciones aplicada a los datos base de mortalidad
mexicana CNSF-2000-I
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(%]
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©
\m .
g 0.40 === |dentidad
2 [
(]
0.20
,......g-o-'#-—'v""
®
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Fuente: Elaboracion propia

>? Si se desea saber la justificacidn de los valore para D y p-value ver el Anexo A A.3 pag. 81.
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Para la curva estimada con la distribucion de Gompertz:

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: observados and EVT
D =0.077656, p-value = 0.999
alternative hypothesis: two-sided

Para la curva estimada con la distribucion Generalizada de Pareto:
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: observados and EVT
D =0.208, p-value = 0.9899
alternative hypothesis: two-sided

Para el caso de la distribucion de Gompertz D debe ser menor a 0.1728 lo cual se cumple, para el caso
de la distribucién Generalizada de Pareto este caso por el tamafio de n (nimero de observaciones)

igual a 10, D entonces debe ser menor a 0.489 por lo tanto no se rechaza la idea de que (J queda
X

bien descrita por ( Ix—ETV . Incluso se consideré que es la mejor estimacién realizada por ser un
resultado que contrasta de manera adecuada con la realidad.
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Capitulo 4

Importancia de la edad maxima en la Tabla de Mortalidad
Mexicana CNSF-2000-I

Las tablas de mortalidad se caracterizan por finalizar en el momento en que todos los individuos han
fallecido (es decir, la edad X a partir de la cual Q, =1), asi que la diferencia entre los diferentes

métodos que se utilizan es basicamente la rapidez con la que estas alcanzan el final. Las tablas de
mortalidad no restringen a la poblacion pues éstas se pueden realizar:

e Por sexo hombres y/o mujeres.
e Por enfermedades importantes.
e Por lugar de residencia, etc.

La manera mas simple de generar estas tablas es a partir de la mortalidad que se presenta por edad
debido a que los resultados son atractivos por ser valores que ayudan a medir la sobrevivencia y la
esperanza de vida.

Las tablas de mortalidad son una base fundamental en los temas de:

1. Salud publica:
Se utilizan para conocer la importancia de alguna causa de fallecimiento. Se realiza primero la
construccion de la tabla de mortalidad que registe la mortalidad sin restriccidn y después se realiza
una tabla que no considera la causa que se estd analizando, de esta manera se logra conocer el
impacto que tiene la causa de fallecimiento. También se utiliza para conocer la efectividad de algun
tratamiento ante alguna patologia importante.

2. Seguridad Publica:
En México particularmente en el IMSS (Instituto Mexicano del Seguro Social) y el ISSSTE (Instituto
de Seguridad y Servicios Sociales de los Trabajadores del Estado) se utilizan para el célculo de
pensiones y jubilaciones. Asi a mayor mortalidad, los recursos que deben almacenarse para hacer
frente a las obligaciones que se generaran por concepto de pensiones y jubilaciones seran
menores, en caso contrario, los niveles de ahorro por las instituciones son mayores.
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3. Demografia:
Se utilizan para conocer el crecimiento de la poblacién, la fecundidad, la longevidad, etc. De esta
manera se pueden realizar proyecciones de la poblacion.

4. Economia:
Las tasas de mortalidad que se presentan, son combinadas con datos demogréficos esto permite
construir un modelo mas complejo que permite medir el efecto de la mortalidad y los cambios que
ésta sufre bajo transformaciones socioecondmicas, para que la idea sea mas clara basta mencionar
gue a mayor nivel socioecondmico del individuo, la esperanza de vida que tiene sera mayor.

Las tablas de mortalidad también tienen importancia actuarial, se presenta una explicacion mas
profunda de este caso y la aplicacién de la investigacién que se desarrolld.

4.1 Importancia en aplicaciones actuariales

Debido a que muchos eventos son inevitables, como la muerte, como actuario se deben tomar las
medidas necesarias para minimizar el impacto financiero que esto produce. Por esta razén se realizd
el analisis para la estimacion de la edad maxima alcanzada por la poblacion mexicana 2000-I lo que
permite un calculo adecuado de rentas vitalicias, seguros de vida, rentas fraccionadas, planes de
pensiones, etc, estos se iran explicando en los siguientes apartados, con el propdsito de observar las
ventajas y desventajas que presente un ajuste de mortalidad.

4.1.1 Anualidades Contingentes

Una anualidad es una serie de pagos realizados de manera continua o en intervalos iguales (como
qguincenas, meses, bimestres, etc.) mientras se sobrevive. Clasificadas respecto a la duracién en tres
tipos:

e Anualidades Temporales™.
e Anualidades Vitalicias.
e Anualidades Diferidas.

Como consecuencia de lo anterior se pueden definir los factores que intervienen en el cdlculo de las
anualidades, estos factores son los siguientes:

>* Para conocer el significado de cada una de las anualidades dirigirse al apartado 1.2 del capitulo 1.
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e Factor financiero. Aqui se valuaran los capitales en el tiempo, en donde intervendrd una tasa
de interés.

e Factor de aleatoriedad. Este factor estd determinado por las probabilidades de supervivencia
del individuo.

De lo anterior la importancia de un buen ajuste de la curva que describe la mortalidad mexicana 2000-
| (calculo de las probabilidades de fallecimiento) y en particular para la edad maxima estimada en las
Anualidades Vitalicias (y como caso particular las pensiones).

4.1.1.1 Plan de pensiones. Un caso particular de las anualidades

Un plan de pensiones segin Bowers (1997) puede ser considerado como un sistema de compra de
anualidades vitalicias diferidas (pagaderas durante el retiro), mediante alguna forma de anualidades
temporales (Durante el servicio activo del individuo realiza las aportaciones).

De acuerdo con Lecina (1989), un plan de pensiones es una operacidon actuarial en la que una serie de
individuos pertenecientes a un grupo aportan una prima durante una parte de su vida laboral, con el
fin de recibir una cantidad a partir de su jubilacién.

Los siguientes elementos son basicos, para el calculo de pensiones:

e La funcidn de supervivencia, debido a que no todos los individuos asegurados alcanzaran a
recibir pagos y algunos otros no los recibiran todo el periodo que comprenda la anualidad.

e Interés técnico, que debe ser mayor a la inflacion.

e El porcentaje anual de crecimiento del salario.

e Edad de jubilacion. En México generalmente son 65 afos.

La informacién anterior es requerida con el objetivo de conocer el impacto que tendrd la mortalidad
en la cuestién econdémica (los costos y beneficios con los que la pensidn sera otorgada), dado que a
mayor sobrevivencia se requerirdn mayor cantidad de recursos para poder garantizar la pension
vitalicia.

Para que sea mas sencillo observar la importancia que tiene una buena estimacion de la probabilidad
de fallecimiento de la poblacién mexicana 2000-I en el tema de anualidades y las pensiones como un
caso particular, se realizd un ejemplo de anualidad vitalicia vencida tomado los siguientes supuestos:

e Tasa deinterés anual del 15%
e Monto deseado $1,000,000
e Edad del asegurado 85 anos.
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e Pararealizaron tres calculos de esta anualidad para: ( 'X_CNSF , q 'X_EVT y( 'X—Coale—Kisker’

Los resultados fueron los siguientes:
Parala curva ( 'X_CNSF , (edad maxima alcanzada 101 afios) la anualidad esta descrita por:
w—85

g = z PesV' = z Pes V' = $5,169,599.66
i—1 i—1

Para la curva ( 'X_EVT , (edad maxima alcanzada 101 afios) la anualidad tuvo un costo de:

w-85 15
a@ = Z p85+iVI = Z p85+ivI = $5, 461, 583.59
i=1 i=1
Finalmente para la curva ( 'X_Coale_Kisker, (edad maxima alcanzada 109 afios) la anualidad tuvo un
costo de:
w—-85 ) 15 _
! i
a.=> PV = D PV = $5531,841.27
i=1 i=1

Intuitivamente es un resultado esperado, debido a que entre mas tiempo viva una persona mayor sera
el numero de pagos que habrd que realizar a su favor, originando un monto mayor inicial para que
pueda ser repartido en el tiempo estimado.

Ahora, si una compafia decide adoptar a q'X_CNSF como la mejor estimacién de la curva de

mortalidad mexicana 2000-| y solicita una pago de $5,169,599.66 pesos para dar a cada beneficiario
$1,000,000 peso cada afio hasta su muerte y la curva que mejor describe la mortalidad mexicana

2000-lesla( Ix—CoaIe—Kisker' la compafiia habra perdido $362 pesos por cada beneficiario y por cada

peso de monto deseado, de ahi la preocupacién de realizar una estimacion lo mas adecuada posible.

4.1.2 Seguros

Los sistemas de seguros se establecieron con el objetivo de reducir el impacto financiero negativo que
tienen algunos eventos aleatorios como la invalidez, el fallecimiento, etc. Asi que un seguro de vida
esta disefiado para reducir el efecto financiero del evento aleatorio la edad de fallecimiento.
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Al igual que las anualidades, se definen los factores que intervienen en el calculo de seguros, estos
son:

e Factor financiero. Aqui se valuaran los capitales en el tiempo, en donde intervendra una tasa
de interés.

e Factor de aleatoriedad. Este factor esta determinado por las probabilidades de supervivencia
del individuo, debido a que la aseguradora debe calcular la prima que cobrard al asegurado,
para que ésta le permita reservar lo necesario para hacer frente a sus obligaciones dentro del
periodo establecido.

Asi como las anualidades, existen varios tipos de seguro, por mencionar algunos de estos se tienen

e Seguros temporales.
e Seguros vitalicios

Que pueden ser pagados en varias modalidades, dos de estas son:

e Pagados con Prima Unica.

e Pagados con Prima Neta Nivelada por n-periodos.
Para ver el impacto que tiene una estimacidon no adecuada de la mortalidad mexicana 2000-I, se
realizé un ejercicio con los siguientes supuestos, para un seguro temporal 10 afos:

e Tasa deinterés anual del 20%

e Monto deseado $1,000,000.

e Edad del asegurado 85 afios.

e Pago de primas netas niveladas por 3 afos.

e Pararealizaron tres célculos de esta anualidad para: ( 'X_CNSF , q 'X_EVT y( 'x—CoaIe—Kisker’

Los resultados fueron los siguientes:

Parala curva ( 'X_CNSF , (edad maxima alcanzada 101 afios) la anualidad esta descrita por:

= A =9$564,439.29; PNN =—219 —$271,128.65

510
85:3

Para la curva (j 'X_EVT , (edad maxima alcanzada 101 afios) la anualidad tuvo un costo de:

>> Para conocer la notacion y significado de los seguros mencionados dirigirse al apartado 1.2, del capitulo 1.
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PU= A__ =$244,750.37; PNN= %A:Mﬂ, 533.03

A3

. ] s . ~ .
Finalmente para la curva ( (edad maxima alcanzada 109 afios) la anualidad tuvo un

x—Coale—Kisker ’
costo de:

PU= A, = $403,207.23; PNN= —B10l _ $187,509.58

Az3)

En este caso resulta importante observar que para un seguro temporal el impacto seria negativo en
~ 7 . . 7 . 1

caso de que la compafiia estuviera realizando el calculo de primas con la curva Q] | o je—kisker Y 12

curva de mortalidad estimada que mejor describe a las observaciones de mortalidad mexicana sea la

curva Q'X_CNSF, debido a que se cobrarian $161,232.06 pesos menos por cada peso de cada

asegurado de prima Unica.
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Conclusiones

Una tabla de mortalidad o supervivencia es una guia para realizar andlisis temporales y
comparaciones especiales sobre la incidencia de algin fendmeno con independencia de la estructura
por edad de las poblaciones estudiadas.

Las tablas de mortalidad tienen multiples aplicaciones en diferentes areas, por ejemplo en:

Salud publica
Seguridad Publica
Demografia
Economia

vk wNE

Actuaria.

En México las tablas de mortalidad al ser construidas, son utilizadas hasta por mds de una década, lo

gue ocasiona que a partir de cierto periodo la CI'X (probabilidad de fallecimiento estimada) no

describa de manera adecuada a la (], , por esta razon como actuarios especialistas en calcular el

impacto de riesgos e incertidumbre y cuantificar los resultados para minimizar las pérdidas, el analisis
de un buen ajuste de la tabla de mortalidad y de la edad maxima alcanzada es uno de los temas mas
importantes que debe ser estudiado, implementando algin modelo que logre describir la mortalidad
mexicana de manera mas adecuada.

Durante la investigacion se utilizaron seis metodologias diferentes para el ajuste de la tabla de
mortalidad y la edad maxima alcanzada, con el propdsito de que las tasas de mortalidad, fueran
consistentes con la finalizacién de la curva que representard la mortalidad mexicana CNSF-2000-I,
ademas se buscd, que la finalizacion de la curva que describiera la mortalidad mexicana 2000-I, fuera
consistente con la experiencia que se tiene, es decir que la edad méaxima alcanzada no superara los
125 afios que es justo la edad maxima que se ha registrado en México.

En la Figura 4.1, se puede observar de manera grafica un contraste que se hace de las curvas que
intentan describir la mortalidad mexicana 2000-I, aun cuando se sabe que no es una prueba
estadistica formal, esta grafica podria dar al menos una general de los resultados.
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Figura 4.1 Modelos de ajuste para la mortalidad mexicana CNSF-2000-I.
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Para hacer un comparativo consistente entre las curvas obtenidas mas alld de la Figura 4.1, en el
Cuadro 1.3 se encuentran las estimaciones realizadas con los valores de D (distancia maxima entre los
valores estimados y las observaciones de mortalidad mexicana 2000-1) y los de p-value, para hacer un
contraste de los modelos realizados y tomar la decision que cubra de manera mas adecuada el
propdsito de la presente investigacion, es decir, describir de manera mas adecuada la mortalidad
mexicana 2000-I, y asi encontrar la edad maxima que alcanza esta poblacién.

Cuadro 1.3 Comparativo de los modelos ajustados a la mortalidad mexicana 2000-1, para la
estimacion de la edad maxima alcanzada.

. Edad maxima Prueba Kolmogorov- o
Modelo implementado . . e Decision
estimada Smirnov
D=0.3302
extrapolacion polinomial 142 afios Rechazada por D.

p-value=0.3924

D=0.5556
Modelo de Gompertz 144 afios Rechazada por D.
p-value= 0.6435
D =0.2136
Modelo de Makeham 160 afios Rechazada por D.
p-value = 0.6237
D=0.3164
Heligman & Pollard 117 afios Rechazada por D.
p-value = 0.5987
D =0.1625
Coale-Kisker 109 afios No rechazada

p-value = 0.9535

. B D =0.07816 Rechazada por Edad
Modelo Logit 172 afios . .
p-value = 0.07546 Méxima Estimada.
D =0.1437
Modelo Logit CNSF 100 afios No rechazada.
p-value = 0.9782
Teoria del Valor Extremo 5 D =0.01715
101 afios No rechazada.
(DPG) p-value =0.9986

Fuente: Elaboracion propia

*® Si se desea saber la justificacidn de los valore para D y p-value ver el Anexo A A.3 pag. 81.
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Por el nUmero de observaciones con que cuenta la muestra, se debe tener un pardmetro que permita
decidir si la distribucién estimada describe de manera adecuada a la mortalidad mexicana 2000-I,
prueba de Kolmogorov-Smirnov menciona como parametro D, el cual debe ser menor a 0.1728°’, se
tomé en cuenta también el p-value el cual para las observaciones rechazadas estd por debajo de 0.95
por esta razén en la columna Ilamada decisidén se coloco el resultado de la prueba de Kolmogorov-
Smirnov.

Se puede observar en el Cuadro 1.3 que a pesar de ser que algunos modelos suavizan la curva de
mortalidad mexicana 2000-I, presentaron deficiencias pues la prueba de Kolmogorov-Smirnov las ha
rechazado, ademas la estimaciéon de la edad maxima alcanzada es inaceptable si se toma como
referencia la persona mas longeva de México (125 afios) aun cuando este es un caso excepcional.

Existen ademas tres estimaciones de la curva de mortalidad mexicana 2000-1 que aun cuando
cumplen el objetivo deseado, tienen carencias importantes:

e E| ajuste propuesto por Coale-Kisker, este modelo que logré estimar la edad maxima
alcanzada, suavizar la curva que describe de manera consistente la mortalidad, por tal motivo
no es rechazada por la prueba de Komogorov-Smirnov debido a que también minimiza las
variaciones en edades seniles para la mortalidad mexicana observada 2000-l, el p-value
resulta ser mds elevado que 0.95; sin embargo, la carencia de la metodologia radica en que

los supuestos de los que parte (la edad en la que M, y la edad en la cual comienzan a
presentar mayor varianza las observaciones), pues al ser modificados, alteran de manera
importante la curva estimada. Ademads no existe alguna prueba que ayude a la eleccion de
dichos supuestos. Para contrarrestar los efectos de dichas elecciones se realizaron ajustes con
la misma metodologia modificando los dos supuestos, como resultado de estas
modificaciones se llegd a la conclusion de que la edad mdaxima estimada mediante la
metodologia de Coale-Kisker es de 109 afios para las observaciones de mortalidad mexicana
2000-1.

e El modelo logit CNSF, es una estimacidn que parte del supuesto que no existen individuos en
la poblacién mexicana que superen los 100 afos de edad esto provoca que la curva no sea
suavizada entre edad 99 afios y 100 afios, porque no se realizé algin modelo que describa la
mortalidad mexicana en este intervalo, lo cual ocasiona que la estimacidn no sea consistente
con la informacién que se tiene de los ultimos anos. Gracias a los avances en la ciencia y la
tecnologia, ahora las personas tienen una esperanza de vida mayor, lo que se entiende
también como una mejora en la edad maxima alcanzada por la poblacién mexicana 2000-I,

>’ Ver el célculo del valor de D en el Anexo A A.3 pag. 81.
77



por esta razén el modelo propuesto por la CNSF, no se consideré el mdas adecuado para
describir la mortalidad mexicana 2000-I.

e Utilizando la teoria de extremos y en particular lo que se refiere a la distribucidon de Pareto
Generalizada se tomdé como edad umbral N= 90 afios, asi se llegd a la conclusién de que la
edad maxima alcanzada por la poblacién mexicana 2000-1 es de 101 afios, esta curva de ajuste
cumple con ser suavizada y no es rechazada por la prueba de Kolmogorov-Smirnov, incluso es
la curva con el p-value mas alto, cubriendo asi los requerimientos de la investigacién. Por tal
motivo se propone como la mejor metodologia para ser aplicada en la mortalidad mexicana
CNSF-2000-I, debido a que permite realizar el proceso de manera iterativa y rapida con la
modificacién de la eleccién del umbral, es decir su eleccidon no tendria que ser a consideracion
de quien realice el ajuste, lo que facilita la modificacién de las hipétesis en caso de que alguna
de ellas sufra una variacion y la simulacién de varios escenarios ante dichas variaciones
resulta simple.

Un punto que se considero es importante analizar también, es el contraste de las estimaciones para
los resultados obtenidos por el modelo de Coale-Kisker, el estimado por la CNSF y el modelo
resultante de la aplicacion del modelo de la teoria de extremos (DGP) para las probabilidades de
fallecimiento a edades seniles en comparacién con los valores observados.

Figura 4.2 Analisis de probabilidades de fallecimiento observadas vs modelo de Coale-Kisker, logit
CNSF y teoria de extremos (GPD).
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Fuente: Elaboracion propia

Como bien la prueba de Kolmogorov-Smirnov nos dice, la curva mejor ajustada a la mortalidad
mexicana observada 2000-1 es la curva estimada mediante la distribucién Pareto Generalizada. Sin
embargo, se puede observar que:
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El comportamiento de las curvas de mortalidad es el siguiente:

e Para X< 95 aNos. setiene que 4", 1y < '\ coaterisker < d x_cnse -
e Para 95 afos < X <98 anos, la mortalidad estimada se comporta de la siguiente

manera q 'x—ETV < q IX_CNSF < q Ix—CoaIe—Kisker :
e Para 98 aNos<x<99 anos se observa que q'X_CNSF < q'x_ETV

q x—Coale—Kis ker Yy para X> 99 anOS, q x—Coale—Kis ker < q X—CNSF < q X—ETV *

<

En el dltimo capitulo mostrd que la curva bien ajustada y por ende la edad mdxima estimada de la
curva de mortalidad mexicana adecuada, son fundamentales para el calculo de seguros, anualidades
(pensiones), etc. Y en caso de no estar modeladas adecuadamente podian originar pérdidas
importantes para una compaiiia, asi que de acuerdo a todas las desigualdades mostradas en el parrafo
anterior se debe tener cuidado en la eleccidon adecuada de la curva, se puede decir ademas, que el
uso de tablas de mortalidad ajustadas de manera correcta y con edad maxima estimada adecuada nos
brinda la oportunidad de hacer mejoras en las aplicaciones actuariales que tiene, no solo para las
compafiias aseguradoras, financieras, etc. Sino también para los beneficiarios de estos productos.

Por estas razén es recomendable la actualizacién de las tablas de mortalidad de manera continua para
gue de esta forma logren reflejar mejor la evolucion y los niveles reales de mortalidad de una
poblacién, cabe destacar que los datos observados de mortalidad mexicana 2000-I que permitieron la
elaboracion de las tablas de mortalidad en México, es informacién sesgada e incompleta, pues
presenta la limitacidon de ser truncada por la izquierda, lo que podria afectar de manera importante
los resultados de la construccién de la tabla de mortalidad que represente de forma general a toda la
poblacién mexicana.
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Anexos

A. Anexos A

A.1  Coddigo de extrapolacion polinomial en R

##tAbrir la tabla

I<-read.csv('C:/Users/Karina/Dropbox/Tesis/Avances/Splines.csv')
probabilidad<-numeric(140);edad<-numeric(140)

##Cdlculo los coeficientes del ajuste cubico para la informacién de la tabla de Mendoza
x<-array(c(l[,1]));y<-array(c(I[,4]))
f <- splinefun(x, y,method="hyman")
Is(envir=environment(f))
splinecoef <- get("z", envir = environment(f))
curve(f(x),ylab="gx", type="p", xlim=c(12,135),ylim=c(0,1),

col = "chocolate2", Iwd = 1,main="Extrapolacidn Cubica, CNSF 2000-1")
legend(12,1, c("CSF200","Spline R"),col=c("chocolate2","chocolate4"), pch=1)
points(splinecoef, col = "chocolate2", cex = 1)
points(100,1,col="chocolate2",lwd=1)
for(i in 1:100){if(max(f(90+i))>1){Mn=90+i-1;break}
points(90+i,f(90+i),col="chocolate4",|lwd=2)}

##Edad Mdxima Esperada con extrapolacién Cubica para la informacion de la CNSF 2000-1.
Mn

##Convertir a Excel

for (i in 1:140){probabilidad[i]<-f(i); edad[i]<-11+i}

Splines <- data.frame(x = edad, g_x = probabilidad)

write.table(Splines, file="C:/Users/Karina/Dropbox/Tesis/Avances/splines.txt")
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A.2  Comparacidon de muestras mediante la prueba Cuantil-Cuantil

En estadistica, un grafico Cuantil Cuantil es un método grafico para el diagndstico de diferencias entre
la distribucion de probabilidad de una poblacion de la que se ha extraido una muestra aleatoria (para
la presente investigacion la muestra aleatoria son las observaciones de fallecimiento que se
obtuvieron) y una distribucion usada para la comparacidn (en esta investigacion seran las
estimaciones realizadas para mortalidad mexicana 2000-1). Para decir que ambas funciones tienen
relacion deben parecerse a la funcién identidad, es por esa razén, que dentro de todas las Figuras
cuantil a cualtil de esta investigacidn se encuentra trazada la recta identidad.

A.3  Prueba KoImogorov-Smirnov58

Los test de bondad de ajuste tratan de decidir si los datos observados en la muestra se ajustan a una
distribucidon de probabilidad determinada. Generalmente esta prueba es utilizada para funciones de
probabilidad discretas; sin embargo, existen también para funciones continuas. Este tipo de pruebas
se realizan entre otros motivos, para predecir sucesos de interés, en el caso de la presente
investigacion en la mortalidad mexicana 2000-I, el test se realiza para edades donde se pudo
recolectar una muestra con el objetivo de predecir el momento en que la poblacién mexicana alcanza

g, =1.

Entre las pruebas de bondad de ajuste encontramos:

1) Contraste Chi-cuadrado.

2) Test de Kolmogorov-Smirnov.
3) Criterio de Cramér-von Mises
4) Test de Anderson—Darling

5) Test de Shapiro—Wilk

6) Criterio de informacién de Akaike

58http://books.google.com.mx/books?id=FPd EyTzh6c4C&pg=PA58&Ipg=PA58&dqg=prueba+de+bondad+y+ajust
e+en+excel+para+muestras+grandes&source=bl&ots=X4WhzZ2ycD1&sig=9P_hbSheRzZQd3czgslU_ifwd9I&hl=es-
419&sa=X&ei=TaddUv6vI8GhkQeGpYHYCg&redir_esc=y#v=onepage&q=prueba%20de%20bondad%20y%20ajus
te%20en%20excel%20para%20muestras%20grandes&f=false
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Dependiendo de las caracteristicas que tenga la muestra a la cual se requiere realizar el analisis sera
la prueba de bondad que se aplica. En el caso de la mortalidad mexicana 2000-I se utilizé el test de
Kolmogorov-Smirnov por ser una prueba para F(x) continua que no necesita una muestra grande y
ademas no requiere de realizar agrupaciones de datos, al contrario del contraste de Chi-cuadrado.

La idea fundamental para la prueba de Kolmogorov-Smirnov>® consiste en comparar las frecuencias
acumuladas tedricas F, (x)contra las frecuencias acumuladas observadas F;(x) , sin agrupar los

datos es decir, para cada uno de los datos de la muestra se calculan ambos valores, y se restan uno
del otro. La mas grande (en valor absoluto) de estas diferencias es el valor de la prueba. El test queda
descrito de la siguiente manera:

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de distribucion F. se plantea el
contraste:

H, : F(x) = F,(X) para todo x.
H, : F(x) # F,(X) para algun x.

Es decir, se propone un modelo de distribucion para los datos, F,(X), y como alternativa

que los datos no se distribuyan segun este modelo.

Como expresion matematica, la estadistica Dn =max{F *n (x)—FO(x)}, calculada para todo x se
distribuye de acuerdo con la funcién definida por Kolmogorov-Smirnov. El estadistico calcula la

discrepancia mdxima entre la funcidn empirica y la propuesta en HO, al realizar este contraste

obtenemos como salida el valor D vy el p-value. Se rechaza H0 si el p-value es menor al nivel de

significancia elegido y si el valor de D es mayor al valor representativo elegido de la siguiente tabla:

Distribucion del estadistico de Kolmogorov-Smirnov D,-

Se tabula d tal que P(D,>d)=«a

59http://books.;zoogle.com.mx/books?id=3uthvF0 84C&pg=PR10&Ipg=PR10&dqg=prueba+de+bondad+y+ajuste+en+excel+
para+muestras+grandes+kolmogorov&source=bl&ots=DCaBmdx7Nq&sig=9wLaKf-V365XokmVXd41F5BNA1A&hl=es-
419&sa=X&ei=17ZdUgKQA4
IkQfeklGoCg&redir_esc=y#v=onepage&q=prueba%20de%20bondad%20y%20ajuste%20en%20excel%20para%20muestras%
20grandes%20kolmogorov&f=false.
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http://books.google.com.mx/books?id=3uhUqvF0_84C&pg=PR10&lpg=PR10&dq=prueba+de+bondad+y+ajuste+en+excel+para+muestras+grandes+kolmogorov&source=bl&ots=DCaBmdx7Nq&sig=9wLaKf-V36SXokmVXd41F5BNA1A&hl=es-419&sa=X&ei=17ZdUqKQA4
http://books.google.com.mx/books?id=3uhUqvF0_84C&pg=PR10&lpg=PR10&dq=prueba+de+bondad+y+ajuste+en+excel+para+muestras+grandes+kolmogorov&source=bl&ots=DCaBmdx7Nq&sig=9wLaKf-V36SXokmVXd41F5BNA1A&hl=es-419&sa=X&ei=17ZdUqKQA4

a ot
0'2 01 0’05 002 001 n 02 0'1 005 002 001

n
1 | 0900 0950 0975 0990 0995 21 0226 0259 0287 0321 0'344
2 | 0684 0776 0842 0900 0'929 22 0’221 0253 0'281 0314 0337
3 | 0565 0636 0780 0785 0'829 23 0216 0247 0275 0307 0'330
4 | 0493 0565 0624 0689 0734 24 0212 0242 0269 0301 0323
5 | 0447 0509 0563 0627 0669 25 0’208 0238 0264 0295 0317
6 | 0410 0468 0519 0577 0617 26 0204 0233 0259 0200 0311
7 | 0381 0°436 0'483 0538 0’576 27 0’200 0229 0254 0284 0305
8 | 0’358 0410 0454 0507 0542 28 0197 0225 0250 0279 0°300
9 | 0339 0387 0430 0480 0513 29 0193 0221 0246 0275 0295

10 | 0°323 0369 0409 0457 0489 30 0’190 0218 0242 0270 0290

11 | 0308 0352 0°391 0437 0'468 31 0187 0°214 0238 0266 0285
12 | 0296 0338 0375 0419 0449 32 0184 07211 0234 0262 0281
13 | 0'285 0°325 0'361 0404 0432 33 0182 0208 0231 0258 0277
14 [ 0275 0°314 0349 0300 0418 34 0179 0205 0227 0254 0273
15 | 0266 0°304 0338 0377 0404 35 0’177 0202 0224 0251 0269

16 | 0258 0295 0327 0366 0392 36 0’174 0199 0221 0247 0265
17| 0250 0286 0318 0355 0'381 37 0’172 07196 0218 0244 0262
18 | 0244 0279 0309 0346 0’371 38 0’170 07194 0215 0241 0258
19 | 0237 0271 0301 0337 0’361 39 0’168 0191 0213 0238 0255
20 | 0232 0265 0204 0320 0'352 40 0’165 0180 021 0235 0252

40 107 122 1’36 1’52 1’63
"TlVm VR VR VR m

Fuente: http://dm.udc.es/asignaturas/estadistica2/documentos-pdf/dmtablas.pdf. (Consulta: 24-Oct-
2013).

El pardmetro para esta prueba es n, el tamafio de la muestra. La prueba es unilateral derecha, por lo
que si el valor de prueba cae a la derecha del valor critico, la hipétesis nula se rechazara.

Para el caso de la mortalidad mexicana 2000-| el tamafio de la muestra es de 89 observaciones.

>40 0.1134 0.1293 0.1442 0.1611 0.1728

El nivel de significancia que se adoptd para la presente investigacion es del 1-a = 95% es decir para p-
value mayores a 95% y se acepta la prueba si se cumple también que D es menor a 0.1728.
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El cddigo que se utilizd para obtener en el programa R los valores del p-value y los valores de D es el
siguiente:

simulaciones<-read.csv('C:/Users/Karina/Dropbox/Tesis/Version Final/Tabla.csv')
observados<-simulaciones[,1]

Estimados<-simulaciones[,2]

ks.test(observados,Estimados)

A.4 Desarrollo del modelo de Coale-Ksiker

. . , m, =1 .y .
Para analizar el impacto que tiene el supuesto de la edad a la cual , se generalizd la expresién
que calcula el valor de R con el propdsito de facilitar el proceso iterativo y realizar la comparacién de
varias simulaciones. Partiendo de la ecuacién original

k) =k(Xx-D)-R, ., XE{n,n+1,n+2,...,n+(w—n—1),n+(w—n)}YWENCon n<w

Donde n es la edad a partir de la cual hay una variabilidad importante y w es la edad para el cual

m, :1. De lo anterior:

k(n+1) =k(n)—R =k(n—-1)— 2R,
k(n+2)=k(n+1)—R =k(n—1)—3R,
k(n+3)=k(n+2)—R=k(n—1)—4R,

k(n+(w—n-1)=k(n+(w-n-2))—R=k(n-1)—(w—n)R,
k(n+(w—n))=k(n+(w—n-1))-R=k(n-1)—(w—n+DR.
De lo anterior se observa que:

w—n+1

k(nN)+k(n+)+...+k(n+(w—n-2))+k(n+(w-n))=(w—n+21k(n-1)—( Z R,

k(n)+...+k(n+(w—n—1))+k(n+(w—n)):(W—n+1)k(n—1)—{(W_nﬂ)éw_mrz)}R,

Por otra parte se tiene que:
m m m o m 3
k(n)+...+k(n+(w—n))=|n£ "j+|n(ﬂj+...+m D | e |
mn—l mn mn+(w—n—2) mn+(w—n—1)

= In(mn) - In(mn—l) + In(mn+1) - In(mn) +..+ In(rnn+(w—n)) - In(mn+(w—n—1))1
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k(n) +k(n+1) +k(n+2) +...+k(n+(w-n-1) +k(n+(w-n))=In(m,, ., ) —In(m,,).

Por lo tanto:

(w—n+1L)(w—n+ 2))R

(w—n+Dk(n-1)—( 5

=In(m_, ) —IN(M, ;)

Despejando R se obtiene que que:

XE{N,..n+(W-n)} \veN

_ (w-n+Dk(n-1)—In(m,) +In(m,,) v

(w=n+1)(w-n+2)
2

R

A.5 Simulaciones binomiales del modelo logit, para la estimacidn de la curva que
describe la mortalidad mexicana 2000-I

##Programa para la simulacion de escenarios para la tabla de mortalidad Mexicana 2000-I
simulaciones<-read.csv('C:/Users/Karina/Dropbox/Tesis/Avances/Tabla de Mendoza simulacién de
valores.csv')

x<-simulaciones[,1]
Ex<-simulaciones[,2]
dx<-simulaciones[,3]
gx<-simulaciones[,4]
buscando<- matrix(0,length(gx),10)
ajuste_fin<-numeric(length(qgx))
for (i in 1:length(gx)){
for (jin 1:10){
buscandol[i,j]<-(rbinom(1,Ex[i],qx[i])/Ex[i])}
ajuste_fin[i]J<-mean(buscandoli,])}

plot(ajuste_fin, type="p",main="Simulacién Tabla de Mortalidad Mexicana 2000-I", col="blue",
cex=0.6)

##tConvertir a Excel

Simulacidn <- data.frame(x = x, g_x = ajuste_fin)
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write.table(Simulacion, file="C:/Users/Karina/Dropbox/Tesis/Avances/Simulacién Tabla de
Mortalidad.txt").

B. AnexosB

B.1 Distribucion Pareto generalizada

La distribuciéon Pareto tiene tres parametros, los cuales son:
e parametro de localizacion.
e parametro de forma.

e parametro de escala.

a. Caracteristicas para la distribucién del maximo
La funciéon de densidad para el maximo esta dada por:

x> N cuando y >0,
1
f(x)= : para

C—N_ T st—Q cuando y <O0.
6’[1+7( P )} 4

La funcion de distribucion para el maximo es:

x—N
_e 0 -
F(x) = 1-e . st7=0, x> N cuando y >0,
- y(x=N)Y7» . para 0 donde N eR
1-|1+4——= si y#0. X <N —— cuando y <0.
/4

e .
La media para la distribucion del maximoes: N +——, siempre que y <1 .

. 92
L (1-7)?1-2y)

. . . 1
La varianza para la distribucion del maximo es: , slempre que y < >

86



0(2 -1)
-

La mediana para la distribucion del maximo es: N +

También existe informacidn que describe al minimo de una muestra.
b. Caracteristicas para la distribucion del minimo

La funcion de densidad para el minimo esta dada por:

X %*1
f(x) = 6’[1+ }/9}

—ef si x<0,y=0,6>0.

Si (1+%)20,y¢0,0>0.

La funcién de distribucidn para el minimo es:

1
F(x) = [1+ 7/;}7

el si x<0,y=0,6>0.

si (1+%‘]zo,y¢o,e>o.

c. Casos particulares

c.1 Para el maximo

e Cuando y =0, la Distribucién Pareto Generalizada con dos pardmetros para el

maximo es la distribucion exponencial con media 6.

e Cuando y =1, la Distribucion Pareto Generalizada con dos parametros para el

maximo es la distribucion uniforme con pardmetros 0y €.

[}
c.2 Para el minimo.
e Cuando y =0, la Distribucion Pareto Generalizada con dos pardmetros para el

minimo es la distribucion exponencial inversa con media 6.
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e Cuando y =1, la Distribucion Pareto Generalizada con dos parametros para el

minimo es la distribucion uniforme con pardmetros 0y —6.

B.2 Desarrollo de la igualdad para la estimacion de parametros del modelo construido a partir
de la teoria de extremo (GPD).

El primero que es igual a:

%dx |n(s(x)‘s(x+l)j+|N (In(mn:
X=65 S(65) S(65)

% d, In(S(X)—-S(x+1))— E d, (In(S(65))+1 (In(S(N))—I (In(S(65)) =

X=65 X=65

f d, IN(S(x) = S(x+1) +1 (IN(S(N))— gdx (In(S(65))—Iy (In(S(65)) =

x=65 x=65

i d, In(S(x) - S(x+1)) +1 (IN(S(N))—-(l, + % d,)(In(S(65)) =

x=65 x=65

Recordando que lps =1 +d , +dy ,+...+dg

l, = Ef d, In(S(x) —S(x+1)) +1 (IN(S(N)) -l (In(S(65))

x=65

Al tratarse de las edades 65<x<N con X€ Z, se deben calcular los parametros considerando a la
B

s(x)=e "

, por considerar que sigue la ley de Gompertz.

funcién de supervivencia como:

Y el segundo sumando es igual a:

idx(ln (S(x)—S(x+1))j_|N (ln[S(N)Dnm{m(saomnz
| = S(65) S(65) S(65)
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%dx[ln(S(x)—S(x +1)) — IN(S (65))] + L, (IN(S (100) - In(S (65))) 1, (IN(S(N)) —IN(S(65)) ) =
i d, [In(S (x) =S (x+1)) = In(S (65))] + Lo, (IN(S (200))) — 1y (IN(S(N))) + (I —ho)(IN(S (65))) =

99
de = IN - I100

I, =l +dy +dy,, +...+d -
N 100 N N-+1 99 , entonces x=N

Recordando que

37, [IN(S ()~ S+ D)]— 3" d, [INS (5] + Lo (IN(S 100)))) 1, (In(S(N))+ 3" (In(S(65)) =

Cero

i d,[IN(S () - S (x+1)) - IN(SEAN+ I(S(N)) 1+ (I, — f‘, d,)(n(S200))) —1y (In(S(N))) =

i d, [In(S(x) -S(x+1)) —In(S(N))]- i d, (In(S(100)) —In(S(N))) +1[In(S(100)) —In(S(N))]1 =
99 99
> d, [IN(S(x) - S(x +1))—In(S(N))]+[IN - dej[ln(S(loo))—In(S(N))] -

i d, [IN(S (%) = S (x+1)) = IN(S(N))] + (10 ) [IN(S (100)) — In(S(N))] =

N O M )

S(x)=S(N)(1+;/(X;N

jj_y
Donde para edades N<x< 99. De lo anterior que:
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Xx—N _% .

500 S(N)(1+7( 0 D :[1+7(ﬂn_7

S(N) N 1 0
S(N)(H&QA/D

B.3 Simulacion de la curva de mortalidad cuando el umbral es de 85 afios

Los pardmetros estimados (mediante el algoritmo desarrollado en el capitulo 3 apartado 3.3.1.2) que
describen la mortalidad mexicana 2000-I para la edad umbral N=85, son

N 85 Edad Umbral

B 0.0042300 Parametro de Gompertz

C 1.0350861 Pardmetro de Gompertz

r -2.019223 Parametro Pareto Generalizada
¢} 32.396754 Parametro Pareto Generalizada

Fuente: Elaboracion propia

Figura 5.1 Teoria de extremos aplicada a los datos base de mortalidad mexicana CNSF-2000-I
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Fuente: Elaboracion propia
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C.

EL presente ajuste tiene un variacién mayor entre la curva ajustada y los observaciones, por esta
razon la curva no pudo ser suavizada, para cumplir el objetivo principal de esta investigacién, lo
gue significa que debemos realizar un mayor nimero de repeticiones variando la edad umbral,
antes de considerar alguno de los ajustes como el indicado para modelar la mortalidad mexicana
2000-1.

Anexos C (metodologias)

C.1  Ajuste de parametros del modelo de Gompertz

1. Se crea un archivo en Excel con una tabla que contenga las columnas:

e Edad, que debe comenzar en 12 afios y aumenta en una unidad hasta llegar a los 150 afios, los
registros que proporciona la Comisidn Nacional de Seguros y Fianzas llegan a 100, pero como se
busca explorar la funcidn para establecer una edad maxima alcanzada se extiende esta columna.

* (Q, ,representard la mortalidad sin ajustar® .
* M, representa el indice de mortalidad central, se elige este indice debido a la facilidad que
0,

1%
2

e In(m,), In(m')y (In(m')—In(m ))?, columnas de apoyo para el ajuste.

representa la estimacion de sus parametros. Es sustituida por m, =

e m',, representa el indice de mortalidad central estimado por el modelo del ajuste.

Se deberan colocar en las columnas de la B2 a la H2, respectivamente.

% La muestra de mortalidad mexicana para 2000-1 se encuentran en el Anexo Cuadro 2.1 pag.106.
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B C D E F G H
Valores Originales
Edad q_x m_x In{m_x) Infm"_x) (In{m_x))-In{m'_x)}"2 m'_x
12] 0.00173705
13| 0.00028563
14| 0.00017830
15] 0.00038285
16] 0.00000000
17| 0.00043463
18] 0.00048730
19] 0.00073474
20] 0.00055600
21] 0.00068923
22] 0.00053585
23| 0.00049611

2. Se debe recordar que: (X)) = BC*. Por este motivo, se pueden estimar los parametros B y C
apoyados de la fuerza de mortalidad, y el indice de mortalidad central, debido a que m, = u(x) , de
lo anterior se puede escribir queln(m, ) = In(u(x)) , de esta manera se simplifica el problema pues
los parametros a estimar pertenecen a la regresion lineal: In(m,) = ln(,u(x)) = In(B) + xIn(C) ,
entonces IN(B) =B, y In(C) =C, en la ecuacion In(m,) = In(B) + xIn(C). Es importante observar

que las condiciones para el modelo de Gompertz se han modificado de la siguiente manera:

 Originalmente C >1 , por ser el logaritmo una funcién creciente se respeta la desigualdad, lo
que significa que IN(C) >1In(2), es decir C, =In(C) >0 . Esta condicién se colocard en la casilla

N11, para iniciar el proceso se debe dar un valor inicial, este se elige arbitrariamente.

e Para B>0, se tendria una condicién similar pero el logaritmo de cero diverge, lo que produce
gue la condicién se haya eliminado. El valor de este parametro se colocara en la casilla N10, para
iniciar el proceso se debe dar un valor inicial, este se elige arbitrariamente.



Rl a " | ' . L ) N o »

(T I L I L L ] ] "o Necordemos gt w(x) » SC° o=
6334413 T 1316887581 Pur wste wOtive POBEMO extimar o pardnietros By C omvedos de la fuersa
R160M7 T 0120088247 v e\l idad os decle Inim, ) & uteh
o3| wernrea v ran1 0773022205 [0 1o amtoriar: beimbodnlatei)lock)e vial)
. ¥ A6a08) 18429 0034248200 - whea - -
7 404643 18877 Q004047711 ME v, e
Y4322 13829 0003610400
« YA 1Ay LESUIETE P Y Cundidones Condiciones Nuewn Nots
7216047 74221 Q042026182 _ B £6400 Careen the condicion
Y A5026 19569 Q01078778 0eC, 00652
Cyascam raeyy 0000530404 Obletive 1181131
7451029 T 168 QOUIINTIAN
7 408041 71619 0200001478
lacooscans]  cooosl- vizeams roser 0000022408
7 592003 T avon 0000448321
7232388 69687 0000304850
0400256 & 5004 0008225003
o 091970 68939 0007313047
UL S ELE) LR A40A208 0N
714828 67040 RIC9STE08
8732433 60387 Q00399828
774331 59743 004000020 1
Y| CYTIFIITE e 63004 QCAL0ARILA
Inmediatamente se procede al llenado de la columna F Para la casilla

Fi =$N$10+($N$11*Bi), con i e{3,4,5...141}, es decir, se obtendra el valor de In(m",) .
La columna G, para la casilla Gi=(Ei—Fi)* conie {3,4,5..81}. La celda objetivo es la

N12 = SUMA(G:G) , ya que lo buscado es que exista la minima diferencia entre los datos reales y

los datos estimados.

M

Recordemos que: uix)=BC" uix)=BC*

Por este motivo podemaos estimar lo parametros B y C apoyados de la fuerza de
mortalidad es decir: Ia(m )= ln{afx))

De lo anterior: Inlm, ) «n{e(x))=In(5) - zxla(C)

) 7" ) 5 +xC

Condiciones Condiciones Nuevas Nota

0<C 0.0652 e

Ob)etivo Minimizar esta asilla
para encontrar los
pardmetros

K10 =exp(N10)

el indice central de mortalidad m X,

Se sustituiran las casillas que representara el valor de los parametros para estimar
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3. Se procede a realizar la estimacion de los parametros del modelo. Los pardmetros de la funcidn se
aproximaron mediante la funcién Solver con el cédigo de optimizacion Simplex LP que se encuentra
como una herramienta en el programa Excel de Microsoft Office 2007 (en adelante referido como
Simplex LP).

Aqui se colocara como objetivo minimizar la casilla N12 , con la restriccién de que la casilla N11>0

, , C, L . ,
(que representara al parametro ). Ademas es importante mencionar que sélo deben moverse los

N10, N11

parametros a estimar, en este caso son los ubicados en las casillas

o
s (3 S : ’ . "
Valores Oviginales
Fdad qx m Injm _u) Infm' ) floden x)) dndew’ x)pr2 w %
1 13 0.001 7370S) 00017 0336833 JATES Jaleaare: 000537801
4 13 000023563 0.0003  0.460%47 74153 0126658247 0.000404322 Covbisadaton otie B voriba
3 14 0.0001 78N 0.000]- #6267 7.481 0775022265 0000431562 T
’ 1§ 0.0000838%) 0.0004}- 7.M00003 18 00340758 000007
' 16] 0.00000000) L ran CLOMMITL] 000491471 BT # b resi
. 17] 000043463 0.00041. 1 M1221 15818 0035508465 0000524756 4411 = 3.000001
) | 000028 7% L000S) 7 A2S64% JARTY 0019180521 D.O0OSE0LSS
0 1 00007347 S0007]- 7216047 A 042320152 DONOSITRSR
1" 0 000003 o.0008- 70 7330 GOINOIETTY DODSEINITE
*] 21| o.ocnessry o000y P28t 23 0000193464 0. 000CRLY S
1 24 000053565} 0.0005]. 7531929 L6 0035287136 0.000T2N61
" TN 000093611 0.0008] - 7606951 7480 0200093475 0.000TNOLS
15 4§ 000093366} 0.0008 7 1085y 70001 0000020495  D.0OOI25I29
10 4 0000386y D.0008{- 7.0%300 703m 0000813323 D OOCERAYIA CVer WIS S FTTTTIES 4 18 SOV
0 24 0.000 729 D0000]- 1223088 a5 086334659  0.0OIIN0
18 7] osuiveaid]  coos|. 6aescse 49003 000835392 0.003007282 EStly syt TN e
19 7 000098634 ool 632197 6.33%) MOITHLIOT 0.00 D B kit
n 74 00011330 00013 0. 47704 485423503 8 e EH ooty fans srahiovelt (0 b et $ooton Susvissivi. Subtaiene il
2 Y 0001254 00083 A4 a.700n A30WN-0%  0.00225A1Ys . s B A OFCharens An Sk o aed, ) eecoore o st Eaok e | e Jrobieees
2 3] 0.00119254 O.00L3]- e 732818 0839} QOSESIE2S DLOOLI0OMIY
n o Oy 0.0081]- & 778 a5 O O40008368 D O0LIFSS0H
R} 34 0.00124553 00012 a6l 45093 0031036214 D OOMSII22
o M 0001750 0.0011 n A a4l 0OSTHIAZA D OOLSEATS

X m', . ” .
Asi que para calcular la columna H que corresponde a basta con aplicar la funcidn exponencial a
la columna F.

M (0 %X v £ =Exp(F3

B C D H

Valores Originales

Edad qx m X B Infm" x} (In{m_x}}-In{m"_x)}"2 m' x
12| 0.00173705) 0.0017]- 6. ‘ -7.8785 2.31658?561|=E}<P{F3} -l

13| 0.00028563 0.0003]- 3. -7.8133 0.120858247 0.000404322
14| 0.00017890| 0.0002]- 8. -7.7481 0.775622265 0.000431562
15| 0.00038285 0.0004]- 7. -7.6829 0.034285298 0.000460637
16| 0.00000000) 0.0000]- 7. -7.6177 0.034947713 0.000491671
17| 0.00043463 0.0004- 7. -7.5525 0.035616466 0.000524796
18] 0.00048750| 0.0005]- 7. -7.4873 0.019140521 0.000560153
19] 0.00073474 0.0007]- 7. -7.4221 0.042326152 0.000597892
20] 0.00055600 0.0006]- 7. -7.3569 0.019073775 0.000638174

94



Se realiz entonces el calculo de (, que se expresa como g, = , hasta la casilla 1141.
2+m,
M - X fe| =H3/(1+{H3/2))
B C D E F G H
Valores Originales
Edad q_x m_x In{m_x) Infm'_x}  (In{m_x))-In{m'_x)}"2 m'_x
12| 0.00173705 0.0017]- 6.356433 -7.8785 2.31668?561[ 0.0003788
13] 0.00028563 0.0003]- 8.160947 -7.8133 0.120858247 0.0004043
14| 0.00017390 0.0002]- 8.628754 -7.7481 0.775622265 0.0004315 0.000431
15| 0.00038285 0.0004]- 7.868063 -7.6829 0.034285298 0.0004606| 0.000461
16| 0.00000000 0.0000]- 7.804643 -7.6177 0.0345947713 0.0004916| 0.000452
17| 0.00043463 0.0004]- 7.741223 -7.5525 0.035616466 0.0005247) 0.000525
18] 0.00043790| 0.0005|- 7.625649 -7.4873 0.015140521 0.000560: 0.000560
19| 0.00073474 0.0007]- 7.216367 -7.4221 0.042326152 0.0005978| 0.000598
20| 0.00055600| 0.0006|- 7.495026 -7.3569 0.019078775 0.0006381 0.000638
21| 0.00068923 0.0007|- 7.280278 -7.2917 0.000130464 0.0006811 0.000681
22| 0.00053585 0.0005]- 7.531929 -7.2265 0.093287136 0.0007270| 0.000727
23| 0.00049611) 0.0005|- 7.608951 -7.1613 0.200391475 0.0007760 0.000776
24] 0.00080386| 0.0008]- 7.126489 -7.0961 0.000923499 0.0008283 0.000828
C.2  Ajuste de parametros del modelo de Makeham
1. Se crea un archivo en Excel con una tabla que contenga las columnas:

e Edad, que debe comenzar en 12 afios y aumenta en una unidad hasta llegar a los 160 afos,
debido a que se busca explorar la funcion para establecer una edad mdxima alcanzada se
extiende esta columna y al no conocer el resultado se parte de la hipdtesis que es una edad
muy avanzada.

o U, que representara la mortalidad sin ajustar®’.

. U X, que sera el ajuste propuesto.

e Finalmente la columna titulada Diferencias.

En la celdas B2 a E2 respectivamente.

®! La muestra de mortalidad mexicana para 2000-I se encuentran en el Anexo Cuadro 2.1, pag.106.
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’ O " ' ; . 5
F q = ]Dihnmtm

Qoo reres A 0.000175228
1 o " 0.00017%220
14| 0.0001 7850 c 1072372478
15| 0.00038285) Celda objetivo
18] 0.00000000]
17] 0.00043463 13
18] o.cooeu750) : 81_.’*‘%’*
19| o0.c0073a7a] 'I
2| 0.00055600f
Y\ _Ee—

En las celdas J3 a J5 se colocan las letras A, B, C que serdn las referencias para los pardmetros que
representaran la funcién. Asi las celdas K3 a K5 contendran los valores numéricos de dichos
parametros.

Apoyados en los parametros del ajuste anterior y al ser un modelo muy parecido, la columna D
contendrd el calculo: Di =1-EXP(-SKS3-(SKS4*(SKS52Bi)*(SKS5-1)/LN(SKS5))), con i=33,4,5,...151.

oM . R o B o3 NP SaSR (ISANIA TR S LIANI SN )

" L <] _ ’ 19 L

Edad s | o lon'«-lu
1] S.001TEMS o) Exiy-as)
1 o.00mnses =
] o000 el
15 0.000838
vq ")
1] @.000esee
1 o .0008s
19 000075404
29 0.00m
21] o cooeevay
2 0 0000158
N 0.0004%1 1

La columna Diferencias sera: Ej=(Cj-Dj)2. Con j=3,4,5,..., 91. Pues es hasta edad 100 donde se tienen
valores de muestra.

INOM ~(* X v K| =(ca-D3)n2
B

Edad

12|
13
14]
15
16|

La Celda objetivo sera: K5=SUMA(E3:E90).

96



v v (© % & f| =SUMA[E3:E90)

B = D E F G H
Edad q_x q'_x Diferencias
12] 0.00173705 0.00059 0.000001 0.000175228
13] 0.00028563 0.00063 0.000000 0.000175228
14] 0.00017830 0.00066 0.000000 C 1.072372478
15] 0.00038285 0.00063 0.000000 Celda obj etivol =SUMA(E3:E9(

16] 0.00000000] 0.00073| 0.000001
17] 0.00043463]  0.00077| 0.000000
18] 0.00048790]  0.00081 | 0.000000
19] 0.00072474]  0.00086| 0.000000
-

1
—A+BC* (——)(C-1)
g =l-e ¢

Debido a que se busca que exista la minima diferencia entre la funcidn ajustada y los valores reales.

Se procede a realizar la estimacidn de los parametros del modelo. Los parametros de la funcidn se
aproximaron mediante la funciéon Solver con el cédigo de optimizacion GRG Nonlinear que se
encuentra como una herramienta en el programa Excel de Microsoft Office 2007.

—

3 c _ » Fewme e de Lteer

Fas . N 8 Jollevencion
1] osoirswy 0 3005 B .oU00ss
O} So000ssEN ) £ 000000
e R £ 0006A 0 Q000CC
! o 0 200es o Qooone:
] cooonooocy CaeTy s 7 B9
1] o oonesesl £ 00977 0 Gan00e
) £ ooty £ 00082 C 2000ce
™ = sooTRery soooms | o owoooo
M Co00sisy {00043 L Lo
T CoD0eEsIH  S500% | 000N
2] L 00ms 55, L0022 2 00000
2 cooneml) Co0Lce o onoOeT
24 CoOtne1EE C.anLLs 220
F] vooosssy CaoLI o pooooe
254 0.000T2SeH 80129 © Q00O
7] cootIoe) 0.00117 T 000000 TS W W T W R et
R C oLlas 8 OB000s it g S ——
39 San31%se 0018 © 000000
X§ ©o0L2iass €.0004% 0 00000 R S
3Y 0011900 £.008 % C 2000Ce Lt Tt DU TAARED 58 ) TTTEL (B 32 ¢t FeSE e-istn W@z zaw T
TR ) s s w3 Lok e See. | SR € RIS LSS | s e
o coopsanr]  esomr] o ooooo: & Sy soasante
1 S00riensy £ 001y
3 o0 €071} C
] Lo L80227 2 000008

Se arrasto la formula de la columna D (contemplando hasta 5 decimales), hasta la celda D151, que
representa la edad 160 afios, aqui la probabilidad ajustada de fallecer ((], ) es 1, es decir el prop6sito

ha sido encontrado.

C.3  Ajuste de parametros del modelo de Heligman & Pollard
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1 .- Se crea una hoja de Excel que contenga los siguientes datos:

2
4 _9% a =9,
Encabezados de la columna B a la G: Edad, qX, 1_qx , l_qlx , qlx y q'x
O
respectivamente, de las cuales sélo se podra hacer el llenado de Edad, ax y N qX , con los datos

base de la tabla de mortalidad mexicana 2000-1, a excepcién del valor a edad 100, al cual se le
asignard una gx = 0.5.

. . . X .
También de la columna | a la Q se colocaran las variables A, B, C, D, E, F, G, Hy "°, respectivamente.
Dado que no se cuenta con los valores para estas variables, se puede asignar el valor que se desee, las
Unicas condiciones que debe cumplir son:

i. A,B,Cson cero, pues no se tienen registros para estas edades.

ii. D.- Toma valores en el intervalo (0,1)

iii. E.- Toma valores en el intervalo (0,)
iv. F.- Toma valores en el intervalo (15,30]
v. G.- Toma valores en el intervalo (0,1)
vi. H.- Toma valores en el intervalo (0,10)

vii. XO0.- Se le asigna el valor de 100.

Para concluir el paso 1, se debe tener una tabla como la siguiente:
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S 000440
© 0004NaS]
© 0007101

Se cumplen las
condiciones

iniciales pedidas.

2 .- Se completa la tabla:

q

1-¢g' - .,
b. Parala columna a. , se utiliza la ecuacion:

d, _ AC#BY | Da-Elnx-InF

+ GH %)

Debido a que son las probabilidades estimadas con los parametros se desean

encontrar.

SIRA R wonsa(EXp| S052° | LNJ 3| NS0T T S s B
. e 17w 1 (5 , sy g s

‘A

e

3 000373553 0008 1 seo «Sns2

. 130 00023553 0 c00285 2000505563

) 00001 7888 5 0001 T .

. 1510 000343 78| 0.000962 0000308873

? 0 00000000) ceoumui‘ 0000805874

. 170 { y

s 000063 773] 0.000¢38 0k 0000505873

» 180 0007384 7| D.000IS5Eh

filﬁn A3%84 0000358 i v

u 2130 ) 0000805583

+ n 200

" 230 000495930 0000305584

s 0 o008 nomi

i FLL t[

c. Paralacolumna 9 x se completa con ayuda de la columna que contiene los valores de

q's
1-¢ X, mediante un despeje de la misma.
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SUMA

Vi)

siguiente expresion: , la cual reflejara la diferencia entre la

probabilidad de fallecimiento estimada y la real.

3 .- Finalmente como ya se habia mencionado la minimizacion de la suma

X v f | ={(€2-62)/G2) e

1

C

]

E

F_]

9

.
]_'Qz

q',

l_q‘r

(25

G H

q'.

(=]

s
4
5
6
7
B
9

10

0.00173555

0.0017386

x| 0.00038278

0.00028559

0.0002857

0.00017888

0.000178%

0.0003825

0.00000000

0.0000000

0.00043454

0.0004347

0.00048778

0.0004880

0.00073447

0.0007350

0.00055584

0.0005562

0.0007487

={[C2-G2)/G

0.0007481] |

0.0007657
0.0007842
0.0008042
0.0008258
0.000B8492
0.0008745

0.000902
0.0009316

0.392819
0.5955411
0.2741836

[

0.2380012
0.1951411

0.034209
0.1622608

0.0007652
0.0007836
0.0008035
0.0008251
0.000B8485
0.0008738
0.0009011
0.0003308

9,9

Q'

, serd la celda

objetivo.

SUMA - X v | =SUMA[G3:691)

& B C 1] E F G H
1

q. g, ' e

2 Edad . 1—g, 1-g, 9 [ B ]
3 12| 0.00173555( 0.00173556 0.000613585 | 0.00061 3.3459585891
4 13| 0.00025553 0.000258567 0.000613552 | 0.00061 0.28544607
5 14| 0.00017555| 0.00017891 0.000613557 | 0.00061 0.50165050
[ 15| 0.00035275| 0.00035252 0.000613602 | 0.00061 014122605
T 16( 0.00000000 0.00000000 0.000613606 | 0.00061 1.00000000
g 17| 0.00043454 | 0.00043473 0.000613609 | 0.00061 0.08431033
3 18| 0.00045775| 0.00045502 0.000613611 | 0.00061 0.04185363
10 13| 0.00073447| 0.00073501 0.000613613 | 0.00061 0.03505016
il 20| 0.00055554) 0.00055615 0.000613615 | 0.00061 0.00576010
12 21| 0.00065833| 0.00065547 0.000613616 | 0.00061 0.01525337
13 22| 0.00053570) 0.00053533 0.000613617 | 0.00061 0.01535660
14 23| 0.000435533) 0.00043624 0.000613615 | 0.00061 0.03655558
= 24| 0.00080354| 0.00030413 0000613673 | 000081 N 0.03623130Y
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4 .- En la pestafia Datos, donde se encuentra la herramienta Solver, se le colocaran todas las
restricciones antes mencionadas, el método de resolucién que se utilizé fue Evolutionary.

e s i -
. b \ U | |
aaamde o = B A [} 3 0 E F o H | %o
o - - - o~ Vubde sbpiinn Sovees | crvens | hanand | aaeant | sasem | oraseant | Rari ”m -

i o 0 eeatl | i)

v

e

C.4  Ajuste de parametros del modelo de logit

Paso 1.- Como se carece de varias muestras, para realizar el ajuste se consideréd que el primer paso,
es la creaciéon de una tabla en Excel, la cual contendra los siguientes campos: x (es la edad del

In 1L In 1q—x
individuo), qx, ~ O , BRE (la cual representa el valor estimado, de la columna
2
In qX _In q X
1_qx 1_qlx

anterior), (representara la diferencia entre la estimacion y los datos

1
reales, justo la que deseamos minimizar), y finalmente g X, el valor estimado para las probabilidades
de muerte a edad x. Se colocan entre las columnas B y G, en el orden anterior. Es importante
mencionar que se deben asignar 3 casillas en la columna J que contendrdn los parametros estimados,

asi como la celda objetivo.
B C 4] E F a H ) | K
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Paso 2: Se llenan las celdas de la columna D, es importante recordar que esto sdlo se hace a partir de
edad 80, ya que es en donde se observa una varianza mayor, asi como asigna valores cualesquiera a
las celdas que corresponden a los pardmetros a estimar, la tabla debe verse asi:

- AV & aNG/iLCI))

7. |

{1-g |
3/(1-C3)) !
-3.73156508
-3.30012058
137556
-1 18600958
118775702
-1.02406112
-1 31660053
-1017mRIn
-Lo8232515
19535125
1232423%

2 moewies

POOOOOOO00 000
-

Paso 3: Inmediatamente se llena la columna E, recurriendo a la férmula encontrada bajo la celda
objetivo.

[ - L N S
B c o : # 5 - ' ’ -
2 a " 'fa "[i‘f"’] i l B q':
-
0TS 33 183
2 0829398 -3 0! 165
D 0NRNT 167
B OMIME 33 19
B 0NN 157757 1
55 O MG 202081 m
7 AN o= 17
B ODMES o1 i
5 0NN sk %,
% 08ST) v

Paso 4: Se llena la columna F como (columna E- columna D)2, La cual finalmente se utilizara para la

obtencion de la celda objetivo, pues esta Ultima sera la suma desde X = 80, hasta X =100.

- X v fo umalF3Fi3)

(] c D 3 ¥ G " ! ] X
q, g ol e ]
* R i “[TLH Nl e
80 002EM0 360935787 161] 370964382
81 0097988 323156508 163| 276329332
82 0026508 -3.50012038 165| 283922900
3 QO0N2SST -1.17872556 167| 290289101
B4 0081249 318600958 165| 29634.2488
857 00053 415775708 171| 30090.7502
B DANGETS -2.00426112 173| 20633492
87 0085378 -2.3366005) 175| 316258565
55 DINGEXS -3.01773371 177| 324064025
£2 006N -2.68232515 179 330084673
A TARERITE 1 oascwmac il 33831 anee
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‘ma ste .- w2
e = i B e

i _ Paso 5: De la pestafia Datos del menu se

et b a8 e ores

selecciona Solver, para estimar los parametros
O y B, esto se realiza mediante la minimizacién
de la celda objetivo, cambiando sélo las celdas
que corresponden a los pardmetros y el
método Simplex LP.

/T sartien W REIIIR 47 TR et
e 5 Tl S orae -

e W e e

See=nore & 2oty A Nrfrey 30 DUtk 3¢ Sohey M PESES LVIDAR. SSeciDe o
NoTe L3 S () YDA B Il SRS, 4 e 000e & Tefly S0 0nE | D8 2 Jriliees
= Sone W LS e0m

" ) —

a+px

e

Se procede a llenar la columna G, con la ecuacidn qx - (ea+ﬂx +1) es importante recordar que

las probabilidades de fallecer entre edad 12 y 79 no seran modificadas.

C.5 Ajuste de parametros de la teoria de extremos

Paso 1.- En una hoja de Excel se colocan en las celdas de la B4 a la G4 los siguientes encabezados:

Edad, % Mo E,, Sumando, q',

de 12 afios hasta los 100 afios, en las celdas C5:C93 se colocaran las probabilidades de fallecimiento®,

. En la columna B, entre las celdas B5: B93, se colocaran las edades

que corresponderdn a la edad de la celda en B. En la columna D, entre las celdas D5:D93, se aplicara
para la celda Di = Ci/(1-(Ci/2)) con ie{56,...,93} para calcular mX, E, representa el numero de

expuestos al riesgo®

En las celdas F1 y F2 se colocara un valor inicial, es indiferente la eleccion del valor, cabe mencionar
que sera el valor de los parametros By C (respectivamente) del modelo de Gompertz.

®? |a base de datos de mortalidad mexicana CNSF-2000- se encuentra en el Anexo Cuadro 2.1, pag. 106.
63 . z
Expuestos al riesgo Anexo Cuadro 2.9, pag. 114.
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En las celdas L1 y L2 se colocard un valor inicial, al igual que los dos anteriores es indiferente su

eleccién, cabe mencionar que serd el valor de los pardmetros ry e(respectivamente) de la funcidén
Generalizada de Pareto.

La pantalla que se debe observar debe ser la siguiente:

INV,IINOM . X v & waf1icve)
A " c D ' o " | [ M

i mpets <90 " ool i N :Immmxwo ‘ R )
2 ¢ Lotsos i Otjutive o
1
4 ldmt a . Surmando o'
] u: 0001717
" 1n Q00010
! 14 0.000179
1 i Q000NN 04
" 18
10 1 0.00MA%
" " O.00MMAN

" " nnnnras ll hsnnras

En la Celda G2 se coloca el valor de la edad umbral que en este caso se realizd el ajuste para N =90
Paso 2. Se procede al llenado de la columna F, de la siguiente manera:

Intervalo de Celdas en Funcion que le

edad Excel corresponde

Formula de Excel

12 2 90 afios F5.Fg3 Gompertz Fi=Ei*(LN(Di)-L_N($F$1)-Bi*LN($F$2))’\2 para
ie{5,6,...,83}
91 a 100 aftos F8A-F93 Generalizada de =Ei*(LN(Di)+LN($L$2)T|—N(1+($L$1*(Bi-
Pareto $GS2)/SLS2)))A2 para i {84,85,...,93}

La celda C2= SUMA(F5:F83), que representara:

N
SumaGompertz = Z E, (In((x)) —In(B) + xIn(C))?
x=12
La celda 12=SUMA(F84:F92), que representara:

100

SumaPareto = > Ex{In(ﬂ(x))+|n(9)+ln(l+7/(X;N)ﬂ

x=N+1

Y finalmente N2=C2+12, que sera nuestro objetivo final. Al terminar lo anterior debe verse la siguiente
pantalla:
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Paso 3. La idea del algoritmo es estimar los parametros como modelos independientes y después,
realizar una estimacion conjunta, por tal motivo ajustamos la funcién de Gompertz primero, es decir
los parametros de la funcién se aproximaron mediante la funcidn Solver con el cédigo de optimizacidn
Simplex LP. Es importante mencionar que las restricciones seran las mismas que anteriormente para el

.. B>0,C>1
modelo de Gompertz es decir : U L1
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Se continda con la Distribucion Pareto Generalizada que se aproximaron mediante la funcién Solver
con el cédigo de optimizacion Simplex LP. Es importante mencionar que las restricciones seran las

mismas que anteriormente para la Distribucién Pareto Generalizada es decir : 0>0.
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Finalmente se realiza la estimacidon conjunta que contempla las condiciones de las dos funciones
mediante la funcidn Solver con el cédigo de optimizacidn Simplex LP.
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Los parametros ajustados proporcionaron el comportamiento de la curva de mortalidad mexicana
2000-1.
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Cuadro 2.1 Muestra de mortalidad mexicana CNSF-2000-1. Datos base

X q_x X q_x ‘ X q_x

12 0.00173555 44 0.00333434 76 0.0236478

13 0.00028559 45 0.00338074 77 0.02393617
14 0.00017888 46 0.00378611 78 0.02945642
15 0.00038278 47 0.00409647 79 0.03151148
16 0 48 0.00441878 80 0.02599795
17 0.00043454 49 0.00449774 81 0.03728661
18 0.00048778 50 0.00476001 82 0.02888548
19 0.00073447 51 0.00585803 83 0.03243243
20 0.00055584 52 0.00642784 84 0.04041528
21 0.00068899 53 0.00731363 85 0.0148423

22 0.0005357 54 0.00769883 86 0.11024735
23 0.00049599 55 0.00771448 87 0.05388601
24 0.00080354 56 0.00780264 88 0.0455665

25 0.00086567 57 0.00909015 89 0.0620384

26 0.00072942 58 0.01000472 90 0.04923077
27 0.00110351 59 0.01100962 91 0.03655914
28 0.00098588 60 0.01240635 92 0.04261364
29 0.00115522 61 0.01156762 93 0.06730769
30 0.00121365 62 0.01156022 94 0.07462687
31 0.00119163 63 0.01508277 95 0.05882353
32 0.00114252 64 0.01329229 96 0.04716981
33 0.00124875 65 0.0153311 97 0.13043478
34 0.00125002 66 0.01761262 98 0.04477612
35 0.00132664 67 0.01626784 99 0.125

36 0.00139602 68 0.01785309 100 1

37 0.00150096 69 0.02108164

38 0.00176652 70 0.01965096

39 0.00183761 71 0.02110456

40 0.00222425 72 0.06092079

41 0.00202826 73 0.02332257

42 0.00240188 74 0.02742846

43 0.00283573 75 0.02528121

Fuente: Construccion a partir de los datos obtenidos de Mendoza, M., Madrigal, A. & Gutiérrez-Pefia,
E., 2000. Predictive Mortality Graduation and the Value At Risk: A Bayesian Approach, México pp. 17.

107



Cuadro 2.2 Tabla de mortalidad mexicana ajustada por la CNSF 2000-I

X (@) X qx X (@)¢

12 0.000396 51 0.007145 90 0.115832
13 0.000427 52 0.007693 91 0.123677
14 0.000460 53 0.008282 92 0.131973
15 0.000495 54 0.008915 93 0.140737
16 0.000533 55 0.009597 94 0.149983
17 0.000575 56 0.010330 95 0.159723
18 0.000619 57 0.011119 96 0.169970
19 0.000667 58 0.011967 97 0.180733
20 0.000718 59 0.012879 98 0.192020
21 0.000773 60 0.013860 99 0.203837
22 0.000833 61 0.014914 100 1.000000
23 0.000897 62 0.016048

24 0.000966 63 0.017265

25 0.001041 64 0.018574

26 0.001121 65 0.019980

27 0.001207 66 0.021490

28 0.001300 67 0.023111

29 0.001400 68 0.024851

30 0.001508 69 0.026720

31 0.001624 70 0.028724

32 0.001749 71 0.030874

33 0.001884 72 0.033180

34 0.002029 73 0.035651

35 0.002186 74 0.038300

36 0.002354 75 0.041136

37 0.002535 76 0.044174

38 0.002730 77 0.047424

39 0.002940 78 0.050902

40 0.003166 79 0.054619

41 0.003410 80 0.058592

42 0.003672 81 0.062834

43 0.003954 82 0.067362

44 0.004258 83 0.072190

45 0.004585 84 0.077337

46 0.004938 85 0.082817

47 0.005317 86 0.088649

48 0.005725 87 0.094850

49 0.006164 88 0.101436

50 0.006637 89 0.108424

Fuente: M Mendoza Ramirez, M., Madrigal Gomez, A. M. & Martinez Torres, E., 2000 “Tablas de
Mortalidad CNSF2000-1 y CNSF 2000-G”, CNSF, 2000.
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Cuadro 2.3 Tabla de mortalidad mexicana ajustada mediante el modelo de extrapolacién

polinomial
X q_X X q_X X q_X X q_X
12 0.00018958 46 0.002186 80 0.02672 114 0.25854978
13 0.00019815 47 0.002354 81 0.028724 115 0.27372836
14 0.00020876 48 0.002535 82 0.030874 116 0.28959699
15 0.00022141 49 0.00273 83 0.03318 117 0.30617365
16 0.00023609 50 0.00294 84 0.035651 118 0.32347636
17 0.00025282 51 0.003166 85 0.0383 119 0.3415231
18 0.00027159 52 0.00341 86 0.041136 120 0.36033189
19 0.00029239 53 0.003672 87 0.044174 121 0.37992072
20 0.00031523 54 0.003954 88 0.047424 122 0.4003076
21 0.00034012 55 0.004258 89 0.050902 123 0.42151051
22 0.00036704 56 0.004585 90 0.054619 124 0.44354747
23 0.000396 57 0.004938 91 0.058592 125 0.46643646
24  0.000427 58 0.005317 92 0.062834 126 0.4901955
25 0.00046 59 0.005725 93 0.067362 127 0.51484258
26  0.000495 60 0.006164 94 0.07219 128 0.5403957
27  0.000533 61 0.006637 95 0.077337 129 0.56687287
28 0.000575 62 0.007145 96 0.082817 130 0.59429207
29 0.000619 63 0.007693 97 0.088649 131 0.62267132
30 0.000667 64 0.008282 98 0.09485 132 0.65202861
31 0.000718 65 0.008915 99 0.101436 133 0.68238194
32 0.000773 66 0.009597 100 0.108424 134 0.71374931
33 0.000833 67 0.01033 101  0.115832 135 0.74614872
34 0.000897 68 0.011119 102 0.12367804 136 0.77959817
35 0.000966 69 0.011967 103 0.13198012 137 0.81411567
36 0.001041 70 0.012879 104 0.14075625 138 0.84971921
37 0.001121 71  0.01386 105 0.15002442 139 0.88642679
38 0.001207 72 0.014914 106 0.15980262 140 0.92425641
39 0.0013 73 0.016048 107 0.17010887 141 0.96322607
40 0.0014 74 0.017265 108 0.18096116 142 1.00335377
41  0.001508 75 0.018574 109 0.1923775
42 0.001624 76  0.01998 110 0.20437587
43  0.001749 77 0.02149 111 0.21697429
44 0.001884 78 0.023111 112 0.23019074
45 0.002029 79 0.024851 113 0.24404324

Fuente: Elaboracion propia
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Cuadro 2.4 Tabla de mortalidad mexicana ajustada mediante el modelo de Gompetz

12 0.000379 | 46 0.003471 80 0.031407 | 114 0.255445
13 0.000404 47 0.003704 81 0.033487 115 0.270329
14 0.000431 48 0.003953 82 0.035703 116 0.285938
15 0.000461 49 0.004219 83 0.038063 117 0.302290
16 0.000492 50 0.004502 84 0.040575 118 0.319404
17 0.000525 51 0.004805 85 0.043250 119 0.337294
18 0.000560 52 0.005128 86 0.046097 120 0.355974
19 0.000598 53 0.005472 87 0.049126 121 0.375454
20 0.000638 54 0.005840 88 0.052349 122 0.395744
21 0.000681 55 0.006232 89 0.055777 123 0.416849
22 0.000727 56 0.006651 90 0.059424 124 0.438772
23 0.000776 57 0.007097 91 0.063301 125 0.461512
24 0.000828 58 0.007574 92 0.067421 126 0.485064
25 0.000884 59 0.008082 93 0.071801 127 0.509420
26 0.000943 60 0.008624 94 0.076453 128 0.534568
27 0.001007 61 0.009202 95 0.081394 129 0.560490
28 0.001075 62 0.009819 926 0.086641 130 0.587165
29 0.001147 63 0.010477 97 0.092209 131 0.614568
30 0.001224 64 0.011179 98 0.098116 132 0.642668
31 0.001307 65 0.011928 929 0.104382 133 0.671431
32 0.001395 66 0.012726 100 0.111024 134 0.700816
33 0.001488 67 0.013578 101 0.118062 135 0.730779
34 0.001589 68 0.014486 102 0.125517 136 0.761273
35 0.001696 69 0.015454 103 0.133409 137 0.792245
36 0.001810 70 0.016487 104 0.141760 138 0.823640
37 0.001931 71 0.017588 105 0.150592 139 0.855397
38 0.002061 72 0.018762 106 0.159926 140 0.887455
39 0.002200 73 0.020013 107 0.169786 141 0.919749
40 0.002348 74 0.021347 108 0.180195 142 0.952213
41 0.002506 75 0.022769 109 0.191174 143 0.984778
42 0.002675 76 0.024285 110 0.202749 144 1.017375
43 0.002855 77 0.025899 111 0.214940

44 0.003047 78 0.027620 112 0.227772

45 0.003252 79 0.029454 113 0.241266

Fuente: Elaboracion propia
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Cuadro 2.5 Tabla de mortalidad mexicana ajustada mediante el modelo de Makeham

X q_Xx X g_X X q_X X q_X
12 0.00059 50 0.00613 88 0.08162 126 0.70155
13 0.00063 51 0.00656 89 0.08725 127 0.72655
14 0.00066 52 0.00702 90 0.09325 128 0.75104
15 0.00069 53 0.00751 91 0.09964 129 0.77487
16 0.00073 54 0.00804 92 0.10645 130 0.79790
17 0.00077 55 0.00861 93 0.11368 131 0.81998
18 0.00081 56 0.00922 94 0.12138 132 0.84099
19 0.00086 57 0.00987 95 0.12956 133 0.86080
20 0.00091 58 0.01056 96 0.13825 134 0.87931
21 0.00096 59 0.01131 97 0.14746 135 0.89644
22 0.00102 60 0.01211 98 0.15724 136 0.91211
23 0.00108 61 0.01297 99 0.16760 137 0.92629
24 0.00115 62 0.01389 100 0.17857 138 0.93897
25 0.00122 63 0.01488 101 0.19017 139 0.95015
26 0.00129 64 0.01593 102 0.20243 140 0.95987
27 0.00137 65 0.01706 103 0.21537 141 0.96821
28 0.00146 66 0.01827 104 0.22901 142 0.97523
29 0.00155 67 0.01957 105 0.24338 143 0.98104
30 0.00165 68 0.02096 106 0.25849 144 0.98577
31 0.00176 69 0.02245 107 0.27435 145 0.98954
32 0.00187 70 0.02404 108 0.29099 146 0.99248
33 0.00199 71 0.02574 109 0.30841 147 0.99472
34 0.00213 72 0.02757 110 0.32662 148 0.99639
35 0.00227 73 0.02952 111 0.34561 149 0.99760
36 0.00242 74 0.03161 112 0.36538 150 0.99845
37 0.00258 75 0.03385 113 0.38591 151 0.99903
38 0.00275 76 0.03624 114 0.40720 152 0.99941
39 0.00294 77 0.03880 115 0.42921 153 0.99966
40 0.00314 78 0.04154 116 0.45190 154 0.99981
41 0.00335 79 0.04446 117 0.47523 155 0.99990
42 0.00358 80 0.04759 118 0.49915 156 0.99995
43 0.00383 81 0.05094 119 0.52359 157 0.99997
44 0.00409 82 0.05451 120 0.54848 158 0.99999
45 0.00438 83 0.05832 121 0.57372 159 0.99999
46 0.00468 84 0.06240 122 0.59923 160 1.00000
47 0.00501 85 0.06675 123 0.62489
48 0.00535 86 0.07139 124 0.65058
49 0.00573 87 0.07634 125 0.67618

Fuente: Elaboracion propia
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Cuadro 2.6 Tabla de mortalidad mexicana ajustada mediante el modelo de Heligman & Pollard

X q_X X q_X X q_X ‘
12 0.0336173 49 0.0336177 86 0.0449051
13 0.0336177 50 0.0336177 87 0.0490120
14 0.0336180 51 0.0336176 88 0.0545801
15 0.0336182 52 0.0336176 89 0.0621013
16 0.0336184 53 0.0336176 90 0.0722106
17 0.0336186 54 0.0336176 91 0.0857082
18 0.0336187 55 0.0336177 92 0.1035700
19 0.0336188 56 0.0336179 93 0.1269313
20 0.0336189 57 0.0336181 94 0.1570198
21 0.0336190 58 0.0336185 95 0.1950164
22 0.0336190 59 0.0336190 96 0.2418225
23 0.0336191 60 0.0336198 97 0.2977484
24 0.0336191 61 0.0336209 98 0.3621861
25 0.0336191 62 0.0336224 929 0.4333947
26 0.0336191 63 0.0336245 100 0.5085444
27 0.0336191 64 0.0336275 101 0.5840961
28 0.0336190 65 0.0336316 102 0.6564352
29 0.0336190 66 0.0336372 103 0.7225340
30 0.0336190 67 0.0336449 104 0.7803999
31 0.0336189 68 0.0336555 105 0.8291899
32 0.0336189 69 0.0336701 106 0.8690408
33 0.0336188 70 0.0336901 107 0.9007541
34 0.0336188 71 0.0337176 108 0.9254728
35 0.0336187 72 0.0337552 109 0.9444294
36 0.0336186 73 0.0338067 110 0.9587871
37 0.0336186 74 0.0338773 111 0.9695592
38 0.0336185 75 0.0339741 112 0.9775839
39 0.0336184 76 0.0341066 113 0.9835304
40 0.0336184 77 0.0342881 114 0.9879196
41 0.0336183 78 0.0345366 115 0.9911500
42 0.0336182 79 0.0348767 116 0.9935224
43 0.0336181 80 0.0353422 117 1.0587870
44 0.0336181 81 0.0359791
45 0.0336180 82 0.0368501
46 0.0336179 83 0.0380406
47 0.0336178 84 0.0396663
48 0.0336178 85 0.0418841

Fuente: Elaboracion propia
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Cuadro 2.7 Tabla de mortalidad mexicana ajustada mediante el modelo de Coale & Kisker

X q_Xx X q_X X q_X

12 0.001737 48 0.004429 84 0.04817698
13 0.000286 49 0.004508 85 0.05296457
14 0.000179 50 0.004771 86 0.05847466
15 0.000383 51 0.005875 87 0.0648273
16 0.000409 52 0.006449 88 0.07216427
17 0.000435 53 0.007340 89 0.08065296
18 0.000488 54 0.007729 90 0.09049064
19 0.000735 55 0.007744 91 0.10190944
20 0.000556 56 0.007833 92 0.1151816
21 0.000689 57 0.009132 93 0.13062509
22 0.000536 58 0.010055 94 0.14860912
23 0.000496 59 0.011071 95 0.16955896
24 0.000804 60 0.012484 96 0.19395935
25 0.000866 61 0.011635 97 0.22235501
26 0.000730 62 0.011627 98 0.25534669
27 0.001104 63 0.015197 99 0.29358016
28 0.000986 64 0.013381 100 0.33772546
29 0.001156 65 0.015450 101 0.38844313
30 0.001214 66 0.017769 102 0.44633462
31 0.001192 67 0.016401 103 0.51187532
32 0.001143 68 0.018014 104 0.58533147
33 0.001250 69 0.021306 105 0.66666667
34 0.001251 70 0.019846 106 0.75544996
35 0.001328 71 0.021330 107 0.85078349
36 0.001397 72 0.062835 108 0.95127167
37 0.001502 73 0.023598 109 1.05505257
38 0.001768 74 0.027810

39 0.001839 75 0.025605

40 0.002227 76 0.023931

41 0.002030 77 0.024226

42 0.002405 78 0.029897

43 0.002840 79 0.032016

44 0.003340 80 0.034438

45 0.003386 81 0.037208

46 0.003793 82 0.040378

47 0.004105 83 0.044010

Fuente: Elaboracion propia
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Cuadro 2.8 Tabla de mortalidad mexicana ajustada mediante el modelo logit

X q_x X q_x X q_x X q_x X q_x
12 0.0017 48 0.0044 84 0.0341 120 0.5562 156 0.9780
13 0.0003 49 0.0045 85 0.0375 121 0.5805 157 0.9800
14 0.0002 50 0.0048 86 0.0413 122 0.6044 158 0.9819
15 0.0004 51 0.0059 87 0.0454 123 0.6279 159 0.9836
16  0.0004 52 0.0064 88 0.0499 124 0.6507 160 0.9851
17  0.0004 53 0.0073 89 0.0548 125 0.6729 161 0.9865
18  0.0005 54 0.0077 90 0.0602 126 0.6943 162 0.9877
19  0.0007 55 0.0077 91 0.0660 127 0.7150 163 0.9889
20  0.0006 56 0.0078 92 0.0724 128 0.7347 164 0.9899
21 0.0007 57 0.0091 93 0.0794 129 0.7536 165 0.9909
22 0.0005 58 0.0101 94 0.0869 130 0.7715 166 0.9917
23  0.0005 59 0.0111 95 0.0951 131 0.7885 167 0.9925
24 0.0008 60 0.0125 96 0.1040 132 0.8046 168 0.9932
25  0.0009 61 0.0116 97 0.1136 133 0.8197 169 0.9938
26 0.0007 62 0.0116 98 0.1240 134 0.8339 170 0.9944
27 0.0011 63 0.0152 99 0.1351 135 0.8472 171 0.9949
28 0.0010 64 0.0134 100 0.1472 136 0.8596 172 1.0000
29 0.0012 65 0.0154 101 0.1600 137 0.8711
30 0.0012 66 0.0178 102 0.1738 138 0.8818
31 0.0012 67 0.0164 103  0.1885 139 0.8918
32 0.0011 68 0.0180 104  0.2042 140 0.9010
33 0.0012 69 0.0213 105  0.2207 141 0.9095
34 0.0013 70 0.0198 106  0.2383 142 0.9173
35 0.0013 71 0.0213 107  0.2567 143 0.9245
36 0.0014 72 0.0628 108 0.2761 144 0.9312
37 0.0015 73 0.0236 109  0.2963 145 0.9373
38 0.0018 74 0.0278 110 0.3174 146 0.9428
39 0.0018 75 0.0256 111 0.3393 147 0.9480
40  0.0022 76 0.0239 112 0.3618 148 0.9526
41  0.0020 77 0.0242 113 0.3850 149 0.9569
42 0.0024 78 0.0299 114 0.4087 150 0.9608
43  0.0028 79 0.0320 115  0.4329 151 0.9644
44 0.0033 80 0.0232 116  0.4574 152 0.9676
45  0.0034 81 0.0256 117  0.4821 153 0.9706
46 0.0038 82 0.0282 118  0.5068 154 0.9733
47  0.0041 83 0.0310 119  0.5316 155 0.9758

Fuente: Elaboracion propia
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Cuadro 2.9 Numero de expuestos al riesgo
‘ X E ‘ ;
12 9203 46 162347 80 4758

13 7001 47 151459 81 4286
14 16768 48 141042 82 3799
15 10446 49 128595 83 3222
16 9654 50 117505 84 2588
17 16102 51 106745 85 5841
18 18442 52 98154 86 1259
19 20408 53 87818 87 913
20 25173 54 79525 88 775
21 33359 55 72288 89 635
22 50374 56 65234 90 618
23 74561 57 59083 91 448
24 99480 58 52445 92 337
25 122342 59 48508 93 291
26 147954 60 44817 94 186
27 165651 61 40417 95 160
28 184425 62 36168 96 101
29 201460 63 32128 97 60

30 218085 64 28208 98 64

31 231340 65 24342 99 35

32 242170 66 20805

33 249538 67 18746

34 254078 68 17329

35 261217 69 15277

36 260378 70 13819

37 258114 71 14286

38 250332 72 12116

39 242261 73 10888

40 231921 74 9822

41 224367 75 8752

42 211408 76 7762

43 201843 77 6973

44 188313 78 6392

45 174223 79 5440

Fuente: Mendoza, M., Madrigal, A. & Gutiérrez-Pefia, E., 2000. Predictive Mortality Graduation and
the Value At Risk: A Bayesian Approach, México pp. 17
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Cuadro 2.10 Tabla de mortalidad mexicana ajustada mediante la teoria de extremos, distribucion

generalizada de Pareto

X q_x X g_x X g_x
12 0.001702 46 0.00721981 80 0.03035892
13 0.001776 47 0.00753275 81 0.03165867
14 0.001853 48 0.0078592 82 0.03301311
15 0.001933 49 0.00819974 83 0.03442446
16 0.002017 50 0.00855497 84 0.03589502
17 0.002105 51 0.00892551 85 0.03742717
18 0.002197 52 0.00931204 86 0.03902339
19 0.002292 53 0.00971522 87 0.04068623
20 0.002392 54 0.01013576 88 0.04241836
21 0.002495 55 0.01057442 89 0.04422251
22 0.002604 56 0.01103195 20 0.04610154
23 0.002717 57 0.01150916 91 0.06176197
24 0.002835 58 0.01200689 92 0.06878473
25 0.002958 59 0.01252601 93 0.07761119
26 0.003087 60 0.01306742 94 0.08903969
27 0.003221 61 0.01363207 95 0.10442232
28 0.003361 62 0.01422095 96 0.12624745
29 0.003507 63 0.01483507 97 0.15965874
30 0.003659 64 0.0154755 98 0.21733471
31 0.003818 65 0.01614336 929 0.34191145
32 0.003984 66 0.01683979 100 0.96548023
33 0.004157 67 0.01756599 101 1.002634
34 0.004337 68 0.01832322

35 0.004525 69 0.01911277

36 0.004722 70 0.01993599

37 0.004927 71 0.0207943

38 0.005141 72 0.02168915

39 0.005364 73 0.02262206

40 0.005596 74 0.02359461

41 0.005839 75 0.02460845

42 0.006092 76 0.02566527

43 0.006357 77 0.02676685

44 0.006632 78 0.02791504

45 0.006920 79 0.02911173

Fuente: Elaboracion propia
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Glosario

Cohorte. Es un conjunto de personas que
comparten un mismo suceso dentro de un cierto
periodo temporal.

Esto quiere decir que una cohorte, por ejemplo,
puede estar formada por todas las personas

nacidas en una ciudad X entre 1970y 1972.

Contingente. (Del lat. contingens, -entis, part. act.
de contingére, tocar, suceder).

1. adj. Que puede suceder o no suceder.

2. m. Parte que cada uno paga o pone cuando son
muchos quienes contribuyen para un mismo fin.

Daiio. ~ emergente. 1. m. Der. Valor de la pérdida
sufrida o de los bienes destruidos o perjudicados.
Dominio de una funcidon. Esta formado por
aquellos valores de x (para el caso de la mortalidad
mexicana son las edades) para los que se puede
calcular la imagen f(x).

Estocastico.  (Del gr. otoxaotikdg,  habil  en
conjeturar).

1. adj. Perteneciente o relativo al azar.

2. f. Mat. Teoria estadistica de los procesos cuya
evolucion en el tiempo es aleatoria, tal como la
secuencia de las tiradas de un dado.

Muestra. (De mostrar).
1.f. Parte o porcidén extraida de un conjunto por
métodos que considerarla

permiten como

representativa de él.

Muestra sesgada. Aquella en la que sectores
importantes de la poblacién no estan debidamente
representados. Si la muestra es sesgada no se
pueden generalizar los resultados a la poblacion.
Por ejemplo, en una encuesta telefénica decidir
quién va a ganar las elecciones.

Recurrente.(Del ant. part. act. de recurrir;
recurrens, -entis).

1. adj. Mat. Dicho de un proceso: Que se repite.
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Recursivo, va. (Del lat. recursus, part.  pas.
de recurrére 'recurrir', e -ivo).
1. adj. Sujeto a reglas o pautas recurrentes. La

capacidad recursiva del lenguaje.

Riesgo. (Del it. risico o rischio, y este del ar. clas.
rizg, lo que depara la providencia).

1. m. Contingencia o proximidad de un dafio.

2. m. Cada una de las contingencias que pueden ser
objeto de un contrato de seguro.

Simulacion. f. Accion de simular. Reproduccion de
un fendmeno real mediante otro mas sencillo y
mas adecuado para ser estudiado.

Varianza. 1. f. Estad. Media de las desviaciones
cuadraticas de una variable aleatoria, referidas al
valor medio de esta.
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