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Resumen

El presente trabajo, tiene por objetivo principal la segmentacion del mesencéfalo en imagenes
de resonancia magnética. Para lo que se consideran las ventajas y desventajas del método de los
contornos activos, asi como las caracteristicas de las imagenes con que se cuenta. Ademads, condensa
los temas cominmente tratados en la teoria de level sets; si no de una forma en exceso profunda,
si a manera de guia introductoria. Se explican los temas necesarios para comprender dicha teoria.

Los primeros tres capitulos son la base tedrica y sustento de la tesis. Se trata una breve des-
cripcién del mesencéfalo y un panorama de los métodos de segmentacién, profundizando en los level
sets. En los ultimos se presentan las pruebas, resultados y conclusiones.

Se describe al 6rgano de interés en el capitulo 1. Se citan algunas investigaciones relacionadas
a enfermedades detectadas y aparentemente vinculadas al mesencéfalo. Advertir la necesidad e im-
portancia de un proceso de segmentacién, son el objetivo de esta seccién.

En el capitulo 2, se explica el concepto de segmentacién y algunos métodos para efectuarla. Se
marca el punto de partida para la introduccion del método elegido para segmentar.

El capitulo 3, da la teoria necesaria para entender el método de level sets, su formulacion y ven-
tajas. Se presentan dos modelos de contornos activos para detectar bordes usando este método. A
partir de lo documentado acerca de ellos, se escoge a uno como solucion para segmentar. Terminada
la parte tedrica, empieza la experimental; asi, en el capitulo 4, se mencionan las expresiones discretas
usadas para implementar el método elegido y se presentan algunas de las pruebas realizadas.

Los resultados y evaluaciones numéricas se hacen en el ultimo capitulo. Para esto se emplea

la distancia de Hausdorff y el coeficiente de DICE. Los contornos detectados, se comparan con
segmentaciones manuales.

IX
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se da una breve descripcién del 6rgano de interés: el Mesencéfalo. Es necesario
conocer su localizacién asi como su estructura o forma fisica, pues de esta manera se obtendrd un
mejor panorama de la forma en que estd siendo realizada la segmentacién de dicho érgano. Poste-
riormente se hard mencién de algunas de las patologias relacionadas al mesencéfalo, con lo que se
ilustrara la importancia que tiene el estudio de esta estructura en el campo de la medicina. Junto
con esta udltima parte de la investigacién, se presentan algunas de las segmentaciones manuales
consideradas para tales estudios.

1.1. El encéfalo

El encéfalo consta de cuatro partes principales: el tronco del encéfalo, el cerebelo, el diencéfalo
y el cerebro (figura 1.1).

2y cerebro
@) corteza
# cuerpo calloso

(&) diencéfalo
) talamo
) epifisis
& hipotalamo

{(® tronco del encéfalo
{3 mesencéfalo
) protuberancia

€ bulbo raguideo

) cerebelo

Figura 1.1. Partes del encéfalo: cerebro, diencéfalo, tronco encefdlico y cerebelo [1].

El tronco del encéfalo consta de tres partes: el mesencéfalo, la protuberancia y el bulbo raquideo.
Este sistema se encarga de mantener la conciencia y el despertar.
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El cerebelo ocupa la porcién posterior inferior de la cavidad craneal. La funcion principal del
cerebelo es la coordinacién de los movimientos, la postura y el equilibrio.

El diencéfalo se situa entre el tronco del encéfalo y el cerebro. Consta de dos partes principales:
el talamo y el hipotalamo.

El cerebro constituye la mayor parte del encéfalo y se apoya en el diencéfalo y el tronco del
encéfalo. Consta de la corteza cerebral (capa superficial de sustancia gris), la sustancia blanca
(subyacente a la corteza cerebral) y los nicleos estriados (situados en la parte méas profunda de la
sustancia blanca) [1].

1.1.1. EIl Mesencéfalo

El mesencéfalo, también llamado cerebro medio, es una regién pequena del cerebro que sirve
como puerta de enlace que conecta el tronco encefélico y el cerebelo con el cerebro, ademas contiene
estructuras importantes para regular la capacidad de movimiento de los ojos y las pupilas, de mediar
la planificaciéon motora y la adiccién, asi como para modular el dolor, el comportamiento defensivo
y la temperatura. Las enfermedades mas comunmente asociadas con esta regién del cerebro son
derrames cerebrales, esquizofrenia y desérdenes neurodegenerativos, especialmente trastornos del
movimiento, como la enfermedad de Parkinson (EP), y degeneracién axonal retrégrada [2,3].

El mesencéfalo se encuentra atravesado por un conducto estrecho llamado acueducto de Silvio,
que contiene liquido cefalorraquideo. Esta integrado por el tectum, que se localiza en la porcion
dorsal del mesencéfalo, y el tegmentum que es la porcion del mesencéfalo que se encuentra debajo
del tectum. Incluye en el extremo rostral de la formacion reticular, varios nicleos que controlan los
movimientos oculares, la materia gris periacueductal (constituida por cuerpos celulares de neuronas),
el nicleo rojo y la sustancia negra que son componentes importantes del sistema motor (ver figura
1.2) [4].

Acueducto

Sustancia gris mesencefalice /Culiculn superior
periacueductal _ &
P v
.
. TS,
Micleo motor .
ocular comdn {111} "=?\,qm N{uﬂ_cleo rojo
S, 4 ,
T A Sustancia

Pedinculos
cerebrales

(a) Localizacién del corte transversal (b) Seccién transversal del mesencéfalo

Figura 1.2. Partes internas del Mesencéfalo [5].
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1.2. Estudio del mesencéfalo en imagenes de resonancia magnética

La existencia de enfermedades con sintomas en comun hace mas complicado un diagnostico
correcto y oportuno, lo que puede causar una prolongacién considerable en el tiempo de inicio de un
tratamiento adecuado y que puede ser la diferencia entre tener una mejor calidad de vida o incluso
conservarla.

La EP por ejemplo, se detecta a partir de la presencia en los pacientes de los sintomas que la
caracterizan. Inicialmente es dificil de diagnosticar, ya que en una primera fase no suelen presentarse
todos los sintomas més comunes como: temblor, dificultad de movimiento y rigidez. A menudo la
enfermedad se manifiesta en forma de dolores en las articulaciones o bien mediante un cuadro
depresivo [6].

Un diagnéstico oportuno es importante ya que la enfermedad no ha causado atn estragos en la
persona y es posible atenderse mediante tratamientos moderados o quirurgicos que no causen mucho
dano al paciente [7].

Es cada vez més frecuente la integracion de imégenes por resonancia magnética (IRM) en

diagndsticos neuroldgicos. En conjunto con IRM funcional, un largo niimero de secuencias (T1W,
T2W, densidad de protones (PD), T2*W eco gradiente (GRE), difusién por resonancia magnética
(DWI), y las imagenes con tensor de difusién (ITD)) investigan las anormalidades del sistema ner-
vioso central (SNC).
Condiciones parkinsonianas tales como la EP, atrofia multisistémica (MSA), paralisis supranuclear
progresiva (PSP), degeneracién corticobasal y parkinsonismo inducido por manganeso pueden tras-
laparse clinicamente y ain asi tener diferentes prondsticos y tratamientos. De ahi que en la dltima
década, una variedad de descubrimientos, usualmente sttiles y rutinariamente pasados por alto,
han surgido para ayudar al médico a diferenciar estas condiciones [8].

1.2.1. Medidas del mesencéfalo como indicadores de enfermedades

A lo largo de los afios se han realizado diversas investigaciones, que sugieren el uso de ciertas
medidas del cerebro medio y que han sido aplicadas esperando que resulten en indicadores maés
confiables para realizar una mejor distincién entre dos enfermedades. De acuerdo a diversas inves-
tigaciones, como las citadas en [8], anormalidades de la enfermedad de parkinson idiopética (IPD)
son sutiles y encontradas en menos de un 20% de los pacientes. Al aplicar técnicas de IRM se
encontrd que la relacién del drea de la sustancia negra (SN) y el mesencéfalo, se redujo significativa-
mente en pacientes con IPD en comparacion con sujetos sanos con edades similares. Otros estudios
sugieren que el area del mesencéfalo obtenida de las imédgenes, podria ser util para una diferenciacién
rapida de PSP de otros parkinsonismos atipicos y sujetos sanos de control, pero podria no estar
correlacionado con la severidad de la enfermedad o su progresion.

De acuerdo a Fujiwara et al [9], la meta es estudiar las anormalidades estructurales del me-
sencéfalo usando IRM y determinar si existe una correlacién clinica entre el volumen del mesencéfalo
y sintomas clinicos en pacientes con desorden de pénico (DP). En dicho estudio se emplearon 38
pacientes con DP y un grupo control de también 38 personas sanas. El mesencéfalo fue trazado
manualmente usando un paquete de software de andlisis de imagenes médicas en imagenes de alta
resolucién espacial (ver figura 1.3 ). Obteniendo que el volumen relativo del mesencéfalo fue mayor
en el grupo con DP que en el de personas sanas. Se encontré entonces una correlacion positiva
significativa, entre el volumen relativo de la parte dorsal del cerebro medio y la escala de gravedad
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del trastorno por panico. Por lo que se concluyé que la parte dorsal del mesencéfalo se asocia con
la fisiopatologia de DP.

Figura 1.83. Marcado del mesencéfalo en algunas imdgenes de RM. En color azul se encuentran
marcadas las zonas pertenecientes al mesencéfalo, en rojo el puente de Varolio, en verde la parte
ventral del mesencéfalo y en purpura su parte dorsal [9].

Los estudios de Cosottini et al [10], para evaluar la atrofia del cerebro medio a través de medicio-
nes morfométricas (lineales, superficiales y volumétricas), pretenden distinguir pacientes con PSP
de personas sanas y de pacientes con MSA con predominio de sintomas parkinsonianos (MSA-p).
Para dicho estudio se seleccionaron 15 pacientes con casos probables de PSP, 7 con un diagndstico
probable de MSA-p y 14 sujetos sanos, y se encontré una diferencia significativa en el didmetro,
area y volumen anterior-posterior del mesencéfalo en pacientes con PSP comparados con personas
sanas. Algunas de las imagenes segmentadas y marcadas se muestran en la figura 1.4(a).
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(a) Trazado manual para medida del didme-  (b) Trazado manual del limite entre el me-
tro antero-posterior del mesencéfalo. sencéfalo (1) y el puente de Varolio (2).

(¢) Marcado de limite superior e (d) Trazado manual de los bordes del me-
inferior del mesencéfalo. sencéfalo.

Figura 1.4. Ejemplos de trazado manual en el cerebro para la obtencion de medidas lineales y de
superficie del mesencéfalo y puente de Varolio [10].

Resulta importante senalar que las medidas de los érganos por si solas, como la del cerebro
medio y el puente de Varolio, no permiten distinguir por completo entre PSP y MSA-p, mejores
resultados en especificidad pueden obtenerse al agregar la relacion del area del mesencéfalo con el
area del puente (relacion MP). Al igual que en el caso anterior, de acuerdo a lo presentado por
Borroni et al [11], la combinacién de dos marcadores para incrementar el poder discriminante en un
diagnéstico de PSP da paso a resultados méas precisos, en este caso se emplean la relacién tau del
fluido cerebroespinal y la relacién MP para la identificacién temprana de PSP, incluyendo un total
de 87 sujetos en este estudio. Parte de la forma en que se obtuvieron las medidas correspondientes
en este estudio se muestran en la figura 1.5.
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line 2

Figura 1.5. Esquema para medir el drea del mesencéfalo y puente de Varolio. El drea del mesencéfalo
fue trazada alrededor de los bordes de la linea 1 y la forma de “delta” del mesencéfalo por encima
de esta linea [11].

Otra medida para identificar PSP de PD y MSA-P, relacionada con el cerebro medio, es la pro-
puesta por Quattrone et al [12] y evaluada también por Morelli et al [13].

En relacién con la esquizofrenia, Nopoulos et al [14] realizaron estudios en 50 pacientes con esta
enfermedad y con un grupo de control de 50 personas sanas. Se encontré que los pacientes con la
enfermedad tenian un cerebro medio significativamente més pequeno; mientras que otras medidas,
como el tamafnio de la médula, no mostraban variaciones. Concluyendo que la morfologia del me-
sencéfalo en pacientes con esquizofrenia es anormal, siendo méas pequefio en ellos que en el grupo
control.

Otros estudios demuestran que el mesencéfalo también estd involucrado en el estudio de pacien-
tes con anorexia nerviosa (A.n.); Husain et al [15] encontraron en un estudio realizado a 24 mujeres,
12 de las cuales tenian anorexia y las restantes bulimia, que las estructuras correspondientes al tala-
mo y al mesencéfalo eran mas pequenas en pacientes anoréxicas. Neumdrker et al [16] presentan
los resultados de examinar a 18 pacientes hospitalizados con A.n. y de investigar si esta enferme-
dad conducia a deterioros cognitivos, especialmente de la inteligencia, siendo el primer estudio en
buscar alguna relaciéon entre cambios cerebrales, funcionamiento de la inteligencia y trastornos de
procesamiento numérico en pacientes adolescentes con A.n. Se encontrd, entre otras cosas, un déficit
significativo de la superficie del mesencéfalo.

Sung et al [17] presentaron un estudio para investigar si los pacientes con demencia vascular
isquémica subcortical (SIVD), presentaban cambios atréficos en el mesencéfalo, analizando un to-
tal de 137 personas, de las cuales 23 presentaban SIVD, 18 eran casos probables de PSP y los 96
restantes fueron empleadas como grupo control.




1.2. Estudio del mesencéfalo en imagenes de resonancia magnética Capitulo 1. Introduccién

1.2.2. Comentarios

Las investigaciones mencionadas anteriormente se realizan sobre poblaciones control y sobre pa-
cientes con diferentes enfermedades que no pueden ser identificadas correctamente con un porcentaje
de seguridad alto. Los médicos adquieren las imagenes de RM de los pacientes que son sometidos
a los estudios y segmentan, en algunos casos de forma manual y/o con apoyo de un software, las
partes pertenecientes al mesencéfalo, y otros érganos cercanos a él. Es de interés que el niimero
de sujetos empleados, segun los casos revisados y mencionados parrafos atras, corresponden a un
nimero pequeno, pudiendo deberse esto a dos motivos principalmente: 1. La falta de personas que
decidieron someterse al estudio, y 2. Por el reto (respecto al tiempo por ejemplo) que implica para
un doctor la segmentacién manual de tantos casos para realizar un estudio de esa magnitud, ter-
minando finalmente en una limitacién en estas investigaciones. De manera que al tener un método
mas automatico para segmentar, se puede ayudar con el problema que no es inherente al paciente;
es decir, el de marcado manual por un médico.
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Capitulo 2

Segmentacion de imagenes

En este capitulo se dara una breve introduccién al concepto de segmentacién, asi como a algunas
de las técnicas empleadas para dicha tarea en el procesamiento de imagenes.
El propédsito de este capitulo es explicar de manera breve algunos métodos de segmentacién, sin
entrar en detalles de implementacién. Posteriormente se comenzard con un método relacionado con
el usado para la segmentacion del mesencéfalo. Con esta explicacion se dard inicio a la presentacién
del método clésico de level sets, para después puntualizar, de manera méas concisa, a éste y dos de
sus variaciones.

2.1. Segmentacion

La segmentacion es una de las etapas cruciales de cualquier sistema de analisis de imé&genes,
tanto por las dificultades que conlleva como por la importancia de sus resultados. Basicamente, la
segmentacién puede considerarse como la particién de una imagen, I (z,y), en un conjunto de regio-
nes §2;, no solapadas, homogéneas respecto a algtin criterio y cuya unién cubra la imagen completa.
En otras palabras, el objetivo fundamental de la segmentacién, en el proceso del andlisis de imége-
nes, es el de separar los objetos de interés del resto no relevante, el cual es considerado como fondo [1].

El proceso detras de la segmentacién de imégenes es asignar una etiqueta a cada pixel en la
imagen, los que tienen la misma etiqueta comparten ciertas caracteristicas visuales, lo que al final
se considera para colocarlo como parte del objeto 7 o la regién €2;. Se puede decir que las técnicas
de segmentacién son los métodos empleados para la extraccién y representacién de la informacién
de una imagen [2].

La segmentacién representa en general uno de los problemas més desafiantes e interesantes en la
vision computacional y es un problema muy especifico en aplicaciones de imagenes médicas. En este
ultimo campo, la segmentacién es de suma importancia al proveer informacién no invasiva acerca
de las estructuras del cuerpo humano que ayudan al radidlogo a estudiar y visualizar la anatomia
de las estructuras, simular procesos biolégicos, localizar patologias, dar seguimiento al progreso de
una enfermedad y evaluar la necesidad de radioterapia o cirugias. Por esta razon, la segmentacién
es fundamental en cualquier sistema de diagnéstico asistido por computador, y su funcionalidad
dependera de la precisién de este proceso [3].
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Los métodos para llevar a cabo las segmentaciones varian ampliamente dependiendo de la aplicacion
especifica, tipo de la imagen y otros factores. Por ejemplo, la segmentacién del tejido cerebral
tiene diferentes requerimientos que la segmentaciéon de un higado. Otros factores como el ruido,
volumenes parciales y movimientos en la imagen, también pueden tener consecuencias significativas
en el desempeno de los algoritmos de segmentacién. Cada tipo de imagen tiene un conjunto de
caracteristicas propias que funcionardn mejor o peor con un determinado método. Actualmente no
existe un procedimiento de segmentacién que alcance resultados aceptables para todo tipo de imagen
médica. No existen métodos que sean generales y que puedan ser aplicados a cualquier variedad de
datos. Pero si existen métodos que son especializados para aplicaciones particulares y que llegan a
obtener mejores resultados tomando en cuenta conocimiento a priori. Por lo que, la seleccién de un
método apropiado para un problema de segmentacién puede ser muy dificil [4].

2.2. Meétodos de Segmentacion

En ocasiones la segmentacion suele considerarse como un proceso de clasificacion de los objetos
presentes en una imagen y también, en cierta medida, equivale a su reconocimiento puesto que
como consecuencia de la segmentacion los diferentes objetos (entendidos como realizaciones fisicas
de clases o patrones abstractos) se encuentran perfectamente ubicados dentro de la imagen digital.
El nivel al que se lleva a cabo esta subdivisiéon depende del problema a resolver y, por supuesto, de
la imagen de entrada. Es por ello que se han originado diferentes técnicas de segmentacién [1]. Un
procedimiento que es posible hacerse manualmente, pero que requiere de mucho tiempo y varia de
acuerdo a quien la realiza, por lo que su nivel de fidelidad y confiabilidad es cuestionado por esto,
de ahi que se busquen y prefieran métodos autométicos.

La segmentacién de imagenes médicas involucra tres problemas principales. Las imagenes contie-
nen ruido que altera la intensidad del pixel haciendo que la clasificacion sea incierta; por otra parte,
un tipo de tejido puede presentar una intensidad no homogénea, asi el nivel de intensidad del pixel
que pertenece a ese tejido puede variar lo suficiente para que se confunda con el de otro 6rgano; el
tercer problema es que el conjunto de pixeles que conforman a la imagen tienen un “tamaino” finito y
estan sujetos a un promedio de volumen parcial, donde un pixel puede ser el resultado de una mezcla
de varias clases de tejido, por lo que su intensidad no corresponderé con la intensidad de ninguna
otra clase. Los métodos de segmentacion, cuando se consideran en parte como clasificadores, han
sido divididos como supervisados y no supervisados. Los supervisados requieren la intervencién del
operador [5], se caracterizan por el hecho de que es el operador quien, usando sus conocimientos de
la zona a la que corresponde la imagen, orienta a las clases que el algoritmo detectara, de alguna
manera le proporciona a éste muestras de las agrupaciones que tiene que detectar; dichas muestras
actiian como regiones de entrenamiento para el método [6]. Mientras que los no supervisados gene-
ralmente requieren del operador sélo hasta que la segmentacién ha sido terminada. Estos métodos
se prefieren para garantizar un resultado reproducible; sin embargo, la interaccién del operador es
aun requerida para la correccién de errores [5].

En general, los métodos cldsicos de segmentacién se pueden categorizar como: 1. Aproximacio-
nes por medio de umbralizacion; 2. Aproximaciones por crecimiento de regién; 3. Clasificadores; 4.
Aproximaciones por grupos o clusters; 5. Redes neuronales artificiales; 6. Aproximaciones guiadas
por atlas, y 7. Modelos deformables [7].
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2.2.1. Umbralizacion

Se aplica a una imagen para distinguir entre regiones con niveles de intensidad diferentes. El
umbralizado es uno de los métodos mas antiguos para la segmentacién. La mas sencilla de las
técnicas de umbralizado es la de particiéon de la imagen sobre la base de su histograma al utilizar
un umbral Unico 7. La segmentaciéon se completa al revisar la imagen pixel a pixel y etiquetar
cada uno de estos pixeles como perteneciente al objeto o al fondo, dependiendo de que el nivel
de gris de ese pixel sea mayor o menor al valor del umbral 7. El éxito de este método depende
de la distribucion de los niveles de gris de la imagen y, por tanto, de la forma del histograma.
La determinacion de mas de un umbral es un proceso llamado umbralizaciéon multiple. Lo usual
es encontrar histogramas que no contienen una clara distincién de regiones y la umbralizacién
simple no ofrece resultados satisfactorios. Para localizar los umbrales se puede usar procedimientos
paramétricos y no paramétricos. En los paramétricos, la distribuciéon de los niveles de gris de una
clase de objeto lleva a encontrar los umbrales. En los procedimientos no paramétricos, los umbrales
se obtienen de forma éptima de acuerdo a algin criterio. En particular, el método de Otsu elige
el umbral 6ptimo maximizando la varianza entre clases, mientras mayor sea la varianza entre las
clases y menor la varianza dentro de ellas, mejor serd la discriminacién entre los grupos [1,7,8].

2.2.2. Crecimiento de regiones

El crecimiento de regiones en su forma mas simple, es una técnica que empieza con la locali-
zacién manual de una semilla en la imagen, los pixeles adyacentes se comparan contra un criterio
predefinido que puede estar basado en la informacién de los niveles de intensidad de la imagen y/o
sus bordes. Los pixeles que cumplen con el criterio se incluyen en la regién, la aplicacién continua de
esta regla permite a la regién crecer [5]. La seleccién del conjunto inicial de puntos que conforman
la semilla puede basarse en la naturaleza del problema, su seleccién es un paso significativo en este
método, ya que una vez seleccionados los puntos semilla la regiéon crecerd unicamente hacia los
pixeles vecinos que cumplan con el criterio establecido con anterioridad, con lo cual se garantiza
conectividad entre los pixeles que constituyen una region, los resultados dependeran directamente
del criterio de semejanza que se establezca. El problema de este método, es que en la imagen pueden
existir puntos que cumplan con el criterio de semejanza establecido y que no son adyacentes a los
puntos semilla, o a algiin pixel perteneciente a la regién, por lo que no podran adicionarse a la
misma, esto representa una proteccién contra el ruido, pero a su vez provoca regiones no deseadas
con orificios [9]. La semilla, o marca, también se puede seleccionar de forma automética a partir
de los picos del histograma de la imagen; sin embargo, esto no es una tarea facil para el caso de
imégenes con bajo contraste y alto nivel de ruido [1].

2.2.3. Clasificadores y agrupamiento

Estos métodos son técnicas de reconocimiento de patrones que buscan la particion del espacio de
caracteristicas derivado de una imagen. Los clasificadores son conocidos como métodos supervisados
dado que requieren datos de entrenamiento que son segmentados manualmente y son usados como
referencia para segmentar automaticamente nuevos datos. A diferencia del método de umbralizacién,
este método puede aplicarse a imagenes multi-canal. Otra ventaja es que dado que los datos de
entrenamiento son etiquetados, los clasificadores pueden transferir estas etiquetas a los nuevos datos,
lo que hace este método no iterativo y relativamente eficiente computacionalmente. Las desventaja
de estos clasificadores es su necesidad de interaccién manual para obtener datos de entrenamiento.
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Los algoritmos de agrupamiento o clustering desarrollan la misma funcién que los métodos
de clasificacion pero sin usar datos de entrenamiento. Por lo que son conocidos como métodos no
supervisados. Para compensar la falta de datos de entrenamiento, los métodos de agrupamiento
iteran entre la segmentacién de imagenes y la caracterizacion de las propiedades de cada clase, en
cierto sentido este método se entrena a si mismo usando los datos disponibles [7].

2.2.4. Redes neuronales artificiales

Los modelos de clasificadores estadisticos como el de minima distancia, k-vecinos, distancia de
Mahalanobis, etc. son ttiles para el caso de patrones linealmente separables. En la practica, la
mayoria de los problemas, no presentan separacion lineal. Otra situacion que puede presentarse
es que las propiedades estadisticas de los clasificadores lineales no se conozcan o no puedan ser
estimadas. En ambos casos, se deben adoptar esquemas de clasificacion més apropiados, esquemas
que puedan ser entrenados con base sélo en ejemplos (muestras de cada una de las clases). Uno de los
esquemas que permite esto de manera natural, son las llamadas redes neuronales artificiales (RNAs).
De manera muy general, una red neuronal artificial (RNA) es una sociedad de pequetios elementos
de célculo llamados neuronas que, en su conjunto, integran la red neuronal. En la literatura, estos
dispositivos de calculo son también conocidos como neurocomputadoras, modelos de procesamiento
paralelo y distribuido y redes en capas autoadaptables [1].

Las RNAs se utilizan para realizar segmentacién de imagenes. Generalmente se les combina
con alguna otra técnica para mejorar el resultado final. La idea béasica es que, una vez construida
la RNA, se parte de un conjunto de datos de entrada lo suficientemente significativo como para
conseguir que la red aprenda automaticamente las propiedades deseadas. Una vez finalizada la etapa
de entrenamiento la red podra recibir datos sin clasificar con un buen grado de seguridad [10,11].

2.2.5. Aproximaciones guiadas por atlas

Las aproximaciones guiadas por atlas son herramientas tiles para la segmentaciéon de imagenes
médicas, cuando se dispone de un atlas estandar o plantilla. El atlas se genera al compilar informa-
cién de la anatomia que requiere segmentarse. Este atlas es usado como un marco de referencia para
la segmentacién de nuevas iméagenes. Conceptualmente, las aproximaciones guiadas por atlas son
similares a los clasificadores, excepto que son implementados en el dominio espacial de la imagen, en
lugar del espacio caracteristico. La aproximacién estandar por atlas trata a la segmentacién como
un problema de corregistro. El corregistro es la capacidad de integrar a las imagenes la informa-
cién proveniente de atlas anatémicos, con el fin de clasificar las localizaciones de una estructura de
manera uniforme. Sin embargo, en caso de variabilidad en las formas de los érganos, por ejemplo
el cerebro, de una persona a otra, hace que sea necesario recurrir a técnicas de deformacién de
las imagenes para asi lograr una equivalencia. Estas deformaciones se conocen técnicamente como
warping.

El uso de atlas ha sido aplicado principalmente en imagenes de RM, y atin cuando se usan métodos
no lineales de registro, las segmentaciones precisas de estructuras complejas son dificiles debido a
la variabilidad anatémica [7,12].

2.2.6. Modelos deformables

Los modelos deformables, o contornos activos, son técnicas que en un principio delimitaban
regiones usando curvas paramétricas cerradas, o superficies, que se deformaban bajo la influencia
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de fuerzas internas y externas. Para ello, se colocaba cerca del borde deseado a la curva inicial
cerrada, para que iterativamente se deformara hasta alcanzar al contorno deseado. Un modelo
deformable se mueve de acuerdo a su ecuacién de dinamica y busca el minimo de un funcional
de energia. Sus principales ventajas son que generan directamente curvas paramétricas cerradas, o
superficies; y la incorporacién de una restriccién de suavidad que provee robustez frente a ruido y
bordes espurios, en la siguiente seccién se hablard con mas detalle de este método. La desventaja
més evidente de esta técnica es el uso de la insercion manual del modelo inicial. Para ayudar
a reducir los posibles problemas de estas aproximaciones, se hizo una extensién de los modelos
deformables y en lugar de una parametrizacién explicita se propuso una representacién implicita [7].
A continuacién se describe a los contornos activos de manera més detallada, pues ellos constituyen la
base del modelo de segmentacion que se usara en la presente tesis para segmentar al mesencéfalo, se
profundizard principalmente en los que usan una representacién implicita, ya que serd precisamente
esta clasificacion la que sea propuesta como la solucién al problema de segmentacién del mesencéfalo.

2.3. Contornos Activos

Los modelos de contornos activos, son usados para detectar objetos en una imagen usando
técnicas de evolucién de curva. La idea bésica es, a partir de la deformacién de una curva inicial
C, tratar de alcanzar los bordes del objeto de interés en una imagen, la deformaciéon de la curva
estard dada por fuerzas internas, que se encargan de mantener un modelo de curva suave durante
la deformacidn, y fuerzas externas, disenadas para mover el modelo hacia los bordes del objeto o
alguna otra caracteristica deseada dentro de una imagen.

La popularidad de los modelos deformables es en gran parte al articulo Snakes: Active Contour

Model, de Kass, Witkin y Terzopoulos [13]. Desde su publicacién, los modelos deformables se han
convertido en una de las dreas de investigacién méds activas y exitosas de la segmentacion de imége-
nes. Varios nombres, como snakes, balloons y contornos o superficies deformables, han sido usados
en la literatura para referirse a los contornos o modelos activos.
Esta técnica de segmentacion, a su vez se divide en dos, los contornos activos paramétricos y los
contornos activos geométricos; y pueden usar aproximaciones basadas en bordes o en la informacion
proveniente de los niveles de intensidad de la imagen. La segmentacién basada en bordes examina
discontinuidades en la intensidad de la imagen, mientras que la de regiones busca uniformidad den-
tro de una subregion basada en una propiedad deseada, como intensidad de color y textura.

En particular, los contornos activos paramétricos se representan explicitamente como curvas
parametrizadas, mientras que los contornos activos geométricos, basados en la teoria de evolucion
de curvas, representan curvas implicitamente como level sets de funciones escalares. [14—16]

2.3.1. Contornos Activos Paramétricos

Los cldsicos contornos activos paramétricos, los propuestos por Kass et al [13] y cominmente
conocido como snakes, son formulados mediante la minimizacién de un funcional de energia que
toma un minimo cuando los contornos son suaves y residen en los bordes del objeto, esto debido a
que las funciones de energia son planteadas para tener estos valores minimos en las caracteristicas
de interés, por eso se ajustan a ellas.

Como puede observarse en la figura 2.1, estos modelos representan a la curva, o superficie, explici-
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Geometria explicita Geometria implicita
- Contorno parametrizado - Contorno definido por el level set cero
o > O xy)=0
)\ O(xy) < 0
+

(xy) = (x(s) yls))
O lay) >0

Figura 2.1. Tipos de representacion geométrica para un contorno.

tamente en forma paramétrica durante la deformacion; en este caso, la curva C se encuentra para-
metrizada por un pardmetro s, lo que matematicamente se expresa como: C(s) = (x(s),y(s)) .

El nombre de snake proviene del comportamiento dindmico que presenta el contorno, ya que este

se arrastra sobre la imagen mientras busca las caracteristicas relevantes y minimiza la energia. Como
el snake se mueve constantemente, su movimiento se origina por una iteracién del algoritmo usado,
estas iteraciones pueden interpretarse como una secuencia de tiempo. Por lo que, de acuerdo a lo
que se menciond en lineas superiores, el snake puede representarse ademas de con un parametro s,
que relaciona a las variables espaciales z e y, con un tiempo; considerando para ello a las iteraciones
antes mencionadas. De forma que se puede expresar como: C(s,t) = (z(s,t),y(s,t)) . En general,
y para fines practicos, se utiliza la representacion que no considera el tiempo, pero es necesaria la
aclararacion de que dicho tiempo existe y que el primer modelo es general no ligdndose tinicamente
al espacio.
El comportamiento de los snakes clasicos, usualmente es modelado por la combinacién de términos
ponderados de: 1.FEnergia interna, calculados a partir del contorno y que determinan la regularidad
de la curva, en otras palabras, esta energia definira la deformacion y capacidad del contorno para
adaptarse a la frontera de interés; y 2. Energia externa, la cual atrae al contorno hacia caracteristicas
significativas en la imagen, esta energia guia o “empuja” al snake hacia la frontera de interés. Para
la segmentacion, se busca minimizar el siguiente funcional de energia:

E (C (5)) = /Q Econtorno(c(s)) + Eimagen(c(s)) + Erestriccion(c(s)) ds (21)
energia interna energi(;;zterna

La forma paramétrica permite una interaccion directa con el modelo y puede llevar a una repre-
sentacién mas compacta para aplicaciones en tiempo real. Sin embargo, la adaptacion topoldgica del
modelo durante la deformacién, como una separacién o fusién de la curva, puede ser dificil usando
este tipo de modelo. [15,17-19]
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Energia interna

La energia interna del spline (el contorno), puede escribirse como:

1 1
Einterna = 505 (5) |Cs’2 + 56 (5) |Css|2 (22)

El primer término de la ecuacién (2.2) representa la energia eldstica, al reducir el valor de « se
permitird al contorno incrementar su longitud; mientras que al incrementarlo, la tensiéon del modelo
aumenta al reducir su longitud.

El segundo término en (2.2) es conocido como la energia de rigidez, el valor del peso 8 determi-
nara que tanto se podra doblar el contorno. Decrementar este valor permitira al contorno desarrollar
esquinas; por ejemplo, fijindolo a un valor de cero, para una cierta s, se estard permitiendo que el
contorno tenga una discontinuidad de primer orden y, por lo tanto, pueda presentar un vértice; al
incrementarse dicho valor el modelo se hace més suave y por tanto menos anguloso [20].

En la préctica, a(s) y ((s) se escogen para que sus valores sean constantes.

Energia externa

Para lograr que las snakes se deslicen a través de la superficie de una imagen, es necesaria
una energia funcional que pueda guiarlos hacia las caracteristicas sobresalientes que se pretenden
encontrar [21]. Esta energia es la que se denomina como energia externa. Tal como lo indica la
expresion (2.1) esta energia puede separarse en dos tipos: la energia de la imagen y la energia de
restriccién, que generalmente es impuesta por el usuario.

Energia de la imagen. La energia de la imagen estd definida en términos de caracteristicas de
interés en la deteccién de contornos, esto es: lineas, bordes y terminaciones [17]. El modelo original
de snakes presenta tres funcionales que lo atraen a estas caracteristicas. La cantidad total de energia
puede expresarse como una combinacién ponderada de estos tres funcionales [13,22]:

Eimagen = WiineaLlinea + WoordeLvorde + Wierm Ererm (2-3)

Energia de restriccion Las fuerzas de restriccién externas son responsables de colocar al snake
cerca del minimo local deseado, para evitar que converja a una solucién no deseada. Estas fuerza
pueden, por ejemplo, provenir de un usuario mediante una interfaz, mecanismos automatizados, o
interpretaciones de alto nivel. Se propusieron dos energias de este tipo:

-Energia externa de atraccion (conocida como energia de muelle): como su nombre lo indica,
esta energia tiene el objetivo de guiar al snake hacia ciertas caracteristicas de la imagen. Esto se
hace mediante la ubicaciéon de dos puntos, uno proveniente del contorno paramétrico y otro en la
imagen.

-Energia externa de repulsion (conocida como energia de volcdn): esta fuerza permite que el
snake sea repelido de cierta regiéon de la imagen, lo cual resulta 0til para poner al snake fuera
de un minimo local y que converja hacia otro minimo que es el de verdadero interés [13,23]. Las
técnicas de segmentacién que combinan operaciones locales de extraccién de bordes con el uso de
snakes, para realizar una extraccion de region global, han alcanzado un éxito considerable en ciertas
aplicaciones. Sin embargo, los snakes tradicionales no estan exentos de limitaciones, son sensibles
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a sus condiciones iniciales y por tanto fueron disenados como modelos interactivos, permitiendo al
usuario iniciar al snake cerca del objeto de interés [24]. En situaciones donde el modelo inicial y
el borde del objeto deseado difieren mucho en tamafio y forma, el modelo debe reparametrizarse
dindmicamente para recuperar fielmente el borde del objeto. Los métodos de reparametrizacién en
dos dimensiones en general son directos y requieren un costo computacional moderado; sin embargo,
la reparametrizacion en tres dimensiones, requiere de métodos complicados y computacionalmente
costosos [15].

Las restricciones de energia interna de estos modelos pueden limitar su flexibilidad geométrica
y prevenirlos de representar formas como tubos largos o formas con protuberancias significativas o
bifurcaciones. Ademas, la topologia de la estructura de interés debe ser conocida con anticipacién,
puesto que los snakes son modelos paramétricos y son incapaces de transformaciones topolégicas
sin una ajuste adicional [24].

2.3.2. Contornos Activos Geométricos

Para abordar los problemas relacionados a la parametrizacién de curvas, aproximaciones basa-
das en los métodos de level sets de Osher y Sethian (originalmente desarrollados para capturar el
movimiento de frentes), fueron introducidos independientemente por Caselles et al. y Malladi et al.
Estos modelos estdn basados en la teoria de la evolucién de curvas y level sets [25]. El modelo de
contorno activo geométrico fue el primero implementado via level sets [14]. En este modelo, la curva
se propaga (se deforma) por medio de una velocidad que contiene dos términos, uno relacionado
con la regularidad de la curva y otro que la contrae o la expande hacia el borde [26].

La idea bésica de los modelos activos geométricos es representar los contornos como el level
set cero (ver figura 2.1) de una funcién implicita de una dimensién mayor, usualmente referida
como la funcion de level set (FLS), y evolucionar a ésta de acuerdo a una ecuacién diferencial
parcial (EDP). Los primeros contornos activos geométricos son normalmente derivados mediante
una formulacién Lagrangiana que produce una cierta EDP de evolucién de una curva parametrizada.
Esta EDP se convierte entonces en una EDP de evolucién para una FLS, usando la formulacién
FEuleriana relacionada al método de level sets. Una alternativa del proceso anterior es, que la EDP de
evolucién de la FLS puede ser directamente derivada del problema de minimizar un cierto funcional
de energia. Este tipo de métodos son conocidos como métodos variacionales de level sets y resultan
mas convenientes para introducir en ellos informacién adicional de la imagen basada en regiones
y en formas. Por ejemplo, Chan y Vese [27] propusieron un modelo activo geométrico usando una
formulacion variacional, al incorporar informacién basada en regiones en su funcional de energia
como una restriccién adicional, su modelo tiene un rango de convergencia mayor y una iniciacién de
contorno més flexible [25], adema&s este modelo pueden detectar objectos cuyos contornos no estan
determinados necesariamente por el gradiente y localizar contornos internos autométicamente.

El uso de level sets ha proveido de mas flexibilidad y ventajas a la implementacién de contornos
activos [14]. Una de las ventajas méas sobresalientes de los contornos activos implicitos via level sets,
es que proveen contornos cerrados y suaves, caso que no siempre ocurre en algunos métodos de
segmentacion tradicionales, como los basados en deteccion de discontinuidades, que usan mdscaras
que se convolucionan con una imagen para detectar bordes [28].
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Capitulo 3

Level Sets

Como se menciond en el capitulo anterior, los métodos de level sets fueron desarrollados por
Osher y Sethian [1]. Son técnicas geométricas basadas en la evolucién de curvas, o de superficies
para el caso de tres dimensiones. Su propdésito inicial fue el de resolver problemas que involucraban
el movimiento de curvas y superficies, por ejemplo la propagacion del fuego. Sin embargo, los level
sets han adquirido popularidad en la segmentacién de imagenes médicas, entre otras cosas, por su
caracteristica de seguir los cambios topolégicos que puedan presentarse en algunas formas. Han sido
aplicados a otros campos como la biomedicina, mecénica de fluidos, seguimiento de objetos, fisica,
quimica y visién computacional entre otros [2,3].

El método empieza con una funcién arbitraria y se propaga para recuperar formas en la ima-
gen. Se considera a una curva cerrada como una frontera que separa una regién (interna) de otra
(externa). Se supone que esta curva se propaga con una velocidad, en una direccién normal a la
curva. La meta es identificar el movimiento de la interfase conforme evoluciona, considerando sélo
el movimiento en direccion normal y no el de direccién tangencial. Para identificar en la imagen los
objetos de interés, la velocidad debe ser cero cerca de los bordes de estos. Lo que forzard la deten-
cion del level set que se propaga, dando como resultado un contorno que representa la forma del
objeto [3]. Una de sus primeras aplicaciones fue detectar bordes en una imagen, pero en aplicaciones
mas recientes pueden detectarse texturas, fomas, colores, etc. [4]

Este capitulo tiene por objetivo dar una introduccién al concepto de level sets. Se menciona la
forma clasica en que se deriva su ecuacion, asi como las ventajas y desventajas mas evidentes que
proporciona el método en general. Se incluiran dos variaciones del método usadas en segmentacién
de iméagenes y se describiran las ventajas de cada uno de estos planteamientos. De esta forma se
abre el camino para presentar en el capitulo subsiguiente la aplicacién de dichas técnicas al conjunto
de imagenes de RM con las que se cuenta.

3.1. Conceptos basicos

3.1.1. Curvas como level sets, contornos implicitos

El origen de este método fue la observacién de que una curva en R? (o superficie en R3) puede
considerarse como la curva de nivel, o level set, de la grafica de una funcién definida en una dimensién
mayor. Si se tiene que la grafica de una funcién ¢(x,y) de dos variables es el conjunto:
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{(z,9,9) € R : 2 = ¢(,9), (z,9) € D(¢) } (3.1)
y la grafica de una funcién ¢(z,y, z) de tres variables es el conjunto

{(z,y,2w) € R w = p(z,9,2), (2,9,2) € D(¢)} (3.2)

etc., entonces, la curva (superficie) level set-n de la funcién ¢(z,y) (¢(x,y, z)) es la interseccién de
la grafica de esta funcién con el plano z = n (o, en el caso de tres variables w =n ) [5].

Si para x € R", se define como interfase a 02 = {x|¢(x) =0}, y Q7 = {x| ¢(x) <0} se
refiere a la parte del dominio dentro del contorno, y Q" = {x | ¢ (z) > 0} es la parte ezterna de la
interfase, ver figura 3.1, (la asignacién de los valores negativos dentro de ¢ es arbitraria, se pueden
intercambiar por valores positivos dentro y negativos fuera). Entonces en general, en R”, estos
subdominios son de dimensién n, mientras que la interfase tiene dimensién n-1. La funcién implicita
¢ (x) se define para todas las x € R" y su isocontorno tiene dimensién n-1 [6].

o0 aof

¢>0

Q

Figura 3.1. Particion en sub-dominios de (2

Tomando por ejemplo al espacio de una dimension, si se toma una linea para dividirla en tres

partes diferentes, usando los puntos x = —1 y = 1, entonces existiran tres sub-dominios separados:
(—o00,—1),(=1,1) y (1,00). En este caso, @~ = (—1,1) es la porcién interna del dominio y QF =
(—o0,—1) U (1,00) es la porcién fuera del dominio. El borde, interfase, entre ellos es 992 = [—1,1].

En forma explicita, se pueden escribir los puntos que pertenecen a la interfase como el conjunto
{-=1,1}, pero también se puede expresar implicitamente como el isocontorno de alguna funcién,
por ejemplo, el isocontorno cero de la funcién ¢(x) = 22 — 1 (ver figura 3.2.(a)); es decir, donde
¢(z) = 0, que corresponde exactamente con los puntos 92 = {—1,1}. Las funciones ¢(z) =| = | —1
y ¢ (z) = * — 1 también son funciones implicitas que tienen la misma interfase 9Q = {—1,1}, ver
figuras 3.2.(b) y 3.2.(c). Lo que muestra que hay diferentes funciones implicitas que tienen interfases
idénticas [6,7].

En el caso de dos dimensiones, la interfase de una dimensién menor es una curva que separa R2
en subdominios. Como ejemplo se toma la circunferencia de ecuacién 2% 4 y? = 1, cuya interfase
puede escribirse en forma explicita como: 02 = {(:U,y) | 22 + 9% = 1}, y que puede considerarse
implicitamente como el level set-cero (¢(x,y) = 0) de la superficie:
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BNV - L

(a) Funcién implicita ¢ (z) =z — 1. (b) Funcién implicita ¢ (z) =z | —1 .

AL

(c) Funcién implicita de ¢ (z) = 2* — 1

Figura 3.2. Tres diferentes funciones implicitas para una misma interfase: 0Q = {—1,1}.

¢($7y):\/m_1

En la figura 3.3(a), se observa a la funcién de level set del ejemplo, siendo intersecada por el
plano z = 0, este plano marca donde ¢ = 0; en la figura 3.3(b) se observa como esta interseccién
corresponde con la circunferencia z? 4+ y? = 1, que puede considerarse como el contorno. El circulo
2?2 + y? = 1 también puede verse como el level set-uno (¢p(z,y) = 1) de la siguiente superficie ¢:

¢ (x,y) = /22 +y?

Al igual que en el ejemplo anterior, se observa en la figura 3.4(a) a la superficie ¢, pero esta vez
siendo el level set el obtenido de la interseccién de ¢ con el plano z = 1; es decir, que se tiene el
contorno considerando los valores donde la altura z es igual a una unidad, o expresado en forma
matemadtica, donde: ¢(x,y) = 1.

Como los ejemplos anteriores lo demuestran, al igual que en el caso de una dimensién, hay
muchas funciones implicitas que pueden describir a una misma interfase. Una ventaja inmediata de

22



3.1. Conceptos bdsicos

Capitulo 3. Level Sets

O(x,y) = Va2 +92 -1
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(a) Superficie ¢ (z,y) = \/m -1

&(x,y) =va2+y2 -1

(b) Vista de la interseccién de la superficie ¢ en el
plano zy. Se obtiene una circunferencia 2 + y? =
1.

Figura 3.3. Representacion de un contorno mediante una funcion de level set

O(x,y) =Vaz+y2

%
7%

(a) Superficie ¢ (x,y) = /22 + 32

r=

d(z,y) = Va2 +y2

8o

(b) Vista de la interseccién de la superficie ¢ en
el plano zy

Figura 3.4. Representacion de un contorno mediante una funcion de level set

este punto de vista es que siempre se estan manejando funciones, lo que facilita el tratamiento de

los cambios de topologia en las curvas de nivel [5].

Por lo que, la idea de evolucionar una superficie (¢) en lugar de un frente fue propuesta, y se
definié que el frente fueran todos los puntos donde la superficie no tiene altura; es decir, donde
¢ = 0. El frente es entonces definido implicitamente como el level set cero: ¢ = 0. La figura 3.5,
muestra como a partir de una superficie, que adema&s se encuentra evolucionando en el tiempo,
se extrae un contorno. De esta forma, la interseccion de la superficie ¢ con el plano z=0 crea el
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contorno implicito [8].

Figura 3.5. Representacion de un contorno mediante el level set cero de una superficie que evoluciona
en el tiempo (imagen adaptada de [8]).

El gradiente de una funcién implicita se define como

_ (99 9¢ 0¢

el gradiente V¢ es perpendicular a los isocontornos de ¢ y apunta en la direccién de incremento
de ¢. Por lo tanto, si x, es un punto del isocontorno cero de ¢; esto es, un punto en la interfase,
entonces V¢ evaluado en x, es un vector que apunta en la misma direcciéon que el vector normal
unitario de la interfase (con direccién hacia afuera) IN. Por lo que, para puntos en la interfase, el
vector normal unitario es [7]
_ V¢

| Vo |
Atdn no se ha mencionado nada sobre la mejor eleccién de la funcién inicial ¢, pero esta puede
ser cualquier funcién arbitraria, siempre que su level set cero coincida con el contorno inicial [8].
Pero no seria sensato escoger una funcion implicita ¢ con oscilaciones innecesarias. De ahi que se
considere a las funciones de distancia con signo, estas también estan definidas como positivas en el
exterior, negativas en el interior y con un valor de cero en la interfase, o borde.

(3.4)

3.1.2. Funciones de distancia

A continuacién se describen las funciones de distancia con signo de acuerdo a lo establecido
en [7], las cuales son un subconjunto de las funciones implicitas definidas anteriormente. Se define a
las funciones de distancia con signo como positivas en el exterior, negativas en el interior y de valor
cero sobre la frontera. La condicién | V¢ (x) |= 1 es propia en este tipo de funciones. Primero se
definira a las funciones de distancia.

Definicion 1. Una funcion de distancia d se define como:
d(x) = min (| x — xr |) para toda x; € 02

lo anterior implica que d(x) = 0 en la frontera donde x € Jf). Geométricamente, d puede ser
construida como sigue: Si x € 01, entonces d(x) = 0. De otra forma, para un punto dado x,
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encontrar el punto en el conjunto de la frontera 9€) més cercano a x y etiquetar este punto como
xc. Entonces d (x) =| x — x¢ |. Ademds, como d es una distancia Euclidiana

| Vd|=1 (3.5)
Definicion 2. Una funcion de distancia con signo es una funcion implicita ¢ con
| p(x) |= d(x) para toda x.

de tal forma que, ¢(x) = d(x) = 0 para toda x € 09, $(x) = —d(x) para todax € 07,y ¢(x) = d(x)
para toda x € QT.

Las funciones de distancia con signo, comparten las propiedades de las funciones implicitas. Pero
ademads, hay otra propiedad que sélo estas funciones poseen:

Vo l=1 (3.6)

El método de level set no requiere que ¢ sea una funcién de distancia, pero las aproximaciones
numéricas son inexactas si ¢ tiene grandes variaciones en el gradiente [9)].

3.2. Formulacién y Derivacion

En procesamiento de imégenes, el método de level set es frecuentemente usado como una herra-

mienta de segmentacion por medio de la propagaciéon de un contorno, usando las propiedades de la
imagen [4]. A continuacién se describen algunas expresiones matematicas que conducen a la forma
en que la ecuacién de level set es obtenida.
En el método, el frente de propagacién, ~y(t), es representado implicitamente como el level set
{¢ = 0} de una funcién ¢. De este modo, dada una hipersuperficie cerrada en movimiento (t); es
decir, v (t = 0) : [0,00) — RV, se desea producir una formulacién Euleriana para el movimiento de
la hipersuperficie propagédndose a lo largo de su direccion normal con una velocidad V, donde V
puede ser funcién de varios argumentos, incluyendo curvatura, direccién normal, entre otras.

La idea principal es integrar esta interfase de propagacién como el level set cero de una funcién
¢ de mayor dimension.
Si ¢(x,t = 0), donde x € RV, se define como

o(x,t=0)==+d(x) (3.7)

donde d es la distancia de x a (¢t = 0), como ya se vi6, el signo de mds (menos) se escoge si el
punto x estd afuera (adentro) de la hipersuperficie inicial (¢ = 0) [10]. En este punto es importante
recordar que, un punto x = (z,y) perteneciente a un frente que evoluciona en el tiempo, tiene su
posicién descrita por x(¢). En cualquier tiempo ¢, para cada punto x(t) sobre el frente, la superficie
tiene por definicién una altura de magnitud cero, lo que se puede expresar como [§]

6 (x(t),1) = 0 (3.8)
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relacionando a las expresiones (3.7) y (3.8), se puede determinar que para el contorno, existe una
funcién inicial ¢(x,t = 0) : RY — R con la propiedad de que [10]

Y(E=0)={x| ¢(x,t=0) =0} (3.9)

Lo anterior tiene sentido ya que la eleccién de la funcién inicial ¢, que representara implicitamente
al contorno o frente v en un tiempo t=0, se definié como la distancia con signo d al punto x, porque
con esta especificacion de ¢, el level set cero coincidird con el contorno inicial, pues la distancia al
mismo contorno es cero, de ahi que en la expresion (3.9) la distancia sea igual a cero ( ¢ (x,t) = 0)
para poder representar al frente «y. La funcion ¢ es llamada la funcion de level set.

z= (I) (x,y,t=0)

Y q):C

R el Ll T
- -

(a) (b) cmcfmmam——="

— Level q):O

Set

(c) (d)

v (1) ="es ¢=0

-

HO,

Figura 3.6. Representacion de contornos mediante level sets, (figura modificada de [10])

Por ejemplo, en la figura 3.6, se considera que el frente de propagacion inicial v en un tiempo
(t = 0) es un circulo en el plano zy (ver figura 3.6.(a)). Suponiendo que el circulo es el level set
{¢ = 0} de la superficie inicial z = ¢ (z,y,t = 0) en R (ver 3.6.(b)). Entonces, se puede hacer
coincidir la familia de curvas en movimiento (¢) con la familia de superficies en movimiento de
tal manera que el level set {¢ = 0} siempre produzca el frente en movimiento (ver figuras 3.6.(c) y
3.6.(d)) [10].
La figura 3.7, muestra la forma en que la funcion de level set es descrita por la distancia que hay de
un punto, x € €, al contorno -, es decir, por la funciéon de distancia con signo. Como la interfase
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es una curva que contiene puntos infinitos, usualmente, la funciéon necesita ser aproximada por
una discretizacién. El conjunto de puntos definiendo la funcién implicita ¢ forman una rejilla o
cuadricula (ver figura 3.7) [11].

d(wnt)

clo|ls|lwm|m|m|lw|s]o|lov |
oles|lw|lm]lelmlmn]|lw|s]|]o]lo
Ole|lw|s|b|lw|m]|e]l=]Nn]|w]| &
clo|ls|lojlo|ls|lw|m|m|lw|s]|o

\ N
O(z 3 ¢) Y(t)

Figura 3.7. Representacion del contorno (t) a partir de una funciéon de distancia con signo, (imagen
adaptada de [12]).

3.2.1. Ecuacion de Level Set
Movimiento en un campo de velocidad generado externamente

En general, para cualquier tiempo t, el frente que se propaga, estara dado por

v(t) ={x | ¢(x,t) =0} (3.10)

Para derivar una ecuacion de movimiento para esta funcion de level set ¢ y relacionar su level
set cero con el frente que evoluciona, primero es necesario que el valor del level set de una particula
del frente, con una trayectoria x (t), sea siempre cero y por lo tanto

b (x (1), 1) =0 (3.11)
al derivar y aplicar la regla de la cadena; por ejemplo si z = f (z,y), 2 =g (t) y y = h (¢)
dz _ Ozdx  Ozdy

e _ e == 3.12
dt  Ox dt * Oy dt ( )
entonces, después de derivar ambos lados de la ecuacién (3.11) con respecto a t, se tiene
0 t),t)dx (t 0 t),t)dt

dt ot dt

@
R
=
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= x/(t), se reescribe a (3.13) como

Vo (x(t),t) - x'(t) + ¢ (x(t) ,1) =0 (3.14)
reescribiendo la expresién anterior se llega a [2]
Vo -x' + ¢ =0 (3.15)

la ecuacién (3.15) puede expresarse en términos de la velocidad de cada punto en la superficie
implicita (V (x)), asumiendo que esta velocidad es conocida para cada punto x con ¢ (x) = 0;
entonces, dado este campo de velocidad V = (u,v,w), si se desea mover todos los puntos en la
superficie con esta velocidad, la forma mas facil de hacer esto es resolver la ecuacién diferencial
ordinaria (EDO)

dx

— =V (x 3.16

- Vix) (3.16)
al introducir esta formulacién Lagrangiana de la ecuacién de evolucién de la interfase en (3.15) y
reacomodéandola

¢+ V(x) Vo =0 (3.17)

La ecuacién diferencial parcial (EDP) en (3.17) define el movimiento de la interfase donde ¢ (x) =0
y es llamada a veces ecuacion de level set [7].

Movimiento en direccién normal

En esta seccién se obtiene otra expresién conocida también como ecuacion level set, pero defi-
niendo un movimiento de la interfase para un campo de velocidad V autogenerado, que depende
directamente de la funcion de level set ¢. Se considera como ejemplo, al movimiento por curvatura
donde la interfase se mueve en la direcciéon normal con una velocidad proporcional a esta; esto es
V = —bkN, donde b es una constante; si b > 0 la interfase se mueve en la direccién de la parte
de concavidad, entonces, los circulos (en dos dimensiones) se encogen hasta formar un punto y
desaparecer; k es la curvatura.

En el movimiento por medio de la curvatura, la velocidad sélo contiene una componente en
la direccién normal, esto es, la componente tangencial es cero. En general, no hay necesidad de
especificar una componente tangencial al introducir un campo de velocidades. Como N y V¢ tienen
la misma direccién entonces, T - V¢ = 0 para cualquier vector tangente T, lo que implica que la
componente tangencial de la velocidad se desvanece cuando se introduce en la ecuacién de level set.
Por ejemplo, en dos dimensiones con V = VyN 4 V7T, la ecuacion de level set en (3.17) es

¢y + (VNN + VrT) - Vo =0 (3.18)

ya que T - V¢ = 0, la expresion (3.18) queda como

¢t + VNN -V¢ =0 (3.19)
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de acuerdo a la definicién de N en (3.4), se tiene lo siguiente al sustituir el producto punto del
vector normal con V¢

Ve . Ve
N-w_—’w’ Vo= =| Vo | (3.20)

lo anterior se introduce en la expresién (3.19) obteniendo

¢+ VN |Ve[=0 (3.21)

donde Vi es la componente de la velocidad en la direccion normal, también conocida como velocidad

normal. De esta forma, en el movimiento por curvatura Vy = —bk.
Colocando Viy = —bk en la ecuacion de level set (3.21), tenemos:
b1 = bk | Vo | (3.22)

Al igual que la expresién (3.17), la ecuacién (3.21) es también conocida como la ecuacién de
level set [7].
En (3.21), ¢ es la solucién de la ecuacién diferencial y, en cualquier tiempo, el frente en movimiento
¢ es solo el level set cero de ¢.

3.2.2. Condiciones de entropia y soluciones débiles

El método de level sets depende, en parte, en la teoria de evolucion de curvas y superficies asi co-
mo en el vinculo entre frentes de propagacion y leyes de conservacién hiperbdlicas. En el método de
level sets se reformula el movimiento de la interfase, en un marco Euleriano y como un problema
de valor inicial con una EDP dependiente del tiempo, que confia en las soluciones de wviscosidad
de las ecuaciones diferenciales para actualizar la posicién del frente. Estas soluciones se obtienen
al aprovecharse estrategias de la solucién numérica de las leyes de conservacion hiperbdlicas [13].
La razén por la que se llama formulacion de valor inicial es debido a que la posicién inicial de la
interfase da la informacion inicial para un problema dependiente del tiempo. En otras palabras, la
solucién empieza en una posicién dada y evoluciona en el tiempo [14].

En general, se asume a un frente de propagacién inicial ¥ como una curva (en R?) cerrada y
suave; sin embargo, en todos, excepto en los flujos més simples, esta suposiciéon de suavidad se
pierde rapidamente (ver figura 3.8).

En la figura 3.8, la curva cosenoidal inicial, con una velocidad de propagacién F' (k) = 1, descrita
por
v(0) = (1 —s,[1+ cos2ms]/2) (3.23)

T uinas, una vez qu u movimien n direccién norm ne ambi-
desarrolla es as, una ve e esto sucede el mo ento en direcciéon normal se define amb
guamente y no es claro como continuar la evolucién, situaciéon que se ilustra mejor en la figura

3.9.
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£
4

(a) Swallowtail (F=1) (b) Solucién de entropia (F=1)

Figura 3.8. Curvas cosenoidales propagandose con velocidad unitaria [15].

™,

Figura 3.9. Estado ambiguo en la propagacion de una esquina [8].

Asi que, més alld del problema de la discontinuidad en la derivada, se necesita una solucion débil,
llamada asi porque la solucién satisface débilmente la definicién de diferenciabilidad. La ventaja de
tal formulacién es que no requiere el mismo grado de diferenciabilidad que una solucién potencial
y, por lo tanto, permite soluciones mas generales. Una solucién puede ser continua; mas alla de
la formaciéon de una singularidad, correspondiente a una esquina en la curvatura del frente de
propagacion; dependiendo de la naturaleza de la interfase en discusién. Si ésta es vista como una
curva geométrica evolucionando bajo la velocidad dicha, entonces una posible solucién débil es la
que tiene una especie de cola o swallowtail (ver figura 3.8.a), la cual permite al frente de propagacién
cruzarse a si mismo. La falta de diferenciabilidad en el centro, no destruye la solucién. Sin embargo,
si se considera al frente como una interfase que separa dos regiones, este deberia consistir en un
conjunto de puntos localizados a una cierta distancia de la curva inicial. La figura 3.8.b muestra
esta solucién alterna. En términos generales, lo que se quiere es remover esta especie de cola; una
forma de construir esta solucién es a través del principio de Huygens, se suponen frentes de onda
emanando con una velocidad unitaria de cada punto de la frontera y la envolvente de este frente
siempre corresponde con las primeras llegadas. Lo que dard automdaticamente la soluciéon dada en
la derecha de la figura 3.8.

Ambas construcciones pueden ser consideradas como soluciones al problema de propagacién de
frentes, pero la solucién preferida corresponde a la de la distancia més corta o primeras llegadas.
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Otra forma de obtenerla es a través de la nocién de condicion de entropia propuesta por Sethian [15].
El término de entropia se refiere al grado de organizacién de la informacion. En términos generales,
la condicién de entropia dice que no puede crearse informacién nueva durante la evolucién del
problema. La eleccion de la solucién débil dada por la condicién de entropia, recae en la perspectiva
de que el frente separa dos regiones y la suposicién de que uno estd interesado en el seguimiento
de una regién a la otra; estrictamente, esta nocién de condicién de entropia sélo tendra significado
para un grafico de propagacion.

3.2.3. Ecuaciones de Hamilton-Jacobi y su relacién con leyes de conservacion

La ecuacién

ot +V -V =bAg (3.24)

incluye los efectos de un campo de velocidad externo y un término de difusién. La versién de level
set de la expresion anterior es

¢+ V- -Vo=0bk| Vo | (3.25)

si el término b se remplaza por el termino € que se desvanece conforme en la cuadricula Az — 0,
entonces la ecuacién (3.24) se convierte en

ot +V- Vo =eAg (3.26)

que se aproxima a la ecuacién (3.17) conforme € — 0. La adicién de un término artificial eA¢ a
la derecha de la ecuacién (3.17) es llamado método de viscosidad artificial. Este método surge en
la dindmica de fluidos computacional, donde términos de la forma eA¢ se agregan a la derecha de
las ecuaciones de conveccion para escoger las soluciones de viscosidad evanescentes vélidas en el
limite conforme ¢ — 0. Esta viscosidad evanescente selecciona la solucion débil correcta cuando no
existe una solucién clasica, por ejemplo en el caso de discontinuidades por choques de ondas. Como
se menciond lineas arriba, Sethian [15] sugirié una condicién de entropia que permite a las curvas
desarrollar esquinas y demostré que dicha condiciéon producia la solucion débil correcta para ciertas
curvas. Osher y Sethian senalaron entonces que la ecuacién

1+ V -Vo=¢ex | Vo | (3.27)

es una manera mas natural en comparacién con (3.26) para tratar con métodos de leve set, aunque
estas dos ecuaciones son intercambiables cuando ¢ es una funcién de distancia con signo.

Por otro lado, la forma general de una ecuacién de Hamilton-Jacobi (H-J) es
G+ H (V) =0 (3.28)

La conveccién en un campo de velocidad generado externamente (ecuacién 3.17) es un ejemplo de
ecuacién del tipo H-J donde H (V¢) = V - V¢. La ecuacion de level set (ecuacién 3.21) es otro
ejemplo de ecuacién de H-J con H (V¢) = Vi | V¢ |. Aqui, Vx puede depender de x,t o incluso
Vo/ |Vl

La ecuacién para movimiento por curvatura (ecuacién 3.22) no es del tipo H-J, dado que la veloci-
dad del frente depende en las derivadas segundas de ¢. Las ecuaciones de tipo H-J que dependen a
lo mas de las primeras derivadas de ¢, son hiperbdlicas. Por otro lado, la ecuaciéon para movimiento
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por curvatura depende de las segundas derivadas de ¢ y es de tipo parabdlica.

Para la relacién con las leyes de conservacién hiperbdlicas, se considera a la ecuacion escalar de
una dimensién de la ley de conservacion:

u + F(u), =0 (3.29)

donde u es la cantidad conservada y F'(u) es la funcién de flujo. Una ley de conservacién es la
ecuacién de continuidad para la conservacién de la masa

pt + (pu), =0 (3.30)

p es la densidad del material. En dindmica de fluidos computacional, la ecuacion de continuidad se
combina con ecuaciones de conservacion de momento y ecuaciones de conservacion de energia para
obtener las ecuaciones de Navier-Stokes de compresion, las cuales se convierten en las ecuaciones de
Euler si se desprecian los efectos del término de viscosidad. Las discontinuidades en las ecuaciones de
Euler fuerzan a considerar las soluciones débiles cuando las derivadas de la solucién no existen. Las
ecuaciones de Euler ademads, no siempre pueden tener soluciones uinicas y la condiciéon de entropia
es usada para escoger la solucién correcta. Esta es la solucién de viscosidad evanescente mencionada.

ur + <u22>z (3.31)

es una ley de conservacién escalar, que desarrolla discontinuidades desde los datos iniciales suaves
y presenta choques de expansién no fisicos si no se usa la solucién de viscosidad evenescente para
forzar a éstos a ser ondas de expansién suaves. Muchos de los métodos numéricos desarrollados para
resolver a esta ecuacion, pueden ser extendidos para tratar las ecuaciones de Euler unidimensionales
y multidimensionales. Considerando el caso unidimensional de la ecuacién de H-J

La ecuacion de Burgers

¢t + H (¢2) =0 (3.32)

después de tomar la derivada espacial en ambos lados de la ecuacion

(02); + [H (¢2)], (3.33)

si u = ¢, en la ecuacién(3.33) entonces
w+ H(u), =0 (3.34)

que tienen la forma de la ecuacién de la ley de conservacién escalar (ver ecuacién(3.29)). Con lo que
se puede ver la correspondencia entre las ecuaciones de Hamilton-Jacobi con las leyes de conserva-
cién. La solucién u de una ley de conservacion es la derivada de una solucién ¢ de una ecuacién de
Hamilton-Jacobi. Y a la inversa, la soluciéon ¢ de una ecuacién de Hamilton-Jacobi es la integral de
una solucién u de la ley de conservacion [7].

En este trabajo no se ahondara mas con respecto a la explicacion del vinculo entre frentes de pro-
pagacion y leyes de conservacién hiperbdlica, pero una explicacién mas detallada puede consultarse
en [7,15,16].
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Ventajas

Hay cuatro ventajas principales para la formulacién Hamilton-Jacobi Euleriana:
-La primera es que la funcién que evoluciona ¢ (x,t) permanece como una funcién, siempre que Vy
en la ecuacién 3.21 sea suave. Sin embargo, los frentes de propagacién pueden desarrollar choques
(figura 3.10(a)), o rarefacciones en las esquinas al expandirse (figura 3.10(b)), cambiar de forma,
separarse y unirse.

(a) Shock o choque en una esquina. (b) Rayo de rarefaccién desde una es-
quina.

Figura 3.10. Frentes propagandose con una velocidad en direccion normal a la interfase [15]

- La segunda es en relacién con las aproximaciones numéricas. Las estrategias numéricas desa-
rrolladas para aproximar la formulacién del valor inicial son tomadas de las leyes de conservacién
hiperbdlicas, que formulan las derivadas parciales espaciales y temporales sobre una cuadricula
discreta y hacen uso de aproximaciones por diferencias finitas. Como ¢ (x,t) permanece como una
funcién conforme evoluciona, se puede usar una cuadricula discreta en el dominio de x y sustituir las
derivadas espaciales y temporales por aproximaciones de diferencias finitas. Usando una cuadricula
de espaciado h, con nodos 7,j y empleando la notacién de ¢j’; como la aproximacion a la solucion
¢ (ih, jh,nAt), donde At es el paso de tiempo, se puede escribir:

ot — o
”Tt” +Vy | Vo |=0 (3.35)

-La tercera ventaja es que las propiedades geométricas intrinsecas del frente pueden ser determinadas
facilmente a partir de la funcién de level set ¢. Como la normal

Vo

= " 3.36
Vol (3:50)
y la curvatura, que se expresa en términos de ¢ como:
2 - 2 € X + T 2
. Pyy Py — 2020y Pay + Gaady (3.37)

(62 +¢2)°”

-Finalmente, la cuarta ventaja de la aproximacién por medio de level sets, es que no hay diferencias
significativas en seguir los frentes en tres dimensiones. Sélo se expanden las estructuras de arreglos
y los operadores de gradientes, y las superficies que se propagan se manejan facilmente [10].
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3.2.4. Reinicializacion

En los métodos de level set (MLS) convencionales, la FLS comtinmente desarrolla irregularidades
durante su evolucién. Se causan errores numéricos y eventualmente destruye la estabilidad del level
set. Para hacer frente a este problema, una solucién numérica conocida como reinicializacion, fue
introducida para restaurar la regularidad de la FLS y mantener estable su evolucién. La reinicializa-
cién se hace deteniendo periddicamente la evolucién y convirtiendo la FLS degradada a una funcién
de distancia [17]. Un método para la reinicializacion es resolver la ecuacién de evolucién (7,17, 18]

98 — Sign(s0) (1 | V6 ) (3.3%)

Donde Sign(¢) es una funcién signo que toma el valor de 1 en Q7 -1 en Q™ y 0 en la interfase
09). Este método funciona siempre que ¢ se mantenga relativamente suave; desafortunadamente si
no lo es, la interfase puede moverse incorrectamente. De ahi que se propusiera la funcién

b0

Sign(do) = ————
o5 + (Ax)

(3.39)

como una aproximacion, ésta sélo se calcula una vez usando los valores inciales de ¢(t, z,y), este
valor usualmente se denota como ¢(0,x,y) = ¢o(z,y). Posteriormente se sugirié

. ¢
Sign(¢) = —
V& +1 V6 [P(Ax)
como una mejor aproximacion, en especial cuando ¢y es una mala aproximacién de una funcién de

distancia con signo, al usar esta ecuacién para el valor de Sign se debe actualizar constantemente
conforme los célculos avanzan.

(3.40)

3.2.5. Reinicializacion con el método de Narrow-Band

Una alterativa que se usa para reducir el niimero de operaciones es el método de Narrow-Band.
Se basa en la idea de que el level set cero puede moverse actualizando sélo un conjunto pequeno de
puntos en un vecindario cercano a él, en vez de hacerlo para todos los puntos en la cuadricula. Este
método limita al level set cero en una banda de ancho 7 por dentro y fuera de él, como lo muestra
la figura 3.11. El valor de 7 determina el nimero de puntos en la cuadricula que se incluyen en
la banda del narrow-band. El level set se movera hasta que choque con el borde del narrow-band,
es decir una distancia méxima de 7/2. Cuando se alcanza esta distancia se reconstruye un nueva
banda para el nuevo level set y se reinicia a la funcién. Después, se itera un cierto nimero de veces
en el tiempo a este nuevo level set, una distancia mas o menos igual a 7/2, y se repite el proceso [10].
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.
-

> X

Figura 3.11. Level set ¢ =0 con un narrow-band de ancho 7 alrededor de él.

3.3. Métodos Variacionales

Muchos problemas en el andlisis de imagenes que involucran limites como bordes y regiones,
pueden convertirse a una formulacion variacional. Esto significa que curvas y superficies se deter-
minan como minimizadores de funcionales. Cuando en la formulacién variacional la soluciéon no
puede determinarse directamente de la ecuaciéon FEuler-Lagrange, un procedimiento de descenso de
gradiente (gradient descent) puede usarse. Una breve explicacion de la ecuacion Euler-Lagrange se
da en el apéndice A. M4s informacién puede encontrarse en textos como [19-21].

3.4. Contornos activos sin bordes, modelo Chan-Vese

En esta seccién se dard una breve explicacién de los conceptos y expresiones mas importantes
del modelo Chan-Vese, referido a continuaciéon como modelo C-V.

El procedimiento desarrollado por Tony F. Chan y Luminita A. Vese [22], estd basado en técnicas
de evolucién de curvas, el funcional de Mumford-Shah (M-S) para segmentacion y level sets. Este
modelo puede detectar bordes que no necesariamente estdan determinados por un gradiente como
es el caso de los modelos clésicos de snakes y contornos activos, en los que se usa un detector de
bordes dependiente del gradiente para detener la evolucion de la curva en el borde del objeto de
interés. Un detector de bordes general, pude definirse como una funcién g positiva y decreciente,
dependiente del gradiente de la imagen Iy, tal que

lim ¢g(z) =0

Z—00

Por ejemplo
1

- 1+ | VGs (x) * Iy (x) |V’

9(I VI (x) ) p=>1 (3.41)
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Donde G, *1j, una versién suavizada de Iy, es la convolucion de la imagen Iy con la funcién Gaussiana
G,. La funcién g (] VI (x) |) es cero en los bordes. Sin embargo, uno de los inconvenientes en la
expresion (3.41) es que si la imagen I es muy ruidosa, entonces la suavizacién isotrépica con un filtro
Gaussiano tiene que ser fuerte, lo que suavizara también los bordes. El modelo C-V puede detectar
contornos con o sin gradiente, por ejemplo, objetos con bordes muy suaves, ademdas contornos
internos se detectan automaticamente y la curva inicial puede estar en cualquier parte de la imagen
bajo ciertas consideraciones [22].

3.4.1. Conceptos basicos

En el caso méas simple, se asume la idea de que la imagen original I esta formada por dos
regiones de intensidades por tramos constantes de distintos valores Ié e I3, se asume también que
el objeto a ser detectado es representado por la regién con valor de Ig. Si se denota su borde como
70, se tiene entonces

Io ~ I} adentro del objeto — dentro (o)
Iy = I§ afuera del objeto — fuera (o)

En un principio, el modelo de C-V considera el siguiente término de ajuste

Fi(7)+F w):/

| Iy (x) — c1 [Pdx + / | Iy (x) — ¢o |* dx (3.42)
dentro(vy)

Sfuera(v)

donde v es cualquier otra curva variable y las constantes ¢ y ¢z, dependiendo de -, son los prome-
dios de Iy dentro y fuera de « respectivamente.

El contorno 7y, el borde del objeto, es el término que minimiza a la expresién en (3.42) y asi
Fi(v0) + F2 () = 0 (3.43)

Lo anterior se puede entender mejor si se consideran los cuatro posibles casos mostrados en la
figura 3.12. Dado que c; y c2 son los valores promedios en el objeto y el fondo, respectivamente,
los términos F; y F> pueden ser considerados como la varianza del nivel de gris en la regién de lo
que se considera como el objeto de interés y el fondo, estos términos miden que tan uniforme es
la regién en términos de intensidad de pixeles. Entonces cada término F'() se anulard cuando el
valor en la regién interna (fuera) de « de la imagen Iy, sea igual al valor promedio de ¢; (c2) en esa
region; es decir, cuando el valor promedio en el objeto (o el fondo) sea igual al valor de la imagen.
Por ejemplo, para el caso binario en la figura 3.12(a), el contorno encierra el objeto de interés y la
varianza dentro de 7, en niveles de intensidad, es un ntmero diferente de cero; mientras que en el
fondo (v < 0), la varianza es cero, ya que todos los pixeles afuera de  presentan el mismo nivel
de intensidad. El mismo razonamiento puede aplicarse para cada uno de los casos, llegando a la
conclusién de que cuando v se encuentra justo en el borde del objeto g (figura 3.12(d)) ambos
términos F' () se anularan.

Finalmente, el modelo C-V incluye dos términos de regularizacién: la longitud de la curva -,
y/o el drea de la regién dentro de . Quedando el funcional a minimizar como
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(a) Fi(y) >0, F2(7) = (b) Fi(v) =0, F2(y) >0

(¢) Fi(y) >0, Fo(y) >0 (d) Fi(v) =0, F2(y)=0

Figura 3.12. Representacion de los posibles casos de posicion de una curva. Solo en el caso (d) se
minimiza el término de ajuste.

F (c1,c2,7) = pu - Longitud () + v - Area (dentro (7))

+>\1/ | Ip (%) — e [P dx
dentro(vy)

+ Ao / | Io (x) — o [Pdx (3.44)
uera(7y)

Formulacion level set

Usando la formulacién de level set en el modelo (3.44), se tiene que el contorno ~ se representa
por medio de la funcién level set ¢ : Q — R, tal que

e y=0w={xeN:¢p(x)=0}
o dentro(y) =w={xe€N:¢(x) >0},
o fuera(y)=Q—-w={xeQ:¢(x) <0},

Para la formulacién en forma de level set, se remplaza la variable v por ¢. Los términos en (3.44)
pueden ser reescritos en términos sélo de la funcién de Heaviside (H), y la funcién delta de Dirac
(09) de una dimensién, definidas respectivamente como

1, si 2z>0 _d
H<Z)_{0, i z<0, 0@=7HE
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las expresiones anteriores se pueden aproximar mediante
1 2
H. (z) == <1 + —angtan <Z>> (3.45)
2 us €

)= rE Ty

donde € es una constante y cuando € — 0 ambas aproximaciones convergen a H y &g respectivamente.
De acuerdo a [22], estas aproximaciones se usan para que la solucién de la energia no dependa de la
curva inicial, pues con ellas se puede obtener un minimizador global, que adema&s permite detectar
contornos internos.

Usando (3.45) y (3.46) el funcional (3.44) queda como

(3.46)

Fler, 0,0 /5 ) | Vo(x) |dx+u/H )) dx
[ 160 — e P (60x) dx
+)\2/Q|IO (x) — ¢ [*(1 — He (¢(x))) dx (3.47)
en donde:

/ 2 (%) He (6(x)) dx

/H
[ 706) (1= 1 60
[ 0= He o)) i

c1(9) = (3.48)

c2 (¢) = (3.49)

lo anterior indica que los valores de ¢ y ¢ estan dados por
e ¢; (¢) = promedio(lp) en ¢ > 0,
e ¢35 (¢) = promedio(ly) en ¢ < 0

Al mantener c; y ¢ fijas, y minimizar F' con respecto a ¢, se obtiene la ecuacién de Euler-Lagrange
para ¢. Parametrizando la direccién de descenso por un tiempo artificial ¢ > 0, la ecuacién ¢(t, x),
con ¢ (0,x) = ¢o(x) definiendo el contorno inicial, es (ver apéndice C):

% s (¢>)[ dw<’§i> v = Mo — 1)+ dallo — ¢2)*| =0 (3.50)

Una explicacién més detallada del uso de la funcién H y dp se puede encontrar en [7,22].

El uso de level sets, la simplificacién de que hay solo dos niveles ¢; y ¢o y la inclusién de los
términos que penalizan el drea encerrada y la longitud del contorno ¢q, representan las diferencias
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del modelo C-V con el modelo de Mumford-Shah clésico. Lo que visualmente se observa en la figura
3.13.

(a) Imagen original I (b) Imagen segmentada con  (c¢) Imagen segmentada con
el modelo M-S. el modelo C-V.

Figura 8.13. Comparacion de segmentaciones con (b)aproximacion Mumford-Shah, uso de funciones
suaves por tramos, y (c)modelo binario Chan-Vese [23].

Este método puede extenderse para mas de dos regiones, Vese y Chan propusieron un modelo
para segmentar imagenes con valores constantes por tramos, usando N funciones level set para
partir el dominio en 2V fases [24,25].

3.5. Segmentacién en presencia de inhomogeneidad de intensidad

Como se menciond, los métodos de level set para segmentacién de imagenes pueden ser cate-
gorizados principalmente en dos clases: modelos basados en regiones y modelos basados en bordes.
Los primeros buscan identificar cada region de interés al usar un cierto descriptor para guiar el
movimiento de un contorno activo. Sin embargo, es muy dificil definir un descriptor de regién para
imédgenes con inhomogeneidades de intensidad. La mayoria de estos modelos se basan en la suposi-
ciéon de homogeneidad en los niveles de intensidad. Los modelos basados en bordes no hacen esto,
y por lo tanto pueden ser usados en imagenes con estos problemas de intensidad. Sin embargo, este
tipo de métodos son en general muy sensibles a las condiciones iniciales y frecuentemente sufren de
problemas de fugas de contorno (leakage) en imagenes con bordes poco definidos [26].

3.5.1. Planteamiento en un marco variacional para la segmentaciéon

En [26], para tratar con inhomogeneidades de la imagen en la segmentacién se emplea un mo-
delo multiplicativo que describe la composicién de las imagenes del mundo real. De la fisica de la
formacién de imdgenes en una variedad de modalidades (por ejemplo cdmara y RM) una imagen
observada I puede ser modelada como

I'=bJ+n (3.51)

donde J es la imagen verdadera que mide una propiedad fisica intrinseca del objeto captado que se
asumira constante por tramos y que toma aproximadamente N valores constantes distintos cy, ..., cy
en regiones disjuntas {21,..., {2y respectivamente; {Q,}fv forma una particién del dominio de la
imagen, esto es ) = Uﬁ\;lﬁi y i NQ; = 0 para i # j; b es la componente que representa la

39



3.5. Segmentacion en presencia de inhomogeneidad de intensidad Capitulo 3. Level Sets

intensidad de inhomogeneidad y es conocida como campo bias (o shading image), se asume que varia
lentamente para ser aproximado por una constante en el vecindario de cada punto de la imagen; y
n es un ruido que se asume aditivo de media cero y con distribucién Gaussiana. Continuando con
lo establecido en [26], se propuso un método para estimar las regiones {Ql}ZN , las constantes {Cz}f\[
y el campo bias b. El criterio se definié en términos de las regiones €;, las constantes ¢; y la funcién
b, como una energia en un marco variacional, la cual es minimizada para encontrar las estimaciones

A YN .
a las condiciones éptimas de regiones {Ql} , constantes {@}Z]\L 1 v campo bias b.

Propiedad de agrupamiento de intensidad local

Basédndose en el modelo en (3.51) se derivé una propiedad de agrupamiento de intensidad local,
para ésta se considera un vecindario circular con un radio p centrado en cada punto y € € definido
por Oy £ {x:|x —y |< p}. La particién {Qz}fv de todo el dominio €2 induce una particion del
vecindario Oy, esto es {0y N Qz}fv forma una particiéon de Oy. Para un campo bias b que varia
lentamente, los valores b (x) para toda x en el vecindario circular Oy son cercanos a b (y), esto es:

b(x)~b(y) para x€ Oy (3.52)
por lo que, las intensidades b (x) J (x) en cada subregion Oy N §2; son cercanos a b (y) ¢;, esto es:
b(x)J(x)~b(y)c; para x€0y,NQ; (3.53)
Sustituyendo la expresion (3.53) en (3.51)
I(x)=b(y)ci+n(x) para x€ OyNEY (3.54)
Por lo tanto, las intensidades en el conjunto I;, ={I (x):x € 0, N} forman un cluster o agru-
pacién con centro m; = b(y)c¢; .
Formulacién de energia

En la seccion anterior la propiedad de agrupamiento de intensidad local, indica que las intensi-
dades en el vecindario Oy se pueden clasificar en N grupos, lo que permite aplicar el algoritmo de
clasificacién de K-medias para separar estas intensidades locales. Para las intensidades I (x) en el
vecindario Oy, la expresion para el algoritmo de K-medias es:

N
Fy = Z/ 1T (x) — myu; (x) dx (3.55)
i=1"0

donde:

e m; es la media del grupo 1.

e u; es la funcién de pertenencia de la regién €2; a ser determinada, u; (x) = 1 para x € Q; y
u; (x) =0 para x ¢ €,

Si se introduce K (y —x) como una funcién positiva de ventana, también llamada funcién kernel,
tal que K (y —x) = 0 para x ¢ Oy y se minimiza para toda y en {2 con respecto a y sobre el dominio
de la imagen 2, la expresién final a ser minimizada es

N
aé/(Z/Q_K(y—x) 11(x) = b(y) cﬁdx) dy (3.56)
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3.5.2. Formulacién de energia en level sets

La energia € se convierte a una formulacién de level set al representar las regiones disjuntas
Q1, ...,y mediante funciones level set, con esta formulacion la minimizacién de energia puede ser
resuelta usando métodos variacionales.

Energia para dos fases

Para una particién del dominio 2 en dos regiones (N = 2) se tiene una funcién de level set ¢,
las regiones se pueden definir como:

D ={x:0(x)>0} y Q={x:¢(x)<0} (3.57)

Las regiones €21 y €29 pueden ser representadas por su funciones de pertenencia definidas por
M (¢) = H(¢) y Ma(¢) =1— H (¢), respectivamente, H es la funcién de Heaviside. La energia
en (3.56), después de intercambiar el orden de integracién y hacer otras sustituciones, para el caso
N =2es

N
(dvest) = [ D e (00 M (0/x)) da (3.58)
i=1
e; es la funcién definida como
(0= [ Ky =116~ b(y)eildy (359)
y ¢ = (c1,...,cn), (3.59) puede aproximarse mediante
ei(x) = Pl — 2¢;I(bx K) + ¢} (b* x K) (3.60)

Donde * se refiere a la operacién de convolucién y 1x(x) = [ K(y — x)dy que es igual al valor de
una unidad en todas partes excepto cerca de los bordes de la imagen. La energia en (3.58) se usa
como el término de datos para la formulacién de level sets. El funcional completo de [26] se define
como

F(¢7 C, b) =€ (¢7 C, b) + VL (¢) + MRP(¢) (361)

El término L(¢) calcula la longitud de arco del contorno del level set cero y suaviza dicho contorno
al penalizar su valor. R(¢) es llamado el término de regularizacién de distancia, que es capaz de
mantener la forma del level set como una funcién de distancia con signo [17]. En el caso de este
método no se ahondard mas respecto a la minimizacién de su funcional de energia, sélo se incluiran
las expresiones finales obtenidas de minimizar F' con respecto a ¢, c y b, con ellas se procede para
llevar a cabo una pequena comparacion, de manera muy general, entre el método en la secciéon 3.4
y el de la presente.

Minimizacién con respecto a ¢

(?;f = —0(¢) (e1 — e2) + vd(¢) div (%)

+pdivd, (| Vo |) Vo) (3.62)

con dp(s)
Durante la evolucién de la FLS de acuerdo a (3.62) las constantes ¢; y ¢ en ¢ y el campo b se

2 p0),
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actualizan al minimizar la energia (¢, c,b) con respecto a ¢ y b respectivamente.

Minimizacién con respecto a c. La ¢ que minimiza la energia (¢, c,b), denotada por ¢ =

(¢1,...,¢N) €s
. [ (bx K)Tudy
a= [ (6% x K)u;dy (3:63)

con u;(y) = M; (¢(y)).

Minimizacién con respecto a b. El valor de b que minimiza la energia (¢, c,b), que se
denota por b es

. (TJW)x K
b=k (3.64)

con J) = Zfil ciug, y J® = ZZJL e ug

3.6. Comparacién de métodos

La seccién 3.4 y 3.5 hacen referencia a dos métodos basados en regiones, el primero sugerido
por Chan et al [22] y el segundo por Li et al [26]; de la informacién presentada en ellas es posible
resumir las caracteristicas mas importantes, evidentes y ttiles de cada método; éstas fueron las
tomadas como referencia para la eleccién final del método a implementar para la segmentacion del
mesencéfalo. El método propuesto por Li et al serd denotado como MLS-PI, que hace referencia al
método de level sets en presencia de inhomogeneidades.

Las ventajas del método de C-V son: 1. Detectar bordes que no necesitan de una magnitud
de gradiente alta; siempre que se trate de una imagen con un grado relativo de uniformidad en
sus niveles de gris la segmentacién dard buenos resultados; 2. Puede detectar contornos internos
automaticamente; 3. No se discutié, pero el método puede extrapolarse para mas de una funcion
level set; es decir, para méas de dos regiones a ser detectadas; 3. La implementacién numérica resulta
en férmulas sencillas; 4. La reinicializacién puede ser opcional, y 5. No requiere de un suavizado de
imagen, por lo que puede trabajar aun en imagenes con ruido.

Sus deventajas son: 1. En imagenes con presencia de inhomogeneidad, la segmentacion fallard en
gran medida; 2. Puede ser sensible a la colocacién del contorno inicial, y 3. Posee varios parametros
que deben ser elegidos por el usuario y cuya eleccién se rige por medios heuristicos.

El método de C-V puede o no, requerir de una reinicializacion de la FLS, pero en caso de necesitarla
el problema es que puede mover de posicion erréneamente al level sets, ademdas de que no existe
una regla universal que indique en que momento se debe aplicar.

Las ventajas del MLS-PI son: 1. La capacidad simultidnea de segmentar y estimar un campo bias,
que se usa para corregir una imagen con falta de homogeneidad, asi que si se presentan imagenes que
tengan estos problemas se pueden corregir; 2. Al incluir un término R(¢) la reinicializacién para la
FLS no se necesita, evitando este calculo y sus complicaciones, y 3. Es robusto ante la inicializacién
del contorno.

La desventaja de este ultimo método es la cantidad de operaciones que requiere su implementacion;
la ecuacién (3.63) y (3.64) requieren de dos célculos de convolucién cada una.
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En ambos casos se tienen las propiedades propias de los MLS, como que los cambios de topo-
logia son manejados sin problema o que la curva inicial no tiene que estar cerca del borde para que
éste sea detectado, ademds de las ventajas citadas en la seccion 3.2.3.
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Capitulo 4

Procedimiento y pruebas del
algoritmo

En el capitulo 3 se describieron dos métodos. De acuerdo a lo documentado acerca de ellos y a
la recapitulacién final de sus ventajas y desventajas, se opté por usar el método C-V.
El MLS-PI puede servir para realizar experimentos en imagenes con problemas de homogeneidad
en sus niveles de gris. Al poder hacer una correccién a las imagenes, éstas se podrian usar para
probar otros algoritmos. De esta forma se puede sacar mayor provecho a los conjuntos de image-
nes de RM a los que se tiene acceso, ya que no son muchos y algunos presentan este tipo de problema.

Primero se presenta el procedimiento realizado para la implementacion del algoritmo de y se
introducen las expresiones empleadas para dicho fin. Posteriormente se incluyen algunas pruebas
realizadas, con el fin de observar el comportamiento del algoritmo en imégenes artificiales y de RM.

4.1. Algoritmo para el método C-V

Los pasos realizados para la segmentacion de una imagen, empleando el método C-V fueron los
siguientes:

1. Escoger la funcién ¢q inicial. La localizacion de esta funcién puede colocarse de manera ma-
nual o generarse automdaticamente. Al ser el mesencéfalo el érgano de interés y dado que su
localizacién es muy cercana al centro de la imagen se decidié que si se escoge de forma au-
tomatica la funcién inicial, se emplearia una circunferencia de centro coincidente con el de la
imagen. En las pruebas se escoge la posicién a fin de mejorar los tiempo de adquisicién, en el
caso de tres dimensiones el radio y el centro de la superficie pueden elegirse dindAmicamente
pero también hay valores preestablecidos.

2. Para mejorar el tiempo de procesamiento es posible emplear el método de narrow band, en
este caso es necesario escoger un ancho de operacién 7, de esta forma sélo se hacen los calculos
alrededor del level set en la banda acotada por el ancho 7. Este método es especialmente ttil
en el caso de tres dimensiones.

3. Establecer los valores de los pardmetros A1, Ao, 4, v y €. En este caso se realizaron varias
pruebas y se experimenté también con los valores usados en [1], el valor de € se seleccioné de
acuerdo a [2], donde se sugiere € = 1.5 Az, en este caso Az = 1.
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4. Fijar un nimero de iteraciones para reiniciar la FLS, las cuales estaran relacionadas con el
ancho del narrow band, asi como el tiempo total para iterar la FLS. Aunado a esto, se puede
realizar una verificacion para saber si el level set ha alcanzado un estado estable y no varia
mas. O se puede imponer sélo una condicién de tiempo para ejecutarse. O incluso ambas; asi,
si ¢ deja de cambiar y ain quedan iteraciones que realizar se puede terminar el algoritmo.

5. Se inicia el calculo de % con ayuda de su forma discreta, siguiendo estos pasos:

a) Calcular ¢1(¢") y ca(@").

b) Calcular ¢! un tiempo total de ¢5 con un paso de tiempo At.
¢ = " + (AL) 8. (¢") [;m — v =My — e1)? + NIy — ¢2)? (4.1)

(en el caso de la primera iteracién ¢ = ¢y).
c) Se hace ¢" = ¢"*!

d) Se verifica t9 y si no se ha excedido, se va al paso 5b. Si se alcanza el tiempo méximo to
ir a Se.

e) Reiniciar la funcién ¢™ y al narrow band.

f) Verificar el nimero de iteracién, si es la ultima entonces terminar el ciclo, si no volver al
inciso ba.

4.1.1. Calculo de derivadas

La forma de calcular §. es como se indica en la seccién 3.4.1. Por otro lado, si se tiene una
cuadricula cartesiana definida como {(z;,y;) |1 <i<o0,1<j<p}, y Az = 2441 — z; y de forma
similar Ay = yj11 — y;, y ademds Az = Ay; entonces el término x se calcula con las siguientes

aproximaciones
. Vo Vo
—div| —2 ) =v. [ 22
" ”<|V¢|> (!W\)

_ ¢xw¢§ - 2¢y¢x¢xy + (Zsyy(bg%
(63 +03)™”

las derivadas se aproximan usando técnicas de diferencias finitas. Como las diferencias centrales de
segundo orden

(4.2)

¢. 1’._¢,_1’. ¢.7. 1_¢i,'—1
o SZOEL g B (4.3

abreviadas como D%¢. En (4.2) ¢y = g%’, Y Oyy = 22735 son derivadas de segundo orden y se calculan
como

¢ diy15—20i5+ di-1j D¢ dip1—2¢i+ dia
oz” (Az)? o (Ay)?
lo que se abrevia como Dy Dy ¢, 0 Dy Df ¢. Para el caso de la direccién y se tiene D} D, ¢. En este
caso Dy Dy+ son las diferencia de primer orden hacia adelante (forward difference)

(4.4)
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o¢ Git1,j — Pij 0¢ Gij+1 — bij

T~ D +: 5J 5J “Z~D "r: 5] 5] 4.5

8.’1; ¢x Aﬂ? Y ay ¢y Ay Y ( )
y Dy, D, son las diferencias de primer orden hacia atrds (backward difference)

¢ i — Py ¢ _ i — dij

'~ D — 5J 5J T~ D — »J 5] 4'
para ¢y, y con Ax = Ay = h se tiene

i+1,j+41 — Pit1,j-1 — Pi—1,5+1 + Pi—1,j—1
DO (DO — DO (DO — Pitlitl = Pitlj—1 — Piz1,j41 J n

Formulacién para tres dimensiones

Como se menciond, una de las grandes ventajas de emplear level sets es la facilidad con que el
método general se puede implementar para tres dimensiones. En este caso basta con pensar en una
cuadricula cartesiana de tres dimensiones definida como {(z;,y;,2) | 1 <1< 0,1 <j<p,1 <k < g},
y con Az = z;11 — z;. Entonces, para la curvatura k en tres dimensiones, se tiene

o (Vo
n=v QV¢0
_ (G 9:)RF (bra + 0:2)63 4 (s + 600)62 — 3000uy = 2600100 = nhade

(62 + 63 +02)™”

donde

by 7 Git1,4k — Pi—1,jk
&

Gijr1k — Dij—1k Gijk+1 — Pijk—1
% 9, 9 9, 3 % ) 9y 4.9
2Azx Py 2 (4.9)

2Ay ’ 2Az

. . . . . 2
Similar al caso de dos dimensiones, ahora en la curvatura en (4.8) se tiene que ¢,, = % y se calcula

como
%0 bijri1 — 20ijk + bijr1
02> (Az)?

lo que se abrevia como D D; ¢, o D; D ¢.

AN2 /a\2 2\ 2
La aproximacién de Godunov [3] se emplea para obtener (%) ) (?T(;) y (%) sélo para la dis-

(4.10)

cretizacién del término Sign(¢o) | V¢ | en la seccién 3.2.4, expresion (3.38) [2]
90N 2 mazx [max(qﬁ;, 0)%, min(@j,O)ﬂ sia<0
<a¢> ~ (4.11)
x
mazx [min(qﬁ;,O)Q,max(gb;O)Q} si a>0

aqui a = Sign(¢o).

4.2. Pruebas del algoritmo en 2D

En este caso se implementa el algoritmo C-V en MATLAB, siguiendo la técnica de [4]. En esta
seccion se presentan dos tipos de pruebas, la primera realizada a una imagen artificial y la segunda
empleando las imagenes médicas en formato DICOM de RM.
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4.2.1. Pruebas preliminares, imagenes artificiales

Se genera una imagen y se prueba que el algoritmo en el programa funcione. Una vez hecha esta
comprobacién se introduciran las imagenes de RM del mesencéfalo. La figura 4.1 muestra una de
las pruebas realizadas para una figura generada artificialmente.

(a) Imagen generada artifi- (b) Bordes finales detecta-
cialmente y la funcién ini- dos.
cial.

Figura 4.1. Imagen artificial cuyos bordes han sido detectados por una funcién colocada manual-
mente.

La figura 4.2 muestra la misma imagen con ruido gaussiano. Los contornos se siguen detectando
adecuadamente.

(a) Imagen generada artifi- (b) Imagen con bordes de-
cialmente y la funcién ini- tectados.
cial.

Figura 4.2. Imagen con ruido generada artificialmente y su deteccion de bordes.

4.2.2. Pruebas sobre imagenes de RM, DICOM

Para realizar las primeras pruebas se usaron diferentes contornos iniciales y cantidades de tiempo
total de evolucién de la FLS, en este caso no se optd por usar una medida para comprobar si
la solucién era estacionaria. Los motivos de esto se explican més adelante. La reinicializacion se
establecié por métodos heuristicos. Al final se llegé a las siguientes conclusiones para ser aplicadas
en las pruebas:
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e Cuando se trata de realizar la segmentacién sélo de una imagen, es posible manipular de
manera sencilla los diferentes parametros, ya que no hay dependencia de esta imagen con
ninguna otra. Situacién que no sucede al realizar la segmentacién en dos dimensiones de un
conjunto de imagenes.

e En el caso del conjunto de imagenes médicas, una vez que la segmentacién de la primera imagen
se realiza, la que sigue (de acuerdo al orden natural de los cortes) usard como funcién inicial
el level set cero (¢g) final de su antecesora. Esto con el fin de hallar una mejor aproximacién
de forma inmediata. El érgano en cuestién parece no presentar cambios muy repentinos en su
morfologia o en su posicién conforme se cambia de imagen.

e Dado que en el algoritmo no se introduce ningin tipo de informacién respecto a la forma
del mesencéfalo, el level set evolucionara sin ninguna restriccion hasta que alcance un estado
estable o hasta un cierto tiempo. En cualquier caso detectara todos los bordes que encuentre y
que sea capaz de distinguir. Para mantener la sencillez del algoritmo, se optd por incluir algo
de informacién de la imagen usando el contorno inicial, de esta forma el level set converge al
mesencéfalo en las primeras iteraciones. Como sélo el tiempo limita la evolucién del level set,
éste detectard mas zonas, pero si estd relativamente cerca del mesencéfalo, en los primeras
iteraciones distinguira a este érgano sin necesidad de introducir una gran cantidad de tiempo de
evolucién. De ahi la importancia de una primera aproximacién manual cercana al mesencéfalo,
con ello se asegura que en un corto tiempo establecido, el algoritmo sea capaz de detectarlo.

e Si se toma una contorno inicial cercano al mesencéfalo, el ancho de la banda empleada en el
método de narrow band disminuye y por lo tanto el nimero de operaciones.

e Es posible usar un contorno inicial relativamente lejano al érgano de interés; sin embargo en
este caso es necesario aumentar el ancho de operacién del narrow band o incluso el tiempo.

Las imagenes que se emplean en las siguientes pruebas de segmentacién, son imédgenes de resonancia
magnética T1, se trata de volimenes de 512x448x 176 pixeles, de 16 bits, con una resolucién de
0.44921x0.44921%x0.9 mm.

Pruebas para una imagen

Se toma una imagen de RM de todo el conjunto, los pardmetros usados fueron: u = 2.5, v = 0,
e=15 A =1, A =1, At = 0.2, {prop = 3, Niter = 3, Nianas2 = 20pixeles. Los resultados se
muestran en la figura 4.3.

La figura 4.4 muestra como una funcidn inicial alejada alcanza a detectar el mesencéfalo, aunque
no logra cerrar el contorno en su totalidad, para este caso los valores que se usaron fueron: At = 0.1,
tprop = 75 Niter = 6, Nianas2 = 30 pixeles, los pardmetros no indicados permanecen igual que en el
ejemplo de la figura 4.3.

Este tdltimo ejemplo ilustra que, aunque el level set no encierre el mesencéfalo es capaz de
detectarlo sin problemas, a cambio de un mayor niimero de operaciones, ya que hubo que incrementar
la cantidad de tiempo y el ancho del narrow band, asi como el niimero de reinicializaciones.

50



4.2. Pruebas del algoritmo en 2D Capitulo 4. Procedimiento y pruebas del algoritmo

(a) Funcién inicial ¢o. (b) Funcién final ¢ = 0. (c) Acercamiento de ¢ = 0.

Figura 4.3. Funciones level set cero para una imagen de RM. En (a) el level set incial, (b) y (c)
muestran respectivamente el contorno final en toda la imagen y su acercamiento en la region del
mesencéfalo.

(a) Funcién inicial ¢o. (b) Funcién final ¢ = 0. (c¢) Acercamiento de ¢ = 0.

Figura 4.4. Funcion inicial alejada del mesencéfalo para una imagen de RM. En (a) el level set
incial, (b) y (c) muestran respectivamente el contorno final en toda la imagen y su acercamiento en
la region del mesencéfalo.

Pruebas para un conjunto de imagenes

Para un conjunto de imégenes se toma la cantidad total de cortes y se divide en dos, se redondea
si no es un numero entero, este valor final sera el nimero de posicién del corte inicial tomado para
la segmentaciéon y su funcién final de level set serd ¢g;. El siguiente corte del conjunto de imagenes
serd una posicién arriba del corte inicial, ¢g; serd ahora el ¢ inicial de este nuevo corte; la funcion
final ¢ de este segundo corte sera la funcién inicial del corte siguiente, y asi hasta llegar al tltimo,
éste sera el subconjunto superior. Para el subconjunto inferior se vuelve a usar ¢gi como funcién
inicial para el corte con una posicién inferior al corte inicial y se procede de forma similar que con
el subconjunto superior. Esto se representa en la figura 4.5.
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Posicion del
corte

k/,+2
}2 subcomjunto
k ['2+1 superior

Kfn -
" 2 supcory’urlm
k 1’2 2 inferior

Figura 4.5. Conjunto de k imdgenes, k/2 es el corte inicial para iniciar la segmentacion.

En la figura 4.6 se ilustra el resultado de la segmentacién del mesencéfalo para un paciente,
s6lo se muestran las funciones finales ¢ de tres cortes. En este caso los pardmetros usados fueron:
p=15v=0,e=15 A\ =1, Ay =1, At = 0.2, tpropagacion = 55 Niter = 5, Nianas2 = 10 pizeles.
El tiempo total de propagacién se divide entre el niimero de iteraciones, lo que da otro tiempo ts;
este se introduce al algoritmo de C-V. Al terminar el tiempo ¢35 se tiene una iteracién. Para un
conjunto de imagenes también se hizo una reinicializacion después de terminar el tiempo to.
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(a) Funcién inicial ¢. (b) Contornos finales detectados para el
corte inicial.

(c) Contornos finales detectados para el (d) Contornos finales detectados para el
mesencéfalo. Corte adyacente una posi- mesencéfalo. Corte adyacente una posi-
cién arriba del inicial. cién abajo del inicial.

Figura 4.6. Contornos a partir de una funcion inicial cercana al mesencéfalo.

La figura 4.7 muestra el resultado de usar una funcién inicial ¢g que no se encuentra demasiado
alejada del mesencéfalo y que apenas contiene una pequena porcion de él. El resultado para el me-
sencéfalo es similar al de la figura 4.6, en estas nuevas funciones finales se detectan los bordes maés
cercanos a la funcién inicial. Se usaron los mismo parametros que antes, con excepcién del ancho
para el narrow band el cual fue de Ny,pq/2 = 15 pizeles.
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(a) Funcién inicial ¢. (b) Contornos finales detectados para el
corte inicial.

(c) Contornos finales detectados para el (d) Contornos finales detectados para el
mesencéfalo. Corte adyacente una posi- mesencéfalo. Corte adyacente una posi-
cién arriba de la inicial. cién abajo de la inicial

Figura 4.7. Contornos a partir de una circunferencia, como funcién inicial, cercana al mesencéfalo.

Los ejemplos presentados muestran el porqué de una evolucién que se detiene por un tiempo
establecido y no otra condicién. Como el level set sigue evolucionando y por tanto detectando otros
bordes, alcanzara un estado estable mucho tiempo después de haber encontrado el mesencéfalo.
Estos bordes que no son de interés no es necesario que se detecten, por eso se frena el level set
después de un tiempo razonable, por supuesto al considerar esto se debe colocar el contorno inicial
relativamente cerca del mesencéfalo, si se coloca més alejado lo méds conveniente es aumentar el
parametro de tiempo y el ancho del narrow band. Si se trata de un conjunto de cortes, estas consi-
deraciones deben hacerse por lo menos para el corte inicial.
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Los contornos presentados para una imagen parecen un buen acercamiento al mesencéfalo. Pero
cuando se trata de un conjunto, se vuelve una tarea mas complicada, que no ofrece buenos resultados
en todos los cortes. Encontrar el tiempo adecuado para que en todas las imagenes del conjunto, se
detecte correctamente el borde externo del mesencéfalo, es una tarea dificil.

Se hicieron varias pruebas con tiempos iguales de propagacién para cada corte. Se buscé separar
el mesencéfalo en cada uno de ellos. Los resultados mostraron que para las imagenes mas cerca del
corte inicial, se obtiene una buena distincién entre el mesencéfalo y érganos cercanos a él (similar
a los de la figura 4.7). Situacién que no sucede con las imagenes de los extremos, en donde puede
ocurrir una deteccién pero ya como una estructura general como se observa en la figura 4.8(a). Al
disminuir el tiempo, se puede ocasionar un problema como el de la figura 4.8(b) en el corte inicial.

(a)

Figura 4.8. Contornos detectados con problemas debido al tiempo de propagacion. (a) Problema de
un exceso de tiempo para corregir el problema en 4.8(b). En (b) el problema de un tiempo insuficiente
en la segmentacion del primer corte.

4.3. Pruebas del algoritmo en 3D

Ahora se introduce una tercera coordenada en el algoritmo, la subseccién 4.1.1 indica las apro-
ximaciones empleadas para tal fin. Para dos dimensiones se tenia un level set cero como una curva
plana, especificamente una circunferencia. En las pruebas siguientes, se usé una esfera, cuyo radio
y centro se eligieron manualmente. Sin embargo, también es posible usar valores de centro y radio
predeterminados, para tal caso el centro se escoge a la mitad de las direcciones z, y y z de las
imégenes y se establece un valor de radio de 50 pixeles.

Es importante mencionar que los resultados mostrados a partir de aqui tienen un proceso de
seleccién, por parte del usuario, después de la segmentacién. El level set detecta otros contornos
cerca del mesecéfalo. Estructuras que para un experto o alguien con conocimientos en el area de
anatomia, no podrian ser confundidas por el 6rgano de interés. En la figura 4.9(a), se muestra un
corte con los contornos detectados por el level set, la figura 4.9(b) muestra el contorno después del
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proceso de seleccién. De la figura 4.9(a) se observa que el mesencéfalo queda separado de las demés
estructuras y de ahi que el proceso de seleccion sea sencillo.

Figura 4.9. (a)Contorno antes de ser seleccionado. (b)Contorno final después de la seleccion.

4.3.1. Pruebas sobre un subconjunto de imagenes de RM, DICOM

Los resultados de las pruebas realizadas se muestran en las figuras 4.10 y 4.11, las imégenes

estdn ordenadas de izquierda a derecha por renglones en todos los ejemplos. Un acercamiento a
los contornos mostrados en éstas se exponen en las figuras 4.12 y 4.13. Los pardametros empleados
fueron: Cleniro = (208,297), radio = 20; para el algoritmo p =5, v =0, e = 1.5, A\ = 1, Ay = 2,
Niandy2 = 10 pizeles, tprop =5, Niter =5y, At = 0.1.
Visualmente se obtienen resultados muy cercanos a la estructura del mesencéfalo. También se puede
apreciar parte de una estructura interna dentro de él. Esto resulta interesante pues, tal como se
seniala en el capitulo 1, el mesencéfalo presenta estructuras internas. Hay que aclarar que no se
tomard en cuenta esto para la validacién, detectar todas las estructuras internas dentro del me-
sencéfalo esta fuera del alcance de esta tesis. Solo los bordes que delimitan a la estructura completa
son de interés.
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Figura 4.10. Contornos detectados en los siete primeros cortes adyacentes que contienen al me-
sencéfalo.
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Figura 4.11. Contornos detectados en los siete cortes adyacentes siguientes de la figura 4.10.
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Figura 4.12. Acercamiento a los contornos de la figura 4.10.

Figura 4.13. Acercamiento a los contornos de la figura 4.11.
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El dltimo corte de la figura 4.13 muestra un problema al detectar el borde. Lo que sucede es
que existe una parte en donde se tienen niveles de gris muy similares y el algoritmo no detecta la
separacion que deberia, se forma una especie de puente entre las estructuras. La figura 4.14 senala
la parte que causa el error. Esta imagen muestra una de las desventajas de los métodos que usan
regiones para detectar bordes.

Figura 4.14. Acercamiento al ultimo corte de la figura 4.13. La flecha indica el puente que se forma
en la imagen, lo que causa el desborde del contorno.
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Capitulo 5

Resultados y Conclusiones

El capitulo 4 contiene algunas pruebas realizadas en las imdgenes de RM. A primera vista, se
observan buenos resultados en la deteccion de los bordes. Ahora, para determinar de manera precisa
la efectividad de los level sets aplicados en los experimentos, se calculara la distancia de Hausdorff
y el coeficiente DICE.

Es importante mencionar que, los resultados para evaluar el algoritmo de C-V en la deteccion del
6rgano, se basaran sélo en las medidas antes mencionadas.

La comprobacién de la similitud o variacién que existe entre lo detectado de manera semi-automatica
y una segmentacién manual realizada por un observador, se presenta a continuacién.

5.0.2. Medidas de comparacién

Distancia de Hausdorff

La distancia de Hausdorff (DH) es una medida comtinmente usada para correspondencia de
formas. Es una distancia definida entre dos conjuntos de puntos. La DH es la distancia mdxima de
un conjunto al punto mds cercano en el otro conjunto y se define como

h(A, B) = méx,c aminpep| a — b || (5.1)

donde a y b son puntos del conjunto A y B, respectivamente, y || a — b || es cualquier norma, como
la euclideana. La DH es orientada, una definicion més general es

H(A, B) = maz (h(A, B), h(B, A)) (5.2)

que define la distancia Hausdorff entre A y B, mientras que la ecuacién (5.1) calcula la distancia
Hausdorff de A a B. La DH se usa en procesamiento de imdgenes. Mide la disimilitud de imagenes
sin una correspondencia explicita de puntos [1].

Coeficiente de DICE

El coeficiente de DICE mide el grado de correspondencia y se obtiene por medio de

2(AN B)

DICE = 75—/
Al + [ B
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donde un valor igual a cero indica que no hay interseccién entre las regiones. Un valor de uno indica
correspondencia perfecta. De ahi que un ntimero alto en este coeficiente, indique mejor grado de
coincidencia.

5.0.3. Resultados: distancia de Hausdorff y coeficiente DICE

La tabla 5.1 muestra que los bordes externos detectados son una buena aproximacion a los
contornos manuales. El coeficiente DICE, entre la forma segmentada semi-automdticamente y la
manual, estd en un rango de 0.92284 < DICE < 0.98726. Valores que se encuentran muy cerca de
la unidad, lo que indica una buena correspondencia.

El error mas grande, como era de esperarse, se tiene en el ultimo corte por el puente que une a las
regiones, tal como se vié en la figura 4.14 del capitulo 4. También se obtiene la mayor distancia de
Haussdorf para este tltimo corte, lo que indica que la distancia méxima entre el conjunto de puntos
con el método C-V, al conjunto de segmentado manual, es de 9.7383. La distancia més pequena fue

de 2.787

1 3.6193 0.9801
2 3.1061 0.98726
3 3.5802 0.98396
4 3.4947 0.98656
5 2.787 0.98282
6 3.1252 0.97516
7 2.9841 0.9741
8 2.9297 0.95937
9 4.5818 0.95613
10 4.3751 0.949

11 7.6073 0.94998
12 5.6061 0.9595
13 4.8714 0.96023
14 9.7383 0.92284

Tabla 5.1: Comparacién de coeficientes DICE y distancias de Hausdorff para los resultados en tres
dimensiones.

Las figuras 5.1 y 5.2 contienen una comparacién de los contornos detectados por medio de level
sets y el de trazado manual. De esta forma se complementa de forma visual los resultados de la
tabla 5.1.
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Figura 5.1. Comparacién de contornos C-V y manuales entre cortes adyacentes. La linea continua
y roja indica los contornos del método C-V. En verde y con linea punteada se indican los contornos
de una segmentacion manual.
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Figura 5.2. Comparacion de contornos C-V y manuales, cortes siguientes adyacentes a los de la
figura 5.1. La linea continua y roja indica los contornos del método C-V. En wverde y con linea
punteada se indican los contornos de una segmentacion manual.
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5.0.4. Segmentacion de otro conjunto de imagenes

Las figuras 5.3 y 5.4, muestran el resultado de aplicar el método de C-V a otro conjunto de
imédgenes DICOM. Después, en las figuras 5.5 y 5.6 se muestra un acercamiento de las figuras 5.3
y 5.4 respectivamente. Los pardmetros empleados fueron: Ceentro = (140, 189), radio = 50; para el
algoritmo p = 5, v =0, e = 1.5, Ay = 1, Ao = 1, Nygpnaso = 13 pizeles, tprop = 6, Niter = 6y,
At =0.1.

Figura 5.3. Contornos detectados en los siete primeros cortes adyacentes que contienen al me-
sencéfalo.
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Figura 5.4. Contornos detectados en los siguientes siete cortes, adyacentes a los de la figura 5.5.
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Figura 5.5. Acercamiento a los contornos detectados en la figura 5.3.

Figura 5.6. Acercamiento a los contornos detectados en la figura 5.4.

Las comparaciones numéricas se presentan en la tabla 5.2. En este caso el coeficiente DICE, entre
la forma segmentada semi-automdticamente y la manual, estd en un rango de 0.93953 < DICE <
0.98032. Se tiene buena correspondencia ya que estos valores se encuentran muy cerca de la unidad.
El error mas grande, se tiene en el dltimo corte, como se ve en la figura 5.6, se incluye otra region
en el mesencéfalo, su cercania hace que se detecten juntos. También se obtiene la mayor distancia
de Haussdorf para este tltimo corte que es de 9.14. La distancia més pequena fue de 1.4195
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1 2.2169 0.97949
2 1.8828 0.98032
3 1.4195 0.97639
4 1.7697 0.97608
5 2.1661 0.96478
6 1.6684 0.96958
7 1.7611 0.97548
8 3.2167 0.95138
9 2.1956 0.96854
10 2.0596 0.96892
11 3.5561 0.97099
12 3.3838 0.96501
13 1.9121 0.97089
14 9.14 0.93953

Tabla 5.2: Comparacién de coeficientes DICE y distancias de Hausdorff para los resultados en tres
dimensiones de otro conjunto de iméagenes.

Las figuras 5.7 y 5.8 contienen las comparaciones visuales de la segmentacién manual y la
obtenida con el método de C-V.
Las imagenes empleadas en esta comparaciéon, provienen de volimenes de 320x280x 176 pixeles, de
16 bits, con un espacio entre cortes de 0.9 mm.
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Figura 5.7. Comparacion de contornos adyacentes C-V y manuales. La linea continua y roja indica
los contornos del método C-V. En verde y con linea punteada se indican los contornos de una
segmentacion manual.
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Figura 5.8. Comparacion de contornos C-V y manuales adyacentes a los de la figura 5.7. La linea
continua y roja indica los contornos del método C-V. En verde y con linea punteada se indican los
contornos de una segmentacion manual.

71



Capitulo 5. Resultados y Conclusiones

5.0.5. Conclusiones

A pesar de un ligero grado de error, el objetivo establecido logra cumplirse, la segmentacién del
mesencéfalo se llevd a cabo. Las pruebas se realizaron para cuatro conjuntos de imagenes de RM
tipo T1. Ademsds, la documentacién presentada establece una buena base de teoria introductoria a
los level sets. De manera més precisa se tiene lo siguiente:

Los level sets ofrecen una herramienta de implementacion sencilla en varias dimensiones, cuyo
rendimiento puede ser mejorado usando técnicas como el narow-band. El método empleado pa-
ra segmentar, deja ver el grado de versatilidad de los level sets. Aunque se presentaron errores y
una pequena intervencién del usuario, resulté ser un método semiautomatico que ofrece resultados
aceptables y comparables con los de trazado manual. La intervencion del usuario se reduce sélo a es-
coger la regién ya segmentada y el centro del level set inicial, no hay necesidad de un trazado manual.

Vale la pena mencionar, que en ningin momento fue necesario usar modelos de entrenamiento.
Algo que si bien podria ser de mucha utilidad en los level sets, representaria para este caso en
particular un obstdculo. Las imagenes de RM a las que se tiene acceso son muy limitadas. Ademéds
aun existiria el detalle de la necesidad de un trazado manual, y no de una imagen, sino de varios
conjuntos de ellas para un resultado mas confiable, con aproximadamente catorce cortes por cada
volumen de un paciente. Tampoco se realizdé ningiin tipo de pre-procesamiento para las pruebas y
resultados.

Las medidas empleadas para la comparacién numérica demuestran la efectividad del método
en tres dimensiones. A pesar de que tarda mas tiempo es sencillo ajustar el algoritmo para estas
dimensiones y obtener resultados buenos.

En dos dimensiones no se logra hacer la separacion clara entre el mesencéfalo y las estructuras
cercanas a él (por eso no se consider6 en las comparaciones). El problema que se tenia era ajustar
los tiempos. Para que el primer contorno se detecte correctamente hay que darle tiempo suficiente,
de otra forma se tiene una mala segmentacién. Esto implicaria hacer més consideraciones para el
algoritmo, un tiempo diferente al de las deméds imagenes. Como se usaron tiempos iguales para
todos los cortes, si se daba mas al primero (para detectar bien la estructura) en los cortes siguien-
tes se terminaba segmentando a mas regiones, haciendo que el mesencéfalo terminara uniéndose a
ellas, por su nivel de gris similar. Probablemente esto podria evitarse incluyendo otro level set en el
programa o haciendo mas consideraciones para el primer corte. Por eso no fue posible seleccionar
de inmediato al érgano como sucedia en el caso de mayor dimensién.

Incluso con los valores preestablecidos en tres dimensiones, para hacer més automaético al programa,
se obtuvieron resultados muy similares a los que se tenia cuando se escogia el radio y el centro de
forma manual. Sin embargo, hay que considerar la variacién de las medidas de la cabeza, no siempre
abarca por completo el tamano de la imagen, por lo que resulta mas conveniente seleccionar desde
un inicio el centro del level set para la esfera o la circunferencia.

Los resultados numéricos, los bordes en las imédgenes y el proceso de pruebas para llegar a los re-
sultados indican que, al menos para este caso, el uso de level sets para tres dimensiones da mejores
resultados en un tiempo aceptable.

Se mencioné que en las imagenes donde no existe homogeneidad no es posible aplicar el método
de C-V. Para que un 6rgano completo se detecte, debe tener un nivel de gris relativamente uniforme,
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de otra forma se segmentard sélo parte de él u otra cosa. Desafortunadamente, se generaron errores
aun en imagenes que parecian ser candidatas adecuadas por su grado de homogeneidad. El pequeno
puente detectado causé el mayor error. Lo que demuestra que, incluso teniendo un nivel de gris
adecuado, se pueden generar errores relacionados a pequenos detalles en la region a segmentar. La
sensibilidad respecto al nivel de gris en las imagenes es una clara desventaja.

5.0.6. Propuestas de mejora

e El problema que se detectd para el algoritmo en dos dimensiones, fue el tiempo de propagacion
en cada corte. Asi que se puede incluir un tiempo diferente para el primer corte, en este caso
seria un poco mayor. Para el siguiente corte se podria disminuir. Es una medida relativamente
viable ya que en general se modificarian sélo los tiempos de propagacion para las imagenes,
pero esto significarfa tomar consideraciones que harfan al proceso de segmentacién menos
automatico.

e Incluir otra funcién de level set parece ser otra alternativa para ayudar a que con tiempos de
propagacion iguales, se pueda detectar sélo la regiéon que se necesita. Lo anterior implicaria
mayor nimero de operaciones porque no se manejaria inicamente una funcién de level set.

e Los contornos externos detectados, pueden ser el inicio para hallar sélo contornos dentro del
mesencéfalo. Se puede hacer que, una vez detectado este érgano, se haga de nuevo el proceso
Unicamente en esta regién.
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Apéndice A
Calculo Variacional

Lagrange se di6 cuenta de que el problema de minimizar una integral definida requiere de
herramientas especificas, diferentes de aquellas del célculo ordinario. De ahf la necesidad del calculo
de variaciones, que trata con problemas de valores extremos de funciones de integrales, que a su
vez contienen varias funciones como argumentos. A estas funciones se les conoce como funcionales.
Entre las més conocidas estd el funcional simple o de primer orden [1]:

b
I(y) = / F(y,y,x)dx (A1)

con las condiciones de frontera:
flla)=a, f(b)=7 (A.2)

El problema es encontrar y = f(x) que hara de la integral I un valor extremo, o por lo menos
dard un valor estacionario. En este caso, en lugar de minimizar una funcién se debe minimizar
una integral. Euler demostré que el problema puede resolverse por medios elementales sin recurrir
a herramientas de un cédlculo especifico. Euler y Lagrange obtuvieron de manera independiente la
ecuacion diferencial basica del calculo de variaciones:

oF d [OF
oy dr (83/’) 0,(a <z <b) (A.3)

Sin embargo, el método de Euler puede ser objetable desde un punto de vista muy riguroso,
mientras que el método de Lagrange no presenta este problema [2]. A continuacién se presenta en
términos generales este tltimo método.

A.1. Ecuacion de Euler-Lagrange

De acuerdo a Lanczos [2] se considera una funcién y = f(x) que por hipdtesis da un valor
estacionario a la integral definida en (A.1). Para probar que en efecto se tiene un valor estacionario,
se tiene que evaluar la misma integral para una funcién y = f(x) ligeramente modificada y mostrar
que la tasa de cambio de la integral, debido a este cambio en la funcién, es cero. La funcién
modificada f(z) puede escribirse en la siguiente forma:

f(x) = f(z) + en(x) (A4)
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donde 7n(z) es una nueva funcién arbitraria continua y diferenciable. Haciendo uso del pardmetro e
se puede modificar a f(x) en cantidades pequenas. Con ese propdsito se hace que € se aproxime a
cero. Se comparan los valores de f(x) con f(z) en un cierto punto x de la variable independiente
mediante la siguiente diferencia:

Sy = f(z) — f(z) = en(x) (A.5)

la diferencia anterior dy es llamada variacion de la funcién f(x), dy se refiere a un cambio infinite-
simal de y que produce una nueva funcién y + dy. Sélo la funcién dependiente y debe variarse, la
variacién de x no sirve a ningtin propdsito 1til (dz = 0). Ademads, como las ordenadas de los limites
f(a) y f(b) estén definidos, estas ordenadas no pueden variar, lo que significa que:

[6f(2)]—p =0 (A.6)

para la integral definida en (A.1) y sus condiciones de frontera (A.2) se busca su tasa de cambio
causada por la variacién de la funcién y = f(z);

0F(y,y',2) = F(y +eny +en',x) — Fy,y, z) (A7)
OF oF ,
— (2= il A8
6<8yn+8y,n> (A.8)
lo anterior es el resultado del desarrollo en series de Taylor del primer término del lado derecho de

la igualdad (A.7) y de despreciar los términos de mayor orden dado que € tiende a cero. Al evaluar
la variacién de la integral definida en (A.1) se obtiene:

(5/ Fdx—/(SFdx—s/ <(ZF +$ >d:v (A.9)

donde para obtener la tasa de cambio de la integral se divide entre el pardmetro infinitesimal €. Por
lo tanto, la cantidad que tiene que desvanecerse para un valor estacionario de la integral I es:

51 broF OF
of _ o Al
. /a <8y + 3y 21) )dx (A.10)

esta expresion no es accesible para su andlisis posterior, ya que n(x) y 7'(x) no son independientes
una de otra, para ello se emplea la integracién por partes, transformando la segunda parte de (A.10)

como sigue:
oF 1* (b d (oF
[ = o], [ () e (A

el primer término se hace nulo, por lo mencionado con respecto a (A.6), pues dado que las funciones

que varfan (y(x)) deben pasar por lo mismos puntos extremos a y b de la funcién y = f(x), entonces

f(a) = f(a) y f(b) = f(b), y para que esto suceda en la ecuacién (A.4) se debe cumplir que
n(a) = n(b) = 0. De esta forma, la expresién (A.10) se convierte en:

61 b/OF  d OF
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y al escribir la condicién para un valor extremo de I se obtiene:

b
/ E(x)n(z)dx =0 (A.13)

la integral se puede anular para funciones arbitrarias n(z), sélo si E(z) se hace cero en todo el
intervalo entre a y b. Entonces:

oF d OF
oy  dx dy
La ecuacién anterior es condicién necesaria y suficiente para que la integral I sea un valor
extremo bajo ciertas condiciones de frontera.

(A.14)
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Apéndice B
Variacion de Gateaux

Para encontrar los extremos del funcional en

b
I(y) —/ F(y,y, x)dx (B.1)

se puede calcular su derivada (o variacién) de Gateaux e igualar a cero. Se tiene que resolver una
ecuacién diferencial para encontrar los puntos extremos de dicho funcional. Entonces, la variaciéon
de Gateaux de un funcional I : F' — R (donde F' es un espacio de funciones) se define como [3]:

I(y +en) — 1(y)

0I(y;n) : = lim . (B.2)
B
=5 lytenle, yeFeeR (B.3)

donde 7 es una funcién de prueba. El lado derecho de la igualdad en (B.3) puede ser interpretado
como la derivada parcial de I en la direccién de 7.
Para un punto extremo 61(y;n) = 0, Vn.

0 o b
0(y;n) = 5. I(y+en)\€:o=3€/ Fly+eny +enf,z)de (B.4)
a e=0
b
_[boF  oF
—/a 6yn+ ay,n dx (B.5)

integrando por partes el segundo término en (B.5):

b b b
OF oF d (OF
_ _ . B.
a 8y’77dx [33/77] /a dx (ay) " dx (B:6)

a

sustituyendo en (B.5) y usando las condiciones n(a) = n(b) = 0, se tiene:

51(y;77)=/ab <Z§—CZ (g;»ndw (B.7)

finalmente, este ultimo resultado muestra que para que la variaciéon de Gateaux se anule para
cualquier 7, se debe cumplir la siguiente expresién (conocida como la ecuacién de Euler-Lagrange):
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OF d (OF

Si la solucién a la ecuacion de Euler-Lagrange se conoce, se resuelve el problema; desafortunadamente
muchas veces una solucién cerrada no se puede obtener. Una forma de hacer frente a este problema
es empleando métodos numeéricos, en este caso se usard la técnica de descenso mas pronunciado,
también llamado el método de gradiente.

B.1. Minimizacion y producto interno

De acuerdo a Charpiat [4], si se considera la forma y como una curva o superficie, entonces para
poder definir el gradiente del funcional de energia el primer paso es calcular su derivada de Gateaux
01(y;n) en todas las direcciones, esto es, para toda 7 definida en y. Para escoger el gradiente como
la direccién de la pendiente més pronunciada el espacio de deformacién (que es el conjunto de
funciones 7)), necesita una estructura de producto interno. Esta consideracién estd en gran medida
ausente en la literatura de contornos activos, la mayoria de los autores, explicita o implicitamente,
asumen que el espacio de deformacién se rige por el producto interno L? en y, el cual es:

(| 1) g2 = / w()n(z)de (B.9)
Yy

si se modela el espacio de deformaciones admisibles como un espacio de producto interno (E, (|) z)
y existe un campo de deformacién v € E tal que:

Vn e E,6I(y,n) = (u|ng (B.10)

entonces u es tnica y se le llama gradiente de I relativo al producto interno (|)j, se denota como
u = VglI(y). Claramente, cada eleccién de producto interno conduce a su propio gradiente. Esto es
frecuentemente descuidado y la mayoria de los autores se refieren impropiamente a: el gradiente de
la energia. Por lo que, los clasicos flujos de gradiente reportados en la literatura (curvatura media,
contorno activos geodésicos) son en relacién al producto interno de L2.

Esta seccién sélo pretende introducir la nocién del gradiente en relacién con la ecuacion de
Euler Lagrange, ya que con esta relaciéon es posible derivar la expresién para encontrar el minimo
del funcional de energia.
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Apéndice C
Calculo Variacional para level sets

El método de level set variacional (MLSV) proporciona una manera de integrar la FLS direc-
tamente en el funcional de energia. El problema de minimizaciéon con respecto a una interfase se
establce en forma general como [5]:

min F () (C.1)

El MLSV introduce la FLS en el funcional de energia F'(y) al hacer uso de la funcién delta de
Dirac y Heaviside, de tal forma que los términos de energia en F' se pueden expresar de la siguiente
forma:

[ paa = /Q f(1— H(¢))dx
fdz = / F(H(6))da (C2)
Qo Q

IWI:ZLds=/525(¢)IV¢Idw

donde f es un funcional dado definido en 2. La funcién de Heaviside y delta de Dirac se definen
como:

1, si 220 _d
H(Z)_{o, s <0, B=ZHE

donde por el MLSV, el problema de minimizacién en (C.1) se puede reformular como:

m(;’n F(¢) (C.3)

por lo que la ecuacién de Euler-Lagrange en (C.3) con respecto a ¢ es més fécil de ser derivada que
la que se obtendria de C.1 con respecto a 7.
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C.1. Minimizacién del funcional de Chan-Vese

A continuacion se presenta la obtencion de la ecuacién de evolucion de la funcién de level set
para el funcional propuesto en [6], siguiendo el procedimiento descrito en [7].
De acuerdo a la seccién (3.4) correspondiente con el método de segmentacién de CV, el funcional a
minimizar es:

F (c1,¢9,0 /6 ) | Vo(x |dx+1//H ) dx
Y /Q (o (x) — 1 )2H (6(x)) dx
0 [ () =) 11— H (6(60)] dx (C.4)

el funcional C-V se reescribird, para mayor facilidad en el manejo de la notacién, empleando ¢ =
¢ (x), Io = Io (x). Por otro lado, ¢; y ¢z se mantienen constantes durante la diferenciacién, de tal

forma que (C.4) queda como:
/ 0(p) | Vo |dx+ 1// H (¢

+)\1/ (Io — 1 )*H (¢) dx
Q
+ )\2/ (In — ¢2)? [1 — H (¢)] dx (C.5)
Q
donde u, v, A1 y Ag son constantes que se escogen de acuerdo a los resultados que se desean, c¢; y

co son los valores promedio dentro y fuera de ¢. La diferencial g—g -7 de F en la direccién de una
funciéon de prueba n se define como:

lim N

e—0 € a 87(1)

y G(¢) = 8 5 es la derivada de Gateaux de F (¢), si se expresa el término a la derecha de la igualdad
en (C.6) en forma de producto interno:

lim (¢+€" /G ) dxc (C.7)

e—0

Primero se trabaja el primer término de integral en (C.5), por conveniencia se utilizara el término
R (¢) como:
R(¢)=6(¢) [ Vo] (C.8)

aplicando (C.6) en R:

lim

R(p+en) — R() IR
e—0 € B % (Cg)

N

y ahora, de la expresién (C.7):
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i BLE +en) — R(9)

e—0 €

0
35 (01 96 ] i

5(0) V6 |0+ 5(60) 55 ( wr)-n} dx

5(8) | Vo | -0 + 6(¢) lim (T

—|V¢>!>]

= 1Vo] |V<¢+en>\+rw)]dx

¢ [V(@+en)|+]Ve]

Vot evn |- | V9] rv¢+ew+rv¢r>]dx
[ Vo+eVn |+ [V

|V¢+eVn| 1Yo )] 4

(V6 +eVn]+[Vol)

~— M |~

3'(@) | Ve |n+d(s

3"(¢) | Vo | m +d(s

hm<
(|V¢+en
s

8 (®) | Vo | n +d(p hm(

3'(@) Vel +0(d) g+

|
S— 5— b\b\g\b\\

| ng) | Vn] dx (C.10)

aplicando el teorema de Green

/a~Vk:dx:/V-(k:a)x—/kV~adx

Q Q Q

<—>/a~Vk:dx:/ k:a-ndS—/kV-adx (C.11)
o0

si se sustituye a = fé‘z;'ngS y k = n, en la segunda parte de la ecuacién (C.10)

RO R /amwwa vas— [ v ( |V¢r>”d" (G.12)

en la expresion anterior % se refiere el operador derivada normal y n es el vector normal unitario

que apunta en la direccién exterior de 92 [8]. Se trata de una derivada direccional:

0

de ahi que V¢ - n = %. Al sustituir (C.12) en (C.10):
i B+ en) — R(9)

e—0 €

-/ [w) SIS (6(@%)] pax [ S0 0as
2

/ 0@ <r§i1)”d" (C.14)

82




C.1. Minimizacion del funcional de Chan-Vese C. Cilculo Variacional para level sets

016 (¢) 0¢ _
a condicion de que Vol on = 0 en 0f2.

Continuando con el problema de minimizacién del funcional CV, y haciendo uso de los resultados
n (C.14), se tiene que (C.5) queda:

tig DIy [ L5000 | Vo -+ [ 1 @) ndx
[ o [o—e0H )] nax
e [ o [ = e - H (@) nax (C.15)

aplicando la derivada con respecto a ¢, e introduciendo en el primer término de (C.15) a (C.14):

lim L&+ en) = F(¢) /Q—ua(qﬁ)v- <V¢>ndx—|—/ﬂué(¢>)ndx

e—0 € ’ V¢ ‘
+ / M (Io — ¢1)?6(¢)n dx
Q
— / Xa(Io — ¢2)%6(¢)n dx (C.16)
Q
agrupando los términos se llega a:
L F(@+e) - F(9)
e—0 €
Vo 2 2
5(¢) —uV - | —— +V+/\1(IQ —61) —)\2([0—62) ndx (017)
Q | Vo |
al comparar (C.17) con (C.7), se observa que para todas las funciones prueba 7:
oF \Y
36 = 5(9) [—uv - (Wi!) +v+ Mo —e1)? = Xa(ly — 02)2] (C.18)
para que se obtengan valores extremos, se cumple que:
oF
— =0 C.19
5 (C.19)

Para resolver el problema anterior, se toman pequefios pasos de un tamano At en la direccién
contraria al méxima cambio; es decir, contraria al gradiente:

¢t = ¢" + At (-VF) (C.20)

de acuerdo a lo expuesto en la seccién (B.1), se puede considerar como un “gradiente” (en el sentido
del producto interno de Lj), al término del lado derecho de la igualdad en (C.18), por lo que:
oF

55 = VF (C.21)

83



C.1. Minimizacion del funcional de Chan-Vese C. Cilculo Variacional para level sets

entonces, de (C.20), para encontrar el minimo de F'(¢):

¢n+1 o ¢n _
N VF
oo
o —VF (C.22)
y dado que VF = g—g, podemos escribir
0 \Y%
%’ = 5(¢) [,N : <|vz;) —v = M(Io—c1)* + AT — ¢2)? (C.23)

La ecuacién anterior es el resultado de minimizar el funcional F' en (C.5), con respecto a ¢, de-
duciendo la ecuacién de Euler-Lagrange asociada a ¢, ecuacion base del método de level sets de
Chan-Vese.
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