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Capitulo 1

Introduccion

El flujo Electrosmético (EOF, por sus siglas en inglés) o Electro6smosis, el cual
fue reportado por F. F. Reuss en 1809, en un articulo titulado “Sur un novel effet
de 1é électricité galvaniqe”el cual aparecié en Proceedings of the Imperial Society of
Naturalists of Moscow [15]. En ese trabajo, Reuss demostré que el agua podra per-
colar a través de un medio poroso mediante la aplicacin de un campo eléctrico. No
obstante el nombre, el mecanismo actuador de este fenémeno no esta relacionado
con la 6smosis, la cual consiste en el flujo de agua a través de una membrana semi-
permeable, y originado por un gradiente de concentraciéon de un soluto. En lugar de
ésto, el mecanismo de de la movilidad del agua es como sigue. Particulas de arcilla y
otros materiales silicatos, tales como vidrio o silicio, adquieren una carga de super-
ficie cuando se ponen en contacto con un electorolito tal como el agua, lo anterior
debido a la disociacin quimica de grupos iénicos de superficie. La cantidad de esta
carga de superficie se determina por varios factores pero un valor tipico para inter-
faces silice-agua se encuentra en el rango de -4 a -60 mili-Coulomb (mC) por metro
cuadrado. Esas cargas fijas sobre el substrato atraen las cargas libres en la solucion
de signo contrario y repelen aquellas del mismo signo (las cargas libres en la solucién
son productos de disociacin iénica de la molécula del agua por si misma, asi como
iones de sal contenidos, atin, en agua pura). Lo anterior resulta en la formacion de
una regin cargada delgada en el soluto que se encuentra en contacto con la superficie,
la cual se conoce como capa de Debye o doble capa eléctrica (EDL, por sus siglas en

inglés) (ver Fig. 1.1).
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Stemn Plane

/ Shear Plane

Figura 1.1: Esquema de la doble capa eléctrica (EDL) que se forma cerca a una
superficie solida cargada negativamente. En este diagrama 1 es el potencial electro-
cinético, v es el potencial eléctrico de la superficie, ( es el potencial zeta, y y es la
distancia medida desde la pared. La longitud de DEbye y el espesor de la EDL estan
representados por A\p y EDL, respectivamente [4].

En la presencia de un campo eléctrico externo, el fluido en esta capa de Debye
experimenta una fuerza de cuerpo y por lo tanto adquiere momentum, el cual se
transmite a capas adyacentes de fluido debido a la viscosidad. Evidentemente el efecto
causa un movimiento relativo entre el soluto y el substrato, ésto puede significar un
flujo de liquido resultante (si la fase sélida es inmévil) o el transporte de particulas
(si la fase liquida es inmovil) o el movimiento de ambas fases. La Fig. 1.2 ilustra este
mecanismo. Un nimero de efectos fisicos se encuentran muy relacionados a EOF
los cuales de manera colectiva se les conoce como “efectos electrocinéticos”. Estos

mecanismos son los siguientes:

1. Electro-6smosis: es el movimiento de un liquido ionizado relativo a una super-

ficie cargada y estacionaria, mediante la aplicacion de un campo eléctrico.

2. Electroféresis: es el movimiento de superficies cargadas y macromoléculas re-

lativo a un liquido en reposo mediante la aplicacién de un campo eléctrico.

3. Potencial de corriente: es el campo eléctrico que se genera por el movimiento

de un fluido ionizado a lo largo de una superficie cargada y estacionaria.
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Figura 1.2: Esquema del modelo fisico en estudio

4. Potencial de sedimentacién: es el campo eléctrico que se crea por el movimiento

de particulas cargadas relativo a un liquido estacionario.

En la bibliografa especializada se puede consultar mayor informacion relacionada con

los efectos mencionados [4, 8, 13, 19].

1.1. Antecedentes

Una de las primeras aplicaciones de EOF fué en la Ingenieria Civil, como un
método para secar suelos. La aplicaciéon de un campo eléctrico fuerte a un medio
poroso, tal como arcilla, permite la extraccién de agua por electro-6smosis [12]. El
flujo de agua accionado eléctricamente también se puede usar para limpiar de conta-
minantes suelos o en la desalinacién de agua salada [14]. Estas primeras aplicaciones
han sido el origen de aplicaciones modernas en el campo de la microfluidica.

La microfluidica es la ciencia de la manipulacin de fluidos en escalas espacia-
les que se encuentran entre uno y cientos de micrémetros. El desarrollo tan réapido
en la tecnologia de la microfabricacién han habilitado una gran variedad de siste-
mas microfluidicos que consisten de valvulas, bombas y mezcladores para que sean
utilizados en aplicaciones medicas, farmacuticas y monitoreo del medio ambiente.
Entre los ejemplos que se pueden citar de este tipo de aplicaciones se encuentran

la administracin de farmacos, analisis de DNA, sismas de secuenciacion y sensores
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de deteccién de agentes quimicos y bioldgicos en microchips. La fiabilidad y cum-
plimiento de esos componentes son importantes para el diseo exitoso y operacin del
sistema microfluidico completo. En particular, los subsistemas como microvalvulas
y microbombas con componentes moviles son complicados para disear y fabricar, y
adicionalmente son propensos a fallar mecnicamente debido a la fatiga y a defectos

de fabricacion.

Otros aspectos importantes que se pueden mencionar relacionados con los efectos
electrocinéticos para el transporte en escalas micrométricas son que éstos habilitan
el bombeo de fluidos y controlan el flujo utilizando campos electrices, eliminando la
necesidad de bombas mecanicas o valvulas con componentes méviles. Ademas, una
comparacin entre flujos originados de manera electrosmotica y por gradientes de pre-
sién revela diferencias importantes. Primeramente, el flujo volumtrico (por unidad
de profundidad del canal) en flujos electroosméticos varia linealmente con la altura
del canal, lo que permite obtener rapideces de flujo en microcanales aplicando cam-
pos electrices bajos. Sin embargo, en el caso de flujos ocasionados por gradientes de
presién varia como el cubo de la altura del canal. Esto requeriria cabidas de presion
muy grandes y no realistas, de tal manera que los flujos originados por gradientes
de presién sean impracticos en aplicaciones de conductos de escalas micrométricas.
Segundo, los perfiles de velocidad para flujos electrosméticos son (en su mayoria)
uniformes (tipo tapén), mientras que los originados por gradientes de presién son
parablicos. Esta diferencia tiene efectos significantes en el transporte de especies y
dispersién en aplicaciones microfluidicas. Algunas condiciones fisicas y electroquimi-

cas que se utilizan en flujos electrocinéticos se muestran en el cuadro 1.1 [4].

Un aspecto importante relacionado con la aplicacion de flujos electrcinéticos se
encuentra en el mezclado de fluidos en dispositivos de escalas micrométricas utilizan-
do biochips. Por lo tanto, existe el requerimiento para realizar esquemas de mezclado
que sean capaces de lograr un efecto de mezclado rapido con el fin de mejorar el tiem-

po de respuesta de dichos dispositivos.

Los primeros microchips se disearon con configuraciones de microcanales rectos;
sin embargo, en tales sistemas el flujo del fluido esta restringido al régimen de bajos
numeros de Reynolds, i.e., flujo laminar, y de aqui que el mezclado de especies ocurra

primeramente como un resultado de la difusién. Consecuentemente, el mezclado de
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Parametro Rango del parametro
Espesor tipico de microcanales, h(um) 0.01 ~ 300
Concentracién del electrolito, ng(mM) 10 ~ 0.001
Longitud de DEbye, Ap(nm) 1~ 100
Potencial Zeta, ¢ (mV) +1 ~ +100
Campor eléctrico, E (V/mm) 1 ~ 100
Velocidad electroosmotica, U (mm/s) <2
Ntmero de Reynolds, Re 1074~ 1

Cuadro 1.1: Parametros fisicos y electroquimicos usados en fenémenos electrocinéti-
cos.

especies es lento, y requeriria un canal muy largo. Por lo anterior, muchos inves-
tigadores han propuesto esquemas de micro-mezclado para mejorar la eficiencia de

dispositivos microfluidicos.

En un sentido general, los micro-mezcladores se pueden clasificar como activos
o pasivos, dependiendo de la estrategia de mezclado que se utilice. Tipicamente
los mezcladores activos aplican una fuerza actuadora externa o usan componentes
mecanicos externos para aplicar perturbaciones peridédicas o aperiddicas a los flui-
dos en el microcanal. Lee et al. [10] desarrollaron un mezclador activo en el cual se
generd un efecto de mezclado cadtico mediante la aplicacion de perturbaciones de
presién periodicas. Green et al. [6] desarrollaron un dispositivo experimental para
examinar las caracteristicas de EOF unducido por campos eléctricos no uniformes.
Por su parte, Dutta y Beskok [3] determinaron soluciones analiticas de flujos elec-

trosmoticos periddicos en canales rectos bidimensionales.

Los micromezcladores pasivos emplean configuraciones geométricas especificas de
microcanales para incrementar el area de contacto interfacial entre las especies que
se mezclan. Stroock et al. [17] presentaron un método pasivo para el mezclado de
flujos 2D, estacionarios, originados por gradientes de presion, a bajos nimeros de
Reynolds, en microcanales los cuales contenian ranuras en su superficie interna. ellos
demostraron que las ranuras indujeron circulaciones helicoidales en el fluido y logra-
ron un mejoramiento importante en el rendimiento del mezclado. Chen y Cho [2]
investigaron las caracteristicas de mezclado de flujos electrocinéticos en microcana-

les con diferentes configuraciones de ondulaciones de la superficie. Ellos realizaron
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simulaciones numéricas para analizar la influencia de la amplitud de onda y la longi-
tud de la ondulacién sobre la eficiencia del mezclado. Adicionalmente, en ese trabajo
demostraron que la inclusion de patrones heterogéneos de carga sobre la superficie
del microcanal mejoraba la eficiencia del mezclado. Por su parte, Hendy et al. [7]
consideraron el flujo de un fluido newtoniano en micro y nanocanales con paredes
que tienen patrones de deslizamiento en la pared. Ellos demostraron que se pueden
utilizar patrones de la mojabilidad de la superficie para inducir trayectorias com-
plejas en el flujo. Stroock et al. [18] cuantificaron la influencia de la anisotropia de
ranuras en las paredes de un microcanal con flujos ocasionados por gradientes de
presion, demostrando que se desarrollan componentes transversales de la velocidad.
Este patréon de flujo da origen a trayectorias de recirculacion helicoidales.Yang y
Liu [21] estudiaron el EOF en un microcanal de placas paralelas con rugosidad si-
nusoidal. Las ecuaciones que describen el EOF se resolvieron mediante el método
de elemento finito. en su trabajo demostraron que la rapidez de flujo volumétrico
decrece lentamente con la altura de la rugosidad cuando la rugosidad relativa es
muy pequea (k = ¢/H < 0,05) o muy grande (£ > 0,05), decreciendo rapidamente
cuando la rugosidad relativa es moderada (0,05 > & > 0,005). En los trabajos cita-
dos anteriormente, para llevar a cabo la solucién y el anélisis correspondiente, se han
utilizado en su mayoria técnicas numéricas de solucion. Es por ello que en el presente
trabajo se estudia tedricamente el EOF en un microcanal de placas paralelas cuyas
paredes tienen ondulaciones, en el que se determinan de manera semi-analitica las
principales caracteristicas del flujo. Aunque este tipo de configuracién geométrica se
podria utilizar como un método para realizar un mezclado, es preciso resaltar que
en este trabajo se tiene como objetivo principal la implementacion de un método
matematico , llamado método de perturbacion de dominio [9], que permite resolver
problemas en que el dominio a estudiar tiene geometrias relativamente complejas.
Como parte de la solucién se determina de manera analitica el campo de flujo, como

funcion de los parametros involucrados en el analisis.

El analisis que se lleva a cabo en esta tesis proporciona una excelente concordancia
con simulaciones numéricas directas de las ecuaciones gobernantes, las cuales muy
costosas hablando en un sentido computacional. El modelo tedérico que se dearrolla

es capaz de predecir tendencias generales en los datos y en muchos de los aspectos
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del campo de flujo en EOF en microcanales de placas paralelas con ondulaciones.



Capitulo 2
Formulacion matematica

En la Fig. (1.2) se muestra el esquema del modelo fisico en estudio. El sistema es
un microcanal de longitud L; el area de la seccién transversal del microcanal varia
periédicamente en la direccion del flujo. En este caso, por conveniencia, se designa
la direccién del flujo como z, la direccion transversal como y, y las correspondientes
componentes de la velocidad como u, z. El campo de flujo serd 2D. Por lo tanto la
componente de la velocidad en la direccién z es cero, y no existen gradientes en esta
ultima direccion.

Por otro lado, el flujo no es unidireccional, excepto en el limite de € = 0. Debido
a que el fluido es incompresible, la componente de la velocidad en la direccion x se
debe incrementar y decrecer conforme la seccion transversal del microcanal decrece y
crece, respectivamente, para preservar un flujo volumétrico constante (conservaciéon

de la masa). En este trabajo se asume que las paredes del microcanal se localizan en:

y==+H|1+ &tsin(nmj

—=)|. (2.1)

siendo ¢ la amplitud de la ondulacién de la pared del microcanal. Las ondulaciones se
pueden deber a la rugosidad inherente de fabricacién, provocadas intencionalmente,
con la finalidad de incrementar el drea de la superficie de la doble capa eléctrica.
El interés primario es estudiar los efectos de las ondulaciones en el EOF en un
microcanal: en particular, si el flujo se puede incrementar al alterar los parametros
con las ondulaciones en un microcanal.

De acuerdo con aplicaciones tipicas de flujos electro-osméticos, L > H. Para el

14
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analisis se establece un sistema coordenado Cartesiano (z,y), adoptando el origen en
la entrada del micro-canal, y el eje x a lo largo del plano de simetria del mismo. El
flujo del fluido se debe exclusivamente a los efectos de las fuerzas electroosméticas
causadas por un campo eléctrico de intensidad FEj en la direccion axial, dado por
Ey = ¢o/L, donde g es el valor del potencial eléctrico impuesto en la entrada del
micro-canal. El micro-canal se encuentra fijo en sus extremos por dos depositos de

liquido a temperatura constante Ty y a la misma presiéon Py [20].

Se hacen las siguientes suposiciones:

= El flujo es laminar y el nimero de Reynolds, correspondiente al flujo, definido

més adelante, es muy pequenio comparado con la unidad (Re < 1).

= La carga en la EDL sigue la distribucién de Boltzman, y el voltaje externo es

significativamente mas grande que el flujo potencial inducido.

= El potencial en la pared es lo suficientemente pequenio (e/kpr < 1, tipica-
mente ¢ < 25mV | donde e, es la carga elemental de la solucién del electrolito
y kp es la constante de Boltzman) por lo que se hace valida la linealizacién de
Debye-Hiickel; de lo contrario se debe considerar el limite de potenciales zeta

grandes.

= El campo eléctrico que se aplica externamente es débil, esto es, po/L < (/Ap,
donde g v Ap son el el potencial eléctrico en la entrada del micro-canal y
la longitud de Debye, respectivamente; esta suposicion implica que el campo
eléctrico aplicado distorsiona la estructura de la EDL de manera insignificante
[16].

s Fl fluido es una solucidon electroltica simétrica.

= Las propiedades del fluido son constantes.

= El potencial zeta (¢) en la superficie del microcanal es invariante axialmente.
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2.1. Ecuaciones gobernantes

Las ecuaciones de gobierno fundamentales, en estado estacionario, que describen

el flujo electroosmotico son la ecuacion de continuidad y cantidad de movimiento,

dadas por:
% + g—: =0, (2.2)
pf <ug—z + vg—Z) = —g—i +u <% + giyz) + pe by, (2.3)
P (u% + vg—Z) = —g—]; + p (% + gi;;) + pe by (2.4)

En las Ecs. (2.2)-(2.4) u y v representan las componentes de la velocidad axial y
transversal del fluido, respectivamente; p es la presién hidrodindmica. pf y p. son la
densidad del fluido y la densidad neta de carga eléctrica de la solucién electrolitica,
respectivamente. Adicionalmente, debido a que du/0z es diferente de cero, dv/dy
debe también ser diferente de cero para satisfacer la ecuacion de continuidad, y la
componente de la velocidad en la direccién ortogonal (v) debe ser diferente de cero.
E, y E, representan la intensidad de campo eléctrico en la direccién z, y, los cuales

se determinan a partir de las siguientes ecuaciones:

o
By = (2.5)
y
o
e == (2.6)

De acuerdo con la teoria electrostatica, el potencial eléctrico por la ecuacion de

Poisson:
Fe e pe
ox? oy €’

donde € es la permitividad dieléctrica del fluido. Dado que el campo eléctrico que se

(2.7)

aplica externamente es débil, es decir, que A¢/L < (/\p, donde A¢ es la diferencia
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de potencial del campo eléctrico aplicado, la distribucién de carga es esencialmen-
te independiente del campo eléctrico externo y se determina del potencial ¢ en la
pared. Es razonable suponer que el potencial eléctrico, ®, se puede representar por
la superposicion lineal del potencial de la EDL y el potencial externo aplicado, lo
cual es valido para microcanales largos, de tal manera que sin considerar cualquier
efecto de los extremos del micro-canal, se puede escribir ®(z,y) = ¥(z,y) + ¢(x);
en la ecuacion anterior, el primer término del lado derecho se ha supuesto como una
funcién de ambas coordenadas, (x,y), debido a la ondulacién de la pared. Por lo

tanto, la Ec. (2.7) se puede rescribir de la siguiente forma:

Oy P pe
oz oy2 €’

donde la densidad de carga, para un electrolito simétrico, estd dada por p. =

(2.8)

—2zens sinh(zey /kpT). La Ec. (2.8) es la ecuacién de Poisson-Boltzmann, que de-
fine el potencial i (z,y) en la doble capa eléctrica en el microcanal. En este tra-
bajo, para simplificar el andlisis, se considera que zey/kgT < 1, de tal manera
que sinh(zey /kpT) = zexh /kgT. Dicha linealizacion se le conoce como la aproxima-
cion de Debye-Hiickel. Por otra parte, para un microcanal largo L > H, el término
0*®/02* se puede despreciar [11]. Bajo las consideraciones previamente sefialadas,

la Ec. (2.8) se reduce a:
Y,
En la Ec. (2.9), k define el inverso del espesor de la doble capa eléctrica (o inverso

de la longitud de Debye), dado por

Mo 2262\ ?

siendo ne, 2, €, kg y T la concentracién idnica en la solucién, la valencia de la
solucion electrolitica, la carga elemental, la constante de Boltzmann y la temperatura

absoluta (considerada la temperatura ambiente en este trabajo), respectivamente.

Las condiciones de frontera de la Ec. (2.8) son:

en y=0: %:0 (2.11)
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en y=h(z): Yy=H)=C( (2.12)

Por otro lado, si se define p’ = p — ex??/2 [1], las ecuaciones de cantidad de

movimiento (2.3) y (2.4) se transforman en:

ou ou\  op Pu  0u 9
Pf (u% +v ay) = —% +u (a— + W) — €R ¢Ex> (2'13)
FLLENILCA B ijti (2.14)
Pr\"az " oy oz 912 | By '

de donde se puede observar que la ecuacién de cantidad de movimiento en la direccion
x, Ec. (2.13), es invariante mediante la transformacién realizada en la variable p.
Las condiciones de frontera asociadas a las Ecs. (2.2), (2.13) y (2.14) estan dadas
por:
u-n=u-t=0 en y:i—h(:):):i—H[l—l—ssin(n—?ﬂ. (2.15)

Aqui n y t son vectores normal y tangente a las paredes del microcanal. Debido a
que las componentes de la velocidad normal y tangencial son cero, ésto ultimo es

equivalente a:

u=v=0 en y==xh(z)==+H [l—l—esin(n—zxﬂ. (2.16)

En el plano de simetria del microcanal (z,y = 0), se establece la condicién

ou
0_y =0 (2.17)

Otras condicién que se debe satisfacer es que la presion a la entrada y salida del

microcanal es la misma, es decir:
p(z =0,y) = p(z = L,y) = po. (2.18)

Como una consecuencia de las variaciones en la altura del microcanal con z, el
fluido se debe acelerar y desacelerar, y por lo tanto el gradiente de presion sera una

funcion de la posicion.
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Las condiciones de frontera (2.16) reflejan la condicién de no deslizamiento hi-
drodindmico y de impermeabilidad en la pared. La condici én (2.17) representa la
simetria del campo de velocidad en el plano intermedio del micro-canal. Aqui se con-
sidera que no se aplica un gradiente de presién entre los extremos del micro-canal,

condicién (2.18), lo que corresponde a un flujo puramente electro-osmético.

2.1.1. Adimensionalizacion de las ecuaciones

Las ecuaciones gobernantes que describen el flujo electroosmotico en un micro-

canal de paredes onduladas se adimensionalizan mediante las siguientes variables

adimensionales:
x y U B vl (p/ — py)H? S
== Y=L a4=—, 0= , = = (219
X L H UHS UHSH MUHSL w < ( )

donde Upgg es la velocidad electroosmética de Helmholtz-Smoluchowski, definida co-
mo Upys = —€CEy/p [13]. En términos de las variables adimensionales establecidas
n (2.19), las ecuaciones gobernantes (2.2), (2.10), (2.13) y (2.14), junto con las

correspondientes condiciones de frontera (2.15)-(2.18), se transforman en:

ou  Ov
7 27 2.2
ou ou oP u  O*u
BRe ( ot 8Y) ~ax HPar T F 2, (2.21)
ov ov 8P 9% 0%V
3 ov vy 20
5°Re (ua + U&Y) ﬁ B@y? (2.22)
y 82@
—_— = _2 /)
s = R (2.23)

En las ecuaciones anteriores (2.20)-(2.22), Re = psUysH/p es el ntmero de
Reynolds, § = H/L, k = kH. Como es sabido, el nimero de Reynolds representa
una medida de la importancia relativa de los términos de la inercia o aceleraciéon con
respecto a los términos viscosos en las ecuaciones de Navier-Stokes. En el analisis

subsecuente, y de acuerdo a aplicaciones tipicas de los flujos electrosméticos (ver
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Tabla 1), se considera que ambos parametros, Re y [ son mucho menores que la
unidad. En este contexto, se considera que Re es pequeno aun comparado con el
parametro de amplitud geométrica €, este ultimo supuesto también pequeno, ¢ < 1,
lo que significa que los términos inerciales se pueden despreciar y que el flujo es
dominado por fuerzas eléctricas, viscosas y de presién.

Las condiciones de frontera adimensionales asociadas a las ecuaciones (2.20)-
(2.23) son:

en Y ="h(x)=1+esin(nry):a=0=0 y =1, (2.24)
_on oy
y
P=0 en x=0,1. (2.26)

2.2. Metodologia de solucién

En esta seccién se realiza un andlisis asintotico del sistema de ecuaciones (2.20)-
(2.23), considerando que en la formulacién matematica estan presentes varios pardme-
tros adimensionales, 3, Re y ¢, los cuales son muy pequenos comparados con la uni-
dad, como se puede inferir a partir de los valores de los parametros que se muestran
en la Tabla 2. En 2.2.1 se obtendra, mediante la aproximacion de la teoria de la lu-
bricacién, expresiones simplificadas de las ecuaciones que describen la hidrodindmica
de este EOF.

Para resolver el sistema de ecuaciones que gobierna el flujo electrosmético, se
hara uso de un método de perturbacion regular, denominado método de perturbacion
de dominio [9]. Este método aplica a problemas en los cuales la geometria del flujo
o dominio de transporte es complicado e irregular en el sentido de que las fronteras
no corresponden a sistemas de coordenadas conocidos, pero que son cercanas a tales
sistemas coordenados.

El método de perturbacién de dominio proporciona una forma aproximada para

resolver el problema planteado para valores de € < 1. La idea basica es reemplazar
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Parameter Value Unit

E() ~ 103 V/m
H 50-200  pm
L ~1072 m
¢ ~ 1072 \Y%
1 1,002 mPas
AD 1-10 nm
p ~ 10  kg/m?

Cuadro 2.1: Propiedades de transporte y pardmetros geométricos utilizados para
estimar los parametros adimensionales usados en este trabajo

la condicion de frontera exacta, (2.24), con una condicion de frontera aprorimada
que sea asintoticamente equivalente para € < 1 pero ahora aplicada en la superficie
coordenada Y = 1. El método de perturbaciones de dominio conduce a expansiones

de perturbacién regular en el parametro pequeno e¢.

2.2.1. Analisis asintotico en el limite de § — 0y Re < 1.

La forma adimensional de las ecuaciones de cantidad de movimiento enfatizan
la presencia de dos parametros adimensionales, § y Re. En este analisis conviene
suponer que Re es fijo e independiente de [, y por lo tanto, fRe — 0 conforme
£ — 0. En el limite de la teoria de la lubricacién, involucra despreciar términos
de O(B) y O(f8%) en los términos viscosos, y aquellos de O(BRe) y O(B*Re) que
multiplican a los términos inerciales en las ecuaciones (2.21) y (2.22). Por lo tanto,

proponiendo las siguientes expansiones asintéticas para las variables u, v y P de la

forma
u=1uy+ O(B,6Re)+ -+, (2.27)
v=1700+O(B,BRe)+ -+, (2.28)
P=P,+O(B,Re)+--- . (2.29)

Por lo tanto, las ecuaciones que describen el campo del flujo, hasta términos de

orden cero, en el limite de 8 — 0y fRe — 0, Ecs. (2.20)-(2.22), se pueden reescribir
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como
duy  9v,
o v - 0, (2.30)
APy,  Pu -
~ v _-- 2.31
' OF,
0

De la Ec. (2.32), se observa que P, depende tnicamente de la coordenada x,
por lo que el problema hidrodindmico se reduce a determinar la solucién de las Ecs.
(2.30) y (2.31), las cuales son conocidas como las ecuaciones de la lubricacion, y
son semejantes a las correspondientes para flujo unidireccional. Sin embargo, en este
caso, debido a las variaciones de la seccién transversal del microcanal, uy puede
ser funcion de la coordenada adimensional y y ¥ no sera cero en general. Ademaés,

debido a que 4y es una funcién de y, entonces Py también lo es.

2.2.2. Solucidon en el limite de e < 1

En esta seccion se busca una solucion para el caso limite de ¢ < 1 por medio de

espansiones asintoticas de la forma

Uy = Uop + €Up1 + -+, (2.33)
Vo = Voo + Vo1 + -+, (2.34)
Py=Pyo+ecPoyi+---, (2.35)
Y — —_ _
=1 +ePr+---, (2.36)

Sustituyendo las expansiones (2.33), (2.34) y (2.35) en la ecuaciones de continui-
dad (Ec. (2.30)), cantidad de movimiento (Ec. (2.31)) y del potencial eléctrico (Ec.
(2.8b)), se tiene:
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ou ou ou ov ov ov
00 , GUor 2002 . Oloo ,  Oloi 20002

Ox dx dx oY oY oY =0 (237)

dPO’O é?dPO’l 2 dpo,g 4 82220,0 82210,1 2821]072

- _2 b h DY
V= dx Ay dy | ove T oye Ty TR (Yo+eti+--+) (2.38)
y 82,& 02’17;
0 1 o, - _
Y2 +60Y2 +~..:H2(w0+5¢1+...)7 (239)
respectivamente.

Se debe notar que en las Ecs. (2.37) y (2.38) los términos 00 0/0Y y dPyo/dx
deben ser cero, ya que para £ = 0 se tiene el caso de un microcanal de placas planas,

y por lo tanto, el flujo corresponderia al caso hidrodindamicamente desarrollado.

Para este caso limite, las condiciones de frontera (2.24) se aproximan en términos
de condiciones de frontera asintéticamente equivalentes aplicadas en &Y = 1. Lo
anterior se realiza mediante una aproximacién en series de Taylor para @y y U9 v ¥
en Y = h(x) alrededor de Y = 1. Esto es:

Oy 1 0*ag 2
loly—h(x) = Uoly=1 + = Y —1)+ = Y -1)"+0(*). (240
UO|Y_h(X) TUgly—1 + B Y:l( )+ 2 Y2 Y:l( )"+ (5) ( )
Tomando en cuenta que Y — 1 = esin(nmy) y que 4y = 0 en la superficie del

microcanal, la ecuacién anterior se transforma en

_ dtig : 1 0*ap
0= U(]‘Yzl + 0—Y - [8 Sin (’/I,?TX)] + 5 Y2

[€%sin® (nry)] + O () . (2.41)

Y=1

De manera equivalente, para la componente de la velocidad v, se tiene:

1 0%
¥V=D+35 52

v

Olyoppy =T lv=1 + 5 Y =1+ 0(f).  (242)

Y=1

y=1
Aplicando la condicién de frontera 7y = 0 en Y = h(x) a la Ec. (2.40), se obtiene:

esin(nmy)] + 3 220
. esin(nmy 5 577

_ 0y
0= U0|Y:1 —+ 0—Y

[€%sin? (ny)] + O (%) . (2.43)

Y=1
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De igual forma, considerando la condicién de frontera adimensional para el potencial
eléctrico en la superficie del microcanal, para la variable 1 se tiene que:
. . o 1 0% 2
1= L=ty + — V-1 +- — Y —1)"+0(e%). (2.44
Ulymi =Vr=1+ 5y B AT 1 N i (). 24
De las Ecs. (2.40), (2.42) y (2.44) se obtienen las condiciones de frontera que son
asintéticamente equivalentes a iy y 0o y ¥ en Y = h(x). Sustituyendo las expansiones

(2.33)-(2.36) en las ecuaciones mencionadas anteriormente, se obtiene:

0= ﬂ0|Y:B(X) = (’ao,o + 5'&0,1 + 521]072) |y:1

i 0 (T_L070 + 81_1071 + 821]0’2)

Y . e sin (nmy)]
1 62 (a . 2
+ 5 9" (4 +§;/g *eu) o [52 sin? (nﬁX)] +--0 (2.45)
Yy
0= z_")/:B(X) = (170,0 + €1 + 52170,2) ly=1
0 (v U 29,
+ (%0 + Egg’/l + £70%,) . e sin (nmy)]
1 9% (v + €0p1 + £%092) 5 . o
3 ’ : i e, (24
+ 5 92 . [5 sin (nﬁx)} +---, (2.46)
y
1= QZ‘Y:B(X) = (1;0 + ety + 821;2) ly=1
0 (1 ) 2
+ (% - ?ﬁj te ¢2) [e sin (n7y)]
y=1
1 8 (tho + evo,1 + %2) .
+ 9 Y 2 . [£%sin® (nmx)] + -+, (247)

Debido a que € es un parametro pequeno y arbitrario, cada uno de los términos

en la Ec.(2.45) debe ser igual a cero, por lo tanto,
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en O(l) : ’ao’o =0 en Y = 17 (248)
_ Jugp .
en O(g): tpy=——FLsin(nry) en Y =1, (2.49)
’ Y
ou 10%u
y en O(®): dgo=— 101 in (nmx)—= Y01 2 (nmx) en Y =1. (2.50)

Yy 2 0Y?

De manera similar, para la componente vy de la velocidad, se tiene

en O(l) . @070 =0 en Y = 17 (251)
_ oo .
en O(e): oy =——FLsin(nry) en Y =1, (2.52)
’ Y
v 10%
y en O(): Top=~— g}o}l sin (27x) — 3 8;0271 sin?(nmy) en Y =1. (2.53)

Andlogamente, la Ec. (2.47) proporciona

en O(1): y=1 en Y =1; (2.54)
en Ofg): 9 = —% sin (nmy) en Y =1; (2.55)
y en O} : 1= _9n sin (2my) — L sin? (nry) en Y =1. (2.56)

oY 2 9Y?2

La primera de la condicién de frontera original de (2.24), en Y = h(x) es por lo
tanto transformada en una serie de condiciones de frontera equivalentes para las fun-
ciones g, Uo 1, Up2 en Y = 1. Al resolver primeramente para g en O(1) mediante

(2.48), entonces (2.49) proporciona una condicién para gy en O(e), y asi sucesiva-
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mente hasta términos de mayor orden. De manera equivalente, este proceso se realiza

para vy y 'QZJ

Solucién O(1)

El problema a resolver en O(1) es

821% _92 7

gyz — Yo, (2.57)

Dt o -
vz — F Yg. (2.58)

con las siguientes condiciones de frontera:
en Y =1: IEO =1 y ?_L0,0 = O, (259)
A, Ny _ OQugoy

en Y =0: W = oy - 0. (2.60)

Como se puede apreciar, en el problema en O(1), las condiciones de frontera
son independientes de x en este nivel de aproximacion, siendo éste el problema de
un flujo electrosmdético entre placas plnas y paralelas, en cuyo caso oo = tgo(Y),
de tal manera que la solucién de las Ecs. (2.57) y (2.58), tomando en cuenta las

correspondientes condiciones de frontera, esta dada por:

~  cosh (RY)
~ cosh (k) (2.61)
' h (RY)
ugo =1 — W- (2.62)

Solucién O(¢)
La solucién al problema en O(¢) lo determinan el siguiente conjunto de ecuaciones:

0%

T R, (2.63)
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dPoy *gq

e ] (2.64)

con las condiciones de frontera

- My . _ g, .
en Y =1: 1= —% sin (nmy), Up1 = — g;o sin (nmy) ; (2.65)
. O Ddugy

Este problema en O(¢) es la primera correccién para la geometria ondulada de la
pared del microcanal. La solucién de la Ec. (2.63), considerando sus condiciones de

frontera, es:
cosh(rY)

Y = —FK tanh(g) sin(nﬁx)m,

(2.67)

Sustituyendo (2.67) en (2.64), e integrando dos veces esta ultima y aplicando las
respectivas condiciones de frontera de la velocidad, y haciendo uso de la solucion de

la velocidad en el orden principal, Ec. (2.62), se obtiene:

_ 1 dP(),l
Uu = ——
M2 dy

(2.68)

(1 —Y?) + R tanh (g) sin (ny) [COSh(/{Y)]

cosh(r)

En este punto, dFPy 1/dx es incognita. Para determinar la distribucién de presién,
se sustituye ug; de (2.68) en la ecuacién de continuidad en O(e), Ec. (2.37), dada

por
81_1071 8’(_]071

ax oY

Integrando el resultado en la direccion transversal, desde Y = 0a Y = 1, y aplicando

= 0. (2.69)

la condicién de frontera de impermeabilidad en la pared para 7y ;, segunda condicién

de (2.24), se obtiene
d*Py
dx?

Por lo tanto, de (2.70), el gradiente de presién a lo largo del microcanal se pue-

= 3nm tanh? () cos (nmy) . (2.70)

de determinar. Integrando dos veces esta ecuacién, y considerando que Fp; (0) =
Po1(1) =0, se llega a:

3 tanh?(R)

PO,l = nn

[1 —x + x cos(nm) — cos(nmx)], (2.71)
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siendo el gradiente de presion a lo largo del microcanal

dPy;  3tanh®(R) :
v [nm sin(nmx) + cos(nm) — 1]. (2.72)

La velocidad adimensional del flujo en la direccién y, hasta orden e estd dada

por

B cosh(kY)

g = U i O =1
Ug Uo,0 + €UQ,1 + (8 ) COSh(R)

{ 3tanh?(R)
e -2

5 [nmsin(nmy) + cos(nm) — 1] (1-Y?)+7 tanh(&) sin(nmy))

cosh(RY)
cosh(k)

+0(?). (2.73)

Esto completa la solucién para @, hasta términos de O(g). Para determinar la

contribucién de g, se debe notar de la ecuacién de continuidad, Ec. (2.69), que

81_)0,1 81_1071

oy Oy’

(2.74)

Por lo tanto, sustituyendo % ; en la ecuacién anterior e integrando el resultado, se

obtiene:

Ld*Poy,,, Y? '  nrtanh(k) cos(nmy) sinh(kY)

1= dx? ( 3 ) cosh(R) +D, (2.75)

donde D es una constante de integracién. Adicionalmente ¥y ; debe satisfacer dos

condiciones de frontera. La primera es la condicién de simetria,

o1 =0 en Y =0. (2.76)
Lo anterior implica que D = 0. La segunda condicién es que

o1 =0 en Y =1. (2.77)

Esta ultima condicion se satisface idénticamente. Por lo tanto, hasta términos de
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orden ¢, la componente transversal de la velocidad esta dada por:

Y3 inh(RY
Up1 = enm tanh(R) cos(nmy) E tanh(R) (Y — ?) - %} : (2.78)
2.2.3. Vorticidad
La vorticidad w esta definida como
ov  Ou
-7 _ = 2.79
la cual se puede escribir en forma adimensional como
ov  0u
0 == - = 2.80

donde 5= H/Ly w =wH/Uys. Debido a que en el presente andlisis se cumple que
B << 1 siendo las demds variables de O(1), en primera aproximaciéon la Ec. (2.79)

se reduce a

_u
oy

Por lo tanto, en la aproximacién de la teoria de la lubricacion, la Ec. (2.81) se reduce

(2.81)

w =

a
_ %o
oy’

Para resolver el campo de vorticidad, se busca una solucién asintética de la forma:

@y = (2.82)

Wy = (I)(],o + 8@071 + - (283)

Sustituyendo la Ecs. (2.33) y (2.83) en la Ec. (2.82), y resolviendo hasta términos

de orden ¢, se obtiene
812070

Do = — 2.84
Wo,0 oY ( 8 )
y P
_ Uo,1
= ——= 2.
w071 8Y y ( 85)
de las cuales se determina o
_sinh(gY") (2.86)

woo =k cosh(k)
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t h2 K _2t h(7) si inh(kY
D1 = M [1 — cos(nm) — nsin(nry)] Y — i° tanh(#) sin(ny) sinh(r )

nw cosh(k)

(2.87)

Por lo tanto, hasta términos de O(¢), el campo de vorticidad estd dado por

sinh(RY")
cosh(k)
+e {73 tazl; () [1 — cos(nm) — nwsin(nmx)] Y — F” tanh(F) (SELHS(IZZT) sinh(RY) }+- -

Wo =K

(2.88)

2.2.4. Rapidez de flujo volumétrico

La rapidez del flujo volumétrico en el microcanal se puede determinar con la
ayuda del perfil de velocidad @y = o + €tip1 + - - -, donde g y Up1 estdn dados

por (2.62) y (2.68), como se muestra a continuacion:

1
Q=20 = [Caley) ey, (2.89)
Qc 0
donde Q). = 2UgysH. Al llevar a cabo la integral, se obtiene
_ tanh (7 tanh? (R
Qo = 1 Lanh(®) g{M 1 — cos(nm)] } O, (2.90)
I nm

En muchas aplicaciones practicas la doble capa eléctrica es muy pequea, ~ 1 — 3
ordenes de magnitud mas pequena que el ancho espesor del microcanal. Bajo esta
circunstancia se cumple que el parametro £ > 1, y por lo tanto, en este limite

tanh(k) — 1, por lo que el flujo volumétrico se puede expresar como

Qo~1-— % te [Ls(m)} +O(2). (2.91)

nm
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Adicionalmente, para un canal cuyas paredes tengan una gran cantidad de ondula-

ciones, es decir nm — 00, se tiene:

Qo=~1- (2.92)

)

| =

indicando que en este limite se recupera el caso de un canal de placas planas y

paralelas [11].



Capitulo 3
Analisis de resultados

Para estimar los parametros adimensionales usados en este analisis, se utilizaron
las propiedades de transporte y parmetros geométricos tipicos en aplicaciones de
EOF (ver Tabla 2.1).

En la Fig. 3.1 se muestra el perfil de velocidad adimensional, 7y, como funcién
de la coordenada transversal adimensional Y, evaluado en tres coordenadas adimen-
sionales, x(= 0,1,0,2197,0,5), y con valores de los pardmetros kapa = 20, ¢ = 0,01 y
n = 1. Como se puede apreciar, la condicién de flujo hidrodindmico no se alcanza a lo
largo del microcanal, debido a la ondulacion de la pared de éste. En este contexto, y
para los valores de los parametros utilizados en esta figura, se observa que el perfil de
velocidad tiene un caracter concavo y convexo a la entrada y salida del microcanal,
respectivamente; en esta figura, el valor de la coordenada y = 0,2197 corresponde
a la posicién donde se tiene un flujo tapon, coincidiendo con la ubicacion donde el
gradiente de la presién es cero (dFPy;/dy = 0).

El comportamiento del perfil de velocidad a lo largo del microcanal se debe a
la variacion de la seccién transversal del microcanal, como lo reporté Ghosal [5]
previamente; dicho patrén del flujo es originado por la variacién de la velocidad del
fluido en la direccién x, g o + €tig 1, ya que ésta decrece donde el canal se expande y
se incrementa donde el canal se contrae, para mantener constante el flujo volumétrico

a lo largo del microcanal.

En la Fig. 3.2 se presenta el perfil de velocidad adimensional, 7y, como fun-

cién de la coordenada longitudinal adimensional y, evaluado en cuatro coordenadas

32
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1,0 i S i e e
0,8 -
— x=0.1
wed ¥=0.2197
_ S 7=0.5
u ' =20
0 o4 n=1
0,2 1
0,0 T T T T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Y

Figura 3.1: Velocidad adimensional, 7y, como funcién de la coordenada transversal
adimensional Y, evaluada en tres coordenadas longitudinales y(= 0,1,0,2197,0,5).
Los parametros utilizados en esta grafica son £ = 20, = 0,02 y n = 1.
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adimensionales Y (= 0,01,0,1,0,2,0,5), y con valores de los pardmetros kapa = 20,
e = 0,02 y n =1. En esta figura se observa que el movimiento del fluido en la di-
recciéon Y es alternativamente positivo y negativo conforme el movimiento de éste se

presenta en la direccion y, siguiendo los contornos de las paredes del microcanal.

La distribucion de presion adimensional P como funcion de la coordenada adi-
mensional y se muestra en la Fig. 3.3, parac = 0,02, n = 1 y £ = 20. Como se puede
apreciar, para los valores de los parametros considerados en esta figura, existen re-
giones a lo largo del microcanal en las que el gradiente de la presiéon adimensional
es negativo y positivo. Para aquellas en que el gradiente de la presion es negativo,
el perfil de velocidad es céncavo; en las zonas donde el gradiente de la presién es
positivo, el perfil de velocidad correspondera a uno convexo. Adicionalmente, de la
mismo figura se observa que existen coordenadas donde el gradiente de la presion es
igual a cero, lo que corresponde a tener un perfil de velocidad tipo tapon, como se
muestra en la Fig. 3.1. Otros aspecto que se debe precisar es que la presion tiene
valores negativos desde la parte estrecha del microcanal hacia la parte mas amplia
del mismo; por el contrario, en la regién donde el canal va de su parte mas amplia
hasta la salida, los valores de la presion adimensional son positivos. Dicha variaciéon

de la presién es lo que causa las variaciones de la velocidad en la direccién axial y.

Los patrones del campo de flujo que se presentaron previamente se pueden ex-
tender al caso en que se consideren microcanales cuyas paredes incluyan un mayor
numero de ondulaciones. En la Fig. 3.4 se presenta el perfil de velocidad g, como
funcién de la coordenada transversal adimensional Y, evaluado en tres coordena-
das adimensionales arbitrarias, x(= 0,2,0,5,0,8), y con valores de los parametros
kapa = 20, ¢ = 0,02 y n = 2. En esta figura se reproduce un comportamiento anélo-
go al presentado en la Fig. 3.1, aunque en este caso, en primera instancia, se observa
que la velocidad media serd menor en comparacién con el caso de n = 1 (ver Fig.
3.1). Esto ultimo serd verificado méas adelante cuando se presenten los resultados

donde se evalia la rapidéz de flujo volumétrico.

En la Fig. 3.5 se presenta el patrén de flujo en la direccion transversal Y, para
n = 2. Como se observa el comportamiento del flujo es cualitativamente el mismo
que el presentado en las figuras previas. Sin embargo, es necesario precisar que in-

crementando el nimero de ondulaciones tendera a incrementar la magnitud de la
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Figura 3.2: Velocidad adimensional, 7p; como funcién de la coordenada longi-
tudinal adimensional y, evaluada en cuatro coordenadas arbitrarias transversales
Y (=0,01,0,1,0,2,0,5). Los parametros utilizados en esta grafica son £ = 20,¢ = 0,02

yn=1.
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Figura 3.3: Distribucién de la presién adimensional P como funcién de la coordenada
adimensional x, para e =0,02, k =20y n = 1.
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Figura 3.4: Velocidad adimensional, 7y como funcién de la coordenada transversal
adimensional Y, evaluada en tres coordenadas longitudinales y(= 0,1,0,5,0,8). Los
parametros utilizados en esta grafica son kK = 20, = 0,02 y n = 2.
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componente de la velocidad transversal adimensional. Otro aspecto a resaltar es que
las coordenadas axiales , donde la componente de la velocidad 0y ; = 0 ocurre cuan-
do el perfil de la velocidad g o + €1, coincidiendo con la posicién donde la pared

del microcanal tiene su maxima amplitud €. microcanal.

Para el caso de n = 2, la distribucién de la presion adimensional a lo largo del
microcanal cambia significativamente en comparacién con el caso de n = 1, como
se puede observar en la Fig. 3.6. Aqui se aprecia que para el caso de n = 2, en las
coordenadas x = 0,0,5,1,0 la presién tien sus valores minimo, maximo y minimo,
respectivamente. A partir de la entrada del microcanal y en direccién del flujo, el
gradiente de presién es positivo hasta la coordenada x = 0,5. En esta zona, el perfil
de velocidad es céncavo; contrariamente, para 0 < x < 1, el gradiente de presién es
negativo, ocasionando que el perfil de velocidad sea convexo. Para x = 0,5, donde el

gradiente de velocidad es cero, corresponde a tener un perfil de velocidad tipo tapon.

En la Fig. 3.12 se grafica la rapidez de flujo volumétrico como funcién del nimero
de ondulaciones de la pared del microcanal, para dos valores de (= 0,01,0,05) y
k = 20, siendo n impar. Es evidente que para el caso de n = 1 se logra un mayor
caudal cuando se compara con valores de n > 1. Conforme se incrementa el valor de
n, la rapidez del flujo volumétrico tiende asintéticamente al caso de un microcanal
de placas planas y paralelas, como se observa de la Ec. (2.92). En este punto se debe
observar que para valores pares de n, independientemente de su valor, siempre se
obtiene una rapidez de flujo volumétrico igual al caso de placas planas y paralelas,

ya que el término 1 — cos(nm) = 0 en la Ec. (2.91).

La Fig. 3.8 presenta la rapidez del flujo volumétrico como funcién del parametro
g, para k = 20 y n = 1. Aqui se nota que su variacién es lineal con ¢, debido a que
el célculo se realizé hasta términos de O(¢), debido a que en hasta este orden ya no

exitié una variacién significativa de la rapidez del flujo volumétrico.

Finalmente, los campos de vorticidad se grafican en las Figs. 3.9-3.12. Las Figs.
3.9 y 3.10 para los mismos valores de los parametros ¢ = 0,01 y k =20, conn =1y
n = 2, respectivamente. En estas dos figuras se observa la manera en que las paredes

onduladas del microcanal perturban el campo de vorticidad.
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Figura 3.5: Velocidad adimensional, ?¥p; como funcién de la coordenada longi-
tudinal adimensional y, evaluada en cuatro coordenadas arbitrarias transversales
Y (=0,01,0,1,0,2,0,5). Los parametros utilizados en esta grafica son £ = 20,¢ = 0,02
yn=2.
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Figura 3.6: Distribucion de la presién adimensional como funcién de la coordenada
adimensional y, para tres diferentes valores del pardmetro k = 20, ¢ = 0,02 y n = 2.
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Figura 3.7: Rapidez de flujo volumétrico adimensional como funciéon de n, para dos
valores de e(= 0,01,0,05) y & = 20. En esta gréfica se han graficado valores impares
de n.
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Figura 3.8: Rapidez de flujo volumétrico adimensional como funcién de € con n =1
y k= 20.
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Figura 3.9: Campos de vorticidad para ¢ = 0,02, k =20y n = 1.
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Figura 3.10: Campos de vorticidad para e = 0,02, Kk =20y n = 2.
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Figura 3.11: Campos de vorticidad para e = 0,04, Kk =20y n = 2.
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Figura 3.12: Campos de vorticidad para ¢ = 0,04, Kk =20y n = 3.
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Conclusiones

En este trabajo se llev a cabo, con base en la teoria de la lubricacién, un andlisis
asintotico del flujo electro-osmético a través de in micro-canal con paredes ondu-
ladas, bajo la aproximacién de Debye-Hiickel. Los efectos de las ondulaciones se
investigaron mediante la aplicacién del método de perturbacion regular de dominio,
considerando amplitudes pequeas de las ondulaciones. Se demuestré que los factores
que mas influyen en la hidrodindmica del flujo electro-osmético son la amplitud y
frecuencia de las ondulaciones, el pardmetro electrocinético . La solucién asintética
(perturbacién de dominio) hasta términos de O(¢) indica que la rapidez de flujo de-
crece al incrementar el nimero de ondulaciones, tendiendo asintéticamente al valor
del flujo volumétrico del caso de un canal de placas planas y paralelas. En este senti-
do, el canal en el que se da el mayor flujo volumtrico para condiciones establecidas es
el caso de n = 1, es decir, cuando la ondulacin de la pared del micro-canal est dada
por H(z) = H [1 + esin(mx)]. El presente andlisis sugiere la aplicacin del mtodo de
perturbacin de dominio, como una herramiente poderosa para tratar problemas de
manera analitica aproximada, en casos donde el dominio no corresponda al referido
a coordenadas cartesianas convencionales. El modelo analitico que se presenta en
esta tesis proporciona una concordancia con simulaciones numéricas muy robustas
de las ecuaciones gobernantes de este tipo de flujos electro-osmoéticos. El trabajo
teorico desarrollado permite predecir tendencias en los datos y dems aspectos bsicos
del campo de flujos electro-osméticos. Trabajo a futuro relacionado con el tema aqui
tratado involucrara la inclusion de otros factores como potencial { variable; anélisis
en estado transitorio, as como realizar una simulacién numérica que permita predecir
el alcance de la técnica de perturbacion aplicada. Otro factor que merece analizar en
un trabajo préximo es el caso en que las placas del micro-canal son ambas onduladas,
pero con la ondulacion desfasada, y de esta manera estudiar los efectos que dicha
geometria tendra en la hidrodindmica del flujo electro-osmético. El de analisis reali-
zado en este trabajo tiene gran aplicacion en el estudio micro-mezcladores, por lo que
otro punto importante a considerar es realizar estudios en flujos electro-osmédticos

incluyendo la ecuacién de especies.
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