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Introduccion

Al estudiar ciertos objetos de caracter matematico y las relaciones que surgen entre estos
se ha observado que en algunos casos existe un "paralelismo" o "diccionario" que preserva
las relaciones entre esta clase de estructura y alguna otra. En los casos que se ha logrado
este tipo de "traduccion" ha resultado muy conveniente al desarrollo de la teoria ya que
intuitivamente dada la formulaciéon de una idea o concepto en términos de un "idioma" es
posible mediante este diccionario establecer su correspondiente traduccion en el otro y asi
si la comprension de la idea original y sus implicaciones resultaba dificil o si el desarrollo
de intuicién es poco claro, entonces mediante este cambio de idioma es posible pensar el
problema en estos términos paralelos y asi esperar que en este "lado de la moneda" sea
mucho més facil la comprension de nuestro problema original.

Uno de estos ejemplos es la relacion que existe entre geometria y algebra. En geometria
algebraica el estudio de variedades algebraicas, esto es, el estudio del lugar geométrico de los
ceros de un conjunto de polinomios tiene su concepto paralelo en las algebras finitamente
generadas y reducidas. Este paralelismo se encuentra dado por una equivalencia de categorias.
Asi resulta ser que en el estudio de variedades (algebraicas) puede pensarse en términos
puramente algebraicos y la falta de intuiciéon que surge usualmente en el estudio del &lgebra
puede ser adquirida por medios geométricos.

Esta tesis tiene como proposito establecer un diccionario entre el lenguaje que hace
uso de las categorias indexadas (seudofuntores de una categoria B a la 2-categoria Cat) y
el de las que utilizan las llamadas fibraciones de Grothendieck, (funtores de la forma P :
E — B que cumplen cierta propiedad de levantamiento.). El primer paso en la formulacion
de este paralelismo fue dado por Grothendieck al establacer que existe una 2-equivalencia
entre la 2-categoria de categorfas indexadas y la 2-categoria de las llamadas fibraciones
de Grothendieck. Intuitivamente el establecimiento de esta 2-equivalencia fue permitir la
construccion de un "puente" entre los conceptos que tengan como ingrediente intrinseco las
categorias indexadas o las fibraciones. Esta correspondencia se ird presentando a lo largo de



la tesis.

El material presentado en los capitulos es a grandes rasgos el siguiente. El capitulo
inicia con la motivaciéon del estudio de las categorias indexadas. Esto se hace mediante la
construccion del funtor K, de la K-teoria algebraica. Una vez presentada la importancia de
las categorias indexadas se cambiara de enfoque al considerar las fibraciones de Grothendieck,
este cambio que resulta de forma poco "natural" en principio se ird reduciendo al asociarle
a cada fibracion una categoria indexada que esencialmente conserve toda la informacion
relevante de la fibracion. Esta asociacion es la llamada construccion de Grothendieck. De
forma dual a los conceptos presentados se estudiaran las opfibraciones y se establecera un
resultado fundamental que caracteriza los funtores que son fibraciones y opfibraciones, esto
es, las llamadas bifibraciones E| Se continua con el estudio de lo que se entiende por una
fibracion sobre fibraciones y se finaliza con las fibraciones internas en cualquier 2-categoria.
Motivado por la categoria de gavillas el capitulo[2]empieza con un estudio de las topologias de
Grothendieck. Después de un analisis detallado de este material se presenta lo que se entiende
por sitio fibrado, esto es, una fibraciéon que tiene una estructura de sitio, la motivacion de
este tipo de objetos viene dada por los stacks algebraicos. El capitulo 3| tiene como propoésito
presentar una aplicaciéon directa de la teoria desarrollada en los capitulos 2 y 3. Para hacer
esto, se estudia la categoria de los espacios anillados y se demuestra que existe una bifibracion
de esta categoria a la categoria de espacios topologicos Top. Los espacios locamente anillados
que forman una subcategoria de los anillados son una subfibracion de la bifibraciéon descrita’|
Puesto que Top tiene un sitio canénico asociado se tiene que esta bifibraciéon es un sitio
fibrado. La fibracion descrita con anterioridad presenta la motivacion para el capitulo [ ya
que las categorias fibras de esta tienen estructura de categorias monoidales. Pero antes de
poder establacer el estudio de esta clase de objetos es necesario los funtores restriccion y
extension de escalares en una categoria monoidal con suficiente estructurd] Este par de
funtores forman una adjuncién y asi se obtiene una bifibracion de la categoria de modulos
sobre la categoria de monoides. Esta bifibraciéon induce una fibracion sobre fibraciones. Una
vez desarrollado este material se concentra el estudio en las categorias indexadas monoidales
y siguiendo la filosofia con la cual se ha venido trabajando se obtiene la descripciéon de este
en el lenguaje fibrado. Estos objetos reciben el nombre de categoria fibrada monoidal. Se
presenta la forma en que se relacionan estos objetos y finalmente se obtiene el resultado
deseado, a saber, que existe una 2-equivalencia entre las categorias fibradas monoidales y las
categorias indexadas monoidales. Para finalizar se estudia lo que se entiende por monoides
y modulos en una categoria fibrada monoidal.

2Siguiendo la filosofia del establecimiento del diccionario es posible probar, aunque no se hace en esta
tesis, que existe una 2-equivalencia entre las bifibraciones con codominio B y los seudofuntores de B a la
2-categoria de adjunciones.

3Esta subfibracién no es una subopfibracién.

4A saber, que la categoria sea cerrada.



Los apéndices tienen como funcién presentar el material necesario para la comprension
de esta tesis. Se asume que el lector esta familiarizado con los resultados cléasicos de teoria
de categorias. El apéndice [A] presenta el lenguaje de la teoria de bicategorias que resulta
necesario para la comprension de esta tesis. El apéndice [B] s6lo es usado en el capitulo [4] al
estudiar las categorias fibradas monoidales y las categorias indexadas monoidales.

De esta forma, es a muy grandes rasgos el contenido de esta tesis.






Capitulo 1

Fibraciones de Grothendieck

1.1. Construcciéon de la K-Teoria Algebraica

En esta seccion se presentaréd la construccion del funtor Ky de la K-teoria algebraicaﬂ
esto motivara el estudio de los seudofuntores con dominio en una categoria C. Para hacer esto
se supone que el lector esta familiarizado con los resultados clasicos de la teoria de modulos,
esto es: producto tensorial, suma de modulos, la adjunciéon del producto tensorial con el
funtor representable, médulos proyectivos, etcétera. Este material puede ser encontrado en
[Lan02] y [Rot09]. Para los resultados clasicos que seran utilizados de teoria de categorias
véase [AHS09] [MLI§|. En toda la seccion los anillos son conmutativos con uno.

Considere el par de funtores adjuntos
F:MonAb _1 "Ab:U (1.1)
donde U es el funtor que olvida de la categoria de grupos abelianos a la categoria de monoides

abelianos y F' asigna a cada monoide abeliano su grupo de Grothendieck, esto es, para cada
monoide abeliano M considere el subgrupo abeliano de M x M generado por la siguiente

'La K-teoria algebraica se formé de dos areas aparentemente ajenas; geometria algebraica y topologia
algebraica. La primera se basa en el hecho de que el espacio de secciones globales de un haz vectorial de
un espacio X suficientmente "decente" es un moédulo proyectivo finitamente generado sobre el espacio de
funciones reales (o complejas) en el espacio X. La segunda (de donde obtuvo su nombre) fue desarrollada
por Grothendieck como el grupo de "clases" de haces vectoriales de una variedad algebraica para reformular
el teorema de Riemann-Roch (para un anélisis historico del surgimiento de la K-teoria véase [Wei99]).
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relacion de equivalencia:
(m,n) ~ (m',n) siy solo si existe k € M tal que k +m+n'=k+m'+n (1.2)

al tomar el grupo cociente se obtiene F'(M). Puesto que estos funtores son adjuntos se
tiene la siguiente propiedad universal; si M es un monoide abeliano, G un grupo abeliano
y f+ M — G un morfismo de monoides, entonces existe un tnico morfismo de grupos
f: FM — G tal que el siguiente diagrama conmuta

M -2 FM (1.3)

donde iy, es la unidad de la adjuncién. Ahora recuerde que un R modulo P es proyectivo si,

para todo epimorfismo de R modulos A 1B =0 y cualquier morfismo h : P — B, se tiene
que existe k : P — A tal que el siguiente diagrama conmuta

P (1.4)

k;/
/

AKT>B—>O

Esta condiciéon es equivalente a que el funtor
rMod (P, ): gMod — Ab (1.5)

sea exacto derecho. Un resultado clasico de la teoria de modulos dice que el siguiente par de
funtores son adjuntos:

B®r :gMod,_ 1 sMod: sMod(B, ) (1.6)

donde B es un (R, S)-modulo. Sea rProyfin la subcategoria plena de pkMod de los R-
modulos proyectivos finitamente generados. Definase la relacion de equivalencia en los objetos
de grProyfin que identifica a los m6dulos isomorfos. Sea zkProyfin la clase de objetos bajo
esta relacion de equivalencia, entonces rpProyfin es un monoide abeliano con el coproducto
de moédulos como operacion. Esto es claro ya que el médulo 0 es R-modulo proyectivo finita-
mente generado (es finitamente generado y es inicial en gMod). Por otro lado, si Ay B estén
en gpProyfin entonces el coproducto A @i B esta en gkProyfin y masain A B=B® A
donde A @ B es la clase de equivalencia de R modulos proyectivos finitamente generados
isomorfos a A ® B.




1.1 Construccién de la K-Teoria Algebraica 7

Sea Anillos la categoria de anillos conmutativos con uno y considere la asignaciéon
que a cada anillo R le asocia la categoria de R-moddulos proyectivos finitamente generados
rProyfin y para cada morfismo de anillos f : R — S el funtor

f+ : RProyfin — sProyfin (1.7)

que a cada X en zpProyfin le asigna el S modulo S ®z X. Este producto tensorial es valido
ya que S es un R modulo con la operacion inducida por f, esto es, s -r = sf(r). Ahora
S ®@r X es un S- modulo finitamente generado (puesto que X es finitamente generado),
queda demostrar que es proyectivo. Para esto sean g : A — B — 0 un epimorfismo de S
modulos y A : S ®r X — B un morfismo entonces, usando la adjuncion , se tiene

X (1.8)

Js

sMod(S, A) TsMod(S, B)——0

donde f es epimorfismo ya que S es S-proyectivo, pero X es R-proyectivo, entonces existe
k: X —g Mod(S, A) tal que el siguiente diagrama conmuta

X (1.9)

E -~ _
/// h
s

sMod(S, A) TSMOCI(S, B)——0

usando de nuevo la adjunciéon (1.6)) existe k : S @ X — A tal que el siguiente diagrama
conmuta

S®@p X (1.10)
E// - lh
AZ B 0

f

por lo tanto S ®r X estd en ¢Proyfin. Esta construcciéon induce una funcion

rProyfin EELIN sProyfin (1.11)

que a cada clase de isomorfismo X le asigna la clase de S ®z X. Esta funciéon es un morfismo
de monoides, esto es consecuencia del teorema clasico que afirma que el producto tensorial
preserva coproductos, esto es, para toda familia {X;};c; de R-modulos y todo R-modulo A,
se tiene que

Avr (P x) =P Aok X)) (1.12)

i€l i€l
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por lo tanto f, es un morfismo de monoides. Se define
Ky(R) = F(rProyfin)

donde F' es el funtor definido por (1.3). Ky es un funtor de la categoria de anillos a la
categoria de grupos abelianos. Para ver esto considere el siguiente diagrama

R+—— rProyfin (1.13)

T

S+— sProyfin | (g/)-

L

T +—— rProyfin

estos funtores conmutan salvo isomorfismo ya que si X es un R moédulo proyectivo finita-
mente generado entonces

G+ (X) =T s (S@rX) =2 (T®RsS)@r X ZTRrX = (9/).(X)

por lo tanto K| es un funtor.

1.2. Fibraciones de Grothendieck

El diagrama de la seccion anterior describe un seudofuntor de Anillos (la categoria
de anillos conmutativos con uno) a la 2-categoria Cat (para la definicion de seudofuntor véase
. Los seudofuntores de una categoria ® : B» — Cat se encuentran en correspondencia
(de hecho a nivel de 2-categorias) con las llamadas fibraciones de Gmthendz’eckﬂ Se empezara
a analizar las fibraciones de Grothendiek y sus principales propiedades para después dar lugar
a la construccion del seudofuntor asociado a esta fibracion, esperando que de esta forma sea
natural el proceso inverso, esto es, dado un seudofuntor el método por el cual se obtiene una
fibracion es la llamada construccion de Grothendieck. Algunas referencias para cubrir este
material son [Her03|, [Str80] y [Fan05].

Definicion 1.2.1. Sean P : E — B un funtor y B un objeto de B. La categoria fibra en
B, denotada por Eg, es la subcategoria de E cuyos objetos E son aquellos que P(FE) = B
y cuyas flechas f son aquellas que P(f) = 1p. Una flecha que estd en Ep se dice que es
vertical.

2El concepto de fibraciones entre categorias se debe a Alexander Grothendieck en [Gro61].
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Definicion 1.2.2. Sean P : E — B un funtory f : A— B en B. Una flecha h: D — E en
E es cartesiana sobre f si P(h) = f y cumple la siguiente propiedad:

» Para toda k : K — FE en E y para toda g : P(K) — A en B tal que P(k) = fog existe
una unica l : K — D tal que hol =k y P(l) = g. En diagramas se tiene

Vk

K-tsp-LlsE E (1.14)

IP
Vg

Pk sa-1yp B
P(k)

. . . h : )
En esta situacion se dice que D — E es un levantamiento cartesiano de f en E y que D es
una imagen inversa de B sobre f.

Proposicion 1.2.3. Sean P : E — B un funtor, h y h' levantamientos cartesianos de f en
: L . . h n

E, entonces difieren por un unico isomorfismo vertical. Esto es, si D — E y D' — E son

levantamientos cartesianos de f, entonces existe un tnico isomorfismo vertical D — D' tal

que el siguiente diagrama conmuta
X
—
h/

S

(1.15)

/

e

E

.. h % . .
Demostracion Sean D — E'y D' — E levantamientos cartesianos de f sobre E, entonces
se tienen los siguientes diagramas

h/
!
DiZiD-tSE  E (1.16)
Ip
A, B B

N

f
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como h es un levantamiento cartesiano sobre f se tiene que existe una tnica D’ 1 D flecha
vertical tal que h' = hol; y P(l;) = 14, andlogamente intercambiando h por K/, se tiene

1
que existe una tnica D = D’ tal que h = h'oly v P(l3) = 14, con lo que h = holioly y
h' = h'oly0!; y usando la unicidad de los levantamientos cartesianos se tiene que !joly = 1p
y 10!y = 1pr. Por lo tanto D' = D mediante un tnico isomorfismo vertical.

. . h k ,
Proposicion 1.2.4. Sean D —— EF—— K en E con k cartesiana, entonces ko h es car-
tesiana si y solo si h es cartesiana.

Demostracion Supodngase que k o h es cartesiana y considere los siguientes diagramas

T

T T

xXZ-1-5D E—" K E (1.17)
Ip
PX) 2= pPD) 2 pe) P p() B
P()

Sean x y g como en el diagrama tales que P(x) = P(h)g, entonces
P(kx) = P(k)P(x) = P(k)P(h)g = P(kh)g

como k o h es cartesiana existe una tnica X — D con kh! = kz y P(!) = g, usando que
k es cartesiana y que P(x) = P(h)g = P(h!) se obtiene que h! = z y es tnica con esta
caracteristica por la propiedad cartesiana de k o h. Ahora sea h cartesiana y considere los
siguientes diagramas

(1.18)

Sea g con P(y) = P(kh)g, como k es cartesiana existe una tnica X 4 E con Ely=vyy

P(!1) = P(h)g, usando que h es cartesiana se tiene que existe una tnica X % D con Al =,
y P(!) = g y es unica con esta propiedad por la cartesianidad de k y de h.
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Proposicion 1.2.5. Cualquier isomorfismo en E es cartesiano, en particular las identidades
son cartesianas.

Demostracion Sea E' — E isomorfismo en E y considere los siguientes diagramas

E E (1.19)

donde f = P(h), entonces es claro que h es cartesiana ya que

P(zh™) = PzPh ' =Pxft=yg

Proposicion 1.2.6. Una flecha en E es un isomorfismo si y solo si es el levantamiento
cartesiano de un isomorfismo.

Demostracion La necesidad es clara, solo queda demostrar la suficiencia. Para esto sean f
un isomorfismo y f un levantamiento cartesiano de f. Considere el siguiente diagrama

1E
E-tsp-tsp  E (1.20)
Ip
Bl a1, B

entonces por la propiedad de los levantamientos cartesianos existe una tnica t : E — E’ tal
que fot=1gy P(t) = f~'. Usando la unicidad de los levantamientos cartesianos se obtiene
la identidad en E'.

Proposicion 1.2.7. Sean E L AlB funtores y h : E — E' en E cartesiana sobre

Q(E) A=, Q(FE) y s es cartesiana sobre A =), B, entonces h es cartesiana sobre f.
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Demostraciéon Considere los siguientes diagramas

xXZ-1-sp—" SR E (1.21)

con fg = FQ(x), entonces como s es cartesiana sobre f existe una unica !; como en el
diagrama (|1.21)) tal que s!; = Q(x) y F(!1) = g, usando que h es cartesiana sobre s se tiene
que existe una tnica ! con h! =z y Q(!) =!y, entonces FQ(!) = F(!;) = g y es unica con
esta propiedad ya que h es cartesiana sobre s y s es cartesiana sobre f.

Definicion 1.2.8. Una fibraciéon de Grothendieck sobre B es un funtor P : E — B tal que

para toda f : A — B en B y todo objeto E de E en la fibra de B existe un levantamiento
cartesiano de f en E. En esta situacion se dice que E es una categoria fibrada sobre B.

Definicion 1.2.9. Un clivaje de la fibracion P es una eleccion de un levantamiento carte-
siano para cada f : A — B en B y cada E en Ep. Se suele denotar un clivaje por su funcion
de eleccion \(f,E) = fg: [*(E) = E.

Usualmente se identifica una fibracion sélo con el funtor, teniendo en cuenta que existe
la eleccion de levantamientos cartesianos, esto es, formalmente se debe escribir (P, ) para
designar una fibraciéon pero en la practica se omite a menos que sea necesario senalarlo.

Las fibraciones se pueden pensar como objetos de una 2-categoria de notada por FIB.
He aqui su descripcion explicitas:

= Los objetos son las fibraciones de Grothendieck P : E — B.

» Los morfismos (F,G) : Q — P de fibraciones son parejas de funtores (F : D — E, G :
A — B) tales que el siguiente diagrama conmuta

D—C L E (1.22)

A——B
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donde P: E — By @ : D — A son fibraciones.

= Los 2-morfismos son pares de transformaciones naturales tales que el siguiente diagra-
ma es conmutativo

D/Ua\E (1.23)
~__

F/

Q P
G
/\

A Uo/ B
\_/

Gl

estoes, Poa=a'oQ.

Definicion 1.2.10. Un morfismo de fibraciones (F,G) : (Q — P es cartesiano si
preserva levantamientos cartesianos, es decir, si h € FI(D) es cartesiano sobre f €
FI(A), entonces F(h) € FI(E) es cartesiano sobre G(f) € FI(B). La 2-subcategoria
de fibraciones, morfismos cartesianos y 2-morfismos es denotada por FIB,.

Definicién 1.2.11. La categoria FIB(B) (resp. FIB.(B)) es la 2-subcategoria de
FIB (resp. FIB.) cuyos objetos son fibraciones con codominio B, los morfismos son
aquellos cuyo funtor de las categorias bases es la identidad y los 2-morfismos son aque-
llos en los cuales la transformacion natural entre los funtores identidades en B es la
identidad.

1.3. Construccion de Grothendieck

En esta secciéon se vera como a partir de una fibracion P : E — B se puede obtener un
seudofuntor de la forma ®p : B’ — Cat. Esta construcciéon englobara toda la informacion
relevante de la fibracién, mas atn, dado un seudofuntor de la forma ® : B?” — Cat se
verd que existe una construccion de "regreso", es decir, se puede obtener una fibracion
P % . Bo — B.

Sea (P, \) una fibraciéon donde P : E — B. Se busca capturar la informacion necesaria
para definir un seudofuntor. Para hacer esto, sea B un objeto de B y considere la categoria

fibra Ep, la cual fue definida en la seccion anterior (véase definicion [1.2.1]). Es claro que de
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esta forma se capturan todos los objetos F de E en las correspondientes categorias fibras de
la imégenes de los objetos. ;Qué sucede con los morfismos de B? Para esto obsérvese que
debido al clivaje A\ asociado a la fibracidn, existe una biyeccion entre los morfismos de E y
ciertas flechas verticales, esto es, para cualquier flecha h : D — E en E con P(h) = f se
tiene el siguiente diagrama

ll? (1.24)
= &
3
TE
por lo que se tiene la siguiente biyeccion
{(h:D—-E|P(h)y=f:A—=B}={h:D — f*E|hc Mor(E,)} (1.25)

Esta correspondencia se tiene debido a la propiedad universal de los levantamientos carte-
sianos, con lo que se podria decir, grosso modo, que todas las flechas de E se encuentran
en las fibras, lo que significa que son ciertas flechas verticales. Desde luego para obtener el
seudofuntor se tiene que ver el panorama mas globalmente y preguntarse ;qué sucede con

las composiciones y las identidades en E? Para esto observe lo siguiente: Si 12 F es una
flecha identidad en E 'y P(1g) = 15 entonces bajo la biyeccion ((1.25)) le corresponde la flecha
vertical (dp)p : E — 15 FE que hace conmutar al siguiente diagrama

E (1.26)

Puesto que todo isomorfismo en E es cartesiano, entonces se tiene que 1 es un levantamiento
de 1p en E, también se demostrd que cualesquiera dos levantamientos cartesianos sobre la
misma flecha y en el mismo objeto difieren por un tnico isomorfismo vertical, con lo que se
obtiene que (0p)g es un isomorfismo.

(W=f  P(k)

P -
Sean D—~+E—% K flechas en E con A B Yol y considere el siguiente
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diagrama

(1.27)

los triangulos internos superiores de (1.27) conmutan por definicion. f*(k) es la tinica flecha
que hace que el siguiente diagrama conmute

FETE B (1.28)
| |
3 f*(k) | 131k

v v
f*g*K?—>g*K

g*K

debido a que la composiciéon de levantamientos cartesianos es un levantamiento cartesiano
y cualesquiera dos levantamientos cartesianos del mismo objeto, en el mismo codominio,
difieren por un tnico isomorfismo vertical, se tiene que existe la flecha

(Vo) K = (go f) K

que hace al triangulo inferior del diagrama ((1.27]) conmutar. Por lo tanto se tiene que todo el
diagrama conmuta. De esta forma se puede definir el seudofuntor asociado a una fibracion.

Teorema 1.3.1. Sea (P, \) una fibracion con P : E — B, entonces existe un seudofuntor
de la forma:

®p: B? - Cat (1.29)
A dp(A) = &4
AL B &
lf*ﬂi’P(f)
En

cuyos morfismos de estructura 6 y vy estan dados por los diagramas Y respectiva-
mente.
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Demostracion La mayor parte de la demostracion se ha establecido ya. Dado un morfismo
f:A— B en B se tiene la siguiente asignaciéon

B 2 Ey (1.30)

Tf lf* =®p(f)
P

A 0—P>EA

El funtor f* aplicado a una flecha h € Ep es la unica flecha vertical en la fibra de A que
hace conmutar al siguiente diagrama

D12 p (1.31)
|
f*(h)1 lh
YT
ffE—F
Es claro que esta asignacion hace de f* : Ep — E,4 un funtor (véase el diagrama ((1.27))).
Ahora considere la flecha identidad en B, entonces la transformacion natural
g,
T
Ez |ssEp (1.32)
~_ "7
15
tiene por componente en cada objeto E a (dp)g, el tnico isomorfismo vertical que hace que

el diagrama ([1.26]) conmute. Sélo queda demostrar que esta asignacion es natural en F, para

h . - .
esto sea £ — E en Ep y considere el siguiente diagrama

E/ (JB)E/ ]_*BE/

) Uer | gy (1.33)

hl ll*g(h) lh

FE —— 1L i)
6p)e B (IB)E

el cuadro interno derecho de (1.33)) conmuta por la definicion de 1% y el cuadro interno
izquierdo conmuta ya que (6g)g y (15)g son inversos. Por lo tanto dp : 1g, — 1% es natural.

Ahora sean A 5 B % C en B, entonces se tiene la siguiente transformacion natural

g* I
~ ~

Ep
\Uy

(gof)*

Ec E, (1.34)
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donde 7, s tiene por componente en cada objeto K el tnico isomorfismo vertical que hace
que el triangulo inferior del diagrama ([1.27]) conmute. Falta probar que esta transformacion

es natural. Para esto sea ¥ — K en E¢ y considere el siguiente diagrama

(9o g
(go f)*E/_\‘ RUTILENFRY BLCLINNSY N (1.35)
(gOf)*kl lf*g*k Jg*k lk
@)K ———=T9K—= g K — K
W
(9of) k

donde el cuadro interno izquierdo de conmuta ya que el triangulo interno superior
e interior conmutan por definicién (véase el diagrama (1.27)), el interno central y derecho
conmutan por la definicion de los funtores f* y ¢* respectivamente, usando el hecho de que
Gk © 79* x €s cartesiana y puesto que al aplicarle el funtor P al primer cuadro se obtiene
la identidad en C', por lo tanto, se tiene 7, s es natural. Las condiciones de coherencia se
omitiran ya que no representan mayor dificultad. |

A partir de las observaciones dadas en el inicio de la seccién se ha podido asociar el
seudofuntor ®p : B — Cat a una fibracion P. Es natural preguntarse por la construccién
inversa, esto es, jse puede construir una fibracion Py : E¢ — B asociada a un seudofuntor
P de tal forma que esta construccion englobe toda la informacion? La respuesta es si'y para
esto se tiene la siguiente construccion dada por Grothendieck.

» Los objetos de Eg son parejas (D, A) donde A es un objeto de B y D es un objeto en
d(A).

» Un morfismo (D, A) WD, (E, B) en Eg es una pareja de morfismos donde f : A — B es
una flechaen By h: D — f*E es una flecha en ®(A) donde f* = &(f) : &(B) — P(A)
(véase el diagrama |1.24)).

= La composicion estd dada de la siguiente forma. Sea

(D, A) & (B B) &9 (k)
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un par de flechas Eg, entonces (k, g)o (h, f) : (D, A) — (K,C) es la flecha en Eg cuya
segunda coordenada es go f y primera coordenada es la flecha en ®(A) dada por (véase

el diagrama (|1.27))).

Dt prE I prg k22 (g0 f) K (1.36)

donde 7, ¢ es el isomorfismo de estructura de composicion del seudofuntor ®.

» La identidad en un objeto (E, B) es la pareja ((0p) g, 1) donde (05) g es el isomorfismo
de estructura de identidad del seudofuntor ®.

Es facil ver que esta composicion hace de Eg una categoria. Se define el funtor Py : E — B
como el funtor que proyecta en la segunda coordenada. S6lo queda demostrar que este funtor
es en realidad una fibracién sobre B. Para esto sean f : A — B un morfismo en B y (F, B)
un objeto de Eg, entonces la flecha (1445, f) : (f*E,A) — (E,B) es un levantamiento
cartesiano de f en (FE, B). Para ver esto considere los siguientes diagramas

(2.)
(K,C) = - - +(f*E, A)—— (E, B) Eo (1.37)
(l9) L=5f)
11:
C g A f B B

si existe una flecha (!,¢9) : (K,C) — (f*E, A) tal que el diagrama ((1.37)) conmuta en Eg,

entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo en E

K (1.38)

1 (Yo, 1) E

esto implica que ! o (v, /)r =2 y asi | = (7, )" o x. De esto se concluye que

_1095,
(1, 0) L (B, )

es la tnica flecha que hace conmutar el diagrama m y que Py((7,4)5 ©x,9) = g. Por lo
tanto Pp : Es — B es una fibracién de Grothendieck.
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Entonces dada una fibracion P es posible asociarle el seudofuntor asociado a esta fibra-
cion ®p y usando la construccion de Grothendieck asociarle a este seudofuntor la fibracion
Py, e inversamente, esto es, dado un seudofuntor ® es posible aplicar un proceso analogo
para obtener el seudofuntor ®p,. La forma en que se relacion estas dos construcciones queda
expresada en el siguiente teorema.

Teorema 1.3.2. Eriste una 2-equivalencia entre la 2-categoria FIB(B) y Cat®™.

Se ha establecido ya la asignacion 2-funtorial entre los objetos de cada 2-categoria dada
por la construccion de Grothendieck y el teorema . Mostrar que esto es realmente una
2-equivalencia es directo aunque tedioso. Una prueba de esto puede encontrase en [Joh(02] o
en [Bor94b|. |}

Como ejemplos de categorias fibradas se tienen:
1. Toda categoria C es una categoria fibrada sobre la categoria discreta con un tnico
objeto.

2. Sea C % D isomorfismo de categorias, entonces C es una categoria fibrada sobre D.

3. Sea C una categoria. La categoria de flechas de C denotada por FI(C) consta de la
siguiente informacion:

Los objetos son las flechas de C.

Las flechas (h,k) : f — ¢ son parejas de morfismos (h,k) en C tales que el
siguiente diagrama conmuta

ALB
h lk

c'—2.5D

(1.39)

B hk'k
( ) h.

» La identidad en un objeto f: A — B es la pareja (14, 1p).

- h.k h K
La composicion de flechas e u> f !> gese

Sea P : FI(C) — C el funtor que a cada objeto A 1, B de FI(C) le asocia su codominio
By a cada morfismo (h, k) : f — g la flecha k. Si C tiene productos fibrados, entonces
P es una fibracion. Para demostrar esto, sean f en Cy e un objeto en FI(C) tales que
P(e) = B. Un levantamiento cartesiano de f en e es el producto fibrado de f a lo largo



20

Fibraciones de Grothendieck

de e, ya que por la propiedad universal del producto fibrado al considerar el siguiente
diagrama
(1.40)

si f*e Jey o = Do u), ¢ se tiene que P(p1, f) = f y supongase que existen (q, z) :

x—een FI(C)yg:Y — Atal que P(q,z) = f og, entonces z = f o g, con lo que
eoq =zox = fog. Por la propiedad universal del producto fibrado se tiene que
existe una tunica flecha ! : X — D xpg A tal que factoriza a ¢ y a g o x. Por lo tanto
(p1, f) : p2 — e es un levantamiento cartesiano de f en e.

. Los productos fibrados existen en la categoria Top de espacios topologicos. Por el

ejemplo anterior se tiene que la categoria de flechas Fi(Top) es fibrada sobre Top.

. Considere la subcategoria de FIl(Top) que consiste de flechas que son n-haces vecto-

riales reales, i.e. funciones continuas p : £ — X que cumplen lo siguiente:

» Para cada punto x € X el conjunto p~'(z) tiene una estructura de n-espacio
vectorial y existe una cubierta @7 de conjuntos abiertos de X, tal que para cada
U € &/ existe un homeomorfismo

h:UxR"— p ' (U) (1.41)
que hace conmutar el siguiente diagrama

U x R*—L— pt (1.42)

VA

tal que h induce un isomorfismo de espacios vectoriales entre p~1(b) y b x R™ para
todo b € U. Los morfismos de haces vectoriales son funciones continuas entre el
espacio base que hace que el siguiente diagrama sea conmutativo

E—2t g (1.43)

N/
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y que se restrinje a un morfismo lineal en las fibras. Como el producto fibrado de
haces vectoriales es un haz vectorial se tiene que esta categoria es una fibracion
sobre Top.

6. Un haz fibrado es una funcion continua p : £ — X tal que para todo x € X existe un
abierto U de X con z € X tal que existe un homeomorfismo de la siguiente forma

¢:p ' (U)—=UxF (1.44)

donde F' es un espacio topologico y el siguiente diagrama conmuta

Y U)—25U % F. (1.45)

|

U

Los morfismos de haces fibrados son funciones continuas entre los espacios bases. De
forma anéloga a los haces vectoriales, la categoria de haces fibrados forma una fibracion
sobre Top.

7. Considere el funtor Top Y Con que olvida de la categoria de espacios topologicos
a la categoria de conjuntos y sea f : Z — UY una funcién donde Y es un espacio
topologico, entonces la topologia mas gruesa en Z con la que f es continua estd dada
por

72 ={V C Z|V = f71(A) con A abierto}.

L . . . L. g . . , .
Es féacil ver que si T es un espacio topolégico, T' = (Z,Tz) es continua si y sélo si la
siguiente funciéon es continua

T4 (Z,1) Ly (1.46)

Con esto es claro que U es una fibracion.

8. El siguiente ejemplo usa las nociones de topologia de Grothendieck, sitio y gavillas en
un sitio, las cuales no han sido definidas atn pero que seran estudiadas ampliamente
en el capitulo 2 (véase [2.2)). El lector que asi lo prefiera podra regresar después a este
ejemplo cuando se hayan estudiado dichos conceptos.

Sean C una categoria, (C, J) una topologia de Grothendieck sobre C y X un objeto
de C, considere la categoria C/X cuyos objetos son morfismos a : A — X de C con
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codominio X y cuyos morfismos f : o — (3 son flechas f : A — B en C tales que el

siguiente diagrama conmuta
A—1 B
X

Sea Jx la topologia de Grothendieck en C/X definida como sigue: una familia {f; :
Bi — Bli € I}, donde f; : B; — X, es una criba cubriente de 8 : B — X si y solo si
{fi : B; — B} es un criba cubriente de B. Considere Gav(C/X, Jx) la categoria de
gavillas en el sitio (C/X, Jx) y sea f: X — Y un morfismo en C, entonces f induce
un funtor de la siguiente forma

(1.47)

Gav(C/Y, Jy) — Gav(C/X, Jx) (148)
G I G
|
F / R

donde f*G : (C/X)®? — Con es la gavilla que en cada objeto C' = X en C/X se
tiene f*G(c) = G(foc)ysic % ¢ es un morfismo en C/X, entonces

['G(9) =G(fo):G(fod) = G(fec)
y en cada transformacion natural o : G = F en Gav(C/Y, Jy)
ffa: f'"G= f'F

es la transformacion donde en cada objeto C' = X se tiene f*o, = o foc-

Es claro que esta asignacion es compatible con las composiones en C, es decir, se tiene
el siguiente diagrama conmutativo

X+——Gav(C/X, Jx)

Y

Y +—— Gav(C/Y, Jy) | (gof)

Y

Z+—— Gav(C/Z, Jy)
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De esta forma se tiene un 2-funtor C 2 Cat y por la construccion de Grothendieck
existen una categoria Gav/C y un funtor Gav/C — C cuya fibra en un objeto X es
isomorfa a Gav(C/X, Jx).

Existe una gran cantidad de variantes de este ejemplo al considerar gavillas de grupos
abelianos, anillos, modulos, o sobre cualquier categoria monoidal (para la definiciéon de
categoria monoidal véase [B.1.1)).

9. Las gavillas quasi-coherentes forman una fibracion sobre la categoria de esquemas (para
un tratado sobre esquemas y fibraciones sobre esquemas véase [Fan05]).

1.4. Nociones Duales y Bifibraciones

Las nociones de flechas cartesianas, clivajes y fibraciones pueden ser dualizadas, ob-
teniendose asi los conceptos de flecha opcartesiana, opclivajes y opfibraciones. De hecho
dado un funtor P : E — B se define la op-propiedad como la propiedad aplicada al funtor
PP EP — B"pﬂ Por ejemplo una opfibracion de Grothendieck es un funtor P : E — B que
cumple la siguiente propiedad:

» Para toda f: A — B flecha en B y todo objeto D en la categria fibra de A, existe un
morfismo f , D= f«D sobre f tal que, para cualesquiera morfismos x : D — X y
g: B — P(X) con go f = P(x), se tiene que existe un tnico morfismo m : f,D — X
tal que m o iD =z y P(m) = g. En diagramas se tiene lo siguiente

YV

f
DI £ D-"-5X E (1.49)

3Es usual en teoria de categorias distinguir a una nocién de su dual con el prefijo "co", como en la nocién de
colimite y sus casos particulares (coproducto, conticleo, coigualador, etc). En un principio Grothendieck llamo
cofibraciones a las opfibraciones considerando a éstas como la nocién dual de fibraciones. Desde un punto
de vista mnemotécnico esto es preferible ya que esencialmente dice "invierte las flechas a las definiciones".
Resulta ser que las opfibraciones son una fibracién interna en la 2-categoria de Cat® y no en Cat?, esto es,
en la 2-categoria de categorias, funtores y transformaciones naturales, pero con estas ultimas con dominio y
codominio intercambiados. Esto es lo que justifica el uso de este prefijo.
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Del mismo modo que en el caso de las fibraciones se puede obtener un seudofuntor, pero
esta vez de la forma B — Cat. Los funtores inducidos por los morfismos en B reciben el
nombre de funtores imagen directa. Una bifibracion es un funtor P : E — B que es fibracion
y opfibraciéon. El siguiente teorema muestra la relacion que existe entre los funtores imagen
directa e inversa.

Teorema 1.4.1. Sea P : E — B una bifibracion, entonces para todo morfismo f: A — B
en B existe un par de funtores adjuntos

Ejx (1.50)
4 ) f

E4

donde los adjuntos izquierdo y derecho son los funtores imagen directa e inversa respec-
tivamente. La unidad 1/ y la counidad ¢/ de esta adjuncion se encuentran dadas por las
siguientes relaciones

fRD L LIE (1.51)
el Y) V EEA
| v
D—— f.D [E——FE
Ip B
A—L B A—L B

Reciprocamente, st P : E — B es una fibracion tal que cada funtor imagen inversa f*
admite un adjunto izquierdo f. con unidad n’, entonces P es una bifibracion con morfismos
opcartesianos dados por la siguiente relacion

I 1D (1.52)

7.
o]

D--—-5f.D
Ip

A—L B

Del mismo modo, st P : E — B es una opfibracion tal que cada funtor imagen directa f,
admite un adjunto derecho f* con counidad €', entonces P es una bifibracion con morfismos
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cartesianos dados por la siguiente ralacion

V*TfE (1.53)
ﬁE———+EE

e

A%B

Demostracion Sean P : E — B una bifibracion y h : D — D’ € E4, para demostrar que
n/ es natural considere el siguiente diagrama

D i D (1.54)
p L0,
77D/
J f D!
\ I fe ()
1D f

todos los diagramas internos de conmutan por las definiciones de n/, f*y f. y usan-
do que ?f* p €s un levantamiento cartesiano, por lo tanto, se tiene que el cuadro exte-
rior conmuta. Por lo tanto es natural. Para demostrar la naturalidad de la counidad, sea
k:FE — E' € Ea y considere el siguiente diagrama

E\ / (1.55)
f*( F*El
il
L FE R FfE

del mismo modo los cuadros internos de ([1.55)) conmutan por las definiciones de ¢/, f, y f* y
usando que f o €5 U levantamiento cocartesiano se tiene que el cuadro exterior conmuta.
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Queda demostrar las identidades triangulares. Para esto, considere el siguiente diagrama

FAE— T e (1.56)

f*(afE) f*E afE

7
7
- p—
g N k

B E
/ I

el cuadro exterior de ([1.56)) conmuta por la definicion de f* y los internos por las definiciones

de 77}; y 52, entonces se tiene la siguiente identidad

fro f*<5g> OTIJ{*E = fr

y puesto que cualesquiera dos levantamientos cartesianos difieren por un tnico isomorfismo
vertical, se tiene que
frep) onfep = lpp
Anélogamente para la otra igualdad triangular.
Ahora, si P : E — B es una fibraciéon tal que para todo morfismo f : A — B existe

un adjunto izquierdo f, de f*, entonces P es una bifibraciéon con morfismos opcartesianos
definidos por (|1.52). Para ver esto considere el siguiente diagrama

(gof)r X =fg'X B E (1.57)
7 forx
// TfN
T( I*f«D
\\ T"/J; P
N\
D— - ___
A B

donde r es la tinica flecha vertical (puesto que la composicion de levantamientos cartesianos es
cartesiano) con f, .y ogyor = z, el tridngulo superior de 1) conmuta por las propiedades
de los levantamientos cartesianos, f 5 Se define como la flecha que hace conmutar el triangulo
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interno izquierdo, rt es la tinica flecha transpueta de r bajo la adjuncién f, - f* y ! es la flecha
que hace conmutar el tridngulo interno derecho. Es claro que P(!) = g, ahora ! o f =z, ya

que r = f*(r )on 1, por propiedades generales de adjunciones, por lo tanto se tiene !o f,=mu
Es facil ver que esta flecha es tinica con esta propiedad. La prueba de la tltima parte de la
proposiciéon es esencialmente igual a esta demostracion. |

1.5. Fibracion en Fibraciones

La idea de este capitulo sera estudiar el concepto de fibraciones en fibraciones. Estos
objetos seran necesarios para poder establecer en la seccion [1.3] el teorema fundamental de
esta tesis, a saber, dado un seudofuntor cuyas categorias imagenes son monoidales (como en
el caso del seudofuntor descrito por el diagrama existe un seudofuntor a la categoria
de fibraciones dada de forma natural por los objetos monoides y los médulos de la categoria
monoidal (en el caso del seudofuntor anterior, serian las R-algebras y los R-modulos de
rMod respectivamente).

De la proposicion se obtiene

Lema 1.5.1. Sean E % A y A LB fibraciones, entonces la composicion E 9P B es una
fibracion.

De esta forma dadas dos fibraciones componibles, existe una forma canénica de asignarle
una estructura de fibracion a la composicion. De esta estructura se sigue el siguiente lema

Lema 1.5.2. Sean F, Q) un par de fibraciones. Considere el siguiente morfismo de fibraciones:

(1.58)

donde () o F tiene la estructura cdnonica de fibracion heredada por F y @, entonces () es
cartesiano (para la definicion de cartesiano véase|1.2.10)).

Demostracion Esto es claro por la construccion del clivaje de F' o (). |
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o el Q F . .
Proposicion 1.5.3. Sean E—— A —— B un par de fibraciones y considere el funtor Fo()
con la estructura canonica de fibracion inducida, entonces la siguiente correspondencia es un

seudofuntor
B? — FIB, (1.59)
A E,4

Jo

Ay

ALBs Ey-LSE,

o Jon

ABT)AA

Demostracion El cuadrado de la asignacion (1.59)) conmuta por la definicion de la fibracion
F o). Sélo queda demostrar que los morfismos son cartesianos. Para esto sea gy : ¢*F — E
un levantamiento cartesiano de g : D' — D € A en E y considere los siguientes diagramas

(Fp)*(g°E) 225 g E E (1.60)
|
1), 95
J
(fp))E———F Q
fp
fo—Irp A FoQ
f*D _— D F
fp
A1 B B

el cuadrado superior de ([1.60) es mapeado al cuadrado intermedio por @, para ver esto solo
queda demostrar que Q f*(gz) = f*g, lo anterior se obtiene del siguiente calculo

9070/:?DOQ]C*@E):JC*QZTDOJC*Q
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y por lo tanto (por la cartesianidad de f,)
ff9=0Qf (gg)

Los morfismos de estructura de seudofuntor se construyen del hecho de que Fo() es fibracion.

Un seudofuntor de la forma B? — F'I B, recibe el nombre de categoria indexada sobre una
categoria indezada (B).

1.6. Fibraciones Internas

Para finalizar este capitulo se definira el concepto de fibracion mternaﬂ en cualquier
2-categoria. Se demostrara que este nuevo concepto coincide con el original en el caso de la
2-categoria Cat. Para una exposiciéon mas detallada de las fibraciones en una 2-categoria
véase [Str80] y [Her03].

Definicion 1.6.1. Sea A wuna 2-categoria. Una fibracién interna en A es un morfismo
P:E — B € A que cumple las siguientes dos propiedades:
» Para todo X € A, el funtor
AX,P)=P,: AX,E) —» A(X,B)
es una fibracion de Grothendieck.

» Para todo morfismo f: Y — X € A el siguiente cuadro conmutativo es un morfismo
cartesiano de fibraciones (i.e. preserva levantamientos cartesianos).

E)— A(X,B) (1.61)

(X
f*l l P
(

Y,E)—— A(Y,B)

Py

A

A

4El concepto expuesto en esta tesis corresponde al llamado fibracidn estricta que como se vera coincide
con las fibraciones de Grothendieck.
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El siguiente teorema muestra el hecho de que las fibraciones internas en la 2-categoria
Cat son las fibraciones de Grothendieck.

Teorema 1.6.2. Un morfismo en Cat es una fibracion interna si y solo si es una fibracion.

Demostracion Considere la categoria puntual {*}, entonces se tiene que el siguiente dia-
grama

Cat(x, E) ——— Cat(x, B) (1.62)

1R
1R

E—? B

donde son claros los isomorfismos de categorias. Por lo tanto P es fibracion. Reciprocamente,
supongase que P : E — B es fibracion y sea X una categoria. Considere el siguiente diagrama

X
KZ-ls(arHZ¥E=H Cat(X,E) (1.63)
IP*
PoK F=—2->( Cat(X,B)

para cada Y € X sea («)*Hy la flecha cartesiana definida al evaluar el diagrama (1.63]) en
Y, esto es

()" Hy = (ay)"(HY)

la transformacion definida de esta manera es natural ya que el siguiente diagrama conmuta

(ay)*'GY 2 GY (1.64)

@y )*G fl lf

(Oé_yl)*GY/ — GY’
ay7

La tnica transformacion natural que completa el diagrama ((1.63)) es la que en cada compo-
nente Y es la tunica flecha que hace conmutar el diagrama evaluado en Y. La naturalidad se
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sigue de la cartesianidad de @y en el siguiente diagrama
Xy

|

KY — 2 (ay)'GY 5 GY (1.65)

Kfl l(ay)*Gf lf

KY' —— (ay)'"GY' —— GY”
y! Q-1
Xy

queda demostrar que el siguiente diagrama conmutativo es un morfismo de fibraciones

Cat(X,E) X Cat(X, B) (1.66)

f*l J P

Cat(Y,E) 5 Cat(Y,B)

para toda funtor f : Y — X. Sea a una 2-flecha en Cat(X,B) y («)*H un levantamiento
cartesiano de o sobre H, entonces

fr(@) —_ f*(a)
[— |
/j\ % /i\ /P&
Y | X la E Y b X |« "B (1.67)

y considere el siguiente diagrama

(1.68)

donde f : K = Hf, o: PK = P(a)*Hf. Queda construir una transformaciéon natural
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0: K = (a)*Hf tal que P.(9) = o. Para esto considere el siguiente diagrama

By

T

KY - -2 5 () H)f(Y) —2 S Hf(Y) E (1.69)

PKY —2 5 P((a) H)f(Y) 29, pHF(Y)

PBy

s

Oy : KY = (a)*Hf(Y) es la unica flecha que hace conmutar la parte superior del diagrama
(1.69) dado que P es fibracion). ¢ es natural ya que para cualquier flecha h : Y — Y’ se
tiene el siguiente diagrama

KY —2 (o) H) f(YV) L% HF(Y) (1.70)

donde el cuadro interno izquierdo de ([1.70) conmuta ya que los otros conmutan. Lo anterior
se sigue de la cartesianidad de @y y puesto que al aplicar el funtor P al primer cuadro se

obtiene un cuadro conmutativo (puesto que g es natural). Es claro que P,(9) = o, f*(@)*0 =
[y es tnica por la unicidad de las flechas que cumplen el diagrama ((1.69). |}



Capitulo 2

Sitios Fibrados

2.1. Introduccion

En un principio las topologias de Grothendieck | fueron usadas para definir gavillas sobre
una categoria arbitraria o, mas en general, stacks ] Recuerde que una pregavilla sobre un
espacio topolégico X es un funtor P : (X )% — Con de la categoria opuesta de abiertos
del espacio a la categoria de conjuntos. Sean U abierto, {U;}; una cubierta abierta de U
y [i elementos en P(U;) para cada i € I. Se dice que {f;}; es una familia de elementos
compatibles o de secciones compatibles si cumple que para cualesquiera ¢, € I se tiene que
filvinw, = filvinu,, donde filv,nu, = P(UiNU; € U;)(fi) - Una pregavilla es una gavilla si
para toda familia de elementos compatibles { f;}; se tiene que existe una tnica f en P(U) tal
que f|y, = fi; para todo i € I. Esta condicion es equivalente a que en el siguiente diagrama
e sea un igualador

'En los afios 60, Grothendieck introduce morfismos étales en geometria algebraica para poder definir un
analogo algebraico del grupo fundamental de un espacio topolégico. Después de esto, Jean Pierre Serre noto
que algunas propiedades de cubrientes étales se parecian a las de inmersiones abiertas. Grothendieck se dio
cuenta que era posible usar las ideas de Serre para definir una teoria de cohomologia de tal forma que ésta
fuera la cohomologia de Well. Para definir esta teoria de cohomologia Grothendieck necesitaba reemplazar
la nocién usual de cubierta abierta de un espacio con alguna que usara las cubiertas étales. Fue asi como
pudo formular las nociones de cubiertas abstractamente.

2Un stack o 2-gavilla es una gavilla que toma valores en una categorfa distinta de conjuntos. Los stacks
son usados para construir espacios moduli stacks cuando los espacios moduli finos no existen y son usados
también en la teoria de descenso.
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UiﬂUngi)

pu, = P(U; N ;) (2.1)

lu;
/ i Tij
p

PU__E‘>H1PUiT>HIx1P(UimUj>

lu, lﬂj AT CTTs lﬁm‘
pu;, ZUC5E), A v

donde p y ¢ son las flechas universales que completan los cuadros internos.

Las topologias de Grothendieck reemplazan las familias {U;}; por familias de morfimos
que cumplen cierta propiedad (en este caso que su union cubre a U). Estas familias también
cumplen ciertos axiomas de buen comportamiento. Existen distintas formas equivalentes (ba-
jo ciertas condiciones de la categoria) de definir topologias de Grothendieck. La idea de este
capitulo es hacer un estudio de las topologias de Grothendieck para poder definir el concepto
de sitio ﬁbmdo.ﬁ Las referencias para las topologias de Grothendieck y gavillas sobre estas
pueden ser encontradas en [LM92], [Joh02] y [Bor94al.

2.2. Topologias de Grothendieck

Sea X un espacio topologico, una cubierta para el espacio es una colecciéon de conjuntos
abiertos {U; |7 € I} tales que la union de ellos contiene a X, es decir

xcl|J{uilier.

Por otro lado dadas dos cubiertas %, #/, se dice que % refina a # si todo abierto de
U esta contenido en algin abierto de 7. Ahora considere la categoria de abiertos de un
espacio topologico X, es decir, la categoria cuyos objetos son los abiertos de X y cuyos
morfimos son las inclusiones entre abiertos. Esta categoria se suele denotar por (X). Se
pueden reinterpretar los conceptos anteriores, obteniendo que una cubierta es una coleccion
de morfismos de 0(X); {U; — X|i € I} que cumple una cierta condiciéon (la condicion de
que la unién de la familia contiene a X') y que % refina a # si toda flecha de % se factoriza

3La nociéon de sitio fibrado no es canénica. Existen varias nociones no equivalentes que podrian ser
llamadas sitios fibrados y cada una de estas de cierta forma es "correcta". El objeto que se utilizara en esta
tesis mezcla dos nociones, a saber, el de un una fibracion interna en la 2 categoria SITIOS. y el de una
fibracién cuyas fibras son sitios. Este concepto fue expuesto por primera vez en la Tesis Doctoral llamada
Categorical Foundations For a K-Theory de Nicolas Michael.
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a través de una flecha de %, por lo que se podria pensar en definir los conceptos de cubriente
de un objeto y refinamiento de cubrientes en categorias arbitrarias. Para esto se tienen las
siguientes nociones:

Definicion 2.2.1. Sean C una categoria y C' un objeto de C, una familia cubriente o cubierta
de C' es una familia de morfismos en C con codominio C.

Definicion 2.2.2. Sean R y S dos cubiertas de un objeto C, se dice que R refina a S si toda
flecha de R se factoriza a través de una flecha en S, esto es, para toda flecha f: X — C en
R existen flechas g : X' — C en S yx: X — X' tales que el siguiente diagrama conmuta

x-tsc (2.2)

| A

X/

Si R refina a S lo denotaremos por R < .S. Con esta nocién se obtiene el siguiente lema.

Lema 2.2.3. La relacion < establece un preorden en la clase de todas las cubiertas de un
objeto C.

Demostracion Es claro que si S es una cubierta, S < S (toda flecha se factoriza a través
de si misma). Por otro lado, si R < S < W, entonces R < W: como R < S toda flecha de
R se factoriza a través de una de S y como toda flecha de S se factoriza a través de una de
W, el resultado se sigue. |}

Sea K la funcion en Top que a cada espacio X le asigna el conjunto de cubiertas
abiertas del espacio, por otro lado considere las familias cubrientes cuyos elementos son
encajes abiertos

{f: Vi X|ieI}talesque [[Vi= X
iel
esto define una nueva funcién K’ en los objetos de Top. Es claro que toda cubierta de K
admite un refinamiento que pertenece a K’. De igual forma se puede ver que toda cubierta de
K’ admite un refinamiento que pertenece a K, para esto considere una cubierta de encajes
abiertos {f; : Y; — X|i € I} con [[..;Y; = X, entonces se tiene el siguiente diagrama
conmutativo

el

fiY) =X (2.3)

i

Y;
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donde la familia {f;(Y;) < X|i € I} es una cubierta abierta de X. Soélo queda demostrar
que esta cubierta refina a la dada, para esto considere el siguiente tridngulo conmutativo

fiYi)—— X (2.4)

| A

Y;

esto muestra que toda cubierta en K’(X) se refina a través de una cubierta en K(X). Se
puede abstraer de este ejemplo la idea y definir funciones que asignan a cada objeto de una
categoria una clase de cubrientes y decir cuando dos de estas funciones son iguales «méduloy
refinamientos (este concepto serd importante ya que se vera mas adelante que bajo ciertas
condiciones minimas generaran las mismas gavillas). Para hacer ésto se tienen los conceptos
de funciones cubrientes y subordinamiento.

Definicion 2.2.4. Sea C una categoria. Una funcion cubriente es una funcion
K : Ob(C) —» Z(Z(Mor(C)))

en C que a cada objeto C' le asigna una clase de cubiertas del objeto C'. Las cubiertas de K
son llamadas K-cubiertas. La pareja (C,K) recibe el nombre de sitio.

Definicion 2.2.5. Sean K y K' funciones cubrientes, se dice que K es subordinada a K,
denotado por K < K', si toda K -cubierta tiene un refinamiento que pertenece a K'. K y K’,
son equivalentes, denotado por K = K', si K < K' y K' < K.

Lema 2.2.6. La relacion < establece un preorden en la clase de las funciones cubrientes de
una categoria C.

Demostraciéon Es claro que toda funcién cubriente estd subordinada a ella misma y si
K =< K' < K" entonces toda K-cubierta admite un K’ refinamiento y ésta a su vez admite
un K" refinamiento, por el lema se tiene que K < K”. |}

Se restringird la atencion a ciertos sitios que seran de particular interés para poder definir
la nocién de gavillas sobre un sitio. Para hacer esto se consideraran sitios que cumplen las
siguientes condiciones o axiomas.

Definiciéon 2.2.7. Sea (C, K) un sitio, (C, K) es una pretopologia de Grothendieck si cumple
lo siguiente:
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» (M) (Axzioma de Mazimalidad) Dado un objeto C, la familia identidad {C RCR C}
refina a alguna K-cubierta de C. Este axioma es equivalente a que la flecha identidad
se factorice a través de una flecha de una familia cubriente.

» (E) (Azioma de Estabilidad) Dados un objeto C, una K -cubierta R de C' y cualquier
flecha g : D — C, existe una K-cubierta S de D, tal que go S = {goh|h € S} refina
a R, esto es,

goS={goh|he S} <R

» (L) (Axioma de Localidad) Dados un objeto C, una K-cubierta R de C' y para cada
flecha f € R una K-cubierta Ry de dom(f), entonces existe una K-cubierta T de C
tal que

T<|JfoRy={foglfeRygeRy}
fER

Los siguientes resultados muestran las propiedades béasicas de las funciones cubrientes
equivalentes.

Lema 2.2.8. Sean K y K’ funciones cubrientes equivalentes, entonces:

» K satisface el axioma (E) si y sélo si K' lo satisface.

» Si K satisface el axioma (E) entonces K satisface el azioma (L) si y sdlo si K' lo
satisface.

Demostracion Supongase que K’ satisface el axioma (E), sean R una K-cubierta de un
objeto C'y g : D — C morfismo de C. Como K = K’ se tiene que existe R’ una K’-cubierta
que refina a R, ya que K’ satisface el axioma de estabilidad se tiene que existe S’ una
K’-cubierta tal que

goS' <R <R

de nuevo usando la equivalencia de funciones cubrientes se tiene que existe una K-cubierta
S que refina a S" y ya que go S < go S’ se concluye la primera parte del lema.

Supongase que K’ satisface el axioma (E) (y por la parte anterior también K) y K’
cumple el axioma (L). Sean R y R’ como en la prueba anterior. Para cada f : D — C
€ R sea Ry una K-cubierta del objeto dom(f), entonces como las funciones cubrientes son
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equivalentes se tiene que existen R} cubiertas en K’ que refinan a Ry, por lo que para cada
[ D" — domf € R se tiene el siguiente diagrama

D’ Ldom(f) (2.5)
r{ fyr
D

donde fy € Ry. Usando el axioma de estabilidad se tiene que para cada z; existen K'-
cubiertas S} tal que zy o S} < R/ " ahora es claro que componiendo con f} se tiene

['e S < fio Ry,

y entonces

U resy< | frory < foRy

fler fler! feER

usando el axioma de localidad y la equivalencia de funciones cubrientes se tiene que

T<T < |J fosi< | froR; < foRy

fler! fler! fer

donde T'y T" son K y K’ cubiertas respectivamente. |

Las familias cubrientes proporcionan el concepto necesario para poder definir gavillas. Pri-
mero se consideran gavillas con respecto a una familia cubriente, luego se definen gavillas
con respecto a una funcién cubriente.

Definicion 2.2.9. Sea C una categoria. Una pregavilla en C es un funtor P : C? — Con.

Definicion 2.2.10. Sean P : C” — Con una pregavilla, R una cubierta de C' y {xs}ser
una familia de elementos, donde xy € P(dom(f)) para toda f € R. Se dice que esta familia
es compatible si para cada par de flechas h y k que hacen que el siguiente diagrama sea

conmutativo
D
N
X C
N
E
donde [ y g son elementos en R, se tiene que

P(h)(zy) = P(k)(z,)
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Definicion 2.2.11. Una pregavilla satisface la propiedad de gavilla con respecto a una familia
cubriente R de un objeto C' si se cumple lo siquiente:

» (Pegabilidad) Para cualquier familia compatible {x}ser existe una x € P(C) tal que
P(f)(z) = x5 para todo f € R.

= (Unicidad) Este elemento es tinico con esta propiedad.

Si K es una funcion cubriente en C, se dice que P es una K-gavilla en C si P es una
gavilla con respecto a cada familia cubriente en K.

Si el contexto es claro se suele omitir la funcién cubriente en una K-gavilla en C. Las
K-gavillas en C y las transformaciones naturales entre ellas forman una categoria denotada
por Gav(C, K). Existen diferentes funciones cubrientes que generan las mismas gavillas:
dada una funcién cubriente K se obtendra la funcién cubriente saturada y la cribada, estas
funciones cubrientes seran equivalentes a la original y bajo ciertas condiciones minimas se
obtendran las mismas gavillas.

Notacioén 2.2.12. Para P : C? — Con, f: D — C yx € P(C) se denotard a P(f)(z)
como x - f.

Considere el caso de Top y sea K la funcién cubriente que a cada espacio le asigna la
familia de cubiertas abiertas del espacio. Sea # una cubierta abierta de X y sea

W ={U—XcOX)|3VeWconlUCV}

esta cubriente de X es cerrada bajo precomposicion, es decir para cualquier abierto que se
encuentre contenido en alguno de los abiertos de #, este abierto se encuentra en # . Las
cubiertas de un objeto que cumplen esta propiedad reciben el nombre de cribas. El uso de
cribas brindard un panorama més conceptual al definir gavillas en un sitio, ya que las cribas
de un objeto se encuentran en correspondencia biyectiva con los subfuntores representables
del objeto.

Dada una familia cubriente R de un objeto en una categoria C, siempre es posible, como
en el ejemplo anterior, definir su criba asociada, esta criba asociada es la «menor» criba que
contiene a R y recibe el nombre de criba generada por R, se suele denotar por R, cuya
descripcion explicita es la siguiente:

R={X—sD-L5C|zeFIC)y feR) (2.6)
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entonces dada una funcion cubriente K, siempre es posible obtener la funcion cubriente cri-
bada asociada a K, es decir la funcion que tiene como familias cubrientes las cribas generadas
por familias cubrientes en K. Esta funcion se denota por K. Una de las propiedades de la
funcién cubriente asociada es que se tiene la siguiente igualdad de categorias

Gav(C, K) = Gav(C, K)

Lema 2.2.13. Sean C una categoria, R una cubierta de un objeto C' y P : C? — Con una
pregavilla. P tiene la propiedad de gavilla con respecto a la cubierta R siy sdlo si la tiene
con respecto a la criba generada R. Por lo tanto Gav(C, K) = Gav(C, K)

Demostracion Supodngase que P cumple la propiedad de gavilla con respecto a R y sea
{zn},er una familia . Considere la familia {z;};cr (va que R C R). Es claro que es com-
patible y como P es gavilla existe una tnica z tal que z - f = z; para todo f € R, queda
demostrar que z - h = x;, para todo h € R. Puesto que h € R se tiene que h = fg con f € R,
por lo tanto

- fg=(xv-f)-g=(x5)-g=1g

Ahora para el regreso, supongase que P cumple la propiedad de gavilla con respecto a R
y sea {zs}rer una familia compatible. Considere {x; - g}, donde g es una flecha que se
puede componer con f, esta familia esta bien definida y es compatible, por lo tanto existe
una Unica x con Ty, = Ty - g, usando g = id se obtiene el resultado. |

Una funciéon cubriente en la cual cada familia cubriente es cribada recibe el nombre de
funcion cubriente cribada. Dada una funcion cubriente cribada existe una funciéon cubriente
K0 maximal (en el sentido de la contencion) con la propiedad (K,,.;) = K. Una familia
cubriente en (K,,,,) se encuentra caracterizada por la siguiente descripcion:

Re Ky < ReK

La siguiente proposicién nos dice la naturaleza de K,,,, con respecto a las funciones cubrien-
tes cuyas saturaciones por cribas son K.

Proposicion 2.2.14. Sea K funcion cubriente cribada y K' una funcion cubriente con
K' = K entonces K' C K paz-

Demostracién Sea R € K’, entonces R € K, por lo tanto R € Kypaz. i
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Esta funciéon recibe el nombre de funcion cubriente maximal generada por K. Existe otra
funcién cubriente canénica asociada a cualquier funciéon cubriente K, esta es la saturada por
refinamientos y se encuentra caracterizada por la siguiente descripcion

Re K, <= 3dS¢ KconS <R. (2.7)

Se suele denotar por K y recibe el nombre de funcion saturada generada por K. Si K
coincide con K, se dice que esta funcion cubriente es saturada. Si K es una funcién cubriente
cribada, entonces existe la version anédloga de esta definicion, sélo que las funciones cubrientes
que se encuentran en K., son cribadas. A una funcién cubriente cribada que coincida con
su saturacién por cribas recibe el nombre de cribada saturada. Entonces dada una funcién
cubriente K (ya sea cribada o no), existen funciones cubrientes canonicas asociadas a K. Es
natural preguntarse por la forma en que estas funciones se relacionan entre si y en como se
comportan con los axiomas de pretopologia de Grothendieck. Para esto se tiene la siguiente
proposicion.

Proposicion 2.2.15. Sean K, K’ funciones cubrientes en C, entonces:

1. K=K.

2. K es cribada si y solo si K = K.

co

Si K es saturada, entonces K es cribada saturada y si K es cribada saturada, entonces
Koo €s saturada.

K <K' siysélo si K< K'.

K satisface el azioma (M) o (E) si y sélo si K lo satisface.

Si K satisface el azioma (L) entonces K lo satisface.

K C Ky y K = Ky, mds aun, K es saturada si y solo st K = K.

K XK' siysdlosi KC K., siysilosi Kgp C K.

sat*

© RS A

Si para todo objeto C' se tiene que K(C) # 0, entonces C € C T = {f|cod(f) =
C} € Kgoi. Ademds Ky satisface (E) siy solo si K lo satisface. Si Ky satisface (L),
entonces K lo satisface.

10. Si K satisface (E), entonces satisface (L) si y solo si Kg los satisface.

11. (F)Sat = Ku (donde en el lado izquierdo de la igualdad es la saturacion con respecto
a refinamientos cribados y en el derecho con respecto a refinamientos).
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Demostracion La mayoria de los resultados son consecuencia directa de las definiciones.
Se analizara uno a uno.

10.

. Ya que R < R < R se tiene que K = K.

Si R € K con K cribada se tiene que R = R. Por lo tanto K = K.

Esto es claro ya que si R € K (con Ren K)y T cribada con R < T, entonces
R<R<T,estoes, T € K ycomo K es cribada, entonces T' € K.

Si K < K’ entonces K < K’ yaquesi R € K (con R en K) se tiene que existe T" € K’
con 7" < R < R, con lo que T C R. Por lo tanto K < K'. Ahora supongase que
K < K’, entonces K < K’ ya que si R € K entonces existe R’ € K’ con R < R' < R,
por lo que R’ C R de esto se obtiene que R’ < R. Por lo tanto K < K.

. Supodngase que K satisface el axioma (M), entonces {1¢} < R para alguna R € K, con

lo que {1¢} < R < R. Por lo tanto K satisface (M). Se procede de forma semejante
para el regreso. Ahora K satisface el axioma (E) si y solo si K lo satisface, debido a
que K = K y por el lema se tiene el resultado.

Supéngase que K satisface el axioma (L). Para demostrar que K satisface este axioma
considere R = {fg| f € R con g flecha componible con f} € K y para cada h € R sea
Rj, una K cubierta del dominio de h sea h = fg, entonces considere todos los casos
posibles donde g es la identidad, de esto se obtiene ya que K satisface (L) las siguientes
relaciones:

T<|JfoR <|JfoRr< | fooRy, (2.8)

fER fER fgeR

por lo tanto K lo satisface.
Es claro.

También es claro ya que K4 es la funcién cubriente con todas las cubiertas que tienen
un refinamiento en K.

Puesto que para cada C' € C existe un R € K(C) se tiene que R < T, con lo que
Te € Kgut(C). Ahora como K = K, se tiene usando el lema que K satisface
(E) siy solo si Ky, lo satisface.

Supongase que K satisface (E), Ya que K = K, por el lema se tiene que K
satisface el axima (L) si y solo si Ky lo satisface.
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11. El ultimo inciso es de particular intéres, quiere decir que no importa la forma en que la
funcién sea saturada, el resultado es el mismo. Para ver esto, sea R € (7)8@, entonces
existe una K-criba que refina a R, sea S tal criba, puesto que ambas son cribas se tiene
que S C R, ahora como S € K existe una K-cubierta T tal que T = S, entonces se

tienen las siguientes relaciones
T<T=S<R

por lo tanto R € K y como R es cribada entonces R € (K4 ). Para el regreso
considere R € (K4 ), entonces R = S para algin S € Ky, esto es, existe T € K con

T<S<S=R

por lo tanto T < R, con lo que se obtiene que R € (K)s. |

Asi que dada una funcién cubriente K se pueden obtener su saturacion con respecto a
cribas y su saturacion con respecto a refinamientos y combinar estos procedimientos para
obtener el mismo resultado. La funcién cubriente obtenida por cualquiera de estos dos pro-
cesos recibe el nombre de funcion cubriente saturada y cribada generada por K y se denota
por Jg. Esta funcion se encuentra caracterizada de la siguiente forma

R € Jg si y s6lo si R contiene una K-cubierta.

Esto es porque una cubierta R € Jg debe de tener un refinamiento en K y como es cribada
se tiene que esta cubierta estd contenida en R. El siguiente resultado demuestra que las
gavillas en K y en Jg son iguales.

Proposicion 2.2.16. Sea K una funcion cubriente en C que cumple el axioma de estabili-
dad, entonces toda K-gavilla es una Jg-gawvilla y reciprocamente.

Demostraciéon Debido al lema [2.2.13] s6lo queda demostrar que toda K-gavilla es una
K, -gavilla y reciprocamente. Para esto, sean P : C®? — Con una K-gavilla y R € Ky,

entonces existe R € K tal que R < R'. Sean R’ = { D,;f—k>C her vy R={ DZ-LC bier

tales funciones cubrientes. Ya que toda flecha de R se factoriza a través de una de R’ se tiene
para cada ¢ € I el siguiente diagrama

D, ¢ (2.9)

hle /
T

!
Dy
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donde k(i) € I' paratodai € I. Sea {z }xer una familia de elementos compatibles, entonces
considere la subfamilia compatible {z Ty hy, }ier, puesto que P es una K-gavilla se tiene que

existe un unico x € P(C) tal que z- f; = z- f,g(iy hy, = T hy, para todo i € I. S6lo queda
demostrar que z- f] = x nVkel ", Puesto que K cumple el axioma de localidad, para cada

Sk,j

fr. existe un S;, € K(dom(f;,)) tal que f, o S, < R. Sea Sy, = { Xy ; —— D}, }jes, v para
cada f; la familia compatible {x - sy ;}je,, usando que P es una K-gavilla se obtiene que
existe una tnica y, € P(Dy,) tal que yy- sp; = - 55 ;. Pero es claro que yy = z- f satisface
esta condicion. El regreso es evidente. ||

La siguiente proposicion expresa la relacion que existe entre una pretopologia de Grothen-
dieck y el sitio (C, Jk).

Proposicion 2.2.17. Sea (C, K') una pretopologia de Grothendieck, entonces (C, Ji) es una
pretopologia de Grothendieck y los axiomas|2.2.7 son equivalentes a

» (M) (Azioma de Mazimalidad) Dado un objeto C' la criba total
Te={f:D — C|codom(f) =C}

se encuentra en Ji(C').

» (E') (Azioma de Estabilidad) Dado un objeto C, una Jx-cubierta R del objeto y
cualquier flecha g : D — C, se tiene que:

f*(R)={g9: X — D|codom(g) =Dy foge R}
se encuentra en Ji (D).

» (L) (Axzioma de Localidad) Dado un objeto C, R una Jg-cubierta de C y para cada
flecha f € R una Ji-cubierta Ry de (dom(f)), entonces la cubierta composicion de
estas K-cubiertas es una K-cubierta, esto es:

U fo Rf S JK(C)

feER

Esbozo de la demostracion El hecho de que (C, J) es una pretopologia de Grothendieck

se sigue del lema [2.2.15 |
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Un sitio (C, K) que satisface las propiedades de las proposicion recibe el nombre
de topologia de Grothendieck. Se ha demostrado que si (C, K) es una pretopologia entonces
el sitio (C, Jk) es una topologia de Grothendieck. Ji recibe el nombre de topologia de
Grothendieck generada por la pretopologia K. Los siguientes conceptos expresan la forma
natural de relacionar sitios.

Definiciéon 2.2.18. Sean (C, K) y (D, L) sitios. Un morfismo de sitios F' : (C, K) — (D, L)
es un funtor F': C — D tal que para toda K-criba R la imagen

F(R)={F()| f € R}

tiene un L-refinamiento.

Los sitios y los morfismos de sitios con la usual composiciéon de funtores forman una
categoria denotada por SITIOS. La subcategoria plena de SITIOS cuyos funtores P pre-
servan cubiertas (i.e. F/(R) es una L-cubierta) se denota por SITIOSg y recibe el nombre
de sitios estrictos.

Los axiomas enunciados para una pretopologia son mas débiles que los que usualmen-
te se encuentran en la literatura. Los siguientes axiomas son los usuales para definir una
pretopologia de Grothendieck.

Definicién 2.2.19. Sea (C, K) un sitio, (C, K) es una pretopologia de Grothendieck si
cumple lo siguiente:

» (Azioma de Maximalidad) Todo isomorfismo {f : D — C} pertenece a K(C).
Es usual la siguiente variante del axioma. Para todo C' € C la cubierta identidad
{1c : C — C} pertenece a K(C).

» (Azioma de Estabilidad) Dados un objeto C, una K-cubierta R de C, cualquier
flecha f : Cy — C € R y cualquier flecha g : D — C existe el producto fibrado de f a

lo largo de g.
Cf XcD—>Cf (210)

7| |

D———C
y la familia {f : C; xc D — D| f € R} pertenece a K.

» (Azioma de Localidad) Dado un objeto C, R una K-cubierta de C, Ry una K-
cubierta de dom(f) para toda f € R se tiene que la cubierta composicion pertenece a
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K(C), esto es:
| foRs e K(C).

feER

La cubierta {f : C;x D —¢ D|f € R} recibe el nombre de cubierta producto fibrado de R
a lo largo de gy se suele denotar por g*(R). Un sitio (C, K) es un sitio con productos fibrados
si el producto fibrado de K cubiertas existe a lo largo de cualquier flecha. Un morfismo de
sitios con productos fibrados es un morfismo de sitios que preserva productos fibrados de

cubiertas. Sitios con productos fibrados y sus morfismos forman una categoria denotada por
PSITIOS.

En sitios con productos fibrados se puede dar una descripciéon alterna de gavillas. Sean
C una categoria y R = {D; — C'|i € I} una K-cubierta de C. Supdéngase que existen los
productos fibrados de la siguiente forma

o |

C; — C
considere una eleccion de estos productos fibrados para cada pareja (i,j) € I x I, entonces
motivados por la introducion y el diagrama a gavillas presentada en el inicio del capitulo,
se define una gavilla para la cubierta R con valores en una categoria A con productos como
un funtor P : C? — A, tal que en el siguiente diagrama e es un igualador

P(“il,j)

P(f:) T _ }w
p

PC - %11, PC; —=I1,,; P(Ci x Cy)

q
m‘ lﬁj lm, j

donde p y ¢ son las flechas universales que hacen conmutar los diagramas. Una K-gavilla
con valores en una categoria A es un funtor que satisface la propiedad anterior para cada
K-cubriente.

Los siguientes ejemplos de topologias de Grothendieck son usuales o importantes en la
literatura:
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1. La Topologia Vacia
Sea C una categoria y considere la funciéon cubriente que a cada objeto C' le asocia el
conjunto vacio. Esta funcién no es una pretopologia ya que no cumple el axioma de
maximalidad.

2. La Topologia Indiscreta
La funcién cubriente que a cada objeto le asigna la cubierta identidad del objeto. Esta
funcioén cubriente es una pretopologia llamada la pretopologia indiscreta o la mds grusa.
Sus cubrientes no se encuentran en cada pretopologia pero si en las saturaciones de
éstas.

3. La Topologia Discreta
La funcién cubriente que a cada objeto le asocia todas las cubrientes del objeto. Esta
funcién es una pretopologia llamada la pretopologia discreta o la mas fina. Todas las
funciones cubrientes son subordinadas a esta pretopologia.

4. Funcién Cubriente Rebanada
Sea K una funcion cubriente en una categoria C. Esta funciéon induce una funcién cu-
briente en la categoria rebanada C/C llamada la funcidn cubriente rebanada, denotada
por K/C. Se encuentra definida de la siguiente forma. Una cubriente

R/C ={D; & D}ies

del objeto D € C/C donde D = D ENVS y D; = D; 2 C pertenece a K/C(D) si y solo
si {D; EIN D}icr € K(D). Es facil demostrar que K/C hereda todas las propiedades de
K.

5. Sea X € Top. Entonces & (X) es una categoria. Esta categoria admite una topologia
de Grothendieck cuyas familias cubrientes de un abierto son las cubiertas por conjuntos
abiertos. (X, 0(X)) recibe el nombre del sitio asociado a X

6. La Topologia Etale
Considere la categoria de espacios topologicos. La pretologia étale o de homeomorfismos
locales es la funciéon cubriente cuyas familias cubrientes son familias de homeomorfismos
locales, esto es, familias { X Iy x }ier tales que cada flecha es un homeomorfismo local
(y entonces para x € X; existe un abierto de V, de x tal que la restriccion de f; a V,
es un homeomorfismo en un abierto de X) y colectivamente suprayectiva, es decir, el
mapeo universal
I[Ir:1]x—-x (2.13)
icl iel

es suprayectivo.
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7. Funcion Cubriente de Anillos Conmutativos

Sea Anillos la categoria de anillos conmutativos con uno. Considere la funcién cubrien-

te en Anillos” que a cada anillo conmutativo A le asocia las familias {A f—> Aitier
tales que:

= Cada A % A; es la localizacion de un elemento a; € A.

» El ideal generado por el conjunto {a;};c; C A es el anillo A.

Puesto que (a;);er = A se tiene que

n
1= E TRy,
k=1

donde 1, € Ay a;, € {a;}ier, entonces A = (a;;, a;y...a;, ), por lo que se podria su-
poner que las cubiertas son finitas. Bajo esta condicion la funcién cubriente es una
pretopologia de Grothendieck en el sentido definido por ([2.2.19))

. Subcategoria Cerrada Bajo Limites Finitos y Subespacios

Sea T una subcategoria de espacios topologicos que sea cerrada bajo limites finitos y
bajo tomar subespacios, por ejemplo T puede ser la categoria de espacios Hausdorff
separables, donde un espacio es separable si contienen un conjunto denso y numerable.

Una cubriente para un espacio Y es una familia {Y; EIN Y }ier, tal que cada espacio
Y; es un subespacio abierto de Y, f; es la correspondiente inclusion del espacio y
U,e; Yi = Y. Esta pretopologia recibe el nombre de pretopologia de cubiertas abiertas
de la categoria T. El proposito de la pretopologia de cubiertas abiertas es poner todos
los sitios asociados a los espacios en T en uno "mayor", para proveer un contexto
conveniente en el cual se pueden considerar gavillas definidas no sélo en un espacio
especifico, esto es, en toda una categoria de espacios.

. Algebras de Heyting Completas

Recuerde que un algebra de Heyting A es una reticula equipada con un operador de
implicacion =, que satisface la siguiente relacion:

a<(b=c)siysolosianb<c

para todo a,b,c € A. Un dlgebra de Heyting completa es un élgebra de Heyting que es
completa como retitula, esto es, existen infimos y supremos de familias arbitrarias de
elementos. Si A es una algebra de Heyting completa y a;,b con 7 € I son elementos de
A entonces se tiene la siguiente identidad

\VbAa)=bA(\a) (2.14)

iel i€l
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10.

11.

No es dificil probar que si A es una reticula en la cual existen supremos arbitrarios y
satisface la identidad entonces A es una algebra de Heyting completa en la cual
el operador = esta definido de la siguiente forma

b=c=\{alanb<c}

Ahora sea A un algebra de Heyting completa considerada como categoria en la forma
usual, esto es, existe una tnica flecha de a a b si y solo si a < b. A puede ser equipada
con una pretopologia de Grothendieck K de la siguiente forma

{a; = clier € K(C) siy solosi \/,.;a; =c

La identidad es justamente la propiedad de estabilidad de la definicion [2.2.19]
Una criba S de un objeto ¢ de A es una familia de elementos {a; < c}er, tal que si
b < a; para algin ¢ € I entonces b € S. En la topologia de Grothendieck Jx generada
por K una criba S cubre a un objeto ¢ si y sélo si \/ S = ¢, debido a lo anterior esta
topologia suele llamarse la topologia del supremo. En el caso particular de que A sea
la categoria de abiertos de un espacio topolégico X esta topologia coincide con el sitio
asociado a X.

La Topologia Densa
Sea P un conjunto parcialmente ordenado con p € P. Un subconjunto

D C{qePlq<p}

se dice que es denso por abajo de p si para cualquier r con r < p existe un ¢ € D con
q < r. Las cribas densas forman una topologia de Grothendieck definida de la siguiente
forma

J(p) ={D| D es una criba densa por abajo de p}

La topologia densa puede definirse en categorias arbitrarias como sigue. Sea S una
criba, entonces

S € J(C) siy solo si para toda D Iy O existe E % D tal que fox € D

Es facil ver que J satisface las condiciones de la proposicion

La Topologia Atémica
Sean C una categoria y sea J la funciéon cubriente definida como sigue
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S € J(C) siysolosi S esuna cribay S es no vacia.

Para que J satisfaga el axioma de estabilidad de la proposicion [2.2.19] es suficiente con
suponer que cualesquiera dos flechas con el mismo codomonio pueden ser completadas
a un diagrama conmutativo de la siguiente forma:

X--»D. (2.15)
| lg
3

2.3. Sitios Fibrados

Existen distintas formas no equivalentes de definir un sitio fibrado. El primer caso es
considerar una fibracion en sitios, esto es, una fibraciéon cuyas fibras son sitios y cuyos
funtores de imagen inversa son morfismos estrictos de sitos. En esta definiciéon la categoria
base no necesita tener un sitio asociado. Otra forma seria definir una fibracién interna en la
2-categoria de sitios, morfismos estrictos de sitios y transformaciones naturales. El concepto
que se usara en esta tesis serd un tercer tipo de objeto que relaciona los anteriores.

Definicion 2.3.1. Un sitio fibrado es una fibracion de Grothendieck equipada con una fun-
cion cubriente en su base. Se suele denotar por p: E — (B, K) el sitio fibrado para resaltar
el hecho de que B tiene una funcion cubriente.

Sea p : E — (B, K) un sitio fibrado, entonces K induce un sitio K, en la categoria E

de la siguiente forma: sea F € E tal que p(E) = By R = {B; EN B}, una cubierta de B,
entonces las cubiertas de E son de la siguiente forma

R ={f:(E) & B},

donde f; es cartesiana sobre f;. Se dice entonces que tal cubierta es una K, cubierta sobre la
K-cubierta R. Es claro que el funtor p es un morfismo estricto de sitios. La funcién cubriente
K, en la categoria total E, también denotada por Kg (cuando esto no lleva a confusion)
recibe el nombre de funcion cubriente inducida por la fibracion p. Cuando el sitio base (B, K)
satisface el axioma de maximalidad, el sitio fibrado es una fibracién en sitios pero de una
forma trivial, esto es, la restriccion de K, a la categoria fibra Ep consiste en cubiertas
isomorfas de un tnico objeto. Un sitio fibrado es mas interesante cuando se considera como
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una fibracién interna en SITIOSg ya que realmente es una fibracion interna donde E tiene
la funcion inducida K. Esta funcion cubriente es la menor con respecto a refinamientos que
hace que p sea un sitio fibrado. Para demostrar esto se necesita el siguiente lema.

Notaciéon 2.3.2. Se denotard a SITIOSg((D, Kp), (E, Kg)) como (E, Kg)P-Xp)

Lema 2.3.3. Sean p: (E, Kg) — (B, KB) una fibracion interna en SITIOSg y (D, Kp) un
sitio. Supongase que Ky, Kp, Kg satisfacen el axioma de maximalidad, entonces los compo-
nentes de un levantamiento cartesiano del funtor

p. : (E, Kg)PHP) — (B, Kp)Pp)

son levantamientos cartesianos del funtor p. En otras palabras si 8 : F = F' es un levanta-
miento cartesiano entonces Bp : F(D) — F'(D) son levantamientos cartesianos.

Demostracion Como p es una fibracion interna en SITIOSg, entonces p, es una fibracion.
Ahora considere el sitio (1,id) con un objeto y la cubierta identidad, sea Ap : (1,Id) —
(D, Kp) el morfismo estricto de sitios que elige el objeto D € D, entonces se tiene el siguiente
isomorfismo de categorias

(B> KB)(Lid) =B

considere el siguiente diagrama conmutativo

A% ~
(E, Kg)PKp) 2 (E, Kg)"4Y) —S E (2.16)

P*l p*l J{P
A% o
(B, Kg)P-¥p) 2 (B, Kg) ) — B
puesto que este diagrama es un morfismo cartesiano se tiene que
AL(B) = fBp : F(D) — F'(D)

es un levantamiento cartesiano.

Proposicion 2.3.4. Sip : E — (B, Kg) es un sitio fibrado entonces Kp hace de p una
fibracion interna en SITIOSg, reciprocamente, si p : (E, Kg) — (B, K) es una fibracion
interna en SITIOSs con Ky, Kg satisfaciendo el axioma de maximalidad, entonces p es
una fibracion.

Demostracion Sea (D, Kp) € SITIOSg, el funtor
ps: (B, Kp)®PH0) — (B, Kp)PH)

es una fibracién ya que si a : H = G € (B,Kp)P*p) y F € (E, Kp)P*P) es tal que
p«(F) = G, entonces la transformacion natural
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arp: (@)*F = F con (ap)p : (ap)*F(D) — F(D)

esto es la D-componente de ap es el levantamiento cartesiano de ap sobre F/(D). Se afirma
que es un levantamiento cartesiano de « sobre F'. Es claro que es natural y es un levanta-
miento cartesiano ya que sus componentes son levantamientos cartesianos. Ahora

()*F : (D,Kp) — (E, Kp)
es un morfismo estricto de sitios, puesto que si R = {D; N D}, € Kp(D) entonces
a'F(R) = {(ap,)"F(D;) = (ap)"F(D)};
que claramente se encuentra en Kp(ah,F(D)). Por otra parte es claro que el cuadro

(E, Kg)®Fp) 2, (B, Kg)®Kp) (2.17)

f*l lf*

(E, KE)(D/»KD’) —— (B, KB)(DI’KD/)

es un morfismo cartesiano para cualquier f : (D', Kp/) — (D, Kp) morfismo de sitios. Para
la necesidad de la proposicion se usa el lema ([2.3.3)) para obtener que p es una fibracion.



Capitulo 3

Espacios Anillados

3.1. Introducciéon

En el capitulo [I] de esta tesis se mostré como a partir de la construccion de la K-teoria
algebraica se obtiene el concepto de asignacion "seudofuntorial", es decir, una asignacién
funtorial pero en cierto sentido "débil". Intuitivamente es posible pensarlo como un reque-
rimiendo "natural" al tener una categoria con objetos con demasiada estructura y en este
caso la asignacion no puede seguir siendo tan "estricta". Una vez que surgi6 la necesidad de
los seudofuntores, se cambi6 ligeramente de enfoque al considerar las fibraciones de Grothen-
dieck. El cambio fue en un principio poco "natural" pero a lo largo del capitulo se demostrd
que esencialmente estos dos conceptos (el de categoria fibrada y el de seudofuntor) son equi-
valentes. En el capitulo |2 se vi6 como es posible considerar "cubrientes" a un objeto de una
categoria. La idea basica fue pensar en las cubiertas abiertas de un espacio topologico y
observar de que forma era posible expresar el "hecho" de que una familia es cubriente en
términos puramente categoricos. Se analizo el concepto de gavilla como consecuencia natural
de esta idea y por ultimo se present6 la nocion de sitio fibrado. Este concepto nos permite
relacionar el material expuesto en el capitulo [1] junto con el de cubriente de objetos. En este
capitulo, se presentara una aplicacion directa de la teoria desarrollada hasta el momento.
Se estudiara la categoria de espacios localmente anillados. Se vera que esta categoria es una
fibracion sobre Top, la categoria de espacios topologicos. Puesto que Top tiene un sitio
canodnico asociado se tendra que esta fibracion es un sitio fibrado. El material necesario para
los temas relacionados con los espacios anillados puede encontrarse en [Har77|, [Vak13| y

ILMO2).
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3.2. Espacios Anillados

Antes de poder llegar al material principal de este capitulo, a saber, los espacios anilla-
dos, se necesitaran algunos conceptos previos, esto es, el de gavilla imagen directa e inversa.
Este material puede ser encontrado ampliamente en [LM92]. Se empezara por el concepto
de gavilla imagen directa.

Se dice que una gavilla G tiene coeficientes en una categoria A si el funtor G tiene como
codominio la categoria A. Usualmente se tomaran gavillas con coeficientes en Con o en
Anillos (la categoria de conjuntos y la de anillos conmutativos con uno respectivamente).

Sean f : X — Y una funcién continua entre espacios topologicos y G € Gav(X). La
funcion f permite obtener un funtor f, : Gav(X) — Gav(Y') llamado funtor imagen directa,
cuya descripcion explicita es la siguiente:

» f.(G) € Gav(Y) es el funtor que en cada abierto U C Y se tiene f.(G(U)) =
G(f~Y(U)), si V es un abierto de Y con V C U, entonces

LGV CU)=G(f (V) C fHU): G(fH(U)) = G(f(U))

Es claro que esta asignacion hace de f.(G) una gavilla en Y.

» Si : F = G es un morfismo en Gav(X), entonces fi(a) : fo(F) = fi(G) es la
transformacion natural en Gav(Y') cuya componente en un abierto U C Y es

oy F(fHU) = GUHU)

De esta forma se obtiene un seudofuntor estricto de la categoria Top de espacios topologicos
a la categoria Cat dado por:

® : Top — Cat (3.1)
X — &(X) = Gav(X)

XLy Gav(X)
lf*ﬂb(f)
Gav(Y)
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Para cada funciéon continua f : X — Y el funtor f, tiene un adjunto izquierdo

Gav(X) (3.2)
A s B D A
Gav(Y)

Este funtor recibe el nombre de funtor imagen inversa de f y es denotado por f~'. El funtor
aplicado a una gavilla Oy esta definido por

fHov)(V) = lim Oy(U) (3-3)
v24(v)

Para ver que este funtor realmente es adjunto a f~! véase [Vak13|. Existe otra construccion
de f~! que puede ser encontrada en [LM92], lo que realmente importa es el hecho de que
este funtor existe y es adjunto de f,.

En teoria de gavillas se demuestra que la categoria de gavillas sobre un espacio X es
esencialmente la categoria de homeomorfismos locales sobre el espacio X (para la definicion
de homeomorfismo local, el ejemplo véase |§| de la seccion [2.2]) . Esta prueba depende de
la idea del "tallo" o stalk de una gavilla. Existe una descripcion del tallo en términos de
relaciones de equivalencia (lo que se suele llamar "germen"), pero es preferible describirla
en términos puramente categoricos. Para hacer esto, sea x € X y considere el morfismo de
inclusion i, : * — X. Esta inclusion induce funtores entre las siguientes categorias de gavillas

Gav(x) ~ Anillos (3.4)
stalky=(iz)" 1| — | Ga)«
Gav(X)

donde la equivalencia de categorias del diagrama (3.4) es clara. El funtor stalk, es el adjunto

izquiero de (i,).. La construccion del funtor stalk, usando germenes puede ser encontrada
en |[LM92].

Es posible regresar ahora al concepto fundamental de este capitulo, a saber, los espacios
anillados. La categoria de espacios anillados denotada por Anillados se encuentra descrita
de la siguiente forma:

= Los objetos son parejas (X, Ox) donde X es un espacio topologico y O es una gavilla
en X con coeficientes en Anillos.
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= Los morfismos de esta categoria son de la forma:

)

(X, ﬁx) (Y, Oy)

en el que f : X — Y es una funciéon continua de espacios y f# : Oy — f.(Ox) es
una transformacion natural, donde f,(Ox) es la imagen de la gavilla Oy bajo el funtor
imagen directa de f; f.: Gav(X) — Gav(Y).

» La composicion de morfismos esta dada como sigue; si (f, f#) y (g, g ) son morfismos

como en el diagrama ((3.5))

(X, ﬁX) (Y ﬁy) (Z Oz) (3.5)
\_/

(gof.(gof)#)

entonces (g o f,(g o f)¥) tiene por segunda componente la transformacién natural
definida por

02 L 0.(0v) 25 . (£.(6%)) = (9f)-(6x)

» Las identidades son de la forma (1x,1g,) : (X, Ox) — (X, Ox)

Sea fy el morfismo transpuesto de f# bajo la adjuncion 3.2} esto es:

f

I 1ﬁ f 'f. ﬁx—>ﬁx (3.6)

donde é‘éx es la counidad de la adjuncién f=! 4 f,. Este morfismo de gavillas en X tiene la
propiedad de ser el tnico que hace conmutar el siguiente diagrama en Anillados:

ff#

(X, O0x) —— (Y, Oy) (3.7)
(1X,f#)l %{;—»Y)
(X, f10y)

donde néy es la unidad de la adjuncién f~! 4 f,. Esto es cierto ya que el siguiente diagrama

conmuta:
s

Oy —255 111, (0y) 2 () (3.8)

f#
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Ahora bien, el tallo en f(z) de Oy se puede describir como el tallo en z de f~'0y. Para
hacer esto considere el siguiente diagrama

Gav(*) ~ Anillos (3.9)

stalky=(iz) "1 <—|> ()%

Gav(X)

! <%> i
Gav(Y)

entonces se tiene que (i;) ' o f71 = fi 0 (iy)s = (if(x))s, por lo tanto

(ix)_l o f_l = stalk:f(x)

Los espacios anillados forman una fibracién sobre Top para ver esto solo es necesario
reinterpretar el seudofuntor (3.1)) en los siguientes términos

® : (Top”?)?* — Cat (3.10)
X — O(A) = Gav(X)
Yy L7 X o Gav(x)
lf*(f"”)*@(f"p)
Gav(Y)
entonces por la construccion de Grothendieck (véase aplicada a este seudofuntor (que

no es otra cosa que el seudofuntor (3.1)) con la notacion necesaria) se obtiene la siguiente

fibracion
P@ : Eq> — TOpOp (311)

donde

= Los objetos de Eg son parejas (X, Ox) donde X es un espacio topologico y Ox es una
gavilla sobre X.

s Los morfismos de Eg son de la forma

(F7 (F)) - (Y, Oy) = (X, Ox)
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donde f? :' Y — X es un morfismo en Top” y (fP)x : Oy — (f?)"(Ox) es un
morfismo en Gav(Y). Pero f? : Y — X no es otra cosa que una funciéon continua
[: X =Yy (fP)s: Oy — (f)*(Ox) es una transformacion natural de la siguiente
forma

ﬁy — f*<ﬁx)

de esto se obtiene que Eq((Y, Oy), (X, Ox)) = Anillados((X, Ox), (Y, Oy)). Por lo que
Es = Anillados®™, esto es, la categoria dada por la construcciéon de Grothendieck es la
opuesta de la categoria de espacios anillados y la fibracion (3.11]) es el funtor que olvida la
estructura de gavilla de la categoria opuesta de espacios anillados.

U : Anillados” — Top”™ (3.12)

Al considerar el funtor opuesto de U se obtiene la siguiente opfibracion

U : Anillados — Top (3.13)

Como consecuencia de lo anterior se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. La categoria de espacios anillados forman una opfibracion sobre la categoria
de espacios topoldgicos cuyo seudoufuntor se encuentra descrito por el diagrama .

Puesto que para toda f € Top cada funtor f, tiene un adjunto izquierdo f~!, entonces
el teorema anterior y el teorema m permite establecer que el funtor (3.13)) es en realidad
una bifibracion.

3.3. Espacios Localmente Anillados

Existen ciertos espacios anillados que son de particular interés en geometria algebraica
porque tiene suficiente estructura para poder definir el espacio tangente en un punto x (y de
forma andloga el espacio cotangente). Estos espacios son los espacios localmente anillados.
Un espacio localmente anillado es un espacio anillado en el cual el tallo en x de su gavilla
es un anillo local para todo x € X, es decir, tiene un tnico ideal maximal. Se dice que
un morfismo de espacios localmente anillados (f, f#) : (X,0x) — (Y, Oy) es local si el
homomorfismo de anillos

(f#)l‘ : ﬁY,f(m) — ﬁX,x
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donde (f4), es el funtor stalk, aplicado al morfismo de gavillas fx es un homomorfismo local
para todo x € X, es decir, este morfismo preserva el ideal maximal. Estos objetos y morfismos
forman una categoria. Para esta afirmacion solo queda demostrar que la composicion de
morfismos locales es local. Esto se desprende del siguiente lema.

Lema 3.3.1. La composicion de morfismos locales entre espacios localmente anillados es
local.

Demostraciéon Considere un par de morfismos locales de la siguiente forma
(f, f7) (X, 0x) = (Y, Ov) y (9.97) - (Y. Oy) = (Z,0)
se tiene que
(go f)*: ﬁZ—W*ﬁY—W*f Ox = (g0 f)Ox

puesto que un adjunto izquierdo a (g o f). esta dado por f~' o g~! se tiene que el morfismo
transpuesto a (g o f)# bajo la adjuncién (go f)~! - (g o f). esta dado por

Flgle,_Wi-1p, 5 (3.14)

esto se deduce si se considera que la transpuesta de (g o f)# es el tinico morfismo que hace
el siguiente diagrama conmutativo:
e
A — —
Oz —(9f)(f g7 0O7)
l(gf)*(((QOf)#)T)

donde ((go f)#)T denota la transpuesta de (go f)# bajo la adjuncion (go f)~! + (go f).. Para
demostrar que el morfismo ((3.14)) satisface esta propiedad considere el siguiente diagrama

(gof)*

af

Oy —— 2 (gf)(f g7 0) (3.15)
(9F)«fHgx)
g.fo [ Oy
(9f)«(fx)
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el triangulo interno inferior de (3.15) conmuta porque es el funtor g, aplicado al diagrama

fuf 1Oy

l
lf*f#

Y

ﬁY ?g*f*ﬁZ

el tridngulo interno superior conmuta al ser la propiedad universal que define la transpuesta
de f~'g4 bajo la adjuncion (go f)~' = (g o f)., el triangulo con la flecha curvada conmuta
por definicion, s6lo queda demostrar que el tridngulo interno central conmuta, para ver esto
considere las siguientes transposiciones

o* gnl, .
Ofp ——— .0y — q.f [ 1Oy en Gav(Z) (3.16)
s
glo,—2 0y "oy % en Gav(Y)
11 Ty Yloy .y
79 O0——= Oy —— [ Oy en Gav(X)
-1 T
Oy Vo) s [+ Oy en Gav(Z7)

donde la primera correspondencia de se sigue por las propiedades de la adjuncion
g~ ' 4 g., la segunda correspondencia se sigue usando la adjunta de la unidad (que es la
identidad) bajo la adjunciéon f~! - f,, y la Gltima correspondencia es por definicion bajo la
adjuncion (go )~ - (go f).. Por lo tanto se obtiene que la transpuesta a f~1g4 es g*n(l;y og”
tal y como se querfa. Ahora al tomar el funtor stalk, se obtiene

( )o

9#) f (z) (f
O2,9() o Oy, f(x) = Ox,

5

que es una composicién de homomorfismos locales. Por lo tanto (g o f)# es un morfismo
local. |}

La categoria de espacios localmente anillados se denota por L Anillados.

El siguiente teorema muestra que la categoria de espacios localmente anillados forma
una subfibracion de los espacios anillados sobre Top.

Teorema 3.3.2. Considere el funtor que a cada espacio anillado olvida su estructura de
gavilla y tomese la restriccion a LAnillados. Este subfuntor es una subfibracion sobre Top.



3.3 Espacios Localmente Anillados 61

Demostracion Se demostrara que el funtor U| es una fibracién. Para esto considere el
siguiente diagrama
LAnillados“— Anillados (3.17)

N/

el morfismo U| : Anillados — Top es una subfibracion de U, ya que sean f : X — Y una
funcion continua y (Y, Oy) € LAnillados, entonces el morfismo

(fonh,) (X, f71Oy) — (Y, O) (3.18)

es un levantamiento cartesiano de (Y, Oy ) sobre f, donde néy es la unidad de la adjunciéon
f~t f.. El hecho de que (X, f~10y) es un espacio localmente anillado se debe a que

stalk,(f~'Oy) = stalkym)(Oy) = Oy, pz

que claramente es un anillo local. El morfismo (3.18) se encuentra en LAnillados, ya que
el morfismo transpuesto a néy es la identidad en f~'0y. Queda demostrar que el morfismo
inducido por la fibracion [3.12] es un morfismo local. Para esto considere el siguiente diagrama

(h,h#)
(Z,0) e (X,O0x)—— (Y, Oy) LAnillados (3.19)
9.9
Jo
h

sea g7 : f~'0y — g.0y la transpuesta de h” : Oy — h,0, bajo la adjunciéon f~! - f,.
El diagrama conmuta por el diagrama . El morfismo transpuesto de ¢g* bajo la
adjuncion ¢g=! 4 g, es el morfismo transpuesto a h* bajo la adjuncién h=! - h, que es local
por hipétesis. Por lo tanto el funtor

Ul : Anillados — Top (3.20)

es una subfibracion de U : Anillados — Top. |}

Los espacios localmente anillados no forman una subopfibraciéon de los espacios anillados.
Un contraejemplo puede ser encontrado en [Micl0].
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Si se considera alguna subcategoria T de Top que sea cerrada bajo limites finitos y subes-
pacios (como en el ejemplo |8 de la seccion [2.2)), entonces es posible pensar en la restriccion
de la fibracion a esta subcategoriaﬂ La fibracion obtenida sera un sitio fibrado.

!Formalmente es necesario ver que el producto fibrado de una fibracién a lo largo de un funtor es una
fibracion. Para una demostracion de este hecho véase [Mic10]



Capitulo 4

Categorias Fibradas e Indexadas
Monoidales

4.1. Introducciéon

El capitulo [3| tuvo como propésito aplicar las nociones hasta el momento desarrolladas a
la categoria de espacios anillados. Esta categoria resulto ser una bifibracion sobre la categoria
de espacios topologicos. De esta bifibracion se obtuvo una subfibracion al considerar los
espacios localmente anillados cuyo estudio resulta fundamental en geometria algebraica. En
este capitulo veremos como el estudio de este tipo de fibraciones motiva la nocion de categoria
fibrada monoidal.

Considere la asignacion seudofuntorial obtenida en el capitulo anterior dada por el si-
guiente diagrama

® : Top — Cat (4.1)
X — ®(A) = Gav(X)

XLy Gav(X)
lf*zcb(f)
Gav(Y)

las categorias Gav(X) son categorias con suficiente estructura para poder hablar de "mo-
dulos" en ellas. Este tipo de categorias reciben el nombre de categorias monoidales. Resulta
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ser que Grothendieck al construir el paralelismo entre fibraciones y seudofuntores establecié
todo un "diccionario" entre estos conceptos. Asi al hablar de cualquier idea relacionada con
seudofuntores es posible preguntase por su analogo fibrado y de forma inversa. El diagrama
presenta de forma "natural" el estudio de seudofuntores cuyas categorias imagen son
categorias monoidales. Este concepto ha sido estudiado ampliamente en [JATI|, [Vaki3] y
[Gro61]. El concepto "paralelo", esto es, en el ambito de fibraciones, ha sido estudiado en
[Shu08] y [Mic10]. En esta tesis se expondra este paralelismo que existe y obtendremos co-
mo resultado el hecho esperado, a saber, que existe una 2-equivalencia entre la categoria
de fibraciones monoidales y seudofuntores cuyas categorias imagenes son monoidales. Estas
tltimas reciben el nombre de categorias indexadas monoidales.

En una categoria monoidal es posible hablar (como se ha expresado) de modulos y
también es posible hablar de monoides (de hecho para hablar de médulos es necesario primero
establecer qué es un monoide). La estructura monoidal requerida en este capitulo en una
categoria permite obtener una fibraciéon candnica, a saber, la fibracion de maodulos sobre
monotdes. La primera parte de este capitulo sera dedicada a establecer este resultado. Una
vez establecido este hecho se vera que existe un 2-funtor de las categorias monoidales a las
fibraciones cartesianas. Después de esto se abordara el concepto central de este capitulo,
a saber, las categorias fibradas monoidales (siendo el paralelo de las categorias indexadas
monoidales en el contexto fibrado), se obtendra la 2-equivalencia mencionada previamente y
por tltimo se analizara que es lo que se entiende por monoides y modulos en una categoria
fibrada monoidal.

Antes de pasar al estudio de las categorias indexadas monoidales y las fibraciones monoi-
dales se necesitaran algunos conceptos de categorias monoidales. Un estudio amplio puede ser
encontrado en [MLI8|, [Bor94b|. Los conceptos necesarios de categorias monoidales pueden
encontrase en el apéndice [B]

4.2. La Fibracion De Mobédulos Sobre Monoides

4.2.1. Funtores Extension y Restriccion de Escalares

Como se observé en la introduccion, las categorias de gavillas con coeficientes en anillos
son monoidales (para una demostracion de este hecho véase [VakI3|). En una categoria
monoidal siempre es posible definir los monoides y médulos. Estos objetos seran objetos
de la categoria que cumplan las versiones "diagramaticas" de los conceptos de monoides y
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modulos usuales (de hecho resultan ser objetos monoides y mddulos de la categoria monoidal).

Dado un morfismo de anillos de la forma f : R — S el diagrama establece un funtor
de la categoria grProyfin (la categoria de R-moédulos proyectivos finitamente generados) a
la categoria sProyfin de la siguiente forma:

f« : RProyfin — gProyfin (4.2)
X—>S®pX
XL X' SopX

lls®R9

S®r X'

Este funtor recibié el nombre de extension de escalaras. Resulta ser que la existencia de
este funtor descansa en el hecho de que las categorias de modulos proyectivos finitamente
generados son monoidales y ciertas condiciones de completez (a saber que estas son cerradas 'y
tienen coigualadores). Entonces dado un morfismo de monoides f : R — S en una categoria
monoidal con la suficiente estructura, es posible poder establecer un funtor de extension
de escalares de la categoria de R-modulos a la categoria de S-moédulos. Del mismo modo,
dado un morfismo de anillos f : R — S existe otro funtor intimamente relacionado con el
funtor extension de escalares (esta relacion se establecera mas adelante). Este funtor recibe
el nombre de restriccion de escalares. Su descripcion explicita es la siguiente:

= Dado un S-moédulo M, éste puede ser pensado como un R-moédulo con la siguiente
accion
RxM—M (4.3)
(r,m) > f(r)m

s Sig: M — M’ esun morfismo de S-modulos, entonces éste también puede ser pensado
como un morfismo de R-mo6dulos ya que

g(rm) = g(f(r)m) = f(r)g(m) = rg(m)

Este funtor sélo depende de la estructura monoidal de las categorias de moédulos. Enton-
ces dado un morfismo de monoides f : R — S en una categoria monoidal, es posible poder
establecer un funtor de restriccion de escalares de la categoria de S-modulos a la categoria
de R-modulos. La construccion de este funtor se presenta antes que la del funtor restriccion
de escalares ya que esta tltima depende de la primera.
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Construcciéon del Funtor Restriccion de Escalares

Sean (R,p,n) v (S,v,e) monoides en V y f : R — S un morfismo de monoides. El
morfismo f induce un funtor llamado restriccion de escalares de la siguiente forma

f# : Modg — Modg

(M, k) — (M,M® R M @85 M)

(M, k) % (M k)= (M,M &R, MeSs—5sM)

lg@)lR lg@ls lg
1h,Qf

(M',M'® R225 M @ S — M)

Este funtor preserva la estructura de bimédulo, esto es, para un monoide T induce un
morfismo de bimoédulos

f# : TMOdS — TMOdR

Construccion del Funtor Extension de Escalares

Ahora bien, para la construccion del funtor restriccion de escalares, sean V monoidal
con coigualadores, (M, k) y (N,o) R-médulos izquierdo y derecho respectivamente sobre el
monoide R, entonces el producto tensorial de M y N sobre R se define como el siguiente
coigualador

K®1
(M&@R N~ M@N---"—-+MaN. (4.4)

1pr000an, RN

Una eleccion de coigualadores determina un funtor

Modgr x RMod —V (4.5)

Si el endofuntor ~ ® A de V preserva coigualadores para todo A objeto de V (esto es
cierto si V es cerrada), entonces se induce un funtor

Modgr x grModg B8R, Modg (4.6)



4.2 La Fibracién De Modulos Sobre Monoides 67

Si se considera un R-modulo derecho M y un (R, S)-moédulo (N, o, 7), la estructura de
S-moédulo derecho de M @ N esté definida por el siguiente diagrama

T®1lg

(MoN) 2S5 (MezN)®S (4.7)

aA{,N,Sl

M®(N®S)

1M®TJ/

M@N—"—sM®rN

hll

Por otro lado, todo monoide S es canénicamente un (S, S)-bimoédulo. Aplicando el fun-
tor f# a este bimodulo se obtiene un (R, S)-bimédulo, el bifuntor (4.6|) restringido a este
bimo6dulo es el funtor extension de escalares

f# T ®r S MOdR — MOds (48)

El siguiente teorema muestra la relacion que existe entre los funtores restriccion y exten-
sion de escalares, a saber, son funtores adjuntos. Este hecho se presenta sin demostracion.
Para la prueba véase la tesis de Bruno Vallete [Val03].

Teorema 4.2.1. Sea V una categoria monoidal con coiqualadores y que estos sean preser-
vados por el funtor ~® A para toda A € V (como en el caso de que V sea cerrada). Sea
f (R, p,m) — (S,v,€) un morfismo de monoides, entonces el funtor extension de escalares
f4 es adjunto izquierdo al funtor restriccion de escalares [*.

MOdS (49)
el A |5

MOdR

Puesto que la asignacion es seudofuntorial (de la categoria de monoides a la categoria
de categorias monoidales) se tiene, usando el resultado (1.4.1)) que existe una bifibracion de
modulos sobre monoides en V

Mod(V) — Mon(V) (4.10)

La categoria Mod(V) se describe a continuacion:
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» Los objetos de Mod (V) son parejas (R, M) donde R es un monoide y M es un modulo
derecho sobre R.

» Los morfismos de Mod(V) son parejas (f,¢) : (R,M) — (S,N) donde f: R — S es
un morfismo de monoides y ¢ : M — N es un morfismo en V, que hace conmutar el
siguiente diagrama

MeRZ2LNe s (4.11)

|

M——-N

= La composicion y las identidades son las de V x V.

4.2.2. FEl 2-funtor de Mdbdulos sobre Monoides

Al considerar la adjuncion (4.9) que existe entre los funtores restriccion y extension de
escalares en una categoria monoidal con suficiente estructura se ha establecido que existe
una fibraciéon de la forma

Mod(V) — Mon(V) (4.12)

esta fibracion se "comporta bien" con los funtores monoidales y las transformaciones monoi-
dales. Para ver esto considere lo siguiente.

Sea F': V — V' un funtor monoidal (véase apéndice , éste determina un funtor
Mod(F) : Mod(V) — Mod(V’) (4.13)

donde a cada pareja (R, M) € Mod(V) le asocia (F(R), F(M)) cuya estructura de F(R)-
modulo derecho de F'(M) esta dada por el siguiente diagrama

VMR

F(M) @ F(R) 2% (M @ R) 2% F(0) (4.14)

en el cual k es la estructura de R-mo6dulo derecho de M y v son los morfismos de estructura

de F'. La imagen del morfismo (f, ¢) : (R, M) — (S, N) es la pareja (F(f), F'(¢)). Ahora sea

F
PR
V e V (4.15)
~_

F/
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una transformacién natural de funtores monoidales, ésta determina una transformacién na-

tural
Mod(F)

/\
Mod(V)  [Mod@) Mod(V) (4.16)
\_/r

Mod(F')
dada por
Mod(a) () : (F(R), F(M)) =20, (F/(R), F'(M)) (4.17)

Teniendo esto en mente, se puede concluir el siguiente resultado.

Proposicion 4.2.2. Eziste un 2-funtor entre la 2-categoria de categorias monoidales, fun-
tores monoidales y transformaciones naturales monoidales y la categoria de fibraciones, fun-
tores cartesianos y transformaciones naturales dado por:

M MONCAT — FIBg

V= Mod(V)
Mon(V)
Mod(F)
F /\
X
AV UaV’ — MOd(V) lLMod(a) MOd(V')
\/}‘ \_/
F Mod(F")
Mon(F)
/\
Mon(V) {Mon(a) Mon(V’)
\_/
Mon(F")

4.3. Categoria Fibrada Monoidal

Se ha llegado al fin al concepto principal de este capitulo, a saber, el de categoria fi-
brada monoidal. La motivacion de estos objetos surge de seudofuntores de la forma (|1.13)),
(3.1), estos funtores tienen en comun que son seudofuntores cuyas categorias imagenes son
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monoidales. Los seudofuntores de esta forma reciben el nombre de categoria indexada mo-
noidal. De acuerdo a la filosofia con la cual se ha venido trabajando es natural preguntarse
cual serfa su correspondiente estructura en el lenguaje fibrado. El motivo de este capitulo
serd describir el objeto asociado a las categorias indexadas monoidales en este contexto. Se
han presentado a priori estos objetos, aunque la motivacion de éstos es obvia, es decir, la
correcta "traduccion" de las categorias indexas monoidales al lenguaje fibrado. Los primeros
trabajos en categorias fibradas monoidales son relavitamente nuevos, aproximadamente en
los anos 90. Maltsiniotis las describe en su trabajo [Mal95]. Las categorias indexadas mo-
noidales forman una 2-categoria con sus seudotrasformaciones naturales monoidales, esto
es, seudotransformaciones monoidales cuyos funtores de estructura son monoidales y mo-
dificaciones. Analogamente es posible definir el concepto paralelo al de seudotrasformacién
natural monoidal y modificacién en el lenguaje fibrado. Estos objetos llevan por nombre
funtores fibrados monoidales y transformaciones fibradas monoidales respectivamente. Co-
mo conclusion de esta seccion, se obtendra la deseada 2-equivalencia entre éste dos tipos de
estructuras. Algunas referencias para cubrir este material son [Zaw09| [Shu08| y [Mic10].

Definiciéon 4.3.1. Los objetos monoidales en FI1B(B) (respectivamente en FIB.(B)) son
llamados categorias fibradas monoidales (resp. categorias fibradas monoidales fuertes) sobre
B. La descripcion explicita es la siguiente:

P :E — B es una fibracion.

®:E xgE — E es un funtor sobre B.

Existe un funtor n: B — E sobre B, esto es, n es una seccion de P.

® y n cumplen los axiomas de asociatividad y unidad del monoide salvo isomorfismo
natural, esto es, se tienen los siguientes diagramas conmutativos en PI1B(B).

e Asociatividad: El siguiente diagrama conmuta salvo isomorfismo natural.

lgxB®

(E XB E) xp E=ZE xg (E XB E) E xg E (418)

|oxom l®

E xg E @ E

es decir, existe para cada tercia de objetos A, B,C en la misma fibra un isomor-
fismo axpc: (ARB)@C=2A® (B®C) ymds ain P(aapc) = 1.
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e Unidades: Los siguientes diagramas conmutan salvo isomorfismo natural

Bxg EZEBE xz E<2P'E x; B (4.19)

1%
1%

esto es, para cada objeto E existen isomorfismos

E-22,n(B)® E<-E

donde P(E) = B y P(Ag) = 1= P(pg).
Esta informacion esta sujeta a axiomas de coherencia en cada fibra de P.

De la estructura monoidal de P : E — B y las observaciones anteriores se obtienen
facilmente estructuras monoidales para las fibras de B, esto es, para cada fibra se obtiene una
estructura monoidal. Estas categorias reciben el nombre de categorias fibras monoidales de
la categoria fibrada monoidal P. Puesto que FIB(B) y FIB.(B) son categorias monoidales
simétricas, es posible definir objetos monoidales simétricos en ellos.

Definicion 4.3.2. Una categoria fibrada monoidal simétrica (resp. fibrada monoidal simé-
trica fuerte) sobre una categoria B es una categoria fibrada monoidal (P : E — B, ®) y un
isomorfismo natural sobre B que hace al siguiente diagrama conmutativo

EXBE EXBE E (420)

®

esto es, a @b = b® a. Esta informacion estd sujeta a ciertos axiomas de coherencia en cada
fibra de P.

Como ejemplos de estos conceptos se tienen:

1. Cualquier categoria monoidal V es fibrada monoidal sobre {x}.

2. Si C es una categoria con productos fibrados, entonces la fibracion FI(C) 2 C es
una categoria fibrada monoidal simétrica



72 Categorias Fibradas e Indexadas Monoidales

Definiciéon 4.3.3. Un funtor monoidal sobre B de una fibracion monoidal (P : E — B, ®,n)
a otra (P': E' — B,®", 1) es una tercia (F, ¢,¢) donde:

» [ E — E es un funtor sobre B.

= ¢ es una transformacion natural sobre B que hace conmutar el siguiente diagrama

FxgF

Exg E—E xg E (4.21)

® A/¢> ®

E——F

= ¢ es una transformacion natural sobre B que hace conmutar el siguiene diagrama

(4.22)

E———F

Esta informacion estd sujeta a ciertos axiomas de coherencia en cada fibra de P'.

Este funtor entre categorias fibradas monoidales se restringe a un funtor monoidal F|p :
Ep — E’p Finalmente se definen las transformaciones naturales monoidales entre funtores
monoidales

Definicion 4.3.4. Una transformacion fibrada monoidal o sobre B del funtor monoidal

(F, " 4T a (G, 9%, 9C) es una transformacion natural o : F = G que hace conmutar los
siguientes diagramas

FXBF
FxgF

E XB E UO&XBOCE/ XB E/—>E/ E XB E—F XB E E’ (423)
N - S “¢//
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A A
\F/‘(%D G = » J/G
E E’

Esta transformacion natural determina una transformacion natural monoidal en cada
fibra. Las categorias fibradas monoidales, los funtores fibrados monoidales y las transfor-
maciones fibradas monoidales constituyen una 2-categoria denotada por MON FIB(B). De
ésta ultima 2-categoria se pueden tomar las 2-subcategorias plenas (en 2-morfismos) de cate-
gorfas fibradas monoidales fuertes y de categorias fibradas monoidales simétricas denotadas
por MONFIB,(B) y SMONFIB(B), respectivamente.

Es momento de considerar su paralelo en el lenguaje indexado.

4.4. La configuracion Indexada

Sea P : E — B una categoria fibrada monoidal. Recuerde que se tiene la siguiente
configuracion en categorias indexadas

<I>p:B"p—>Cat
B'—}EB
A— B~ f*:Eg — Ey4

Se ha hecho notar que cada fibra tiene una estructura monoidal (Ep, ®p, I, ap, A, pB)
heredada de la estructura global de P, es facil comprobar que el funtor imagen inversa
f*: A — B esun funtor monoidal (f*, ¢, 7). Su estructura monoidal se encuentra definida
de la siguiente forma

f f
FOOE) 25D E y () s I (4.25)
A ET a!wa ")
T Ip®fE |
FD® fE Iy

A— 71 B A—1 B
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por lo tanto, se obtiene un seudofuntor a la categoria de categorias monoidales

®p: B® - MONCAT (4.26)

Los objetos de esta forma reciben el nombre de categorias indexadas monoidales. Ahora
considere un funtor monoidal sobre B de la siguiente forma

E—SF (4.27)

PNE

B
entonces existe una transformacion natural op-laxa entre los seudofuntores asociados
op

D pr

donde (77)a : E4 — E'4 es la restriccion de F' a la fibra Ea y cuyos isomorfismos de estruc-
tura de la transformaciéon natural op-laxa f{, para un morfismo f : A — B se encuentran
dados de la siguiente forma:

7
F(FsE) 25 FyE E (4.28)
/I\
Ell3 _
Fu(f*E) P’

donde (5{;) p es el tnico morfismo en la fibra E'4 que hace conmutar al triangulo (4.28). Por
lo tanto, se tiene una transformacién natural

E;— 2 1w, (4.29)

f

I 5/ I

Ef—F
AT, A

Esta transformacion es monoidal.
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Lema 4.4.1. La transformacion natural {f; es monoidal.

Demostracion Considere el siguiente diagrama que representa la preservacion del producto

f f
Fof*E® Fufte s F*FRE @ f*Fge (4.30)

ba FpE ® Fge ¢t

?FBE®FBE
FA(f*E ® f*e) 5 f*(FgE ® Fpe)

B(E®e¢)
fE®E
fFB(E®s)

Faff(E®e) [ Fp(E®ce)

F

Fa(¢f)

el triangulo superior del cuadro (4.30) conmuta por la definiciéon de f{, y la definicién de ®,
el triangulo derecho conmuta por la definicion de ¢/ (que es lo que hace que los funtores
f* sean monoidales), el tridngulo izquierdo conmuta porque es el funtor F4 aplicado a la
definicién de ¢/, y el inferior conmuta por la definicion de &7, el cuadrado interno izquierdo
conmuta por la naturalidad de ¢ y el cuadrado interior derecho conmuta por la definiciéon de
f* aplicada a la flecha ¢ g, por lo tanto todos los cuadrados internos conmutan. Esto implica
que el diagrama exterior conmuta usando que la flecha TFB( Bee) €S cartesiana sobre f. Para
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demostrar la preservacion de la identidad considere el siguiente diagrama

/

e (4.31)
f
/ ln(f) N
Pa flg’ /
Fa(I%) I§ " f*(I§)
o PB I (We)
B
F(?IE) (fFB*
Faf*(I§) - ] . F*Fp(IE)
F

el cuadrado interno superior izquierdo de conmuta por la naturalidad de ¢ aplicada
a la flecha f, el tridngulo superior derecho conmuta por la definicion de 1/, el cuadrado
derecho conmuta por la definicién de f*(1p), el tridngulo inferior izquierdo conmuta porque
es el funtor F4 aplicado a la definicién de 1/, el triangulo inferior conmuta por la definicién
de & {; Esto implica que el cuadro exterior conmuta usando que la flecha f Fp(IE) €8 cartesiana
sobre f.

Para finalizar considere una transformacion natural monoidal de la siguiente forma

F
A
E o E 4.32
i e E (4.32)
F
P P’
B

esta transformacion induce una modificacion (véase (A.5)) entre las correspondientes trans-
formaciones naturales oplaxas
op

T
B~ | E e MONCAT (4.33)
-7 =7 =

®p
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que en cada elemento A € B es la transformacion natural a|g,, es decir

Fla
— 4
EA \U'O“EA E/A
~_

F'la

una comprobacion directa lleva a establecer que =, cumple las propiedades de modificacion.

Si se considera la construccion de Grothendieck de un seudofuntor B> — MONCAT
se obtiene una categoria fibrada monoidal cuyo funtor seccional g : B — E es el funtor que
a cada objeto B € B le asocia el objeto neutro Ig de la categoria monoidal ®(B). Analoga-
mente para seudotransformaciones naturales y modificaciones. De esta forma se obtiene el
siguiente teorema fundamental.

Teorema 4.4.2. Fxiste una 2-equivalencia entre la 2-categoria de categorias fibradas monoi-
dales sobre B y la 2-categoria de categorias indexadas monoidales, seudo transformaciones
naturales y modificaciones.

De esta forma se ha establecido el resultado fundamental de este capitulo. Por ultimo
debido a que en una categoria indexada monoidal se tiene de forma natural la categoria inde-
xada en monoides y moédulos, es natural preguntarse por su paralelo en el lenguaje indexado,
a saber, jcuales serian las categorias fibradas correspondientes a estos seudofuntores?. La
descripcion de estas fibraciones se haré de forma independiente a la configuracién indexada,
solo para que al final encontremos el resultado deseado, es decir, existe un isomorfismo en-
tre la fibracion inducida por el seudofuntor indexado en monoides (resp. en modulos) y la
fibracion de la categoria de monoides de P (resp. mddulos).

4.5. Monoides y Médulos en una Categoria Fibrada Mo-
noidal

En esta seccion se introduciré el concepto de monoides y modulos en una categoria
fibrada monoidal, la idea basica es fijarse en los objetos monoides y modulos de las fibras
que tienen una estructura monoidal y las relaciones que surgen entre ellos por los funtores
imagenes inversa.
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Considere primero una categoria indexada monoidal B? — MONCAT y en cada cate-
goria ®(B) los objetos monoides, entonces se obtiene un seudofuntor definido de la siguiente
forma

B” — Cat (4.34)
A — Mon(®(A))
f:A—= B~ Mon(f*): Mon(Eg) — Mon(E,)

este seudofuntor recibe el nombre de categoria indezada en monoides (de la categoria inde-
xada monoidal). Su categoria fibrada asociada

Mon(®)—— B (4.35)

recibe el nombre de fibracion en monoides de ®. En el contexto indexado es sumamemte
sencillo definir la categoria indexada en monoides de ®. Si se considera una fibraciéon monoidal
P : E — B es posible definir los objetos monoides de esta fibracion monoidal. Estos objetos
forman una fibraciéon. Para esto es necesario el siguiente lema.

Lema 4.5.1. Sean P : E — B una categoria fibrada monoidal y f : A — B € B, entonces

» Si (R, p,v) es un monoide en Eg y f*R f—R> R una flecha cartesiana sobre f, entonces
existe una unica estructura de monoide en f*R, tal que f es un morfismo de monoides
en P ysigp: S — R esun morfismo de monoides sobre f, entonces existe un inico
morfismo de monoides que hace conmutar el siguiente diagrama

S (4.36)

La estructura de monoide de f*(R) se encuentra definida de la siguiente manera

e La multiplicacion:

frRy® (R 2R p T R (4.37)
R R
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e [ identidad:
n(f)

9, (4.38)
F(R) = R

e Si¢p: R— S esun morfismo de monoides en Eg, entonces el morfismo inducido
f*(®) es un morfismo de monoides en E 4.
Ahora se podra considerar la categoria de monoides en P.
Definicion 4.5.2. Sea P : E — B una categoria fibrada monoidal. La categoria de monoides
en P, denotada por Mon(P) se encuentra definida por:
» Los objetos de Mon(P) son los monoides de las fibras.

» Un morfismo ¢ : (R, p,v) — (R, 1/,V') es un morfismo ¢ : R — R en E que hace
conmutar los siguientes diagramas:

RoR AR o R (4.39)
[«
¢

R—— R

P(o
LG (4.40)

l” lyf

RTR/

= La composicion e identidades son las de E.

Teorema 4.5.3. Sea P : E — B una categoria fibrada monoidal, entonces:

» La proyeccion ¢ : Mon(P) — B es una fibracion, esta fibracion recibe el nombre de la
fibracion de monoides en P.
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» Sea Mon(®p) — B la fibracion en monoides de la categoria indexada monoidal ®p :
B? - MONCAT, entonces existe un isomorfismo de fibraciones

Mon(®p) —— Mon(P (4.41)

N/

Esbozo de la demostracién Para probar la primera parte del teorema considere el si-
guiente diagrama

¢
S=__LF'R—3R E (4.42)

B B

donde R es un monoide en Eg, sea ¢ tal que P(¢) = f ok, puesto que todos los objetos de E
que aparecen en el diagrama son monoides y por la primera parte del lema se obtiene
que cada una de las flechas en E son morfismos de monoides y son tnicas puesto que P es
fibracion. Para la segunda parte considere el siguiente funtor

F: Mon(®p) = Mon(P) (4.43)
(R,A) — (R, A)
(f,¢): (R,A) = (S,B) R — S

donde el morfismo R — S esta definido por el siguiente diagrama

f*SL; S (4.44)
4 7
7
R

es claro que el morfismo R — S es un morfismo de monoides, y que esta definiciéon es funtorial
por la unicidad de las flechas cartesianas. Analogamente, considere el funtor

G : Mon(P) — Mon(®p) (4.45)
(R, A) = (R; A)
¢:(R,A) = (5,B)— (f,x): R— f*S
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donde P(¢) = f y z estéa definido por el siguiente diagrama

frs - E (4.46)
=z | Is
|
R——S P
A P(¢)=f B B

De la misma forma se pueden definir los médulos en una categoria fibrada monoidal.
Considere una categoria indexada monoidal ® : B®? — MONCAT y el 2-funtor de la

proposicion (4.2.2))
M MONCAT — FIB,

entonces se tiene la siguiente categoria indexada en F'IB.
MoP:B? — FIB, (4.47)
A Mod(®(A))
Mon(®(A))

AL B Mod(@(B) 2N Aod(a(A))

l |

Mon(®(B)) —2"Y) ., Mon(d(A))
en la configuracion indexada se tiene una seudotransformaciéon natural de la siguiente forma

MO Dod

/\)
Ber | CAT (4.48)
R
MO N oD

esta transformacion natural induce en el contexto fibrado el siguiente morfismo en F'IB(B)

Mod(®) ——— Mon(® (4.49)

N/

esta fibracion recibe el nombre de categoria indexada de modulos sobre la categoria indexada
de monoides en P.
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Apéndice A

Teoria de Bicategorias

A.1. Introducciéon

La teoria de bicategoria{] tiene un papel importante en esta tesis, debido a que propor-
cionard el lenguaje necesario para desarrollarla. Este capitulo tiene la funcién de apéndice.
No se pretende hacer un estudio conciso de la materia, si no mas bien dotar al lector de los
conceptos que seréan necesarios a lo largo de este escrito y proporcionar ejemplos que ayu-
daran a la mejor comprension de los mismos. Si la presentacion de este tema es demasiado
"esquematica" esto es debido a que s6lo cumple la funcién de "guia de consulta". Algunas
referencias para cubrir este material son |[Bé67), [Lei98|.

A.2. Bicategorias

Definicion A.2.1. Una Bicategoria A consta de la siguiente informacion:

s Una clase de objetos Ay denotados por A, B,C'... etcétera.

» Para todo par de objetos A y B una Categoria A(A, B).

'Una Bicategoria es un concepto usado para extender la nocién de categoria, esto es debido a las si-
tuaciones donde la composicién de morfismos no es asociativa, sélo "moédulo isomorfismo". Esta nocién fue
introducida en 1967 por Jean Bénabou.
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— Los objetos de esta categoria reciben el nombre de morfismos o 1-flechas y se denotan
f
por A = B.

— Los morfismos de A(A, B) reciben el nombre de 2-flechas de A y se denotan por
f

-
A B .
5

— La composicion de 2 flechas se escribird como « e 3 para toda o y 3 en A(A, B).

Para cualesquiera objetos A, B,C en A un funtor de composicion
%A,B,C - A(B, C) X A(A, B) — A(A, C)

Para todo objeto A un morfismo A 14 A.

— Siempre que sea claro la 2-flecha identidad en A 145 A se denotard wqual que 14 en
lugar de 1, ,.

Para cualesquiera tres morfismos componibles f, g, h un isomorfismo natural en f,qg y

h
Para todo morfismo A Iy B dos 1somorfismos naturales en f

Aftlpof=fyyp:f=folp

Toda esta informacion estd sujeta a ciertos axiomas de coherencia, los cuales esencialmente
dicen que todos los diagramas pertinentes son conmutativos. Una 2-categoria es una bicate-
goria en la cual los isomorfismos naturales oggp, Af y V5 son identidades.

Como ejemplos se tienen:

1. Toda categoria C es una bicategoria donde C(A, B) es una 2-categoria discreta para

cualesquiera objetos de C.
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2. Cat la 2-categoria cuyos objetos son categorias, los morfismos son funtores entre dos
categorias y las 2-flechas son transformaciones naturales.

3. Top la bicategoria cuyos objetos son espacios topolégicos, las 1-flechas son las funciones
continuas entre espacios y las 2-flechas las homotopias entre dos funciones continuas.

4. CatPB la 2-categoria de seudofuntores, seudotransformaciones naturales y modificacio-

nes (Veasé [A.5)

Es natural preguntarse por la forma de relacionar dos bicategorias A y B de tal forma que
esta relacion respete la estructura, para esto se tiene el concepto de funtor laxo.

A.3. Funtores Laxos

Definicion A.3.1. Sean A y B bicategorias. Un funtor laxo ® : A — B consta de la
siguiente informacion:

Una funcion ®q : Ay — By de los objetos de A a los objetos de B.

Para cualquier par de objetos A A" de A un funtor

(PA,A’ . A(A, A/) — IB(@A, CI)A/)

Para cualquier par de morfismos f, g componibles una transformacion natural en f y

9

Yrg: ®(g) 0 ®(f) = ®(go f)

Para cualquier objeto A de A una 2-flecha

0g: 1¢(A) = (I)(IA)

Toda esta informacion estd sujeta a ciertos axiomas de coherencia, los cuales esencialmente
dicen que todos los diagramas pertinentes son conmutativos. Un funtor lazo en el cual las
transformaciones naturales sy y 64 son isomorfismos recibe el nombre de seudofuntor y un
funtor lazo entre 2-categorias en el cual las transformaciones naturales son identidades se

llama 2-funtor.
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Como ejemplos se tienen:

1. Todo funtor F : A — B entre categorias A y B es un 2-funtor.

2. Sea A una 2-categoria y C' un objeto de A, definase A(C, ): A — CAT el 2-funtor
representable por C.

Es natural preguntarse por la forma de relacionar dos funtores laxos ® y W de tal forma que
esta relacion respete la estructura, para esto se tiene el concepto de transformacion natural
laxa.

A.4. Transformaciones Naturales Laxas

Definicion A.4.1. Sean ¢,V : A (B funtores lazos. Una transformacion natural laxa
de ® a U consta de la siguiente informacion:

= Para todo A objeto de A un morfismo ®A 4 pA.

» Para cada morfismo f en A(A, B) una 2-flecha ty : Wfoty = tgo®f como en el
diagrama

A

(A) 2 w(A)
o(f) / l b
(B) =

A

conmuta

tBOq)fmtBO\pg
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Toda esta informacion estd sujeta a ciertos axiomas de coherencia los cuales esencialmente
dicen que todos los diagramas pertinentes son conmutativos. Una transformacion natural
laxa entre seudofuntores en el cual las 2-flechas ty son isomorfismos recibe el nombre de
seudotranformacion natural, una transformacion natural laza entre 2-funtores en el cual las
2-flechas ty son identidades se llama transformacion 2-natural.

Es natural prequntarse por la forma de relacionar dos transformaciones naturales lazas
t y u de tal forma que esta relacion respete la estructura, para esto se tiene el concepto de
modificacion.

A.5. Modificaciones

®
. o, A .. .
Definicion A.5.1. Sea A Ht ﬂu B transformaciones naturales laxas. Una modifi-
\_/r
v

cacion = de t a u consta de la siguiente informacion:

ta
) /\
s Para todo A objeto de A una 2-flecha ®A HEA VA .
~_7
uA
/
» Para cada 2-flecha A @B tenemos el siguiente cuadro conmutativo
A
g

\I/fotA‘Ila=OEA\I/goEA

tf“ ﬂ

tpo®f =——=Zp 0 dg
=goda

—Fsta condicion es equivalente a que los siguientes diagramas sean iguales

ta lIj(f) ta \I](f)
@(A)EJEW(A)@\D(B) @(A)/;)wiﬁ)f? U(B) (A1)
CQU U(g) — % y

(g) @(B) @(g) @(B)
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Apéndice B

Categorias Monoidales

B.1. Categorias Monoidales

Las categorias monoidales seran necesarias en el capitulo [} He aqui una exposicion
sistematica de ellas y de los conceptos relacionados. Algunas referencias para cubrir este
material son [Bae04], [MLI§|, [Bor94h].

Definicion B.1.1. Una categoria monoidal es una categoria V equipada con lo siguiente:

» ®: VXV =V un funtor (llamado el producto tensorial o producto monoidal ).
» [ es un objeto de V (llamado el objeto unidad u objeto identidad ).

s Tres transformaciones naturales sujetas a condiciones de coherencia que esencialmente
expresan el hecho de que el producto tensorial es:

e Asociativo: Eziste un isomorfismo natural (llamada el asociador)
aspe (A®B) ®C S A0 (B®C)

e Tiene al objeto I como identidad izquierda y derecha: Existen dos isomorfismos

naturales A\s: I® A = A ypa:ARI S A (llamadas unidad izquierda y derecha
respectivamente).

Esta informacion satisface los siguientes axiomas de coherencia.
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» Para cualesquiera objetos A, B,C de V el siguiente diagrama conmuta

(A® B)® (C & D) (B.1)
a% W
(A® B)®C)® D ® (C® D))

OéA,B,C®1D\ /1A®aB,c,D

(A (B®C))® D A® ((B®C)® D)

.
QA BRC,D
» Para cualesquiera objetos A, B de 'V el siguiente diagrama conmuta

(A1) ®@ B—2 , A® (I ® B) (B.2)

pA%‘ AAB

A® B

Se suele denotar a una categoria monoidal solo por la tercia (V,®,1) y en algunos casos
cuando la situacion es clara solo por la categoria V.

Una categoria monoidal simétrica es una categoria monoidal V que es simétrica, es

decir, existe una transformacion natural 0 : VXV =V xV;o04p5: A® B S B®A ta
que el siguiente diagrama conmuta

AeB % BwA (B.3)
1A®1Bl oB.A
A®B

Esta informacion satisface los siguientes axiomas de coherencia:

s Para cualesquiera objetos A, B,C' de V los siguientes diagramas conmutan

—1

AR (B®C) 22 (A0 B) o C 2% (Be A) o C (B.4)

UA,B®CI laA,B,C

(B®C)®A<—B®(C®A)<—B®(A®C)

aBCA
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QA B,C 1a®oB,c

(A B) @ C ———— AR (B () —— A® (C® B) (B.5)

—1
0'A,B®1Cl laA,B,C

CRA@B)« - (C®A) @B\ ——(A®(C)®B

&AB,C

B.2. Funtor Monoidal

Un funtor monoidal de una categoria (V,®,I) a otra (V',®', I') es una tercia (F, ®, V)
donde:

s [':V — V' es un funtor llamado funtor subyacente.

» &:® o (F x F)= Fo®, es un isomorfismo natural que expresa el hecho de que F
preserva la estructura monoidal.

» U : " = F(I) es un isomorfismo en V' que expresa el hecho de que F' preserva el
objeto identidad.

Esta informacion informacion satisface los siguientes axiomas de coherencia:

» Para cualesquiera objetos A, B,C' de V el siguiente diagrama conmuta

‘I’A B®'F(C PaeB,C

(F(4) & F(B) @ F(C)**" "5 F(A® B) ' F(C) F((A® B)©0C)

), F(B), F(C)J{ lF(C“A,B,C)
F(A) (B ®F(C))—)F(A)@lF(B@C)mF(A@(B@C))

1pa)®'®B,c

(B.6)
= Para cualquier objeto A en V los siguientes diagramas son conmutativos
)‘;?(A)
I'®' F(A) ——— F(A) (B.7)

‘1’®1F<A>l TF()‘A)

F(I) & F(A)5— F(I® A)
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Pr(a)

FA) &I’ F(A) (B.8)

1F(A)®/\I’l TF(PA)

F(A) &' F(I)5— F(A® 1)

Un funtor monoidal simétrico de (V, o) a (V’,0’) es un funtor monoidal (F, ¢,¢) : V —
V', tal que el siguiente diagrama conmuta

F(A) @ F(B)—f@r P, p(BY @/ F(A) (B.9)
l¢A,B l‘z’B,A
F(O’AyB)
F(A® B) F(B® A)

Un funtor monoidal (simétrico) es fuerte (resp. estricto) cuando sus morfismos de es-
tructura ¢, son isomorfismos (resp. identidades).

B.3. Transformaciéon Monoidal

Una transformacion natural monoidal de un funtor monoidal (F,®, V) a (F',®", V') es
una transformaciéon natural de los funtores subyacentes o : F' — F’ que hace conmutar los
siguientes diagramas

F(A) ® F(B) —2422% , F/(A) @' F'(B) (B.10)

¢A,Bl lq‘)/A,B

F(A® B) — F'(A® B)

r (B.11)
F(I) —5 F'(D)

Como ejemplos de los conceptos anteriores se tienen:
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1. Cualquier categoria con productos finitos es monoidal simétrica con el producto co-
mo producto tensorial y el objeto final como objeto unidad. Tal categoria es llamada
usualmente categoria monoidal cartesiana.

2. Sea C una categoria con productos fibrados, entonces para cualquier objeto C' € C la
categoria rebanada C/C' tiene productos dados por los productos fibrados de C, por
lo tanto es monoidal.

3. Dualmente cualquier categoria con coproductos finitos es monoidal con el coproducto
como producto tensorial y el objeto inicial como objeto unidad.

4. Si R es un anillo conmutativo, entonces pkMod es una categoria monoidal simétrica
usando el producto tensorial de modulos Rpg.

5. Si R es un anillo conmutativo con uno, la categoria de R-algebras denotada por rpAlg
es monoidal simétrica con el producto tensorial de dlgebras como el producto monoidal
y R como objeto unidad.

6. La categoria de los endofuntores de una categoria C es monoidal estricta, con la compo-
sicion de funtores como producto monoidal y el funtor identidad como objeto unidad.

7. Dada una categoria C, la categoria monoidal libre de C denotada por ¥(C) se construye
como sigue:

= Sus objetos son sucesiones finitas A, Ao, ..., A,, de objetos de C.

» Existen flechas entre dos objetos Ay, Ao, ..., A,,, B1, Bo, ..., B, siy s6lo si m =n
y entonces las flechas son sucesiones finitas f1 : A1 — By, fo : Ay — Bo, ...,
fn A, — B, de flechas de C.

= El producto tensorial de dos objetos Ay, As, ..., A,,,, B1, Ba, ..., B, es la concatena-
cion Ay, As, ..., A, B, Bo, ..., B, de las sucesiones finitas y el producto tensorial
de dos morfismo es la concatenaciéon de las sucesiones finitas de morfismos corres-
pondientes.

Una categoria monoidal es cerrada si para todo objeto V' € V se tiene que el funtor
V® :V =V tiene un adjunto derecho [V, ]:V — V.,

B.4. La Categoria de Monoides en V

Sea (V,®, I) una categoria monoidal, un monoide en V es una tercia (R, u, ) donde M
es un objetode V, y: R® R — Ry n: 1 — R son morfismos de la categoria (llamados el
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producto y la unidad del monoide). Estos morfismos satisfacen los aziomas de asociatividad
y unidad, esto es, los siguientes diagramas conmutan

n Asociatividad:

(RRR)® R—+R® (R R) 5 R®R (B.12)
#®1Rl lu
R®R - R

donde « es el morfismo de estructura asociativa de la categoria monoidal. Adémas los
siguientes diagramas conmutan

n [dentidades:

I R, Ro R+ _Re 1 (B.13)
“w
A p

donde A y p son los morfismos de estructura identidad de la categoria monoidal.

Un monoide (R, i1,n) en una categoria monoidal simétrica (V,®, I, 0) es conmutativo si
el siguiente diagrama conmuta

RoORZLROR (B.14)

ok

R

Dados dos monoides (R, u,n), (R, 1/,n') en una categoria monoidal V, un morfismo
f:R— R en V es un morfismo de monoides si los siguientes diagramas conmutan

» Multiplicacion:

ReRIReR (B.15)
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n [dentidad:
IR (B.16)

Los monoides y sus morfismos en una categoria monoidal V forman una categoria de-
notada por Mon(V) llamada la categoria de monoides de la categoria monoidal V. Si 'V es
simétrica, Comm(V) es la subcategoria plena de Mon(V) de monoides conmutativos.

Como ejemplos de los conceptos anteriores se tienen:

1. Un monoide en Ab es un anillo.
2. Un monoide en gMod es una R-élgebra.

3. Un monoide en Top (con el producto cartesiano como producto tensorial) es un mo-
noide topologico.

4. Si C es una categoria, entonces un objeto monoide en la categoria de endofuntores es
una monada en C.

Sean F': 'V — V’ un funtor monoidal y (R, 1,77) un monoide en V, entonces F' induce
una estructura de monoide en F'(R) de la siguiente forma

’

I

F(R)® F(R) 7 F(R & R) ™ F(R) (B.17)

r— )Y B(R)

/

n

por lo que los funtores monoidales preservan monoides y dado un morfismo de monoides
el morfismo F(f) se encuentra en Mon(V’). Esto es debido a que el siguiente diagrama
conmuta:

F(R)® F(R) —"™" __\F(R® R)—*__, F(R) (B.18)

lF(f®f) lF(f)

F(f)®F(f)l
F(RoR) " p(R)

F(R)® F(R')

d)R’,R’
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donde el cuadro interior izquierdo de (B.18) conmuta por que ¢ es natural y el derecho por
que f es un morfismo de monoides. Con lo que se obtiene un funtor

Mon(F) : Mon(V) — Mon(V')

Anélogamente, los funtores monoidales simétricos preservan los monoides conmutativos. Si F’
es un funtor de este tipo, entonces Comm/(F') denota la restriccion de Mon(F) a Comm(V).

B.5. La categoria de R mddulos (derechos) sobre un mo-
noide en V

Sea R un monoide en V, un R-mo6dulo derecho es un par (M, k) donde M es un objeto
en Vyk: M®R— M es un morfismo en V que hace a los siguientes diagramas conmutar

(MOR) ®R—fo M ® (R® R) —"" 5 M ® R (B.19)
/{®13l ln
M®R . M
y
MoIl—2" ,M®R (B.20)

Un morfismo de R-mddulos derechos es un morfismo f : M — M’ en V que conmuta
con las acciones de M y M’ respectivamente, esto es, el siguiente diagrama conmuta

M®R—"M (B.21)

f®1RJ lf

M’®RT>M

Los R-moédulos y sus morfismos forman una categoria denota por Modgr. Se pueden
definir de forma anéloga los R-mddulos izquierdos.
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B.6. La categoria de (R, S) bimé6dulos

Sea Ry S un par de monoides en V, un (R, S)-bimodulo es una tercia (M, k, ) donde
(M, k) es un R-modulo izquierdo y (M, o) es un S-modulo derecho, ambos relacionados por

el siguiente axioma
/{®ls

RoOM®S M®S (B.22)
1R®Ul la’
R®S M

K

Un morfismo de bimddulos es un morfismo f : M — M’ en V que es morfismo de R-
moédulos izquierdo y S-moédulos derechos. Los bimodulos y sus morfismos forman la categoria
de (R, S)-bimodulos denotada por RMods.
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