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Resumen

En este trabajo se busca relacionar la diabetes mellitus con una alteracion
en la transferencia de calor y reflejar esta relacién en un sistema de ecua-
ciones diferenciales, para realizar esto se estudia la diabetes y los métodos
de regulacién térmica del cuerpo humano, a fin de poder determinar como
afecta la diabetes a estos mecanismos. La conclusiéon de ese estudio es la
importancia que tiene el flujo sanguineo para determinar la temperatura del
cuerpo humano.

Después de analizar la diabetes y los métodos de regulacién térmica, se es-
tudia la perfusion sanguinea de manera que se pueda establecer una relacion
entre esta y el estado de salud de un tejido, lo que va a permitir determinar la
salud de un tejido en funcién de su capacidad perfusiva, esto es 1til ya que la
diabetes dana el sistema de vasos sanguineos de las extremidades inferiores,
afectando asi su capacidad perfusiva.

La perfusion en un tejido genera intercambio de calor, de manera que las
alteraciones en la perfusién se reflejan como cambios de temperatura, por
tanto el modelo que se busca debera de depender de la perfusién sanguinea
del tejido. Para plantear el modelo se analiza el trabajo que realizé el Dr.
Harry Penne al desarrollar una ecuacién que modela la transferencia de calor
en el antebrazo, esto a fin de encontrar las similitudes fisicas que se pueden
presentar en el antebrazo y en la pierna, lo que permitira que se plantee un
modelo adecuado para la transferencia de calor en la pierna.

El resultado de este trabajo se espera sirva como base para un futuro
desarrollo en el ambito médico, con esto en mente, el modelo se resolvera pa-
ra la perfusion. Para que los resultados que se obtengan funcionen para un
diagnostico médico, se desarrolla un segundo modelo que representa la trans-



ferencia de calor en un tejido sano (un tejido sin alteraciones en el sistema
de vasos sanguineos) de manera que se tienen dos modelos para la transfe-
rencia de calor, uno en un tejido enfermo, y otro en un tejido sano, ambos
modelos dependen de los mismos parametros, de manera que al resolverlos,
el resultado que se obtiene se puede comparar.

Un punto importante del modelo consiste en la unicidad de solucién, es-
to se resuelve en el apéndice A, donde retomamos la demostracién de A.M.
Denisov sobre este asunto.

La soluciéon numérica de este problema se realizé6 por medio de estima-
cién de parametros, de manera que la perfusién se supone es un polinomio
de grado dos, y se resuelve por medio de minimos cuadrados y un funcional
de grado cero de Thikonov con distintos valores de «, esto se realizd por
medio de diversas rutinas ya implementadas en Matlab (los c6digos pueden
consultarse en el apéndice B).

Los resultados obtenidos, aunque son tedricos, responden de buena ma-
nera a lo que se espera y son presentados en el capitulo 4.

Como parte final se presentan las conclusiones a las que este trabajo
condujo y el posible trabajo futuro
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Introduccion

Los modelos matematicos como herramienta en diagnoésticos médicos tie-
nen algunas aplicaciones conocidas, entre estas esta la obtencion de imagenes
por medio de resonancia magnética y en la investigaciéon en medicina se tie-
nen ejemplos de una relacién mas estrecha. Esta relacién ha rendido frutos
interesantes como el modelo de propagacion de impulsos eléctricos a lo largo
del axén de calamar gigante propuesto por Hodgkin y Huxley [5], el cual
predijo la existencia de canales iénicos.

Para realizar un diagnéstico médico, es necesario recabar informacion re-
levante y suficiente que permita determinar la enfermedad de manera tinica,
algunos métodos pueden ser sencillos, como mantener un registro constante
de la temperatura, o llegar a ser invasivos, como una cirugia exploratoria,
la decisiéon de que método tomar consiste en el tipo de padecimiento que se
tiene, lo complicado del mismo y la informaciéon que se busca. Sin embargo
siempre es deseable obtener la mayor cantidad de informacién con la mini-
ma intrusion posible. Para conseguir esto la solucién de problemas inversos
ayuda.

Los problemas inversos consisten en establecer una relacion indirecta en-
tre propiedades, por ejemplo la emisién de luz en determinadas amplitudes
de onda con el tipo de material que las esta reflejando. De manera que al
medir determinada propiedad, se puede establecer una relaciéon con la pro-
piedad deseada y de esta manera haber realizado una medicién indirecta.
Sin embargo, al resolver problemas inversos hay diversos factores que afectan
su resolucion de manera éptima, como la precision con la que se obtiene la
informacion o la unicidad de su solucién, de manera que la mayoria de los pro-
blemas inversos son mal planteados en el sentido de Haddamard!. Ademés de

'Haddamard propone que un problema es bien planteado si cumple tres caracteristicas:
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la precision requerida para la obtencién de informacién, la potencia compu-
tacional disponible también es un factor importante, pues en la aplicacion se
debe tener un resultado cuantitativo.

Para plantear un problema inverso se puede aprovechar el conocimiento
que se tiene sobre el problema ”directo”, por ejemplo la propagacion de calor
en el cuerpo humano, de ésta se conoce que el 70 % de la energia consumida
se libera en forma de calor, de manera que al verse alterado el metabolismo
la propagacion de calor también cambia, esto es claro cuando se sufre algiin
golpe y se percibe un aumento local en la temperatura. Ademas de la gran
cantidad de calor que genera el cuerpo humano, la piel tiene un factor de
radiacién aproximado de 0.9 (casi un cuerpo negro), lo que permite utilizar
camaras termograficas para realizar mediciones remotas de temperatura. Es-
te conocimiento del comportamiento del calor en el cuerpo humano, permite
que se puedan plantear problemas inversos de propagacion de calor.

Las alteraciones en la temperatura afectan la emisién de calor del tejido.
Estas alteraciones pueden ser causadas por cambios en el flujo sanguineo o
en el metabolismo. Estas alteraciones se pueden presentar juntas (al hacer
ejercicio) o separadas (al enfriarse la sangre en la piel) y esto depende de la
causa de la alteracion, por ejemplo las enfermedades, por tanto al plantear
el problema a investigar es necesario conocer si se esperan alteraciones en la
perfusion, en el metabolismo o en ambos.

Se han realizado varios trabajos de propagacién de calor en el tejido
biol6gico, el mds importante corresponde al del Dr. Harry Penne[16], quien
propone el uso de un modelo de propagacion de calor basado en las leyes
de Fourier, por medio del cual se pueda predecir la temperatura a diferen-
tes profundidades. A partir de este trabajo siguieron otros interesados en
establecer una temperatura basal para el cuerpo humano[12, 22]. Para reali-
zar esto se toma en cuenta factores como el flujo sanguineo o el metabolismo.

El siguiente grupo de trabajos, se enfocaron en utilizar los modelos plan-
teados para asistir tratamientos de hipertermia localizada [3] o amputaciones
de pierna [11], en estos trabajos se corroboraron las propiedades difusivas del
tejido, asi como la importancia del flujo sanguineo en este fenémeno de trans-

Existencia de solucion, unicidad de solucion y estabilidad de la solucién
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ferencia. Dentro de los trabajos que asistieron en tratamientos o diagnésticos
médicos también se plantearon problemas inversos, un ejemplo de ello es para
determinar el grado de una quemadura.

Debido a que los modelos matematicos han ayudado en investigaciones
médicas, en este trabajo se intenté relacionar un modelo matematico con la
diabetes, a fin de estudiar cémo se puede conocer el dano de esta enfermedad
en las piernas, puesto que las complicaciones de la diabetes en las piernas
pueden ser causa de una amputacion.

Para conseguir esto se realizé un estudio que consiste en justificar y re-
lacionar una ecuacién diferencial que represente la propagacion de calor en
la pierna de manera que al resolver dicha ecuacion, la soluciéon consista en
un par de funciones, una de ellas representa la temperatura en el interior del
tejido, y una segunda funcion que represente la perfusion del mismo.

Para esto se analizan los mecanismos de regulacién térmica del cuerpo hu-
mano de manera que se pueda fundamentar cada uno de los términos y la
importancia de los mismos en el desarrollo de la ecuacién de calor.

En paralelo a los mecanismos de regulacion térmica se discute la diabetes
y sus efectos en el cuerpo humano, centrandonos en las consecuencias que
trae al sistema vascular periférico, esto se analiza en el capitulo uno.

En el capitulo dos se analiza el intercambio de calor entre el tejido y la
sangre, este intercambio es causado por la perfusion sanguinea, para poder
formalizar la interpretacién de la perfusion en la ecuacién matematica que
se planteara en el capitulo 3.

En el tercer capitulo se analiza el modelo planteado por el Dr. Harry Pen-
ne [16] para el antebrazo de manera que las hipdtesis que él plantea en su
modelo puedan ser utilizadas en la pierna, por tal motivo se citan diferentes
articulos [13, 11, 21] que han llegado a estas conclusiones de manera experi-
mental.

En el capitulo cuatro se plasma la implementacion numérica utilizada
para resolver los modelos, asi como una discusién de los mismos y el posible
trabajo futuro.

El capitulo cinco corresponde a las conclusiones alcanzadas en este trabajo.
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Objetivo General

Obtener el coeficiente de perfusiéon sanguinea de un tejido biolégico por
medio de la solucién de un problema inverso de difusion térmica.

Objetivo especifico

Establecer una relacién entre la perfusién sanguinea y la propagacién de
calor de manera que se pueda encontrar un modelo matematico en terminos
de ecuaciones diferenciales que represente la propagacion de calor en un te-
jido bioldgico sano y enfermo.

Con el modelo que se encuentre, plantear un problema inverso, cuya solucion
corresponda a la perfusion del tejido, de manera que se obtiene la perfusién
en un tejido sano y la perfusion en un tejido enfermo.

Hipoétesis

Cuando los pacientes con diabetes presentan alteraciones en el sistema
vascular sanguineo de las piernas, tienen cambios en la transferencia de ca-
lor, generando perfiles de temperatura alterados. Esto permite establecer una
relacion entre la propagaciéon de calor y la capacidad perfusiva de un tejido
biolégico.

Por medio de la soluciéon de un problema inverso de difusién térmica, se
estima el coeficiente de perfusion sanguinea de las piernas en un estado basal
y alterado.



Capitulo 1

Regulaciéon Térmica y Diabetes

La regulacion térmica se lleva a cabo por medio de un conjunto de meca-
nismos biolégicos que controlan la generacién y pérdida de calor para mante-
ner la temperatura del cuerpo humano en un rango de los 36 °C a los 38°C.
Una de las formas en las que estos mecanismos funcionan, es modificando
la estructura de la red de vasos sanguineos de manera que la sangre pueda
circular desde 6rganos internos (higado, rifién, intestinos) hasta los vasos ca-
pilares de la piel. Al modificar la estructura de la red vascular, se modifica
también el flujo total de sangre a través de un 6rgano, o tejido, estos cambios
en la red se realizan por medio de la apertura (vaso dilatacién) y el cerrado
(vaso constriccién) de los vasos sanguineos, de manera que se establece un
control sobre el intercambio de calor o nutrientes entre la sangre y los tejidos,
este control depende de la demanda particular de cada tejido. Por ejemplo,
los musculos cambian sus demandas metabdlicas de acuerdo a la intensidad
de la actividad fisica a la que estén sometidos.

La vaso constriccién y vaso dilatacion también controlan el intercambio
de calor entre el tejido y la sangre, un ejemplo de esto son las corrientes
a contra-flujo que sirven para minimizar la pérdida de calor que se da por
conveccion entre el tejido y la sangre. Este tipo de mecanismos muestran la
relevancia que tiene la sangre en el control de calor de los tejidos.

La diabetes se caracteriza por una alteracién en la produccion de insulina
por parte del pancreas, lo que puede ocasionar bajos niveles de esta hormona
en la sangre, de manera que el sistema vascular altera pues se pierde elasti-
cidad y se presenta obstruccion de los vasos, lo que modifica la estructura de

11



CAPITULO 1. REGULACION TERMICA Y DIABETES 12

la red. Se ha observado que los pacientes que tienen diabetes y neuropatia
muestran alteraciones en sus patrones de temperatura y tiempos de recupe-
racién térmica (en las piernas) [15].

En este capitulo se desarrollaran los temas que se mencionaron anterior-
mente, de manera que se pueda establecer de manera clara una relacién entre
la regulaciéon térmica y la diabetes, lo que permitird desarrollar un modelo
matematico que retrate de manera fiel la propagacién de calor en un teji-
do bioldgico y ayude a comprender claramente el problema que se intenta
resolver.

1.1. Regulacion Térmica

El objetivo de esta seccion es mostrar la importancia que tiene la sangre
en los mecanismos de regulacion térmica del cuerpo humano e ilustrar como
las alteraciones que se pueden presentar en el sistema vascular sanguineo tie-
nen consecuencias directas en la transferencia de calor en el cuerpo humano.

La temperatura del cuerpo humano es un reflejo de las reacciones quimi-
cas que se llevan a cabo dentro de él, principalmente las reacciones del me-
tabolismo. El metabolismo responde a las necesidades de las células, y por
tanto a las del tejido del cual forman parte, por ejemplo el movimiento de
los musculos. En este caso, el movimiento muscular puede variar, de manera
que también varia la actividad metabdlica del tejido, lo que provoca que el
calor del tejido no sea constante.

Cuando el cuerpo humano se encuentra en reposo, y el consumo de
oxfgeno® responde a mantener las funciones bésicas del cuerpo como son el
funcionamiento de pulmones, corazén y cerebro, la temperatura del cuerpo
se mantiene entre 36°C y 38°C. Una temperatura dentro de este intervalo
se conoce como temperatura basal?, esta temperatura también garantiza un
correcto funcionamiento de las células y los tejidos. Si la temperatura del
cuerpo sale de este intervalo durante largos periodos de tiempo se puede pre-

a actividad metabdlica de los tejidos se caracteriza por su consumo de oxigeno

2La temperatura basal depende también del clima local, de manera que una tempera-
tura basal para una persona en un pais tropical serd diferente a la temperatura basal de
una persona en un pais del norte
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sentar muerte celular.

Para evitar danos en los tejidos la temperatura debe mantenerse en el in-
tervalo antes mencionado, para que esto se consiga el cuerpo humano debe de
disipar de manera eficiente el calor excesivo que se genere como consecuencia
de la actividad metabdlica, eso se realiza de manera natural por medio de
conveccion entre la piel y la respiracién, en ambos casos la pérdida de calor
se da por medio de la conveccién de los tejidos (piel o pulmones en este caso)
y el aire, el calor que se disipa por medio de la piel suele ser mayor a aquel
que se disipa en la respiracion, esto porque la piel tiene un area de contacto
mayor a la de los pulmones de manera que se pierde mas calor por la piel.

Las variaciones en la temperatura del cuerpo humano pueden responder
a la actividad fisica o a las enfermedades. El aumento de la temperatura por
realizar alguna actividad fisica depende de lo demandante de la misma, y se
han registrado temperaturas de hasta 39 °C en personas que acaban de ter-
minar de correr un maratén. Al aumentar la temperatura del cuerpo humano
de esta manera la respuesta consiste en incrementar la sudoracion, la respi-
racion y dilatando los vasos sanguineos de la piel, lo que facilita la pérdida de
calor y permite regresar a a una temperatura estable, alrededor de los 37 °C.
Sin embargo cuando una persona tiene fiebre, la temperatura aumenta de
manera similar a los 39 °C, pero en este caso, el aumento de temperatura no
es registrada como anormal, sino que se percibe como la nueva temperatura
basal del cuerpo humano, de manera que los mecanismos de regulacién térmi-
ca responden a mantener al cuerpo humano al rededor de los 39°C lo que es
perjudicial para los tejidos, para controlar este aumento de temperatura, y
evitar sus consecuencias, se llega a motivar que la persona tome un bano a
fin de disminuir la temperatura, sin embargo debido a que esto causa que la
temperatura del cuerpo disminuya, se genera tremor® como mecanismo del
cuerpo para contrarrestar la pérdida de temperatura.

A pesar de que los mecanismos de regulacion térmica del cuerpo humano
le sirven para mantenerse dentro de un rango de temperatura, las condiciones
ambientales pueden afectar la eficiencia de éstos, pues dificultan la pérdida
o ganancia de calor, si la temperatura del ambiente es extrema y el contacto
prolongado se pueden llegar a presentar fallas en los érganos. Algunas de

3tremor se refiere a tiritar
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las sensaciones y consecuencias para la salud que tienen estos ambientes se
enumeran en el siguiente cuadro (1.1) .

Temperatura |Sensacion Confort Fisiologia Salud
°C

Aumento de la temperatura del

|

Colapso circulatorio

— . cuerpo .
— Tolerancia maxima . [ Aumento en el peligro
40 — R Muy incomodo Fallas en la regulacién térmica
— Muy caliente . de golpes de calor
— Aumento del estrés usado por el
— . . cardo-vascular
15 sudor y el flujo sanguineo
- - - R
—] Caliente Regulacion normal por medio del
. . Incomodo . Salud normal
— Tibio sudor y cambio vascular
- Un poco caliente L. .
- Confortable Regulacion por cambio vascular
] Neutral
25 _}
- Un poco frio Aumento en la perdida de calor
= fresco por mecanismos secos
20 —} : .
— Un poco incomodo | Necesidad de usar mas ropa o .
— . Lo L. . Quejas por aumento de
- Frio ejercitarse(regulacion por medio mucosa seca v piel
15 ] de la conducto) yp
- Vaso constriccion en las manos Dolor muscular
10 _} Muy frio Incomodo Y | deficiencia en la

tremor en los pies . . B
circulacion periférica

Cuadro 1.1: Respuesta fisioldgica, salud fisica y sensacién de confort que se pre-
sentan al estar en contacto con diversas temperaturas [14]

El medio puede afectar la eficiencia en la ganancia o pérdida de calor, esto
sucede por algunas caracteristicas del medio ambiente (como la temperatura,
humedad y conductividad térmica) que pueden alterar la rapidez y cantidad
de calor que intercambia el cuerpo con el medio. Estos factores también al-
teran la sensacién que las personas perciben, por ejemplo, en ambientes con
una temperatura y humedad alta, la sensacion suele ser de incomodidad ya
que en estos ambientes la pérdida de calor por medio de la evaporacion del
sudor se dificulta, lo que provoca que la temperatura del cuerpo sea mas
dificil de mantener estable.

La conductividad térmica esta relacionada con la velocidad a la que se in-
tercambia calor, normalmente una persona esta rodeada de aire, el cual tiene
una conductividad térmica de 0.024%, valor que es bajo en comparacién
con la del agua que es de 0.58%, de manera que en el agua el intercambio

es mas rapido, lo que provoca que la sensacion de frio y calor sea mas drastica.
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En el intercambio de calor influye la conductividad térmica y la diferen-
cia de temperaturas, de manera que el signo de la diferencia de temperaturas
determina la direcciéon de flujo y el valor de la conductividad térmica la
proporcion por la que se va a escalar, asi que grandes diferencias en la tem-
peratura, y diferentes valores de conductividad térmica del medio pueden
registrar sensaciones similares en el cuerpo humano.

Un tultimo factor a tomar en cuenta es la velocidad del medio, en el caso
del aire, la velocidad del mismo modifica la rapidez con la que se intercambia
calor, esto es, si la temperatura del ambiente es mayor a la del cuerpo, a ma-
yor velocidad de aire mayor sera la ganancia de calor por parte del cuerpo,
de manera contraria si la temperatura del medio es menor a la temperatura
del cuerpo, la pérdida de calor por parte del cuerpo también serd mayor.

El cuerpo humano debe de mantenerse en una temperatura estable sin
importar que la temperatura exterior sea superior o inferior, para lograr esto
se tiene que nivelar el calor que se gana (metabolismo o medio) con el que
se pierde (medio) y esto se realiza por medio de mecanismos autoreguladores
que controlan la disipacién y generacion de calor en funcién de los cambios
de temperatura. El control de estos mecanismos esta a cargo del hipotalamo,
que obtiene informacién por medio de receptores que detectan la tempe-
ratura ubicados a nivel central y periférico. A nivel central, el hipotalamo
estda banado por sangre, y cuenta con neuronas sensibles a la temperatura,
estas neuronas son sensibles al calor o al frio,es decir aumentan la frecuencia
de descarga cuando la temperatura esta por encima o por debajo de ciertos
limites. En la parte periférica (la piel) también se encuentran receptores de
estas neuronas.

Los mecanismos de regulacion térmica se pueden dividir en dos, aquellos
que se activan ante la pérdida de calor, y aquellos que se activan ante una
ganancia de calor.
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1.1.1. Reacciones del cuerpo humano ante la pérdida
de calor

Cuando nos encontramos en un clima frio que vuelve notoria la pérdida
de calor, es necesario que el cuerpo haga lo posible para contrarrestar y mi-
nimizar la pérdida lo mas que se pueda. Para ello, de manera consciente se
puede elegir una vestimenta diferente que disminuya el area de contacto de
la piel con el aire y que sirva de aislante entre el cuerpo y el ambiente, por
otro lado estan las reacciones inconscientes:

= Tremor: Consiste en espasmos musculares por medio de los cuales el
cuerpo humano aumenta la produccién de calor entre un 100% y un
400 %, estos espasmos musculares tienen eficiencia® 0, es decir, de la
energia consumida para estos espasmos, casi toda es liberada en forma
de calor [9].

» Vaso constriccion periférica: Estrechamiento de los vasos capilares lo-
calizados en la piel para evitar el contacto de la sangre con el ambiente
frio, de manera que la pérdida de calor por convecciéon disminuya.

= Flujo a contra corriente: Esto consiste en promover que se presenten
flujos contra corriente, es decir que en un mismo punto se puedan regis-
trar corrientes en dos direcciones opuestas, de manera que el calor que
es transportado por una corriente sea devuelto por la otra, un esquema
de este tipo de flujo se muestra en la figura 1.1.

Regidn del tejido

Flujo Sanguineo s

Figura 1.1: Esquema de flujo sanguineo a contracorriente

4La eficiencia es similar a la eficiencia mecénica, mide la proporcién entre la energia
mecéanica y la energia total
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» Metabolismo: Mitchel et al ([11]) observaron que la generacién de calor
en la pierna por el metabolismo depende de la temperatura local, de
esta manera la generacién de calor metabdlico (h,,) en funcién de la
temperatura se aproxima como una funcién exponencial h,,(7) = 0.17-

250 . %, donde T representa la temperatura local.

En ocasiones estos mecanismos no son capaces de normalizar la temperatura
del cuerpo humano, lo que trae como consecuencia que la temperatura dismi-
nuya, a esta disminucién se le conoce como hipotermia y se declara cuando la
temperatura disminuye 2 °C por debajo de sus niveles normales, en este caso
el objetivo principal del cuerpo se vuelve mantener la temperatura interna
estable. Para conseguirlo se promueve la vaso constriccion en las extremida-
des, los escalofrios empiezan a ser mas bruscos y aumenta el flujo sanguineo,
si la exposicién es prolongada, se empiezan a registrar fallas en el corazon,
en las capacidades de motoras de las personas, se presentan alteraciones en
el metabolismo y si no es tratada a tiempo, el resultado final es la muerte.

1.1.2. Reacciones del cuerpo humano ante la ganancia
de calor

El metabolismo es la principal fuente de calor del cuerpo humano ya que
con cada reaccién metabdlica una cantidad de energia es liberada en forma
de calor. Al realizar una actividad fisica, la energia requerida para llevarla a
cabo se transforma una parte en movimiento y la otra en calor, a la propor-
cién entre energia liberada en forma de movimiento, y energia consumida se
le conoce como eficiencia (en la seccién anterior se hablé de tremor como una
actividad muscular con eficiencia 0), la eficiencia de las actividades del cuer-
po humano es de aproximadamente 0.84, esto causa que cuando una persona
se encuentra realizando una actividad fisica su temperatura aumente. Por
ejemplo, si el cuerpo no presenta reacciéon ante el aumento de temperatura
en una actividad moderada, el aumento de temperatura es de 1°C cada 10
minutos, siempre que el cuerpo no presenta respuesta fisioldgica para disipar
el exceso de calor.

Para evitar que el cuerpo humano eleve su temperatura, comprometiendo
su funcionamiento, se tienen diversos mecanismos que se activan a fin de
fomentar la pérdida de calor. Estos mecanismos son:
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= Vaso dilatacién periférica: Al contrario de la vaso constriccion periférica
aqui los vasos sanguineos periféricos, principalmente los que estan en
la piel, se dilatan, lo que permite que la sangre se acerque a la dermis y
asi tener un mayor contacto con el aire facilitando la pérdida de calor
por conveccion. En los vasos capilares de la piel, los vasos equilibran la
temperatura de la sangre con la temperatura del medio, el porcentaje
de equilibrio entre un tejido y el vaso capilar se le conoce como longitud
de equilibrio.

= Sudoracion: Esto consiste en activar las glandulas sudoriparas, las cua-
les al mojar la piel promueven la pérdida de calor por medio de la
evaporacion de agua. De manera que la sudoracién se puede ver como
un complemento de la vaso dilatacién a fin de aumentar la pérdida de
calor.

= Aumento del ritmo cardiaco: Al aumentar la cantidad de sangre que
pasa por los vasos sanguineos, el intercambio de calor a través de ellos
se incrementa, de manera que los érganos y tejidos se liberan del exceso
de calor que tienen, esto ejemplifica la funcién de la sangre como un
medio de transporte activo de calor.

= Respiracién: Cuando el aire entra a los pulmones, se registra una pérdi-
da de calor por medio de conveccion y vapor de agua, el aire al entrar a
los pulmones, si es seco y mas frio que el cuerpo, se humedece y calien-
ta liberando de calor al cuerpo. Por medio de la respiracion, el cuerpo
puede liberarse de hasta 10 % del calor generado.

= Sed: El hipotalamo también tiene la funcion de liberar la senal de sed, y
al ser el agua fundamental en otros mecanismos de pérdida de calor, se
puede decir que también es una respuesta al aumento de la temperatura.

La mayoria de estos métodos utilizan la diferencia de temperaturas entre el
cuerpo humano y la temperatura ambiente, aprovechando que la temperatu-
ra ambiente suele ser menor. Sin embargo la sudoracion y evaporacion como
método para perder calor es un mecanismo 1util incluso a temperaturas ma-
yores, puesto que estos mecanismos utilizan la humedad y presién del aire,
sin embargo, esto genera una gran pérdida de liquidos del cuerpo, por tanto
la sed también se podria considerar como un método de regulacién térmica
conductual.
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Los mecanismos que se mencionan tienen un grado de efectividad, por
ejemplo el ritmo cardiaco alto no puede mantenerse indefinidamente o pre-
sentarse tremores de manera constante por un largo periodo de tiempo ya
que el cuerpo humano empieza a verse afectado.

Como conclusion, los mecanismos del cuerpo humano que regulan la pérdi-
da o ganancia de calor, se ven beneficiados por la vaso dilatacién y la vaso
constriccién. Esto permite controlar la cantidad de calor que se intercambia
entre los tejidos y la sangre, y en su caso, entre la sangre y el aire.

1.2. Diabetes

La diabetes mellitus (DM) es una enfermedad de répido crecimiento y
con serias consecuencias para la salud. En el ano de 2012 se reportaban 347
millones de diabéticos alrededor del mundo y México se encontraba en la
lista de los 10 paises con mayor numero de pacientes con DM reportando
10.6[?] millones. Ademés de el alto nimero de personas que padecen de DM,
las complicaciones que se asocian con esta enfermedad pueden llegar a ser
en casos extremos causantes de amputacion de las extremidades inferiores,
ceguera total y se ha encontrado que existe una relacién importante con la
insuficiencia renal. Estas complicaciones, ademéds de repercutir en la salud
de las personas, traen consecuencias para el sistema de salud publica, ya que
la demanda de servicios médicos ,como la didlisis, aumentaria por lo que los
espacios para suplir esta demanda deberian de crecer al menos al ritmo de
crecimiento de la enfermedad.

Los doctores Salvador Lépez Antunano y Francisco J. Lopez Antunado,
definen a la diabetes mellitus (DM) como ”una enfermedad metabdlica créni-
ca y compleja caracterizada por deficiencia absoluta o relativa de insulina,
hiperglucemia crénica y otras alteracion del metabolismo de los carbohidra-
tos y de los lipidos” [18]. Las alteraciones se presentan por danos en las
células beta del pancreas, lo que altera la produccion de insulina, y causa
bajos niveles de esta hormona en el torrente sanguineo, la insulina es una
hormona relacionada con la absorcion de lipidos y grasas en los tejidos mus-
culares, grasos y cardiacos. Al verse afectada la absorcién de estos por parte
de los tejidos, se registra un aumento en la sangre (hiperglucemia). Cuando la
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hiperglucemia se mantiene de manera constante, el sistema vascular empieza
a danarse lo que puede conducir a retinopatia y enfermedades vasculares en
las extremidades inferiores.

Entre las complicaciones de la diabetes, se encuentra el pie diabético, que
se caracteriza por dano a los nervios periféricos y arteriosclerosis en miem-
bros inferiores, de manera que cuando se produce una lesion ulcerosa, ésta
puede extenderse o agravarse hasta ser causa de amputacién de dedos, pie o
pierna.

La hiperglucemia juega un papel importante en el desarrollo del pie
diabético, debido a que en pacientes con diabetes la hiperglucemia es un
padecimiento constante que causa disminuciéon en la produccion de o6xido
nitrico y dano en los neuroreceptores (Neuropatia), tal como se describe a
continuacion:

» Angiopatia (enfermedad de los vasos sanguineos) se presenta como obs-
trucciones totales o parciales de los vasos sanguineos lo que causa alte-
raciones en el flujo sanguineo y su efecto perfusivo debido a que no es
posible satisfacer las necesidades metabdlicas de los tejidos. La angio-
patia progresa de manera mas rapida en los vasos sanguineos menores,
disminuyendo la irrigacién sanguinea (isquemia), lo que puede termi-
nar en necrosis. Ademas de esto, los pacientes que sufren de enfermedad
vascular periférica (dafios en los vasos sanguineos a nivel periférico) son
mas propensos a presentar infecciones, principalmente en los espacios
interdigitales (60 %) y en la regién periungueal® (30 %). En los pacien-
tes con DM, su respuesta inmune inespecifica se ve disminuida ya que
los leucocitos (glébulos blancos) disminuyen su actividad en aspectos
como son adherencia, migracién y quimiotaxis [17], si a esto se le agrega
la dificultad para cicatrizar, cualquier tipo de herida puede tener gra-
ves complicaciones, de manera que se requiere un monitoreo y cuidado
constante de los pies.

» El endotelio es un tejido que recubre la zona interna de todos los vasos
sanguineos, es ahi donde son sintetizadas diversas moléculas, entre ellas

5Zona al rededor de las ufias
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se encuentra el 6xido nitrico (NO) el cual es necesario para se puedan
dilatar las arterias, entre otras cosas. El NO surge de la conversion
de L-arginina a L-citrulina + NO, esta reaccién es catalizada por una
familia de enzimas llamadas 6xido nitrico sintetasa (NOS) la cual se
inhibe por la hiperglucemia, lo que ocasiona que la produccién de NO
disminuya. La ausencia de éxido nitrico altera inmediatamente el efecto
vasodilatador y como resultado secundario, cuando la hiperglucemia se
mantiene por periodos largos de tiempo, llega a inhibir la mitosis de la
célula muscular lisa, la célula muscular lisa se localiza en los musculos
lisos que son de contraccion rapida y que recubren, entre otros, el inte-
rior de los vasos sanguineos.

» La hiperglucemia también afecta a las fibras nerviosas (neuropatia), es-
to causa pérdida de la sensacion de dolor y temperatura en las personas
con pie diabético. Estas pérdidas sensoriales traen graves consecuencias
en la planta planar del pie pues esta zona posee un estrato cérneo (que-
ratinoso) que responde normalmente a las demandas de fuerza, estrés,
marcha, peso corporal y ejercicio de manera que en las areas de mayor
presion aumenta su queratinizacién formando callosidades, las cuales
se fragmentan y ulceran facilmente atin en personas no diabéticas de
mediana edad, debido a las complicaciones que presentan las personas
diabéticas para cicatrizar, se debe de tener un control constante en el
estado de salud del pie. La neuropatia también causa deformaciones
en los pies debido a que la neuropatia motora produce atrofia en los
musculos del mismo.

El problema del pie diabético puede terminar en la amputacién. Sin embargo
la amputacién es una consecuencia mas no un tratamiento, de manera que
después de ésta las complicaciones pueden seguir desarrollandose y la enfer-
medad causard mas complicaciones, llegando al grado que el paciente puede
terminar sin ambas piernas, presentar sintomas de ceguera y problemas rena-
les. Estos danos repercuten en el ambito social del paciente diabético, pues
los pacientes que sufrieron una amputacion ven alterado su trabajo y em-
piezan a ser mas dependientes de otras personas, de modo que se pueden
convertir en una carga para sus cuidadores, esto se complica si la familia es
la encargada del paciente.
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La diabetes presenta sintomas sencillos de detectar, algunos de estos son:
secrecién excesiva de orina (poliuria), aumento anormal de la necesidad de
comer (polifagia), incremento de la sed (polidipsia) o pérdida de peso sin
razén aparente. La polifagia, polidipsia y la pérdida de peso son consecuen-
cias directas de la disminucién en la produccién de la insulina por parte del
pancreas, la disminucion de la insulina genera un aumento de grasa y lipidos
en las venas, puesto que éstos no pueden ser procesados por las células, cau-
sando una constante sensacién de hambre por parte del individuo, la pérdida
de peso responde a la imposibilidad del metabolismo para utilizar la glucosa
presente en la sangre, de manera que el metabolismo utiliza los tejidos grasos
para continuar con sus funciones normales.

La insuficiencia vascular periférica no es exclusiva del pie diabético, sin
embargo sus consecuencias en el flujo sanguineo son un fenémeno importante
para este trabajo ya que implican alteraciones en el sistema vascular, éstas
traen cambios en la propagacién de calor en los tejidos [15], que son provo-
cadas por la obstruccion en los vasos sanguineos, de manera que se registran
cambios en las propiedades dinamicas del flujo lo que afecta la propagacion
de calor y de nutrientes.

Diversos estudios han establecido una relacion entre la temperatura y
la perfusion sanguinea. Otros trabajos han mostrado que la temperatura es
un factor importante para determinar la neuropatia en el pie diabético [15].
Manish Bharara et al [15] proponen la inmersién del pie en agua, tanto fria
como tibia, con el fin de evaluar el grado de avance de la neuropatia, sus re-
sultados se resumen en una tabla con diferentes tiempos de recuperacion por
parte de los pacientes que presentaron enfermedad vascular periférica. Los
experimentos que publican concuerdan con los resultados que se encuentran
en la literatura.

En las figura 1.2 se muestran las fotografias termograficas de un paciente
con DM y otro paciente sano, en ellas podemos observar que el paciente sano
presenta una distribucion de temperatura mas homogénea en la superficie en
comparacion con el paciente diabético.
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FOV 25 rH = 60% Tatm = 22,7 Dist = 1.9 Trefl = 20.0

Figura 1.2: Imdgenes termograficas de un (a) paciente sano , y un (b) paciente con
DM

Para conocer el avance del pie diabético, se ha propuesto mantener un
monitoreo constante de la temperatura en el pie con ayuda de termoémetros
especiales. Sin embargo, en la pierna también se reportan cambios en los pa-
trones de distribucién de temperatura (Cémo se puede observar al comparar
la imagen 1.2 ) asi como en el tiempo de recuperacién [15]. Estos cambios en
la temperatura se pueden relacionar con la hiperglucemia, una consecuencia
directa de la diabetes.

La hiperglucemia causa obstrucciones totales o parciales en los vasos san-
guineos y al no haber insulina los niveles de grasa en la sangre permanecen
altos pues no es posible su absorcion por parte de los tejidos, lo que altera
de manera indirecta el metabolismo. Al no recibir lo necesario, las reacciones
metabdlicas empezaran a obtener lo que requieren de la grasa y tejidos a su
disposicién, el aumento de lipidos causa alteraciones en la red vascular que
afectan el flujo de la sangre de manera que la temperatura superior cambiara.
Estas alteraciones en la red vascular pueden cambiar la dindmica del flujo
pues el flujo laminar puede pasar a un estado turbulento, lo que puede causar
serias complicaciones cuando hay obstruccién de flujo.

Los mecanismos de regulacién térmica del cuerpo humano fueron estu-
diados para determinar los factores que afectan a la propagacién de calor en
los tejidos biolégicos, por lo tanto en este capitulo se describié que la sangre
es de primordial importancia para la transferencia de calor, y ademas la es-
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tructura vascular determina los mecanismos de regulacion, de manera que al
cambiar la estructura vascular, consecuencia de la diabetes, la propagacién
de calor se ve afectada. Por tanto la temperatura puede ser de utilidad para
estudiar el avance del pie diabético.



Capitulo 2

Perfusion y Conveccién

La sangre circula por todos los érganos y tejidos del cuerpo humano a
través de los vasos sanguineos, esta estructura vascular responde a las necesi-
dades particulares de cada tejido u 6rgano de manera que al fluir la sangre a
través de los vasos se distribuyan nutrientes, oxigeno y se recojan los residuos
del metabolismo, como C'O,. Las necesidades metabdlicas de los érganos y
tejidos no son constantes, de manera que la estructura vascular se debe adap-
tar a estas demandas.

Como se explico en el capitulo anterior, el metabolismo es la principal

fuente de calor del cuerpo humano, en cada reaccién metabdlica un porcen-
taje de la energia se libera como calor, de manera que el calor generado por
los 6rganos varia dependiendo del 6rgano y la actividad a la que esté some-
tido.
La transferencia de calor se da por medio de radiacién, conduccién o con-
veccion, en tejidos bioldgicos la importancia de estos varia, en los tejidos la
conveccion se da dentro de los tejidos, y en la superficie de la piel por tan-
to es el método mas importante de transporte de calor, la transferencia de
calor por radiacion es baja, y la conduccion, que depende de la conducti-
vidad térmica del material, es poco eficiente, de manera que en los tejidos
biolégicos la conveccién es de mayor relevancia pues ademas, la sangre en un
método de transferencia activo de calor que se controla por medio de la vaso
constriccion y vaso dilatacion.

La conveccion en el cuerpo humano se da al fluir la sangre a través de los
vasos sanguineos, de manera que se intercambia calor y nutrientes entre la

25
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sangre y el tejido lo que hace que la perfusion y la conveccion estén ligadas
entre si, por tanto un conocimiento mas profundo de ambos fenémenos ayu-
dara con el objetivo de este trabajo, pues el calor que se intercambia entre la
sangre y el tejido se puede aproximar de una forma lineal.En este capitulo se
explicara la conveccion y perfusion para establecer una relacion entre ambas,
de manera similar a lo que plantea el Dr. Love en su articulo ” Thermography
as an indicator of blood perfusion” [13].

2.1. Perfusion

La perfusiéon es un término que adquiere diversas definiciones, estas defi-
niciones dependen de lo que se busca conocer, como ejemplo enlistamos las
siguientes.

= Cociente entre el volumen sanguineo y la masa del tejido por el tiempo
volumengangre ml ) [20].

MaSejido - LiMeE gram - min

= Cociente entre la masa sanguinea y el volumen del tejido por el tiempo
MASCsangre gram ) [20]

volumenyejido - time cm? - sec

= Kl proceso relacionado con la distribuciéon de nutrientes en la cama
capilar de un tejido [7].

En el torrente sanguineo se transportan los nutrientes necesarios para que se
lleven a cabo las reacciones metabdlicas, cuando alguna enfermedad altera
la presencia de estos nutrientes entonces se pude decir que la perfusion se
ve alterada, esta alteracion provoca que las células procesen los tejidos que
tienen a su alcance (grasa, musculo, etc.) para seguir con el metabolismo.
De manera que una mala interaccién entre la sangre y los tejidos causa afec-
ciones en los tejidos, este ejemplo ilustra el interés en el flujo sanguineo por
su relacién con la salud del tejido, por tanto la definiciéon de perfusién que
se va a utilizar debera de permitir una cuantificaciéon de la misma, asi como
una relacion indirecta con la salud de los tejidos, por tanto que se opta por
utilizar la definicién que proponen los investigadores Petersen e I. Ziminem
[7], puesto que mencionan la posibilidad de medir la salud de un tejido con
base en la capacidad perfusiva del mismo, por tanto ahora entenderemos a
la perfusién como el proceso relacionado con la distribucién de nutrientes en
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la cama capilar de un tejido.

Para una correcta perfusién sanguinea se requiere un sistema capaz de
soportarla, es por esto que la perfusion depende directamente de la red vas-
cular sobre la que circula la sangre, esta red vascular esta compuesta por
aproximadamente 10™ vasos sanguineos [8] donde la mayoria corresponde a
los capilares. Del total de vasos, inicamente un 25 % se mantienen dilatados,
este porcentaje varia en funciéon de las necesidades de cada érgano.

El sistema sanguineo lleva a cabo tareas de dis-
tribucion de nutrientes y oxigeno, asi como recolec-
cién de los residuos metabdlicos y gases, de manera
que los vasos que lo componen se pueden clasificar
de acuerdo a su funcién de la siguiente manera:

= Arterias: Se encargan de llevar la sangre oxi-
genada del corazon a los érganos.

= Capilares: Los capilares es donde terminan las
arterias, tienen didmetros pequenos y en ellos
se da el intercambio de nutrientes y oxigeno
con los érganos y tejidos

» Venas: Las venas se encargan de llevar la san-
gre de vuelta al corazén y suelen presentar
didmetros mayores a los de las arterias.

La Figura 2.1 muestra un esquema de los va-
sos sanguineos mas importantes de la pierna
en la pierna y el pie, en él se muestran las
arterias, en color rojo, y las venas, en color
azul.

Figura 2.1: Venas y arte-
rias de la pierna

El sistema vascular debe de proveer las necesidades metabdlicas de las
células, para esto es necesario llegar al micro ambiente de cada una de ellas,
el cual suele ser de 100 um. Normalmente las células activas metabolicamente
se encuentran a algunos cientos de micrometros de los capilares, por tanto
el sistema vascular se conecta con los micro-ambientes locales para brindarle
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nutrientes, hormonas y conectarlos con el higado y con otros tejidos enddcri-
nos y darles un medio para deshacerse de de los residuos del metabolismo [2].

Las necesidades metabdlicas de cada érgano y tejido varian dependiendo
del tejido y el trabajo al que esté sometido, por ejemplo los musculos que
cuando estan en reposo tienen demandas de oxigeno y metabolitos es baja
en comparacion con las demandas que tiene cuando estan realizando alguna
actividad fisica, y la variacion en la perfusion se da por medio de la vaso
constriccién y la vaso dilatacién. A diferencia de los musculos, las demandas
metabdlicas de la piel son bajas y su red de vasos sanguineos es densa, esto es
por que la piel sirve para disipar calor, de manera que el exceso de capilares
que muestra sirven para regular la temperatura de la sangre con la del medio.

Los capilares de la piel se encargan de mejorar la exposicion de la sangre
en la piel al medio para que se pueda disipar calor en direccién al ambiente.
La apertura y cerrado de los capilares de la piel responden a la temperatura
del cuerpo humano, cuando ésta es alta (al realizar ejercicio), la temperatura
aumenta de manera que los capilares se dilatan para permitir que la sangre
se enfrie, de manera contraria, si el ambiente es demasiado frio, los capilares
se contraen para impedir que la sangre disipe calor al medio.

Se mencion6 que la perfusiéon podia servir para conocer la salud de un
tejido, y a su vez para una perfusion correcta es necesario que se tenga una
estructura vascular que supla las necesidades de los tejidos. El estudio de
las redes vasculares es de importancia en la creacion de tejidos artificiales y
el estudio de los 6rganos [8], en el estudio de los mismos se ha utilizado un
enfoque matematico para caracterizar el proceso de ramificacién por medio
del numero de ramificacion de Strahler esto a fin de poder reproducir la red
o hablar de su salud de acuerdo a una buena o mala ramificacion. Este en-
foque ha sido aplicado en el estudio de la microvasculatura de ratones, a los
que se les inyecta un material de contraste y se realizan las comparaciones
correspondientes donde se han obtenido resultados satisfactorios [6]. Estos
estudios de la estructura micro vascular son de interés puesto que permiten
realizar una caracterizacion de las estructuras vasculares, dependiendo de la
informacion que se tenga.



CAPITULO 2. PERFUSION Y CONVECCION 29

La estructura de los vasos sanguineos responde a las necesidades de per-
fusién del tejido, estas necesidades son cubiertas principalmente por medio
del flujo sanguineo en la cama capilar, en esta zona el flujo es controlado
por medio de las arteriolas gracias a la vaso constriccion. Cuando la sangre
se encuentra en la cama capilar interactia con el tejido intercambiando ga-
ses, nutrientes o residuos del metabolismo por medio de transporte activo,
la difusién y la filtracién. La cama capilar ademas es la conexion entre las
arterias y las venas, dentro de la misma cama capilar se encuentra una cla-
sificacion extra, esta consiste en arteriolas terminales, capilares y vénulas de
recoleccién, en esta escala, la estructura de las arteriolas y vénulas parecen
ser asimétricas una de las otras (a diferencia de las venas y arterias que pa-
recen preservar simetria respecto de la otra).

La cama capilar es importante pues ahi se da el intercambio de nutrientes,
también es aqui donde se registra angiogénesis (crecimiento de nuevos vasos
sanguineos) en la zona al rededor de las arteriolas terminales (las arterias
que suministran sangre a las vénulas receptoras). La angiogénesis responde a
la presion y demanda de metabolitos por parte del tejido, esto es respaldado
por las observaciones realizadas en animales hipertensos, que muestran una
mayor densidad vascular [8].

Debido al interés que se tiene en la perfusion, es necesario comprender
su dinamica para plantear un modelo correcto, en este caso se ha mostrado
que cuando la sangre fluye a través de los vasos sanguineos, su nimero de
Reynolds! suele ser del orden de 10*. Normalmente cuando un fluido tiene un
ntimero de Reynolds de este orden suele presentar turbulencias?, sin embargo
el flujo en los vasos sanguineos de personas sanas se mantiene laminar, salvo
en la aorta donde se ha observado flujo turbulento en cada fraccién de ciclo
cardiaco [2].

La dinamica de la sangre depende de los vasos sanguineos. En las perso-
nas sanas, los vasos sanguineos son elasticos, de manera que el flujo pulsativo
de la sangre provoca que los vasos se expandan y contraigan dependiendo de
la fase del pulso, este cambio respecto al flujo sanguineo ayuda a mantener
un flujo laminar a través de los vasos, la elasticidad de los vasos sanguineos

!Cantidad a dimensional que sirve para clasificar si un fluido es o no turbulento
2En la siguiente seccién se explica que se entiende por turbulencia
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esta relacionada con el tejido liso y la produccién del 6xido nitrico de mane-
ra que en pacientes con diabetes la produccion de este se ve afectada lo que
altera el flujo en los vasos sanguineos.

Si los vasos sanguineos no estan sanos, por ejemplo cuando se tiene un
aneurisma o aterosclerosis, las paredes de los vasos se vuelven rigidas, lo que
causa que no haya expansion con el paso de la sangre, y afecta el intercambio
en las camas capilares. Cuando las paredes vasculares pierden su elasticidad
es mas probable que el flujo se vuelva turbulento, el flujo turbulento puede
provocar vibraciones en una porcion de los vasos sanguineos las cuales, si se
tiene un aneurisma, uede causar complicaciones al aumentar las vibracion
causando que el aneurisma se rompa llevando a un derrame.

La sangre sirve como medio de transporte para nutrientes, hormonas y
oxigeno en el cuerpo, sin embargo, para que se procesen los nutrientes, sue-
le ser necesaria la presencia de hormonas que se encargan de controlar las
reacciones quimicas que suceden en el cuerpo, una de estas hormonas es la
insulina, que es producida en el pancreas y sirve para motivar el transpor-
te de la glucosa presente en el torrente sanguineo al interior de las células,
la insulina fomenta este transporte en los tejidos grasos, musculares y fibras
cardiacas. La produccién y liberacion de insulina al torrente responde al nivel
de glucosa en la sangre y su percepcion por medio de células beta ubicadas
en el pancreas, lo que evita que altos niveles de glucosa se mantengan de
manera prolongada (hiperglisemia) previniendo dafios vasculares[17]. Vale la
pena recalcar que la liberacion de la insulina en la sangre responde a los
niveles de glucosa en ella, de manera que la glucosa pueda ser procesada en
los tejidos grasos, musculares y cardiacos, por tanto no afecta, directamente,
el metabolismo.

La perfusion en un tejido dice la capacidad que tiene un tejido de suplir sus
necesidades metabdlicas, de manera que conocer las necesidades metabdlicas
de un tejido y su perfusion real nos sirven para establecer la salud del mismo,
sin embargo, la perfusion de un tejido depende de los vasos sanguineos del
tejido, por tanto la perfusion de un tejido se relaciona de manera directa con
la salud de los vasos sanguineos, lo que establece una relacion entre perfusion,
salud de un tejido y estructura vascular, esta relacion sirve para cuantificar
la salud del tejido a través de su perfusion, esto es util en trasplantes de
érganos [2].
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2.2. Conveccion

El calor tiene tres métodos de transporte, la conduccion, la radiacion
y la conveccion. La radiacién se refiere a la energia radiada por un cuer-
po caliente, la cantidad de energia radiada estd determinada por la ley de de
Stefan-Boltzmann, esta ley nos dice la potencia de radiacién de un cuerpo ne-
gro es proporcional a la cuarta potencia de su temperatura, esto es jx = aT™,
donde av = 5.67 * 10_8%, el valor de « es una constante universal, y corres-
ponde a la radiacién de un cuerpo negro®, el cuerpo negro cumple con radiar
en todas las ondas electromagnéticas con la maxima intensidad. De manera
que cualquier otro cuerpo radiara a menor intensidad, esto es la radiacién
de un cuerpo arbitrario (también conocido como cuerpo gris) estd dada por
j* = eaT*, donde € se le conoce como emisividad y representa la proporcién
en relacion al cuerpo negro. En la piel del cuerpo humano la emisividad es
de 0.97 [4], de manera que la piel (en un rango de ondas) tiene propiedades
de radiacién cercanas a las de un cuerpo negro, la gran emisividad de energia
que tiene la piel permite la utilizacion de camaras termograficas, sin embargo
a pesar de tener una emisividad grande, la propagacion de calor por medio
de conveccion y conduccién es mayor.

La propagacién de calor por conduccion es proporcional a la diferencia de
temperaturas entre ambos cuerpos, de manera que cuando dos materiales a
diferentes temperaturas estén en contacto la transferencia de calor se dara de
manera proporcional a la diferencia de temperaturas entre ambos cuerpos, y
esta transferencia de calor tendra como direccion el cuerpo mas ”frio” has-
ta que ambos cuerpos estén a la misma temperatura. La conveccién es una
manera que se podria considerar mas "rapida” lo que propicia que varios
sistemas de enfriamiento se benefician de éste. La conveccién consiste en el
intercambio de calor entre un fluido y un sélido, de manera que al obtener
calor el fluido obtiene movimiento interno o el fluido tiene movimiento pro-
pio, esta distincion sobre la naturaleza del movimiento caracteristica el tipo
de conveccion, donde el primero es conveccion libre, y el segundo conveccién
forzada.

Newton propone un modelo lineal que refleja la velocidad de enfriamiento

3Un cuerpo negro es aquel sobre el cual las ondas no lo atraviesan o son reflejadas por
su superficie
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de un cuerpo con temperatura T en un ambiente de temperatura 7,,, de ma-
nera que la velocidad con la que el cuerpo pierde temperatura es proporcional
a la diferencia entre ambas temperaturas, esto se expresa como

dT
— = RA(T() = T,,) (2.1)

donde k es el coeficiente de conveccidn, este coeficiente varia si la conveccién
es libre o forzada, A representa el area de contacto del cuerpo con el ambien-
te y T(t) es la temperatura del cuerpo, T}, la temperatura del medio y ‘fi—:tp
representa la velocidad de transferencia de calor entre el cuerpo y el medio.
La ley de enfriamiento de Newton nos permite describir el enfriamiento de
un cuerpo por medio de conveccién libre o forzada.

El intercambio de calor por conveccion puede cambiar la dinamica de un
fluido, por ejemplo al calentar agua se generan corrientes convectivas dentro
del fluido. Las corrientes convectivas son consecuencia directa del intercam-
bio de calor con un fluido puesto que al ganar calor, el volumen aumentara?,
cuando esto sucede, al encontrarnos bajo un campo gravitacional, se gene-
rard movimiento dentro del fluido ya que la parte de menor volumen ocu-
para la de mayor volumen.

—  —
— —
. . ., —_— —_—
Para analizar las consecuencias de la conveccion — —
. . , . . . e B
en el tipo de flujos se hablara de los diferentes tipos Laminar— —

de flujo, estos pueden ser laminares, turbulentos o
de transicion, en la figura 2.2 se ejemplifica a gran- N \)/D
des rasgos los flujos laminar y turbulento. Turm Q/B
El flujo laminar actiia como una composicién de di-
ferentes capas que se desplazan en una misma direc-
cién sin que la presencia de una afecte el desplaza-
miento de la otra, por lo que cada capa se mueve de manera independiente.
En un flujo turbulento esto no pasa puesto que las corrientes internas pue-
den ser aleatorias, de manera que los flujos laminares son mas sencillos de
caracterizar.

Figura 2.2: Tipos de flu-
jo

Para ejemplificar la diferencia entre laminar y turbulento supondremos un
fluido sobre un sélido ”liso”. Al entrar en contacto un fluido con la superficie

1Esto se puede deducir de la ley de los gases ideales P -V = (moles gas) - R- T
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se genera friccion, si el flujo se mantiene laminar, la ”capa” inferior del flujo
disminuira su velocidad a causa de la friccién, al disminuir su velocidad esta
capa, las siguientes se veran afectadas por la diferencia en las velocidades de
desplazamiento, lo que cambiara la velocidad de todas las capas del fluido.
Estas alteraciones en la velocidad disminuyen en funcion de la distancia con
la superficie, de manera que se llega a un punto en el que la velocidad no
se ve alterada, la zona en la cual se altera la velocidad se conoce como ”ca-
pa frontera” y hace referencia a la zona del fluido donde la superficie causa
alteraciones en la velocidad. Si el fluido y la superficie presentan diferencias
de temperatura, tenemos algo similar a la capa frontera, en relacién con las
diferencias de temperatura que se presentan en el fluido, de manera que se
define la ”capa frontera de calor” como la regién del fluido donde la tempe-
ratura se ve afectada por el contacto con la superficie. Dentro de estas capas
se desarrollan perfiles de velocidad y perfiles de temperatura, los cuales se
pueden predecir, esto pasa si el fluido se mantiene laminar.

Las fuerzas de arrastre presentes dentro de un flujo laminar evitan que
dentro del fluido se presenten cambios de "capa”’, sin embargo al haber in-
tercambio de calor, el volumen local del fluido cambiara, lo que propiciara la
creacion de corrientes convectivas, estas corrientes se generan gracias a un
campo gravitacional y al cambio en el volumen del fluido. Si las fuerzas de
arrastre se ven superadas por la fuerza de desplazamiento, se presentaran
interacciones entre dos capas del flujo laminar, estas capas ademas tienen
diferentes temperaturas lo que trae como consecuencia que el flujo pase de
ser laminar a turbulento.

Cuando un fluido pasa a través de una tuberia, se presentan también
capas frontera y cambios de dinamica causados por la conveccién de calor,
en este caso, al hablar de un modelo mas realista, las tuberias tienen una
longitud finita, de manera que la capa frontera estara acotada por definicion,
esto provoca que la temperatura del fluido al salir de la tuberia pueda o no
ser la misma que la de la tuberia, esta propiedad de equilibrio depende de la
tuberia y se le conoce como longitud de equilibrio.

Como se menciono, el paso de la sangre a través de los vasos sanguineos
genera un intercambio de calor, para poder desarrollar el modelo matematico
de la transferencia de calor, es necesario deducir la cantidad de calor que se
intercambia con la sangre.
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Cuando hay intercambio de calor entre una tuberia y el fluido que pasa
por ella nos interesa conocer el intercambio de calor que se da para predecir
la temperatura a la que el fluido saldra después de haber recorrido la tuberia.

Cuando un fluido pasa por una tubo que esta en un material, el intercam-
bio de calor C, sera proporcional al volumen del fluido V' y a la diferencia
entre la temperatura de entrada(f,) y la temperatura de salida(6;) del fluido.
Esto es

C.=Vk(0, — 05). (2.2)

También es valido suponer que el calor que obtiene el liquido al salir del
material (0), es proporcional a la temperatura del material y la temperatura
que el liquido tenia a la entrada, esto lo expresamos como:

0s =0+ a(d. —0) (2.3)
Combinando las dos ecuaciones anteriores:
Co=VErl,—0—al.—0) =Vr(a—1)(0 —0.).
De donde se concluye que
C.=Ver(a—1)(0-0,). (2.4)

La ecuacién 2.4 hace referencia al intercambio total de calor entre el solido
y el liquido después de que el fluido salga del material material, el escalar
a nos habla de esa proporcién, de manera que si a = 0 quiere decir que el
fluido alcanzo6 la temperatura del material por el que pasd, mientras que si
a = 1 dice que el fluido no tuvo intercambio de calor con el material.

El tejido bioldgico esta lleno de un sistema de vasos sanguineos, como se
mencioné en la seccion 2.1 el sistema de vasos sanguineos tienen que llegar
a estar a una distancia menor de los 100um de manera que el tejido esta
lleno de estos vasos sanguineos, de esta manera el intercambio de calor se
puede representar como un flujo que pasa por una tuberia, de manera que
la ganancia de calor del tejido se puede aproximar como en (2.4), a esta
ecuacion le llamaremos calor de intercambio por perfusién.



Capitulo 3

Modelos matematicos

El metabolismo es la principal fuente de energia en el cuerpo humano
y con cada reaccion metabodlica se libera calor, de manera que cuando una
enfermedad ataca es muy probable que los efectos que tengan sobre el cuer-
po afecten la cantidad de calor generado, ya sea que aumente o disminuya,
modificando asi la temperatura. Los cambios de temperatura prolongados
son daninos para el cuerpo, y cuando este cambio es provocado por una en-
fermedad las consecuencias son mayores pues se modifica el estado basal de
temperatura del cuerpo humano, lo que causa que el cuerpo no contrarreste
la generacién de calor sino que intenta mantener la nueva temperatura, lo
que compromete la salud.

En el ano 2009 en Ciudad de México, se registréo un brote de influenza
que corria riesgo de convertirse en pandemia; para evitar esto se implan-
taron medidas para evitar la propagacién de esta enfermedad, algunas de
estas consistieron en instalar cdmaras termograficas en el metro de Ciudad
de México, asi como en los aeropuertos mas importantes del pais a fin de de-
tectar de manera rapida cuando una persona estuviera enferma. Sin embargo,
los cambios en la temperatura del cuerpo no solo responden a las enfermeda-
des, ingerir una bebida alcohdlica, realizar una actividad fisica e incluso un
cambio emocional pueden causar cambios en la temperatura, de manera que
utilizar como unico método de diagnodstico las imégenes termogréficas de las
personas puede provocar diagnosticos erroneos.

Tener una prediccion sobre la temperatura puede servir para mejorar
diagnosticos o tratamientos médicos, por ejemplo en los tratamientos de hi-

35
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pertermia localizada o deteccién de céancer. En estos casos se estudian los
cambios que la enfermedad o el tratamiento trae en la propagacién de calor,
esto permite modelar los efectos que traera.

La temperatura de un objeto puede medirse de manera remota o por con-
tacto. De manera remota se puede utilizar una camara termografica; este tipo
de camara permite obtener un perfil térmico superficial del objeto de mane-
ra que se puedan observar cambios en la distribuciéon de manera global. Sin
embargo la utilidad de este perfil de temperaturas depende de la definiciéon
de un estado basal de la misma, esto es un un punto de comparacién, este
tipo de definicién ha sido estudio de diversos trabajos [12, 22] en los cuales
plantean un modelo de propagacion de calor para todo el cuerpo, de mane-
ra que cuando la persona esta estable se pueda predecir su temperatura, la
ventaja de plantear un modelo matematico, es que parametros importantes
pueden ser detectados y modificados, de manera que la prediccion del modelo
es comparable con los resultados observados.

Para plantear un modelo matematico, es necesario conocer las carac-
teristicas fisicas del tejido y los mecanismos que afectan el fenémeno que
se trata de investigar, este tltimo lleva el problema a un lenguaje matemati-
co por medio de las leyes fisicas que apliquen en el cuerpo que se estudia.
La solucion al conjunto de ecuaciones que se obtengan se debera de ajustar
a las observaciones realizadas, en algunos casos no solo es de interés deter-
minar un modelo basal, sino que también se busca analizar la alteracion que
se presenta en una enfermedad. Para esto se pueden definir dos modelos ma-
tematicos ( uno de ellos para definir un modelo basal y el otro para analizar
un estado alterado) de manera que los resultados de ambos sean comparables.

En el capitulo 2 se estudiaron los mecanismos de termoregulacion del
cuerpo a fin de establecer una relacion con la diabetes, sin embargo, conocer
estos mecanismos también sirve para entender como el cuerpo genera, distri-
buye y mantiene el calor. Al conocer estos mecanismos es posible determinar
un estado basal y uno alterado, puesto que las funciones de cada mecanis-
mo responden a la temperatura exterior o la actividad fisica, de manera que
cuando se observan cambios en la temperatura, estos cambios puedan ser ad-
judicados a los cambios en alguno de estos sistemas y poder ser catalogados
como naturales o no.
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Plantear una ecuacién matematica que represente las relaciones que se
tiene entre los diversos métodos de regulacién térmica del cuerpo humano,
ayuda a determinar un estado estable y reconocer, de manera mas clara, un
estado alterado en los perfiles de temperatura, sin embargo se puede ir mas
lejos que esto. Con el estudio de las alteraciones particulares que trae cada
enfermedad a la temperatura corporal se puede realizar un analisis a los per-
files térmicos locales de manera que en vez de que el analisis del calor en
tejidos bioldgicos sea una herramienta preventiva, nos sirva para determinar
el avance de determinadas enfermedades en funcién a las alteraciones que van
generando, esto podria realizarse con al apoyo de mecanismos externos, como
puede ser la utilizacion de laseres y analizar las alteraciones que se presentan
en la transferencia de calor, esto se puede hacer debido a que con un modelo
matematico se puede predecir lo que seria una transferencia normal de calor.

El metabolismo responde a las necesidades de los 6rganos, estas necesi-
dades estan asociadas con la intensidad de la actividad que llevan a cabo, sin
embargo, cada érgano o tejido requiere de una cantidad minima determinada
de metabolitos para mantenerse en funcionamiento, a esta cantidad minima
se le conoce como estado basal del metabolismo. La temperatura al ser una
consecuencia del metabolismo también tiene un estado basal, este estado ba-
sal se presenta al estar el cuerpo en reposo en un ambiente con temperatura
controladal. Bajo estas condiciones se puede predecir una temperatura basal
y compararlo con las observaciones que se registran.

Lo anterior motiva el trabajo sobre un modelo matematico que plasme
una relacién entre la generacién de calor por medio del metabolismo y la
transferencia del mismo por medio de la difusién y conveccién con la sangre.
Este tipo de modelos ya han sido trabajados, uno muy conocido e importante
es aquel que desarroll6 el Dr. Harry Penne, el modelo que propone se estudia
a continuacion a fin de establecer los puntos relevantes del mismo.

3.1. Modelo de Harry Penne

El Dr. Penne publica en el ano 1948 un articulo titulado ” Analysis of
tissue and arterial blood in the resting human forearm” [16], en ese trabajo

I'La temperatura corporal responde a factores ambientales
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propone una ecuacién y un conjunto de condiciones de frontera con el obje-
tivo de describir la transferencia de calor en el antebrazo. Para dicho trabajo
propone que la perfusiéon sanguinea y el metabolismo son las principales fuen-
tes de calor.

Con el objetivo de validar y deducir la ecuacién matematica que propone,
el Dr. Penne realizé mediciones de temperatura en 36 sujetos diferentes. Es-
tas mediciones fueron realizadas a los largo del brazo: en las zonas superior,
inferior, medial y lateral, ademés de estas mediciones, llevo acabo experi-
mentos de obstruccion circulatoria y analizé los efectos que esto tuvo en la
distribucion de la temperatura, realizando comparaciones con las mediciones
anteriores a la obstruccién de flujo. Las tltimas mediciones que realizé fue-
ron a diversas profundidades, esto lo realizé por medio de la inserciéon de
termémetros a profundidades desde los 0 hasta los cinco centimetros, estas
mediciones le ayudaron a obtener hipotesis y conclusiones que serian de uti-
lidad en el desarrollo del modelo matematico.

Sus conclusiones pueden ser resumidas como sigue:

= La maxima diferencia entre las temperaturas registradas es de 1.2°C,
esto tomando en cuenta las mediciones realizadas en los cuatro frentes
del antebrazo.

= La oclusion del flujo sanguineo en vasos localizados en el antebrazo tuvo
como resultado alteraciones de hasta 1.3°C en la temperatura . Sin
embargo, a pesar de que este experimento se llevo a cabo en 11 sujetos
diferentes, solo 6 mostraron variaciones de temperatura superiores a

0.1°C.

» La temperatura, en funciéon de la profundidad del antebrazo, es una
funciéon céncava que alcanza su maximo en el centro del antebrazo,
este patrén se respetd salvo para un sujeto, cuya distribucién de tem-
peratura a profundidades resulto ser diferente.

= Hay una relacién entre el flujo sanguineo y la distribucién superior de
temperatura.

Estas conclusiones dan una descripciéon general del comportamiento de la
funcién temperatura a lo largo del antebrazo, y se aplicaran al modelo de
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propagacién de calor.

dT
AT = s + fuentes.

En este caso las fuentes son el calor metabdlico (C,,) y el calor por perfusién
(C.) de por tanto el modelo queda como

dT
AT = —+C.+ Cp,.
dt
Una de las hipétesis de Harry Penne es que los cambios en los didmetros
de la circunferencia son bajos, de manera que se supone el dominio es un
cilindro, por tanto para realizar los calculos mas sencillos la ecuacion anterior
se plantea en coordenadas cilindricas T' — 6, de manera que se llega a la
siguiente ecuacion.
de d*0  1d0  1d9 d*0
—=-K-—=+-——+5—+-—75]+C.+C 3.1
dt [d’l"2 rdr  r2deo dzZ] ¢ " (3:1)
Las observaciones de Harry Penne fueron que a lo largo del eje axial, y
de manera angular no se presentaban cambios en la temperatura, esto es

2 . .
% =0y 3—5) = 0, ademas, al suponer que el modelo es estable en el tiempo,
esto es no presenta cambios de temperatura también tenemos que fl—f = 0,

si aplicamos esto a la ecuacién (3.1) y simplificamos, llegamos a la siguiente
ecuacion.

0 1ao
dr? = rdr

CVe(k—1) o (k=1)0, — h
a_—K b=V -s L

La ecuacién diferencial (3.2) tiene como solucién:

+af =b (3.2)

con

DD (iVaR) + 121 B Jo(i/aR) s
O = R al i (iyak] + 121EJo(iv/aR)

Donde 0 representa la temperatura ambiental y J; y Jy la funcién de Bessel
de orden uno y cero respectivamente.

(3.3)
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Esta solucion estd en funcién del volumen sanguineo que circula en los
vasos sanguineos y el calor metabdlico generado, el Dr. Penne indica un calor
metabdlico como h,,, = 0.0001, sus resultados se pueden resumir en 7?7 donde
las variaciones que se registran llegan a ser de hasta .7°C

\
\\ V=0.00025,h,,=0.000!
\ v=0.00020,h,,20.0001

2900

v=0.0000, h,=0.000!

2800
40 -30 -20 -0 00 10 20 30 40

DEPTH IN CM,

Figura 3.1: Comparacién de la distribucién promedio de la temperatura (Sélido
negro )contra los valores que predice el modelo para diversos volimenes sanguineos
(linea punteada) [16]

3.2. Modelo propuesto

En esta seccion se desarrollan hipdtesis y términos en comun entre un
modelo matematico de una persona sana y una que presenta alteraciones en
el flujo sanguineo, para después desarrollar ambos modelos por separado.

Ambos modelos seran planteados con base en la transferencia de calor
tipo Fourier. Aunque han surgido modelos que utilizan la teoria promedios
de volumen, o la propagacion de calor con retraso, el trabajo de Harry Pen-
ne y otros [13, 11, 12] han mostrado que la propagacién de calor en tejidos
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biolégicos puede ser modelada por medio de las leyes de Fourier y obtener
buenos resultados.

El modelo clasico de propagacion de calor es el siguiente:

drT

= = AAT + Conveccion + radiacion + fuentes, (3.4)
mas las respectivas condiciones de frontera, donde AT es el Laplaciano de T.
En sus leyes, Fourier propone que el calor fluye de una zona con temperatura
mayor a una menor, de manera que las soluciones pueden oscilar, ejemplos
sencillos se pueden resolver por medio de separacion de variables.

A continuacién se desarrollaran los terminos de conductividad térmica\
y fuentes que se desarrollaran en el modelo, la radiacién no sera tomada en
cuenta, pues su influencia es baja para los fines del modelo y la conveccién
ya ha sido aproximada como la perfusion h,,.

La propagacién de calor a lo largo de la pierna tiene un comportamiento
similar al del antebrazo, en parte esto puede deberse a las estructura similar
entre ambas extremidades, tanto en el antebrazo como en la pierna se en-
cuentra una estructura de dos huesos, el radio y cibito en el antebrazo y el
peroné y la tibia en la pierna. Analogias entre las observaciones se encuentran
en la literatura, para ambas extremidades se utiliza un modelo cilindrico, por
tanto la ecuacion de calor se encuentra en esas coordenadas, también se pro-
pone una propagacion axial baja (en el antebrazo como lo explica Penne en
[16], y en la pierna Mitchel et al [13]).

Experimentalmente se ha observado que en las personas sanas, la tem-
peratura no depende del angulo al que se encuentre respecto al eje axial,
ademas de ser una temperatura homogénea a lo largo de la extremidad.

En términos de estructura, ambas extremidades presentan similitudes,
ambas tienen bajos niveles de grasa, ambos tienen dos huesos separados en
los cortes transversales Estas similitudes fisicas y el comportamiento de la
propagaciéon del calor permite que se pueda utilizar el mismo modelo para
ambos, simplemente ajustando los coeficientes correspondientes.
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i 1 s
La transferencia de calor depende del flujo caléri- | i Yy A
co entre dos materiales, esto se expresa COHIOE = | o i s
v & .l':
®, de este flujo caldrico se puede obtener el coefi- /! .. .
ciente de conductividad térmical, pues Q) = —A(T'— i A

§ — e —

T.) (por las leyes de Fourier), la forma en la que v Fm B
se expresa el coeficiente A determina el material en Figura 3.2: Transferen-
el que se estd trabajando. Este coeficiente también cia de calor en una es-
puede ser observado como una funcién, en caso de tructura de 3 capas

ser una funcién no constante, representa un mate-

rial compuesto, es decir que presenta diferentes conductividades termicas a
traves de sus estructura. Sin embargo para los fines del modelo de calor que se
busca, este enfoque implica complicaciones extras para el modelo las cuales
pueden ser solucionadas de manera diferente, este otro enfoque se beneficia
de que la temperatura del cuerpo es relativamente estable, lo que permi-
te plantear una analogia entre la propagaciéon de calor y la propagacién de
calor en una estructura de resistencias en serie, de manera que la suma de
resistencias en serie representan el fenémeno que se tiene. Si se supone se tie-
ne una estructura de tres materiales en contacto con propagacion entre ellos
y ademds un flujo caldrico entre el material 1 v 2 de @1, entre el material
2y 3de Q- y entre el material 3 y el ambiente de Qs, con \; i =1,2,31a
difusion térmica de cada material en una estructura como se muestra en 3.2
, se puede deducir lo siguiente:

Q1= Qs = Qs (3.5)
O =M —Tp)=Ty—T) = % (3.6)
Q2= XD, —T) =T, — T, = % (3.7)
Qs=-NT—T) =T — Ty = % (3.8)

Sumando las parte derecha de las ecuaciones 3.5, 3.6 y 3.7, y aplicando la
ecuaciéon 3.4 tenemos:

. 1 1 1
Ih-T3=Q (=t =+ )
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Es decir _
- 0— 13
Q——1+1+1 (3.9)
Al A A3
Este resultado se puede generalizar en un estado estable, para materiales con
mas de una capa y diferentes coeficientes de difusién
. 1
= 1 (TO - Tn)
X0 —
=1 Az

De los tejidos mas importantes de la pierna estan el hueso, el musculo,la
grasa y la piel [1], sin embargo para simplificar el modelo, consideraremos al
hueso y el musculo como los mas relevantes, de manera que la conduccién
térmica dependerda unicamente de estos dos tejido, por tanto aplicando la
ecuaciéon 3.9 tenemos:

. TO - Te
Q=— N 1 (3.10)
Khueso Kmdsculo

La conductividad térmica del hueso y el musculo, se obtuvo del trabajo
de Mitchell et al [11] y sustituyendo en la ecuacién (3.10), se tiene una con-
ductividad térmica global de:

To —T

. %%
Q= T = 0403846 - (Ty ~ Th) . (3.11)
_.|_
W w
. 2.1
5m°C OmOC

La ecuacién 3.11 aproxima el valor global de conductividad para un ma-
terial compuesto por hueso y musculo.
Para el modelo también se deben de aclarar cuales son las fuentes de calor
en la pierna, de la seccién 1.1 se obtiene que la fuente de calor mas relevan-
te en el cuerpo humano es el metabolismo. Para los tejidos musculares y la
piel se estima el estado basal de generacion de energia de manera indirecta

conociendo el consumo de oxigeno, Creezee & Langedijk [10] reportan un

Cal
consumo metabodlico de My = .25,—a, ellos mismos plantean describir
man - 100g

la relacion que tiene la temperatura con el calor metabdlico generado por
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medio de una exponencial [10], el resultado que obtienen es:
—(I'-Tp)
calor metabdolico = C,(t) = My - Qy 10°C

Con M definido anteriormente y ()10 es el factor por el cual el metabo-
lismo disminuye para una caida de 10°C en la temperatura , sin embargo,
dentro del tejido del cuerpo humano, las variaciones se esperan sean menores
a 5°C en relacion con la temperatura registrada en la superficie, de manera
que proponemos se utilice una aproximacion lineal, obteniendo el calor me-
tabdlico en funcién de la temperatura como una expresién de la forma:

Cm(t) =€ t+e€e-T

con eg, e; constantes apropiadas. De manera general, estas son las hipdtesis
que planteamos para nuestro modelo, mas adelante se volveran mas especifi-
cas.

3.2.1. Modelo Basal

Las similitudes en la fisiologia entre la pierna y el brazo, y la similitud

entre sus propiedades difusivas de calor permiten utilizar el mismo modelo
(3.1)

de A’ 1d0  1d9 d*0
—=-K—4+-——4+—=—+—=|+C.+C,,
it et T o e
Por las similitudes entre la pierna y el brazo tambien podemos agregar
2
j—zg’ =0y 3—3) = 0, ademas de suponer que la temperatura es estable % =0,
de manera que el modelo queda como

520 1 56
- =0+ G, (3.12)

ror
La conveccién queda representada como C,. = V (z)k(a—1)(6 —6,) donde
V(z)y a — 1 hacen referencia al volumen y el equilibrio térmico al que llega
la sangre y el tejido, estos dos términos determinan de manera conjunta la
conveccion, de manera que seran englobados en una funcién, esta la llamare-
mos funcion de perfusion, puesto que determina el intercambio de calor por

K|
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medio de la conveccion en funcion de la perfusion del tejido, de manera que
el coeficiente de conveccidon queda escrito como:

Ce = f(2)(0a — 0(x))

donde 6, la temperatura arterial.

Esta funcion es la que se busca encontrar pues determina de manera in-
directa el flujo y el estado de los vasos sanguineos, por lo tanto es de interés
encontrar un método para estimarla de alguna manera. Para esto supondre-
mos que la funcién presenta un comportamiento similar a un polinomio de
grado 2. Asi, la bisqueda de la funcién f que describe la perfusién se reduce
a un problema de estimacién de parametros, esto es, encontrar los términos
ap , a1 Y as tales que:

El siguiente término a describir es la cantidad de calor que genera el
metabolismo, se propone que este termino ha sido aproximado por medio
de una funciéon exponencial dependiente de la temperatura del tejido, sin
embargo las variaciones de temperatura dentro del tejido biolégico son bajas,
no mayores a los 5°C, es por tanto que se decide interpolar el valor del
calor generado por el metabolismo en dos valores extremos 33 °C y los 38 °C.
Siguiendo el trabajo de Creeze & Langedijkv [10] el calor metabdlico depende
de dor parametros, la generaciéon basal de calorM,, y el factor al cual el

metabolismo decrece al disminuir en 10 °C la temperatura (Q10.M, se estima

Cal
como My = 0.25,—a y Q10 se propone que valga 2. De manera que la
man - 100g

funcién de generacién de calor queda como

T—-37
Calor metabdlico = (0.25) -2 10

y la interpolacién en los valores 33 °C y los 38 °Cqueda como:
calor metabolico = C, = (—0.3087) 4+ (0.0151) - T (3.13)

Como se puede ver en la figura (??) la diferencia del calor metabdlico ge-
nerado, expresado como una funcién exponencial y una lineal es baja. cabe
mencionar que la aproximacién lineal no fue realizada por una serie de Tay-
lor truncada en el primer término, pues es mas importante los valores que la
aproximacién de las derivadas, de todas maneras ambas funciones presentan
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un comportamiento similar.

C.=(ap+ay-x+ay-2*) (T, —T(z)) (3.14)

La transferencia de calor en ma-
teriales que estan en contacto uno
con otro, se lleva a cabo prin- o=t
cipalmente por la conduccién y
la conveccion, de manera que la
conduccién de calor por radia-
ciéon entre dos cuerpos en contac-
to a baja temperatura no es re- oa
levante. De manera que sutituyen-
to (3.13) y (3.14) en (3.12) obte-

nemos la siguiente ecuacién diferen- % ®ms s wms ® w5 = =s

0.24 -

0.23 -

0.2r

cial. Figura 3.3: Comparacién aproximacion
lineal contra exponencial

5%0 1 46
.403846[ﬁ+—'5—] = (ag+ay-r+ay r?)(0,—0(r))+(—0.3087) +(0.0151) -0
r2 r or
(3.15)
Para obtener las condiciones de frontera que se van a aplicar al modelo tam-
bién se recurre a los experimentos. Analizando los resultados del Dr. Harry

Penne en la Figura 3.1 podemos encontrar que la funciéon temperatura 6
alcanza su méaximo en el centro y el valor en el centro es de 36.2

%(0) —0  0(0) = 36.2

Por otro lado, la pierna, a temperatura ambiente, intercambia calor con

el aire a un ratio de 0.0005 ggjjgfg, lo que se traduce en
do
(1) = 0.0005(37 - 6) (3.16)

donde (1) es la temperatura que se registra en la parte exterior de la pierna,
la cual es expresada por Mitchel et al[11] como

o(1) = 37
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. Por tanto, el modelo final queda expresado como el siguiente conjunto de
ecuaciones

5%0 1 66

A03846[ 5+~

| = (ap+ay-r+ag- 1) (0, —0(r))+(—0.3087) + (0.0151) -0

(3.17)
Con condiciones de frontera:

6(1) = 37
0(0) = 38
% (0) (3.18)

do
%(1)
Donde se busca encontrar los valores para ag, a; y as tales que la funcién
minimice la norma 2 entre el promedio que obtuvo Harry Penne de sus me-
diciones experimentales y el modelo planteado.

I
o

—.0005(37 — 6)

3.2.2. Modelo Funcional

Cuando se presentan cambios en la estructura vascular, como aquellos
provocados por la enfermedad vascular periférica, la temperatura a lo largo
de la pierna deja de ser homogenea (como se observa en la Figura 1.2) lo que
afecta las hipotesis del modelo que se planted anteriormente. En este caso el
conocer la perfusion del tejido es necesario para poder establecer la variacion
que ha sufrido el sistema vascular, es por ésto que se requiere determinar un
nuevo modelo.

Una diferencia importante entre un tejido sano y uno enfermo la reporta
Manish Baharara et al [15], pues reportan que los pacientes con enfermedad
vascular periferica tardan mas tiempo que los pacientes sanos en regreserar a
la temperatura que registraron antes de someterlos a una prueba reto?. Esta
informacion sera importante cuando se analice el modelo que se propone en
esta seccion.

Trucu et al [19] analizan el siguiente conjunto de ecuaciénes:

2La prueba reto consiste en sumerger el pié en una tina con agua tibia y medir cuanto
tiempo tarda en recuperarse
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KT+ f(2)T =T, (3.19)
Con condiciones de frontera
T.(1,1) = g(t)
L(0,) =0 (3.20)
T(1,t) = h(t)
T(z,0) =0

Con g y h funciones conocidas, y f en representacion de la perfusion.

Para este conjunto de ecuaciones se puede demostrar que se tiene un tnico
par de funciones T'(x,t) y f(z) que resulven el sistema 3.19 y 3.20 (Revisar
Apéndice A).

La ecuacién diferencial que resuelven no posee una interpretacion fisica como
tal a pesar de que el término f(z)T se parece a un término convectivo.

El trabajo de Tom J. Love [13] para encontrar el coeficiente de perfusién de
un tejido lo realiza sin utilizar un termino de perfusion, algo similar se va a
plantear para el modelo funcional.

Tomando la ecuacion de transferencia de calor 3.4 y sin tomar en cuenta el
metabolismo se llega a la siguiente ecuacion:

% = KATi + Per fusion.
Para la ecuacién anterior se va a interpretar AT = T}, pues este modelo se
plantea de manera unidimensional, esto apoyados por la medicién puntual
que realiza Baharara et al [15],y la perfusién la aproximaremos como se ha
propuesto anteriormente per fusion = f(x)(t — 37) el valor 37 viene dado
por la temperatura arterial como lo reporta El Dr. Penne [16], esto da como

resultado la siguiente ecuacién

dTy drT

— = K— + fi(z)(T1 — 37). 3.21

= K4 R - 37) (3.21)
La ecuacion anterior determina la transferencia de calor unidimensional en
un tejido biolégico, para esta ecuacién se pueden tomar condiciones similares
a 3.20 dadas como

Ti.(1,t) = g1(%)

Ti2(0,t) =0

T(1,t); = hy(t) (3.22)
Ty(z,0) = 37
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En estas condiciones de frontera, T,(1,t) = ¢1(¢t) y T1(1,t) = hyi(t) es in-
formacién que puede medirse directamente en un experimento, 77,(0,t) = 0
viene del trabajo de la medicion experimental de la temperatura del Dr. Pen-
ne [16] en la parte central del antebrazo y del trabajo de Mitchell et al [11] en
sus experimentos de amputacién de pierna. La tltima condicién Ty (x,0) = 37
responde a una aproximacién burda de la temperatura inicial del modelo, de
manera que sea posible asignarle una interpretacion al modelo que se plantea.

Como el modelo determinado por el par de ecuaciones 3.21 y 3.22 toma
en cuenta la temperatura que se registra en la superficie de un tejido cuando
éste esta cambiando su temperatura de manera similar a una prueba reto, se
tiene un modelo apto para para determinar de manera puntual la perfusion
de un tejido que tiene un sistema vascular danado.

Para poder transformar (3.21,3.22) a (3.19,3.20) se propone 7' = T} — 37,
al redefinir a T" las funciones g, h y f quedan como:

f(x) = fi(z) g(t) = g1(t) h(z) = hi(z) —37

Bajo esta nueva definicién de las funciones, y una conduccién de calor® K =
0.403846 similar a la que se plantea un método para resolver el sistema 3.19
y 3.20.

3El factor de conduccién de calor corresponde al que se estimé para utilizar en el modelo
estable
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Implementacion numeérica

La solucién de ambos modelos consiste en un par de funciones 6 (ag +
a1r+aez?) y T, f . Para ambos pares de funciones se determinaran funciones
auxiliares que podran consultarse en el Apendice B, y se utilizaran algunas
rutinas implementas ya por Matlab. En las siguientes dos secciones definimos
las funciones y explicamos que hacen las rutinas de Matlab.

4.1. Solucion numérica al modelo Basal

Para la solucion de este modelo lo primero que se realizé fue convertir la
ecuaciéon 3.17 en un sistema de dos ecuaciones, para esto tomamos 6 = 6 y
0" = 0y y se obtiene la siguiente ecuacién:

91 ' 92
[ 0, } = [ ((ao+arz+azx?)(36—61)+0.1516, —0.3087) @y (4-1>
0.403846 T

61(1) | | 37

G(1) | | O
El cédigo de esta ecuacion se puede consultar en el Apéndice B.2.2.
Para resolver la ecuacion anterior se utiliza la rutina ode45 la ventaja de esta
rutina radica en ser un método de paso variable basado en un esquema de

Runge-Kutta, Dormand-Prince, de manera que tiene una precisién de cuarto
orden al resolver el problema.

Con condiciones iniciales

20
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La rutina Ode/5 se implemento como parte de una funcién que al recibir tres
pardmetros ag, a; y as obtiene una funcién a la ecuaciéon 4.1 con esos tres
parametros,esta funcién se llama Solver y puede consultarse en el Apéndice
B.2.1.

La parte final de la implementacion consistié en utilizar la funcién anterior
y hacer una minimizaciéon de minimos cuadrados respecto a la informacion
extra que se tenia del modelo §(0) = 38 y ‘é—f(O) = 0, la rutina Isqcurvefit sirve
para minimizar la distancia entre el valor de algunos puntos de una funcion
y un conjunto de valores prestablecidos. Esta rutina depende del valor desde
el cual inicia la busqueda.

4.2. Solucion numérica al modelo funcional

Para encontrar una solucién a este modelo se empezd por implementar el
esquema de Crank Nicolson, este es un esquema implicito por medio del cual
se resuelve una ecuacion diferencial parcial, las ventajas que tiene este esque-
ma es que no tiene ni difusion ni dispersion numérica, este es un problema
que ayuda a que la solucion que se busca tenga la menor cantidad posible de
interferencia, para las condiciones de frontera se agrego un punto extra fuera
del dominio, lo que permite anadir las condiciones de frontera directamente
en el algoritmo.

La discretizacion de la ecuacion diferencial parcial quedé como:

h 3| k2
= (&) T (i, t; + h)
_ KT(IL'Z + k’, tj) — 2T(£CZ, t]) + T(ZEZ — k’, tj)
k2

+ f(@)T (x4, t5))]

(4.2)

Este esquema quedo implementado en una funcién crni(w) : R® — C! tal
que crni(ag, a1, as) = h(t) = T(w,t) donde T'(x,t) es solucién a la ecuacién
diferencial parcial 3.19, la implementacion de esta funcién se puede consultar
en el Apéndice B.1.1.

La funcién crni(w) sirve para determinar un funcional conocido como el fun-
cional de Tikhonov, respecto a este funcional de hablara en el Apéndice, este
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funcional lo definimos como:

M*(p):R* - R

] 4.3
M®*(ag, a1, az) =|| erni(ag, a1, az) — h(x) ||* +a || (ag, a1, az) || (4.3)

Una ventaja de este funcional, es que garantiza la exitstencia de un minimo,
en el Apendice B.1.2 se implementa el funcional en Matlab, el ultimo paso
consistié en utilizar la rutina fminsearch que sirve para encontrar el minimo
de una funcién,
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Resultados y Discusion

La diabetes es un mal asociado con altos consumos de azicar que se
esta propagando a gran velocidad por el mundo.
La diabetes trae como consecuencia la alteraciéon en la produccion de insuli-
na lo que provoca problemas en la circulacion afectando la transferencia de
calor entre el tejido y los vasos sanguineos. Por lo tanto en las personas con
Diabetes se observan cambios en los perfiles térmicos en la superficie de la
pie, sin embargo las alteraciones en el sistema vascular también afectan la
capacidad perfusiva del tejido.
Debido a que la conveccion es un fenémeno que depende de manera directa
de los cambios en el flujo y es cuantificable, esto permite obtener un conoci-
miento sobre el estado de salud del tejido al reflejar las alteraciones que se
van presentando en el sistema vascular.
Se revisaron diferentes articulos relacionados con el estudio de la propagacion
de calor en el tejido bioldgico, estos trabajos reportan los resultados de ex-
perimentos que tuvieron como objetivo determinar las propiedades difusivas
del tejido. Estos trabajos coinciden en aproximar la perfusiéon por un valor
constante, sin embargo con cada ramificacion del sistema vascular, las pro-
piedades de conveccién cambian, por tanto es mas adecuado suponer un valor
perfusivo variable (ademds de que es de interés de este trabajo conocer con
mejor exactitud la capacidad perfusiva a diferentes escalas). No ha habido
trabajos experimentales que comparen los resultados obtenidos al considerar
la perfusién constante o una perfusion variable, lo mas cercano es el trabajo
de Trucu et al en el cual analizan el modelo que aqui se plantea[19].
Para este modelo se repite su demostracion de existencia y unicidad de so-
lucion, para esto se reviso el libro de ”Elements of the Theory of Inverse

93
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Problems”de A.M. Denisov. Con la unicidad asegurada, es factible buscar
una solucién de nuestra ecuacion.

Debido a la complejidad para plantear el problema es decir minimizar un
funcional, se decidi6 abordarlo como un problema de estimacion de parame-
tros, para esto se supuso que la perfusiéon tiene una representacién polinomial
p(r) = ap+a1x+ayr?, de manera que el problema de minimizar un funcional
se convierte en minimizar una funcion de tres variables en R.

5.1. Modelo Basal

Al minimizar los resultados del modelo basal, se obtuvieron los siguientes
coeficientes del polinomio que representa la perfusién.

—0.8723 — 0.3935 - & — 0.2234 - 2 (5.1)

Esto quiere decir que la interaccion entre la sangre y el tejido tienen una
interaccién mayor conforme mas se acerca uno a la superficie del tejido.

-0.8

-0.8

1,21

-l4r

-1.6

-1.81

5.2. Resultados de la simulacion del modelo
funcional

Los resultados del esquema de Crank Nickolson sin perfusién (a) y con
perfusién (b) se puede ver en la Figura 4.1, donde se observa como la per-
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fusion afecta la propagacion de calor. Ambas simulaciones tienen la misma
condicién de frontera, sin embargo, la simulacién de a se realizé con un coe-
ficiente de perfusién 0, y la simulacién b con un coeficiente de perfusion
1+x+ 2%

Figura 5.1: Simulaciones con Crank Nickolson de diversos valores de la perfusion

Se realizaron simulaciones en el caso del modelo funcional, con diversas
funciones en la frontera para conseguir, los resultados fueron los siguientes:

Condicién de frontera derecha t(t —10)?
Coeficientes de perfusion -1.9467 1.0838 6.3009
Funcién de la derecha 0.5t(t — 10)?
Diferencia maxima 4627
Color rojo
Condicién de frontera derecha t(t —10)?
Coeficientes de perfusion 4.4113 5.8307 -0.7685
Funcién de la derecha t(t —10)?
Diferencia maxima 3.1061
Color Azul

A pesar de ser informacién tedrica, la perfusion muestra un comportamiento
creciente, de manera que la perfusion aumenta conforme se acerca al tejido
superior, fenémeno real relacionado con la sobre perfusion que presenta la
piel. Para este estado en el experimento numérico se modificaron la condi-
cién de frontera derecha, por que eso representa las alteraciones esperadas
en un experimento médico.

El funcional de tikhonov se utilizé para poder calcular numéricamente la so-
lucion al problema.
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Figura 5.2: Grafica de dos diferentes funciones de perfusién
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Conclusion

En este trabajo se vincul6 el desarrollo realizado en ecuaciones diferencia-
les con la problemética de la Diabetes. Gracias a esta vinculacién surgié una
manera diferente para abordar la probleméatica de esta enfermedad, y en
general de las enfermedades vasculares ya que se presenté un método para
medir alteraciones entre dos estados (el enfermo y el sano) de manera cuan-
tificable.

Para ello se establecieron dos métodos diferentes que nos permitieron
conocer la perfusién sanguinea de una persona sana y de una persona con
enfermedad vascular periférica en brazos y piernas, al reducir un problema
inverso a un problema de estimacién de parametros.

La solucion tedrica del problema inverso, establece una relacion entre la
perfusion y los patrones de temperatura. El andlisis de los patrones de tem-
peratura nos llevé a obtener el coeficiente de perfusion sanguinea, que podria
ser una herramienta para el diagnostico en la enfermedad vascular periférica.

Con las bases de éste trabajo se podra vincular a un protocolo médi-
co relacionado con enfermedades vasculares periféricas. Para conseguir esto,
sera necesario mejorar los algoritmos de minimizacién, obtener datos reales
de temperatura y calibrar el modelo, asi como analizar las alteraciones que
puede presentar la perfusion en personas sanas, con sobrepeso y obesidad.
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Apéndice A

Unicidad de solucion para el
problema inverso

Esta demostracién es complementaria para obtener la solucion del pro-
blema planteado, y es tomado del libro ”Elements of the Theory of Inverse
Problems”de A.M. Denisov.

El conjunto de ecuaciones a resolver, consiste en el siguiente conjunto

U(x,t) = Upe(x,t) — q(x)U(2z,t)  x €[0,7] (A1)
U.(0,t) =0 t € (0,00] (A.2)
U ) =plt) 20 (A3)
U(x,0) =0 x € [0,7] (A.4)

donde se supone que se cumples las siguientes condiciones para ¢(x) y para
p(z)

q(z) € C[0, 7], q(z) >0, x € |o, m|p (A.5)
p(t) € C*0,00),  pu(0) =p(0)=0,  pt)=0t=0 (A.6)
u(m,t) = g(t) t>0 (A.7)

A partir de este conjunto de ecuaciones, definimos una solucién al problema
A.1-4 y A.7 como sigue:

Definicién 1 Un par de funciones q(z) y u(x,t) se dice que es solucion al
problema inverso A.1-4 y A.7 si q satisface A.5 y ademds

Uz, )U,(z,t) € C[[0, 7] x R*]
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Uy (2, )Usa(z, 1) € C[[0, 7] x R*]

Con estas definiciones y ecuaciones se enunciara un teorema de unicidad,
para mostrarlo se transformarad la ecuacién diferencial parcial a un sistema de
ecuaciones diferenciales orinaras con un parametro, el sistema en ecuaciones
diferenciales resultantes forma parte de las ecuaciones de Sturm-Liouville, de
manera que para demostrar la unicidad se utilizara un teorema de unicidad
sobre operadores diferenciales de tipo Sturm Liouville.

Teorema 1 Sea i que satisface A.6. Si q;(x),U;(z,t)i = 1,2; son solucio-
nes del problema inverso A.1-4 y A.7, entonces q1(v) = q2(z)Vx € [o,7| y
Up(x,t) = Us(z, )V € [o, 7yt > 0

Demostracion Sean q y U soluciones al problema A.1-4 y A.7, entonces:

Uz, t)Uy(x,t)Upe(z,t) — 0 t +— o0

puesto que no hay flujo en la frontera, de manera que u tienda a un estado
estable. Definiremos la transformada de Laplace de una funcién u respecto a
la variable t como sigue:

Llu] = v(z,p) = /O7T e Plu(x, t)dt

La transformada de Laplace, como la de Fourier tiene ciertas propiedades.
algunas de ellas son las siguientes: L[af(t) + g(t)] = aL[f(t)] + L[g(t)]

LIf'(t)] = sL[f(t)] = f(0)
Aplicando la transformada de Laplace a la funcién U, sus derivadas y sus
condiciones de frontera se obtienen las siguientes ecuaciones

Liw] =pv  Llug] =" Liul=v

Llug(0,t)] = v'(0,p)  L[uz(0,m)] = '(w, p) = v(p) = Llu(t)]

Aplicando la transformada de Laplace a las ecuaciones A.1-4 y A.7 y usando
su linealidad, se llega a una ecuacion diferencial ordinaria que depende de un
parametro p como sigue

o = (q(x) + p)v =0 (A8)

v'(0,p) =0 (A.9)
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V(m,p) = v(p) (A.10)

las soluciones v; = L{u;(x,t)] son solucién del sistema de ecuaciones anterior,
definimos un nuevo problema con las siguientes condiciones iniciales

w(0,p) =1 w'(0,p) =0 (A.11)

Sea w solucién al problema A.8 y A.11 de manera que se afirma que si v es
solucién al problema A.8-10, entonces v y w son linealmente independientes

Lema 1 si Y] y Y5 son soluciones a la ecuacion diferencial homogénea y" +
q(x)y' +r(x)=0 x € Iq(x) € C(I), entonces W (y1,y2) es idénticamente
cero o distinto de cero para toda x € I

W(yhyz) = ’ yrovz Y1 - yi — Y- yé entonces

Y Yo

W' (g1, y2) (@) = Y1y5 + 11yh — Y1y — s = 1hyh — Y1

Como ¥y v ¥ son soluciones de la ecuacién homogénea, se tiene:
v+ a@y +r(@) =0 gy +aq(@)yy +r(z) =0

de donde se deduce que

vyt = q(x)yoy +yer(x) =0 yyryy = —q(@)yiyy — yir(x)

de aqui llegamos a:

vy — y1ys = —q(x)(y1ys — yau)

es decir
dw

= = Yuyi — s = —q(x) (1Y — Youh) = —qu

De manera que el Wronskiano para una ecuacion diferencial ordinaria de S-L

tiene la forma de:
w = cpe f; q(t)dt

De donde se puede concluir que el wronskiano o es distinto de cero, o idénti-
camente cero Ml
Volviendo al sistema de ecuaciones planteado, tenemos que v'(0,p) = 0y
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w'(0,p) = 0 de manera que (v'w —w'v)(0,p) = 0 por tanto v y w son lineal-
mente dependientes para todo x € [0, 7] y la dependencia no es en funcién de
x, por lo tanto v(z, p) = ¢(p)z(z, p) De manera que ¢(p)w, (7, p) = v.(pi,p) =

= M € manera que

v(p)w(z,p) (A12)

P )

Sean ¢;,7 = 1,2 y u;,i = 1,2 soluciones al problema inverso A.1-4 y A.7 y
w;, 7 = 1,2 solucién al problema A.8 y A.11, de donde se tiene que

vi(m, p) = L{wi(m,p)] = L[g(t)] = Llua(m,p)] = va(,p)
por lo tanto vy (m, p) = ve(m, p), siRep > 0 de manera que se puede llegar a

v(p)wa (T, p)
wy (7, p)

v(p)wy (7, p) = v (7.D) = vo(m.p) =
uftmp) TP

por lo tanto
wl(Tr?p) _ w2(7T7p)
wi(m,p)  wy(m,p)
Como w; resuelve A.8 y A.11 , entonces w; es analitica en funcion de p,

(A.13)

w; ., - ’
or lo tanto — es una funcién analitica salvo en los puntos p donde w! no
/ 7
i

sy . w1
es analitica, de manera que de A.13 se puede concluir que los ceros de —

wy

Wa w; ., " , .
y — Mostraremos que —, es una funcién analitica, se mostrard que tienen
) W

2 i
distintos ceros, esto es:
Si po es tal que wi(m,py) = 0 = w;(m, py) # 0.

Supongamos que existe pg tal que
wz‘(W,po) = w;(ﬂapo) (A~14>

Entonces w;(z, po) resuelve A.8 y A.11, por lo tanto w;(x, pg) = OVz € [o, 7|,
pero w;(0,pg) = 1, lo cual no es posible, pues w; es constante cero, por lo
tanto:

Siwi(m,po) =0 = w(m,po) #0

De lo anterior se sigue que:

w§7ﬂpo) =0 = U)Q(W?po) =0y wll(ﬂapo) =0 = wé(ﬂ,po) =0
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Es importante notar que los ceros de la funcién A.13 son el eigenvalor ne-
gativo de la ecuacién , es decir si p = p es un cero de wgw,p) =0:=1,2

entonces A\ = —pi, es el eigenvalor asociado a la eigen funcién w'z, pi) de:

" +q(x)y =Ny (A.15)
Con condiciones iniciales
y'(0) = 0 y(r) = 0ademas de cumplir que y(0) = 1 (A.16)

Como w;(z, p)) resuelve A.8 con ¢; = q y p = p), entonces y; = w;(z,p})
resuelve A.15 y A.16, y por A.11 la solucién de A8 no es trivial.
Recapitulando:

Si w; es solucién de A.8 y A.11, con w; = L[v;] y v; solucién de A.8,A.9
y A.10 entonces el conjunto {—p | w;(m,p) = 0} son los eigenvalores de la
ecuacion A.15 y A.16, el reciproco es cierto, esto es si p es un eigenvalor de
A.15 y A.16, entonces es un cero de la funcién w; entonces:

{=p | wi(m,p) =0} = {a| aeseigenvalordeA.15y A.16}
De manera analoga se puede mostrar que:
{—p | wi(m,p) =0} = {a| aeseigenvalor deA.15y A17}

Con

y(0)=0, y(m)=0 (A.17)

Si llamamos:

X! al eigenvalor de A.15,A.16 con g = ¢;

y .

pun® al eigenvalor de A.15,A.17 con ¢ = ¢;

la ecuacion A.13 nos dice que un eigen valor de A.15,A.16 con ¢ = ¢; es
un cero de wy(0,7) al igual que de wy(0,7) por tanto es un eigenvalor de
A.15,A.16 con q = g de manera similar para los eigenvalores u, por lo tanto
se demostro que las condiciones de frontera A.2-A.7 determinan el espectro
de la ecuacién A.15, A.16 y A.15, A.17 lo que determina de manera tnica la
funcién q, esto por el siguiente par de teoremas y las siguientes ecuaciones:

y'+ (A =p(z))y =0 (A.18)
y(0)cos(a) + y'(0)sen(a) =0 y(m)cos(B) +y'(m)sen(8) =0  (A.19)
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y(0)cos(a) + ¢/ (0)sen(a) =0 y(mw)cos(y) + y'(m)sen(y) =0 (A.20)

Teorema 2 Silos espectros de A.18,A.19 y A.18, A.20 son iguales, y sen(y—

B) # 0 esto puede pasar siy # 3 entonces p(x) estd determinado de manera

unica

y se probd que ¢ = @9 entonces, basta demostrar que u; = us. Como uq, usy

son soluciones de A.1-A.4 y como la ecuacion es lineal, entonces U = u; — us

también es solucién de A.1 - A.4 con pu(t) =0 con ¢t > 0, entonces tenemos
Ui = Upp — q(c)U = UU; = UU,, — q(c)U?

Integrando respecto a x tenemos

/lﬂu¢mww—/'Umxwrmw+/’«mU%mTww=o
0 0 0

Integrando respecto a 7

UU, (4, 7)dipdr— UU,, (0, 7)dipdr+ 2)U (¢, 7)dpdr = 0
[ [ [ o

(A.21)

Jo 5 U, Y dvdr = 7 [ UV, 7)ddr

_ /(W?w d

_/”Wm> ﬂw>
= | =
- f()ﬂ- U2(¢7t>dw
= Jo J§ UUss(, 7)duodr - = Jo J§ UsUs = (UU )b
= ﬁmWWW—/U%WT
fo fo Uldipdr — fo Ug(t,m) — U(t,0)U,(t,0)dr
L%WW&

Sustituyendo lo anterior en la ecuacién A.21 se llega a:

A (w+//QﬂWhﬁ// (2)U* (¢, 7)dpdr =0 (A.22)

Donde los tres términos del lado derecho de la ecuacion son positivos, por
tanto

dy

0=U(x,t) =uy —uy = Uy = U (A.23)
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Programas

B.1. modelo funcional

B.1.1. Crank-Nicolson

function LD = crni(w)
%/Parametros
N = 300; %Discretizacion en el espacio
T = 350; % Discretizacion en el tiempo
h = 10/T; % Delta t
k = pi/N; % Delta x
cc = 2; % Constante de la conduccién del calor
lambda = (h*cc)/(2xk*k) ;
g = @(t) t.*x(t-10).72; %Condicién de frontera derecha
p= @(x) w(l) +w(2)*x+w(3)*x."2; %polinomio de la ecuacién de calor
U = zeros (N,T);
%% Diagonales de la matriz Izquierda del algoritmo de CN
DCI = zeros(N,1);
for i =1:N
DCI(i)=1+2*lambda+h*p((i-1)*k)/2;

end

DSI = zeros(N-1,1);

DSI(1)=-2%lambda;

for i = 2:N-1
DSI(i)=-lambda;

end

65



APENDICE B. PROGRAMAS

DII = zeros(N-1,1);
DII(N-1)=-2*lambda;
for i = 1:N-2
DII(i)=-lambda;
end
LI = diag(DSI,1)+diag(DCI,0)+diag(DII,-1);

%% Diagonales de la matriz derecha del algoritmo de CN
DCD = zeros(N,1);
for i =1:N
DCD(i)=1-2*lambda-h*p((i-1)*k)/2;
end
DSD = zeros(N-1,1);
DSD(1)=2%1lambda;
for 1 = 2:N-1
DSD(i)=lambda;
end

DID = zeros(N-1,1);
DID(N-1)=2*lambda;
for i = 1:N-2
DID(i)=lambda;
end
LD = diag(DSD,1) + diag(DCD,0)+diag(DID,-1);
hhAlgoritmo
VA=zeros(N,1);
for 1 =1: T
VA (N)=2%h*lambda* (g(i*h)+g((i-1)*h));
U(1:N,i+1)=LI\(LD*U(1:N,i) +VA);
end
surf (U)
LD=U(N,1:T)’;
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B.1.2. Funcional de Tikhonov

function L = curve(x)

T=350;

alpha = 1/2;

g = 0@(t) t.*x(t-10).72;
S=feval(g, (0: (10/T): (T-1)*(10/T))’);

L =norm(crni(x)-S) . 2+alpha*norm(x)."2;

B.2. Modelo basal

B.2.1. Solucion a ecuacion diferencial

function solver(a)

global W ;

W=a;

[T,Y] = ode45(@edoper, [0.00001,1], [37,0]);
plot(T,Y(:,1),’->,T,Y(:,2),’-.7)

Y;

B.2.2. ecuacion diferencial

%% Definicién de la ecuacién diferencial

function dxdy = edoper(y,x)

%/%Define un parametro global W, éste

hhconsiste en los coeficientes del polinomio

%%de segundo orden que aproxima la perfusién

global W ;

%/hDefinicién de una funcién en forma de matriz

dxdy = zeros(2,1);

hhParametros que se usan después de realizar el cambio
%/%hde Ecuacién diferencial de segundo orden a sistema
%/%de dos ecuaciones de primer orden, son combinacién
hhde la conductividad térmica y la aproximacién lineal
%hal calor metabélico

sl = 0.403846;

s2 = -0.3087;

s3 = 0.0151;
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Ta = 36; %kTemperatura arterial

%hDefinicién de la ecuacién diferencial

dxdy (1) = x(2) ;

dxdy(2) = ((W(L)+W(2)*y+W(3) *y. 2)*(Ta-x(1))+ s3*x(1) +s2)/s1 -x(2)/y;

B.2.3. Minimizacion de parametros

function x = minimizar

t =1;

Am= 38;

en= .5;

a = —en*(37-Am) ;

s$2=38;

y0=[0 0 0];
x=1sqcurvefit(’solver’,y0,t,s2);
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