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Resumen

Este trabajo de investigación aborda la problemática de retroalimentación de fuerza

en interfaces hápticas. Se considera un sistema bilateral en el cual el operador interactúa con

el ambiente virtual a través de un robot háptico que envía lecturas de posición y fuerza a

una computadora, donde se encuentra programado el ambiente virtual. El ambiente virtual

retroalimenta la fuerza generada por el contacto con la superficie rígida al operador mediante

el robot. Se verifica la estabilidad del sistema utilizando la teoría de Lyapunov. Se comparan

tres métodos utilizados para modelar el ambiente. El modelado tradicional por impedancia o

penalización (masa-resorte-amortiguador), el desarrollado en [13] [21] que utiliza el modelo

del manipulador utilizando el método del Lagrangiano restringido y el propuesto en [8]

basado en una aproximación numérica.





3

Capítulo 1

Introducción

”La realidad virtual nos va a permitir entrar y navegar dentro de la imagen. Antes la

imagen servía para transformar el mundo; ahora la imagen virtual es el mundo.”Quéau,

Philippe.

”¿Qué es real? ¿Cómo defines real? Si hablas de lo que puedes sentir, lo que puedes oler,

probar y ver, lo real son impulsos eléctricos que tu cerebro interpreta.” Matrix.

Los seres humanos percibimos gran parte de nuestro entorno al observarlo. Es por

ello que se da gran importancia a la retroalimentación visual en los sistemas de teleoperación

y realidad virtual; sin embargo la capacidad de observar, escuchar, tocar, sentir y manipular

objetos en el entorno permite generar la sensación de inmersión dentro de un ambiente

virtual, creando una experiencia más real.

La posibilidad de crear ambientes virtuales ha tenido un gran desarrollo en los

últimos años gracias a los avances en computación grafica y al vertiginoso desarrollo de

la microelectrónica. Se tiene un sinnúmero de aplicaciones, entrenamiento en simuladores,

microcirugía, rehabilitación, exploración, por mencionar algunas.

Se conoce como realidad virtual a las tecnologías que permiten crear mundos ge-

nerados por computadora o ambientes inmersivos, con los cuales la gente puede explorar e

interactuar. Esta idea fue presentada por primera vez por Ivan Sutherland en 1965: ”Haz

que el mundo (virtual) se vea, suene, se sienta y responda de forma realista ante las acciones

del observador”. En su trabajo consideraba introducir retroalimentación de fuerza [46].

Los ambientes virtuales pueden considerarse en la simulación de un sistema te-

leoperado como en la Figura 1.1, expandiendo las fronteras de estos sistemas, al no solo
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generar la sensación de inmersión, sino la de telepresencia.

La única diferencia entre una interfaz háptica y un sistema teleoperado consiste

en que la señal de retroalimentación en el caso de un sistema teleoperado es enviada por la

adquisición del esclavo mientras que en la interfaz háptica es obtenida mediante un modelo

del ambiente.

Al enriquecer estos sistemas con retroalimentación de fuerza, se habla de inter-

faces hápticas. El termino háptico se refiere a la existencia de una modalidad táctil. La

morfología del termino hap·tic (’hap-tik) proviene del griego haptiko asociado al sentido del

tacto haptesthai. El objetivo es lograr que el operador sienta y manipule objetos virtuales

percibiendo forma, peso, textura y temperatura, permitiendo incrementar la sensación de

presencia proporcionando restricciones naturales al movimiento de los objetos.

Figura 1.1: Teleoperación Bilateral.[23]

¿Cómo se genera esta sensación táctil? Por ejemplo, se puede utilizar un robot con

2 o 3 grados de libertad, y mediante una ley de control enviar un voltaje apropiado a los

motores para que generen una fuerza de reacción sobre el efector que manipula el operador.

Desde el punto de vista de control, las características con que debe contar una

interfaz háptica son los siguientes:

Estabilidad: Se debe garantizar la estabilidad del sistema en lazo cerrado independien-

temente del comportamiento del operador o el ambiente [23].

Telepresencia: Proporcionar al operador la sensación de interactuar con el objeto vir-

tual. Una definición mas completa dice que ”Del lado del robot esclavo, el manipulador

• 

• 

Retroa limentación 
Visua l y Auditiva 

Robot Maest ro 
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debe ser diestro para permitir que el operador realice la actividad humana, en la esta-

ción de control, el operador debe recibir suficiente cantidad de información que provea

la sensación de presencia [35].”

Transparencia (Back-driveability): El operador no debe sentir la dinámica del disposi-

tivo háptico que está manipulando, no debe ejercer ninguna fuerza sobre el operador

mientras no exista interacción física con el ambiente virtual.

1.1. Planteamiento del Problema

La realidad virtual, la teleoperación y las interfaces hápticas proveen de múltiples

retos que enfrentar:

Computación Gráfica: Al crear los ambientes virtuales.

Mecánica: Desarrollo de dispositivos hápticos.

Instrumentación: Por la necesidad de sensar y retroalimentar señales al operador.

Control: Modelado de los dispositivos hápticos y los ambientes virtuales, la robus-

tificación del esquema de control con respecto a retardos, reproducción háptica de la

superficie, estabilización del sistema, retroalimentación realista de la sensación háptica,

simulación entre distintos materiales, transparencia del sistema, entre otros.

Este trabajo se centra en generar un sistema de control estable y realista que genere

la sensación háptica de superficies virtuales rígidas. Se plantea el problema como sigue:

Diseñar, programar e implementar un esquema de control transparente que permita generar

la percepción háptica de un ambiente virtual.

Se toman las siguientes consideraciones:

La superficie virtual es suave, es decir, no tiene cambios bruscos en su forma.

Los retardos se consideran despreciables.

El operador mantiene la trayectoria sobre la superficie.

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 
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Los parámetros (masa, amortiguamiento) del robot son constantes.

Se modela al operador como un controlador PID [3].

Por mencionar algunas aplicaciones se tienen [28]:

Visitas virtuales (museos, entornos peligrosos, exploración).

Medicina al realizar teleoperación de cirugías y simuladores para entrenamiento.

Pintura, escultura y CAD.

Visualización científica.

Rehabilitación psicológica y motora.

Videojuegos.

1.2. Estado del Arte

1.2.1. Interfaces Hápticas

Percepción Táctil

El sentido del tacto es primordial para interpretar nuestro entorno, sin embargo

muchas veces este es ignorado. Existen 2 tipos de percepción táctil:

Percepción estática: informa de la temperatura, el peso y la consistencia.

Percepción dinámica: la información es proporcionada por el movimiento voluntario

de la mano o los dedos. Permite percibir textura, aspereza, dureza y forma.

El sistema háptico es un sistema exploratorio, no solo receptivo [44]. Se basa principalmente

en:

Receptores Cutáneos: se encuentran localizados a lo largo de la piel. Permiten detectar

presión, temperatura, vibración y dolor. El ser humano puede sentir vibraciones de

hasta 10,000 Hz, distinguir señales táctiles de mas de 1 Khz, es capaz de identificar

una protuberancia de menos de 2 µm en una superficie lisa y de 0.06 µm en una

superficie áspera.

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 
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Receptores Kinestésicos: Localizados en los músculos y rótulas, detectan fuerza y mo-

vimiento. El ancho de banda es de 20 a 30 Hz, la preción es de 2.6o en los dedos, 2o

en la muñeca y codo, y 0.8o en el hombro.

Músculos: El ancho de banda de reacción de los músculos es de 1 a 10 Hz, y la rigidez

necesaria para percibir un objeto como rígido debe ser de más de 25 N/mm. Los dedos

son capaces de ejercer una fuerza de 1 a 6 Newtons sin sentir molestia o fatiga [9][15].

Este sentido es naturalmente un canal bidireccional. Para entrar en contacto con una su-

perficie se mueve la mano hacia ella, mientras se interpreta la información obtenida por los

receptores. Esta información genera una percepción del ambiente y permite interactuar con

él hasta modificarlo.

Desarrollo

La investigación y tratamiento de estas interfaces comienza en década de los 50’s

y 60’s, cuando se tiene documentado el primer sistema de teleoperación. Surge debido a la

necesidad de interactuar con ambientes peligrosos,como la manipulación de material radio-

activo en los Laboratorios Nacionales de Argonne, en las afueras de Chicago [19].

Figura 1.2: Primer sistema de Teleoperación[19]

Posteriormente, en 1965, Sutherland propone de forma conceptual lo que actual-

mente se considera una interfaz háptica.[46] En 1975 en la Universidad de Carolina del

Norte (UNC) se desarrolla el primer prototipo de un sistema con retroalimentación de fuer-

za, GROPE. Este permitió resolver el problema de simulación de campo de fuerza en dos

• 

• 
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dimensiones [6]. Más tarde Burdea y sus colegas en Rutgers University crearon un guante

ligero y portable que incluía retroalimentación de fuerza [16]. En ese año, con el aumento

de la industria de los videojuegos y CAD se desarrollan dispositivos comerciales como el

PHANToM en 1994 [47], el Impulse Engine [39], el guante de CyberGrasp en 1998 [49]. En

2001 se da a conocer el dispositivo háptico Delta desarrollado por el Laboratorio de Sistemas

Róboticos de la Escuela Politécnica Federal de Laussane Suiza [20] y el Novint Falcon en

2007 [48], siendo el dispositivo háptico comercial más accesible del mercado.

La retroalimentación táctil dentro de un ambiente virtual fue planteada por primera

vez en el MIT, donde se desarollo SANDPAPER [31]. Cabe mencionar el desarrollo de

SPIDAR I y II del Instituto Tecnológico de Tokyo [55] y la interfaz SPICE de Suzuki Motor

Co. en 1994 y 1995 [53].

Figura 1.3: Resumen del desarrollo de dispositivos hápticos.[15]

En los 80’s se utilizaron criterios de pasividad para el diseño de las ganancias de

Ario 
1960 1970 19RO 1990 

Co 
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control. Para análisis de estabilidad se asumió que el brazo humano es estable durante el

contacto o acoplamiento con algún sistema externo pasivo [22]. El desarrollo de la percepción

táctil es mayor en los 90’s. Cabe destacar que Chen y sus colaboradores en 1996 [11] desa-

rrollaron una notación matemática para expresar una superficie a partir de restricciones de

contacto y modelos cinemáticos. En [10] se utilizan los vectores normales a la superficie para

reconocer la forma del objeto. En [56] Yoshikawa desarrolla un dispositivo háptico en el cual

el contacto es relacionado con eventos en un ambiente virtual. Las interfaces virtuales se han

vuelto cada vez más complejás y como consecuencia presentan problemas de estabilidad. Por

ello se desarrollaron técnicas para la integración de la interfaz con el operador humano [12]

[57]. Más adelante se exploró la posibilidad de generar el ambiente virtual no sólo mediante

una aproximación del ambiente, sino utilizando la dinámica no lineal del robot. Es posible

generar la fuerza de reacción como se muestra en [21] [13] [14], donde se hace uso del método

del Lagrangiano restringido, el cual es aplicado a teleoperadores bilaterales [3].

Características de los dispositivos hápticos

Las características que permiten distinguir un dispositivo de otro son las siguientes.

1. Espacio de Trabajo. (Workspace) Las características mecánicas de un dispositivo

limitan donde se puede mover el efector en cualquier dirección. Al acercarse a los límites

del espacio de trabajo se entra en una singularidad del mecanismo, lo que genera que

la retroalimentación de fuerza sea menos precisa.

2. Resolución de la posición. Con qué precisión puede medir el dispositivo la posición

del efector final. Esta característica afecta la simulación de superficies rígidas; entre

más preciso sea el sistema simulará mejor y presentará menos vibraciones.

3. Fuerza máxima de salida. Es la fuerza máxima que el robot puede ejercer sobre

el efector. Esta depende de la estructura del robot y del torque máximo que proveen

los motores. Esta fuerza máxima varía a lo largo del espacio de trabajo, afectando el

desempeño del controlador.

4. Grados de Libertad. Permiten al usuario posicionar y orientar el manipulador (por

ejemplo, de izquierda a derecha, de arriba hacia abajo, hacia adelante-hacia atrás y

rotaciones). Existen 3 funcionalidades relacionadas con los grados de libertad.
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Movimiento: El manipulador se puede mover y rotar.

Seguimiento: El manipulador es capaz de medir la posición y la orientación.

Retroalimentación de Fuerza: El dispositivo provee retroalimentación de fuerza

al moverlo o rotarlo.

5. Arquitectura. La arquitectura mecánica del dispositivo, la fricción en las articula-

ciones y las características de los motores afectan el desempeño de la simulación; sin

embargo, estas pueden ser compensadas mediante software.

En la Tabla 1.1 se pueden observar la comparación de algunos dispositivos comerciales.

Dispositivo DOF
Espacio de

Trabajo
F Max Resolución

Phantom Omni

6DOF Mo-

vimiento en

3D y rota-

ción

160mm ×
120mm ×
70mm

3.3N .055mm

Novint Falcon

3DOF Mov-

mimiento

en 3D

102mm ×
102mm ×
102mm

9N .063mm

Force Dimension

Omega 3

3DOF Mo-

vimiento en

3D

160mm ×
160mm ×
110mm

12N .01mm

Force Dimension

Delta 6

6DOF Mo-

vimiento en

3D y rota-

ción

400mm ×
400mm ×
260mm

20N .01mm

Phantom Premium

1.0

6DOF Mo-

vimiento en

3D y rota-

ción

254mm ×
178mm ×
127

8.5N .03mm

Cuadro 1.1: Tabla de dispositivos hápticos comerciales

• 

• 

• 
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1.2.2. Teleoperación

En la teleoperación Figura 1.4(b), se distinguen 5 elementos esenciales [38]:

1. Operador

2. Robot maestro

3. Controladores y canales de comunicación

4. Robot esclavo

5. Entorno

En una interfaz háptica Figura 1.4(a), se tiene:

1. Operador: se considera un sistema pasivo.

2. Robot maestro: se modela el sistema electromecánico.

3. Controladores y canales de comunicación: Algoritmos de control y renderizado háptico.

4. Ambiente virtual: Se genera el modelo matemático que representa al objeto, forma y

propiedades de contacto.

1.2.3. Control de fuerza

El control de fuerza se remonta a 1952 cuando se utiliza para la manipulación

de sustancias radioactivas [18]. Existen dos categorías para robots que interactúan con el

ambiente [43] [40] [42]:

Indirecto: La interacción se hace a través del control de movimiento del manipulador.

Las interfaces hápticas son controladas tradicionalmente mediante técnicas de control

por impedancia o admitancia [2].

• El control por impedancia utiliza las lecturas de posición del manipulador y cal-

cula la fuerza correspondiente dependiendo del modelo del sistema. El ejemplo

más común consiste en simular un resorte virtual. Cuando el operador comprime

dicho resorte, la interfaz aplica una fuerza que se opone al movimiento de la mano

y es proporcional al desplazamiento del resorte. La lectura de los movimientos se

• 
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Operador

Robot Maestro

Control/Comunicaciones

Ambiente Virtual

(a) Esquema de interfaz háptica

Control/Comunicaciones

Robot Esclavo

Entorno

Robot Maestro

Operador

(b) Esquema de sistema de Teleoperación

Figura 1.4: Esquemas Generales
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hace normalmente a través de los sensores del robot. Estas mediciones son envia-

das a la computadora para su procesamiento. La simulación de ambientes más

simples consiste en utilizar resortes que responden a la posición y amortiguado-

res que responden a la velocidad. Este controlador suele simular mejor superficies

deformables.

• El control por admitancia realiza la acción contraria utiliza mediciones de fuer-

za. En este caso se hace uso de métodos de integración numérica. Este tipo de

controladores responde mejor a superficies rígidas.

Directo: Se establece un lazo de retroalimentación de la fuerza para llevar a cabo la

tarea. A esta categoría corresponden el control híbrido y el control paralelo [42]. Los

primeros en proponer el control híbrido fueron Raibert y Creig en 1981 [36]. McClam-

roch y Wang [30] mostraron que el modelo dinámico del manipulador en el que su

movimiento está restringido por una superficie rígida puede describirse mediante un

conjunto de ecuaciones algebraico-diferenciales. Mediante este modelo se desarrolló el

control de fuerza con restricción de movimiento con el cual Arimoto [4] propone un es-

quema de control basado en el Principio de Ortogonalización que resuelve la obtención

de los subespacios de posición y fuerza. La ventaja de este control sobre el de impedan-

cia es que se puede controlar de manera independiente posición y fuerza. Parra-Vega,

Rodriguez-Ángeles, Arimoto y Hirtzinger [34] aplican este esquema a control de fuerza

en robots cooperativos. En los últimos años se ha buscado que el control no requiera

ni el modelo dinámico del manipulador, ni la cinématica inversa, como se reporta en

[5] o bien mediante el uso de observadores [24] [27].

1.2.4. Modelado del ambiente

El ambiente al no existir físicamente como en la teleoperación es generado ma-

temáticamente. Lo mas común es simular el contacto con una pared mediante un sistema

amortiguador-resorte en paralelo. Si el coeficiente de rigidez es lo suficientemente alto el

usuario será capaz de percibir una pared rígida. Si el usuario atraviesa la pared en un pun-

to, la fuerza de reacción será calculada con la ecuación del modelo. Este sistema puede ser

utilizado como un bloque para generar un ambiente virtual más complejo. A esto se le llama

renderizado háptico.

Como en la Figura 1.5(a), algunos de los modelos utilizados de forma individual o

• 
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(a) Modelo de impedancia (b) Modelo holonómico

Figura 1.5: Modelado del ambiente [17]

combinada son [54]:

Modelo Resorte: Se basa en la ley de Hooke.

fe = kex,

donde ke es la constante de elasticidad y x el vector de desplazamiento. Variando la

constante ke se puede obtener la percepción de objetos rígidos o elásticos.

Modelo Amortiguador: es una modificación del modelo anterior, este toma en cuenta

las variaciones la velocidad de desplazamiento del efector final:

fe = −beẋ,

donde be es la constante de amortiguamiento determinada en el modelo para la dismi-

nución de vibraciones en la interacción háptica.

, 

" 
" 

• 

• 
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Modelos de fricción Estos incluyen la fricción de Coulomb, viscosa y estática-dinámica.

Modelo de inercia Este se asocia con el movimiento de una masa conocida me. La

fuerza se determina con la Ley de Newton.

fe = meẍ

Por otro lado, en la Figura 1.5(b) el modelo holonómico cuya posición en el am-

biente es xe, el efector puede moverse libremente en la dirección y. En la dirección x, una vez

que entra en contacto con la superficie, no podrá moverse perdiendo un grado de libertad.

En ese instante la fuerza fe aparece calculada por la Tercera Ley de Newton: Toda acción

tiene una reacción igual y contraria.

xe

x

Figura 1.6: Esquema de la ecuación de restricción [17]

La ecuación de la restricción para un ambiente planar como se muestra en la Figura

1.6:

φ = aT
e x − pe, (1.1)

donde ae especifica la dirección y pe la posición en el ambiente. Se toma la restricción en xe

sustituyendo en (1.1) se tiene:

φ = x − xe (1.2)

φ = 0 en el contacto, se define una frontera ϵ alrededor de la superficie con el fin de

hacer más sencilla la resolución numérica y caer dentro de esta región tomando en cuenta

la precisión de los sensores de posición(encoders). Dentro de esta región se aproxima la

• 

• 
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restricción holonómica de la siguiente forma [8] [26].

λ̇ = φ̈ + 2ζeωeφ̇ + ω2
eφ (1.3)

λ = kDφ̇ + kP φ + kI

∫
φdt (1.4)

fe =

∫
λdt (1.5)

Donde ζe, ωe son variables que deben sintonizarse, de tal forma que el sistema de

segundo orden sea estable.

En [37] se propone el calculo de la fuerza tomando en cuenta la dinámica del

manipulador.

fe =
∥JφJT

φ∥
JφH(q)−1JT

φ

[
− Bo

Mo
φ̇ − Ko

Mo
φ − J̇φq̇ + JφM(q)−1(C(q, q̇)q̇ + G(q) + Bq̇ − τ )

]
,

(1.6)

donde

H(q) es la matriz de masas e inercias.

C(q, q̇) es la matriz de fuerzas de centrífugas y de Coriolis.

G(q) es la matriz de gravedad.

Bo es el amortiguamiento, Ko es el coeficiente de rigidez y Mo es la masa del objeto

virtual.

φ es la restricción y Jφ el gradiente de ella.

1.3. Contribución

Las principales contribuciones de la tesis son:

Se propone un esquema de control para interfaces hápticas por medio de superficies

virtuales.

Se utiliza el principio de ortogonalización para el diseño de la ley de control.

Se verifica con simulaciones y experimentos el esquema de control propuesto.

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 
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1.4. Organización de la Tesis

En el Capítulo 1 se describe el estado del arte del control de fuerza, modelado del

entorno e interfaces hápticas. Se muestra el planteamiento del problema que aborda esta

tesis y la contribución que se hace.

En el Capítulo 2 se desarrollan las herramientas mátematicas que se utilizan para

el diseño del controlador, el modelado dinámico de manipuladores y el Principio de Ortogo-

nalización.

En el Capítulo 3 se aborda la explicación del esquema de control propuesto, cómo

se genera la fuerza de reacción y la demostración de estabilidad del sistema.

En el Capítulo 4 se muestran los resultados de las simulaciones con base en el

esquema mostrado en el Capitulo 3, comparándolo con el esquema tradicional de impedancia.

En el Capítulo 5 se verifica mediante resultados experimentales las simulaciones

realizadas en el Capitulo 4.

En el Capítulo 6 se presentan las conclusiones y el trabajo futuro.
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Capítulo 2

Preliminares matemáticos

2.1. Introducción

Para desarrollar y aplicar el esquema de control a un sistema se requiere obtener

un modelo matemático que lo describa fielmente. Este permite implementar algoritmos de

control y realizar análisis de estabilidad, ya que las ecuaciones describen su comportamiento.

De esta forma primero se analiza teoricámente, se programan simulaciones para evaluar el

desempeño del controlador y finalmente se valida el esquema mediante la experimentación.

En este capítulo se abordan las herramientas matématicas para el desarrollo del modelo y

la implementación de la ley de control.

2.2. Modelo Cinemático

La cinemática es llamada la ciencia de la geometría en movimiento. Se encarga del

estudio de la descripción geométrica del movimiento, que incluye posición, orientación y sus

derivadas en el tiempo. Describe el movimiento del manipulador sin considerar las fuerzas

y pares que causan el movimiento.

Los robots se encuentran conformados por cadenas cinemáticas las cuales son ca-

denas de eslabones que se encuentran conectados por las articulaciones. Existen dos tipos

de arquitecturas:

Cadena cinemática cerrada: cada eslabón esta conectado con otro por lo menos en 2

caminos distintos. La cadena puede estar conformada por una o más cadenas cerradas.
• 
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Cadena cinemática abierta: cada eslabón está conectado con otros eslabones por una

sola trayectoria.

Figura 2.1: a)Robot paralelo 5R b) Robot serial 2R.[33]

Figura 2.2: Mapeo de coordenadas articulares a cartesianas

2.2.1. Cinemática Directa

Es la encargada de determinar la posición y orientación del efector final dado por

las variables articulares. Las variables articulares se agrupan en un vector de la forma:
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q =




q1

q2

q3

· · ·
qn




(2.1)

donde n es el número de articulaciones. Las variables que definen la posición y orientación

del vector final se definen:

x =




x

y

z

α

β

γ




(2.2)

donde x, y, z nos dan la posición del efector final y α, β, γ la orientación. Uno de los mé-

todos más utilizados para seleccionar los marcos de referencia es el Algoritmo de Denavit-

Hartenberg. Utilizando este algoritmo se define una matriz de transformación homogénea

Ai que se representa como un producto de cuatro transformaciones básicas.

Figura 2.3: Parámetros para Denavit-Hartenberg.[45]
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Ai = Rotz,θi
Transz,di

Transx,aiRotx,αi

=




cos(θi) − sin(θi) 0 0

sin(θi) cos(θi) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




︸ ︷︷ ︸
(1)




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 di

0 0 0 1




︸ ︷︷ ︸
(2)

×




1 0 0 ai

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




︸ ︷︷ ︸
(3)




1 0 0 0

0 cos(αi) − sin(αi) 0

0 sin(αi) cos(αi) 0

0 0 0 1




︸ ︷︷ ︸
(4)

=




cos(θi) − sin(θi) cos(αi) sin(θi) sin(αi) ai cos(θi)

sin(θi) cos(θi) cos(αi) − cos(θi) sin(αi) ai sin(θi)

0 sin(αi) cos(αi) di

0 0 0 1




, (2.3)

donde θi es el ángulo con respecto al eje zi, ai es la traslación en el eje xi, di es la traslación

en el eje zi y αi es la rotación con respecto al eje xi. Son parámetros asociados con el eslabón

i y la articulación i. Las reglas del algoritmo pueden verse en [45].

Por lo tanto la posición y orientación del efector final puede formularse utilizando

la transformación homogénea.

refAtool = refA0
0An

nAtool =




0Rtool
0otool

0T 1


 , (2.4)

donde 0Rtool es la matriz de rotación del efector final con respecto a la base y 0otool es la

posición final con respecto a las coordenadas de la base del manipulador.

2.2.2. Cinemática Inversa

Es la operación opuesta a la Cinemática Directa; consiste en determinar los valores

de las variables articulares a partir de la orientación y posición del efector final. La reso-

lución de las ecuaciones para obtener las variables articulares resulta más compleja que en
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el caso de la cinemática directa, principalmente porque existen múltiples soluciones varias

combinaciones de variables articulares dan como resultado la posición cartesiana deseada.

Existen dos métodos para la resolución de la cinemática inversa el analítico y el

geométrico. La solución solo puede ser garantizada si el efector final se encuentra dentro del

espacio de trabajo del manipulador.

Dada la ecuación (2.4) se deben encontrar las soluciones a:

nT0(q1, · · · , qn) =ref Atool = refA0
0An

nAtool, (2.5)

donde refAtool es la posición y orientación deseada del efector final. La resolución consiste

en encontrar los valores de las articulaciones q1, · · · , qn de tal forma que (2.5) se cumpla.

2.2.3. Robots Paralelos

En comparación con los robots de cadena cinemática abierta, en los robots paralelos

el sistema coordenado está definido por la geometría del mecanismo. Las coordenadas de la

última articulación siempre coinciden con la base o primera articulación que conforma esa

cadena, es por esta razón que se cumple:

0A1
1A2 · · · n−2An−1

n−1An = I (2.6)

La ecuación (2.6) describe la restricción del mecanismo. Estos manipuladores pue-

den ser modelados considerándolos como una serie de cadenas abiertas restringidas en uno o

más puntos. Las coordenadas generalizadas independientes coinciden con los pares actuados

y por tanto son conocidas. Para resolver el conjunto de restricciones se utilizan métodos

iterativos en los cuales se puede garantizar la convergencia siempre y cuando se disponga de

una buena estimación inicial [51].

2.3. Cinemática Diferencial

Resuelve el problema de relacionar las velocidades articulares siendo la diferencial

del vector (2.1) q̇ con las velocidades del efector ẋ.

ẋ = Jq̇ (2.7)
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La matriz Jacobiana J es de suma importancia debido a que permite el mapeo no

sólo de las velocidades, sino de las fuerzas, así como la localización de las singularidades en

el espacio de trabajo del manipulador, analizar los algoritmos de cinemática inversa, entre

otros. El Jacobiano puede definirse de formas distintas:

Jacobiano geométrico: Se emplea un método propiamente geométrico. Establece una

relación entre las velocidades articulares con la velocidad lineal y angular del efector

final expresadas en el sistema de referencia base del robot.

ẋ = f(q1, q2, · · · , qn) =




0ḋn

0ωn


 =




0vn

0ωn


 ,

Donde 0ḋn ∈ R3 la velocidad lineal y 0ωn ∈ R3 la velocidad angular del efector final.

Jacobiano analítico: considera la cinemática directa y se calcula su derivada con res-

pecto al tiempo, relaciona las velocidades de las articulaciones con la velocidad de

variación de la posición y orientación del efector final. Para obtener la matriz Jaco-

biana, se definen las derivadas con respecto al tiempo del vector x como función de

q̇:

ẋ =
∂fi

∂q1
q̇1 +

∂fi

∂q2
q̇2 + · · · +

∂fi

∂qn
q̇n (2.8)

y si se reescribe (2.8) en forma matricial:

ẋ =




0ḋn

0Φ̇n


 =




∂f1

∂q1

∂f1

∂q2
· · · ∂f1

∂qn

∂f2

∂q1

∂f2

∂q2
· · · ∂f2

∂qn

...
... · · · ...

∂fm

∂q1

∂fm

∂q2
· · · ∂fm

∂qn




q̇T, (2.9)

donde 0ḋn ∈ R3 la velocidad lineal y 0Φ̇n ∈ R3 la velocidad rotacional de los ángulos

de Euler. La matriz Jacobiana es una transformación lineal que mapea el vector n-

dimensional de velocidad q̇ en vector m-dimensional ẋ. [42]

• 

• 
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Figura 2.4: Matriz Jacobiana

2.3.1. Robots Paralelos

En el caso de los robots paralelos las restricciones cinemáticas se expresan como:

f(x,q) = 0 (2.10)

donde las articulaciones actuadas son q y la localización del efector final esta definida por

x. Si se deriva (2.10) con respecto al tiempo, se obtiene la siguiente expresión:

Jxẋ = Jqq̇ (2.11)

donde:

Jx =
∂f

∂x

Jq = − ∂f

∂q

Si se expresa el Jacobiano general como:

q̇ = Jẋ, (2.12)

Velocidad de las articulaciones 

(W l , W2 , ... ,Wn ) 

.. ~ 

cobiana 
Directa 

, r 
Veloci dades del efector final 

(Vx,Vy , Vz,VQ'Vfi 'V~ ) 

lacobia na 
sa Inver 
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el jacobiano análitico se compone por ambos Jacobianos tal que J = J−1
q Jx. Se observa que

en la ecuación (2.12) es la inversa del Jacobiano de un manipulador paralelo [31].

2.4. Singularidades

Se dice que un manipulador se encuentra en una configuración singular cuando

el Jacobiano pierde el rango completo, siempre y cuando el jacobiano se defina como una

matriz cuadrada. Una excepción se presenta en el caso de configuraciones redundantes en los

cuales se caracterizan por tener mas variables actuadas que grados de libertad, por lo tanto

si definimos su Jacobiano como una matriz cuadrada su determinante siempre sera sero ya

que presenta una multiplicidad de soluciones. En un manipulador serial normalmente cae en

esta configuración si pierde uno o mas grados de libertad y no es capaz de moverse en ciertas

direcciones de su espacio de trabajo. Las configuraciones singulares se pueden obtener con

la siguiente expresión, igualando el determinante del Jacobiano a cero:

|J| = 0 (2.13)

En los manipuladores seriales esta expresión es función de las articulaciones inter-

medias, sin tomar en cuenta la primera y la última. Esto es debido a que la presencia de

una singularidad solo depende de la posición relativa de los ejes de las articulaciones, de la

misma manera la orientación del efector final no afecta la localización de las articulaciones.

En estos existen dos tipos de singularidades:

Singularidad límite: ocurren cuando el efector final se encuentra en la superficie del

límite del espacio de trabajo. Normalmente ocurre cuando el manipulador se encuentra

completamente estirado o plegado. Otra forma de alcanzar esta singularidad es cuando

se llega al límite mecánico de los actuadores.

Singularidad interior: ocurre dentro del espacio de trabajo, por ejemplo cuando dos

ejes de las articulaciones se alinean.

2.5. Restricciones Holonómicas y no Holonómicas

Sea q =
[
q1 q2 · · · qn

]T
el vector de variables necesarias para determinar la

posición y orientación del sistema físico. Se pueden formular las restricciones del tipo:

Gk(q, q̇, t) = 0; k = 1, . . . , s. (2.14)

• 

• 
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Se deben satisfacer s restricciones o ecuaciones en las variables q, su derivada q̇ y el tiempo t.

Para que se cumpla una restricción debe haber una fuerza que obligue a ello. Las restricciones

holonómicas son aquellas en las que no intervienen las velocidades, tal que:

Gk(q, t) = 0; k = 1, . . . , s. (2.15)

por ejemplo, la unión entre los eslabones de un mecanismo. Las restricciones no hólonomicas

dependen de las velocidades y se exige que además que no sean integrables, es decir, que no

se deduzca por derivación total con respecto al tiempo de una restricción holonómica.

Gk(q, q̇, t) = 0 (2.16)

La restricción de movimiento sobre una superficie es no holónomica.

2.6. Dinámica de Robots Manipuladores

La dinámica es la ciencia que describe la evolución en el tiempo de un sistema físico

en relación con las causas que provocan cambios de estado físico y estado de movimiento

considerando fuerzas y momentos aplicados a los cuerpos. Las ecuaciones dinámicas son

importantes porque a partir de ellas se aplican las estrategias de control. Establece la relación

entre los torques de las articulaciones y el movimiento de la estructura.

Siguiendo el método de Euler-Lagrange las ecuaciones de movimiento son derivadas

de manera sistemática, una vez que se selecciona un conjunto de variables qi, i = 1, . . . , n,

llamadas coordenadas generalizadas. El Lagrangiano del sistema es una función de estas

coordenadas.

L = T − U , (2.17)

donde T es la energía cinética y U la energía potencial. La dinámica se define como:

d

dt

(
∂L
∂q̇

)T

−
(

∂L
∂q

)T

= τ (2.18)

donde τ es el vector de fuerzas generalizadas asociadas con las coordenadas.

2.6.1. Robots Paralelos

En los manipuladores de arquitectura paralela la dinámica del sistema puede ser

resuelta aplicando ecuaciones Lagrangianas; estas se expresan en términos de las coordenadas
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redundantes. En el caso de robots paralelos llamamos coordenadas redundantes, a las que

pueden ser definida en base a las variables actuadas. Posteriormente se toman las ecuaciones

de restricción cinemáticas del mecanismo.

d

dt

(
∂L
∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= Qj +

m∑

i=1

λi
∂Γi

∂qj
para j = 1 a n (2.19)

donde Γi es la i-ésima restricción, m es el número de restricciones y λi el multiplicador de

Lagrange. El número de variables n excede al de grados de libertad por m. Para solucionar

las ecuaciones se dividen en dos conjuntos, uno con los multiplicadores de Lagrange como

variables desconocidas y el otro con las fuerzas generalizadas aportadas por los actuadores

como incógnitas adicionales. Las primeras m ecuaciones de (2.19) están asociadas con las

variables redundantes y las restantes n − m con las variables actuadas. El primer conjunto

de ecuaciones es:
m∑

i=1

λi
∂Γi

∂qj
=

d

dt

(
∂L
∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
− Q̂j , (2.20)

donde Q̂j representa las fuerzas generalizadas aplicadas por una fuerza externa. De la ecua-

ción (2.20) todas las variables del lado derecho son conocidas, es posible obtener los multi-

plicadores de Lagrange
∑m

i=1 λi
∂Γi
∂qj

, los que se sustituyen en la siguiente expresión:

Qj =
d

dt

(
∂L
∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
−

m∑

i=1

λi
∂Γi

∂qj
para j = m + 1 a n (2.21)

donde Qj es el vector de fuerzas o torques de los actuadores.

2.6.2. Modelo dinámico del robot en movimiento libre

Una vez que se resuelven las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtiene el modelo

generalizado de un manipulador:

H(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + Dq̇ + g(q) = τ (2.22)

donde:

H(q) ∈ Rn×n es la matriz de inercia.

C(q, q̇)q̇ ∈ Rn es el vector de fuerzas centrífugas y de Coriolis.

• 

• 
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D ∈ Rn×n es la matriz con los coeficientes de fricción en las articulaciones del robot.

g(q) ∈ Rn es el vector de fuerzas gravitacionales.

τ ∈ Rn es el vector de torques de entrada en las articulaciones.

2.6.3. Modelo dinámico del robot en movimiento restringido

Cuando el sistema entra en contacto con una superficie rígida se genera una res-

tricción holonómica de la siguiente forma:

φ(q) = 0 ∈ Rm (2.23)

φ̇(q) = JT
φ(q)q̇ = 0

(2.24)

Utilizando (2.23) y sustituyendola en (2.22) como en [3] [27] [34] se obtiene:

H(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + Dq̇ + g(q) = τ + JT
φ(q)λ, (2.25)

donde JT
φ(q)

△
= ∇φ(q) ∈ Rm×n es el Jacobiano de la restricción, JT

φ(q) mapea cualquier

vector sobre un plano perpendicular a la superficie, la cual se expresa en forma normali-

zada tal que JT
φ(q) ∈ Rm es unitaria. λ son los multiplicadores de Lagrange; en este caso

representan la fuerza aplicada perpendicularmente a la superficie.

2.6.4. Propiedades del modelo dinámico del manipulador

El modelo (2.25) tiene varias propiedades estructurales especiales, que son explo-

tadas con el fin de diseñar esquemas de control.

Propiedad 2.6.1. La matriz de inercia H(q) es simétrica y positiva definida.

△

Propiedad 2.6.2. Con una apropiada definición de C(q, q̇). La matriz N(q, q̇) = Ḣ(q) −
2C(q, q̇) es antisimétrica, es decir njk = −nkj donde njk son elementos de N(q, q̇).

△

• 

• 

• 
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Propiedad 2.6.3. Propiedad de Pasividad
∫ T

0
q̇T(ς)τ (ς)dς ≥ −β, ∀T > 0

△

Propiedad 2.6.4. Con una definición parámetrica apropiada es posible definir:

H(q) + C(q, q̇)q̇ + G(q)
△
= Y(q, q̇, q̈)Θ = τ

donde Y(q, q̇, q̈) ∈ Rn×p es el regresor y Θ ∈ Rp es el vector de parámetros.

△

Propiedad 2.6.5. La matriz de inercia H(q) satisface:

λmin(H(q))∥y∥2 ≤ yTH(q)y ≤ λmax(H(q))∥y∥2 ∀y ∈ Rn.

además 0 < λmin(H(q)) ≤ λmax(H(q)) en donde λmin y λmax denotan el mínimo y máximo

valor característico de la matriz H(q). △

2.7. Principio de Ortogonalización

En este esquema propuesto por Arimoto [4], el efector del manipulador se mueve

a lo largo de la superficie aplicando una fuerza de tal forma que la velocidad es tangente

al punto de contacto y la fuerza aplicada ortogonal a la superficie. Este principio permite

descomponer las tareas de fuerza y posición en dos subespacios ortogonales, simplificando el

diseño de la ley de control y el análisis de estabilidad. Se generan dos matrices de proyección

Px y Qx como se observa en la Figura 2.7. Si se considera una sola restricción en la ecuación

(2.23) se tiene m = 1 y se puede expresar la restricción en el espacio articular del robot

figura 2.7 o bien en el espacio cartesiano. Se tienen las siguientes relaciones que transforman

el gradiente de la restricción entre el espacio cartesiano y articular:

Jφ(q) = Jφ(x)J(q)

Jφ = Jφ(q)

Jφx = Jφ(x)

Jφx
△
= ∇φ(x) =

∂φ(x)

∂x
(2.26)
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Sabemos de (2.23) que:

φ̇(x) = JT
φ(x)ẋ = 0 (2.27)

La velocidad ẋ pertenece al espacio nulo de Jφx(N {Jφx}). Por lo tanto, no existe compo-

Figura 2.5: Principio de ortogonalización aplicado a un dispositivo háptico

nente de velocidad en Jφx. La velocidad y posición restringidas están dadas por:

ṗ = Jφxẋ

p =

∫ t

0
ṗdt

(2.28)

La fuerza es normal al plano tangente, por lo que está contenida en el espacio rango de

la matriz JT
φx(R

{
JT

φx

}
). Existe un subespacio Qx |Qxy = y ∀y ∈ N {Jφx} que es tangente

a la superficie en el punto de contacto el cual contiene al vector ẋ. La matriz asociada al
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subespacio de fuerza es Px|Pxv = v ∀v ∈ R
{
JT

φx

}
):

Px
△
= J+

φxJφx

J+
φx

△
= JT

φx(JφxJ
T
φx)

−1 ∈ Rn×m

Qx
△
= I − Px

Figura 2.6: Principio de ortogonalización en el espacio articular [29]

con I ∈ Rn×n. Estas matrices cumplen las siguientes propiedades:

Propiedad 2.7.1. Px mapea los vectores en el subespacio ortogonal a la superficie de res-

tricción en el punto de contacto, además:

Px = PT
x es simétrica

PxPx = Px es idempotente

△

J,T(q) 

Plano 
tangente 
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Propiedad 2.7.2. Qx mapea los vectores en el subespacio tangente a la superficie de res-

tricción en el punto de contacto, además:

Qx = QT
x es simétrica

QxQx = Qx es idempotente

△

Propiedad 2.7.3. PxQx = O ya que ambos subespacios son ortogonales.

△

Propiedad 2.7.4. JT
φx siendo perpendicular a la superficie, da la dirección del vector de

fuerza y está contenido en Px:

JφxPx = Jφx

PxJ
T
φx = JT

φx

△

Propiedad 2.7.5. JT
φx es ortogonal a Qx.

JφxQx = O

QxJ
T
φx = O

△

Estas propiedades pueden expresarse lo mismo en variables cartesianas x del efector

final, que en variables articulares q.

Propiedad 2.7.6. El vector q̇ puede describirse como

q̇ = Q(q)q̇ + P(q)q̇ = Q(q)q̇ (2.29)

△
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El vector de velocidad q̇ no tiene componente de velocidad en P(q). Para el diseño

de leyes de control se toma en cuenta el siguiente hecho figura 2.7.

Hecho 2.1. Sea qd la posición deseada del manipulador, tal que satisface la ecuación (2.23):

φ(qd) = 0. (2.30)

Si el error

q̃ = q − qd (2.31)

es lo suficientemente pequeño, la siguiente aproximación es valida.

q̃ = Q(q)q̃ (2.32)

△

Figura 2.7: a) Error Grande b) Error lo suficientemente pequeño [3]

Este hecho puede aplicarse de la misma manera al espacio cartesiano.

2.8. Relación entre Torque y Fuerza

Cuando el manipulador interactúa con el ambiente genera fuerzas y momentos en el

efector final. Se denomina como F = (Fx, Fy, Fz, nx, ny, nz)
T al vector de fuerzas y torques en

el efector. Se denota como τ el vector de torques en coordenadas articulares, ∂x representa

el desplazamiento virtual causado por la fuerza F, ∂q representa el desplazamiento de las

coordenadas articulares. Estos desplazamientos se relacionan mediante el Jacobiano [45].

∂x = J(q)∂q (2.33)
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El trabajo virtual del sistema ∂w es:

∂w = FT∂x − τT∂q. (2.34)

Sustituyendo la ecuación (2.33) en la ecuación (2.34):

∂w = (FTJ(q) − τT)∂q, (2.35)

donde ∂w = 0 si el sistema está en equilibrio. Como las coordenadas q son independientes, las

fuerzas en el efector final se relacionan con los torques de las articulaciones por la transpuesta

del Jacobiano.

τ = JT(q)F (2.36)

2.9. Modelado de Elementos Activos

En este caso los elementos actuados están conformados por los motores, los cuales

impulsan las articulaciones e influyen considerablemente en su dinámica. Generalmente los

robots paralelos son diseñados para que los motores se ubiquen de ser posible en la base.

Para determinar el modelo del comportamiento de los actuadores que mueven la carga a

través de un tren de engranes, se hace uso de la Figura 2.8. En el sistema bajo estudio la

señal de control se obtiene en términos del voltaje. Es por ello que se requiere la relación

entre estos y los torques. Al ser un motoreductor, se tiene un sistema electromecánico. En

el caso de la malla se aplica la Ley de Kirchoff y para el sistema mecánico la segunda ley de

Newton.

De esta forma se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones

v = L
di

dt
+ Ri + e

e = Kθ̇

q = nθ

τ = Kai

De acuerdo con [25] la ecuación general por eslabón queda expresada como:

Jmiq̈i + fmiq̇i +
KiKai

Rai
q̇i +

1

Γ2
i

τi =
Kai

ΓiRai
vi, (2.37)
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Figura 2.8: Modelado del motor

v es el voltaje [V ].

L es la inductancia de armadura [H].

K es la constante de contrareacción electromotriz [V ].

Γ es la relación de engranes [n ≫ 1].

Ka es la constante motor par
[

N•m
A

]
.

θ es la posición angular del motor [rad].

q es la posición angular de salida después del tren de engranes [rad].

Jm es la inercia del eje del motor
[
Kg • m2

]
.

fm es la fricción en el eje del motor [N • m].

i es el número del eslabón.

τ es el par generado [N • m].

La ecuación (2.37) se puede expresar en forma matricial.

Djq̈ + Df q̇ + Dnτ = Dkv, (2.38)

donde Dj = diag {Jmi}, Df = diag
{

fmi + KaiKi
Rai

}
, Dn = diag

{
1
Γ2

i

}
y Dk = diag

}
Kai

ΓiRai

}
.

Si en (2.38) se desprecia la fricción Df = 0, la inercia y la inductancia Dj = 0 del

motor obtenemos la siguiente expresión.
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v = D−1
k Dnτ

2.10. Conclusiones

En los capítulos siguientes y en los apéndices se aplicaron este conjunto de pro-

piedades y herramientas matemáticas. En el Capítulo 3 el modelo del robot en movimiento

libre y restringido, así como el principio de ortogonalización es utilizado para el diseño del

esquema de control. En en los Apéndices A y B se obtiene el modelo cinemático, dinámico y

el modelado de lo motores del dispositivo háptico utilizado en los experimentos del Capítulo

5. El dispositivo háptico utilizado tiene una arquitectura de robot paralelo es por ello que

se abordaron las particularidades de esta arquitectura en este Capítulo.
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Capítulo 3

Esquema de Control

3.1. Introducción

Cuando el operador explora aleatoriamente el espacio de trabajo del manipulador

maestro, debe percibir el cambio de movimiento libre al movimiento restringido. En el ins-

tante en que entra en contacto con la restricción virtual debe ser capaz de percibir fuerzas

de reacción y oposición a su movimiento.

La transparencia del sistema puede verse afectada por fricción, efectos inerciales,

juego mecánico, etc. Las leyes de control consideran la dinámica del dispositivo háptico y el

ambiente virtual.

En esta tesis se diseña un esquema de control de fuerza activo ya que se emplean

las lecturas de un sensor de fuerza y se genera la fuerza de reacción de la superficie sin

utilizar el modelo del manipulador.

3.2. Sistema de teleoperación bilateral

Las principales funciones de los dispositivos hápticos o sistemas teleoperados son:

Capturar información de posición y fuerza provista por el operador

Proveer una retroalimentación de Fuerza/Par a través de los motores.

En teleoperación se conocen 2 esquemas principales:

Esquema de teleoperación unilateral: El robot maestro manda información de posición

y fuerza al robot esclavo.

• 

• 

• 
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Figura 3.1: Esquema de Teleoperación Bilateral [3]

Esquema de teleoperación bilateral: Ambos robots transmiten información de posición

y fuerza.

En la Figura 3.1 puede observarse un esquema de teleoperación bilateral en el cual el operador

interactúa con el robot maestro. Este envía las señales de fuerza y posición al robot esclavo

que, al entrar en contacto con el ambiente, retroalimenta la fuerza de contacto al robot

maestro, permitiendo que el humano sienta la superficie que toca el robot esclavo. En el caso

de una interfaz háptica virtual, los elementos que la conforman se encuentran marcados por

el recuadro rojo. La fuerza y el ambiente son programados mediante un modelo apropiado.

3.3. Restricción

Suposición 3.3.1. La superficie de restricción es suave y diferenciable. El efector del robot

se encuentra en contacto con la superficie. Las derivadas de la restricción conservan su
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validez si el efector final se encuentra en contacto con la superficie:

φ(x) = 0

x = f(q)

φ(f(q)) = φ(q) = 0

φ̇(q) = Jφq̇ = 0

φ̈(q) = Jφq̈ + J̇φq̇ = 0 (3.1)

△

La restricción se define de tal forma que ∥φ(q)∥ = 1.

Figura 3.2: Valor de la restricción

Para detectar el contacto se procede de la siguiente forma:

φ(q) > 0 el operador se encuentra alejado del objeto virtual, por lo tanto λv = 0.

!p(x» O 

• 
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φ(q) = 0 el operador se encuentra sobre la superficie de contacto de la superficie

virtual, comienza el movimiento restringido y λv > 0. Se retroalimenta la fuerza.

φ(q) < 0 el operador pasó la restricción. Si las constantes ξ y ω no son lo suficiente-

mente grandes la superficie se deforma. En caso contrario quiere decir que el operador

aplicó una fuerza mayor a la que pueden generar los motores.

3.4. Fuerza de reacción

La ley de control recrea la superficie programada mediante las fuerzas que generan

los motores del robot maestro en el efector final.

3.4.1. Fuerza generada por el método de penalización

La fuerza se define en función de la posición del efector final con respecto a la

restricción de acuerdo con:

λi = kxa + bẋa + mẍa, (3.2)

donde xa es la penetración que el operador tiene sobre el objeto virtual como se observa en

la Figura 3.3, k es la constante de rigidez, b es la constante de amortiguamiento y m la masa

del sistema.

Figura 3.3: Definición de xa

• 

• 

'-
'-
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3.4.2. Fuerza calculada por el método del Lagrangiano Restringido

En este caso se parte del modelo de un manipulador en movimiento restringido

H(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + Dq̇ + g(q) =τ + JT
φλm (3.3)

(3.4)

Se despeja q̈ para obtener:

q̈ = H(q)−1
[
−C(q, q̇)q̇ − Dq̇ − g(q) + τ + JT

φλm

]
(3.5)

Mientras que en el ambiente real se cumplen las ecuaciones (3.1) por defecto si hay

contacto, para garantizar que φ(q) −→ 0, φ̇(q) −→ 0 y φ̈(q) −→ 0 en el ambiente virtual,

la restricción se puede estabilizar asintóticamente empleando un sistema estable de segundo

orden:

φ̈(q) + 2αφ̇(q) + βφ(q) = 0, (3.6)

donde α, β > 0 se elijen convenientemente. Por definición se tiene:

φ̈(q) = Jφq̈ + J̇φq̇ = 0. (3.7)

Si se sustituye (3.5) en (3.7) y se despeja λm:

λm = (JφH(q)−1JT
φ)−1

[
φ̈(q) − J̇φq̇ − JφH(q)−1(τ − C(q, q̇)q̇ − Dq̇ − g(q))

]
(3.8)

3.4.3. Fuerza calculada por aproximación numérica del multiplicador de

Lagrange

Este método parte de formular un algoritmo de penalización con el Lagrangiano

aumentado, dado un sistema multicuerpo con restricciones holonómicas, las cuales repre-

sentan un conjunto de ecuaciones algebraicas no lineales, a partir de estas se construye un

algoritmo de penalización que converge a un punto óptimo [7]. El método descrito en [7] las

condiciones de restricción no se anexan como restricciones algebraicas o diferenciales, sino

como una penalización, y por tanto el número de ecuaciones del sistema no aumenta. Se

agregan dos términos al Lagrangiano uno a la energía potencial y otro a la cinemática:

P ∗ =
∑

k

1

2
αkω

2
k ≡ 1

2
φTαΩ2φ, (3.9)
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K∗ =
∑

k

1

2
αk

(
dφk

dt

)2

≡ 1

2
φ̇T αφ̇ (3.10)

Un conjunto de fuerzas disipativas de Rayleigh se agregan al sistema:

Gk = −2αkωkµk
dφk

dt
≡ −2αΩµφ̇ (3.11)

La expresión final del Lagrangiano junto con los términos agregados queda de la

siguiente forma:

Hq̈ + φT α(φ̈ + 2Ωµφ̇ + Ω2φ) + φT λ∗ = Q + L − Ḣq̇ (3.12)

El término λ∗ es un término de corrección. Cuando las restricciones se cumplen λ = λ∗. La

fuerza de reacción λv que representa la fuerza virtual se obtiene de la ecuación propuesta en

[8]:

λv
∼= λ∗ + α(φ̈v(q) + 2ξωnφ̇v(q) + ω2

nφv(q)), (3.13)

φ̇v(q) = Jφv(q)q̇ (3.14)

φ̈v(q) = Jφv(q)q̈ + J̇φv(q)q̇, (3.15)

donde ξ y ωn se elijen para que (3.13) sea un sistema estable y α es un parámetro de

penalización. El lector interesado debe consultar [8].

λ∗ requiere ser conocido; sin embargo, se puede utilizar un proceso iterativo que calcula los

multiplicadores desconocidos de la forma:

λ∗
i+1 = λ∗

i + α(φ̈v(q) + 2ξωnφ̇v(q) + ω2
nφv(q))i+1, i = 0, 1, 2, . . . (3.16)

La ecuación (3.16) representa físicamente la adición de fuerzas que tienden a compensar

el hecho de que los términos de restricción no son exactamente cero. Este método resulta

eficiente debido a que la matriz principal del sistema resultante es simétrica, positiva definida

y su rango es independiente del Jacobiano de las restricciones. Una configuración singular

del sistema, puede generar un comportamiento inestable debido a la acumulación de errores

numéricos durante la integración. Es necesario que se cumplan las siguientes condiciones

para su convergencia:

φ(q) = 0 ∈ Rm (3.17)

φ̇(q) = JT
φ(q)q̇ = 0

(3.18)
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3.5. Esquema General Operador-Maestro

Figura 3.4: Esquema operador-maestro-ambiente virtual

En el esquema Operador-Maestro el operador es capaz de percibir el ambiente

virtual mediante retroalimentación de fuerzas generadas por el modelo de reacción de la

superficie de contacto. Esto se logra porque el robot maestro aplica el torque necesario en

sus articulaciones para recrear la fuerza de reacción en el efector final. Esta fuerza de reacción

restringe el movimiento recreando la superficie programada y junto con el sensor de fuerza

genera una percepción realista de ella. Basándose en el esquema de teleoperación bilateral

se propone una interfaz háptica activa.

El modelo del robot maestro está dado por:

Hm(q)q̈ + Cm(q, q̇)q̇ + Dmq̇ + gm(q) =τm − τ h. (3.19)

donde Hm ∈ Rnm×nm es la matriz de inercia, Cm(q, q̇) ∈ Rnm×nm es la matriz de fuerzas

centrífugas y de Coriolis, Dm ∈ Rnm×nm la matriz de fricción y gm(q) ∈ Rnm es el vector de

gravedad. τm es el torque maestro que genera la superficie virtual y τ h es el torque ejercido

por el operador.

3.5.1. Ley de Control del Robot Maestro

El control del robot maestro está definido por:

x m 

+ 
~ Ambiente Virtual ~) 

Av ,Xm 
Control 

Ad 
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τm = Y(q, q̇, q̈)θm − JT
φv (kpv∆λvd + kFiv∆Fvd) , (3.20)

donde θm son los parámetros del robot maestro, kpv y kFiv son constantes positivas de un

controlador PI y,

∆λvd = λv − λd (3.21)

∆Fvd =

∫ t

0
∆λvddυ (3.22)

q̃ = q − qd (3.23)

La primera parte de la ecuación (3.20) ayuda a eliminar la dinámica del manipula-

dor y asegurar la transparencia. La segunda transmite el error entre la fuerza aplicada por

el operador y la generada virtualmente. Este se hace nulo cuando λv = λd, donde la fuerza

deseada λd se lee por medio de un sensor de fuerza.

3.5.2. Control del Operador

Con el fin de verificar la ley de control y realizar la prueba de estabilidad se requiere

modelar la acción del humano sobre la fuerza ejercida en el efector final del manipulador

maestro, ya que es el operador el que genera la posición y fuerza deseadas. En la literatura

existen varios estudios relacionados con el tema [41]. Los modelos simplificados de impedan-

cia proponen un modelo masa-resorte-amortiguador; sin embargo, en este trabajo se modela

al operador como un controlador PID compuesto por dos subespacios que controlan fuerza

y posición de forma independiente, con el fin de mantener la congruencia entre el esquema

de control propuesto y el modelo utilizado. El operador puede ser modelado como un PID

porque siempre logra un error de seguimiento cero, entre la posición deseada y la posición

del efector final. El operador siente la fuerza λv generada por el control del maestro. Las

ganancias del controlador se eligen de forma práctica tal que estabilicen la simulación, en

lugar de buscar obtener un modelo preciso del comportamiento humano.

Suposición 3.5.1. El operador mantiene el efector final sobre la restricción. La fuerza

generada se modela como un control PID para el subespacio de posición y un PI para el

subespacio de fuerza, es decir

τ h = Qv

(
kvh

˙̃q + kphq̃ + kih

∫ t

0
q̃dυ

)
+ JT

φv (kfh∆λvd + kFih∆Fvd) (3.24)
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donde kvh,kph y kih son matrices constantes de dimensión n × n. kfh, kFih son contantes

positivas. △

En la práctica la Suposición 3.5.1 se justifica porque el operador siempre alcanza el

objetivo q̃ = 0 al desplazar el efector final a cualquier posición deseada. Una vez que entra

en contacto con la restricción virtual y su fuerza de reacción λv, el humano compara esta

con la fuerza deseada λd medida por el sensor, donde se genera ∆λvd. Al final ∆λvd −→ 0

cuando t −→ ∞ ya que se logra un equilibrio de fuerzas. Para la demostración de estabilidad

se asume que el robot maestro se encuentra siempre en contacto con la superficie virtual; sin

embargo, en el algoritmo experimental se define una cota ϵ en función de φ(q) que acciona

la transición de movimiento libre a movimiento restringido.

3.6. Demostración de Estabilidad

Teorema 3.6.1. Supongase que se satisface la Suposición 3.5.1 y que el error inicial (q̃(0), ˙̃q(0))

cumple con el Hecho 2.1. Entonces, para el sistema descrito por la ecuación (3.19), la ley

de control (3.20) y el modelo de operador (3.24) los errores de posición (q̃, ˙̃q) y fuerza

(∆λvd, ∆Fvd) tienden a cero.

3.6.1. Demostración del Teorema 3.6.1

La dinámica en lazo cerrado se obtiene al sustituir la ley de control (3.20) en la

ecuación (3.19) y está dada por:

Hm(q)q̈ + Cm(q, q̇)q̇ + Dmq̇ + gm(q) = Y(q, q̇, q̈)θm

− JT
φv (kpv∆λvd + kFiv∆Fvd) − Qv

(
kvh

˙̃q + kphq̃ + kih

∫ t

0
q̃dυ

)

− JT
φv (kfh∆λvd + kFih∆Fvd) (3.25)

Se simplifica (3.25) como:

Qv

{
kvh

˙̃q + kphq̃ + kih

∫ t

0
q̃dυ

}

︸ ︷︷ ︸
Spm

+JT
φv {(kpv + kfh)∆λvd + (kFiv + kFih)∆Fvd}︸ ︷︷ ︸

SFm

= 0 (3.26)
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Suponiendo que el Hecho 2.1 se satisface para t = 0 se puede reescribir (3.26) como:

kvh
˙̃q + kphq̃ + kihQv

∫ t

0
q̃dυ

︸ ︷︷ ︸
Spm

+JT
φv {(kpv + kfh)∆λvd + (kFiv + kFih)∆Fvd}︸ ︷︷ ︸

SFm

= 0 (3.27)

Spm y SFm están en subespacios ortogonales, por lo que ambos se igualan a cero. Primero

se analiza el subespacio de posición. Por simplicidad se define:

em =

∫ t

0
q̃dυ (3.28)

Sustituyendo en (3.27) se tiene:

kvhëm + kphėm + kihQvem = 0. (3.29)

Considérese la siguiente función candidata de Lyapunov:

Vm =
1

2
kihe

T
mem +

1

2
kvhė

T
mėm, (3.30)

cuya derivada a lo largo de (3.29) es:

V̇m = −kphė
T
mėm, (3.31)

Puesto que V̇m es negativa semidefinida em y ėm están acotadas. Por el teorema de La

Salle, el mayor conjunto invariante para el cual V̇m = 0 esta dado por (em, ėm) = (em, 0).

Sustituyendo ėm = 0 (3.27) se obtiene:

Qvem = 0, (3.32)

Como este es el único componente de em que afecta la dinámica del subespacio de posición

se puede concluir que:

˙̃q, q̃,Qv

∫ t

0
q̃dυ −→ 0. (3.33)

Para la parte de fuerza se tiene de (3.27)

JT
φv {(kpv + kfh)∆λvd + (kFiv + kFih)∆Fvd} = 0 (3.34)
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Como JT
φv es de rango completo se tiene un filtro lineal estable para ∆Fvd, de tal forma que

∆λvd, ∆Fvd −→ 0, lo que en la práctica hace que el operador perciba la fuerza que aplica

sobre la superficie del ambiente virtual. △





51

Capítulo 4

Simulaciones

En este capítulo se presentan las simulaciones del esquema de control introducido

en el Capítulo 3. Fueron realizadas en MATLAB R⃝ y Simulink R⃝. Se realiza una comparación

entre el método tradicional de control de fuerza indirecto basado en impedancia, y el método

propuesto de control de fuerza activo con el método de descomposición ortogonal utilizando

el modelado de la fuerza de reacción basado en el modelo y la aproximación iterativa.

Figura 4.1: Diagrama de la simulación

El operador se describe por medio de (3.24). La dinámica del robot maestro utili-

T h r-
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zado se encuentra descrita en el Apéndice A.

4.1. Simulación con plano como restricción

Se eligió la siguiente restricción, figura 4.9 el cual es una recta en ZY con una

pendiente de −33.5o:

φ(x) = −z + tan(−33.5o)y + 0.01274 = 0 [m] (4.1)

El comportamiento de λd se definió como:

λd = 50(1 − e−t/0.5) + 10 [N]

El periodo de muestreo fue de T = 0.001s y la duración de la simulación 25s. En el caso de

control por impedancia el valor de penetración xa se calcula como:

xa =
| − z + tan(−33.5o)y + 0.01274|√

z2 + y2
[m]

La cual es la formula para calcular la menor distancia entre un punto y una recta.

Parámetros del Operador

kvh = 0.8I3 kph = 0.0025I3 kih = 0.05I3 kfh = 0.001 kfih = 0.0001

Cuadro 4.1: Operador

Parámetros del robot maestro

kpv = 0.005 kFiv = 0.0001

Cuadro 4.2: Robot Maestro

Los parámetros del operador son los mismos para las 3 simulaciones. De acuerdo

al capítulo 3 se definen como λi la fuerza obtenida por el método de penalización, λm la

calculada por el método basado en el modelo y λv la obtenida con la aproximación numérica.

4.2. Comentarios

Con base en los resultados obtenidos en las simulaciones, los 3 esquemas de control

funcionan adecuadamente para las restricción dada en (4.1).
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Parámetros de la superficie virtual λv

ξ = 200 ω = 200

Parámetros de la superficie virtual λm

α = 200 β = 200

Parámetros de la superficie virtual λi

K = 5000

Cuadro 4.3: Superficie Virtual

4.2.1. Plano

Se observa en las Figuras 4.2, 4.3 y 4.4 que el error en el seguimiento de las trayec-

torias articulares es casi cero en el modelo de fuerza que se calcula por medio del modelo del

robot en movimiento restringido q̃mi y en el modelo que calcula una fuerza virtual basado en

un método iterativo q̃vi. Sin embargo se puede observar que el error en la posición cuando

utilizamos el método de impedancia q̃ii es considerable debido a que el método establece un

compromiso entre la convergencia de posición y fuerza.

En las Figuras 4.5, 4.6, 4.7 y 4.8 se observa que el error de fuerza calculada por

impedancia ∆λid no converge a cero, pero la fuerza calculada con el modelo ∆λmd converge

prácticamente a cero presentando un tiempo de establecimiento menor que la fuerza calcu-

lada mediante el método iterativo ∆λvd. Por otro lado en ∆λvd se tiene convergencia a cero

pero con un tiempo de establecimiento más largo.

El seguimiento de la restricción en la Figura 4.9 es bueno en los métodos que calcula

la fuerza basada en el modelo y en el método iterativo. Pero el seguimiento de posición en

el método de impedancia se observa una deformación, esto debido a la constante de rígidez

elegida. Se probó una constante de rigidez mayor pero el sistema se comportaba de forma

inestable.
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4.3. Simulación con circunferencia como restricción

Se eligió la siguiente restricción:

φ(x) =
((z − k)2 + (x − i)2 + (y − j)2 − r2)

(2r)
= 0, [m] (4.2)

donde r = 0.1, k = 0, i = 0.26 y j = 0.05. El comportamiento de λd se eligió como:

λd = 50(1 − e−t/0.5) + 10 [N]

El periodo de muestreo fue de T = 0.001s y la duración de la simulación 18s.

Parámetros del Operador λi

kvh = I3 kph = 100I3 kih = 0.0005I3 kfh = 0.001 kfih = 0.0001

Parámetros del Operador λm

kvh = I3 kph = 25I3 kih = 0.0005I3 kfh = 0.001 kfih = 0.0001

Parámetros del Operador λv

kvh = 0.001I3 kph = 10I3 kih = 0.0005I3 kfh = 0.001 kfih = 0.0001

Cuadro 4.4: Parámetros del operador con restricción de circunferencia

Parámetros del robot maestro

kpv = 0.005 kFiv = 0.0001

Cuadro 4.5: Robot Maestro

Parámetros de la superficie virtual en λo

α = 200 β = 200

Parámetros de la superficie virtual en λv

ξ = 200 ω = 200

Parámetro de la superficie virtual en λi

K = 35000

Cuadro 4.6: Superficie Virtual
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4.4. Comentarios

Con base en los resultados obtenidos en las simulaciones los 3 esquemas de control

funcionan adecuadamente para las restricción dada en (4.2).

4.4.1. Circunferencia

Se observa en las Figuras 4.10, 4.11 y 4.12 que el error en el seguimiento de las

trayectorias articulares es casi cero en el modelo de q̃vi. En q̃mi el error en posiciones

articulares es pequeño. Esta variación se debe al cálculo de inverso del Jacobiano que es uno

de los términos presentes en la fórmula de λm. Sin embargo, se puede observar que el error

en q̃ii el error es considerable.

En las Figura 4.13, 4.14, 4.15 y 4.16 se observa que el error de fuerza calculado por

impedancia ∆λid no converge a cero, pero en el método que utiliza el modelo ∆λmd con-

verge prácticamente a cero presentando un tiempo de establecimiento menor que el método

iterativo ∆λvd. Por otro lado, en el método iterativo ∆λvd se obtiene convergencia a cero

pero un tiempo de establecimiento más largo.

El seguimiento de la restricción en la Figura 4.17 es bueno en λv. En λm presenta

un pequeño error debido al cálculo numérico, pero en λi se observa una deformación.

En conclusión, el esquema de control por impedancia tiene un desempeño satisfac-

torio pero por su misma naturaleza no logra una convergencia del error en fuerza y posición

a cero, con la ventaja de que no requiere un sensor de fuerza. El esquema de control basado

en el modelo, al tomar en cuenta el principio de ortogonalización presenta una convergencia

del error en fuerza y posición a cero, con la desventaja de que al estar basado en el modelo

es sensible a las incertidumbres del sistema. El esquema de control que toma la aproxima-

ción numérica al utilizar el principio de ortogonalización logra una convergencia del error en

fuerza y posición a cero, con la desventaja de que tarda más converger al valor de λv, que

el método que utiliza el modelo, pero este tiene la ventaja de no requerir el modelo, por lo

que es más robusto ante incertidumbres.
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Capítulo 5

Resultados Experimentales

En este capítulo se presenta la validación y pruebas experimentales del esquema

propuesto en el Capítulo 3 y las simulaciones presentadas en el Capítulo 4. Las pruebas se

llevaron a cabo en el Laboratorio de Robótica del edificio de Posgrado e Investigación de la

Facultad de Ingeniería de la UNAM. Está conformada por los siguientes sistemas:

1. Robot de de arquitectura paralela de tipo paralelogramo de 2 grados de libertad desa-

rrollado en el laboratorio. Cuenta con encoders E40-H8-5000-3-V-5 en las articulacio-

nes.

2. Sensor de Fuerza FUTEK LB330, que mide la fuerza ejercida a compresión. El sensor

se encuentra en el efector final del dispositivo háptico.

3. Modulo de Potencia, conformado por una fuente bipolar de ±24V y una etapa de

amplificadores lineales para cada motor.

4. FPGA de la compañia National Instruments, es el sistema de adquisición de datos, re-

cibe las señales de los encoders, realiza las cuentas y manda los datos a la computadora

que realiza el algoritmo de control.

Los experimentos se realizaron en el plano XY.
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Parámetros del motor

Parámetro Valor

Momento de inercia J = 1.9 × 10−6 kgm2

s2

Coeficiente de Amortiguamiento b = 1.8 × 10−6 Nms
rad

Nm
A

Resistencia eléctrica R = 18.5Ω

Fuerza electromotriz K = Ke = Kt = 0.0494 Vs
rad

Inductancia L = 11.7mH

Cuadro 5.1: Parámetros del motor [50]

Compact Rio

PC

Dispositivo
Háptico

Humano

Fuerza deseada
 y Posición

Fuerza
 de reacción

Retroalimentación
Visual

Fuerza 
deseada

Señal de los 
encoders

Voltaje 
a los motores

Posición

Torque

Figura 5.1: Esquema del sistema experimental

5.1. Experimentos con restricción de circunferencia

5.1.1. Validación máxima retroalimentación y convergencia de la fuerza

a lo largo del espacio de trabajo

Con el fin de comprobar que la convergencia del error de fuerza a cero está relacio-

nada con la máxima fuerza de retroalimentación que el robot puede ejercer sobre el operador,

se eligieron como restricción tres circunferencias de diferente diámetro. En la figura 5.3, se

puede observar que si el radio es menor, la fuerza que el robot maestro puede retroalimentar

es mayor y el error de fuerza menor, por el contrario cuando el radio aumenta la fuerza

que el dispositivo puede retroalimentar disminuye y el error de fuerza aumenta. Si la fuerza

máxima de retroalimentación es mayor la convergencia del error de fuerza será cercana a

cero y la percepción de la superficie más exacta.
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Figura 5.2: Acribot robot planar de 2GDL

Se define la restricción:

φ(x) =
((x − i)2 + (y − j)2 − r2)

(2r)
= 0 [m] (5.1)

donde i = 0, j = 0. En este caso λd se obtiene con base en las lecturas del sensor de fuerza

y el periodo de muestreo fue T = 0.002s.

Parámetros del control maestro

kFiv = 0.9 kpv = 0.8

Parámetros de la superficie

ξ = 200 ω = 200

Cuadro 5.2: Parámetros para los experimentos con λv

Como se observa en la Tabla 5.8, los errores de fuerza y de seguimiento de la

restricción aumentan conforme aumenta el radio de la circunferencia.
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Figura 5.3: Analisís de restricción a lo largo del espacio de trabajo
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Figura 5.16: Error de λv en la circunferencia de r = 0.15m
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Figura 5.18: Trayectoria del robot con λv en la circunferencia de r = 0.15m
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5.1.2. Experimento con λi

El tiempo de muestreo fue T = 0.002s.

Parámetros de la superficie

k = 3000 b = 0.005

Cuadro 5.3: Parámetros para los experimentos con λi
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Figura 5.19: λi en la circunferencia de r = 0.20m
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Figura 5.21: Error de seguimiento de la restricción con λi en la circunferencia de r = 0.20m
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5.1.3. Experimento con λm

El tiempo de muestreo fue de T = 0.004s

Parámetros de la superficie

α = 0.5 β = 100000

Cuadro 5.4: Parámetros para los experimentos con λm
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Figura 5.23: λm en la circunferencia de r = 0.20m
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Figura 5.24: Error filtrado de λm en la circunferencia de r = 0.20m
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Figura 5.25: Error de seguimiento de la restricción con λm en la circunferencia de r = 0.20m
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Figura 5.26: Trayectoria del robot con λm en la circunferencia de r = 0.20m
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5.2. Experimentos con restricción de plano

Se eligió la siguiente restricción:

φ(x) =
−y + tan(45o)x + 0.05 − tan(45o)0.1√

tan2(45o) + 1
[m] (5.2)

5.2.1. Experimento con λv

El tiempo de muestreo fue T = 0.002s.

Parámetros del control maestro

KFiv = 1 Kpv = 1.2

Parámetros de la superficie

ξ = 110 ω = 110

Cuadro 5.5: Parámetros para los experimentos con λv
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Figura 5.27: λv en el plano
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Figura 5.28: λv filtrada en el plano
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Figura 5.30: Seguimiento de la restricción con λv en el plano



CAPíTULO 5. RESULTADOS EXPERIMENTALES 105

0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24
0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

X(m)

Y
(m

)

Trayectoria

 

 

Trayectoria del Robot
Restricción

Movimiento Libre

Movimiento 
Restringido
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5.2.2. Experimento con λi

El tiempo de muestreo fue T = 0.002s.

Parámetros de la superficie

k = 500 b = 0.0005

Cuadro 5.6: Parámetros para los experimentos con λi
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Figura 5.32: λi filtrada en el plano
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Figura 5.33: Error λi en el plano
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Figura 5.34: Seguimiento de la restricción con λi en el plano
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Figura 5.35: Trayectoria del robot con λi en el plano
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5.2.3. Experimento con λm

El tiempo de muestreo fue T = 0.004s.

Parámetros de la superficie

α = 2 β = 350000

Cuadro 5.7: Parámetros para los experimentos con λm
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Figura 5.36: λm filtrada en el plano
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Figura 5.38: Seguimiento de la restricción con λm en el plano
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5.3. Comparación por medio de error cuadrático medio

Comparamos el error entre la fuerza deseada y la fuerza obtenida, así como el

seguimiento de la restricción una vez que el robot conmuta a movimiento restringido. Para

tener un marco de referencia objetivo, se utiliza la ecuación propuesta por [32] [52].

RMSE =

√√√√ 1

n

n∑

i=1

e2
i , (5.3)

donde i es el número de la muestra, ei el error asociado a i y n el número total de muestras.

Error cuadrático medio de los experimentos

Experimento RMSEposición × 10−05[m] RMSEfuerza × 10−01[N]

λv circunferencia r = 0.25m 2.4626 2.0814

λv circunferencia r = 0.20m 1.5227 1.6083

λv circunferencia r = 0.15m 1.3576 0.7458

λi circunferencia r = 0.20m 1318.8286 4.4257

λm circunferencia r = 0.20m 3.1290 1.5242

λv plano 8.6528 5.1440

λi plano 41.3183 7.3885

λm plano 11.7456 1.8420

Cuadro 5.8: Error cuadrático medio

5.4. Comentarios

En la Tabla 5.8 se observa que el error de seguimiento de la restricción una vez

que se conmuta a movimiento restringido es menor para el caso del método de aproximación

numérica λv tanto en la circunferencia como el plano.

En el caso de el método basado en el modelo λm el error de seguimiento es mayor

que en el método de aproximación numérica λv pero menor que en el método de penalización

λi. Sin embargo al realizar los experimentos la superficie no se percibió de forma continua.

Se puede ver en las Figura 5.26 en el caso del círculo y en la Figura 5.39 en el caso del plano,

esto debido a que se tuvo que aumentar el tiempo de muestreo de 0.002s a 0.004s por los
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requerimientos computacionales del método y las incertidumbres del modelo aproximado del

robot maestro. El método de penalización λi presenta el mayor error en posición al seguir la

trayectoria como se puede ver en la Figura 5.22 en el caso de la circunferencia y la Figura

5.35 se observa una deformación siendo esta una característica de este método. Se probaron

coeficientes de rigidez más altos pero se volvía inestable el sistema.

En la Tabla 5.8 se puede observar que la convergencia del error de fuerza en el

método de aproximación numérica λv una vez que se estabiliza es cercana a cero, pero

requiere un tiempo mayor para converger que el método basado en el modelo λm. En el caso

especifico del experimento en el plano se observa que el error de fuerza RMSEfuerza en el

experimento con el método iterativo es casi 3 veces mayor que en el basado en modelo. Esto

se debió principalmente al sobre pico considerable en el transitorio y a que la región en la

que inicia el contacto con la superficie el robot maestro solo puede retroalimentar menos de

1N de Fuerza. Como se muestra en las Figuras 5.11 y 5.24 en el caso del círculo, y en las

Figuras 5.29 y 5.37 en el caso del plano. En el método de penalización λi se observa un error

considerable en la fuerza esto debido a que dada la naturaleza del método su objetivo nunca

alcanza un error cero ni en posición ni en fuerza se observa Figuras 5.20 y 5.33.

El comportamiento de los experimentos resultó equivalente al obtenido en las si-

mulaciones. El método basado en el modelo λm presentó problemas al implementarlo debido

a que requerimos conocer el modelo del robot maestro y la carga computacional requerida.

Aun así, presentó error de seguimiento y fuerza aceptable, pero la percepción práctica de la

superficie se considera mala por la alta frecuencia presente al entrar en contacto con ella.

Por el contrario el método de aproximación numérica λv resultó complejo para sintonizar,

pero una vez hecho esto se percibió la superficie continua con algunas oscilaciones en ciertas

áreas. Al no requerir el modelo es un método más robusto que el método basado en el modelo

λm. El método de penalización λi al ser indirecto no requiere sensor de fuerza ya que calcula

la fuerza de reacción solo con la posición, es por ello que no se logra una convergencia de

error de fuerza y posición a cero. Se percibió una superficie continua, pero con una ligera

deformación.
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Capítulo 6

Conclusiones

En esta tesis se abordó la problemática de crear una superficie rígida a través de

un modelo matemático. Se propuso un esquema de control para la interfaz háptica que

permitiera generar una superficie virtual de forma realista. Con las pruebas realizadas se

demuestra un buen desempeño del esquema de control en el dispositivo háptico.

Con base en la suposición del modelo del humano, se demostró que los errores de

seguimiento tienden a cero.

En el esquema de control se considera la dinámica no lineal del robot y el ambiente

virtual.

La convergencia de los errores de fuerza y posición del esquema propuesto son mejores

comparándolas con el método de penalización, y equivalentes al método que utiliza el

modelo con la ventaja de requerir menor carga computacional y ser mas robusto ante

incertidumbres.

La reproducción de la superficie virtual mediante el método propuesto es más exacta.

Las simulaciones y experimentos se comportan de forma equivalente.

El objetivo de transparencia se cumplió de forma parcial, debido a que el robot de

pruebas presenta algunos juegos mecánicos y fricción seca en sus articulaciones.

Experimentalmente se obtuvieron errores aceptables tanto en posición como en fuerza.

El método propuesto basado en la aproximación numérica de la restricción λv demostró

cierta robustez ante incertidumbres y ruidos.

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 
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Los sistemas de control aplicados a interfaces hápticas tienen múltiples retos, en

este caso se abordo una mínima parte de ellos. El trabajo a futuro comprende:

Generar un esquema de control capaz de reproducir de forma realista superficies de-

formables.

Reproducir superficies de distintos materiales con sus propiedades, rigidez, peso, tex-

tura, fricción, rugosidad, etc.

Generar un bloque replicable para implementar un algoritmo de rendereo háptico.

Validar el esquema de control con superficies tridimensionales.

Garantizar la transparencia del sistema en presencia de incertidumbres del modelo

dinámico del robot, incluyendo juego mecánico y fricción.

Garantizar la estabilidad en presencia de retardos.

Extender el problema para poder manipular y alterar los objetos presentes en el am-

biente virtual (cortes, suturas).

Validar el modelo de ambiente calculado mediante el método iterativo propuestoλv, al

compararlo con la percepción generada por la adquisición de un sistema de teleopera-

ción bilateral.

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 
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Apéndice A

Modelado de Robot Paralelo de

3GDL

Las simulaciones se hicieron siguiendo el modelo del robot descrito en [29], el cual

está constituido por una cadena cinemática cerrada y tiene 3GDL.

A.1. Cinemática del robot planar háptico

Eslabón i
Longitud

Di[m]

Distancia al

centro de

masa di[m]

masa mi[kg]
Inercia

Ii[kgm2]

0 0.277 - - .001496

1 0.030 0.010 0.091 2.3E-6

2 0.250 0.127 0.0712 1.54E-3

3 0.290 0.108 0.0687 1.05E-3

4 0.250 0.107 0.130 2.23E-3

Cuadro A.1: Parámetros del manipulador



Figura A.1: Cotas del dispositivo háptico [29]

A.1.1. Cinemática Directa

x = (D4 cos(q2) + (D3 − D1) cos(q3)) cos(q1)

y = (D4 cos(q2) + (D3 − D1) cos(q3)) sin(q1)

z = D4 sin(q2) + (D3 − D1) sin(q3) + D0



Figura A.2: Vista lateral del dispositivo háptico [29]

A.1.2. Cinemática Inversa

rz =
√

x2 + y2

D =
r2
z + z2 − D2

4 − (D3 − D1)
2

2D4(D3 − D1)

q1 = atan2(y, x)

q3sd = atan2
(√

1 − D2, D
)

q2 = atan2(z, rz) − arctan

(
(D3 − D1) sin(q3sd)

D4 + (D3 − D1) cos(q3sd)

)

q3 = q3sd + q2



A.2. Dinámica

L = K − U
d

dt

∂L
∂q̇i

− ∂L
∂qi

= τi|i = 1, 2, 3

donde:

K =
1

2

(
m1v

2
1 + m2v

2
2 + m3v

2
3 + m4v

2
4 + I0q̇

2
1 + I1q̇

2
3 + I2q̇

2
2 + I3q̇

2
3 + I4q̇

2
2

)

U = g (m1d1 sin(q3) + m2 [−D1 sin(q3) + d2 sin(q2)] + m4d4 sin(q2) + m3 [D4 sin(q2) + d3sin(q3)])



La expresión de los torques queda expresada:

τ1 = q̈1

[
m1d1 cos2(q3) + m2D

2
1 cos2(q3) + m2d

2
2 cos2(q2)

−2m2D1 cos(q3)d2 cos(q2) + m3d
2
3 cos2(q3) + m3D

2
4 cos2(q2)

+2m3D4cos(q2)d3 cos(q3) + m4d
2
4 cos2(q2) + Ib

]

q̇1

[
−2m1d

2
1 cos(q3) sin(q3)q̇3 − 2m2D

2
1 cos(q3) sin(q3)q̇3

−2m2d
2
2 cos(q2) sin(q2)q̇2 + 2m2D1 sin(q3)q̇3d2 cos(q2)

+2m2D1 cos(q3)d2 sin(q2)q̇2 − 2m3d
2
3 cos(q3) sin(q3)q̇3

−2m3D
2
4 cos(q2) sin(q2)q̇2 − 2m3D4 sin(q2)q̇2d3 cos(q3)

−2m3D4 cos(q2)d3 sin(q3)q̇3 − 2m4d
2
4 cos(q2) sin(q2)q̇2

]

τ2 = −m2d2D1q̈3 cos(−q3 + q2) − m2d2D1 sin(−q3 + q2)

m2d
2
2q̈2 + m3D4d3q̈3 cos(−q3 + q2) + m3D4d3q̇

2
3 sin(−q3 + q2)

+m3D
2
4 q̈2 + m4d

2
4q̈2 + I2q̈2 + I4q̈2 +

1

2
m2d

2
2q̇

2
1 sin(2q2) − 1

2
m2d2q̇

2
1D1 sin(q3 + q2)

−1

2
m2d2q̇

2
1D1 sin(−q3 + q2) +

1

2
m3D4q̇

2
1d3 sin(q3 + q2)

+
1

2
m3D4q̇

2
1d3 sin(−q3 + q2) +

1

2
m3D

2
4 q̇

2
1 sin(2q2) +

1

2
m4d

2
4q̇

2
1 sin(2q2)

+gm2d2 cos(q2) + gm4d4 cos(q2) + gm3D4 cos(q2)

τ3 = m1d
2
1q̈3 − m2d2D1q̈2 cos(−q3 + q2) + m2d2D1q̇

2
2 sin(−q3 + q2)

+m2D
2
1 q̈3 + m3d

2
3q̈3 + m3D4d3q̈2 cos(−q3 + q2)

−m3D4d3q̇
2
2 sin(−q3 + q2) + I1q̈3 + I3q̈3 +

1

2
m1d

2
1q̇

2
1 sin(2q3)

+
1

2
m2D

2
1 q̇

2
1 sin(2q3) − 1

2
m2d2q̇

2
1D1 sin(q3 + q2) +

1

2
m2d2q̇

2
1D1 sin(−q3 + q2)

+
1

2
m3D4q̇

2
1d3 sin(q3 + q2) − 1

2
m3D4q̇

2
1d3 sin(−q3 + q2) +

1

2
m3d

2
3q̇

2
1 sin(2q3)

−gm1d1 cos(q3) − gm2D1 cos(q3) + gm3d3 cos(q3)

A.3. Espacio de Trabajo

El espacio sin tomar en cuenta las restricciones mecánicas es:

S =
{

∀(x, y, z) ∈ R3|(D2 − (D3 − D1)) <
√

x2 + y2 + z2 < (D2 + (D3 − D1))
}

(A.1)
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Apéndice B

Modelado del robot planar háptico de

2GDL

Este robot está constituido por una cadena cinemática cerrada, cuenta con 4 coor-

denadas articulares, 2 actuadas y 2 dependientes. La arquitectura es de un robot 5 barras

de tipo paralelogramo, lo cual permite que el análisis sea más sencillo.

B.1. Cinemática del robot planar háptico

Eslabón i
Longitud

Di[m]

Distancia al

centro de

masa di[m]

masa mi[kg]
Inercia

Ii[kgm2]

1 0.030 0.01227 0.01338 0.00000421622

2 0.16280 0.07672 0.0423 0.00013362087

3 0.16280 0.08297 0.03977 0.000116652

4 0.19282 0.08425 0.05577 0.000254644

Cuadro B.1: Parámetros del manipulador



Figura B.1: Dispositivo háptico(Acribot)



Figura B.2: Cotas del dispositivo háptico

, __ ~ __ ,L , " 

/ <:!' .,' ,... 
t"/ 

< 

, 

/ 

, 

, 

, 
, , , 
I 

" 
" , , , 
I 



B.1.1. Cinemática Directa

x = D2 cos(q2) + (D4 − D1) cos(q1 − π)

y = D2 sin(q2) + (D4 − D1) sin(q1 − π)

donde Dn, n = 1, . . . , 4 son las longitudes de los eslabones, dn, n = 1, . . . , 4 son las distancias

de los ejes de giro hacia el centro de masa de cada eslabón, qn, n = 1, . . . , 4 son las variables

articulares. q1, q2 son las articulaciones actuadas, mientras q4, q3 son subactuadas. Dada la

arquitectura de paralelogramo se puede observar que q2 = q3 y que q1 = q4 + π.

B.1.2. Cinemática Inversa

D = ±x2 + y2 − D2
2 − (D4 − D1)

2

2D2(D4 − D1)
(B.1)

q3s2 = atan2
(√

1 − D2, D
)

(B.2)

q2 = atan2(y, x) + atan
(

(D4 − D1) sin(q3s2)

D2 + (D4 − D1) cos(q3s2)

)
(B.3)

q1 = −(q3s2 − q2) + π (B.4)

La posibilidad de cambio de signo en la ecuación (B.2) da la libertad de elegir la solución

ya sea codo arriba o codo abajo.

B.2. Dinámica del robot planar háptico

Se utilizó el método de Euler-Lagrange para modelar el robot con sus 2 coordenadas

generalizadas actuadas pasando por alto las restantes que son dependientes. Los valores de

masas, inercias y medidas fueron obtenidos mediante el programa Solidworks. El modelo

generalizado es:

τ = H(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + G(q) + Dq̇ (B.5)



Los Jacobianos de la velocidad con respecto al centro de gravedad son:

JVc1 =


−d1 sin(q1) 0

d1 cos(q1) 0




JVc2 =


0 −d2 sin(q2)

0 d2 cos(q2)




JVc3 =


− sin(q1)D1 −d3 sin(q2)

cos(q1)D1 d3 cos(q2)




JVc4 =


 d4 sin(q1) −D2 sin(q2)

−d4 cos(q1) D2 cos(q2)




Los Jacobianos de la velocidad angular son:

Jω1 = Jω4 =




0 0

0 0

1 0




Jω2 = Jω3 =




0 0

0 0

0 1




Las matrices de rotación son:

R0
1 = R0

4 =




cos(q1) − sin(q1) 0

sin(q1) cos(q1) 0

0 0 1




R0
2 = R0

3 =




cos(q2) − sin(q2) 0

sin(q2) cos(q2) 0

0 0 1






Los tensores de inercia son:

Tn =




Ixxn −Ixyn −Ixzn

−Iyxn Iyyn −Iyzn

−Izxn −Izyn Izzn


 n = 1, . . . , 4 (B.6)

El vector de coordenadas generalizadas se expresa como:

q =


q1

q2


 (B.7)

La matriz H(q) está conformada por:

H(q) =
4∑

i=1

miJ
T
vciJvci +

4∑

i=1

JT
ωiR

0
i TiR

0
i
T
Jωi (B.8)

H(q) =


H11 H12

H21 H22


 (B.9)

H11 = m3D
2
1 + d2

4m4 + d2
1m1 + Izz4 + Izz1 (B.10)

H12 = H21 = d3m3 cos(q2 − q1)D1 − d4m4 cos(q2 − q1)D2 (B.11)

H22 = m4D
2
2 + d2

3m3 + d2
2m2 + Izz3 + Izz2 (B.12)

La matriz de fuerzas de Coriolis está dada por:

Ckj =

4∑

i=1

1

2

{
∂Dkj

∂qi
+

∂Dki

∂qj
− ∂Dij

∂qk

}
q̇i (B.13)

C(q, q̇) =


 0 C12

C21 0


 (B.14)

C12 =
q̇2(2d4m4 sin(q2 − q1)D2 − 2d3m3 sin(q2 − q1)D1)

2
(B.15)

C21 =
q̇1(2d3m3 sin(q2 − q1)D1 − 2d4m4 sin(q2 − q1)D2)

2
(B.16)



El vector de gravedad es:

Gn =
∂P

∂qn
(B.17)

G(q) =


m3 cos(q1)D1 − d4m4 cos(q1) + d1m1 cos(q1)

m4 cos(q2)D2 + d3m3 cos(q2) + d2m2cos(q2)


 (B.18)

El Jacobiano está dado por:

J(q) =


 sin (q1) (D4 − D1) −sin (q2) D2

−cos (q1) (D4 − D1) cos (q2) D2




(B.19)

Los torques están dados por:

τ1 =
q̇2
2(2d4m4 sin(q2 − q1)D2 − 2d3m3 sin(q2 − q1)D1)

2

+q̈2(d3m3 cos(q2 − q1)D1 − d4m4 cos(q2 − q1)D2)

+q̈1(m3D
2
1 + d2

4m4 + d2
1 ∗ m1 + Izz4 + Izz1)

+m3cos(q1)D1 − d4m4cos(q1) + d1m1 cos(q1)

τ2 = q̈2(m4D
2
2 + d2

3 ∗ m3 + d2
2m2 + Izz3 + Izz2)

+
q̇2
1(2d3m3 sin(q2 − q1)D1 − 2d4m4 sin(q2 − q1)D2)

2

+q̈1(d3m3 cos(q2 − q1)D1 − d4m4 cos(q2 − q1)D2)

+m4 cos(q2)D2 + d3m3 cos(q2) + d2m2 cos(q2)



B.3. Espacio de Trabajo

Calculando el determinante del jacobiano de la ecuacion (B.19) para obtener el

espacio de trabajo:

|J(q)| = D2(D4 − D1)(sin(q1) cos(q2) − cos(q1) sin(q2)) = D2(D4 − D1) sin(q1 − q2) = 0

sin(q1 − q2) = 0

q1 − q2 = arcsin(0)

q1 − q2 = nπ|n = 0, 1, 2, . . . (B.20)

q1 = q2 + nπ|n = 0, 1, 2, . . .

(B.21)

El mecanismo entra en una singularidad siempre que se cumple (B.20). Si se traslada al

espacio cartesiano.

x = D2 cos(q2) + (D4 − D1) cos(q1 − π)

y = D2 sin(q2) + (D4 − D1) sin(q1 − π)

Sustituyendo (B.20) y elevando al cuadrado:

x = D2 cos(q2) + (D4 − D1) cos(q2 + nπ − π)

y = D2 sin(q2) + (D4 − D1) sin(q2 + nπ − π)

Si n = (2k + 1)|k = 0, 1, 2, . . . entonces cos(q2 + (2k + 1)π − pi) = cos(q2),sin(q2 + (2k +

1)π − pi) = sin(q2) y elevando al cuadrado:

x2 = (D2 + (D4 − D1))
2 cos2(q2) (B.22)

y2 = (D2 + (D4 − D1))
2 sin2(q2) (B.23)

(B.24)

Si se suma (B.22) y (B.23)

x2 + y2 = (D2 + (D4 − D1))
2(cos2(q2) + sin2(q2)) = (D2 + (D4 − D1))

2 (B.25)



Si n = (2k)|k = 0, 1, 2, . . . entonces cos(q2 + (2k)π − pi) = − cos(q2), sin(q2 + (2k)π − pi) =

− sin(q2), y elevando al cuadrado:

x2 = (D2 − (D4 − D1))
2 cos2(q2) (B.26)

y2 = (D2 − (D4 − D1))
2 sin2(q2) (B.27)

(B.28)

Se suman (B.26) y (B.27)

x2 + y2 = (D2 − (D4 − D1))
2(cos2(q2) + sin2(q2)) = (D2 + (D4 − D1))

2 (B.29)

Por lo tanto el espacio de trabajo está en la región:

S =
{

∀(x, y) ∈ R2|(D2 − (D4 − D1)) <
√

x2 + y2 < (D2 + (D4 − D1))
}

(B.30)

Figura B.3: Espacio de Trabajo



B.4. Mapeo de Fuerza Máxima en el efector final

Se realiza el mapeo de la fuerza máxima permitida por el manipulador a lo largo

del espacio de trabajo, ya que esto afectará la percepción de la superficie y la convergencia

a cero del error en fuerza. Se tiene un motor EMG30 el cual con 12V da un torque máximo

de 1.5[kg ∗ cm] = 0.14709975Nm. Este torque se mapea a la fuerza máxima que el robot

puede ejercer en su efector final a lo largo del espacio de trabajo.

τ = JT(q)F, (B.31)

Despejando (B.31)

F = (JT(q))−1τ , (B.32)

se obtienen las siguientes ecuaciones:

Fx = −cos(q1)τ2 ∗ D4 + cos(q2)τ1D2

sin(q2 − q1)D2D4

Fy = −sin(q1)τ2D4 + sin(q2)τ1D2

sin(q2 − q1)D2D4

∥F∥ =
√

F 2
x + F 2

y

Con esto se puede elegir la trayectoria de tal forma que con la retroalimentación el error se

haga lo suficientemente pequeño.

B.5. Resolución de la posición

A los motores EMG30 con una caja de reducción de 1:30, se acoplan unos enco-

ders Autonics E40-H8-5000-3-V-5 que proveen de 5000 pulsos por vuelta. La lectura de las

cuadraturas da una precisión de 20, 000 pulsos por vuelta. Si se multiplican estas por la

reducción se tiene:

30 × 20000[pulsos/rev] = 600000[pulsos/rev]

Por la tanto la precisión en grados es de:

360[o/rev]

600000[pulsos/rev]
= .0006[o]



Figura B.4: ∥F∥ en el espacio de trabajo

Figura B.5: Detalle de ∥F∥ a lo largo del espacio de trabajo

,., 
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Apéndice C

Precisión del sensor de fuerza

El sensor de fuerza consiste en una celda de carga que mide la fuerza a compresión.

Es el modelo FUTEK LB330. Tiene un rango de trabajo de 0 a 44.5 N. Para el cálculo de

la precisión se emplean ls hoja de datos y se calculan con la siguiente formula [1].

ϵ =

√
ϵ2L + ϵ2H + ϵ2R +

(
ϵz × L × N

W
× t

)
+ (ϵs × t)2, (C.1)

donde:

ϵ es la precisión del sensor.

ϵL porcentaje de no linealidad.

ϵH el error de histéresis.

ϵR la repetibilidad.

ϵz el balance en 0 con respecto a la temperatura.

ϵs el efecto en el intervalo de temperaturas.

L La capacidad nominal de la celda de carga.

N Número de celdas de carga.

W Máxima carga medida.

t Rango de variación de la temperatura de la celda de carga.

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 



La precisión de la celda utilizada es ϵ = ±0.071442634329929 % lo que da una

precisión ±0.3N .
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Apéndice D

Especificaciones Técnicas

En este apartado se adjuntan las hojas de datos de los sensores y motores del

sistema.
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E40 Series

 Features

 Ordering information

Diameter ø40mm Shaft type/Hollow type/Built-in type
Incremental Rotary Encoder

● 12-24VDC power supply of line driver
output(Line-up)

● Easy installation at narrow space 
● Small moment of inertia
● Power supply : 5VDC, 12-24VDC ±5%
● Various output types

Item Diameter ø40mm shaft/hollow shaft/hollow built-in type of incremental rotary encoder

Resolution(P/R)※1 *1, *2 ,*5, 10, *12, 15, 20, 23, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 60, 75, 100, 120, 150, 192, 200, 240,
250, 256, 300, 360, 400, 500, 512, 600, 800, 1000, 1024, 1200, 1500, 1800, 2000, 2048,
2500, 3000, 3600, 5000   (Not indicated resolution is customizable.)

E
le

ct
ric

al
 s

pe
ci

fic
at

io
n

Output phase A, B, Z phase(Line driver A, A
_

, B, B
_

, Z, Z
_

 phase) 

Phase difference of output Phase difference between A and B :  T  ±  T (T=1cycle of A phase)                                                           4
_

      8
_

Control
output

Totem pole output
• Low - Load current:Max. 30mA, Residual voltage : Max. 0.4VDC
• High - Load current:Max. 10mA, Output voltage(Power voltage 5VDC): Min. (Power voltage-2.0)VDC, 

Output voltage(Power voltage 12-24VDC):Min. (Power voltage-3.0)VDC
NPN open collector output Load current : Max. 30mA, Residual voltage : Max. 0.4VDC
Voltage output Load current : Max. 10mA, Residual voltage : Max. 0.4VDC

Line driver output
• Low - Load current : Max. 20mA, Residual voltage : Max. 0.5VDC 
• High - Load current : -20mA, Output voltage(Power voltage 5VDC): Min. 2.5VDC, 

Output voltage(Power voltage 12-24VDC): Min. (Power voltage-3.0)VDC

Response
time
(Rise/Fall)

Totem pole output
Max. 1㎲ • Measuring condition -

Cable length : 2m,
I sink = 20mA

NPN open collector output
Voltage output
Line driver output Max. 0.5㎲

Max. Response frequency 300kHz
Power supply • 5VDC ±5%(Ripple P-P : Max. 5%)   • 12-24VDC ±5%(Ripple P-P : Max. 5%)
Current consumption Max. 80mA(disconnection of the load), Line driver output : Max. 50mA(disconnection of the load)
Insulation resistance Min. 100MΩ(at 500VDC megger between all terminals and case)
Dielectric strength 750VAC 50/60Hz for 1 minute(Between all terminals and case)
Connection Cable type, 250mm connector cable type

M
ec

ha
nic

al
sp

ec
ific

at
ion Starting torque Shaft type : Max. 40gf·cm(0.004N·m), Hole type : Max. 50gf·cm(0.005N·m)

Moment of inertia Max. 40g·cm²(4×10-6 kg·m²)
Shaft loading Radial : Max. 2kgf, Thrust : Max. 1kgf
Max. allowable revolution ※2 5000rpm

Vibration 1.5mm amplitude or 300m/s2 at frequency of 10 to 55Hz(for 1 min.) in each of X, Y, Z directions for 2 hours
Shock Approx. Max. 50G

Environment
Ambient temperature -10 to 70℃, storage : -25 to 85℃
Ambient humidity 35 to 85%RH, storage : 35 to 90%RH

Protection IP50(IEC standard) ※Option type is available for IP64 (IEC standard). 

Cable ø5, 5-wire, Length : 2m, Shield cable(Line driver output : ø5, 8-wire)
(AWG24, Core diameter: 0.08, Number of cores: 40, Insulator out diameter: ø1)

Accessory • Shaft type :ø6mm coupling standard, ø8mm  coupling(Sold separately) • Hole type : Bracket 
Approval  (Except line driver output) 
Unit weight Approx. 160g

 Specifications

E40 H  245000 3 N8

※Standard: E40S6- PULSE         -3-N-24, E40H8- PULSE         -3-N-24
E40HB8- PULSE         -3-N-24

※Cable length
: 250mm

Series Shaft type Hollow type Pulse/1Revolution Output phase Output Power supply Cable

S: Shaft type
H: Hollow type
HB: Hollow

built-in type

External Inner

Series

2: A, B
3: A, B, Z
4: A, A

_
, B, B

_

6: A, A
_

, B, B
_

, Z, Z
_

T: Totem pole output
N: NPN open collector 

output 
V: Voltage output
L: Line driver output

5  : 5VDC ±5%
24: 12-24VDC 

±5%

No mark: Cable 
                type
C: Connector 
     cable type(※)

6: ø6mm
8: ø8mm

6: ø6mm
8: ø8mm
10: ø10mm
12: ø12mm

E40HB SeriesE40H Series

E40S Series

※Standard: A, B, Z

※1: '*' pulse is only for A, B phase(Line Driver output is for A, A
_

, B, B
_

 phase)
※2: Make sure that. Max response revolution should be lower than or equal to max. allowable revolution when selecting the resolution. 
       

[Max. response revolution(rpm)=  
  Max. response frequency   

× 60 sec]
  
                                                                         Resolution ※Environment resistance is rated at no freezing or condensation.

Please read “Caution for your safety” in operation 
manual before using.""",1 &~ ___ ----,I ( E: 
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(A) 
Photo
electric
sensor

(B) 
Fiber
optic
sensor

(C) 
Door/Area
sensor 

(D) 
Proximity
sensor 

(E) 
Pressure
sensor 

(F) 
Rotary
encoder 

(G) 
Connector/
Socket 

(H)
Temp.
controller

(I)
SSR/
Power
controller

(J) 
Counter 

(K) 
Timer 

(L) 
Panel
meter 

(M)
Tacho/
Speed/ Pulse
meter 

(N)
Display
unit

(O)
Sensor
controller 

(P)
Switching
mode power
supply 

(Q)
Stepper
motor&
Driver&Controller

(R)
Graphic/
Logic
panel

(S)
Field
network
device

(T) 
Software

(U) 
Other

Incremental ø40mm Shaft/Hollow Shaft/Built-in type

● Totem pole output / NPN open collector output /
   Voltage output

● Line driver output

● Totem pole output / NPN open collector output /
Voltage output

● Line driver output

 Cable type  Connector cable type 

※Z phase output is option. 
※CW : Right turn as from the shaft.

※Unused wires must be insulated.
※The metal case and shield wire of encoder should be 

grounded(F.G.).

※F.G.(Field Ground): It should be grounded separately.

● Totem pole output / 
NPN open collector output /
Voltage output

• Line driver output

Brown: +V(5VDC, 12-24VDC ±5%)

Black: OUT A
White: OUT B
Orange: OUT Z

Blue: GND(0V)
Shield: F.G.

Brown: +V(5VDC, 12-24VDC ±5%)

Black: OUT A
Red: OUT A

_

White: OUT B
Gray: OUT B

_

Orange: OUT Z
Yellow: OUT Z

_

Blue: GND(0V)
Shield: F.G.

 Connections

 Output waveform

● Totem pole output type can be used for NPN open collector output type(※1) or Voltage output type(※2). 
● All output circuits of A, B, Z phase are the same. (Line driver output is  A, A

_
, B, B

_
, Z, Z

_
) 

A phase

B phase

Z phase

Clockwise(CW) 
Clockwise(CW) 

A phase

A
_

 phase

B
_

 phase

Z
_

 phase

B phase

H

H

H

T T

H

H

H

H

H

H

L

L

L

L

L

L

L

L

L

Z phase

T ± T
2
_

     4
_

T ± T
2
_

     4
_

T ± T
4
_

     8
_ T ± T

4
_

     8
_

T ±  T
       2

_
T ±  T       2

_

Totem pole output/
NPN open collector output/
Voltage output

Line driver output

Pin No Function Cable color Pin No Function Cable color
① OUT A Black ① OUT A Black
② OUT B White ② OUT A

_
Red

③ OUT Z Orange ③ +V Brown
④ +V Brown ④ GND Blue
⑤ GND Blue ⑤ OUT B White
⑥ F.G. Shield ⑥ OUT B

_
Gray

⑦ OUT Z Orange
⑧ OUT Z

_
Yellow

⑨ F.G. Shield

2

4

3 6
1

5

1 2
3

7 8 9
4 5 6

Totem pole output NPN open collector output Voltage output Line driver output
Rotary encoder circuit Load connection Rotary encoder circuit Load connection Rotary encoder circuit Load connection Rotary encoder circuit Load connection

 Control output diagram

Load

Load

Load

Load

※1

※2

+ +
++

R

- -
--

Output Output
Output

+V +V +V

0V 0V 0V

Sink current
: Max. 30mA

Sink current
: Max. 30mA

Source current
: Max. 10mA

Source current
: Max. 10mA

A
_

 phase
output

A phase
output

+V

0V

M
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E40 Series

(unit: mm) Dimensions

M3 Bolt mounting hole
P.C.D 46

45°

45°

3-120°

20
00

32

32

27

5

8

8

8

BA
A B ø4

0
ø4

0

● Shaft type

● Hollow shaft / Hollow shaft built-in  type

E40H

E40HB

 Cable type

 Connector cable type ● Bracket(E40H, E40HB)

● Coupling(E40S)
 ø6 Coupling  ø8 Coupling

3-M3×0.5 DP: 5

M17×1

P.C.D 30

3-120°

25
0

M3 Bolt mounting hole
P.C.D 46

8
38

t=0.2
8

54

 Parallel misalignment
: Max. 0.25mm
 Angular misalignment: Max. 5°
 End-play: Max. 0.2mm

※For parallel misalignment, angular misalignment, 
end-play terms, refer to the F-78 page. 

※For flexible coupling(ERB Series) information, refer 
to the F-71 page.

※Connector cable is customizable and refer 
to the G-10 for specifications. 

A ø6 ø8 ø10 ø12
B ø15 ø17
Tolerance +0.015

  0

Cable 

ø5, 5-wire(Line Driver output: 8-wire),
Length:2000, Shield cable

Cable 

ø5, 5-wire(Line Driver output: 8-wire),
Length: 2000, Shield cable

4-M3×0.5 4-M4×0.7

ø15 ø19
ø8+0.1

  0ø6+0.1
  0

22 25

3.4 3.42.82.8

A B
ø6 5
ø8 7

45°

31 15

10

-0.01
-0.015
-0.01
-0.02

A

B

ø4
0

ø2
0

0 -0
.0

2

3-M3×0.5 DP: 5
P.C.D 30

3-120°

20
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 EMG30 & Mounting Bracket specification  
 

 

The EGM30 (encoder, motor, gearbox 30:1) is a 12v motor fully equipped with encoders and a 30:1 
reduction gearbox. It is ideal for small or medium robotic applications, providing cost effective drive 

and feedback for the user. It also includes a standard noise suppression capacitor across the motor 
windings. 

  

Measurements 

Connector 

The EGM30 is supplied with a 6 way JST  connector (part no PHR-6) at the end of approx 90mm of 
cable as standard.  
The connections are: 

Wire colour Connection
Purple (1) Hall Sensor B Vout

Blue (2) Hall sensor A Vout
Green (3) Hall sensor ground

Brown (4) Hall sensor Vcc
Red (5) + Motor

,n ' .' 00 " 125 

:f~ 
P-

;;lf 
• • o 
o 

U 
• 



note that pull up resistors (we used 4k7) are required on the hall sensor outputs, and wires are the 
colours from the actual cable. 

  

EMG30 Mounting Bracket 
Providing easy mounting  of the EMG30 to the robot, the bracket is made from a 2mm thick strong 
aluminum and finished in blue enamel. 

             

Black (6) - Motor

specification 
Rated voltage 12v
Rated torque 1.5kg/cm
Rated speed 170rpm

Rated current 530mA
No load speed 216

No load current 150mA
Stall Current 2.5A
Rated output 4.22W

Encoder counts per output shaft turn 360
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