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Introduccion

La gravitacion es la interaccién dominante en toda escala macroscépica. Por lo tanto, para poder en-
tender la dinamica del Universo a grandes escalas (de al menos 100 mega-parsecs). necesitamos utilizar la
mejor teoria de gravitacién existente hasta el dia de hoy: la Teoria General de la Relatividad de Einstein,
cuyas ecuaciones de campo relacionan la curvatura del espacio-tiempo con la materia-energia de diversos
tipos de fuentes. Definimos como un “modelo cosmolégico” a todo espacio-tiempo que surge como solu-
cién de las ecuaciones de campo de Einstein que sea aplicable para describir la evolucién del Universo a
éstas escalas. Existe una diversidad de modelos cosmolégicos dependiendo de diversas supociciones fisicas y
geométricas adecuadas a diferentes escalas, etapas y contextos de la evolucién césmica. Sin embargo, to-
do modelo debe mostrar una minima consistencia y ajuste con las observaciones astronémicas y cosmoldgicas.

La cosmologia llamada “estandar” utiliza el llamado Principio de Copérnico 6 Principio Cosmoldgico,
el cual supone que a escalas cosmolégicas el Universo se observa como una distribucién estadisticamente
homogénea. Como una consecuencia de éste principio, otros observadores a esas distancias comoldgicas de
nosotros obsrvarian aproximadamente las mismas condiciones fisicas, entonces, podemos decir que el modelo
de Universo “isotrépico” es correcto a éstas escalas.

Debido a las enormes distancias césmicas y la imposibilidad de viajar durante largo tiempo no es posible
verificar el Principio de Copérnico. Es relevante decir que dicho principio es solamente aplicable a grandes
escalas, aproximadamente a partir desde los 100 megaparsecs. Sin embargo, podemos averiguar a que escala
el Universo es aproximadamente homogéneo e isotrépico en forma estadistica, mediante el estudio de obser-
vaciones de catadlogos de galaxias y por medio de la argumentacion tedrica.

Los modelos cosmolégicos que cumplen en forma estricta y exacta el Principio de Copérnico son lla-
mados modelos modelos Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), los cuales son matemdaticamente
homogéneos e isotrépicos. Podemos decir entonces que los modelos FLRW describen de forma aproximada
nuestro Universo bajo la suposicién de dicho principio y bajo diferentes formas de maeria-energia (ecuaciones
de estado) que describen diversas eras césmicas.

Los modelos FLRW predicen un Universo en expansién en el cual la materia-energia se enfria y diluye
a medida que el Universo evoluciona, teniendo como origen al llamado “big bang”, que es una singularidad
de curvatura del espacio-tiempo en la que energias y temperaturas tienden a infinito. Suponinedo que la
materia-energia cdsmica estd compuesta por la materia “visible”, “oscura” y “radiacién” (gas de fotones), se
puede mostrar que en etapas tempranas la radiacion dominaba la dindmica césmica, mientras que en etapas
mas tardias (y a medida que el Universo se enfriaba) la materia visible y oscura se tornaron dominantes. La
era temprana se puede describir mediante modelos FLRW cuya fuente es materia oscura fria y una mezcla de
materia visible y oscura y radiacién acoplados en equilibrio térmico. Al desacoplarse ésta tltima los compo-
nentes evolucionan por separado, por lo cual los fotones se enfrian formando el fondo de radiacién césmica
que se comprta casi como un cuerpo negro a 3 grados Kelivin.

En la presente tésis estudiaremos la evolucién césmica a través de la transicién de un Universo FLRW
inicialmente dominado por la radiacién (fluido perfecto cuya ecuacién de estado es p = p/3) a uno dominado
por la materia (tanto oscura como visible), la cual supondremos que se comporta como un gas ideal a baja
temperatura que puede ser aproximado por la ecuacién de estado del polvo, es decir, un fluido perfecto con
presiéon nila p = 0. Esta transicién de la radiacién al polvo se dard a través de una zona intermedia entre
los modelos FLRW, la cual serd descrita por otro modelo cosmoldgico. Esta zona deberd embonar de forma
“suave” (continua y diferenciable hasta segundas derivadas) con ambos modelos FLRW (polvo y radiacién)
en superficies de tiempo constante ortogonales a la 4-velocidad. La zona intermedia es una seccién de un
modelo cosmolégico llamado “Universo de Stephani”, el cual satisface las condiciones del embone suave con




los modelos FLRW pese a ser un espacio-tiempo inhomogéneo y anisotrépico.

El Universo de Stephani surge como una solucién exacta de las ecuaciones de Einstein obtenidas bajo las
siguientes suposiciones: (i) simetra esférica, (ii) fuente dada por un fluido perfecto cuya deformacién (shear)
es nula y (iii) el tensor conforme de Weyl es idénticamente cero, lo cual se denota como soluciones confor-
malmente planas.

Describimos entonces al Universo para tiempos césmicos ¢t < tp; como un modelo FLRW en el cual
domina la radiacién, el cual embona suavemente con el Universo de Stephani en el tiempo césmico t = tp;.
En el lapso temporal t,; < t < t32 corresponde a la zona intermedia de transicién dada por el Universo de
Stephani, la cual embona en t = ¢y > t;; de modo suave con el Universo FLRW dominado por materia
(polvo), el cual se extiende para tiempos césmicos t > tpa.

En el presente trabajo estudiamos las condiciones a la frontera que nos garantizan un embone suave entre
los Universos FLRW (radiacién y polvo) y el Universo de Stephani en tiempos arbitrarios ¢t = tp1 y t = tp2 en
el orden mencionado anteriormente. Utilizaremos modelos FLRW y Stephani con curvatura espacial positiva,
de modo que se evita la singularidad de curvatura afisica que emerge en los modelos Stephani con curvatura
espacial cero o negativa, en la cual la presién diverge (p — £00) a densidad finita. Si la curvatura espacial es
positiva todas las variables de estado de la zona de trancision dada por el Universo de Stephani se mantienen
finitas. No estd por demas mencionar que el embone de un Universo de Stephani, como una zona de transicién
entre dos Universos FLRW es suave para cualquier ecuacién de estado de éstos ultimos, sin embargo, so-
lo consideramos en el presente trabajo el caso de radiacién y polvo por su relevancia en la evoluciono césmica.

A continuacién ofrecemos una descripcidn de la tésis por capitulos. Los capitulos 1, 2, 3 y 4 estan basados
en el articulo “ Theoretical aspects in the study of inhomogeneous cosmological models “ del Dr. Roberto A.
Sussman, en el cual se estudia la cinemdtica y la dindmica de modelos cosmoldgicos generales, se introduce el
concepto de Observador Fundamental, asi como también los llamados pardmetros cineméticos. En el capitulo
2 se estudia un modelo cosmoldgico haciendo la similitud de los observadores fundamentales a un fluido
que evoluciona en el espacio-tiempo bajo el andlisis de los parametros cinematicos. El capitulo 3 proporciona
una descripciéon del modelo FLRW bajo las condiciones de homogeneidad e isotropia local, se introduce
el concepto de Observador Isotropico. En el capitulo 4 se examina la métrica Robertson-Walker (RW) y
su relacién geométrica con todos los posibles modelos FLRW de Universos compatibles con el principio
cosmoldgico y la dindmica evolutiva de todos éstos espacio-tiempos que requieren condiciones especificas
basadas en la naturaleza fisica de las fuentes de materia-energia. El capitulo 5 estd basado en el libro ”
Inhomogeneous cosmological models “ de A. Krasinski, y trata sobre los Universos de Stephani, los cuales,
como se mencind anteriormente, son soluciones conformalmente planas de las ecuaciones de Einstein. En el
capitulo 6 se examinan las condiciones de embone entre las métricas FLRW y de Stephani. En el capitulo 7
se examina el comportamiento de los pardmetros k(t), R(t), p(t) y p(t,r) bajo las condiciones de embone
entre las métricas FLRW y de Stephani, y en éste mismo capitulo se dan finalmente las conclusiones. Todos
los célculos y las graficas que aparecen en los capitulos 9 y 10 fueron hechas con la ayuda del programa

computacional “ Maple 13 “ bajo la supervisién del Dr. Roberto A. Sussman del Instituto de Ciencias Nucleares
(ICN) UNAM.




Capitulo 1: Cinematica y dinamica de modelos cosmolégicos

1.1 Observadores fundamentales y la 4-velocidad.

Sea (X, ¢g) una variedad pseudo-rimanniana asociada con un tensor métrico, la cual satisface las ecuaciones
de Einstein (consideremos ¢ =1 )

G = 8rT, (1,1)

donde G es el tensor de Einstein y T es el tensor de momento-energia que caracteriza una fuente de
materia-energia. Esta variedad puede ser considerada como un modelo cosmoldgico si admite en cada punto
a una congruencia de curvas temporaloides C* = z%(7) con a = 0,1,2,3 con 7 siendo el tiempo propio, las
cuales determinan las Lineas de Universo de Observadores Fundamentales, de modo que cada punto p € XN
pertenece a una y solamente a una de estas Lineas de Universo.

La variedad N admite un campo vectorial unitario temporaloide que es tangente a cada uno de los
Observadores Fundamentales. Este campo vectorial es la 4-velocidad que estd expresada como

dz®
a __
ut = (1,.2)
con las siguientes condiciones
Japuu® = ugu® = —1,

donde 7 es el tiempo propio respecto a los Observadores Fundamentales y x® son las coordenadas comdviles
con a =0,1,2,3 y las Lineas de Universo de Observadores Fundamentales, estdn parametrizadas como

2% = 2%(1), 2' = constante. (1,3)
La 4-velocidad se expresa entonces de la forma

0
o dx

=——=+/—g% =0 1,4
Ut = g%, u (1.4)

Las Hipersuperficies de Simultaneidad de u®, tienen una métrica inducida expresada como
ht = g fuub. (1,5)
Los vectores y tensores paralelos a u%, se pueden expresar como
Vi= ' = V=0,
7% = \uu® hav Z%" = hShi Zeq = 0
=AU U - ab = NgNytica =Y,
donde A(z%) es un escalar. Los vectores 6 tensores ortogonales a u®, pueden ser expresados como
gou® =0 = qo = hje,

Hypu® =0 = g = hShill.,,

donde h y h,, son tensores duales y h? actiia como operador tensorial proyectando tensores arbitrarios
sobre las Hipersuperficies de Simultaneidad de u®.




1.2 Parametros cinematicos.

Sea D, un tensor arbitrario de orden 2 x 2. lgualando D,;, con V,uy y utilizando las expresiones (A,3a)
y (A,5) del apéndice A, obtenemos la ecuacién

. ©
Vaup = —gup + Ehab + Oab + Wab, (176)
donde
g = u’Vyut,

es la 4-aceleracion, mientras que los pardmetros cinemdaticos ©, 04 Y wep estdn dados por las siguientes
expresiones

0 =V, u?, (1,7)
que es la expansién escalar,
Oap = @mub), (1,8)
que es el tensor de deformacién y
Wap = @[aub], (1,9)

que es el tensor de vorticidad, donde los paréntesis [, ¥ (ap) denotan respectivamente antisimetrizacién y
simetrizacién menos la traza en los indices a, b (véase apéndice B).

La utilidad de éstos pardmetros cinematicos pueden ser ilustrada en términos del cambio de las distancias
locales sobre los Observadores Fundamentales, para ésto, se considera al vector y* = (y°,y), éste vector
conecta puntos de un marco de referencia de un Observador Fundamental con puntos del mismo tiempo propio
7 de otro Observador Fundamental, aunque en general 4y # (0,y*). La cantidad que puede considerarse como
"vector de posicién” entre los Observadores Fundamentales y se expresa como

yt =hgy’, (1,10)

donde la razén de cambio respecto al tiempo propio es proyectada sobre las Hipersuperficies de Simultaneidad,
generando la velocidad relativa expresada como

v =gyl = hiuVeyt =yl Viu?, (1,11)

utilizando u® = dx®/dr y el hecho de que 7 es constante sobre las curvas integrales de y®. La ecuacién (1,11)
permite reescribir (1,6) como una transformacién infinitesimal aplicada a y9, obteniendo asi la siguiente
expresion

a a a, @ a a a
vt = V(L) = higl = | 3B + o —wb}ylia (1,12)
donde
Ve = Viyud, (1,13)

de modo que el efecto de la evolucién de la posicién relativa del vector de 7 a 7 + d7 a lo largo de las
trayectorias de los Observadores Fundamentales es una combinacién infinitesimal de transformaciones con
éstos parametros de expansién 6 dilatacién (©), una deformacién (of) y una rotacién (wy').




Sabiendo que ©® = V,u® y teniendo en cuenta que
Vou® = u'V(Iny/~g) + uf, (1,14)
donde
g = det(gap)
y u® estd dado por (1,2), entonces obtenemos de manera general la siguiente expresién
v

6 = u"V,(InV) = 3,

(1,15a)
donde V es el 3-volumen local dado por
V = det(hap), (1,15b)

se observa que O es la razén de cambio de los volumenes locales V' de las Hipersuperficies de Simultaneidad
respecto al tiempo propio a lo largo de las trayectorias de los Observadores Fundametales. Si las trazas de la
deformacién o' y de la rotacién wj' se hacen cero, entonces

tr(Vy') = V' = O,
preservandose asi el volumen sobre (1,13).

Como consecuencia de (1,15a) y (1,15b), se puede definir un factor de escala é " promedio” de las longi-
tudes de escala determinado por la expresion
e L
L3:vz>§:3, (1,16)
sin embargo, con respecto a la posicién relativa del vector 39, se puede definir de manera diferente una
longitud de escala, es decir, la direccion depende de las distancias locales relativas entre los Observadores
Fundamentales obteniendose la siguiente expresion

0= \/hayt v’ (1,17)
en general se tiene que ¢ # L.

Si se define el escalar de Hubble como H = {/{ y utilizando (1,6) y (1,11), se puede expresar un nuevo
pardmetro en términos de otros pardmetros cinematicos, asi obtenemos la expresion

H =

S| s,

donde e* = y4 /¢ es un vector unitario que satisface las condiciones eqe® = 1y e,u® = 0. Las ecuaciones
(1,16) y (1,18), pueden ser generalizadas a todo modelo cosmoldgico.

Es importante remarcar que H es dependiente de |a direccidn, es decir, es anisotrépico y se puede expresar

en términos del tensor de deformacidn, es decir, que (1,18) puede ser reescrita como

(L
a, b

Ogpee’ = - — —. 1,19
e L ( Y )
Respecto a la ecuacidn anterior, se observa la deformacidn a lo largo de las Lineas de Universo de los Obser-
vadores Fundamentales a consecuencia de la diferencia de las velocidades locales relativas sobre el promedio




de la velocidad relativa L/L, es decir, que la deformacién tiene dependencia direccional aunque el volumen
se preserva.

Otra ecuacién andloga a (1,13), y tomando la razén de cambio con respecto al tiempo propio de la direc-
cién de los Observadores Fundamentales, é¢%, tenemos que e® = y9 /¢ y utilizando (1,6) y (1,18) obtenemos
hyé® = [wif — off — eqee?df]eb, (1,20)

entonces, se observa que como la deformacién y la vorticidad son diferentes de cero se producen cambios en

las velocidades relativas.

La interpretacién de wj’ como una rotacién se sigue del hecho de que como un tensor antisimétrico a u®
puede ser expresado en términos de un vector dual de vorticidad w,, es decir,

1 1
We = ae“dewbcud = Ee“deub7cud, (1,21a)
de modo que
1 c, d
Wab = ieadew u-, (1721b)
donde €*°? es el tensor de Levi-Civitta, uqw® = 0y wepw® = 0. De las ecuaciones (1,21) tenemos una

estructura de rotacién local de las Hipersuperficies de Simultaneidad, donde w® define la direccién del eje de
rotaciéon que es ortogonal al plano de las Hipersuperficies de Simultaneidad definido por wy,. Tomando en
cuenta a (1,4), se puede hacer una transformacién de coordenadas sobre las Hipersuperficies de Simultaneidad,
de modo que u® tiene dos componentes diferentes de cero, ug y us, entonces, obtenemos la siguiente ecuacién

1
a Oad3
w® = Ew (uous,a — usuo,3), (1,22)
de modo que las componentes diferentes de cero de w® son w' y w? y las componentes diferentes de cero
de wyp son, w1z = w?u®/2 y waz = —w!/2. Entonces a w* se le puede tomar como un "vector axial”, ésto

corresponde a una rotacién en el plano (z!,2?) con el eje de rotacién en la direccién 9/9z3.

1.3 Relaciéon entre parametros cinematicos y curvatura.

Las interacciones gravitacionales entre éstos observadores estan relacionados con los tensores de curvatura.
Esta curvatura es “sentida” por los observadores en todas partes y se expresa como

(VaVb—VbVa)uc = Q[Vavb]uc = Rabcdud, (1,23)

donde R,,°q es el tensor de Riemann. Esta expresion puede ser combinada con (1,6), asi obtenemos la
ecuaciéon de Raychaudhuri

. 02 -
@—i—? = —Rabuaub+vau“+2(w2—02), (1,24)
donde R,, = R, es el tensor de Ricci y los escalares w? y o2 estan dados por
1 1
w2 = awabwab, o= Eaabaab. (1,25)

Si se considera el tensor generalizado de momento-energia Ty + Agay, donde Ty, estd determinado por (A,6a)
y (A,6b) dadas en el apéndice A y A es la constante cosmoldgica; entonces las ecuaciones de Einstein pueden
ser expresadas en términos de Ry, es decir,

1
Rapuu® + S = 8rTopuu’ = 8mp — A. (1,26)

10



Utilizando (1,16) y la relacién
—Ruyy=—-T!=p+3p con A=0,

podemos expresar la ecuacién de Raychaudhurri como

L . .
7 = —47(p 4 3p) + A+ 2(w? — 0?) + Vi 4 1a0”. (1,27)
La ecuacién anterior es una ecuacién dindmica que relaciona la aceleracién promedio f//L con las fuentes
gravitacionales (densidad de materia-energia p y presién p) y los escalares formados con los pardmetros cin-
ematicos oup, Wap Y Uq. Si L < 0, corresponde a una expansién desacelerada, si L> 0, corresponde a una
expansion acelerada. El signo de L depende de la comparacién de los escalares que aparecen en (1,27).

Si A =0y los escalares mencionados anteriormente son despreciables comparados con el término p + 3p,
entonces para p+ 3p > 0y Ryuu® > 0, la expansién desacelera. Si A es grande y p + 3p < 0, se tiene
una expansion acelerada. Estos efectos en la expansion, son de importancia en las interpretaciones de las
observaciones de los modelos cosmoldgicos.

La ecuacién de Raychaudhurri describe la aceleracién promedio relativa relacionada con L, sin embargo,
se puede obtener una aceleracion relativa entre los Observadores Fundamentales en términos de las veloci-
dades relativas v® definidas en (1,11).

Utilizando (1,6) y (1,23) obtenemos la siguiente ecuacién
hgt® = [Requlu® + hiV il + auc)ys (1,28)

la cual ilustra el hecho de que la curvatura es solo parcialmente responsable de las aceleraciones relativas
locales entre los Observadores Fundamentales, ya que los efectos " no gravitacionales”se manifiestan a través
del segundo y tercer términos en el paréntesis cuadrado que contienen a la 4-aceleracién 4, la cual indica que
la 4-velocidad no es un campo vectorial geodésico y las Lineas de Universo de los Observadores Fundamentales
son curvas geodésicas. Si u® es un campo geodésico (i, = 0), los Observadores Fundamentales estan en
caida libre y (1,28) simplemente se transforma en la ecuacién de la desviacién geodésica, dada por

hio" = (Rijequ’u®)ys, (1,29)

entonces se observa que la curvatura del espacio-tiempo provoca todos los efectos gravitacionales.

1.4 Parametros observacionales entre los Observadores Fundamentales.

Las distancias, velocidades y aceleraciones relativas descritas en la seccién anterior, son conceptos funda-
mentales, no son directamente observables. Cada uno de los Observadores Fundamentales, recibe una sefal
de luz emitida de su Observador Fundamental vecino, ésta sefial viaja a través del cono de luz del observador
en direccidén de vectores nulos y no a través de las Hipersuperficies de Simultaneidad. Por “rayo” de luz se
entiende radiacién electromagnética en el limite de la éptica geométrica. Esta radiacién se propaga en la
direccién de un vector nulo k, = V,¢ normal a los frentes de onda de fase constante (¢(z*) = constantes).

Este vector nulo estd dado por
9°°V oVt = kk, = 0.

Si v es un parametro afin, entonces

dzx®
k* =
dv
y satisface
Vieka) = 0, ecuacién de la eikonal, (1,30a)
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k*V.k? =0, ecuacién geodésica nula, (1,30b)

de modo que los rayos (curvas integrales de k%) se obtienen de resolver la ecuacién (1,30b) y son parametriza-
dos como [2°(v), z(v)]. Sin embargo, la luz recibida por un Observador Fundamental emitida por un Obser-
vador Fundamental vecino debe tener un corrimiento al rojo 6 al azul, dependiendo del movimiento relativo
de los observadores involucrados.

Para una congruencia nula k% y los Observadores Fundamentales (con 4-velocidades u®) la frecuencia de
los rayos de luz estd determinada por una funcién escalar que se expresa como

v(x®) = —uky. (1,31)

Relacionando al vector nulo k* con la frecuencia v y con los pardametros cinematicos, obtenemos la
siguiente expresidn

E* = —upkb(u® 4 e*) = v(u® + e?). (1,32)

Usando (1,30b) y (1,6) para reescribir a V,uy, en términos de los pardmetros cineméticos, se obtiene la
siguiente expresidn

C)
koV v = —1? [E + ey + e“ebaab} , (1,33)

la cual es una ecuacién que describe la forma en que cambia localmente v, es decir, da informacién de si hay
corrimiento al rojo é corrimiento al azul localmente siendo v afectada por los movimientos relativos entre los
Observadores Fundamentales. Los corrimientos locales al rojo 6 al azul, en general, son una combinacién de
una distribucién isotrépica monopolar (©/3) y términos anisotrdpicos dipolar (u,) y uno cuadripolar (ogp).
Esto es independiente de la direccién. Si u® es un campo vectorial geodésico, tenemos que 1% = o4, = 0,
por lo que la distribucién de los corrimientos locales dada por (1,33) es isotrépica.

Sin embargo, (1,33) es una relacién local, para la cual se cumple que v(v) y k% = dz®/dv de modo que
k*V v = 0v/0z%k® = dv/dv. El principal problema observacional en un determinado modelo cosmolégico
es determinar el corrimiento al rojo 6 al azul de luz entre Observadores Fundamentales arbitrarios, entre

un Observador Fundamental de referencia (receptor) en un Observador Fundamental xy, .o, ¥ 4-velocidad
Useceptors TeCibiendo un rayo de luz a través de un vector nulo k* emitido por otro Observador Fundamen-

tal (emisor) con x% ;... Y 4-velocidad u? .. vy el corrimiento al rojo 6 al azul detectado por el receptor
estd expresado como

(uaka) |emisor Vemisor

l4z2= - : (1,34)

(u k(l) |receptor Vreceptor

; s 0 i a
Para obtener z se integra la ecuacién (1,33) sobre la curva nula [z°(u), 2" (u)] conectando 7y, ccpor ¥
2 isor- Para éste propdsito es necesario resolver las ecuaciones de Einstein obteniendo la métrica g, y los
pardmetros ©/3, €%, y e®e’o,;, como funciones de z%(u), una vez habiendo obtenido dichos pardmetros se

resuelve (1,30b) que es la ecuacién de la geodésica nula.

Teniendo en cuenta (1,18), se puede reescribir (1,33) como
k'Vv = =V [H + e%ia), (1,35)

ésta ecuacién indica que H es un pardmetro que puede determinarse por observacién. Otro pardmetro ob-
servacional importante es €2, que es un pardmetro para determinar la "densidad critica”. Para un modelo
cosmoldgico general se obtiene la expresién

8mp 8 Topulul

3H?  3[0/3 + oapeel]?’

Q= (1,36)

12



el pardmetro de deceleracién ¢ permanece en la ecuacién de Raychaudhurri dada por (1,27) y obtenemos la
expresion
3L Q 3 2(0% —w?) Vi + 0,00
qE—:—(1+_p)+ ( 2 )_ 2 2‘1 5
p H H

1,37
LH? 2 (1,37)
donde H y ) estdn determinados por (1,18) y (1,36). El signo del pardmetro ¢ es proporcional a L sobre la
ecuacién de Raychaudhurri, ésto indica que si sobre la expansidn cosmica se mide H puede estar desacelerando
6 acelerando. Una vez que se ha determinado z(z%) se pueden determinar los pardmetros H(z), 2(z) y q(z)
sobre (1,35), (1,36) y (1,37) y obtenemos la “distanca de corrimiento al rojo” que se expresa como

¢ = 0(z(v),z), (1,38)

dada por (1,17) y (1,18) que es una relacién funcional en la cual la distancia tiene dependencia del parametro
z sobre las Hipersuperficies de Simultaneidad. Las medidas de éstas distancias pueden ser calibradas por
algunos métodos como son los de paralaje, lineas espectrales, etc. Un proceso complejo que permite verificar
si los datos observacionales de un modelo cosmoldégico son adecuadas.
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Capitulo 2: Clases especiales de Observadores Fundamentales

2.1 Lineas de Universo de los Observadores Fundamentales libres de vorticidad.

Si el tensor de vorticidad wqp (6 vector dual w®) es cero, no existe una rotacién local sobre los Observadores
Fundamentales, entonces el campo 4-velocidad estd libre de vorticidad 6 es irrotacional. Entonces V(,uy = 0
ésto implica que para algtin escalar arbitrario ¢ tenemos la condicién

[VaVi)¢ = wapd = 0. (2,1)

Consecuentemente, para una funcién escalar semejante ) tenemos que V,Q y la transformacién de
coordenadas sobre las Hipersuperficies de Simultaneidad siempre existe, de modo que u, = uod0 (véase
apéndice B). Esto implica la existencia de una coordenada de tiempo global ° = #(7) que satisface

H(T)ug = —Vat(7), (2,2)

solamente las hipersuperficies tridimensionales son ortogonales a u® parametrizadas por las coordenadas
espaciales z*. Utilizando adecuadamente la coordenada temporal en (2,2) para expresar la métrica sobre la
Hipersuperficie Ortogonal obteniendo las ecuaciones

ds® = —N2(t,z")dt? + gijda’da?, (2,3a)
u = N8, ug = —N&2, (2,3b)
hap = glj(s(lz(sg Z’ = z(Sg(S; (2a3C)

Si u“ es irrotacional y las coordenadas de la Hipersuperficie Ortogonal son usadas, entonces obtenemos
las siguientes expresiones

Topuu® = Ty, hehh T = 67607, (2,4a)
Vou® =V, RVt = 50V, (2,4b)
(b = N71¢,ta ﬁa(b = 6(il¢,ia (274C)

de modo que las componentes espaciales 6 temporal respectivamente denotan las partes proyectadas en la
direccion de u® y sobre las hipersuperficies de simultaneidad.

Los pardmetros cinematicos restantes cuando u“ es irrotacional estan dados por expansion

O=N"'InV),; = g = % (2,5a)
V = det(gi;), (2,5b)
4-aceleracién
ita = hy(InN) ¢, (2,6)
deformacién
ow =0y =0,
Tij = % %gij’ = Gijt| = ?sz = Gij- (2,7)
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2.2 Observadores Fundamentales geodésicos.

Si la 4-aceleracién es cero, tenemos que u’Vyu® = 0 la 4-velocidad es un campo vectorial geodésico
temporaloide. Si u® es irrotacional, entonces de (2,6) tenemos que N = N(t), entonces podemos redefinir
la coordenada temporal como ¢ = [ Ndt de modo que u® = §f y la coordenada temporal coincide con el
tiempo propio sobre los Observadores Fundamentales [¢ = ¢, para alguna funcién escalar ¢(z*)]. La métrica
de las ecuaciones (2,3) toma el nombre de “normal” y estd dada por

ds? = —dt? + g;jdx'da’. (2,8)

Notando que las coordenadas normales pueden ser definidas para algtn espacio-tiempo arbitrario, aunque
éstas pueden dar origen a coordenadas con singularidades. Para un modelo cosmoldgico en el cual u® es
geodésica e irrotacional éstas coordenadas estan bien definidas en cualquier parte.

2.3 Lineas de Universo de Observadores Fundamentales que preservan el volumen.

Si los volumenes locales no cambian respecto a los Observadores Fundamentales, entonces V=0 y
© = 0. Si u® es irrotacional, entonces de la definicién (2,5b) las coordenadas pueden ser basadas en que
gij.+ = 0 para toda 7, j y por consistencia N; = 0y el espacio-tiempo es estdtico (6 estacionario si wgp 7# 0).
Se puede probar que u® satisface la condicién V,uy) = 0.

2.4 Lineas de Universo de Observadores Fundamentales libres de deformacion.

Si el tensor de deformacidn es cero pero wqp # 0, entonces (1,20) se reduce a la ecuacidn
hieb = wiel. (2,9)

Entonces, la direccién de los Observadores Fundamentales rota con respecto a una L(nea de Universo de
referencia. Si la trayectoria estd libre de deformacidn y el volumen se preserva, entonces £ = L = 0 de modo
que las distancias relativas entre los Observadores Fundamentales permanecen fijas. En éste caso la rotacién
es rigida.

Si ambos deformacién y vorticidad son cero, entonces de (2,7) implica que g;; = L?(t,2%)J;;(z%), y
todas las dependencias temporales de g;; estdn contenidas en un escalar comin L. Las funciones en la
matriz simétrica de 3 x 3, J;; () no dependen de ¢, ésta matriz puede ser siempre diagonalizada por medio
de transformaciones de coordenadas sobre las Hipersuperficies de Simultaneidad. Podemos escribir IV en
términos de © y L ;/L usando (2,5a) y (1,16). La métrica de las ecuaciones (2,3) ahora se puede expresar
como

2
ds* = — [%} dt? + L?6;;dx"da. (2,10)

Si u® es libre de deformacidn sobre las distancias relativas locales cambia en una direccién de manera
independiente, como una “magnificacién rigida” de las Hipersuperficies de Simultaneidad. Sin embargo, ésta
magnificacién rigida ocurre en general a diferentes proporciones para diferentes Observadores Fundamentales,
el factor de magnificacién L depende de la posicién (a diferente proporcién de magnificacién para diferentes
Observadores Fundamentales de referencia). Para las Lineas de Universo de Observadores Fundamentales
libres de deformacion el escalar de Hubble H = £/€ corresponde a un cambio de proporcién de las distancias
relativas que son independientes de la direccién (isotrépicas) e iguales a los promedios de razén de cambio
definida por (1,16), entonces obtenemos

— L=t (2,11)

w| @

(L
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Sin embargo, a partir de (1,33) y (1,35) vemos que las observaciones del corrimiento hacia el rojo deberian
determinar el término dipolar implicado de @®. La vorticidad wq, no aparece en (1,33) y (1,35) ya que el
efecto debido a las rotaciones locales no se observa a partir del corrimiento al rojo local sino al a través de
(1,20) y en la determinacién observacional del pardmetro ¢ en (1,37).
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Capitulo 3: Homogeneidad como isotropia local

3.1 Observador isotrépico: Simetria esférica.

Si existe un Observador Fundamental que sea un Observador Isotrépico con respecto a cualquier di-
reccion, es decir, que es independiente de la direccidén sobre todos los pardmetros cinematicos, dindmicos y
observacionales, entonces el modelo cosmolégico es simétricamente esférico con respecto a los Obervadores
Isotrépicos. La historia del tiempo propio de todas los demas Observadores Fundamentales con respecto a los
Observadores Isotrépicos debe ser independiente de su direccidn, si se adectian las coordenadas del espacio-
tiempo se describen todos los eventos del espacio-tiempo a t = 7 |or que es el tiempo propio respecto a
los Observadores Isotrépicos junto con las coordenadas tridimensionales esféricas (r, 0, ¢) centradas en los
Observadores Isotrépicos a = 0, entonces todas las cantidades dependen solamente de (¢,7) mientras que
las coordenadas angulares (6, ¢) permanecen univocamente fijas en la direccién de los demas observadores
(la posicién en el “cielo” de los Observadores Isotrépicos). Toda clase de observadores a la misma distancia
de los Observadores Isotrépicos estan localizados sobre la 2-esféra S donde el centro es en los Observadores
Isotrépicos y parametrizados por (6, ¢). Entonces, la coordenada radial r es simplemente una marca fijada a
cada 2-esféra como S, de modo que los Observadores Isotrépicos localizados sobre 7 = 0 corresponden a la
2-esféra de radio cero. Los Observadores Isotrépicos deben definir la coordenada radial de otros observadores
simplemente con sus corrimientos hacia el rojo 6 hacia el azul z observados a determinado 7 |01 fijo, entonces
para los Observadores Isotrépicos se tiene z = 0.

De (1,18), (1,19), (1,20), (1,27), (1,28), (1,33) y (1,37), las siguientes condiciones que deben tener sobre
los Observadores Isotrépicos para todos los 7o; son

Wab |or= 0, (3,1a)
Oab |OI: 0; (3a1b)
’da |01= 0, (3,10)
© [o1= O(7 o), (3,1d)

donde |or denota evaluar en r = 0. Se hace notar que las ecuaciones (3,1a) a (3,1c) son condiciones necesarias
y suficientes mientras que la ecuacién (3,1d) es solamente suficiente. En general 7 |01 no necesariamente
debe de coincidir con con los 7 de los demdas Observadores Fundamentales, la existencia de los Observadores
Isotrépicos no implica isotropia para otros observadores, entonces o, y %, deben ser, en general, diferentes
para ciertos Observadores Fundamentales con r # 0, sin embargo, deben tener necesariamente wy, = 0
para todos los Observadores Fundamentales, entonces otra vez una direccién privilegiada de los Observadores
Isotrépicos deberia surgir del vector vorticidad de las ecuaciones (1,21a) y (1,22). Por la misma razdn la
métrica no puede tener “términos mixtos” como lo son go,, Gog, Goge-

Teniendo t = 7 |o1, entonces la métrica compatible mas general con la existencia de un Observador
Isotrdpico, tenemos el siguiente caso particular de las ecuaciones (2,3)

ds?> = —N%dt? + X2dr® + Y?[d#? + sin® 0d¢?],
u = N716¢,  hlVyp =62, (3,2)

donde X, Y y N dependen solamente de (¢,7) y donde 47Y? es el drea de la superficie de las 2-esféras
mientras que las distancias propias de las Hipersuperficies de Simultaneidad sobre los Observadores Isotrépi-
cos son determinadas por ¢ = [ Xdr para t fijo. Si las Lineas de Universo para los Observadores Isotrépicos
estdn marcadas con r = 0 se tiene Y(¢,0) = 0 para todo ¢, mientras que N(¢,0) = 1 (porque t = 701) ¥y
X (t,0) = 1 porque el espacio-tiempo debe ser localmente plano con r = 0. Las Lineas de Universo de los
Observadores Isotrépicos es entonces la historia en el tiempo propio de puntos fijos del grupo 3-dimensional
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de rotaciones SO(3) caracterizando la simetria esférica. Entonces, los Observadores Isotrépicos pueden ser
denotados como Lineas de Universo Centrales 6 simplemente “centro”.

Los pardmetros cinematicos asociados con la métrica esféricamente simétrica (3,2) son los siguientes

1 X, 2Y,
@’N(XJFY)’ (3,32)
=0, 4 =(nN),, (3,3b)
o =045 =0, con i =7,0,0
, LY, X,
o = —20) = —20% = - (£-22), (3.3¢)

si off =0, entonces se cumple Y;/Y = X ;/X lo cual implica Y = f(r)X donde f(r) es arbitaria.

3.2 Modelos FLRW: Todos los Observadores Fundamentales son Isotrépicos.

El principio cosmolégico demanda lo sigiente: (a) todos los Observadores Cosmoldgicos Fundamentales,
deben ser equivalentes (principio copernicano) y (b) la descripcion del Universo debe ser la mas simple posi-
ble. Bajo los principios anteriores se puede considerar un modelo cosmoldgico en el cual cada Observador
Fundamental es un Observador Isotrépico, entonces cada Observador Fundamental debe ser un centro de
simetria y el espacio-tiempo debe ser esféricamente simétrico con respecto a cada Observador Fundamental.
Estas condiciones llevan a clases muy especiales de modelos cosmolégicos homogéneos e isotrépicos denota-
dos como FLRW.

Si cada Observador Fundamental se convierte en un centro de simetria, entonces las condiciones (3,1)
deben ser validas en todas partes en las Hipersuperficies de Simultaneidad y para todos los valores del tiempo
propio 7 de los Observadores Fundamentales, ésto implica las siguientes ecuaciones

wap = 0, (3,4a)
Tap = 0, (3,4b)
Uy = 0, (3,4c)
© =0(r), (3.4d)
hlV,0 =0, (3,4e)

donde (3,4e) evita direcciones privilegiadas asociadas con gradientes espacialoides sobre las Hipersuperficies
de Simultaneidad (ésta condicién debe ser tomada para cada escalar). Las condiciones (3,4) implican que
u, debe ser irrotacional, libre de deformacién y de Observadores Fundamentales geodésicos de modo que las
trayectorias de los Observadores Fundamentales son geodésicas temporaloides (entonces 7 =t y u® = df).
El tnico parametro cinematico diferente de cero es

y la métrica se puede obtener de los casos particulares de (2,10) seguida de (3,5), entonces tenemos
ds? = —dt?® + L?[da® + dy® + d2?),
con
L = R(t)&(x,y, 2). (3,6)
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Por consistencia con las ecuaciones de campo de Einstein obtenemos

k
Eey.2) = 1+ (2% +4% +27), (3.7)

donde
ko =0,+1

por lo tanto la métrica Robertson-Walker es

R2(t)[dr? + r2(d6? + sin? 0dp?)

ds? = —dt? 3,8
° N [+ ko/4r7)2 (38)
De (3,8) hacemos una transformacién de coordenadas para expresar dicha métrica como
ds® = —dt® + R2(t)[di* + f*(7)(d6? + sin® 0d¢?)]. (3,9)
De las componentes del tensor métrico tenemos
9rr = G7r, (3,10&)
dr
—— =dr 3,10b
1+ kojdr? (8,10b)
con
dr
F=f — 3,10
" /1+k0/4r2’ (3,10c)
entonces obtenemos
r
— = f(r 3,10d
i =0 (3,104)
con
T, ko =0

fry=4q sinr, ky=1
sinh r, ko= —1

de modo que la métrica ahora estd dada por la ecuacién (3,9).

Las Hipersuperficies de Simultaneidad 6 la parte espacial de las métricas (3,6) y (3,7) con £ y f determi-
nados por (3,7) y (3,8) son métricas 3-dimensionales Robertson-Walker respectivamente, estan determinados
en coordenadas rectangulares y esféricas. Por otro lado, los nombres de Friedmann'y Lemaitre son juntados
a Robertson y Walker en el acrénimo “FLRW™ denotando los espacio-tiempos 4-dimensionales cuyas Hiper-
superficies de Simultaneidad son las métricas 3-dimensionales Robertson-Walker.

Calculando el tensor de Ricci 3-dimensional y el escalar para ésta 3-métrica (para t = to) obtenemos

6k
3 3 3 0
Rab = Rh(lb; R= Rg(to)a (3511)
de modo que las métricas Robertson-Walker son 3-espacios y la curvatura estd dada por el escalar constante
cuyo signo estd determinado por la constante ky con cero, positivo é negativo & si se utiliza la métrica de
la expresién (3,9), entonces ko = 0,1, —1 respectivamente, los 3-espacios de curvatura constante positiva
é negativa pueden ser considerados como una hipereféra S® y como un hiperboloide en R*.
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La curvatura y todos los demas parametros cinemdaticos geométricos y fisicos en los modelos FLRW
son constantes sobre las Hipersuperficies de Simultaneidad (métricas Robertson-Walker) de los modelos cos-
moldgicos con métricas como en la ecuacién (3,9), ésto motiva a considerar a los modelos FLRW como
espacialmente homogéneos. Se debe enfatizar que la métrica de (3,6) y (3,9) estdn condicionadas a tener
isotropia local para cada Observador Fundamental, mientras que su homogeneidad (asociada con las Hiper-
superficies de Simultaneidad sobre espacios de curvatura constante) se sigue como un corolario. Se puede
caracterizar covariantemente a los modelos cosmolégicos FLRW considerando a éstos espacio-tiempos como
clases de fluidos perfectos para los cuales el parametro diferente de cero es ©. Es mas conveniente ésta
aproximacion para derivar y entender los modelos FLRW basada en movimientos locales respecto a los Ob-
servadores Fundamentales ya que es mucho mas intuitivo que la aproximacién formal basada en propiedades
geométricas abstractas como 3-espacios de curvatura constante.

Tenemos que la “isotropia local para todas los Observadores Fundamentales, implica Hipersuperficies
de Simultaneidad con curvatura constante”. Sin embargo, lo inverso resulta ser falso: éstos son espacio-
tiempos como los modelos cosmolégicos de Bianchi, ésto admite secciones espacialoides (Hipersuperficies
de Simultaneidad) que son maximalmente simétricos (y homogéneos con respecto a todos los Observadores
Fundamentales) pero no cumplen con tener isotropia local para un Observador Fundamental. Para distinguir
éstas dos situaciones el término “homogéneo e isotrdpico” es utilizado para los modelos FLRW mientras que
los modelos de Bianchi son denotados como “homogéneos y anisotrépicos”.

Finalmente remarcando el valor del alto grado de simetria e idealizacién implicado en los modelos FLRW
se llega a una dramdtica simplificacién en mas calculos. Por ejemplo los pardmetros observacionales z y ¢,
determinados por (1,34) y (1,37) toman las formas

R(temisor)

142z2=———"7"", 3,12
R(tobservador) ( )

y el parametro de deceleracién

Q 3p

=1 —) —Qy, 3,13
q 5 ( + P A ( )
donde en (3,12) se utiliza el hecho de que para las métricas FLRW u,k® = —k!, donde ¢ es componente del

vector nulo k' = 1/R mientras que () estd determinado por (1,36) con H = ©/3 de (3,5) y el término Q5
es el factor “Omega” para A.
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Capitulo 4: Dinamica de los modelos FLRW

4.1 La métrica Robertson-Walker.

Las métricas Robertson-Walker engloban la geometria de todos los posibles modelos de Universo com-
patibles con el Principio Cosmolédgico, pero la dindmica evolutiva de todos éstos espacio-tiempos requiere
condiciones especificas basadas en la naturaleza fisica de la materia contenida. Desde que A. Friedmann y
G. Lemaitre fueron los primeros en formular fisicamente los modelos cosmoldgicos basados en la métrica
Robertson-Walker, ahora éstos modelos cosmoldgicos se abrevian como modelos FLRW. Los modelos cos-
molégicos FLRW se conocen como “ Cosmologia estandar “.

La métrica RW fué obtenida en el capitulo anterior y estd dada por (3,9) y estd dada como
ds® = —dt* + R*(t)[dr* + f*(7)(d6? + sin? 0d¢?)).

con
r, ko =0
f(r)y=2< sinr, ky=1
sinh r, ko= —1

4.2 Ecuaciones de campo.

La forma mixta del tensor de Einstein G respecto a (3,9) implica que (en el sistema comdvil) todos los
tensores de momento-energia compatibles con (3,9) deben tener la forma

Tab = diag[_p(t)ap(t)vp(t)ap(t)]a (471)

donde los dos escalares p(t) y p(t) estdn relacionados por Ry las ecuaciones de campo G¢ = 8nT} (con
¢ = 1) pueden escribirse como

2
k
87rp = _L—go) = —Gi (47231)
R
R2+k}0 QR , 9 ®
87rp:—T—§:Gr:G9:G¢, (4,213)

de modo que p y p pueden ser identificadas como la densidad de energia total y la presién medido por algtn
Observador Fundamental.

Las ecuaciones de campo son frecuentemente expresadas como G} — Ad; = Ty, donde A es la con-
stante cosmoldgica. Sin embargo, es preferible considerar las ecuaciones de campo con éste término extra,
incluyéndolo como una forma adicional de densidad de energia satisfaciendo la constriccién py + pp = 0.
Esta contribucién extra para la fuente del campo total es llamada “energia de vacio” é “vacio cuantico” vy
puede ser incorporada en p y p totales.

Las ecuaciones de campo (4,2) pueden ser suplementadas por la ley de conservacién V,7% = 0, ésta
expresion es llamada “energia de balance”

, R
p+3(p+p)§ = 0, (4a3)

la cual proporciona la condicién de integrabilidad de las ecuaciones (4,2). De las ecuaciones (4,2) y (4,3) dos
pueden ser consideradas como ecuaciones de campo independientes. En éste caso tenemos dos ecuaciones y
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tres incdgnitas (p, p, R), por lo tanto se tiene que suministrar una “ecuacién de estado”.

Para integrar las ecuaciones de campo bajo la condicidn de tal ecuacidn de estado es conveniente considerar
(4,2a) y (4,3). En particular una forma (til y sencilla es una ecuacién de estado dada por

p=wp, con w = constante, (4,4)
entonces
p+p=(1+w)p (45)

y sustituyendo (4,5) en (4,3) tenemos la ecuacién

R
p+3(1+ U))PE =0, (4,6)

resolviendo la ecuacién (4,6) obtenemos la solucién

Ro\ 3(1+w)
p=ro( ) (4,7)
y de (4,2a) y (4,3), obtenemos
. 8T
R? = ?p(R)RQ—kO, (4,8)

es decir, obtuvimos una relacién funcional de la forma p = p(R). Una vez obtenida la ecuacién (4,8) se
sustituye (4,7) en (4,8) y obtenemos

R2 87rp0(];0)3(1+w) k

ﬁ ? - ﬁv (479)

que al integrarse obtenemos R = R(t).

4.3 El fluido termodinamico.

Para un fluido en equilibrio térmco, p y p son respectivamente: la presion y la densidad total de masa-
energia (con masa-energia en reposo). La ecuacién de estado mas general, puede ser expresada como

p= p(na T)a p= p(an)v (4’10)

donde n es la densidad de particulas y T" es la temperatura absoluta. Este fluido debe satisfacer la ecuacién
de conservacién de la materia dada como

Va(nu®) =0 = E—l—ﬁ =0 =>nxR? (4,11)
n R
y la ecuacién de Gibbs esta dada como
_a(L 1 SN AR NE
TdSid(n) +pd<n) = 15= dt(n) +pd1§<n)7 (4,12)

donde S es la entropia por particula. Ademas tenemos que S = 0, de modo que el fluido es isentrépico
(entropia cero transportada por u®) como se espera para un fluido en equilibrio térmico (en el sentido de un
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sistema termodinamico que es reversible y de proceso cuasi-estatico). Por la condicién de integrabilidad de
(4,12) obtenemos la ley de evolucién de la temperatura expresada como

T V)p/c?T} R

T lop/orl R~ (4,13)

donde el subindice n indica la evaluacién a una n constante. La integracidn de (4,13) para alguna ecuacién
de estado como (4,10) produce una relacién T' = T(R,n) pero con n & R~3, la relacién T = T(R,n)
transforma (4,10) en p = p(R) permitiendo integrar la ecuacién de Friedmann.

4.4 Gas ideal relativista.

Un ejemplo importante de sistema termodindmico es el del gas ideal relativista monoatémico asociado
con la ditribucién Maxwell-Boltzman de la teoria cinética, una descripcién hidrodindmica de éste tipo de gas
puede ser determinado por el tensor de momento-energia dado como

T = puup + phy, (4,14)

llamado “fluido perfecto” bajo la ecuacién de estado

p =mc*nl(B8)—nkpT, p=nkgT, (4,15)
_ Ks3(8) _ mc?
F(ﬁ):Kg(ﬂ)’ ﬁ:k}—T’

donde m es la masa de la particula, kp es la constante de Boltzman y K5, K3 son las funciones de Bessel de
segundo y tercer orden. La ecuacidn de estado (4,15) es bastante complicada, aunque ésta se simplifica en
dos extremos del espectro de la temperatura y la energia: la ultrarelativista y la no-relativista, caracterizadas
por B << 1y (>>1 respectivamente. Esto es (til para apreciar los rangos de temperaturas. Considerando
la masa de un nucleén (=~ 10~2*gm )y kp ~ 10~ ergs/ K, tenemos que 3 ~ 1 para T ~ 10*2K. Por con-
siguiente si se modelara la materia césmica por un gas ideal relativista, el caso limite ultrarelativista deberia
ser valida para varias eras cdsmicas calientes.

Considerando el comportamiento de I'(3) por éstos casos limite tenemos

4
g<<1l, TI'~x B—i—g—l—O(ﬁ?’), p~ 3nkpT, (4,16a)
5 _9 2 3
g>>1, TI'= 1+%+O(6 ), pRmcn+ EnkBT, (4,16Db)

identificando la ecuacién de estado del caso clasico del gas ideal monoatémico (es decir, no-relativista),
2 3
p=mecn+ ink‘BT, p=nkpgT (4,17a)
para el caso del gas ideal ultrarelativista
1
p=3nkpT, p=nkgT = gp. (4,17b)

Para el caso no-relativista del gas ideal, considerando (4,11) y (4,13) obtenemos ahora

n:no(%)g, T:To(%)z, (4,182)
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de modo que

p(R) = nokBTo<%)5, (4,18b)
p(R) = m02n0<%)3 N gnokBT()(%f _ chno(%)g {1 i ?;;fcﬂ (4,18¢)

donde ng, Ry y Ty son n, Ry T evaluados en un valor fijo, t = tg. La ecuacién (4,18c) transforma a (4,9)
en una cuadratura integrable.

4.5 Polvo.

De las ecuaciones (4,18) se hace evidente que un gas ideal no-relativista se expande ( R >> Ry ), ésto
implica que la presién y la temperatura decaen muy rapido O(R™5), y la masa-energia en reposo O(R~3).
La razén kT /mc? = 1/ es insignificante (<< 10~%) para masas nuclednicas y electrénicas y para cierto
rango de temperaturas asociadas con las condiciones cldsicas (T < 108K), ésto es evidente de (4,18¢); es
decir, practicamente la evolucién del gas ideal no-relativista puede ser aproximada suponiendo que p ~ 0 y
p ~ mc?n. Las fuentes de materia satisfacen la ecuacién de estado en particular

p =0, p(R) X RiBa (4a19)

son denotados como “polvo”, reduciendo (4,14) a Tup, = pugup. Entonces (4,19) se puede justificar como
la temperatura cero en el limite de un gas ideal no-relativista y entonces p = mc?n (toda la densidad
materia-energia es la densidad de masa en reposo); ésta ecuacién de estado describe convenientemente
(aproximadamente) una descripcién de diferentes tipos de materia césmica no-relativista. Por ejemplo, las
colisiones de materia 6 axiones 6 la materia oscura fria no baridnica para la cual ésta relacién es incierta.

4.6 Radiacion.
Para un gas ideal ultrarelativista de (4,17b), (4,11) y (4,13) llevan a las siguientes expresiones

_ /(Rp\3 . (Ro
nfn()(E) , TfT()(R), (4,202)
de modo que
R, 4
p(R) = 3noksTh (%) — 3p(R), (4,20D)

permitiendo la integracién de (4,14). La ecuacién de estado (4,17b) describe aproximadamente un gas ideal

de particulas masivas (m > 0) a muy altas temperaturas la cual es aplicable a particulas ligeras como el

neutrino. Esta ecuacién de estado se aplica en forma exacta a particulas de masa cero como los fotones. Una
relacién equivalente a (4,20b) para fotones es la ley de Steffan-Boltzman dada como

R 4

4 4 0

py = ayTh = a, T} (E) . (4,21)

La relacién anterior es la manifestaciéon mas importante de éste tipo de gas en el contexto cosmoldgico.
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4.7 Mezcla de radiacién y materia no relativista.

Un modelo mas realista de materia cdsmica es describir una mezcla de gases ideales hidrodindmicamente
por la misma 4-velocidad. Se considera una métrica Robertson-Walker cuya fuente de materia consiste en
una mezcla de éste tipo con bariones no-relativistas (un gas ideal no-relativista) y fotones asociados con el
Fondo Césmico de Microondas (un gas ideal ultrarelativista). Esto es semejante a la composicién del tensor

de energia-momento con la suma de dos tensores: T}, = T(EZ”) +T(§£), cada uno describiendo el fluido perfecto
de (4,14) de modo que

p=p™ 4+ p") = me?n(™ 4 gmm)kBT(m) +3n M kpT™), (4,22a)

p=p™ +p" = Mk 4 O™ (4,22b)

donde los superindices m y r denotan materia (m) y radiacién (r) que compone la mezcla. Si la ley de
conservacién de la materia (4,11) toma para ambos casos n™ y n(") entonces tenemos que

)

y tenemos que

d 3 3n{") 3 ")
“ _T(m,) 0 = T(m) Lt(r) = 0. 4.23
dR [2 + n(()m)T(r)} + R{ + n(()m) } (4,23)

Es posible distinguir dos casos: uno en que la materia y la radiacién interactiian mediante procesos
radiativos y otro en que la mezcla estd desacoplada, depende de si las componentes interacttan o no.

-Mezcla desacoplada

Cada uno de los tensores momento-energia por separado deben cumplir con la ley de conservacién, es
decir, VbT(‘ﬁ’L) =0y VbT(‘ib) = 0 de modo que (4,23) se desacopla en dos ecuaciones independientes, una
para la materia y otra para la radiacién llegando a

() - 70()

de modo que

m) (BoN3 3 (my, mim) (RoN® | o )y () ( R0\

o) =i (20)" s S (22) s ()", s
_ g ) (BoN® oy o) (Bt

p(R) =ng " kpTy (R) +ny kpTy (R) : (4,24D)

Cuando T(™ ~ O(R~?) rapidamente decae a T(") ~ O(R™1) si

(r) (r)
n'"ng
w7

L

pero la razén
nM kT ™)
mc2n(m)
no es insignificante, entonces una aproximacién razonable a las ecuaciones (4,24) es el " polvo mas radiacién”

y tienen la forma

p=mcn™ 430 kT p=nMkgT™), (4,25)
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donde
5 (my(Ro\? (r) () ( Ro\*
p(R) = mcny <_R ) + 3ny kg1, <_R ) , (4,26a)

Ro\4
)
de modo que la energia interna es proporcionada por el gas ideal ultrarelativista. Como es mostrado por las
ecuaciones (4,24) y (4,26) los bariones dominan la dindmica por largo tiempo (es decir, para R >> Ry). Esta
caracteristica junto con el hecho de que la materia bariénica no interactia con el Fondo Césmico de Microon-
dasy es llamada la “materia dominante” el cual es uno de los escenarios mas usados en la cosmologia estandar.

p(R) = ngﬂkBTgﬂ( (4,26b)

Asumiendo que la materia no baridnica (Materia Oscura Fria) no interacttia con la radiacién ni con los
bariones. Se pueden reemplazar (4,25) y (4,26) por

p=p" 430 kT, p=n"kgT"), (4,27)
de modo que
_ ) (Ro\? | ) (Bo\* _ Ly (BRo\*

donde
p(()r) = 3n(()r)k;BT(’") = 3po

y p™) es una componente de polvo genérica conteniendo todas las formas de materia no-relativista (bariones
y Materia Oscura Fria).

-Mezcla interactiva

Un modelo de interaccién simple compatible con (4,14) es un modelo en el cual las dos componentes
en equilibrio térmico caracterizadas por una temperatura comiin 70" = T(") = Ty |a forma de p y p son
entonces

n(m)

p= me2n (M + 3n(r)]gBT|:]. + m} , (4,29a)
n(m)
o= 0 kpT {1 e } (4,20b)
y (4,28) se reduce a
dT 4+ S, dR
- kg 4
T (4,30)

donde
() 4aT3

n(()m) a 3n(()m) kg

que es la entropia existente de fotén por barién.

Sy
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4.8 Campos escalares.

Un tipo de fuente de materia-energia que es muy popular y atil es el campo escalar con acoplamiento
minimal ¢ sujeto al potencial V(¢). Esta fuente es caracterizada por el tensor de momento-energia

Tab = Va¢Vb¢ - %vcvc(ﬁ + V(¢):| YGab- (4a31)

Para las métricas Robertson-Walker se tiene que ¢ = ¢(t) y se tiene que V,¢ = ééfl; entonces (4,31) es
equivalente al tensor de momento-energia (4,1) con

p= 3P4V, p=5F V() (432)

Algunos tensores como los tensores dados en (4,1) y (4,31) son irreducibles a la forma (4,14) con p y
p determinados y se tienen las ecuaciones (4,32) y u® = V“¢[—VC¢VC¢]_%. Esto podria no ser un campo
vectorial temporaloide pero un campo escalar no requiere una congruencia de los Observadores Fundamentales.

El proceso de integracién de las ecuaciones de campo es diferente de la descrita por otras fuentes re-
quiriendo en varios casos técnicas de cédlculo numérico.
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Capitulo 5: Universos de Stephani

El presente capitulo estd basado del libro “Inhomogeneous cosmological models” de A. Krasinski, dicho
capitulo trata sobre los Universos de Stephani, son importantes por ser soluciones exactas de las ecuaciones
de campo de Einstein. Los Universos de Stephani tienen las siguientes caracteristicas:

i) Tienen simetria esférica
ii) La fuente es un fluido perfecto
iii) El tensor de Weyl es cero, lo que implica que sean conformalmente planos.

5.1 Simetria esférica con cero deformacion.

Consideramos espacio-tiempos con simetria esférica cuyo tensor de deformacidn es cero: o, = 0. Dichos
espacio-tiempos se caracterizan en general por las ecuaciones (3,1a), (3,1b) y (3,1d), vistas en el capitulo 3
(Sussman, 2002) que son las siguientes

wap =0, (3,1a)

oap =0, (3,1b)

iy #0 (3,1c)
y

O #0. (3,1d)

Vamos a partir del caso general (fluido perfecto con simetria esférica) con o, # 0 para después imponer
la condicién o4 = 0. Para toda solucién de un fluido perfecto con simetria esférica usamos la métrica (3,2)
en coordenadas comdviles

ds®> = =N (r,t)2dt* + X (r,t)%dr? + Y?(r, t)dQ> (5,1)

con
dQ? = df? + sin® 0dp?
y definimos
=X, e =N.

Las ecuaciones de campo de Einstein estan dadas como

1 2 —2X\ " I/ Y/2 2 -2 e YQ
2y _yy )+ e (Vi =), 2
Kp =3~ 3¢ ( + V% —|—Ye +2Y (5,2a)
_ 1 2 ox(vs Y’ 2 oy v V2
P=TyE e (v + QY) v (v YV+2Y)’ (5,2b)
kpY = e (W 42—V N)Y + Y YV YN — e [(A+ A2 - W)Y +V + YA - Y7, (5,2)
0=Y' -Yv/ -Y'\ (5,2d)

Donde x = 87G y denotamos a Y’ como 9Y/dr y a Y como dY/0t. A partir de la condicién T;(f)b =0
obtenemos las dos relaciones siguientes

p=—(p+p (5,3a)
y
p= —(p+P)(A+ %) (5,3b)
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5.2 Desarrollo de las soluciones de las ecuaciones de campo no estaticas con cero defor-
macion.

De (4,1b) y (4,1d) (Sussman, 2002) que son respectivamente o, = 0y © # 0 y de la ecuacién (5,2d)
(con Y = rB(r,t)) tenemos que

N =\,
e integrando con respecto a r, obtenemos
v =1In\ — f(t). (5,4)
Entonces la métrica (5,1) toma la forma
ds? = B(r, t)?(r2d0? + dr?) — N2e 27D qs2, (5,5)

La expansién estd definida por © = 3ef(!), entonces las ecuaciones de campo quedan dadas por

Kkp = %@2 —e 2 [2/\" + N4 47)\'] , (5,6a)
KpA = e 31, [e)‘ (/\'2 + 27/\,) — 63/\+2f} (5,6b)

y
kpA = €319, [6/\ ()\" + )\7/) — 63)\+2f}. (5,6¢)

De las ecuaciones (5,6b) y (5,6¢) se determina la condicién de isotropia de presiones, es decir, tenemos

que
Gy =Gy = rkp

con k = 8m/3 (consideremos G = 1), entonces
Gr-GY=0

de modo que obtenemos la siguiente ecuacién

& (/\" —NZ o A?) = —J(r), (5,7)

donde, J(r) es una funcién arbitraria de integracién. Para integrar (5.7) utilizamos el siguiente cambio de
variables

De modo que
L,zz = LQJ(:E), (5a8)

donde L? es proporcional al invariante U, del tensor de Weyl Cpeq.
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5.3 Métrica de los Universos de Stephani.

Como se mencioné anteriormente los Universos de Stephani son aquellos espacio-tiempos de simetria
esférica cuya fuente es el fluido perfecto y que son conformalmente planos, es decir, con Cypeq = 0, entonces
existen cooredenadas x, tales que la métrica se expresa como ds? = ®2(x,)ds?> de un espacio-tiempo de
Minkowski, ésta condicién es la que describe a los universos de Stephani (Journal of Mathemathical Physics
Vol. 28, 1987 Roberto A. Sussman). El hecho de que Cppeq = 0 implica que 2 = 0 y por lo tanto tenemos
que J(z) = 0, entonces (5,8) se transforma en

Law=0, (5,9)
la cual es la condicién que define a los Universos de Stephani con simetria esférica.

Basandonos en el libro ”Exact solutions of Einstein's field equations” de Kramer et al, tenemos que la
solucién de la ecuacién (5,9) es
2
Y T
e =L= O‘(t)z + ﬁ(t)v (5710)

donde «(t) y 3(t) son funciones arbitrarias. Por lo tanto podemos escribir el coeficiente métrico g, como

X = e)\ _ 1 _ ﬁ_l(t) _ R(t)
at)r?/a+B(t)  1+at)/B(t)r*/4 1+ k(t)r?/4°
donde R(t) y k(t) han sido definidos como
R(t)=p711t) y k(t)=at)f™ (),

lo cual facilita la comparacién con la métrica FLRW. Tomado en cuenta que u® = [—gy]~1/2 57 y la condicién
U= +v—gu = (L/L)/(©/3) dada por (2,10) para fluidos sin deformacién en general, la métrica de los
Universos de Stephani estd dada por

(5,11)

ds® = —Udt* + ﬂwdm + dr?] (5,12)
(1+r2k(t)/4)* ’ ’
donde
R/R1+7r%(k — Rk/R)/4
U=— 5,13
0/3 1+ k(t)r?/4 (5:13)
Como © = O(t) escogemos la coordenada ¢ de modo que
R_©
R 3
y por lo tanto tenemos que U en (5,12) queda dado por
1+72(k — Rk/R)/4
U— +7r%(k— Rk/R)/ (5,14)

1+ k(t)r?/4

Nétese que si k(t) = ko donde kg es constante; entonces U = 1 y la métrica de los Universos de Stephani
se reduce a

R2(t)

ds? = —qp? 4 — o)
5 MTE NI

[dr? 4+ r2dQ?], (5,15)
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la cual es la métrica FLRW y nos permite identificar ko = 0, £1.

Consideremos la métrica de los Universos de Stephani dada por (5,12)

i = v+ — O 2402 g2
T T AT R )

Es conveniente transformar la coordenada radial  como se hizo en el capitulo 3 mediante

dr
F= | ————— 5,16
" /1+k0r2/4’ (5,16)

con ésta transformacién, la métrica (5,12) con U dada por la ecuacién (5,13) puede ser expresada como

ds® = —U?dt* + L*[dr® + f*(d6* + sin?0dp?)], (5,17a)
donde
1+ (k— Rk/R)F?
U = 5,17b
14 kF? ’ (5,17b)
con
R
=—. 5,17
1+ kF? (5,17)
Las funciones F'(r) y f(r) son determinadas por tres combinaciones posibles
f =T, F= gv ko = 0, (5,18&)
f=sinr, F=sinr/2, k=1, (5,18b)
f=sinhr, F =sinhr/2, ky=-1 (5,18¢)
El tensor de materia-energia asociado con las ecuaciones (5,17) es un fluido perfecto y estd dado como
T% = puu® + ph?, (5,19)
a 1 a
u- = E(St

donde h*® = uub + g®, py p son la densidad de energia y la presién.

Las Lineas de Universo de Observadores Fundamentales de los Universos de Stephani evolucionan libres

de deformacién, pero con la 4-aceleracién: 4% = u,.,u® no nula. La forma explicita para la 4-aceleracién dada
por (3,3b) es

o Urg REi:/Rf .
o = 0 S T R+ (b - RIR)F (5:20)

El fluido perfecto satisface la ecuacién de balance de energia-momento 7%, = 0 y la ecuacién de
conservacién de particulas (nu®),, = 0. La ecuacién de balance de la entropia se expresa como

(nu®),, =n+nO =0, (5,21)

(nsu®),, = (n+nO)s+ns=0 = §=0, (5,22)
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donde n y s son la densidad y la entropia por particula, n = u®n , = u‘n, y O, 1, son determinadas por la
condicién ©/3 = R/R y (5,20). Las variables de estado deben satisfacer la ecuacién de equilibrio de Gibbs
dada como

1
Tds — d(ﬁ) +pd(—), (5,23)
n n
donde T es la temperatura absoluta.

Relacionando las ecuaciones de campo G% = kT con las ecuaciones (5,17) y (5,19) obtenemos

o= (7)o 621

dicha ecuacién es la ecuacién de Friedman para FLRW si ky = 0,1 (véase las ecuaciones (5,18)).

Mientras que la forma de p se sigue de la ecuacién de energia de balance p + (p + p)© = 0 expresada
como

P.R R 14 kE?
=—p— =2 = _p— = — . 5,25
PPy T P PR T (e — R/ R P2 (5.25)
La densidad es determinada integrando (5,21) y estd dada como
N(r
— R(g)qukF?]?’, (5,26)

donde N es la distribucidén de conservacién de particulas.

La entropia de balance depende de r, es decir, s = s(r), de modo que con ayuda de la ecuacién de
energia de balance y la ley de conservacién de las paticulas la ecuacién de Gibbs (5,23) se expresa como

1 /
Ts' = (p+p)(5) : (5,27)
donde la prima denota la derivada con respecto a 7 con s’ # 0 de modo que las Lineas de Universo de
Observadores Fundamentales de los Universos de Stephani no admiten una relacién barotrépica p = p(p).
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Capiitulo 6: Condiciones de embone de los Universos de Stephani
con los Universos FLRW

6.1 Condiciones de continuidad de las métricas de Stephani y FLRW.

En la figura 1 se muestra un esquema de la interfaz entre los Universos FLRW y de Stephani

t
Region RIll FLRW (materia)
tp2
Region RIl  Stephani
th1
Region Rl FLRW (radiacidn)

Figura 1: Esquema del embone entre las métricas FLRW y de Stephani.

En la figura 1 tenemos tres regiones RI, RIl'y RIII. La regidén Rl en el intervalo temporal ¢ < t3; (donde
tp1 es un tiempo arbitrario en el Universo) estd descrita por la métrica FLRW de la cual sus componentes son
soluciones exactas de las ecuaciones de campo de Einstein con simetria esférica (cumpliéndose el Principio
Copernicano) cuya fuente es la radiacién; el tiempo t = 51 es la interfaz entre las regiones RI FLRW y RIl de
Stephani, ambas regiones embonan suavemente. La regién Rl en el intervalo temporal ¢y < t < t2 estad de-
scrita por la métrica de Stephani la cual cumple lo siguiente: i) tiene simetria esférica, ii) la fuente es un fluido
perfecto vy iii) el tensor de Weyl es cero lo que implica que los Universos de Stephani sean conformalmente
planos, las componentes de la métrica de Stephani son soluciones exactas de las ecuaciones de campo de
Einstein. El tiempo t = t42 (donde t2 es otro tiempo arbitrario en el Universo) es otra interfaz entre la regién
RII de Stephani y RIIl FLRW, ésta dltima regién en el intervalo temporal ¢ > 2, ambas regiones embonan
suavemente. La fuente en la regién RIlIl FLRW es el polvo.

Imponiendo las condiciones de embonamiento suave (Smooth matching) llamadas condiciones de Darmois
(Darmois matching conditions), es decir, la continuidad de la interfaz de embonamiento de:
i) Primera forma fundamental, la métrica.
ii) Segunda forma fundamental, la curvatura extrinseca.

De (5,12) que describe la métrica de Stephani las componentes del tensor métrico son

1+ 72 /4(k(t) — R(t)k(t)/R(t))r (6,1a)

_ 2
gu=-U [ 1+ k(t)r2/4
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12 R(t) 2
grr = L% = [W} ) (671b)

R(t) 2
_ 272 — r 6,1
goo =1 [1+k(t)r2/4} ’ (6,1c)
y
R(t)sinf 12
— 21260020 — | 6.1d
g¢¢ T Sen [1 T k(t)r2/4:| ) ( ’ )
teniendo que
L= Vim=—1T"  con R=R(t) y k=k(t) (6.2)
- gTT_1+kT2/4) - Yy - ’ ’
y
1+ (1/4(k — Rk/R))r? - -
= = k(t) = dk(t)/dt t) = dR/dt.
U= i TR con K= dk)/dt v R{t)=dR) (63)
Las funciones U y L fueron definidas en el capitulo 5 siendo las ecuaciones (5,17b) y (5,17c).
De (5,15) que describe la métrica FLRW las componentes del tensor métrico son
g = —1, (6,4a)
R(t) 12
gT?" - |:1 + k0r2/4:| ) (6;4b)
rR(t) 12
900 = [71 n k:07"2/4} (6,4c)
y
rR(t)sin 072
9o = [1 + kor? /4} (6,4d)
con
R
Lo= ———
O 14 kor?/4 (6,5)
y
Up=1. (6,6)
La coordenada temporal de embonamiento entre las regiones Rl FLRW y RIl de Stephani es
t=1tn (6,7a)
y

r>0, 0<60<7m y 0<¢<2m.

Para que podamos asegurar la continuidad de la métrica de los Universos de Stephani con la métrica de
los Universos FLRW, debemos exigir y aplicar las condiciones siguientes:

La condicién 1 de embonameinto suave es

k(ty) = ko, (6,7b)
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la condicién 2 de embonamiento suave es

dk(ty1)/dt =0, entonces, tenemos que k(ty)/R(ty) =0, con dk(ty)/dt = k(ty1). (6,7¢)

De modo que aplicando las condiciones de embonamiento suave para la Primera forma fundamental, para
las funciones U, Uy, Ly Ly se debe de cumplir que

Ul(t,r) =Up(t,r) v L(t,r)= Lo(t,r).
Aplicando las condiciones de embonamiento suave a L(t,r) tenemos

R(tbl ) R(tbl)

Lt m) = T ) /a ~ T kor?/a" (6.82)
ahora, aplicando las condiciones de embonamiento suave a L (¢, r) tenemos
Lo(ty.r) = %. (6.8b)
Por lo tanto tenemos
L(tp1,7) = Lo(tp1, 7).
Aplicando las condiciones de embonamiento suave a U(t,r) tenemos que
Ultp,r) =1, (6,9a)
aplicando las condiciones de embonamiento suave a Uy (tp1,7) tenemos
Uo(tp1,7) = 1. (6,9b)

Por lo tanto tenemos que
U(tbl, 7“) = UO(tbla 7“).

Estas condiciones de embonamiento suave también deben cumplirse para las derivadas con respecto a ¢
y 7 de las funciones U, Uy, Ly Lg; entonces derivando L y Ly con respecto a ¢t tenemos

OL(t,r) R(t) R(t)k(t)r?

= L(t,r) = — , 6,10
ot r) = Tk /a ~ 100 + k()2 42 (6,10a)
aplicando las condiciones de embonamiento suave tenemos
. R(tbl)
Lt =— . 6,10b
(tp1,7) T+ kor?/1 (6,10b)
Ahora derivando a Lo(t,r) tenemos
ALo(t,r) . R(t)
—— It r) = ——— 6,10
ot O(ar) 1+/€07’2/47 ( ’ C)
entonces aplicando las condiciones de embonamiento suave tenemos
. R(tbl)
Lo(t =—— 6,10d
0( b177a) 1+k07"2/4, ( ’ )

y por lo tanto tenemos que ) )
Lty 7“) = Lo(tp, 7“).
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Ahora derivando a L(t,r) con respecto a r tenemos

OL(t,r) R(t)k(t)r
=) —— 6,11
ar ") = =305 k2 (6,11a)
aplicando las condiciones de embonamiento suave tenemos
R(tbl)ko’r
L'(t = 6,11b
( bl,?”) 2(1+k0r2/4)2 ( ) )
Ahora derivando a Lo(t,) con respecto a r tenemos
8L0(t, 7“) / R(t)ko?“
)= —— 6,12
or O( 7T) 2(1 T k0T2/4)2, ( ) a)
aplicando las condiciones de embonamiento suave tenemos
R(tp1)kor
Lt = 6,12b
o(te1,7m) 20+ kor®/4)° (6,12b)

Por lo tanto tenemos que
L/(tbl, ’I“) = L6 (tbl, ’I“).

Ahora se realiza el célculo de las derivadas, primero con respecto a t y posteriormente con respecto a r
de U(t,r) y Uy(t,r). Derivando a U(t,r) con respecto a ¢ tenemos

ou(t,r) B

Eram U(t,r) =
(—RMk(t)/R(t) + RIOKORD)/R2(0)r* (1 + (k(t) = R(Ok()/R(1))r?/4)k()r? (6.13a)

4(1+ k(t)r?/4) 4(1 + k(t)r?/4)? ’ ’
aplicando las condiciones de embonamiento suave tenemos

. o R(l‘,bl)k‘i(tbl)’l“2

Ulte,m) = AR(tp) (1 + kor?/4) (6,13b)
Ahora derivando a Uy(t, ) con respecto a t tenemos

% = Up(t,7) =0. (6,14)

Para que tengamos que U (tp1,7) = Upg(tp1, ) necesitamos una tercera condicién de embonamiento suave,
tal condicién es

E(t)=0 en t=ty. (6,15)

A continuacién calculamos las derivadas de U(t,7) y Up(t,r) con respecto a r. Calculando la derivada
de U(t,r) tenemos

8Ua(i, T) Ut ) =
(k(t) — R(Ok®)/R®)r  (1+r(k(t) — R(OK(D)/R(E)/4)k(E)r (6,16a)
2(1 + k(t)r?/4) 2(1 + k(t)r?/4)? ’ ’
nuevamente aplicando las condiciones de embonamiento suave tenemos
U'(tp1,7) = 0. (6,16b)
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Derivando Uy(t,r) con respecto a r tenemos

8U'O (tv T)

5 = Uolt,r) = 0. (6,17)

Una vez impuestas las condiciones de embonamiento suave a la Primera forma fundamental, es decir, a
las funciones L, Lo, U y Uy y también a sus derivadas con respecto a t y r en t = t;1 se exige continuidad a
la métrica para los Universos FLRW y de Stephani; pero basta con exigir que

k(tbl):ko, k‘(t):() en t:tbl y k‘(t):() en t:tbl.

De ésta manera el embonamiento es suave, es decir, el embonamiento es continuo en la métrica para los
Universos FLRW y de Stephani.

Ahora aplicando las condiciones de embonamiento suave para la Segunda forma fundamental, es decir,
para la curvatura extrinseca que es la interfaz entre los Universos FLRW y de Stephani la cual es una
hipersuperficie en t = ;1 que estd dada como

Kap = tap — Thyuy (6,18)
la cual es una derivada covariante.
Tenemos en general que
u, = UG, (6,19a)
en particular
w=—U=—Gu (6,190)
y
Up = Up = ugp = 0. (6,19¢)
Entonces tenemos que
[Ktt] = [Kir] = [Kio] = [Kigl =0 (6,20)
con
[Kid] = [Kealie, = Kedi
s e R L g (6.212)
ot = Ty — (1 Y (6,210)
(i, =~ el i ol (6.21¢)
y

3koR2(ty1)sin?@  rR?(ty)sin® 0
KoglS, =2 - = [K,, 4] FLEW. 6,21d
[ ;(f)]tftbl 2(1 + k07"2/4)2 (1 + k0r2/4)2 [ 7¢]t7tb1 ( ) )

Como las componentes de la curvatura extrinseca son iguales para los Universos FLRW y de Stephani
bajo las condiciones de embonamiento suave en t = t3; implica que la curvatura extrinseca es la misma para
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ambos Universos y nos asegura continuidad en las componentes para la métrica de ambos Universos.

En general tenemos que
S S FLRW FLRW
Ka,b = [Ka,b]t:t,,l = [Ka,b]t:tbl = Ka,b : (6722)
La ecuacién (5,20) del capitulo 5 es la 4-aceleracién que esta dada como

U,

57"
v

Uq =

es decir, tenemos que

g Ut 8rR(t)k(t) (6.23a)
T UML) T (ARE) + rPROR(E) — P RERE)(E + k(H)r2)] ’

aplicando las condiciones de embonamiento suave tenemos

. U'(ty1,r)
= —22=0. 6,23b
v U(tbl,r) ( )

Tenemos la funcién densidad expresada como

3 T R2(t) + k(t)
)= — | —2L 7 24
P( ) 87'('[ RQ(t) } (67 a)
Aplicando las condiciones de embonamiento suave tenemos
3 TR2(tn) + ko
th1) = — | —==-—7—1- 6,24b
o) = - [ty (6.24D)
Calculando ahora la derivada de p(t) con respecto a t, es decir, p(t) tenemos
, 3 12R(R()R(t) + R(t)k(t) — 2R3(t) — 2k(t)R(t)
t) = — . 2
o) = =—| e | (6.252)
Aplicando la condicién 1 de embonamiento suave tenemos
() = [QR(tbl)R(tbl)R(tbl) + R(to1)k(ty1) — 2R3(t1) — 2R(tb1)k(tb1)}
Pllo1 o R3(in) )
entonces tenemos
. 3 QR(tbl)R(tbl)R(tbl) + R(tbl)k(tbl) — 2R3(tb1) — QR(tbl)kJO
ty1) = — 6,25b
pltm) = == | ) ) (6.25b)
aplicando la condicién 2 de embonamiento suave obtenemos
. 9 R(tbl)R(tbl)R(tbl) — R?’(tbl) — R(tbl)k(tbl)
ty) = — ) 6,25
p( bl) 87T|: RS(tbl) :| ( ) C)

Las figuras 2 y 3 coresponden a las gréficas de p(t) y p(t).
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Figura 2: Gréfica de la funcién p(¢)

107

Figura 3: Gréfica de la funcién p(¢)

En la figura 2 la curva representa la funcién p(t) de (6,24a) con k(t) dada por (7,5) del capitulo 7, las
regiones Rl y RIIl son regiones descritas por la métrica FLRW en t < 2 = t3; para Rl y t > 2,5 = t}5 para RIlI
mientras que la regién RII estd descrita por la métrica de Stephani en 2 = ¢ < t < 2,5 = t32, se observa
que la curva es continua para las regiones FLRW y de Stephani.

En la figura 3 la funcién p(t) dada por (6,25a) es una curva suave en las regiones FLRW Rl y RIll en
t<2=tp yt>25=ty, noasien la regién RIl de Stephani con 2 =ty <t < 2,5 = tpo.

Ahora derivando (6,24a) con respecto a R tenemos

_dp _ i[R,RR(t)—Q(R(t)Jrk(t))}

PREZUR ™ 8z

R3(t)

y sustituyendo (6,24a) y (6,26) sobre (5,25) tenemos

p(ta ’I“) =

_3
8

[

(B2(1) + k(1)

1

R.rR(t) — 2(R(t) + k(1))

1+7r2k(t)/4

R2(t)

3

(

R2(t) )H1+¢2/4(

k(t) — R(8)k(t)/R(t))

(6,26)

] (6,27a)
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Aplicando la condicién 1 de embonamiento suave en (6,27a) obtenemos (6,27b)

3 [(RQ(tbl) + ko) 1<R,RR(tb1) —2(R(tp1) + ko) 1+72ko /4

pltn, 1) = 8w R*(tp) 3 R?(ty1) )} {1 + 12 /4(ko — R(ty1)k(ty1)/R(to)) )

Aplicando la condicién 2 de embonamiento suave tenemos

(6,27¢)

p(tpr, ) = i [(RQ(tbl) + ko) E(R,RR(tm) —2(R(tp1) + ko) )]

_871' RQ(tbl) 3 RQ(tbl)
De modo que habiendo aplicado las condiciones de embonamiento suave a los pardmetros anteriores se

asegura la continuidad para la métrica del Universo de Stephani y el Universo FLRW y sus primeras derivadas
(entyenr).
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Capitulo 7: Continuidad de las métricas entre los Universos FLRW y

de Stephani

7.1 Comportamiento de las funciones k(t), R(t), p(t) y p(t,r) en la continuidad de las

métricas entre los Universos FLRW y los Universos de Stephani.

Respecto al pardmetro incluido en la métrica de los Universos FLRW k(t) = ko = £0,1, tnicamente

vamos a considerar los casos para kg = 0 y kg = 1. Consideremos

k(t)=ko=0 para t<t, y para t> ty.
Para el caso de los Universos de Stephani k(t) la tomamos como
E(t) = —apsin®(h(t)) para ty <t < tp.
Si consideramos a las regiones Rl y RIIl FLRW la funcién k(t) toma la forma

_ ind
k(t) = { Qsin Sgh(t%% thy <1 <12

0, <ty y t>ty
con
t—1ty
ey = T )
tho — tp1

con tp1 y tpe arbitrarios. Entonces (7,2) queda expresada como

k(t) = —apsin® (M) .

tpo — tp1

La gréfica 4 de la funcién k(t) dada por (7,5) es la siguiente

-0.05

-0.104

-0.154

-0.20

-0.254

Figura 4: Gréfica de la funcién k(t).

(7.1)

(7,4)
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En la figura 4 se observa que en la regiones FLRW ¢ < 2 = t3; para Rl y t > 2,5 = {32 para Rlll la funcién
k(t) permanece constante, no asi en la regién RIl de Stephani en 2 = ;1 <t < 2,5 = tp2.

Para que se garantice la continuidad en la métrica de los Universos FLRW con la métrica de los Universos
de Stephani, las primera y segunda derivadas del pardmetro k(t) en t,1 y tp2 se deben hacer cero.

Derivando k(t) en tp1 <t < t2 tenemos

E(t) = —3(*)0[051112 (W(t ~fo1) )cos(ﬂ(t — tbl)). (7,6a)

tpo — tp1 tho — tp1 tha — tp1

Evaluada k'(t) en tp1 Y tp2 tenemos

I%:(tbl) =0= k(tbg). (7,6b)
Derivando k(t) en tpy <t < tp2 obtenemos la expresién (7,6¢)
. 2 t—t 2 t—t t—t
k(t) = 3(*) aosing(u) — G(L) COSQ(W( bl))sin(w( bl)).
ty2 — tp1 ty2 — tp1 ty2 — tp1 ty2 — tp1 ty2 — tp1

Evaluada k() en tp1 y tp2, cumple que

k(to1) = 0 = k(to2). (7.7)

Por lo tanto se garantiza la continuidad entre las métricas de los Universos FLRW y de Stephani hasta
la segunda derivada temporal (como anteriormente se menciond).

Ahora para la regién RI descrita por la métrica FLRW que corresponde a ¢t < t;; cuya fuente es la
radiacién tenemos que de (4,3) la ecuacién

o 3R
—_— 7,8
p+p R (78)
Sean p = p1/3 y R = Ry sustituyendo en (7.8) tenemos
' 3R
B =, (7.9)

m+1/3p1 Ry

despejando R encotramos R; dada como R; = aqt*/? con

a1 = 1/2\/%&1. (7,10)

Ahora sean p = 0, p = p3 y R = Rys y sustituyendo en (4,3) y despejando R encontramos la funcién
Rjrr que estd dada como

Ry = ast?/3 (7,11)

2 [kp:
ag = 3 %R%Q = constante.

La funcién R; corresponde a la regién RI FLRW con p = 1/3p en el caso en que la fuente es radiacién en
t < tp1. La funcién R;; corresponde a la regién RIII FLRW con p = 0 en el caso en que la fuente es polvo en

con
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tpo > t. Para hacer continuas a las funciones R; y R;; se requiere de una funcién Ry; correspondiente a la
regién RII descrita por la métrica de Stephani en t31 < t < tyo de modo que Ry, Ry; y Ryyr sean funciones
continuas. Se propone entonces un polinémio @ de quinto grado expresado como

Q = ao + art + ast® + ast® + agt* + ast®, (7,12)

igulando el polinémio (7,12) con la funcién R; obtenemos

Q = ag + ait + ast® + ast® + ast* + ast® = alt;{Q (7,13a)
con t = tp1. Ahora igualando (7,12) con (7,11) tenemos
Q = ao + art + ast? + ast® + agt* + ast® = asty)? (7,13b)

con t = tpy. Derivando a ambos lados las ecuaciones (7,13a) y (7,13b) obtenemos un sistema de cinco
ecuaciones en el cual encontrando los coeficientes ag, a1, as, as,as y a5 y sustituyendo en (7,12) obtenemos
la funcién Ry la cual es continua con las funciones R; y Ryyy.

De lo anterior se establece la siguiente regla de correspondencia para R(t) que considera las dos regiones
FLRW vy la regién intermedia de Stephani, dicha regla de correspondencia es la siguiente

a1t1/2, O0<t<ty
R(t) = ag+ ait + ast? + ast® + agt* + ast®, tp <t < tyo
ast?/3, t >ty

Dando valores numéricos a los coeficientes ag, a1, az, as, a4, as, a1 y a3 obtenemos la figura 5

1.654
1.64+4
1.6
1.624
1.614
1.60+4
1.5
1.584

1.5H

1.56q

o

2.1 22 23 24 2.5

Figura 5: Gréfica de la funcién R(t).

En la figura 5 se observa que la funcién R(t) es continua en todo tiempo ¢ para las regiones FLRW y de
Stephani.

Al calcular la derivada R(t) y la derivada segunda R(t) de la funcién R(t) observamos que dichas derivadas
son continuas lo que garantiza que F(t) es continua en la interfaz de los Universos FLRW y de Stephani.
Las figuras 6 y 7 representan las gréficas de R(t) y de R(t) respectivamente y son las siguientes
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0.59
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0.34
0.24

0.1q

Figura 6: Grafica de la funcién R(t).

_—t5 2 25 3 3.5

Figura 7: Grafica de la funcién R(t).

En la figura 6 la funcién R(t) se comporta de modo suave en las regiones FLRW Rl en t < 2 = #3
(en rojo) y Rlll en t > 25 = t42 (en azdl) pero no es la curva suave en la regién de Stephani Rll en
2 =tp <t<2,5=1tp (en amarillo).

En la figura 7 la funcién R(t) se comporta de modo suave en las regiones FLRW Rl en t < 2 = t;; (en
rojo) y Rlll en ¢t > 2,5 = 42 (en azdl), pero en la regién de Stephani Rll en 2 = t,; <t < 2,5 =32 la curva

no es suave (en amarillo).

La ecuacién (6,27a) que es la presidn es una funcién de ¢ y r a diferencia de p que sélo depende de ¢, es
decir, a p(t,r) se fija el valor r = 0 y tenemos

p(t) =

3 [(R2(H)+k(t) |1 (R,RR(t)—2(R(t)+k(t)))] (7,14)

R COE R (1)

La funcién p sélo tiene dependencia en t obteniendo asi la figura 8.
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- 100-

Figura 8: Grafica de la funcién p(¢).

En la figura 8 se observa que para la funcién p(t) para r = 0 dada por (7,14) en las regiones FLRW RI
ent < 2=t yRIllent > 25 =ty la curva es suave y mondtona, en la regién RIl de Stephani en
2 =1ty <t <2,5=ty lacurva no es mondtona. Nétese que p — oo para cuando t — 0 y aparentemente

p — —oo para t &~ 2,1 dentro de la regién RIl de Stephani.

Si ahora utilizamos tres valores fijos diferentes para r tenemos la figura 9

100

0 . . . A ;
05 1 L5 5 3
t
-50-

-100-

Gréfica de la funcién p para tres valores fijos de 7.

Figura O:

En la figura 9 tenemos tres curvas en rojo, negro y azul, las tres curvas pertenecen a la funcién p para tres
valores diferentes de r. Se observa que en la regiones FLRW Rl en t <2 =t,; y Rlll en t > 2,5 = #}5 las
tres curvas son suaves y aparentemente en ¢t & 2,1 en la regién RIl de Stephani hay una singularidad en la

cual p parece tender a —oo.

Ahora Graficando la presién p(t,r) y dando valores a  obtenemos la figura 10
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Figura 10: Gréfica de la funcién p(¢, 7).

En la figura 10 se observa que la funcién p(t,r) describe una superficie que en las regiones FLRW Rl y RIlI
es suave mientras que en la regién RIl de Stephani la superficie presenta singularidades, es decir, p — 400
para ciertos valores de t y r.

En las figuras 8, 9 y 10 observamos un comportamiento singular de la presién p — —oo con la densidad p
finita en la regién de Stephani. Esto se debe a que hay un cero en el denominador de (6,27a) para p, sin em-
bargo, éste cero no afecta a p dada por (6,24a). Para remediar éste problema consideramos el embonamiento
con regiones FLRW con curvatura positiva kg = 1.

La regién de Stephani debe embonar a éstas regiones por lo que la funcién k(t) debe ser positiva y
escogemos las funciones f y F' de (5,18b) dadas por funciones senoidales.

Consideremos la funcién k(tp1) = ko = 1 para t < t1 y para t > tp2, con kg = 1 habrd un cambio en la
topologia de las regiones FLRW y por lo tanto en la curvatura extrinseca de la hipersuperficie de la interfaz
entre los Universos FLRW y de Stephani.

Entonces para el Universo de Stephani tenemos la funcién k(t) pero para distinguirla de (7,5) serd ex-
presada como

k(t) = agsin®(g(t)) (7,15a)
g(t) = 7r<1 + %) (7,15b)

La figura 11 es la gréfica del pardmetro k(t) que es la siguiente
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Figura 11: Gréfica de la funcién r(¢).

En la figura 11 observamos que el comportamiento de la funcién x(t) es continuo tanto en las regiones FLRW
como en la regién de Stephani .

Para que se garantice la continuidad entre la métrica de los Universos FLRW y de Stephani la primera y
segunda derivada del pardmetro k(t) en t,1 y tp2 deben hacerse cero.

La derivada de x(t) estd dada como
t—1t t—1
i) = 3(L)ao sin? (w(1+7b1)) cos (w(1+7"1)), (7,16a)
tp2 =ty th2 — tp1 tp2 =ty
evaluando k(t) en tp1 v tp2 tenemos

A(th) = 0 = Fi(ty). (7,16b)

La segunda derivada de k(t) estd dada por (7,16¢)

. m 2o t—tn 2 t—tn .9 t—tn
K(t :6(7) g Sin (w(l—i—i)){cos (71’(1-}—7)) — 3sin (71’(1%—7))]
®) ty2 — tp1 0 ty2 — tp1 ty2 — tp1 ty2 — tp1

Evaluando £(t) en tp1 y tp2 tenemos
F(tp1) = 0 = i(tye) (7,16d)

de las expresiones anteriores se garantiza la continuidad de las métricas de los Universos FLRW y de los
Universos de Stephani. Para la regién RIll que es la regién FLRW cuya fuente es el polvo (tomando a ¢ =1
ya G =1) tenemos p= 0y p3 = po3(Ro/R)>.

Considérese a los factores Q1 = 87Gpo1/3c*HE = 8mpo1/3HE y Qo3 = 87Gpos/3c HE = 8mpos/3HE
con Hy = [dR/Rcdt]y = H(to) donde to es un tiempo cdsmico arbitrario y o = 87G. Ahora definimos al
factor de escala adimensional a = R/Ry y el tiempo adimensional dado por 7 = Hyc(t — tp) de modo que
H/Hy = da/adr. Definiendo las ecuaciones de Friedman en funcién de los pardmetros Qo1 y o3 tenemos
la siguiente ecuacidn para las regiones FLRW Rl y RIII

da(T) - Q()l _ a
o Waw cite (7.17a)
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dr (a(7))

Las primera y segunda derivadas de a(7) que son las ecuaciones de Friedman son continuas en 741 y T2,
entonces por lo anterior definimos un polinémio de quinto orden dado como

da(r) _ \/ fos 5 +1— Q3. (7,17b)

A=A+ A7+ Ao + As7® + Ay + AsTP, (7,18)

derivando e igualando (7,18) con las ecuaciones (7,17a) y (7,17b) y sus respectivas derivadas obtenemos un
sistema de ecuaciones en el cual encontramos los coeficientes Ay, Ay, As, A3, A4 Y As y sustituyendo en
(7,18) se obtiene una nueva funcién que es continua con (7,17a) y (7,17b).

De lo anterior se establece la siguiente regla de correspondencia

\/(ag(z,g)l)Q +1_QOI; 0<7<mm
a(T)H(T) = Ao+ A1+ Aom? + A373 + Agr? + As75, 71 <7 < Tp2
\/(ag()%&)Q +1 = Qos, T > Ty

Dando valores a los coeficientes Ay, A1, Ao, A3, Ay y A5y a Qo1 y Qo3 obtenemos la figura 12.

Figura 12: Gréfica de la funcién a(7)H (7).

En la figura 12 se observa que el comportamiento de la funcién a(7)H(7) en las regiones Rl y RIlIl FLRW
(en rojo y en azil) asi como en la regién RIl de Stephani (en negro) la curva es continua.

Derivando ahora la funcién a(7)H (7) con respecto a T obtenemos la figura 13
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Figura 13: Gréfica de la funcién dla(7)H (7)]/dT.

En la figura 13 se observa que el comportamiento de la funcién d[a(7)H (7)]/dT en las regiones FLRW (en
rojo y en azil) asi como en la regién de Stephani (en negro) la curva es continua.

Las densidades en las regiones FLRW Rl y RIIl estdn expresadas como

Qo
= 7,19
P1 a2 ( ’ a’)
y
Q
ps = —5 (7,19b)
a
Y sean las expresiones
Oy =1+ (k; - ]W)F2 (7,20a)
a- ’
y
Qo =1+EkF? (7,20D)
con .
F =sin (—)
2

El cociente (Q2/Q1 estd definido en el rango 7,1 < 7 < 72 con 0 < r < 7 no diverge lo cual se puede
apreciar en la figura 14

49



Figura 14: Gréfica de la funcién cociente Q2/Q;.

En la figura 14 se observa que la funcién cociente QQ2/Q1 con Q1 y Q2 dadas por las ecuaciones (7,20a) y
(7,20b) describe una superficie continua entre las regiones FLRW y de Stephani y por lo tanto resolvemos el
problema de que p diverge con p finita.

La ecuacidn de la presion estd dada como

8rG 871G pr Qo
= i ) 21
D 87Gp 3 HO, (7,21)

la cual despliega la grafica en la figura 15

Figura 15: Gréfica de la funcién p(¢, 7).
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En la figura 15 tenemos que la funcién p(t, r) describe una superficie continua entre las regiones FLRW y de
Stephani, nétese que p es finita en toda la regién de Stephani.

La figura 16 es la misma que la anterior excepto que ahora la presién p toma valores fijos para r.

Figura 16: Gréfica de la funcién p con valores fijos de 7.

En la figura 16 la funcién p en las regiones FLRW Rl y RIlIl como en la regién RIl de Stephani es continua y
finita pero carece de una interpretacion fisica satisfactoria ya que es negativa y cambia de signo.

51



7.2 Conclusiones.

Las conclusiones que se obtienen de éste trabajo son las siguientes:.

1. Las condiciones de embone suave de Darmois siempre se pueden satisfacer en una interfaz entre un

Universo de FLRW y el Universo de Stephani dada por una hiper-superficie espacialoide de la forma
t = tp1 = const. que es ortogonal a la 4-velocidad. Esto implica que la métrica y la curvatura extrinseca
de esta interfaz coincide para ambos Universos. Estas condiciones también pueden ser satisfechas en
una segunda interfaz de la forma t = t2 > t31 para un embone suave con un segundo modelo FLRW,
de modo que la zona intermedia t;; < t < tpz corresponde a un Universo de Stephani embonado
suavemente a los dos modelos FLRW. Esto permite describir la transicion de un modelo FLRW a otro
a través del Universo de Stephani.

. Si ademds de las condiciones de Darmois, exigimos la continuidad de la primera y segunda derivadas

temporales de la métrica en la interfaces ¢t = tp1 y t = tp2, entonces las variables geométricas y fisicas
u, p, p 'y p también son continuas para ambos Universos.

. Para hiper-superficies t = t;,; = const con curvatura espacial cero o negativa (kg = 0, —1) el embone

es también suave, pero la regién de Stephani muestra una singularidad que es fisicamente indeseable: la
presién p diverge cuando U = /=gy = 0 a densidad finita. Esta singularidad solo puede ser evitada en
el caso en que ambas hiper-superficies que sirven de interfaces en el embone tengan curvatura espacial
positiva (ko = 1).

. Incluso cuando se puede evitar la singularidad anteriormente mencionada, el comportamiento de la

presién p como funcién de la densidad p en la zona intermedia de Stephani no es fisicamente realista:
la presidn no diverge pero se torna negativa y de gran magnitud (véase figuras 15 y 16). Por lo tanto,
el Universo de Stephani no ofrece una trancisién fisicamente adecuada entre un Universo FLRW de
radiacién y uno de polvo.

Los resultados aqui obtenidos podrian ser diferentes para el embone de modelos FLRW con otras ecua-

ciones de estado o si se permite discontinuidad en las derivadas de la métrica en la direccién temporal (ortog-
onal a la interfaz del embone), lo cual no viola las condiciones de Darmois. Esta investigacién serd realizada
posteriormente.
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Apéndice A: Descomposicion general de tensores.

En éste apéndice se hace el tratamiento de la descomposicién generalizada de un tensor T%? el cual tiene
expresados como suma a tensores paralelos y ortogonales, entre éstos la 4-velocidad en donde los tensores
paralelos se componen de la suma de la parte simétrica y antisimétrica, de éste modo el tensor 7% queda
expresado en su forma mas general.

Para un tensor de 2 x 2 Ty, se define la parte simétrica que estd dado como

Tiap) = %[Tab + Tha)s (A,1a)
la parte antisimétrica estd dada como
Tiap) = %[Tab — Tha) (A,1b)
y la traza esta dada como
gapT* =T (A,lc)

Para las expresiones anteriores se tiene que si Top = T{qp) es simétrico, si Typ = Tj4p) €s antisimétrico y
si T = 0 no tiene traza. El tensor T, puede ser expresado como 7% = T(@) 4 lab],

El tensor Ty = T4p) puede obtenerse mediante una simetrizacién y removiendo la traza, es decir,

T — hehyT

1
hgahg)Tcd _ ghabhchCd.
Entonces el tensor T,; puede ser expresado como
1
T = [ — 20 hea T (A.2)
Los vectores V(% pueden expresarse como V(%) = thb.

El tensor T% se puede descomponer en la suma de tensores paralelos y tensores ortogonales a u® y
quedan expresados como

T = pu®ub + 2%° + uq® + P2, (A,3a)
donde la parte paralela estd dada como
p= T.quu?, 2%, = q%uqs =0 (A,3b)
y la parte ortogonal estd dada como
P = paplhTed,  P%yu, = 0. (A,3¢)

La parte ortogonal de étse tensor puede ser expresada como la suma de las partes simétrica y antisimétrica,
es decir,

Pab _ P(ab) + ]p[ab]7 (A74)
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utilizando las ecuaciones (A,2) y (A,3c) aplicadas sobre P(**) obtenemos
Pab _ P[ab] + P(ab) + lpchab' (A 5)
3 c Y

Si T es simétrico, es decir, que T1% =0 y de (A,3b) se tiene 2% = ¢¢, entonces el tensor T% queda
dado en su forma mas general, es decir,

T% = puu® + Phe® 4 2¢(*u® + 11, (A,6a)
donde
1
P=gPy, = plabr, (A,6b)
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Apéndice B: Operadores diferenciales.

En éste apéndice se introducen los llamados operadores diferenciales que son la derivada covariante apli-
cada a escalares, vectores y tensores. La derivada convectiva es la derivada covariante proyectada sobre el
vector u® y es aplicada a escalares, vectores y tensores, del mismo modo la derivada de las Hipersuperficies de
Simultaneidad (ya definida con anterioridad) es la derivada covariante proyectada sobre las Hipersuperficies
de Simultaneidad y sobre % y de igual manera se aplica a escalares, vectores y tensores. Estos operadores
dan origen al vector 4-aceleracién 1.

Las derivadas covariantes de un escalar ¢ de un vector V@ y de un tensor 7% estin dados como

Vad = ¢ia = ¢a, (B,1a)
Vo Vo=V, (B,1b)
V.1 =18 (B,1c)
y
Ve ViT™ =T, (B,1d)
Se adoptara la notacién V en lugar del punto y coma.
La existencia de un campo de 4-velocidad conduce a los siguientes operadores diferenciales:
-Derivada convectiva. Esta derivada es covariante y es proyectada sobre el vector u® y estd dada como
¢ =uV,0, (B,2a)
Ve =ulV,Ve (B,2b)
y
T% = u*V, T, (B,2¢)

El vector V* en general no es paralelo a u® y por lo tanto hgvb # 0, en particular la 4-aceleracién u% es
ortogonal a u%, entonces tenemos

4 — aceleracién 4* = u®Vyu® (B,3a)

U™ = 0 = 11y = 2. (B,3b)

-Derivada del sistema en reposo. Esta es la derivada covariante proyectada sobre las Hipersuperficies de
Simultaneidad y estd dada como

Vad = h{ Vi, (B.4a)
VoVt = héhiv . ve, (B,4b)
VaT" = h2hihGV 4T . (B,4c)

Las ecuaciones anteriores son objetos sobre los Sistemas de Referencia Instantdneos que se anulan si son
contraidos con u®.
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-Derivada de "Punto angulo”. La derivada convectiva es aplicada a (A,2), entonces obtenemos
1 )
ubvbT<(Lb> _ [}Léah? _ g}Labhcd:| ’LL(IVdTCd,
es decir,

prlab) _ |:h£a hZ)_% habhcd}jw(ab).

(B,5)
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Transicion de un universo FLRW dominado por la radiacion a

uno dominado por la materia mediante una zona de transicion
descrita por el Universo de Stephani

‘ N

Regidon RIlIl FLRW (materia)

Lpo N
Region RIl Stephani Transicién radiacién-materia
A
tp1
A

Regidn Rl FLRW (radiacion)

Big Bang

Figura 1. Transicidn radiacion-materia mediante una region
Stephani embonada entre dos regiones FLRW.



Las regiones FLRW deben embonar suavemente con la region
Stephani en hiper-superficies de tiempo constante.

@ Laregion R, en el intervalo temporal t < 31, estd descrita por la métrica FLRW
cuya fuente es la radiacién. El tiempo + = ¢, es la interfaz entre las regiones Rl FLRW y
RIl de Stephani, ambas regiones embonan suavemente.

La region RIl en el intervalo temporal ¢,, - ¢+ - ¢,, esta descrita por la métrica de
Stephani la cual cumple con las siguientes propiedades:

i) Tienen simetria esférica
ii) La fuente es un fluido perfecto
iii) El tensor de Weyl es cero, lo que implica que sean conformalmente planos.

El tiempo t = 2 es |la segunda interfaz que embona suavemente a la region RIl, descrita por
la métrica de Stephani, con la region Rl descrita por la métrica FLRW en el intervalo temporal
t > ty2 . La fuente en la region RIll es el polvo.



Se deben satisfacer condiciones de embonamiento suave de
Darmois.

@ Sean ly Il dos espacio-tiempos (soluciones de las ecuaciones
de Einstein). Sean gg), SE;I) sus métricas en un sistema de
coordenadas comun: a —

{z% a=0,1,2,3}

@ Las condiciones de Darmois indican que |y Il pueden ser
embonados suavemente a través de una interfaz

20 =t = t;. = constante
si la primera y segunda formas fundamentales son continuas en

la interfaz:
I IT
@ 1leraforma, la métrica [géb)]tztk — [géb )]tztk
@ 2da forma, la curvatura extrinseca [K{g?]tztk - [Kéir)]t:tk

_ . {Ir . . .
donde Kab = —Na:b siendo 1,* un vector unitario normal a la interfaz



Las condiciones de Darmois para el embonamiento entre
espacio-tiempos FLRW y Stephani se reducen a la continuidad
de las métricas y sus derivadas temporales.

Métrica FLRW:
ds?py = —dt? + R2(t) [dr? + f2(r) (d6? + sin® 0dg¢?)]
Métrica Stephani:

dstgy = —U?(t,r)dt> + L2(t,) [dr? + f?(r) (d6? + sin® 0d¢?)

donde: - R(t) __ 14[k—R(k/R] F?(r)
L = 1+x(t)F2(r)’ U= 1+ () F2(r)

f =|r, sinr, sinhr], F =1r/2, sin(r/2), sinh(r/2) ]
R=dR/dt, k=dx/dt
vemos que las funciones métricas deben cumplir con
R(s) = Rim)li=to, [R(s) = R(p) # Ole=t,, [R(s) = R(r) # 0)i=,
H}(tk) — 0, h’}(tk) = 0, f‘i}(tk) — 0,



Region
[I1): FLRW
|(ool)vo R = R(IH)(t) t > tpo
PR RUI) — pUII)  pUI) — pUII)  pUI) — pUII)
— tpo ’ . 3 3 ’
H’(th) — 01 H"(tb2) — U, H’(th) — 01
[T T TN T T TN IT TS TTOY presssssssss s sssssssssne
Region (l1): I _ p(II
SIS D = BED (Y  ty <t <t
k = k(1)
;II:II.;IIII. llllllllllll fl‘i‘: .(..t.;).£.)...:".6; lllllllll ;:i;.(..é.f;l..)..;..(.].’.........;.%.(.%.b.:.[-.)..:..(.].j lllllllllllll
- R = RUD R — RUD R — RUI)
ARegion
(1):
FLRW R = RU(¢t) 0 <t <ty
radiacion




Universos FLRW:

ds?F)' = —dt*> + R%(t) [dr? + r? (d6? + sin® 0d¢?) ]

Universo de Stephani:

dstgy = —U?(t,r)dt?> + L2(t,r) [dr? + f?(r) (d6? + sin® 0d¢?)

. . R(t) _ 1+[k—R(k/R]r°/4
donde: L= 1+k(t)r2/4° U= 1+x(t)r2/4

- RGG/R) R(p/R) 1+xr2/4
P==P= 730 =P~ "3 [1+(H—Rﬁ/f?>r2/4] |




Tenemos el parametro R(+) dado por la siguientes expresiones:

ﬂ_ltl,.-’z‘ 0 <t <ty
R(t) =< ao+ ait + ast® + ast® + ast* + ast®, ty <t < tyo
cugt?/?, tha > 1

que surgen de las ecuaciones de campo (regiones | y Il) y de una funcién de
interpolacion en la region |l.

figura 5: Grafica de la funcion R(t) .

165
164
163+
163
161 .,/

1.6

(¥ o

En la figura 5 se observa que la funcién R(t) es continua en todo tiempo ¢ para las
regiones FLRW y de Stephani.



Figura 6: grafica de la funcién R(t).
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En la figura 6 la funcion R(t)se comporta de modo suave en las regiones FLRW Rl en
t « 92 = t,,(enrojo)yRlllen t > 25 = #,, (en azul), pero la curva no es suave en la region
de StephaniRllen 2 =¢,, <t < 2.5 = t,, (en amarillo).



Figura 7: Grafica de la funcidn R(t) .

=

En la figura 7 la funcion E(t) se comporta de modo suave en las regiones FLRW Rl en
t < 2=t (enrojo)yRlllen ¢ = 25 = t;,, (en azul) pero en la regidn RIl de Stephani la
curvano essuave en 2 —+,, < t < 2.5 = t,, (en amarillo).



Con respecto al parametro incluido en la métrica de los Universos FLRW k() =
consideremos l0s casos ;=0 Y kg =1 -

k(t)=kg=0 para t<t, Vv para t >ty
Para los Universos de Stephani el parametro «(t) lo tomamos como
k(t) = —a-|;..~_4i113Iiih{f.]]l para  tp <1 < fpo |
Considerando las regiones Rl y RIll FLRW vy la funcién «(t) toma la forma

(1) = —ﬂ.].‘::il]:l[h[f]:h fh <1<t
T 0, t<tp y t>tp

Con &(t) una funcidn arbitraria, de éste modo obtenemos la siguiente grafica:

ko = +0,1
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Figura 4: Grafica del parametro x(t).
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En |a figura 4 observamos que en las regiones FLRW ¢ < 2 =t;; paraRly f > 25 =t;5 para
RIll la funcidn x(t) permanece constante, no asi en la region Rll de Stephani en

2=t <t <25 =10.
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Figura 2: Grafica de la densidad p()
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En la figura 2 la curva representa la funcion p(t), las regiones Rl y Rlll son regiones descritas
por la métrica FLRW en¢ < 2 = ¢,; para Rl y¢ -~ 2. 5 — ,, para RIll mientras que la region Rl
estd descrita por la métrica de Stephanien2 =1t,; <t < 2,5 = t;2, observemos que la curva
es suave en las regiones FLRW y de Stephani.
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Figura 3: Grafica de la funcién p(t) .
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En la figura 3 tenemos una curva suave en las regiones FLRW RIyRlllen t <2 =1,y
t > 2,5 =1ty2, no asi en la regién Rll de Stephanien 2 =1ty <t < 2,5="1,



Figura 8: Grafica de la presion plt) .
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En la figura 8 se observa que para la funcién p(t) para » = 0 dada por la ecuacion
anterior en las regiones FLRW Rl en ¢+ < 2 = #;,; yRlllen ¢ > 2,5 = t,» la curva es suave y
monotona, en la regidn Rl de Stephani la curva no es mondtona. Notese que p — o
cuando ¢ _. () y aparentemente p — —oc para t =~ 2.1 dentro de la region de Stephani.



Si ahora le damos tres valores fijos para » obtenemos la figura 9:

1A

A0

-50H

=10

En la figura 9 tenemos tres curvas en rojo, negro y azul, las tres curvas pertenecen a la
funcidon p para tres valores diferentes de . Entonces observamos que en las regiones
FLRWRIen t < 2=1t,;yRlllent > 25 =t las tres curva son suaves y aparentemente
en ¢ ~ 2.1 paralaregién Rll de Stepnahi hay una singularidad en la cual P parece tender

d —n¢



Ahora graficando la presién P(t;7) y dando valores a 7 obtenemos la figura 10:

En la figura 10 se observa que la funcion p(t.r) describe una superficie que en las
regiones FLRW Rl y RIll es suave mientras que en la region RIl de Stephani la superficie
presenta singularidades, es decir, p — +oc »ara ciertos valoresde ¢ y r.

En las figuras 8, 9 y 10 observamos un comportamiento singular de la presionp — —oc con
la densidad ¢ finita en la regidn de Stephani, esto se debe a que hay un cero en el
denominador de p(t,7) sin embargo, éste cero no afecta a ¢. Para remediar esto
consideremos las regiones FLRW y de Stephani con curvatura positiva ry = 1.



Para evitar esta singularidad consideramos el caso de curvatura espacial positiva

Universo de Stephani:

dstgy = —U?(t,r)dt?> + L2(t,r) [dr? + f?(r) (d6? + sin® 0d¢?)

donde: I — R(t) U — 1+[x—R(k/R] sin®(r/2)
 1+4k(t) sin?(r/2)? o 1+ k(1) sin?(r/2) ?

_ R(5/R) _ R(p/R) [ 14rsin(r/2)
P==p= 73 =P~ 73 [1+(H—RF~1/R) Sinz(‘f‘/@] |




En este caso no podemos encontrar una forma analitica cerrada para R(7) donde 7 = t/HO
Trabajamos entonces con el parametro de Hubble [ — (z/a,, a = R/RU

Vemos que el parametro «(r)H () satisface la siguiente regla de correspondencia dada
por las ecuaciones de campo (regiones | y lll) y una funcién de interpolacion (region Il):

i

V
A

LV

|I ‘;'
Il _"u_% _|_ J_ J— E_L '1 0 .._ r .;::: T,_i)]_
(a(T))
0+ AT + Aom? + A7 + Aymt + AT, T < T < T
_uul\|__‘;7_ + J. — E_-!I 13 s Tf;z -' T
E':!l T
4 ____.-"'-l
] ,f’
] =
] e
] ,,f
s ya
|
/]
'Ir' 137
I T T T T 1
=5 H 5 | 1

En la figura 12 se observa que el comportamiento del parametro a(7)H(7) en las regiones Rl
y RIIl FLRW (en rojo y azul) asi como en la regidon de Stephani RIl (en negro) la curva es

continua.



Figura 13: Gréfica de la funcién dla(7)H(7)]/dr

En la figura 13 se observa que el comportamiento de la funcion dla(7)H(7)]/dr en las
regiones FLRW (en rojo y azul) asi como en la regién de Stephani (en negro) la curva es
continua.



Figura 11: Grafica del parametro «(1) .
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En la figura 11 observamos que el comportamiento de la funcién ~(f) es continuo tanto

en las regiones FLRW como en la regidn de Stephani.
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Figura 14: Gréfica de la funcion @2/@1 |

En la figura 14 se observa que la funcion cociente ./, describe una superficie
continua entre las regiones FLRW y de Stephani y por lo tanto resolvemos el problema
de que p diverge con ¢ finita.



Figura 15: Grafica de la funcion p(t.r) .

La figura 15 es la grafica de la funcidn p(t, ) describe una superficie continua entre las
regiones FLRW y de Stephani, ndtese que p es finita en toda la regidon de Stephani.



Figura 16:

Grafica de la funcion P pero con valores fijos para r
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En la figura 16 la funcién P en las regiones FLRW Rl y RIll como en la region Rl de

Stephani es continua y finita pero carece de una interpretacion fisica satisfactoria ya que
es negativa y cambia de signo.



Conclusiones:

‘ Las condiciones de embone suave de Darmois siempre se pueden satisfacer en
una interfaz entre un Universo FLRW y un Universo de Stephani dada por una
hiper-superficie espacialoide de la forma ¢ =, = const que es ortogonal a la 4-
velocidad. Esto implica que la métrica y la curvatura extrinseca de esta interfaz

coincide para ambos Universos.

‘ Para hiper-superficies ¢ =t,; = const con curvatura espacial cero 6 negativa
(ko =0,-1) el embone es también suave, pero la region de Stephani muestra
una singularidad que es fisicamente indeseable: la presion p diverge cuando
U=.—=g+=0 adensidad finita. Esta singularidad solo puede ser evitada en el

caso en que ambas hiper-superficies que sirven de interfaces en el embone
tengan curvatura espacial positiva #o =1 .

‘ Incluso cuando se puede evitar la singularidad anteriormente mencionada, el
comportamiento de la presior » como funcion de la densidad ” en la zona
intermedia no es fisicamente realista: la presion no diverge pero se torna
negativa y de gran magnitud (véase figuras 15y 16). Por lo tanto el Universo de
Stephani no ofrece una trancision fisicamente adecuada entre un Universo
FLRW de radiacion y uno de polvo.



	Portada

	Índice

	Introducción 

	Capítulo 1. Cinemática y Dinámica de Modelos Cosmológicos 

	Capítulo 2. Clases Especiales de Observadores Fundamentales

	Capítulo 3. Homogeneidad como Isotropía Local

	Capítulo 4. Dinámica de los Modelos FLRW

	Capítulo 5. Universos de Stephani

	Capítulo 6. Condiciones de Embone de los Universos de Stephani con los Universos FLRW

	Capítulo 7. Continuidad de las Métricas entre Los Universos FLRW y de Stephani

	Conclusiones

	Referencias Bibliográficas

	Apéndices


