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2.1 Ĺıneas de Universo de los Observadores Fundamentales libres de vorticidad. . . . . . . 14
2.2 Observadores Fundamentales geodésicos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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A mis amigos y compañeros que contribuyeron con su apoyo y amistad para mi llegada a buen
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Introducción

La gravitación es la interacción dominante en toda escala macroscópica. Por lo tanto, para poder en-
tender la dinámica del Universo a grandes escalas (de al menos 100 mega-parsecs). necesitamos utilizar la
mejor teoŕıa de gravitación existente hasta el dia de hoy: la Teoŕıa General de la Relatividad de Einstein,
cuyas ecuaciones de campo relacionan la curvatura del espacio-tiempo con la materia-enerǵıa de diversos
tipos de fuentes. Definimos como un ˝modelo cosmológico˝ a todo espacio-tiempo que surge como solu-
ción de las ecuaciones de campo de Einstein que sea aplicable para describir la evolución del Universo a
éstas escalas. Existe una diversidad de modelos cosmológicos dependiendo de diversas supociciones f́ısicas y
geométricas adecuadas a diferentes escalas, etapas y contextos de la evolución cósmica. Sin embargo, to-
do modelo debe mostrar una ḿınima consistencia y ajuste con las observaciones astronómicas y cosmológicas.

La cosmoloǵıa llamada ˝estándar˝ utiliza el llamado Principio de Copérnico ó Principio Cosmológico,
el cual supone que a escalas cosmológicas el Universo se observa como una distribución estad́ısticamente
homogénea. Como una consecuencia de éste principio, otros observadores a esas distancias comológicas de
nosotros obsrvaŕıan aproximadamente las mismas condiciones f́ısicas, entonces, podemos decir que el modelo
de Universo ˝isotrópico˝ es correcto a éstas escalas.

Debido a las enormes distancias cósmicas y la imposibilidad de viajar durante largo tiempo no es posible
verificar el Principio de Copérnico. Es relevante decir que dicho principio es solamente aplicable a grandes
escalas, aproximadamente a partir desde los 100 megaparsecs. Sin embargo, podemos averiguar a que escala
el Universo es aproximadamente homogéneo e isotrópico en forma estad́ıstica, mediante el estudio de obser-
vaciones de catálogos de galaxias y por medio de la argumentación teórica.

Los modelos cosmológicos que cumplen en forma estricta y exacta el Principio de Copérnico son lla-
mados modelos modelos Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), los cuales son matemáticamente
homogéneos e isotrópicos. Podemos decir entonces que los modelos FLRW describen de forma aproximada
nuestro Universo bajo la suposición de dicho principio y bajo diferentes formas de maeria-enerǵıa (ecuaciones
de estado) que describen diversas eras cósmicas.

Los modelos FLRW predicen un Universo en expansión en el cual la materia-enerǵıa se enfŕıa y diluye
a medida que el Universo evoluciona, teniendo como origen al llamado ˝big bang˝, que es una singularidad
de curvatura del espacio-tiempo en la que enerǵıas y temperaturas tienden a infinito. Suponinedo que la
materia-enerǵıa cósmica está compuesta por la materia ˝visible˝, ˝oscura˝ y ˝radiación˝ (gas de fotones), se
puede mostrar que en etapas tempranas la radiación dominaba la dinámica cósmica, mientras que en etapas
mas tard́ıas (y a medida que el Universo se enfriaba) la materia visible y oscura se tornaron dominantes. La
era temprana se puede describir mediante modelos FLRW cuya fuente es materia oscura fŕıa y una mezcla de
materia visible y oscura y radiación acoplados en equiĺıbrio térmico. Al desacoplarse ésta última los compo-
nentes evolucionan por separado, por lo cual los fotones se enfŕıan formando el fondo de radiación cósmica
que se comprta casi como un cuerpo negro a 3 grados Kelivin.

En la presente tésis estudiaremos la evolución cósmica a través de la transición de un Universo FLRW
inicialmente dominado por la radiación (fluido perfecto cuya ecuación de estado es p = ρ/3) a uno dominado
por la materia (tanto oscura como visible), la cual supondremos que se comporta como un gas ideal a baja
temperatura que puede ser aproximado por la ecuación de estado del polvo, es decir, un fluido perfecto con
presión núla p = 0. Esta transición de la radiación al polvo se dará a través de una zona intermedia entre
los modelos FLRW, la cual será descrita por otro modelo cosmológico. Esta zona deberá embonar de forma
˝suave˝ (continua y diferenciable hasta segundas derivadas) con ambos modelos FLRW (polvo y radiación)
en superficies de tiempo constante ortogonales a la 4-velocidad. La zona intermedia es una sección de un
modelo cosmológico llamado ˝Universo de Stephani˝, el cual satisface las condiciones del embone suave con

5



los modelos FLRW pese a ser un espacio-tiempo inhomogéneo y anisotrópico.

El Universo de Stephani surge como una solución exacta de las ecuaciones de Einstein obtenidas bajo las
siguientes suposiciones: (i) simetra esférica, (ii) fuente dada por un fluido perfecto cuya deformación (shear)
es nula y (iii) el tensor conforme de Weyl es idénticamente cero, lo cual se denota como soluciones confor-
malmente planas.

Describimos entonces al Universo para tiempos cósmicos t < tb1 como un modelo FLRW en el cual
domina la radiación, el cual embona suavemente con el Universo de Stephani en el tiempo cósmico t = tb1.
En el lapso temporal tb1 < t < tb2 corresponde a la zona intermedia de transición dada por el Universo de
Stephani, la cual embona en t = tb2 > tb1 de modo suave con el Universo FLRW dominado por materia
(polvo), el cual se extiende para tiempos cósmicos t > tb2.

En el presente trabajo estudiamos las condiciones a la frontera que nos garantizan un embone suave entre
los Universos FLRW (radiación y polvo) y el Universo de Stephani en tiempos arbitrarios t = tb1 y t = tb2 en
el orden mencionado anteriormente. Utilizaremos modelos FLRW y Stephani con curvatura espacial positiva,
de modo que se evita la singularidad de curvatura af́ısica que emerge en los modelos Stephani con curvatura
espacial cero o negativa, en la cual la presión diverge (p→ ±∞) a densidad finita. Si la curvatura espacial es
positiva todas las variables de estado de la zona de trancisión dada por el Universo de Stephani se mantienen
finitas. No está por demas mencionar que el embone de un Universo de Stephani, como una zona de transición
entre dos Universos FLRW es suave para cualquier ecuación de estado de éstos últimos, sin embargo, so-
lo consideramos en el presente trabajo el caso de radiación y polvo por su relevancia en la evoluciono cósmica.

A continuación ofrecemos una descripción de la tésis por caṕıtulos. Los caṕıtulos 1, 2, 3 y 4 están basados
en el art́ıculo ˝ Theoretical aspects in the study of inhomogeneous cosmological models ˝ del Dr. Roberto A.
Sussman, en el cual se estudia la cinemática y la dinámica de modelos cosmológicos generales, se introduce el
concepto de Observador Fundamental, aśı como también los llamados parámetros cinemáticos. En el caṕıtulo
2 se estudia un modelo cosmológico haciendo la similitud de los observadores fundamentales a un flúıdo
que evoluciona en el espacio-tiempo bajo el análisis de los parámetros cinemáticos. El caṕıtulo 3 proporciona
una descripción del modelo FLRW bajo las condiciones de homogeneidad e isotroṕıa local, se introduce
el concepto de Observador Isotrópico. En el caṕıtulo 4 se examina la métrica Robertson-Walker (RW) y
su relación geométrica con todos los posibles modelos FLRW de Universos compatibles con el principio
cosmológico y la dinámica evolutiva de todos éstos espacio-tiempos que requieren condiciones espećıficas
basadas en la naturaleza f́ısica de las fuentes de materia-enerǵıa. El caṕıtulo 5 está basado en el libro ˝
Inhomogeneous cosmological models ˝ de A. Krasinski, y trata sobre los Universos de Stephani, los cuales,
como se mencinó anteriormente, son soluciones conformalmente planas de las ecuaciones de Einstein. En el
caṕıtulo 6 se examinan las condiciones de embone entre las métricas FLRW y de Stephani. En el caṕıtulo 7
se examina el comportamiento de los parámetros k(t), R(t), ρ(t) y p(t, r) bajo las condiciones de embone
entre las métricas FLRW y de Stephani, y en éste mismo caṕıtulo se dan finalmente las conclusiones. Todos
los cálculos y las gráficas que aparecen en los caṕıtulos 9 y 10 fueron hechas con la ayuda del programa
computacional ˝ Maple 13 ˝ bajo la supervisión del Dr. Roberto A. Sussman del Instituto de Ciencias Nucleares
(ICN) UNAM.
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Caṕıtulo 1: Cinemática y dinámica de modelos cosmológicos

1.1 Observadores fundamentales y la 4-velocidad.

Sea (ℵ, g) una variedad pseudo-rimanniana asociada con un tensor métrico, la cual satisface las ecuaciones
de Einstein (consideremos c = 1 )

Gab = 8πT ab, (1,1)

donde Gab es el tensor de Einstein y T ab es el tensor de momento-enerǵıa que caracteŕıza una fuente de
materia-enerǵıa. Esta variedad puede ser considerada como un modelo cosmológico si admite en cada punto
a una congruencia de curvas temporaloides Ca = xa(τ) con a = 0, 1, 2, 3 con τ siendo el tiempo propio, las
cuales determinan las Ĺıneas de Universo de Observadores Fundamentales, de modo que cada punto ℘ ∈ ℵ
pertenece a una y solamente a una de estas Ĺıneas de Universo.

La variedad ℵ admite un campo vectorial unitario temporaloide que es tangente a cada uno de los
Observadores Fundamentales. Este campo vectorial es la 4-velocidad que está expresada como

ua =
dxa

dτ
, (1,2)

con las siguientes condiciones
gabu

aub = uau
a = −1,

donde τ es el tiempo propio respecto a los Observadores Fundamentales y xa son las coordenadas comóviles
con a = 0, 1, 2, 3 y las Ĺıneas de Universo de Observadores Fundamentales, están parametrizadas como

x0 = x0(τ), xi = constante. (1,3)

La 4-velocidad se expresa entonces de la forma

u0 =
dx0

dτ
=

√
−g00, ui = 0. (1,4)

Las Hipersuperficies de Simultaneidad de ua, tienen una métrica inducida expresada como

hab = gab+uaub. (1,5)

Los vectores y tensores paralelos a ua, se pueden expresar como

V a = λua =⇒ ha
bV

b = 0,

Zab = λuaub =⇒ habZ
ab = hc

ah
d
bZcd = 0,

donde λ(xa) es un escalar. Los vectores ó tensores ortogonales a ua, pueden ser expresados como

qau
a = 0 =⇒ qa = ha

bqb,

Πabu
b = 0 =⇒ Πab = hc

ah
d
bΠcd,

donde hab y hab son tensores duales y ha
a actúa como operador tensorial proyectando tensores arbitrarios

sobre las Hipersuperficies de Simultaneidad de ua.
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1.2 Parámetros cinemáticos.

Sea Dab un tensor arbitrario de orden 2× 2. Igualando Dab con ∇aub y utilizando las expresiones (A,3a)
y (A,5) del apéndice A, obtenemos la ecuación

∇aub = −u̇aub +
Θ
3
hab + σab + ωab, (1,6)

donde
u̇a = ub∇bu

a,

es la 4-aceleración, mientras que los parámetros cinemáticos Θ, σab y ωab están dados por las siguientes
expresiones

Θ ≡ ∇au
a, (1,7)

que es la expansión escalar,

σab ≡ ∇̃〈aub〉, (1,8)

que es el tensor de deformación y

ωab ≡ ∇̃[aub], (1,9)

que es el tensor de vorticidad, donde los paréntesis [ab] y 〈ab〉 denotan respectivamente antisimetrización y
simetrización menos la traza en los ı́ndices a, b (véase apéndice B).

La utilidad de éstos parámetros cinemáticos pueden ser ilustrada en términos del cambio de las distancias
locales sobre los Observadores Fundamentales, para ésto, se considera al vector ya = (y0, yi), éste vector
conecta puntos de un marco de referencia de un Observador Fundamental con puntos del mismo tiempo propio
τ de otro Observador Fundamental, aunque en general ya 	= (0, yi). La cantidad que puede considerarse como
”vector de posición” entre los Observadores Fundamentales y se expresa como

ya
⊥ = ha

by
b, (1,10)

donde la razón de cambio respecto al tiempo propio es proyectada sobre las Hipersuperficies de Simultaneidad,
generando la velocidad relativa expresada como

va = ha
b ẏ

b
⊥ = ha

bu
c∇cy

a
⊥ = yb

⊥∇bu
a, (1,11)

utilizando ua = dxa/dτ y el hecho de que τ es constante sobre las curvas integrales de ya. La ecuación (1,11)
permite reescribir (1,6) como una transformación infinitesimal aplicada a ya

⊥, obteniendo aśı la siguiente
expresión

va = V a
b (yb

⊥) = ha
b ẏ

b
⊥ =

[Θ
3
ha

b + σa
b − ωa

b

]
yb
⊥, (1,12)

donde

V a
b ≡ ∇bu

a, (1,13)

de modo que el efecto de la evolución de la posición relativa del vector de τ a τ + dτ a lo largo de las
trayectorias de los Observadores Fundamentales es una combinación infinitesimal de transformaciones con
éstos parámetros de expansión ó dilatación (Θ), una deformación (σa

b ) y una rotación (ωa
b ).
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Sabiendo que Θ ≡ ∇au
a y teniendo en cuenta que

∇au
a = ua∇a(ln

√−g) + ua
,a, (1,14)

donde
g = det(gab)

y ua está dado por (1,2), entonces obtenemos de manera general la siguiente expresión

Θ = ua∇a(lnV) =
V̇
V , (1,15a)

donde V es el 3-volumen local dado por

V = det(hab), (1,15b)

se observa que Θ es la razón de cambio de los volumenes locales V de las Hipersuperficies de Simultaneidad
respecto al tiempo propio a lo largo de las trayectorias de los Observadores Fundametales. Si las trazas de la
deformación σa

b y de la rotación ωa
b se hacen cero, entonces

tr(V a
b ) = V a

a = Θ,

preservandose aśı el volumen sobre (1,13).

Como consecuencia de (1,15a) y (1,15b), se puede definir un factor de escala ó ”promedio”de las longi-
tudes de escala determinado por la expresión

L3 = V =⇒ Θ
3

=
L̇

L
, (1,16)

sin embargo, con respecto a la posición relativa del vector ya
⊥, se puede definir de manera diferente una

longitud de escala, es decir, la dirección depende de las distancias locales relativas entre los Observadores
Fundamentales obteniendose la siguiente expresión

	 ≡
√
habya

⊥y
b
⊥, (1,17)

en general se tiene que 	 	= L.

Si se define el escalar de Hubble como H = 	̇/	 y utilizando (1,6) y (1,11), se puede expresar un nuevo
parámetro en términos de otros parámetros cinemáticos, aśı obtenemos la expresión

H ≡ 	̇

	
=

Θ
3

+ σabe
aeb, (1,18)

donde ea = ya
⊥/	 es un vector unitario que satisface las condiciones eae

a = 1 y eau
a = 0. Las ecuaciones

(1,16) y (1,18), pueden ser generalizadas a todo modelo cosmológico.

Es importante remarcar que H es dependiente de la dirección, es decir, es anisotrópico y se puede expresar
en términos del tensor de deformación, es decir, que (1,18) puede ser reescrita como

σabe
aeb =

	̇

	
− L̇

L
. (1,19)

Respecto a la ecuación anterior, se observa la deformación a lo largo de las Ĺıneas de Universo de los Obser-
vadores Fundamentales a consecuencia de la diferencia de las velocidades locales relativas sobre el promedio
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de la velocidad relativa L̇/L, es decir, que la deformación tiene dependencia direccional aunque el volumen
se preserva.

Otra ecuación análoga a (1,13), y tomando la razón de cambio con respecto al tiempo propio de la direc-
ción de los Observadores Fundamentales, ėa, tenemos que ea = ya

⊥/	 y utilizando (1,6) y (1,18) obtenemos

ha
b ė

b = [ωa
b − σa

b − σcde
cedδa

b ]eb, (1,20)

entonces, se observa que como la deformación y la vorticidad son diferentes de cero se producen cambios en
las velocidades relativas.

La interpretación de ωa
b como una rotación se sigue del hecho de que como un tensor antisimétrico a ua

puede ser expresado en términos de un vector dual de vorticidad ωa, es decir,

ωa =
1
2
εabcdωbcud =

1
2
εabcdub,cud, (1,21a)

de modo que

ωab =
1
2
εabcdω

cud, (1,21b)

donde εabcd es el tensor de Levi-Civitta, uaω
a = 0 y ωabω

b = 0. De las ecuaciones (1,21) tenemos una
estructura de rotación local de las Hipersuperficies de Simultaneidad, donde ωa define la dirección del eje de
rotación que es ortogonal al plano de las Hipersuperficies de Simultaneidad definido por ωab. Tomando en
cuenta a (1,4), se puede hacer una transformación de coordenadas sobre las Hipersuperficies de Simultaneidad,
de modo que ua tiene dos componentes diferentes de cero, u0 y u3, entonces, obtenemos la siguiente ecuación

ωa =
1
2
ω0ad3(u0u3,d − u3u0,3), (1,22)

de modo que las componentes diferentes de cero de ωa son ω1 y ω2 y las componentes diferentes de cero
de ωab son, ω13 = ω2u0/2 y ω23 = −ω1/2. Entonces a ωa se le puede tomar como un ”vector axial”, ésto
corresponde a una rotación en el plano (x1, x2) con el eje de rotación en la dirección ∂/∂x3.

1.3 Relación entre parámetros cinemáticos y curvatura.

Las interacciones gravitacionales entre éstos observadores están relacionados con los tensores de curvatura.
Ésta curvatura es ˝sentida˝ por los observadores en todas partes y se expresa como

(∇a∇b−∇b∇a)uc = 2[∇a∇b]uc = Rab
c
du

d, (1,23)

donde Rab
c
d es el tensor de Riemann. Ésta expresión puede ser combinada con (1,6), aśı obtenemos la

ecuación de Raychaudhuri

Θ̇ +
Θ2

3
= −Rabu

aub + ∇̃au̇
a + 2(ω2 − σ2), (1,24)

donde Rab = Rc
cab es el tensor de Ricci y los escalares ω2 y σ2 están dados por

ω2 ≡ 1
2
ωabω

ab, σ ≡ 1
2
σabσ

ab. (1,25)

Si se considera el tensor generalizado de momento-enerǵıa Tab+Λgab, donde Tab está determinado por (A,6a)
y (A,6b) dadas en el apéndice A y Λ es la constante cosmológica; entonces las ecuaciones de Einstein pueden
ser expresadas en términos de Rab, es decir,

Rabu
aub +

1
2
Ra

a = 8πTabu
aub = 8πρ− Λ. (1,26)
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Utilizando (1,16) y la relación
−Rab = −T a

a = ρ+ 3p con Λ = 0,

podemos expresar la ecuación de Raychaudhurri como

3L̈
L

= −4π(ρ+ 3p) + Λ + 2(ω2 − σ2) + ∇̃au̇
a + u̇au̇

a. (1,27)

La ecuación anterior es una ecuación dinámica que relaciona la aceleración promedio L̈/L con las fuentes
gravitacionales (densidad de materia-enerǵıa ρ y presión p) y los escalares formados con los parámetros cin-
emáticos σab, ωab y u̇a. Si L̈ < 0, corresponde a una expansión desacelerada, si L̈ > 0, corresponde a una
expansión acelerada. El signo de L̈ depende de la comparación de los escalares que aparecen en (1,27).

Si Λ = 0 y los escalares mencionados anteriormente son despreciables comparados con el término ρ+3p,
entonces para ρ + 3p > 0 y Rabu

aub > 0, la expansión desacelera. Si Λ es grande y ρ + 3p < 0, se tiene
una expansión acelerada. Éstos efectos en la expansión, son de importancia en las interpretaciones de las
observaciones de los modelos cosmológicos.

La ecuación de Raychaudhurri describe la aceleración promedio relativa relacionada con L, sin embargo,
se puede obtener una aceleración relativa entre los Observadores Fundamentales en términos de las veloci-
dades relativas va definidas en (1,11).

Utilizando (1,6) y (1,23) obtenemos la siguiente ecuación

ha
b v̇

b = [Ra
bcdu

bud + ha
b∇cu̇

b + u̇au̇c]yc
⊥, (1,28)

la cual ilustra el hecho de que la curvatura es solo parcialmente responsable de las aceleraciones relativas
locales entre los Observadores Fundamentales, ya que los efectos ”no gravitacionales”se manifiestan a través
del segundo y tercer términos en el paréntesis cuadrado que contienen a la 4-aceleración u̇a, la cual indica que
la 4-velocidad no es un campo vectorial geodésico y las Ĺıneas de Universo de los Observadores Fundamentales
son curvas geodésicas. Si ua es un campo geodésico (u̇a = 0), los Observadores Fundamentales están en
cáıda libre y (1,28) simplemente se transforma en la ecuación de la desviación geodésica, dada por

ha
b v̇

b = (Ra
bcdu

bud)yc
⊥, (1,29)

entonces se observa que la curvatura del espacio-tiempo provoca todos los efectos gravitacionales.

1.4 Parámetros observacionales entre los Observadores Fundamentales.

Las distancias, velocidades y aceleraciones relativas descritas en la sección anterior, son conceptos funda-
mentales, no son directamente observables. Cada uno de los Observadores Fundamentales, recibe una señal
de luz emitida de su Observador Fundamental vecino, ésta señal viaja a través del cono de luz del observador
en dirección de vectores nulos y no a través de las Hipersuperficies de Simultaneidad. Por ˝rayo˝ de luz se
entiende radiación electromagnética en el ĺımite de la óptica geométrica. Ésta radiación se propaga en la
dirección de un vector nulo ka = ∇aφ normal a los frentes de onda de fase constante (φ(xa) = constantes).
Éste vector nulo está dado por

gab∇aφ∇bφ = kaka = 0.

Si v es un parámetro af́ın, entonces

ka =
dxa

dv

y satisface

∇[aka] = 0, ecuación de la eikonal, (1,30a)
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ka∇ak
b = 0, ecuación geodésica nula, (1,30b)

de modo que los rayos (curvas integrales de ka) se obtienen de resolver la ecuación (1,30b) y son parametriza-
dos como [x0(v), xi(v)]. Sin embargo, la luz recibida por un Observador Fundamental emitida por un Obser-
vador Fundamental vecino debe tener un corrimiento al rojo ó al azul, dependiendo del movimiento relativo
de los observadores involucrados.

Para una congruencia nula ka y los Observadores Fundamentales (con 4-velocidades ua) la frecuencia de
los rayos de luz está determinada por una función escalar que se expresa como

ν(xa) = −ubkb. (1,31)

Relacionando al vector nulo ka con la frecuencia ν y con los parámetros cinemáticos, obtenemos la
siguiente expresión

ka = −ubk
b(ua + ea) = ν(ua + ea). (1,32)

Usando (1,30b) y (1,6) para reescribir a ∇aub en términos de los parámetros cinemáticos, se obtiene la
siguiente expresión

ka∇aν = −ν2
[Θ

3
+ eau̇a + eaebσab

]
, (1,33)

la cual es una ecuación que describe la forma en que cambia localmente ν, es decir, da información de si hay
corrimiento al rojo ó corrimiento al azul localmente siendo ν afectada por los movimientos relativos entre los
Observadores Fundamentales. Los corrimientos locales al rojo ó al azul, en general, son una combinación de
una distribución isotrópica monopolar (Θ/3) y términos anisotrópicos dipolar (u̇a) y uno cuadripolar (σab).
Ésto es independiente de la dirección. Si ua es un campo vectorial geodésico, tenemos que u̇a = σab = 0,
por lo que la distribución de los corrimientos locales dada por (1,33) es isotrópica.

Sin embargo, (1,33) es una relación local, para la cual se cumple que ν(v) y ka = dxa/dv de modo que
ka∇aν = ∂v/∂xaka = dν/dv. El principal problema observacional en un determinado modelo cosmológico
es determinar el corrimiento al rojo ó al azul de luz entre Observadores Fundamentales arbitrarios, entre
un Observador Fundamental de referencia (receptor) en un Observador Fundamental xa

receptor y 4-velocidad
ua

receptor, recibiendo un rayo de luz a través de un vector nulo ka emitido por otro Observador Fundamen-
tal (emisor) con xa

emisor y 4-velocidad ua
emisor y el corrimiento al rojo ó al azul detectado por el receptor

está expresado como

1+z =
(uaka) |emisor

(uaka) |receptor
=

νemisor

νreceptor
. (1,34)

Para obtener z se integra la ecuación (1,33) sobre la curva nula [x0(u), xi(u)] conectando xa
receptor y

xa
emisor. Para éste propósito es necesario resolver las ecuaciones de Einstein obteniendo la métrica gab y los

parámetros Θ/3, eau̇a y eaebσab como funciones de xa(u), una vez habiendo obtenido dichos parámetros se
resuelve (1,30b) que es la ecuación de la geodésica nula.

Teniendo en cuenta (1,18), se puede reescribir (1,33) como

ka∇aν = −ν2[H + eau̇a], (1,35)

ésta ecuación ind́ıca que H es un parámetro que puede determinarse por observación. Otro parámetro ob-
servacional importante es Ω, que es un parámetro para determinar la ”densidad cŕıtica”. Para un modelo
cosmológico general se obtiene la expresión

Ω ≡ 8πρ
3H2 =

8πTabu
aub

3[Θ/3 + σabe
aeb]2

, (1,36)
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el parámetro de deceleración q permanece en la ecuación de Raychaudhurri dada por (1,27) y obtenemos la
expresión

q ≡ 3L̈
LH2 =

Ω
2

(
1 +

3p
ρ

)
+

2(σ2 − ω2)
H2 − ∇au̇

a + u̇au̇
a

H2 , (1,37)

donde H y Ω están determinados por (1,18) y (1,36). El signo del parámetro q es proporcional a L̈ sobre la
ecuación de Raychaudhurri, ésto ind́ıca que si sobre la expansión cosmica se mideH puede estar desacelerando
ó acelerando. Una vez que se ha determinado z(xa) se pueden determinar los parámetros H(z), Ω(z) y q(z)
sobre (1,35), (1,36) y (1,37) y obtenemos la ˝distanca de corrimiento al rojo˝ que se expresa como

	 = 	(z(v), xa), (1,38)

dada por (1,17) y (1,18) que es una relación funcional en la cual la distancia tiene dependencia del parámetro
z sobre las Hipersuperficies de Simultaneidad. Las medidas de éstas distancias pueden ser calibradas por
algunos métodos como son los de paralaje, ĺıneas espectrales, etc. Un proceso complejo que permite verificar
si los datos observacionales de un modelo cosmológico son adecuadas.
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Caṕıtulo 2: Clases especiales de Observadores Fundamentales

2.1 Ĺıneas de Universo de los Observadores Fundamentales libres de vorticidad.

Si el tensor de vorticidad ωab (ó vector dual ωa) es cero, no existe una rotación local sobre los Observadores
Fundamentales, entonces el campo 4-velocidad está libre de vorticidad ó es irrotacional. Entonces ∇̃[aub] = 0
ésto implica que para algún escalar arbitrario φ tenemos la condición

[∇̃a∇̃b]φ = ωabφ̇ = 0. (2,1)

Consecuentemente, para una función escalar semejante Q tenemos que ∇aQ y la transformación de
coordenadas sobre las Hipersuperficies de Simultaneidad siempre existe, de modo que ua = u0δ

0
a (véase

apéndice B). Ésto implica la existencia de una coordenada de tiempo global x0 = t(τ) que satisface

ṫ(τ)ua = −∇at(τ), (2,2)

solamente las hipersuperficies tridimensionales son ortogonales a ua parametrizadas por las coordenadas
espaciales xi. Utilizando adecuadamente la coordenada temporal en (2,2) para expresar la métrica sobre la
Hipersuperficie Ortogonal obteniendo las ecuaciones

ds2 = −N2(t, xi)dt2 + gijdx
idxj , (2,3a)

ua = N−1δa
t , ua = −Nδb

a, (2,3b)

hab = gijδ
i
aδ

j
b ha

b = δa
i δ

j
bδ

i
j . (2,3c)

Si ua es irrotacional y las coordenadas de la Hipersuperficie Ortogonal son usadas, entonces obtenemos
las siguientes expresiones

Tabu
aub = Ttt, ha

ch
b
dT

cd = δa
i δ

b
jT

ij, (2,4a)

Vau
a = Vt, ha

bV
b = δa

i V
i, (2,4b)

φ̇ = N−1φ,t, ∇̃aφ = δi
aφ,i, (2,4c)

de modo que las componentes espaciales ó temporal respectivamente denotan las partes proyectadas en la
dirección de ua y sobre las hipersuperficies de simultaneidad.

Los parámetros cinemáticos restantes cuando ua es irrotacional están dados por expansión

Θ = N−1(lnV),t =
V̇
V =

3L̇
L
, (2,5a)

V = det(gij), (2,5b)

4-aceleración

u̇a = hb
a(lnN),t, (2,6)

deformación
σtt = σti = 0,

σij =
1
N

[2L,t

L
gij − gij,t

]
=

2Θ
3
gij − ġij . (2,7)
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2.2 Observadores Fundamentales geodésicos.

Si la 4-aceleración es cero, tenemos que ub∇bu
a = 0 la 4-velocidad es un campo vectorial geodésico

temporaloide. Si ua es irrotacional, entonces de (2,6) tenemos que N = N(t), entonces podemos redefinir
la coordenada temporal como t̄ =

∫
Ndt de modo que ua = δa

t y la coordenada temporal coincide con el

tiempo propio sobre los Observadores Fundamentales [φ̇ = φ,t para alguna función escalar φ(xa)]. La métrica
de las ecuaciones (2,3) toma el nombre de ˝normal˝ y está dada por

ds2 = −dt2 + gijdx
idxj . (2,8)

Notando que las coordenadas normales pueden ser definidas para algún espacio-tiempo arbitrario, aunque
éstas pueden dar origen a coordenadas con singularidades. Para un modelo cosmológico en el cual ua es
geodésica e irrotacional éstas coordenadas están bien definidas en cualquier parte.

2.3 Ĺıneas de Universo de Observadores Fundamentales que preservan el volumen.

Si los volumenes locales no cambian respecto a los Observadores Fundamentales, entonces V̇ = 0 y
Θ = 0. Si ua es irrotacional, entonces de la definición (2,5b) las coordenadas pueden ser basadas en que
gij,t = 0 para toda i, j y por consistencia N,t = 0 y el espacio-tiempo es estático (ó estacionario si ωab 	= 0).
Se puede probar que ua satisface la condición ∇(aub) = 0.

2.4 Ĺıneas de Universo de Observadores Fundamentales libres de deformación.

Si el tensor de deformación es cero pero ωab 	= 0, entonces (1,20) se reduce a la ecuación

ha
b ė

b = ωa
b e

b. (2,9)

Entonces, la dirección de los Observadores Fundamentales rota con respecto a una Ĺınea de Universo de
referencia. Si la trayectoria está libre de deformación y el volumen se preserva, entonces 	̇ = L̇ = 0 de modo
que las distancias relativas entre los Observadores Fundamentales permanecen fijas. En éste caso la rotación
es ŕıgida.

Si ambos deformación y vorticidad son cero, entonces de (2,7) implica que gij = L2(t, xi)Jij(xk), y
todas las dependencias temporales de gij están contenidas en un escalar común L. Las funciones en la
matriz simétrica de 3 × 3, Jij(xk) no dependen de t, ésta matriz puede ser siempre diagonalizada por medio
de transformaciones de coordenadas sobre las Hipersuperficies de Simultaneidad. Podemos escribir N en
términos de Θ y L,t/L usando (2,5a) y (1,16). La métrica de las ecuaciones (2,3) ahora se puede expresar
como

ds2 = −
[
L,t/L

Θ/3

]2

dt2 + L2δijdx
idxj . (2,10)

Si ua es libre de deformación sobre las distancias relativas locales cambia en una dirección de manera
independiente, como una ˝magnificación ŕıgida˝ de las Hipersuperficies de Simultaneidad. Sin embargo, ésta
magnificación ŕıgida ocurre en general a diferentes proporciones para diferentes Observadores Fundamentales,
el factor de magnificación L depende de la posición (a diferente proporción de magnificación para diferentes
Observadores Fundamentales de referencia). Para las Ĺıneas de Universo de Observadores Fundamentales
libres de deformación el escalar de Hubble H = 	̇/	 corresponde a un cambio de proporción de las distancias
relativas que son independientes de la dirección (isotrópicas) e iguales a los promedios de razón de cambio
definida por (1,16), entonces obtenemos

σab = 0 =⇒ H =
	̇

	
=
L̇

L
=

Θ
3

=⇒ L = 	. (2,11)
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Sin embargo, a partir de (1,33) y (1,35) vemos que las observaciones del corrimiento hacia el rojo debeŕıan
determinar el término dipolar implicado de u̇a. La vorticidad ωab no aparece en (1,33) y (1,35) ya que el
efecto debido a las rotaciones locales no se observa a partir del corrimiento al rojo local sino al a través de
(1,20) y en la determinación observacional del parámetro q en (1,37).
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Caṕıtulo 3: Homogeneidad como isotroṕıa local

3.1 Observador isotrópico: Simetŕıa esférica.

Si existe un Observador Fundamental que sea un Observador Isotrópico con respecto a cualquier di-
rección, es decir, que es independiente de la dirección sobre todos los parámetros cinemáticos, dinámicos y
observacionales, entonces el modelo cosmológico es simétricamente esférico con respecto a los Obervadores
Isotrópicos. La historia del tiempo propio de todas los demás Observadores Fundamentales con respecto a los
Observadores Isotrópicos debe ser independiente de su dirección, si se adecúan las coordenadas del espacio-
tiempo se describen todos los eventos del espacio-tiempo a t = τ |OI que es el tiempo propio respecto a
los Observadores Isotrópicos junto con las coordenadas tridimensionales esféricas (r, θ, φ) centradas en los
Observadores Isotrópicos a r = 0, entonces todas las cantidades dependen solamente de (t, r) mientras que
las coordenadas angulares (θ, φ) permanecen univocamente fijas en la dirección de los demas observadores
(la posición en el ˝cielo˝ de los Observadores Isotrópicos). Toda clase de observadores a la misma distancia
de los Observadores Isotrópicos están localizados sobre la 2-esféra S donde el centro es en los Observadores
Isotrópicos y parametrizados por (θ, φ). Entonces, la coordenada radial r es simplemente una marca fijada a
cada 2-esféra como S, de modo que los Observadores Isotrópicos localizados sobre r = 0 corresponden a la
2-esféra de radio cero. Los Observadores Isotrópicos deben definir la coordenada radial de otros observadores
simplemente con sus corrimientos hacia el rojo ó hacia el azul z observados a determinado τ |OI fijo, entonces
para los Observadores Isotrópicos se tiene z = 0.

De (1,18), (1,19), (1,20), (1,27), (1,28), (1,33) y (1,37), las siguientes condiciones que deben tener sobre
los Observadores Isotrópicos para todos los τOI son

ωab |OI= 0, (3,1a)

σab |OI= 0, (3,1b)

u̇a |OI= 0, (3,1c)

Θ |OI= Θ(τ |OI), (3,1d)

donde |OI denota evaluar en r = 0. Se hace notar que las ecuaciones (3,1a) a (3,1c) son condiciones necesarias
y suficientes mientras que la ecuación (3,1d) es solamente suficiente. En general τ |OI no necesariamente
debe de coincidir con con los τ de los demás Observadores Fundamentales, la existencia de los Observadores
Isotrópicos no implica isotroṕıa para otros observadores, entonces σab y u̇a deben ser, en general, diferentes
para ciertos Observadores Fundamentales con r 	= 0, sin embargo, deben tener necesariamente ωab = 0
para todos los Observadores Fundamentales, entonces otra vez una dirección privilegiada de los Observadores
Isotrópicos debeŕıa surgir del vector vorticidad de las ecuaciones (1,21a) y (1,22). Por la misma razón la
métrica no puede tener ˝términos mixtos˝ como lo son g0r, g0θ, g0φ.

Teniendo t = τ |OI, entonces la métrica compatible más general con la existencia de un Observador
Isotrópico, tenemos el siguiente caso particular de las ecuaciones (2,3)

ds2 = −N2dt2 +X2dr2 + Y 2[dθ2 + sin2 θdφ2],

ua = N−1δa
t , hb

a∇bφ = δa
rφ,r, (3,2)

donde X , Y y N dependen solamente de (t, r) y donde 4πY 2 es el área de la superficie de las 2-esféras
mientras que las distancias propias de las Hipersuperficies de Simultaneidad sobre los Observadores Isotrópi-
cos son determinadas por 	 =

∫
Xdr para t fijo. Si las Ĺıneas de Universo para los Observadores Isotrópicos

están marcadas con r = 0 se tiene Y (t, 0) = 0 para todo t, mientras que N(t, 0) = 1 (porque t = τOI) y
X(t, 0) = 1 porque el espacio-tiempo debe ser localmente plano con r = 0. Las Ĺıneas de Universo de los
Observadores Isotrópicos es entonces la historia en el tiempo propio de puntos fijos del grupo 3-dimensional
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de rotaciones SO(3) caracterizando la simetŕıa esférica. Entonces, los Observadores Isotrópicos pueden ser
denotados como Ĺıneas de Universo Centrales ó simplemente ˝centro˝.

Los parámetros cinemáticos asociados con la métrica esféricamente simétrica (3,2) son los siguientes

Θ =
1
N

(X,t

X
+

2Y,t

Y

)
, (3,3a)

u̇t = 0, u̇r = (lnN),r, (3,3b)

σtt = σti = 0, con i = r, θ, φ

σr
r = −2σθ

θ = −2σφ
φ =

1
N

(Y,t

Y
−X,t

X

)
, (3,3c)

si σa
b = 0, entonces se cumple Y,t/Y = X,t/X lo cual implica Y = f(r)X donde f(r) es arbitaria.

3.2 Modelos FLRW: Todos los Observadores Fundamentales son Isotrópicos.

El principio cosmológico demanda lo sigiente: (a) todos los Observadores Cosmológicos Fundamentales,
deben ser equivalentes (principio copernicano) y (b) la descripción del Universo debe ser la mas simple posi-
ble. Bajo los principios anteriores se puede considerar un modelo cosmológico en el cual cada Observador
Fundamental es un Observador Isotrópico, entonces cada Observador Fundamental debe ser un centro de
simetŕıa y el espacio-tiempo debe ser esféricamente simétrico con respecto a cada Observador Fundamental.
Éstas condiciones llevan a clases muy especiales de modelos cosmológicos homogéneos e isotrópicos denota-
dos como FLRW.

Si cada Observador Fundamental se convierte en un centro de simetŕıa, entonces las condiciones (3,1)
deben ser válidas en todas partes en las Hipersuperficies de Simultaneidad y para todos los valores del tiempo
propio τ de los Observadores Fundamentales, ésto implica las siguientes ecuaciones

ωab = 0, (3,4a)

σab = 0, (3,4b)

u̇a = 0, (3,4c)

Θ = Θ(τ), (3,4d)

hb
a∇bΘ = 0, (3,4e)

donde (3,4e) evita direcciones privilegiadas asociadas con gradientes espacialoides sobre las Hipersuperficies
de Simultaneidad (ésta condición debe ser tomada para cada escalar). Las condiciones (3,4) implican que
ua debe ser irrotacional, libre de deformación y de Observadores Fundamentales geodésicos de modo que las
trayectorias de los Observadores Fundamentales son geodésicas temporaloides (entonces τ = t y ua = δa

t ).
El único parámetro cinemático diferente de cero es

Θ(t)
3

=
L̇

L
=
L,t

L
(3,5)

y la métrica se puede obtener de los casos particulares de (2,10) seguida de (3,5), entonces tenemos

ds2 = −dt2 + L2[dx2 + dy2 + dz2],

con

L = R(t)ξ(x, y, z). (3,6)
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Por consistencia con las ecuaciones de campo de Einstein obtenemos

ξ(x, y, z) = 1 +
k0

4
(x2 + y2 + z2), (3,7)

donde
k0 = 0,±1

por lo tanto la métrica Robertson-Walker es

ds2 = −dt2 +
R2(t)[dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2]

[1 + k0/4r2]2
. (3,8)

De (3,8) hacemos una transformación de coordenadas para expresar dicha métrica como

ds2 = −dt2 +R2(t)[dr̄2 + f2(r̄)(dθ2 + sin2 θdφ2)]. (3,9)

De las componentes del tensor métrico tenemos

grr = gr̄r̄, (3,10a)

dr

1 + k0/4r2
= dr̄ (3,10b)

con

r̄ =
∫

dr

1 + k0/4r2
, (3,10c)

entonces obtenemos

r

1 + k0/4r2
= f(r̄) (3,10d)

con

f(r) =

⎧⎨
⎩

r, k0 = 0
sin r, k0 = 1
sinh r, k0 = −1

.

de modo que la métrica ahora está dada por la ecuación (3,9).

Las Hipersuperficies de Simultaneidad ó la parte espacial de las métricas (3,6) y (3,7) con ξ y f determi-
nados por (3,7) y (3,8) son métricas 3-dimensionales Robertson-Walker respectivamente, están determinados
en coordenadas rectangulares y esféricas. Por otro lado, los nombres de Friedmann y Lemaitre son juntados
a Robertson y Walker en el acrónimo ˝FLRW˝ denotando los espacio-tiempos 4-dimensionales cuyas Hiper-
superficies de Simultaneidad son las métricas 3-dimensionales Robertson-Walker.

Calculando el tensor de Ricci 3-dimensional y el escalar para ésta 3-métrica (para t = t0) obtenemos

3Rab = 3Rhab,
3R =

6k0

R2(t0)
, (3,11)

de modo que las métricas Robertson-Walker son 3-espacios y la curvatura está dada por el escalar constante
cuyo signo está determinado por la constante k0 con cero, positivo ó negativo ó si se utiliza la métrica de
la expresión (3,9), entonces k0 = 0, 1,−1 respectivamente, los 3-espacios de curvatura constante positiva
ó negativa pueden ser considerados como una hipereféra S3 y como un hiperboloide en R4.
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La curvatura y todos los demas parámetros cinemáticos geométricos y f́ısicos en los modelos FLRW
son constantes sobre las Hipersuperficies de Simultaneidad (métricas Robertson-Walker) de los modelos cos-
mológicos con métricas como en la ecuación (3,9), ésto motiva a considerar a los modelos FLRW como
espacialmente homogéneos. Se debe enfatizar que la métrica de (3,6) y (3,9) están condicionadas a tener
isotroṕıa local para cada Observador Fundamental, mientras que su homogeneidad (asociada con las Hiper-
superficies de Simultaneidad sobre espacios de curvatura constante) se sigue como un corolario. Se puede
caracterizar covariantemente a los modelos cosmológicos FLRW considerando a éstos espacio-tiempos como
clases de fluidos perfectos para los cuales el parámetro diferente de cero es Θ. Es mas conveniente ésta
aproximación para derivar y entender los modelos FLRW basada en movimientos locales respecto a los Ob-
servadores Fundamentales ya que es mucho mas intuitivo que la aproximación formal basada en propiedades
geométricas abstractas como 3-espacios de curvatura constante.

Tenemos que la ˝isotroṕıa local para todas los Observadores Fundamentales, implica Hipersuperficies
de Simultaneidad con curvatura constante˝. Sin embargo, lo inverso resulta ser falso: éstos son espacio-
tiempos como los modelos cosmológicos de Bianchi, ésto admite secciones espacialoides (Hipersuperficies
de Simultaneidad) que son maximalmente simétricos (y homogéneos con respecto a todos los Observadores
Fundamentales) pero no cumplen con tener isotroṕıa local para un Observador Fundamental. Para distinguir
éstas dos situaciones el término ˝homogéneo e isotrópico˝ es utilizado para los modelos FLRW mientras que
los modelos de Bianchi son denotados como ˝homogéneos y anisotrópicos˝.

Finalmente remarcando el valor del alto grado de simetŕıa e idealización implicado en los modelos FLRW
se llega a una dramática simplificación en mas cálculos. Por ejemplo los parámetros observacionales z y q,
determinados por (1,34) y (1,37) toman las formas

1 + z =
R(temisor)

R(tobservador)
, (3,12)

y el parámetro de deceleración

q =
Ω
2

(
1 +

3p
ρ

)
− ΩΛ, (3,13)

donde en (3,12) se utiliza el hecho de que para las métricas FLRW uak
a = −kt, donde t es componente del

vector nulo kt = 1/R mientras que Ω está determinado por (1,36) con H = Θ/3 de (3,5) y el término ΩΛ

es el factor ˝Omega˝ para Λ.
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Caṕıtulo 4: Dinámica de los modelos FLRW

4.1 La métrica Robertson-Walker.

Las métricas Robertson-Walker engloban la geometŕıa de todos los posibles modelos de Universo com-
patibles con el Principio Cosmológico, pero la dinámica evolutiva de todos éstos espacio-tiempos requiere
condiciones espećıficas basadas en la naturaleza f́ısica de la materia contenida. Desde que A. Friedmann y
G. Lemaitre fueron los primeros en formular f́ısicamente los modelos cosmológicos basados en la métrica
Robertson-Walker, ahora éstos modelos cosmológicos se abrevian como modelos FLRW. Los modelos cos-
mológicos FLRW se conocen como ˝ Cosmoloǵıa estándar ˝.

La métrica RW fué obtenida en el capitulo anterior y está dada por (3,9) y está dada como

ds2 = −dt2 + R2(t)[dr̄2 + f2(r̄)(dθ2 + sin2 θdφ2)].

con

f(r) =

⎧⎨
⎩

r, k0 = 0
sin r, k0 = 1
sinh r, k0 = −1

.

4.2 Ecuaciones de campo.

La forma mixta del tensor de Einstein Ga
b respecto a (3,9) implica que (en el sistema comóvil) todos los

tensores de momento-enerǵıa compatibles con (3,9) deben tener la forma

T a
b = diag[−ρ(t), p(t), p(t), p(t)], (4,1)

donde los dos escalares ρ(t) y p(t) están relacionados por R y las ecuaciones de campo Ga
b = 8πT a

b (con
c = 1) pueden escribirse como

8πρ = −3(Ṙ2 + k0)
R2 = −Gt

t (4,2a)

8πp = − Ṙ
2 + k0

R2 −2R̈
R

= Gr
r = Gθ

θ = Gφ
φ, (4,2b)

de modo que ρ y p pueden ser identificadas como la densidad de enerǵıa total y la presión medido por algún
Observador Fundamental.

Las ecuaciones de campo son frecuentemente expresadas como Ga
b − Λδa

b = T a
b , donde Λ es la con-

stante cosmológica. Sin embargo, es preferible considerar las ecuaciones de campo con éste término extra,
incluyéndolo como una forma adicional de densidad de enerǵıa satisfaciendo la constricción pΛ + ρΛ = 0.
Ésta contribución extra para la fuente del campo total es llamada ˝enerǵıa de vaćıo˝ ó ˝vaćıo cuántico˝ y
puede ser incorporada en ρ y p totales.

Las ecuaciones de campo (4,2) pueden ser suplementadas por la ley de conservación ∇bT
ab = 0, ésta

expresión es llamada ˝enerǵıa de balance˝

ρ̇+ 3(ρ+ p)
Ṙ

R
= 0, (4,3)

la cual proporciona la condición de integrabilidad de las ecuaciones (4,2). De las ecuaciones (4,2) y (4,3) dos
pueden ser consideradas como ecuaciones de campo independientes. En éste caso tenemos dos ecuaciones y
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tres incógnitas (ρ, p,R), por lo tanto se tiene que suministrar una ˝ecuación de estado˝.

Para integrar las ecuaciones de campo bajo la condición de tal ecuación de estado es conveniente considerar
(4,2a) y (4,3). En particular una forma útil y sencilla es una ecuación de estado dada por

p = wρ, con w = constante, (4,4)

entonces

p+ ρ = (1 + w)ρ (4,5)

y sustituyendo (4,5) en (4,3) tenemos la ecuación

ρ̇+ 3(1 + w)ρ
Ṙ

R
= 0, (4,6)

resolviendo la ecuación (4,6) obtenemos la solución

ρ = ρ0

(R0

R

)3(1+w)

(4,7)

y de (4,2a) y (4,3), obtenemos

Ṙ2 =
8π
3
ρ(R)R2−k0, (4,8)

es decir, obtuvimos una relación funcional de la forma ρ = ρ(R). Una vez obtenida la ecuación (4,8) se
sustituye (4,7) en (4,8) y obtenemos

Ṙ2

R2 =
8π
3
ρ0

(R0

R

)3(1+w)

− k

R2 , (4,9)

que al integrarse obtenemos R = R(t).

4.3 El fluido termodinámico.

Para un fluido en equiĺıbrio térmco, p y ρ son respectivamente: la presión y la densidad total de masa-
enerǵıa (con masa-enerǵıa en reposo). La ecuación de estado mas general, puede ser expresada como

ρ = ρ(n, T ), p = p(n, T ), (4,10)

donde n es la densidad de part́ıculas y T es la temperatura absoluta. Éste fluido debe satisfacer la ecuación
de conservación de la materia dada como

∇a(nua) = 0 ⇒ ṅ

n
+

3Ṙ
R

= 0 ⇒ n ∝ R−3 (4,11)

y la ecuación de Gibbs está dada como

TdS = d
( ρ
n

)
+ pd

( 1
n

)
⇒ T Ṡ =

d

dt

( ρ
n

)
+ p

d

dt

( 1
n

)
, (4,12)

donde S es la entroṕıa por part́ıcula. Además tenemos que Ṡ = 0, de modo que el fluido es isentrópico
(entroṕıa cero transportada por ua) como se espera para un fluido en equiĺıbrio térmico (en el sentido de un
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sistema termod́ınamico que es reversible y de proceso cuasi-estático). Por la condición de integrabilidad de
(4,12) obtenemos la ley de evolución de la temperatura expresada como

Ṫ

T
+3

[∂p/∂T
∂ρ/∂T

]
n

Ṙ

R
= 0, (4,13)

donde el sub́ındice n ind́ıca la evaluación a una n constante. La integración de (4,13) para alguna ecuación
de estado como (4,10) produce una relación T = T (R, n) pero con n ∝ R−3, la relación T = T (R, n)
transforma (4,10) en ρ = ρ(R) permitiendo integrar la ecuación de Friedmann.

4.4 Gas ideal relativista.

Un ejemplo importante de sistema termodinámico es el del gas ideal relativista monoatómico asociado
con la ditribución Maxwell-Boltzman de la teoŕıa cinética, una descripción hidrodinámica de éste tipo de gas
puede ser determinado por el tensor de momento-enerǵıa dado como

T a
b = ρuaub + pha

b , (4,14)

llamado ˝fluido perfecto˝ bajo la ecuación de estado

ρ = mc2nΓ(β)−nkBT, p = nkBT, (4,15)

Γ(β) ≡ K3(β)
K2(β)

, β ≡ mc2

kT
,

donde m es la masa de la part́ıcula, kB es la constante de Boltzman y K2, K3 son las funciones de Bessel de
segundo y tercer orden. La ecuación de estado (4,15) es bastante complicada, aunque ésta se simplifica en
dos extremos del espectro de la temperatura y la enerǵıa: la ultrarelativista y la no-relativista, caracterizadas
por β << 1 y β >> 1 respectivamente. Ésto es útil para apreciar los rangos de temperaturas. Considerando
la masa de un nucleón ( ≈ 10−24gm ) y kB ≈ 10−16ergs/K, tenemos que β ≈ 1 para T ≈ 1012K. Por con-
siguiente si se modelára la materia cósmica por un gas ideal relativista, el caso ĺımite ultrarelativista debeŕıa
ser válida para varias eras cósmicas calientes.

Considerando el comportamiento de Γ(β) por éstos casos ĺımite tenemos

β << 1, Γ ≈ 4
β

+
β

2
+O(β3), ρ ≈ 3nkBT, (4,16a)

β >> 1, Γ ≈ 1+
5
2β

+O(β−2), ρ ≈ mc2n+
3
2
nkBT, (4,16b)

identificando la ecuación de estado del caso clásico del gas ideal monoatómico (es decir, no-relativista),

ρ = mc2n+
3
2
nkBT, p = nkBT (4,17a)

para el caso del gas ideal ultrarelativista

ρ = 3nkBT, p = nkBT =
1
3
ρ. (4,17b)

Para el caso no-relativista del gas ideal, considerando (4,11) y (4,13) obtenemos ahora

n = n0

(R0

R

)3

, T = T0

(R0

R

)2

, (4,18a)

23



de modo que

p(R) = n0kBT0

(R0

R

)5

, (4,18b)

ρ(R) = mc2n0

(R0

R

)3

+
3
2
n0kBT0

(R0

R

)5

= mc2n0

(R0

R

)3[
1+

3kBT

2mc2
]
, (4,18c)

donde n0, R0 y T0 son n, R y T evaluados en un valor fijo, t = t0. La ecuación (4,18c) transforma a (4,9)
en una cuadratura integrable.

4.5 Polvo.

De las ecuaciones (4,18) se hace evidente que un gas ideal no-relativista se expande ( R >> R0 ), ésto
impĺıca que la presión y la temperatura decaen muy rápido O(R−5), y la masa-enerǵıa en reposo O(R−3).
La razón kBT/mc

2 = 1/β es insignificante (<< 10−3) para masas nucleónicas y electrónicas y para cierto
rango de temperaturas asociadas con las condiciones clásicas (T < 108K), ésto es evidente de (4,18c); es
decir, prácticamente la evolución del gas ideal no-relativista puede ser aproximada suponiendo que p ≈ 0 y
ρ ≈ mc2n. Las fuentes de materia satisfacen la ecuación de estado en particular

p = 0, ρ(R) ∝ R−3, (4,19)

son denotados como ˝polvo˝, reduciendo (4,14) a Tab = ρuaub. Entonces (4,19) se puede justificar como
la temperatura cero en el ĺımite de un gas ideal no-relativista y entonces ρ = mc2n (toda la densidad
materia-enerǵıa es la densidad de masa en reposo); ésta ecuación de estado describe convenientemente
(aproximadamente) una descripción de diferentes tipos de materia cósmica no-relativista. Por ejemplo, las
colisiones de materia ó axiones ó la materia oscura fŕıa no bariónica para la cual ésta relación es incierta.

4.6 Radiación.

Para un gas ideal ultrarelativista de (4,17b), (4,11) y (4,13) llevan a las siguientes expresiones

n = n0

(R0

R

)3

, T = T0

(R0

R

)
, (4,20a)

de modo que

ρ(R) = 3n0kBT0

(R0

R

)4

= 3p(R), (4,20b)

permitiendo la integración de (4,14). La ecuación de estado (4,17b) describe aproximadamente un gas ideal
de part́ıculas masivas (m > 0) a muy altas temperaturas la cual es aplicable a part́ıculas ligeras como el
neutrino. Ésta ecuación de estado se aplica en forma exacta a particulas de masa cero como los fotones. Una
relación equivalente a (4,20b) para fotones es la ley de Steffan-Boltzman dada como

ργ = aγT
4 = aγT

4
0

(R0

R

)4

. (4,21)

La relación anterior es la manifestación mas importante de éste tipo de gas en el contexto cosmológico.
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4.7 Mezcla de radiación y materia no relativista.

Un modelo mas realista de materia cósmica es describir una mezcla de gases ideales hidrodinámicamente
por la misma 4-velocidad. Se considera una métrica Robertson-Walker cuya fuente de materia consiste en
una mezcla de éste tipo con bariones no-relativistas (un gas ideal no-relativista) y fotones asociados con el
Fondo Cósmico de Microondas (un gas ideal ultrarelativista). Ésto es semejante a la composición del tensor

de enerǵıa-momento con la suma de dos tensores: Tab = T
(m)
ab +T (r)

ab , cada uno describiendo el fluido perfecto
de (4,14) de modo que

ρ = ρ(m) + ρ(r) = mc2n(m) +
3
2
n(m)kBT

(m) + 3n(r)kBT
(r), (4,22a)

p = p(m) + p(r) = n(m)kBT
(m) +n(r)kBT

(r), (4,22b)

donde los supeŕındices m y r denotan materia (m) y radiación (r) que compone la mezcla. Si la ley de
conservación de la materia (4,11) toma para ambos casos n(m) y n(r), entonces tenemos que

n(m) = n
(m)
0

(R0

R

)3

, n(r) = n
(r)
0

(R0

R

)3

y tenemos que

d

dR

[3
2
T (m) +

3n(r)
0

n
(m)
0 T (r)

]
+

3
R

[
T (m) +

n
(r)
0

n
(m)
0

t(r)
]

= 0. (4,23)

Es posible distinguir dos casos: uno en que la materia y la radiación interactúan mediante procesos
radiativos y otro en que la mezcla está desacoplada, depende de si las componentes interactúan o no.

-Mezcla desacoplada

Cada uno de los tensores momento-enerǵıa por separado deben cumplir con la ley de conservación, es
decir, ∇bT

ab
(m) = 0 y ∇bT

ab
(r) = 0 de modo que (4,23) se desacopla en dos ecuaciones independientes, una

para la materia y otra para la radiación llegando a

T (m) = T
(m)
0

(R0

R

)2

y T (r) = T
(r)
0

(R0

R

)
,

de modo que

ρ(R) = mc2n
(m)
0

(R0

R

)3

+
3
2
n

(m)
0 kBT

(m)
0

(R0

R

)5

+ 3n(r)
0 kBT

(r)
0

(R0

R

)4

, (4,24a)

p(R) = n
(m)
0 kBT

(m)
0

(R0

R

)5

+ n
(r)
0 kBT

(r)
0

(R0

R

)4

. (4,24b)

Cuando T (m) ≈ O(R−2) rápidamente decae a T (r) ≈ O(R−1) si

n(r)

n(m)
=

n
(r)
0

n
(m)
0

>> 1,

pero la razón
n(r)kBT

(r)

mc2n(m)

no es insignificante, entonces una aproximación razonable a las ecuaciones (4,24) es el ”polvo mas radiación˝
y tienen la forma

ρ = mc2n(m)+3n(r)kBT
(r), p = n(r)kBT

(r), (4,25)
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donde

ρ(R) = mc2n
(m)
0

(R0

R

)3

+ 3n(r)
0 kBT

(r)
0

(R0

R

)4

, (4,26a)

p(R) = n
(r)
0 kBT

(r)
0

(R0

R

)4

, (4,26b)

de modo que la enerǵıa interna es proporcionada por el gas ideal ultrarelativista. Como es mostrado por las
ecuaciones (4,24) y (4,26) los bariones dominan la dinámica por largo tiempo (es decir, para R >> R0). Ésta
caracteŕıstica junto con el hecho de que la materia bariónica no interactúa con el Fondo Cósmico de Microon-
das y es llamada la ˝materia dominante˝ el cual es uno de los escenarios mas usados en la cosmoloǵıa estandar.

Asumiendo que la materia no bariónica (Materia Oscura Fŕıa) no interactúa con la radiación ni con los
bariones. Se pueden reemplazar (4,25) y (4,26) por

ρ = ρ(m) +3n(r)kBT
(r), p = n(r)kBT

(r), (4,27)

de modo que

ρ(R) = ρ
(m)
0

(R0

R

)3

+ ρ
(r)
0

(R0

R

)4

, p =
1
3
ρ
(r)
0

(R0

R

)4

, (4,28)

donde
ρ
(r)
0 = 3n(r)

0 kBT
(r) = 3p0

y ρ(m) es una componente de polvo genérica conteniendo todas las formas de materia no-relativista (bariones
y Materia Oscura Fŕıa).

-Mezcla interactiva

Un modelo de interacción simple compatible con (4,14) es un modelo en el cual las dos componentes
en equiĺıbrio térmico caracterizadas por una temperatura común T (m) = T (r) = T y la forma de ρ y p son
entonces

ρ = mc2n(m) + 3n(r)kBT
[
1 +

n(m)

2n(r)

]
, (4,29a)

p = n(r)kBT
[
1 +

n(m)

n(r)

]
(4,29b)

y (4,28) se reduce a

dT

T
+

4 + Sγ

2 + Sγ

dR

R
= 0, (4,30)

donde

Sγ ≡ 4n(r)
0

n
(m)
0

=
4aT 3

0

3n(m)
0 kB

,

que es la entroṕıa existente de fotón por barión.
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4.8 Campos escalares.

Un tipo de fuente de materia-enerǵıa que es muy popular y útil es el campo escalar con acoplamiento
minimal φ sujeto al potencial V (φ). Ésta fuente es caracterizada por el tensor de momento-enerǵıa

Tab = ∇aφ∇bφ−
[1
2
∇c∇cφ+V (φ)

]
gab. (4,31)

Para las métricas Robertson-Walker se tiene que φ = φ(t) y se tiene que ∇aφ = φ̇δt
a; entonces (4,31) es

equivalente al tensor de momento-enerǵıa (4,1) con

ρ =
1
2
φ̇2+V (φ), p =

1
2
φ̇2−V (φ). (4,32)

Algunos tensores como los tensores dados en (4,1) y (4,31) son irreducibles a la forma (4,14) con ρ y

p determinados y se tienen las ecuaciones (4,32) y ua = ∇aφ[−∇cφ∇cφ]−
1
2 . Ésto podŕıa no ser un campo

vectorial temporaloide pero un campo escalar no requiere una congruencia de los Observadores Fundamentales.

El proceso de integración de las ecuaciones de campo es diferente de la descrita por otras fuentes re-
quiriendo en varios casos técnicas de cálculo numérico.
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Caṕıtulo 5: Universos de Stephani

El presente caṕıtulo está basado del libro ˝Inhomogeneous cosmological models˝ de A. Krasinski, dicho
caṕıtulo trata sobre los Universos de Stephani, son importantes por ser soluciones exactas de las ecuaciones
de campo de Einstein. Los Universos de Stephani tienen las siguientes caracteŕısticas:

i) Tienen simetŕıa esférica
ii) La fuente es un fluido perfecto
iii) El tensor de Weyl es cero, lo que impĺıca que sean conformalmente planos.

5.1 Simetŕıa esférica con cero deformación.

Consideramos espacio-tiempos con simetŕıa esférica cuyo tensor de deformación es cero: σab = 0. Dichos
espacio-tiempos se caracterizan en general por las ecuaciones (3,1a), (3,1b) y (3,1d), vistas en el caṕıtulo 3
(Sussman, 2002) que son las siguientes

ωab = 0, (3,1a)

σab = 0, (3,1b)

u̇a 	= 0 (3,1c)

y

Θ 	= 0. (3,1d)

Vamos a partir del caso general (fluido perfecto con simetŕıa esférica) con σab 	= 0 para después imponer
la condición σab = 0. Para toda solución de un fluido perfecto con simetŕıa esférica usamos la métrica (3, 2)
en coordenadas comóviles

ds2 = −N(r, t)2dt2 +X(r, t)2dr2 + Y 2(r, t)dΩ2 (5,1)

con
dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2

y definimos
eλ = X, eν = N.

Las ecuaciones de campo de Einstein están dadas como

κρ =
1
Y 2 − 2

Y
e−2λ

(
Y ′′ − Y ′λ′ +

Y ′2

2Y

)
+

2
Y
e−2ν

(
Ẏ λ̇+

Ẏ 2

2Y

)
, (5,2a)

κp = − 1
Y 2 +

2
Y
e−2λ

(
Y ′ν′ +

Y ′2

2Y

)
− 2
Y
e−2ν

(
Ÿ − Ẏ ν̇ +

Ẏ 2

2Y

)
, (5,2b)

κpY = e−2λ[(ν′′ + ν′2 − ν′λ′)Y + Y ′′ + Y ′ν′ − Y ′λ′] − e−2ν [(λ̈+ λ̇2 − λ̇ν̇)Y + Ÿ + Ẏ λ̇− Ẏ ν̇], (5,2c)

0 = Ẏ ′ − Ẏ ν′ − Y ′λ̇. (5,2d)

Donde κ = 8πG y denotamos a Y ′ como ∂Y/∂r y a Ẏ como ∂Y/∂t. A partir de la condición T ab
;b = 0

obtenemos las dos relaciones siguientes

p′ = −(ρ+ p)ν′ (5,3a)

y

ρ̇ = −(ρ+ P )
(
λ̇+

2Ẏ
Y

)
. (5,3b)
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5.2 Desarrollo de las soluciones de las ecuaciones de campo no estáticas con cero defor-
mación.

De (4,1b) y (4,1d) (Sussman, 2002) que son respectivamente σab = 0 y Θ 	= 0 y de la ecuación (5,2d)
(con Y = rB(r, t)) tenemos que

λ̇′ = λ̇ν′,

e integrando con respecto a r, obtenemos

ν = lnλ̇− f(t). (5,4)

Entonces la métrica (5,1) toma la forma

ds2 = B(r, t)2(r2dΩ2 + dr2) − λ̇2e−2f(t)dt2. (5,5)

La expansión está definida por Θ = 3ef(t), entonces las ecuaciones de campo quedan dadas por

κρ =
1
3
Θ2 − e−2λ

[
2λ′′ + λ′2 +

4λ′

r

]
, (5,6a)

κpλ̇ = e−3λ∂t

[
eλ

(
λ′2 +

2λ′

r

)
− e3λ+2f

]
(5,6b)

y

κpλ̇ = e−3λ∂t

[
eλ

(
λ′′ +

λ̇′

r

)
− e3λ+2f

]
. (5,6c)

De las ecuaciones (5,6b) y (5,6c) se determina la condición de isotroṕıa de presiones, es decir, tenemos
que

Gr
r = Gθ

θ = κp

con κ = 8π/3 (consideremos G = 1), entonces

Gr
r −Gθ

θ = 0

de modo que obtenemos la siguiente ecuación

eλ
(
λ′′ − λ′2 − λ′

r

)
= −J̃(r), (5,7)

donde, J̃(r) es una función arbitraria de integración. Para integrar (5.7) utilizamos el siguiente cambio de
variables

L = e−λ, x = r2, J(x) = 4r2J̃ .

De modo que

L,xx = L2J(x), (5,8)

donde L2 es proporcional al invariante Ψ2 del tensor de Weyl Cabcd.
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5.3 Métrica de los Universos de Stephani.

Como se mencionó anteriormente los Universos de Stephani son aquellos espacio-tiempos de simetŕıa
esférica cuya fuente es el fluido perfecto y que son conformalmente planos, es decir, con Cabcd = 0, entonces
existen cooredenadas xa tales que la métrica se expresa como ds2 = Φ2(xa)ds2 de un espacio-tiempo de
Minkowski, ésta condición es la que describe a los universos de Stephani (Journal of Mathemathical Physics
Vol. 28, 1987 Roberto A. Sussman). El hecho de que Cabcd = 0 implica que ψ2 = 0 y por lo tanto tenemos
que J(x) = 0, entonces (5,8) se transforma en

L,xx = 0, (5,9)

la cual es la condición que define a los Universos de Stephani con simetŕıa esférica.

Basandonos en el libro ˝Exact solutions of Einstein′s field equations˝ de Kramer et al, tenemos que la
solución de la ecuación (5,9) es

e−λ = L = α(t)
r2

4
+ β(t), (5,10)

donde α(t) y β(t) son funciones arbitrarias. Por lo tanto podemos escribir el coeficiente métrico grr como

X = eλ =
1

α(t)r2/4 + β(t)
=

β−1(t)
1 + α(t)/β(t)r2/4

=
R(t)

1 + k(t)r2/4
, (5,11)

donde R(t) y k(t) han sido definidos como

R(t) = β−1(t) y k(t) = α(t)β−1(t),

lo cual facilita la comparación con la métrica FLRW. Tomado en cuenta que ua = [−gtt]−1/2 δa
t y la condición

U =
√−gtt = (L,t/L)/(Θ/3) dada por (2,10) para fluidos sin deformación en general, la métrica de los

Universos de Stephani está dada por

ds2 = −Udt2 +
R2(t)

(1 + r2k(t)/4)2
[r2dΩ2 + dr2], (5,12)

donde

U = − Ṙ/R
Θ/3

1 + r2(k −Rk̇/Ṙ)/4
1 + k(t)r2/4

. (5,13)

Como Θ = Θ(t) escogemos la coordenada t de modo que

Ṙ

R
=

Θ
3

y por lo tanto tenemos que U en (5,12) queda dado por

U = −1 + r2(k −Rk̇/Ṙ)/4
1 + k(t)r2/4

. (5,14)

Nótese que si k(t) = k0 donde k0 es constante; entonces U = 1 y la métrica de los Universos de Stephani
se reduce a

ds2 = −dt2 +
R2(t)

(1 + k0r
2/4)2

[dr2 + r2dΩ2], (5,15)
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la cual es la métrica FLRW y nos permite identificar k0 = 0,±1.

Consideremos la métrica de los Universos de Stephani dada por (5,12)

ds2 = −Udt2 +
R2(t)

(1 + r2k(t)/4)2
[r2dΩ2 + dr2].

Es conveniente transformar la coordenada radial r como se hizo en el caṕıtulo 3 mediante

r̄ =
∫

dr

1 + k0r
2/4

, (5,16)

con ésta transformación, la métrica (5,12) con U dada por la ecuación (5,13) puede ser expresada como

ds2 = −U2dt2 + L2[dr2 + f2(dθ2 + sin2θdφ2)], (5,17a)

donde

U =
1 + (k −Rk̇/Ṙ)F 2

1 + kF 2 , (5,17b)

con

L =
R

1 + kF 2 . (5,17c)

Las funciones F (r) y f(r) son determinadas por tres combinaciones posibles

f = r, F =
r

2
, k0 = 0, (5,18a)

f = sin r, F = sin r/2, k0 = 1, (5,18b)

f = sinh r, F = sinh r/2, k0 = −1. (5,18c)

El tensor de materia-enerǵıa asociado con las ecuaciones (5,17) es un fluido perfecto y está dado como

T ab = ρuaub + phab, (5,19)

ua =
1
U
δa
t

donde hab = uaub + gab, ρ y p son la densidad de enerǵıa y la presión.

Las Ĺıneas de Universo de Observadores Fundamentales de los Universos de Stephani evolucionan libres
de deformación, pero con la 4-aceleración: u̇a ≡ ua;bu

b no nula. La forma expĺıcita para la 4-aceleración dada
por (3, 3b) es

u̇a =
U,r

U
δr
a = − Rk̇/Ṙf

2[1 + kF 2][1 + (k −Rk̇/Ṙ)F 2]
δr
a. (5,20)

El fluido perfecto satisface la ecuación de balance de enerǵıa-momento T ab
;b = 0 y la ecuación de

conservación de part́ıculas (nua);a = 0. La ecuación de balance de la entroṕıa se expresa como

(nua);a = ṅ+ nΘ = 0, (5,21)

(nsua);a = (ṅ+nΘ)s+nṡ = 0 ⇒ ṡ = 0, (5,22)
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donde n y s son la densidad y la entroṕıa por part́ıcula, ṅ = uan,a = utn,t y Θ, u̇a son determinadas por la

condición Θ/3 = Ṙ/R y (5,20). Las variables de estado deben satisfacer la ecuación de equiĺıbrio de Gibbs
dada como

Tds = d
( ρ
n

)
+ pd

( 1
n

)
, (5,23)

donde T es la temperatura absoluta.

Relacionando las ecuaciones de campo Gt
t = κT t con las ecuaciones (5,17) y (5,19) obtenemos

κρ =
( Ṙ
R

)2

+
k

R2 , (5,24)

dicha ecuación es la ecuación de Friedman para FLRW si k0 = 0,±1 (véase las ecuaciones (5,18)).

Mientras que la forma de p se sigue de la ecuación de enerǵıa de balance ρ̇ + (ρ + p)Θ = 0 expresada
como

p = −ρ− R

3
ρ,R

U
= −ρ− R

3
ρ,R

[ 1 + kF 2

1 + (k −Rk̇/Ṙ)F 2

]
. (5,25)

La densidad es determinada integrando (5,21) y está dada como

n =
N(r)
R3 [1 + kF 2]3, (5,26)

donde N es la distribución de conservación de part́ıculas.

La entroṕıa de balance depende de r, es decir, s = s(r), de modo que con ayuda de la ecuación de
enerǵıa de balance y la ley de conservación de las pat́ıculas la ecuación de Gibbs (5,23) se expresa como

Ts′ = (ρ+ p)
( 1
n

)′
, (5,27)

donde la prima denota la derivada con respecto a r con s′ 	= 0 de modo que las Ĺıneas de Universo de
Observadores Fundamentales de los Universos de Stephani no admiten una relación barotrópica p = p(ρ).
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Capíıtulo 6: Condiciones de embone de los Universos de Stephani
con los Universos FLRW

6.1 Condiciones de continuidad de las métricas de Stephani y FLRW.

En la figura 1 se muestra un esquema de la interfaz entre los Universos FLRW y de Stephani

                                                 

 

                       Región  RIII     FLRW (materia) 

 
                      

                       Región  RII      Stephani 
 

 
                     

                       Región  RI   FLRW  (radiación) 
 

                                                                                                                                                                                                        

Figura 1: Esquema del embone entre las métricas FLRW y de Stephani.

En la figura 1 tenemos tres regiones RI, RII y RIII. La región RI en el intervalo temporal t < tb1 (donde
tb1 es un tiempo arbitrario en el Universo) está descrita por la métrica FLRW de la cual sus componentes son
soluciones exactas de las ecuaciones de campo de Einstein con simetŕıa esférica (cumpliéndose el Principio
Copernicano) cuya fuente es la radiación; el tiempo t = tb1 es la interfaz entre las regiones RI FLRW y RII de
Stephani, ambas regiones embonan suavemente. La región RII en el intervalo temporal tb1 < t < tb2 está de-
scrita por la métrica de Stephani la cual cumple lo siguiente: i) tiene simetŕıa esférica, ii) la fuente es un fluido
perfecto y iii) el tensor de Weyl es cero lo que implica que los Universos de Stephani sean conformalmente
planos, las componentes de la métrica de Stephani son soluciones exactas de las ecuaciones de campo de
Einstein. El tiempo t = tb2 (donde tb2 es otro tiempo arbitrario en el Universo) es otra interfaz entre la región
RII de Stephani y RIII FLRW, ésta última región en el intervalo temporal t > tb2, ambas regiones embonan
suavemente. La fuente en la región RIII FLRW es el polvo.

Imponiendo las condiciones de embonamiento suave (Smooth matching) llamadas condiciones de Darmois
(Darmois matching conditions), es decir, la continuidad de la interfaz de embonamiento de:
i) Primera forma fundamental, la métrica.
ii) Segunda forma fundamental, la curvatura extŕınseca.

De (5,12) que describe la métrica de Stephani las componentes del tensor métrico son

gtt = −U2 = −
[1 + r2/4(k(t) −R(t)k̇(t)/Ṙ(t))

1 + k(t)r2/4

]2

, (6,1a)
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grr = L2 =
[ R(t)
1 + k(t)r2/4

]2

, (6,1b)

gθθ = r2L2 =
[ rR(t)
1 + k(t)r2/4

]2

, (6,1c)

y

gφφ = r2L2sen2θ =
[ rR(t) sin θ
1 + k(t)r2/4

]2

, (6,1d)

teniendo que

L =
√
grr =

R

1 + kr2/4
, con R = R(t) y k = k(t), (6,2)

y

U =
√
gtt =

1 + (1/4(k −Rk̇/Ṙ))r2

1 + kr2/4
, con ˙k(t) = dk(t)/dt y ˙R(t) = dR/dt. (6,3)

Las funciones U y L fueron definidas en el caṕıtulo 5 siendo las ecuaciones (5,17b) y (5,17c).

De (5,15) que describe la métrica FLRW las componentes del tensor métrico son

gtt = −1, (6,4a)

grr =
[ R(t)
1 + k0r

2/4

]2

, (6,4b)

gθθ =
[ rR(t)
1 + k0r

2/4

]2

(6,4c)

y

gφφ =
[rR(t) sin θ

1 + k0r
2/4

]2

(6,4d)

con

L0 =
R

1 + k0r
2/4

(6,5)

y

U0 = 1. (6,6)

La coordenada temporal de embonamiento entre las regiones RI FLRW y RII de Stephani es

t = tb1 (6,7a)

y
r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π y 0 ≤ φ ≤ 2π.

Para que podamos asegurar la continuidad de la métrica de los Universos de Stephani con la métrica de
los Universos FLRW, debemos exigir y aplicar las condiciones siguientes:

La condición 1 de embonameinto suave es

k(tb1) = k0, (6,7b)
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la condición 2 de embonamiento suave es

dk(tb1)/dt = 0, entonces, tenemos que k̇(tb1)/Ṙ(tb1) = 0, con dk(tb1)/dt = k̇(tb1). (6,7c)

De modo que aplicando las condiciones de embonamiento suave para la Primera forma fundamental, para
las funciones U , U0, L y L0 se debe de cumplir que

U(t, r) = U0(t, r) y L(t, r) = L0(t, r).

Aplicando las condiciones de embonamiento suave a L(t, r) tenemos

L(tb1, r) =
R(tb1)

1 + k(tb1)r2/4
=

R(tb1)
1 + k0r

2/4
, (6,8a)

ahora, aplicando las condiciones de embonamiento suave a L0(t, r) tenemos

L0(tb1, r) =
R(tb1)

1 + k0r
2/4

. (6,8b)

Por lo tanto tenemos
L(tb1, r) = L0(tb1, r).

Aplicando las condiciones de embonamiento suave a U(t, r) tenemos que

U(tb1, r) = 1, (6,9a)

aplicando las condiciones de embonamiento suave a U0(tb1, r) tenemos

U0(tb1, r) = 1. (6,9b)

Por lo tanto tenemos que
U(tb1, r) = U0(tb1, r).

Éstas condiciones de embonamiento suave también deben cumplirse para las derivadas con respecto a t
y r de las funciones U , U0, L y L0; entonces derivando L y L0 con respecto a t tenemos

∂L(t, r)
∂t

= L̇(t, r) =
Ṙ(t)

1 + k(t)r2/4
− R(t)k̇(t)r2

4(1 + k(t)r2/4)2
, (6,10a)

aplicando las condiciones de embonamiento suave tenemos

L̇(tb1, r) =
Ṙ(tb1)

1 + k0r
2/4

. (6,10b)

Ahora derivando a L0(t, r) tenemos

∂L0(t, r)
∂t

= L̇0(t, r) =
Ṙ(t)

1 + k0r
2/4

, (6,10c)

entonces aplicando las condiciones de embonamiento suave tenemos

L̇0(tb1, r) =
Ṙ(tb1)

1 + k0r
2/4

, (6,10d)

y por lo tanto tenemos que
L̇(tb1, r) = L̇0(tb1, r).
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Ahora derivando a L(t, r) con respecto a r tenemos

∂L(t, r)
∂r

= L′(t, r) = − R(t)k(t)r
2(1 + k(t)r2/4)2

, (6,11a)

aplicando las condiciones de embonamiento suave tenemos

L′(tb1, r) = − R(tb1)k0r

2(1 + k0r
2/4)2

. (6,11b)

Ahora derivando a L0(t, r) con respecto a r tenemos

∂L0(t, r)
∂r

= L′
0(t, r) = − R(t)k0r

2(1 + k0r
2/4)2

, (6,12a)

aplicando las condiciones de embonamiento suave tenemos

L′
0(tb1, r) = − R(tb1)k0r

2(1 + k0r
2/4)2

. (6,12b)

Por lo tanto tenemos que
L′(tb1, r) = L′

0(tb1, r).

Ahora se realiza el cálculo de las derivadas, primero con respecto a t y posteriormente con respecto a r
de U(t, r) y U0(t, r). Derivando a U(t, r) con respecto a t tenemos

∂U(t, r)
∂t

= U̇(t, r) =

(−R(t)k̈(t)/Ṙ(t) +R(t)k̇(t)R̈(t)/Ṙ2(t))r2

4(1 + k(t)r2/4)
− (1 + (k(t) −R(t)k̇(t)/Ṙ(t))r2/4)k̇(t)r2

4(1 + k(t)r2/4)2
, (6,13a)

aplicando las condiciones de embonamiento suave tenemos

U̇(tb1, r) = − R(tb1)k̈(tb1)r2

4Ṙ(tb1)(1 + k0r
2/4)

. (6,13b)

Ahora derivando a U0(t, r) con respecto a t tenemos

∂U0(t, r)
∂t

= U̇0(t, r) = 0. (6,14)

Para que tengamos que U̇(tb1, r) = U̇0(tb1, r) necesitamos una tercera condición de embonamiento suave,
tal condición es

k̈(t) = 0 en t = tb1. (6,15)

A continuación calculamos las derivadas de U(t, r) y U0(t, r) con respecto a r. Calculando la derivada
de U(t, r) tenemos

∂U(t, r)
∂r

= U ′(t, r) =

(k(t) −R(t)k̇(t)/Ṙ(t))r
2(1 + k(t)r2/4)

− (1 + r2(k(t) −R(t)k̇(t)/Ṙ(t))/4)k(t)r
2(1 + k(t)r2/4)2

, (6,16a)

nuevamente aplicando las condiciones de embonamiento suave tenemos

U ′(tb1, r) = 0. (6,16b)
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Derivando U0(t, r) con respecto a r tenemos

∂U0(t, r)
∂r

= U ′
0(t, r) = 0. (6,17)

Una vez impuestas las condiciones de embonamiento suave a la Primera forma fundamental, es decir, a
las funciones L, L0, U y U0 y también a sus derivadas con respecto a t y r en t = tb1 se exige continuidad a
la métrica para los Universos FLRW y de Stephani; pero basta con exigir que

k(tb1) = k0, k̇(t) = 0 en t = tb1 y k̈(t) = 0 en t = tb1.

De ésta manera el embonamiento es suave, es decir, el embonamiento es continuo en la métrica para los
Universos FLRW y de Stephani.

Ahora aplicando las condiciones de embonamiento suave para la Segunda forma fundamental, es decir,
para la curvatura extŕınseca que es la interfaz entre los Universos FLRW y de Stephani la cual es una
hipersuperficie en t = tb1 que está dada como

Kab = ua,b −Γt
abut (6,18)

la cual es una derivada covariante.

Tenemos en general que

ua = −Uδt
a, (6,19a)

en particular

ut = −U = −√
gtt (6,19b)

y

ur = uθ = uφ = 0. (6,19c)

Entonces tenemos que

[Kt,t] = [Kt,r] = [Kt,θ] = [Kt,φ] = 0 (6,20)

con
[Kt,t] = [Kt,t]St=tb1

= [Kt,t]FLRW
t=tb1

,

[Kr,t]St=tb1
= − 3k0r

2(1 + k0r
2/4)

= [Kr,t]FLRW
t=tb1

, (6,21a)

[Kr,r]St=tb1
=

R(tb1) ˙R(tb1)
(1 + k0r

2/4)2
= [Kr,r]FLRW

t=tb1
, (6,21b)

[Kr,θ]St=tb1
= − rR2(tb1)

(1 + k0r
2/4)2

− r3R2(tb1)k0

2(1 + k0r
2/4)3

= [Kr,θ]FLRW
t=tb1

(6,21c)

y

[Kr,φ]St=tb1
=
r3k0R

2(tb1) sin2 θ

2(1 + k0r
2/4)2

−rR
2(tb1) sin2 θ

(1 + k0r
2/4)2

= [Kr,φ]FLRW
t=tb1

. (6,21d)

Como las componentes de la curvatura extŕınseca son iguales para los Universos FLRW y de Stephani
bajo las condiciones de embonamiento suave en t = tb1 implica que la curvatura extŕınseca es la misma para
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ambos Universos y nos asegura continuidad en las componentes para la métrica de ambos Universos.

En general tenemos que

KS
a,b = [Ka,b]St=tb1

= [Ka,b]FLRW
t=tb1

= KFLRW
a,b . (6,22)

La ecuación (5,20) del caṕıtulo 5 es la 4-aceleración que está dada como

u̇a =
U,r

U
δr
a,

es decir, tenemos que

u̇a =
U ′(t, r)
U(t, r)

= − 8rR(t)k̇(t)
(4Ṙ(t) + r2k(t)Ṙ(t) − r2R(t)k̇(t))(4 + k(t)r2)

, (6,23a)

aplicando las condiciones de embonamiento suave tenemos

u̇a =
U ′(tb1, r)
U(tb1, r)

= 0. (6,23b)

Tenemos la función densidad expresada como

ρ(t) =
3
8π

[ Ṙ2(t) + k(t)
R2(t)

]
. (6,24a)

Aplicando las condiciones de embonamiento suave tenemos

ρ(tb1) =
3
8π

[ Ṙ2(tb1) + k0

R2(tb1)

]
. (6,24b)

Calculando ahora la derivada de ρ(t) con respecto a t, es decir, ρ̇(t) tenemos

ρ̇(t) =
3
8π

[2R(t)Ṙ(t)R̈(t) +R(t)k̇(t) − 2Ṙ3(t) − 2k(t)Ṙ(t)
R3(t)

]
. (6,25a)

Aplicando la condición 1 de embonamiento suave tenemos

ρ̇(tb1) =
3
8π

[2R(tb1)Ṙ(tb1)R̈(tb1) +R(tb1)k̇(tb1) − 2Ṙ3(tb1) − 2Ṙ(tb1)k(tb1)
R3(tb1)

]
,

entonces tenemos

ρ̇(tb1) =
3
8π

[2R(tb1)Ṙ(tb1)R̈(tb1) +R(tb1)k̇(tb1) − 2Ṙ3(tb1) − 2Ṙ(tb1)k0

R3(tb1)

]
, (6,25b)

aplicando la condición 2 de embonamiento suave obtenemos

ρ̇(tb1) =
9
8π

[R(tb1)Ṙ(tb1)R̈(tb1) − Ṙ3(tb1) − Ṙ(tb1)k(tb1)
R3(tb1)

]
. (6,25c)

Las figuras 2 y 3 coresponden a las gráficas de ρ(t) y ρ̇(t).
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Figura 2: Gráfica de la función ρ(t)

Figura 3: Gráfica de la función ρ̇(t)

En la figura 2 la curva representa la función ρ(t) de (6,24a) con k(t) dada por (7,5) del caṕıtulo 7, las
regiones RI y RIII son regiones descritas por la métrica FLRW en t < 2 = tb1 para RI y t > 2,5 = tb2 para RIII
mientras que la región RII está descrita por la métrica de Stephani en 2 = tb1 < t < 2,5 = tb2, se observa
que la curva es continua para las regiones FLRW y de Stephani.

En la figura 3 la función ρ̇(t) dada por (6,25a) es una curva suave en las regiones FLRW RI y RIII en
t < 2 = tb1 y t > 2,5 = tb2, no aśı en la región RII de Stephani con 2 = tb1 < t < 2,5 = tb2.

Ahora derivando (6,24a) con respecto a R tenemos

ρ,R =
dρ

dR
=

3
8π

[ Ṙ,RR(t) − 2(Ṙ(t) + k(t))
R3(t)

]
(6,26)

y sustituyendo (6,24a) y (6,26) sobre (5,25) tenemos

p(t, r) = − 3
8π

[ (Ṙ2(t) + k(t))
R2(t)

+
1
3

( Ṙ,RR(t) − 2(Ṙ(t) + k(t))
R2(t)

)][ 1 + r2k(t)/4
1 + r2/4(k(t) −R(t)k̇(t)/Ṙ(t))

]
. (6,27a)
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Aplicando la condición 1 de embonamiento suave en (6,27a) obtenemos (6,27b)

p(tb1, r) = − 3
8π

[ (Ṙ2(tb1) + k0)
R2(tb1)

+
1
3

( Ṙ,RR(tb1) − 2(Ṙ(tb1) + k0)
R2(tb1)

)][ 1 + r2k0/4
1 + r2/4(k0 −R(tb1)k̇(tb1)/Ṙ(t0))

]
.

Aplicando la condición 2 de embonamiento suave tenemos

p(tb1, r) = − 3
8π

[ (Ṙ2(tb1) + k0)
R2(tb1)

+
1
3

(Ṙ,RR(tb1) − 2(Ṙ(tb1) + k0)
R2(tb1)

)]
. (6,27c)

De modo que habiendo aplicado las condiciones de embonamiento suave a los parámetros anteriores se
asegura la continuidad para la métrica del Universo de Stephani y el Universo FLRW y sus primeras derivadas
(en t y en r).
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Caṕıtulo 7: Continuidad de las métricas entre los Universos FLRW y
de Stephani

7.1 Comportamiento de las funciones k(t), R(t), ρ(t) y p(t, r) en la continuidad de las
métricas entre los Universos FLRW y los Universos de Stephani.

Respecto al parámetro incluido en la métrica de los Universos FLRW k(t) = k0 = ±0, 1, únicamente
vamos a considerar los casos para k0 = 0 y k0 = 1. Consideremos

k(t) = k0 = 0 para t < tb1 y para t > tb2. (7,1)

Para el caso de los Universos de Stephani k(t) la tomamos como

k(t) = −α0sin3(h(t)) para tb1 ≤ t ≤ tb2. (7,2)

Si consideramos a las regiones RI y RIII FLRW la función k(t) toma la forma

k(t) =
{ −α0sin3(h(t)), tb1 ≤ t ≤ tb2

0, t < tb1 y t > tb2
(7,3)

con

h(t) =
π(t− tb1)
tb2 − tb1

(7,4)

con tb1 y tb2 arbitrarios. Entonces (7,2) queda expresada como

k(t) = −α0sin3
(π(t− tb1)
tb2 − tb1

)
. (7,5)

La gráfica 4 de la función k(t) dada por (7,5) es la siguiente

Figura 4: Gráfica de la función k(t).
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En la figura 4 se observa que en la regiones FLRW t < 2 = tb1 para RI y t > 2,5 = tb2 para RIII la función
k(t) permanece constante, no aśı en la región RII de Stephani en 2 = tb1 < t < 2,5 = tb2.

Para que se garantice la continuidad en la métrica de los Universos FLRW con la métrica de los Universos
de Stephani, las primera y segunda derivadas del parámetro k(t) en tb1 y tb2 se deben hacer cero.

Derivando k(t) en tb1 ≤ t ≤ tb2 tenemos

k̇(t) = −3
( π

tb2 − tb1

)
α0sin2

(π(t− tb1)
tb2 − tb1

)
cos

(π(t− tb1)
tb2 − tb1

)
. (7,6a)

Evaluada k̇(t) en tb1 y tb2 tenemos

k̇(tb1) = 0 = k̇(tb2). (7,6b)

Derivando k̇(t) en tb1 ≤ t ≤ tb2 obtenemos la expresión (7,6c)

k̈(t) = 3
( π

tb2 − tb1

)2

α0sin3
(π(t− tb1)
tb2 − tb1

)
− 6

( π

tb2 − tb1

)2

cos2
(π(t− tb1)
tb2 − tb1

)
sin

(π(t− tb1)
tb2 − tb1

)
.

Evaluada ¨k(t) en tb1 y tb2, cumple que

k̈(tb1) = 0 = k̈(tb2). (7,7)

Por lo tanto se garantiza la continuidad entre las métricas de los Universos FLRW y de Stephani hasta
la segunda derivada temporal (como anteriormente se mencionó).

Ahora para la región RI descrita por la métrica FLRW que corresponde a t < tb1 cuya fuente es la
radiación tenemos que de (4,3) la ecuación

ρ̇

ρ+ p
= −3Ṙ

R
. (7,8)

Sean p = ρ1/3 y R = Rb1 sustituyendo en (7,8) tenemos

ρ̇1

ρ1 + 1/3ρ1
= − 3Ṙ

Rb1
, (7,9)

despejando Ṙ encotramos RI dada como RI = α1t
1/2 con

α1 =

√
2

√
kρ1

3
Rb1. (7,10)

Ahora sean p = 0, ρ = ρ3 y R = Rb3 y sustituyendo en (4,3) y despejando Ṙ encontramos la función
RIII que está dada como

RIII = α3t
2/3 (7,11)

con

α3 =
2
3

√
kρ3

3
R

3/2
b3 = constante.

La función RI corresponde a la región RI FLRW con p = 1/3ρ en el caso en que la fuente es radiación en
t < tb1. La función RIII corresponde a la región RIII FLRW con p = 0 en el caso en que la fuente es polvo en

42



tb2 > t. Para hacer continuas a las funciones RI y RIII se requiere de una función RII correspondiente a la
región RII descrita por la métrica de Stephani en tb1 < t < tb2 de modo que RI , RII y RIII sean funciones
continuas. Se propone entonces un polinómio Q de quinto grado expresado como

Q = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + a4t
4 + a5t

5, (7,12)

igulando el polinómio (7,12) con la función RI obtenemos

Q = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + a4t
4 + a5t

5 = α1t
1/2
b1 (7,13a)

con t = tb1. Ahora igualando (7,12) con (7,11) tenemos

Q = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + a4t
4 + a5t

5 = α3t
2/3
b2 (7,13b)

con t = tb2. Derivando a ambos lados las ecuaciones (7,13a) y (7,13b) obtenemos un sistema de cinco
ecuaciones en el cual encontrando los coeficientes a0, a1, a2, a3, a4 y a5 y sustituyendo en (7,12) obtenemos
la función RII la cual es cont́ınua con las funciones RI y RIII .

De lo anterior se establece la siguiente regla de correspondencia para R(t) que considera las dos regiones
FLRW y la región intermedia de Stephani, dicha regla de correspondencia es la siguiente

R(t) =

⎧⎨
⎩

α1t
1/2, 0 < t < tb1

a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + a4t
4 + a5t

5, tb1 < t < tb2
α3t

2/3, t > tb2

Dando valores numéricos a los coeficientes a0, a1, a2, a3, a4, a5, α1 y α3 obtenemos la figura 5

Figura 5: Gráfica de la función R(t).

En la figura 5 se observa que la función R(t) es continua en todo tiempo t para las regiones FLRW y de
Stephani.

Al calcular la derivada Ṙ(t) y la derivada segunda R̈(t) de la función R(t) observamos que dichas derivadas
son continuas lo que garantiza que R(t) es continua en la interfaz de los Universos FLRW y de Stephani.
Las figuras 6 y 7 representan las gráficas de Ṙ(t) y de R̈(t) respectivamente y son las siguientes

43



Figura 6: Gráfica de la función Ṙ(t).

Figura 7: Gráfica de la función R̈(t).

En la figura 6 la función Ṙ(t) se comporta de modo suave en las regiones FLRW RI en t < 2 = tb1
(en rojo) y RIII en t > 2,5 = tb2 (en azúl) pero no es la curva suave en la región de Stephani RII en
2 = tb1 < t < 2,5 = tb2 (en amarillo).

En la figura 7 la función R̈(t) se comporta de modo suave en las regiones FLRW RI en t < 2 = tb1 (en
rojo) y RIII en t > 2,5 = tb2 (en azúl), pero en la región de Stephani RII en 2 = tb1 < t < 2,5 = tb2 la curva
no es suave (en amarillo).

La ecuación (6,27a) que es la presión es una función de t y r a diferencia de ρ que sólo depende de t, es
decir, a p(t, r) se fija el valor r = 0 y tenemos

p(t) = − 3
8π

[ (Ṙ2(t) + k(t))
R2(t)

+
1
3

( Ṙ,RR(t) − 2(Ṙ(t) + k(t))
R2(t)

)]
. (7,14)

La función p sólo tiene dependencia en t obteniendo aśı la figura 8.
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Figura 8: Gráfica de la función p(t).

En la figura 8 se observa que para la función p(t) para r = 0 dada por (7,14) en las regiones FLRW RI
en t < 2 = tb1 y RIII en t > 2,5 = tb2 la curva es suave y monótona, en la región RII de Stephani en
2 = tb1 < t < 2,5 = tb2 la curva no es monótona. Nótese que p → ∞ para cuando t → 0 y aparentemente
p→ −∞ para t ≈ 2,1 dentro de la región RII de Stephani.

Si ahora utilizamos tres valores fijos diferentes para r tenemos la figura 9

Figura 9: Gráfica de la función p para tres valores fijos de r.

En la figura 9 tenemos tres curvas en rojo, negro y azúl, las tres curvas pertenecen a la función p para tres
valores diferentes de r. Se observa que en la regiones FLRW RI en t < 2 = tb1 y RIII en t > 2,5 = tb2 las
tres curvas son suaves y aparentemente en t ≈ 2,1 en la región RII de Stephani hay una singularidad en la
cual p parece tender a −∞.

Ahora Graficando la presión p(t, r) y dando valores a r obtenemos la figura 10

45



Figura 10: Gráfica de la función p(t, r).

En la figura 10 se observa que la función p(t, r) describe una superficie que en las regiones FLRW RI y RIII
es suave mientras que en la región RII de Stephani la superficie presenta singularidades, es decir, p → ±∞
para ciertos valores de t y r.

En las figuras 8, 9 y 10 observamos un comportamiento singular de la presión p→ −∞ con la densidad ρ
finita en la región de Stephani. Ésto se debe a que hay un cero en el denominador de (6,27a) para p, sin em-
bargo, éste cero no afecta a ρ dada por (6,24a). Para remediar éste problema consideramos el embonamiento
con regiones FLRW con curvatura positiva k0 = 1.

La región de Stephani debe embonar a éstas regiones por lo que la función k(t) debe ser positiva y
escogemos las funciones f y F de (5,18b) dadas por funciones senoidales.

Consideremos la función k(tb1) = k0 = 1 para t < tb1 y para t > tb2, con k0 = 1 habrá un cambio en la
topoloǵıa de las regiones FLRW y por lo tanto en la curvatura extŕınseca de la hipersuperficie de la interfaz
entre los Universos FLRW y de Stephani.

Entonces para el Universo de Stephani tenemos la función k(t) pero para distinguirla de (7,5) será ex-
presada como

κ(t) = α0 sin3(g(t)) (7,15a)

con

g(t) = π
(
1 +

t− tb1
tb2 − tb1

)
. (7,15b)

La figura 11 es la gráfica del parámetro κ(t) que es la siguiente
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Figura 11: Gráfica de la función κ(t).

En la figura 11 observamos que el comportamiento de la función κ(t) es continuo tanto en las regiones FLRW
como en la región de Stephani .

Para que se garantice la continuidad entre la métrica de los Universos FLRW y de Stephani la primera y
segunda derivada del parámetro κ(t) en tb1 y tb2 deben hacerse cero.

La derivada de κ(t) está dada como

κ̇(t) = 3
( π

tb2 − tb1

)
α0 sin2

(
π
(
1+

t− tb1
tb2 − tb1

))
cos

(
π
(
1+

t− tb1
tb2 − tb1

))
, (7,16a)

evaluando κ̇(t) en tb1 y tb2 tenemos

κ̇(tb1) = 0 = κ̇(tb2). (7,16b)

La segunda derivada de κ(t) está dada por (7,16c)

κ̈(t) = 6
( π

tb2 − tb1

)2

α0 sin
(
π
(
1 +

t− tb1
tb2 − tb1

))[
cos2

(
π
(
1 +

t− tb1
tb2 − tb1

))
− 3 sin2

(
π
(
1 +

t− tb1
tb2 − tb1

))]
.

Evaluando κ̈(t) en tb1 y tb2 tenemos

κ̈(tb1) = 0 = κ̈(tb2) (7,16d)

de las expresiones anteriores se garantiza la continuidad de las métricas de los Universos FLRW y de los
Universos de Stephani. Para la región RIII que es la región FLRW cuya fuente es el polvo (tomando a c = 1
y a G = 1) tenemos p = 0 y ρ3 = ρ03(R0/R)3.

Considérese a los factores Ω01 = 8πGρ01/3c4H2
0 = 8πρ01/3H2

0 y Ω03 = 8πGρ03/3c4H2
0 = 8πρ03/3H2

0

con H0 = [dR/Rcdt]0 = H(t0) donde t0 es un tiempo cósmico arbitrario y σ = 8πG. Ahora definimos al
factor de escala adimensional a = R/R0 y el tiempo adimensional dado por τ = H0c(t − t0) de modo que
H/H0 = da/adτ . Definiendo las ecuaciones de Friedman en función de los parámetros Ω01 y Ω03 tenemos
la siguiente ecuación para las regiones FLRW RI y RIII

da(τ)
dτ

=

√
Ω01

(a(τ))2
+ 1 − Ω01 (7,17a)
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y

da(τ)
dτ

=

√
Ω03

(a(τ))2
+ 1 − Ω03. (7,17b)

Las primera y segunda derivadas de a(τ) que son las ecuaciones de Friedman son continuas en τb1 y τb2,
entonces por lo anterior definimos un polinómio de quinto orden dado como

A = A0 +A1τ +A2τ
2 +A3τ

3 +A4τ
4 +A5τ

5, (7,18)

derivando e igualando (7,18) con las ecuaciones (7,17a) y (7,17b) y sus respectivas derivadas obtenemos un
sistema de ecuaciones en el cual encontramos los coeficientes A0, A1, A2, A3, A4 Y A5 y sustituyendo en
(7,18) se obtiene una nueva función que es continua con (7,17a) y (7,17b).

De lo anterior se establece la siguiente regla de correspondencia

a(τ)H(τ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

√
Ω01

(a(τ))2
+ 1 − Ω01, 0 < τ < τb1

A0 +A1τ +A2τ
2 +A3τ

3 +A4τ
4 + A5τ

5, τb1 < τ < τb2√
Ω03

(a(τ))2
+ 1 − Ω03, τ > τb2

Dando valores a los coeficientes A0, A1, A2, A3, A4 y A5 y a Ω01 y Ω03 obtenemos la figura 12.

Figura 12: Gráfica de la función a(τ)H(τ).

En la figura 12 se observa que el comportamiento de la función a(τ)H(τ) en las regiones RI y RIII FLRW
(en rojo y en azúl) aśı como en la región RII de Stephani (en negro) la curva es continua.

Derivando ahora la función a(τ)H(τ) con respecto a τ obtenemos la figura 13
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Figura 13: Gráfica de la función d[a(τ)H(τ)]/dτ .

En la figura 13 se observa que el comportamiento de la función d[a(τ)H(τ)]/dτ en las regiones FLRW (en
rojo y en azúl) aśı como en la región de Stephani (en negro) la curva es continua.

Las densidades en las regiones FLRW RI y RIII están expresadas como

ρ1 =
Ω0

a2 (7,19a)

y

ρ3 =
Ω0

a3 (7,19b)

Y sean las expresiones

Q1 = 1 +
(
k − kτa

aτ

)
F 2 (7,20a)

y

Q2 = 1 + kF 2 (7,20b)

con
F = sin

(r
2

)
.

El cociente Q2/Q1 está definido en el rango τb1 ≤ τ ≤ τb2 con 0 ≤ r ≤ π no diverge lo cual se puede
apreciar en la figura 14
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Figura 14: Gráfica de la función cociente Q2/Q1.

En la figura 14 se observa que la función cociente Q2/Q1 con Q1 y Q2 dadas por las ecuaciones (7,20a) y
(7,20b) describe una superficie continua entre las regiones FLRW y de Stephani y por lo tanto resolvemos el
problema de que p diverge con ρ finita.

La ecuación de la presión está dada como

8πG
c4

p = −8πGρ− 8πG
3

ρτ

H

Q2

Q1
(7,21)

la cual despliega la gráfica en la figura 15

Figura 15: Gráfica de la función p(t, r).
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En la figura 15 tenemos que la función p(t, r) describe una superficie continua entre las regiones FLRW y de
Stephani, nótese que p es finita en toda la región de Stephani.

La figura 16 es la misma que la anterior excepto que ahora la presión p toma valores fijos para r.

Figura 16: Gráfica de la función p con valores fijos de r.

En la figura 16 la función p en las regiones FLRW RI y RIII como en la región RII de Stephani es continua y
finita pero carece de una interpretación f́ısica satisfactoria ya que es negativa y cambia de signo.
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7.2 Conclusiones.

Las conclusiones que se obtienen de éste trabajo son las siguientes:.

1. Las condiciones de embone suave de Darmois siempre se pueden satisfacer en una interfaz entre un
Universo de FLRW y el Universo de Stephani dada por una hiper-superficie espacialoide de la forma
t = tb1 = const. que es ortogonal a la 4-velocidad. Esto implica que la métrica y la curvatura extŕınseca
de esta interfaz coincide para ambos Universos. Estas condiciones también pueden ser satisfechas en
una segunda interfaz de la forma t = tb2 > tb1 para un embone suave con un segundo modelo FLRW,
de modo que la zona intermedia tb1 < t < tb2 corresponde a un Universo de Stephani embonado
suavemente a los dos modelos FLRW. Esto permite describir la transición de un modelo FLRW a otro
a través del Universo de Stephani.

2. Si además de las condiciones de Darmois, exigimos la continuidad de la primera y segunda derivadas
temporales de la métrica en la interfaces t = tb1 y t = tb2, entonces las variables geométricas y f́ısicas
u̇, ρ, ρ̇ y p también son continuas para ambos Universos.

3. Para hiper-superficies t = tb1 = const con curvatura espacial cero o negativa (k0 = 0,−1) el embone
es también suave, pero la región de Stephani muestra una singularidad que es f́ısicamente indeseable: la
presión p diverge cuando U =

√−gtt = 0 a densidad finita. Ésta singularidad solo puede ser evitada en
el caso en que ambas hiper-superficies que sirven de interfaces en el embone tengan curvatura espacial
positiva (k0 = 1).

4. Incluso cuando se puede evitar la singularidad anteriormente mencionada, el comportamiento de la
presión p como función de la densidad ρ en la zona intermedia de Stephani no es f́ısicamente realista:
la presión no diverge pero se torna negativa y de grán magnitud (véase figuras 15 y 16). Por lo tanto,
el Universo de Stephani no ofrece una trancisión f́ısicamente adecuada entre un Universo FLRW de
radiación y uno de polvo.

Los resultados aqúı obtenidos podŕıan ser diferentes para el embone de modelos FLRW con otras ecua-
ciones de estado o si se permite discontinuidad en las derivadas de la métrica en la dirección temporal (ortog-
onal a la interfaz del embone), lo cual no viola las condiciones de Darmois. Esta investigación será realizada
posteriormente.
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Apéndice A: Descomposición general de tensores.

En éste apéndice se hace el tratamiento de la descomposición generalizada de un tensor T ab el cual tiene
expresados como suma a tensores paralelos y ortogonales, entre éstos la 4-velocidad en donde los tensores
paralelos se componen de la suma de la parte simétrica y antisimétrica, de éste modo el tensor T ab queda
expresado en su forma mas general.

Para un tensor de 2 × 2 Tab se define la parte simétrica que está dado como

T(ab) =
1
2
[Tab + Tba], (A,1a)

la parte antisimétrica está dada como

T[ab] =
1
2
[Tab − Tba] (A,1b)

y la traza está dada como

gabT
ab = T a

a . (A,1c)

Para las expresiones anteriores se tiene que si Tab = T(ab) es simétrico, si Tab = T[ab] es antisimétrico y

si T a
a = 0 no tiene traza. El tensor Tab puede ser expresado como T ab = T (ab) + T [ab].

El tensor Tab = T〈ab〉 puede obtenerse mediante una simetrización y removiendo la traza, es decir,

T cd → ha
ch

b
dT

cd

y

h(a
c h

b)
d T

cd − 1
3
habhcdT

cd.

Entonces el tensor Tab puede ser expresado como

T 〈ab〉 =
[
h(a

c h
b)
d − 1

3
habhcd

]
T cd. (A,2)

Los vectores V 〈a〉 pueden expresarse como V 〈a〉 = ha
bV

b.

El tensor T ab se puede descomponer en la suma de tensores paralelos y tensores ortogonales a ua y
quedan expresados como

T ab = ρuaub + zaub + uaqb + P ab, (A,3a)

donde la parte paralela está dada como

ρ ≡ Tcdu
cud, zaua = qaua = 0 (A,3b)

y la parte ortogonal está dada como

P ab = ha
ch

b
dT

cd, P abuaub = 0. (A,3c)

La parte ortogonal de étse tensor puede ser expresada como la suma de las partes simétrica y antisimétrica,
es decir,

P ab = P (ab) + P [ab], (A,4)
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utilizando las ecuaciones (A,2) y (A,3c) aplicadas sobre P (ab) obtenemos

P ab = P [ab] + P 〈ab〉 +
1
3
P c

c h
ab. (A,5)

Si T ab es simétrico, es decir, que T [ab] = 0 y de (A,3b) se tiene za = qa, entonces el tensor T ab queda
dado en su forma mas general, es decir,

T ab = ρuaub +Phab + 2q(aub) + Πab, (A,6a)

donde

P ≡ 1
3
P a

a , Πab = P 〈ab〉. (A,6b)
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Apéndice B: Operadores diferenciales.

En éste apéndice se introducen los llamados operadores diferenciales que son la derivada covariante apli-
cada a escalares, vectores y tensores. La derivada convectiva es la derivada covariante proyectada sobre el
vector ua y es aplicada a escalares, vectores y tensores, del mismo modo la derivada de las Hipersuperficies de
Simultaneidad (ya definida con anterioridad) es la derivada covariante proyectada sobre las Hipersuperficies
de Simultaneidad y sobre hab y de igual manera se aplica a escalares, vectores y tensores. Éstos operadores
dan origen al vector 4-aceleración u̇a.

Las derivadas covariantes de un escalar φ de un vector �V a y de un tensor T ab están dados como

∇aφ = φ;a = φ,a, (B,1a)

∇aV
b = V b

;a, (B,1b)

∇cT
ab = T ab

;c (B,1c)

y

∇c∇dT
ab = T ab

;c;d. (B,1d)

Se adoptará la notación ∇ en lugar del punto y coma.

La existencia de un campo de 4-velocidad conduce a los siguientes operadores diferenciales:

-Derivada convectiva. Ésta derivada es covariante y es proyectada sobre el vector ua y está dada como

φ̇ = ua∇aφ, (B,2a)

V̇ a = ub∇bV
a (B,2b)

y

Ṫ ab = ub∇bT
ab. (B,2c)

El vector V̇ a en general no es paralelo a ua y por lo tanto ha
b V̇

b 	= 0, en particular la 4-aceleración u̇a es
ortogonal a ua, entonces tenemos

4−aceleración u̇a = ub∇bu
a (B,3a)

y

uau̇
a = 0 =⇒ u̇a = hb

au̇b. (B,3b)

-Derivada del sistema en reposo. Ésta es la derivada covariante proyectada sobre las Hipersuperficies de
Simultaneidad y está dada como

∇̃aφ = ha
b∇bφ, (B,4a)

∇̃aV
b = hc

ah
d
b∇cV

d, (B,4b)

∇̃aT
bc = hd

ah
b
eh

c
f∇dT

ef . (B,4c)

Las ecuaciones anteriores son objetos sobre los Sistemas de Referencia Instantáneos que se anulan si son
contráıdos con ua.
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-Derivada de ”Punto ángulo”. La derivada convectiva es aplicada a (A,2), entonces obtenemos

ub∇bT
〈ab〉 =

[
h(a

c h
b)
d − 1

3
habhcd

]
ud∇dT

cd,

es decir,

Ṫ 〈ab〉 =
[
h(a

c h
b)
d −1

3
habhcd

]
Ṫ 〈ab〉. (B,5)
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 Transición de un universo FLRW dominado por la radiación a 

uno dominado por la materia mediante una zona de transición 
descrita por el Universo de Stephani 

Big Bang 

Transición radiación-materia 

Figura 1.  Transición radiación-materia mediante una región 
Stephani embonada entre dos regiones FLRW. 



Las regiones FLRW deben embonar suavemente con la region 
Stephani en hiper-superficies de tiempo constante.   

   La región RI, en el intervalo temporal            ,   está descrita por la métrica FLRW  
cuya fuente es la radiación. El tiempo              es la interfaz entre las regiones RI FLRW y  
RII de Stephani, ambas regiones embonan suavemente. 
 
 
 

   La región RII en el intervalo temporal                         está descrita por la métrica de  
 Stephani la cual cumple con las siguientes propiedades:  
 
 
 
 
 
   El tiempo             es la segunda interfaz que embona suavemente a la región RII, descrita por 
la métrica de Stephani, con la región RIII descrita por la métrica FLRW en el intervalo temporal              
              . La fuente en la región RIII es el polvo. 
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Se deben satisfacer condiciones de embonamiento suave de 
Darmois.   

donde siendo           un vector unitario normal a la interfaz 

Sean I y II dos espacio-tiempos (soluciones de las ecuaciones 
de Einstein).  Sean                    sus métricas en un sistema de 
coordenadas común:     

Las condiciones de Darmois indican que I y II pueden ser 
embonados suavemente a través de una interfaz     

si la primera y segunda formas fundamentales son continuas en 
la interfaz:     

1era forma, la métrica 

2da forma, la curvatura extrínseca 
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Las condiciones de Darmois para el embonamiento entre 
espacio-tiempos FLRW y Stephani se reducen a la continuidad 
de las métricas y sus derivadas temporales.   

Métrica FLRW: 

Métrica Stephani: 

donde: 

vemos que las funciones métricas deben cumplir con 
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Region 
 (I):  
FLRW 
radiación 

Region 
(III): FLRW  
polvo 

Region (II): 
Stephani 



Consideramos el caso espacialmente plano 

Universos FLRW: 

Universo de Stephani: 

donde: 



figura   5: Gráfica de la función         .     

Tenemos el parámetro          dado por la siguientes expresiones: 

En la figura 5 se observa que la función           es continua en todo tiempo       para las 
regiones FLRW y de Stephani.     

que surgen de las ecuaciones de campo (regiones I y II) y de una función de 
interpolación en la region II. 



Figura 6: gráfica de la función         .  

En la figura 6 la función         se comporta de modo suave en las regiones FLRW RI en               
                       (en rojo) y RIII en                         (en azul), pero la curva no es suave en la región 
de Stephani RII en                                      (en amarillo).   



Figura 7: Gráfica de la función         .  

En la figura 7 la función         se comporta de modo suave en las regiones FLRW RI en 
                   (en rojo) y RIII en                         (en azul) pero en la región RII de Stephani la 
curva no es suave en                                      (en amarillo).     
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Con respecto al parámetro incluido en la métrica de los Universos FLRW                                
consideremos los casos              y             .     

. 

Para los Universos de Stephani el parámetro         lo tomamos  como  

. 

Considerando las regiones RI y RIII FLRW y la función          toma la forma  

Con           una  función arbitraria, de éste modo obtenemos la siguiente gráfica: 
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Figura 4: Gráfica del parámetro        .  

En la figura 4 observamos que en las regiones FLRW                    para RI y                        para 
RIII la función         permanece constante, no así en la región RII de Stephani en 

. 
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Figura 2: Gráfica de la densidad 

En la figura 2 la curva representa la función        , las regiones RI y RIII son regiones descritas 
por la métrica FLRW en                  para RI y                      para RIII mientras que la región RII 
está descrita por la métrica de Stephani en                                       , observemos que la curva 
es suave en las regiones FLRW y de Stephani.    
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Figura 3: Gráfica de la función         .  

En la figura 3 tenemos una curva suave en las regiones FLRW RI y RIII en                   y 
                     , no así en la región RII de Stephani en                                      .  

. 



Figura 8: Gráfica de la presión        . 

En la figura 8 se observa que para la función         para             dada por la ecuación 
anterior en las regiones FLRW RI en                       y RIII en                          la curva es suave y 
monótona, en la región RII de Stephani la curva no es monótona. Nótese que           
cuando             y aparentemente                  para               dentro de la región de Stephani.           
                             



Si ahora le damos tres valores fijos para     obtenemos la figura 9:   

En la figura 9 tenemos tres curvas en rojo, negro y azul, las tres curvas pertenecen a la 
función     para tres valores diferentes de   . Entonces observamos que en las regiones 
FLRW RI en                     y RIII en                        las tres curva son suaves y aparentemente   
en               para la región RII de Stepnahi hay una singularidad en la cual     parece tender 
a           .   



Ahora graficando la presión             y dando valores a     obtenemos la figura 10:   

En la figura 10 se observa que la función            describe una superficie que en las 
regiones FLRW RI y RIII es suave mientras que en la región RII de Stephani la superficie 
presenta singularidades, es decir,                  para ciertos valores de     y    . 
 
En las figuras 8, 9 y 10 observamos un comportamiento singular de la presión                con 
la densidad     finita en la región de Stephani, esto se debe a que hay un cero en el 
denominador de           , sin embargo, éste cero no afecta a    . Para remediar esto 
consideremos las regiones FLRW y de Stephani con curvatura positiva             . 



Para evitar esta singularidad consideramos el caso de curvatura espacial positiva 

Universos FLRW: 

Universo de Stephani: 

donde: 



. 

Vemos que el parámetro                  satisface la siguiente regla de correspondencia dada 
por las ecuaciones de campo (regiones I y III) y una función de interpolación (region II): 

En la figura 12 se observa que el comportamiento del parámetro                  en las regiones RI 
y RIII FLRW (en rojo y azul)  así como en la región de Stephani RII (en negro) la curva es 
continua.                

En este caso no podemos encontrar una forma analítica cerrada para           , donde                             
Trabajamos entonces con el parámetro de Hubble  



En la figura 13 se observa que el comportamiento de la función                           en las 
regiones FLRW (en rojo y azul) así como en la región de Stephani (en negro) la curva es 
continua. 

Figura 13: Gráfica de la función                          .  
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En la figura 11 observamos que el comportamiento de la función         es continuo tanto 
en las regiones FLRW como en la región de Stephani. 
 
   

. 

Figura 11: Gráfica del parámetro         .  



Figura 14: Gráfica de la función             .  

En la figura 14 se observa que la función cociente               describe una superficie 
continua entre las regiones FLRW y de Stephani y por lo tanto resolvemos el problema 
de que     diverge con     finita.                   



La figura 15 es la gráfica de la función            describe una superficie continua entre las 
regiones FLRW y de Stephani, nótese que     es finita en toda la región de Stephani.   

Figura 15: Gráfica de la función            .  



Figura 16: Gráfica de la función     pero con valores fijos para    .   

En la figura 16 la función     en las regiones FLRW RI y RIII como en la región RII de 
Stephani es continua y finita pero carece de una interpretación física satisfactoria ya que 
es negativa y cambia de signo.  
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Conclusiones: 

Las condiciones de embone suave de Darmois siempre se pueden satisfacer en 

una interfaz entre un Universo FLRW y un Universo de Stephani dada por una 

hiper-superficie espacialoide de la forma                        que es ortogonal a la 4-

velocidad. Esto implica que la métrica y la curvatura extrínseca de esta interfaz 

coincide para ambos Universos. 

 

Para hiper-superficies                        con curvatura espacial cero ó negativa 

                  el embone es también  suave, pero la región de Stephani muestra 

una singularidad que es físicamente indeseable: la presión     diverge cuando  

                       a densidad finita. Esta singularidad solo puede ser evitada en el 

caso en que ambas hiper-superficies que sirven de interfaces en el embone 

tengan curvatura espacial positiva            .  

 

Incluso cuando se puede evitar la singularidad anteriormente mencionada, el 

comportamiento de la presión     como función de la densidad    en la zona 

intermedia no es físicamente realista: la presión no diverge pero se torna 

negativa y de gran magnitud (véase figuras 15 y 16). Por lo tanto el Universo de 

Stephani no ofrece una trancisión físicamente adecuada entre un Universo 

FLRW de radiación y uno de polvo. 
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