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INTRODUCCION. 6
Introduccidn.

Las reticulas modulares son una especie particular de conjunto parcialmente ordenado de
principal interés para el Algebra Abstracta. Esto se debe a que numerosos resultados en las
teorias de grupos, anillos, médulos, etc. dependen en buena medida de propiedades de la es-
tructura ordenada que conforman los subobjetos algebraicos. Es decir, la forma en que estan
ordenados los subobjetos de un grupo, anillo, médulo, etc. , determina propiedades importantes
del propio objeto. La estructura ordenada de subobjetos es una reticula, y nos da una especie
de radiografia de los médulos, grupos, etc. : un esquema de las relaciones entre los subobjetos
que los conforman y cémo se encuentran acomodados dentro del total. Lo anterior nos muestra
la estructura misma del objeto. A la vez, las reticulas nos dan informacién sobre las subestruc-
turas y sobre las estructuras cociente. Citando ( [1] , p.115) : “la reticula de submédulos de
un médulo revela una cantidad sustancial de informacién sobre el médulo y provee un medio
natural para clasificarlo” .

Por ejemplo, el Teorema de Jordan-Holder, simil del Teorema Fundamental de la Arit-
mética, establece la unicidad de cierta manera de descomponer un grupo en grupos simples,
indescomponibles. Tanto el enunciado del teorema como el tratamiento de su demostracion y
los principales conceptos involucrados, como el de serie de composicién, hablan de propiedades
de la reticula de submédulos, grupos, etc. , y no propiamente de propiedades de las operaciones
algebraicas del objeto en cuestion.

A fines del siglo XIX, Dedekind establecié el concepto de reticula al trabajar con los idea-
les de un anillo, dando una definicién equivalente a la usual actualmente: la que aparece en
el teorema 1.2.8 del presente trabajo ([5], p.130). Ademas de esto, Dedekind enuncié la ley
modular (para ideales), que define una de las clases de reticulas mas relevantes para el Algebra.
Posteriormente, Emmy Noether y Emil Artin generalizaron algunos teoremas de descomposi-
cion y estructura de anillospara aquéllos que satisfacieran las condiciones abstractas de cadena
ascendete y descendente (que tratamos en la seccién 1.6), respectivamente ([5], pp. 59-60).
Con todo esto, el estudio de las reticulas (sobretodo modulares) por parte de los algebristas se
volvio mas y mas frecuente, sobretodo desde los 1970s, segiin apunta Calugareanu al inicio de
[2] .

En la Teoria de Grupos encontramos algunas caracterizaciones notables en términos reti-
culares, como el Teorema de Ore (la reticula de un grupo abeliano es distributiva si y sélo
si cualesquiera dos elementos generan un subgrupo ciclico) ; teorema 1.2.3. en [6], [4], p.
127), o que los grupos abelianos cuya reticula es una cadena son exactamente los grupos
Zy: k€ NU {oo} ([6], p. 16) .

En general, existen dos subestructuras comunes a todas las estructuras algebraicas: el radical
y el zoclo, que cuando no son triviales, nos permiten entender a la reticula completa en términos

de cadenas cuyos eslabones abarcan a todos los dtomos o coadtomos intermedios. La parte
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sustancial de este trabajo se centra justamente en la descripcién de estas dos estructuras, sus
propiedades elementales y algunas de sus aplicaciones.

Por otro lado, durante nuestra exposicién establecemos las propiedades esenciales de las cla-
ses mas comunes de reticulas que surgen naturalmente en Algebra, tanto aquéllas identificadas
con estructuras especificas, como las que describen el tipo de reticula que es algebraica.

El objetivo principal del presente texto es mostrar la gran utilidad de entender los aspectos
puramente reticulares envueltos en el estudio de las estructuras algebraicas en general, a través
de resultados clasicos y ejemplos, para después enfocarse en aquéllos que involucran el zoclo
y el radical. Presentamos algunas proposiciones relevantes sobre R—médulos al lado de sus
equivalentes reticulares, como corolarios de éstos (o viceversa), o como ejemplos. Tratamos
sobretodo propiedades de las reticulas (completas) compactamente generadas y modulares.

Este trabajo se basa principalmente en [2], y adoptamos en la mayoria de los casos su
notacién y el orden de los resultados, pues ambos resultan muy naturales. Tal volumen es una
monografia sobre los "resultados de la Teoria de Mdédulos demostrables usando solamente la
Teoria de Reticulas” ([2], introduccién) .

Otra buena parte de los resultados (especificamente, los de series de composicién, reticulas
distributivas y muchos de los ejemplos) se deben al libro de Stenstrom ([7]), y en menor medida

a Schmidt ([6]).



Capitulo 1

Reticulas.

Como se ha sefialado en la introduccion, hay una conexion intima entre los conjuntos
ordenados y los conjuntos con operaciones binarias dada mediante la asociacién a un objeto
algebraico de su reticula de subobjetos, la cual nos da informacién sobre propiedades del objeto
mismo. En este capitulo desarrollamos los conceptos y herramienas basicos de la teoria de

reticulas, en particular de las modulares y algebraicas, que son las de mayor interés para el
Algebra.

1.1. Ordenes parciales.

DEFINICION 1.1.1. Un par (P, r) en el cual P es un conjunto y 7 una relacién binaria en
P (es decir, r C P x P), se dice conjunto parcialmente ordenado (reflexivamente) si r
cumple con ser reflexiva (esto es, Vo € P((x,x) € r) ), transitiva ( Vz,y, z € P((x,y), (y,2) €
r = (z,2z) € r) )y antisimétrica ( Vz,y € P((z,v), (y,x) € r = x = y) ). En este caso, se
dice también que r es un orden parcial.

NOTACION 1.1.2. Si r es una relacién en un conjunto, escribiremos casi siempre arb en
lugar de (a,b) € r, y si (P,r) es un orden parcial, como es usual, denotaremos a r por <, y si
a < b, escribiremos también b > a. En este caso, diremos que a es menor o igual que b, o

bien que b contiene a a.

DEFINICION 1.1.3. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado. Dos elementos a,b € P
se dicen comparables si se tiene a < b o b < a, e incomparables si no estan relacionados
por <. En este caso, usaremos la notacién a||b.

Si cualesquiera dos elementos de P son comparables, entonces se dice que < es tricotémica
y que (P, <) es una cadena. También se dice que < es un orden total.

Si a < b pero a # b, escribiremos a < b, y diremos que a es menor que b o bien que b es
mayor que a; si a < by no hay ¢ tal que a < ¢ < b, diremos que b cubre a a, y lo denotaremos
por a < b.

Sean (P, <) un orden parcial y S C P. Se dice que un elemento a € P es:

(1) cota superior (inferior) de S si Vx € S(x < a) (respectivamente, a < x ).

(2) el mayor (menor) de S'sia € SyVe e S(x <a) (respectivamente, a < z ).

(3) maximo (minimo) en S'sia € Sy Vo € S(a < x = a = x) (respectivamente,
r<a=a=u).
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DEFINICION 1.1.4. Sea S un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado P. Un
elemento a € P es el supremo (infimo) de S si a es el menor del conjunto de cotas superiores
de S (respectivamente, si a es el mayor del conjunto de cotas inferiores de S). Si tal elemento
existe, lo denotaremos por V.S ( AS) ,ysi S = {x,y}, escribiremos VS = xVy (AS =z Ay ).

1.2. Reticulas.

DEFINICION 1.2.1. Una reticula es un conjunto parcialmente ordenado (L, <) donde cada
par de elementos a, b tiene un supremo y un infimo, a los que denotaremos respectivamente por
aVb,aNb. Se dice ademas que L es completa si todo subconjunto X de L tiene supremo e
infimo (denotados por VX, AX).

A los elementos mayor y menor de una reticula L, si existen, los denotaremos por 1 = VL =
ADy por 0 = AL = V(.

EJEMPLO 1.2.2. Son reticulas completas:

(1) La coleccién de subconjuntos de un conjunto X, P(X), con el orden de la contencién
y A{Si}1 = QSZ-, V{Si}r = LjJSi.

(2) La reticula (S(G), C) de subgrupos de un grupo, con A{S;}; = rIWSi, V{S;}r = <LjJSZ>

(3) Lareticula (Sg(M), C) de submédulos de un R—médulo M, con A{S;} = r;Si , V{Si} =
>S5
T

DEFINICION 1.2.3. Mas generalmente, se dice que un subconjunto D de un orden parcial P
es dirigido superior(inferior)mente si todo subconjunto finito de D tiene una cota superior
(inferior) en D.

OBSERVACION 1.2.4. Para que un conjunto parcialmente ordenado sea dirigido superior-
mente, basta asegurar la existencia de cotas superiores para todos los pares {a,b} C P, y para
que un orden parcial sea una reticula completa, basta asegurar la existencia de supremos (o

infimos) arbitrarios.

DEMOSTRACION. La primera parte es consecuencia inmediata del principio de induccion.
Ahora supongamos que todo subconjunto X de un orden parcial P tiene supremo en P. Sean
XCPyA={ye P|Vee X(y<uz)}. Entonces VO € A, pues toda = € X (de hecho,
toda x € P) es cota superior del vacio. Ahora, veamos que VA = AX:sixz € X ya € A,
entonces a < x, asi que VA < x; ademas, si P 5 ¢ < zVx € X, entonces ¢ € Ay luego
VA > c. La demostracién es simétrica si suponemos que hay infimos arbitrarios. O

OBSERVACION 1.2.5. La asignaciones {a,b} — a A'b, aV b son operaciones binarias en la
reticula L. Desde esta perspectiva, ambas son asociativas, conmutativas y cumplen la ley de
absorcién: aV (a Ab) =a=aA (aVD).
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DEMOSTRACION. Demostramos la asociatividad del supremo a Vv (bV ¢) > a,b, ¢ asi que
también aV (bVc) > aVby luego aV (bVe) > (aVb)Ve. Por otro lado, a, b, ¢ < (aVb)Ve > bVe
con lo cual a VvV (bVe¢) < (aVb)Vec. La segunda afirmacién es consecuencia del axioma de
extensionalidad, pues {a,b} = {b,a}. Para la tercera: es trivial que a < a V (a A b); ademas
a<a>aAb, asiqueaV (aAb) <a,conlo que se tiene la primera igualdad. La segunda se
da porque aVb > a < a implica a < aA(aVb),y la otra desigualdad es, de nuevo, trivial. [

Hacemos notar también que las operaciones A, \V de una reticula, son compatibles con el orden.
OBSERVACION 1.2.6. Siz < y € L, entonces, paratodoa € L, aAx < aAyyaVz < aVy.

DEMOSTRACION. Esclaroque a > aAx < x <y, asi que a Az < aAy. Simétricamente:
a<aVy>y>x yluegoaVe<aVy. O

Ademas de lo recién dicho, A y V nos dan otra manera de definir el orden:
OBSERVACION 1.2.7. En una reticula L, a Ab=a siy sélosia <bsiyséloaVb=h.

DEMOSTRACION. Si a A b = a, entonces claramente a = a A b < b; reciprocamente, si
a <b, entonces a > a <b, conlocuala<aAb<a,yluegoaAb=a.
Para la segunda equivalencia, tenemos: si a < b, entoncesa < b > b, asique b < aVvVb<by

aVb = b. Por tltimo, si tenemos esta altima igualdad, entonces es obvio que a < aVb=10. [

A continuacién establecemos que también las reticulas emergen naturalmente de las alge-

bras:

TEOREMA 1.2.8. Sea (L, \,V) un algebra con dos operaciones asociativas y conmutativas
que cumplen la ley de absorcion, enunciada en la observacion 1.2.5. Entonces L es una reticula
si definimosa <b<& aANb=a<aVb=0b.

DEMOSTRACION. Primero, notamos que por la ley de absorcion, aAb = aA((aAb)Vb) =
aN(aVb)=a<b=(aANb)Vb=aVb. Ahora, probamos que a < b definido como en el

enunciado es un orden parcial:

e Por la ley de absorcién, aAa=a A (aV (aAa)) =a, asi que a < aVa.
e Por definicién, sia < b,b < a, entonces , bAa=a=aVbyaVb=b=>bAa, con
lo que a = b.
e Sia<bb<centoncesaAc=(aANb)Ac=aN(bAc)=aAb=a,y luegoa < c.
Ademas, es claro que a < a Vb > b, pues por absorcién a = a A (a V b),b=>bA (aVb).
También, sia < x > b, entoncesz =xVb= (zVa)Vb=aV(aVb),yasiaVb <z Deeste
modo, a V b es el supremo de {a,b}. Simétricamente, vemos que a A b es el infimo de {a, b},

asi que (L, <) es una reticula.
U
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DEFINICION 1.2.9. Un subconjunto S de una reticula L es una subreticula si z,y € S
implica zAy, xVy € S. Una subreticula S de una reticula completa L es completa si es cerrada
bajo supremos e infimos arbitrarios; es decir, si X C S implica AX,VX € S. A las subreticulas
de la forma {z € L | a < x < b}, donde a < b, las llamaremos intervalos o subreticulas
cociente, y las denotaremos por b/a o [a,b]; si b cubre a a, diremos que b/a = {a,b} es

simple.

EJEMPLO 1.2.10. La reticula de subgrupos normales de un grupo GG, a la que denotaremos
por N(G), es una subreticula completa de S(G), la reticula de subgrupos de G.

DEFINICION 1.2.11. Una funcién entre dos reticulas, L % L’ es un morfismo de reticulas
si p(anb) = p(a) Ap(b), p(aVb) = p(a)V ¢(b) para todas a,b € L. Un morfismo de reticulas
con inverso que sea morfismo es un isomorfismo. Mas abajo vemos que el inverso de un
morfismo de reticulas necesariamente también lo es. Para expresar que L, L’ son isomorfas,

escribiremos L = [/,

OBSERVACION 1.2.12. La funcién inversa de un isomorfismo de reticulas, es también un

isomorfismo de reticulas:

DEMOSTRACION. Sea L % L' un isomorfismo de reticulas. Entonces, si a = ¢(z),b =
¢(y), tenemos: o~ (a A D) = ¢ (p(z) Ap(y)) = ¢ Hp(z Ay)) =2 Ay =¢ " (a) AT (D),
y también o1 (a V b) = ¢~ (p(x Vy)) = ¢~ (a) V ¢~ (D). O

De una vez hacemos notar que los morfismos de reticulas son un tipo particular de morfismos

entre 6rdenes parciales:

OBSERVACION 1.2.13. Todo morfismo de reticulas es un morfismo de 6rdenes: sia < by
f es un morfismo de reticulas, entonces f(a) = f(a Ab) = f(a) A f(b), asi que f(a) < f(b).

PROPOSICION 1.2.14. Una funcién entre dos reticulas L, L' es un isomorfismo de érdenes

si y sélo si es un isomorfismo de reticulas.

DEMOSTRACION. ( = ) Sea L & L’ un isomorfismo de érdenes. Demostraremos sélo
que @(a) V ¢(b) = p(a V b), pues la demostracién es dual para p(a A b) = p(a) A p(b):

Primero, notemos que ¢ < aVb > b = ¢(a) < p(aVb) > ¢(b). Ahora usamos el
hecho de que el inverso de un isomorfismo de érdenes es también un isomorfismo de 6rdenes:
si p(a) < x > (b), entonces existe una y tal que z = ¢(y) y luego a < y = () > b, asi
quey>aVbyz=ep(y) >plaVb), conloque p(aVb)=pa)Vpb).

( <= ) Es consecuencia directa de la observacion 1.2.13. O

EJEMPLO 1.2.15. (Teorema de la Correspondencia para médulos). Sean g M,z N dos mé-

dulos y M 7, N. Entonces K +— f(K) es un isomorfismo de reticulas completas entre el
intervalo [Ker(f), M] C Sg(M)y Sr(N).
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DEMOSTRACION. Aplicaremos la equivalencia establecida en la observacién anterior. Es
claro que f(_) es un morfismo de 6rdenes. Mas aln, es una biyeccién, pues tiene inversa
F7Y): es claro que ff~'(K) = K, y también que f~!f(K) = K + Ker(f) = K, ya que
K € [Ker(f), M]. Por altimo, el hecho de que f~!(_) sea un morfismo de érdenes, es también
obvio. O

1.3. Reticulas modulares.

En esta seccién introducimos un tipo particular de reticulas: uno que abstrae una propiedad
caracteristica de algunas reticulas de subestructuras algebraicas de especial interés, como la de
submédulos de un R—médulo y la de subgrupos normales de un grupo. Las reticulas modulares

fueron descubiertas por Dedekind Lo definimos a continuacion:

DEFINICION 1.3.1. Una reticula L es modular si para todos a,b,c € L tales que a < b,
se tiene la igualdad a vV (bA¢) = (a V) AD.

De inmediato hay que hacer notar que en toda reticula, se tiene siempre una desigualdad:

OBSERVACION 1.3.2. En cualquier reticula, si a < b entonces, para toda ¢, aV (bAc) <
(aVe)Nb.

DEMOSTRACION. Hay que mostrar que a,b A ¢ < (aV ¢) Ab. Por un lado, es claro que
b>a < aVec. Estoimplica que a < (aV ¢) Ab. Por otro lado, como tomar supremos e infimos
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respeta desigualdades, entonces bAc < (aVe)Ab puesto que ¢ < aVe. .. aV(bAc) < (aVe)Ab.

aVc

O

En vista de lo anterior, establecer la modularidad de una reticula se reduce a verificar que
bA(aVe)<aV(bAc)siempre que a < b. La siguiente observacién es obvia, pero conviene
hacerla de una vez:

OBSERVACION 1.3.3. La clase de las reticulas modulares es cerrada bajo subreticulas.
EJEMPLO 1.3.4. Las siguientes son reticulas modulares:

(1) N(G), la reticula de subgrupos normales de un grupo G.
(2) Sr(M), la reticula de submédulos de un R—médulo M.

DEMOSTRACION. Haremos sélo la correspondiente a N (G); el segundo ejemplo se reduce
a las propiedades de la suma; esto es, a las de un grupo abeliano.

Antes de comenzar, recordemos dos hechos de la Teoria de Grupos: primero, si A, B son
subgrupos de un grupo, entonces AB es un también un subgrupo si y sélo si AB = BA, lo
cual ocurre, por ejemplo, si alguno de los subgrupos es normal. También en ese caso, se tiene
que AV B = (AU B) = AB, pues (AU B) es el menor subgrupo que contiene a AU By
siempre ocurre que AB C (AU B).

Tomemos pues H < K < G > L. Sabemos, por la observacién 1.3.2 y lo dicho en el parrafo
anterior, que sé6lo hace falta demostrar que (HL)NK < H(KNL).Seaz € (HL)NK. Entonces
podemos escribir hl =x =k con h € H,l € L,k € K, de modo que [ = h~'k, que pertenece
aKpuesh™'eHCK.Asi resultaquel € KNLyluegoxz € H(KNL). O
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Damos a continuacién dos caracterizaciones alternativas de las reticulas modulares: la primera
en términos de cancelacién de elementos (con respecto a las operaciones A, V), y la otra en

términos de subreticulas.

TEOREMA 1.3.5. Una reticula L es modular si y sélo si Va,b,c(a < b,aNc=0bAc,aVc =
bVec=a=0).

DEMOSTRACION. (= )Sia<b,aAc=bAc,aVc=>bVc, entoncesa =aV(aAc)=
aV(brne)=bA(aVe)=bA(bVc)=D.

(<= )Seand =aV (bAc),l = (aVc)Ab. Entonces, si a < b, tenemos a < a’ < b <b.
Usando estas desigualdades y la monotonia de (_) A ¢, (_) V ¢, establecida en 1.2.6, vemos que
aVe<bVeyqueb <aVe<daVec>c conlocualtVe<ad VeyasidVe=0Ve
Simétricamente, d Ac < VU Acyec >V ANec<bAc<d, asique d ANc =10 Ac. Estamos
ahora en condicion de aplicar directamente la hipétesis para concluir que a’ = bV'; es decir, L es
modular. O

Para la segunda caracterizacién de la modularidad, definimos la siguiente reticula:

DEFINICION 1.3.6. La reticula del pentagono (V;) es una con cinco elementos 0, a, b, ¢, 1
talesque 0 <a<b< 1, 0<c<1, alle b||c. Es decir, N5 es la reticula representada por el

siguiente diagrama:

OBSERVACION 1.3.7. La reticula del pentagono no es modular, ya que aV (bA¢) =a <
b=0bA(aVec).

TEOREMA 1.3.8. L es modular si y sélo si no contiene una subreticula isomorfa al penta-

gono.

DEMOSTRACION. ( = ) Se da por la observacién anterior y 1.3.3.
( <= ) Por el teorema anterior, si L no es modular, existen a,b,c tales que a < by
aNc=DbAc,aVec=DbVec. Peroentonces {aAc,a,b,c,bVc} es una subreticula de L isomorfa

al pentagono. O
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EJEMPLO 1.3.9. La reticula de subgrupos de un grupo, en general, no es modular: A; =
((123), (234)) = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243) }
tiene como subgrupos a H = ((123)), K = ((12)(34)) < L = ((12)(34), (13)(24)), con
|H| =3,|K|=2,|L| =4, y éstos forman un pentagono:

Ay

{e)

Las reticulas modulares encierran algunas propiedades importantes de las estructuras al-
gebraicas, como el Segundo Teorema de Isomorfismos, que presentamos ahora en su versién
reticular:

TEOREMA 1.3.10. (Segundo teorema de isomorfismos para reticulas modulares) Para cua-
lesquiera dos elementos a,b de una reticula modular L, los intervalos a V b/b,a/a A b son
isomorfos.

DEMOSTRACION. Veamos que la funcién a VvV b/b LN a/aNb, x+— a Az, es un morfismo
de reticulas, con inversa y — y V b:

Primero, notemos que si = esta en el dominio de ¢, entonces en efecto a A b < p(z) =
aANx < aA(aVb)=a.Porlaobservacion 1.2.14, basta ver que ¢ es isomorfismo de érdenes,
para lo cual es suficiente mostrar que es un morfismo de 6rdenes cuya inversa es también un
morfismo de 6rdenes. La inversa de ¢ es la funcién dada por ¢~ '(y) = y V b, pues por la
ley modular, tenemos: ¢ 'o(z) = (aAz)Vb=xA(aVb) ==z yaqueb<xz<aVb.
Simétricamente, o' (y) =aA(yVbd) =yV (aAb) =y, yaqueaAb<y<a.

Por altimo, el hecho de que ¢, ¢! preserven el orden es consecuencia de lo sefialado en la
observacién 1.2.6. .. ¢ es un isomorfismo de reticulas. O

OBSERVACION 1.3.11. En el teorema anterior podemos intercambiar los papeles de a y b
para obtener a V b/a = b/a N b.
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El teorema anterior conduce a definir una clase particular de isomorfismo entre dos intervalos

de una reticula modular:

DEFINICION 1.3.12. Si dos intervalos de una reticula modular pueden expresarse de la
forma aVvb/b, a/a A b para algunos a, b en la reticula, se dice que son similares.

Mas ain, como el teorema establece un isomorfismo que se da simétricamente en ambos
lados de la reticula {a Ab, a, b, aV b}, podemos pensar en que dos intervalos I, .J de una
reticula modular sean isomorfos y ademas haya una lista finita de intervalos similares que los

unan.

DEFINICION 1.3.13. Dos intervalos I, J de una reticula modular son proyectivos si hay

intervalos [ = I, ..., I, = J tales que V1 < k <n, I,_; e I, sean similares.

OBSERVACION 1.3.14. El Segundo Teorema de Isomorfismos para médulos asegura que
si [4,C], [L, N] son dos intervalos proyectivos en Sg(M), entonces & = &, pues podemos

escribir dos intervalos similares como [X, V], [W,Y], donde X = VNW,Y =V + W, de
V ~ Y

modo que ¥ = 3 .

1.4. Reticulas distributivas.

Ahora presentamos un tipo particular de reticulas modulares, que tiene particular interés
algebraico al ser la generalizacién de la distributividad de la unién y la interseccién de conjuntos
(en este caso tal relacién no esta sujeta a condicién alguna entre los elementos que en ella
aparecen).

DEFINICION 1.4.1. Una reticula L es distributiva si para todos a,b,c € L se tiene
aN(bVec)=(aNb)V(aAc).
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alb

OBSERVACION 1.4.2. Toda reticula distributiva es modular.

DEMOSTRACION. Si a < b, entonces a V (bAc) = (a Ab)V (bAc), asi que si L es
distributiva, tenemos a V (bAc¢) = (aV ¢) AD.

bVe aVc

Al igual que en el caso de la modularidad, siempre se cumple la mitad de la igualdad de la

definicién:

OBSERVACION 1.4.3. En toda reticula, para cualesquiera a, b, ¢, (aAb)V(aNc) < aA(bVe).
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DEMOSTRACION. b,c <bVc¢ = aAb<aA(bVec),aNc<aA(bVc), con lo cual se
da la desigualdad deseada.

bVe

\

O

Asi, la distributividad puede definirse entonces en términos de una desigualdad: que para
todos a, b, ¢ se cumpla (a Ab)V (aAc) > aA (bVc). Ademas, puede darse la definicion dual:

OBSERVACION 1.4.4. Una reticula L es distributiva si y sélo si Va,b,c € L(aV (bAc) =
(aVb)A(aVc)),y en este caso se tiene, para toda reticula, aV (bAc¢) < (aVb)A(aV c).

DEMOSTRACION. (=) (aVb)A(aVe) = ((aVb)Aa)V((aVb)Ac) = aV((aAc)V(bAc)) =
(@V(anc)V(bAc)=aV (bAc).

(<) (anb)V(anc)=((anb)Va)A((anb)Ve)=aA((aVec)AN(bVe))=aN(bVe).

Sea ahora L una reticula cualquiera. Entonces, para todos a,b,c € L: aVb > a <aVc, aV
b>bAc<aVe asiquea < (aVb)A(aVe) > bAc, conlo cual aV(bAc) < (aVb)A(aVe). O

También la distributividad se hereda a las subreticulas:
OBSERVACION 1.4.5. La clase de las reticulas distributivas es cerrada bajo subreticulas.

Damos a continuacién dos caracterizaciones de la distributividad, analogas a aquéllas que

presentamos para las reticulas modulares.
TEOREMA 1.4.6. L es distributiva si y sélo si¥a,b,c(aNc = bAc, aVe=bVe = a =1b).

DEMOSTRACION. ( = )Sean a,b,c € L talesque aAc=bAc, aVc=>bVc. Entonces
a=aN(aVc)=aA(bVe)= (aAb)V(aAc) = (aNb)V(bAc)=bA(aVec)=bA(bVc) =D,

( <) Por la hipétesis y el teorema 1.3.5, L es modular. Entonces, como a Ab < a Vb,
tenemos que u=(a Ab) V ((aVb) Ac) = (aVb)A((aAb)Vc). Andlogamente, bAc <bV ¢
implica que v=(bAc)V ((bVec)ANa) = (bVe)A((bAc)Va). Notemos ahora que a A u =
aN(aVb)A((aANb)Vec)=aA((aNb)Vec)=(aAb)V(aAc), donde la dltima igualdad se da
por modularidad, y también v Aa = (bVe)A((bAc)Va)ANa= (bVc)Aa. Asi, basta mostrar
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que u = v, para lo cual, por la hipétesis, es suficiente ver que u Ab=vAb, uVb=uvVbh.
Demostraremos sélo la segunda igualdad: usando la modularidad y el hecho de que b < a Vb,
bVu=>bV(aAb)V((aVb)Ac)=bV ((aVb)Ac)=(aVb)A(bVc); simétricamente, como
b<bVec, tenemos que bVv =bV (bAc)V((bVec)Aa)=bV((bVe)Aa)=(aVb)A(DVc).
Con lo anterior, hemos establecido que u \V b = v V b; dualmente, se tiene que u Ab=v A b, y

en consecuencia u = v. O

Como antes, definimos una reticula particular, representativa de este tipo de reticulas:

DEFINICION 1.4.7. La reticula del diamante, denotada por Ms5, es la reticula representada

RN

ANV

OBSERVACION 1.4.8. La reticula del diamante no es distributiva:

por el siguiente diagrama:

DEMOSTRACION. Llamemos a los elementos intermedios de la reticula a, b, ¢, digamos, de
izquierda a derecha, siguiendo el diagrama anterior, y 0,1 a sus extremos inferior y superior,
respectivamente. Entonces es claro que aAc =0=bAc,aVec=1=0bVc peroa # b.

Aplicando el resultado anterior, concluimos que esta reticula no es distributiva. O

La condicién equivalente que hemos dado de la distributividad puede enunciarse de otro
modo: no existen a,b,c talesque a ZbyaAc=bAc,aVc=>bVc obien en términos de

la reticula del diamante:

TEOREMA 1.4.9. L es distributiva si y sélo si es modular y no contiene una subreticula

isomorfa al diamante.

DEMOSTRACION. ( = ) Por la observaciones 1.4.5 y 1.4.8, L no puede contener una
subreticula isomorfa al diamante.

( <= ) Demostraremos la contrapositiva de esta implicacién, suponiendo que la reticula L
es modular pero no distributiva, para mostrar que entonces contiene una subreticula isomorfa
al diamante:

Por el teorema anterior, existen en L elementos a,b, c tales que a # b, pero a A ¢ =
bAc, aVc=>bVc. Ahora bien, por el teorema 1.3.5, debe ocurrir que al|b, pues de lo contrario
se tendria @ = b. A continuacién mostraremos que a||c. Por dualidad tendremos también que
bl|e, con lo cual D={aAc=DbAc,a,b,c,aV c=0bV c} sera una subreticula de L isomorfa al

diamante.
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Supongamos que a < ¢. Entoncesc=aVe=bVe¢, asiqueb<c¢ conlocuala=aANc=
b Ac=0>, locual es una contradiccién, pues a # b. Si por el contrario, se tuviera que ¢ < aq,
entoncesc=aAc=bAc, yluegopc<bya=aVc=>bVc=Db, lamisma contradiccion.
c, de

Como aqui a, b juegan papeles intercambiables, por dualidad se tiene también que 0|
modo que a, b, ¢ son incomparables dos a dos. Por tltimo, es claro que la subreticula D definida

anteriormente es isomorfa al diamante. O

COROLARIO 1.4.10. Un R—-mddulo es distributivo si y sélo no tiene un subcociente isomorfo

a la suma directa de dos copias de un simple. (2.32 de [8])

1.5. Complementos.

DEFINICION 1.5.1. Sea L una reticula con 0y 1. Un elemento a’ € L es un complemento
dea€e Lsiava =1yaAna = 0. Denotaremos este hecho por a @ a’ = 1, y diremos también
que 1 es la suma directa de a y d’. Si todo elemento de una reticula tiene al menos un
complemento, diremos que ésta es complementada; si todo elemento tiene al menos un
complemento en cada intervalo que lo contenga, diremos que la reticula es relativamente
complementada.

EJEMPLO 1.5.2. Sp(V), la reticula de subespacios de un espacio vectorial V' sobre un
campo F' es complementada: si W < V' y v es una base de W, entonces podemos extenderla
a una base 3 de todo el espacio, con lo cual el subespacio generado por 3 — ~, digamos W’,
es un complemento de W, puesto que V' = W + W' al ser éste un subespacio que contiene
apf,ysi0#axeWnW, digamos a1y, + ... +a,y, = © = b13;, + ... + byp;, con
a;,bj € F,a; #0, v, € v, B;, € B — v, entonces, despejando a ;,, éste se encontraria en el
subespacio generado por (8 — ) U {7i,, ---, %, }, en contradiccién con la independencia lineal
de g, asique WNW' =0yWaeW =V.

Ahora generalizamos el ejemplo anterior para decir precisamente cuéles son los complemen-

tos en la reticula Sg(M) de submédulos de un R—-médulo (izquierdo) M.

OBSERVACION 1.5.3. N < M es un complemento en Sg(M) siy sélo si N es un sumando
directo de M.

Esta afirmacién es inmediata de la definicién, y nos lleva a la sigiuente, que es una de las
caracterizaciones de los médulo es semisimples (ver, por ejemplo, [1], pp. 116,117):

PROPOSICION 1.5.4. Son equivalentes para rRM :

(1) M es semisimple.
(2) Todo submédulo de M es sumando directo suyo.
(3) Sg(M) es complementada.
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La suma directa es asociativa en las reticulas modulares:

PROPOSICION 1.5.5. En una reticula modular, si se tiene a & (b @ c), entonces también
(a ® b) & ¢, y ambas coinciden.

DEMOSTRACION. Primero, observemos que a Ab < aA(bV¢) =0, asi que a Ab = 0. Por
otro lado, la modularidad implica que (aVb)Ac < (aVD)A(bVe) = bV (aA(bVc)) =bV0 =D,
y luego (aVb)Ac<bAc=0.

Por altimo, basta observar que a ® (b®c¢) =aV (bVe)=(aVb)Ve=(adb) dec. O

Ahora tratamos la unicidad de los complementos:

OBSERVACION 1.5.6. Los complementos son anicos en las reticulas distributivas, y los

complementos comparables son Gnicos en las reticulas modulares.

DEMOSTRACION. Sean ¢ < ¢ complementos de a en una reticula modular. Podemos
aplicar 1.3.5 para obtener la igualdad ¢ = ¢, puescAa=0=cd ANa,cVa=1=Va.

También podemos decir que si se tuviera ¢ < ¢, entonces 0, a, ¢, ¢, 1 formarian un pentagono.

0
Si ahora tomamos ¢, ¢’ dos complementos de un elemento a en una reticula distributiva, entonces
denuevocAha=0=cd ANa,cVa=1=cVa, asi que aplicando el teorema 1.4.6 podemos
concluir que ¢ = ¢. Dicho de otro modo, si a tuviera dos complementos ¢, ¢’ entonces 0, a, ¢, ¢, 1

formarian un diamante si ¢||c/, o bien un pentagono si fueran comparables (ver 1.4.9).

/N
N

1
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U

A continuacién mostramos que para las reticulas modulares, las nociones de ser comple-

mentada y relativamente complementada coinciden.

PROPOSICION 1.5.7. Una reticula modular L es complementada si y sélo si es relativamente

complementada.

DEMOSTRACION. ( <= ) Es trivial: por definicién, todo elemento tiene al menos un com-
plemento en el intervalo 1/0 = L.
(=) Sean a <z < by x un complemento de x en L. Entonces 2"=a V (b A z') =
(a V 2') es un complemento de z en b/a: z ANz" = xAbA(aVa)=aA(aVa)=

b
aV(zAz)=aV0=ayb=1Ab=(xVa)ANb=zV (bAx)=xVaV(bAx)=xVa"

A
V

1.6. Condiciones de cadena.

DEFINICION 1.6.1. Si un conjunto parcialmente ordenado tiene la propiedad de que cual-
quier subconjunto no vacio suyo tiene al menos un elemento minimo (maximo), se dice que es
artiniano (neteriano).

Se dice que un conjunto parcialmente ordenado cumple la condiciéon de cadena descen-
dente (ascendente) (CCD, respectivamente CCA) si para cualquier sucesién zg > z1 > ...
(2o <x; < .. )hayunk e Ntal que xp = 2441 = ... .

PROPOSICION 1.6.2. Un conjunto parcialmente ordenado (P, <) es artiniano (neteriano)
si y sélo si cumple la CCD (CCA).

DEMOSTRACION. ( == ) Sea zy > 1 > ... una cadena en P. Por hipétesis, ésta tiene

un elemento minimo, digamos x. Entonces, para toda i > 1, x; = x,,; pues xp > Tp,;.
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( <= Si P no es artiniano, existe P O A # () que no tiene minimo. Sea entonces z € A.
Como xg no es minimo en A, existe 1 € A tal que x1 < xg. Pero x; tampoco es minimo en

A, de modo que hay algtn elemento =5 € A tal que x5 < x7. Asi, podemos seguir haciendo

elecciones sucesivas de elementos de A tales que xg > x1 > x5 > ..., con lo cual P no cumple
la CCD.
La equivalencia para el caso neteriano se da por dualidad. O

PROPOSICION 1.6.3. Sea (P, <) un orden parcial donde todo subconjunto no vacio tiene
infimo (supremo). Entonces P es artiniano (neteriano) si y sélo si para todo L O A # () existe
A D F finito tal que NA=NF (VA=VF).

DEMOSTRACION. De nuevo, haremos la demostracién sélo para el caso artiniano, siendo
dual la del caso neteriano.

(= )Sean A# 0y S={AF | F C A, F finito}. Entonces S # () y existe un elemento
minimo en S, digamos AFjy. Por un lado, es claro que AFy > AA. Por el otro, Va € A (AFy >
(AFy) Na = N(FyU{a})) y por la minimidad de AFj se tiene que (AFy) A a = AFp; es decir,
a > NFy para toda a € A. Asi, NA > AFy, y se da la igualdad.

( <= ) Veremos que cumple la CCD (ver la proposicién anterior). Si a; > as > ... es una

cadena en P, entonces existe {w\ak y ademas /R\}an = May,, ..., a;, } para algunos indices que
podemos etiquetar de manera que i; < ... < ij. Pero entonces A{a;,, ...,a; } = a;,, con lo
cual né\z Ay > {V\an = a;,; es decir, a, > a;, para toda n > i;. Pero como también para toda
n > i ske tiene a;, > a,, resulta que a, = a;, si n > i. O

Hacemos notar el siguiente hecho, que es inmediato de la definicién:

OBSERVACION 1.6.4. La clase de las reticulas artinianas (neterianas) es cerrada bajo su-

breticulas.

PROPOSICION 1.6.5. Sea a € L, una reticula modular. Entonces L es artiniana (neteriana)
si y sélo , las subreticulas L'={x | x < a}, L"={x | x > a} son artinianas (neterianas).

DEMOSTRACION. ( = ) Es obvio (ver 1.6.4).

( <= ) Haremos la demostracién para el caso artiniano: sean a € Ly a3 > ay >
una cadena en L. Entonces tenemos también las cadenas a Aa; > aANay > ... yaVa; >
aVay, > .. ,en L'y L" respectivamente. Luego, por la hipétesis, existen k,I € N tales
que Vn > k(aNa, =aNag) yVn>1l(aVa, =aVa). Asi, si definimos m=max{k,(},
tenemos que Vn > m(a A a, = a A ap,aVa, = aV a,). Entonces, como L es modular,
Vn>m(a, =a,V(aNay) =a,V(aNAap)=auA(aVa,)=a,A@Vay,)=a), con lo
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que L satisface la CCD y es, por lo tanto, artiniana.
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En vista del Teorema de la Correspondencia (1.2.15), el resultado anterior nos dice que los
submdédulos, cocientes y extensiones.

modulos artinianos (neterianos) constituyen una clase de Serre; esto es, una clase cerrada bajo
nos sera Gtil mas adelante.

Reformulamos la parte no trivial de la demostracién anterior a manera de corolario, pues

COROLARIO 1.6.6. Si a es elemento de una reticula modular y x1 < x5 <
{aVva;}, {anx}.

cadena estrictamente ascendente (descendente), entonces también lo es alguna de la cadenas

es una
nos da también el siguiente corolario.

Por otro lado, en vista del Primer Teorema de Isomorfismos para médulos, la proposicién

COROLARIO 1.6.7. Si0 — M' — M — M"” — 0 es una sucesién exacta, entonces M es
artiniano (neteriano) si 'y sélo si M" y M’ lo son.
S(M') =

DEMOSTRACION. Por el citado teorema se tiene M/ =2 N — M —

M

" .
~ = , asi que

O

[0, N], Sg(M") = [N, M], y entonces puede aplicarse el resultado anterior.
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1.7. Reticulas compactamente generadas.

En numerosos casos importantes de estructuras algebraicas, los elementos son sumas o
combinaciones lineales finitas. Esta manera de formar los elementos de las algebras, grupos,
modulos, nos lleva a estudiar una clase particular de reticulas: aquéllas cuyos elementos son
supremos de elementos compactos. En nuestro ambito, compacto quiere decir justamente ex-
presable como imagen de una operacién con un namero finito de argumentos. En esta seccién
tratamos la nocién de compacidad en una reticula, y exponemos algunas propiedades de esta

clase de reticulas.

DEFINICION 1.7.1. Un elemento ¢ de una reticula completa L es compacto si VX C
Lc<VX = JF C X(¢c < VF y F esfinito) ), y es S—compacto si para cada L O D
dirigido superiormente (¢ < VD = 3dy € D(c < dp)).

Lo primero que establecemos es que las dos definiciones anteriores son equivalentes.

PROPOSICION 1.7.2. Un elemento de una reticula completa es compacto si y sélo si es

S—compacto.

DEMOSTRACION. ( =) Sea ¢ un elemento compacto de una reticula completa L tal que
¢ < VD, con D un subconjunto dirigido superiormente de L. Entonces, por la definicién de
compacidad, hay un subconjunto finito ' C D tal que ¢ < VF'. Este subconjunto F', por ser

finito, tiene una cota superior en D, digamos dy, asi que ¢ < VF < dj y ¢ es S—compacto.

( < ) Sean ahora ¢ € L S—compacto tal que ¢ < VX. Para aplicar la definicién, nece-
sitamos un conjunto dirigido superiormente D que cumpla que ¢ < VD vy sus elementos sean
supremos de subconjuntos finitos de X. Proponemos entonces D={VF | FF C X, F finito}.
Si a=V F, b=V F' € D, entonces es claro que a Vb = V(F U F’) € D, asi que en efecto se
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trata de un conjunto dirigido superiormente. Mas atn, VD = VX trivialmente VX contiene
a cualquier elemento de D, de modo que VD < V.X; por otro lado, si x € X, tenemos que
x=V{z} € D, con lo cual x < VD y en consecuencia VX < VD, y se da la igualdad. Por lo
tanto, ¢ < VD y luego, por la S—compacidad de ¢, existe un VF € D que contiene a ¢, lo cual
completa la demostracion.

\/X_:\/D

U

Establecemos dos propiedades elementales de los elementos compactos en una reticula:
OBSERVACION 1.7.3. Los supremos finitos de compactos también son compactos.

DEMOSTRACION. Es suficiente hacer la demostracién para el supremo de dos elementos
compactos. Sean a, b elementos compactos. Por la proposicién anterior, si L O D es un conjunto
dirigido superiormente tal que a Vb < VD, entonces existen d,d’ € D talesque a < d, b < d
( pues a,b < aVb). Luego, hay un elemento d’ € D tal que d Vv d' < d”, asi que a Vb <
dvd <d’, conlo cual aVbes S—compacto. O

OBSERVACION 1.7.4. Si ¢ es compacto en una reticula L con 1y a es cualquier elemento

de L, entonces a V ¢ es compacto en 1/a.

DEMOSTRACION. Supongamos que aV ¢ < VD con D un conjunto dirigido superiormente
en 1/a. Entonces ¢ < dj para algin dy € D,y aV ¢ < aV dy = dy. O

LEMA 1.7.5. Sea L compactamente generada y a < k < b. Entonces k es compacto en

b/a siy sélo si hay un ¢ compacto en L tal que k = aV ¢ <b.

DEMOSTRACION. ( = ) Sea k = Ve; con ¢; compacto en L. Entonces k = a V k =
\I/(a V ¢;), pues L es continua superiormente (ver la definicion 1.8.1 y la proposicién 1.8.4).

Notemos que cada a V ¢; < b, puesto que ¢; < k < b, asi que k < b. Ademas, hay F' C I finito
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tal que k = \bg(a Ve)=aV (\écz) Sea c= Y ¢ Entonces k = aVc < by ces compacto en
L, por ser supremo finito de compactos (1.7.3).

(<= )Sea X Cb/atal que k < VX.Comoc<k=uaVec, existe ' C X finito tal que
¢ < VF. Luego, aV ¢ < VF yaque F Cb/a. .. kescompactoen b/a. O

La siguiente proposicién caracteriza la compacidad en las reticulas de submédulos y sub-

grupos. Hacemos la demostracién para el primer caso.

PROPOSICION 1.7.6. Sea p M. Entonces N < M es compacto si y sélo si N es finitamente
generado:
DEMOSTRACION. Como N = Y Rz, si N es compacto existe N D F' finito tal que
zeEN

N < > Rz, asi que N = > Rz y es finitamente generado. Por otro lado, si N es finitamente
z€EF zeF

my

generado, digamos por {z1, ..., z,}, y N < ) N; con N; < M, entonces xj, = ) _ay jng; con
i€l j=1

aij € R, ny, € Ny, , kj € I, paratoda k = 1, ... ,n. Luego, podemos tomar F={k; € I |

1 <k<n,1<j<m}, que es finito y cumple que N < 3 Ny, Esto altimo nos dice N
k’jEF
es compacto. ]

DEFINICION 1.7.7. Una reticula completa es compacta si el elemento 1 es compacto.
EJEMPLO 1.7.8. Sg(M) es compacta si y sélo si M es finitamente generado.

A continuacién vemos que podemos relacionar la propiedad neteriana con la compacidad;

es decir, con la generacién finita (de submdédulos, subgrupos, . . . ):

PROPOSICION 1.7.9. Una reticula completa L es neteriana si y sélo si todos sus elementos

son compactos.

DEMOSTRACION. ( = ) Es consecuencia directa de la proposicién 1.6.3.

(<= ) Sean a; < ay < ... una cadena en L. Por la hipétesis, \I\/]an <V{a;, ...,a; } para
algunos i; < ... < € N. Pero V{a;,, ...,a; } = a;,, asi que a,, < \R/]an < a;, < a, para
toda m > iy; es decir, a,, = a;, si m > ix. .. L cumple la CCA y luego es neteriana (ver
1.6.2). 0

De las dos proposiciones anteriores obtenemos precisamente una de las caracterizaciones de

los médulos neterianos:

COROLARIO 1.7.10. R M es neteriano si y sélo si todos sus submdédulos son finitamente

generados.

DEFINICION 1.7.11. Sea L una reticula con 0. Decimos que x es un atomo de L si 0 < z,
y un atomo dual o coatomo ( en una reticula L con 1) si es un elemento maximo en L\{1}.
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LEMA 1.7.12. (Krull) Sean L compacta y 1 # a € L. Entonces L tiene al menos un
coatomo.

DEMOSTRACION. Veamos que podemos aplicar el Lema de Zorn al conjunto A=1/a—{1}:
si C' es una cadena en A, entonces, usando la S—compacidad de 1, si VC =1, se tendria 1 < ¢
para algin ¢ € C, con lo cual 1 = ¢,, pues toda cadena es un conjunto dirigido. Pero esto
contradice que ¢y € A. Asi, VC # 1, y es obvio que también a < V', es decir, tenemos que
VC € A, y luego puede aplicarse dicho lema para asegurar la existencia de un maximo en A,

que es lo que queriamos.

L.Z
=

\/.Ii
1

X2

1
m
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| T
| :

|
|
a

O

DEFINICION 1.7.13. Una reticula completa es compactamente generada o algebraica

si todos sus elementos son supremos de elementos compactos.

OBSERVACION 1.7.14. La generacién compacta generaliza la propiedad neteriana (ver
1.6.2): si ap < a; < ... en una reticula compactamente generada (completa), entonces
\1\/1% = \I/ci para algin conjunto de indices I, con cada ¢; compacto. Si I es finito entonces,
usando la S—compacidad, como una cadena es un conjunto dirigido superiormente, tenemos
que para toda i; € I, ¢;; < ay, para algin k; € N. Asi, existe k, tal que ¢; < ay, Vi € I,y

luego Ve; < ag, < Var = V¢, con lo cual m > k, = a,, = ay,.
I N I

En cuanto a la cerradura bajo subreticulas de las compactamente generadas, sélo podemos
decir, en general, lo siguiente:

OBSERVACION 1.7.15. Un intervalo de la forma a/0 de una reticula compactamente gene-
rada L, es también compactamente generado.



1.7. RETICULAS COMPACTAMENTE GENERADAS. 29

DEMOSTRACION. Si x € a/0, entonces =z = \I/Ci con cada ¢; € L un elemento compacto.
Obviamente, para cada i, ¢; < x < a; es decir, ¢; € a/0. Ademas, cada ¢; es compacto en
a/0, pues un conjunto dirigido superiormente en a/0 es a fin de cuentas un conjunto dirigido
superiormente en L. Asi, la subreticula a/0 es compactamente generada. O

A continuacién justificamos la denominacién algebraica para esta clase de reticulas comple-
tas:

PROPOSICION 1.7.16. La reticula de submédulos (o subgrupos) de cualquier R—médulo
izquierdo M (grupo) es compactamente generada.

DEMOSTRACION. Hacemos la demostracién para médulos: siempre podemos escribir M =

> Rz, y cada Rx es compacto (finitamente generado; ver 1.7.6 ). O
xeM

DEFINICION 1.7.17. Una reticula es H—neteriana si toda cota inferior de cada uno de sus
elementos compactos es también compacta.

Presentamos ahora un resultado de R—médulos que nos dard una caracterizacion de los

mdédulos cuya reticula pertenece a esta clase.
TEOREMA 1.7.18. Son equivalentes, para un anillo R:

(1) R es neteriano izquierdo.

(2) R tiene un generador neteriano.

(3) Todo R—médulo izquierdo finitamente generado es neteriano.

(4) La clase de los R—mddulo izquierdos finitamente generados es cerrada bajo submédu-
los.

DEMOSTRACION. ( 1. = 2. ) Es trivial, pues R es un generador de si mismo.

( 2. = 3. ) Sea gG tal generador. Un mdédulo finitamente generado es isomorfo a un
cociente de una suma directa finita de copias de R (y por tanto de copias de GG). Ademas, sa-
bemos que las sumas directas finitas de médulos neterianos (artinianos) son también neterianas
(artinianas). Asi, un médulo finitamente generado es isomorfo a un cociente de un médulo ne-
teriano. Entonces, aplicando el Teorema de la Correspondencia (1.2.15) y la proposicién 1.6.5,
podemos concluir que todo médulo finitamente generado es neteriano.

( 3. = 4. ) Es inmediato del corolario 1.7.10 .

(4. = 1. ) Como rR es finitamente generado, la hipétesis implica que todo submédulo
suyo también lo es. Por lo tanto, aplicando de nuevo 1.7.10, g R es neteriano. O

Con el teorema anterior y la proposicién 1.7.6, obtenemos:

COROLARIO 1.7.19. La reticula de submédulos de un R—modulo es H—neteriana si y sélo
si R es neteriano.
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1.8. Reticulas continuas superiormente.

Para terminar este capitulo, definimos otros dos tipos de reticulas, los cuales incluyen a las

compactamente generadas:

DEFINICION 1.8.1. Una reticula completa L es continua superiormente si para todos
a € L D D dirigido superiormente, a A (VD) = Yoan d.
S

OBSERVACION 1.8.2. Usando la misma notacién que en la definicién anterior, en toda
reticula L se da la desigualdad a A (VD) > X(a A d), pues claramente a A (VD) > a A d para
toda d € D. Ademas, la clase de las reticulas continuas superiormente es (obviamente) cerrada
bajo subreticulas.

PROPOSICION 1.8.3. Toda reticula completa neteriana es continua superiormente.

DEMOSTRACION. Primero notemos que en toda reticula neteriana, cualquier conjunto di-
rigido superiormente D tiene un elemento mayor:

Si dy € D es un elemento maximo en D y d es cualquier otro elemento suyo, entonces
existe d' > d, dy, lo cual implica d = dy > d para toda d € D.

Ahora tomemos cualquier a € L y D C L dirigido superiormente con elemento mayor dy.
Entonces VD =dy y \Ié(a Ad) =aAdy (pues a A dy es el mayor del conjunto {a A d}p). Asi,
aN(VD)=aANdy= \lé(a A d), con lo que L es continua superiormente. O

PROPOSICION 1.8.4. Si L es compactamente generada, entonces es continua superiormen-
te.

DEMOSTRACION. Queremos ver que Sean a € L D {z;}; dirigido superiormente. Por la

observacion anterior, basta mostrar que a/\(\I/xi) < \I/(a/\xi)). Tomemos {¢;}, € L un conjunto
de elementos compactos tales que a A (\]/xl) = V. Claramente, Vj € J (¢; < a A (\I/xz)) asi
que ¢; < \I/acz y la compacidad implica que Vj € J3i; € I (¢; < xy,). Ademas, Vj (c; < a),

con lo cual ¢; <a Az < \]/(a A ;). Entonces vemos que a A (Y:L*Z) =V < \I/(a ANx;). O
PROPOSICION 1.8.5. En una reticula continua superiormente L, todo d4tomo es compacto.

DEMOSTRACION. Sean a € L un dtomo y L O D un conjunto dirigido superiormente tal
que a < VD, y supongamos que Vd € D (a £ d). Como a es un atomo, Vd € D(aNd €
{0,a}), asi que por nuestra suposiciéon, Vd € D(a Ad = 0) (puesaANd =a < a < d).
Entonces a = a A (VD) = dé/D(a Ad) =V0 =0, lo cual es imposible. O

LEMA 1.8.6. Una reticula L es continua superiormente si y sélo si para cadaa € L O X,
Po(X) el conjunto de subconjuntos finitos de X, a A (VX) = B 7;/(X)(a A (VEF)).
€Po
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DEMOSTRACION. ( = ) Obviamente, a A (VX) < B 7;/(X)(oz A (VF)), pues para cada
€Po
F € Py(X), an (VX) > aA (VF). Ademas, la igualdad es trivial si |X| € N. Supongamos

entonces que X es infinito, para proceder por induccién transfinita:

Supongamos que la igualdad es verdadera para cualquier subconjunto de L de tamafio
estrictamente menor que |X|, que « es el minimo ordinal tal que |a| = | X|y que X = {x¢}ecq.
Si escribimos X = {z,},<¢, entonces | X¢| < | X| para toda § < ay {VX¢}ecn €s una cadena.
Ademas, VX = g\</a(\/X5): Ve e X3, <aVp>n,(zr =2, <VX, < £\</a(\/X5)) y por
tanto, VX < 5\</a(\/X§); la otra desigualdad es obvia. Asi, por la continuidad superior de L y

la hipétesis de induccién,

a A (VX) =an(V (VX)) = V (@A (VX))
= 5\</C¥(F€7¥(X§)(a A (VF))) = pe o (@A (V)

La altima igualdad se da porque claramente todo subconjunto finito de X es un subconjunto
finito de algin X,.
( <) Sea D C L dirigido superiormente. Para cada F' € Py(D) existe dr € D tal que

dp > VF, conlocual aA(VF) < andp < V (and). Entonces aA(VD) = VvV (aA(VF)) <
deD FePy(D)

d\/D(a A d). Por otro lado, la desigualdad contraria siempre se cumple, pues d = V{d}. O
S

PROPOSICION 1.8.7. Sea L continua superiormente. Si a/0 es neteriana, entonces a es
compacto en L.

DEMOSTRACION. Supongamos que a < VX. Por 1.7.9, a es compacto en a/0 y por el

lema anterior a = a A (VX) = B 7;/(X)(a A (VF)). Entonces, como cada a A (VF) € a/0, hay
€Po

Fi, ..., F, € Py(X) tales que a = \?(a A (VE})). Si definimos F'= L?;J F;, entonces F' € Py(X)

y VF > VF, para toda 1 < i < n, de modo que a = \?(a/\ (VF})) <aA(VF)<VFyaes
compacto en L. O

DEFINICION 1.8.8. Decimos que a € L es neteriano si a/0 es neteriana.

LEMA 1.8.9. Sea a un elemento de una reticula continua superiormente L. Entonces los
elementos compactos en a/ 0 son exactamente los elementos compactos en L que pertenecen
aalo.

DEMOSTRACION. Claramente, todo ¢ € a/0 compacto en L es compacto en a/0, pues
un sistema dirigido en a/0 es también un sistema dirigido en L. Por otro lado, si ¢ € a/0 es
compacto en /0y ¢ < VD, D un subconjunto de L dirigido superiormente, entonces, por la
continuidad superior de L, c=aAc < aA (VD) = dé/D(a Ad)y luego ¢ = dé/F(a A d) para
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algin F C D finito (pues cada a Ad € a/0y {a A d}qep es dirigido superiormente). Luego
existe dy € D tal que dy > d para toda d € F, con lo cual ¢ < aAdy < dy. Asi, ¢ es compacto
en L. [

TEOREMA 1.8.10. Sea L continua superiormente. Entonces todo elemento compacto es
neteriano si y sélo si L es H—neteriana.

DEMOSTRACION. ( = ) En vista de la proposicién anterior, si todo elemento compacto
es neteriano, entonces es lo mismo ser neteriano en L que ser compacto en L. Ademas, es claro
que toda cota inferior de un elemento neteriano es también neteriana. Por lo tanto, toda cota
inferior de un elemento compacto es a su vez, compacta.

( <= ) Sea ahora ¢ compacto en L. Entonces, por la hipétesis, todo elemento de ¢/0
es compacto en L y por el lema anterior, todo elemento de ¢/0 es compacto en ¢/0. En
consecuencia, ¢/0 es neteriana (1.7.9). O

Ahora definimos la nocién de inductividad, que generaliza la de continuidad superior.

DEFINICION 1.8.11. Una reticula completa L es inductiva si cada uno de sus intervalos
satisface la siguiente condicién, llamada condicién (B) :
Para toda cadena {x;}; C Lya € L, si aAz; =0 para toda i, entonces a A (\I/xz) = 0.

OBSERVACION 1.8.12. Si L es continua superiormente, entonces es inductiva.
DEMOSTRACION. Si {z;}; € L 5 a como en la definicién, entonces

a/\(\l/mi):\I/(a/\xi):\/(J:O



Capitulo 2

El zoclo y el radical.

Hay dos nociones generales de descomposiciéon y composicién: la primera estd dada en
forma de un supremo o infimo particular de la reticula; la segunda, por una cadena maxima de
elementos entre, por ejemplo, 0 y el sujeto en cuestién. En otras palabaras, la primera forma
de descomponer un médulo, grupo, etc. , es escribiendo X = VS ( X = AS ); la otra es dar
una cadena de elementos contenidos en X, que formen intervalos simples, a la cual se conoce
como serie de composicién. En este trabajo nos enfocamos en la segunda manera de describir la
estructura de una reticula. Sabemos que hay una caracterizacién fundamental de este proceso: el
Teorema de Jordan-Hdlder, que afirma la unicidad, salvo permutaciones, de los factores simples
que componen un modulo, grupo, etc. . Sin embargo, no todas las reticulas tienen una serie
de composicién. jQué es entonces lo mas cercano a ella que podemos construir? El zoclo y el
radical, conceptos mutuamente duales, nos proporcionan formas naturales de producir una serie
ascendente o descendente en una reticula, tomando en cuenta a cada paso todos los elementos

minimos o0 maximos, respectivamente.

2.1. Elementos esenciales y seudocomplementos.

A lo largo de esta seccion, L denotara una reticula completa.

DEFINICION 2.1.1. Se dice que e € L es esencial en L si paratodo 0 # x € L, e Ax # 0.
Un elemento u € L es una extensién esencial de otro elemento a si a < u y a es esencial
en el intervalo u/0; y un elemento a € L es esencialmente cerrado si no tiene extensiones
esenciales propias.

Por otro lado, diremos que b € L es un seudocomplementode a € LsiaAb=0yb
es maximo con respecto a esta propiedad. Diremos que L es seudocomplementada si todo
elemento suyo tiene al menos un seudocomplemento, y que es relativamente seudocomple-

mentada si todo intervalo suyo es seudocomplementado.
Primero, damos una relacién entre los conceptos de complemento y seudocomplemento:

PROPOSICION 2.1.2. En una reticula modular con 0 y 1, todo complemento es un seudo-

complemento.

DEMOSTRACION. Si a’ es un complemento de a, entonces, por definicién, a Aa’ = 0y
aVa = 1. Sea ahora b/ > a tal que a AV = 0. Entonces ¥’ = V' A1 =V A (aVd) =
33
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aV(aANb)=d V0 =d,y en consecuencia a’ es maximo con respecto a la propiedad
aNz=0. 0

OBSERVACION 2.1.3. Si en la proposicién anterior eliminamos la hipétesis de la modulari-
dad, la conclusién es, en general, falsa: en la reticula del pentagono,

0

a es complemento pero no seudocomplemento de c.

Ademas, ain en reticulas modulares, el reciproco de la proposicion anterior no siempre es

valido:

OBSERVACION 2.1.4. En la siguiente reticula modular, b es seudocomplemento mas no

complemento de a:

a/C\b
N,/

PROPOSICION 2.1.5. En una reticula con 0, todo seudocomplemento es esencialmente

cerrado.

DEMOSTRACION. Si b es un seudocomplemento de a en L y ¢ > b es una extensién
esencial suya, entonces se tiene a A ¢ # 0. Mas aln, como b es esencial en ¢/0, entonces
0#bA(aNc)= (aNb)Ac, pero esto contradice que a A b = 0. Por lo tanto, b no puede
tener extensiones esenciales propias. 0]
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En esencia, la proposicion anterior se cumple porque en una reticula no puede ocurrir
aNb < x < a,b. Una extension esencial propia de b en la proposicién anterior tendria un

diagrama como el siguiente, que no representa una reticula:

c
7
e
Ve
/ N
7
a e b
| P /1
[ - /0
L7 7
/
N s
AN / |
\ /
N2 |
° |
A I
N
~ |
N
~ |
O=aAbd

A continuacién damos otra descripcion de los seudocomplementos, valida en toda reticula

(completa) modular acotada :

PROPOSICION 2.1.6. Sea L una reticula modular con 0 y 1. Entonces b es seudocomple-
mento de a en L si y sélosiaANb=0yaVbesesencial en 1/b.

DEMOSTRACION. b es seudocomplemento de a en LsiysélosiaAb=0yVc > b(aNc#
0), lo cual ocurre siy sélosiaANb =0y Ve >b(aAc LDb) (puesaNc<b = alc=
aA(aNc) < aAb=0conloque aAc = 0; ademas, si aAc = 0, entonces obviamente aAc¢ < b).
Lo anterior también es equivalente a que aAb =0y Ve >b(b<bV(aAc)=cA(aVD)), ya
que siempre ocurre que b < bV (aAc)yb=>bV (aAc) <= aAc<b. Lo dltimo nos dice

justamente que a Ab =0y el elemento a \V b es esencial en el intervalo 1/b. O

En esta demostracién vemos que la modularidad ( ver 1.3.1 ) fuerza a que haya un diagrama

como éste:
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También podemos presentar la demostracién de otra manera:

DEMOSTRACION. ( = ) Supongamos que b es seudocomplemento de a en L, pero a Vb
no es esencial en 1/b. Entonces existe algin ¢ > b tal que (a vV b) A ¢ = b, pues sabemos que
siempre ocurre que b < bV (aAc) < (aVb)Ac (ver 1.3.2). Pero entonces también bV (aAc) = b,
asi que aAc < by luego (aAc)V(aAb) =aAc>0=aAb= (aV(aAc))ADb, en contradiccion
con la desigualdad establecida en 1.3.2, pues ésta nos dice que (aAc)V (aAb) < (aV(aAc))Ab.
En otras palabras, bajo esta suposicién, tendriamos un diagrama como el siguiente, en el cual

setendria 0 =aAb<aAc<a,b, locual es imposible en una reticula.

aVb c

o

a

7

O=aAb
( <= ) Ahora supongamos que a V b es esencial en 1/by a Ab = 0, pero b no es

C

seudocomplemento de a. Entonces existe ¢ > b tal que a A ¢ = 0 pero (aVb) Ac > b, con lo
que tendriamos una reticula no modular, pues 0, a,b, (a\V b) A ¢,aV b formarian un pentagono
(ver 1.3.8 ) :
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O

COROLARIO 2.1.7. Sea L una reticula modular con 0. Si b es seudocomplemento de a en

L, entonces a \V b es esencial en L.

DEMOSTRACION. Sea 0 # x € L. Distinguimos dos casos:

Six <b entoncesz <aVby(aVb ANx=x#0.

Por otro lado, si © £ b, entonces b < bV x (puesb < bV yb=>bVximplica b > x).
Ademas, como vimos en la demostracién del resultado anterior, tenemos que V¢ > b(b <
bV (aANc)=cA(aVb)), de modoqueb < (bVz)A(aVb)=bV((aVb)Az), locual nos
dice que (a vV b) Ax # 0. O

Las reticulas inductivas (ver 1.8.11) son seudocomplementadas. Esta clase de reticulas
incluye a las continuas superiormente (ver 1.8.12), en particular a las compactamente generadas
(ver 1.8.4). Daremos la demostracién de este hecho, partiendo de las compactamente generadas,

para tener una mayor claridad de cémo se relacionan estos conceptos.
PROPOSICION 2.1.8. Una reticula L compactamente generada es seudocomplementada.

DEMOSTRACION. Sea a € L. Como L es completa (por ser compactamente generada),
entonces AL =0 € L, el cual cumple que a A 0 = 0. Asi, el conjunto parcialmente ordenado
A={x € L | a ANz = 0} es no vacio. Veamos ahora que toda cadena en él estd acotada
superiormente, para luego aplicar el Lema de Zorn, el cual nos proporcionara un seudocomple-
mento de a: si C' es una cadena en Ay a A (VC) # 0, entonces hay un elemento compacto,
digamos ¢, tal que 0 # ¢ < a A (VC). Esto altimo pues como L es compactamente generada,
aN(VC) = Ve; con ¢; compacto; luego, como a A (VC) # 0, ¢; # 0 para alguna i € I,y
es este elemento al que llamamos ¢ antes. Asi, ¢ < a,VC, y al ser una cadena un conjunto
dirigido superiormente, resulta que ¢ < xg € C, y luego 0 < ¢ < a A x, lo cual contradice que
xo € A. Entonces debe tenerse a A (VC') = 0, con lo que se cumplen las hipétesis del Lema de

Zorn y A tiene al menos un elemento maximo; esto es, existe un seudocomplemento de a en
L. 0]
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EJEMPLO 2.1.9. Usando el ejemplo 1.7.16 y la proposicién anterior, vemos que para todo
R-médulo M, Sr(M) es seudocomplementada.

La proposiciéon anterior es de hecho consecuencia de los siguientes dos resultados mas
generales (ver 1.8.4 y 1.8.12)

PROPOSICION 2.1.10. Toda reticula continua superiormente es seudocomplementada.

DEMOSTRACION. Sean a € L continua superiormente y A={z € L | a Az = 0}. Clara-
mente 0 € Ay si {x;} es cualquier cadena en A, entonces a A (\I/xz) = \I/(a/\xi) =Vv{0} =0
ya que L es continua superiormente y toda cadena es un conjunto dirigido superiormente. Esto
nos dice que \I/xl € Ay obviamente este elemento es una cota superior para la cadena. Entonces
estamos en condiciones de aplicar el Lema de Zorn, que asegura la existencia de maximos en

A, que no son otra cosa que los seudocomplementos de a en L. O

En el argumento anterior, lo importante es que puede asegurarse que si a A x; = 0 para
alguna cadena {z;}; C L, entonces a A (\I/xz) = 0. Luego puede aplicarse el Lema de Zorn
para obtener un seudocomplemento de @ en L. Tomando en cuenta lo anterior, la proposicion

siguiente es consecuencia inmediata de la definicién 1.8.11:

PROPOSICION 2.1.11. Toda reticula inductiva es seudocomplementada.
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TEOREMA 2.1.12. Sean L una reticula modular continua superiormente y b un seudo-
complemento de a en L. Entonces existe ¢ € L maximo con respecto a las propiedades
a < c,bANc =0, que es una extension esencial maxima de a en L. Mas adn, b y ¢ son

mutuamente seudocomplementos.
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DEMOSTRACION. Primero mostramos la existencia de tal elemento c:

Consideremos el conjunto A={x € L | a < z, b Az = 0} parcialmente ordenado por la
contencién, y una cadena {z;}; C A. Obviamente, a € A # () , y por la continuidad superior
de L, bA (\I/azz) = \I/(b/\xi) = V{0} = 0. Ademas es claro que a < Vi, de modo que Va; € A
y podemos aplicar el Lema de Zorn para asegurar la existencia de un maximo en A, al cual
llamamos c.

Veamos que a es esencial en el intervalo ¢/0: supongamos que para algin y < ¢, aAy = 0.
Demostraremos que y < b, y asi obtendremos y = bAy < bAc =0, con lo cual a es esencial en
¢/0. En efecto, y < b, yaquebVy =bpuesaA(bVy)=(aNc)NbVy) =aA(cA(bVYy)) =
aN(yV(bAc)=aANy=0ybVy>Db, que es seudocomplemento de a en L.

Ahora mostramos la maximidad de ¢ como extensién esencial de a: si ¢ > ¢ es otra extension
esencial de a en L, entonces bA ¢ # 0,y luego a A (bA ) # 0 (pues a es esencial en ¢//0 ).
Pero entonces a Ab > a A (bA ) > 0, lo cual contradice que b sea un seudocomplemento de
a(anb=0).

Por altimo, es claro que el elemento ¢ es un seudocomplemento de b en L, y por otro lado,
si b > b, tenemos: 0 £ a AV < ¢ AV, asi que b es maximo con respecto a la propiedad
cNu=0,ué€L. O
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Como corolario del resultado anterior y la proposicién 2.1.5, obtenemos otra caracterizacion

de los seudocomplementos en la clase de las reticulas modulares continuas superiormente.

COROLARIO 2.1.13. En una reticula modular continua superiormente L, los seudocomple-
mentos (en L) son precisamente los elementos esencialmente cerrados (en L).

DEMOSTRACION. Por la recién mencionada proposicién, basta mostrar que los elementos
esencialmente cerrados de L son seudocomplementos (de algiin elemento) en L. Sea entonces
a esencialmente cerrado en L. Por la proposicién 2.1.10, existe b un seudocomplemento de a en
L. Aplicando entonces el teorema anterior, tenemos un ¢ € L seudocomplemento de b, que es

a la vez una extensién esencial de a en L. Pero entonces a = ¢, por ser esencialmente cerrado,
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y éste es un seudocomplemento (de b) en L.

Combinando este corolario con el teorema, obtenemos directamente:

COROLARIO 2.1.14. Sea b un seudocomplemento de a en una reticula modular continua

superiormente. Entonces a es esencialmente cerrado si y sélo si a es seudocomplemento de b.

PROPOSICION 2.1.15. En una reticula modular seudocomplementada L, un elemento b es
seudocomplemento de a en L si y sélosia ANb =0, aV b es esencial en L y b es esencialmente
cerrado en L.

DEMOSTRACION. ( = ) Se da por la definicién de seudocomplemento, el corolario 2.1.7
y la proposicién 2.1.5.

( <= ) Usaremos la caracterizacién de los seudocomplementos establecida en 2.1.6, para
lo cual es suficiente demostrar que a V b es esencial en 1/b. Supongamos lo contrario. Entonces
existe algin elemento u > b tal que (a V b) A u = b. Por otro lado, como b es esencialmente
cerrado en L, b no es esencial en u/0, asi que existe un 0 < v < u tal que b A v = 0. Pero
entonces 0 =bAv = (aVb)AuAv=(aVb)Awv, locual contradice la hipétesis de que a \V b
sea esencial en L. Asi, debe ocurrir que a\V b es esencial en 1/b, y luego b es seudocomplemento
deaen L.
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2.2. El zoclo.

En general, en una reticula podemos tomar un elemento, al que fijamos como 0 , y tratar
de encontrar atomos por arriba de él, para luego tomar el objeto mas pequefio que los contenga
a todos (en el sentido de orden; no estrictamente de contencién) ; es decir, se trata de ir
agregando recursivamente los supremos de los elementos que son simples a partir del elemento
anterior.

A lo largo de esta seccién y la siguiente, L denotarad una reticula con cero.

DEFINICION 2.2.1. El zoclo de L, denotado por z(L), es el supremo de todos los atomos
de L.

Establecemos algunas de sus propiedades basicas:
PROPOSICION 2.2.2. Sean a,b € LO{a;};. Entonces:

(1) 2(a/0) < a
(2) a <b = z(a/0) < 2(b/0)
(3) =((ha)/0) < Ax(a;/0)
(4) y(ai/0) < =((ya)/0)

DEMOSTRACION. La primera afirmacion es obvia. Para la segunda, basta notar que todo
atomo en a/0 es también un atomo en b/0, pues b > a.

(3.) Por la propiedad 2. , para cada i, z((/I\al)/O) < z(a;) (pues Nai < a;). Esto implica
que z((/I\ai)/O) < /I\z(ai/O).

(4.) Aplicando de nuevo la propiedad 2. , esta vez a a; < \I/ai, obtenemos, para cada i, la
desigualdad z(a;/0) < z((\[/a,-)/O), la cual implica que \I/z(ai/O) < Z((\I/CL@')/O)- O

DEFINICION 2.2.3. Si todo elemento de L es un supremo de atomos, diremos que L es
generada por atomos o localmente atémica, y si todo intervalo de L de la forma x/0 con

x > 0 contiene al menos un dtomo, diremos que L es atémica.
EJEMPLO 2.2.4. Obviamente toda reticula artiniana es atémica.

PROPOSICION 2.2.5. Si un intervalo de la forma x/0 en una reticula modular complemen-

tada tiene un maximo propio, entonces tiene también un dtomo.

DEMOSTRACION. Sea = un elemento que contiene un atomo dual a. Consideremos el
intervalo x/0. Por 1.5.7, existe un complemento de a en /0, digamos a’. Entonces, aplicando
1.3.10 obtenemos: x/a = aV d'/a = d'/a N a' = d'/0, asi que a’/0 es simple; es decir, a’ es
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un 4tomo.

LEMA 2.2.6. Una reticula modular compactamente generada y complementada es generada

por atomos.

DEMOSTRACION. Todo elemento compacto ¢ que no es un atomo, contiene al menos
un coatomo: esto se sigue de aplicar el lema 1.7.12 a la subreticula compacta ¢/0. Ademas,
aplicando a este intervalo la proposicién anterior, vemos que ¢ contiene algin atomo. Asi, como
la reticula en cuestion es compactamente generada, concluimos que todo elemento x # 0
contiene por lo menos un atomo.

Ahora, para = # 0, definimos z,=V {a | 0 < a < z}, el cual claramente cumple que
x > z,. Veamos que se da la igualdad: si z, < z, por la proposicién 1.5.7 podemos encontrar un
complemento ¢ de z, en el intervalo /0. Pero ¢ # 0 (pues de otro modo 2 = 2, V¢ = 2z, < x)
y luego ¢ contiene algiin atomo, con lo que z, A ¢ # 0, lo cual es imposible al ser ¢ un
complemento de z, en 2/0. ". x = z, y la reticula es generada por atomos. O

LEMA 2.2.7. Si e es esencial en L, entonces z(L) < e.

DEMOSTRACION. Si a es un atomo de L, entonces es claro que a A e € {0,a}. Ademas,
como e es esencial y a # 0 (pues 0 < a), a Ae # 0, de modo que a A e = a. Asi, a < e. Como

esto ocurre para cualquier atomo, entonces z(L) < e. O
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Tenemos entonces el siguiente diagrama, donde llamamos z al infimo de todos los esenciales
en L.

TEOREMA 2.2.8. En una reticula modular compactamente generada L, el zoclo es el infimo
de todos los elementos esenciales.

DEMOSTRACION. Sea z=A{z | x es esencial en L}. El lema anterior nos dice que z(L) <
z. Para establecer la desigualdad contraria, aplicaremos el lema 2.2.6 a la subreticula z/0 para
ver que es generada por atomos. Asi, z serd un supremo de atomos, de lo cual es inmediato
que z < z(L).

Veamos entonces que z/0 cumple con las hipétesis de dicho lema: por 1.3.3, 2/0 es modular,
y por 1.7.15, es compactamente generada. Por otro lado, como L es seudocomplementada (ver
2.1.8), si x € z/0, entonces podemos tomar un seudocomplemento suyo en L, digamos ¢. Por
2.1.7 sabemos que V¢ es esencial en L, asi que z < xV¢, con lo cual z = zA(zVe) = zV(2Ac).
Pero x A (2 A¢) < o Ac=0; es decir, z A ¢ es un complemento de z en el intervalo z/0 y
luego éste es complementado, con lo que se cumplen las suposiciones de 2.2.6 y como dijimos
antes, z < z(L). Con lo anterior,z = z(L), que es lo que queriamos demostrar.
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COROLARIO 2.2.9. En una reticula modular compactamente generada L, la subreticula

2(L)/0 es complementada.

DEMOSTRACION. Como en la demostracion del lema anterior, z(L)/0 es modular y com-
pactamente generada; por otro lado, L es seudocomplementada ( 2.1.8 ). Sean entonces
a € z(L)/0 y b un seudocomplemento de a en L. Por 2.1.6, a \V b es esencial en L, y por
el teorema anterior a Vb > z(L) = z(L) A (aVb) = aV (2(L) Ab). Ademas, a A (z(L) AND) <
aNb=0... a® (2(L)ANb) = z(L).
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PROPOSICION 2.2.10. Una reticula atémica completa tiene zoclo esencial.

DEMOSTRACION. Sea = > 0. Entonces, por hipétesis, hay un atomo a < =z, asi que
0 <a<z(L)Auz, pues por definicion a < z(L).
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Usando la proposicion y el teorema anteriores tenemos directamente:

COROLARIO 2.2.11. En una reticula modular atémica y compactamente generada, el zoclo

es el menor elemento esencial.

Por altimo, observemos que el zoclo nos da una forma de ir ascendiendo en una reticula, por
los escalones mas pequefios que contienen todo lo que hay entre cada uno y su antecesor: se
comienza por el 0, luego se considera z(L), luego z(1/z(L)), etc. . Esta idea da pie a construir

por recursion una cadena no decreciente de zoclos, a la que se conoce como serie de Loewy:

DEFINICION 2.2.12. Para una reticula con 0, definimos su serie de Loewy como sigue:
20(L)=0, za+1(L)=2(1/24(L)) para cualquier ordinal «, y za(L)éév 2o(L) si «v es un ordinal
<«

limite.

Es obvio que z(L) < z (L) < ..., y que existe algin ordinal « tal que 2,(L) = 2,(L)
para todo 1 > «; mas adn, que |a| <| L|. Tomando en cuenta que los ordinales estan bien
ordenados, tenemos naturalmente la siguiente nocién de longitud :

DEFINICION 2.2.13. Al minimo ordinal con la propiedad anterior, se le llama longitud de
Loewy de L.

2.3. Torsion.

El zoclo se construye con la finalidad de saber hasta dénde podemos llegar en una reticula
modular, subiendo de dos en dos niveles enteros, abarcando todo en el medio. De este modo,
es una herramienta natural para medir si una reticula modular contiene &tomos; mas ain, hasta
qué altura existen atomos en una reticula. Esto nos lleva a pensar en la siguiente propiedad
para reticulas modulares: que a cualquier altura puedan encontrarse atomos. En la teoria de
reticulas, a esta propiedad se le llama torsién. Traducida a médulos, la propiedad define la clase
de los semiartinianos, que son aquéllos para los cuales una imagen homomérfica no nula suya,

siempre contiene algin simple.

DEFINICION 2.3.1. Una reticula tiene torsidn (o es de torsidn, o semiartiana) si para todo
1 # a € L, el intervalo 1/a contiene algin dtomo. Si para todo 0 # a € L el intervalo a/0 es
infinito, entonces se dice que L es libre de torsién. Asi, una reticula no es semiartiniana si y
s6lo si tiene algin = < 1 tal que 1/x es libre de torsién, y en particular toda reticula artiniana

es semiartiniana.

OBSERVACION 2.3.2. La clase de las reticulas semiartinianas es cerrada bajo subreticulas
de la forma 1/a con a # 1 . En particular, la clase de los médulos semiartinianos es cerrada

bajo cocientes (por el Teorema de la Correspondencia; ver 1.2.15).

Comenzamos con una caracterizacidn:
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PROPOSICION 2.3.3. Una reticula modular L es semiartiniana si y sélo si existe un ordinal

o tal que z,(L) = 1.

DEMOSTRACION. ( = ) Como L es semiartiniana, para todo ordinal «, el intervalo
1/z4(L) contiene atomos, lo cual equivale a decir que z,.1(L) > z,(L). Entonces la serie de
Loewy de L es estrictamente creciente, y eventualmente llega al 1; es decir, z,(L) = 1 para
algin |o| <| L.

( <= ) Procedemos por induccién transfinita:

Si 0= 29(L) =1 entonces L = {0} y trivialmente es semiartiniana.

Si el enunciado es verdadero para algtn ordinal vy z,41(L) = 1, tomemos 1 > = € L.
Notemos que podemos suponer z,(L) < z,41(L), pues de otro modo habriamos terminado.
Primero, supongamos que = < 2,(L). Si x < z,(L), por la hipétesis de induccién z,(L)/x
contiene atomos, asi que 1/x también; por otro lado, si x = 2,(L), obviamente 1/z contiene
atomos, pues 1 = z,,1(L) = 2(1/z4(L)). Ahora, consideremos el caso en que z £ z,(L).
Entonces © > xAz,(L) < z,(L) y por el argumento anterior, z,(L)/x A zo(L) %d xVzo(L)/x
contiene atomos si & A zo(L) < z4(L), 0 bien z A z,(L) = z,(L) < . En este altimo caso,
notemos que hay algtn atomo en 1/z,(L) independiente de z, pues de otro modo = contendria
a tales atomos y # > z(1/2,(L)) = 1. Entonces, si a es un atomo en 1/z,(L) independiente

Y

de x, tenemos que a/z,(L) = a/(a A x) = a V x/x, de modo que 1/z contiene un atomo.

Por altimo, supongamos que la implicacién es verdadera para todo & < «, con « un
ordinal limite, y que z,(L)= £\</a 2¢(L) = 1 > x. Primero notemos que si hay algtn &, tal que
x < %, (L), la hipétesis de induccién implica que z¢,(L)/z y por lo tanto 1/x tienen dtomos.

Por otro lado, si x = z, (L), entonces, como z < 1 = f\/ z¢(L), para todo 1 > &, debe ocurrir
<o

x < z,(L), pues la serie de Loewy es no dectreciente. Asi, hemos cubierto el caso x < z, (L)
para algtn &. Si en cambio, V& < a(z £ z¢(L)), entonces V& < a (x> x A ze(L) < z¢(L)),
pero debe haber un &, tal que = A 2z, (L) < 2, (L), pues de otro modo = > z¢(L) para todo
¢ < a, lo que implicaria * > z,(L) = 1. Luego, por el argumento para el caso x < z¢ (L),
2eo (L) /2 N 2¢y (L) = x V 2¢,(L) /2 contiene atomos, con lo cual 1/x también. O

LEMA 2.3.4. Una reticula modular seudocomplementada y semiartiniana es atémica.

DEMOSTRACION. Sean a > 0y b un seudocomplemento suyo. Entonces b < 1, pues de otro
modo a = aAb = 0. Luego, 1/b contiene un dtomo, digamos u, para el cual se tiene a Au # 0.
Veamos que este elemento es un atomo en el total de la reticula: si 0 < z < a A u, entonces
b<bVx <bVu=u, donde la primera desigualdad se da puesb=bVer — 2 <b = = <
aANb=0, lo que contradice la suposicién sobre x. Mas ain, b< bV <u = bV =u,
asiqueaANu=uA(aAu)=bVa)A(aAhu)=xV (bAaAu)=2xV0=xy por tanto
O0<aNnu<a. O
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Con este lema y la proposicién2.2.10 obtenemos directamente:

PROPOSICION 2.3.5. Una reticula modular seudocomplementada y semiartiniana tiene zo-

clo esencial.

En vista del lema anterior, las reticulas semiartinianas también pueden caracterizarse de

manera analoga a como se caracterizan las artinianas y neterianas (verl.6.5):

PROPOSICION 2.3.6. Sean L una reticula modular continua superiormente y a € L. En-

tonces L es semiartiniana si y sélo si los intervalos 1/a, a/0 lo son.

DEMOSTRACION. ( == ) Ya hicimos notar que todo intervalo 1/a de cualquier reticula
semiartiniana es a su vez semiartiniano. Por otro lado, si x < a, entonces 1/x es semiartiniana
y por tanto atémica (lema 2.3.4 y proposicién 2.1.10). En consecuencia, hay un atomo u en
a/x; es decir, a/0 es semiartiniana.

(<= ) Seab < 1.Sia < b entonces 1/b tiene atomos, pues por hipétesis 1/a es de
torsién. Por otro lado, si a £ b, entonces a Ab < ay a/a Ab es de torsién, pues por hipétesis
a/0 es de torsion. Con esto, a/a A b contiene atomos. Pero como L es modular, entonces

a/aNb=aVb/b, con lo cual 1/b también contiene atomos. O

Como consecuencia de lo anterior, los médulos semiartinianos forman una clase de Serre.

PROPOSICION 2.3.7. Sean L una reticula modular y a = \I/ai. Sicada a;/0 es semiartiniana,

entonces también lo es a/0.

DEMOSTRACION. Sea x < a. Si Vi (a; < z), entonces se tendria a < z, lo cual contradice
la eleccion de x. Entonces a; £ x para algin indice 7. Esto equivale a decir que a; Az < a;, lo
cual implica que a;/a; A x contiene atomos. Pero a;/a; Ax = a;V x/z, con lo que a/x también

contiene atomos. O
COROLARIO 2.3.8. Una suma de médulos semiartinianos, es a su vez semiartiniana.

Recordamos que todo R—mddulo es cociente de una suma directa de copias de R. Entonces,

aplicando el Teorema de la Correspondencia y el corolario anterior, tenemos:

COROLARIO 2.3.9. Todo médulo izquierdo sobre un anillo semiartiniano izquierdo, es a su

vez semiartiniano.

Ahora damos una condicién suficiente para que una reticula semiartiniana sea artiniana,

pero antes un lema:

LEMA 2.3.10. Sea a un elemento de una reticula modular con 0 y 1. Si a/0 es artiniana y

u es un atomo en 1/a, entonces también /0 es artiniana.
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DEMOSTRACION. Sea x; > x9 > ... una cadena en u/0. Si hay alguna n tal que z,, < a,
como a/0 es artiniana, la sucesién debe ser finita. Si en cambio, para toda n se tiene x,, £ a,
entonces a < aV x, < uyasi aVx, = u, para toda n. Ademas, si z; < x;, entonces
aVz, =u=aVz;yahz <alxj, pero laigualdad de estos dos elementos implicaria,
por la modularidad, que z; = z; (ver 1.3.5). En consecuencia, si z; < z;, a A x; < a A xj, de
modo que si {x, }n fuera una sucesion infinita, también lo seria la sucesién {a A x, }n, lo cual

contradice la suposicién sobre a/0. .. u/0 cumple la CCD vy es, por tanto, artiniana. O

TEOREMA 2.3.11. Una reticula modular semiartiniana y neteriana es artiniana (y por tanto,
de longitud finita).

DEMOSTRACION. Como la reticula es neteriana, hay un elemento a maximo con la propie-
dad de que a/0 sea artiniana. Mostraremos que necesariamente a = 1. De no ser asi, el intervalo
1/a contendria un dtomo w. Pero por el lema anterior, u/0 resulta ser también artiniano, en

contradiccion con la maximidad de a. O

DEFINICION 2.3.12. Sea L una reticula con 0y 1. a € L es un elemento de torsidn si
a/0 es de torsién (semiartiniana). Denotamos por 7(L) al conjunto de elementos de torsién de
L.

PROPOSICION 2.3.13. Sea L seudocomplementada y modular. Entonces:

(1) Sean b < a. Entonces a € 7(L) siy sélo si b € 7(L) y a/b es semiartiniana.
(2) Si{a;}r € 7(L), entonces Va; € 7(L).

DEMOSTRACION. Para la primera propiedad, basta aplicar 2.3.6 a la reticula a/0.

Para la segunda: si z < \I/ai, entonces a; £ x para alguna j € I (de otro modo, = > \I/ai).
Asi, se tiene z A a; < a; y luego a;/x A a; m%d. x V a;/x contiene algin atomo, y por tanto
(\I/ai)/m también. O

Las propiedades enunciadas en esta proposicion son las de una teoria de torsion hereditaria.

DEFINICION 2.3.14. Se define la parte de torsion de una reticula L como el supremo de
todos sus elementos de torsion, y se denota por ¢(L). En simbolos: ¢(L) = V7(L).

COROLARIO 2.3.15. Si L es modular y completa, entonces (L) = t(L)/0 .

DEMOSTRACION. obviamente se da C . Por otro lado, por la proposicién anterior, t(L) €
T(L), y si x <t(L), entonces x € 7(L). O

PROPOSICION 2.3.16. Sea L modular y completa. Entoncesz(L) < t(L), y 2(L) = 0 si
y solo si t(L) = 0. Mas adn, si a es la longitud de Loewy de L, entonces t(L) = z,(L) =

f\g/azé(L)'
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DEMOSTRACION. La primera desigualdad se da por la proposicién anterior, pues los atomos
son trivialmente elementos de torsién, asi que z(L) € 7(L) y luego z(L) < t(L).

( <= ) Es trivial por la desigualdad anterior.

(=) Six >0, entonces, como z(L) = 0, /0 no puede tener atomos. Asi, t(L) = 0.

Ahora establecemos la segunda parte de la proposicién: es obvio que puede escribirse
2o(L) = £\</a25(L), pues los zoclos forman una cadena. Veamos primero que t(L) > z,(L). Para

esto, mostraremos que (L) > z¢(L) para todo & < «, para lo cual basta ver que z¢(L) € 7(L).
Procedemos por induccién:

Si L tiene longitud de Loewy 0, obviamente zo(L)=0 = z,(L)=z(L), y por lo antes dicho,
t(L) =0.

Supongamos ahora que el enunciado es verdadero para «, y tomemos L con longitud de
Loewy ao + 1y < z441(L). Veamos que z,41(L)/x tiene atomos: si © # z,(L), entonces
T A zo(L) < zo(L) y por la hipétesis de induccién z,(L)/x A zo(L) %d xV zo(L)/x contiene
atomos; si & > z4(L), como z,41(L)=2(1/2,(L)), por la primer;nopérte de la proposicién
Zat+1(L) < t(1/24(L)) y luego za4+1(L)/24(L) es de torsion, asi que z,41(L)/x tiene atomos.

U

COROLARIO 2.3.17. Si para a € L modular y completa, t(1/a) = a , entonces a > t(L).

DEMOSTRACION. Veamos que Vz € 7(L) (x < a):
Sea z € 7(L). Por la proposicién anterior, la hipétesis implica que z(1/a) = a, que equivale

a que 1/a no contenga atomos. Entonces el intervalo aVxz/a = x/aAx no contiene atomos,
mod.

y como x es de torsién, debe ocurrir que z = a A z, que es lo mismo que decir que z < a. .".

tL)=Vv (L) < a. O

Es obvio que para una reticula L con 0, ¢(¢(L)/0) = t(L). Ademas, un morfismo L LNy
suprayectivo de reticulas con 0 se restringe a un morfismo 7(L) — 7(L'): x € 7(L) <= x <
t(L)ysiy= f(u) < f(x), como f es un morfismo de 6rdenes y existe a > u, existe v > u
tal que f(v) »= f(a) = f(u) = y donde alguna de las desigualdades es estricta. La siguiente

propiedad, corolario de 2.3.16, nos dice que t(_) se comporta como un radical:
COROLARIO 2.3.18. En una reticula modular completa, t(1/t(L)) = t(L).

DEMOSTRACION. Por la equivalencia establecida en la proposicién anterior, basta demos-
trar que z(1/t(L)) = t(L). Para llegar a una contradiccién, supongamos que z(1/t(L)) > t(L);
es decir, que hay un atomo u en 1/t(L). Veamos que u € 7(L), con lo cual u < t(L) y ten-
dremos una contradiccién (pues u > t(L) ) :

Sea x < u. Si @ = t(L), entonces u es ya un atomo en u/x pues es un atomo en 1/¢(L);
siz < t(L), como t(L) € 7(L) (por 2.3.15), t(L)/x tiene atomos, asi que u/x también.
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Por otro lado, si x £ (L), entonces u > x V t(L) > t(L), asi que u = x V t(L). Luego,
u/x %“d t(L)/z Nt(L) que tiene atomos ya que t(L) € 7(L). Asi, u € 7(L) y terminamos. [

mo

La demostracion anterior se basa en el hecho de que la torsidon se preserva si extendemos
la reticula por un atomo. Esto es parte del siguiente lema, para el que damos primero una
definicion:

DEFINICION 2.3.19. Un elemento de una reticula es libre de torsidn si no es cubierto por

ningan otro elemento.

LEMA 2.3.20. Sean L modular con 0 y 1,t € 7(L). SitVy <wu y z(u/y) =y, entonces

t <y, lo mismo si y es libre de torsion. Ademas, si x = t entonces x € T(L).

DEMOSTRACION. Supongamos en el primer caso que t £ y; es decir, que t Ay < t. Sea

t/t ANy > a un atomo. Entonces, como a -t Ay, y=yV (tAy) X aVy<tVy < u,
mod. hip.

de donde a V y = y pues u/y no tiene dtomos. Entonces a < y,t y a < t Ay, lo cual es
imposible. . t <.

Ahora, supongamos que y es un elemento libre de torsién; es decir, que 1/y no tiene atomos.
Entonces, como siempre t V y < 1, podemos aplicar la parte anterior con u = 1 para concluir
que t < y.

Por altimo, sean x un dtomo en 1/t y a < x. Mostraremos que si a forma un cociente z/a
sin atomos, entonces debe ocurrir a = x: si z(z/a) = a, como ¢tV a < x, por la primera parte
del lema t < a. Asi, t <a < x> tya#t, pues de otro modo x seria un dtomo en z/a.

Entonces debe tenerse a = x, asi que = es de torsion. O

PROPOSICION 2.3.21. En una reticula modular, son libres de torsién los infimos de elemen-

tos libres de torsion.

DEMOSTRACION. Sea X un conjunto de elementos libres de torsion. Para llegar a una
contradiccién, supongamos que existe un a tal que a = AX. Entonces para toda = € X,
x=1zV (AX) = xVa, loque implica que x V a = z, pues z es libre de torsién. Asi, para

mod.
todaz € X, a <z yluego a < AX, lo cual es una contradiccion. O
LEMA 2.3.22. En toda reticula modular hay un elemento que es a la vez el mayor elemento

de torsion y el menor elemento libre de torsion.

DEMOSTRACION. Como t(L) € 7(L) (ver 2.3.13), por definicién ¢(L) es el mayor elemento
de torsién. Por otro lado, si a = A{y | y es libre de torsién }, entonces por la proposicién
anterior a es el menor elemento libre de torsién. Aplicando nuestro altimo lema, ¢(L) < a. Si
se diera la desigualdad estricta, por la minimidad de a, ¢(L) no seria libre de torsién y habria
x > t(L). Pero el lema anterior también nos dice que = € 7(L), lo que contradice la maximidad
de t(L). O
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Echando mano de esto, el resultado siguiente establece la existencia de un elemento libre
de torsion particular para cada elemento de una reticula modular; tomamos de su enunciado la

definicién de tal elemento.

TEOREMA 2.3.23. Sea a € L modular. Entonces existe un menor elemento libre de torsién
t(a) > a. Mas ain, t(a)/a es de torsién (semiartianiana).

DEMOSTRACION. Sea t(a) el elemento garantizado por el lema previo para 1/a. Luego,
t(a) es también el menor elemento libre de torsién en t(a)/a; es decir, Vo € t(a)/aJu > x,

que es lo mismo que decir que t(a)/a es de torsion. O

El teorema anterior, en conjuncién con el lema 2.3.4 y el hecho de que la continuidad

superior implica la existencia de seudocomplementos (2.1.10),tenemos:

COROLARIO 2.3.24. Si a € L modular y continua superiormente, entonces t(a)/a es
atomica.

Por altimo, mostramos que ¢(_) es compatible con _ A _

PROPOSICION 2.3.25. Seana,b € L modular y continua superiormente. Entoncest(aAb) =
t(a) ANt(b).

DEMOSTRACION. Como no hay nadie que cubra a ¢(a), t(b) en L (ambos elementos
son libres de torsion), entonces tampoco hay quien los cubra en el intervalo 1/(a A D) y asi
t(a ND) <t(a), t(b), t(a) At(b), por la definicion de t(a A b).

Para exhibir la desigualdad contraria aplicaremos el Lema de Zorn para ver que t(a) A b <
t(a AD). Luego, por simetria, t(a) At(b) < t(aAb).Sea X={z € L|a<z<t(a),zANb<
t(a A'b)}. Notemos que trivialmente a € X; ademas, si C' C X es una cadena, entonces a <
VO <t(a), (VC)ANb =V (cAb) < t(aAb), de modo que VC' € X. Asi, podemos aplicar

cont. sup. ceC
el Lema de Zorn a X para obtener un maximo, digamos m, que para llegar a una contradiccion

supondremos estrictamente menor que t(a). Como t(a)/a es de torsion y m < t(a), existe
m < u<t(a), asique mAb <X uAb,t(aANb)=(mAb)Vit@aNnd) = (uAb)Vi(aAb).
Mas adn, al ser t(a A b) libre nc1|(:ad.torsic’m, debe ocurrir (u A D) V t(a A br;oi t(a A b); es decir,
uNb <tlaAb), conlo cual u € X. Pero esto contradice la maximidad de m, por lo que m
debe ser igual a t(a). Entonces t(a) € X y por lo tanto t(a) A b < t(a A D).

Ahora tomamos Y={y € L | b <y < t(b),t(a) Ny < t(a ANb)} > by aplicamos el
argumento anterior para concluir que t(a) A t(b) < t(a Ab). ... t(a Ab) =t(a) At(D). O
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2.4. Independencia y reticulas semiatémicas.

DEFINICION 2.4.1. Un subconjunto {z;}; de elementos distintos de 0 de una reticula
completa L es independiente si para toda i € I, a; A( '\;_aj) = 0. En esta situacion, escribimos
JFT

Va; = @a; y decimos que este supremo es una suma directa.
1 I

LEMA 2.4.2. Sea L superiormente continua. Entonces {a;}; es independiente si y sélo si

todo subconjunto suyo lo es.

DEMOSTRACION. La necesidad de la condicién es obvia. Para mostrar la suficiencia, note-
mos que por el lema 1.8.6, para cada j € [ a; A (;/al) = VvV (a; A (\P{az)) = V0 =0, asi
iF£] .

hip

que {a;}; es independiente. O

LEMA 2.4.3. Sean L una reticula modular, A C L\{0} un conjunto independiente y 0 #
x ¢ A. Entonces AU {z} es independiente si y sélo si x A\ (VA) = 0.

DEMOSTRACION. Claramente sélo hace falta establecer la suficiencia. Para ello, basta
mostrar que para cada a € A. a A (x V (V(A\{a}))) = 0. Notemos que
(VA A (2 v (V(A\a}) = (zA(VA)V(V(Aa})) =0V (V(A\{a})) = V(A\{a})

de modo que

a A @V (V(A{a})) = (@A (VA) A2V (VAa}) = a A (VA) A (2 v (V(A\{a})
= an (V(A\{a}) = 0
0

DEFINICION 2.4.4. Una reticula L es semiatémica si 1 es una suma de dtomos de L.

Para un R—médulo M, Sg(M) es semiatémica si y sélo si M es semisimple. Al final de la
seccién damos una caracterizacion de esta clase de reticulas, analoga a la caracterizacion clasica
de los médulos semisimples (ver, por ejemplo, 9.6 en [1]). Por lo pronto, nuestro primer teorema
sobre esta clase de reticulas nos da condiciones suficientes para que una reticula semiatémica

sea complementada:

TEOREMA 2.4.5. Toda reticula modular continua superiormente y semiatémica es comple-
mentada.

DEMOSTRACION. Sean 1 # = € Ly {a;}; el conjunto de los dtomos de L. Como L
es semiatémica, debe haber algin atomo tal que a;, A = 0, pues de otro modo a; < z
para toda i, con lo cual 1 = \I/ai < x < 1, lo cual es absurdo. Consideramos entonces
A = {J C I | {aj}, esindependientey x A (\jaj) = 0} 3 {io} y {Jr}x una cadena en
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A. Esta nos da una cadena {{a;};, }x de conjuntos independientes. Ahora bien, como todo
subconjunto finito de la unién de una cadena de esta forma es un subconjunto finito de algan
{a;},. el lema 2.4.2 nos garantiza que %{aj}Jk = {aj}%Jk es independiente. Ademas, si
escribimos by, = }{Caj, entonces {b;} x es una cadenaen Ly

x A (%Y]kaj) =z A (ka) o, I\é(:p ANbg) =V0=0

Asi, %Jk € Ay podemos aplicar el Lema de Zorn para obtener un elemento maximo en A,
digamos M. Sea b= 1\\2 a,,. Entonces © A b = 0. A continuacién mostraremos que Vb =1, lo
cual hace a b un complemento de x en L. Como L es semiatémica, basta verificar que a; < xVb
para toda 7 € I, pues entonces 1 < \I/al- <zVb=1:

Supongamos que existe algin atomo a tal que a £ x V b. Obviamente a &€ M, pues
Vm e M (a, <b<zVb). Afirmamos que el subconjunto de I correspondiente a {a,, },yU{a}
pertenece al conjunto A, en contradiccién con la maximidad de M. Como a £ = V b, entonces
a>aAN(xVb =0yluegob=0>bV(aA(xVD)) = (VO AaVb) >azAN(aVd) <z
y0=xzAb>axA(aVb) =0.Asi, el conjunto de indices en cuestién cumple una de las
condiciones para estar en A. Aplicaremos el lema 2.4.2para establecer que {a,,}a U {a} es
independiente. Consideremos un subconjunto finito suyo, digamos F'.

Si F' no contiene a a, claramente F' C M y es independiente. Si contiene a a y Jr es el
conjunto de indices en F'N{a,, }ar, vemos que a A (J\éai) <aA (A\éam)ia/\b <aA(zVb) =0,

y también Vj € Jp(a; A(aV( V a;))=0),puessinodje Jp(0 <a;A(aV( V a)) <
Jr\{7} Jr\{}

a;), lo que implica a; A a V ( \\/{}ai) = a;, pues a; es un atomo; lo dltimo implica que
Jr\{J
aV( V a)=a;V(@V( V a)) >a V( V a).Siesta desigualdad fuera estricta,

Jr\{7} Jr\{5} Jr\{7}
como V a; = aV( V a;), setendriaa;V( V a;)= V a;esdecr, a; < V a.
Jr\{j}  mod. Jr\{s} Jr\{7} Jr\{5} Jr\{j}

Pero entonces a; A ( \\/{ }ai) = a; > 0, lo cualcontradice que {a;} ;. es independiente (al ser
Jr\{J

subconjunto de {a,,}rs). Entonces podemos concluir que {a,, }r U {a} es independiente y por
tanto le corresponde un elemento de A que es mayor que M. Pero esto ultimo es imposible,
asi que para todo atomo a; de L, a; < xVbyasizVb=1ybescomplemento de z. O

COROLARIO 2.4.6. Sea L una reticula modular continua superiormente y semiatémica.

Entonces hay un conjunto independiente de atomos cuyo supremo es 1.
DEMOSTRACION. Es una aplicacién directa del teorema, tomando a = 0. O

COROLARIO 2.4.7. Sea a € L modular continua superiormente y semiatémica. Entonces
1/a y a/0 también son semiatémicas.
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DEMOSTRACION. Sea A el conjunto de los atomos de L. Entonces 1 < VA < \/A(a\/u) =
ue
1, pues Vu € A(u < aV u). Notemos que para cadau € A, aVu=aobienaVu > a.

mod.

Entonces,si A’ ={u€ A|aVu#a}, 1=V (aVu) =aV( V (aVu))= V (aVu)... 1/a
) . u€A ucA’ ucA’
es semiatémica.
Por otro lado, por el teorema anterior podemos tomar un complemento de a en L, digamos

~Y

c. Entonces a/0 = a/aNc = aVe/c=1/c, asi que por el parrafo anterior, 1/cy por lo tanto
mod.

a/0 son semiatémicas. O

OBSERVACION 2.4.8. Este corolario nos dice que una reticula modular continua superior-
mente y semiatémica, es generada por sus atomos; es decir, todo elemento suyo es un supremo

de a4tomos.

Ahora vemos una condicién suficiente para que una reticula complementada sea semiaté-

mica:

TEOREMA 2.4.9. Toda reticula modular compactamente generada y complementada es

semiatémica.

DEMOSTRACION. Demostraremos que 1 = z(L), para lo cual supondremos lo contrario
y llegaremos a una contradiccién. Si z(L) # 1, entonces existe un complemento suyo no 0,
digamos b. La contradiccién vendra del hecho de que todo elemento de la reticula contiene
atomos (es decir, L es atémica), con lo cual z(L)Ab > 0, un absurdo. Entonces nos enfocamos
en mostrar que las hipétesis implican que L es atémica.

Como la reticula es compactamente generada, basta mostrar que para cada ¢ compacto, ¢/0
tiene atomos. Por el Lema de Krull (1.7.12), hay un elemento méaximo en ¢/0 — {c}, digamos
m. Sea m' un complemento suyo en L. Entonces claramente mV (cAm’) =m, 0=mAm' >
m A (¢ Am') =0, asi que ¢ Am’ es un complemento de m en ¢/0. Por la modularidad, esto

altimo implica que ¢ A m/ es un atomo en ¢/0 (pues m es maximo propio en ¢/0). O

COROLARIO 2.4.10. Toda reticula modular compactamente generada y complementada es

atémica.

De este corolario y el teorema 2.4.5, junto con el hecho de que toda reticula compactamente

generada es continua superiormente (ver 1.8.4), extraemos:

COROLARIO 2.4.11. Toda reticula modular compactamente generada y semiatémica es

atémica.

También hacemos notar que en la demostracién del teorema anterior, las hipétesis de ser
compactamente generada y moduar sélo sirven para establecer que la reticula es atémica. Luego
se ve que 1 = z(L), usando la hipétesis de ser complementada. Es decir, se tiene lo siguiente:
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COROLARIO 2.4.12. Toda reticula modular atémica y complementada es semiatémica.

LEMA 2.4.13. En una reticula modular compactamente generada sin elementos esenciales
# 1, todo seudocomplemento es un complemento.

DEMOSTRACION. Por 2.1.8 L es seudocomplementada, al ser compactamente generada.
Sea b un seudocomplemento de a en L. Entonces a Ab =0y a Vb es esencial en L (2.1.7),

asi que por la hipétesis, a V b = 1. Con esto, b es un complemento de a en L. O

De los dos teoremas anteriores y este altimo argumento obtenemos:

COROLARIO 2.4.14. Toda reticula modular compactamente generada es semiatémica si y

sélo si no tiene elementos esenciales propios.

DEMOSTRACION. (<= ) Por el lema anterior, todo seudocomplemento es un complemen-
to. El teorema anterior implica entonces que es semiatémica.
( = ) Sea a un elemento esencial. Por el teorema 2.4.5, existe un complemento suyo,

digamos b. Como aAb = 0y a es esencial, debe ocurrir que b = 0. En consecuencia, a = 1. [

Todo lo anterior se sintetiza en el siguiente resultado, que es la motivacién principal de esta

seccion:
TEOREMA 2.4.15. Para una reticula modular, son equivalentes:

(1) L es compactamente generada y semiatémica.

(2) L es compactamente generada y complementada.

(3) L es continua superiormente y semiatémica.

(4) L es continua superiormente, atémica y complementada.

DEMOSTRACION. Primero, recordamos que ser compactamente generada implica ser con-
tinua superiormente (1.8.4).

Entonces 1. = 3. es obvio, y por los teoremas 2.4.5y 2.4.9, se tiene la equivalencia entre
1.y 2. . También 3. = 4. es en parte consecuencia de 2.4.5; que L sea atémica se debe a
que L es generada por sus atomos (ver la observacién 2.4.8). Asi, se tiene 3. —> 4.

Por otro lado, 4. = 3. se da por 2.4.12 y, por @ltimo, la citada observacién y el hecho de
que en una reticula continua superiormente todo dtomo es compacto (proposiciéon 1.8.5), nos
dan 3. = L. m

COROLARIO 2.4.16. En una reticula modular continua superiormente y semiatémica, todo

elemento # 1 esta contenido en un maximo.

DEMOSTRACION. Sea 1 # x € L. Por el teorema anterior, x tiene un complemento en L,
digamos ¢. Ademas L es atémica, asi que hay un atomo a en ¢/0, que tiene un seudocomple-
mento m > b por ser L continua superiormente. También L es compactamente generada, asi
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que por el corolario 2.4.14 y el lema 2.4.13, m es también un complemento de a. La modularidad

implica entonces que m es maximo en L. 0
Terminamos esta seccién con

COROLARIO 2.4.17. Son equivalentes, para un elemento a de una reticula modular com-
pactamente generada L:

(1) @ es supremo de atomos.
(2) a es el supremo de todos los atomos contenidos en a/0.
(3) @ es supremo de un conjunto independiente de atomos.
(4) La subreticula a/0 es complementada.

DEMOSTRACION. Antes que nada, recordemos que por 1.7.15, la subreticula a/0 es com-
pactamente generada.

(1. = 2.) Es obvio que si a = Va; con a; un dtomo en L, entonces a; < ay a = Va; <
V{a €a/0|a> 0} <a.

(2. = 3.) a/0 es semiatémica, asi que por el corolario 2.4.6 se tiene la implicacién.

(3. = 4.) De nuevo, observemos que a/0 es semiatémica. El teorema 2.4.5 nos dice que
también es complementada.

(4. = 1.) Se da por el teorema 2.4.9. O

2.5. El zoclo II.
LEMA 2.5.1. Una reticula artiniana no tiene conjuntos independientes infinitos.

DEMOSTRACION. Si {a¢}, es un subconjunto independiente, entonces se tiene la serie
[0}
descendente V as > Vas > Vag > ... . Esto porquesi V as = V as para alguna n, se
g<at et e2° POTALE S o6 — g2, Pora 2eHna

tendria a, < V ag, asi que 0 # a, = a, A <a, N(Vas)=0. O
T i 3 q # ay n N ( ) < ay, <£¢n ¢)

\/Clg
§2n+l

El altimo teorema de la seccién anterior, junto con este lema, nos da el siguiente resultado:

COROLARIO 2.5.2. El zoclo de una reticula modular, artiniana y continua superiormente
es compacto.

DEMOSTRACION. Por el citado teorema, la subreticula z(L)/0, que es continua superior-
mente y semiatémica, es compactamente generada. Entonces z(L) es supremo de un conjunto
independiente de atomos, que por el lema anterior debe ser finito. Por Gltimo, como cada dtomo
es compacto (1.8.5), z(L) también lo es (ver 1.7.3). O

LEMA 2.5.3. Sea {a;}; un subconjunto finito de una reticula modular completa L, b < \I/ai
y a;= \; a;. Entonces b < \I/(ai A (bV @;)). Mas aan, si {a;}; es un conjunto independiente,
YE=)

a;ANbV@;) ~ b
0  bAa;

entonces b < &(a; A\ (bV @;)) y para cada i,
I



2.5. EL ZOCLO I 58

DEMOSTRACION. Primero establecemos la desigualdad b < \I/(ai A (bV@;)), por induccién
sobre n = |I|:

Sin =1, sea a; el Gnico elemento de {a;};. Entonces @; = 0, b < \I/ai =a yb<
\I/(ai/\ (bV@)) =a; Nb=b.

Paran > 2,sean k € [ y K=I\{k}. Entonces es claro que, paracadai € K, a; A (bV@;) <
a; < a; < bV ay. Esto implica que X(ai ADbVa)) <bVa, Masain, ap <a; < bVa;, asi

que por modularidad y las propiedades de V, tenemos:
Viai A (bV @) = (Via A bV @)V (ap A (bVag))

m?d. ((

zx(( A (OV @) Vap) A(bVay)

Viai A (bV@))) Vag) A (bV @)
Q;
= V((a; Vag) AN (bV@)) A (bVag)
mod. K

Ahora bien, como por hipétesis b < \I/a,-, tenemos que bV a; < X(al'Vak) y podemos aplicar
la hipétesis de induccién a bV ay y el conjunto {a; V a; }ick, para lo cual definimos J=K\{i}
y si= v (a; V a). Asi,

bV ay < ;v<<<ai Vag) A((bVag) Vs;)) = V((a; Var) AbVT))

IN =<

pues claramente a; V' s; = s; = @;. Por otro lado, b < (b V ax) A (bV ai) (pues bV ay >

b < bV ay) y entonces, por lo ya establecido,

b< (bVar) AbVar) <V((a:Var) AbV@)ADVay) =ViaA (V)

Consideremos ahora el caso en que {a;}; es un conjunto independiente. Es claro que sélo

hace falta mostrar que para cadai € I, (a; A (bV @)) A (‘\;_(a]‘ A (bV@;))) = 0. En efecto,
JFi
(0 AV A (0 A (DY) < a1 A DVE) AV 05) = A (bV ) A (@) < g A5 =0
J7F JF
asi que b < &(a; A (bV @)).
I

Por altimo, es claro que para cada i € I, (a; A (bV @;)) ANa; = 0 (pues a; Aa; = 0) y

(A OV@E)VE = (a;Va) A(bVa) =bVa (pues a; A = 1). As,

aAN(bVa)  aNObVE) ~
0 (i AV @) AT mod, a; @ mod AT

L (@rnOVE)VE bva b

O

PROPOSICION 2.5.4. Sea {a;}; un conjunto independiente finito de una reticula modular.
Entonces z((®a;)/0) = ©2(a;/0).
I I
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DEMOSTRACION. Primero, notemos que como para cada i se tiene z(a;/0) < a; (1.
de 2.2.2), el conjunto {z(a;/0)}; es independiente y luego z((®a;)/0) > @z(a;/0) (4. de
I i
2.2.2) . Para establecer la desigualdad contraria, basta verificar que para cada atomo a < ®a;,
I
a < @z(a;/0):
I

Sea a un atomo en (©a;)/0. Por el lema anterior, a < &(a; A (aV@;)), donde @; = G a;y
i I i

para cada i, “i/\(gvm) =~ —_ de modo que a; A (aV@;) = 0 o bien a; A (aV@;) es un atomo (en

a;/0). En cualquier caso se obtiene a; A (aV@;) < z(a;/0), con lo cual a < ®(a; A (aVG;)) <
I

®z(a;/0) y se da la desigualdad deseada. O

I

PROPOSICION 2.5.5. Sea {a;}; un conjunto independiente (no necesariamente finito) de
una reticula modular e inductiva L. Entonces z((®a;)/0) = ®z(a;/0).
I T

DEMOSTRACION. Como en la demostracién anterior, sélo nos hace falta verificar que
z((@?az)/O) < ?2(@1/0), para lo cual mostraremos que para cada atomo a € (GIBai)/O,
a < @z(a;/0):

S(Iaa a un atomo en (Glaai)/O. Notemos que todo atomo en una reticula inductiva es com-

pacto: si D es un conjunto dirigido superiormente tal que para toda d € D a £ d, entonces
a>aAd=0paratodadée€ Dy luego a A (VD) =0, con lo que a £ VD. Entonces existe

un [ C I finito tal que a < @®a; y por la proposicién anterior,
F

a < 2((§a:)/0) = ©2(ai/0) < B2(a;/0)
U

PROPOSICION 2.5.6. Si{a;}; es un subconjunto independiente maximo de atomos en una

reticula modular L, entonces z(L) = @a,.
I

DEMOSTRACION. Claramente se da la desigualdad @®a; < z(L). Para establecer la otra
I
desigualdad mostraremos que para cada atomo a se tiene a < Ga; :
I
Suponiendo lo contrario, habria algin dtomo a tal que aA@a; = 0, de modo que {a}U{a;};
I

es independiente (2.4.3), lo cual contradice la maximidad de {a;};. O
TEOREMA 2.5.7. En toda reticula inductiva z(L) es una suma directa de dtomos.

DEMOSTRACION. Si L no tiene atomos, entonces z(L) = 0, la suma directa de un conjunto
vacio de atomos. En otro caso, invocando el Lema de Zorn obtenemos un conjunto maximo

independiente de dtomos, al cual aplicamos la proposicién anterior. O
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2.6. Superfluidad.

DEFINICION 2.6.1. En una reticula con 1, un elemento s es superfluo si para todo = # 1,
sVa#l.

OBSERVACION 2.6.2. El 0 siempre es un elemento superfluo, y el 1 nunca lo es, si es distinto
de 0.

LEMA 2.6.3. Un elemento mayor en L — {1} es superfluo.

DEMOSTRACION. Llamemos m a tal elemento. Entonces obviamente, para toda = # 1,
mVaz=m# 1. O

OBSERVACION 2.6.4. Si s, s’ son superfluos en una reticula L, entonces también lo es sV s'.
DEMOSTRACION. Sil = (sVs)Vax =sV(s'Vz), entonces s’ Vo =1yluegoxr =1. O

LEMA 2.6.5. Sean a < b en una reticula L. b es superfluo en L si y sélo si a es superfluo

en L yb es superfluo en 1/a.

DEMOSTRACION. ( = ) a es superfluo ya que aVaz < bVx < 1sixz # 1; por otro lado,
es obvio de la definicién que b es superfluo en cualquier intervalo que los contenga a él y al 1 .
(<= )Sil=0bVuzx, entonces bV (aVx) =1y por la hipétesis sobre b, a V& = 1, con lo

cual x = 1, pues a es superfluo en L. O

En este mismo sentido, podemos dar el siguiente resultado, un poco mas general:

LEMA 2.6.6. Sean a < b < ¢ elementos de una reticula modular L. Si b es superfluo en
¢/0 , entonces a es superfluo en L. Mas adn, si a < b, b es un sumando directo en L y a es

superfluo en L, entonces a es superfluo en b/0.

DEMOSTRACION. Si a V z = 1, entonces también bV x = 1y luego ¢ = (bV z) Ac =
bV (¢ A z). Ahora, como b es superfluo en ¢/0, ¢ A x = ¢, de modo que ¢ < x. Asi, resulta que
a<lzyr=aVze=1

Para demostrar la segunda afirmacién, supongamos que 1 =b@uyaVax =05, conz <b.
Entonces a V (z Vu) = 1y por hipétesis 2 Vu = 1. De aquique x =2 V0 =2V (bAu) =
bA(xVu)=bA1=Db, con lo cual queda demostrado que a es superfluo en b/0. O

Con este lema, podemos decir qué ocurre con la superfluidad al tomar supremos finitos:

COROLARIO 2.6.7. Si en una reticula modular, @’ es superfluo en a/0 y b es superfluo en
b/0, entonces a’ V b’ es superfluo en (a V b)/0.

DEMOSTRACION. Podemos tomar L = (a V b)/0, y aplicar el lema anterior para concluir
que @', b’ son superfluos en L. Entonces, por 2.6.4, a’ Vb’ también es superfluo en (a\Vb)/0. O
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El siguiente lema nos muestra cémo la propiedad de ser superfluo se preserva en una reticula

modular, bajo morfismos de la forma a Vv (_) :

LEMA 2.6.8. Si b < ¢ son elementos de una reticula modular y b es superfluo en c/0 ,

entonces para todo a € L, a V' b es superfluo en (a V ¢)/a .

DEMOSTRACION. Supongamos que (aVb)Vx =aVe cona < x < aVc Entonces

bV ((aVz)Ac) = (bVvaVvax)ANe=(aVec)Ac=c, asi que la hipétesis sobre b implica
mod.

que (aV x)Ac=c oloqueeslomismo, ¢c<aVz=uz demodoqueaVec<zx ysedala

igualdad. .. @V b es superfluo en (a V ¢)/a. O

Ahora damos un criterio para saber cuando una reticula compactamente generada es com-

pacta, en términos de elementos superfluos.

PROPOSICION 2.6.9. Sea s un elemento superfluo en una reticula L. compactamente ge-

nerada. Entonces L es compacta si y sélo 1 / S es compacta.

DEMOSTRACION. ( = ) Sea 1l = Ve; con cada ¢; compacto. Como una reticula compac-
tamente generada es continua superiormente (1.8.4), 1 =1V s = \I/(s V ¢;) donde cada s V ¢;

es compacto en 1/s (ver 1.7.4).
(<= )Seal = \I/kZ con k; compacto en 1/s. A la luz del lema 1.7.5, cada k; puede

escribirse como k; = a \V ¢; con ¢; compacto en L. Luego, 1 = \I/(s Ve)=sV (\I/CZ) de modo
que \I/Ci = 1. U

2.7. El radical

Aqui presentamos resultados duales a los de la seccién 2.2 .

DEFINICION 2.7.1. El radical de una reticula completa L, denotado por (L), es el infimo
de todos los coatomos de L.

LEMA 2.7.2. Si s es superfluo en L, entonces s < r(L).

DEMOSTRACION. Sea a un codtomo en L. Como s es superfluo, s\Va # 1, asi que sVa = a
pues éste es maximo en L\{1}. Asi, s es cota inferior de cualquier codtomo, y por definicién
se tiene s < r(L). O
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LEMA 2.7.3. Si ¢ es compacto en L y ¢ < r(L), entonces c es superfluo en L.

DEMOSTRACION. Si suponemos que ¢ no es superfluo, hay algin a # 1 tal que a V¢ = 1.
Notemos que ademas ¢ £ a, pues de otro modo se tendria a V ¢ = a # 1. Entonces el
conjunto A={x € L |z #1,c L x,cVa =1} es no vacio. Ademas, si podemos encontrar
un maximo en A, digamos m, éste también serd maximo en L\{1}: sim < y < 1, como
l=cVvm < c¢Vy=1, por la maximidad de m resulta que ¢ < y, pero entonces 1 = cVy =y,
una contradiccién.

Veamos ahora que podemos aplicar el Lema de Zorn al conjunto A para obtener asi un
maximo: si C' es cualquier cadena en A, entonces claramente ¢V (VC') =1 (pues Vo € C' (1 =
cVa <cV(V())),yademas ¢ £ VC, pues por ser compacto (S—compacto) se tendria ¢ <
para algtn xq € C, lo cual es imposible. De esto tltimo resulta trivial que VC' # 1, con lo cual
VC' € Ay luego podemos aplicar el Lema de Zorn para asegurar la existencia de un maximo m
en A. Pero esto lleva a una contradiccién, pues entonces ¢ < (L) < m. O

TEOREMA 2.7.4. En una reticula compactamente generada L, el radical es el supremo de
todos los elementos superfluos.

DEMOSTRACION. Sear=V{z | = es superfluo en L}. El lema 2.7.2 nos dice que r < r(L).
Por otro lado, como L es compactamente generada, (L) = \I/ci para algunos ¢; compactos

que por el lema anterior son superfluos en L y por tanto estan contenidos en r. Entonces
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Vi(c; <r), de modo que r(L) < r vy se da la igualdad.

0

LEMA 2.7.5. Sea a € L. Entonces a V r(L) < r(1/a) y sia < r(L), r(1/a) = r(L).
Ademas, si 1 es compacto, entonces (L) es superfluo; mas ain, en este caso r(L) # 1.

DEMOSTRACION. Obviamente, si m es maximo en 1/a — {1}, entonces a < m > r(L) y
aVr(L)<m.Asi,aVr(L) <r(l/a),ysia<r(L), entonces r(L) = aVr(L) <r(l(/a).
La desigualdad contraria (r(1/a) < (L)) se da porque si m es maximo en L — {1}, entonces
m > r(L) > ay m es maximo en 1/a — {1}. De esto se sigue que r(1/a) < m, con lo cual
r(1/a) <r(L).

Ahora supongamos que el 1 es compactoy que a # 1 = aV r(L). Sea A = {x € L |
a < x < 1}. Claramente a € A, y si C' es una cadena en A, VC' € A, pues de otro modo
1=VC <cy=1, ¢y € C, en contradiccién con que ¢y sea elemento de A. Entonces estamos
en posicion de aplicar el Lema de Zorn al conjunto A para asegurar que hay m maximo en
A, el cual no es otra cosa sino un maximo en L — {1}. De aqui que r(L) < m y luego
l=aVvr(L)<aVm=m<1, locual es absurdo.

Por ultimo, aplicando el Lema de Krull (1.7.12) tenemos que hay algin maximo en L — {1}
y por lo tanto r(L) # 1. d

COROLARIO 2.7.6. Si todo elemento propio de L esta contenido en un maximo # 1,
entonces (L) es superfluo.

DEMOSTRACION. Sia # 1 = aV r(L) y m es un maximo que contiene a a, entonces,
como en el argumento del lema, 1 = aVr(L) <m < 1. .. a=1yr(L) es superfluo en
L. U

TEOREMA 2.7.7. Sea L una reticula modular y continua superiormente. Si 1/r(L) es
semiatémica y r(L) es superfluo, entonces todo elemento # 1 esta contenido en un maximo.
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DEMOSTRACION. Sea 1 # a € L. Primero, notamos que r(L) # 1, pues el 1 nunca es
superfluo. Asi, L tiene maximos propios. Ademas, aVr(L) < 1, pues r(L) es superfluoy a # 1.

Si a < r(L), obviamente a esta contenido en cualquier elemento maximo.

Si a £ r(L), entonces (L) < aV r(L) < 1; es decir, a V (L) € 1/r(L), que por
hipétesis es continua superiormente (por ser subreticula de una reticula continua superiormente)

y semiatémica. Entonces, por el corolario 2.4.16, a \V r(L) esta contenido en un maximo. [

LEMA 2.7.8. Toda reticula modular compactamente generada y semiatémica tiene radical

Cero.

DEMOSTRACION. Por el corolario 2.4.11, la reticula es atémica, asi que es suficiente veri-
ficar que para todo atomo a, a A (L) = 0. Por el teorema 2.4.5, L es complementada, y por
modularidad, un complemento m de a es maximo en L — {1}, y a vez todo maximo propio es

complemento de algiin atomo, asi que en efecto 0 =a Am > a Ar(L) =0. O

PROPOSICION 2.7.9. Una reticula modular continua superiormente y generada por atomos

tiene radical cero.

DEMOSTRACION. Por ser generada por dtomos, la reticula en cuestién es, en particular,
semiatémica. Invocando 2.4.15, vemos que también es compactamente generada (ademas de
que por, los atomos son elementos compactos 1.8.5). Entonces podemos aplicar directamente
el lema anterior para concluir que (L) = 0. O

PROPOSICION 2.7.10. Sean L una reticula modular y a € L. Entonces r(a/0) < r(L).

DEMOSTRACION. Veamos que para cada maximo en L, digamos m, 7(a/0) < m:sia < m,

a/a A m, asi que

>~
od.

es la afirmacién es obvia; en otro caso, m < aVm = 1y luego 1/m
mod

r(a/0) <aAm <m (a\mes maximo en a/0). O

LEMA 2.7.11. Si (\I/ai) A'b = 0 en una reticula modular completa, entonces (/I\al-) Vb=

DEMOSTRACION. Por 1.3.10, \I/ai/O = (/I\ai) Vb/b, y el isomorfismo esta dado por (_) Vb,
asi que para [ finito (/I\al-) Vb= f(/]\al-) = If(ai) = /I\(ai V' b). Ahora bien, es claro que para
cualquier 1, f(/I\aZ») < /I\f(ai). Si suponemos que la desigualdad es estricta, entonces hay algin
a > /I\ai tal que f(a) = /I\f(ai) . Pero esto implica que a < a; para cada indice, lo cual es

absurdo ya que a > /I\ai : O

PROPOSICION 2.7.12. Sia & ¢ = 1 en una reticula modular, entonces r(L) = r(a/0) ®

r(c/0).
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DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior, se tiene (L) > r(a/0) & r(c/0), donde
escribimos & pues r(a/0) A r(c/0) < a A ¢ = 0. Por otro lado, si {m;} es el conjunto de

Y

coatomos de a/0, entonces por modularidad, para cada i, 1/m; Ve = (m;VeVa)/m;Ve =

mod.
a/a N (m;Vc)=a/m;V (aAc)=a/m;; es decir, m; V c es maximo en L. Asi, por el lema

anterior, r(a/0) ® ¢ = (/I\mz) dc= /I\(ml V ¢) > r(L). Simétricamente, r(L) < a @ r(c/0), de
modo que

r(L) < (r(a/0) & c) A (a@r(c/0)) = r(a/0)V ((a@r(c/0))Ac)

mod.

= r(a/0)V ((a Ac)Vr(c/0)) =r(a/0) & r(c/0)

mod.

O

LEMA 2.7.13. Sea L una reticula modular completa. Si L es artiniana y r(L) = 0, entonces
L es neteriana.

DEMOSTRACION. Como L es artiniana, (L) puede expresarse como un infimo finito de
elementos maximos, digamos my, ..., m,, (de lo contrario se tendria una serie decreciente infinita
de infimos de maximos). Supongamos que hay una cadena a; < as < ... . Entonces el corolario
1.6.6 nos dice que {a; A m; }ien €s una cadena estrictamente creciente. Aplicando varias veces
este resultado, vemos que {a; Amy A ... Amy }ien - Pero a; Amg A o Amy, <mg A Lo Amy, =

r(L) =0, lo cual es una contradiccién. O

Al igual que para el zoclo, hay una cadena (en este caso no ascendente) de radicales:

DEFINICION 2.7.14. La serie de radicales de Loewy queda definida como sigue:

ro(L)=1. Para cada ordinal o, 7041 (L)=r(rs(L)/0), y Tn(L)ifi\n re(L) si n es un ordinal
limite.

Claramente, para cada L existe un ordinal « tal que 7, (L) = r¢(L) para todo £ > . Al me-
nor ordinal ay con esta propiedad se le llama longitud de la serie, y escribimos 74, (L)=r(L).

A continuacién presentamos el dual de 2.3.11, que es un analogo del Teorema de Hopkins-
Levitzki para anillos ([3]) :

TEOREMA 2.7.15. Sea L una reticula modular completa y artiniana tal que ro(L) = 0.
Entonces L es neteriana (y de longitud finita).

DEMOSTRACION. Por ser L artiniana, su serie de radicales debe tener longitud finita,
digamos r (L) = r,(L) = 0. Consideremos, para cada i = 1, ...n, el intervalo ;_1(L)/r;(L).
Notemos que es modular y artiniano al ser una subreticula de una reticula modular artiniana.
Ademas, por definicién r(r;_y(L)/r;(L)) = r(r;—1(L)/0) = r;(L), asi que por el lema anterior,
cada intervalo es neteriano,. Aplicando varias veces 1.6.5, vemos que L es neteriana. O
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DEFINICION 2.7.16. En una reticula con 1, ¢ es un suplemento de b si es minimo con
respecto a la propiedad bV ¢ = 1.

Es decir, el concepto de suplemento es el dual del concepto de seudocomplemento. Entonces
tenemos, por dualidad (ver 2.1.2):

PROPOSICION 2.7.17. En una reticula modular con 0 y 1, todo complemento es un suple-
mento.

También presentamos el dual de 2.1.6:

PROPOSICION 2.7.18. En una reticula modular con 0 y 1, ¢ es suplemento de b si y sélo si
bVc=1ybAc essuperfluo en c/0.

TEOREMA 2.7.19. Sean L una reticula modular compactamente generada y a € L. Son
equivalentes:

(1)
(2) aAr(L) =0y a/0 es artiniana.

(3) aAr(L) =0y a/0 es neteriana y semiartiniana.

(4) aAr(L) =0, a/0 es neteriana y para cada b # a, existe un atomo u tal que u < a'y
uNb=0.

(5) a Ar(L) =0, a/0 es neteriana y cada b < a tiene un suplemento en L.

DEMOSTRACION. Primero, recordemos que la subreticula a/0 es también compactamente
generada (1.7.15), y que una reticula modular es de longitud finita si y sélo si es neteriana y
artiniana.

(1. = 4.) Sea c es un complemento de a en L. Por el lema 2.7.12,

aAr(L)=aA (r(a/0)®r(c/0)) = r(a/0)V (a Ar(c/0))=7r(a/0)V0=r(a/0)

mod.

pues 0 =a Ac > aAr(c/0) = 0. Ademas a/0 es continua superiormente, al ser compac-
tamente generada (1.8.4). Entonces, por la proposicién 2.7.9, a Ar(L) = r(a/0) = 0.

Por otro lado, a/0 es neteriana por ser de longitud finita. Por altimo, si b fuera para tal que
para todo atomo u < a se tuviera u A b # 0, entonces u A b = u; es decir, u < b. Entonces,
como a es un supremo de atomos, b > a.

(4. = 3.) Sélo hace falta ver que a/0 es semiartiana: si x < a, por hipétesis existe un
atomo u € a/0 tal que u A x = 0. Entonces u V z > x y por modularidad, vV = >~ z. Asi, a/0
es semiartiniana.

(3. = 2.) Se da por el teorema 2.3.11.

(2. = 1.) Primero estableceremos que a tiene un complemento en L. Entonces, como en
(1. = 4.), tendremos 0 = a A (L) = r(a/0), asi que por 2.7.13, a/0 sera neteriana y por
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tanto, de longitud finita. Después mostraremos que a/0 es complementada. Asi, por el teorema
2.4.9, a/0 sera semiatémica, y por 2.4.8, generada por dtomos.

Supongamos que no hay un complemento de a en L. Consideramos el conjunto de elementos
en a/0 que no tienen complemento en L, el cual tiene un minimo por ser a/0 artiniano y dicho
conjunto no vacio (por nuestra suposicién). Llamemos b a tal elemento. Notemos que b # 0,

pues el 0 siempre tiene complemento (el 1). Ademas, bAr(L) < aAr(L) < 0, con lo cual debe
hip.
haber un elemento maximo en L\{1}, digamos m, tal que b\Vm = 1; de lo contrario, para todo

maximo propio m se tendria bVm = m, que equivale a b < m e implicar(L) > b= bAr(L) =0,
en contradiccién con lo ya establecido sobre b. Entonces, como b £ m, b A m < by por tanto
b A'm tiene un complemento ¢ en L. Afirmamos ahora que ¢ A m es un complemento de b en

L, lo cual es absurdo por la eleccién de b:

bA(cAm)=(bAm)Ac=0
L=bVvm=bV(1AmM)=0bV((bAmM)Vc)Am)

= bV ((bAm)V (cAm))

=bV (cAm)

Asi, podemos concluir que a tiene al menos un complemento en L. Similarmente, para z < a
existe un complemento en L ya que x Ar(L) < aAr(L) =0y x/0 es artiniana. Por lo tanto,

a/0 es complementada, pues si z € a/0 y ¢ es un complemento de x en L, entonces

zA(cha)<zAc=0
zV(cAa) = aN(zVe)=aANl=a

mo

(1. = 5.) De nuevo, como en la demostracién de (1. = 4.), a A r(L) = r(a/0) = 0
, ¥y a/0 es neteriana. Por otro lado, si b < a no tuviera suplemento en L, habria una cadena
1> 21 > 29 > ... tal que paratodan, bVx, = 1. Entonces paratodan,aVzx, > bV, =1,
asi que por el corolario 1.6.6, {a A x, }n es estrictamente decreciente. Pero esto es imposible
pues a/0 es de longitud finita (artiniana). Asi, todo b < a debe tener un suplemento en L.

(5. = 1.) Como en (2. = 1.) , basta demostrar que cada = € a/0 tiene un complemento
en L. Sea x < a. Por hipétesis, x tiene un suplemento ¢ en L. Entonces zVe=1y x Aces
superfluo en L (2.7.18). En consecuencia, por 2.7.4, xAc < r(L). Entonces, como zAc < x < q,

xAc<aAr(L)=0, con lo que ¢ es un complemento de = en L. O

COROLARIO 2.7.20. Una reticula modular L es generada por d&tomos y de longitud finita
si y s6lo si es artiniana y r(L) = 0.

DEMOSTRACION. Inmediato del teorema anterior, tomando a = 1. O
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TEOREMA 2.7.21. Si L es modular, compacta y artiniana, entonces 1/r(L) es semiatémica.

DEMOSTRACION. Como el elemento 1 sigue siendo compacto en 1/r(L) y este cociente
tiene radical cero, podemos suponer que L también y reemplazar L con 1/r(L). Consideremos
la reticula opuesta L° (donde el orden de L se ha invertido). Esta reticula es neteriana y por
tanto también es compacta (1.7.9). Ademas, por 1.8.3, LY también es continua superiormente,
y como 7(L) = z(L°) = 0, L° es semiatémica. Entonces, por 2.4.5, L° es complementada. Pero
ser complementada es una propiedad autodual, de modo que también L es complementada.
Por altimo, notemos que por ser artiniana, L es también atémica. Entonces, por el teorema

2.4.15 podemos concluir que L es semiatémica. O

COROLARIO 2.7.22. Si R es un anillo artiniano, entonces R/rad(R) es semisimple (rad(R)

el radical de Jacobson).
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Conclusiones.

Las reticulas forman un aspecto fundamental en el estudio de las estructuras algebraicas,
dado que contienen una gran cantidad de informacién sobre el objeto en cuestién: nos revelan su
estructura interna, a la vez que nos dan otro enfoque para hablar de sus propiedades. Los con-
ceptos y técnicas reticulares resultan muy pertinentes para el estudio de estructuras algebraicas,
pues resultan herramientas muy efectivas para la clasificacion de los objetos algebraicos (modu-
laridad, distributividad, compacidad), asi como para la enunciacién y esclarecimiento de algunas
nociones (longitud, complementos, independencia, atomicidad semiatomicidad). Asimismo, nos
ayudan a aclarar ciertos argumentos en las demostraciones, pues nos permiten dejar de lado las
operaciones en el objeto dado, para trabajar con las operaciones y el orden en la reticula, que
en muchos casos son mas manejables que las expresiones en aquéllos términos.

Esencialmente, la reticula de un objeto algebraico describe su estructura: nos dice cémo esta
constituido a partir de bloques mas pequefios, y cémo estan éstos ordenados. La dualidad que
presentan las reticulas de ser a la vez conjuntos ordenados y algebraicos, habla de la estrecha
relacién entre operaciones y estructuras, las cuales son mutuamente dependientes. Lo anterior
lleva en ocasiones a resultados insospechados, como los teoremas de Hopkins-Levitzki (todo
anillo artiniano es neteriano) y Bass-Papp (un anillo es neteriano si y sélo si la clase de sus
modulos inyectivos es cerrada bajo sumas directas).

Por otro lado, al abstraer las propiedades esenciales del orden en las estructuras, las reticulas
son ideales para hablar de subestructuras comunes a los objetos algebraicos, como son el radical
y el zoclo, los cuales proporcionan una manera natural de analizar y clasificar la reticula de algan
médulo, grupo, etc. .

Todo lo anterior da motivos de peso para decir que las reticulas merecen un lugar central

en el estudio del Algebra, pues constituyen un aspecto esencial de sus objetos.



Bibliografia

[1] Anderson F.W. , Fuller K.R. , Rings and Categories of Modules, segunda edicion, Springer Verlag, Nueva
York ,1992.

[2] Calugareanu G., Lattice Concepts of Module Theory, Kluwer Academic Publishers, Boston, 2000.

[3] Guzman F. , The Hyperradical and the Hopkins-Levitzki Theorem for Modular Lattices, en Actas del XVI
Coloquio Latinoamericano de A/gebra, Revista Matematica Iberoamericana, 2007.

[4] Hall M., The Theory of Groups, AMS Chelsea Publishing, segunda edicién, Providence, 1991.

[5] Kleiner I. A History of Abstract Algebra, Birhiuser, Boston, 2007.

[6] Schmidt R. , Subgroup Lattices of Groups, Walter de Gruyter, Berlin, 1994,

[7] Stenstrdm B. , Rings of Quotients, Springer Verlag, Nueva York, 1975.

[8] Tuganbaev A.A., Distributive Modules and Related Topics, Gordon and Breach Science Publishers, Amster-
dam, 1999.

70



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Retículas
	Capítulo 2. El Zoclo y el Radical
	Conclusiones
	Bibliografía

