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I~J;9Cf;tJ:CIO~··; 

/ 
Teorias del Control Opti.mo, es el título del pr.esente tra:Jt:!,y.i cuyo objz 

tivo principal e5 E,ü de ~Iostrar un panora.ma general de teor{e.s di fer'3ntr.:l::, qu~~ 
habiendo aparecido en diversa.5 épocas históricas 1 conducen a reaul tados aquiva 

i· 
" lentes, resaltando la consistencia de tales equivalencias" 

Panl lograr el objetivo señalado se elaboraron seis capítulos siendo su 
~ contenido el siguiente: 

i 
En el Capítulo l. se resumen los resultados principales de la Teoría CH 

8~ca del Cálculo de Variaciones, definiéndose los problemas de Lagrange, Mayer y 
8012a o A continuación, en el Capítulo,II se e~pone la Optimización del Co~trol -
por Programaci6n Dinámica y el Principio de OptimaUdad de 8ellman, obteniéndose 
los resultados del' Cálculo dG Variaciones al aplicar la 8cuaci6n funcional de la 
Progmmací6n Dinámica. En el Capítulo III S8: obtiene la ecuación de Hamilton- -
·,Jacobi usando la Prcgramación Dinámica por lo que se le llama ecuación de /-larnil-

_ ton-Jacobt-Bellrran o La teoría del regulador con funcional cuadrática se expone -
en el Capítulo DI '/ se desarrolla tajo d:Js enfoques diferentes que conducen a -
lOé: ,;-!:i.smos resultados, que son: La teoría del Cálculo de Variaciones y la Progr!::. 
macLjn Dinámica'. En el Capítulo V se resume la teoría de Pontry'Rgin que bajo el 
oombra d8~ 11 Principio del Máximo 11 este.blec8 +a ~"bluci6n al problema. de contl'ol-- . 

..., 6ptim:::. o . Por último en el Capitulo VI se resume un trabajo elaoo:cado por R .. KAl.l-

, . 
man qui.t:':ín usando la teoría de CaTathéodory, resuelve el problEma del regL!lado~~ 
con funcional cuadrática haciendo aportacion~s de gran valor .. 

Los capítulos S8 estructuraron de tal fama que ca.da uno contiene: 
. ) 
1 J 

ii) 

iii ) 

una introducción, en donde se explica a g:::-andes rasgos él conteni

do. 

Los detalles del contenido, como lo son las definicionss, desarro

llos, 'etc o 

Las conclusiones, orientadas a mostrar la ,relación con las otras'

teorias .haciendo énfasis en sus posibles ventajas y/o desventajas. 

Para elaborar el trabajo se consultaron (con diversos grados de pro -

fundidad ) las r~fGrencias señaladas al final .. 

r 

Ciudad' Universitaria: D. F., Julio de 1984,. ~rino Sánchez' Parra,. 

Tes In Ó'--' 

e Ol/l+r (;) I 
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e A P I TUL o 1 

T'~ o R 1 A . e L A S 1 e A 

Con t.Emi do 

1.- INTRODUCCION~ 

2.- RESUMEN DE LA TEORIA CLASICA DEL 

CALCULO VARIACIONAL. 

3.- PROBLEMA ISOPERHlETRICO. 

¿.- PROBLEKA,.S DE J.1AYF:R Y BOLZA. 
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El objetivo del capitulo es el de presentar en fo~ 

IDa resumida 108 resultados fundamentales del G~lculo de V~riaciones ·que pro

piamente'tiene su inicio al final del Siglo XVII cuando l. Bernoulli.formul& 

'el problema de la B~aqui8t6crona. En principio ss mencionan las Rcuacicinsa 

diferenciales de Euler-Lagrange para una funcional con bordes fijos: lu~g~ -

ae generaliza el 9Toblema ennsiderando el caso de borees movibles, estable-
I 

ct'ndooe lan condicicneR de transversalidad. A continu~ci6n s6 mencionan las 

condiciones sufictentes de extremo: las condiciones de Jacobii Weieratrass,

y ~e Leee~dre, respectivamente. EnB~guidase pasa a U" breve anilisie 1UB -

conduce al establecimiento de la ecuación de' Hamilton-Jacobi, (6). 
Para terminar el capitUlO, se describe breve~e'nte el Pl'oblema Iso-, 

perim&trico r despu6s el Problema de Lagrange y por ~itimolos problemas de -

Kaye,r y de Bolza [41. definié'ndose.'ste úlqmo [71. La parte de<llcada a con

clusiones está orientada fundamentalmente a comentar la relación de algunos 

de los aspectos mencionados con los tratamientO{ (teorias) que se expondr~~ 

poste rt'oruEinte. 

2. Resumen de la Teoria clási~a del Cálculo Variacional. 

Las extremales, funciones cont{nu~G qua bacen ex 

'tremo el :alor de' ~a funci~naJLY()()) = IX I F ex} y, yl) Jx 
(con ye R) yl _ Q}'_ X o 

• - dX 
( 1 ) 

necesariamente satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange: 

o 
(2 ) 

Problem"s con front81's.s o bo:r.ñes r;ovi bles. Si -

en la fbncicnal (1' se con~idera que los puntos de bcrdc (xo)y(x~» y ex" 

¡(:Xl» se pueden desplazar, entonces se 1ebc~~ ~onsid~rar 

1) [F f { (p' ~ y') Fy, J X = ~, O ( ,.1) 
dónde y, = <I(Xi) es la curva a le largo de la cual se desplaza el punto (x 1 ' -

(1p1 - Y') F~, J = O 
" X:::,Xo 

Tarrbién: 

[F 1i) f (3.2 ) 

donde Yo=Jb{Xo) es la curva de desplazamiento del borda inicial (xo,y(x
O
». 

(3.1) y (3.2) son LAS CORDIeION!! DE TRANSVERSA~IDAD. 

Condiciones Sufi~ientes de Extremo: 

a) La ecuación (F. _ d ~ ) 11 

YY Ji YY', .AA 

donde Lt. = OY(K)C)jOC 

o ( 4\ 
• J 

(4 .1 ) 

(siendo y(x,c) una familia de curvas p~ram'tricas} establece la CONDrCION ~ 

DE JAGüEI 
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b) CO]DICIO;i DE "'iEBRS'I'HASS. Si en ~a füncJ oh",l' (1} se 'cumple la condi:::ión -

de Jacobi, entc~ces la curva extr~malC que pasa por los puntos (xo,y(xo ») 

y (x1,Y(X1 i) puede ser incluida en un campo central con i'nclinación . , 

p(x,y(x». Entonces se define la función E(x,y,y',p) tal que 

E (x. I YJ yl)p) =- F(xJ }', y'J - F(x, yJ p) - (y'-p)F; ('X) y¡p) ( 5 ) 

llamada Función de Weie~straes, sea 1 E ~ O ¡ ( 5 ) 

para que la funcional (1) tp.nga un mí:: imo en la cur\'a c. 
e) CONDICION DE LSGENtiRE. Debida a que el estudio del signo de la función,! 

causa serias dificultades, la condición (6) se puede reemplazar por la 

condición equivalente:' 
Fy'y' I~ O 

, , (71' 

llamada ·condi~16n de LegendrB~. La interpretación de (7) se logra como 

L Il, O,. 3 b' (¡t', ee muestra en ~l cuadro sigtiiente. L~ ~ \ 

, Para un la condición se ¡¡uede sustituir observación por. 

~O Fy' Y' )0 
-

l' , débil ¡; En 1 ~ ext.re mlnllliO 
mal. -,. 

fuerte En punt.o~ mlnimo t>/ O Fyly' ~ O (x ~lX» 'OrO mos a e 

Ecuac16n de Ha~i]ton-Jacobl,problema'variaeio-

~al). a)Eeuaciones Can6n~cas. Para deri~ar la Eeuaeión de Hamilton-Jaeobl, a 

partir da laR ecuaciones de Euler-Lagrange sé obtendr' su forma ~an6niea; 

luego, y a partir de ·éstas se obtendrá la f0Nl1ulaci6n de H-J. 

Seá' x una variar.le independiente real e y un vector, y €o Rn • 

(J~ J(X,Y>YI) :: \X~F(x,y~yl)dx 
)~~ 

Considérese el prOblema de minimizar J. ~lanteando las ees. de guler 

Lagrange: 

r . 
r y~ llamando 

resulta de (8h 

ax 
v.1 , caleula.ndo las Ir.. en funcíon de x,y, qi: 

definiendo 

es inmp.rtiato que 

-3-
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LaR aC~[CiQneR (11) se. llaman fo~m~ uan&~ica' 6 ~orma Aamiltoniana 

de laa eC8. deluler-Lagrange. Esto es debido a la analcg{~ con las ees. de 

H 1 dI " r .ami toti e a maeanle~. 

b) Transformaciones Can~nicas. Ecuaci6n do Hamilton-Jacobi. 

Consi.dérense las transformaciones T: 1R..2. ~!e.Z- I T: íYi) ~¿ 1 ~1~¡, "'¡ 1 (12) 

Definición. Sea la transformación T descrita en (120, donde 

~i =q¡(.<,~) ,y¡ =y.(o<,(I.) i: 1, ... ;1'\ i{IM'¿= r~'l 
~t\J 

entoncea se .dice o_ue la trausformació!1 es canónica, ele tY)~J 

las nuevas variables satiSfacen las Bes, de Hamiltcn transformadas 

do<¿ ':: é)~ 
el ')( é)~¡ _ 

tll.L: _ é) \-t . 
_ _ rJ cJ..k -. dO(¡" 

la ft~.nción H= H(~i ,~i' , X) se. dencmin3. }'aj~Li 1 tO;i 3.no tial SiEtema T:-ansforr,ado. 

TEORli:MA: La condición necesaria y suficiente p~ra q'lF. una transformación sea 

canónica,es que r: [ y, ~\ -;o t .c,~l, Sa:Ti\{G.dl<... 
"" ro. ~ ~ dS L l~ ~i Yi. - HCXJY/~)l- L6 ~¡ o(i - t-'(X)c{/(3)J ':: ~X (14 ) 

dond~ S se llama funci6n generatriz y puede escribir8~ de una ~e cuatro ~or-

!!}Jl.s 1 ) S::' S ('leo) x) -€V\ Cuyo caso y' :::: _ C>S/o~' -c.. l ct¡ = 05/"2:(1;' 

2) S -:. S ( y, (1 ) X) # It '" l:l;. ~ (jS/oy~ c(i -:: osjO¡1:,j. 
3) S. ~ S e ~ J j)i..; x) " 1; Ii Yi. -= - ~s h1i (S.i - '(;5/ OiXt'15) 
t. ) ~ ::S(YJ/X.I X) " t, t, ~i = 3slor .. ' (2)(::. - C>SJoiJ.' . 

- é)S 
. l. 

Y adem~a ~ ::: H 4-crx ( 1 6) 

La virtud de este teorema radica en la posibilidad de transf~rmar ~~S coorde 

nadas (y los momentos ge~eralizadoRO de un sistema en otras donde cumplan -

con alguna condición. 

e) Ecuaci5n de Hamilton~Jacobi. Sup6~gasi ahora que en el pro~lema variacio-

nal se efectúa un c~rrbio de veriable tal,gua , _ ) _ oS 
S .. S (Y, ~ IX. J ~i - ~ 

y de acuerdo a ()6): H- -+ 'aS. YA . 
~ 

Si se impone la condición 1i=: O (coordenadas 

se obtiene 

tenga la forma (9); de las -

(17 ) 

La eco dif~ (17) se satisface con una función S (fQnción generatriz); de

pe~de de n+1 veriablea: x,Y1'Y2 •••• tYn Y se denomina Ecuació~ de Harnilt6n 

-Jacobi. 

t To.. ..... \Mn 
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'3'.;... Probl€:r:a Jsope~irn4'trieó,( 

Se llama ?r'o'.Jlerua Isoperi:(,itricó a aquel que ef'tablece a.uc'la intJ: 

gral definida, de F se minimi.ce mi8nt.raa que al mis:!lo tiempo una s_ e¡;;uuda, in\..2. 

gral definida dependientA de y(x) e y'(X} tome un cierto valor C. Consecuen-

'té~lente, -e! conjunto de curvas admisib~es esti limitado a las curvas que sa-

tisfacen Jlc l G (X, y, y/) dx ~ e 
XI> ( 1 ) 

El problema puede tener otro tipo de nondiciones ~€ borde. Por e--

jemplo, en el caso multidimenstonaJ. e~l que se dan n funciones .Yi(x)" i=1.-

2 ••••• n; una condición de borde típica especifica alguna relación del tipo 

( Y Q. ,1 1) O G X} I J - - -, Yn j Y. J .. - J y" ::: 
(20 

en ecte naso el pro ema ya no e~ del tipo simule. ,siendo conoci:lo como EL -

PROBLE11A DE I,AGRANGE. . , 
Los valores ad!!iisibles de y(x) o y'(x) pueden ser- limitados en.éa'd3. valor de 

x por restricciones de deR~ualdad. como 

JI (y (')( J) ~ 9 I (>e) 

)/2. (yl ('K)), ~ 9 ~ (x-) 

lt 3 (y(x) , lJ'('k'») ~ ~ ~ (1c) 

~.-Problemas de Mayer v Bolza. 

!,/./" 

(a) 

(b) 

(o) 

Otra forma de enunciar el problema es cuando una funci6n de con-~ 

,".;::-01 u{t)f Rm• t'>"t o , determina un conjunto de n funciones x(t)(; fin. def!nl-

óas para t~to' poc las ecuaciones diferenciales x.( t):: 5 ('K ) J,{ ) , 

con condiciones iniciales x(t o )=' x o ' 

Se llamará tra,\'sctoria C\ontrolada a cualquier conj"nto de funciones x(t) co-

rreaponrtj¿nte a alguna funci6n de control u(t). En el 'Problema de ~ayer se 

p.!'1Goge tal que una fllnción I (x.t) tome su valor extremo cuand'o es evaluada 

en un tiempo final T, donde T se determina implícitamente al satisfacer 

conjunto de condiciones terminales , Y¡ ( x, t ) , ,j = 1, 2 •••• ,p ~ n. 

el -

Tal problema se llama nproble~a de control terminal" ya que el criterio CRn 

tral Flstablece que u~a función! es evaluada en el tiempo terminal T. En la 

terminología cl¡sica este caso es un PROBLEMA DE MAYER. 

F~nalrnente, cuando se nombinan' ~mbos tipos de criterios. el de la 

integral y el terminal, se tiene el problema llamado PROBLEMA DE EOLZA.Ss e& 

conveniente establecer,la siguiente definición: Se llama Pro~l~~a rte Bolza _ 

al de determinar una función de control ~~Jx) ,tal que ~~ga extremo el valor 

del funcir'3.l de evolución en tiempo final tft T, fijO o variablft, de~endien 

te de T y del' estado final x(T), de la torma: 
:. , 

-5-
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~ t~' (l~) , T J·V r{, F ( t ) x ) J.}~) d± 
) tí; 

sujeto aqHex(t) y u(t)satisfe,gan ,las ~D, (l,e ligazón' de la dinámica' (SDO en 

gene,ral! no-aut.ó¡;,omo) con ~ondicj,ones de ,valores iniciales x(tol'" xo : X =~ (t,x,u) 
x(Rn , uE:Rm (m.!n), c,:m lae hipótesis de <f y F contfnu!?s y derivari,as pa.!: 

ciales cont{nua~. 

cional de costo g~~eral (1) con ti- T fijo, es que con la'función Ha~iltDniA 

na con n multipli¿a~oies A¡ (t) 

se cumplen ,( d j{ ) ::: O 

, OP..· 
. J ;t 

U¡=1{' 

5.- ,Conclusiones. 

) 

F{t)~)M) + (A-f) 
1:) ¿7t , 

., 
\ 

J .. a funcional (1.1) correspond,e al llamado ":problema simple del cá.!. 

culo de variacione8~. Fn Bl caso de laa Condiciones de Transversalidad se -

oonsideróe,i d.es:plazamiento de ,uI!,Punto a lo largo de ,üna curva; la generall

~_ación dimensi·onal de este C;-,30 corresponde a una hipersuperficie. po!' lo --

,que ,las ecs. (1.3.1) y (1.3.2) son generalizablesj co~o S8 ver~ en el Cap.Y 

al analizar la Teoría de Fontryagin~ 

T~mbi;n pe vi5como poner el problema variaciondl en tirminos de -

la formulaci6n canónica Familto'nia.na, y '9sta última come el problema de re-

solver la eco (1.17) de Hamilton-Jacobl. 

En el ~ap. VI se veri que al considerarse la funci~nal de Bolza y 

el Lema de Carathéodory (Teoría dA Kalman-Carathéodory) para el contr'ol ó¡::ti" 

mo, se obtiene como consecuencia la condición de Weierstrass. 

Respecto a la t~or{a de H-Jt.e~ el Cap. IrI se obtendr~ la ec, del 

mismo nombre usando el m'todo de la Prngra~aci6n Dinimica d~ Bellman y post~ 

riormente,en el Cap. VI, al aplicar el Lem~ de CarRth~odory con la funcio--

nal de BOlza (ec. VI-tA.?»). 

El Sistema Hamiltnniano de eco. se decucmri enel Cap. IV al anali 

zar el problema del regulador y ta~bién en el Cap. V como reBult~do de la -

formula~ión del Teor~ma 1 en la Teoría ~ePontryagin. 

Por último, motivado :por el enfoque ,de la Pr'o~~amación Dinámi"Ca, -" 

en el ,roblama i8operi~[trico consi~5rese que (sección 3', al va.lor de y Co

rrespondiente a una x se le llamará "estado" y a J.a y' la "decisión". 

-6-
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CAP 1 TUL O 11 

LA PRCGRAMACION DINAMICA y <EL CALCULO DE VARIACIONES. 
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1 • .,.. Introd'!E..Q.ión. 

Cons1oé'ri:l3€t :,!!i, Rt8t.f.i!J'la ~l CU/.'l.l e3 üo[)c:::rlptible a. través de un cOll 

jUí1to ntmerable da est?do8' dlB{;r~toa. xi' i= 1,2, ••• y de ,un conjunto numera-

ble da funciones ~e Dontr01: ui' ia 1.2 •• ~.: 
. # .. . 

adamas, 01 sistema evoluoiona ' 

,f.1egÚn la. ley 

Para, que la relaci~J'I (1) ,ee satisfaga, ea necesario que dos eta-.. 

pas oualesquiera xi~ Xj, pousan la propiedad de transici6n i -..,.. ji si aiendo 

xI=xk~ entonces existe uk tal que 

(2) 

para cada transición Xi -.... xJ existo un número real positivo -h.1 llamado -

costo de trariaici6n. dSliot'ndoee en g~neral p~r Jk,k+1 al costo de transicl-, , , , 

on de esta.do xk ...... xk+1. 

En un proce~o de control ,de etapas múltiples. seooi6n 2, la tran-. 
alción x i --. xJ l~plica una eerie de transicione~ intermedias y BUS corres--

p'ondientee trayactorias, sIendo' una de latas óptima p.,n el sentido de hacer -

e:.!tremo el costo de transicI6n J, figura 1., 
)(2 

',X/ ~~X~ ><9 

~.~ !~~Z,~ 
x" x~~ ~~ ~",<¡,?c~(}XIO 

X~ Yi 
figura 1. 

F.ntonoes el problema que se formula, enfocándolo como un proble

ma do control. es: ~ encontrar u~a suoesi6n de cont~oles uO' u1' •••• un tal 
, ' 

que se pueda transitar desde un estado Xo hasta. un eRtado Xn cualquiera, de 

torl!la Q.ue XI::5-(XO).u~) ,X~=-1(XI,U.I): -., XN-=-t(X\J-I,'uN-') 
~-I 

'3' JqN -=:,L Ji i+ I 'sea mínimo ft (:5) , ,:..() , 
respeo to a la figura 1, supongase que J.a trayectoria !!larcada es la 6ptima. 

En un contegto general. el prOblema enunciado s~ podrá resolver 

aplicando el PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD, secci6n 3, el cual será utilizado pa~ 

ra desarrollar la Teoría de la Programación Dinámica en una formulaci6n que 

. oonsidera un Procsso DeteTminíetico Discreto, secci6n 4. Posteriormente se -

aplicará la P.D. al análisis de prOblemas de decisi6n de etapaR mJltiples 

del tipo contínuo, por lo QU~ 'atos serán caracterizados por ~edio de la e

cua.ción f~~cional de la P.D~. secci6n 6,7 posteriormente se aplicará la ee. 

t~ncional ~a~a for@ulur el prOblema de extre~o en P.D. y as! obterier la Ec.

de Bellmau- Dreyfus'cuya aplicación,conJuntada con ciertas consideraciones, 

oonducir' a la obtenci6n de los reBultad~s de la Teoría Clásioa mostrados en 

el Cap. 1. Esto ee desarrollara' en la secci6n ,. 

'-8-
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2.-?1'o~eso!J de Co'ntrol' rte EtapaR M>ll¡iples. 
t;onsioerese u:f. pr(ll~"'SO de (l),S1,;rlOUC10n a.e etap3.si!!últiples 

que poseB algunos elementos comuneD a una variedad de procesaR que se preoen-
,tan en el análisis nat,B[IlátiCo, 00:710 en el cálcu]') ordinario'y 'el, cliaculo de -
v.riaciones,'aaf como en campos aplicad~s có~o la Economía Katemátic8 y en el 
~studiO de los sistema! de Ingeniería de Control. 
P!'irnera,menfe se formulará el problema bájO un enfoque clásico que ilustrará -' 
a,lRunas de las dificl;;ltadea de esta aproximación. Para elimim:.r tales dificul 
tades se introducirá la idea centr;1.l d,el método, ql"~ consiste en incluir cual 
quier problema particular dentro de una familia de problemaa E1milar~s. 
Esto permitirá reempla~ar el protlema de maximización, o~iginalmente multirli
mertsional, por el problema de resol~er un sistema de ecuaciones derecdrren~
cía que impliquen f~~ciones de me.nor dimensi6n. 
Como una aproximación a la soluci6n de un sistema de ecuaciones funcionales, 
ss obtenBrá vna ecuaci6n funcional sL'!!,le. Cl.ue ea: 

}(x)~ Mo.x [~(~)th(X-':1)1- t(o..'~+-b(X-~))J 
o~y~x , ( , ) 

Al ser considerados proce~os com~lejoa, que impliquen ~n gran rango de apli
caciones. se discutirB.n procesos dependientes del tiempo derivándose algunas 
analogías multidimensionalea de (1), provenientes de procesos de etapas múl
tiples que requieren de un gran número de iecisionea. 

Primero se conside~ará el caso sencillo de 
un proceso de una etap~. ~up&~gasD que se tiene una cantidad X q~e se divid! 
rá en dos partes. no nsgati vas. y y x-y •. obtenién:!ose de la"llrimer cantidad 
11 un retorno~~)y de la segunda un retorno h(-x-y) o Si se desea realizar esta 

división de forma tal qlle se maximiéle el retorn, total entor.c.es se plantea -
el problema analítico, de,dgterminar el máxi~o de una funci6n.: 

( 1 ) 

para toda lj.en el intervalo[O,'X.1. Sup5ngase que ~ y tj son funciones cO::lt[nu
as de}:. para toda 1('90, tal que el máximo Siempre existirá • 
Conaid~rese ahor~cun proceso de dos etapas. Supóngase que el costo para obte 
ner la can+'ida.d 9{~), originalmente y, s,e reduce a a.y • donde Qea una cODstañ 
te, entre O y I • O~a., ( • y similarmenteX-y se reduce a b(~-y) , O! b~ /. o s"ea el 
costo para obtener'h(x-tj) • Con el total restante,ay+-b(~-y), se repite el PJ'.!, 
ceso. Hagamos 

a.~tb(')(-y) -= XI =Y/,+(X,-::t.) 
( 2) 

para~YAX,Y obténgase como resultado. de esta nueva distri buci6n el reto"rno 
9(~{)1-h(KI-lJ') en la segunda etapa. 
El retorno total para el proceso de dos etapas es: 

( 3 ) 

El ret','rno' :r:áximo se obtiene maximizando esta función de~ e ~\ sobre la reg.!, 
ón bi-dimensional daterminada por laa desig~aldades 

.( 4 ) 

ConsÍdérese ahorá un proceso de N otapas donde repetiremos en sucEsión N ve
ces la ant~rior operación de distribucióa. 
El retorno total del proceso de N etapas será entonces 

\(~I~'~ll'''J';;~.J-:::.~(~)·+-h('X-~)+~(~.)+hCK,-ljl) t . __ +9(~N-0 t 
; h (XH>' - \JH-l) . ( S ) 
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dortde las cantidades obtenibles para la dist~ibuci~n subsecuente al final de 
"la primera, Geguncta,.~., (N-1)-Bva etapa est~n dadas por 

X \ =- o..~ + b e x - ~) 

X'- -=. ú..~, + b (~I _lj \) e ., 
O~'c11:: X 

O ~ ~\ ~ 'X, 

O~ 
I 

t. U . ·0 ... oJN-1 
(6 ) 

El retorno m~ximo se obtebdr' 
mensional enel espacio de las 
ciones en (6). 

maxlmi zando' la func i ón Rt-1 sobre la región N-d 1-

variables ~)":1¡/ .•• , ~N-I ' descri to por las rele.-

Aproximación a la Ecuación Funcional.- Tomando como objetivo la preservación 
de la unidimensionalidad, proced~rem08 como sigue. Obsirvese que en un proceso 
de N etB~as el retorno total m'ximo depende solamente .de N y de la cantidad -
inicial ~ • Entonces se define l~ función 

se tiene que 

con 

Máximo retorne obtenido'para un proceso de N etapas 
.::on condición i!1icial')(, para N= 1, 2, 3, ••• Y'X40. 

. tN (X) ~JV\a.)( ~)J (X,~) ... } 'j)J -,) I i\l ~ ~) ~) - - . 
l'dJ~t) 

( 7 ) 

( 8 

( 9 ~I (X) ::ot¿~~" [~(~) +·h (X ~~)J, . 
El pri:r.er objetivo es el ae obtener una ecuacior, para!2..(X) en términos de~I(X). 

-Considerando un proceso de 2 etapas, ve~os que el retorno total será igual &1 . , .:. . 
tretorno de la prlmera etapa mas e~ retorno de la segunda etapa, en la q&e se 
tiene'unOl; cantidad a.y+b()(-lj) para ser distri'buíóa. B.J claro que c'.lalquie
re qué sea el valor de ~ seleccionado inicialmente, la oantidad ree~ante, ---
o..~tb.('I(-l¡\) , se usar{ de la me~or forma posible para la etapa anterior,'-

G1 so desea obtener un~ Jistribucion que maximice 2 etapaE. 
La observación anterior es la c12ve del a~ili8is materniti~o 8igui~nte. I 

Se notari ~u;' como resultado de una distribución inicial de ~ obtenemos un re 
torao tot~ü )1(a.~+b(lC-~))'::e la Hegnnja etapa del proceso de.dOE:~tapas, Si~, 
Ee epcogi& 5ptimamente. Consecuentemente, para el retorno total del proceso -
~e dos etapa~, resultante de la distribuci6n inici~l ~ • se tiene la expresl-

on: R2. (I)C)~/~'):: ~(~)th(')(-y) +~I Ul~ 1- b('X-\j)) ( 1 O)· 

Si se escoge la ~ ~ue d' el m'iimo (e esta expr~si&n, entonces 3e obtiene la 

relación-5lx)-:: Mo.x L~(\))+ht"l(-\J)+ ~l(a.~+b()(-~))) 
( 11 ) t O~~t1( 

que conecta las funciones -!llX)'y ~llx) • Usand.o la misma argumentación para el 
proceso de N etapas, se obtendrá la siguiente ecuación funcional: 

~L; (x) ~ MCJ.x r ú ('-.1) t \¡ (X-Ij) + r (a.~ +- b (K-Ij)) 1 
N O ~ lj o( l cj .}N -1 "- ( 12) 

para N)2,'con1,(:)() definida en (9). 

~rnpe zando con ~,(x), de te rminacia por (9), se usar' (12) para calcü.lar 11. U<) ,
la cual repite el prOCe!30 obteniéndose así·h(lf.)Y así sucesiv.amente. En cada p~ 
so áel c'lculo obtenemos, no 801ament~tKlx), sino ta:r.lbién~~tx)o Sé"a la distrl
buci&n&ptima que se tomar'. al inicio de la k-ési~a etapa del proceso, empe--
zanio con urta cantidad X . -' 
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Entonces, la soluci6n bónA1At~ de le tabul~c16n de une secuencia 

de funciones {YI< (x')} y ~t¡.:.t:;:)l para X'-3'iO. 1'--=-1)2, 

Dada le secuencia de funciones:-{yt:. ['lC)}, la. solución de un probl..! 

!!la ospecIfioo i;mpl~cando una n dada y ta.rnbién una. X dada, tiene la forme: 

y - \1 lX) - IN .. 

- y 4 _1 (CA- Y + '6 ( x ~ y ) ) y , 
. I 

y?. Y~JJL (Q Y 1 -1- be XI - Y 1)) . 
'.' J 

• .. 
• y, (o..y N-'L 1- b (XN-'t - y I<-~) ) YN- 1 ( 13) 

, , 
es ~~ conjunto de distribuciones que-

maximiza el retorno total de Ji etapas. 

CO.!!!!l.litar;.Q.:É:e importante hecer notar que se ha intentado resol 

v()r un pronlama' ¿en:a:ximl~aclón que iPlpllca un va19r particular de X. y -
, 

. ~n válor particular de N, res?lviendo primero el problema general que lm-
. . 

plica. un,va.lor o.rbitl"ario de X y un valor arl'itrario de N. En otros térm,! 

nos, se ha incluicio al. problema original dentro de una familla. de proble

mas similares. La principal v~ntaJa que prosenta esta aproximación es -

que un problema N-dimensional se· ha. converti'do en una secuencia. de N pro

blomas unidimenaionalep., 

3.- El Principio de Optimalldad. 

En cada proceso, la ecuación funcional que lo gobierna ~e pue

de obtAner mediante la aplicación de una idea intuitiva, formulada por R. 

Ballman [,) , que ae conooe co~o ~I, PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD Y que se pu~ 
de expresar de la siguiente forma: 

- Una política óptima posee la propiedad de que cualesquiera 

que sean el estado in'icla.l y la decisión inicial, lae dec.,!. 

~ionea reata~tes constituirln una política &ptima respeoto 

al estado r~sultante de la primer deoisióna • 

En tlrmino¿ de l~ TeorCa del Control la frase • polítioa ópti

maa del enunoiado anterior corresponde a apolítica de control óptima- 6 

-e~trategia 6ptima de aontrol a • 

- ti -
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4. Formulación .~1atemáti CIl • .tr2_ceso. Do? terminl st i c_o Di scre to. 
Consid;rAse ahora un praceRO det~rmin{stico, lo que s~~nifica ~ue el resultado 
de 'una decisión está dctf;rminHtio únicament'A por 1a decisión, y supóngase que 
el estado del sistema, uependiente del tiempo, en cualquier etapa está descr.!. 
to por un vector de dimf'nSi(~n-N,r:(?lJ"') PM)restrlngico a una ragión D .. 
SeaT:tTC4\ donde cual<:¡uierq. pert.enece,a un con;]untoSel cual puede ser fini
to, enunerable" compuesto t10 una combinacLón de conjuntos de este tipo, T pu~ 

de ser un con,junto de transformaciones con la propiedad de que pe,f) implica. -
que ' T~ t~) E: D V' ~(: S , 
El término discreto sip,nifica que se tiene un proceso consistente de un nÚ,me
~o finito o infinito-nu~erable. de etapas. 
Primer,o se c'ons~derará el procoso fini too Entonces la estrategia C(:msrfi:te de 
una selección de N transfortnllcio'1ea ordenadas."'- I'T T~ \~) que dan sucesi-", ,·r·\lt, ... ,"', ~ 
vamente la secuencia de o~t8dos 

. 
• 

( 1 ) 

Estas transformaciones se escogen para maximizar una funci6nR t del estado -
final P.. • , ' , 
Observe que el valor maximo de R(f\..) ,determi.nado por una estrategia óptima, 
s~rá función so~amente dp.l vector .. inicialp y el número de etapas N. Esto da
flne a las funclones auxllla~es basicas 

Ju (1'):: ~ax R (pw) (2) 

El retorno de ln N-is1ma etapa obtenida al empezar con al 
estado inicia] y u3ando una estrategia óptima. 

r:",ta'secuencia está definida para N"', 1, 2, ••• , Y para pE:lD. 
Para resolver el,problema original que implica un proceso de etapasmúltlpl~8 
( con'un mÍmero finito do'6ta,pas,N l, con vector iníd,al p, ahora se consi
derará todo el c(;njunto de problemas de maximiza::ión obtenidos de vaJ.ores ar
bitrarioa da p y de una cantidad arbitraria de etapas. 
Entonces el proceso original ha. sido inclujdo dent:'o de una fami~ia de procee 
sos similares; por lo qce ~n vez de intentar de~erminar las carac~Brísticas 
de una política optima pnr'!;l un proceso aislado, !3e intentará deducir las pro
piedades comunes del conjunto dE' políticas ó¡;timas de los miembros de la fam! 
lia. 
Para obtener una relación de recurrencia que conecte a los miembros de la s~ 
cuer:cia{twlp)), se empleará ,'1 Principio de Optirr:alidad. Supónga~e ~u(\ se se
lecciona alguna transfor:ns,'ión 1i como resultado de la primer decision, obten.!. 
é~do~e rte esta forma un II\\¡>VO vector, d~ estado Ji. (p); :1 ret~rn~ náximo de, las 
slgu~entes N-1 etapas es, p0r definicion'~~1 fl,l~. ~st~ SIgnIfIca que Sl se 
desea maximizar el retorn" total de las N eta~aSt debera escogerse para max.!. 
mizar estos N-1 retornos. ~l resultado dá una relación de racurrencia básica. 

para N),2, con 
tN l~) -;: ~~ ~~-r (T~ (P)) 

tI (p) :: Ma:x R (T~ t p)) 
. ~E S 

Observeae que tN ('p") el:' única, pero la ~ ~ue maximiza no ,lo es 
te, Así se ha deterni':I",io ~l retorno máximo, pero paeden haber 

(4 ) 

necesariamen
muchas pol{t.! 

cas óptimas que den esta r~to~no. , 
En el caso de un prcc~&o n~ Rcotadc, 
sola fúnción )- tf') , el ::".' t ,'rno total 

la aecuencia t~",\{:I)} se reemplaza por una 
obtenido al usar uca política óptima a 

- 12-
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partir del estado P y la rel~ci6n da recurrenoia ee r~empl~~a , 
por la ecuacl&n funci&nal 

~AX t (~ (1')) 
"í 

(5 ) 

5.- Formulación del problema de extremo en Programaci&n Dináml~ 

en X al Cálculo'de Variaoione~. 

;lnici81mente se considera el problema simple de extremos de fUl! 

a10nales. Se aigue el razonamiE'nto de Bellman por el cual se reformula el 

Cáloulo Variaclonal. 

Se desea determinar la curva y qu~ coneote a los puntos xo,Yo) 
I 

y (x, 'Y1) ta.l, qua la integral a lo largo de la.' curya de una función dade.-

V(Xfy,yt~ sea m{nima. 

A continuaci6n se introduce la funci&n S(x.y) de lss varIables 

X e y por 

( 1 ) 

repre-

l B~ntaci&n funcional 

,:i' que establece que el valor de la ,integral de 'cualquier punto (x,y) al ..... 

punto final, es ig-ual a la integral' de X a X +AX , más el lll{nimo valor

do la integral del nuevo punto (X'tó,) ytY'.t:.) al punto final; esoogi~ndoee 
la dirección inicial yt(x) para minimizar la suma. Esta es Una aplicación 

particular del Prinoipio de OPtimalidad.O(b)es el error asociado. 

IYUM 

y' S ) 'dS' , 'O ~ I 
(X) Y , Y I lb. + (X; y + C5X 1:. + '()" y Jj 

+ ... 1 y (3) 

haciendo que ó~o; en el límite se obtiene la Ecuación Diferencial 

Parcial 
o :: 

llam~da de Ballman-Dreyfua. Esta es la EDP que S8 satisface por la func~ 

ón del valor 6ptimo. 
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a.) • La. Ecuación 
La ~cuación 

de Euler. 
(5.d) es equivalente al siaterr.a de ecuaciones 

b) 

::>. 

~ 

y 

f~, + ~~ ::. O 

'F + o~ ~ (..(' oS -' O 
OX · J a~ 

( 1 

( 2 ) 

diferenciando (1)d c~n re8P;t~O a X d~~S 
n,,' + v:> '+- ~I '::" O 3 ) 

t;lx.¡ oX ,C5~ ~1.j'L 
la diferenciaci5n parcial de (~) con respecto a ~ da . 

. ' F", + F I d~' L. c>'2.s, t U' O?S + é) é)~' =. O ( 4 
J 'j 0'1 T oxÓ~ ,v 2)\.;1.. o"J C>~ 

estas dos ?ltimas ecuaciones/combinadas con (1) dan la gcuación de Euler 
elisica ~~l C'leulo d~ Variaciones. 

JX F~I - f~ = O ( 5 

~ La c~njición de Le~€ndre. 
Se ha usado el hecho de ~UB la d~rivada de la función (5.4) ea CDro en el 
mínimo. El requidíto adlejonal de que la segund& derivada de (~.4) ,con re~ 
peeto a y/debe sa~ positiva, para dar un mínimo, conduca a la ~esigualdad: 

" Fy't(, >.0 ( í ) 

oue es la condición de IJegendre (fuert'ej' elisica del Cálculo. de Var1acio
rres. 

e) .. La condición de Weierstrasa. 
Puesto que ei se tiene un mínimo relativo la condici6n de I.eKendre no es -
suficiente para asegura.r la existencia d,e un mínimc absoluto se d~ 
be de tener la. desigualdad c>S" ") 'OS Y I 2)S 

!=(X;t¡ICjJ ~ if +- ~I o¿j ~ F (*K~ yl 'f i-¿¡x + é) 'd ( 1 ) 

para todA. funcion Y.'= 1 I(X¡ 9) , o 0. 

F{X¡!J/f') - F [;X, ~h 'JI) + (y l
- ~/) ~~ >/ () 2 

la. qué. usanrlo la ec. (S'fl.. 1) dá " 

F{'K, '1¡ y') - F (X,ljl ~/) '- (yl - ~') ~' ~ O ( 3 ) 

,vO/7): (OmPr:ro'f (c7n í c;.S en, <5) y (6) de la. pa[j/nQ.:3. 
d) • Generallza~lon~s. 

Los arf,úmentos expuestos anteriormente se pued~ngeneralizar para conside
re:r el caso de varias funciones 1j,'(>C) , aSl como el ca:;;;), donde S9 inlcIu--
yen dl;'rívadaa de mA.yor ord~n. Entonces: . / / ') 

F:::: F (;:tI ?JI) t¡2.I"") ,1.jfY'\J 'tj~ ,'Y'2- f -"" ~IYI' 

Y 'S -=. S (X./~/(X)) !ft(<t<.) " _._'j '1"'" (1<») , 

't11 (x) :: 'j I - .. ) 

-14-
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, Siguiendo el planteamie~to de la .a~bi8h S, para obtener la eo. -

(5.4) ahora oe obtiene la eounción 

o = ~u'n, ( r F +' ~XS. 
y, s- ") Yh' 1 

que proporcionó las ecuacionos 

Fy¿ -\-

, (1) 

-o 
(2 ) 

1'\ I ()S 

F + (j~ xS + 1 YJ f--- :: O 
""'1 J ()y~ (;) 

de estas ecuaciones, como en (a),' se obt1enen las ecuaciones: De. i tn.ndD pt¡>,V,n{) '(0;-

d · --::-'15 'I ':'\~S " I • ' ()Pciüo-.x: '_, F.,I -\- v ~ y O r' .. t- ----.1 Á -=-I, ... ,n 
'aY. ti, {;)Yi ox, oy;.oY¿ \J (4) 

tomando derivadas parciales respeoto a '1' " 

r- _ 5' {)F' d y¡ _I-?fS ~ V~ 
rt ~ ,<-, DV' " + L Ij 

t Ó:'¡, Ij Yi. oX GYl J::¡ 
( 

1- i O~' aY1 o 
, 

(\:: ') '''1'' 
. ~:'I C> Yi a Y i 

obteni;ndo~e 8frf las ecs. de Euler-Lagrange del cilculo variacional: 

Ji V, 
dx '1.i =0 

(5 ) 

(6 ) 
SI F. ea une, fun,~lón da derivadas de segundo orden (o ma,yo::-ea) el prob.lema S9 

.~rAduce a uno que implique solamente derivadso de pr~mer orden suJotas a ree

tr1.cclonee'" por medio el,e '.lua simpleauflti tución y efeotuándose la demostrao.! 

6n de igual forma. Por &jemplOt Rl se desea minimizar 
h ' 

J(y) =\" F (y, '{') y", X ,)dx., 
sobre tQdae las y qu~ satisfacen y(x)= Y,. Y'(x)=Y2.se introducen la~ nuevas 

vari a ble s,: y,(x)- y(x), Y2= y'(x) • Entonces ee ottiene el prOblema de mi-

nimize.r 
J (V"Vt) :: »lXiY" y;, Y~)dx 

con lae restricciones Y\= Y2. Yl(x)= 01.Y2(X)= c2. 

e).- Problema Isoperimétrico, en la formulación de Bellman. 

Recuérdese.,lB, rest.ricción clásioa 

j"G [><,y,Y')dx :; r 
X 

(1) 

D6nde z es un valor fiJO dado. Bellman considera a z va~iable de -

modo que el valor del mínimo ahora ea ~na función dé pendiente de tree varia

bles x.y.z. 
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Por lo que se tiene el problemi d~ 
(l " r (,>:, .v.) 
~(X>"ll,c::)-.:: i'~I'{'\) F (X,'Y; '1 1) dx 

. t'd rx.Y} . (2) 
sujeto a la restricci6n (~) en el sentido ee~e~aljzado' de Bellman. 

Estableciendo una analogía con , 

5(x 1'Y ,-:c)::: ~n f F(,X>y,v')A +- S (A+~; yty'A) ~ - ~ (X,y)y,)C:.J 
)1 L " 

al desarrollar en serie de notencias 

~ (XI 't I~) = 7 {F (x,y¡ yl)b i· ~ (XJY I~)'t ~; b t .g~ 
. ~ 6 ()( d J Y 1) ~ t:.' j 

y ré.ciendO' b,""?O t er. el l[:ni te Be obtiene' D:C-

O = y\Y\ u: (X¡y¡y,)t ~~ t y' ~~. - E¡(X, y,y0 g~ 1 
que da " es 

0-::: Fy' t- W 
y 

G I ,os 
y D~ 

+ y/oS 
, oy 

• 

(4 ) 

(5) 

(6) 

al combinar l~ derivaci6n de (S) con la derivaci6n p~ralal e& (6) respecto a 

.. y se obtiene 

d: ~J ¡: - ~; Q) -~ (F 
" ()S G) =- O 

0"'2: ;' 

la, deriv~ci6n parcial de (&) conrespecto a z da 10B si entes resultados:-

O::. DZS,_ 
é1x O:t. 

I é)2-s 
+- y ay u=2: 

0= í(~) 
oS 
Ve 

f).- MultiplicRdoi,de Lagrange. 

(8) 

(9) 

(10) 

La 80. (e-1) es la eco de Euler en la formulaoi6n que incluye al -
m\.' d ; ~ 1 multiplicador de Laerange. ~am;JÍen se ha !!lostra o que i)t es u" mn ti'!llio,ª, 

dor de Lagrange junt?oon el hecho. c~nocido tambi'~. de que es constante;es 

d~oirt que en el problema isoperim~trico es ind~pendiente de x. 

g).- Condiciones naturales de frontera. 

Sup6ngase que y(a) no.est' especificada. El yalor inioial 6ptimo -

de y posee la propiedad de Que el cambio en el valor mínimo de la integral -
• al punto final (b,y{b») causado por un.c,'"lmbio en el punto lnic1<..1 ¡(aY 98 -'-
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oaro. De otra forma exiBtir~ .lrl punto inicial me,jor. Por consiguiente 

as j" 'O 
Dv 1 .=. 

1 X='(.L (1) 

o ~ién, ror. la ec~ació~ r-- f . 

(2 ) ry, 1 =- O 
X:. o.... 

Esta os la condici~~ ~Rtural de frontera asociada ccn u~ valor de 

frontera no espRcificado. 

h}.- Condici&n de Transversalidad. 

Se recuerdB la co~dini6npara'el caso de valores de bordes movi 

bIes. Supóngase que la curva minimal obt<>!'.ida. y(x) empieza en ;::lgún lugar sJ! 
\, , 

bre ~na curva dad. y- g(x). Entonces el valor inicial no esta especificado ni 

restrjngi 10 a la -I{nea x=a, cO,mo enel pu.nto ante:'ior. El rG.zonamiento empJ.f.a 
I 

do ea 'el' siguiente: Para la 'c~rva óptima, e 1 cambio fHl S cuando el punto i.!!,i 

oial varía a lo largo de dicha curva debe ser cero.Esto es equivalente a e8-

tablecor .[lB en el punto ir::icial , 

..a?- +- ~I dS - O (1) ox . oy-
por (n.,...2) 

y/~ ~' as F+ () 
oy oy (2) 

Y por (a-1) 

y/) Fyl \= + ( ~/- O (3) 

~~ta bondici6n para la derivadR inicial y' en t~rmino8 del'punto inicial 

(x ,y) y la pendiente de g( x) es la condic ión d'3 transversalidad clásica eeñ!!:, 

lada en el Cap. 1. 

1).- Condiciones de Pico. 
, oS 

AnterioI"m~'nte se CO:1;:;idero que ()x· 
rn-v~ óptima. Esto se hizo al 

d 
dX 

(qu~ aeutilizó en (a-4)) 

'~e C'btieno Fy 

.0S -0'1 

calcular 2-
0$ é) S 
Dy = D>< uy 

d é)S 
+- dX ay 

)"Fy dx 

os. ' r 

y é>y son cor.tl nuas 

+-

o 

a2 g 
o y '2.. 

y' 

sobre la -

(1) 

(2) 

que oe nontrnua aunque y' sea discontInua. Entonces al examinar (i-1) ae ve 

(40= 

:l,' través de 10::. diacontir:'\:..ica.d. y al examinar (a-2) se ve que 

1 -- y 1-yl (5) 

!AS ecuaciones (4) i (5) son las condiciones de pico de Erdmann. 
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j}.- Los })!"obÚ:nnas ,,_tLe ~fJ,.yer~Bol..?.f::. 

Hasta ahorRse h~ considerado el Prbblema de LaKrange. Considlrese 

ahora un problema más general: 

dados ( a) l!l1 ~onjunto de conó ie j.oncs in;.ciales 
" 

YA (le) -;:: C..: ( l ~.\} ... I ~) 
(~) un conjunto da ecuacionos dif~rencialea Y ¡ (t) -=- ~ i· ( ~ I:t. J *") . 
(o) un conjunto dEl condiciones finales y¿t~)= d1, rlende j es 

conjunto de los enter0s 1, ••• ,N y T no está definida. 

EncuGntrese la funci6n z(t) que minimice T. Ea deoir, tranof6rmeD 

se ciertos estgdo~iniciales en estados final~s deseados en un tiempo mínimo. 

Si ninguna funci6n y(t) ea mon6tona. la variable tiempo no se puede Rlimina~ 

del prpblema en favor de cualquier ot~a variable independiente. por lo que _ 

el proble~a no se puede tra¡ls~nrmar en uno del tipo de Lagrange. Para dedu-

~ir la"nat~~aleza de la 601uci6n, primero ae define la funci&n" ~Iy,tl de-

N+1variables: 

S (y¡'t:.) :: El tie:!lpo mínimo pi'.ra transformar el estado inicial Y; (t I=oj. 
(1= 1, •••• NI a un estado final de valores d J (j 1, •• :,NI
donde. gi(y,z,t)=;1 y z(t) se deber' escoger 6ptima. 

Aplicando el Principio de Optimalidad: 

g(YJ~):: ~ ~ 6* +" S (y + ~~d:) k+-A*)1 
(1 ) 

desarrollando en serie, como se hizo antes: 

O -= .~ L l + ¡~ Sy i. ~i f- Sl: J 
(2 ) 

qua d:a 

O) 

o 
~ 

I +- I'f SY.i.. g i t- S t (4 ) 
y 

al examinar lbE ecs. (3) y (4) se obtienen las ~iguientes conclusiones: 

e) Si las fu~ciones a lo.largo d~ la tr~-

y'?ctori'3. é~tima. 

d) Para lasYk(T) no dadas, SYk{TI=O. For la definici6n de S{y,t). 

e) }";n la llteraturs. ~láEliCa.t las funciones SYi se llaman A i' funci.ones mul

tinlj ca1ora~ .• 
, Si 108 multiplicadores Sy! se conocen an un punto, las eC9. an-

., 

terioras pe~mitirán determinar la decioión 6ptima z en tal punto. Para tal -

(:; ) 

; .. 
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En el C8.!30, mu;r importante'. las ecs. dif6renci~les de la 

condición (b) no va!'fan CO:1. .?1.Ubmp'o, o s'ea Ji=-' gi(Y'z); al obtener la r<i!'i':', 

vaci~n parcial de (4) respecto a Si da: 

, '~ (O S) - O '( Oa 
0-= f. oy· ~ y;. ~¡ 1-'?- ,:)y¡ o~/ + 

J-. ,~ ,. 1;1 

.9 9-i_ d& ) O=?: eYj (6 ) 

eombin~njo (5) y (6), con la. 8.ynd,8. d8 (3~; se obtienen las ec~. de Euler P3-

rá. ias 'deriva'das, rl"specto al tiempo, de los ~ultiplicadores. 

+I 
(7 ) 

las N ecs. diferenciales de primer orden para laE funcioneD multiplicadoras" 

junto con las N ecs. ,de restricciones 
o 

Yi. :: ~i. LXI~l-k) ( 8) 

y-l~ e~: (3); for~~n uri conjunto de 2M+' Bes. que se pueden resolver para -

'iés N funciones mnltipiica¿nras, las N v~riableB Y1'."'Yn y la funciSn ex-

tremal z(t). Las 2M constantes de intsfraci6n son determinadas a partir ,de -' 
, ' .. 

los N valores iniciales de y, los valores finales de y, aSl como las condl--

ctones ariotadas en (d). 

'El problema d~scrito es del tipo conocido como Problema de Mayer 

y el restringido de Lagrange; coro mayor generalidad, es rosible Gombinar los 

problemas de Mayer,y da Lagrange ~uacando minimizar a la integral de uha 

.,~ftunción más ot::-a f\!l1ciél':. evalua~a en el punto e::::tre:nal final. Donde. esta .-

funci6n evaluada en el pun~o final contiene algunas variat:e~ cuyos valores· 

finales rio se especifican. Eate problema general es llamado el Problema de -

BolzB, por cuanto en él se trata del extremo de una funcional general de Bol 

za (Cap. 1). Se sabe que los tres problemas, el de Lkgrange, el de Mayer y -

ei de Bolza sonequtvalentes, en el sentido de terter el mismo grado de rene-

ralidad. Adem's de que se puede pasar de'una formulaci6n a otra. 
k).- Restricciones de desi~ualdad. 

I 
En algunas aplicaciones se presentan prOblemas en donde hay res-

trlcclonas de desigualdad ~n las variables de decisi6n. Con r~ferencia al --

prOblema del punto ~n terlor, 
,., 

la función est' sujeta la sppongase que z a re~ 
• 

tricción de desiguaJdad 

j(YI?:) 5 O (1) 

(2) 

-19-
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l .... 

en. la frontera 

entonces (2) se 

d ~ 
MoYA. 

se tiene 

oA + -{jY-
' J. 

6~- Conolusiones. 

. .,. ; 
1-

o.A Ob (), ---- - (3) Ve oYi. 

(4 ) 

(5) . 

(6) 

Loe procesós de decisión de etapas múltiples (sección 2) presen-

tan las sisuientes características: 

a) Se cuenta siempre con 1m sistema físico el cual se caracteriza 

en cada etapa por un conjunto de parimetfoB t las Variable! de Estado. 

b) En cada etapa de un ~rocesc Re deben de escoger un númp.ro de dp.c~ 

s tones .. 
e) El efecto de uua decisión eR una tr~nsformac16n de' las variables 

lie' estado c 

d)La historj a. p~.eada del sistema no es de il!lpor~ancia en la determ.!. 

n~ci5n de ac~lon9s futuras; 

: e) El prop6aitn del proceso es el de h~cer extremal alguna funci6n -

de las variables de estado. 

Ea conveniente, por las aplicaciones posteriores, el dar las Riguie~ 

tea definicion~6: 

Se llama política de control a una sucesión de controles que prcdu-

cen una trayectoria, y nolítica 6ntima a la sucesión decontrole~ ut. u~J ••• 

1ue proct~cen una trayectoria óptima. 

Es import.a.nte ta¡;;bién :nenciori=.r que I siende el Pri::lclpio de Optill:al~ 

d~d de n~turaleza heurística, posee propiedades de aplicación en muy diversos 

campos d.e la actividad ht:'.l':'lana, tal y corno lo menciona Pontryagln t131 8.:1 co.,!!! 

pararlo con el Principio óel M~ximo~ como ee ver~ en el Cap. V. 

El an(lisi8 de la aecci6n 5 mOBtr6 que la aproximac15n por medio de 

la eco funcional proporciona, -de manera i.n·t1!.i ti va, derivaciones formales qlle 

permiten obtener los resultados clásic.os del cálculO de variaciones. Finalm!,.n ' 

te, en el Cap. II! se usari la caracterizaci6n por medio de la eco funcional 

para obtener la eco diferencial parcial de Hamilt.on-Jacob1 de la IlIecini'ca -

clásica. 

-20-
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lJ- Introducci5n. 

Al enunciar ,el Principio de OptirnaJidad a.!,art:lntemente resulta 

ser trivial y.obvio, sin embargo las aplicaciones potenciales del Pr~nci

pio de Opti~alidad resultan Ger mucho m's_poderosas que algunas teor{~~ -

estrictamente probadas. En el presente canítulo se muestra como se usa el 

P. de O. para construir,el esque~a de Programaci6n Din5mlca en su 1arsl

&n contrnua: las ecuaciones de HRmilton-Jaco6i-Bell~an (H-J-B).['1]. 

En ~~incipio, usando la fun~ional general de BOlza y la acua

ci6n diferencial (vectorial) representativa de unp~nceDo dinimieo, se e

nuncia el ProbJema. de Control Op"timo, sección 2. 

Pos~eriormfnte'y aprove¿hando el P. de O., la Programación Di-

némica, que se ocupa del caso d,iscreto implementé.. una relaciól! de r~curr!!.n 

cia (sección 3) pata la ~ete~minación de la secuencia óp~ima da estados,

y con.e~uentemente de 109 controles, llamada »Princi~io de Inclusi6n", el 

-cual' expresa que.: 

" :El costo mLümo de transición de las última.s !': etapas de un 

proceso de 1'1' etapa.s (N )K), a partir del estado Xn •. K 8S el ::li!"!Iio que el 

de un, proceso de K etapas 'a partir de ese mjsUlo estado". 

Al aplisar la Progra~acj6h Din~mica para obtener la ecuaci5~ de 

Haml1t0~-Jacobi-Bellman en la, c~cc15n4f se c~nsidera que la condicidn de -

borde s,",-perior ~r E!n la flU'lclonal de Bolza ¡~s fija. 

PRra terminar la exposici6n del capítula se plante~ un ejemplp 

al cual éonsidera a un siste~a dinámico escalar lineal con una funcional 

cuadrática. 
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L- El !:.roble:!:a- de Control Optimo. 

1 ) 

en donde x(j) e6 el vector de estado; u(t) es el vector de control, lla

mado también' vector de !"ntradas, yf es U:1a- función- vectorial Con X€rr.r'I., 
ut-Ie.W\, 8iendoto~t ~ t,. , t E-~ , te Y t+constantes. - , 
Problema: Encon;'rar un control admisible u"{t) que cause queal sistema
(1) le corresponda una tra;rectorj a admiE'i bIt'! i.'"( t) qué minimice a la fÚll-

~:O~:~i~;)· jt A 1 (i'(~ J; h) + [~('X~[t\J.1(t)) ,,) del: 

~ 1(x(t;),~)-t l~()«(t),!.A.(t),I:)dJ-- (; 

'La d'osigualdad (3) establece que el valor de la funcional óptima JIt, 'co
rrespon,Hente al control óptimo u*(tl y su trayectoria. x*(tl, debe ser-
menor (o igual) que el-valor de la funcional Jcorrespondiente a cualqui
e.r otro control admisihle u(t) ysu trayecto~ia x(j) • 
.en' los términos estahlecidos, el problema es: 
Enoontrar u~(t) tal que 

t fC
• =- J (XCi") ) de t) J *) 

p donda, xlt(t) es la evolu~ión de estados x(t) que resulta. de aplicar el -
control a*(tJ al sistema (1). 

2.- Relación de ~~currencia. 
Considerando el procese definido en (1.1-2), ahora se buscará obtener u
na. relación de recurrencja para aplicar la. Programación Dinámica al con
trol de dicho proceso~ 
Primeramente se aproximari el sistema ~ont{nuo definido ea (1.1) por un 
sistema discreto considerando N inorementos de tiempo igualmente espaci~ 
dos enel int?rvaio 06t~~ , t" =0. 

de (1.1) x(f-tt.t) -x{t) ~ t (x,(-t)) u(-tV 
.6t ., (1 ) 

o X (t+tst) = X(-t) T b-t-+Cx:(~) J ~ (tJ) 2) 

,para te k6 t con k= O,1, ••• ,N-1 3) 

es el k-ésimo valor de x denotado por ')(09 • En tonce s' ¡'a 
puede escrib¡r ) 
Xl t:u-) 1:-, t&) -tC X()::'V) j ~(I:::6;t) 

ecua-. . .. 
Clon de diferencias se 

'k ( t:: -t 1) é!. ±- ::. 
X(kt 1) ::::. )( (\::::.) + hl1{X'l~)) 4lt:::~ 

4) 

5 
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( 7 ) 

( 8 ) 
" " . 

hab.i~ndo ó~scretizado el. problema ahora se requiere que el control op-
timo. u*(x(O>,O), u*(x(1),1)., •• -., u*'(x(N-1),N-1) se-a determinado para 
el sistema (5) que corresponde a la funcional (8). Una vez hechas ta-
lcs conside-raciones¡--ahora -se -obtendrá la ecuación d.e recurrencia, em--

pozando por r!-~~r(X(N~ ~ J ('X (N)) I 
( 9 ~ 

JNN es el costo para alcanzar el valor ~e estado' final x(N). También 

se defineJ;."H (1((»~/)J U(N-I~ ~ ~b (X(N-V ,.u(N-I~ +-.A (Y.. (N)) 

~b (X(iJ-IJjU(N-J))+ ~N (XUIJ) (10 ) 

J1J.I,II e13 el 'Josto de operación durante el intervalo (-N-1)Ó t ~ t$ ti.6.t 
Adviért<;Lse que J""',N . corresponde al costo de !lna etapa del proceso con 
eatado inicial x(N-1). 
Como x-eN) está relacionado con x(N-1) y u(N--1) por medio de la ecuaci-
ón de eatacio (5),.. . '. . ~ 

JK-"N (')(U-,) > u( U_,))-:o: 9 b (x (~-~, U (~-,)) + J"N UD (~(" -,) lA ("'- ~)) 11 

entonces el costo óptimo es 

Ji\ (X(t4"I))~ ~{Ob(x("'-I»U(~-I~+J~(\(X(l.l-'),UUol-I~'L( 12) 
1\-1).., _ t\(l,H) ;j . :; J 
La selección óptima do u(N-1) depender~ de x(N-1) de tal forma que el 
control minimizante se denotará por u·(x(N-1),N-1). 
El costo de operación en loa dos últimos intervalos está dado por. 

~-2IN (X(JJ-2.)JIA(~-'2..)/U(lJ-I))'= . . 

~~(X("'-·2.) J LA (~-2)) 1- 91> (x (» ~ 1) I ,l.{ (~- 1)). t- ~(')( (t,n) ::. -

. ~b (X(O-2), U{Jol-'l.)).Ir ~H¡I'-t(rx(~-I)1A(U-I)) 
( 13 

La estrategia óptima durante los dos últimos intervalos es 

l"~ (Xt~-'2)) ~ \'YUn f ~'\) (X(N.-l)} U(N-~ + 
"'-tJ~ U{~·t.)J"{u..-I) l 

. . T (X("'-U)J.ltH- 1))} 
. ~'IW \ 

. ( 14 ) 

El Principio de Optimalidad establece para este proceso de dos etapas 
qui: W cualesquiera que sean el estado inicial x(N-2) y la decisión i
nicial u(N-2), las decisiones restantes u(N-l) ser'n óptimas resp&c~o 
al valor de x(N-1) que resulte de la arlicación de u(N-2)!'I ,~onsiguieE. 
te!llente: 
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3.-

JJ:.. (\X(~.L¡\ = M\n.~ ~1)"(X(t-\-~)_\U(N-~)) ,~, JN~N (X(N-i))} ( 15 ) 
~¡-itH ') AA.{¡j.;..) \... ~. ¡ 

como x(N-1) est~ rela6ionado con x(N-2) yu(N-2) por medib ~e la ecnac! 
óri de estado, JÑ-'2.,"I depende, solamente de .x(N-2); as! . . 

:f()«(N-:'~ -=- YY\Á'O ra",()«(N-~), UlN.-~)\ +,J~ (f1>(X()l-:t)\)}. 
/.J-'l,N - ¡) ..u..~I'-") L d.J-f " } ) 1'l.1)1~ \ . . ') ( 1 5 a) 

al considerar el costo dé operaci&n sobra l~s ttés e~'pas fin~le~ o sea 
un proceso de tree etapas con estado inicial x(N-3), es posible aplicar 
el mismo razonamiento que co~~~jo de la ac. (13) a la (15a) para obte--

. ner: ' 

i'(X(N-~~ ::. '~in' {Y})t>((N-1.»)Lltl>l-~) +'J*(t (XO'{':3.))U(N~~))\ j' . ( 116) 
~.N ') -U.(~B) Q. ,N-2¡Ñ "~ '. ') 

. . '., . . -

de ~sta manéra, continuando el an'ljsie ~hacia atras-,se obtiene, para 
un procaso de k-etapas el resul;tado' "I-j 

.J*( X (N-;:1) ::. f I m;l1' ~h ('1.(",») + I ~b ()Ca), ti. CkJ) 1 
N-K)~ . .u.,4-t:))Ll(.V~+/J)_., tR::N~;::; . J 17) 

.' ') «/.1/-1) 
al arlicar el Principio de Optimalidad 

La ecuaci&n (18) es la Ecuacion de Racurrencia y su derivacion ha re
'¡~lado un concepto muy i:nportante: EL PRINCIPIO DE: INCLUSION. 

~tari~: . 
• J'* ex(N-k)" es el mínimo costo posible de las k-etanas finales de -
N-\<. ,N -
un proceso de N-etE.pas con un valor del astado igual !l x(N-k) al inl--
cio de ~a ,(Jr-k)-éeima etapa; sin embargo, J':.JX(N-k» también es el .!:I!
n~mo costo poaible rara un proceso de k-etapas cuyo estado inicial ea. 
~um;r!camente igual al valor x(N-k·). Esto significa que la estrategia 
óptima y los costos mínimos del proCeso de k etapas estl!an contenidas 
(o incluídns) en lc! resultados del ~roceso de N etaras, considerándo 

que N> k. 

La Ecuación de Hamilton-Jacobi-Bell~an. 
Anteriormente se aproxim& a sjstemas contínuce por medio de sistemas dia 
cre~02. Esta aproxi:nacióncondujo a u~a relaci6n de recurrencia qUq es: 
ideal para se~impl~~ent~da en una computadora digital. 
En esta sBcoión se presentará otra aproXir.1acióLl,:¡ue conduce a una eC1,aci
¿n diferencial parcial ~o-lineal, la Ecuación de Hamilton-Jaco~i-Bell~an. 

Considérese el proceso dinámica descrito por la eco jiferencial 

X(-I.)= + (X(t)j U (-t)->t) 

y la funCionJ=), (X(i,,), t{) + r~ ()((ll,u[,), .') h 
(2) 

en donde.x es el vectcr de estados; u el vectór de entr~das, am~03 con -
C'~):1púner.teB reales; f es una funci&n vectorial con XE:R

n
, -'ll:-Rm.t~t~-l~ 

con .tE: ~,~ y+J,. cónstantes; {;. es l~na variable ::iuda. 
~e U8&r~ el Principie de Inclusi6n para inclUi~ Dste problema en una cla 
se mayor de problemas, cor.siderando 
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. '.. tt .' . 
.. O ,r r' , ) J (x tt) ~ t )u. (1.) ) :::. kt tx [t~) ) t\) ,~- \. ~ \. X (:t)) q ll, ) j 1. d '1 O} 

-t:-~ 7;. :f t -r ) {; . ' . 
donde t pued.e tomar cualquiA~ v;,¡,)or u:eno:r o .. ilS'Jal a tf y x(t) puede ser 
'cualqui~r estado admisible. Nótese que wl valor de J en (3) depender' de 
los v.alores numéricos pa.ra.x(t) y t así como la estrategia-de control ó.E. 
timo en el interv~lo [t,tf1 • 
Para determinar el control q~e. minimice a (3): para toda x(t) admisible, 
y para todo t ~ t f , cone idérese la función de costo m1nima: 

t(X(tl, t)~ 'iti} U~~ (X(~'>, lA-l'), ~) dH- 1 ('=< l~), ~) } 
. -t-~ 1. f t-!':t . 

subdiviciíemio el ülterv8).o de ·integrac.iólj se obtiene .. 

. J\x(d,~)= 'rt~ Lr;db 1- \~~~ h + !(Xt-t,),'t.¡) ~ 
"'-(: '7 l ,L. t t -Ye:,."1: 
\ .... '"" - \."'S' '" 

el Princip}o de Optimalidad requiere que 

(4) 

(5) 

J~(X(1:»)t:)::: ~ L r-t~6db. + J*(XC-tt-61l ,t-tt>*)} 
. t ~ 7, !: -e'M:t i:. . 

(6) 

donde ¡*(x(t+L\ tl,t+ót) es el costo mínimo del proceso para. el interva
lo de tietTlpo t+6t.ct.~ tf con "e.stadcí, inicial" x(t+ót). Suponiendo qua 
¡. tiene segundas derivadas parciales es posible eX~lnder J*(x{t+4 t) , 
t+A!) en una serie de Taylor alrodedor del punto (x(t),il obteni~ndose: 

J~(Y(-J:)J+:) ':: rru'n 5 í-/:-t~~d1. + t(X('Oft )+- [ O·Jk (x (-t)¡~)lld + . 
. t !, •. g'(-,,¿ t'Lbt l J-é d . ~,. -t . ' 

[~t(X{{)j~)1"'l)(Lt+6t) -xC-t)] +\!RymilJor ele. JnV..YOy~) (7) 

para. una 61 pe que ña ,6,.1: -4> (1 ; *. . 
J'k();{-t),t) = h1ln \ a ()«(t);U(t))-t)M- + ·~t*(X(t");t) +- Jt (X,(-tJJ~A~ + 

.u(-t) 'lo', 
JtC}((-t):f)' L.t(X(t))Lltt))-l)l¿t + O (.6*)} . 

de la minimización se obtiene:' 

O:: J7(Xl +) -t \0.+ +- ~ S ~ (x(+) J 1.1. (-tLi) 6.* + 
~ )) . ~~ ~ . 

J;"T"(XCt),t) [HX(t)jU.l~l, ~51Il.* ~ O CM') } 

dividiendo entreb'"t y tomando el límite ;::uando 6.t~O , dá 

(B) 

(9) 

O-=- t (\fW, ~ + rn:m t Cl (xc ti ,1' (t), f) + t( xli)A í te l«( t) l' U\ ¡.)11 ( 10) 
. t M~ ld . xL: 
(~() I O~~) 1 = Q). Ec ~ Bel{~~- \)(~~ . 

Para encontrar el va.lor en la frontera de la eco dif. (10), ~agase t~tt, 
entonces de la eco (4) ee obtiene . 

. t( X(t.¡); t,)- j ( ')((+-¡), tt) ( 1 1 ) 

3e ñl'>fine .el Ba-:r:Jil~on:&.noj{ com~; 
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( 13) 

·ya que el control min"i.mi .. adcr d'!~erdf,rá de x, J)(*. y t. 

TJFLll1do 18o.s (!efinici('n~s 3nteriores se hé. obte!'iido la ecuación de Ham!.l-
ton-Jacobl 

( 1 Oa) 

esta ecuación es la correspondiente a~alogía contínua de la ecuación de 
recurrencia de Bellmari (2~18) por lo que e, llamada la ECUACION DE HA"6-
MILTON-JACOBI-BELJ~AN. ' 

----- .. --_._- -- . -

5.- E.lempll). 
Un sistema de primer orden está descrito por la ecuación diferencial 

. (1) 

se desea encontrar la ley de control que minimice 

J -= ~ Y(T) + J.':fLhl:J clf (2 ) 

T es el tiempo final 1 l6s valores admisibles del estado y del control -
no e"atán restringidos." 

se sus t i tuye ~ -.;;. ~ ti (f) 
obt.eniéndose : . _ 

y f= )( (tJ +-~ (-t) en la ec~ (4.12) 

1( (X({),JA (f~ J;-J: I f) :: ? t/(-t) +l((Jc( f) +.u (+ 1) ( 3 ) 

como el 6ontrol no tiene re~tricciones, una condición necesaria que debe 
satisfacer el co~tro~Ptimo ee 

d.... = L u. (-t) + ~-,t(;(O, t) = O 
dl.<...) U x (4) 
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f,ótese que-
- J,'" O. -- ') / ...... ( 5) 

éf/ por ~o que el control que satisface la eco (4) mJ~imiza~ o 

:]'3 le ec'. (4) (6 } 

sustituyendo en la ec~' de H-J-B (4.10a) se obtiene: 

-rf :>\o. 2.. *- _ Cl [J7 J.!2 O :: Vf: + -l¡ (- 2 tfx, ) .¡. Jx X (-t) .4 '< 

O =tt* - [0: 1.t + j: x: l*) (7) 

el val:>r extremal en el borde es J'1r(>c (T») = ~ x:l(T) 
(13 } 

una forma de resolver la eco de H-J-B ea suponie~do. y pr6poniendo.u~~ 
solución y verificar que satisface a la eco diferencial y las condici/)
n~s de horde. Entonces supóngase una solucifn de la forma 

( O' ." I 

donde k(t) es un~ 'funci6n escalar desconoci~a que deberi ser determina-
da. ~ 
Considéree~ que Ux (X(-t),-t-) ~(*) X (+) (10) 

conjuntamer.te cqn (ó) se obtiene 

J1 (.J:) '-::. --:l k t*) X l-t-~ ( i1} 

si se deter~ina una función k(t) que satisfaga a las ecs. (7) y (8). el 
control óptimo es una retroalimentación lineal del es~~do. 

• entonces J'*' (X (T)) = , ~ ,>!- (T) 

3untituyendo (10) en (7) y considerando que J;-={~(-t)x!-(-t') 

se o b t i '3ne O =.J t (-t)'¿ (-t) - ¡/u-) ;I{t) f K-(f) :r.'l. (-n 
~ 

o sea 
~ (-í:) + ;L f.: (4-) - L \!(+) '::: O 

rYOT,A: Al resolver la eco (14). considérense las siguientes 
observaciones ( Elsgoltz. pp 33-34 ). 

dy , 
la ecuación dx +pCX)Y+-ft.(X)y2.= i-(x) 

llama~a Ecuaci6n de Riccati¡se puede transformar por sus 
titución de variatles en una eco del'tipo 

~~ + l>(X) y ~ -1(><)YI'r\ I M:/:.. 1 
-"~. llamada eco de Ber~oulli. Esta ~ltima se puede reducir a 

una ec. lineal mediante uncambio de vari.able 
Entonce8~ la sc. (14).es una eco de Riccati, con 

p(x)= 2, q(x)= -2, f(x)= O 

o bi;n, en particular una eco de Bernoulli, ~n la cual 
p(x)= 2 y f(x)= 2, n=2 

Eeta ec. se puede resolver efectuando prim,ero un cambio 
de variable y luego por separación de ~ariables~ p 

Entonces, haciend('l~::K.-1 'se obtiE:~1e la eco dif. lineal 
o 
:r - '-.:c -r ;). ~ o" 
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la solución a Ja eo. (1á) se 
K (t):: 

al se sust.i tuye t por t- T se obtiene 

La ley de control óptimo 6S. 

nótese que cuando T .... CO .-k(t) -9 't Y 
o 
X (-0= 'X (-t:)- 2.. X (-1:) _)( (t) 

signiflc'indo lo anterior que el sistema controlado es estable. 

6&- Conclusiones. 

Al aplicar la Progra~aci6n Din'mica para obtener la eco de H-J-B 

(sección 4) secorisideró a la funcional de Bolza con ana ligazón e la dini-· 
~ 

mica x- f(t.x,u) que no exigi6 linealijad ni invariancia en el tiempo; tam-

bi'n se cO~8ider6 que la condición de borde superior tf era fija, sin embar!o 

los resultados son consistentes a~n si tf es libre. Esto se mostrari en 01 -

anil1sis d&1 Principio del Miximo (Cap. V~ al enunciar el teorema NO. 3 que 

permite re.olver el problema general de puntos extre~08 movibles. 

En la teoría del regulador (Ca,p. IV) se obtendrin condicioneo f!-

'qci valentes formuladas por medi O de un sistema Ramil toniano as í como también 

en ~l tratamiento general del rEgulador 1ue se plantea en el Cap. VI. Teoría 

de Kalman-Caratnéodory. 

Jnconvenientes de la eco de H~J-B: 

Lo ~rimf!ro que se observa es la dificultad de soluci6n de la eco 

diferencial. Por io general es necesario estimar una funci6n de costo mínimo 

pare obtf!ner la ~01uci6n ya que resulta poco com~n calcularla ficilmsnté. 

Otro m;tbdo muy uaado consiste en diacretizar el sistema (estados y contro-

les) y resolver num'ricamente el sistema aproximado; en realidad es una ffrrm 

ma de darle la vuelta al problema regr?Rando a las ecuaciones de la Pro!lr~,m~ 

ci6n Dinimica. Para el control con eornputa~ora digital esta forma es muy a-

propiada. mis a~n al pensar en un control en lazo cerrado, en que para cada 

inatante t se puede actualizar el control 6ptimo. 
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TEORIA DEL REGULADOR CON FUNCIONAL CUADRATICA 

., 
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2.- Formulaci&n del problema • 

. 3.- M~todo del Cálc~lo de Va~iacione8. 

4.- MEf'todo de .programa.ciln Din~ica. 

5.- EJe.mplo. 

6.- Conclusiones. 
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1.- IntroducciÓn. 

Se. for¡¡¡ula el prob1etlla del regull+dor para slstelLc.s cont{nuoB co-... 

m6nt~ndosc en principio" Que formas posibles ~o rBsolv~rlo, siendo la'p~imera 

de alIas prohibitiva desde el punto de vista ingenieril ya que implica un 

gran costo [91. 

Con la finalidad de enfaJizar la afinidad de resultadoo entro la 

Teoría <::rásica del Cálculo de Vr.ríacion·es y la Programación Dinámica d.e Bel.!, 

man,' el problema ea analizado empleando aml1&1.El teorías. Primero se aplica el 
~ 11~" , _ . ' . 

metodo. del Calculo. :de ·Variaciones a la funcional general de Bolza con 1 igll.-~ 
.,,. .. " .,. ... ' 

zon a la dinamica de l~rorma x= f(x,u,t) introduciendose esta ul¡ima a la -

prir:1~re. po"r medio .. de los multiplicadores de Lagrange~ obteniéndose posterio.!: 

mente el sistema Hamiltoniano que incluye la condici&n natural de extreee --

( e e • O • 9 » : '"() "¡fe ( ~, Lé) A +) iJ :: O 
o u.. 

Estas ecuaciones 0 .• 8-9) son las ·co!ldiciones necesarias de Weie.!: 
." . 

straso· del Capítula l. Posteri~rm~nte. lbs resultados obtenidos Bon aplica-

dos al análisis d~ un sistema lineal,[3} y [11], que'puede ser 7arian~e ~ i~ 

var'iante en el tiempo, llegándose a obtener el control Óptimo u*(t) c'n func.! 

&n de ~na matriz que se denomina de aganancia de retroalimentaci6n-, eC.{3.-
.. . ... . . . 

26),:plante'ndese d08 métodos alternos para resolverla, siendo ~mbos i~ple-

m~ntab19Ben computadora digital,(8). 

La aplicAci:n del mlto4o de ProgramaciÓn Dinámica es directa per

medio de la eCl1aciÓn de Hamilton-Jacobi-Bp.llman o En ambosdesarroll~s so ob

tiene una ecuaciÓn' diferencial del tipo de Riceati. trinalmente se plantea u:a 

ejemplo. 

2.- FormulaciÓn del Problema o 

'Considérese un sistema con din~mica X(t-).:::; f(Xlt).l.llt))\:.) (1) 

que est' inicialmente e~ reposo, x(o)a O, pero que debido a una perturbaciÓn 

el' estado en un~iempo t o ~ambia al valor x(t o )= xot O. El problema del-

regulador consiste en aplicar un control u(") tal que el estado xC") retorno 

a cero o se mantenga en un entorno' suficientemente pequeño del origen. El -

prOblema de optimación.del regulador en el tiempo, consiste en que :ste ocu-

rra en tiempo mínimo. 

En [9} , '1'. Ka,ilath muestra que si el sistema dinámico lineal ea 

controlable entonces 8a pOSible usar una ·entrada- o control i~pulsivo tal " 

que idealmente en forma inatantá'rlsa se restablece el estado en el valoreere. 

El costo de esia evoluciÓn es grande , ,. que se requiere de controles de -

gran cantidad de energíA. También menciona la posibilidaú de usar un control 
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,. 

de cnergf,,, fini ta como u= -kx, 'do tal ma.nera que cor; k apropiada, 01 estado 

re~ornar' a cero tan r4pidamentecomo se daseD~ 

El problema general del~egulador lineal es el Bi~uiento: 

a pado ~n sistema lineal gobernado ~or las ecriaciories de eatado 
o '. 

X = A (i:) X l-t) + 'B (-t) .LLLt) ) X (e) ::. X o 
(2 ) 

donde x es el vector de estado.de n componentes y u es el vector de con-

trQl da m componentes, m ~ n. so desea llevar el estado dssde el valor inicl 

al x(to >1a1 valor torminal ~(tf)::O,donde tf es el tiempo terminal; por -

medio de -funciones admiai bleu de control u(t) y no excediendo coti~.s para -

el estado durante el proceso"o 

. Una forma óptima de hacer ésto ea minimizando una funcional 
I 

ooaporta ... n; :'. ;o~ :0(:: l~· tI I:~~ (:"(:: :'LL~:; ) :; lo:) ~ 
de ... -

(3) ; 

Para'resolver el problema general de optimación se emplean ~éto-

dos basados en dos teorías! 

l)El o'lculo de variaciones 

1i) La programación d1n~ica 

<; se pretende l!loatrar las interrelaciones y la equivalencia en'tre ambos trata. .. 

mientos. 

,_- MétOdo del Ct.lculo de Variaciones_ 

El p~oblema con~iste de una ecuación para la din'mica' 

x t O) = X o -::;, O 
! 

de'l t nd oe~:e ~.~: : .)~n :ro \ ~(~) ( :::) ::~~~:~) • d: funcional 

(2) 

donde el tiempo final, tf<CO , puede estar fijado o no_ 

La ecuaci&n de la din'mi~a constituye una ligaz&n no holonoma na

tural para el problema variacional. Para conBidera~ a la din'mica se intrgdu' 

ce la restricción 
o 

X (t) :: O 

enel costo J usando un multiplicador de Lagrange >-'(-H Rn , defirÍi&ndose la 
. -

funcional modificada o .mpliada del prOblema general de Lagrange 

J = t l)( lt~ )1+ \) c¡.(x[tl ,ul tl, t');' Xlt) (t «['l, U lt)~) - Í<lt~ 1 dJ:. 
(3) 

Esto puede escribirse 

J:: 1. + ):~ (H - X >< ) dt (4) 

-32-, 

~ : 



• 1 «,' \ .. ,. 
~. 

donde se ha introducido la función Uá!llil toniann.:'Yr=. jI((X(t): u(t)~ i) 
del problema general con ligazones la cual e8t' definida co~o: 

J(t: ~ (XH)Ul-tl)*) + >~( t)' t (XL-t) ,u,l:=) j -l}'. , (5)· 

aquí se considerará que al haberGe .encontrado 1'3. u mínima, u*(t), entonces -

peqUeaBa ~ arbitrarias variacione1~u* en u'" no deberán producir variacio-

nes~J'" en el costo mfnililo J* por lo que se tendrá SJ*=O. Al integrar la 

(6) 

(7) 

(8) 

(9' 

(8).1 (9) son las ecuaciones da Euler-Lagrange del cálculo variacional. De ... 

. la defin'ición de.l .Ramil toniano se obtiene también 

. X'\i-) =. ;~ (X")tr,.>-*,f) 
ConsidGrese aho!'a el sistema descrIto por la planta 

X(f') -= A (-r) K l*) + B (*) )..ll1:) 

el criterio de comportamiento a minimizar es . 

J::. ~ (x 11 X\,t; -\ t r (X(tl9lt)Xl+) -\ J"tt) Rl t)Ltlt» &::\-
el tiempo final tf está fiJo. H 1 Q son matrices reales positivas 

das y R ea una matriz real positiva definida. El Hamiltoniano 8S 

las ~ondiciones necesarias de optimalidad san 

=A~ +~.ut 
. . d ~ = _ Q x* _ A )...~ 

oX 
R tt '-t- "B' 'A~' 

(10) 

( 11 ) 

(12) 

s81lidefin1 

( 13) 

(14.1) 

(14.2) 

(15 ) 

I~= _ R' ~T '/ 
de (15) ~ (16) 

t dlt o.',J e.l o~i~t.v\ del n~I:.YQ- o.p\icG\.dO 0..1 M~-h,J.;)~ 'l~f+Odo d~ las V(i\"\a.
tiaY\t.;". coi'lot.ido ~12.'I"InAI \"V\0'\TCl COMO "úilcu.!o de. Vcu·¡o...doW")~sl¡ J Ó I(cá Ic.v!o Voria
dOV\o.\'I. 
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Kalman ha demostrado ( Tama VI i que la lnvarsa requerida eXiste80J 

por lo Que la ecuaci6n (24) se puede escribir como 

f(t) ~ ~lk) -!'- (t) 

( 17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

( 24) 

(25) 

lo que sigi1ifice. que A ll-(t) es una funci6n ljneal de los estados del si.! 

tema~ k es una matriz de nxn; al sustituir (25) en (16) 

,L{~(t) :: - R-' B r J( x:t(-t) 
é,. F (-1::) r(~) 

c..\en¿o 'F t-t) ::. - ~I. -e,'T K . 

v..'\t) 
t=(*)t==~ 

ae obt.iene 

Fig. 1. Planta y controlador 6ptimo realimentado 
para problemas de reguladores lineales. 
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Determtnación de F(t): 

a) PBradat~rminar la matri~,de ,la ganancia de retroalimcnrtaci6n Flt) 

Be requiere conocer a In. mati'iz de t':ransición'del sistema da.d"O en l 18j 

8i el sistema ea invariante en el tiempo ( o sea que las ~atriceB A,_ 

E, R, Q son c6n~tante8), en~o~ces esta matriz se puede calcnl~r medi-

l3.nte la .fór.mula: 

1-
1

[, - -l A . I -tHf' 'Y>Tl }-I ] SI -:' - l- - __ 

, . . -CY' !' - A i . 
(27) 

cuando el orden del, sistema es gr,anae, ~ste cálculo, se vUEllve muy la!: 

go. ·Si el sistema no es invariante con el tiempo,entonces se reclli.e

re la. a.pli'caci6n de un procedimi.3:ito ~umérico' para calcular o/(ti}:) • 
En ambos casos, ya Eea que el sistema sea invariante o no-invariante 

con el tie.mpo: 

l t~ - t .... 'T) 
sl hacemos 

considérese que 

get tJ) t) ::: q (TJ -=- ex,\p (- M T) 
\ 

AA 6. [_A_:.:~~~~~1 
. -~! -A' 

ro 

cP (T).::. ciM
1" =- I 

J~o 

(- MT).{ 

)! 

(28) 

(29.1) 

{29.2) 

!Judiénrtose calcu.lar qtT) por medio del algori tino correspondiente, ill!-

pl,':!'mentado en una computad.ora digi.tal L 8 J . 
b) Procedimiento alterno: método "suave" 131 . l,a idea de este método 

está contenida en las ecs. (25) y (18)-inferiorp sustituyendo 'la pri

mera en la eégunda: 
o ~ o T 
A(t) -:. \::l-t)xtt) +Kl-t)X(:tl=.:..Qtt)Xt-t)-Al-t)Kl-t)Xl1:) (30) 

sustituyendo X(t) de( 181-auper.ior en (30): 

o T -1 ,. 
K( *-):: - K(t)A(-t) - A(-\;} \( ("l) ~ Q tt\+ K(-t) 'B (·n R (t) B (t) K t -t),. ' 

. . c;, ) 

de la condición de optimalidad (8): .A(t,,')= \-\(-t)xl"t~) 
por 10 que as obtiene la condici6n de borde terminal: 

K (t~) = \-\ ' 
La ecuaci6n (3~) .es la Ecuaci6n de Riccati. 
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En esta sección se aplicará la,ec. de H-,T-B 'Para. resoJ.'ter in problema 

pl-antead.o en la sección __ ,. Reco,rdando .i!u!' el proceso está iescri to, por. 

la ecuación . (1) 

-
y que 01 cri teri.0 de t comportamiento a sal" ,minimizado es 

J =1 (X HX\:'4 + I )0 [X'Q 0 + .u.T R v~] dt- ' , 
para 'usar la ec. de H-J _B prj mero Be ~ el Harnil tonlano~ 

. (2) 

(3) j((X)u;Jx~*)=!íZQx. +tuTR:l..\-tT(X/t')LAX +-13JA] . 
una cC(ndici ?:~ necesaria para. q·ue u* (t) rniI~imice 'a. J( as que ~~.= O , 

as{ ae obtie~e' 'Ru + ~T''J: =- O (;).«. 
(4.)· 

si la-matriz _v2.J( _ ~(+) ( 5 ) 
O:,u?

el'! :pos1 ti va def inida y' 'jIe es ,una forma cuadrática en u, el cO!ltrol que 

satisface l'l. la ee. (4) minimiza aJt glo;almente. Resolviendo (4) para 

. . . J.i!';:: ~ f.-¡ Br J: u dá 
(6) 

y al sustituit en (3) ae obtiene T 

J{(XI}J.~ J;;'j() -t) = -1. X'CVX - ~ Jx'J< SR'Sr J: t J/" A ;( 
la' ecuación de H-J-B es tt: T -r 

O:: J/ +: {, X/<\JX - i Jxf< B E-
1
S

T u: + J:« Ir X (8 ) 

y de la ee. (2), la. condición de borde es 

Ji.(x:{t.f¡)) = ~ '1:(171 H 'x (t f) (9i 

ahora se propone una solución de' (8) 

J*(K,t).::: f.' ~- (t:). ~ (-t) j( [i) ( 10) 

donde k es una matriz real, simltrlea y positivs-defjni~a que deber' ser 

determiriada. Al sustituir la s01uci6n (10) en la ee. de H-J-B se obtiene 

( 11 ) 

"El pr'oducto kA que aparece en el último' té~mino se puede' escribir como -

la suma de una parte simétrica y otra parte antisimétri~a: 
~"'.' 

•• I~} 
' • .' I .~ ¡ 

~= r l~A.1- (\(A)T] + t L~A - (~A)" J ,,') \ r, i ,¡ .... (12) 

d 1 i . t ' d d (Sn)T '" DTC
T • r.i '1' 1 U:san o a s gUlen e prople .8 : • se ,,:uestra ,que so o a pa.!. 

te sim€trica de kA contri~uve a la eo. <", ouedando 

. O=- tX-r~X +txT Qx- t X \::. BR'S'KX + ± X K.AX.+t XAT 
\',.?<. (13) 

[ O ::. . ~ +- (y_. ~ ío R'I Sr t::. +- ~A. + ~ K ( , 4 ) 

de (9) y (10) se obtiene la condición de frontera 

. . \::.(t~)=-H 
tD'2 \c... ec lli.-~.\ 2. PÓ9. 2.,. . 
tt De \cX. 'l.c..:m:.-~" \6 (Q..) } ?d.lj. ~"t; , 

: .. ( , 5) 

-,6-
l 

,~,:«'$*!l, . . ~'ti(r"·.4rAr"¿··f;¡;c;r,f..·,.,.:r:.Yp·~,W,..,., ,.- ,- 11.: ?~~·é~"?.':·.l4-"ffi"'~-,,,~91,:,,0',·~" ·"Uj!!t7"l:r:.¡;¡t~,!Jh..J:(¡lit'it;...>'''4'''J.+.::etn:~<:""-,\;¡o¡Jt,,,"~~~.~~nr,:''''~'''~''-=--'~~t"'I'v: .. , 



(14) es la Ecuaci6n de Riccati obtenida en li secc16n 3. 
U~a vez que ~é ha ~nterrninado k(t) la ley' de control 6ptirno {de (6» ea: 

\ U*(f.):: - R-'(t) Sr(Í:) K(t) X(-t) 

t::> F (t) x e.::) < 

(16) 

5 .... F.:lem"Olo. 

Encontrar la ley de control 6ptimo para el sistema X(-t):::a.')((-t)+.u.(i-) (1) 
Q.€-IR. 

que minimice el cost·o rT . . . . 

.. J(Lt):. ~ 14 x'-ll) +10 t U\ t) &;l- (2 ) 

no se consideran restricc~ones para el estado x(t) y control u(tl·admi
I 

81b168, el tiempo terminalT €le especifice,:, H'W· y,.::.:(Tj .. :es "libre •. 

1(1s valores particulares son A=a. B- ti R~ 1/2, Q= o, entonces la eco -

~(t) _ Q - 2.. .. -:!<.Ie) 
r- 1 [ '] r J ; lrtf.) - D -1l .. >,"(t) 

"A conti~uaci6n con~idirese la soluci~n por c~da uno de los procedim1en

tOR descritos· en la se(r.ci6n 2.' 
. #':> -'2.1 J P C:~. V;) 

a) Aplicando la SormulaY( dado que el sistema es invariante) 

(¡C*)::: t-'tCSI-MY'}. 

dond. Iv': L ~ -~ 1 C¡(~1= 'r;,,:btie=~~t_ k ~~]" 
O e -A.~ 

aplicando las E>cs.{2-2.J y (2.25) Y considerando T=\r se obtiene 
" t-- _ f -a. tT -t) \-\- (-e..( i-t:) Cl..(r -t) 1-1 III e.o..lT-t) ] 

.... tt)~Le - D:.\E: - e "~ n 
( 5 ) 

la 1 e y d e con t rol ó p ti m o e s f de (.'16): rj.t"--:--k-(t-)-::.-_-:t-t,-C -t-)-x-t t),,-. -.¡ (6 ) 

b) Por la Ecuación de Riccati (método directo). 

Sustituyendo .108 valores de A,B,R,y Q EN IA =:C. (Lf.14) o en la a.31) 

se obtiene o 2-
k - 2. K + 2..a.. k =- O (1) 

~ara resolver la eco (7) considirese la nota insertada en la secci6n 

2: entonces se obtiene 
(8) 

donde é es una constante a determinar. 

De 19 condici6n de borde k(T)~ H se.Obtiene que (9-) 

por lo qué. s u s t i t uy e n d O (9) e n (8). () 
Cel"; e a.. -r--1: 

K. :: --'-o --:-:----.--;----~-. 
Heo.(T-t) + (a.-H) e-4.(T--t.( 

( , Q) 

pudi;ndó8~ mostrar fácilmente que (10) es i..;¡:ual a (5). . . 
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6.- Conclusiones. 

Al' formulárse e,1 problema, sección. 2, se mencionó (al' reproducir 
el f¿-,,,'¡,íno l' # 

un comentario de T. Kallath) 'I'S ~~ ·con~rolabllidadn: esta fue definida. 
,. , , 

se coment~ra con mayor detalle en el Capltulo VI. 

En el análisis desarrollado en la sección 3 aparece nuevamente la 

condición de Weierstrass del cálculo de variaciones; Respecto a la condición 

natural de borde d.e la.'ec'uáciión(3.9) es il!!portante de'staca.r que no Be cllm-... 

ple siempre, com~ lo establece la Teoría de P,ontryagin que será tratada en -

(.1 capítulo V. 

Verdadera~ente ea importante el ~esultado obtenido en las aeccio

l1ea , y 4 'yaque se· conclpyó que ~l control óptimo se obt·iene 'Il!édiante la r~ 

troa1imentación lineal de los 9stados del sistema. Para obtener este result~ 

do fué necesario probar l,a existencia de la matriz Jie.::ganancia de retroali-

mentaclón P~t). sin embar~o ésto no S8 hfzo ya que será tratado en el caprt~ 

lo VI (Teoría de Kalman-Carathéodory). 

;. , 

I ' 
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·~ITUI,O V 

El, PRINCIPIO D.EL NAXHW 

'Contenido 

1.- Intr.oducción. 
\ 

2.- Controles admisibles. 

~.- Enunciado del problema fundamental. 

4.- El Principio del M'ximo. 

5.- Probleffia de tiempo óptimo. 

6.- Ejemplos. 

7.- Problema de puntos extremo8 movibles. 

Condiciones de transveraalidad. 

8.- El principio 'del m'ximo para siotemaa 

no-autónomos. 

9.- La relación entre el principio del 

.m'ximo y el mitodo de Programación 

Din'mica. 

10.~ Conclusiones. 
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1.- Jntroducción. 

Primeramente S8 definen los controles admisiblee y se enuncia el 

~roblerns fundamenta~ así coma el caso particular. muy importante, der probl~ 

ma de tiempo óptimo.; posteriot'mente se define a una nueva. variablé que se d!:. 

. signa como "variable ficticia" J 11,Brea.da á.§I{ porqu~ no es una varia.k.le de e8-

t&do sino una coordenada que aumenta .la dimen8ión del espacio [7]. 

El Teprema que estable~e la soluc~&n del proble~& b'sico se enune 
# \ # 

cia con el nombre de aprincipio del ~aximo".o nprimer teorema del maximo n • 

Después se' particulariza al caao de ,tiempo óptimo, enunciándoee como Teorema 

2. ~ara ilustrar la aplicación de eatos teorema.ci se incluyen" tres ejemplos -

típicos. En la secci6n 7 se comenta el problema de puptos .xtremo~ mo?ibleo 

1 se :eatablecen ~as condiciones de transveraalidadasí como la solución al 

problema mediante el Teorema 3. En este punto de BU teoría. Pontryagin esta

blece una generalización de las condiciones de transveroBlidad que fueron _e' 

mencionadas en dI Cap. l. En la secci6n" 8 se apiica el Principio del Máximo 

a sistemas no-autónomos y el problema se resuelve al definirse una nueva'ya

riable auxiliar que S6 haoe corresponder al tiempoJ transformándose as! el -

problema no ~ut&nomo en uno aut6nomo; con sus respectivas condiciones se e--

nuncia la solución a este caGO en el Teorema 4. En ning~n dasa na demuestra 

];a validez de 106 teoremas, las cualec se encuentran en [131. 
Fin~lm9ntc se efect~a un an'li6is que muestra la correspondencia 

entre el Principio del M'ximo y el mltód~ de la ProgramaciSn Din'mica. 

j 
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" 2· 0- Coni;;.-.:>le s adm5Jll.b.l.C.S .... 

~, 

Nuevamente se analizar' el comportamiento de un sistema S cuyo estado Sn 

cualquierins.tante 'será caracterizado· por n r.,·úmeros reales '%., ,2:2'-.' ,xn -

El eSl)acio '/ectorial X de la variable vectorial x=.(x 1 , ••• ,~) es el ESfa

~io de Fase del aisterna~ El com9~rtamiento del sistema se basa en el he-_ 

c.ha de que cua.lquier Xi""Xj(t), 8utab1eciéndose la sqposición ce que S pu..!!. 

de ser controlado por medio de r eleme.p.os de un dominio de control U, 

que puede ser un conjunto de algún espacio €>uclidiano :':l'-dhnensional. 

Seconsiderari como control a cualquier funci6n u=u{t), defin~da en algún 

i.ntervalote $ t:~ t.1 de tiempo t, qUE'! toma valores en el ,dominio de con--

trol U. 5i.U es un conjunto en el espacio de los parimetros de'coritro1 --

U1, u2, ••• ., ur, todo control' 
u ( t. ) = ( u, ( t ). u2 ( t ) , ••• , u r ( t ) ) 

es una función vectorial; además, dependiendo de la naturaleza del probl..!!. 

~a se impondrin varias condiciones al control u(t) ( como continuidad por 

tramos, diferenciabil}dad por tramos, etc.). A los controles 1ue satisf&

,!Zan las condiciones establecidas se les llamará a..d.nisibles. En ':!sta seo .. _ 
'&" r,1 ¡IIJJ() 

ción ae' designar'in como contrrles o.d,misibleo a cualqt:.ier cor.trol óptimo V 

por tramoa. 

.Xl"alo1' .üel co::trol u(t) t cont{:':'Illo por tra:no6" en un :pnnto lÍe Hsoonti:'t'tl 

~. ;;. nuldad no dea0mp~ñé\ Ufl papel esencial ,en el a.náli,eis suboecuente. Sin em

'. ,ba~go, es convenic,l:t~ S l llJOner que el valor dsl control u(t) ES' igual al 

límite, por:la i7.quiel"d.2l, en t.odo pl.l.nto de discontinuid,ad" tI(;) =u.{ó"o) 

, .• - Enunciado del Problema Fnnda~~ntal. 

5a' conAidarará q~e el sistema está de~critc por un sistema de ecuacionea 

dife"'enciales ordinarias (Sii:DO): 

(1) 

donde X =:(X1) .. 'j)(.YI) e: 'X ) 1A.-:.ltA, J ~'~') Ur) e \.J 
t lx, u.) -:: l ~ I t~ ¡.\,\.) ) 1-2. (x> v..) ,) • - •. > ·h ... (~ J .lA)) (;: A x. V 

también toda Ó-1l()(,U.) t XX.V 
O X 1 

El problema fundamH~tal se· puede enunciar ~e 13 siguienta forma: 

• Dados los dos puntos Xo y x, en el Espacio de Fase X, encontrar de en

tre to j ·:>s los cont ro19s '~mi s i bles u=u( t), aquel control que traslade 

el puhto de fase de la posici6n Xo a la posici6n ~, (si tal control e-

'xiste) de tal forma que la iuncional 

J = i I~" ('I«í:) ).«(t» cL4 
se cii nimí'ce" • . 'ti)' . 

x(t) es la 801uoi6n de (1) con la condic(ln inicial x(t ). 
o 

(2 ) 

pow'liente a u( t) Y ~, es' el ins.tante' e.n el q1.l€ á~.t¡a solnci 511 pasa por X1' 
• I 

N6teae que. siendo x~ y %1 puntos fijos, .108 lr~i~ei inferior y superior 
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t o y t, de_la integr~l (2) n~~on n~merod 'fjjoB ya que dep~nder'n del -

control u( t,) seleccionado,. que trasla:de. el punt.o de fase de, X o [\ x1. Es

te ~s 'un proble¡r.a de límites f,i,jos. " 
. 

El control u(t) que obtiene la solución al problema antel'ic.r se llama el 

Control 6ptimo $ la trayectoria x(t) (a lo largo ~e laeual se vi de ~O. 

a. x,> es la tra,yectoria, óptima. 

Un ¿aso ~articular muy importante del problemi 6ptimo se presenta cuando 

rO(x,u)::, 1. Entoncea la funcional (2l toma la forma.: 

, y el hecho de que u(t) 'sea. 6ptimo ii~lica que "el tiempo de trarisfercn-

cia de la po~ici6n X o a la pcsici6n 'xl fiS m{oimo". EstA es el pl'Dblema.~ 

llamado d~ tipmpo 6ptimo. I 
, i 

, 
, Un enunciado diferente del problema jundamental, que per~i\iri formular 

ti ., ., 

la condición necesaria para optimalidad, S9 estructura defimiendo en el 

" " !f Espacio de Fase a una cóordenada mis xo , o varjable fictici~ • con la ~~ 

(4) 

ley de varia0ión d( o (, ') - ::: ~ Xi.) )( 2.. J •• , IX n J lA.. 
ók ' . 

r'o es la función que apa.rece en (2). Es decir. ahora. se C',onsiderará el-

sist.emade ED ~ :: ~,(X,.ll) 

'c<?!'respondiente 9. ,qXi:: II (>,:; ... )x.f\) .Lt,) .' 'J 

Á::C¡i J '''Jn c.L-t 
con .%.::;, (Xo) '¡(Il '1-.. 2 /, ", Xl\) :: l ~)X) ) 

Ul') :: ~. LX )v..) 
.t • 

% €: A) X C. E~-!- ,l. 

( 5) 

• (6) 

(7 ) 

ahora.. sea u(t) un control ~dmiaible que trasl~de XOR x,y xax(t) es -

la eoluci6n corre~:ondiente a (',. con la condición inicial x(t~)=xo. 

Sea~= (O,x~). es decir el punto del espacioÁcon coo~denad,asOIX:J"'''X~ 
, , X'" , donde o J" '; X~ son las coordenadas de X o E X. 

La RCluci6n de (5), correspondiente al coetrol u(t) con la condic'ión 

XO ~ )41 ~o (x(-{)) U(f.») ~ 
-ttl 

X :: X (-t ) 
en particular, cuando t=t, se obtiene 

XO ::: .yt: I ~ o ( X (i:) , U (-t)) eH . = ¡) X.: XI 
es decir, la solución t(t} de la eco (5) con la condición ini'cial %(toJ.,:Xo 
pasa pOl' 'el runtoX=(J,XI) en t.=t,. 

.. ,(,,,, o ' .. 
Cal: ::.a. introduücion de la. vari¡;¡.pl"" fict.icia x el problema opti:no Ele pll!!. 

de fOr':!Iular eOIli~ §illle: 
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"Da.rtos en el i!:!:lpacío de Fe.se d~ l{+': dimf'n~iones 'X , ~l :;)UntoKb""{O>:":~) y 

la. l{neá. recta.n. paralela al eje "Lo y que pa.sa por_~l j'unto (O~x1)'-:-

encontra.r d, entre todos loscontróle~ ad~iDibleG u(t) que corraspon-

dan a la 9clución)(J-t)1e la eco (5) que interaecte a la l'ecta Tr con 1'3. 

condictón inicial >.«tO)::)(Ot el contro:::' }::ara I!l cual el punto dE':; inter-

aección con ,la línea recta1\ tiene J.a m{nima C:,oc.rdenada x O 'fig.1). , -rr 
~..,::;.-....,-," ",'í' 

~igura 1. 

En lo sucesivo, loe t;rminos "control 6ptiQO" j "trayectoria 6Dtjffia~ se 
~ , 

aplicarán de acu~rdo al enunciado anterior. 

Adem:.3:a, 108 controle8 óptimos.;¡ trayectorias óptimas poseen algunafl pro.

piedades ~imple8¡ como coneeouencia de la.formulaci6n del pto~lema. 

Prim~ro. de la naturaleza aut6noma~del sistema (6) se ccncluye que la na 

turaleza de los controles no cambia con desplazamientos en el eje del ti 

.ampo. Es decir, que siEll control u(t)doli!:·~. treslada xo~ x,. obte,. 

nití'ndo,sfl de (2) un valor para J, entonces el control u( t+h) .trrh ~·t .f 1:./-h 
t 

':para 'h\·? tawbién traslada xo~ x, y permite obtener el mismo valor r,! 

ra J •. ~sta propiedad permite trasladar el punto inicial t o del intervalo 

tc!t!:t
4 

én que se defi.ne' u(t) a cualquier punto sobre el eje del tie!'l.po 

(fig.2). 

Se~undo. si 

te un controln(t) que traslade xi_1-lr:ti.obteniéndose de (2} un valor

de la funcio.lel Ji' i= 1 ..... ,k, anton'cee existe un control u(t) que tra!!, 

ladará xo~xk. obteniénd,ose de (2) una J= 1,+ J 2+···+ J k • Si además con. 

eideramoB la propiedad de corrimiento en el tiempo del control u(t), en

tonces se consid~rar' que los i~tervalos del tiempo en que se definen ~-

los controles Ui(t) Gon adyacentt::s es decir t Jf.t~i¿, 
.c-

entonces si.u(t) (¡!'t,el control especificado en el intervaloto¿t~~ y 

en el lntervalot,(.I~t~~(, :,oolnclde con el contr.ol ui(t), entonces u('i) 

es la uni6n de los controles ui(t), fig. 3. 
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Figura 3. 

Del an'liais anterior se conclure que cada tramo de una trayectoria 6pti 
, . ". , 

roa ea en SI una trayectoria optima (similarmente para 19s controles opt! 

mos). Nó.tes.e .la.:..:.,ealog{a de BAte enunciado con el Principio de Qptimall':'" 

dad! 

4 #.- El Princi Di o del !-1áxi mo. 

En esta sección se enunci~rá el Teorema que da la solución del proble~a 

·oástco •. C·abe hacer la acla.ración de oue'n~e incluirá lademostraci0n de 
~ . 

este teorema ni la. de otros posteriores, pudiendo Ber consultadas en[B1.· 
ConSidérese primero el si~tema de ees. ( 6) : 

dXYdk =- í \(x) u..) 
también considirese un sistema de eCB. con variables auxiliares 

... ) ~ d,\¡ :: _ i "O j ~ (~l u.) ~ ) i. = 0
1 

1)" -::') n 
M· tI(::.o . O X t . (8) 

si se ha. seleccionado un control OJid-mislble u(t). t < t ~t1f Y se tiene o .... 
la correspondiente trayectoria de las %[-t) d!ü' sistema (7) .ton lacondie1 

ón iniciRl X(4)=Xo , el sistema (8) toma la for;';'la: 

dA~ ~ _ ~ 2rlt«(x(-t),.u. l"t)) ~ 
cM: - o6:ó él X 1. . 

J (9) 
eote sistema es lineal y homog~neo, por lo que aadao las co~dicione3 iR~ 

ciales ~ , t~e solución única: 
definida para toda f { [::t 0

1 
1.J 

A = (A~ I )..., J ••• ji\;~ ) ' .. 

Al ig111'l.l que la SOluciónX(t)del sistema un. la solución del sistema (9) 

ct)nsÍftte de func'iones contínuask(-é'), que tienen derivadas contínuas -;:!,.. 

con reepecto a t excepto en en núm~ro finito de punto a (los puntos de --

discontinuidad del centrol 11('»). Toda soluci6n de (9) 3A describir' co-

mo la solución del sistema (8) correspondiente al control selecccionado 

u (t) ya)? trayect.ori a de fase %lt) . 
Ahora se combinará a las ees. (7) y (8) pa!'fl. f0:-m;¡,r una fllDción '!I( 

\., r Jl 
13. s va,.. i. r\ h 1 e s IY> •• • 1\ 1'1 .u I -.. U.;......:.:--::::r-_______ -, 

~(A)X)t<) = (Á, f(xy~)) =? Ac< f(xJ~) 

de 

(10) 

co:nbinar-

( 11) 

(12) 

c{elotCic.a:~dt?S-4. ?~C .,,,Tc S.D. (de, Ma,!e~l ('u",11V1M... E=.a. C¿';IA-;"J#'~ 1aH#'i> l';'" f'a,~ X ... 
'-/ ~11. Corl'~rpf/' .. th~'te .A" .4-

b"i,:~.'t?'·~·~-~~:~;:r¡:¡¡~~.¡:f¡!·:¡ ~7<".':.\~?i!",}~9,S~!,,,.,?-.>f,<' .. ~;¡¡"7,t!':<~~"liijft'.'.I"~Ir'51.,,~~.¡~,.g,.~\",;.o,¡¡::.:~.1';( ".;":"",.,tp, •. T';,..,.,.*,,''''''''''''!!!IJ 
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•. , ": ... t_~ ..... ;. • ¡ .. ' ,. ",., 

. ;r.' .• i, ' 
Así. habi endo, escogido cu:üqu"Ü)', cCI1!trp-l ú.d mi si ble u (t' • to ~f. f:-t I o con 

condición inicial ~(fo)-:'%.c. 8;' 'P~~i ele dete~mlnar una trayectoria correspo,!!. 
" \Y (.1-) [XCIi.) 1/1( ... ) "F¡!J':)':¡ .' ' . '. , 

di~nte {"'<':: \", ," ~,Oh)" l.' .,) ( <!,ue' aat.isfaga a) l'listema (11); Despues 

de 'sto se pued~ encontrar la sal~ci6n al ~istema (12): \ 
, l\ ti:) = (A" (t), ).. I (-t) ~ •.. l >..., (t) j 

correspon4iente a las runcione~ u(t) y X (t). ' 

Dados "~lores fi jos pa.,raA y):' .' la funciónj{ ~ conviert:e en función 'del 

parámetro u E::U; se oenotará ')orJ/.....CA;X) el borde superior estricto de loa 
" .r 

valores de esta funclon ( J(() · JJ.... A},x.) = Sup '. A) X) .tA. 
M.I:,\.:r ~1;), 

Ebtonces, si, el borde su~erior es~ricto do los valores de la función con 

trnua '-:1( se obtiene en algún punt,(} del dominio oe cO:1trol TJ,JV({Ay'\) es 

el máximo de los valores de la funcíóntj{ para ~ y X fijos. Consigui

entemente 3e aplicará el término "Principio del Máx,imo" 'al' siguiente te.9., 

rema, que establecerá la condición necesaria.'Dara o'Otimalidaq, cuya: ca.!:1!.c 

tefística principal es la eco (13). 

TEOREMA 1. Sea u(t)-,to~t~tl, un centrol ndmisible tal que la trayecto

ria correspondiente )((t) (ver (11»), partie~do en el instante todel punto 

X~, pase en el instante t, a· través de algún punto de la l{nea rectaTr. 

Una condición necesaria para que el control u( t) Y la tr~ye~toria %(0 se

an 6ptimas ea que .exista una funci6n vectorial, distinta de cero, - - -

A(t)= (Aott\":)~nt-tV, correspondiente a: las funciones u(t) y't.f/Jcver (12) 

, tal que:~ Dada cualquÍ€r -t,'to~t~'4, la funciónft(Mti)X(t")jU{tlte la va 

riable u "ti obtenga lIn máximo en u= u(t): 

Je(A(t.LX (i)) u.l-t)) = Jv\l>--(t) ) X ti:)) .. 
( 14) 

I 

~1t~n) ~ ;nst8,~te f~~ (tA(i:)JS Xr(~~))o~:sO . 
1\0 \ ú (.t;) I ( 1 5 ) 

deben satisfacerse. Además, si las cantidadeSI\(t»)Xf)J i:9.tisfacen loe si~ 

temas (11),(12) '!~í como la condición (H), las funciones Aott)yJ.{(Y\{t)JX{d) 

de la variable t so~ constantes, tal que la verificación de las relacio-

nes (15) s~ puede efectuar: en cualquier instante t, tos.i~iJ , y no ne-

cesariamente en el instantp. t1' 

Problema de tie~po ó'Otimo. 

A partir del teorema 1 se deducirán lns cD~~iciones 
, 

necesarias. Para es-

to, hágase rO(x.u)= 1 en el 7-eorsma 1. En es~.e caso 

la forma. 1f = Ao t f A'~ "5" Cx Ju...) 
1 f " tlll' t a unClo~ cma 

introduciendo el vector n-dim:;l~i':\ná.l A=(AI)"'jA,,) y la función 

. '1/ (~ X ~ a) = i A v 1"( x ) AA) 
'V :. I 
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'~f, ~!, ' """'t.' ~ • • ! 
, 

<,(: ,.' i . 
se Fler,e escri bir el sistema, Harrd"l toniar.o 

gXl _ _v H . I 2-
,.l:'¡ ""I n 

d. t- ""1 U1-.¡( 16) 

dA, _ oH 
~- _ '- I t:: 1/ 2. I ..... I n AA .- OK' ' (17) 

dad~s valores fi~os 1e ~~y x, la funci6n H se conyierte en una funci6n 

del rarámetro u; se d!:notará porM(ArX')el borde superior del valor.d~ ee¡ta 

función: 1';"(>,)><)= SUp H lAJXlu..) 
lJ.~-U ' 

como H( A ,x, u)="1e (>-IX" M) - A o , se obtiene 

M~A , x)~ ~M. (A) Y..)' - A e 
datal form& ~up las condjcicnes (14) y ('5) ~hora toman la forma 

- -/-1 ('A (-t)J 'X (t)J J.i.(+.) ) ::: . M (A (t)) X (.-t) = - Ab ~ O 
obteniéndose 7"1. siguiente te,orer.;a.: 

TEORF.T-:A ;;". Sea u{t),t~~t6tl, 'ln ('r¡ntrol (J)fCf;nisible que t-r'asl'ade el pun..:. 
, 

to d:! fase de la posición X o a la po~ición' x, ysea x( t) la trayectoria 

correspondiente (ver(16), tal que x(t o )= xo' x(t~)= x," Vna c~ndición -

,n~cesaria para qus 01 control u{t) y la trayectoria x{t) sean de tiemno 

6ptimo es que exista una funci6rt ve¿torial contínua, distinta de cero, ~ 

A(-t): lAI(t),/"2.(t),: .. ,AV\(t)j correspondiente a las· funciones ,u(t) y x(t) ... -

(ver (17», tal que: (1) Para toda t;tT>~f.~-l.Jt la funciónH(>.{t),X({-)J,u) ~e 
la'variable u ~U alcance un miximoen el punto u= u{t): 

, , ' 
\4 ();.(t),X (-t).) v.(t)):: M (A tt) l X (t) ) ( 1 g) 

se satisface. 

,ii) Zn el instante final t 1 • la relacién 
M ()....(t¡)) X (1:\)) ~ O ( 19) 

Además, si las cantidades/.(-tl, X(t). u(,) satisfacen a los sistemas (16), 

(17) y la condi.ción li}. entonces la'funciónM(A(-t).>XH1)de la. variable t 

ea constante, til q~e la verificacitn de la relación (19) se puede efec

tuar ~n ou·alqui('!' instante t,t6~ 1: f.1:¡ , y no necesari.amente en el instan 

~ te t," 

~ • .:. E.1emplos. 

1.Se ilustrará 1& aplicación de las condiciones necesarias del teorema 1. 

Consid~rese el sistema 
(10.9 ' X + A _u.(t) 

cuy~s ecuaéiones de estado soa 
D 

XI ::: X~ 
<01 

X-z. = ~ X2, ;- ~ 
con condiciones inicialesX(t~::Xb' El criterio de comportamie'nto a mini-

mizar ea .JlV-) : \:: ~ LX}(-<,) +.u.~tüJM 
(2 ) 

~f está especificado y el estado final es libr.e. . 
al Determina~laa condi6iones nece8ari~a para un control sin restriccio-, 

nes que minimice J. ''2. (d..Q. :2.;;,2, no:'a. L\ \) 
- i.~ (~ , :.: J..,l"¡tl;) + .12..' ,,1. (-t) r .. -1 el Dado que J \~tt) / U. l-t) 1\ M. \ 
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.El 

d!.l 
com~M 

/\(-\)-'7'.. 
... 11\'0 -v-

como el control u( t) no tiene restric'ci ones, es necesario que . . . ~!f.:: .lJ..~(-t) + A~( .tj ='0 . 

,nótese q.ue ilf:. -:., >0 ,de(S): l.u:f("t)= -A~(·t:)1 
, ·dMt... 

que minimiza al' Hamiltoniano. . (\. ) 1-' . J 
. . 1((' ) U A x. .lcu.tl'/~/·t·"'c..j' .1(5: 00" A K i. - _ -,'v,* \ J Para que . .u-. ) Ir-- -

~ l>' (t:~) J X (ti")) == D 

es YH:Cf';)V.YIO~.e ,~=c> (A\::.O ., ~2..~ o) 
ti) Determinar las condiciones necesarias para u*(t) si 

-l ~ ít(+) ~ \ TI *€: [10 ,) t.; 1 
Las ecs. de estado yde costo así como la condición de; frontera 

O) 

( 4) 

( 5) 

(6) 

(7) 

(8 ) 

par'aMt4) 
permanecen sin ca~biO; sin embar€o, ahora u se deber' seleccionar tal que 

-<1t-(. ~ 1:'= ') .' -.1 ,~. J 2.. \ v.* \ \{ ir 
minimice (JI' X. )Ll) ~ :::. 2. Aj' + 2. U.. -r {\ l Ai -A 2 f'\.2,. 

. .' : + .A~.u. . 
sujeta a la restricción (8). (9) ._ 

, Para determinar el control que minimiza ~, sep~rense del Ramiltoniano 

primero todos los tirminos que contienen u(t): 

~tl- +xiu 
(10) 

para 108 instantes de tiempo en que el control ópti~o no esti saturado ( o 

aea fuera de 108 l{mí tes de restricción) se tiene que 

Jl1t'C-t} -=- ~>\~ (t) 
claramente, eato ocurre cuando JX~,(-t)1 ~, : Si, sin embargo, hay tiempos _ 

en que lA~lt) l > J, entC'nces de (10) el control que mihimiza*- ea: 

. *' t) - S -1 <.oo.Y\ao "At (ti>' , 

( 11) 

JJ.. (. - l-t l cUQ.'f"do ~2.(-t) < ~'\ (12~ 
asf, u*(t) es la: función de saturación de >.tl"t') que se mueEtra en la figu-
ra. 

\ ~ ~(*) 
- \ ~ ~2 (-t) ~ J , ( 13) 

~(~) <: - J 
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.. tl&(~) 
" ... " J .. ' 

,.! - - - -, -;-1 1 

¡ ,",. sin 
:'~ 

____ --1, --~--:-:---:-_;__:_I·-·----...... A ~ (-t) 

- I 
00 

2. Aplicación del teorema 2. COi1Ridér~se la eco X = J...J..-. 
o " 

las ecuacione s de. estado, son XI -::;: X 2.. j o 

. ¡ Xl. lA.. 

• u€:'R 

( 1) 
considérese el problema de m's r~~i40 descenso al or{gen (0,0) a partir 

de un, estado inicial x o ' i!:s decir, :conaidérese el problfl!J'!a de tiempo ó..r 

timo cuando la posición final es el or{gen x1= (0,0). 

\4 ~,X.)~) = i A~ ~v'(XjLA..) . 
'l :: I ' 

H =. A :1 X 2. + A 2.. lA.. ( 2 ) 
dX;. dH 

lueg cor·o - - l' l - I " (Y', , o, '" Ó..* ó-xi - ¡ {.. J ••• 1 

se obtienen q>'Y(lt ::: O J d'Al/<1t.:: - >-.\ (3) 

como '~\-::.Cl • ),'2.::' Cl._C l ± (C"C 2 é- R'). laa rela.ciones 

. 'H (¡. ¡XI LA.)::: iv\ lA J X) 
Y la condición -16 u., 1 dan: 

10 (+) =C)\C¡YI >.2.lt ) = ~\ 'fO-Y'Cl A~(t»OsiG;n.t(z..-(lt) 
"'-\.... "'. L-\ f"'~ ~2.tt) <"0' (1 (4) 

de la ec • ( 4) se ve que' todo control óptimo u(t), t;,!:-t t:-t" es una 
, , + . , 

funcion contlnua por partes, tomando los valores- 1y tenie~do no mas 

de dos intervalos da, constancia. 

Para el intervalo en que u=.1, se abtiene 

X'l..::- t+ <;'2. yX. I ::..) (++<s.2.) a..~:::.:t 4- S<'* "t S' 

fx\ :: t (Y-. 2-')2. + S \d(f'(1k S = $\-1. (s,t) 2. (-I>j. 2) 
e '> C(m ~ U'MT",;";;é¿ ( 5 ) 

alm,l~~ment~, para el intervalo de tiempo en el Que u!-1: 
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' .. 

'~. ,7 fr , 
.~ . 

,La solUci6~ del problema ópti~~ obtenió6 de este ejemplo se puede intel'-

pretar como sigue~ 

S e? r¡r (x:) X 2.) una función en el'PlanoX!,X2.. 7 tal que 

U-\.X') :: f +_.1 bajo la curva AOB, y sobre ,el arco AO 

l sobre la curva AOB y sobre el arco BO. 

el valor u(t) del parámet.r9 de control (en un inatante arbitrario t) 

ienal a V(:dt)) sobre cada trayectoria óptima, QC-t) = 'Ú(X (-1:)) 
es -

. , 

Esto significa qul. reemplazando u 

se obtiene el sistema: d'¡(,:::.)(l. 

por la función \r(X) en' el sistema (1) ,_ 

d* 
a'¡(2. _ ~s-lxl' X 2.) 
AA - .' (::7) 

la solución del cual (para cualqlliAr estado iniciir X
o

" dá una trayecto:-ia 

do fase óptima hacia el origen. 

'0 I 1 <: 3 .. Aplicación del teor~T'la a. Ahora considérese la ec. X t X = LA.. , J...l~ ..... t . 
o 
Xl -= Xl. Esta eco es equival~nte al sistema: 
o 

, ~ X2. ='- XI +).A. 
La función \-\ (}.,) 'X I l.A.) =. ~ A., ~V{ X J lA) (! ~ 

J. :. I 

como 

H 
d~\/ d.:t 

A I X2. + A 2.; Ll - A 2.. X I 

:::. ' d.. ~ / dx ..:. I i. ::.. \ I 2/ 

~t :: Al ~ z... :: A S01 (t- c:.i,,) 

'1 e<:o Sót\ (~1" ",-il>~ . 

(F) 

(2~ 

, :;"':: -A I }. 
de la relación l2.. .. '>-t) se obtiene (usand.o tambi 

én (2) y la condición de que l4{f 1): 

U. = sipn A 2.. = Si¡n (A .sQ:n (t~o<.l») ~ Sifttl (S~n (&-pLo)) ("'í) :; 
:La función u{ t) se obtiene des'plazando sobre ... .tn intervalo ~la función 

sign(sep t), igual a + y - a partir de interv~los de longitud ,r-. 
fA.. , 

----~------~--~--r_~----+_--_r----------.~ • 
• 

Para encontrar.las partes de las trayectorias correspondientes a los i~ 

tervaloa de tiempo en los que u= 1 y u- -1, formamos el sistema au.xili-

ar (obtenido de (28) con u=O): D 

'11 = X 2.. , 

Xl. ::: - X I 
cualquier solución de (4) es de la form~ 

donde R y'l- Son constantes (R) O, O~)'\~Ví,}. Las' t'rayectoriaa de fase aon 

:. , (5) 
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po~ consiguiente, 

cuarido u= "', el sistema (~) e. 

o equivalentemente: 

lae trayectorias de 

k (X.,-i) X 2 

dXz. _ "(X,-¡\" 
"~- - .- 1 

fase del sistema "(.S) son los círculos 

( 
:\2. ( \t O~I Xl.. " 'í,- \) + \')(2. ) -- ~ , 

-1 el si8t8~a (1) queda 

l G. .., "~h,-z;.,.y e eh:> n' c:. So d.€ -tt..s e $t) Y\ 

l\rwW ~ eX ,+ 1)2.. + lX;¡.1-::: tt 
"(o'" ~ eY'l 0_1 (-1,0) . 
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'1'· ~ , 

7 0- P~c111{,:::c. d~ ?'..!l!tOg extremcamdvi1i~s. Condiciones detransversaltdad. 

Sean ~o y S, hipersuperficies suaves da dimensi6n ro' r, (~e~ore8 ~ue n)

en el espacio X.: El f>roblf\lna: encontra.r el centrol o.d·misible u(t) que 

traslade el pu~to de fase (no asigna~o pceviamente) de .la pcsici6n XoE Sb 

a alguna posición x, ~S1 asignándole un valor mínimo a la funcional J. 

Figura 1. 

Si las dos hiperauperficies So y S1·degenerail a puntos, entonces el pro-

blema anterior se conviert, en un problema de puntos ~xtre~~les fijos. 

Tambi;n'~iBe coriocen los pu~tos Xo y x,en So y 51' respectivamente. En

tonces, u~ control u(t), óptimo en el sentido del prOblema co~ extremos 

móvilas, ta~bién es óptimo en el sentido establecido por los teoremas' y 

'2. En el caso actual se requiere de establecer relaciones que definan lae 

posiciones de Xo y x, sobre las hipe~superficies So y S,. Estas ~eiá~iones 

se darán por medio de las Condiciones de Transversalidad. 

Conjuntamente 'ton el Principio del M'ximo, las condiciones de transversa

lióa4 forman un sistema de condiciones suficientes ~ara la soluci&n del -

probl~rea óptimo con ~xtrcmo~ móviles. 

Ahora se establecer'n las condiciones de ~ransversal~dad: 

Sea.n Xo ~S6 y X, t. S1 punt.os dados y.To ' T 1 los planos tangentes a las hi

persuperficies So y 8, ·en estos puntos. :Los planos T
o 

y T 1 o<,st'n en, el e!!, 

pa~io X y tienen dimensiones -ro, r 1, respectivamente. Ademis, sean u(t), 

xC t). 1., ~ -t !:. tI, la solución delppoblema óptimo con extremos fi jos Xc y x,. 

Finalmente, sea A.H) el vect.ot" cuya existencia ha sido establecida en el 

teorema 1. El vectorA(t)satisface la C. de T. en el extremo derecho' de 
I 

,la trayectoria x(t) (o sea en el punto x(t 1» si el vector 

Az(i:,\ ... ¡\(tÜes ortogonal al plano T 1 0 En otras palabras, la 

plica que la relaoión \}(t¡) J.e}.ose· sa.tisface para cualquie~ 

), (+1)= (X, (tI), 
c. de T. im-.... 

vector 

•. Q=- (9Ij~¡ /_ -_ )9.,) perteneciente (o paralelo) al plano T 1 " La cond. de T. -

en el extremo izquierdo de la trayectoria x(t) tiene un significado simi-

lar. El ,teorema que dá soluci0n al prOblema con extremos móviles es: 

TE-üRE:MA 3. Sea u(~',tO)~i~t, • un control admisible que traslada el pun

to de' fase de a!lsuna posición xofSo' a la p('sición x1ES1, .miep,tras que

x(t) es la trayectoria correspondiente (e~anando del punto ~ = (O;xo ». 
La c01'1dición necesaria pal'a que l1(t), ~i:t)den la 801uctón d~l problema óp

~imo con ~xtremos movibles es la existencia de un~ función vectorial- coo-
, -
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t{nu3. ,,(tI , dia tinta de oero, que satisfaga las condiciones inéí ca.das en el 

teoreqa 1 y tambi'n las condiciones de trallsversalidad e~ ambos extremos -

do l'a trayp.ctori.a. %tt). 

~._ El Princi1:lio del .Náximo nara Sü!ternas I{o-autónomos. 

Considérese un problema óptimo como el Plantearlo en.1 y 2 en el caso cuan. 
,~ . 

do las funciones ~ explícitamente dependen del tiempo ('el ~ominio de --

control ti se aupone independiente del tiempo). 

La ley de movimiento y la funcional cuyo mínimo S6 cusca son 

.~ :: 1l (x/ lA ¡t) J 
l-:"\,2., n. 

o • • I 

J ::: ~-ll -r)'( X(i:») Ult),t) ~ 
)t, ' . (2) 

el tiempo t o se considera dado, mientras que t, as el tiempo requeri40 

para pasar por el punto x" Igual que en la s~cción 3 se il1troduce la nuli: 

. va coordenada Xo:: \ ~ ~c (X(t), .u.ttl) -t-) cl4. 
lb . , ~ 

El problema es: Dado el punto 'lI.\o-:, (O,xo ) y la llnea rectall , paralela al .... 
• C> . ' 

I'lje.X , que pasa por el punto (O,:X1 ·) en el p.spacio n+1-dirnensional Xr en 
contrar de entre todos los controle8~misibles u=u(t), que tengan la 

propiedad de qu~ la correspondiente 301uci6n X~)al sist~ma (1) con la 

r.ondicióu inicir,j.1X(tO).::.X-I) intersecte aJ.a líne·p. rectan', aquel 'contr'ol' 

para .cl cual el p'ln to de in te rsección con 7í tienc'la mínima coordenadaXo. 

Far~'~esolver ~ste'problema se introduce una variable auxiliar dSRcDnoci-
n+1 dX

M1 XI'li-'Co1k\ ~ +0 (3), da:x , tal qUfl d.:k 1:" ... } - ~ ~ 

X"'t\ - \ 1 2 . n 
Obviament.e -= t:.. Sea X* el espacio de las varia::)les x ,x ""'x , 

.x
n+'. Entonces el si8tema(3)~B puede escribir de la siguiente fnr~a ~ut'

noma (es decir no jcp~ndiente explícitamente de t) 
dXi/M:::. -ti (X, U,X"+I) I i -:. e/I J •• _,VI 

d '/['-t I / t:U:-
A~o:r.a se tt::Horá que encontrar la trayectoria óp:ima que "J • ..,l€, et1 el espa,...-

I'Z. 'I'I.J. ' 
cio X*. el P·J.:1tO (X~, XII"" t Xo ,l~) con algun punto de la línea recta -

51 que pasa por el punto (X~.X;-, •• _,x,I'\,O >, paralela al eje xn+ 1 .·Enton-

ces se llega al. problema óptimo con extremo izquierdo fijo y extremo der~ 

cho movible. 

El sistema de ecs. auxiliares (4.8) ahora tiene latorma 

~~( :: - 2:. ~ ~~ A oL ). i = DI')··. I Y1 
(.N\ tX:.o ... rt ol.. 

d~Y\-t\ 2... EL' A cJ.. 
cbt- c.' :: D a t:-

(5 ) 

(6 ) 

De a~uerdo a los teoremas y 3, para resolyer el problema se tiene que -

formar. la función: 
; .. 
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>S(XJ~JX"") + }..,~'(X,;,r) -\-: .. : }..n·~\X, 4,,)::;-') -\- )CM" ·1 
.'. ~~. .m denotaremos esta funcio~ por ~ " c0nser~nndo la notacion~ para 

-c;r (~IXI t)v..) = ~ %1)CX/u.,t) ;- A\ -!~(XI U¡-t) ; -.. -t 1\\'\ ~11 (XI LA J t) . 
con la ayud~ de las ecs, (3) y (5): -..<..[p . 

d Xl':::. o lJf. J ~ d A.( ::. _ .~ ; l = D" '/ ..• I n 
OJ;::- é) >. ... cU~" () X ( 

similarmente, ~1t01x.,XI'\t-.)denota el máxi:no con respecto a u de la función 

1-r- mientras queJ-A..(A.¡x¡t::) el máximo ;con respecto a u de. la función 

.tj{ " para)., x, t fijas. Así, usando'la relación :;¡:n+1:;"'t, es P.2. 

aible ~8cribir:t\t/!+Al)fl jJ.A,1::.,l{+"n1~lea que df.iJ.;;; J,{;C::..O, a lo largo de 
" . 

la tra.yectoria opti;pa toma la fn.rma '. .. 

1e(A{~}JX(-tl,.uLt')) ::: J{(A(t)) x (-t},-t') :: ->"n+1 (+). 
(7 ) 

I , 
Finalcnentc t la G .. de 'i'. en el extremo dere"cllo de la trayec"';oria estable

ce que la l{nea recta S, e8 ortog~¡!".e.i al vector (Á¡(f¡),k{tl}J 1 •• , A".,.J(t/)) , 

en otras pala'n'&.!',; AIHJ (ti):: O. Conjunta:n,1nte con las ecs. (7). (6) 96to -

da Jv{ P,(1J,Xt"t),.*):: \~ i. -a.r-~>C/l..(lt) A,,(-{'J '** 
. ) 1:.

1 
Q{=-o t" 

obtenilndose aa! el teore~a del Principio del MáXimo para SiBte~3s No-Au 
'll"I 

tónomos: 

TEORf':MA .:1. .• - Se.a u(t),t .. ~t!1:.I. un control o.Ornisible tal que la. trayect..Q. 

~ja corr~spon~iente del sistema (3), ~menando e~ el instante t Q del pun

to ':\>' pase en el instante t1 a trav~e de;, ',:n PUT!to d", la :{nea recta -¡¡-. 
La condició~ ::1 e ce ¡:;e.ri a para que' el control u(t) y la ",;:'ayectoria X (t) -

sean ÓPti~a~ es que E'xista. la función Yectoria~A(tJ= (,\,(-t-)).¡{+), ... ),,,{t})) 
distinta de cero, ccrrespondiente a las f~nciqnes ~(t) y x(t) (ver (5»-

tale s que: (n, Pe.ra toda t:, t. ~ -t ~-tl , la func i 6n 1{ (AIX¡ J.). (-1::: ) . de 1 a 

(5) ) la condición (i~, la función 

mientras que la :unciónJ.,{(A¡X,+l 

(t) de la variable t es constante, 

solo puede dtferir por una cor.~tan-

te de la integral en la segunda de las relacL:mes (9): de tal forma que 

es suficiente con ':erifica!' (9) ,en cualqllier instante t,16 ... ct.f-t.,; o bi;'n 

en vez da (9), ser~ suficiente con verificar la condición 

( 10) 
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9.- La r~lación entre el Princl~'~~,:~i~o~n~p~,l~'~J.¡~á~x~i~m~,o~,~y~e~J~,~~~~~~~~t~o~rt~o~_d~~~_~P~rpRra~ación 
tinál!lica. 

Comentarios. El m'todo de la P.D. de BeJlman se desarrolló p~ra satisfa-

cer los requerimientos de Cont'rol Optimo en procesos de nat.uralli.lza mu-

ch9 más general que aquellos procesos q,ue ,pueden ser descritos por ai8t~ 

mas de ecua~iones dif~renciales. Es" por_tanto, más universal en sus a1-
I 

canees que el Principio del M'ximo. Por otro l~do la P.D. carece de una 

fundamentación lógica estricta por lo que ae le considera una herramien

ta beu,r{stica. 

Ahora lo que interesa es la aplicación del método de P.D. al prOblema ó~ 

timo enunciado en la sección 2. La f~ndamentación del mitodo de Bellrean 
I 

presupone una condici6n esencial extra qu' debe aRadiroe a las condicio-

nes naturales del problema y es que la func,iónwtlC), qu~ se definirá más .2. 

delante, sea diferenciable. Esta condición no ee obtienp. del eBtablecim~ 

ento del probl)ma y representa una restricción qué, como se mostrará a,

continuación, no se cumple aún en l'os casos simples. 

Una vez aplicada tal consideración, el método de la PD conduce a una l!:DP 

que S8 llamari la "eco de Bellman". Esta ecuaci5n (dadas ciertas condi-

ciones supl~mentBri&si es equivalente, al sist!ma Eamilton~ano (4.1~-121 

yla condición de m&':imo (4.14-15'. 

Ahora se explicar' un trata~ient~ del m'todo de ~D e i~dicar' su conexi

&n con el Principio del M'ximo. Por simplicidad 8510 se consid~rar' el -

prOblema de tiem)o óptímo. 

Fíjese un punto x, del espacio i{ y seau(t),t.,~-t'.$-i, • un control ópti'::lO 

que traslade el punto de fase de la posición xo~ X a la posici6n x, sien 

do x(t) la trayectoria óptirn& correspondiente. El tiempo de tránsito óp-
, 

timo, tl-to' ser' denotado por T(xo ). 

EntonceR, se defin3 la función T(xo)E:Jl. donde..Q.es el conjunto de todos 

los puntos de X por les que es posible el tr'~sito 6ptirno hacia x,. 

La consideración fu~damental, ~eneralmente usada par~ fundamentar el 

Principio de PD ( Y que taülbién se usará aq11{), est.ablece eJ hecho de -

c;,ue' el conjuntoJ'L eR abierto en el espacio X y que la función,T(x) ti~}ne 

derivadas parciales contínnss con respecto a las coordenadas 'del pu.:'lto x, 

La. función W(l4}=- Tll<) se define'en v'!z de T(x). Si x(t), tt)!:-t~-t;1 , es 

una travf~t~fia 5ptirra y si cada tra60 de una trayectoria ~ptima es en -

Fi{ 1l1'la trayectoria ór<:ima, la relación el'! v21ida para. cualquier t,-tof1~11 

W l)( l t\)::: - \lx o) 1- t --\:.o 
consecul7ntzmente 
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la acción del con,;rol v(t:. lJespuéB de un intervalo de tiempo infinitesi 

rnalcit-> 0 .. 'el punto de 'fase elltará en' la' posición x(t)+dx, donde el Vf!C--

+ d (d ,1 "or 'x= x, ••• , dxn ) est',~ado '9r 

dx { = ~ i (x l t"¡ j tr), l*· ¡ -:. 1, ... /' 

al moverse, ó'pt:iUlamente de x(t)+dx h'asta, x 1 , el tiempo tomado será 

T( x(t)+ dx). AS!, el tiempo total ~mpleajo en moverse del punto x(t) al 

punto x, es igual a T( x(t)+dx) + ~t, .. ' Este t:iF:mpo no pUl'lde ser menor que 

el ti€npo de tr'nsito óptimo T( x(t) ), es decir se tendrá 

T( x(t) +dx ) + dt~'l'{ x(t) >, ó lo que ss igual 

W lx (t) +- ,be) - w ()(.,(.~)) "~ di 
por (2), la última desigualdad se 'puede volvl!r a escribir: 

~ aW lX l :1 S," (X (t}, lí) cU- S:, ,bt 
o 

L . ~~") , 
0<':::. , v .i M(X(;:») ~o(.(X (ot)jU-} ~ 1 ¡ -V fU 

l.. rel'kci oA" (~;x-:; (3) dan '<:: O ~~( < )) -r- (X (1: I , Ir) -
.~,~p ¿ 
"o:::.r:.J- 0(::'1 

conclusió'n: La funció!1l~ly.) en .el dOffiini~ fI. la, siguiente oC'Jació.~ d1i'~ 

renciBl-parcial no cl'SiC~, qu~ llamaremos ecuaci6n de Bellm3n. 

SL5p 'i. ~W~) -f!(. (X, v-.) ::, I 
lA. {. V t>( ::. \ () X~ ( 4) 

°el bor1e superior se obtiene para alguna u&U, mientras que la func16n-

. W(x) es no-posl ti. va y se desvanece solamente en el punto x1"' ' 

De' hecho, ,este es el principio de la PD aplicado al preeente problema. 

Ahora se mostrar' como 8~ puede deducir el Principio dRl M'ximo del PriA 

cipio de PD; para ello se considerará que t:vlJ() es dos veces conti'((.l3.!Den

te difarenciable. En vista de esta s~posición~ la funci6n 

~ (XI L\.\ -:: I dúJ<'X)_ -ro< (X) t,L) 
, ""::.1 VA.-o(. , , (5) 

que aparece en (4) bajo el signo del borde superior, tiene primeras der~ 
, 1 n vadas contInuas con respecto a x ,.~ •• x • 

Del principio de FD, ver (1) y (4) se vé q~e u(j~ es un control óptimo -

trasladando el 'punto de f-'l.se de X
o 

a x 1 ~ mientras que x(t) 8S la corres

pondiente trayectoria ópti~a, par3.:t fijOlt~~t{t\t la función g( x,u{tl)~ 
tenp.r' un valor n:áximo (igual a. la unidad) B:l ,el ,punto x. x(t). De lo aA 

terior se obtienen 
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-2J9 C! (t),u.:ttl) 

iJ xi. 
:: cr ; .. I - ~ 

(....., ) .. ,,' \ , * -r <.f_- t. 1.0 _ - I 

( 
O<.ó(X (-1:)) ) 

() >\{ -

satisfacen el Blstema lineal de ecuaciones diferenciales 

Ab~ :: _ t- -_0 f~(xt"t), uhJ) A~ L t) , L ~ 1, .~" n 
. ...q.. ¿ "::'\-x J. . . 

l).;.. 0(- I - (/ . '. 

reSUmi{!nd~." por (-1)~ la ecuación de DelIran (4) puede escrit.liree como 

(8 ) 

i A ... l*) f\x (-tl, \.d"l)~ \-,&1 >-01. (*') -1'\X({), lA l-l:)) "'- I 
0(:;. I . ~~ K.-:. I (9) 

laaeca. (8) y(9) Don las mismas del Principio d~l M'ximo, mientras que (7)

indioa explícitamente la relación f'ntre las cantidadeB Xdi:\on la fun0iÓncq~. 
Nótese también", de (9). que el movimiento óptimo siempre se puede efectuar, -

\-\ (\ (-t \ ) X l-t} ) )Á t-~)) == J de tal forma que 
(10) 

a lo largo de trayectorias óPtimas~ 
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Relación del Principio del ~áxirnó con la Teoría clásica: 

Respecto él Hamiltoniano cl~.sico con x, p!! A , se tienen las E.D. can6nicas* 

x,:' dH lOA:&. , i ':'.1.) ••• ~ n 
o. . 

>\1::' - a\J.j2J Xl. 

~- ::. O 
.(jJ.Á 

( H es extremo en u ) 

(a) 

( b) 

(c) 

La teoría de Pontryagin. establ.ece que (c) no se cumple siempre ya 

sea porque el control .u es discontinuo o bien puede ser un' "control saturado" 

( y acotado a una regi6n ). 

El primer teorema del máximo establece condiciones necesarias pa-

'ra la solución del proble~a general de ~ayer y Bolza en forma can6nicae Tam -
bién,el primer teorema del máximo demuestra que existen multiplicadores (re-

soluci6n del problema general de Lagrange) )\,(0, N.. (t·), no todos nulos. ta 
les que junto con la~ var~ables de estado generalizado o ampliado xi, apare 

cen como variables conjL!gadas de "coestado" generaliz.adoA! (!" =0,1, • o IJn) am 

pliándose al astedo (x1 ,..., or.r) al "ficticio" (x o, x1'. u, xn)' Ade~ás, 5i

eJ. espacio De controles es regi6n abierta de Rm, o bien es ~ Rm, el probl~ 

r:a qe Pontryagin es equivalente al clásico de Lagrange y el "Principio del ~ 

ximoll deje es la condici6n necesaria de Weierstrass, L 13] Cap.5.Pap.239-24'1: 

La diferencia esencial entre la teoría de Pontryagin y ~a clásica 

es que en ésta U es arbitrario no acotado en Rm, y :resulta que la mayoría de

problemas técnicos no tienen soluci6n si U es una regi6n arbitraria 6 si es -
abierta y que existe soluci6n s6lo si U es acotada y cerrada [7], [ 13] 

en general, yen particular, si el control u(t)tSU(frontera de U). Si U es

cerrada, no se aplica el criterio de Weierstrass. Si un problema tiene solu -

ci6n en ambas teorías, tales, soluciones en general son diferentes. 

RelaciÓn con la Programación Dinámica: Pontryagin destaca funda -

mentalmente qué, aunque la ecuación de H-J-B se ha desarrollado: " ••• para la 

necesidad de controles óptimos de procesos de carácter más general que aque -

llos descritos por ecuacíones diferenciales, también el método de Programación. 
, 

Dinámica revi,ste un carácter más universal que el método del Principio del Iv'é. 
ximoll. Sin embargo, a diferencia de éste último, aquel método no' ha sido demos 

trado con la rigurosidad deseada, pero se aplica como un valioso instrumentp

práctico. 

* llamadas en (13] Ecs. Canónicas de Euler - Lagrange. 
" 
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Ese'ncialmer'lte; estEs dos teorías' tienen en común a la E"D .. de Ha 

milton-Jacobi-Bellman, ya que, las E.D. canónicas de Pontryagin son equiva

lentes a Llna E"D. de Hamilton-,Jacobi o El 11 Principio de Optimalidad " de -

Sellman fup8 formulado primero, indepe'ridientemente. La comunidad de la E.-
coJndde n<-la. 

,D.Po de ¡"¡""'J-B en ambas teorías es una notablev,' aunque no casual" Sellman -

no deduce un,S.D o c.anónico como el dEl Pontryagin, pero 'toda E.D. de Hamil

ton-Jacobi de un 'proceso implica la valides de algún S.Do ordinario canóni 

COa 
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CAP 1 TUL O YI 

TEORIA DE KALMAN-CARATHEODÓRY PARA EL CONTROL OF~I~1Q. 

Contenido 

1.~ Introducción. 

2.- Notación empleada. \ 
\ 

3.- Enunciado del problema. 

4.- Relaciones con el Cálculo de Variaciones. 

Lema de Canthéodory. 

5.- Contro1abi1idad. 

6.- Soluci6n al problema del regulador. 

. , 
7.- Estabilidad de,la ecuaClon de Riccati. 

a.- Solución general de la ecuaci6n de Riccati. 

9 .... Conclusiones. 
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1.- Introducci¿n. 

J~f, teoría con-vln1cíonq.l,dol rer;ulac.or está !:lasada alllplia.!lentG en 

laQ t~anaformadas de taplace y de Fourier, el Cálculo da V~rfacioneD (ee. de 

HamiltQn-Jaco bU Y más recientemente en la Programación Dinámica (ec.H-'J-E). 
.. . • - (1e.1 . 

. El analir;is que' a cor.tinuacion se resume tIene por objet:'vo re81l1 

ver el problem'adel regulador para una fnncional de evolución cuadrática. ba

sándose en la teoría var~,acj,oha.l lie Carathéodory y la eco d.,e Hamilton-Jacobi, 

ad.má9~ como parte del deBarrollo ~e define un eatado controlable y ee esta

blecen condiciones necesarias para ,que una planta sea controlable. En gene--

ral', sé ~stabiec~n teoremas de ~xlatencia y estabilid~d para el probleas 

cel regulado~ y se analizan las propiedades de estabilidad de la ecuación m~ 

tr~cial de Riccati, la cual se obt~ene como un caso espeCial de la ecuación 

de Hamilton-Jacobi. 

2.- Notación. 
, " , 

Se usara la notacion vectorial comun, con las siguientes conven--

, ciones: . La~ letras griegas mindsculas son es¿alares¡ las letras latinas -

minusculas Gon vectores, las mayusculas,son ~atrices. lla matri~ unitaria es 

l. E:;r.cepciones: i,j,tl,n,:p s~m enteros; t, E, L, ¡ 80n e~calares;f, Y' t~ ,

Eon vactoreo. (x,yl 'ea 6,1 producto inter.no de X. e y. La transpuesta de una -

-matriz se indica por'el ~ímbolo °:primc· (~), la norE~ de un vector x ea 
11 ,. 'It 14 x lt "" lx.x1 • Norma E'Ul.ll~diana •. La norma 11 A~ de una matriz A ElS sup l\ AXU 

sobre 1\ xU =1. Terminología eapf¡lcial: 1 xa ~ . = [x,px] donde P es simétrica y 

no'-negativa definida. Si A,E son simétricas, a.) E significa que A-B 9S pos.!,. 

tiva definida. Las letra.s t, r ,'lo son escalares que representan el tiempo. 

Para una función escalar L(u). Luea el vector gradiente ;¡ ,Luu es la matriz 

Jacobiana. Se estudiará el sistema representado por las ecuaciones 

X(t):: F(t) Xli) + 6(t).,«(f) (1) 

yet) H (t) X (-t) 
(2) 

donde UfR
m• x € Rn e y E RP. Para dar un enfoque físico al ,Problema ae ha 

adoptado la siguiente terminología: las ecs •. (1) y (2) son el modelo de la -

planta (o ,Simplemente la planta); x es el estado de ... ; u( t) es la función 
. 

do controlo entrada a ••• ; y(t) es la salida de la planta. La planta es conA 

tante si F~G,H? son constantes (tambi6n llamada "invariante en el tiempoR). 

Si u(t)=O o G(t)=O, la planta es libre. El comporta.miento de la. planta está 

I 

-59-

I 
i 
1 

I 
) 
1 : 
I 
I 
I I ¡ 



-'o 

-' 

I 

,,', 
descrito por la ecuación dift;~6n·cia.l '(1) éiehCú 3.a solución general: 

X(t) =-1>(t,·h)X(t.) t )). C±)f)tS(~) .u.(<T)d~ 01 

donde I ( t.. r) definida para. toda ',.t., '\i=' (:6 una matriz fÍll1damental (llamada. -

también matri z de transici ~!l) de so,luciones del sistemali bre. debiendo s8o--

tiefaccr que: 

La soiución (3) de (1) es llamada conceptualmente "el movimiento del estadoS 

, , 
la funcio~ 

X(-t);:: c}M.. (.t; >( J te.) 

~M.. (;f; X) 11» = rP (1) ...u.[=tt»f], ){) +0) 
los lIÍo\~imiontos libroa, o'sea la evolución del estado con u(t)=O se represen 

tará por ~f' El,est,ado de equilibrio xe es xe =41.(t; ;'e, t o ) V t,t o • 
I 
1 

3.- Enunciado del problema~ 

En aplicaciones simples, el objetivo de un sistema de control es 

el siguiente: "Dado un e stado x de la planta (2.1) en éualquier Úempo t o '

generar una función de control u(t) definida para t ~to y dependiente de x,-

te' que cauae que x sea transferido al estado de· equilibrio O". En otras pala 

braE, u(t) se escoge talque 

( 1) 

F{~lcamente. para generar la función u(t) se deber' contar oon un algoritmo 

que calcule u( t 1 ) a. partir de y(t) para t ~.;t1' Esto se conoce como el"priE., 

ciple de retroalimentación u • 

La reali$ación física del problema se puede separar en doo etapas: 
1\ 

CA) Cálculo de la "mejor aproximación" x(t,) del estado x(t1) a. partir d~l -

conocimiento de y(t) para. t't,. 
" 1\ (B) Calculo de u(t,) dado x(t,). 

El problema. (A) es concerniente a la. teoria de ~ener de estimac! 

ón. Aquí ~upondremos que x(t) se conoce exactamente y tomando en cuenta el -

Principio de Retroalimentación, el prOblema de genera.r u(t) se reduce a. esp~ 

c1ficar la ley de control: 
IJ.. (t) -=. ~ (Xl-t), ~ ) 

(2) 

Para..obtener la loy de control se aRade la considerac1ón de que -

~l~ integral ~e una fun6ión de estado no negativa a lo largo de cualquier ~o 
. / 

vimiento9Í<.se minimizará· por la ütt) escogida".'Este enunciado determina. 1~ 

u(t) y por tamto la ley de (lontrol (2),' implicandQ (1). Al problema resulta,!!. 

te se le llama OPTIMAL. Ahora. ~e expresará el 

(3) PROBLEMA DEL' REGULADOR OPTIMO~ Encontrar una ley de control (2) para la 

cual 
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EL (rkC ti):, t.) J M (t), iJ cM} (4 ) 

se obtiene para toda x,to y t 1 • donde V y L son funciones escalares. 

Del. c~l~ulo de Variaciones se aplicari la condici&n 

(5) 

que ea .equivalente a suponer que L es estrictamente convexa en u. En térmi-

nos ingenierileA, t, es el tiempo terminai, la integral es el criterio de -

corr.p·ortamiento y L es la función de costo. La funciónV se añade para mayor -

generalidad. Se utiliza la notación J(x,to,t"u) para indicar el valor de -

la integral en (4) correspondiente a cierta u(t). El índice superior * iden

tifica "opticial·~ 

4.- Relaciones con el Cilculo de Variaciones. 

(1) Lema de Carathéodorl.Sea k(x,tr una función vectorial de m -.,.. 

componentes y clase C' en x,t. Den5teee u*. k(x,t). Sup&ngase que V =0 y q~~ 

la función L en (3.4) satisface las siguientes condiciones para toda x y to-

ita t o ' t < t 1 : 

( a ) L ( x, u'" , t' ) = O 

(b) L(x,u,t») O '<:f u r u* 

entonces el criterio de comportamiento J* ea idénticamente cero para toda x 

y se obtiene por medio de la ley de control óptimo ~ada por 

Ahora, sea J*(x,t,t,) una funci&n escalar arbitraria de clase C2 

en x,t (t, es fijo) tal que 

luego se reemplaza L por 

\.: (XI u-¡-\.):: le XI lÁ¡t) + J: (x¡t It 1) -t [J: lx 1 tl~-ll) , FC -t))( -t- 5(;:) J.A. J 
la integral de los dos últimos términos, a 10 largo de cualquier movimiento 

entre losl{mites t o y t, es . 

\) (~~ (ti; /(¡to)) ~ Y(XJ t6¡t,) (4 ) 

ya que el segundo término en (4) no depende de u(t), resulta que loa dos pr~ 

blemas variacionales J 1:, * ( 
. ilJf L P.4,..(tj'K

l
tb)j),«-f)j-b)cl:I 

. . .u ( t), é
a 

\ ( 5 ) 
y (3.3) son equivalentes en que ambos tienen la misma función minimizadora -

u(t). Ahora se tratará de encontrár funcioneá, J*(x,t,t,> y k(x,t,t,) que sa

tisfagan la hipótesis del Lema cuando L S6 reemplaza por Lit. o 

Para·que :r7'(x,u,t) tenga un míni~o respe'y'tQ, a u en u=u*=k(x,t,t,), 
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ea necesario qua todas las prin,'lra:s deri va,da.s 'parciales de Le con' respecto a 

use oliminen en ~*. Esto y la ,éondioi'ón Llf(::c, u*, t.)= O dan 

::;> L~ -:: O :> O SQ.Cl: . 

y 

L Q(X¡M(t) ~ m/r¡ 

Lu. (Xl ,u1f, (-) 1- [J*·(XJ-tJ~) J 6 (-t)]:= O 

LP.(X,lIk,t):: O -=. L(X,.u~t)fJ: + [~.J F(t)X+ 6ft/1ftJ 

_ J
t
1< ~ L (?t:).u.*) k) + l J; ) 1= (*) ~ t 6 (t)Jl1 

(6) 

(7) 

Caratbéodory llama a estas ecuaclones lilas ecuaciones fundamenta
l 

le." ,del, problema va.riacional (3.3). Advi'rt~se que (7) ee la ec.de H-J-B. 

De la consideración l3.5) .resulta que (6) sepuede resolver para _ 

u*¡ más precisamente, existe una función ~ de clase C1 t~l que 

U"K ::.. "1 (X') G'{1:)Jx*(x/t¡-I:¡) ,-f::.) ~ f. (X J -t:. Ji J) (8) 

la cual es la ley de control óptimo deseada. Para verificar la condición (b) 

del Lema, usando (6) y (7) se obtiene: 

L-f( (X/U I t) -:: L (X¡JÁ 1'é) - L (XI U~+) .... [L\ -lf.; L ...... (X J ,u'*¡ *) 1 
E (",u..) ~ 11: )' ( 9 ) 

(9) es la funci6n de weier;tras~. Por inspecci&n se ve que E es el término -

--
cuad~átlco de la serie de Taylor de L con u=u*. ASl, puesto que bay una fun 

ción J* que satisface (3), (6) y (7) y además (3.5) se cumple, se puede apll 

car el Lema y encontrar aquella J'. que corresponda,a (3.4). La ley de con--

tro1 óptimo es (8). Ahora ee define una variable conjugada) por 

~= Jx~ 
por lo que,/, = f<x,GI(t)} ,t). Se define el Hamiltoniano como 

. J( (Xl) 1*) =- L (X¡1f,t) + Cy, Fti ) X + 6{t) "1-'] 

<, 1) 

( 12) 

entonc~s, ai J*(x,t,t 1 , ea cualquier soluoión del sistema (6), (7), em\onc6s 

J* es aolución de la ecuación diferencial parcial de primer orden as H-J: J: + ji. (X) Uxi< ) +: ) :::. O ( 13) 

resumiendo, se tiene el siguiente 

(14).TEOREMA. Si existe una ~olución J*(x,t,t,) de clase 02 de la ecu~ . 
aión de H-~ (o, equivalentemente de (6),(7» la cual satisface J*(x,!"t 1 )= 

~ (x) y si (3.5) ~e cumple, entonces J- es el criterio de comportamiento óp

timo para el prOblema del regulador <3.3) y la correspondiente ley de control 

óptimo está 'dada por (8). 

5.- Controlabilidad. 
. . . , 

Abora se impondran condiciones ala planta (2.1) para asegurar que 
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el problelJ1a formulado en (~.3) 013 significa.tivo en, el límite t 1=CO. Primer.! 

mente considirese la siguiente 

(1 }DEFHHCION. Un estado x ea controla"Dle, en tosi exis"te, una fu.!! 

ción de control u 1(t) ,dependiente de x y to y definida en un intervalo fin.!." 

to [to.t,).' tal que ~.t.é (tl',x,tO'>= O. Si lo anterior es cierto para todo es

tado x, entonces la planta ea completamente controlable en el tiempo to;tam

bi'n. ai lo anterior es cierto para ~Ddoto entoncos simplemente se dice que 

la. planta ea 'completamente controlable,' 

A continuación S6 establece una caracterización equivalente. de la 

eontrolabilidad que reeultará muy útil: 

2. PROPOSICION: Una planta ee completamente cOntrolable en el ti

empo t (1) eí y (li) sola~ent6 sí l~ matriz sim;trica 

W (fo,~ ¡) ::: r~(;t",¡)EHt) G'(t) !' (t., t ) dt 
es positiva definida: ·para cierto t1> too 

, 
\ 

Una condición técnicamente útil para investigar la controlabili-

dad de una pl'acta a6 formula en el siguiente 

5. COROLARIO. Una planta constante ea completamente controlable 

(i)s{ y (ii) eplamente sí 
. RANGO [G, FG, •••• Fn-1G] = n (6) 

I Comentario 1.- Sea x el estado de la planta en t o e y el estado -

Vdeseado~ en t1' De la argumentación previa'se oo~cluye que el estado y ea -

obt!lni ble del estado Jt ( es dec:!,r que existe una. ~t<I, que relacion,a x en t o 
e.y ún t,) sí y solamente sí la ecuaoión 

X - ~(:tO):~t) ~ -= wéto,t,)V-
tIene una solución, en cuyo caso 

G' (t) ,~' (tD;) t) 1) .u.\-tJ (8) 

8S la función de control apropiada. 

Además, los m{¡;odos del Cálculo de Variaoiones muestran que la -

mínima energía de control requerida para la tranaferen¿ia de eotado 8S 

E (XI *. j y, +,) ~ r: 1I.u.'(t) lit dt = 11 X ~ ~(u, ,i: ,) ~ ~ ~ (i" t ,) 

La eco (7) puede tener solución para algunos. pero no todos los 
(9) 

d • '-, 1 1 1 esta os x,y. F.ntoncea W no existe y es conveniente reemp azar a por a~-

versa generalizada W+ en el sentido de Penrase'. Con esta convenci6n (9) es 

la energía mínima requerida para transferir x lo más cercano posible-a l. 

Si W(to,t,) es invertible ~ entonces (7) s'iempre tiene una solua.!. 
;, 
on; ae ve que "una planta ea completamente controlable en el tiempo t o sl. y 

1 R. Penroae. A generalizad inverse for matrices, Prono Cambridge Pbil. Soc. 
51 :( í95S). pp 406-4'3. 



solamen~e ar. empezando delo~igen en el tiempo t o cualquier estado x paede

alcanzarse en nn tiempo finlt.o' a~licandouna funció:¡ de contr¿l apropiada --

u( t)" • Comentario 2.- Usand6 la iuveran generalizada se puede reemplaza~. 

(8) por por una ley de control definida en [to.t1J: 

. 1!. I (t) -::. - 6'tt:) W"(b ti) Ix -~( t, -1:,) ~ ] 
A~n si la planta es estacionaria. esta ley de control no 10 ea. 

6.- Solución al problema del regulador lineal. 

El punto de' 'vista del Cálculo' de Variaeí ones e xp\1.e s to' en la seccl 

ón 4 es puramente local (po~ ser lineal). Sin embargo, las ideaa de la,sec-

ci6n anterior conducirán a una te~r{a definitiva del problema del regulador, 

como S8 expondrá a c6~tinuaci6n. E~principio. consid'rese que: 

"Para resolver el caso lineal del probl~ma del regulador no e~ s~ 

fieiente con contar con un modelo lineal de la planta (2.1)". se requiere a-

demáB considerar qu' t 11 . {l. 'l.}.' 2. 
(J\ ) L (X/Ud) -= t: 1." H (t):q~u') + llv..1l e.{+:) j ¡) (X) ::: il/xMA 
doJde A es sim'trica, no-negativa defi~ida mientras ~{t), Rtt) son eimétri--

cas, posi~iva8 definidas y de clase C2 en t. Consecuente~ente de (A 1 ) la tun 

ción Hamiltoniana (4.12) es , 2. ..... 
1{~/>:-I:)-::.'i {fI~(~)~dl~lt) + Z.[F,(;tJX, S J - Ilq(~)f 11 R.-1(t) j 

con esta. eelección de je , la función " 

J*(x,t. t 1 )= t ~ X~~{t¡tj) (2) 

~onde t, ~s un parámetro} es una solu~ión de la eco de H-J (4.'3) sí y 801a

~ente sí P(t,t,> 6S una aolución de la siguiente EDO no-lineal del tipo de -

B.i e ca ti: .' . -1 ' t 

- dP ~ 'rCt)'P t 1''f(-t)-,?(SCt)RCt )6'(-t)Pt 'r\ (t)Q(t:}t-t li:) 
d t- , . 

P ea una matriz simetrica. 
(3) 

Dada cualquier matriz oimétrica no-negativa definida A,(3) tiene

una solución única 1r (t; A, t1) qu~ toma el valor A e~ t=t1. 

Lo anterior se resume en el siguiente 

4.- TEORE}1A DE 14:XISTENCIA. (i) Para todo t, y toda matr1:a.·A simé ... 

trica, no":negativa. definida, (3) hene una 801uciQn única T(A;t,t1) defin1-

d.a para toda t~t,. (11) Bajo la consideración(A 1 ) el criterio 

ento 6ptill'lo del pr'oblema (3.3) está dado por l 

~(X~t:>lt\) = U X \\"(t.I>,AJt.)) 

dE'; comportam.!. 

(5) 
para estudiar el caso .cuando t1~CC primero S6 define una solución partícu-

la.r de (3) que es fundamental para el siguiente desarrollo. 

6. PROPOSICION: ~1 la planta os completamente controlable, ent~n-

I 
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_____ ~--~-_:_---_:_--~--;cc----.-, ---

Ji M rr ( * ;. O.t -1\ ) =' ~( :r) 
ti ~oo ' ' 

(i) eiiste para toGa ,t y (ii) ee una sol~ci&n de (31. 

7. TEOREMA DE EXISTENCIA. Asumiendo (A1i, V (:!:)= O y t 1= (X), el c.!:i 

terio de comportamiento óptimo para el problema. (3.3) es I\xU\(t) y la. Ley de 

Control óptimo es 

(8 ) 

Comentario.- En la literatura ingenierll a menudo se considera. -

(tioita' e incorrectamente) que un sistema.·con la ley de control ¿piimo (8) -

ea necesariamente estable. Entoncws se ju~tlflca la inclusión de la siguien

te sección, "relativa al a~'lisi~ de estabilidad, perD ant~s y 'para finalizar 

la'sección 6 , se establecerpn las condiciones su.ficientes que aseg'uren la -

estabilidad' asintótica uniforme. 

9. DEFINICION. El sistema (2.1) es uniforme y a.sintÓticamente e.! 

table ai (1) III (t.to)R <o<., ,y (H) \\ t (t,to)l\...., O si t-'tCO unifor'me-

mente en too 

En un an'lisis posterio'r desarrollado por R. Kalman y J .E. Ber-

t:r,am, éstos mostraron que la estabilidad asintótica-estable en el caso li.n~ 

al es eqUivalente a la estabilidad-asirLtótica-exponencial, la cual se define 

I !C*,-!o)U ~ ~'- ~p[-(3(t-*o)] V to y todc..t~t.c. 
con la condición (el, ~)O). 

10. TEOREMA DE ESTABILIDAD. Considérese una planta con ley de -

control (8) la cual es uniforme y completamente controlable. Adewás de (A1)' 

supóngase también Q e~) ).;. Kit 1 ';;> O 

Q ( -t-) ~e>( '" I 
) eC-t) ;p cK5" 1 > O 

R, ( ~) ~'c<'"1- 1-) 

entonces la planta COtlt,-o'lada es llrüto.nne y 'aeintóticamente estable y J*(x. 

t.~) eo una de sus funciones de Lyapunov. 
" 

7. ~STABILIDAD DE LA ECUACION DE RICCATI. 

Ahora a~ examinarán las propiedades de estabilidad de (6.3). Sea, 

SP(t). P(i)- iCt) ladeaviación de un movimionto dado de P(t) de (6.3) 

pecto 

donde 

P.Q.,R. 

a P(t). S~atituyendo en (6.3) aa obtiene 

d (};p)/~ = .... F((t)~~- ~t>fl-t:) - ~p 6ct ) Kl(t} G' (*).$ P 
F t -t) = F ( 1:) - <; (-t) ~'( t) 6' (t) 1> (1.) 

( 1 ) 

Por simplicidad, n continuación se omitirá el argumento t en G.H. 

2. TEOREMA DE ESTABILIDAD. Sea. 

ro(~p)J:)= ~tc l\p p.')2. 
(3) 
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¡ . 

,> • _"'~ 1 
J.~r.. i j' 

'" , !.. 
~:1.tonc'3s (i) la derivada dé()',~'ú) laI'go.de movimientos 

e-6 (b?, t) ::. t'r t ( ?1/2. G R1 G~ .Pl/?) • (pl)2.'p ~ I p\h_ IJ 2.. + 
. (fi H'QHP-t) (p--i p p-~_ .,)2. } 

de (') es 

(4 ) 

conP"),O; (11) Si A~O. ent~?!l!esbaJo l~ hipótesis de (6.'0), todas las 80-

lucioneslf(t:A,t,) de (6.3) son ásintótica y uniformemente estables relati -

vas, a P( t) cuando t...,CO , y ·0. es una función de Lyapunov apropiada. 

5. COROLARIO. El movimiento P(t) es inestable (cuando t -'l>CO ). 

6. Com~ntario '.- S1 el problema es estacionario, esto es, F,G,H, 

Q,R son constantes, P(t,t,)= P{t+r:,t,+b) lo cual muestra que dP(t,t,)/dt 1= 
~ dP(t,t,)/dt. As!, en este oaso se puede calcular Ptt)= conato de (6.3) re~ 

I 

emplazando·t por -t; para cualquier A~O ini~cial, e8t~ cálcul"o ea aSintótic.!: 

mente estable en la gran mayoría. 

7. Comentario 2.-·Como Qonsecuencia del corolario en el caso no ~ 

estacionario (si al menos una de lás matrices F,G,H.o.,R. no es constante), 

no se puede calcular P(t) cuando t-,»CO a partir de P(to )' 

8.Solución general de li Ecuación de Riccati. 

ConsidGrense las ecs. diferericiales canónicas asociadas con (6.1) 

( 1 ) 

(2 ) 

Sea P(t) una solución de (6.3) definida en un intervalo U=(~ ,t2 ). Conside

rando (4.'1) y (6.2), se supondrá que las condiciones iniciales de (') y(2) 

en t, están ~adae por ~(-t,) =. 'Jx*-(X(~)) -tI) = '?t-tl) xl-+I) 
entonces, para toda t en que P(t) exista, con la cisma condición inicial. se 

tendrá: 

ahora, sean X(t), Z(t) un par de matri~es soluci6n de (1)-(2), satisfaciendo 

las condiciones iniciales X(t,)=I. Z(t,)=P(t,). Por (3) se tiene ~~e 

Z C t) . -= 11 l 1:) X l-+) 
(4) 

la cual muestra que X(t) es una solución de la ED-matricial 

. d..x:./M:: [1'(,+);: 6 (;t) fel t-\) G't.*=) 'Pt-t) 1 X. ti:. €o-o 
haciendoy (x)= Il x\lpttl) en (3.4). de (6.4-5) se ve que 1(1.) es la matriz 

de transicion §. *( t, t1) de la planta ó'ptima controláda correspondiente a la 

escogida. Si 1*(t,t,) existe para toda ttu, sé tiene. 

PCt)·: Z lt) ~ ~(±\,kJ ( 5)· 
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1< , 

La matriz de transición del sistema (1) 

fómula válida para t E: U: 

hágase 

(2), entonces se obtiene la -

-1 

PCt) :: [<9
11

(t, tl)+Su. (t"t) P('b~ [<911 (t, b) t- (9)ll (t) h) Pltl)] (,) 

9 t - Conclusiones. 

Se mostró nuevamente lá correspondencia entre teorías diferen 

tes, en este caso al aplicarse el Lemá. de Carathéodory del Célculo de 

.. Variaciones junto con una funcional del tipo general ( de 801za ), se 

obtuvieron las "ecuaci'ones fundamentales ti que, 'como se comentó en la 

cción 4, son equivalentes a la ee.< de H-J-8 obtenida al aplicar la Prd

gramación Dinámica en el Cap. ,~~~ 1. , ;r-. 
U3ando los mismos elementos tambi~n se obtuvo (sección 4) la-

Función de Weierstrass del cálculo de variaciones que se mencionó prime 

ro en el rBsumen del CaPD~Anteriorment~ se la obtuvo aplicando el p~~ 
. . Q - ~ 

, cipio de Optimalidad ( en la sección""BJ (c) del Cap. r:F ), y también ap!:; 

recio con su propiedad característica, condición necesaria 000, en el -
,lPrilT]e~< Teorema del lv\3.ximo de Pontryagin (Cap. '1,,). En el Cap. rv3se om~

tieron dós aspectos necesarios en el análisis y que en este Capitulo si 

se consideraron: el análisis de la Controlabilidad y la demostración de 

existencia de la solución general de la ec. matricial de Riccati, que -

se obtuvo como consecuencia de una propiedad de estabilidad asintótica

de la solución optimizante D 

.. 
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