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1.· ..... ODUCCIO. 

Par .. 1 .. ing81ler1. prActica •• c .. da vez .... ltlPCl"'tante dtspan.,. da 
.. toda. de anillat. cuya apllc.ct6n .... r.ptd •• w.ncilla y segura.t .. l 
que perad.tan que 1 .. .aluctón • la. prabl..... d. t.naent. ... '.. _a la 
suficlB1t.,.,te aprmetaada y cClalPatt.bl. con 1.. realtdad. En _te 
trab .. ja se presentan la. resultada. abt.,tdas de la aplic.cl6n de una,1 
de la. _tadas simple. par.. avaluar ... ra.., ... at.. dinUatc.. da; 
ci,..,tactanes de maquin.-ia aprovlICh.,da la. rll-.altMla. abtanldD. en, 
investigaciones recient .. ralacionadas can el t.... j 

El m6todo se justifica parque taaa .., cU8nta da aanera racianal 1 .. 
interacción entra 1lUD1a y ci..,tar:l6n de aaquinarta .par .. la cual _ 
fund.....-ata en lIDdelos slllPla. da la diMmc. _tructural. da la -=. .... , .. 
da prapagaclón de and .. s y de la aKAnic. da ... la. aal cama .n la 
definición. usa V ...,eJa de cancepta. <itil_ para la IIDlucl6n da 1 ... 
ecuaciones de mavill1antD. Esta. r.sgas hacen qua al planuMdenta' __ 
fkil da aplicar _ una gran cantidad de prableaa& que _ pr'lHIIIntan 11ft 

la prktica de 1 .. ingeni.,.la de ci..,tacianas de .... utNrt .. . 

El abjBt:iva de 6ste trabaja canst.ate-..,-prapan.- un .. taclCí--... P ..... t. 
resolver prabl .... da ct....,taclttn da aaqulnarta y hac ... , "atar 1 .. 
sancillez del .itiGlD, a&1 CDalD destacAr la iapcrt4InCta que ti.,. al 
planteamiento de hipótesis ainplificatarias basada • .., la .. p.rl.ncia 
prktlca. en al canaci.lento teórica del ingeniera y en las conceptos 
fundalle'ltal es que justi.,i can el _tada. 

FinalllE!nte se incluyan tras anexas. una que.e rllfi .. a a ayuda. da 
diqrsa. en al que .. eenctanan .l...,as crit.,.tos princt.pal_ can las 
que se diselSan las ci,."tacianas de • .-quinari.. en otra anexa _ 
pra .... ta la .al~ión de la. ItCUIICta'Uts d. equilibrio dinAad.co da las 
.... 10. utilizadas V .1 Clt:taa .. PI"'~t. 1 .. I1IXIICt6n aatlHd.Uca que 
se utiliza para la &al~i6n de las ad.sa:::ts •. 
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1.·cam&I08 DI DJaio 

E. n.: ..... io dlriinir crit..-iaa d. dillllfto de tal .an .... que _t.a. ast"n 
canfor_a can l. candici6n d. que c ... lqui.... _truct.ur. cu.pl. su 
ff.U"lCi6n en la fc:r .. llie adec.uad.. ' 

Para el di_na d. cillent.acian_ de -.quin .... i. uan dos las crit..-tOll 
Ma itlpartAnt._ con lo. cu.le. •• r.vi.. .1 cOIIIPart .. tanta de 1. 
lRillodNlI una d. aliOlI considera que 1. .-plit.ud de l.. defar.actan •• -j 
inducid.s por la vibración na .xclldan loa 11 .... t._ d. ..-victa d. ,. 
maquinarial 81 otra consider. 81 hacha d. ~tar que el .i .... 
úquin.-ci..,taciQn-tWIIla .,t.r. en rltSOftanci. can la frllCUlll"tCia nor .. l 
d. aperactón de 1. _qut. n •• 

2.a).-ESTABLECECI"IENTO DE LOS REaulSITOS DE tIEGIIRlOAD ., DE 8&RYICID. 

En glmere1. las criterios de dill4lfta se definen .... tant •. eet.ada. 
1lmit.al lo. cuales etJttpul.n cDalPart. .. itlntOll tnaceptabl_ el. 1.· 
ci .... taciQn. ttw:haa c6digas y reglaeentos canatd.,.an CGIID r .... t.U:as. 
d. seourtdad y d. servtcta de las ct..,tactan .. de .... tnar·t. • -1_ 

-.iguiente. I =-~.--:-

2.a.1) La ci ..... taci6n d..,. ser capa d. tr._tt.tr la. 
cAroas i.,aueat •• stn cau..,. f.lla par cart. o p ........ t.,ta 
en el suela da ctaentact6n. 

J
~.a.2) Las asant .. iant.os in.-diatas y dlfertdas 

~~, est.ar dent.ro de las l111ites pl!l""alillibl ••• 

~ 2. a. 3) La frllCU8U:i. n.t.W".1 d. Yibrac:t6n d.1 
, ~ úqutna-cillllntaci6n-suela deber' est.ar aleJ .... 

frecuencia de apa-act6n de la _quina. 

si __ • 

da .a 

I 2 ••• 4) Las amplit.udes d. defarmact6n del su.l0 de 
'~.c:imsnt.aci6n b.jo candic:iane. de serv1c:io d ...... An est.ar 

baJO llait.e. per.i.iblas. 

Es illPartante notar que la maanit.ud da las dafarllaCianes cIIIl IlUltla de1 
ciaentaci6n. incluidas en las cri~arlDS de disefta de c:i ... ~i6n da I 
maquinari ... es -.acha Id. pequen. que aquallas can.ictw'ada.· ., al· 1 

disafta par. caro •• est.At.ic.sl .. to _ dabe a qua - t.CNNn f.Ct.crest 
rltgidcres del di_tia t.ales CDtlO efect.os de las vtbrac:iane. ., las 
personas. efectos en estruct. ..... s adyacentes. avi t.ar danos • t.uIa .. , •• y 
otras ac::cescrios conac:tadas can 1. maquinaria. a • .s c:omo avit. ... darros a . 
• quipo. auv .ensitivo. y co.tasos y • consideraciones d. castas 
inici.le •• de mant..niai.,t.a y de r_lazo d. 1 • .-quinar'a.' 

TOlDando en cu .... t. las fac:ta-e. antes mencianadDl5. se han elabar.do un. 
serie de tablas y gr~ficas (refs.3 .. 6.20 V 44). la. c:uales representan 
las astadas Umita de servic:ia can lDS que deber A camp ..... _ el 
caaapt:ll""tamienta c:.lc:ulado de la c:i..,tac:i6n de 1. I'taquinaria. En el 
.nexo A.-aAyudas de dt •• fta- se preeantan al...,.. ... la. t. .... l •• · y 
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Gráficas ... utilizada •• 

Una vez definidas la. cri~.rto. que •• tablec.n 
_auridad y da sarvtcia, dab..... LU\i.ficar.. un 
parmita lle"ar una matcxtalDQ1a el. d1lU1fta, la cual 
gen .. a1 .... t. de la siau,.,te • 

la. requi.t~a. d. 
prc:x:lldtmiEnta que p....... tntegr ..... -\ 

al.- Daftrd.ción y evaluación d. la. ac:r:ian •• 
aaqut nari a. 

la 

b).- ~inict6n y evalu.ci6n de la. car~arl~tca. del 
suela ele ct..ntact6n. 

d).- An~li.i. de la respuesta 
aaquinari .-ci .... t.act6n-aUII1 a. 

A cantinuacic!ln, en el cap! tula 3, _ 
1nctt!lO&. 
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J. ·IIITODOLOGIA DI Diado 

3.a'.-DEFINICION Y EYAUUACION DE LAS 
ttAQUINARIA. 

3.a.l.-DRIGEN DE LAS SOLICITACIONES. 

BlLICITACIOES DEBIDO A 

La. eargas inducidas par .1 fU'\Cicn ....... ta d. aaquinaria san da 
naturaleza din .. ica, _ dllCir que el t.,8IIIPO t:.r4lftIlClrr'do .ntre la' 
aplicación de _ta. _ lo aafici.nt.-..te pequefto p ... a que la. fuerza. 
d. ina""cia llllQU.n a tan ... 'lIPCIf""tancia r...-cto a la. _UticaSl. El 
erigen de ellas puada..,. c:ualqW.ara d. ID •• 'OUIEnt._ • 

4J.- El prapio f&.a'\clcn .. i ... ta "e la _quina. 

U.) .-EI dasbalancllO debida a l. no calncld...cla del centra 
de .... s ccn el ej. de rateei_ de .... _quina, par el 
dlHlQaste de piaza. V par defaca. de fabricación a .. la 
instalación de la mquina. 

UD .-tfovtmientas d."'-'-equlpo-c .... l ..... t ... io.- - --

Los MlCen1smas anteriares pradW:M\ furza. "1 .,~t_ -.ay illPartant_ 
las cuales ser.n las c.,..gas • la. que ..t.arA ~lda .1 suela a 
través de 1 a ctaentaci6n, y dllPand1enda de 1. c.l idad, t.ipa V t.iaapa 
de funcian .. i."ta de una _qu1nari a, la. fW!!l"'Z.s ·ccnocid •• • pueden 
ser lUCha mayores qua las dascanacidas a vtcev.-sa. Playere. detallaa 
para al an.il ists de las ~anisaatl de funclan_lenta de la .. quln.,..Ia 
.., la evaluaci6n de las cargas qua se practucen _ presentan en la 
refertll"'aCia. 21 V 30. 

Pueden cancx:er_ y calcular_ la. caroa. que _ pracSt..c.., par el 
fl81Ctcn .. tenta propia de la aAquina a ... abtllfti .... ca.a "ata .. ado por 
el fabricante de la rú.quina. par atr. parte, 1.. cargas debida al 
desbalanceo.deBQIaste u operación de la .'c:,dna a vslcx:idades 
diferentes de la de d1sena pueden ser deacanacida. y diflciles de 
cuant.ificar, par ella las fabricant •• .u.atran av.raión a suainiatrar 
"alares de tales cargas. Para cantrarreat ... _tu. alguna. manual,.. de 
di seflo recamiendan que 8iearpre BIt tCXll!!n en cuenta caroas debtda a 
desbal.-u:ea, aún y cuando éstas no .d.t.an recién instalada la 
mAquina.(ref. 3). 

3.a.2.~TERI2ACIDN DE FUERZAS. 

Para su eatudia la. fu..-zas.. han caracterizada de ACu.-da a su 1 
variaciOn respecta al tirspa en ara6nica. e illpUlaiV8I3I y para su 
an.i.list. canvten. repr.SEntarla • ., fer .. de arllÓftica .iRIPle a caaa r 
una ti'IUIaA de arll6nt.caa .1aplas ... U.,t.. un an.llials de cant ... ida de 
fracUllric:ias. la cual facilita -..cha la. ct.lc:u1a. pcst. .. ier.a d. la 
r~U8Bta de 'a aA.quin.. P.,.a .ayer i nfar...:i6n ...".. _ta 
caracterización pueden consultarse 1 •• referencia. 21. 30 V 36. 



3. b) • -IEFINICION y EYALUACION DE LAS CARAClERlSTlCAS DEL St.ELD DE 
Clf'lENTACION. 

En ganeral la ra~ta del suelo puade ser elA.tic., plA.tlca y 
viecosa. est.a as. el campcrt ... l.,ta el •• tlca .. c.-act. .. lza par la 
capacidad que tiene de almAl:enar lIftIirala ..cAnica patenctal aln la 
pérdida da alla, lo cual hace que pueda recuperar.e. Se aantfiasta an 
faraa de dafc:rtnaCi6n recuperada dur.,te la. laza. d. hl"t.r_i. de 
v..,.ia. ciclas de carga y descaraa Cfla. a.,b.U. al ..,ten.,. •• _tos 
paralelas entre si en cada cicla .In que el .. fuerzo aplicado .. t. 
cerca del de falla. Esta d ...... t.r. qua la re~t. elt.etica, y par 
consiguient.e el a6dula carrllSPancUante. t!ICX'I lndllpendtant_ del nivel 
de esfuerzos alcanzada ant_ de la desearoa e.clIPta a nlvales de 
_fuerza cercanas al de la fal1. eref. 55'. 

El ca.partaaienta plA.tlco lapl ica llevar.l ..... 10 a un esteda de 
.sfu .... zas 10 suficientlltal!nte grandes t.l que lo. oranas del suela 
sufran desplazamtentas relativos lII'lt.re S1 can t.,.d.,cl. a lograr 
paslcianaSl .... s estables. entonces. el suela lIDtIt:r'art. defc:rmaclanes 
per..anentea dasp""'s de cada cicla de carGa-dlHlCaroa. a est.e fenómeno 
se 111 dice qua es puraaanta pI i.st:i ca. Una Qt""an parte de aste 
campc:rtamlento taaa -lugar insi:ant.n ...... te v--al Id._ t.illtlllPa- -que-l-a 
defar.acton elt.stlca-. -Y--dl!!lbt-do -. lafricci6n .,t.r. pAr"t..lCUla •• "'-"este
campcrtamienta tiena la capacidad de ditllpar """'01. --=.intca sin 
almacenarl. ni recuperal"'l. CatICII""tigwunienta hl.t .. ~ico'. 

Par atraparte, ex i sta la respuesta vi acOSA, y _ .tllX:la • la que 
tiene un liquida perfect:AIII!!I"lte newtoniana cuya respuesta _ f..-.c:i6n da 
la velocidad de defaraaci6n y directamente proporc'onal al esfuerzo 
aplicada, can la capacidad de disipar enerQ.f.a lIK~ca Cin6t'c. sin 
alllac.narla ~i recuperarla. (a.Mo(~~n~ -v'.sc.o::o) 

En Genaral, la respuesta del suela .e pre .... t. CDlla una cClalbinación de 
respuestas elAst:lca, plA.tica y visCOBa' ain aabaroa. dependiendo de 
las condicione. de carga, da las nivele. de esfuerza a de defar.aci6n 
alcanzados y de 109 factcres que influyen en el cc.pcrt.aatanto da los 
suelos, la participación de cada una da 14s respue.ta. puade tener 
mayar o menar impc:rtancia. Por ejemplo, en la tearSa inc:r...,tal de la 
plasticidad,el astada da defcrmaci6n depende no Onicaamnta del astado 
final de esfuerzas sino que tanal40n de 1 a trayectcr'a de esfut!ll""'Zos 
llevada para alcanzar dicha estada final da eefU8"'ZDs. adMaAs de ser 
independiente de las escalas de tiempo illPllcado en l •• c..-ga. y las 
descargas. 

Por atra part., en la tearla da la viscaelastlcidad ea ca.partamient.o 
del __ lo ti.,e una dependau:ia espltC1ftca y cantin(ia en el tiempo, ya 
que el Ilaterial na s6la responde a cada estada de esfuerzas, sina que 
también tendrA una dependencia y superposición del est.da de .. fUErzas 
aplicado anteriormente (raf. 9). 

Se hAn daa.rrollAda una ar.n cantidad d. r.lacianes esfuerzo 
deformación - tieCllPo a trav6s da 14. ob .... v4ICtan.. y resultadDs 
obtenidas de ensayas de campa y I abaratoria, las cualae se han 
aproximado mediante expresicnea anall'ticas a.nctl1as qua per~t.n 
mediante el siapla maneja matemática de l.s vari.bl.. qua for .. n el 
.adel0, obtener y visualizar la. tand..acta. _, C:CMIPD"'t .. tanta 
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si.ul.dol .ituación t.l.· que baja l.. lidit.ctanes 
resul tactos preci &aS, raaul ta aar .... y prt.cti CD. 

de obten..,. 

En la .. yarla de las casas resulta lnt ....... t. p ... a la solución de 
prDbllllUls d. ciaentact6n de lUlqUinari.a .1 cOlllHFt_i ... ta visc::aelt..tico 
del ... 10' y. que •• el qWl a t.ra"'. de IGII .1~t.GII .l •• t.icaa 
trasmite la. andas de esfuerza y a trav.. de laa elementDs 
viscaplisticaa di.ipa la eneroSa cin6tica del .avi.i.nt.a. la que hace 
que 1 •• fuarza. y la. desplaz ...... t.a. resutt:ant __ t6n f ...... a de fase 
entre si (ver ftoura 3.b.2). 

Debido a 1. filaaafla dal di •• na da la. ci.antacian.. de maquinarial 
es decir,que deben t.ra_itir un ni val de esfu."'zos tal qua l.s 
defaraacion •• !!lean ID tlUfici.,t ..... t. pllquena., .s nec .... ia un .... 10 
que p .. ad.t.a predecir a est.imar la respUlHlta del ..... ID a caroa. 
dln1.mieas illPuetst.a. y cuya. r.lac:iane. .sfu.-za-clefar..ación puedan 
definirse can la. canst.antes que r ..... ...,t..., la rllSPUllllt.a .l".tica del 
suelo y la. prapiedades de uacrt.igWUDient.a vtacasa e hi.t .... tica d.l 
~~. . 

E.tudias acp ... i .... tal •• indican qUII la riQidez a la defcrllACtón del 
suelo y 1. cantidad da ..... ticaua-i ... t.a hi.t. .... 6t:ica ..., ft.nCl6n na sala. 
da las canst.ant.a •• lástica.=lI1na-quD t.aetai*, del nQaera d. ciclas ;de 
aplicación de las carga. y del nivel de defar--=I6n .alcanzada. En 
nuestra casa, V si raspetamos la filosaf!a del dl..nD d. ciaent.acian.s 
ele aaquinaria, es .. fleiante ltYaluar la. par.~a. del .. la p .... a 
paqueftDs niveles de defaraaci6n. En la flQUr'a '1,3..11.3 v.... qua para 
diChas niveles de defcraad.6n las par .. ..t.ra. 8 y ( .. .....t.ia.., 
prActicanaente constantes e independientes da la frecuencia can que 
actll& la caroa (respuaeta ~1.1Itt. ca 1 ineal del IIUIIIO). 

/~~~~o o b~-;:" 
Par 1 a ant.-i ar as neceseri D ttet: ... ad nar 1 as par.t.etr.. ct.l __ la 
siguient.es. el a6dulo7 de rigidez al corte 8. 1. velocidad de 
prapagaciM de andas da esfwrza ccrt..,te VIi. l. ,...1-= .. 6n cae Patsson 
v, la densidad del suala P. incluyendo al agua pue.tD qua est.a se 
mueva junta can el suela, y el amartiouaaient.o hister6tlca dal suela 
(. Nótese qua G a pYi V r == pe) con 1 a qua puade avaluarse B, si se 
canac:en Va y pI a si se ccnacen E y 11, tambA.n puttda' conocerse G. 

Todos lDS par .. ..t:ros antes menc:tanadas se Clbtt.anen de t.c:nic •• 
axp .... iaentalas da campa y labarataria cuyas detalles de ejac:uc::i6n e 
interpretación se presentan en las ref ......... ci.s 1. 14. 23 V 38. 
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3. c» • -DlftENSIONAtUEtt 10. 

ranto el an.lt.i. cama el dimensiona_tanta constituyen un procesa 1 
iterativo de prueba y errar que converae cuando las caractarlstica. de 
la ci_ntación satisfacen todos las requisitas de lIIJQuridad y de 
..... vicio establecida. para el bu.., funcionaaiento de 1. _quina. 

Par la anterior. el disefla de la ci~taci6n s. lHIPieza can la 
propOSición de una dl-.nsión preli.inar de 1. ci..ntaci6n. l. cual .. 
propone aeneral ... ta con base en un gran nó .... a de aula. y 
recoaend.cianes qua han result.da de la exparl.-u:ia prA&:tiC:é1 y 
emplrtca del dis.no de cieentaciane. de -.quinari.. par consiguiente 
.1 diaensianaaienta preli-'nar na constituye necasariaaante el diaefto 
final de la ciaantaci6n. 

Las recaaendacion .. de predl_fta 
buena y aceptable .apradaaci6n 
cimant~ión (ref. 3) I 

siguiente. dan par resultada una 
de la canfiguraa::i6n final de l. 

L).-9iempre que .. a pasible daber~ desplantarse la 
ciaentac:i6n arriba del nivel freitico. ~~le~ 

~.-Eyitar desplAntar sabre r.llanas. 
sensitivos a laa vibraciones. 

ni suelas -

UL).-CGn relación al bloque de cill8l"1taci6n se raccnlenda I 

1.- Qua .1 bloque de ciaentaci6n tena a una _a de 
tres veces la .. sa de IÚ,quinas centrl fuga. a 
"'quina es rotatoria que la IDasa del bloque sea 
a cinca veces la mas. de la _quina. 

da a 
si la 

de tres 

2.- Que el nivel euperiar del bloque _té .1 ...... 30 c. 
&abre el nivel de pisa tarminada. 

3. - Que el espesor del blaqua na tenga ...,05 de 60 c •• 
menos que V1I de la di .... ión üs corta o vt.O qua la 
dimensión más larga. 

4.- La di ... si6n de la ciaentaa:::i6n dEba 
i nc:reasntar el UllCl""ti. guud. enta en 
cabecea. El ancha deba ser al manos de 
distancia entre el nivel de desplante 
masas de la maquinaria. 

ser ancha 
las macias 
1 a 1.5 veces 
y el centra 

p.,.. 
de 
la 
de 

5. - Una vez que el ancha y el espesor de la ciesntaci6n han 
sida seleccionadas. la langitud pueda detarainar.e de 
acuerda can el punto 1. adamt..s de dar el Ara. 
suficiente para colocar la .... quin. y tanl!l'" espacia para 
para dar aantanimianta. 30 ca d. sabredi.-n.ianaaienta 
en planta es suficiente. 

6.- La longitud y al ancha de la cimentación deber.n 
ajustarse tal que el centra de gravedad de la IÚ:qutna 
más equipa coincida can el centro de gravedad del .rea 
de ciaaentac:i6n. 

B 
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P.ra aAqulna. reclpracante. grandes padr~ .er necesarta 
increaentar la profundidad de ecapatr .. illnta dentra del 
sualo tal que, del 50 al SO X de l. profundidad 
e.atr.da est. en contacta efectl YO con l.. pared_. 

El anAl i si s deber ~ pred.:i r l. resananci. con l.s 
frecuenci.s actuante. V a.l .....,t.r l. usa de la' 
ciaentacien para aleJ' 14 respuesta de la resonancia 
de Mquina. raciprocant_ a dlsalnuir la .... para 
"quina. centrifug.s. 

w) .-El cabecea .s una de 1.s 
daf'ro. l. ..quinaria, par 

cau_. principales que causan 
1 a cual .. recaai lindan la. 

_ini_izar sus efectas arreglos siguientes para 
(ref.IO) I 

1.- Empatrar la ci...,tación y 
empotramiento Cfig.3.c.l.a). 

garantizar el afecto de 

2.- Hacer que L ) H cama se lIILISStra en 1. fioura 3.C.'.b, 
y. qua si L ) 4H el c:abacea tiende a anul ... _. 

3. - Hacer que Hi < Hz CDtDO se muestra en l. ff.a"'. 
3.c.s.c. 

4.- Evitar excentricidades can al f1n de anular el 
ac:apluienta entra las caados vertical y cabecea.En 1. 
figura 3.c.s.cI _ presenta esta idea y se SUGiere hacer 
e < 0.05 L ,siendo e la excentricidad y L el larao de 
la cimentaci6n. 
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3.d) .-ANALIStS DE LA RESPlESTA DEL SISTaIA I"IAaUtNA-CUtENTACION-SUELO. 

Es cam(an resolver los proble .. as da geatecnia con la ayuda de .octelos ( 
flsicos V .. t~ticos 10 •• s .inpl. CDGO sea posible va que en muchos 
casos los refinamiB1t05 en las . .n .. lisi. no se justifican. 

Tal actitud ha resultada d. la necesidad d. hacer "s prActico el 
trabaja del ingeniara civil. A la _iaeneia de ec:cnDal1a indiscriminada 
y a la dificultad da cUllplir can las requisitas de la. teerlas u&adas 
para resolver tal •• prablemas. Esta Bigni4ica que la teer!a utilizada 
ha da ser consistente can la aayer p.-t. del concx:imento ACeptadO. ha 
de tener capacidad explicativa V predictiva. ha de tener profundidad 
para mcplicar 10 absarvabla en funci6n de lo na aep.-ia.,tado. •• 
decir. acplicar la realidad pcr el pensami..,to. ha da tener capacidad 
unificadora a pasibilidad da BKpansi6n para abarcar prablBDas diversas 
y as1 camprender una oaa. ü. aaplia de situaciones prActicas. ha de 
tener capacidad indaaateria para guiar nuevas investiaacian.. y 
sugerir nuevas idaas.axpertaentas y problemas en el propia CARPo a 
campos afines. 

En es~a sac:ci6n se presenta el métoda de análisis basada en madelos 
simples ~tlizados para avaluar la respuesta da cimentaciones suJeta. 
a vibraciones. Dtcha sección se ha propuesta coma r ... ltada de una
recopilación de salucianaB anal1tic:as y nu~ica. del prableaa en 
cuestión. utilizando aadelas Simple. de la diúlDica astr-w::tural. de le 
tear!a de propagación da andas y de la mecAnica de !MIelas. 

3. d. 1. -PLANTEAI1IENTO V SOLUCla.I DEL PROa..Et1A. 

El prableaa de la ciaantactOn de una _qutna se puad e pl.ntear C08D 
SiGue. 

Dada el siat ... IDOstrada en la figura 3.d.l sanetida a la acción de la 
fuerza din~ca P(t), Y dada la masa del sistema "quina~imantac:i6n 
<PU, la geametr1a de laciaentaci6n y las propiedades del suelo. 

- estimar la respuesta u(t) del sisteaa. A menos que se diga otra casa· 
las términos fuerza y desplazamienta se utilizan aqui en sentida 
Generalizado e incluyen fuerzas y momentos. y traslaciones y 
rotaciones,respectivaaante. 

La soluci6n de este problema se rige par tres principios b~sicos de la "--'" 

mec~nica aplicada y una hip6tesis fundamental. A saber, el principia 
del eqUilibriO dinámica. el cual relaciona las fuerzas externas PCt) 

V can las interna. R(t) (v .... figura 3.d.2." el principia de continuidad 1 

que relaciona las desplazamientas con las deformaciones • el principia 
de las relaciones asfuer2o-deformaci6n. las que est~n dadas por la 
naturaleza de las propiedades del suela da cimentaci6n y su respuesta 
a las solicitaciones di~aa1r:aB • par última. la hipótesis fundumntal 
en la que se basa toda el método de anAlisis a51 cama la filosaf!a del 
diaefla de cillBntacianes de aaquinaria. •• que las lICuacianes que 
gobiernan el IDDYilftienta son lineales. FIBir:aeen'te esta últillD ar:urre 
cuanda la perturbación ondulatoria es relativamente pequena y las 
relaciones esfuerZa-deformación son lineales. 

Se parta también de la hipótesis de que toda lo que se necesita para 
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constituir la fara. aisgeneral de anda. peri6dicas es un conjunta de 
ondas armónicas siAIPlesl es decir, que un aavimientapariódico 
cualquiera da una partlcula se puede representar caaa una cambinaci6n 
de aovi_ientos armónicas .inples. Esta e. el principia de 
superposición. 

El principia de superposición paree. tan obvia que vala la pena 
5aftelar que na sieq:re es aplicable. y <falla cuando la perturbación _ 
relativuaente grande tanta coao 1 •• relacione. esfuer-zo-aeformación na 
sean lineales a cuando las ecuaciones que gobtE!l""nan el llOVi.iento no 
50n lineales. 

Para analizar el problema mostrada en la figura 3.d.l. puede separarse 
conceptual mente. en dos di agr ama.. esta se aa.aestr a en 1 a f i gur a 3. d. 2 • 

PRINCIPIO DEL EQUILIBRIO. 

Aplicando la segunda ley de NetCtan al diagra. de cuerpo libre d. la 
figura 3.d.2 para establecer al equilibrio dinámico durante el 
movimiento del sistea •• -se obtiene I 

R(t). + "ij(t) = PCt) &C. 3.d.1 

Esta ecuac:ién rep .... senta. para todo tienlPo., al equi I ibrto entre la. 
fuerzas elCternas aplicadas al sistetna ciaaentac:ión-maquinarla y la 
iner~ia del mlSDD. 

Por otra parte. en el otra esquema de 1 a figura 3.d.2 _ aue.tra que 
el suela est~ sometida a esfuerzas dinA.tcoB de contacta representados 
par la resultante R<tl. 105 cual __ prapaoan en fcraa de andas de 
esfuerzos a través del dep6sito de suela. Puede •• tablecer.. una 
relación entra es-fuerzas de contacta y las desplazaaientas resultantes 
(ref. 24) : 

R(t) = " . u(t) 8C. 3.d.2 

donde I 

R(t) = Fuerzas de contacto. 

~ =' Función de i apedancia que relaciona las fuerzas can las 
desplazamientos. 

u(t> - Desplazamientos resultantes. 

de tal manera que al sustituir la ec. 3.d.2 an 1. ee. 3.d.1 r.sul~a 
que : 

~ . u<t) + " • U<t) = P(t) ec.3.d.3 

Es evidente que la solución del problema expr.sado mediante la 
ecuación anterior se resuelve al encontrar la función ~, sustituirla 
y resolver la ecuación diferencial 3.d.3. 

Par definición ~ expresa la relación entre fuerza din~.1ca de contacto 
y desplazamiento. es decir I 
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R<t, 

uCt) ec. 3.d.4 

dende t 

es Un. ecuactón que expresa a la funct6n de impedancia ~ como una 
función de variable caapleja. stendo I 

'" - impedancia asac:iada a la. caracter'.t.ica. de riaidez y 
da inrct a del .... 1 D. 

~ a impadancia asaeiada a la. caraet.rl&tic.. de 
..... tiaWUDiantD Q~iCD. ela la ci..,t.aci6n. 

PRlI'CIPIO DE LAS FIEl ACIONES ESFt.ERlO DEFOAI1ACION. 

Para encentrar la fWlci6n ,.; es necesaria encontrar la ecuaciá1 del 
daaplazud.enta u(t' resul tanta de la aplicaci6n da l.. f...-za. Rct). 
Esta iqalica resalver al pr.able .. de prapagaci6n de mMta.de •• fuerza 
trasmitida al suelo.a través-de la superficie de cant.acta entre suela 
y et aentac:t 6n y canai lite en resal ver 1 a ecuaci 6n Cref. lS' • 

K. 3.d.9 

siendo I 

donde la ecuaci6n 3.d.5 representa al equilibrio dinA.ica dentro del 
lDEtdia dende se prapaga 1 a c::rnda de e9fuer-za DII " ta ecuación 3.d.6 
reprGt!5enta 1 a relactón asfuer-zo-de-fc:rmac:i6n. 

oz a Esfuerza vertical aplicada. 

ü. = acelaración de partlculas del suela en dirección z • 

.Al = . I'tódula de defarmactón del suela canv.nienteaente 
elegida. 

&os = :~z a deformación exi a.l uni tarta en la dirección z. 

p = densidad del suela. 

z'" direcci6n en la que se prapaga el esfuerza "'-•. 

cambin.nda 1·.8 ecuaciones 3.d.5 " :S.d.6 obten_os la ecuación de cwada 
sigUiente : 
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ala. 
== 

1 \b IIC. 3.d.7 
.,= yZ 

donde I Y .. I~- aveloetdad de propagación de 
la anda. 

La ecuación :S.d.7 se canoca caaa la ecuación unidi .... ianal de 
propagación del esfuerzo 0:.. cuya solución e. da 1. fGr ••• 

U(a.L) .. f (z - yt) + Fez + yt, Be. 3.d.8 

donde I 

u (z. t) == despl az ami .,to en 1 a di recci 6n :z. 

z • direceiOn en la que se propaga 1. anda cte _fUllrzos. 

t 111 tiempo. 

,f (z - yt) = función arbitraria di4.,.enciable respecto al 
argumenta. corresponde a un esfuerzo que viaja 
can velocidad V en la direcc:i6n pasit.'". del eje 
z. 

F(z + Vt.) t:I funci6n análoga a .f(z - yt) pero en dirección 
ccntraria~ 

Si u(a,t) representa el desplazamiento del punto z a a • siendo a 
ccnstante, y que ea producido pe.- la acc:ión cte la . ..aquinarta, antCl"'lces 
fea - Vt.) 89 la parte que .e t.rasmit.a a la región :2 ) • y FCa + Vt) as 
la parte que 10 abandcna, es decir, las endas que •• rlrileJu. 

Para la solución 'da prClbletnas de cimentación de .aquin ... ia (raf. lB) se 
utiliza la función I 

donde I 

o == frecuencia angular da la anda. 
u == allpl i'tud aLixiaaa del desplaz ... ienta. 
y D Velocidad de propagación de la anda. 

la cual es una ecuación de la forma 3.d.8 "es un. solución de la 
ecuación de anda unidi ..... aian.1 3.d.7 Y se dencnina comúnltE!l\te 
ecuación de ondas ara.ónicas.Puede verse que para un punta fija da.c:lo, 
esto es. que para z e a (canstatlta) la funci6n u (2, t:) quIKIa {míeamante 
en funci6n del tiempo I 

IIC. 3.d.9 
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conoci~dase asl la posición del pun~o z = a en el ~ienpa .~. 
cualquiera. 

La formulación de la. candiciones da frontera par.ita si,.dar la 
diSipación d. anergla par propagación de anda. a trav6. del parso libre 
da las ondas 1m un Plm~O de tn~.,.6B z - a I _te •• un prDbl_a de 
valore. en la fran~era , CDlDD la san la interfa_ su.la-cilM!l"llt.aci6n~ 
1. int.erfase entre estratos o los 11mites del ... i.~aciD (fig_ 
3.d.3'.Dicho problaaa .e rawualve aBdiante difer.nt.e. téCnica. 
num6rica. eKist.ant.e. que permiten simular dlf.rent... caracterlstica • 
• strat.ivlficas del depósit.o de suelo, condiciones diferente. de. 
empotramient.o de la cimen~aci6n Cfig.3.d.4). .sl CGIDD diferentes 
fDr'laas y rigidez de la mis ••• 

Una vez resuelta la ecuación de fDDVimi.,t.o 3.d.7 • obtenida uCt,) para 
la acci6n Rct) de la ecuación 3.d.4 se puede cbt.enar la relación! 

t'( - FHt) 
.". - \.r cl!:, 

t;cn la &:lue, SiUstituyenao en la ecuación ;S.d.l, p....... rlM!iDlvarse l-a 
ecuación de equilibrio dinimico del sisteaa, est.a ••• 

~ uh) + " Oh' = PCt, 

La saluci6n se obtiene en el anexo B, de 1. cual.. obtiene lo 
siguiente I 

Po 
uo 

donde: 

i.O l P<t)= Po e = Fuerza armónica ac~uant.e. 
Po = Amplitud .'xi .. de la fuerza actuant.e. 
uo = Amplitud máxina del desplazamiento. 
M 2 Masa del sistema aaquinaria-cimentaei6n. 
O = Frecuencia angular de la excit.ación PCt). 

ec:. 3.d.l0 

~ 111 Funciá'l de impedancia asociada a la de rigidez y a la 
inercia del suelo de ciment.aci6n. 

!Ka = Función de impedancia asociada a las c:aracter1sttcas de 
amcrtiguamienta geométrico de la ciaantaci6n. 

~tes. que O es t8lDbi6n la frecuencia angular de propagaci6n de las 
andas. esta implica que el sistema maquinaria-ctment.aciÓft vibra con la 
mis.a frecuecia que la de la acción y con la misma frecuencia con las 
que se propagan las andas de esfuerzo dentro del suela. 

En algunos problemas tambi6n se de_a cewtaC..- el ..... ulo de 
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desfesamiento" ", " ent:re fuerza V desplazamiento" par la que en el 
anexo B tambi6n se Dbtiene la expresión para obtener ~" siando esta I 

ec.3.d.l1 

siendo ~ el .naul0 da de.fasaaiento entre caraa y desplazamiento. 

Ot:ra .&nera de represent:ar y resolver el prDbleaa es mediante el u.a 
da l. natación vectcrial complaja d. dende pueda cbt:enerse la solución 
(anexa SI en fcr.a de nataci", _tricial" esta as • 

ec:s. 3.d.12 

de donde al resal ver al sistema da ec:uacianas~.d.12" se CJbtiene • 

uo = I ul+ul sc. 3.d.13 

_ = Are tan ( :: ) ec:. 3.d.!" 

donde I 

Ui = vector de desplazam1ent:aa asociada a la riQi~ 
U2 = vector de desplazamientos aaaciado al amortiguamiento 

Por otra parte, es cOlDÚn hacer una analag1a can un sistelDa elemental 
equivalente da un grado de libertad cOIla al que .. muestra en la 
fiQura ::S.d.S.a. Resolviendo tal probl_ (..-.eKO 8) abtBllllltG!I al 
sistema de ecuaciones siguiente I 

ecs. 3.d.1S 

de cuya solución tuabi.., S8 obtiene I 

uo = I uf+ul 

• 

ec. 3.d.13 
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r/I = Arc t-.n (~) . Ua 8C. l.d.14 

y por semejanza ent.re las sist. ... s de ecuacianes 3.d.12 y 
3.d.15 se tiene que I 

siendo : 

ec.3.d.16 
ec.3.d.17 

K = rigidez del reserte dináadca equivalent.e. Incluye 81 
efecto de lA rigidez •• t.tica y la inercia del suela de 
ciment.ación. 

e m amortiguador equivalente. 

y por analOQla con el sistema elemental equivalente de un gr.aa de 
libertad de la figura 3.d.5.a I 

~el I • 
~, 

e K 
11 tr ec.3.d.19 

~ 

(1= 
e O--Co '2! !PI:," • 

ec:.3.d.19 

donde I 
~ - frecuencia angular natural de vibración na amortiguada. 
(1 = relación de amartigua.ient.os del sistema element.al de un 

grada de libertad equivalente. 
e = amort.iguador equivalent.e del slst.ema. 
Ce = a~ortiguamlentocrlt.tco para el cual el sistema no vibra. 

Par simplicidad y para 1lust.rar las conceptos fundamentales que se 
ut.~lizan para el an.li51s se us6 el modo vert.ical de vibraci6n 
mostrada en la figura :S.d. U sin embargo, el planteamiento ant.erior 
puede usarse y generaJ izarse para tocios lag modos de vibrar rest.ant.es 
IDOst.radas en la figura 3.d.1, en la. cuales la solución de las 
ecuaciones de ftIOvilliento es anAloaa a las fDl"'laas de las ecuaciones 
3.d.3,3.d.5 y 3.d.6, can el tipo de cargas, tnercias,esfuerzos, 
deformaciones y módulos carrespandientes. 

Aunque en muchos casos prllcttcas pueden tonorarse las impedanciAS 
acopladas de t.raslación y rotación debido a qua su influencia •• 
relat.ivamente nula en cimentaciones superficiales (rels.13 y 53), en 
otros casos puede ser importante y debe tomarse en cuenta, por ella es 
de particular interés analizar el . modo acoplada de 
traslación-rotación mostrada en la fiaura 3.d.e. En las referencias 39 
y 51 se presentan anAl1sia detalladas al r8spec~a. 
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3.d.2.-FACTORES QUE INFLUYEN EN LA RESPUESTA V EYALUACION DE FUNCIONES J 
DE IMPEDANCIA. . 

CUando se t.rata la interac:ci6n da una cilDllntaci6n rlgtda can el suela 
el problelfta se pueda plantear,en primera aproximación, cama el de un 
cUIII"'pa rl0ido apoyado .. la frantera de un samt.."ar:io viscoelAstico y 
sametido a la acción de una caroa ar.-6nica, y para stllPlificar al 
anAlisia se definen seis aradas da 11ber-tad de la ci.ant.ar:tón I t.res 
desplazamientos a lo laroa de t.ras aje. crt.ooanalea y tres rotaciones 
alrededor de ellos (figura 3.d.7.'. 

El movimiento resul tante ha sida estudiado par muchas inv_tioadere. y 
loa resultadas obtenidos presentadas en nuaerosas publicaciane., a.l 
los estUdias se han clasi·U.cada en QrLIPaa de acuerda a las hip6tasis 
de trabaja de cada una de ellDSCr~. 48). 

El primer' grupa obtiene la respuesta al taaar en cuent.a que la 
distribución de presiones entre suela y cimentaci6n praviane de 
consideraciones estáticas, sin incluir efectas dinAmicas. 

Otra grupo, calcula la respuesta medianta planteamientos anatl~'cas y 
numéricas que resuelvan 81 prabl8fla de valeres en la frentera .t~'tas 
al reducir las ecuaciones que gobiernan al ftIIDYillienta a ecuactanes 'nD 
ha.agéneas. 

otro grupo, cansidera llétedos apradlDados de anAlisis d. ciMfttac:icnas 
rlgidas de cualquier far.a, los cuales en muc:hos casas requieren de un 
amplia y buen juicio del ingeniera que las aplica para obtener una 
buena solución. 

Puede decirse que existen estudias suficientes ..... reaolvar el \ 
problema planteado razanabletaente; siempre y cuando _t. sea de I 

carácter lineal, sin .-barIa hoy dlaoexiste dadicaci6n al desarralla I 
de nuavas t6c:nicas numéricas que resuelvan la que pued., r.lIOlvar los "
métodos simplificadas cama, san I al car6cter na lin.al de las \, 
ecuaciones de maviaaienta y l. obtención de reapuastas' 11ft el dClllBinio 
dal tiempo. 

En este incisa se presenta el planteamienta de lo. _todo. aprCIKieados 
de análisis en farma de infarenación crdenada ll tal CDlKt, or.flcaa con 
parámetros adiaaensianales, tablas a sinaples fc:rllulacianes qua peraiten 
la obtención de tas funciones de impedanCia para cimentaciones 
superficiales apavadas en un semiespacio homogénea el •• ~icD lineal, 
con 1 as cual as pueden rasal verse un oran nt'.Ullira d. prabl_as 
prActicas. También se incluya la manera de tomar en cuenta algunoa 
factcres que influeyen en la respuesta din6.eica da las clJlll!!lntacianes 
de maquinaria, se toman en cuenta factores tales comol la farma de la 
cimentación, la influencia del amartiQuamiento interna del suela en 
las caracterlsticas.rtgidez del suela y en las caractarlst.icas de 
aeartiguaaiento gea •• trica de la claentaci«a, .1 etapatr .. iento de las 
ci.antacianes y la estratigrafla del depósito de cimentación. 

Para todos los modas de vibrar se necesita determinar el resorte 
dinámico equivalente K y el amortiguador equivalente e, Joa cuales 
dependen de la frecuencia angular de la excitaci6n. O. 
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Existen seis paras de v~IDres dinAmicos r .. orte-amar~iQuador I ~o 
para el moda vertical tKa~ C.l. dos para los .adas traslacionales [K •• 
C. V Ky. Cyl; das para los modas rotacionales ti .... c,.x V K,.y. C .. yl V 
una para el lDOda t.orBional tiC, V C\l.La aanera de evaluar cada uno de 
los valares K V C se describe a cantinuación y para referencia de 
tér.inos utl11ce.e las solucione. de la ecuación de equilibrio 
din"ico presentadas en el anexo 8. 

En todos los casa. la rigidez a rescrte clinA.lca equivalente se 
abtiene da I 

ec:.3.d.22 

dande I 

-KL a riGidez din4aica equivalente. 

K¡ • rioidez est~tica. 

Ai. :1 se define CGlDO el coa4icient:e de variación de la rt oidez 
dinámtca (ver anexa o,. 

\ = moda de vibrar analizada. 

Todas las modas se suponen desacoplados. est.o es suficient.. para al 
casa de cimentaciones superficiale5~ no asl en el casa de 
cimentaciones empotradas. donde tendrA qua hacer.. un anAlia'. _. 
ri gurasa de 1 as modos acapl adas. 

3.d.2.1.-RIGIDEZ ESTATlCA. 

Existen saluciCX\es apraxiaadas para evaluar la rigidez _~.t'ca para 
cada modo de vibrar 11 la. cuales esta..n presentadas en fer_ de orifica. 
con parámet.ros adimensionales o en farma de a.presian.. alaebraicas 
simples (refs. 15.16.17 y lB'. en ellas pueda "atarse que la riGidez 
estAt.ica depende de un factar da ferma., SL~ definido para la 
cimentación además de 10& parAmetros del suela. rigidez al carte ca) y 
de la relación de Palasan (v). 

As!., pueden usarse las expresianes sigui antes (ref. 16) can la nataci6n 
de la figura 3.d.9.a da referencia : 

Para el modo vertical I 

Ss s 0.8 para 

Ss .. 0.73 + 1. 54 (~)o. 7!S para 
4L

a 

lB 

A 

4L
a ) 0.02 



Para el IItCdo hori zant:al t:ransveraal I 

Kv • Sv 
2LS 
2-,.. 

Sy • 2.24 para A 

4La < 0.16 

(
A )0 .•• 

Sy = 4.5 --- para 
4Lz > 0.16 

Para el modo hDrt~Dntal longitudinal I 

2LS 
2-,.. 6 .I<x ... Ky -

Para el tDOdo de cebecea uaneVE!!l"'"sal I 

... - S G (1 .. ,°·711 ..... x 1:1 ,"x 1 _... -

0.21 LG 
0.75 - al 

Srx = 2.54 para + < 0.4 

Sr" • 3.2 para 

Para el mada de cabec:ea longt t:udinal : 

J(,.u 11: S,.y G U ) o. 7!S , l-v y 

Sry 1': 3.2 

Para el modo de torsión r 

Sl .• 3. e + 10. 7 

donde I 

( 
B )SO 

1 - - L 

8 -¡:-:- > 0.4 

k\ = r' gidez estllttca para el moda L. 
Si .: factor de for.a para el modo de vibrar t. 

i = indica 81 modo de vibrar. 
L == _tlarga da la ct .... tación. 
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B • se.Sancha de la ciaentación. 
A == .,.ea como, se define el la figura 3.d.? 

K,Y.2 e ejes ortOgDnales de referencia. 
r :::1 indica rotación. 
t = Indica torsión alrededor del eje z. 

Ix s momento de inercia del Araa A raspacta el eje x. 
Iy • .amenta de inercia del ~rea A raspacto al eje y • 
.J :1 aamento palar da inercia del Are. A respecta al eje z. 
G = a6dula de rigidez al corte del suelo da cimentaci6n. 
,v a relación d. Pat.son d.l suela de eiaentactÓft. 

Las expresicnes relativa. a loa factores 
traalacianalas tambi6n sa presentan en 
fiGuras 3.d.ll. 

de farlDa 
forlDa da 

pa,.a las 
vr.ficas .n 

3.d.2.2. -coEFICIENTE DE VARIACION DE RIGIDEZ DINAtUCA. 

liadas 
l •• 

El caaficiente da variaci6n da la rigidez dinAmica • se avalóa en 
funci6n de la frecuencia a uav" dal par~mat.ra adilll&llstCl'1al (,.ef.16) I 

08 a. e -y;- ec.3.d.23 

stenda I 
ao a parAmetra adimensional función de la frecuencia O. 
n • frecuE!nCta angular de la _ei tac:t6n. 
B ti: seDiancha da la ell1É1ntacl6n. 

Pueden usarse las figuras 3.d.12,3.d.13 V 3.d.14 para 
para cada moda de vibrar, en las qua puada cblili!l""varse 

L ' 
la relación -U y del grada de saturación elel suelo ( 

parcialmente saturadas y v_O. 50 suelas saturados). 

3.d.2.3.-~IGUADDRES EQUIVALENTES. 

evaluar 10& A. 
qua A depende de 

JJ :: 0.33 mualas 

Por otra parta, para evaluar las aaartiguadcres, Ci., se supone y se 
calcula un aaartiguador ideal que representa la disipar::i6n de la 
energ.la par radiacién da las andas de es~uerzo (aaartiguaaiento 
QeaMtrico) sin tapartar la far •• de 141 ei..,tac:i6n (ref.l~). AB1, 
dependiendo del tipa de anda. C¡ puad e evalua,.se cama I 

ei. c: ¡::Ni.A ec.3.d'.24 

donde I i. indica al moda da vibrar. p es la densidad del suelo. Y¡ la 
velacidad del tipo da anda que se propaga que depende del modo de 
vibrar y A el Area donde actóa el esfuerza y cama se d~ine en la 
fíQura 3.d.9.a; se sugiere qua (,.ef.25), dependiendo ,del moda de 
vibrar I 

Cz ::: ¡:NLyA 
Coy 1: ¡:NsA 
C. = ¡::N.A 
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e,.,. a ¡:Ah..y I)C ec:s.2.b.25 
e,.y II!I ¡:Ah..y 1 y 
e\ t:r ¡::NsJ 

donde I 

P = densidad del suelo. 
Vs = Velocidad de anda cortante. 
Va..y a Veloc:idM de onda campr_ianal S8QCJn la interpretación 

d L '., 3.4 Al 
e "lamer rr ( , -J,I S·.· 

A = Area de la cimentac:i6n definida en la fioura 3.d.9 ••• 
1,. ., ~to de inercia del Area A con respecto al aja X-K. 
Iy = Maaenta da inercia del .re. A can respecta al eje y-y. 
~ = ~to polar de inercia del .rea A. 
v = KOdulo de Paiasan. 
x,Y.z s ejes ortogonales de referencia. 

S1 el fenómeno da traslación en los mados correspondientes 
e¡. 

puramante unidimensianal entonces la relación PVlA es iQual a 

cualquier for.a de la ctaentación y paré cualquier frecuencta; 
eabargo, el fen6aleno puede ser bidi,.."sicnal o tridt ..... t·an.l. 
lo anterior se sugiere qua para evaluar la influencia de la far •• 
la frecuencia pueda usarse la relación (refs. 16 y 25) • 

dondel 

fuera 

1 para 

.in 
Por--

y de 

Ci == AlDartiguadar equivalente influenciada 1'''' la farlla de 
la ciaentac:i6n. 

~ = coeficiente de variación del amortiguador equivalente 
debido a la fc:rma de la cimentación. 

AB1, en las figuras 3.d.15 y 3.d.16 puede verse la variación del 
coeficiente ~ en fur":i6n de la fcrma de la citDentac:ión V la frecuencia 
pará cada IlOdo de vibrar. 

3.d.2.4.-INFLUENCIA DEL AttCRTIGUAlUENTO INTERNO DEL SlELO. 

Puesto que además de la disipación de enargia por radiación de l •• 
andas de esfUEiH""zo existe la disipaci6n par el aaart.iguaGliento interna 
del suelo; es nacesario incorporar la influencia de este en 1011 

par~metros de rigidez din~ca y de amartlQuami~ta gea .. trica de 
la ci.entaci6n, para ello se utiliza el principio de correspondencia 
de la viscoelasticidad con el cual, basta sustitUir las constantes 
complejas viscoel~sticas par las constantes e1~sticas considerando 
cama si el suelo fuera purallente el~.tica (rafs.35 y 52). 

Por 10 antericr, es suficiente can efectuar la operación siguiente 
para tomar en cuenta 1 a partiCipación del amortiguamiento hi steréti ca 
del suelo (refs.19 y 43) I 
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ec.3.d.Z7. 

donde I 

~(~) • iq,ed.,cia compleja CaBD fWlCi6n de la frecuencta O 
y del amartteuaelenta hister6ttca t del suela. 

( = amcrtiouamienta hist8r6tlca del suelo. 
" = impedancia CCl8Pl8ja caaa fWlctón onic_n'ta de 'la 

frscUB"U:ia O. 
(J + .. 2t') e coeficiente complejo de un aat .... i.l 

viec:OItl~sttca • 

• fectuando las operacione. de la ecuación 3.d.27. 

t((~) :r [t(a + ~J ti + t.2t 1 

ti! [~ - 2t~1 + \.[~ + 2{'~1 

iQualando real •• can r~ •• y ccaplmjas can complejos 

'" ({ ) = '" - 2{!J('z 
!l(a (~ ) :: !J('z + 2{ srca 

puesta que ~ • O e (ver 8Cuactón 3.d.t7) entone •• I 

"'<1;') • ~ - ~o e 

n e (~) = n e + 2t~ ec.3.d.29 

que dividiendo la ecuación 3.d.29 entra la frecuencia O. queda 

e (") ti: e + 2,t'!'(a - .. d "A .. n _ .... ~ •. ...,.." 

y de la ecuact6n 3.d.16, ~ = te ,entonces las ecuaciones 3.d.28 y 
3.d.30 

quedan : 

te ({ ) :: K - 2{ e ec.3.d.31 

C({) 111 e + 2t'K ec.3.d.32 o 
donde I 

$l(sct) 111: impedancia ascc:iada a las carac:ter1sticas de rtgldez y de 
i nl!l""C:i a del suelo. 1 a .cual es flU"'lct 6n de 1 a frec:uenci a 
O y del ..artioua-tento hister6tlca t del suela. Es igual 
f( (t' • 

5!Ca({) ., iq,edancia asaciada a las caracterl&ttcas da radiaelón de las 
andas de esfuerza caea función de la frecuencia O y del 
allOrttguamienta htsterética F. del suelo.Es igual a nc(O,~). 
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k «( , :::a rigidez del rescrte dinAlftico aquival81ta cama funci6n de Q y (. 

CC(' - amortiguador dinámica equivalente CODO función de 
forma da la cill8l'1taci6n y con el ..... tiQua.i.,to 
integrada. 

O, de 1-. 
hister6tico 

Con la anterior se ha incorporada l. 
interno del suela, el cual hace 
d!n~~ eguiyalente R, ~ aumenta -

influencia dal amortiQuamiento 
qua di •• lnuYA ~ Cigidgz 

Id. yalr dA!. uortiquadgr 
egulYllenta f;.1.. 

3.d.2.5.-CI~TACIONES ~TRADAS. 

Para taaar en cuenta la influencia del ...,ot.r .. iento de la 
cimentación,se han propuesta alaunos factores de influencia que 
incorporan el afecto del empatr .. iento al modificar, mediante dichos 
factores, la rigidez est.ttlca, 1(1., y al caefictante de variación de 
la rigidez dini.mica, M, calculados, en pri ..... apralCtaación, calDO si 
la ciaentación fuera superficial. 

Par 10 que la rigidez astAtica puede .adificarsa como siQua I 

donde I 

l~ s factor de empotraaiento debida al efecto de zanja. 
1M - factor da empotramiento debida .1 afecta de contacta 8ntre 

paredes de zanja y cimentación. 
K.mpo\roda, e rigidez estática empotrada. 
Kau~,.fi.ci.o1 = rloidez estAtiea superficial. 

N6tese que KauP4trlic1.o1 es la .iseDa 1<, definida en la ltCuacilln 3.d.22 

Par otra parte la rigidez di~mica puede modificarse CODO I 

donde (ref. 27) I 

a ..... 

A.mpc> " nulo [ n ) • --r .. -_~--=-~-:---:-- = 1 - O. 0'9 -O ( ao ) 
_uper r ¡ c: i o.l 

para 11 ( 0.40 

..... 
Asonjo ( O ) Z ---:"--:;..~-~~- = 1 + 0.09 -8 e ao) 
buper f ¡ c: i 01 

siendo I 

Kempot.I'odo 
KempoLrodo 
Aompot.rCldo 

e rigidez estAtica empotrada. 
e rigidez din~mica equivalente 
= coeficiente de variación 

empotrado. 
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AzQnjca = coeficiente de variaci6n de 1 a rigidez diMIDica aodificado 
par el efecto zanja. 

Nótese que Kempol.roda. ti ena el ai SIlO sant i do que 1(, daf ini da la 
ecuación 3.d.22 y que el ~ tiene el _'sao sentida y afecta 
que el Ai.. es decir. ad .... s da induci.r el efecto dal etlPotraaienta. 
aadifica la riQidez est.ticA en funci6n da.la frecuencia O. 

Poli efectos sen las que influyen 81 empotrar la cill8l1tacl6n, una es el . 
efecta de zanja y ccnsiste en qua el plana harlzantal axterna al .irea 
de la base de la cimentación (A\>' se ... ve restringido par un estada 
da esfuerzas noraal y de carte actuando en el plano de apoyo de 1. 
cimentación, situación tal, que no sucede .n laa ci.antactanes 
suparficiale., en las qua dtcha plano .. t. libre de .. fuerzas (ver 
figura 3.d.9).El resultado de esta afecta es que aumenta La 
rigidez est.itica de lit cimentac:i~. 

El otra afecta es el contacto de los ladc::s& verticales da la 
cimentación con las paredes de la zanja y el efecta principal .s 
que,si está garantizada el buen contacta, este ayuda a sapart~ las 
cargas trasmitidas con la que H. fDP.difiC;4I1 l.aa. carKtptlt¡tir;as de 
lnercia ~ sistepa~ 

Tomar en cuenta las efectos combinadas anteriores, ha sida V son tema 
de estudia de algunas investigador •• y en el pre!l8nte no _ cuenta can 
una .... nera clara y completa de constderar el efec:ta del l!GIIIatr_ienta 
para todas las modas de vibrar de la cimentación. Sin embargo, .e han 
propuesta algunas expresiones algebraicas Simples para estimar la 
influencia del empotramiento. tales expresiones se utilizan en forma 
de factares y san las siguientes (refu.26,27 y 28' • 

Para moda de traslación vertical I 

1 1 + ~l_D=-B-(l + t = 21 ) 

( 
O )z.ra 

1M = 1 + 0.09 Ir 

donde: 

h 1: factor de empotramiento debida al afecta de zanja. 
1M - f·actor da e&IPotramiento debida al efecto de contacto entre 

paredes de zanja y ctaentaci6n. 
O = profundidad de desplante de la cimentaci.6n. 
B = semiancho de la cimentación ver figura 3.d ••• 
L :1 semilarga de la cilM!ntaci6n ver -figura 3.d.9. 
Ab = Are. de ccntacto de la base de lA cilM!t'1t:acióR. 
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Para Dado de traslación horizontal I 

h e 1 + 0.15 1-8-D--

• 

,.. = 1 .. 0.52 (.l!-~ ) 
8 La . 

donde I 

Aw l1li Suena de r.reas de cant.act.a de las paredes ver~icales de la 
ci.entaci6n can las paredas de la zanja. 

h = distancia coao se define en la figura 3.d.9.c. 

callO puede natarse, na se present.an exprssicnas algebraica. ni para 
tos coeficientes de variacl6n de rigidez dtnA.tca .ni para fact.ares de 
influencia de las otras modas de vibrar, con la que la tnfaraaei6n 
queda incompleta, sin embarga para evalu.r las coeficientes de 
variacón de la rigidez d1nfamica pueden consult.ar.. un conjunto de 
grAftca5 propuestas en la referencia 27. 

Par atra parte, si se hacen hip6tesis la suficientemente razonables. 
puede estimarse de una manera ds f.k:ll la influencia - del 
empotramienta en el amcrtiguamiento, asl .sl .e supanen que las 
radiat:1CX'lDS de las ondas de ccrte y de las andas d. caa.pr •• ión san 
independientes entra sl y entre cada moda de vibrar, ent.once. I 

ec.3.d.33 

donde. 

C.mpolrGdo e: Amortiguador equivalente IIGdlfir:ado por el 
efecto de empotramiento. 

C .... ~ .. U.cLca1 .. Ci., AlIOrtiguadar equi val ent.e debida al 
ccntacto en la base de la ciaentación como se 
se define en la ecuación 3.d.26. 

Cpor". = Amortiguador equivalente debida al cont.acta en las 
paredes. 

En la ecuación 3.d.33, la participación de cada término depende del 
mado de vibrar y de la certeza del contacta -efectiva- entre las 
paredes de la ciaentacién y las paredes da la zanja. en casa de duda, 
es conservador na considerar la participación del cantacto entre 
paredes. 

Mientras que ea....p.rli.cLGl· tiene el .t IUKJ sent.ida planteAda en la 
ecuacitan 3.d.26 y represent.a a las andas qua se Drtginan y emit.en a 
través de la base de la ciaentaclón; Cpar.clea representa a las ondas 
que se generan y se emi ten a través dal contact.a en 1 as paredes 
verticales. Dependiendo de si la pared es paralela a perpendicular a 
la dirección de la carga, es el tipo da anda que se genera y para el 
casa de paredes inclinadas. se generan de manara .ta.alt ......... ondas de 
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corte y compresionales. 

Por lo anterior y dependiendo del sentida de las careas I 

Cp.car... 111: el> + eh ac.3.d.34 

donde I 

ep a ¡:N.Ap ec:.3.d.35 

en a ¡:NLyAn ec.3.d.36 

siendo I 

Cp = Aaar~iQuadcr equivalente asociada al con~ac~a de 
paredes par.lalas al sen~ida de 1. caroa. 

e,.. = Aaarttguadcr equivalente asaciada al con~acto de 
paredas normales al sentido de la caroa. , 

Ap = suma de .reas de con~acto de pared.. paralelas al 
sentida da la carga. 

An = .rea de contac~a de las paredes que .irvan de 
apoyo y san normales a la dirección de la carga • . 

As1. para medo de vibrac16n vertical I 

C •• empotrado ID p[ VL"Ab + Vs (Ap) ] 

y para traslacianes horizont.ales I 

Amortiguador equivalente par. 
traslación modificada par el 
empotramiento. 

aodos 
efecto 

da 
del 

Por intuici6nC para las lDOdos rotacional .. , puade inducirse la 
in-Jluencia del empotramiento al reemplazar en las ecuaciones 3.d.35 V 
3.d.36 las áreas por las momentos de inercia de astas, ~oaanda como 
referencia el mismo cri~l!I""ia que se usó par. los aa:rtiguadara. 
superficiales de lDS modos de rotaci6n definidos en las ecuaciDnes 
3.d.2S, es decir come si las paredes fueran la base da la ct.antación. 

En el caso de areas de contacta inclinadas, puede usarse 1. prDyección 
de estas .abra el planD vertical ccrrespandiente. 

3.d.2.6.-9UELOS ESTRA~IFICADOS. 

Hasta ahora se ha reelDPlazado al suela por un rescrta V un 
amortiguador. . las cuales simulan su camport~ento anta cargas 
dinAmtcas.Esta si.ple idealización represanta a un aemiespaci° 
hO.aQéneo viscoel.stlco llneal y su valar principal.. que ayuda a 
explicar caracter1sticas '.portantes de la respuesta de cf .. nta~ianes 
sUjetas a cargas dinAm1cas. 

En realidad los depósitos naturales de suelo no son tan unifar .... por 
la que l. idealización coma ssecniaspacio viscaela..icD U.n_l va no es 
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conveniente y la respuesta para otra tipa de perfiles que no 
parecen al semiespacio es diferente. Es ~lpica encan~rar depósitos 
suela e&~ra~ificados, suelas depositadas ~re roca ti d.p6si~os 
sueto cuyas propiedades varlan can la profundidad. 

.e 
de 
de 

Tomar en cuenta 1 as caractarlsticatl d. 1 as d.,,6si tos natural es 
menciDnadas anteriormente ha sida motiva da muchas investigaciones, un 
r.su.en de las resultadas obtenidas de mucha. da ellas se presenta can 
eAs detalle en la referencia 24, de la cual .ntre otras 
consideraciones las 8S importantes son a 

ESTRATO SOBRE ROCA. 

Para cimentación r1gida apoyada en un estrato hoaaDgérulo depasit ... o en 

roca, el factor IMS importante es la relación ~. CCftIG se define en 

la figura 3.d.4.b.,el cual madifi~a la rígide: •• t~tica de la 
cimGnt.aci6n y hace que las funciones de iaplldancta presenten picas y 
valles asociadas en función directa can las frecuenCiAS naturales de 
vibrar del estrato, la qua en otras palabra., las fluctuaciones 
observadas(picos y valles) san la, .."ifast:al:ión "e ftm6a!nota de 
,rasonanct a. Esto se debe a que las ondas que amanen.e la -&;ill8ntaciór'a 
en vibración se reflejan en la roca y se regresan a la superficie.coma 

,result.ada, lA @!!plitud .d!tl mpyimientg D lA ci"Q~iKiiPD. pYlUlft 
incretpeDtarsa fii.gnlficat.ivammta PEA Y!liL free·,....,..'. .. .... '-'-" dA 
vibras;i<ct. 19. &Y&l ,grrupQDd.&' aprpXiaadaMOla a .lU. ftm:ueneiu 
QlturalB§ ~ vibrar d&l dBP6~. 

Teóricamente y para un suela puramente elAstlcoC{. O). atra efecta 
iqu:rtante es qua. a baja. fracuenc:i as (meneres que la ccrc.apandiente 
al moda fundamental de vibrar del estrato de $Uelo) el coeficiente de 
radiación ~ es nula. esto se debe a que no se trasmiten andas a la 
roca y a que a tales freeuencias no pueden crearse andas 
superficiales, (mica manera en que padr.1a disiparse enra'., par la 
que la energ1a queda atrapada en el estrato y al amartiguaaienta 
geométriCO de las ondas es nula. 

Sin embargo el suela tiene amortiguamiento histecétical par 10 que en 
la circunstancias ant.1i!S IU!i!nCtanadas, el amartiguUltent.a interna del 
suela se vuelve la (mica aanera· de dillipaciOn de .... erg.1a, 
cQOviertiénda5e as1 en un parluDetro i.apartante a frecuencias _nares 
qua las del modo fundamental del estrat.o. 

Por lo anterior, es importante poder evaluar la frecuencia fundamental 
de vibrar del estrato a de un dep6sito de suelo e.trati~icada sobre 
caca. En la referencia 19 se presenta un reuueen de ... todos que 
permiten evaluar de manera sencilla la frecuencia fundamental de 
vibrar de un depósito de suela sobre roca, estratificada o'na. 

ESTRATO SOBRE satIESPACIO. 

Tanta el semiespacia como el depósita de· suela sobre roca son das 
idealizaciones radicales de los depósitos de suela, y para encontrar 
soluciones intermedias, se ha estudiada un modelo más general que 
representa una cimentación rlgida apoyada en un estrato sobre 
seatiespaciol el cual está basado en das p ....... tratl que lo definan, a 
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sabar. la relación H/S V la relación entra módulo. Sa/Ba (ver fig~a 
3.d.4.a'. 

Los resultados obtenidas del estudia de este modela muestran que 
canforme aUIlent.a el contraste antre Sa V Gz. las efectos son radical •• 
para un estrato sobre raea COa/Ga • O, v. Dbviaaente.no se .. nlfiestan 
en el casa de un ..... _pacia (Gil. • U. tal •• efllCtas son lIl. ayMOto 
D lA r::!JJi..I'aB. ~ y. YDA diMinuci~ U. la cAPacidad U 
amactiquamtpntQ,. Esto se debe. para el callO de dislIUIlUCión de la 
rigidez din .. ica. a que a~n a pequeftas valares de GalGa. as decir tan 
luego coaa na se cansldera base rlgida .las desplazamientos tienden a 
ser auy grandes camparados can los de un semiespacia. AsJ.. a muy baja. 
frecUMlCias las rigidllCe. san al. peqUllfla. ca.paradas can el casa del 
estrato sobre raca. 

Para el caso del amortiguamiento y a cualquier 
incrementa debido a la tras.tsl6n parcial de las 
el semiespacio que sirve da apoya al estrato V 
andas superficiales. 

frecuencia. este se 
andas de cuerpo hacia 
a 1 a generact 6ft de' 

Por consecuencia. los caeport ... ientas antes descrttas san una 
transición entre las lIadelas est:rato sabre roca y semiespacio V aSi la 
magni tud de los efectos. di .. inuci6n de 1. rigidez diRiatea V iI"eenta 
del ailc:rtiouaaaiento. son impcrtant .. a frecuencia. eencre. a ioual •• 
qua la -frecuenc:ta fundaaental del lI1st.ana. As1 canfarCRl! Ba/Ga varia de 
O (estrato sobra rcx:a) a 1 (seaa1espacia) las picas de las curva. de 
las funciones de i~edancia son as pranunciadDs y alargados y los 
valores ccrrespandientas a las -frecuencias da resonancia diuinuyen. 
En la figura 3.d.17 se .uestran •• ~a. tendencia •• 

Por otra parte.un paso impc:rtante en .1 anAlisi. 85 la .1acclón de un 
mOdula de rigidez ccrtante que representa al d.p~to de suela. 

Coma se cementó. se ha utilizado ea.o artificiD de solución del 
problema de vibración da aaquinarta ta sustitución de la interlase 
suelo-cimentación por un resarte y un amortiguador, los cualas 
sustituye'n y simulan el eampcrtUlienta del suela ante carga dinAmica. 
y puesto que los paráme~ras de rigidez di~miea y amortiguamiento son 
función de los valares e y ~ del .uela. se necesita elegirlos de 
manera conveniente para que reprtna"ltenal comportamiento dal dapósito 
de suelo. 

En la mayar!a de las suelDs ~ varta en un intervalo estrecha de 
valores, de 0.35 a 0.4 en arenas. V carca de 0.5 en arcillas &aturadas 
(ref.20), por lD que puede elegir .. un valor' entre este rango de 
acuerda can las condiciones del depÓSito d. suelo a al tipo de suelo 
predominante stn que existan diferencias significativas en los 
resultados al tOflar un valar u otra. En c .... io 6 depende 
fundamantalmen~e del nivel de esfuerzas V de la compacidad del 
suelo. entre otros factores" secundarias respecta" a las Antes 
menci cmados. 

Cama primera aproximación. puede idaalizarse al depÓSito de suelo coma 
un semiespacio, obtener la distribución de esfuerzas cama se muestra 
al la figura 3.d.l0.a y calcular G para el estado de esfuerzos que se 
tiene a la prDfundidad cr1tica -de· can las expresian .. sieuientes I 
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P~ra arenas y gravas con granas redondeados V defar.a~iones angulara. 

menores que 10-· (refs. 14 y 44'. 

G _. 
a 

2630 (2.17 - e' I=- · 1 + a __ 

Para aranas y gravas can granos angulosas y defaraactanes angulares 

menares que 10-4 (rafs. 14 y 44). 

G = 
a 

1230 (2.97 - e' I=- · 1 + e __ 

en las que: 

G == módulo de rigidez cortan~e en Ib/pulO~ 
e = re!.,ac:ién_de vaclas. 
00 - ~. + 20h = esfuerza octaédrica noraal efectivo. 

3 
ov • esfuerzo vertical efectivo. 
gh = esfuerza harizon~al efectiva. 

En al casa da arcillas la relaci6n entre G y la re.iatencia na drenada 
Su es apra(iaadamente constante a bajas niveles de deformación y para 

ni veles da deforaac:i6n ccrtante entre 10-' V 10'" puede emplearse 
(ref. 20) : 

s == 1600 Su 

Na aMiste un criteria definida para calcular el módulo de rigidez al 
corte equivalente, ni la relaci6n da Poiasen equivalente, para un 
depOSito de suela cuyas prcpiadada. var1an can la prOfundidad; no 
obstante lo anter-i or • en 1 a referenci a 2!9 lIS ha usada un aétado qua 
consiste en transforaar un depósito de suelo estratificada, par 
ejemplo, a un semiespacia equivalente a través de un factor de 
influencia que tama en cuenta la estrati-ficaci6n y la supoaici6n de 
que la distribución de esfuerzas en el mediD estrati4icado y en el 
semiespacio es la misma (ver figura 3.d.l0.b.>. 

Uha alternativa con fines de diseftc y para evaluar 
de la máquina consiste en obtener la respuesta en 
valares de G de tal manera de Clbtener un eSllsctro 
la figura 3.d.l0.c y comparar can las G medidas 
terrena de ~imentación. 

el ca.pcrtaaiento 
funci6n de varias 

como se muaet.r a en 
en el perfil del 



q . ·APLICACIOtfES 

Es prActica común seleccionar e idealizar modelos de estructuras a 
base de resortes, amortiguadores y masas concentradas que representan 
aproximadamente el cDmportamiento dlt la estructura modelada. La 
aproximación del modelo depende del analista y las diierencias que 
existen entre un modelo u otro no significan una discordanc:ia en el 
comportamiento pero 51 en la precisión y eii~iencia alcanzada con el 
método de solución. 

Par lo anterior, es recomendable que el analista a disenadar conozca 
de manera adecuada las herraa.ientas anal1ti.c:as existentes V as1 pueda 
usarl as. En 1 a referenc=i a '3 se presenta un reSUllen de cansideraciones 
prácticas para la elección de modelos, algunas de los cuales se 
auestran en las ~iguras 3.d.5y 3.d.6 Y se utilizan para la solución 
de las prOblemas siguientes: 

PRODLEHA l. 

Se necesita diseftar la cimentación de un compreser cuyas 
~arac:terlstic:as proporcionadas por el iAbrícante se muestran en la 
Fi,ura 4.1, y algunas de las cuales se ~rese,tan a continuación: 

Se trata de un compresor reciprccante vertical de cuatro cilindras que 
pesa 12?~.O Ka y tiene el siQUiente equipo ~ompleftentario. un 
en~riadcr de gas de 1975.0 Ko.a.~~iQUadcres de 3182.5 kg. Y un matar 
de 9172.0 K9. el cual tiene un 'rotor que pesa 2724 K9 Con la ante~ior 
el peso total de la máqutna es de 26093.5 kO V su masa equivalente de 
2660 U7N (unidades técnicas de masa). 

La frecuencia de Dpet"'a.r.::ión primaria (fop) es de 595 rpll o (~) dIJ 61.3 
radIe V la frecuencta de operaci6n secundaria Cfop) es de 1170 rpm o 
(ú*) de 122.52 rad/s, las cuales producen las fuerzas y momentos 
mostradas en la ~igura 4.1.b. Las fuerzas debidas al funcionamiento 
del motor se consideran nulas. 

El suelo de cinentaci6n es una arena linosa medianamente compaeta con 
gra~a. con peso volumétri.co r = 1976 Kg/m, módulo de riQidez al corte 
G • 9.6E.6 KQ/m! velac:::i.dad de onda cortante Va = 227 m/s, retacjéfl de 
Patsson ~ ~ 0.35, amortiguamiento histerético ~ = 0.05 Y ~ap.cidad de 

íI. carga admisible qa = 12 T/m. 

Las dimensiones de la cimentación propuesta se eligieron de acuerdo al 
inciso 3.c y resultaran COIBO se muestra en la figura 4.2.a.' Algunas 
dimensiqnes se enlistan a continuaciónl 

L .. 4.20 111 

B = 2.40 ID 
A = 40.32 Dl 

El problema se resuelve para las acciones no armónicas periódicas 
resultantes de la superposicón de las acciones pri~arias y secundarías 
(ver curvas Yzp,l'1xp,y V-Z8,M.. en la ligur'a 4.1.b>. Se resuelve 
también. el casa siq:lle de considerar las acciones arlh6nic4s simples 
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CDClO una función cuya mAxiaa amplituc1 es la suma de las amplitudes de 
la. acciones primaria y secundaria act.uanda can la frecuencia de la 
acción pr¡ .. ria (curvas Yz y t1H de la, figura 4.1.b). 

Les resul t.das obtenidas en t. .... ainas de a.plit.udea se al_t.ran 
figura 4.2 y en tér.inas de degplazaaiantos en la .fiQUr'as 4.3, 
4.11. tadas en el dominio de la frecuencta. 

en la 
4.4 V 

Les paruet.ros k C() y C(~) da cada filada se obt.ienen de acuerdo can 
al incisa 3.d V su variación can respec:t.o a la. frecuencias se 
muestran en las fiQuras 4.5 a 4.10. Co.a ejemplo ilustrativa se 
auastran dos t.ablas de cAlculo de la. parAlII!t:ro. k C(), CC(), 
K-MO! y OC«() ,térainas que .e ut.iltzan en el anAltsi9 plan~eada 
par las ecuacicnes dal inctso 3.d.(var tablas 4.1 y 4.2 
respect.ivamente). 

En la .figuras 4.4.a V 4.11 Be auestran las difer.ncta. encontradas 
ent.re considerar la acción cama envolvente a caaa una suaa da 
armónicas sinples. 

En la tabla 4.3 se muestra un resuman de resultadas cOGIParatjvos qu. 
muestr 4n 1 as di fer-anc:i as encontradas entre resul tadOs obten! das en 
este trabajo y las obt.enidos par el anlt.ltsis que se pres.,ta en la 
referenci 4 3. Los rasul tados corresponden .. 1 a frecuenci a de Operactón 
pri aari a, es dec::ir -para un par.i.metra ao =: 0 •• 5. 

Se plant.ea disef'Sar la cinentaciá\ para un ganaradar ~ue funciana a 
base de turbinas de gas. La condici6n del suelD de ci-.ntaci6n es mala 
pues se trat.a de una arcilla limosa blanda sensttiva a las vibracic:nes 
par le que surge 1. necesidad de liait.ar la prqIagaei6n de 8!lt!as. all1 
coaD las amplitudes de deformaci6n; para al1a, se ha prapussta un 
bloque adicienal de inercia cama aislador de vtbrac:ian_ 1IOPar-t.ada par 
resortes. cen el arregla mostrada en la ftgura 4.12,. donde puede verse 
que el pasa l2nt.re alt.as y bajas -frecuencias a las que funcionan el 
generadar y l. turbina respect.i v&I'lente, est. dada por una caja de 
engranes. 

Para la solución del preble~a se ~anan les datas dados en la 
referencia 3, las cuales est.án relacionadas con el funciona.tento del 
sistema de aáquinas, las propiedades .acAnteas del suslo as1 coma las 
prapiedad415 geométricas y de inercia del ststea. ct.ent:.ac:i6n - bloque 
de inarcia - aAqutnas result.ant.es del arregla. las cuales se enlistan 
a cantinuación. 

A).-DATOS GENERALES DEL SISTEMA DE HAQUINAS. 

A. 1) GENERADOR. 

Peso (Wm) =: 12780 Kg 
Pesa rot:cr <Wr) = 4295 Kg 
Frecuencia da operación (fd = 1800 rp .. ~ = 1SS.S rad/s 
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Excentricidad d. masa de.balanceada (e" ::. 0.00234 cea 
FuerzA centrl~uga (Fo.' a (M./g) e w2 

- 395.5 Ko 

A.2) TlRDINA. 

Peso C.) = 7402.5 kg 
Pesa rotar Ulr) 1:11 257.5 ka 
Frecuencia da operación (fa) a 89W rp. ... wa 1:1 941.43 rAdls 
Excentricidad da DA.a dasbalanc:eada Cea) ~ 0.0145 c. 
Fuerza centrifuga (Foa) a 336.8 Ka 

A.3) CAJA DE ENSRAlES 

Pasa (Ne' = 5922.5 kCJ 
Se constdara QUe las ~uerzas generadas par lA caja d. enara"_ san 
nulas. 

~ 4) Las fuer-zas deliibalanceadas generadas por las _quinas.. supanen 
aplicadas en el centro de masas del sistema da _Quinas· y 
perpendicular al eja de la flac::ha que las una.Vllr fioura 4.12 ••• 

La fuerza combinada de las aá.quinas as. &IIv6n referencia 3 • 

F<t) = 395.5 San (les.S t) + 336.8 Sen (941.4 ~) 

a una equivall!!!nte que se obt.iene al canald ... ar una f.....u:i6n Banaidal 
cuya amplitud es la suma de las amplitudes da las arGl6nicas .illPle. 
V su ~recul!l'1Cia es la frec:uenef.a de operación pri .... ta. en este casa 
la del Genaradar. par la que I 

F(t) = 732 Sen (IOS.5 t) 

ver la ~ig.4.13.b. 

B).-PARAMETROS DEL SUELO. 

Arei 11 a 1 i·lnOsa bl anda 
r = 1763.6 Kg/ma 

G e 2.463E6 kg/.2 .. V& 1:11 117 n/a 
IJ 1:11 0.35 
e = 0.05 
qo. = 4.9 TIro" 

El nivel fr-eática fluctúa V llega hasta 0.91 ca baja la lIUPer~tcie del 
terreno en cierta 6pac:a del afio. 

Se ha seleccionado la ci..entación de acuerda a las r-ecaeendacianes del 
incisa 3.c y debida a que el nivel ~r.~tico eat. rela~ivaaente a paca 
profundidad se h. r-ecamendada que la ci...,t:ación sea superficial para 
evitar excavar baja agua en caso de cimentación empotrada. 

Las dimensiones resultantes asl CODO las propiedades geDdétr-icas y de 
inercia del sistema, se muestr-an en la ~igura. 4.12 V 4.13.&. 
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enllstAndose aloun.s de las ~s ~tiles a continuactón : 

L = 4.26 In. 
B 1': 2.13 D. 
A a 36.3 .& 
D).-ANALISIS DI~ICO. 

Se seleccianan 20 resortes con riGi~ vertical de 157291.34 K9/m cada 
uno para di •• inuir .la trasmisión vertical de vibraciones. la riOidez 
t:ot:al ...... tic.l equtva18'lte serA Ka CI 3.14E6 Kg.lm. El criterio de 
•• lecci6n de 1 as resortes se ha hecha para tener un f actor de 
b-a.lli.sibilidad da los rescrtes de T .. 1': 0.02 considerando al bloque 
inercial caaa un stuteaa elenantal de un grada de libertad 
independiente. Tr se define caaaa la relación entre fuerza .trasmitida a 
fuerza apltcada. 

L. r .. tricci6n al lDOYiadento lateral est'- dada llEldiante past. •• 
verticales. das a cada lado; la rigidez lateral es K. D 2B.B3E6KQ/a. 

La rigideZ a la rot.-=i6" de los rascrtes es funci6n del arrsglo de los 
al...,s y de la rigidez YSr'tical de cada una de alias, en este casa • el 
arrqla consiste de dos hi leras de 10 retSClt"'tas cada una separada 1.52 
•• aaabas lados del eje que pasa a tr..... del pt.nt,a D, ver figura 
4.13.a, y su rigidez a la rotación equivalent.e respecta al eJa V-y 
est.A d.to par el mamanto ocasionado por 1 as fuerza. en los resart.e. 
par unidad de rotación. ést.a es, 
te.. =t f1a."5nto e 

V rotacitara 

slendo I 

Kry • rloidez a la rotación respacto al eje y-y. 
K\ • riGidez vertical del resart.e ~. 
di. • di.tancia perpendicular del resarte i. al eje y-y • 
., = rct.ación. 

en este casa I 

KI'Y ca 2 IW ea siando Kv la rigidez vertical por cada hi lara de 
resortes <10 x 15729t.34 = 1.57E6 K9/m) y e es la distancia 
perpendicular del eje de la hilera al eje y-y, e = 1.52 m,par la que 
di = • = 1.52 at. 

Par 10 tant.o I<ry = 7. 25E6 K-. 

Can la lnfar.actón disponible present.ada en el incisa 3.d.2 no se 
pueden avaluar las resortes V amortiguadores equivalentes del suela 
para las altas frecuenci.s can que aperan las "quinas, sin embarlJo 
como pudo observarse, canfcrae -....ent. l. frecuencia mt:enl!lft09 que 
para muy alt.as frecuencias el c~tctent.e de amort.iguamiento e tiende 
a pViA donde Vi. se el ige de acuerdo al lDOdo da vibración. 



Por ~ra parta, tampoco existe informaciOn suficiente par~ avaluar el 
resarte dinaaico equt~al.nte k, para altas frecuencias can qua apera 
la .áquina. aun aS1, K pueda astimarse de la. ecuaciones 8.26 V 8.27 
Clbtenidas en el anexo B.. as decir I 

K=kU-r'· 

siendo I te = rigidez din.mica equivalente. 
te == rigidez astAtica 
r • relaci6n de *recuancias = cn/~'· 
n - frecuanc:i ~ de la acc:i6n 
~ • frecuencia nat.ural no aac::rtigua4il del sistena 

As! en est.e casa, el amart iau_i enta se vuel ve i ndependi ante 
altas frecuencias y la rigidez del r.sarta dependiente de la 
de frecuencias. 

de las 
relaci6n 

Considerando lo anterior se evaluaran las af'lal""ttguadar.. V re.artes 
equivalentes del suelo para cada frec:uenci. resultando lo siQUiente I 

Para la frecuencia de operación fA - 1800 rpm .. Da c:8 188.5 rad/s 

ttado vlFtic~l : 

KuC() e -3.OBEB kg/m 
CdCt) • 1.11E6 k9 sI. 
\A • v...y & l'14.B .1. 
~o trasl ac:i anal I 

Kas«() • -3.OEB Ko/m 
Cd(~) a O.~OE6 Kg slm 
V\. = Va == 117 en/s 

~o rotacional : 

K..)I~(t) == -9.5E8 Kg m 
c..ya (~, = 1.531::6 Kg s 11 

y¡ == V\.y &: 194.8 1ft/s 

Para la frecuancia de DPer"'aci6n fa e EJ9q() rpll ... Qa. 9"1.43 radIa 

ttado vertical : 

kaz({) == -B.65E9 Ke/m 
Caz (t') == O. 35E6 Kg s/m 
y~ &: YLy = 194.8 .. /s 

~D t,raslacianal I 

~(t') = -B6.09E8 ICQ/. 
Cxz(t') := -O.14E6 Ka sI. 
y, e Vs = 117 m/ S 
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Moda rotac:: i anal : 

~ryZ (C" ::11 242. 4ES KO 1ft 

Cry2(t' m -o.64E6 KO S m 
Vi. 11: V .... y • ,.,4. S ./6 

donde cada iCLj«() V cada Cij(t') estA evaluada en funci4n de la 
frecuencia O" la ler.. d. la ci..,tac16n y el aacrtiguami.-.ta 
his'terét:ica t' " siendo .. 81 lIOdo· de vlbr .. y j 81 grada da 1 iber'tad. 
ASl" usando el modela de la fioura :S.d.1a y la solución carraspandililnt. 
planteada en el anexa 8.2" se evalúa la respuesta ünt.c...,ta para el 
.oda de trasl.ci6n vertical. Los resultadas abtan1dos _ muestran en 
la tabla 4.4" daneSe se indican la. di" .... ancias obtenidas de los 
.nAl1sta siQuiente. , 

el' .-C~stdaranda una acctón envolvente can la frecuencia del genaradcr 
y una aaplitud au1raa 10ual a la SWIa de 1.. ..11tudas que 
cx:asicnan al genEl""adar y 1 a turbina. 

b) .-Consideranda la suma de .,..ónic ••• itIPles carrespandientes • la 
del generada"" y 1Á de la t .... bt.n • .;· 
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s . ·COIICLIJSIOIIIS 

Se presentan t.res ferNs de &01 Ul:t6n de 1 a ecuactón da equt 1 ,trt o 
dinámi~a del prOblema de vibración de maquinaria. 

Una can.tste en una aMprest6ft algli!bráic. da la cual puad e 
calcularse. de aanara r.ptda. la raapuasta da una c:ilM!nt.aci6n 
idealizada cama un aist._a alamant.al de un grada da lib ..... t:ad. 

Otra, a. <at.t 1 para la aalw::t6n da prQbl .... s can MS de un grada da 
libert.ad,par ejemplo. el casa de acapl~ent.a tra.laci6n~atact6n a el 
problema 2 aqu1 resuelto. Esta saluct6n hace qua las expresianes 
algabr~tc.s. generalmente ••• caap1 eJas. se resuelvan aedianta 
sist.-.as de ec:uac:tcnas qua se abtt~en a traY69 de un plant: ... tent.a 
.atricial. 

La úl tima. que es una analagia can stst._. eleaaant.allHl de uno a 
varias gradas da 1 tbart.ad. pret.anda inducir un .. t.endimienta fls1co 
dal prableaa y .e relaciona can las otras fermas da scluct6n a t.ravés 
de las equtvalenc::las present.adas en al anexa 8. da ·la. cuales.una vez 
de-ftntdas loS resort.es y éUDDl"'t.tQUadcres que represent.an al suela, se 
i ncarpcr an en 1 as ecuact anes de mavi mi ent.a del si st.eea y ant.anc.. .e 
calcula la respuesta usando - prcc:edicalentas COClU'1_ de la dinámica 
estructural. 

Los plant.eBllient.os ant.ertcres perait.an qua la saluc:t6n pueda cat ..... se 
de manera discreta en función de par"..tros adi mansianal es 
dependiant.es de la frecuencia y da diferent.e. prq.liltdad .. del suela de 
ciaentac:i6n, par la cual y consida"'ando que .... chaa prabletaaG son 
-repetitivas" , dichas parAaet.raa puedan caract.erizarse y aGruparse da 
tal manera qua pUede asignlLrseles un comportamiento y banca de dat.as 
aspaclfica, can lo que es pasible hacer programas de caaput.adara que 
resuelvan mAs rApidaaante las problemas. POI'" otra part.a. permiten 
est.udios parae6t.rtcos y la verificaci6n da r.sult.actos abt.anidos can 
86t.Odas "5 complicados" sin la necesidad dal usa de conputadaras a 
can el m1nimo usa da ellas. 

El procesa de análiSis es iterat.iva, por la cual, en las primaras 
pasos del an.i.lisis, conviene obt.ener la respuast~ en función de 
di ferent.es frec:uenci as apart.e de 1 a de operación. ya qua esta p.,..mi ta 
ent.erarse da las fac:t.cres que influyen en la respWlSt.a y asi hacer 
Iledidas ccrrec:t.tvas, sea durante el pra:esa da an.t.li&is. de diseno o 
como cansec:ulimci a de un mal funcianamianta de una _qut,,~. 

En prayect.as important.es es necesaria la part.icipación 
intardicipl inarl a entre un especialista en din.t.aa:1ca est.ruct.ural" un 
especialist.a mecánica y un especialist.a en oeat.acnta, ya que este 
OltilllD tiene la t.area de resolver las prDbI .... s relacionadas' -can la 
interacción suela-cillGnt.aci6n y can el usa de métodos de anA.lisis más 
raci anal es. 

En resumen. el _toda aqu.1 presentada es silllPle. (¡ti 1 Y prActica para 
resolver prablenAs de cimentaciones superficiales da aaquinarla e 
¡.practico cuando se t.rat.a de problemas de iapact.a. 



Sa tiene la desventaja de que al método requiere dal uso de funciones 
da impedanc::i A 1 as cual es deben ClbtanErse con investigacia...s pravi as 
al c~lculo da la respuesta de la cimentación. A&ltado a la anterior. 
falta definir un criterio para elegir el módulo d. riQidez al corte 
equivalente que represente al tipa da dap6Bita da suela y que simula 
al semiespacia utilizada para la aolución del prabl ... de Vibraci6n de 
•• quinaria. Esto es impc:rtanta ya qua. un pasa critica en 81 anAtisis 
es la elección da dicho módulo da riQidez al corta equivalente. 

Par otra parte" as importante senalar que mi entra. na 8)dstA una 
teorl a no 1 ineal qua pueda enplearse cansistenterEnte can los 
r.sultados experimentales. hebrA diferencias entre la predicha y la 
•• dido. 
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, 8D18OLOGIA 

Ab = Ara. da contacto de la base de la ci~entación. 
9 = Semi ancha de la cimentación. 
ao 1:1 Pa~~met~o adteensianal función de la frecuencia O 
C = Amortiguamiento del atsteaa. 
Ce • AmortiGuamiento critico para el cual el sistema no vib~a. 
CC~) = Amortiguador dlnAmtco equivalente como función de O, de la 

farma de la ctmantaci6n y con el aaartiguamiento histerético 
int.eg~ado. 

~ = CDefieciente de variación del amortiguamiento. 
D = Profundidad de desplante de la cimentación. 
e = RelaCión de vaclos. 
G s Módulo de ~igidez co~tante. 
Ix ti: Momento de inarcia geométrica can respecto al eje x-x. 
Iy • ~nto de inercia geométrica con respecta al aje y-y. 
11 = Facto~ de e~otr .. iento debida al efecto de zanja. 
Iw = Factor de empotra.iento debida al efecto del contacto entre 

paredes de la cillBl'Jtaci6n y 1 a zanja. 
J 1:1 I'taaenta poI ar de inerci a • 
\, j e SublndiclIs. 
" = Funci6n de tllPedancia que ,.elaciona las fuerzas can . los 

despl azami antas. 
'" • Impedancia asactada a--.:: las earacterlsticas de rigidez ~y- -de

inercia del sue~o. 
~ = Impedancia asaciada a las carac:terlsticas de aeortiguanaiento 

glHXDétrlca de ta clemntación.~ 11: tftlP8dancta canpleja CatID función 
(mI cuaante de 1 a frec:ut!!l"U:t a C. 

,-(Ct" • taapadancia cOIDPlaja como función de la frecuencia O y del 
amcrtiguaalenta hlsterético ~ del susla • 

. "- Ce-) = Impedancia ascx:iada a 1 as caract.erl Bticas de rigidez y de 
inercia del suela .. la cual es flmci6n de la frecuenc:ia O y del 
amortiguamiento hlsteréttco ~ del suelo. 

~C~) :: Impedancia asociada a las caracter1sticas de amortiguamienta 
geollétrica de la cimentación .. come función de la -frecuencia el y 

_ del amortiguamiento histerético ~ del suelo.Es igual a OC<O.e'. 
K\ e Rigidez din~ica equivalente. 
Ki.= Rigidez estática. 
/«. = CDe-flciente de variaci6n de la rigidez dinámica con la 

frecuencia. 
K (t' = Rigidez din~mica equivalente como función de O y ~. Es igual a 

sres C~,. 
Kempo~~ = Rigidez estática empotrada. 
i<empot.rodo = Rigidez dinálaica equivalen'te etlpotrada. 
K.uperfi.c:\.o.l = Rigidez estA.ttca super-ficial. 
A4¡nnpot.rado = CDeflciente ~e variación de la rigidez dtnAlDica 

etDpotr ado. 
Azo.njo. = Coeficiente de variación da la rigidez dinAmica modificado 

por el afecta zanja. 
L = Semi 1 argo de 1 a el mantae Ión. 
" = "asa del sistema maqulnaria-cieantación • 
.Al == Hódulo del suela (canvenienteaante elegido' que relaciona 

esfuerzos can deformaciónes. 
pct) = Fuerza armOnica función del tiempo. 
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Po = Amplitud máKí.a de la fuerza actuante. 
R<t) B Fuerzas de contacto. 
r = - es 1. relación de frecuencia de la ac::ciórl a frecuencia natural 

Wn 
de vibraci6n na aacrtiguada. 

t :: Tieaapo. 
u =' Desplazamiento. 
uo e Amplitud mAxiaa del desplazamiento. 
uc..u t:: Desplazamiento ar.6nico en la dirección z ca.o función de z y 

del tieepo. 
Uz = Aceleración de particulas del suelo en direcciÓR Z. 
Ui :: Vector da desplazaaiento asociado a la rigidez. 
uz '* Vector de desplazamiento asaciado al aaartiguaaianto. 
Vs t:: VelOCidad de anda cortante. 
VLy el Velocidad de onda compresianal seg!ln l. interpretación de Lys ... 

3.4 v. 
Ir (l-",) 

x,y,z t:: Sistema ortogonal de coordenadas. 
~ lit Relación de aeartiouaaientos del sistema eleaental de un grado de 

libertad equivalente • 

...::. • :':= == Deformación aNial unitaria en la direcc:i6n •• 
~ = Angula de desfasamianto entre carga y respuesta. 
r == Pesa volumétrico del suela. 
¡ = NCalDero asociada al espacia compleja. 
,., e "leras. 
v = ~ulo de Paissan. 
Ir .. 3.1416 
P = Densidad del suela 
u .. Esfuerza normal. 

Üv + 2Uh 
0'0 == 3 • Esfuerzo c:x:t:aédrico nc:rmal efectiva. 
~ .. Esfuerzo vertical efactivo. 
C7h == Esfuerzo horizontal efectivo. 
T '* Esfuerzo cortante. 
O:: Frecuencia angular de la onda a frecuencia angular de la 

excit.ación P(t). 
wn = Frecuencia angular natural de vibracion no amortiguada 
{ lit Amc:rtiguamiento histarético del suelo. 
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G 

esqueleto 

'i p = Deformación cortante pl~stica 

't e = Deformación cortante elÓstico 

"'6 = Esfuerzo cortante 

-----1~..,.-.-..:..---........ y G = Módulo de rigidez al corte 

~= 2".. to ID 
E :4Tr.J 

~ = Angulo de fase 

;. = Amortiguamiento nisterético 

6E= Pérdida de energ(o 

Fig. 2.b. 1- RESPUESTA DEL SUELO ANTE CARGAS CICLICAS 

Amplitudes 

Periodo = 1.:!!.. 
~ 

___ Fuerza 

-----~ Desplazamiento 

L Desfasa miento 

Uo 

W: Frecuencia de carga 
ciclico 

Po = Amplitud "'Ólimo 
de lo fuerzo 

, 
AI.'I'Plitud malimo de 
desplazamiento 

FíO. 2. b. 2 - DESFASAMIENTO ENTRE FUERZA Y DESPLAZAMIENTO 
DEBIDO AL COMPORTAMIENTO VISCO - ELASTICO 

44 



G 'Ve) 
GO 

MOVIMIENTOS TIPICOS CARACTERISTICOS 
10·' 10 

e1NEH'TACII N 
I~ ~IO"IS fI'fWt!. DE S 

MAQuiNARla liS .OS ~a DE , ------ ----- -,.. PLA A 

PRUEBAS DE CAMPO 
8EOfll!sacOS 

VI8RAClON SUPlRflCIj 

PLACA IIa CARe A 
YI8~!D01lA 

PRUEBAS DE LABORATORIO 

I I 
TlUAXIAL CICLICA .J 

I 
CORTE SIMPLE CleLlCO , .. CORTE TORSIONAL I 

~OL.UMNA RlSON~ 
I 

MISA 
~II"AOW I ... 'M.Ea-, 

L " •• 01 I 
I 

I 
I 

10-· 10- 1 10-" 10-1 10" lO·' 10 
DePOAMACION CORTANTE. 'lIe (0Jí, ) 

• SM • E O. De:'OIlllM(;ION 
INOlJQOA POR MOVI
... 11_10$ FUIRTES 

Fío. 2. b. 3 - VARIACION OE LOS PARAMETROS G y Ij EN FUNCION OEL 
NIVEL DE DE FORMACION 

"el 



cimentación 

relleno compactado 

s\lelo de cimentación~ 

a '.- Garantizar el buen contacta ent,. paredes 

1 .. 

b).- L> H 

1 .. 
.J-

2 

L 

-1 + 
d J.- evitar excentricidades 

cimentación 

cm. Centro de masas del sistema 

cimentación 

. . , 
tlmentaclon 

Fi9. 2. C.1 - CARACTERISTICAS DE INSTALACION RECOMENDADAS PARA 
DISMINUIR LOS EFECTOS DEL CABECEO 
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maquina 

cimentOC¡ón 

I l· 
t- L 

L 
*1 r 

Fig. 3,d. t - ESQUEMA DE UNA MAQUINA Y SU CIMENTACION 

Pt t) 

fuerzo de inercio p (t ) I 'u.rIO ~lnámlCO 

• 
MÜ(t) ,.... ...... 1--

M I Mala d •• s',t.fftO maQUina· 

, 
Diltribucion 
presiones 

l\1) (,Q'O(Í'ó..~ 

· :.:..:.' :;;':'. '. I : . ::. '.:'. " ''-• " ..... , .. :., f . • .... . .. , · ..... :. : .:~:~ ... t:·.:: ~~;.: 

~ Rlf) 

• etmentacton. 1ft I + 1ft Z 

R (t'. RtocelÓft del terr.no 

Ü , t ). Acelereelón 

U (1) I D.,plalolfttento 

o )~ Diagrama de cuerpo libre; equilibrio de fuenas eaternas. 

b):-PropaQa ción de los esfuenas de contacto en el suelo de cimentación. 

Fig. 3.d.2 - SEPARACION DEL PROBLEMA EN DOS DIAGRAMAS 
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í 
Superficie libre\ 

C1n ~ O 

'" : O 

F ron t.ro dis 

d •• n;:r:® 'POdO'~ 

Nx:t 
( 1)=~~i 
\)~ 

z 
rACCionn 

~ 
/En lo 

IY 

. tn 
*0 Int."os. 

{; *0 

1/IF,ont 
de • 

.ra disipadora 
n.rafo 

t~v 
fVsV = 

x 
roco U¡ 1: U.: o ~ Frontera no disi podara de .n.,o(o 

F ig. 3. d. 3. FORMULAC IONES DE CONDIC IONES DE FRONTERA 

I 
+ uctura V Estr 

circu 
101' ___ _ 

+ 
H 
..... 

o):-Oepósito de suelo estratificado. 

G I : mÓdulo de rigidez 01 corte 

"i : reloclÓn d. Po"son 

~ • strato 

Fig. 3.d.4. ESQUEMA DE 

48 

H, 

roca 
HZ : profundidad d. d.splante 

, 
b):-OepoIUo de 'uelo lobr. fOCO. 

PROBLEMAS RESUELTOS 



M 

0).- Traslación vertical 

b ).- Traslación horizontal 

FíO. 3.d. S. MODELOS DE SISTEMAS DE LIBERTAD 
41 



r Vz _ 

ti L Mt 

, 
Traslacion vertical 

. , 
Trallaclon horizontal 

M 1 : Masa equivalente 01 sistema 
máquina - bloc¡ue de inercia 

M 2 = masa de la cimentación 

h 

c).- Acoplamiento 
. , , 

trastac.lon - rotacion 

Fig. 3.d.6 - SISTEMA ELEMENTAL DE DOS GRADOS DE LIBERTAD 
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. ,". 

( MI.al) 

MODOS TRASLAClONALES 

Vz = Fuerza vertical 

Uz = Desplazamiento vertical 

Hx = Fuerza longitudinal 

u. = Desplazamiento longitudinal 

¡ H Y = Fuerza transversal 

Uy = Desplazamiento transversal 

z 
(V"u,J 

(H,.U,) 

y 

,.(,. , 

MODOS ROTACIONALES 

Mz = Momento torsionante 

ez = Rotación alrededor del 

Mx = Momento transversal 

ex : Rotación transversal 

My = Momento longitudinal 

9y = Rotación longitudinal 

FiO. 3.d. 7 'MODOS DE VIBRAR DE UNA CIMENTACION 

c . 

II 

eje z 



/ 
Posición tra sla d a do y 
rotada ___ --,-_ ..... 

/~ 
. h~ 

, 
Posícion de equilibrio 

Traslación pura 

d 

Traslación 

Iz verf. 1z = L 9 
lZ-Zvert. 

I 

Z = Traslacion vertical 

h1 :; Traslación puro 

• 9 :; Rotacion 

h2 = e d Traslación por rotación 

IZ vert. 1z = L e 
Iz·z ved, 

Fig. 3.d.8 - ACOPLAMIENTO ENTRE TRASLACION y ROTACION 

92. 
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I 
I I 

I I L ______ _ 

y 

2L 
1 

--------7 r~ 
j

28 t 

Hx 

• .. x 

Mx 

Ab = Area de contacto de 

Mt cimentación 

A ::: Area que circunscri be 

Vz Q Ab = 4 L8 

L ::: Semi largo 

B = Semi ancho 

lo base de 

a):- Planta del area de contacta de una cimentación de forma irregular 

¡VI 6"n.::: O 

_________ ..... 'Z.2.z,.1,.7.1.2.1"'/.,.%,.Z"'Z"'2"'/"'z,.z.z .. a"-___ ~J~::-- b ;: O 

. ¡--9- Suelo de cimentación 

I 

b). - Cimentacion superficial 

Vz 

c ).- Cimentación empotrado 

Fig. 3.d.9. DEFINICION DE GEOMETRIA DE CIMENTACION 
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• = Z -
.J 

:! 
z o 
!:! 
lE 
o 
:r; 

o 
o 
a 

.J 
e 
(,) 

12 

8 

4 

~ 4 
tIJ 
> 

Cimentación ~ 

1.- DISTRIBUCION DE ESFUERZOS 
"OSfATIC08 ~EltTICALfS---";:¡" 

cimentación 

EFECTIVOS / dc :: Profundidad critico 

2.' INCUMINTO DIE ESFUERZOS VERTlCAl..ES -""-f_~I--""UII{ DE81DO A CAR6A ESTATICA ""' 

! SUMA 01 • Y z --------......;",.. 

S 
- ---'.....1' <:TwniÍin 

0).- Distribución de esfuerzos ver'icales y profundidad crítica 

Vs i I H, I P, 

VS2 I Hz ,P2 c:;> Ves1 o Gest 
H=oo 

VS3. H3, P3 Pesf 

VS4 I H4 I P4 

b L- SustituciJn por un semiespacio 

C/) 
.J 

:E 
CIMeNTACION SUPE ICIAL -

.J 

,\PROMEOIO } Vs de los primeros 
,\,RANGO 4 píes boja lO ci-

mentación I 

i! z· 
~ 

40 i o 
:r; 

E~ION I ~ S.l ~ 
20 

:1 

~ 

:=:::======:::-~Vs ¡ 
su RFICIAL .J 

~ 
1-
lE 
UJ 
> 
:> 5 

v = Velocidad de onda cortont. 

H: Espesor de estroto 

G = Módu lO de rioidez 01 corte 

P Densidad de I suelo 

'00 = Semiespocio 

\ PROMEDIO 

\ -cur.so 
I 
I , 

En los primeros 
6.5 pies bajo la 

cimentación 

( N. 8. ) 

Vs '\ o 
.'2 

6 7 8 
> o~-i~~-~~--~~VS 
~ I e 9 10 If 1"2 

V S • 10 O f. p • s. 
V s . tOO f.p.~. 

I 

cimentacion de compresor de aire cimentación de b.omba de v.a.c.to· 

c}.- Comparación entre respuestos medidas y calculados (Ref. 49 .) 

F i g. '3. d. I O . METO DOS PARA CONSIDERAR LA G EQUI VALE "'TE 
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2.) 

s • .. , 

t (,qvf~Ol'lIf CIt(I. 

AOP'O.lfI'I(lhofl,) 

K,' S, 2lG 
1· , 

~'~--~0.~'--~02~~O~.l~~O~.'~~O~.~--~O~6---0~.,~~O~ .• --~0~.,--~,~ 
AJ(4l'¡ 

0).- Factor de formo poro rigidez esto'tico vertical 

s, 

~~--~O.~2--~O~ .• ~~0~~--~0~.--~'~ 
A/(4L2 1 

b ). - Fa c t o res d e f o r m o poro rigidez 
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Fig. 3. d.13.- COEFICIENTE DE VA-RIACION DE RIGIDEZ DINAMICA 
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( RE F. 15) 
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0 •• 

a).- Modo traslación vertical 

~ w .. ~· '. ,'~ 

b ) ,- Modo 
, I 

traslacion horizonta I 

Fig. 3. d.15,- COEFICIENTE DE VARIACION DEL AMORTIGUAMIENTO 
PARA MODOS TRASLACIONALES ( REF. 15) 
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CABECEO 
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I 
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0).- Dimensiones 
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z 

propuestos 

Eje de cabeceo 
transversal 

Momento K-m. 

b ).- Fuerias actuantes debido o maquinaria 

Fig. 4.1 I ESQUEMA V DATO'S PARA EL PROBLEMA 1 
82 

Vz = 603 CO! Jll + 251 Cos 2 

Vzp = 603 Cos A t 

Vzs = 25 I Cos 2 .Ilt [Ko·1 

Hxp = 329 Sen .J\. t 

[Kg.] 

Mx= 4705 Cos Jl t + 1709 Cos 2 Jl t 

Mxp = 4705 Cos Jl t 

t 

MIs: 1709 Cos 2JU [Kg.-m.] 

Myp= 1564 Sen.llt 
(Kg. -m.] 

<D Combinación de fuerros verticales 
Combinación de momentos vertlca'es 

<ID Fuerzo vertical primaria 
Momento vertical primario 

@ Fuerzo vertical' secundario 
Momento verticol secundario 

® FuerlO horizontal primario 

Momento horlzonta' primario 
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TABl A 4.\ 

aO= 0648 

Frecuencia de operación 
1l. .. 61.3 

------~~"--------------~----------------------~------------------~------------------., M 00 O DE 
VIBRAR 

VERTICAL 

K. q l' I.SE8 KAn 

ell' )=3.2ES ~ 

HORIZONTAL 
TRANSVERSAL 

Kyl" )=1.8IE8 K,.!r 

PARAMETROS 
REOuERIDOS 

DATOS: ?f = 1876 Vm~ 
~ 

0= 2.4 m. G' 9851820 tlm.l ... 
L= 4.2m. V = 0.35 

f • 9.75 111 ~ ; 0.05 

JI. 2IT f SI. = 61.3 rod/2 

Cyn "1.74E6~ CALCULADOS 

HORIZONTAL A.4LB A = 40.22 m. 
LONGITUDINAL 4 3 1l=77.4m.4 
i<. (~ '-1.66E8 K/. h = ""'r LB 

C. H '=1.74E6 ~. 1 Y • ~L3 B 
3 

Iy= 237m.4 

CABECEO l. 
J '- .1.. LB 1~+O2) J = 314.5m4 

TRANSVERSAL 3 

¡(IX I ~ )'1.02E9 K-rr A B ..A.. 1. 75 ~.-. 0.57 
¿rx( ~ )'335E6 KSlI' 

4L· l. B 

CABECEO p=~ UTN 
p, 191.23~ 

LONGITUDINAL 9 m. 

Kryl ~ r-1.87E9 K.", 
VI' (-% ) 1/2 

&y (~ ):S.5E6 Ksm. 
VI' 227 m/2 

TORSION RB '¡¡o .0.648 4.0 %--

Kz (J )'2.4(9 K-m. VI 

~zq ):8.7E6Klm 

.-

, ' 

FORMULAS USADAS PARA lOS 
CALCULO' 

~ 
11 ),n 

s, - G.7J + 1.54 -
<l' 

/(.-s.~ 
1-. 

k Z POli I"n:RPOI.ACION 

IN "A 'IOURA J.d.11 

H 
C,---oV.1I 

.(1 -.) 

(")' o. s, • 4,5 "LI k Y poa IN"'"POI.ACION 

!N "" 'IOURA 3.41.13 
2Le 

/( -s
r '1-" 

G.71lC ( 8) /(-/(--- 1--
, '0.13 - • l 

B 
S,~ .. ),2 fOTL' > 0.4 k rx 

S, - 3.2 kry 

1(.,.S.,~(ly)"" 
1 - • 

K, - S.C! 1)'" 

S. -).8 + 10.7 (I-~r 

.~C'f • pV,1\ 

k •• 1 

POR INTERPOLA ClaN 

EN "" '¡OURA l.d.14 a 

C. -
-\1 

POR INT!RPOI.ACION 

EN LA ,IOURA 3.d.140 

C -.. '!tU 

kt 
POR INTI!RPOI.ACION 

111 "A '10 U R A 3.41.14.11 

C. :. ,V.I 

EXPREStON E S PA RA INCOR PORA' 
El 

AMORTIGUAMIENTO HISTERETICO 

75 

CA LCULO DE RIGfDE CES 
K (P= j( - .J1.c 

51'0.73+ 1.54 10.51,°·75 • 1.14 

MI' 1.74 t2X4,2 X985E61111-0.35)a 2.IES II/m 

kz=O.95'" ¡U I 0.9512IE8 • I.99E811/m. 

Rr 1 ~ 1=1.99f:8-161:3)(UE6,tO.05):, 1.9E8 k/m. 

CALCULO DE AMORTIGUADORES 

el'): e +C~)~ 
V~"13.41 227/t3.1416111-0.351· 378m/_ 

~, • 1 

C,oU)C318) (191.231140.22)' 2.9E6 : 

C'í1'")129E6+1 21 1.99E8) 10.05.321:6 K, ,.. 61.3 m. 

S'" 4.5 10.51,°·38 1 3.63 e, 11 
K. 

K,. 3.63t214.2a9.85E61/t2-0.351=1.82E8K,fn. c,a (I)(J911(221 1140.22 • l. 74E6;;;: 

.,"1.03 .. iC,=(I.03)(l82E8" 1.81E8 K/trt. _ 2(1.87E61 K •. 
e, ( ,. , al. 74E6 + 0.05 sI. 74E6 m. 

iCy t f. ) =1.81E8-61.3(1.14E61 10.05 01.81Ea K/tn. 61.3 

02l(42119.85E61'
0 

KI 
K.I 1.82t8 - 10.15 -0.351 (1-0.571· 1.72E8 ""IT e •• (1)( 191.12271 t 40.22)' l. 74E6 m 

i< •• 1.72E8 K/m. 

iC, 1 f. ): •. 72E8 -61.3(1.16)0.05' I.66E8 K.An. 

s,. 1 3.2 

K'I' :5 2 I~ 1111.4 )0.15 >Io2¡E9 K- ... 
. '-035 

k,.= 0.9 .... K'I=10.9)(1I5E91.1:03E9 K - m. 

irtn; }'1.03E9-61.3n.67E610.0!50 1.02E9 Km 
5r,-3.2 3.2 

Kr,' 3 2 (~ )(2371°.15 • 22E9 K-m. 
. 1-0.35 

.. ... 
e,. el' I 

C.CJ ,aI.74E6+ 2!1.12E61 0.05.1. 74E6 ..!t!.. 
6 1.3 m 

e,.lt31811191.23177.4 I 5.6EG Klm. 

¿',. • 0.3 ... Cro s 1.67E6 Klm. 

Cfl(~ )'1.67E6 .. 2(1.03E9) O.0513.35E6 lúm, 
61.3 

er"(318l(191.23)(237) a rZI3E6 K·m. - . .. 
er, I er, el" é"~ I Q2 3.42E6 lúm 

k', = 0.85 .... ¡(". (O.85)(2.2E91:'.88E9 Km. ) 
&, 1~1'3.42E6+2(!~.~E9 0.05>6.5E6 Klm. 

¡¡" I ~ )'1.88E9-61:313.42E610.05·I87E9 K"'; 

SfI3.8+10.711-0.51,
IO 

3.8 el 0(91)(227)(3141' 

K'. 3.8 t9.8E61 (314.5,0.15 • 2.78E91C_ el 00.34 er. ef ~I' 
2.5E9 K-m. Cf t~ )S4.6E6+21!.~~9 ) 

¡f: 2.5E9 - 61.3 (4.6E6 )0.05. Z.4[9 

UI09 ¡(toO.912.18E9, : 

13.6E6 K,m. 

4.6E6 k,m 

0.05. 8.7E& lútn. 



¡ 
;1 

TAI::JLA 4. L 

(lo; 0.648 

MO.DO DE 

VI B R A R 

VERTICAL 1(z (JI.): 2.31 E8 K/m. 

HORIZONTAL 1\1 1St ): 1. 56E8 K/m. 

TRANSVERSAL 

HORIZONTAL Xx LQ): 1. 45E8 K/m 

LONGITUDINAL 

CABECEO J(p (1/. )=O.84E9 K/m 
TRANSVERSAL 

CABECEO 

LONGITUDINAL 

TORSION 

" ' 

1<ry Líl)= 1.49E9 K/m. 

7<t (.Q) = 
. " 

, . 

Jl. = 61. 3 rod/s M= 17693 UTM !xx = 53129.7 K-s2m. lyy=1I2600.5 K-s2m. 

1( z (n ) = 1. 9 E8 K 1m 

J\ -MJt 2 : I 23 Ea K/m. 

1(11 ( ) = 1.81E8 K/m 

1<- M1l. 2" 1.145E8 K/m. 

rJ<.1 x efl ): 1.66E8 K/m. 

2 
- MJt = 0.99E8 K/m. 

1< Ir. (Jt )= 1.02 E9 K/m. 

1(-llt 0.82 E9 K/m. 

1(lry (.Q ): 1.87E9 K-m 

rx. -' lA 2 = 1.44 E 9 K m 
y 

11\lt LQ): 2.4E9 K-m 

: 

16 

1<. 2z en ) = 3.2E6(61.3' = 1.96E8 K/m 

1<. 2 Y (.a ): 1.74E6 (61.3':: 1.06 E8 K/m. 

1<. 2xl.Q )=1.74E6(61.3):: 1.06E8 K/m 

1<.. 2rxdl )=3.35EG(61.3 ):0.205E9Kfin 

'J{ 2' Y (n) = 6. 5 E 6 ( 6 1. 3 ) = O. 4 E 9 K - m . 

1(2t ca 1=8.7E6(61.3'::0.53E9 K-m. 



TABLA 4.3.-Resumen de resultados para el problema 1, corresponden a la 
frecuencia de operaci6n primaria de la máquina, ao :: 0.65 .. 

modo de vi.brar accifn e\.olmo de. orfo- referenci.a. 9 
.nvo v."l. ".cae •• mp .e 

v.rl.ical 3.26 ¡.l 3.26 I-l 2.6 ¡.l 

horizont.al xx 2.27 ¡.l ------ 1.48 ¡.l 

co.bec.o xx 7. 63E-6 rad B.49E-6 rada 5.04E-6 rada 

cab.c'.o yy 1.05E-6 rad ------ O.B4E-6 rada 

T~ 4.4.-Resumen de resultados para el problena 2 

d.erlQzari.nlo acc:if;>n Q\.Ima. d •. a.rro- 1'.fe1'encia. a v. 1. .. 00. .nvo v.nL. n~c:o. •• ~mp •• 
waq\li.na+l>loque 4.91 I-l 2.73 I-l 2.73 ¡.l 
•• n.rc.a. 

cimenlocion 0.01 I-l 0.03 I-l Sie cf;>"s\.dera. nu o. 

I-l = micras 
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ANEXO A ,-CRITERIOS DE DISENO, DE SEGURIDAD Y UE SERVICIO DE LA 
MAQUINARIA 

Entre otros criterios de diseF10 los más comunes son; la revisión por 
capacidad de carga del suelo de cimentación as! ~omo las deformaciones 
estáticas inducidas por las cargas estaticas, comparación con estados 
11mite de comportamiento dinámico en función de amplitudes máximas~ 

velocidades y aceleraciones máximas, factor de amplificación máximo, 
posibilidad de resonancia y factor de trasmisibilidad máxima, revisión 
de todos los modos posibles de vibraci6n incluyendo los acoplados, 
consideraciones de falla por fatiga de la máquina, estructura o 
conexiones y a consideraciones de efectes biológicos y psicológicos en 
la gente, sensitividad de equipos, da"os a estructuras y la 
posibilidad de resonancia de componentes estructurales individuales. 

En las figuras A.l, A.2, Y A.3 se muestran algunos de estos criteri.os 
y como guia ~n la. tabla A.l se re~umen los mism:::¡s s1n que todos sean 
aplicables a un problema particular. 

~xisten consideraciones especiales relativas a les criterios de disefio 
que es conveniente mencionar y son las siguientes: 

A. i .. -O 1 SENO CONTRA DESBALÁNCEO. 

Aún y' cuando el desbalanceo trace de corregir-se siempre e}~istirá un 
desbalanceo residual que es producto de lo paco económico y poco 
práctico llegar al balanceo ideal. En vist_a de 10 anter'ior la ISO 
( 1 r.tsrn.at.i anal S'tandars Organi sati cn) ha propuesto ci er-tas 
recomendaciones en forma de tablas de "calidad de bal-anceo de cuerpos 
¡"igidos que n:;tan 11, estas recomendacioneE se n::!·fier·en al desbalanceo 
r-esidual permisible para la máxima frecuencia de rotación de un rotor 
y asocia varios tipos de rotores representativos con rangos de calidad 
recomendados. 

Las cu.rvas de la figura A.2 muestran el desbalanceo residual aceptable 
propuesto como funci6n de la frecuencia de rotación de rotor. 

A.2.-RESPUESTA DEL HOMBRE A LAS VIBRACIONES. 

Tres criterios basados en el ccmportamiento biol6gico y -psi eol6gi c:o-·, -
del hombre a las vibraciones son los -:que rigen los requisi:t-os ~ de 
seguridad y de servicio de :las máquinas vibratorias; uno es-cel' ·-:U-mite:.:: 
s:.!perior, y consiste en un criterio aceptable con-tra el: :-ries'go de: 
perturbar 1 a sal un, otro corresponde -al buen c.omportami enta del' :hombr.e- --
y generalmente se toma como el doble del limite correspondient~ ~l de 
iatiga y disminución de la eficiencia~ otro criterio es la ~educci6n 

bel confort.En la figufa A.3 se muestran algunos de estos criterios 
P';;';' a. 1.::.'1 C'BSO (ie la respuesta del hombre a los i mp;lctos. 



l.-Consideraciones funcionales de instalaci6n 
A.-Ncdos de falla y objetivos de disefto. 
B.-Causas de falla. 
C.-Medio ambiente en que se desarrolla la operación total. 
D.-Costos iniciales en relación con A. 
E.-Costos de mantenimiento. 
r,-costos de reemplazo. 

Ir.-Consideraciones de dise~o para instalaci6n. 
A. --Capacidad de carga est~tica admisible. 
B.-Asentamiento estAtiio. 
C.-Capacidad de carga estática mAs dinámica. 
D.-Asentamiento estático m~s dinámico. 
E.-Condiciones limites: 

l.-Amplitud de vibración a frecuencia de operación. 
2.-Velocidad. 
::S.-Aceleraci6n. 

F.-Modos posibles de vibraci6n y efectos de acoplamiento. 
G.-Fallas por fatiga en : 

l.-Componentes de la máquina. 
2.-Conexiones. 
3.-Estn.lctUl~as de soporte. 

H.--Demandas del medio ambiente: 
l.-Efectos bio16gicos y psicol6gicos en personas. 
2. -Efectos en equipes sensi si ti ves cercanos .. 
3 .. --Resonanci a de componentes estructurales 

III.--Consideraciones de disefio para instalación de equipo sensitivo. 
A.-Amplitudes limite de -aceleraci6n, velocidad y desplazamiento. 
B.-Vibraci6n ambiental. 
C.-Cambios posibles de vibración ambiental: 

l.-Por construcci6n. 
2.-Por nuevo equipo. 

D.-Aislamiento de cimentaciones. 
E.-Aislamiento local de máquinas individuales 
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AMElO l." SOLUCION DE LA ECUACIOlf DE EQUILIBRIO DINAMlCO. 

13.1. SOLUCION DE LA ECUACION DE EQUILIBRIO DINAMICO : 

R(t> $ M ü<t) = PCt) ee:. B. 1 

Nota: El s1mbolo $ indica suma vectorial y para referencia úsese la 
notación de la figura 9.1. 

RESF~ESTA MAXlHA EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCA. 

P(tl 

u (t) 

~ .. 'l\. 
= Po e 

;,1"""" t .... ¡ 
= Uo e .... • .'-' 

i.,:.~ -= i. () Uo e 

sustituyendo en la ecuaci6n B.l 

'X u (t) + M (-O~ u (t) ) 
io 1. = Po ;? 

i.,,~ l \.9> Z ~Q 1. i.+ ~,.;. L 
'1( Uo e e - M O Uo e e = Po e 

eliminando términos 

i..-. 9( Uo e 

factorizando 

Po :. (Cos 4; ..... 

Po 

+ \.9'.:2 } 

ec.D.2 

ec:.B.3 

ee.D.4 

ee.D.S 

ec.B.6 

ec.B.7 



igualando reales con reales y complejos con complejos obtenemos el 
sistema de ecuaciones siguiente: 

~ Po 
{9ú. - NO 1 Casi/- - 9'\2 Sen;p·- Uo ec~ E~8 

ec. B.9 

de donde; 

es decir 

Tg.¡P := 
':f~z :K2 ----- eco B.I0 ------ = 

y por el tecirema de PitAgoras 

Sen~ - _.~~==== 
I Z 

/')(2 
ec. B.11 ---. 

z 
+ (M02

- ;:,.) 

Ccs:p -=:: eco B.12 
I Z ------2--. 

/;xz + (NO
z - ~1) 

por otra parte de la ecuación B.8 

Po 
iJ() Cos 4> 

! 
19~ _.-

sustituyendo B. 10 Y 3.12, entonces 

I . 
~ 2 

/5'(2 
2. (NO - 'A'J.) 

- 9(1 



il 

{ 9'4 - MOa) (NO:.! - 9ú ) -- ?::z 

cambiando de signe 

2 2 2 
;y"" - 2X:J.110

2 + (M0
2

) + '7'\:2. = 

f actori zando 

(;}~ -- Nn) +:1'\.2 _. [ 2 2 ~ ]2 

= 

Po / :x: + (t1d~ -
Uo 

2 

[9d + (Hrl ) Z - 2MO:;¿X:t + :Id] 

<:Y...1 - MQ } 
[ 

2 2 

dividiendo entre el término entre p.réntesis 

sacando raíz =uadrada en ambos miembros tenemos: 

Po 

si. Uesl; si endó Uüst. el deso 1 azami Ento estát i ca, entonce5 :: 



Ir 
-_ ... _.-_. __ ...... _-.. __ ... _.~ 

z z .2-{ !X.. - MO ) + 9(,2 u .... ~ 
Uo = ------------

amplificació~ din~mica como 

A --
Uo 9ü ----
U~ .. L. 

y asl 

SQLUCION USANDO NOTAC!ON VECTORIAL COMPLEJA 

Si. 

RctJ $ M U(t> = P<t) 

definir el 

~\Q l+.;t.> Y puesto que; uCtJ = Uo e puede expresarse como : 

(.. . ie l 
u ~ J == (UI + iU~) e 

entonces 

• ..J (t) == ~n <ll1 ~- iUz} 

ü(t) == - rlhJ1 + iU2) 
io l 

e 

factor de 

ec.B.13 

ec. nu 14 

ec.B.15 

ec. B. 16 

sustituyendo las ecuaciones B.2~ B.3. B.7~ B.14~ 0.15 Y S.16 en la 
ecuaciÓlI B.l, tenemos que: 

eliminando t~rminos y efectuando operaciones 

., 
M~Y) uz -+ <:':2Ui !- Po 

igualando reales ~on reales y complejQs can complejos 

~' ~; •. .l 

tí~.:.-
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lo cual en forma matricial queda 

[

(:J<j -

~2 

'j.~2 z] [Ul] = FU] 
(SCCs. - MO) uz lo 

matriz que es la ec.3.d.12 

ec.D.17 

ANALOGIA CON UN SISTEMA ELEM~NTAL DE UN GRADO DE LIBERTAD. 

La ecuación de equilibrio dinámico de un sistema elemental de un grado 
de libertad es 

M UCt> + e ú(t) + K u(t> - PCt} ec.B.16 

sustituyendo las ecuaciones B.2~ B.3~ 9.4, B. lq~ 9.15 Y S.16 en la 
B.18 tenemos que: 

;¡( ~c l L~"l -NO {Ul + i.uz} e .. + C(~n) (us + tu,de l ) i.S;;) ~ ic l 
+- K (us + i.uz e == Po e 

eliminando términos y efectuando operaciones 

ec.B.117 

igualando ¡-sales con reales y comp! ejos. cen complejOS 

• 
U1CO + U2 (K 

10 cua! en forma matricial queda: 

ec.B.20 

1 - ec. B. 17 

eC:.B.21 

C!1 :: 7...2 ec:.B.22 

De lo ellal puede concluirse ~oue si se us~ !z sO}t!r::!6~ riel 
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elemental de un grado de libertad; en la ecuaci6n B.21, ~ tiene 
asociada la rigidez y la inercia del suelo de cimentación, por lo 
tanto K no es una constante, como es común suponer en la soluci6n del 
sistema elemental de un grada de libertad. De la anterior, por 
conveniencia y para diferenciar entre una resorte constante y una 
rigidez variable se define lo siguiente: 

K = rigidez o resorte dinamico equivalente, es una variable. 
K = rigidez o resorte estático, es una constante. 

Por lo anteriDr, si se usa la sDlución del sistema 
grado de libertad para representar el problema de 
estructura planteado en la ecuacion S.1; la 
ecuaciones B.2O debe interprestarse como una K, 
sistema queda: 

[

(i( -

cn 
-cn ] 

(I( Mnz ) 

elemental de un 
interacción suelo 

K del sistema de 
con 10 que dicho 

ec.B.23 

La relación entre K y K puede encontrarse como sigue: 

Puede demostrarse que al dividir la ecuación B.19 entre us+iU2 resulta 

Po P(t) 
= u,.+\.uz u(t) 

siendo : 

P(t) Po \.(Q l> = e 

u(t) = (U,. + iuz)e \.lO l 

Uo 

rp = Arc. tan (~) Ui 

ec.D.24 

\.(Q l+~) = UD e (ver anexo C) 

de lo anterior, la ecuación B.19 puede arreglarse como se indica !I 

P(t) z = (K - Mn ) + i. en u(t) 

expresi~~ que es semejante a la B.3, es decir: 

P (t) v 2 
U (t) =: (.'- - NO } + i en 

R<t ) 
u(t) 

ec-,;B.25 



Nótese que P(t) es diferente de R<t). 

Otra vez, si se utiliza la solución del sistema elemental de un grado 
de libertad; debe mantenerse la misma impedancia~ esto significa que: 

P'(t) 
u(t) sea igual a 

R (t). 
u(t>' lo cual es cierto~ si y s6lo si, se cumple lo 

siQuiente : 

9~ :: 1< - M0
2 

7"\2 = eo 

pero Xi :: K por lo tanto . . 
K :: K - MO

z ec.B.26 

que es lo que se querla encontrar. 

Por otra parte, si analizamos el término K - N02 de 13 ecuación 
vemos Que: 

(K - M02
) = K (1- M.t1

Z
) 

}( 

K (1- 0
2

) = I(/M 

:: I;~ (1 - o:) 
w,.. 

= K <1 - r Z
) 

= Kk siendo k= ( 1 - r z) ec.9.27 

con lo que la ecuación 9.26 queda: 

-
K == KA.. 

donde : 

9.26 

o es 1 a relación de frecuenc.ia de la acción a frecuencia r = 
wn 

natural de vibracián no amortiguada • 
.k:: coeficiente de variación de la rigidez dinámica con l.a'" 

frecuencia. 

Por otra parte eL amortiguami.ento_C.se. manti,ene independien:te :'·.de ___ l:as_ :.. 
caracterlsticas de inercia deL sistem,a y si_analizamos el:.:.oté.r.mi~,o::.J:¡n_ 

puesto ql!e : 

89 



Ce 

C 
Ce 

= 2¡;;-' 

donde: 

~ = relaci6n de amortiguamientos como se define en el sistema 

elemental de un grado de libertad. 

Ce= amortiguamiento critico para que el sistema elemental de un grado 

de libertad no vibre. 
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B.2.-S0LUCION DEL MODO VERTICAL DE DOS GRADOS DE LIBERTAD. 

Ecuaciones de equilibrio, ver figura 3.d.6.a. 

111Zl + K1U1 + C1W = P (t) 

"zzz + Kz2Z + Czzz - KlU1 - ClU1 = O 

U1 = 21 - 22 

sustituyendo B.31 en B.30 y B.29 

"l:t1 + Kt (21 - 2Z) + C1 (:Zt zz) = P (t) 

"zzz + Kz2Z + CZZ2 Kl(Zt 22) Cl(Zl - %2) = O 

efectuando operaciones quedan 

M1Z1 + Kt (21 - 22) + el (%1 - %Z) = P (t) 

"2%Z + U(z + Kl) zz + (Cz +Cl) %2 - K121 - C1Zl = O 

si : 

P(t) Po e
iQ l = 

j,.(C l +<1>1) 
(Zu., + iZ12) e i.n l 

21 = 210 e = 
i.ca l + <l>Z ) 

(zn + ¡2zz) e iQ l 
22 = zzo e = 
entonces . • . 

le 
i.cc l+<I>1) 

21 = 2110 e ::: i.e 2i .. z icc l+4>f. ) Z 
Z1 ::: -c 210 e ::: -c 21 

%2 i.n 
ico l+<I>Z ) 

lo ::: %20 e ::: 22 

ZZ Z i(c l+<I>Z ) Z 
::: -o 2Z0 e ::: -o 2z 

susti tuyendo en B.32 Y B.33--

Z ie l 
""'1110 (2U+i.%1Z) e + 1 ZU,+i.212 e. -K [( --) i.e l 

••• +C1 (i.O> [(ZU+i.ZS.2) e iC 
l - (Z2..1+iZU) e lC 

"] = 
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i.e l Po e 

ec.B.29 

ec.B.30 

ec.B.31 

ec.B.32 

ec.B.33 

.~ ec .• B.35.:.--_ ~ 



eliminando términos, efectuando operaciones y agrupando .reales can 
reales y complejos con complejos las ecuaciones 9.34 y ·S.35 quedan : 

= Po 

(K2+1(,)Z2I. - Ozt1zzZt. - OCC2+Ci'ZU - K:iz" + C.czsz + 

••.•.•• +l [(I(z+Kd zzz - OZttzzzz + CHCz+Cuzzs - CsOzu - KSZU] = 0 

igualando reales can reales y complejos can complejas las ecuaciones 
anteriores quedan : 

K1 (zu+lZ1Z) -tlsOzZIl-OCS (ZIZ-ZZZ) == Po 

K. (z,z-zaz) -MS02ZiZ+OCf. (ZU-Z;U) = O 

2 (K2+1<1) Z 21. -:0 Mzzz .. -o (Cz+C ... ) 2 U-KiZU +C~ l.2 = O 

O{a+K""zu-OZtbZ22+0(Cz+Cuzn-C.czu-KlZiZ = O 

lo que en ferma matricial queda : 

[

(K& -r1l.C'l) 
OC, 

-K. 
-OC. 

-oc. 
(k.-tb.Oz ) 

OCs 
-K .. 

-K .. 
-ce .. a 

(1{ i +Kz -1'120 ) 
O(C .. +Ca) 

OC& ] [2""] ~o] -KA Zt..8 O 
-O(Cs+CZ)a zzs = O 

CI{,+Ka-l'taO) zaa O 

le que para el modelo del prablema2 mostrado en ~la figw:a~ :3.::d.'7~.-a.-=_ 

deber á. interpretarse coma se-;i·nd.í,c'a::: '-. ~d::;::3;_"'."":- ~ l '". '; -~ - ~ 

o 
(K i --!"k(

2
) 

O 
-Ki 

-Ki 
O _. 

. - Z 
CK:i+Ka-l'taO ) 

OCa" 

con los valores siguientes :. 

C .. = O 
Ca = Cz = 1.11E6 Kg s/m 
Ki = ~ref¡Orl.eSil = 3. 14óE6Kg/ m.ó:, 

Kz = Kz = -3.0EB Kg/m 
MI = 4283.33 UTM. 

!'tz = 5442. 40 UTM. 

Po = 732 I<:g par a la envol vente". 

-.. 

-:. 

--- "'-_=:'Z ;:r 
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Po = 396 para la frecuencia lSS.51 rad/seg 
Po = 337 para la frecuencia 941.41 rad/seg 
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AlIEXO c. -'ROT Act01l VEctOIJAL. 
Es conveniente utilizar la notaciál vectcrial compleja para 
representar fuerzas y desplazamientos" Dicha notaciál permite 
representar el desfasamiento entre fuerza y desplazami,ento a través de 
lás componentes, real y compleja, de un vector representado en el 
plano compleja. En este casa, la parte real de un número compleja 
estar. asociada a las caracterlsticas de rigidez e inercia del 
sistema, mientras que la parte imaginaria, r~leja las caracterlsticas 
de amortiguamiento del sistema. Para referencia se usar. la figura 
C.1. 

Por otra parte, es útil demostrar que 

uC't) ( +. ) ig \. iCQ l+4» = UI \U2 e = uo e ec.C.1 

As!, si 

ec.C.2 

entonces esta ecuaci 6n es igual a 

= (u, + iU2) [cos (Ot) + i Sen <nt)] 
de la que; efectuando operaciones, tenemos 

= [Ui Cos (ot) - U2 Sen (ot)] + ~ [Uf. Sen (Ot) + U2 Cos (ot)] 

= Ui [ces ,Ot) - ~: Sen <ot)] +- ~ Ui. [sen <nt) 

por el teorema de Pitágcras: 

Tan 4> = u.a 
us 

y 

entonces la ecuación C.2 queda 

Cos 4; =: 

uz ] -+ Ces (Qt) 
us 

= Ul [cos (ot) - Tan ~ Sen (ot) -+ \. (Sen (nt) + Tan ~ Cos =(ot.),.] .:..-, ,.-

= us [ces (ot) 
Sen 4> 
Cos ;¡; 

Sén .J.. • ] 

Sen (Ot)---+-i.-(.5en (Ot) + cos; Cos- (-~)J= 

= CO~I~ [ces 4; Ces (ot) - Sen ~ Sen (Ot) + ~ (Cas 4> Sen (ot> 
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•••• Sen ~ Cas (Ot»] 

y por las identidades trigonométricas z 

Cas (a + ~) = Cas a Cos ~ - Sen a Sen ~ ... 

sen (a! ~J = Sen a Cos ~ + Cas a Sen ~ 

se encuentra que 

= I uf + ul [ Ces (t/J + Qt) + l Sen (t/J + Qt) ] 

y se concluye que 

u(t) = (Ut + Uu)ei.o l = UQ e"CO l+~ 

siendo : 

Uo = I ui + ul 

t/I = Arc. Tan 
UZ 
Uf. 

lo que se querla demostrar. 
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lmog 

Ampl. 

1-- b -t- b -+ 
Real 

F:a'" i b 
F : 0- jb 

= IF1e ie : IFleje 

jb 

a ).- Notación vectorial complejo. 

F = o + bj = (F) e j e 

a = I F I Cos e 

b = I F I Sen e 

(F ) = Va2 + b2 

9= tg- I (.E....) o Real 

i 
a 

~ 

en eL 
cero 

. , 
b):- Representocion de .. 10 sumo de dos vert(' 1"':-<; que giran en contra·, uno 

respecto 01 otro. 

Fig. C.1 NOTACION DE REFERENCIA 
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