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INTRODUCCION. 

Para realizar el análisis y diseño de una estructura es 

recomendable, primeramente~ definir los estados límite bajo 

los cuales se considera que ésta deja de cumplir satisfac-

toriamente la función para la cual fué diseñada. Estos 

estados límite pueden ser de servicio (una deformación 

máxima, por ejemplo) o de falla (inestabilidad, por 

ejemplo). 

Tradicionalmente las estructuras de acero han sido 

diseñadas Qtilizando esfuerzos permisibles, aunque a 

úl timas fechas el es tud i o 'd e ·su· comportam iento has ta la 

falla ha hecho que se desarrollen los métodos plásticos. 

Independientemente del método utilizado para el diseño, ha 

sido práct~ca común obterier los elementos mecánicos por 

medio de un análisis de primer orden, es decir 

estableciendo las ecuaciones d~ equilibrio tomando como 

base la geometría inici~l de la estructura. Teóricamente 
r . 

una estructura simétrica, én cargas y geometría, no sufre 

desplazamientos laterales hasta que la carga alcanza un 

cierto valor crítico, bajo la cual la estructura se pandea; 

sin embargo, el efecto de imperfecCiones iniciales (~n la 

cons.tr_ucc.ión de los element.os o en su montaje), .causa que 

este comportamiento sea hipótetico en las estructuras 

reales. 
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El estudio de los efectos de segundo orden (form~iaci6n de 

las ecuaciones de equilibrio tomando como base la geometría 

de la estructura defor~ada); ha mostrado que la resistencia 

y rigidez de una estructura pueden disminuir 

considerablementé, con respecto a las que se obtienen de un 

análisis , de primer orden; al ocasionar mayores 

desplazamientos, los' efectos. de segundo orden, causan 

mayores esfuerzos, por lo que los elementos alcanzan más 

,rapidamenteel esfuerzo de flueneiai lo ,que a su vez 

ocasi6na un incr.mento ·en los desplazamientos (por la 

disminuci6n de la rigidez); al aumentar la carga el proceso 

se acelera llegándose, eventualmente, al colapso de la 

estructura~ 

Hasta la fecha el reglamento del "American Institute of 

S t e e 1 Co n s t r u c t ion" y 1 a s "Normas T~cnicas Compl~me~tarias 

para el disefio y contrucci6~ de Estructuras Metálicas del 

D.F.II (aunque ~stas últimas permiten un m~todo alternativo) 

han considerado los ~fectos de segundo orden de una manera 

indirecta; estudios recientes han demostrado que estas 

recomendaciones, son en general muy conservadoras, pero 

pueden llegar a dar resultados del lado de la inseguridad. 

El objet'ivo del < ~presente trabajo es realizar' una revisi6n 

de los principales m~todos y recomendaciones para la 

consideraci6n, en-el análisis o disefio, de los efectos de 
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segundo orden y su efecto sobre la carga máxima que puede 
: 

soportar uha estructura formada por marcos planos ~egulares 

sin contraventear. 
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CAPITULO 1 

DESPLAZAMIENTOS RELATIVOS EN LOS EXTREMOS DE UNA COLUMNA. 

Existen en_la actualLdad muchos tipos d~ estructuraciones, 

la decisión de escoger uno en particular depende, entre 

otras cosas, de las nece~idades arquitectónicas y de la 

altura del edificio. Uno de los sist~mas más utilizados 

para edificios de mediana altura es el compuesto por vigas 

y columnas que forman marcos ríiidos sin contraventear; en 

este trabajo se analiian los efectos de segundo orden sobre 

este tipo de estructuras. 

Algunos reglamentos consideran a este tipo dé estructuras 

divididas en dos grupos: 

1.- Marcos contraventeados 

2.- Marcos no contraventeados 

De esta manera se definé, también, su comportamiento, 

dependiendo si se consideran den~ro de _ la primera 

clasificación o de la segunda~ En ~arcos contraventeados se 

supone que los desplazamientos laterales son suficien­

temente pequeños para no afectar, de manera significativa, 

el comportamiento de la estructura, que puede'considerarse 

como el que sig~e: 
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En las primeras etapas de carga el marco se mantiene sin 

pero al alcanzar las cargas deformarse lateralmente, 

cierto valor crítico, los desplazamientos laterales 

un 

se 

inicLan y crecen indefinidamente (fig.l), este fenómeno 

que puede presentarse en el intervalo elástico o en el 

inelástico, es denominado ~pandeQ", caracterizadO por tener 

un punto de "bifurcación del equilibrio", a partir del cual 

el marco puede, teóricamente, seguir soportando incrementos 

de carga sin deformarse lateralmente, o bien iniciar los 

desplazamientos laterales bajo carga constante (fig. 2). 

En marcos no contraventeados se pueden presentar dosJcasos: 

( 1) cuando solo actuan cargas verticales y (2 ) cuando 

actuan cargas verticales y horizontales. En el prim~r caso, 

si el marco es simétrico en cargas y geometría, se presenta 

el fenómeno de pandeo pero las cargas críticas resultan 

menores que ~ando el marco esta contraventeado. El compor-

tamiento del segundo caso difiere considerablemente del 

primero ya que los desplazamientos l~terales se inician 

desde el momento que se aplica la carga (suponiendo que no 

existen imperfecciones iniciales) y continúan 

incrementándose conforme la carga. aumenta, este proceso, al 

carecer de un punto de bifurcación del equilibrio, se le ha 

denominado inestabilidad. Este fenómeho se caracteriza por 

un aumento de los desplazamieptos al incrementar- la carga 

hasta alcanzar un valor - máximo, a partir del cual los 
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aumentos de desplazamient~s van acompafiados por dis-
¡. 

minuciones en la carga (fig. 3). 

Al desplazarse lateralmente la estructura su comportamiento 

se modifica, los principales efectos son: 

- Se- incrementan los esfuerzos, 
elementos que forman el marco. 

en los 

- Las fuerzas horizontales y verticales que 
puede soportar el marco disminuyen 

En estructuras formadas exclusivamente por marcos rígidos 

sin contraventear, aunq4e teóricamente es posible llegar a 

tener .un comportamiento como el sefialado én la figura 1, 'la 

real i dad. es que s u comportami ento es ,si em pre como el 

mostrado en .la figura ,3, debido, 
. e . 

por ,una. parte, a la 

imposibilidad de evita~"ciertas impe~fecciones tant~ ,en la 

fabricación de los elementos compbnentes del marco, como en 

su montaje, y por otra par~e a la asimetría en geometría 

y/o cargas actuantes sobre la estructura. 

Para intentar predecir el comportamiento de un marco rígido 

se han desarrollado varios' métodoª de análisis con diferen-

tes hipótesis acerca del comportamiento del material en las 

distintas etapas de carga, los principales métodos 

utilizados en la actualid?d son: 

1.- Análisis elás~ico lineal de primer orden. 
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Se considera que el comportamiento de los elementos. que 

forman la estructura es elástico lineal durante todo el 

proceso de carga (fig. 4), el análisis se realiza con­

s id erando 1 a es tructura sin' d-e formar. 

2.- Análisis elástico lineal de segundo orden. 

Para el anilisis se considera ala estructura en su 

posición deformada y el material se considera elástico en 

todas las etapas de la carga. 

3.- Análisis rígido plástico de primer orden. 

El análisis se realiza sobre la estructura sin deformar y. 

el material se supone indeformable hasta alcanzar su límite 

de fluencia, a partir del cual las deformaciones crecen 

indefinidamente (fig. 5). 

4.- Anilisis rígido plástico de segundo orden. 

El análisis se realiza sobre la estructura deformada, y el 

comportamiento del" material es como el mostrado en la 

figura 5. 

5.- Anilisis ela~to-plástico de primer orden. 

Se supone que el material tiene un comport~miento lineal 

elistico hasta que se alcanza el límite de fluenc~a, a 
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partir del cual cambia de elástico a plástico (fig.: 6); el 

análisis se realiza sobre la estructura sin deformar. 

6.- Análisis elasto-plástico de segundo orden. 

El comportamiento del material se supone como el de la 

figura 6 y el análisis se hace considerando a la estructura 

deformada. 

De los .m'todos anteriore~ el que se ha ~ncontrado que 

simula mejor. el comportamiento de los marcos rígidos de 

acero es el 6. 

Cuando se desea conocer el comportamiento de un marco, 

tanto en condiciones de servicio como en condiciones ,de 

falla, se acostumbra graficar la carga actuante contra el 

desplazamiento en las diferentes etapas de 'carga, en la 

ref. 1. se muestran curvas carga-desplazam;le·nto (fig. 7 ) 

c o r r e s pon die n t e"s a los diferentes métodos de análisis 

mencionados para el caso de un marco de un nivel y una 

crujía; se incluye, 
, , 

tambien, el comportamiento real del 

marco (obtenido experimeñtalmente) donde se muestra qUft el 

caso 6es el que se acerca más a este comportamiento. 

En las curvas de la figura 7 s,e supone' que el'marco falla 

por inestabilidad de conjunto, en su plano,-o por formación 

de un mecanismo con articulaciones. plásticas, sin ·que 

existan fallas prematuras ( pan d e o 01 o cal , pandeo por 
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flexotorsi6n,etc.), ésta hip6tesis se adoptar' an los 

capítulos sucesivos. 
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CAPITULO 2 

INFLUENCIA DE LOS DESPLAZAMIENTOS RELATIVOS DE LOS EXTREMOS 

DE LAS COLUMNAS EN LA CARGA DE INESTABILIDAD DE MARCOS 

RIGIDOS. 

El comportamiento de tin marco sim~trico en geometría y 

'-
carga sometido a cargas ve~ticales, est_ caracterizado (si 

se supone que no hay excentricidades o defectos iniciales) 

por el fen6meno ,de pandeo; ~l valor ~e la carga crítica de 

pandeo di smi nuye cons i dera b 1 ement e,· s i el de s pI a zami ento 

lateral del marco no se encuentra impedido. 

Lu(2) muestra la influencia del efecto mencionado en un 

marco de un nivel y una crujía (fig. 8); la carga máxima 

(punto A) solo se ·.,alcanza cuando se evita que" el marco se 

desplace lateralmente durante todo el proceso de carga, 

cuando esto no sucede, la carga máxima se alcanza, cuando 

el marco se pandea desplazándose lateralmente, en elinter-

valo elástico o inelástico (punto C o B), con un valor 

mucho menor que en el primer caso. 

Eh la ref. 1 se analiza un marco de un niv~l y una crujía 

(fig. 9), simétrico en cargas y geometría, utilizando el 

método de las rigideces y, considerando la disminuci6n de la 

rigidez de las columnas por efecto ~e la carga axial. 
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En la figura 10 se aprecian las diferencias en los valores 

de las cargas críticas de parideo al impedir, o no impedir, 

el desplazamiento lateral del cabezal. 

En -los dos ejemplos "anteriores se s'eñala la ~nfluencia, 

sobre el valor de la carga crítica, de los desplazamientos 

laterales en el. caso del fenómeno de pandeo; sin embargo, 

en ~os marcos r~ales raramente se presenta este caso, 

predominando el fenómeno de inestabilidad, durante el cual 

los despl~~amientos se incrementan gradualmente con la 

carga. 

De esta manera, cuando el ~esplazamiento lateral de un 

mar-.co no está, impedid·o, y actuan -sobre él cargas -verticales 

y horiz6ntal~s, 'existen estados en los que el marco se 

encuentra en equilibrio en una posición deformada 

lateralmente; al estudiar el comportamiento del marco en 

estas cond,iciones se puede' observar que hay efectos que no 

aparecen cuando el estudio se basa en su geometría inicial, 

a los que se denomina efectos de seg~ndo orden. 

Los efectos de segundo orden que se consideran en este 

trab~jo son: 

1.- Efec~o P-A y P-~ 

2.- Disminución de la rigidez por acción de 
la carga axial 

3.- Cambio de longitud de columnas 
o 
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Al considerar que la carga axial actua sobre las columnas 

de un marco deformadas y desplazadas lateralmente aparece 

el efecto p-A y P-~ (fig. 11). 

Lo anterior causa momentos adicionales ,sobre las columnas 

(y por equilibrio en las trabes) de valor p(A+~) lo que 
, , 

ocasiona que los desplazamientos se incrementen. El efecto 

2 provoca una disminución de la rigidez del marco y el 3 un 

aumento de los desplaz~miéntos lateraleS de entrepiso, pdr 

lo que los tres, en conjunto, producen una carga de ines-

tabilidad menor que la obtenlda despreciándolos. 

Al considerar que la columna se deforma, con respecto a la 

línea recta que une sus extremos, se producen momentos 

adicionales (efecto P- ~) que deben ser tomados en cuenta 

e n e 1 d i s e ñ o del a pie z"a • 

T~moshenko(30) encontró un factor de amplificación 

aproximado para considerar estos efectos con base en la 

solución exacta de la deflexión en una barra comprimida 

simplemente apoyada bajo tres diferentes condiciones de 

carga transversal (concentrada en el centro del claro, 

uniformemente rep~rtida, Y dos momentos iguales, que 

ocasionan curvat~ra . simple, aplicados en los extremos); 

este factor (adoptacto por las Normas Técnicas 

Complementarias del D.F. y el reglamento-del AISC) es: 
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1 
F.A = (l) 

1 - PIPcr 

donde: 

P = Fuerza de compre~ión en la columna 

Pcr = Carga crítica de pandeo elástico 

Esta fórmula proporciona errores menores a 2% cuando PIPcr 

< 0.6. 

En la ref. 1 se hace una comparación de 108 valores exactos 

del factor de amplificación y los obtenidos con la fór~ula 

anterior, donde se observa que la precisión es bastante 

buena, aún cuando PIPcr ~ 0.6 (se encontró un error máximo 

de 4.6% en los casos analizados). 

Para comprender de manera clara la influencia .del efecto 

p-'A sobre las estructuras, se muestra a continuación un 

método propuesto por Rpsenblueth(3) para tomarlo en cuenta. 

Consideremos un entrepiso intermedio de un marco de varios 

niveles sobre el cual se encuentran ,aplicadas cargas ver-

ticales y horizontales (éstas pueden ser debidas a ~iento o 

sismo; las imperfecciones iniciales en el 'marco pueden 

-tratarse de un~ manera semejante). Al aplicar solamente la 
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fuerza horizontal se produce un desplazamiento relativo 

entre el extremo superior e inferior· del entrepiso, que se 

denotará con "Xv", al aplicar las car'gas verticales el 

desplazamiento se incrementa en la cantidad "XW"¡ llamando 

al desplazamiento relativo total como X,=Xv+Xw, el momento 

de entrepiso es: 

M = Vh + WX ( 2 ) 

Dond e : 

M= Momento de entrep~so 

V= Cortante de entre~iso 

h= Altura de entrepiso 
D 

W= Suma de cargas verticales hasta el entrepiso en cuestión 

X= desplazamiento total relativo entre el nivel superior .e 

inferior del entrepiso 

Si· s e s u p on e , inicialmente, que los diagramas de momentos 

flexionantes que producen las cargas verticales son propor-

cionales a los que producen las cargas horizontaies se 

puede escribir: 

x 

M = Vh------

Xv 
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Hacie·ndo: 

v 

K = (4 ) 

Xv 

Entonces: 

M = KhX •••••••••••• ~ •••••• (5) 

Igualando (2) Y (5) y despejando X se obtiene: 

Vh 

X = . . . . . . . . . . . . . . . (6 ) 

Kh-W 

Al sustituir (6) en (2): 

W/h 

M = Vh (1 + ---------) 

K - W/h 

donde: 

W/h 

Fa c t o r de Am p 1 i f i c a ció n = F. A • ,= (.1 + - - - - - - - -- - - ). ( 8 ) 

K - Wlh 

Es decir, el efecto p-'A causa q.ue los momel1tos de primer 

orden (Vh) se amplifiquen, como una consecuencia de la 

acción de las cargas .. verticales sobre las columnas 

desplazadas lateralmente. 
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En general, sabi~ndo que: 

v = (K}(Xv) .-. . . . . . . . . . . . . . . . . . (9 ) 

Sustituyendo en (6): 

x = (F.A.) (Xv) ••••••••••••• e,e ( 1 O ) 

Es decir, la rigidez de 
.. ' ¿I>" 

la estructura tambien se modifica, 

la rigidez inicial es: 

v 

Ki = 

Xv 

Al actuar las cargas verticales la rigidez se modifica a: 

v 

Kf = ( 1 1 ) 

X 

Sutituyendo (10) en (ll)se llega a: 

W 

Kf = Ki - ( 12 ) 

La rigidez de la estructura se reduce en la cantidad W/h. 

To-do el desarrollo anterior se basó en la sup-osición de que 

las columnas ae mint~n!an rectas al 
o 

desplazarse el marco; 
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cuando la rigidez de la vigas es grande con respecto a la 

de las columnas, esa suposici6nno es v'lida. Para tomar en 

.cuenta 10 anterior, las referencias 3 y 4 recomiendan 

incluir un nuevo ~actor, que se puede obtener de la manera 

siguiente: 

Al conside~ar que las vigas son infinitamente rígidas y 

aplicar al marco vn~ "fuerza cortante ~nicamente, la 

deformación de las columnas es como la que se muestra en la 

figura 12. 

Al aplicar una pequefia fuer·za "P" sobre la columna defor-

mada los momentos 'se incrementan en la cantidad "P 1:.,", el 

momento flexionante esta qado por: 

M = VZ + Pi . . . . . . . . . . . . ( 1 3) 

PVZ 

2. 2. 
M = VZ '+ ------ (3h - 4Z ) . . . . . . . ( 1 4 ) 

24El 

El desplazamiento' total, incluyendo el producido por la 

carga axial, se puede ,~btener partiendo de la relaci6n 

(suponiendo desplazamient~s pequefios): 

M 

------ = - ------ ( 1 5 ) 

El 

Es decir: 



- E I ( \) = \ I M d l._. d Z. . . . . . . . . . . . . . . . ( "6 ) 

Integrando dos veces la eco (14) y teniendo en cuenta las 

condiciones de frontera: 

d \ 

(-------) h = O 

dZ Z=---

2 

y : 

(\) = O 

Z=O 

se obtiene: 

( t + ------- ) 000 o (17) 

El 24 240EI 

Como 

Xv: ------~ ••••••••••••••••• (18) 

12 El 

y 

x = Xv + :Kw . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( 1 9 ) 
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finalmente se llega a: 

Xw = (Xw + Xv) 

Por otro lado 

K = 

Sustituyendo en (20): 

121 EI 

¡ 
h 

2-
Ph 

10 El 

y 

1 .2 W 

Xw = (X v + Xw) 

Kh 

Usando las ecs. (10) y (21) se llega a: 

1 

F.A. = 

1 .2 W 

1 -

Kh 

Escrito de otra manera: 

W/h 

F. A. = 1 + 

. . . . . . . . . (20 ) 

W =l P 

(21 ) 

. . . . . . . (22) 

• •• (2 3 ) 

1 .2 W· 

K -

h 
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Al comparar la eco (8) Y lOa (23) se vé que la l única 

diferencia es el factor 1.2, considerando que se obtuvo de 

suponer vigas infinítamente rígidas, en la ref. 3 se 

recomienda que el factor de amplificaci6n ~e ~dopte de la 

forma siguiente: 

W/h 

F.A. = 1 + (24 ) 

oC.W 

K -

h 

donde C>( puede variar de 1.0 a un valor máximo de 1."22, se 

recomienda considerar 1.1. En' la referencia 4 se adopta 
. " 

1 .2 • 

En vista de todo lo anterior, se puede afirmar que el 

efecto P-~ afecta a la estructura disminuyendo su rigidez 

en : 

(25 ) 

p-A h 

En la referencia 5 se muestra claramente el efecto P-A al 

efectuar el estudio analítico y experimental de un marco 

(fig. 13)¡ el análisis se hizo en base a subconjuntos. Una 

de las conclusiones importantes de esta referencia es el 

reconocimiento de la gran influencia ~e las deformaciones 
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laterales, que en algunos casos pueden 

análisis. 

I 
I , 

gobernar el 

Wood, Beau1ieu y Adams (9), estudiaron un marco de un nivel 

y una crujía, considerando iterativamente el efecto P-A; 

su influencia se muestra en la fig. lij. 

El efecto de la carga axial de compresión sobre los miem-

bros de la estructura causa una disminución de su rigidez, 

10 que hace que disminuya la de la estructura en su 

conjunto; se ha indicado que este efecto puede ser 

despreciado cuando se satisface la relación 

(26) 

P = Carga á~ia1 de compre~ión en el elemento. 

L = Longitud del elemento. 

E = Módulo de elasticidad. 

1 = Momento de Inercia. 

Si se cumple la eondición anterior, la disminu~ión en la 

rigidez no sobrepasa un 5% (9). La necesidad de considerar 

este efecto es también señalada por Van Der Woude (11). 

En un artículo posterior (10), se señala la importancia del 

efecto de inestabilidad en estructuras muy flexibles, en 

-. 
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, 
. , 

las cuales puede llegar a bcurr~r l~ falla sin que se ~aya 

desarrollado toda la capacidad c de los miembros que la 

forman. 

Korn (6) realiz6 otra serie de estudios sobre los efectos 

de segundo orden; analiz6 cuatro marcos de diferente n~mero 

de niveles con una y dos crujías, considerahdo los' efectos 

de p'rdida de rigidez por efectb de la carga axial, acor-

tamiento de las columnas, _deform~ciones por flexi6n y 

comportamiento elasto-plástico del material, las prin-

cipales conclusiones a que lleg6 fueron las siguientes: 

1.- Al realizar el análisis de primer orden se 
pudieron identificar dos casos fundamentales: 

a).- Una ~~rie de marcos que fallaron 
despu's de que se form6 un sran ndmero 
d~ articulaciones plásticas 

b).- Otro grupo donde la falla se gener6 en 
un entrepiso o en alguna viga, 
caract~rizándose por tener pocas 
articulaciones en el momento de la 
falla. 

2.- Al incluir los efectos de segundo orden, en el 
c~so "a" se obtuvieron diagramas .co~o los 
mostrados en la figura. 15; la falla, al incluir 
estos efectos, se pre~ent6 desarroll~ndo del 15 
al 50% de las'articulacion~s plásticas· que se 
formaban según el análisis de primer orden, y 
la carga máxima alcanzada se redujo 
aproximadamente en 16%. 

3.- Para el caso "b", al incluir los efectos de 
segundo orden, se lleg6 a alcanzar 
aproximadamente el 94%- de la carga de colapso 
obtenida en el análisis de primer orden (fig. 
16) esto se debi6 fundamentalmen~e a que la 
falla en estos casos 'se present6 localmente 
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acompañada de desplazamientos 
la poca influencia del efecto 

pequeñ~s (de ahí 
P-A) , 

4.- Los marcos comprendidos en el caso "~" estaban 
formados por vigas débiles y columnas fuertes, 
caso contrario al "b" donde se utilizéron 

,columnas débiles y vigas fuertes. 

5.- Finalmente, se pudo compro~ar que, al menos 
para el valor de la carga de inestabilidad~ los 
efectos del acortami~nto de las colummnas son 
despreciables (aproximadamente 2%, ver fig. 
17); los desplazamientos se incrementaron, al 
cosiderar este efecto, de 1 a 26% al llegar a 
la falla, siendo un poco mayores para cargas de 
servicio. 

Los defectos geométricos iniciales en un marco simétrico en 

geometría y cargas, hacen que el fenómeno de inestabilidad 

carezca de bifurcación del equilibrio (pandeo); Me Namee 

muestra lo anterior en la figura 18. 

Powell (8) encontró, también, el poco efecto que tiene el 

acortamiento de las columnas en el valor de la carga de 

ines~abilidad; sin embargo, analizando la estructura por, 

subconjuntos, comprobó la gran influencia del efecto P-A 

(figs. 19 y 20) en su rigidez y resistencia. 

Ya en la etapa de diseño, De Buen (1) observó (ejemplos 

11.6 Y 11.7) que las condiciones críticas se modifican al 

considerar un an'li~is de primer orden con respecto a uno 

de segundo orden, es decir, la ecuacion que rige el diseño' 

de ~as t6lumnas considerando solo el an'lfsis de primer 
o 
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orden es diferente de la que lo rige cuando el análisi~ es 

de segundo orden. 

De la revisión anterior se puede conclu:i.,r: 

1.- La no consideraración de los efectos de segund~ 
orden en una estruc~ura que puede desplazarse 
lateralmente puede llevar ~ un disefio inseguro. 

, . ' 

2.- El ,efecto de segundo orden que ejerce mayor 
influencia err el comportamiento de l~s estruc­
turas es el efecto p-A.' . 

e • 

3.- El efecto del aco~tamiento de las colUmnas 
puede despreciarse cuando lo que se desea es 
obtener la carga máxima que soporta el marco. 

4.- La forma de 
siderablement~ al 
segundo orden. 

falla puede variar con-
considerar los efectos de 

5.- La rigidez de los elementos que forman la 
estructura se ve disminuida por la acción de la 
carga axial, siendo de mayor importancia con-­
forme aumenta la altura (mayor carga axial); es 
general la aceptación de la~ funciones de 
estabilidad para considerar dicho efecto. 

. , 
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CAPITULO 3 

"RECOMENDACIONES COMUNES PARA EL CALCULO DE 'CARGAS DE 

INESTABILIDAD DE MARCOS RIGIDOS CON DESPLAZAMIENTOS 

RELATI~OS DE SUS EXTREMOS. 

En este capítula se señalan recomendaciones dadas por el 

reglamento del tlAmeric~n Institute of Steel Construction tl y 

las "Normas t~cnicas complementarias del reglamefito para el 

Distrito Federal" para la consideraci6n de los efectos de 

segundo orden. 

1 .- Reglamento del "American Institute of Steel 

Ca n s t r u e tia n ti (A I S C-7 8 ) 

r, 

Este reglamento (12) comprende, en su mayor parte recomen-

, daciones para el dis~ño basado eri. esfuerzos permisibles; 

además incluye en la parte 2 recomendaciones para el diseño 

plástico. Para realizar el diseño divide a los marcos 

rígidos en dos grupos: 

1.- Marcos con~raventeados 

2.- Marcos no contraventeados 

Considerando que los marcos contraventeados ~e caracterizan 

por tener desplazamientos lineales de entrepiso pequeños, 

por lo que los ef'ectos P- A son de poca importancia. ~stos 

se desprecian; los marcos no contraventeados se consideran 
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libres de desplazarse lateralmente, por lo cual el efecto 

p-A no debe despreciarse. 

Esta divisi6n,. sin emba~go, se ha demostrado no ser del 

todo correcta, puesto que los marcos contraventeados pueden 

llegar a tener desplazamientos horizontales significativos 

(si el contraventeo no §s suficiente) para los cuales los 

efectos P-A no son' despreciables. También hay casos de 

marcos no contraventeados muy rígidos en que los efectos 

p-A pueden despreciarse. 

L~s efectos de segundo orden de marcos no contraventeados 

~e consideran en las especificaciones del A.I.S.C. de una 

manera indirecta en el diseño, al incluir un factor de 

amplificaci6n dado por la siguiente expresi6n: 

0.85 

F.A.: (21 ) 

fa 

(1 - ------) 

Fle . 

La .ec. 21 se obtuvo partiendo del factor de amplificaci6n 
'. 

recomendado por Timoshenko (ec. 1); este último amplifica 

el valor de la deflexi6n " . maXl.ma de una barra 

flexocomprimida simplemente apoyada; al incluirlo como 
" 

factor de amplificaci6n de los momeptos se obtiene (1): 
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1 + -; P/Pcr 

F. A .'= •••••• ~ ••••••••• (28) 

1 - PIPe 

donde: 

(Pcr)(Vo) 

'i = ------------- - (29) 

Mo 
, 

Pcr = Carga crítica de pandeo elást.ico 

Vo-~ Deflexi6n producida por las cargas transversales 

Mo = Moento produdido por las cargas transversales 

P = Carga axial 

Considerarando que una columna de un -marco desplazago 

iateralmente, con una carga vertical P y una horLzontal H 

(fig. 21), es la mitad de una columna articulada en sus dos 

extremos, obteniend? el valor de Vo y Mo para este caso, y 

sustituyéndolo en la ec. 28, se obtiene el siguiente factor 

de amplificación: 

1 - 0.18P/Pcr 

lR -_ I -------------.-- (JO) 

1 - P/Pcr 
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Este reglamento menciona que,_ conservadoramente, el 

numerador puede tomarse como 0.85, valor que', no está 

adecuadamente demostrado. 

Para tomar en cuenta la influencia de la estructura en 

conjunto en la inestabilidad de. cada columna sigue ~l 

m'todo propuesto por el "Column R~search Council", basado 

en la utilizaci6n de un nomograma (fig. 22) a partir del 

cual, conocidas las relaciones Gsy Gi en los ext~embs 

superior e inferior de las columnas~ se obtiene un factor 

de longitud efectiva "K", s i e m p r e m a'y o r q u e . 1 • O ; sus-

tituyendo la longitud "L" por la longitud efectiva "KL" en 

la f6rm~la de Euler se obtiene la carga, crítica de la 

columna. 

% (I/L)cs 1: (1 IL )c i 

Gs = Gl = --------"'!"'--
i (I/L)vs '1 (I/L/vi 

'J 

f (I/L)cs = Suma de los cocientes momento de inercia entre 

longitud de las columnas que concurren al nudo 

superior de la columna en estudio. 

I (I/L)vs = Suma de 108 cocientes momento de inercia entre 

longitud de las vigas 'que concurren al nudo 

supe~ior de la columna en estudio y que se 

encuentran el plano en que se estudia su 

estabilidad. 
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t (I/L)ci = Suma de los cocientes momento de 'iner.cfa entre 

longitud de las columas que concurren al nudo 

inferior de la columa en estudio y que se 

encuentran el el plano en que se estudia S!l 

estabilidad. 

t (I/L)vi = Suma de los ·cocientes· momento de inercia entre 

longitud de las vigas que concurren al nudo 

inferior de-la columna en estudio~ 

Las hip6tesis bajo las cuales se obtuvo el nomog~ama 

fueron: 

1.- El comportamiento de la estructura es elástico 

2.- Todos los miembros tienen secci6n transve~sal 
constante 

3.- Todas las uniones son rígidas 

4. - Las rot'aciones en los extremos opuestos de las 
vigas que restringen a la columna son iguales 
en magnitud y producen doble curvatura. 

5.- El parámetro LJP/EI' es igual para todas las 
columnas 

6.- La restricci6n al giro ocasionada por las vigas 
que llegan a un nudo se distribuye en las 
columnas superior e inferior en funci6n de sus 
valores I/L 

7.- Todas las columnas se,pandean simultáneamente 

Es claro que no es posible que una estructura real cumpla 

con t6a~s las hip6tesis a~teriores por lo que, en general, 
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la apli'cación del nomogra,ma lleva a la obtención d,e valores 

conservadores. 

El mismo reglamento reconoce lo anterior recomendando que 

si la estructura no se pandea en el int~rvalo el'stico, lo 

que en la may~rta de las estructuras sucede, y se quieren 

obten~r resultados menos conservadores se utilice el m'todo 
1 

propuesto en la referencia 13. 

" 
Otra de las hipótesis que raramente se cumple y sin embargo 

tiene una gran influencia en el resultado es la relativa al 

pandeo simult'neo de las columnas; en la ref.1 (ejemplo 

10.13) se muestra lo anterior. 

Existen, sin embargo, algunos casos en que, al aplicar 

directamente el m~todo, ée pueden obtener re~ultado~ del 

lado de la inseguridad, Cheong Siai Moy (14) muestra el 

caso de un marco de un .nive-l y una crujía (fig. 23 ) donde, 

se obtiene lo siguiente: 

Para la columna C-D se obtiene, utilizando el nomo~rama, 

K=2 por lo que: (el) 

Pcr 

2 

2-
1T EIc 

= ------------
2-

(2 h ) 

si se considera que la columna A-B no puede soportar carga, 

la -columna C-D toma la carga "P"', .con lo que se obtiene: (b) 
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4.9 Elc 

Pcr = ---------- ..... - . , (o...) 

h2. 

2.47Elc 

Pcr = ----------- \ b) 
h2. 

Este ejemplo ilustra' los errores que se pueden cometer al 

aplicar ~l nomograma sin ningún criterio. 

En la parte 2 del reglamento se permite analizar las 

estructuras plásticamente;' sin embargo, para el cálculo de 

la estabilidad de la estructura solo se menciona lo 

siguiente: "la resistencia de un marco no contraventeado de 

varios pisos debe ser determinada por medio de un análisis 

racional que incluya el efecto de inestabilidad del marco 

(P-~) y la deformación axial en columnas. Tal marco debe 

ser diseñado para ser estable en do's condiciones, (1) bajo 

cargas gravitacionales y (2) bajo cargas gravitacionales 

más cargas horizontales". En estos casos las cargas deben 

estar multiplicadas por:- los factores de carga 

correspondientes. 

Es decir., no incluye n~riguna recomendación específica para 

la consideración de la estabilidad. 
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2.- Normas técnicas complementarias 'del reglamento de 

construcci~nes para el Disirito Federal 

A diferencia del reglamento anterior, éat~s siguen un 

criterio de disefio basado en estados lfmite ( 1 5 ) ; con-

" sideran estos estadqs divididos en dos_categorías: 

1.- Estados límite de servicio 

2.- Estados límite de falla 

Para laevaluaci6n de la seguridad se especifica lo 

siguiente: 11 S e . ,. 
reV1sara que para las distintas com-

binaciones de acciones especificadas (art. 215), y ante ~a 

aparici6n de cualquier estado límite de falla que pudiera 

presentarse, la resistencia de diseño sea. mayor o igual al 

efecto de ias acciones nominales que intervengan en la 

combinaci6n de cargas en estudio, multiplicado por el 

fa c to r d e ca r g a c o r r e s p o nd i en te. También se revisará que 

bajo el efecto de las posibles combinaciones de a,cciones , 

(categoría 1 arte 215) no se rebase ningún estado límite de 

servicio". 

Como estados límite de falla podemos tener, por ejemplo, la 

formaci6n de un mecanismo con articulaciones plásticas. 

Más adecuadamente, este r~lamento no considera la divis'i6n 

entre marcos contraventeados y no contraventeados (como lo 

hace el AISC) sino se establece la distinci6n considerando 



dos tipos de miembros flexocomprimidos, unos en los que 

pueden despreciarse los 'efectos de esbeltez debidos a 

desplazamientos laterales de sus extremos, y otros en los 

que no se pue~en despreciar estos efectos (~6). 

Aunque el criterio propuesto es similar al recomendado en 
'; ; 

el reglamento del AISC (considerar ün factor de 

amplificación en el diseño), permite un método alternativo 

de acuerdo con lo siguiente: 

Los ·efectos de esbeltez se deben tomar en 'cuenta cuando: 

lli - Ái-l Vi 

------------------ > 0.008 ---------

hi Wi 

Ái : Desplazamiento lateral.del nivel i 

Ai-l : Desplazamiento lateral del nivel i-1 

hi = Altura del nivel i 

Vi : Fuerza cortante de entrep,iso del nivel i 
~ 

So Wi : Carga vert·~ cal total '¿~" la estructura desde la azotea 
~ .> 

h a s t a e 1 n i v'e 1 i 

Al considerar F.A.:l.l0 en la ecuación 2L!, y con 0(.:1.2, se 

obtiene la expresión, anterior, con lo que esta 

recomendación desprecia los element6s mecánicos y defor-
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maciones producidos por el efecto p-A cuando no excedan 

del 10% de los efectos de primer orden. 

Cuando no se cumple la ecuación anterior, los efectos p-A 

pueden tomarse en cuenta amplificando los ,momentos, 

producidos por las cargas horizontales, de un análisis de 

primer orden con la siguiente expresión: 

Wu/h 

F.A. ::: 1 + (31 ) 

(R/Q - 1.2 Wu/h) 

Wu = Carga vertical total desde el nivel superior del 

edificio hasta el entrepiso en consideració¿ 

h = Altura del entrepiso 

R = Rigidez de,entrepiso 

Q = Factor de ductilidad 

La carga crítica de pandeo obtenida de este último 

procedimiento es (3): 

Rh 

Wcr = ---------, (32 ) 

1 .2 



-35-

R = Rigidez de entrepiso 

h = altura de entrepiso 

En la ref~ 29 se incluye una recomendación para la 

consideración de los efectos p-~ de acuerdo con 10 

siguiente: 

Cuando se cumpla que 

p fl 

.g. = (= 0.10 . . . . . . . . <33 ) 

V h 

los efectos p-~ se pueden despreciar; en caso contrario se 

pueden considerar mu~tip1icando el valor de la fuerza 

cortante 11 V " de cada entrepiso por el factor de 

amplificación 

F.A. = (1 + ad) . . . ." . . . . . . . . . . . (34 ) 

donde 

ad = . . . . . . . . . . . . . . . <35 ) 

- 6-

y realizar nuevamente el análisis con la nueva fuerza 

cortante obtenida 

De la eco 33 se puede observar: 

F.A. = 1.11 



o • 10 

& 
P.A. = (1 + ad) = (1 + -------) = (1 + --------) 

1 --e- 1 -O • 10 

Es decir, se desprecian los elementos mecánicos y defor-

maciones producidos por el efecto p-A cuando no exceden 

del 11' con respecto.a los de primer orden. 

Si se expresa de otra manera el factor de amplificación se 

obtiene: 

P.A. = (1 +ad) 

.g 
= (1 + ----------) 

= -----------

1 -

P.A. = -------------
PA 

1 -

Vh 

que es se~ejante a la expresión obtenida por distintos 

autores (3,9,26,4). 
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CAPITULO 4 

METODOS COMUNES PARA EL ANALISIS DE MARCOS 

Al diseñar una estructura es necesario conocer su compor-

tamiento en condiciones de servicio ~ la carga máxima que 

puede soportar, el primero para saber -si se excede algdn 

e~tado límite de servicio y el segundo para conocer el 

factor desegur1dad contra la falla. Es práctica comdn, en 

la actualidad, realizar el análisis de las estructuras de 

acero siguiendo métodos elásticos, con lo que se obtiene 

cierto factor de seguridad con respecto a la iniciaci6n de 

la fluencia pero sin conocer su seguridad real contra la 

falla, 'se cuenta también con métodos de análisis plásticos 
, 

y elastoplásticos, siendo estos dltimos los que simulan más 
, r¡ 

adecuadamente el comportamiento de marcos rígidos de acero. 

Los métodos considerados en este trabajo se pueden dividir 

en los tres siguient~s ,casos = (1) métodos para la 

consideraci6n del' efecto p...:A, (2) métodos para obtener la 

carga crítica de pandeo de marcos rígidos y (3) metodos 

para obtener la carga máxima de marcos s0metidos a la 

combinaci6n de carg~ vertical y horizontal. 

1 • - M é t o d o s par a 1 a co n S i d e r a c i 6 n del e fe c t o P - A . 
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En la ref (3) se presenta un m~todo basado en la obt~nci6n 

de un factor de amplificaci6n (ec. ~3j que a coritinuaci6n 

se reproduce: 

W/h 

F.A. = 1 + . . . . . . . . . . . (23) 

1 .2 W 

K -

h 

Los momentos producidos, por las cargas horizontales, de un 

análisis de primer orden, se multiplican por este factor 

con lo,que se simulan.los efectos de segundo orden. 

En la ref. 16 se recomienda una f6rmula similar a la 

ecuaci6n 23 sustituyendo a "W" por la carga factorizada 

(con lo cual se obtienen resultados bastante buenos). 

La aproximaci6n de la f6rmula anterior, para marcos 

regulares, fué comprobada por De Buen y Gerard (28 ) , 

concluyéndose que dá muy buenos resultados cuando se 

utilizan en ella las rigid~ces reales del marco 

siderando todas las cargas 

horizontales como verticales). 

actuando sobre el, 

(con­

tanto 

Wood, Bealieu y Adams (9) p~oponen un método iterativo que 

consiste en obtener un conjunto de fuerzas horizontales que 
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simulen este efecto. En una estructura desplazada lateral-

mente (fig. 24) se producen momentos adicionales "p-A", 

debidos a la acción de las cargas verticales, que actúan 

sobre las columnas d~splazadas lateralmente, q~e a su vez 

gen e r a n c o r tan t e s a d i c ion a l_e s V' i = P A I ~, c u ya d i fe r en c i a , 

H'i = V'i-1 - V'i, entre niveles consecutivos, proporciona 

las fuerzas ficticias"adicionales que deben aplicarse a la 

estructura para reproducir la carga "axial actuando sobre la 

estructura deformada. 

Al aplicar estas fuerzas horizontales aumentan las defor-

maciones de la estructura y se produce un momento 

adicional, que ocasiona nuevas fuerzas cortantes que se 

traducen en fuerzas horizontales ficticias adicionales; 

este proceso se continúa hasta que los valores de los 

desplazamientos obtenidos en dos ciclos sucesivos son 
- -

suficientemente cercanos. Cuando después de 5 o 6 ciclos el 

procedimiento no converge la estructura es inestable, por 

lo que-deber'n modificarse l~s secciones de los miembros 

que la componen (9). , 

En 1 a r i g. 2 4 a par e c e un fa c t o r "o(." q u e m u 1 t i_ P 1 i c a a - "l'. p " 

para obtener "V'i", es el factor de carga, pues aunque los 

autores proponen el método para an'lisis -basado en cargas 

de servicio, consideran que debe incluirse para evaluar ~l 

efecto P- A • 
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Su razonamiento se basa en la figura 25, considerando que 

1 a r e s p u e s t a del m a r c o e s 1 a s e ñ a 1 a d a con 1 a 1 í ne-a 

continua, y suponiendo que ~2w corresponde a una 

deformación para cargas de servicio y A2 a la de.formación 

con la cual se alcanza el límite de- ffuencia. Como la 

respuesta no es lineal, luego entonces A2 > C(A2w (ya -que 

las fuerza~ horizontales, debido al efecto P-I::i.· se 

incrementan con un factor mayor que O(). Sin embargo si H2w 

se incrementa a H I 2w=c(H2w, se obtiene un desplazamiento 

A '2w, con lo que se cumple, finalmente, que H2 = H2w(6() 

ya que A'2wa( = 42 • 

LeMessurier (24) propone que los efectos P-.6. se tomen en 

cuenta por medio de unfactdr de amplificación, 

obtiene como sigue (fig. 26) 

que se 

Considerando una. fuerza horizontal "V" aplicada en el 

extremo superior de una barra en voladizo, y h;clendo Aov 

= H, 

H 

PL = V ------ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (36 ) 

Aov 

Es decir, "PL" es el valor de 11 V" tal que Aov = H, para el 

cantiliver: 



Aov = 

Por 10 que 

a 
VH 

3Er 

, -41-

(37 ) 

PL = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (38 )-

Si, adem's de la carga horizopta1, existe una vertical, 

"P", de valor bastante menor que el de "V", la deformaci6n 

se aproxima a la de una viga en cant~liver cargada en su 

~xtremo libre (fig. 21), de manera que el desplazamiento de 

ese extremo considerando a la carga vertical, est' dada por 

V" 

--------- = ---------------

H P L - P - 0.'2 P 

N6tese que sustituyendo en la ecuaci6n anteridr PL por su 

valor dado por (38) se obtiene la expresi6n recomendada por 

Rosenb1ueth (3), con Apv = x. 

Por otro lado, si "V" es muy pequefia comparada con "P", y 

"P" se acerca a su valor crítico, la deformaci6n 10n-

gitudina1 se apr~xima a una" senoide; 

anterior, la ec. 39 se modifica a: 

considerando 10 
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Jj. pv v 

--------- = --------------------------- '( II o ) 

H 3 

PL - p. - ( P 

El t'rmino entre par'ntesis es ahora 0.2.16 (igual al 

obtenido en la ref. 3), de manera que se proponen las 

ecuaciones anteriores en la forma: 

Apv v 

---------- = ------------------ ......... {~1} 

H PL - P - (CL) P 

'CL = Constante que varía entre 0.2 y 0.216. 

El factor de amplificaci6n se puede obtener al dividir la 

fuerza cortante que incluye la ca~ga axial entre la fuerza 

cortante original "VH"; resulta: 

F. A. = (ll 2 ) 

P 

1 - ------------

PL - (CL)P 

que nuevam~nte es igual al propuesto por Rosenblueth (3). 

Al hacer una revisi6n de los m'todos disponibles para 

considerar estos efectos, Mac Gregor (26) incluy..e un factor 



de amplificación semejante a la fórmula anterior, pero sin 

el factor "CL". Existe otro método que, a juicio de Mac 

Gregor, dá buenos reju1tados; fué propuesto por Nixon y 

consiste en insertar en el marco barras ficticias de ~rea 

negativa (fig. 28), mostradas con líneas interrumpidas en 

la figura que tienen por objeto hacer la estructura más 

flexible, de manera que al realizar un análisis de primer 

orden de la estructura modificada se obtienen los elementos 

mecánicos correspondientes a un análisis de segundo orden 

de la estructura real. 

Al considerar la carga "P" sobre las columnas deformadas 

aparece un término más, que modifica los cortantes, en la 

" matriz de rigideces, 12EI/L , dado por -P/L. Las fuerzas en 

las diagonales, en función de los grados de libertad 

mostrados, en la referencia global, son: 

Ft AE 

= -------

Fb Lo 

Cos2., 

2-
-Cos' 

.. 
-Cost 

Cos\~ 

Por 10 que para simular el efecto, 

At 

Ab 

el área de las 

diagonales se obtiene de igualar 10 siguiente (dado que 

modifican los mismos términos en la matriz de rigideces): 



A = 
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P AE 

2 
- ----- = -------- Cos , 

L Lo 

P Lo 

L 
1 

E-Cos ti 

(43) 

P = Suma de las cargas en las columnas hasta el entrepiso 

considerado. 

Mac Gregor recom~enda que si se cumple la relaci6n (44),10s 

efectos de segundo orden se pueden despreciar (con lo que 

se limita los efectos P-~ a un 5%): 

Q <= 0.0475 

1 Pq Ai 

Q = ---------- ••••• "............. (4 4 ) 

VH 

Pu = Suma de las cargas factorizadas hasta el entrepiso 

" en consideraci6n. 

~1 = Desplazamiento reativo entre dos pisos consecutivos 

obtenido di unan'lisisde primer orden 

v = Fuei~a cortante en el entrepiso. 
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Para evaluar los efectos de segundo orden cuando existen 

d e s p 1 a z a re i e n t o sin i c i a 1 e ss e recomiendan ( r e f. : 2 7 ) las 

siguientes ecuaciónes: 

Cuando sobre la estructura actúa solo carga vertical: 

An = F.A. Ai (45) 

An = Desplazamiento final 

F.A. = Factor de Amplificación 

Ai = Desplazamiento inicial. 

F. A. = • •••••••• (lJ6) 

t P 

1 -

(sf)h 

Sf = Rigidez de entrepiso 

Al incluir fuerzas horizontales 

An = F.A. (Af + Ai) ••••• (47) 

Af = Desplazamiento calculado suponiendo a la estructura 

sin desplazamientos iniciales obtenido mediante un 
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, 
análisis de primer or.den con las fuerzas .horizon-

tales únicamente. 

2.- Métodos para la obtención de la carga. crítica de pandeo 

de marcos rígidos 

2 4 1 Métodos elásticos' 

Existen varios métodos para obtener la carga crítica 

elástica. Aunque esta carga solo se alcanza en estructuras 

muy esbeltas, algunos métodos aproximados para obtener la 

carga de colapso, -que incluyen la formación de 

articulaciones plásticas, hacen uso de ella. 

En la ref. 3, a partir de' la ec. 6, pero incluyendo ya el 

factor "el.. It, se obtiene: 

v 

(48 ) 

K - o(W/h 

Si V=O, X{K - ()(.W/h)=o, de manera que para que X sea 

diferente de O, 

K -e(W Ih =0 

de aquí que: 



Kh 

Wcr = . . . . . . . . . . . .'. . . . . . . . . (49 ) 

K = Rigidez de entrepiso 

h = Altura del entrepiso 

~ = Parámetro que puede variar de 1.0 a 1.22 como máximo, 

dependiendo de lo rígido de las vigas con respec~o a 

las columnas. 

La ecuación anterior proporciona la carga crítica elástica 

de pandeo de un marco. 

Schilling (4) recomienda una ecuación semejante en la que 

= 1.2; susti tuyendo el factor "o(" por ".CL" se obtiene la 

fórmula propuesta por LeMessurier (24). 

Otro método, bastante común, es el recomendado por el 

"Column Research Council" basadó en nomogram~s para la 

obtención de la longitud efectiva la que sustituida en la 

fórmula de Euler, proporciona la carga crítica de una 

columna, sumando las de todo el entrepiso se obtiene la 

carga crítica del entrepiso. 

Utilizando funciones de estabilidad de cortante nulo (fig. 

29), Wood (19) obtiene un procedimiento para calcular el 

factor "K" de longitud efectiva de columnas. 



-48-

Las funciones pueden ser obtenidas al superponer los casos 

de la figura 30 (1): 

Para que Fl = F2. 

M~ : E~S& - "" fr\.. • E~~8 ~ W'\ L 1 2,.S{I+e) 1 ~ ~ 
2.. 4", Lo 

Y\~ ; ¡ ~S& ... S{\"'~)\\l.~ ': !~S&'" SlHCH\l...t !!)t J 
: E~&tS-$lHt) ~ J :i\f.&'\ 

I "'~S'HIH)TI 

$lttC)E""t me ) - ~Kse~ .. - 'l.. 

- t~&tst .. S\.Ht) ~ ) .. 
': - ~ \1...9 t -s e"" '50 t\'" c. ) 

1f\ -y-l 

Estas funciones se encuentran 'tabuladas' en la ref. 1. en 

función de P /P,~. 

La rigidez rotacional se define como: 

v....' :: M .~t \(.'i\ & 
-4~t-e- - 4 t.~ : ~ " .............. . (5 O) 



S~ se aplica un momento Ma en el extremo superior de la 

columna de ra fig. 29 y se considera que el: extremo 

inferior "b" está li~ado rígidamente a 2 . vigas (fig. 31), 

aparece un momento Mb, en el nudo "bU, de valor 

= p 

Mb = ----- Ma 

n 

El coeficiente de distribuci6n de la columna en el nudo "b" 

es 

... .. ",' 

Al li berar el nudo "b", la columna toma el ·momento 

y transporta al nudo "a" un momento de 

) 

Por lo tanto el momento total en "a" es: 

( M ) . . 
o. T 01J¡. \.. 
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Aplicando la"ec. 50 coh este nuevo momento y considerando 

Ma = M. 

ti 

~ : 
M (1- t¿)~~) 

4E& 

Haciendo que la rigidez en los nudos sea nula, es decir 

y sabiendo que: 

K': \\" 4- R.. t Y-..'o j 

t \('0:: (t .~ - 1 ] 

Pon.. \.0 ~l)E, 

EXtp.,~MO SUPt",Ol\.: 

! ~'b t ~"K [ ~l ~ 1 1 
. ExTI\foKO ItlH."-'OP-': 

! (i>\>: ~ L !~ - 1 J 

Wood elaboró una gráfica, en función de kt y kb. que per-

mite obtener en forma directa los fact9res de longitud 

efectiva (fig. 32). así mismo. siguiendo el mismo 
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procedimiento, obtuvo otra que permite conocer el valor de 

la relaci6n PIPE de la column~ en estudio (fig. 33). 

Posteriormente, Wood (20) propone obtener la carga crítica 

elástica por medio de un proceso iterativo, auxiliándose 

del "marco de Grinter" (fig. 34), que se basa en considerar 

que las rota~iones·son las mismas en todos lo~ ~udos de un 

nivel y que cada viga, en sus dos extremos, restringe una 

columna, con lo.que solo considera una hilera de columnas 

unidas a una viga en cada nivel. 

Considerando que las vigas se flexionan en doble curvatura, 

Wood modifica el término 2XKb, originalmente propuesto por 
. 

Grinter, a 2I:.(1.5)Kb :: 3~Kb. 

Una ve z que se cuenta con el marco sustituto el 

procedimiento para obtener las cargas críticas elásticas, 

auxiliándose de )a fig. 33, es el siguiente (referido a la 

fig. 34): 

1 .- Se supone un valor de, PIPE. 

.:2 • - Se obtiene kta (kt del nudo a) 

3.- Con kta y PIPE se obtiene K " AS de la fig. 31 

4 .- Se obtiene K'b .:: K' 'AS + 31kbS 

5.- Se obtiene ktS 

6.- Se obtiene K' 'S C 

. 
7.- Se calcula kbD (kb nudo b ) 

8.- Se obtiene K II DC 
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9. - Se hace la s~ma .K' 'BC + K" DC + 3 r. KBC 

Si al llegar al paso 9 la suma es cero (rigidez nula en el 

nu~o) quiere decir que el valor de PIPE supuesto en un 

principio proporciona la carga crítica;, en caso contrario, 

si la suma es positiva se debe incrementar PIPE, y dis-

minuirlo si es negativa, iniciando el paso 1 nuevamente. 

LeMessurier (24) obtiene una expresión para valuar el 

factor de longitud efectiva "K" considerando el efecto 

P-A. En la eco 41 se observa que cuando el denominador se 

anula la cdlumna se vuelve inestable; tratándose de todas 

las columnas de un entrepiso: 

• • • • • • • • • • . • • (5 1 ) 

't Pe'( "'. ! te Lo p~~ ) 
t -~-------------------

! ~\. 

Multiplicando el t~~mino izquierdo por Pcr, el derecho por 

t. 
despejando a K , se obtiene: 

Como el t~rmino entrepar~ntesis es independiente del 

factor de carga, se puede sustituir a Pcr ~or P: 
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Considerando diferentes restricciones en los extremes de la 

columna se obtuvo la gráfica de la figura 35, con la que se 

evalúan los factores ~ y CL en función de GA y GB. 

2.2 Métodos inelásticos 

Una modificación del método propuesto por el "Column 

Research Council" para considerar el comportamiento 

inelástico de las columnas ~s recomendado por Yura (13), se 

utiliza el mismo nomograma, pero para obtener los factores 

Gs y Gi se hace la siguiente modificación: 

Considerando que 

Et 

G inelástico = G elástico (52 ) 

E 

y 

Et Fa 

• ------ ------ (53) 

E F'e 

p u e d e e s c r i b ir s e) ec.. S 4 . 

Se comete un pequeño~rror en la expresión anterior dado 

que los factores de seguridad de Fa y F'e son diferentes. 
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.. Fa 

G inelástico = ----- G elá~tico (54) 

F'e 

Para obtener el valor de la carga crítica de la columna se 

sigue un proceso iterativo de la forma siguiente~ 

1.- Se obtiene K del nomograma, suponiendo que la 
columna se pandea en el intervalo elástico. 

2. - Si KL/r > Cc = ';2"1 E/f/, se alcanza la carga 
·crítica en el-intervalo elástico y por lo tanto 
se obtiene Pcr con el valor de K del primer 
punto; en caso contrario se eontin~a con el 

r 

siguiente paso. 

3.- Con KL/r se obtiene los valores de Fa y F'e y 
con estos G inelástico. 

4.- Se obtiene un nuevo valor de K con los valores 
de G del paso anterior. 

5.- Si el valor de K del paso 4es igual al del 
paso 1, se obtiene Pcr inelástica; en caso 
contrario, con el valor de K obtenido en 4 se 
repiten los pasos ~ al 5 hasta lograr la 
convergencia. 

Otra de las hipótesis que se consideró en la obtención del 

nomograma, que lo hace demasiado conservador en algunos 

casos, es la de que todas las columnas de cada entrepiso se 

pandean simultáneamente; considerando que el pandeo .de un 

entre~iso es un fenómeno de conjunto y no. individual de 

cada columna, Yura recomienda que se obtenga la carga 

crítica del entrepiso como la suma de las cargas críticas 

de todas las columnas que lo componen,_con la siguiente 
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limitación: se debe repartir, en parte proporcional a la 

carga de servicio de cada columna, la carga crítica del 

entrepiso revisando si estas cargas no causan el pandeo 

individual de alguna d~ las columnas considerando que sus 

extremos no se desplazan linealmente; si ~sto se cumple, se 

ha obtenido la carga crítica buscada; en caso contrario, se 

considera la carga crítica de la columna que se pandea 

individualmente y partiendo de ella se obtiene la carga 

crítica del entrepiso. 

Con base en el método propuesto por Yura ( 1 3 ), Sm i t h ( 2 1 ) 
, 

propuso una modificación para la obtención del valor del G 

inelástico. 

La modificación consiste en eliminar la aproximación hecha 

por Yura al 'suponer factores de seguridad iguales en los 

valores de Fa y Fle.' 

Partiendo de la ecuación propuesta por el AISC para pandeo 

en el intervalo inelástico: 

( 5.s) 

y en base a que 
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Cons i d eran do : 

Sustituyendo alfa en la eco 55 

.. . .. . . . 

y sustituyendo (57) en (56) 

La aplicac{on del método es enteramente igual, la única 

diferencia consiste en la . obtención del valor de G 

inelástico: 

G inelástico =0('1. l1- O('l.) G elástico ••••• (5~) 

En la ref. 22 se propone un método para obten~r la carga 

crítica de pandeo inelástico de marcos rígidos de varios 

niveles; considerando.subconjuntos (fig. 36) se obtiene la 

rigidez de entrepiso, que "al hacerse nula proporc~ona la 

carga crítica buscada. 

Los subconjuntos están formados por dos mitades de columnas 

y una o dos mitades de viga, entre puntos de infle~ión, que 
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se supone que se forman en el centro de su longitud. El 

caso (a) muestra un subconjunto exterior donde, al aplicar 

las fuerzas Pu y PL, aparece en la viga un momento: 

S i s e, s u pon e q u e AL. = e A U , 

Considerando este moiento áplicado en la viga se pu~de 

simplificar el subconjunto, reduciéndolo al mostrado en , 

(a), la rigidez del subconjunto es 

Finalmente se obtienen expresiones como las que siguen, 

para los diversos tipo~ de subconjuntos que aparecen en un 

marco. 

Para entrepisos interme<dio,s, 

\1.. ele:. p 
s = - --

\-¡!. t "'. u Vi ) ~ 

siendo 'U 
PL '" Pu 

= 
f>\. 

I~ 
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lc = Momento de inercia de las columnas 

lb1,lb2 = Momento de inercia de las vigas 1 y 2 

Lb1 Y Lb2 = Longitud de las vigas 1 y 2 

h = Altura del entrepiso 

Par el entrepiso inferior, con columnas articuladas en sus 

bases, 

\l Ele; 

h r. l -4 + I.S U It' ) 

Si las columnas están empotradas en sus bases, 

J> -
'" 

Las expresiones anteriores se obtienen considerando que la 

rigidez de entrepiso es igual a la suma de las rigideces de 

los subconjuntos que lo forman. 

La rigidez de un entrepiso intermedio es, por lo tanto 
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El paráme t ro tf ~ ~ )~ 
= ----------

! t+)v 
(b 'l.) 

se obtiene. suponiendo que la estructura está en estado 

elástico cuando se inicia el pandeo. Cuando se forman 
e 

articulaciones plásticas en algunos de fos miembros antes 

de que se inicie el pandeo se recomienda modificar su 

momento de inerc~. de acuerdo con las siguientes reglas: si 

la articulación se forma' en una columna, lc =0, si la 

articulación aparece en una viga en el extremo inmediato a 

la parte superior de la columna, lb=O y, finalmente, si la 

articulación en la viga aparece en el extremó alejado de la 

columna, lb = lb/2 (fig. 37). 

Con estas recomendaciones, y al incluirlas en el parámetro 

n'n, se puede considerar la presencia de. articulacione~ 

plásticas en el entrepiso; sin . embargo, es necesario saber 

de antemano donde podrán ubicarse estas articulaciones para 

poder incluirlas al aplicar el m'todo, .y paralelamente-

conocer la carga para la cua~ se forman las articulaciones 
. 

plásticas propuestas; si la carga crítica obtenida al 

'a'plicar el m.'todo resul ta menor que la necesaria para 

formar las articulaciones, significa que no es la carga 
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crítica-real pues ~sta debe ser mayor o igual que la 

obtenida para la formación de las articulaciones. 

Este méto'do, como se debió naber notado, resulta 
, 

mas 

laborioso para su aplicación (23) 'que los propuestos por 

Wood (19) y Yura(11}; siri embargo los resultados obtenidos 

" 

de la aplicación de los tres son muy parecidos (23). 

En base a lo ya señalado, LeMessurier (24) propone un 

método iterativo para la obtención del factor de carga 

crítico inelástico de un entrep~so; el proc~dimiento con-

siste en satisfacer la ec.51, para lo que utiliza el 

procedimiento propuesto por Smith (21) para calcular el 

valor de G inelástico, el método se lleva a cabo de acuerdo 

con los pasos siguientes: 

1.- Se supone un valor del factor de carga 

2.- Se calcula el esfuerzo axial en cada columna 
fa, correspondiente a ,las cargas verticales 
factorizadas 

3.- Se calcula el factor 1: = 4 ( 1 - fa/fy)fa/fy 

4.- Se calcula el valor de G con "\I" y se obtiene 
y (CL)(P) para cada columnna 

5.- Se verifica lo siguiente: 

c.. 
6.- Si el primer término es mayor al segundo se 

incrementa el factor de c~rga, en caso con­
ctrario se di~minuye, y se' regresa al paso 1. 
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Finalmente, Schilling (4) propone utilizar una parábola 

semejante a la que emplea él reglamento del AISC, para 

comportamiento inelástico de columnas cargadas axialmente 

(fig. 38) ; de esta forma, la carga crítica de pandeo 

inelástico se calcula como sigue: 

c.u,,"'t>O Pey > P~A 2... > 

Pc.v=?~- (63) 

Mc Namee (7) desarrolló un programa de computadora para 

obtener la carga crítica inelástica de marcos simétricos en 

geometría y carga gravitacional, ·considerando efecto P-Á, 

la disminución de la rigidez por efecto de la carga axial y 

un material elasto-plástico. 

El método considera pequeñas e,xcentricidades iniciales que 

son sustituidas por fuerzas horizontales; al hacer que las 

excentricLd):~.d:es tiendan a c.e,ro se obtiene la carga crítica. 

La fig. 43 muestra los resultado.s deÍ análisis dé un marco 

para dos diferentes valores de alfa (este parámetro se 

de fin_e. en 1 a f i g. 4 3 ) ; en la parte (d) de la figura se 

muestra la obtención del valor de "P" cuando alfa tiende a 

cero (a partir de los valores de "P" obtenidos para alfa:l' 
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y alfa=1/2%), conforme alfa tiende a cero la gráfi6a p-A 

se aproxima a la real del marco. 

3.- M~todos para la obtenci6n de l~ carga dltima de marcos 

sometidos a la combinaci6n de cargas verticales y 

horizontales 

En la ref. 17 se describe un m~todo para analizar marcos de 

varios pisos sometidos a la combin~ci6n de carga vertical y 

horizontal, con. el que se obtiene una gráfica que relaciona 

la carga con el .desplazamiento lateral durante todas las 

etapas del proceso. Se considera que un entrepiso puede 

dividirse en subconjuntos formados por una columna y las 

vigas que llegan a su extremo superior, qué restringen el 

movimiento de esa columna; con estas consideraciones, el 

entrepiso de la fig. 39 se descompone en los subconjuntos 

de la fig. 40 

Las .principales hip6tesis realizadas para efectuar el 

análisis son: 

1.- Las alturas de los entrepisos arriba 
del nivel "n" consid~rado son iguales 

y abajo 

2. - Lo s,,~,punt os de infl exi6n. de 1 as col umnas 
situadas arriba y abajo del nivel "n" se 
encuentran en el centro de su longitud 

3.- La distribuci6n del cortante total es la misma 
par~ las columnas superior e inferior 
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4.- Las cargas axiales sobre las columnas per­
manecen constantes durante la aplicación de las 
cargas laterales 

5.- El aná.l.isis de segundo orden (p-A) se realiza 
considerando el comportamiento elasto-plástico 
del material 

De esta manera, cada subconjunto es analizado para obtener 

sy grafica.Q- ~ /h y, finalmente, la superposición de 

todas las gráficas proporciona la de todo el entrepiso. 

Se elaboraron ayudas de diseño (fig. 41) que permiten 

considerar una columna con sus restricciones (vigas) por 

medio de las cuales es posible obtener las gráficas carga-

desplazamiento de cada subconjunto (fig. 42), a partir de 

las cuales se obtiene la de todo el entrepiso; construida 

é sta s e pued e o bt ene r la car'ga ,d e in es ta bi 1 idad .( ord enad a 

máxima del diagrama). 

De Buen (1) hizo una modificación al métQdodesarrollado en 

la Universidad de Lehigh para obtener la curva carga-

. desplazamiento de un entrepiso cons~derando éste formado 

·~or subconjuntos; l~s hi~6tesis son las menciDnadas ~uando 

se describi6 este método (17). 

Aislando una columna del subconjunto (fig. 44), y al 

suponer que Mn+1=Mn, que la rigidez angular no disminuye 

por efecto de la carga axial, y que la ~lumna se comporta 

elásticamente ," 
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Como Mr=2Mn (por equilibrio), donde Mr = Momentorestric-

tivo proporcionado por- las trabes', 

+ é .............. . (64) , 

Las hip6tesis anteriores .se consideran' satisfactorias 

cuando P/Py(=O.80 y h/r(~40·, 

De 1 a f i g. 4 4 , 

. " .. .. .. .. . .... ( 65) 

-- ("6) 

Por lo que, 

•••••• '.. (61) 

Con las ecuaciones 64 y 67 se determinan los puntos de la 

curva Q-A,'es decir, conocidos Mry e- se obtiene An/h y 

Qn. 
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Para aplicar el método, se recomienda seguir el siguiente 

procedimiento: 

1.- Se aplican las cargas verticales con su inten­
cidad máxima, y horizontales crecen lentamente, 
desde cero hasta su valor máximo. 

2.- Se divide el entrepiso en subconjuntos (fig. 
40) 

3.- Se calculan los valores de Mr a lo largo de 
todo el proceso de carga 

4. - Se calculan A y Q (ecs. 64 Y 67) corres pon­
dient.es a la, formación 'de cada articulación 
plástica 

5.- Se obtiene la: relación entre dasplazamientos y 
fuerzas ·horizontales posterior al mecanismo de 
colapso 

6.- Al incrementar la carga horizontal, 
eventualmente~ se forma, en alguna barra, una 
articulación plástica, utilizando las ecs. 64 
y 67 se obtiene el primer conjunto de valores Q: 
y ~,se une por medio de una linea recta el 
primer punto con el origen de los ejes coor­
denados Q-A ~ si el subconjunto no se 
convierte, aún, en un mecanismo se continúa 
aumentando la carga horizontal, considerando la 
disminuciórrde la rigidez del subconjunto por 
la articulación formada, hasta oformar otra 
articulación plástica y se obtiene otro punto 
de la curva, el proceso se continúa hasta la 
formación de un mecanismo, la recta de descarga 
se obtiene de a·cuerdo con lo señ.alado en .el 
punto 5. 

7.- Sumando, gráficamente, todas 
subconjuntos se obtiene la 
entrepiso 

las curvas de los 
curva Q-·A del 

8.- La carga de inestabilidad corresponde al punto 
más alto. de la curva anterior; se cuenta 
también con la informa~ión en condiciones dé 
servicio, considerando el efecto p-A 
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CAPITULO 6 

COMENTARIOS A LOS RESULTADOS 

Los efectos de segundo orden causan que el comportamiento 

de la estructura deje de ser lineal, geométricamente, 

adem~s disminuyen su rigidez y res~stencia. 

Se han desarrollado diversos métodos para tratar de conocer 

la carga última que soporta la estructura, sin embargo, una 

gran mayoría se ha limitado al estudio de las cargas 

gravitacionales únicamente; son pocos los métodos que 

incorporan, también, las cargas horizontales y son todavía 

menos comunes los que son de f~cil acceso y aplicación. 

Cabe señalar que se hace necesario, en un futuro, realizar 

un mayor estudio del comportamiento de marcos sometidos a 

la combinación de fuerzas verticales y horizontales para 

llegar a métodos que sean más sencillos de aplicación y por 

lo tanto de mayor uso. También es importante cóntar con 

recomendaciones para considerar, en caso de ser necesario, 

el efecto de acortamiento de columnas en la rigidez de la 

estructura. 

Del ejemplo resuelto se pudo observar lo siguiente: 

1. La forma más sencilla de considerar el efecto p-A es 

utilizando un factor de amplificación, se han desarro-
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llado varias expresiones por diferentes autores que, 

aunque han seguido procedimientos diferentes, han 

llegado a fórmulas similares a la propuesta inicialmente 

por Rosenblueth (3 ) • De la comparación de las 

expresiones se observó que se obtienen excelentes resul­

tados utilizando la fórmula recomendada en las "Normas 

Técnicas Complementarias del Reglamento de 

Construcciones para el Distrito Federal", y calculando 

la rigidez de entrepiso de acuerdo a la recomendación de 

De Buen y Gerard (28 ) • 

resultados 

iniciales. 

cuando se 

La fórmula, también, dá buenos 

consideran desplazamientos 

2. Los métodos utilizados para calcular la carga crítica 

elástica tienen bastante variación, sin embargo, los 

valores más realistas parecen ser los obtenidos por 

Rosenblueth (3), Wood (19) y SChilling (4). 

3. La principal diferencia entre los métodos para obtener 

la carga crítica inelástica estriba en que unos no 

consideran el efecto P-A (ref. 13) y otros sí (refs. 24 

, 4). 

4. Se han desarrollado programas de computa~ora que 

realizan análisis para obtener el comportamiento de 

marcos durante todas las etapas de carga, considerando 

efectos de segundo orden y la plastificación de los 
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elementos; sin embargo, dado que su uso no es para todos 

accesible, se tiende a la utilización de métodos 

simplificados como el desarrollado en la Universidad de 

Lehigh y con la modificación propuesta por De Buen (1) 

se logran muy buenos resultados. Al comparar este último 

método con el desarrollado paso a paso se puede com­

probar su gran exactitud, tanto en condiciones de ser­

vicio como en las de falla. 

5. Los desplazamientos iniciales causan un incremento en el 

factor de amplificación, 

J::./h=O (considerando el 

variando desde 1.089, 

efecto p-A), hasta 

cuando 

1.433, 

cuando A /h=O.O 16, es decir, si el marco ,tuviera este 

desplazamiento inicialmente los efectos de primer orden, 

en condi~iones de servicio se verían amplificados en un 

43%. 

6. El efecto p-A fué el que mayor influencia tuvo de los 

efectos de'segundo orden considerados. 

7. Lá disminución de la rigidez por efecto de la carga 

axial causó que la columna más cargada fuera la primera 

en plastificarse en todos los casos. 

8. Cuando se mantuvo la carga ,vertical constante y se 

incrementó la carga horizontal hasta la falla, a 

diferencia de la condición de servicio, la carga máxima 
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que soporta el marco no se vió tan afectada, se obtuvo 

una disminución de 14% como '" . maXlmo CA/h=O.016) en 

comparación con ~/h=O incluyendo el efecto P-~. 

9. Al considerar la carga horizontal constante e incremen-

tar la carga vertical hasta la falla, debido a la 

reducción de la rigidez por efecto de la carga axial y 

disminución de los momentos plásticos, la '" . carga maXlma 

se redujo en un 38% (comparando .6./h=O.016 con A/h=O 

incluyendo el efecto p-~ 
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