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INTRODUCCION

E1 andlisis dimensional ha sido muy Gtil en muchos campos de la ingenieria y
de la fisica, el cual, fue propuesto en 1914 por E. Buckingham y expuesto en
1922 por P. W. Bridgman en su libro "Andlisis Dimensional", haciendo mas fé&-

cil el acceso a este método.

En 1935, A. E. Ruark propone el andlisis inspeccional como complemento del -
ané]isis dimensional, el cual consiste en la transformacidon de la ecuacign -
del prob]emé,>que puede ser diferencial o no, en una ecuacién, en la cual --
las variables y los parémetros de 1a misma se presentan en forma adimensiona
da. Analogamente se procede con las condiciones iniciales y de fontrera. --
Luego por simple inspeccidén (de alli el nombre que Ruark le da al método) se
establecen las relaciones que guardan entre si las variables y parémetros --

ahora adimensionados.

" Sin embargo, si bien el andlisis inspeccional reduce los pardmetros de los -

que depende una. expresién, su aplicacion no asegura que el ndmero al que se




1lega: sea el-minimo posible. *

En el presente trabaio se expondrd también un método que en muchos casos per
- mite lograr una reduccxon de] nUmero de pardmetros de 105 cuales depende una ...

ecuacién. Este metodo se denom1na "Reduccion de parametros".
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ANTECEDENTES -
1. Teorema de Buckingham y de constantes dimensionales.

E1 teorema fundamental en que se basa el ané]isis dimensional es 1lamado
teorema 1T o de Vaschy - Buckingham, pero antes de enunciar dicho teorema
serd conveniente establecer ciertas definiciones.

Dimensiones de referencia. son aguellas a través de las cuales otras --
cantidades fTsicas son expresadas.,én prob}emas de'ingenieria es usual -
tomar la Mas@, Longitdd y Tiempo como fundaménta]es y son denotadas como
M, L, T, en ecuac%ones dimensionales. La seleccién de estas unidades de

referencia s arbitraria, podrian haberse escogido otras, tales como tem

peratura, carga eléctrica, etc. Las cantidades expresadas en términos de

. las de referencia son 1lamadas "Derivadas", por ejm.\; la velocidad,den-

~

sidad, presidon, etc. Estas cantidades derivadas pueden ser de dos tipos,

variables dependientes o'independientes. La variable dependiente es la -

que nos interesa determinar; en hidrdulica es comin que sea la velocidad




o la pfesiénwO'alguna'varfab1e derivada de-estas dbs;.cbmo gasto;, empuje;-.
etc. La variable independiénte es Ja‘que junto con otras‘interQiene en un
problema y én funcion de las cuales 1nteresq la variable dependiente. Eq
hidrép]ica generé]ménte son variables que describen la geometria del f]ﬁ—
jo, como el didmetro de un-tubo, densidad y viscosidad del fluido, etc.

A las variables que permanecen constantes en un prpﬁlemd se 1e$:denomina

pardmetros.

E1 teorema de Buckingham establece que en un problema fisico en que se ten
gan n cantidades o variables que incluyan m dimensiones, las variables se
pueden agrupar en n-m pardmetros adimensionales independientes. En efecto

A las cantidades consideradas, como presidn, .vis-

sean Ay, Ay, As,...... Ay

cosidad, velocidad, etc. Las que se pueden expresar mediante la relacidn -

funcional

CF(AL, Agy Ay A) =0 (1)

También se asume que todas las cantidades son esenciales para resolver el
problema por lo que la ecuacién (1) es dimensionalmente homogenea o sea -

que su forma no depende de las cantidades que se eligen.

¢ .
i .

Si My, M2, Maseeennnnnn N, representan pardmetros adimensionales que agru-
pan a las cantidades A;, A, As,. ..., An incluyendo m dimensiones, el teore

ma de Buckingham establece la existencia de una ecuacidén de la forma:




' ’ f (Hl, ni, H’i‘t-'."."("' H )"_"_ _Q = - ’ . (2)

Por 1o que se tendran n-m productos adimensionales. E1 procedimiento para

aplicar el teorema de Buckinghames el siguiente:

1.

Se escriben las n magnitudes fisicas A, que intervienen en un problema
en particular, anotando sus dimensiones y el nimero m de dimensiones

de referencia . Existi}én n-m nimeros 1.
Seleccionar m de estas magnitudes, sin que haya ninguna sin dimensio-
nes, ni.dos que tengan las hiémas.dimensiones. Todas las dimensiones
fundamentales deben incluirse colectivamente en las magnitudes selec-
cionadas. Generalmente a estos nimeros se les denomina variables nepe
tidas. En el caso de un fluido las variables nepetidas mas importantes
son: Una dimensidn geométrica importante, una propiedad del fluido y

una caracteristica del flujo.

E1 primer grupo T puede expresarse como el producto de las magnitudes
escogidas, elevada cada una a un exponente desconocido, y una de las
otras magnitudes elevada @ una potencia conocida (normalmente se toma

jgual a uno).

Mantener las magnitudes escogidas en el paso 2 como variables xepefi-
das y escoger una de las variables restantes -para establecer el ni-
mero I. Se repite el procedimiento. para obtener -los sucesivos nime -

ros I,



5. En cada uno:de.los grupos. N-determinar los exponentes-desconocidos..me:

diante el andlisis dimensional. ..
Relaciones Gtiles:

a. Si una magnitud es adimensional constituye un grupo 1 sin necesidad de
aplicar el procedimiento anterior.

b. Si dos magnitudes fisicas cualesquiera tienen las mismas dimensiones -
su cociente serd un nidmero adimensional 1. Por ejemplo, L/L es adimen-

. sional y, por lo tanto, un nimero I.

E /
c. Cualquier numero I puede ser sustituido por una potencia del mismo,in-

cluida 1" '. Por ejemplo, I, puede remplazarse por H§ , 0 T, por 1/m,.

d. Cualquier nimero I puede sustituirse como el producto deuna constante
numérica por el ndmero N. Por ejemplo, N, puede remplazarse por 31,
‘If.‘.”-

e. Culquier nimero I puede expresarse como funcidén de otros nimeros T

Por ejemb]o, si hay dos nﬁmeros'ﬁ, M = ¢(m2).
Ejemplo

Suponiendo que la fuerza de arrastre ejercida sobre un cuerpo sumergido

en una corriente fluida es funcién de la densidad, la viscosidad , la ve




locidad-del-fluidosy de una-longitud:caracteristica. =

F(F, pyuy L, V) = 0 - k (3)

Las magnitudes fisicas y sus dimensiones en el sistema F, L, T

La cantidad de nimeros 1 que existird serd:
5-3=2

Se escoge la longitud L, 1a velocidad V, y la densidad p, como variables

repetidas.

Por 1o tanto los nimeros Tl seran:

Hl =‘.LX1. vyl. 21. F

M, = LXg. V)’z. Zs.




Y
LU

Expresando-dimensionalmente a 1y y 7N, se tienei _- . .

m, = Lxl . _E_Jylﬂ ( FTZ)Zl. F’

o

)Y2”. ( FTE)ZZ. ( F+ )

m X2 . L
M= L AT e ) m

Igualando los ‘exponentes de F, L, T, repéctivamente-a cero se tiene:

Z; +1-= 0
Xl + Yl - 421 = 0

- Yl + 221 = 0

Xl =z .2 X2 = -]
Y1x= 72 7 Yz = -1
Z, = -1 Z, = -1

Por lo que :




m = F o
1
L2y2 p.
N, == L
' LVp

m = f ( 1/H£)
F =2 f(R) p L2 V2
2

F ‘=KpL2-ﬁ‘
2.

Donde:

Obteniendose una ecuacion conocida.




IT ANALISIS INSPECCIONAL

En 1935, A. E. Ruark?define el andlisis inspeccional, que consiste en --

transformar las.- ecuaciones diferenciales o no, que representan el compor-

tamiento de un fendmeno, tal que todas las variables y Tos pardmetros de

Ta misma se presenten en forma adimensionada.

Cuando escribimos las condiciones diferenciales.y condiciones iniciales
'o de frontera del fendmeno que.dueremos describir, caracterizado por géo—
metria simple o condiciones cfneméticas, entonces, las variables pueden
ser siempre remp]aiadas por variables adimenéiona}es. Cuando esto ha sido

hecho, puede obtenerse una solucién formal de las ecuaciones.

Usando andlisis inspeccional estamos siempre en posicidn de emplear argu
. ; :
mentos fisicos. Automaticamente nos muestra donde carecemos de informa--
c¢ién. Podemos por ejemplo Qer claramente si tenemos las condiciones ini-
cfa1es y de frontera necesarias para definir el comportamiento del fené»

meno.

10




para solucionars elrprob1ema y»Jos puntos esenc1a1es son: (1) Que.en: elﬂ—,*'

'proceso de solucwonar 1as ecuaciones- que representan nuestro prob]ema

podemos automét1ca‘y SWStemat1camente obtener toda 1la 1nf0rmac10n que

nos da el andlisis dimensional,(2) Que amenudo es obtenida informacign

adicional.

G. Birkhoff, muestra una de']as;ap]i;acibneé;del método enuel_estudio de
las leyes de similitud en Tos diversos tipos dé'modelos que tradicional-
mente se usan en las aplicaciones de la.mecdnica de fluidosj-para formu-,- .

lar las condiciones de sumi1itud entre modelo y prototipo.

Otra de las aplicaciones, es la de permitir obtener una representacion
de una ecuacién diferencial mds simple y de esta manera solucionarla ma-
temdtica o numéricamente de una forma mis sencilla, y también poder re -

lacionar las variables adimensionales graficamente.

La obtenC1on de Tas ecuac1ones adimensionales depende de la hab111dad que
‘'se tenga para -manipular Tas eXpres1ones en JUGQO sin-embargo el nimero -
se parémetros al que se TTega no siempre es el hinimo. Aara minimizar es-
te nﬁmero~de parémetrés‘h: Gadrga® expuso el método conocido como "Método

de neduccidn de pardmetros™, que se expone'a continuacign.

11




ITI METODO DE REDUCCION DE PARAMETROS

Como se expuso en antecedentes el teorema N afirma que si se tiene una --

ecuacion de la forma
FOAL, Ay Agynn.. e A ) =0 , (6)

Con n cantidades de m dimensiones, la ecuacién (6) puede expresarse de la

siguiente manera:

f( m, 0, Ma,...... o ) (7)

Donde 1a ecuacidn (6) puede considerarse como la ecuacién inicial en el -
estudio de un fenémeno fisico 6 como la solucién de una ecuacién diferen-
cial o sistema de ecuaciones diferenciales. Recordando sin embargo que --

Tas transformaciones de las m magnitudes fundamentales que se admiten en




-

el analisis-dimensional:forma un ‘grupo y: que las- ecuaciones fisicas completas:-=-

son invariantes bajo el men ionado grupo, cabe tener presente el principio
reiteradamente usado por Birkhoff, de que "si un conjunto de ecuaciones ma -

tematicas es invariante bajo un grupo, las consecuencias de dichas ecuacic

nes, son también invariantes bajo el mismo grupo'. Se concluye entoncesque 1a

formulacién que se realiza del teorema de Buckingham se extiende también,-
en virtud del mencionado principio, a ecuaciones diferenciales ordinarias

y a sistemas de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

E1 método de reduccidn de parametros exige que la elecci6n de las m dimen

“siones fundamentales se realice de modo que los nimeros I resultantes =-

puedan ser agrupados en dos conjuntos, los nimeros T en los cuales inter-
viene una variable y uno o mas pardmetros y los nimeros 11 en los que sola
mente intervienen pardmetros. Los ndmercs N asi obtenidos serdn m,, n,, -

Mayennnlentyd

n-m tal como lo afirma el teorema de Buckingham. Se 1es'ordg

nard de modo que las variables aparezcan en los primeros_(n;, n,, etc.) y

los parametros en.los ultimos ( Tes Mo_qs etc.), siendo"-r = n-m.

-

Luego se procede a obtener la ecuacidén (7), que.relacicna leos nimeros I -
encontrados.

A continuacidn se hace el siguiente cambio de variables:

} My = X; Hgl
T, = Xg H?a

13
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]

Ty =X IR

MO IR UAR I N Y

Sustituyendo M, seeceeeel g oen (7) por los valores.establecidos en (8).

E1 resultado es una expresidn de la siguiente forma:
6 ( Xy Xoy ... XP-l’ Hr’ Bl Ooavoenennns @ q =0 | (9)

E1 siguiente paso consiste en determinar los valores de “j de ma

nera que se anulen todos los exponentes de L. Si ello es posible la expre

sién (9) se transforma en :
b (X Xe Xy ) =0 . (19)

En 1a que se elimina el pardmetro ‘M, que depende de las variables X;, X,

....... y de los parametros xr_l , Xr_2 S

Este'procedimiento se repite hasta que el resultado que se obtenga para -

los o5 no sea compatible.

14. .




IV EJEMPLOS
A continuacidn,el método de andlisis inspeccional es ilustrado con algunos

ejemplos:

i. Criterios de semejanza a partir de la ecuacidn de Navier-Stokes para flu-

jos incompresibles.

Partiendo de la ecuacidn de Navier-Stokes

WP+ oy 92+
o 3

viv-i) (1)

Como se parte de que es un flujo incompresible, el (1timo término de la -
ecuacidn desaparece.

Tomando 1a ecuacidn en coordenadas cartesianas en la direccidén x quedard:

su du .~ su . &u sh 1 &P v viu (2)
6t 8x 8y 8z 6x p & '

15 .



*

o " En la cual-ro-

>

u, v, w  Componentes de la velocidad en la direccién x, y, z

t tiempo - -
P presién- .
p . densidad
v _viscosidad cinemdatica ’
' 2 2 2
2 = 6°U + §-u + 8°u
veu GXZ Gyl 62& -

Si se utilizan variables de referencia

to tiempo

Ps presibn )
Vo ~ velocidad

Lo longitud

Y considerando p» v, g como pardmetros ya que permanecen constantes, se

podrah definir las siguientes variables adimensionales:"

x' = E w'o= :
[«] ]
‘ DY C . _P
g YR T T
: 2t = _2 Rt o= _D
[o - [o
(- u - t
u 0 t .
[E— v
v -

16




B

u, v, W, , h, t se tiene:

§x'- _ sy' _ 8z' _ sh' _ 1

§x By T8z T sh T T L
- su' - T év! - 6w"= 1
su , 6v C oW Vo
. ép' _ 1
sp Po
st’ - 1 )
6t to .

~

i . ’ _—
Remplazando las anteriores ecuaciones en (2) se tendra que cada término

de l1a ecuacidn serd igual a :

su _ v, . du'

st Tt st
g U ve .u'osu
8X Lo X7
voSu_ovd vt A
sy Lo 8y’
w_ou = v& .w'. eu'
Y4 Lo sz
1 §p = 1 Po 8p'
p &X p Lo &X

17 .-

= -~ Derivando -las. anteriores variables adimensionales ‘con respecto a X, y, z,. ..




sh  _ Sh’
9 —5x I ¢ F
u_ . 8 (va su') & (Lva 6u;‘> L Vo &%
&X 8x Lo . &x' Loéx! ° &x' T L2 &x'2
82y Vo §2u; .
S2u . v, 82u'
62% Lo §z'2
Por 1o que la ecuacidén (2) queda como :
v2 [Lo su' _u' &u' s Vi _Sul oW _su! ] =
Lo “voto &t' sx' sy’ §z'
- 1 Po sp' Sh' Vo g2u' o s%u' . 8%
- 0 Lo 5x g e + v L2 ( 6x|2+ Gys2+ 52'2)

Dividiendo 1a ecuacidn anterior por

vo/ Lo queda como :

Lo _su' , v o_eu' y o o su' o su'
Voto 8t 8x! Sy' 8z’
= 1 _Po sp' _ Lo g sh' . v. 1 v*u
T T L Vo T Tax” vi 5x' volo
Pero,
R =-_Vv-L . _ Fuerza de inercia

v Fuerza viscosa

18
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Y 1lamando H =

vgL - Fuerza gravitacional
p v2 _  Fuerza de inercia
Po Fuerza de presidn
vt entonces la ecuacién (3) queda como :
6ul + ul Gu' vl 6ul wl GUQ -
st” 8X" 3% 8z’
P’ sh' v2 u'

e R

v Fuerza de inercia-

f(F , R | H, geometria)

Ya que generalmente E es la variable dependiente.

Como casos especiales de la ecuacién (4) se tiene :

A.

Ya que

Para flujo permanete

1

E

syt

st'

-

f( F - s R . geometria )

0, por 1o que H desaparece

19




ce -

B. . Para T]ﬁjoépermanenteucon‘f}onferawrjgidaf_jfw ' : o
—l-='f ( R, geometria )
E S o

. Ya que las fuerzas viscosas son importantes con respecto a las inercia
les. Pero para Reynolds altos las fuerzas inerciales son mds importan-

_tes que las viscosas por lo que,

R S ( geometria) .
E

C. Para flujo permanente turbulento con superficie libre

1 og ( F , geometria)
E .

20. .
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2. La propagacién de una sustancia en_ un fluido, obedece a la ley de Fick -

que esta dada por:

sc__ 8% (1)
6t §x<
Donde :
c - Concenpracién de la sustancia
t tiempo ) L
X . distancia
. D . coeficiente de difusién

$i definimos a co -, to, Xo, ¥ Do como variables de referencia, se pueden

construir las variables adimensionales como sigue:

121
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Derivando las ecuaciones (2), (3) y (5), con respecto a ¢, t y x , se

tiene:

&c'

s8¢

st'

it

st

X'

58X

Despejando &c, &t, &x

sc
st

SX

Cos+ &C'
to. St

Xo - &X'

22
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(3)




Ced,

Co 6¢' _ o o, & , c, 6c'

to otr Do Dl Xo X )
_ Dy ¢ ,D' 8 §c!
- l( SX. )

) Xo Xo 68X

Dividiendo la ecuacidn por ¢/ t, se tiene :

8c' _ Doto D' 82¢!
’6tl xol ' 6XTL

Si.se acepta que 1a misma ecuacién se aplica al modelo como al prototipo

entonces se debe.mantener igual

Do to
o o
X
Por lo que _
c Do to , x , t , D
c f o XS Xo to Do ) '

23




Considetese l1a ecuacidn para velocidad de propagacion,C, de ondas super-

ficiales de pequefia amplitud en un 1iquido de profundidad uniforme

2= ( g 22 4 gzk ) tanh ( gl%—b— ) - (1)
donde :
o = tensidn superficial
X = longitud de onda
p = densidad |
h = profundidéd de1']iqujdo no perturbado

~ Utilizando el método de reduccién.de parametros

1. Se procede a formar nimeros adimensionales

Ty =
_ 1. Ry
Hp =G
pgA .
“h
My = —0
Ao

124 .




0y, = 21
2. Reemh]azando en la ecuacion (1)
My = ( Ny My + 1/33) tanh (.M, Iy) (2)

3. Haciendo los siguientes cambios de variables

a
I, = X1 H“l
, i - v
Mp= X2 B - (3)
My= x5 H§°

4. Reemplazando las ecuaciones (3) en (2)

1+ o=~ a3 P ‘1"0'3
X1 = (X, Ty - #1770 Y tanh (X T ) (4)

5. Se determina los valores de los exponentes de n, , de tal mane-

ra que se anule I, , por lo que

1+ azA‘-— a; =0
[+ 5} +1 =~0

de donde
al = - 1
Az . = 2 .
A3 = = 1

por 1o que la ecuacidon (4) gquedard :

¥1 = ( Xz +1) tanh X5’

25




-0y - - ’ +

2
X, = 2 21
: ga
X,=F 20
_~ =05
X2=1, II.a..z.
X2=H2 ]'h*
- _ @ 4 n?
pg A2
:-.L 4 112 .
] - ya gque gx es una velocidad al cuadrado
X3= ng 0,%3
3 NIy

Por 1o que la ecuacidon se podrd escribir también de la siguiente forma :

Fe2l = (22— +1) tanh ( h/a-2n )
W

0 sea

F

£ (1M, h/y) |
De 1o anterior se concluye que para condiciones de similitud habrd que

mantener W y h/Xen prototipo y modelo para tener el mismo nimero de -
Froude.

26




4, R.M. Advani3analiza el problema de determinar la profundidad critica en

canales de seccion trapecial; para ello partié de la expresidn siguiente:

Q2 A3 .
g B,
donde :
Q = caudal
g = gravedad
A = drea mojada para un tirante critico.

B_ = ancho de la superficie libre para un tirante critico.

" Para un canal trapezoidal

>
i

(b+md)d .

Lo
]

(b+2md )’

en ]aé que :

d - tirante critico
b. » ancho del canaf
m _taiud

Q2 = (b +md)?d?3
g (b + 2md)

27




Q> _ (1 +md/b)’2d*
g (1 +2md/b)

,ﬁaciéndo X =d/b yN-= ingb5 se obtiene .:

No_ (1 +xm)? F

- (2)
(1 + 2mx)

" Por lo tanto la nueva variable X depende de dos pardmetros N y M.
A continuacién se verd que Advani logré reducir estos dos pardmetros a

uno solo haciendo

B=xm
N1= N m3
se tiene : .
N = (1+8) B*
(1+28) m
No= (1+8)° . 8°
L (e 28) (3)
donde :
N Q2m3
_ dm
B_
b

La anterior ecuacidn muestra que la variable g depende solo de un pari-
metro N, 1o cual pérmite presentar graficamente en dos dimensiones la fun

cion g = g (Ny),10 cual no es posible con la ecuacidn (2).

28
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También se puede hacer este andlisis por medio del método de reduccién

de pardmetros como sigue :

’

Partiendo de la ecuacidn general que se obtuvo anteriormente

Q® _ (b +md)%° (4)
S ( b'+ 2md) b

en Ta cual la variable es d y los parametros b,m,Q,qg.

Los pasos que se siguen para este anilisis son

3

1. Se procede a. formar nimeros adimensionales.

N = d/b :

M= m
Cm,= Q% gbs

- ~ Luego seproceders. a hallar.1a.ecuacidn entre 1os ‘nimeros fﬂn-ha11ados,

que se consigue sustituyendo los m, en la ecuacién (4),

29
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Ve

- . . ( i + Np ; 18 )3 H%

(‘1+-én:1:-‘ m )
M (1+2Mmm ) = (1+0,m )%} (5)

Luego se procederd a hacer el siguiente cambio de variables

= a1
M X3 Hr
= 02
1P X, Hr
= a3
I, X3 Hr
- @ p-a
Hr-l Xr-l--gr .

Donde las X;, X- son variables adimensionales que son usadas para realizar

el-cambio-de variable, por 1o que, en este caso :

M = X1 H%l

My X, 32

Reemplazando en (5) se tiene

.

ay + o ay + o 3 3a1
ﬂ3(1+’2X1X2H31 2) = (1*’:\_‘31)(2“31, 2 )3 Xi M,
Se trata de . - - o1 y.opde.tal manera que.ce .z2nule M3 por lo que :
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C(1+2dm ) = (1424 W) ()

et -

oyt oaz =0

3 o1 - 1=20
a; 1/3
dz B 1/3
En consecuencia se obtiene :
(1+2X1X2) = (1+ Xy X, )3 X:-

en la cual la variable X; solo depende de X,

Despejando X; y X, de (6) y (7) se tiene

X, = m H§G1

1
=
=
=
w |
o

L]
=]
™
=t
w ot

i

sustituyendo en (8) X,y X,

4y ¢
-

b ~ b

que es la ecuacion obtenida por Advani.
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< L2

L tratarido de reducir alin mds la ecuacién, partiendo de (8) se tiene:

. t

.- N %1
Xy = XX
JS reemplazando en (8) :
o .o o 3t
(o2 x5 = e xx, Bty s 0B
por lo que
i .
oy + l. =0
A 3 a‘i =0

que es incompatible y en consecuencia la ecuacion (8) no se puede redu-

cir mds, no 1legando a la ecuacién (3) obtenida anteriormente para este

ejemplo.




‘R. Guarga y M. LaraSestudiaron la determinacidn del tirante en funcidn de
la abscisa medida seglin el eje del canal, para un gasto creciente y una =

seccidn trapecial.

Partiendo de la ecuacidn dindmica para flujo .espacialmente variado con - ]

caudal creciente :

donde:
o dy/dx ='variacion |
d T TP del tirante
9y = ‘S S - 200,/ gA ‘ con respecto
dx 1- Q% gA2pD ax
o S = pendiente de fondo
S¢= pendiente de fric.’

despreciando e} efectb‘deufriccién debida a las paredes del cahal se tie=

ne :
. ‘ donde:
2
EX = 3-20Q 9/ g‘A . Q= gasto ‘inicial
- 2 2 :
dx 1 , Q*/ g h*D q4+= gasto por unidad de
N tongitud que se inco-
siendo . : pora-al canal
_ A = drea mojada "
Q= GaX : D = profundidad hidrdulica .
g = gravedad
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A=y (y+ky)
D=A/B=y(b+ky )/ (b+2ky)
| -entonces | - ~ . . ; .
dy- _ S-2¢2x/gy*(b+ky)? = v (3)
dx l-gx?2(b+2ky)/gy*(b+ky)

en el plano x,y para S = 0 se presenta un punto siﬁgu]ar definido por -
las coordenadas (xp,yg) donde se anulan simul tdneamente numerador y deno-

minador.

Por 1o que
Ang]acién del numerador

Sgy2(b+ky )z =2qg2x ‘ (4)

Anulacidn del denominador

gy? (b+ky)s3 ‘e:_qf x2(b+2ky) L5

haciendo cambio de variable

~ky/b
492k /gs?b?

=
i

=
I\

resul ta que el sistema de ecuaciones (4) y (5) se convierte en :
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n(1+4n) (1+2n)= M - | (6)
x=2bn(l+n)/sk(1+2n) N ¢
la ecuacidn ( 6 ) tiene una sola raiz poéitiva‘np, por 1o que
Yo =no b/ k ' -~ (8)
2yo (14n) /S(1+2n) - (9)

L]

Xo

realizando el cambio de variables en la ecuacién (3) -y proponiendo el si-

guiente cambio :

X = X Xo

<
i

Y Yo

donde X, Y son variables adimensionales, por lo que en las nuevas varia-

bles adimensionales, el punto~singular serd (1,1);se obtiene :

1 - 2 g2 X Xe
- 2 2 2 2
d( Yy ) _ - . Y b” ( 1+ n,¥Y) S
—L— = e ® (10)
4 (X x) 1.9 X2xz b (1 +2n,Y)
- g¥ ys b (1 +n,v)
. 2as o x
dY _xe ¢ o gb*( 1+ neY)? . yd o ¥2 S o (11)
X ye B |
ve 9% - (1+2n,v) x2 X2
1- . .
gb*  ( 1#n, ¥ )? vy
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dividiendo 1a ecuacidn (9) entre 1a ecuacion (8) se tiene :

P -

X o« 2y0 (1tne) -k (12)
Yo o A s - (1 + 2no) nb
Yo S 1+ 2n,
reemplazando (12) y (.6) en { 11)
, (L4 1 agik 1 X
dy_ 2 (1 +n,) (1+ 2ns) no g b® $% (1 +nY)? y ?
dx Llil+2n.y) (1) 8¢ kX
no(. 1 +#no ¥)? (1+2 Moy Z gb¥s?2 ¥?
. 1. L1+no)’ X
gy =2 £1%no) (1 +n¥)? vz (14)
T ez o 1= L1tz (1wngtox

(1+2ng) (1 +n,Y)%Ye

para canal rectangular k = 0, por lo que de la ecuacién (8) no = 0, .

remplazando en ‘la ecuacién (14) se tiene.:
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P PR 78 & - Qs)
dX 1 -xy YR ’

para canal triangular b = 0 por 1o que no»= y de la ecuacidn (18) se

tiene :

4y 1-X/V" “ (16)
dX 1-X%x/7Y°? '

el RNimero de Froude en funcion de X,Y serd :

v % X2 B G ¥ (b + 2ky)
3
gD g\A3 : g ( b+ ky)

Fi- Qe Xt (1+2noY) X2

gydb*(1+n,y ) v
F2= (1 +n)° 1+ 2neY X
((1+# noY)® 1+ 2n, y?

La ecuacidn (14) permite construir un diagrama universal donde se pre-
sentan las curvas integrales, en la cual se puede saber el tipo de flujo

en el canal ( ver apéndice fig. 1;)
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Haciendo el andlisis por el método de reduccidn de pardmetros a este pro

blema;

partiendo de la ecuacién (3)

dY _ S-2q,X /gV¥ (b+kVY)?

dX  1-g X (b+2kV)/g¥ (brkY)
en la.cual las variables son X y Y y los pardmetros qi, b, k,g, S.
'Los pasos que se siguen para este método son :

1. Formar nimeros adimensionales

x./ b

M =

T =y /b

My =§

m, =K | ]
s =.qi/ g b

2. Sustituyendo los I en’la ecuacidn (3) se tiene :

1 - 21 Ny
d 1z T Mo My (14T M y o (17)
d m - z 2 :
: 4 s Iy ( 1 +20y 0)

Al_

— .
T2 (14 My M )@
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3. Se hacen los siguientes cambios de variable :

-

~ Ty = nCll 4
1 5
T, = X 102
. 2 5 R
My = X 1°3 .
"3 s ,
Oy
My, = X 1
4 -

4. Reemplazando los anteriores cambios de variable en la ecuacidnn{17):

o + 3
L. 2 X1 Mgt}
» a1 - a2 + a3 ' 2 227 s Uuy 02,9
Eiz = X3 Iis X2 XQHS ( 1+ Xu X2 Qs )
dXJ. 1 - xl HS ( 1 + 2 Xu Xp H%h taz ﬁ
3 R :
Yo Me¥®2 (1 + XX, meh ™ #2)

5. Como se trata de determinar los @ . para anular los exponentes de I gs

- entonces : ’

i
Lo

ap - a2 Yoz F

a1 - 2a,- a3 =

f
"o

a““‘az:O

2 0'1+ 1 - 30.2: 0

ay = - 2
92'; -1
ag = ‘ 1
ay = ]
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; por.lo que :

490

o1 - :
2 ‘ ’
X, X3 (1 +X,X, ;2
.ﬁz = x3 :
2
d X1 R S O U2 PR O
3
X, (1+ X, X,
donde i
Xl ':Hl ngal
=1 H%
= X [as/g5 1°
b
'X2 = Hz‘HEM
= s g
o 2 73
=Y/b . g4 / gb
‘—Ct3 -
= ]-[3 ngl
= S gb?/Q*z

e




reduciendo mds y haciendo nuevos cambios de variables y reemplazandolos

en 1a ecuacidn (I8} -

'xl = Yl XB,];
X2 = Y, ng
X3 = Y, XES .
1 - 2 Y, xRl
2 2B24+ B3 o
dy Y x, B1t Bi~ B2 2% ; W 1+ 0y, x§9+ )
=2 = '3 4
. 2 L1
dY, | L Y, B (142 Y, XB82 )’
3 3B2 o+ 1
Y2 Xu (1+ Y2 X“ )

‘para anular 1os exponentes de X entonces :

By + B3 - B =0
Bi -2 B2 - B3 = 0
B2 +1- =

81 =382 =0

que -es incompatible. "En consecuencia no es posible reducir mis la ecua=

41




T

-

. *

cidn, por 1o que el resultado es la ecuacidn (18), en la que X3, Xu

son dos niimeras adimensionales.construidos a partir de .S,q,b,q,,k. .

Para un canal rectangular k = o por 1o que X, = 0; entonces de la ecua=

cion (18)

| 1. 2 X,
. 2
dX, _ X, X, Xa (19)
——————" . 2 .
d X, 1 - ___zlh__.
3-
X2

Y

La ecuacidn (18) no permite abordar el caso para un canal triangular.

Las ecuaciones adimensionales encontradas para un canal trapezoidal por
este métbdp,son diferentes ya que las variables adimensionales también 1o

son. Igualmente es una ecuacion de dos variables en funcién de dos para-

metros 1a cual no es tan reducida como la ecuacign (14); que es una ecua-

cion de dos variables en funcign de un_pardmetro.
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. Adimensionalizacidon de la ecuacion

nara flujo transitorio en tuberias.
La ecuacidn de continuidad es:

SH . sH . a? &V

v ¥ +- " =0 (1)
Vv 5 5T g X V sen a
donde
H. Gradiente hidrdulico de energia . 3
- - - ) i

a Velocidad de 1a onda de presion, celeridad 1
g Gravedad
v Velocidad

Ca Angulo que forma el conducto con Ta horizontal

Utilizando Tas SiguientesAvariab1es

de continuidad en su forma diferencial

de referencia:




Vo
Lo -
to

Qo

.Considerando a, g y a como parametros se pueden definir las siguien-

tes variables adimensionales:

Q' = V/V,
H' = WL,
x' = x/L,
Q' = /0
t' = t/te

Remplazando las ecyaciones (2) en (1), tenemos : ﬁ

~

VoV' __GH' Lo sH' 4 afal Ve sV' L VoV'sen a=0 - (3)
' T t, St' g . Lo Ox' ‘

Dividiendo 1a ecuacién (3) entre V, V' : : )

SH' . L, 1 §H' L a'2Z 1 &V E I
+ + +sen .
Bx' | Vot V' 8t g Lov' &' &M@

U]
o

44 : K




' "", _‘,.Lo - ' . N
: ]1amando~H---—V:f;_:hi . « ’ ,

sH' 1 sH! 2 a'2 V! o
6X|+H_V'rw,+ﬁr—v—.—-§i*§enu 0

por lo que :

X

= f ( H, F, geometria )

o g
[+]
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7: Adimensionalizacién de la ecuacién de movimiento en su forma diferen-

cial para flujo transitorio en tuberias.

La ecuacidn de movimiento es

ol o, eV Vo, FVV|
Sttt =t =0 (1)

utilizando las siguientes variables de referencia :

Vo

t,

Do

y considerande a, ¢ y f como prametros, se pueden definir las siguien-

tes variables adimensionales:
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Vo= v/,

HY = H/L,
x' o= x/e
£ o= t/te
0 = D/L

Remplazando las ecuaciones (2) en (1), tenemos :

SH', Vo . V', yiy: sVt f Ve
8x? to . 6t' Lo §x' Lo D

9

dividiendo la ecuacidon (3) por g, tenemos :

6H', ‘vo"fsv'+"v§?' v, FVE
X' tog  8t' Log  8x' Log D’

1lamando K = V°A
 teg
SHY L eV 2 gy 2
e PRt BV e E o L

por lo que :

';QE: = f(K, F, geometria )

V'] =0

v(
D,l

v byl = g

V'

=0




8. Vibracién de un hilo tensado.
La ecaucién diferencial para este problema es :
62 -"62 .
y 2 Yy (1)

6t2: 6x2

donde V es la velocidad de 1a onda en el hilo.

Suponiendo las siguientes condiciones de frontera :

Yy = A Seh';ﬂti para t =0 (2)
A Amplitud de vibracién
L Longitud del hilo tensado

ya que la ecuacibn (2) es lineal "y" debe ser proporcional a "A" , por
To que un nimero adimensional serd y/A . La ecuacién (2) también nos

da otro nimero adimensional x/L y entonces obtenemos 1o siguiente :

48
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por lo que

s2( y/A) - S ( y/A)
SCVt/L ) §(x/L )
y/A = f ( x/L, Vt/L)

49
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9. "Otra aplicacidn del andlisis inspeccional es el cdlculo del conjuga-

do mayor a partir del conjugado menor para un canal rectangular.

Partiendo de la ecuacidon de conservacion de la cantidad de mivimiento

..,
.
i
=

gA, ) G, 2 gh,

b y$- @ _ bys - @
2 gby 2 g by
éiai[ B ..simp1iffcandd :
Sy sy. 202 g
Ve yl, g b%y1y2
;: multiplicando por y,/y?
50




S 4

(L2)'s 2 2O,

en donde :

2 Q2 2 V2 2
_ = 2 F
g b%yy gy, !

por lo que la ecuacidn resulta :

{_Zz_)2+.giz -2 F2%= 0
Y1 Y. :

que se puede dibujar facilmente.

Se tratd de adimensionalizar la ecuacién . por el método de reduccign
de parémetro;, pero no se consiguié ya que los resultados que se obte-
nian para los Gj eran incompatib1es, por 1o que no se pudo reducir -

mds la ecuacién original,
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10. Adimensionalizacion de la ecuacién de Neill para el cdlculo de la

B , velocidad de inicio de arrastre en un canal no revestido.

[ ~ la ecuacisn que propuso Neill

Vo= V2 (y/D ¥ (gab ) A (1)
Y Tirante
D. Diametro caracteristico de la
particula
g - Gravedad

~~ . A = __‘h.__ I
L ' Y

Utilizando-el método de reduccion de pardmetros
1. Nimeros adimensionales

m= Vv, / (g0}
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M2 y/D

2. Remplazando las ecuaciones (2) en (1)

1 i
M =/2 1,° I;3°

3. Haciendo los siguientes cambios de variable

my =X, st

C . = n,t
I, xz 3

¥ remplazandolos en la ecuacign (3)

: 1
. Jo—. 6 ;
Xy n3§17 2 X, mp%/ th

. 53




Eliminando los. exponentes de T3

Q) =0

az/e +3 =0

Resolviendo el sistema de ecuaciones

Por lo que

Donde

ay =0
ay = -3
1
6
X1=7v2 X,

X1= 1y 1,

'}
X,
-L.gD)*
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La ecuacion (4) depende de 2 variables adimensionales, en la

cual'x2

My T2

My 13

y/D ( 8)°

depende del ndmero de.Froude.
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11. Adimensionalizacidn de 1a ecuacién para la velocidad de una onda de

presion, -

La ecuacidn de la celeridad , @, para una onda de presidon :

@7 / 1 +K/E D ¢, )
£ e
D Diametro del conducto
e » espesor del conducto
Cy - coeficiente que depende del époyo dé la
. x tuberia |
E médu]o de elasticidad del material
S}vi o *® médulo ‘de elasticidad volumétrico del
| | fluido | |

p : densidad
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1.

utilizando el método de reduccion de parametros :

. Nimeros adimensionales

. a?
S E K/e
_ K D
L™ e
n= 9
3
remplazando (2) en (1)
1.= 1
! 1 + H2 T3

haciendo los siguientes cambios de variable

M= x 7n%?
. 1
Ma= X ng
2
remplazando en (3)
Hg_l = 1

i p -
.+ ,)(2 T 1

57
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ay= 0

,0.2-{-1::0'

a1= 0
az= -1
X= — (4) |
1 + X2
donde :
Xl— IS H;al
1
Xl= I,
a2
Xl- X7e
X,= B2 M2
XZ— M2 13
_ K D
= T b

-por 1o tanto la ecuacion -(4) solo depende de dos variables adimiensio-

nales X,.= f ( X )




T

12. Pardmetros adimensionales involucrados en la transferencia de calor

por conveccion libre, suponiendo fluido incompresible.

La ecuacién de movimiento

p{oV/st + (V. a) VY=-pBg(T-To )+ uv? (1)
B8 ’ Coeficiente de expansidon volumétrica
. ’ S Temperatura.

En estos problemas generalmente no hay velocidad de referencia, por

1o que las variables adimensionales se construyen como sigue
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" 3,
= ” ) |
, .
gro= b
p L
T' = ( T - To)
’ ( Tl' io)

Donde T;- T, es una diferencia caracteristica de temperatura del sistema

Remplazando ecuaciones (2) en (1) se tiene




L3 p2 )
—— g (T-To) T' + v o2y

3.2 .
J% (Ty- To)

en la cual a Gr se le conoce como el nGmero de Grashof.

Por 1o que en conveccion Tibre solo interviene el nimero de Grashof.
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13. Adimensionalizacion de la ‘ecuacidon diferencial de cantidad de movimien-

to para flujo transitorio en canales

sV sV 8y .
+V 6x+g———-—g(so—s

PR DR

Definiendo las variables adimensionales
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v v/,

t' = ot /.t
X''= x/ L
y' = y /L

Remplazando las ecuaciones (2) en (1)

Vo &V + vZ v'oosv! 8y
Sx!

e
to 6tf Lo 5x' I

,
Dividiendo entre Vo/ Lo

-gk=20

Lo "'y 3V' . gle 3y' gl

Voto 3t© ax' V2 oax! v2
1lamando - H = Lo/Voto
H avl:‘_*_»v: BV' + -1 Byl'l. 1 K:.'-‘
a3ttt - - - oax!’ F2 EX‘A B:"2

63

(2)

e, ol




! A
) ’ por lo-tantoz::.-. ’
L (F., H, Geometria ) .

Vo
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14. ‘Adimensionalizacion de la ecuacién diferencial de continuidad para

\

flujo transitorio en canales.

_A Sy 4, %y . 1
il v ()

Utilizando variables de referencia

Definiendo las siguientes variables adimensionales
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D' = D/L,
T = T,
X' = XL,
V'o= v,
y' = yl/l,
£ = t/te

Remplazando las ecuaciones (2) en (1)

LoDt —Yo Vg, v Y

Lo Sx'

Dividiendo la ecuacion entre D' V,

AL A VAR

ox' D' &x' Voto
“1lamando H = Lo
Voto A

66
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v
V', V' sy, H. sy 0.
x" D'~ &x' D' 6t

5 = f( H, Geometria)

P
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) V- CONCLUSIONES:

El- andlisis dimensional tiene sus limitaciones y dificultades, asi como
© sus ventajas; como el que es rdpido y para problemas simples una ayuda

| para la comprensidon fisica del fendmeno, y casi siempre ofrece 1a infor-
' macion atil.

E1 andlisis inspeccional es capaz de ofrecer toda 1a informacidn que ob-
tenemos con andlisis .dimensional y adn mds. Las ventajas que ofrece el

andlisis inspeccional son las siguientes:

1. Es una version correcta de una-ley natural-

2. Es una funciém de un nimero reducido de variabies, 1o que implica
que 1a funcion se puede determinar mds facilmente que la funcidn
dimensionada. | :

3. "Su valor numérico no depende del sistema de unidades

4. Las variables adimensionales de Ta funcign son también un criterio

BN .de similaridad de un fengmeno.

‘5. En casi todos los problemas la constante adimensionada es de dos

68
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i ‘j:"-? . ;j'.,‘ . 1 Y
‘ Tele oo »
i i : X
~clases:zoai.
1., Aquella’s que se encuentran-en las ecuaciones diferenciales’

»

2. Llas que estan en las condiciones jniciales o de frontera

Por lo tanto usando andlisis inspeccional, podemos ver a que clase

pertenece una constante fisica.
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ANEXO - I

Magnitudes mds comunes en funcidn de la fuerza F, la longitud L, y del

tiempo t; y en funcidn de la masa M, la longitud L, ¥ del tiempo t.

Hagnitud

Area

A Volumen

Velocidad
Aceleracidn
Velocidad angular
Fuerza

Masa

Peso especifico

' Densidad

Presidn

Viscosidad Absoluta
Viscosidad>Cinemética
Médulo de elasticidad

Potencia

. Par

Caudal

12

F-L-t

™

FEL™
L%
e
FLt
FL

3 -1

Lt

M-L-t




Tensidn superficial

-Peso

Caudal en peso

Esfuerzo cortante

Mt 2
ML E2
ML £

-1 "2

MLt




N

05

4

" ]
Fr=1 Fr=
/A 2
7o=0 70=0.3
Seccion Seccion
. rectongular trapec:ol
. o - o
0 - 05 1.0 1.5 X 1Sy
Y4
L5 : ) )
. /Ff’}
-~
' Flujo ==
1.0}
lent - p.un*ol/ |
j singular -
-7 g.__ Moo=
0.5 /;/
|/ Flujo ’ . :
- / ropido Seccion . ~
' triongulor
fol. ! i 1 >
0 0.5 1.0 1.5 X
Grafica 1. Diagrama X, Y, para diferentes valores de no (ref 5).
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