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INTRODuce ION 

El análisis dimensional ha sido muy útil en muchos campos de la ingeniería y 

de la física, el cual, fue propuesto en 1914 por E. Buckingham y expuesto .en 

1922 por P. W. Bridgman en su libro "Análisis Dimensi6nal", haciendo mas fá-

cil el acceso a este m~todo. 

En 1935, A. E. Ruark propone el análisis inspeccional como complemento del -

análisis dimensional, el cual consiste en la transformación de la ecuación -

del problema, que puede ser diferencial o no, en una ecuación, en la cual --

las variables y ~os parámetros de la misma se presentan en forma adimension~ 

da. Analogamente se procede cO,n las condiciones iniciales y de fontrera. 

Luego por simple inspección (de allí el nombre que Ruark le da al método) se 

establecen las re1a.ciones que guardan entre sí las variables y parámetros 

a.hora. adimen s ionados. 

Si.n. embargo, si blen. el aná11s1s inspeccional reduce los parámetros de los -

que depende una eKpresi.ón.,. su. ~pl ka.ción no asegura. que .el númeroa.l que se 
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En el presente trabajo se expondrá también un método que en muchos casos pe~ 

, mite lograr una reducción del número de parámetros de los cuales depende una .. ' 

ecuacion. Este metodo se denomina "Reducción de parámetros". 

,-. 
I 
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1 ANTECEDENTES 

" '.' 

1. Teorema de Buckingham y de constantes dimensionales. 

El teorema fundamental en que se basa el análisis dimensional es llamado 

teorema TI o de Vaschy - Buckingham, pero antes de enunciar dicho teorema 

será conveniente establecer ciertas definiciones. 

Dimensiones de referencia. son aquellas a través de las cua.1es otra.s 

ca.ntidades físicas son eX.presa.da.s .. En problemas de ingeniería es usual -

tomar la. Masa, Longitud y Tiempo como fundamentales y son denota.das como 

M, L, T, en ecuaciones dimensionales. La selección de estas unidades de 

referencia es .a.rbitraria. podrían haberse escogido otras. tal es como tem 

peratura. carga eléctrica.,etc. Las cantidades expresadas en términos de 

las de referen.cia son l1amada.s IIDerivadas". por ejm. \: la velocidad.den-
" 

sidad. presión. etc. Estas cantidades derivadas pueden. ser de dos tipos, 

variables dependientes o independientes. La variable dependiente es la -

que nos interesa determina.r; en hid!"á:ul ica es común que sea la velocidad 

. 3 
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o la pr~si6n-oalguna variable derivada d~e~ta~ d~s; ~bmo gasto~ empuja, 

etc. La variable independiente es J~ que junto con otras 'interviene en un 

proble~a y en funci6n de las cuales interesa la, variable d~pendiente. En 

hidráulica generalm'ente son variables que describen la geometría del flu­

jo, como el diámetro de un tubo, densidad y viscosidad del fluido, eté. 

A las variables que permanecen constantes en un problema se les ,denomina 

pa rámet ro s ~ 

El teorema de Buckingham establece que en un problema físico en que se ten 

gan n cantidades o variables que incluyan m dimensiones, las variables se 

pueden agrupar en n-m parámetros adimensionales independientes. En efecto 

sean Al, A2 , A3 , •••••• ,An las cantidades consideradas, como presión, vis­

cosidad, velocidad, etc. Las'que se pueden expresar mediante la relación -

funcional 

(l) 

TambiAn se asume que todas lis cantidades son esenciales para resolver el 

problema por 10 que la ecuación (l) es dimensionalmente homog¿nea o sea -

que su forma ~no depende de las cantidades que se eligen. 

Si JII ,H2, Us, .......... JIn representan parámetros adimensiona.l es que agru-

pan a las ca,ntidades Al, A2 ; As, ..... An incluyendo m dimensiones, el teore 

ma de Buckingham establ ece 1 a exi stencia de una ecuación de 1 a forma: 

'4 
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-~----------------~-.-.7~7.----------------------------------~· 
:;:~~~ rf~~:~:?~,: 

Por lo que se tendran n-m productos adimensionales. Él procedimiento para 

aplicar el teorema de Btickirighimes el sigu~ente: 

1. Se escriben las n magnitudes físicas A, que intervienen en un 'problema 

en particular, anotando sus dimensiones y el número m de dimensiones 
I 

de referenc ia. Ex i sti rán n-m números n: 

2. Seleccionar m de estas magnitudes, sin que haya ninguna sin dimensio­

nes, nidos que tengan las mismas dimensiones. Todas las dimensiones 

fundamentales deben incluirse colectivamente en las magnitudes selec-

cionadas. Generalmente a estos números se les denomina variables ~epe 

tid~. En el caso de un fluido las variables ~epetid~ mas importantes 

son: Una dimensión geométrica importante, una propiedad del fluido y 

una característica del flujo. 

3. El primer grupo n puede expresarse como el producto de las magnitudes 

e~cogidas, elevada cada una a un exponente desconocido, y una de las 

otras magnitudes elevada auna potEncia conocida (rionnalmente se toma 

i gua 1 a uno). 

4. Mantener las magnitudes escogidas en el paso 2 como variables ~epeti­

da.ó y escoger una de las variables restantes .'para establecer el nú­

mero n. Se repite el proc.edimiento. para. obter:ter:- ,los' 'sucesivos núme -

ros n . " 
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5. En cada uno,;de,,'l os, grúpo,s, TI-,de~enni nar 1 osexponentes~,desconod dos_.,:me~' _., 

diante el análisis dimensional . .,' 

Relaciones Gtiles: 

. a. Si una magnitud es adimensional constituye un grupo TI sin necesidad de 

aplicar el procedimiento anterior. 

b. Si dos magnitudes fisicascualesquiera tienen las mismas dimensiones -

su cociente será un nGmero adimensional TI. Por ejemplo, L/L es adimen-

sional y,por lo tanto, un número TI. 

I 

c. Cualquier nGmero TI puede ser sustituido por una potencia del mismo,in-

cluida TI-l. Por ejemplo, TI 3 pued~ remplazarse por TI~ , o TI 2 por I/ TI 2. 

d. Cualquie~ nGmero TI puede sustituirse como el producto deuna constante 

num~rica por el nQmero'TI. Por ejemplo, nI puede remplazarse por 3TI l . 

e. Culquier nGmero TI' puede expresarse'como función de otros nGmeros TI . 

Por ejemplo, si hay dos nGmeros TI, TIl = ~(TI2). 

Ej empl o 

Suponiendo que la fuerza de arrastre ejercida sobre un cuerpo sumergido 

en una corriente fluida es función de la densidad, la viscosidad ~ la ve 
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1 otidad:-.de l';flui do::y de una.,longi iud:.ca~actet'íst~ ca',:.::'"' 

" 

F (F, P,ll, L, V) = O {3} 

Las magnitudes físicas y sus dimensiones en el sistema F, L, T 

F p lJ L V. 

F 1 1 1 O O 

L O -4 -2 .1 1 

T O 2 1 O -1 

La canti dad de números rr que exi sti r:-á .será : 

5 - 3 = 2 

, '-o 

Se escoge la longitud L, la velocidad V, y la densidad p, como variables 

Por lo tanto los números n serán: 

. 7 
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Expre'salldo dimensionalmente a 'n-l Y TI2 se tiene: .. .:. 

.4" 
•. .,.'~ 

TIa. = LXI . (_L_)YI" ({.r )Zl. F (4) 
T ' 

TI2 = LX2 • { L' )Y2, . (-f!-2 )Z 2 . ( FT ) (5) ,-¡- . l:7 

Igualando los ~xponentes de F, L, J, re~éctivamente'¡ cero se tiene: 

Zl + 1 = O 

- VI + 2ZI = O 

Z2 + 1 = O 

X2 + V2 - 4Z 2 - 2 = O 

, . ~ 

. :~r'.:' 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 

Xl -2 X2 = -1 

VI = ,.2 V2 = -1 

ZI = -1 Z2 = -1 
~, ... ' 

Por lo que 
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F 
TIl == 

L2 V2- P 
, 

TI2 
,; . L V p 
~. ~.~, ... . -

f ( TIl 112 ) = O , 

", 

Donde: 

Obteniendose una ecuación conocida. 
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11 ANALlSIS INSPECCIONAL 

En 1935, A. E. Ruark 2 define el análisis inspeccional, que consiste en 

t ransfonna r 1 as· ecuaci ones di ferenci.a 1 es o no, que representan el compor-

tamiento de un fenómeno, tal que todas las variables y los parámetros de 

la misma se presenten en fonna adimensionada. 

Cuando escribimos las condiciones diferenciales,y condiciones iniciales 

o de frontera del fenómeno que, queremos descri bi r, caracteri zado por geo­
, 

metria simple o condiciones cinemáticas, entonces •. las variables pueden 

ser siempre remplazadas por variables adimensionales. Cuando esto ha sido 

hecho, puede obtenerse' una solución fonnal de las ecuaciones. 

Usando análisis inspeccional estamos siempre en posición de emplear arg~ 
, 

mentos físicos. Autcimaticamente nos muestra donde carecemos de infonna--

ciÓn. Podemos por ejemplo ver claramente si tenemos las condiciones ini-

ciales y de frontera necesarias para definir el comportamiento del fenó-

meno. 

10 
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~l an~lisis inspeccional consiste:realmente en tomar:los pri~~r0s pasas: 

, pa rá sol uc i ona r':e l· probl e~: y ·"'10 S' punto s . ese.nc i aje s ~ son: 0;1) ..::.'Qu ~ en.: el:::-.. -: . .-

proceso de solucionar 1a~ ecuacionesrq~e representan nuestro próblema 

podemos automática y sistemáticamente obtener toda la información que 

nos da el anál isis dimenSional,(2) Que amenudo es obtenida información 

adic ion.a 1 . 

G.Birkhoff, muestra u.na. delas·;apl icacibne~Ldel método en~!el_estudio de 

las leyes de similitud en los diversos tiROS de modelos que tradicional­

mente se usan el] 1a5 aplicaciones de la.mecánica de fluldiós.L,par;a, formu.,r': .. 

lar las condiciones de sumilitud entre modelo y prototipo. 

Otra de 1 as apTicac i one\s, es la de permitir obtener una representac ión 

de una ecuación diferencial más simple y de esta manera solucionarla ma..: 

temática o numéricamente de una forma más senci11a~ ~ tambi!n poder re -

lacionar las variables adimensionales graficamente. 

La obten.ción. dela.s ecuaciones. adimensiona1 es depende de la habil idad que 

1;·· .. ·· se tenga. paramanipula.r 1a.s expresiones en juego, sin:embargo el númerO' -

se pará.metros al que se negano siempre es -el mínimo. Rara minimizar es­

te número de pa.rámetros·R~ Gea~rgaS expuso el método conocido como "Método 

de lteduc.c1..ón de paJtámetM.ó". que se expone'a continúa.ción. 

JI 
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nI METODO DE REDUCC ION DE PARAMETROS 

I 

I 

Como se expuso ~n antecedentes el teorema n afirma que si se tiene una --

ecuación de la forma 

(6) 

Con n cantidades de m dimensiones, la ecuación (6) puede expresarse de la 

siguiente manera: 

f ( nI. n2, n 3, ........ ,.nn_m (7) 

Donde la ecuación (6) 'puede considerarse comO la ecuación inicial en el -

estudio de un fenómeno físico 6 como la. so~ución de una ecuación diferen-

cial o sistema de ecuaciones diferenciales. Recordando sin embargo que --

1 as transformad anes de 1 as' m magni·tudes fundamentales que se admi ten en 

12 



, , ' ~ 

,:.;:.' ":~..} ~,'.--. -
'A;.~:··~·_ ,". 

r ".~ • 

- ' . 

--------

I , 

el aná1;sjs-djmen~iona'cforma tinigrupo'Y; que . .1as'ecuaciones físicas corrpletas:-:::': 

son invariantes bajo el men tonado grupo, cabe tener pres~nte el principio 

reiteradamente usado por Birkhoff, de que "~i un conjunto de,ecuaciones ma 

temáticas es invariante bajo un grupo, las tohsecuencias de dichas ecuaciD 

nes, son también invariantes bajo el mismo grupo';. Se concluye entoncesque lá ' 

fonnulación que se realiza del teor¡;ma de Buckingham se extiende también,­

en virtud del menGionado principio, a ecuaciones diferenciales ordinari~s 

y a sistemas de ecuaciones diferenciales en derivadas parcia)es. 

El método de reducci6n de parámetros exige que la e1ecci6n de las m dimen 

siones fundamentales se realice de modo que los números ni resultantes :.:.-

puedan ser agrupados en dos conjuntoi, los números TI en los cuales inter-

viene una variable y uno o mas parámetros y los números n en los que sol~ 

mente intervienen parámetros. Los números n así obteni dos serán TIl, TI2, -

TI3, •••• ~' ••• ,TIn_m tal como loa fi rma el teorema de Bucki ngham. Se 1 es orde 

nara de modo que las va~iab1es ~parezcan_ en los primeros (TI 1 , TI2, etc.) y 

los parámetros en- los ultimos ( TI r , nr_l' etc~), -siendo,', r = n-m. 

Luego se procede a obtener la ecuación (7), que· relaciona los números n -

encontrados. 

A continuaci6n se hace el siguiente cambio de variables: 

13 
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J , 

, 
, í 

, a3 
_X 3 -TI--­
'r 

' ........... . 
(8) 

Sustituyendo TI l •••••••• TI r_1 e,n (7) por los' valores. establecidos en (8). 

El resultado es una expresión de la siguiente forma: 

{ 9} 

El siguiente paso consiste en determinar los valores de a. 
J 

de ma 

nera que se anulen todos los exponentes de ~r' Si ello es posible la expre 

s;ón (9) se transforma en 

1/1 Xl X 2 •• - •••• « - ••••• .- • X r-1 ) = O . (lO) 

En la que se elimina el parámetro <TIr que depend~ de las variables Xl' X2 • 

y de los parámetros X l' X 2 r- r- , •••• « - ••• 

\ 

Este procedimiento se repite hasta que el resultado que se obtenga para -

los a- no sea compatible., 
J 
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IV EJEMPLOS 
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I 
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A continuación)el método de anllisis inspeccional es ilustrado con algunos 

ejemplos: 

1. Criterios de semejanza a partir de la ecuación de Navier-Stokes para flu-

jos i n'compres i b 1 es . 

Partiendo de la ecua~ión de Navier-Stokes 

oV 
1St 

,+ (ij .. \7. ) i] -g ,-1_ \7P +v \72iJ + _v_ \7 (\7 ij) 
p ,', . 3 

(l) 

Como se parte de que es un flujo incompresible, el último ténnino de la -

ecuación desaparece. 

Tomando la ecuación en coordenadas'cartesianas en la dirección x quedar~: 

oU 

1St 
, +. oU + ou.¡. oU u-- v--" w -.-

ox oy ez 
9 ~ __ 1_ ~ +v \72 U (2) 

oX p oX 

15 , 
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.. . En, 1 a cua-l -~:-. 

u. v. w Componentes de la velocidad en 1 a dirección x, y. 
'. 

t tiempo 

p presión 

p densidad 

\1 . viscosidad cinemática 

v 2u 
o2.U + 

o2U 
+ 

o2U 
= ÓX2 óy2 óz 2 

Si se utilizan variables de referencia 

ti empo 

presión 

velocidad 

l,ongi tud 

y considerando p, \1, 9 como.parámetros ya que permanecen constantes, se 

podr~ definir las siguientes variables adimensionales: . 

X' = X w' = w 
L; --

WO 

y' = Y pi = P 
----r; Po 

Z '. = Z h' 
h = 
~ 

u ' = U ti = t --
~ Uo 

V l· = V --
V.o 

16 
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Derivando ~las anteriores va~iab1es,adim~nsiona1es'--(on'~especto -a ·'X.y,z,. 

u,' v, w, , h, t se tiene:-

oZ' oh' 1 
= 611 = -r; 

ou' - ov' ow" 1 
6ij- 6V- "6W- ,Vo 

1 = 
Po 

I 
Remplazando las anteriores ecuaciones en (2) se tendra que cada término 

;:' 

., de la ecuaci6n serA igual a : 

oU _ Vo • .' c5u' 
-;sr- - --r;- 6V 

, ... ~ , 

:,' 

, ,~. ~" ,.' 
c5u _ v~ • u' .c5u· 

u 5X - --r;- -¡sxr-

w ~ = --YL w' • ~ 
c5Z Lo óz' 

1 . = _1_ . ~. ~ 
p oX p Lo c5X 

17 
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" ... '.:' .. 
'.~ 

h óh' 
9 = 9 5X' óX .;::.-

Ó2U Ó ( . ~~ ) 
~ 

_. V 
Lo óx' 

ó2u = ó2U ,' 
~ Lo óy·2 

Ó2U = ~ Ó2U ' 
~ Lo dZ' 2 

Por 10 que la ecuación (2) queda co~o 

v; [~ 
, u' óu' V' óu' + --+ ---c- voto ót óx' óy' 

.: '"" ' ~ 
" ",_7"1 

~(~~ . 
Loóx' Lo óx' 

w· ~ + ] = óz' 

~ Ó2U' = Lo2 ÓX'2 

1 óh' Vo ~~ ~ = 9 ~ + v-U- óX'2+ óY'2+ óz' 2) P 

Dividiendo la ecuación anterior por vol Lo queda como 

~.~+ u' óUI 
Vi óu' + W' ~= -_.+ 

VO t o ót I ÓXI óy' óz' 

= _1_ po Ópl . Lo 9 óh' v. 1 íJ2 u l 

- -~ --;sxr - ---vr --+ 
'!oL o P Vo óx' 

Pero, 

. 

R = 
v.L' Fuerza de inercia 
v Fuerza viscosa 

18 
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I 

F = v = 

",. lo:. '. 

Fuerza de i nerci a' 
¡gL , Fuerza gravitacional 

E = P v2 
= Fuerza de inercia 

Po Fuerza de presi ón 

y 11 amando H = , entonces la ecuación (3)' queda como 

ou' w' + -¡yr 
<5U' _ 

6Z' -

= 1, <5P' 1 oh' + 1 v2 u' 
- T --;sxr -~ ~ -r-

Por 10 que 

1 _ 
f ( 

E 
, H , geomet rí a) 

Ya que generalmente E es la variable Óepe~diente. 

Como casos especia1ei de la ecuación (4) se tiene 

A. Para flujo permanete 

1 - f ( If,,' Ii ., geometría Y' .,. 

<5 " Ya que _IJL.. = O,por lo que H desaparece 
<5t • 

19 
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B. - Para ~flujo,~permanente;.con tY'ontera,rjgida' 

_1_ -f ( IR geometría ) 
E 

Ya que las fuerzas viscosas son importantes con respecto a las inerci! 

les. Pero para Reynolds altos las fuerzas inerciales son más importan­

. tes que las viscosas por 10 que, 

1 f ( geometría) , 
E 

C. Para flujo permanente turbulento con superficie libre 

_1_ = f 
E 

F • geomet rí a) . 

20 . 
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2. la propagaci6n de una sustancia en .. un fluido. obedece a la ley de Fick 

que esta dada por: 

(1) 

Donde : 

c Concentraci6n de la sustancia 

t ti empo 

x distancia 

D coeficiente de difusi6n 

Si definimos a co .• t(). xp , y Do como variables de referencia. se pueden 

constru(r las variables adimensionales como sigue: 

21 
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; 

t~ . 

o, • 
....... . 

.- .. ,",- , 

c '- = c 
-. 

Co 

t tI = t o 

D' = D 
Do 

-x' x = Xo 

Derivando las ecuaciones (2); (3) y (5), con respecto a e, t y x ) se 

ti ene: 

OC' 

Ox' 
oX 

1 =--
Co 

= ----;1_ 

= 1 
Xo -

Despejando ÓCi ót, eX 

. -

et = t o ' ót I 

óX = Xo ' eX I 

22 
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~ .. ~ ~_. .. 

-:/ ... 
.'!.:' 

. ' ... : 

:~~, ~:.,: ' 

. 
~ .: . 

. Co OC ' = Do D' _0_ ( Co oc' ) 
~ 5V .Ox I '. ox Xo 

' . 

Do CO D' o oc' ) = ox I (--¡sxr Xo Xo 

= Do cO D' 02C' 
x~ OX l2 

Dividiendo la ecuación por col t o se tiene 

oc' _ 
-W- -

Si ,se acepta que la misma ecuación se aplica al mod~ló como al prototipo 

entonces se debe.mantener igual 

Por lo que 

c _ --- f ( 

23 
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3. Considérese'la ecua_ción para velocidad de propagación,C, de ondas 'super­

ficiales de pequeña amplitud en un líquido de profundidad uniforme 

2n + 9 A ) tanh ( ? n h --x-:- ----zTI X 

donde ,,' 

a = tensión superficial 

A = long itud de onda 

p = densidad 

h = profundidad del '1 íquido no perturbado 

Utilizando el mitodo de reducción ,de par&metros 

1. Se procede a formar números adimensionales 

h n3= - A. 

24 ' 
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TI 1+ = 2TI 

2'- Reemplazando en 1 a ecuación (1) 

TI1 = ( TIz TII+ + l/TII+) tanh ( , TII; TIs) (2) 

,3. Haciendo los siguientes cambios de variables 

TI1 = X 1 n
a1 
1; 

nz = X z Haz 
1+ (3) 

TI3 = X 3 n~3 

4. Reemplazando las ecuaciones (3) en (2) 

X 1 = 
1+, a 2- al -a1-1 1-a 3 

( X z TI 1+ + TI 1+ ) ta n h (X 3 TI 1+ (4 ) 

5. Se determina los valores de los exponentes de TII; , de tal mane­

ra que se anule TII; , por lo que 

1 + az - al = O 

al + 1 =-0 

1 ,,4- a3 = O 

de' donde 

al - - 1 

az ,= - 2 

as ::: - 1 

por lo que la ecuación (4) quedará 

)'1 ::: (X 2 + 1 ) tanh Xs' 

,25 
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X • -al 
1 = n1 nI¡ 

Xl = . C2 2 n 

g A 

X '1 = F 2 n 

X 2 = n2 nI¡ 

, " .. " ~~ 

_ a ,4 n2 

- -¡;g-;, 2 

= 1l1li 4n
2 

1 "dd 1 d d ya ~ue g~ es una ve OCl a a cua ra o 

X 3 = h/ A ~ 2 n 

Por lo que la ecuación se podrá escribir también de la siguiente forma 

o sea 

F • 2 n = _,1 ___ + 1 )tanh ( h/ A,2n ) 
W 

F = f (ÚW' h/>,.) 
, ~ 

De lo anterior se concluye que para condiciones de similitud habrá que 

mantener W y h/ A en prototipo y modelo para tener el mismo número de 
Froude, 

, I 
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4. R.M. Advani 3analiza el problema de determinar la p~ofundidad critica en 

canales de sección trapecial; para ello partió de la expresión siguiente: 

donde : 

Q = cauda 1 

9 gravedad 

g 

A3 
C 

Ac = área mojada para un tirante critico . 

(1) 

. ~. Bc = ancho de la superficie libre para un tirante critico. 

.. 
• 0." 

'-

Para un canal trapezoidal 

( b + md) d 

Bc = ( b + 2 m d ), 

en las que : 

d tirante crítico 

b .. ancho del canal 

m .talud 

= 

( b + 2md) 

27 
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Q2 
= ( 1 + md/b)3 b2d3. 

g ( 1 + 2 m d lb) 

. haciendo X = d/p Y N = Q2Jgb S se obtiene .. 
( 1 + xm) 3 

3' 

N = x 

(.1 + 2mx) 
(2) 

Por lo tanto la nueva variable X depende de dos parámetros N y M. 

A continuación se verá que Advani logró reducir estos dos parámetros a 

uno solo haciendo 

se tiene 

donde 
Q2 m3 

NI =-----'---
,"g bS 

B = d m 
b 

B = x m 

:3 

N - 1+8) .. - ---'------:.-:.. 

1 + 28 ) 

( 1 +8 )3 

((1+2B) (3) 

La anterior ecuación muestra que la variable 8 depende solo de un pará­

metro N. lo cual permite presentar graficamente en dos dimensiones la fun 

ción B = B (N1).10 cual no es ~osible con la ecuación (2).· 

28 
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También se puede hacer este análisis por medio del método de reducción 

de parámetros como sigue 

Partiendo de la ecuación general que se obtuvo anteriormente 

Q,2 = _.:-( _b_+_m_d..:.}_' d_3 
_ 

'- g ( b: + 2md) 

en la cual la variable es d y los parámetros b,m,Q,g. 

Los pasos que se siguen para este análisis son 

1: Se procede a. formar'nOmeros adimensionales. 

n¡= d/b. 

Q'21 gb 5 . n3 = 

(4 ) 

Luego se procedeY\i a ha 11 a r..; 1 a ' ecuac ión entre 1 osnOmeros ¡'n n ' hall ados, 

que se consigue sustituyendo los IT n en la ecuación (4). 

(¡ "2 

g 
= { b . + m d )5 d 3 

( ·b + 2 md ) 

29 



n3 ( 1 + 2 rrl TIi .) = (5) 

Luego se proceder' a hacer el siguiente cambio de variables . 

TIl = Xl TI a1 
r 

TI2 = X2 rra2 
r 

TI 3 = X3 TI(l3 
r 

TI = X na r-l 
r-l r-l·i'r 

Donde las X,l, X, son váriabl es adimensional es que son usadas para real izar 

el·cambio·de va.dable, por lo' que" en este caso 

TIl = X 1 TI~l 

TI2 = X 2 TI~2 

Reemplazando en (5) se tiene 

Se trata de 

= 

JO 

por lo que 



<-

< -. 

'al + a2 - o 

~ :al - 1 = O 

al = 1/;3 

a2 = - 1/3 

En consecuencia se ~btiene 

(1 + 2 X 1 X 2) = (1 + Xl X 2 ) 3 X 3 < 

1 

en la cual la variable Xl solo depende de X2 

Despejando Xl Y X2 de (6) y (7) se tiene 

Xl :: JI¡ -al ITa 
. 1 

= IT l IT'3 l 

= ~[ Q2 
5 

<1 
] -'1 

b 9 b 

IT2 
-a2 

X = ITa 
2 1 

:: IT2 IT 1 . 
[ 

. Q2 _ < . 1 - . m 91)5 ]3 

sustituyendo en (8 ) X 1 Y X 2 

( 1 + 2 d m = ( 1 + 2 d m ) 3 ( d ) 3 'Q2 
-

b - b b 9 b
5 

que e~ 1a ecuaci6n obtenida por Advani. 
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tratarido de reducir aOn m&s la ecuaci6n, partiendo de (8) se tiene: 
, 

X' = X I X <:1,1 
1 ' 1 2 

reemplazando" en {8} 

por lo que 

I 
al "","1. = O 

'" 3 al= O 

que es incompatible y en consecuencia la ecuación {8} no se puede redu­

!=ir más, no llegando a la. ecuación (3) obtenida a~teriormente para este 

ejemplo. 
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, S.R. Guargay'M. Lari5 estudiaron la determinac~6n del tirante en fu~ci6n de 

la abscisa m~dida ~egan el eje del canal~ para un gasto creciente y una = 

sección trapecial. 

partiendo de la ecuaci6n din~mica para flujo ,espacialmente variado con 

caudal creciente : 

= 
.dx 

s - S - 2 Qq~ / 9 A 2 f. 
1 - Q2/ 9 ~2 D 

donde,: 

dy/dx ='variación 
del tirante 
con respecto 
a x 

desprecianOOel efecto de fricción debida a las 

S = pendiente de fondo 

Sf= pendiente de fric.· 
paredes del canal se tie· 

ne : 

donde: ' 
dy S - 2 Q, q* / g A2 

Q= gasto inicial = 
dx 1 - Q 2 / g A 2 D -

q*= gasto por unidad de 
longitud que se inco-

siendo pora 'al canal' 
': A = área mojada .., 

iQ = q*x 
.D profundi dad hidráulica = 

9 = gravedad 

33 



--~---_. 

-.. 

-,'--

------ - ------;- ---- - .-- - -
''- : -

I 

I 

.. 
, 
f 

A = Y ( Y + k Y .) 

D = A / B = Y ( b + k Y ). / ('b + '2 k Y ) 

entonces 

dy S - 2 q;l x / 9 = ti 
y2( b + k Y ) 2 (3 ) 

dx 1 - q~x 2 (b + 2 k Y ) / 9 ya (b + k y)3 

en el plano x,y para S ~ O se presenta un punto singular definido por -

las coordenadas (xo,y~) dond~ se anulan simultáneamente numerador y deno-

minador. 

Por i o que 

Anulación del numerador 

Sgy 2 ( b + k y ) 2 = 2 q¡ x ( 4 ) 

, 

Anulación del denominador 

9 y a (b + k y } a - q; X 2 ( b + ,2 .k y ( 5 ) 

haciendo cambio de variable 

n = k y I b 

M = .4 q; k / 9 S 2 b a 

resulta que el sistema de ecuaciones (4) y (5) se convierte en 

34 
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n{ 1+ n) ( 1 + 2 n ) ~ M 

I 

í 

x= 2 b n ( 1 + n ) / s k ( 1 + 2 n 

" I 

la ecuaci6~ ( 6) tiene una sola ratz positiva no, por lo que 

Yo = no b / k 

Xo = 2 Yo ( 1 + no) / S ( 1 + 2 no) 

(6) 

(7) 

(8 ) 

(9) 

realizando el cambio de variables en la ecuaci6n (3) ~ proponiendo el si-

guiente cambio : 

x = X Xo 

Y = y Yo 

donde X~ y son variables adimensionales, por lo que en las nuevas varia-

bles adimensionales, el punto-singular será (1,l);se obtiene: 

1 - 2 q: X Xo 
2 2 2 2 

d ( Y Yo ) g y Yo b ( 1+ no Y) S = (10) 
"d ( X xo) 

1 - q~ X2 x~ b (1 + 2 no Y) 

9 y3 3 b 3 Yo . ( 1 + no Y )3 

2 q! xo X 1 1 - -
dY xo 9 b2( 1+ noy}2 y~ y2 " S (11 ) 

= S 

dX . Yo q! (1+ 2 x~ 
.. 

X2 no Y 
1 -

9b2 ( :1 +no Y . )3 3" Yo y3 
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dividiendo la ecuati6n (9) e~ire ~a ecuaci6n ,(8) se tiene 

Xo = 2 Yo (.1 + no' ) k 

n b 

Xo ~ 1 + no 

Yo S 1 + 2 no 

reemplazando (12) Y (..6,) en ( 11) 

1 _ ( 1+ no) _1_ 4 g; k IX 

dY= 2 ( 1 + no) (I+ 2n ó ) no" 9 b3 S2 (1 + ny)2 y 2 

dX 1- l ( 1 + 2 n oY) 4 q~ K 

para canal r'ectangul ar k = .o, por lo que de 1 a ecuación (8) no = 0, 

remplazando en la ecuación (14) se tiene,: 

36 
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···dY 

dX 
= 2 

1 XI Y 2 (15 ) 

1 X 2/. Y 3 

para canal triangular b = O por 10 que no' . .Jr.oo:y de la ecuación (14) se 

tiene : 

dY 

dX 
= 

1-X/yl¡ 

1-X/y 3 

el Namero de Fraude en función de X,Y serfi 

f 2 = V q~ X 2 B q~ X2 
= = 

gD g A3 
g ( 

ff2= q2 
* 

X~ ( 1 + 2 no Y X2 

3 gyo b2. ( 1 + noY }3 .y3 

! f2= ( 1 +' ) 3 no .. 1 + 2 1"1;;' Y . X2 
J. -

((1+ no Y}3 1 + 2 no y3 

(16 ) 

( b + 2ky) 
3 

b + ky) 

La ecuación (14) permite construir un diagrama universal donde se pre­

sentan las curvas integrales, en.1a cual se puede sáber el tipo de flujo 

en el canal ( ver apéndice fig. 1;) 
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Haciendo el análisis por el método de reducción de par,ametros a este pr~ 

bl ema j 

partiendo de la ecuación (3) 

'd Y S - 2 92 * X / 9 Yz ( b + k y) 2-

d X 1 - q" X2 ( b -1- 2 k Y) / g, y3 ( b + k Y )3 

en la,cual las variables son X y Y Y los parámetros q*, b, k,g, S. 

Los pasos que se siguen para este método son 

1. Formar números adimensionales 

IT¡ = x./ b 

IT2 =y-j b 

IT3 = S 

ITI+ = K 

IT s =,q~/ 9 b3 

2. Sustituyendo los TI n en,'la ecuación (3) se tiene: 

1 -
2 IT 5 IT¡ , 

, 2 
)2' d IT z 

IT3 
ITz IT3 1 + TI 1+ TI2 (17) = 

d TI¡ 2 

1 -
' ITs ITI 1 + 2 ITI+ IT2 ) 2 

:3 
IT2 ( 1 + ITI+ IT2 ) :3 
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- 3. Se hacen los siguientes cambios de variable 

TI1 = Xl 
nCL1 . 

S· 

n2 = X n0.2 
2 s 

TIa = X n0. 3 

a s 
nI¡ = X no.l¡ 

I¡ s 

4. Reemplazando los anteriores cambios de variable en la ecuac i ónn (17) : 

0.1+ 1 
1 2 Xl ns - 2d2'4' (l3 

. c}.X. 2 = X 3 
n 0.1 - 0.2 + 0.3 X~ Xa ns ( 0.1¡+0.2 2 - S 1+XI¡X2~S ,)-

dX 1 2- 2(l1+'1' +0.2 ~ Xl TIs ( 1 + 2 X4 X 2 n~1¡ 
1 - 3 n~1¡ +0.2 ) 

3 
'( ns 30.2 1 + X I¡X 2 "2 

5. Como se trata de determinar los a. i para anular los exponentes de n 5' 

entonces : 

0.1 -00.2 + 0.3 = O 

0.1¡ + 0.2 = O 

2 0.1+ 1 30.2= O 

0.1 = 2 

(12 = ¡ 

0.3 = 1. 

0.1¡ = 1 
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-. 
por .10 que 

, 2 X' l .. 
1 -

2 
X2 X 3 ( 1 + X 4 X 2 J 2 (18) 

d X 2 = X 3 

2 
( 

2 
d Xl 

1 -' 
X 1 + 2 X 4 X2 ) ·1 

3 
X2 

( 1 + X4 X2 
) 3 

donde 

~al 

X 1 = ITl IT5 

= 111 11~ 

:::: X 2 3 
[q*/gD ]2 

-
b 

112 
-a2 

X2 = 115 , 
¡ •• 

-",.' 
~ 

'. :::: 112 115 

V/b 
2 

/ 
3 

= q* gb . 

113 -as 
X 3 - IT5 

TI3 
-1 

- 115 
00 

'0 

= s. gb 3 / q*2 
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x <-

nI¡ , -al¡ 
'I¡ - TIs 

Í11¡ 
-1 

:: IIs 

= K gb3 I q! 

reduciendo más y haciendo nuevos cambios de variábles y reemplazando10s 

en la ecuación ~.l;8) : ,"", 

Xl = Y1 Xf3! 
X2 :: Y2 Xf3~ 

X3 :: Y3 X~3 

1 - 2 YI Xf3~ 
2 2f3H 13 3 

X~2+1 )2 XI¡ 131 + 13 3 - 132 Y2 Y3 XIt ( 1 + Y2 dY2 :: Y3 

dY1 l Xf31 1 + 2 Y X 132+ 1 )2 
1 - 1 I¡ 2 It 

X3f32 132+ 1 y3 1 + Y X 2 It 2 I¡ 

para anular los exponen~es de X entonces 

131 ' + 133 132 :: O 

al 2 132 133 :: O 

,'1" 
132 + 1 . = O 

_':~ ~ ~ 

fh -3 132 = o 

que es incompatible. 'En consecuencia no es posible reducir más la ecua= 
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ción, por lo que el r.esultado es la ecuación (18), en la que X3, X .. 

son dos nGmerds adimensionales.construfdos a partir de S,g,b,q.,k. 

Para un canal rectangular k = o por lo que X .. = O; entonces de la ecua= 

ción (18) : 

1 - 2 X J 

2 

(19) d X 2 = X 3 X 2 X 3-

2· 
d X 1 

1 ~..!---
3· 

X 2 

La ecuación (18) no permite abordar el caso para un canal triangular. 

Las ecuaciones adimensionales encontradas para un canal trapezoidal por 

este mitodo,lon difer¿ntes ya que las variab1es adimensionales tambiln lo 

son. Igualmente es una ecuación de dos variables en función de dos pará~ 

metros la cu·al no es tan reducida como la ecuación (14), que es una ecua-

ción de dos variables· en función de un. parámetro. 
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6. Adimensionalizaci6n de la ecuaci6n deconti~uidad en su for~a diferenEial 

para flujo transitorio en tuberias. 

La ecuaci6n de continuidad es: 

v óH +_óH a 2 óV +-. - -- - V sen a = O 
óX ót g. óX 

(1) 

donde 

- .'. ( . ~ 

H. Gradi ente hidráulico de energía 

a Velocidad de la onda de presi6n, c-eleridad 

g Gravedad 

V Velocidad 

a Angulo que forma el conducto con la horizontal 

Utilizando las ~iguientes variables de referencia: 

43 



.Considerando a, 9 y a como parámetr~i se pueden definir las siguien-

tes variables adimensionales: 

VI = VIVo 

HI = H/L o 

Xl = x/Lo 
(2) -

QI = Q/Qo 

ti :: tIto 

Remplazando las ecvaciones (2) en (1), tenemos 

(3) 

Dividiendo 1a ecuaci6n .(3) entre Vo VI 

a = O 

44 , . 
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por lo que 

H = f( H, W, geometrfa ) 

!! " 
! -~ .. 
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7~ Adimensionaliza~i6n de la ecuaci6n de ~ovimiento en su forma diferen-

cial para flujo transitorio en tuberías. 

La ecuaci6n de movimiento es 

'oH oV V ~ + f VIV¡ = 
g "(SX + -rr + ox ----zo O (l) 

utilizando las sigulentes variables de referencia 

v ,0 

t~ 

y considerando a, 9 y f corno pr§metros, se pueden definir las siguien­

tes variables adimensionales: 
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V' = VIVo 

H' = H/L"o 

x' = x/to 

ti = tito 

DI = DILo 

Remplazando las ecuaciones (2) en (1), tenemos 

óH ' Vo · óV ' • V~V' óV ' f V~ I I 9 + + + VI VI = O -óxl t"::" &t' t:" ~I Lo DI 

dividiendo la ecuación (3) por g, tenemos 

~I+~ 
óX I tog 

11 amando K = ---...:...:..-
t~g 

por lo que 

óV I V~VI óV I 
+----.+ Log óX 

f V~ 
Log 

VI 
(jT 

f( K, W ; geometr'a 

47 

IV' I = O 

IV I I = O 
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(3) 

(4) 
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8. Vibración de un hilo tensado. 

La ecaución diferencial para este problema es 

(1) 

donde V es la velocidad de la onda en el hilo. 
, 

Suponiendo las siguientes condiciones de frontera 

, -

.- A TI x t O (2) Y = sen -r para = 

A Al:npl 'itud de vibración 

..... L Longitud del hilo tensado 

- --
ya que la ecuación (2) es 1 i nea 1 "yll debe ser proporc i ona 1 a IIA II , por 

lo que un nGmero adimensional será y/A. La ecuación (2) también nos 

da otro número adimensional x/L y entonces obtenemos lo siguiente 
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1 
I 

\ 

. ó~( y/A) 
= -'-- 2 

Ó ( x!L ) 
(4 ) 

por 1 o que 

y/A = f ( x/L , Vt/L ) 

... ;. 

, .' 
-:. 
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9. Otra· aplicaci6n de' análi~is inspeccional es el cálculo del conjuga-

do mayor a partir del conjugado menor para un canal rectangular. 

Partiendo de la ecuaci6n de conservaci6n de la cantidad de mivimiento 

Z Al 
. Q2 

= ZG A2 + 
Q2 +,--

Gl gAl 2 gA 2 

.. -
(\2 b yf Q2 .. ti '< = .. 
b Yl 2 b 9 g Y2 

.. simplificandci • 

multiplicando por Y2/y~ 
,. 

.. 
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en donde 

= 

por 10 que la ecuación resulta 

{~)2+ ....b... _ 2 fF ,2= O 
Yl Yl 

que se puede dibujar facilmente. 

Se trató de adimensionalizar la ecuación, por el método de reducción 

de par&metros, ~erorio se con~i~ui6 ya que los resultados que se obte­

nian 'para los Q. eran incompatibles, por'lo que no se pudo reducir _ 
J ' 

más la ecuación original. 
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10. Adimensiona}ización de la ecuacJón. de Neill pa.ra. el cálculo de la 

velQcidad de inicio de arrastre en un ca.na.l no revestido. 

La ecuación que propuso Neill 

y Ti rante 

D Diametro ca ra.cterl st ico de la 

pa rt ícul a 

9 Gra.vedad 

h. = 1, - y 
y 

Utilizando·el método de reducci.ón de pa.rámetros. 

1. Números adimen.sion.ales 

52 
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2. Remplazando las ecuaciones {2} ~n (l) 

3. Haciendo los siguientes cambios de variable 
~ 
" 

y remplazando los en la ecuación (3) 
i - < 

1 

Xl n3<l1~ /i X: . II3<l2/6 +i 
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Eliminando los exponentes de lJ3 

Resolviendo el sistema. de·ecua.ciones 

Por 10 que 

Xl = 12 (4) 

o,' ; . 

. . ', ,- '.' - . .......... , 

Donde 

v . e = fF 
'-'( . 9 ,D ) ~ 

54 
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X2 = y/O { t:..} 3 

La ecua.c;ón.( 4) depende de 2 'variables a.dimensionales, en la 

cual X 2 depende del número de .. Froude . 
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11. Adimensionalizaci6n ~e la ecuación para la v~locidad de una onda d~ 

presión. 

La ecuación de la celeridad ,a,_ para una onda de presi6n 

a = 1 ___ K_/lTe_--n--
1 + L O C 

E e 1 

D Diametro 

-' 

del 

e espesor del 

conducto 

conducto 

Cl coeficiente que depende del apoyo 

tuberia 

E módulo de elasticidad del material 
'K módulo 'de élasticidad volumétrico 

f1 u ido 

p densidad 
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utilizando el método de reducción de parámetros: 

1. NGmeros adimensionales 

JI = a 2 

1 K/e 

JI = K O ----
2 E e 

JI = el 
3 

2. remplazando (2) en (1) 

1 

3. haciendo los siguientes cambios de variable 

,·t, ~_. ? 

remplazando en (3) 

57 
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el jmi nando,.,,·l os--exponentes .. de .. - -=',. 

C12 + 

donde 

al= Q 

1= O 

al= Q' . 

a2= -1 

X = 
1 

1 

X = TIl 
1 

X = 
1 

1 

+ X2 

X = K D e 
2 -E- --e- 1 

, I ' 

(4) 

'por lo tanto la ecuaci'ón(4) solo depende de dos variables adimiensio­

nales ~l:= ~ ( X2 ) 
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12. Parámetro·s adimenSl0nales involucrados en la tra.nsferencia de calor 

por convección libre, suponiendo fluido incompresible. 

La ecuación de movimiento 

p{6V/6t + ( v. 6) V } ; - p ~ g( T - To ) + P v2 V (1) 

/:3 Coeficiente de expansión volumétrica 

T Temperatura 

En estos problema.s generalmente no hay velocida.d de referencia, por 

10 que la.s variables adimensionales se construyen como sigue 

VI = V L 
p 
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tI = t lJ 

.P L 

TI = 

J 
I 

Donde T 1- T o es una diferencia característica de temperatura del sistema 

Remplazando ecuaciones (2) en (1) se tiene 

lJ 
Ó ( ----r-P- V I 

p{ ----------­
ó( --2...J.. tI 

lJ 

Q 8 9 (T 

g(VI.·:v) VI = 

60 

+ 
2 

lJ 
9 (V I . V ) VI }= 

L 2 P 2 

v2.V I 

·--1 



óV I 

+ ( VI.íJ ) VI = 
~., 

I 

Donde 

Gr 

__ o ._._ ... : •• - en la cual a Gr se le conoce como el nGmero de Grashof. 

Por lo que en convección l'ibre solo i'nterviene el número de Grillshof. 
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13. Adimensiona.liza.ción de la ecuación diferencial de cantidad de movimien-

to para flujo transitorio en canales 

óV + V 
ót 

óV + 9 óY = 
óX 

Utilizando las siguientes variables de referencia 

V o 

t o 

L 
o 

Definiendo la.s var:iables adimensionales 
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o' 

'0 v I Va V = 

t • = t I·t o 

.0 (2) 
X = X I Lo 

• I Lo y = y 

Remplazando las ecuaciones (2) en (l) 

~ ~ + ---:..V.:;:.g_V_
1 

_o_V_
1 

+ 9 _o_o..!!..Y_' _ 9 k = O 
t o ot • Lo OX I ox' 

2 

Dividiendo entre Vol Lo 

~oavl.~ \lt~+ ~~_ K = O 
Va t o at r ax t V ~ ax IV;' 

l:1amandoo,H = Lo/Voto 

K=O 
atO ax I ax I fF'2 
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por lo -tanto~·::,_· 
. , . 

v 
= f (F, I:l, Geometría 

.. , ;" 
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14. Adimensionalización de la ecuación diferencial de continuidad para 

flujo transitorio en canales. 

A 
T 

6V +v~+~ =0 
6x ,6t 

Utilizando variabl.es de referencia 

A o' 

L o 

v o 

t o 

Definiendo las ~iguientes variables adimensionales 

. 65 

(1) 

I 

I 



-- ..... 

D' = D/Lo 

T' = T/To 

XI = X/Lo 

V' = VIVo 

yl = ylL o 

ti = tito 

Remplazando las ecuaciones (2) en (1) 

V eV ' ey' Lo ey'_ 
o __ + Vo V' -- + -- -- - O 

Lo Óx I óx' t o ót I 

. 
Dividiendo la ecuaci6n entre D' Vo 

.. ": ~' " . 

_ó_V_' + _V_' _ó_y_' + __ L.=..o ___ 1_ ~ = O 
ex' D' ex' Voto O' ót' 

11 ama.ndo ji = Lo 
----"-

Voto 
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(2) 

j 

··-1 
J 

1 

l' 
'11 

I 
I 
i 
I 
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., .''''." 

v 
-v;; = f( H, Geometría) 
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~ CONCLUSIONES' 

El- aná.l isiS di.mensionaT tiene sus 1 imita.ciones y dificultades, así como 

sus ventajas; como el que es rápido y para problemas simples una ayuda 

para la comprensión física. del fenómeno, y casi siempre ofrece la infor­

mación útil. 

El aná.l isis iospecc.ional es capaz. de ofrecer toda la información que ob­

tenemos con análisis .dimensional y aún más. Las ventaja's que ofrece el 

análisis inspeccional sao las siguientes: 

1. Es u na. vers ión correcta de una·.l ey na tu ra 1 . 

2. Es una función: de un número reducido de variables, 10 que impl lca 

que la función se puede determinar más facilmente que la función 

dimeo s i ona.da. 

3 .. Su valor numérico 00 depende del sisteina de unidades 

4_ La.S varia.IiTes a.dimensionales de la función son también un criterio 

. de s i m n ar-idad deu n fenómeno." 

5. En casi todos los problemas la. constante adimensionada es de dos 

68. 
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clases : ::,:,~._. 

I 

I 

..... • • _~O. - ;:,.' .-_.;0 ,. 

1. Aquelli, que seencuentran-enlas'~¿uaciones~diferen~iales' ... 
2. Las que estan enlascondi¿iones jniciales o de frontera 

Por lo tanto usando aná.l isis inspeccional, podemos ver a que cfase 

pertenece una constante físiéa. 
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ANEXO . 1 

Magnitudes mis comunes en fun~i6ri de la fuerzaF, la longitud L, y del 

tiempo t; y en funci6n de la masa M, la longitud L, Y del tiempo· t. 

r·lagnitud 

Area 

Volumen 

Velocidad 

Aceleración 

Velocidad angular 

Fuerza 

~lasa 

Peso espec lfj.co 

Densidad 

Presión 

Viscosidad Absoluta 

Viscosidad Cinemltica 

Módulo de elasticidad 

Potencia 

-. Par 

Cauda 1 

,12 

F-L-t 

F 

2 -I¡ 

Ft'· L 

=2 
FtL" 

-1 
FLt 

FL 

M-L-t 

MLf 2 

M 

ML1f 
2 -:; 

MJ t 



'." ... } , 
, ~ ! ",-..:o: • 

-;r;;-~.-.::::..""",:..;' ...... 

" I 

Tensión superficial F L"1 M t- 2 

,Peso F M L ("2 

Caud'al :en peso F t- 1 M l ("3' 
-

Esfuerzo cortante 
,""2 -1 -2 

j;' L "M L t 

~ .~.' . 

',. ( r 
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Secclon 

rectangul.ar 
O~~~L-----~--~----.. 

O 0.5 1.0 1.5 x 

y 

0.1) 

'. 

y 

1.0 

Grafi ca 1. Diagrama X, Y, para di ferentes 
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