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"INTROLUCCIOR

Una parte muy importante del ciclo hidrolégico es el flujo_
del agua por debajo de la superficie del terreno. La creencie _
de que en el subsuelo el agua se encuentre formando enormes la-
gos subterrdneos o corrientes muy localizadas que fluyen a lo _
largo de conductos-de granltamaﬁo ha sido muy difundida en el _
pasado y hasta hace relativamente poco tiempo se empezd a estu=
diar con detenlmlento y dedicacién.

Es cierto que en determinado tipo de rocas el agua fluye _
por canales subterrdéneos pero en la gran mayorfa de los casos _
se almacena y circula por,los poros gque dejan entre s{ las par-
t{culas de material; es decir, en un medio poroso.

El agua que se encuentra en estas circunstancies reviste _
una importancia muy grande dado que las fuentes superficiales'_
que abastecen al hombre han empezado a ser insuficientes y se _
necesitan complementar con la explotacién del a2gua subterrdnea_
que fluye a través del terreno.

El estudio del comportamiento'del agua en el medio pdrosoﬁ
se ha desarrollado desde principios de siglo»con: 1) investiga-
ciones de las relaciones existentes entre la geologia y el flu-
jo subterrineo, 2) desarrollo de las ecuaciones matemdticas que
rigen el movimiento del agua en el interior de las rocas y sedi
mentos no consolidados, y 3) estudio della quimica del agua sub
terrénea.,

Los desarrollos matemdticos han llegado a resolverse, para
casos relativemente simples, de una manera analftica alcanzando
una solucién exacta. .

| Sin embargo, én situaciones reales el medio poroso presen-
ta caracteristicas variables'en el espacio, condiciones comple-

jas en los limites, sistemas de entradas y salidas variables, _
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debido al régimen de precipitacidn; por tanto el uso de ecuacio
nes o métodos simples no es més que una primera aproximacién pa
ra la solucidén del problema.

Debido a lo anterior se han desarrollado herramientas més_
poderosas para manejar con mayor eficiencia las complejas situz
ciones del flujo en medio poroso, estas herramientas son los mo
delos.

Los modelos, entre sf, se diferencian en la forma de resol
ver las ecuaciones planteadas y en la manere de describir el
sistema., -

| Entre los diferentes tipos de modelo se tiene el modelo ma
temético, que es.el que utiliza métodos numéricos para resolver
la ecuacién diferencial de flujo subterréneo.

E1l método mds utilizado es el de diferenéias finitas, con_
el que se obtiene la solucién de 1la ecuacién para una serie de_
puntos discretos en el espaci§ y el tiempo. , ‘ |

Otro método que estd adqulrlendo mucho auge es el de ele -
mentos finitos.

En este trabajo se pretende presentar un estado del arte _
del métodb,del elemento finito aplicado al flujo en medios poro
‘508 y una éxtensidn al flﬁjo en medios fracturados, con una bre
ve presentacién de lo que es el método. _ |

En el primer cepftulo se hace una descripcién general de _
la técnica, desglosando los conceptos ggnerales del mismo para_
tener una mds amplia visién de lo que es el proceso del elemen-—
to finito. ‘ ' )

En ‘el segundo capf{tulo se hace una presentacién del estado
del arte propiamente dicho. E1 objetivo de este capftulo es lle
gar a presentar 1lo que se ha estudiado acerca de este método
con relacién al flujo subterréneo, a veces apoyado en el flujo_
a través de medio poroso de obr;s artificiales: diques, presas,

etc..Cada subtema especifico est4d ampliamente referenciado por_
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si se tiene interés en profundizar en un tema especifico. El ma

terizl consultado es parte de las referencias y, por supuesto,_

la bibliografia,
Como pzarte final del trabajo se presentan las conclusiones

¥ recomendaciones surgidas de la revisién bibliogréfica de los_

articulos que tratan con este amplio e interesante tema,




PRESENTACION DEL METOLO

I,1 DESCRIPCION GENERAL

El método de los elementos finitos se ha desarrollado prin
cipalmente para problemas estructurales; sin embargo, dada su
versatilidad,.se ha usado ampliamente en otros campos, como es _
el flujo de agua en medios porosos,

La solucién de problemas de flujo en medio poroso a superfi
cie libre, en sentido hidréuiico, es muy diffcil cusndo la solu-
cibén incluye la localizacién de dicha superficie. Para resolver_
estos problemas se han desarrollado distintas soiﬁciones depen -
diendo del grado de dificultad y del tipo de problema que se tra
te de resolver: soluciones analiticas ?ara un limitado ndmero de
problémas con geometrfa y condiciones de frontera simples; apro-
ximaciones numéricas mediante métodos de diferencias finitas,
cuando se considers el flujo a través de regiones anisotrépicas_
¥ no hpmqgéneas de géometria arbitraria, sin embargo estos méto-
dos, al aplicarse aquf son muy tardados y tediosos.

El método del elemento finito, por el contrario, se adapta_
con gran facilidad a las condiciones anisbtrépicas y no homogé -
neas, ya que se define la funcién para cada elemento.

Para problemas de superficie libre;se puede hacer variar la
condicibén de frontera, con la variacién de la superficie, conser
vando la condicién de presibn cero.

En problemas donde se considers la dispersidén de sustancias
disueltas también el metodo de elementos finitos tiene ventajas_
sobre los métodos analfticos y los de diferencias finitas dada _
la mejor adaptabilidad, a la mezcla, de la ‘malla.

Esencialmente consiste en dividir la regibn en estudio en _




una serie de elementos de geometrfia y magnitud definidas, usual -
mente tridngulos. Se supone que dentro de cada uno de estos ele -
mentos el valor de la funcidén (en este caso la alturas piezométri-

ca del acuifero) varfa linealmente y por lo tanto el plano que

‘forma cada tridngulo queda definido por los valores de la funcién

en los vértices del mismo. Dentro del tridngulo es f4cil hacer la
integracién de la ecuacién de flujo con las restricciones mencio-
nadas., La integral en toda la regidn serd la suma de las integra-
les de cada elemento. Con esto puede plantearse un sisfema de e -

cuaciones con los valores de potencial (h) en los vértices de los

tridngulos como incégnites,

Como el problema se estd resolviendo en cada eleménto, no es
necesaria la condicién de. homogeneidad; tampoco lo serd la de iso
tropia.

'Adicionalmente en cada elemento puéde incluirse una funcién
gque represente el caudal que se extraiga, que se infiltre a otros
aculferos, que entre por filtracién de lluvia, etcétera. E1 méto-
do es suficientemente flexible para permitir simular la Opera§ién
de dos o mds acuiferos a distintos niveles, conectédos entre si,
éiempre y cuando se cﬁenfe con una midquina calculadora que tenga_
capacidad de memoria suficiente para manejar todas las incégnitas
que se generen. '

51 los elementos que se eligen forman una red regular, las _
ecuaciones que se obtienen, como es 1légico supéner, son iguales a
las que se obtendrfan aplicando un método de diferencias finitas;
sin embargo, eltmétodo poseé las siguientes ventajas:

- -La divisidn de elementos es arbitraria, lo que permite a-

rés y menos en regiones relativamente estables.

~ Los valores de frontera se pueden introducir facilmente en




el zndlisis.
- El método es susceptible de programarse inclusive en las e-
tapas de preparacién de datos.
- la principal vehtaja es que se pueden usar el mismo tipo _
de programas para los distintos problemas en gue sean &pli .

cables los elementos finitos.

Por supuesto, esta técnica también presenta desﬁentajaé, en
tre las que destacan:
~ Que no se pueden utilizar los métodos ADI e IADI (Alterna
ting Direction Implicit Procedure e Iterative) que son
muy efectivos y, en general, superiores a muchos otros’en
cuanto a la soluciébdn del sistema de ecuaciones para le-
misma dimensién de la matriz.

-- Los métodos de elementos finitos son méds abstractos y no_
pueden verse en ellos intuitivamente el funci&namiento i
sico del sistema.

— Dado lo anterior, mayor dificultad en la detecciédn de e =~
rrores al introducir datos o la programacién.,

- No- se ha descubierto adn el funcional de todas las ecua -
ciones diferenciales ¥y por tanto no es posible la a%fica—
cién de la integral que minimiza las cantidades desconoci

das del problema.

1.2 CONCEPTOS GENERALES
Una vez que se ha hecho una descripcién bastante general del

método se presentari una descripcién mis detallada de los concep-

(2)

tos generales del Elemento Finito .

’,;’.

1.2.1 problemas Generales de .Variacional

Los problemas de fi§ica aplicada que se presentan en‘ingenig




ria se pueden especificar mediante uno de Gos caminos(3). Primero
las ecuaciones diferenciales que gobiernan el comportsmiento e _
una regién tipica, infinitesimal, son conocidas. Segundo, se pos-—
tula un principio %ariacioaal; extremo, vdlido sobre tode 1la re -
gién y la solucidén correcta es la que minimiza alguna cantidad

la cual es definida por una integracibén adecuada de las cantida -

des descon001das, sobre toao el dominio., Una integral camo/z la

cual es una funciédn de funciones desconocidas, se conoce como
'funcional'.

Las dos aproximaciones son matemiticamente equivalentes, una
solucidén exacta de una viene siendo solucién de la otra. Ambas
pueden tomarse como la formulacién bésica aunque probablemente es
mds usual la ecuacién diferencial., Es posible pasar de una forma

a otra haciendo uso de la matemidtica pura y manipulando la transi

Cién(4,5,6‘).
La diferencia radica en el procedimiento de solucibén y mien-
tras algunos -como el método de diferencias finitas<7’8)- aproxi-

man la solucién de las ecuaciones diferenciales directamente acer
céndose a ella de una manera discreta,otros, como el proceéo de _
Ritz y su variante, el método de elementos finitos, prefieren 1lle
.gar directamente a una minimizacidén aproximada del funcional., El_
proceso del elemento finito:se puede presentar de una manerz gene
ral como & continuacidn se hace:

Sea la formulacién fisica (o puramente matemdtica) del oro -
blema reguerir la minimizacién de un funcionaj.}( sobre cierto do-
minio. X se define como una integral sobre el dominio V y parte _
de su frontera S en la cual aparecen la funcidn desconocida {¢}

o sus derivadas, esto es
R RGP C IR IS E (R RO LIS

Se divide la regiébn en partes pequefias, subregiones, cue_

1



se llamardn elementos, y se describe la funcidn que se estd tra-

tando de determinar, ea cada elemento, como
{@ = [N} (

En ésta,{¢&epueée representar valores nodales de la funcién

[aN]
L

asociada con el elemento o simplemente zlgunos parémetros caracte

risticos de ella. La funcién desconocida se escribe entre llaves_

pafa mostrar gque puede ser un vector, [Eﬂ es una matriz vector de

forma, y es funcién s6lo de las coordecnadas.

Para minimizar el funcional)(_con respecto al nimero total _

de parémetros{¢% asociados con el dominio debemos escribir un sis

tema de ecuaciones ~ y
4 53'- '

X ] 2% o (
I 29, |

Si es verdad decir que el funcioneal total es igual a la suma

de las contribuciones de cada elemento, esto es

X.=3 x® (¢)
entonces, una ecuacién tipica seréd '
‘ e
X _y BX° .o (%)
B@V}' DQ*”
con sumatoria sobre todos los elementos. La regla para el ensam -

ble de un conjunto general de ecuaciones minimizantes estd, enton

ces, disponible.

En el caso especial en que)Z es un funcioneal de l% matriz _

- f J R
de forma cuadrética {¢} y sus derivadas, se encontraré’que siempre
se podrén escribir las derivadas del elemento en forma lineal, co

mo
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22 - [Tl et

en la cual {k]e Yy {é}e son matrices constantes. Ahora el conjunto

de ecuaciones a minimizar (3) puede escribirse simplemente como
22 =] 4]+ e *
‘ = = C (1)
Bt :

en donde
[Kij] =2 D—r}]e | | | (8)
[r1=24r{ W

con suma sobre todos los elementos,

I1.2.2Criterio de convergencia

. La funcién de.aproximacién dada por (1) debe cumplir ciertas
reglas para permitir convergencia de resultados, como la subdivi-
siénvgue se pretende en elementos m&s peguefios.,

Primera, al decrecer el tama%o del elemento, las funciones _
f v g de la inﬁegral (1) deben tender 2 ser simplemente valuadas_
y‘en problemas fisicos bien definidas. Por tanto es necesario gue
se satisfaga el siguieﬁte criterio:

Criterio 1. Las funciones elementales de forma [N] deben ser
tales gque con una adecuada seleccién de {6}6 cualguier valor cons
tante de {#} o sus derivadas presente en el funcional X pueda re- -
presentarse en el limite al acercarse a cero el tamafio del elemen
to. ‘

Segunda, la validéz/de’la suma implicada en la ecuaciébn (4)

debe ser preservada y se debe estar seguro de que términos como f




y g permenecen finitos en ella. Esto se logra si las derivadas de
mayor orden de ?rpresentes en esa expresién son finitas, lo cual_
conduce a ' ‘

Criterio 2, Las funciones elementales de forma [N} tienen
que ser escogidas de tal manera que en las entrecaras de los.ele-
mentos de {¢} y sus derivadas, de un orden menor que aguellas pre -
sentes en las expresiones f y g que definen el funcional, sean

cont{nuas,
b P . - . o . . .
hste criterio se puede explicar facilmente si uno imagina

los elementos separados por una franja extremazdamente angosta gue
tiene gue ser incluida en las integrales gue definen;l y en las _
cuzles ocurre una transicidén suave de la funcién desconocida en -
tre valores dados en elementos adyacentes, 5i, en el 1imite, cuan
do el .ancho de esta zona de transicidn tiende a cero, su contribu
cién a X desaparece, entonces la ecuacién (4) es cierta.

En la figura 1 se muestra una zona imaginaria de transicién_
entre dos elementos. Suponiendo que ¢ , una funcién escalar, se _
define de tzl modo gue en la entrecara los valores obtenidos para
ella a partir‘ée los dos elementos, son idénticos. En la figura _
1(z) se muestra una grifica de ia transicién mediante la cual se_
ve nue su pendiente es disconfinua, indetermirada, pero gue toma_
unjvalor finito en 1s zona de trensicién (Ffigura 1(b)). Grafican-
do de une manera similar la segunda derivada se apreciz gue ésta_
seria muy grande en le transicién (figurs 1(c)) y, en efecto,

tiende a infinito cuando el ancho decrece.

uié'ggﬁtinuidad deéﬁ sola es por tanto suficiente para asegu-
rer gue no hay contribucién sobre X de lz zona que ecstéd entre los
elementos&si la Gefinicibn de &sta envuelve sélo la primera deri-
vada. S5i estuvierz presente la segunda derivada en esta funcién,
de cualguier modo, podria ocurrir una contribucién indeterminada

(debida a una centidad infinita multiplicada por un 4rea cero) Y,

la validez de lz ecuacién (4) no se puede garantizar,
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En la discusién anterior, se entiende. por convergencia que_
los errores impliczdos en determinar la verdadera X desaparecen_
cuando el tamafio de los elementos se hace infinitamente pequeftio.
es, sin embargo, a veces importante decir que la aproximacién.da
da por una malla es un preciso avance hacia otra, En el sentido_
de determinargz este declaracién es obviamente cierta si la for-
ma de la funcién definida por la malla (ecuacién (2)) es tal que
incluye todas las formas de lz segunda mzlla. En géneral, si los
elementos de la primera malla proceden de subdividir los elemen-
tos de la malla méds ancha, éste seréd ellcaso y en tal subdivi -

(9)

sibén puede ocurrir una convergencia monoténica .

I.2.3Criterio de variables nodales

Es importante recordar que al cefinir las funciones de for-
. : X e
ma de los elementos, ecuacién (2), se establecid que {¢ﬂ se re-
. -/ . . .
fiere a valbres nodales de las funciones desconocidas o simple -

mente a algunos pardmetros asociados con el elemento,




Pare asegurar continuidad de le funcidbn erntre los elem=nios

como lo requiere el segundo criterio de convergencia, visto arri

ba, y para subrayar el siznificzdo fIsico del problema es usual

e}

i -

ves
Q

<
hay

concentrar la atencién en los valores nocdsles. Siempre es

fu

Q)

ble, sin embargo, aumentar algunes formas de varbacidén de 1
cibn las cuales, por ejemplo haciendo cero los velores en la

frontera del elemento, no zlteran la continuidad y al multipli -

car éstos por un parédmetro con feébécto al cual el4}unéioﬂél es
minimizado. Tales parédmetros nodales pueden mejorar la precisién
de la‘representacién v en ocasiones pueden ser dtiles(lo).

Como, en general, tales pardmetros estén asociados sbélo con
un elemento a un mismo tiempo se pueden minimizar antes de ensam
blarse v eliminarse de las matrices elementales.

Una formea particular de las variables nodales son los multi
plicadores de Lagrange(S).

Esto ocurre si se impone alguna restriccién extra = 1la fun;
cién ¢ s, la cual no estéd implicada ni en las condiciones de fron
tera ni en las funciones de forma propuestés. Sea esta restric -

cidbn :

qU#) = © o

La soluciédn requiere ahora minimizar

KT p+AG (11)

y A es un parametro adicional tipico. Si se impone una serie de_

tales restricciones, entonces se tiene que minimizar
3 .
X' = X+ 2N G (12)
iz

Ahora A; serdn parémetros adicionales del problema, cue en_
la préctica seran asociados nuevamente con elementos o entreca -

ras de los milsmos.

Es de interés hacer noter azqui la forma de las ecuaciones

12




cue resultarédn en un caso tipico cuando el funcional es cuadrati
co {ecuzcién (1)) vy los multiplicadores de Lagrange se aplican _
en una serie Ce restricciones linezles de .

Lhora se puede escribir en general

X =5 i) [kie} - {F) 19} (33)

en términos de los parZmetros nodales, donde [ ] es una matriz
simétrica.
Las restricciones lineales pueden expresarse ahora en:vez _

de la ecuzcidén (10) por una forma matriciszl |

donde[ﬁ] es uné matriz de constantes. Introduciendo los multipli
cadores de Lagrange{k} como un vector columnes con el mismo nume-
ro de renglones como [G] de columnas {(ndmero de restricciones) _

se tiene

X =% 198 K9} +FY o)+ ([alle}) 1A (15)

Poniendo el conjunto de ecuaciones minimizantes en la forma

de la ecuaciédn (6), pero tratando ambos conjuntos de incbgnitas

se tiene:
a 5 r - - .
%} [T ﬁGJT | {$} {F}
< Yy = S r =D
o X B (16)
D) | Lal © o

Hay gue hacer notaer dos factores. Primeramente el sistema _

de ecuaciones permanece simétrico -un hecho gque se desea en la _
solucibén adoptadz para los sistemas. En segundo lugar, a veces _

se presentan ceros en la diagonal principal dificultando la solu

cibn del sistema.

13




I.2.4 Aproximaciones Alternativas & la Formulacidn del Elemento

rinito

Mientras la minimizacién aproxihaéa de un 'funcional' es la
manera mas ampliamente aceptada de llegsr a une representszcidn
éel‘elemento finito no significa gue sea la Unica menera de ha -
cerlo, En los primeros trabzjos estructurales, por ejemplo, se
cred un modelo puramente fisico y, aungue se podrian haber hecho
algunas reservas matemdticas acerca de la validez y convergencia
de ciertas aproximaciones propuestas, se obtuvieron buenos resul

tados ingenieriles.

Ajeno a tales aproximaciones es posible llegar matemdtica -

mente a la aproximacién del elemento finito directamente a par -
tir de las ecuaciones diferenciales Qg@'éobiernen el problema.
Las posibles ventajas de esos métodos son:

(a) Que la bisqueda de un 'funcional', eguivalente a la ecua
cién diferencial conocida, se hace innecesaria.

(b) Que los métodos se pueden extender a un rango de proble
mas para los cuales podria no existir un 'funcional', o gue no _

se haya descubierto(ll).

Considérese, un problema de resolucién de un conjunto de
ecuaciones diferenciales que tienen gue ser satisfechas por la _
funcidn desconocidai¢f , en la regién V. Seescribirdn las ecua -

ciones gobernadoras como

A(kgt) = O | (17)

vy sus condiciones de frontera

c(ipl) = o, (18)

’

gue se tienen que satisfacer en la frontera S.

Si unz funciébn gue satisface las condiciones de frontera se

escribe en forma general

14
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eh=(ulbe (29)

enn donce, como antes, [N] son funciones de las coordenadas y {¢§

es un conjunto de n parédmetros, entonces en general

A(1#t.) = R£ o | (20)

La mejor solucién serd aquella que, de alguna manera, reduzca el
residuo R al minimo valor en todos los puntos de V.
Un camino obvio para llevar a cabo lo anterior es hacer uso

del hecho de que si R es cero en todos los puntos, entonces
J WR dV =0 (21)
v

donde W es una funcibn, cualguiera de las coordenadas. Si el nui-
mero de pardmetros desconocidos{@les n, entonces se escogen n
funciones Wi, linealmente independientes, podemos escribir un a-

decuado numero de ecuaciones simulténeas como
Jv W{,RdV:JWLA<[NH¢}) Cl\/::@ (22)

para la cual se puede encontrax'&¢} . Este procedimiento se cono=~
ce como método de los residuos pesados y Wi es la funcidén de pe-
so. Dependiendo de cémo se escoja la funcién de peso se pueden _
tener diferentes aproximaciones clésicas:

Colocacién de punto. Wi=l en un punto; i, y cero en todos _
los demds puntos. Esto es, de hecho, equivalente a satisfacer la
ecuacién diferencial gobernadora en n puntos separados.

Colocacién de subdominio. Wi: 1 sobre un subdominio parti -
cular y cero en todos los demds, Esto es eguivalente 2 hacer la_
integral cero en un numero de subdominios suficiente para dar el
nimero necesario de ecuaciones simulténeas. ’

Proceso de Galerkin. Wi = Ni, a saber la funcibn de peso se

hace igual a la funcién de forma gque define la aproximacién. Es-

15




te préceso conduce, en general, & la mejor zproximacidn.

Si alguno de los procedimientosanterioresse usa con la e -
cuzcidén (19), la cual define la representaciédn aproximada elemen
to por elemento, entonces los rasgos tipicos de la aproximacion_
del elemento finito serédn redescubiertos. »

En primer 1ugar 1as ecuaciones simulténeas serdn asocia
das como influencia de un pardmetro que se extiende sblo a ele -
mentos cercanos a un punto nodal.

En segdida,., las integrales se pueden evaluar (suponiendo
que no hay contribucién entre los elementos, como antes) sobre _
cada elemento independientemente, y entonces se suman para obte-
ner la contribucién total.

Inmediatamente éparecé una desventaja: en las integrales de
el proceso del residuo pesado el operador diferencial A aparece_
directamente, yven éste existen diferenciales de orden superior
a las del funcional variacional;z . Entonces, para anular la con
tribucibén de la 'regidn inter-elemental' se debe implicar un or-
den mayor de continuidad en la definicién de la funcidn de fdrma.
Esto es un asunto serio:pues queda muy limitado el escoger la
funcién de forma y puede plantear dificultades insuperables,
pues el amplio conjunto de funciones que aseguran continuidad de
la variable es solo restringideAsi la continuidad de la pendien-
te se supone adicionalmente., La continuidad de las segundas _
derivadas solo es posible en casos mas restringidos.

~Para salvar esta dificultad a veces es posible tfansformar_
las integrales de la ecuacién (22) usando integracién por partes
(o sus formes més generales de transformaciones de Green o Sto -
kes). Si esta transformacibén se cumple en su forma general enton
ces no hay restricciones implicadas y si resulta una integral de

menor orden,/ d610 se dGeben satisfacer los reguerimientos de con-

tinuidad para ésta.




En la presentacibn anterior se supuso gque la aproximacién _
escogida de la funcién desconocida, ecuacidn (19), satisfacia
autométicamente las condiciones de frontera. Es preferible, en _
general,aceptar estas suposiciones y formular la ecuacién en una_

forma general imponiendo las condiciones de frontera precisamen-

te en el paso final.
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STADO LEL ARTE

El propésito de este capitulo es presentar un reporte del _
estado cel arte en el desarrollo y aplicacidn del elemento fini-

to al flujo en medios porosos,

IT.1 Aplicaciones del Método del Elemento Finito

Los trabajos de vanguardia hacia el desarrollo y uso del m¢

todo 8el elemento finito fueron hechos por Zienkiewicz y sus co-

(13-16)‘ Tetalles de las formulaciones v revisiones _

(16)

para comprenderse mejor fueron hechas por Zienkiewicz , Lesai

y Avel(l7) y Desai(lg’la’lg)

laboradores

. Los desarrollos y aplicaciones en_

el pasado consideraron varias categorias de flujo -confinado per
(13,16,17,19-24)
manente

libre(16’17’19’22’23’25"32), no permanente confinado
(16,17,37-52)

14,33-36
(14,33-36) v

no permanente no confinado
nuacidn una descripcidn de estas categorias de flujo.

Varios investigadores han considerado el problema del flu-=

3

, no confinado permanente o a superficie_ -

. Se presentard a conti -

Y

(52-56)

jo a través de medios porosos fracturados o medios discontinuds.
Neuman(57)asevera gue una de las caractefisticas més importantes
de la aproximacibn del elemento finito es la habilidad de la red
para contraerse o expandirse en cualquier punto del cédlculo, pa-
ra seguir el contorno de las fronteras méviles, superficies 1i -
bres y juntas de materiales deformables.

La técnica descrita en este articulo se puede aplicar a con
diciones de szturacién o de saturacién parcizl como formaciones_

de roca o arcillas expansivas. El problema se resuelve mecdiante_
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el esquema de aproximacién de Galerkin con el método del elemen-
to finito, con ayuda de un esquema iterativo implicito.

El efecto de la presidn del fluido en la deformacién del me

(55)

dio granular se ha presentado vsando procedimientos iterativos ¢
Este método se ha aplicado a problemas de flujo en medio poroso__ .

( 58)

casi desde su inicio. Runesson,TiZgnfors y Wiberg trétan efi-
cientemente el andlisis integrado de sistemas arena-arcilla si o
el desarrollo de la presidén de poro en las dos capas se supone_
separado en el tiempo. Para obtener resultados confiables del

andlisis de asentamientos, dependientes del tiempo, el modelo pa
ra arcilla debe incluir plasticidad y deslizamiento. E1 método a

doptado de integracidn del .tiempo da soluciones incondicionalmen

o

fe estables y los incrémégfgg ée.tiempo sSe escogen autométicamegw
te basados em la tolerancia de truncado estimada.

Bajo 1la condicién de flujo horizontal en los aculferos y _
flujo vertical en los acuitardos se ha demostrado que el compor-
tamiento transitério del drenaje (del aculfero) es gobermado por
un sistema de ecuaciones integro-diferenciales., Herrera y Rodar-
te(lsg) establecen que las ecuaciones integro-diferenciales de _
la dindmica de los acuiferosmsemiconfinados‘constituyen la base_
de un poderoso método de andlisis,

Es una herramienta muy flexible para andlisis preliminar,_
antes de desarrollar un modelo complejo. Esto es debido a que . _
las funciones gue aparecen en el sistema tiemen forma universal,
a saber, la forma de estas funciones no depernde del problema par
ticular considerado; por tanto se puede derivar bastante informa
cidn acerca de una situacién dada casi antes de que se haga cual
quier cdlculo. Como ejemplo de las posibilidadeswal reépecto los
mismos autores han demostrado que la funcién de influencia de un

acuifero gl préximo tiene la forma de una funcién unitaria (figu
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10

0 )

02

ra 0), con un tiempo t>
%_ b
JL géa‘ (O)
donde b'= espesor del acuitardo, a'= k'/s'; k'= permeabilidad
del zcuitardo y s'= coeficiente de almacenamiento del acuitardo,.
Por tanto se puede concluir inmediatamente que el sistema_

se puede tratar como acuiferos separados, para tiempos menores _

que tio
b i
08 — h(t,), I + 2 5 (__ l‘)n e-n:nzl.
. e m=l
funcibén de influencia =

04' ,
a't o .

R A p— s adimensional
b!2 2

9] 0.1

| | | —

°2 rigura 093 04 05

IT.2 Aspectos Tebricos

Las formulaciones paré la mayorfa de los problemas de flujo
se basan en un buen nﬁmero'de suposiciones. Las principales son _
~ que el medio és rigido y contfnuo, el fluido es homogéneo e incom
presible, contfinuo e irrotacional, y los efectos de inercia y ca=
pilaridad son déspreciables; sin embargo en ciertas ocasiones si_
se consideran algunos de estos factores: Gran parte de los plan -
(59’60); algunos tradbajos _
- han desarrollado procedimientos basados en otras leyes(61’63). Co

(65) . )

desarrollaronun programa de computa

teamientos se basan en la Ley de Darcy

mo ejemplo Rammat y Eackx
dora que resuelve la ecuzacién de Laplace para flujo en donde el _
elemento que se usa para modelar el movimiento del agua en el sudb
suelo es un elemento isoparamétrico bidimensional de 4 a 8 nodos,
Los datos de entreda consisten en: geometrfa, la subdivisién del_
modelo en elementos finitos, la seleccidn de los elementos fini -

tos que se puedan ajustar a la superficie libre, coeficientes de_
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permeapilidad, condiciones de frontera. La salida es: las cargas_
hidrdulicas en los nodos, los valores de la funcién de flujo y
" las velocidades. Se puede aplicar a flujo de agua subterrdnea con
superficie libre o artesiana. El1 flujo puede ser plano o axisimé-
trico (tridimensional).

La teorfa de Dupuit se ha empleado con frecuencia en la ob -
tencién de planteamientos simplificados.
. El problema del flujo se ha formulado para construir modelos
tedricos; los dos tipos de modelo usado son el determinfstico y _
el probabilistico(31’66”70}; las acciones deterministicas son las’
que dependen del estado del éistema, por ejemplo, drenaje de unm _
manantial, dréhaje de un acuffero a un rfo, o a través de unaz ca-
pa semiconfinante. Las estocdsticas o probabil{sticas dependen de
factores hidrolégicos y C1imatoldgicos, recargas naturales de -
acufferos, recarga de un rfo influente a un acuifero, etcétera, y
pueden tratarse estadisticamente. Las aplicaciones del elemento _
finito se han basado esencialmente en los modelos determiniéficos
en los cuales el problema se ha planteado mgdiante dos conceptos:

particular y continuo(3l’7o)

. En la aproximacién particular se u-
san modelos fisicos idealizados pafa definir el comportamiento
del flujo y en la aproximacién contfnua se establecen expresiones

(71,72) ~(73)

mateméticas . Elango y Suresh hacen una comparacién en -
tre el modelo del elemento finito conm el modelo analftico para el
mane jo simple del flujo subterrdneo.

Més planteamientos del elemento fiﬁito se han basado en el _
concepto posterior en el cual el medio poroso — un ensamblaje de;
part{culas sélidas, vacibg y fluido- se reemplaza.por uno conti -
nuo, Las p:opiédades de los materiales se han determinado con ba- |

en pruebas hechas en muestras del medio (en laboratorio y en cam-

po).

1I1.2.1 Leyeé constitutivas
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La ley de Darcy, que se supone v4dlida en muchos de los desa

rrollos se puede expresar como
VvV = -‘k.¢' - (1)

donde v= velocidad promedio del flujo, ¢' = gradiente hidrdulico y
k= coeficiente de permeabilidad en la direccién del flujo.

La ley de Darcy se puede considerar vAlida para flujos len -
tos con valores muy bajos del nimero de Reynolds, Reﬁ]‘Bl). Su _
validez depende de las propiedades del medio poroso como, por
ejemplo, su uso puede justificarse para flujo a través de arci —_
1llas, limos y arenas limosas finas. Entonces la extensién del ré-
gimen de flujo cubierto por la ley de Tarey involucrard el régi -
men laminar con pequeilas magnitudes de velocidad del fluido donde
los efectos del término de inercia, en la ecuacién de Navier-Sto-
kes, se pueden ignorar en comparaciéﬁ a los términos de viscosi -
dad(3l). Kjaran y Sigurdsson establecen que la ecuacidén diferen -
cial parabdlica lineal que describe el flujo subterrdneo no esta-
blecido en un acuffero anisotrépico y no homogéneo ha sido resuel
ta por varios autores usando el criterio de aproximacién de Galer
kin y el método del elemento finito para las Variables espaciales,

Wexler(75)deriva la ecuacibdn elfptica diferencial parcial de
segundo orden que gobierna el flujo en um medio anisotrépico, no_
homogéneo,

El modelo del medio es consistente con la superficie de
frontera que fué posible modelar con elementos isoparamétricos., _
Se prueba que ain en el caso de medio anisotr6pico, la continui -
dad del flujo normal a una superficie de separacién es una condi-
cién natural del procedimiento variacional.

El comﬁortamiento del flujo en régimen sublaminar es esem . -
cialmente no lineal y para un valor de Re21 puede ser necesario_
usarleyes no lineales o no-Darcynianas.

Dos leyes no lineales que se usan en la formulacién del ele
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mento finito son

P'= av +bv? (2a)

<

gﬁ‘: C.Vm (20)

donde'a,b,c y m son constantes del material oue se pueden deter-

minar con pruebas de laboratorio (permefmetros). La relacidn de

1)

la ecuacidn 2a se llama ley de Forchheimer( con a y b supues - .

constantes, y la ecuacién 2b se conoce como ley exponencial o

‘ (62)
ley de Missbach . . La relacién de Forchheimer se puede suponer
vdlida para varios rangos de Re= 0-5, $-25, 25-100, en régimen _
laminar y ha sido observado por Trollope,Stark y Volker(Bl) que_

la ecuaseibdn 2a se puede extender también al régimen de flujo tur
bulento. - .

En el método del elemento flplto el uso de las ecuaciones

(27) ¢ (285

no lineales 2a y 2b ha sido reportado por Fenton , Volker

Mc Corquodale(38), Trollope, Stark y'Volker(Bl).

JI.Z.EEcuaciones Gobernadoras
Una ecuacién gobernadora para flujo saturado que se usa en_

16, Y
la formulac16n Gel elemento finito se puede expresar COmO( 17

_é *aa("a ) S o= D‘ﬁ' (3)

ax( "Dx\ 'D\f(k" W\;

donde k, ,ky y’kg coeficientes de permeabilidad ( con dimensio -
nes de longitud entre tiempo) en las direcciones X,y,z respecti-
vamente, n% porosidad efectiva dividiga por el espesor del acul-
fero (con dimensioneS'l/longitud) para flujo no confinado y alma
cenamiento especi{fico ( con las mismas unidades) para flujo con-

finado, t= tiempo, ¢p= p/p +Z = carga hidrsulica o potencial, p =
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presién, )= peso especifico, z= carga ce elevacibn y Q= gasto. _

Una ecuacibn gobernadora para flujo parcialmente saturado o no _

(76)

saturado podria expresarse como

3 B B 0] KO

donde &= contenido de humedad expresado como una fraccidn del vo
lumen y Q= densidad del fluido.

Una ecuacidn, llamada de Boussinesq(37’46’48’77), que g% -

bierna el flujo unidimensional, que a menudo se resuelve median-

te el método del elemento finito es

<Kd‘®x.>“n——

donde h= altura de la superficie libre. Es posible usar ecuacio-

(5)

llneallzadas de la ecuacién (5) y versiones similares de ecuacio
(37,45,48,77,78) ‘

nes bidimensionales
Algunas soluciones de problemas de flujo subterrédneo no es-

table que involucran una superficie libre variable han sido dis-

(79,80,81) ' e : (82)

cutidos en libros usando la extensidén de Eoussinesg
al anédlisiswude Dupuit-Forchheimer.

Puesto que las soluciones analiticas solo se obtienen con _

83)

- . ( .
Condiciones de frontera muy simples se ha recurrido a las so

(84) (85)

luciones numéricas., Asi, Hornberger et al. y Zucker et al.
han vusado un método de diferencias finitas predictor-corrector,

(86)

mientras Eruch ‘usé uno de elementos finitos como lo sugiere_

(87)

Oden s, para obtener soluciones particulares.
En especial se ha tratado con el problema de flujo donde el
nivel se cambia de repente a una altura constante diferente. Gu-
) 88 . . £
reghian y Youngs comparan los Gos procedimientos numericos pa
ra obtener soluciones de la situacién més dificil donde la velo=
;7
cidad del flujo es estable, mientras el nivel del embalse, obte-

nido como parte de la solucién, sube con una velocidad variable_
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para producir tal flujo.

Une forme de la ecuacibdn gobernadora de flujo no Darcyniano

ca por Mc Corouodale(38)es
0o 1 vl p
9&\,()%x K1 Dtu} © (8)

en la cual g= aceleracién de la gravedad, x, = ejes coordenados _

(x=1,2,3) y k¥(v)= conductividad hidriuvlica o permeabilidad.

11.2.3 Categorias de Flujo

Las ecuzciones (3) y (6) representan flujo transitorio; si_

los términos dependientes del tiempo desaparecen, sSe obtienen °
las ecuaciones para flujo permanente. Dos subcategorias comunes_
de flujo son confinado y no confinado o a superficie libre. En _

las ‘figures Bk .2, b, ¢y d, respectivamente, se presentan ejem -

plos de flugo permanente confinado, transitorio confinado, per -

manente no confinado y transitorio no confinado.

II.2.4Condiciones de Frontera

- Las condiciones de frontera comunes que ocurren en los sis-

temas de flujo pueden expresarse como (figurs 1)

»= b (L) en [ (72)
PETIE TR YRR

donde B (t)= potencial prestablecido én Ia fromtera [ 1, 1., _

1 = cosenos directores de la normal a la frontera [, en la cual

el flugo esté restrlngido, y g(t)= intensidad de flujo.
_ La c0n61016n en la ecuac1én Ta es 11amadaoondlc1én de fron-

w

tera poteﬂ%1a1 o de carga y la de la ecuacidn 7b se llama condi-
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5

cién de frontera de flujo. Estas dos condiciones fepresentan,
respectivamente, las condiciones de frontera tipo de Dirichlet y
Neumznn., Una variacién prescrita de la carga de fluido en el la-
do zguas arriba de la presa de.la figura lc es un ejemplo de la_
condicién de frontera potencial y la imposibilidad cdel flujo a _
través de la base impermeable; las figuras la,c y d representan_
condiciones de frontera de flujo.

En el caso de flujo no confinado, necesitan satisfacerse
condiciones de frontera (mixtas) adicionzles. Por ejemplo, en
flujo transitorio no confinado, ocasionado por las fluctuaciones
en el almacenamiento, dependientes del tiempo,ifigura’ld, las ¢
condiciones de frontera son: |

Sz‘;-:: abu({_‘) en la cara AB, aguas arriba
, N (8a)
b= é;i(t};en.la cara EF, =zguas abajo | '

Ezgg::C) . a lo largo de la base imper- f(8b)‘
©= meable AF )

o e lo largo de la superficie  (8¢)
libre CD

0P
on

gb,’: 2({1) a lo largo de la superficie

libre CD (8a)

@ = 2(&3 a lo largo’ de la superficie
de flujo BC y lz DE

donde z(t)= coordenada vertical y n denota perpendicuiaridad a _

la frontersa. / /
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IT1.3 Procedimientos de formulacidn

Comunmente se hen empleado los métodos de residuo'pesado Y.
variacional para formular las ecuaciones del elemento finito..

Los procedimientos variacionales fueron usados en las prime
ras etapas del método del elemento finito. El funcional variacio

nal que se usd en ‘las primeras aplicaciones se puede expresar.co

=] BB L) 2 (o )g e [

en la cual ) = dominio (volumen) del flujo,r'z superficie, {; =

mo

parte de -la superficie (4rea) en la cual § es prescrito. También
se pueden emplear funcionales alternativos en términos de la fun
89)

cién de flujo,¥ Meissner( "presenté un conjunto de principios

variacionalesgeneralizados para los problemas de flujo.

e -

Saggggwy“Wil§9n(9 ? han formallzado func1onales var1a01ona—

(91

les basados en el principio de Gurtin ) para el problema de

(33,34)

consolidacién y Javandel'y Witherspoon | y ¥ Neuman y Wither

29,40,92
spoon( 9,40,92) para flujo a través de medio compresible Suave y
rigido. Una forma de dicho funcional dado por Neuman y Withers -

spoon es
T (g.0)5 ngkéi;’ r5,¢2)dq- jj (6-3) ,)ai A+

+JJ gebdl’ j (¢-h)k mdﬂLﬂ?;%%% )“3<3P’J5(§b“x3)kij9¥%mdr @9

t]'aé

donde ki.z tensor de permeabilidad, niz vector normal unitario,_
FS5= superficie libre, SS5= superficie de flujo, Ss= almacenamien-

to/especifico y Sy= rendimiento especi{fico del medio.
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APROXIMACION DEL ELEMENTO FINITO

Fcrmés integrales de lodelo fisico’

problemas continuos directo
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variacionales © ecuacién » diferencial parcial - globall
- eV = gobernadora' o

— e

Formas de mfnimos cuadrados

I
l
l
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Se han obtenido soluciones satisfzctorias con el funcional_
de la ecuacién (9). Sin embargo, se ha observado que tal procedi
miento no llena 1los reguerimentos del cdlculo de variaciones pa-
rz problemas gue dependen del tiempo. Esto es debido a gue duran
te las variaciones de ¢, la %%?se supone gue no varia. Este prin
cipio es, por tanto, conocido como un principio seudovarizacional.
Detalles del principio variacional verdadero, gu2si- y restringi

93)

do han sido dados por Finlayson( y los han discutido Aral y co

(94) . (18)

laboradores y Deseai .

(27) (28)

Volker y Mc Corguodale

Fenton (38) han reportado
formulaciones variacionales con el método del elemento finito pa
ra flujo no Larcyniano. E1l funcional wvariacional para flujo bidi

mensional correspondiente z la ecuacibn (6) es

0= fe ol )((B2 T+ (35 el et ey

donde c'= 4b/a2.'La segunda parte del funcional, ecuazcién (11),_

fue introducida para mantener la continuidad del flujo.

I1.4 Condiciones de Frontera

I1.4.) Superficie libre

El flujo de agua u otro liguido a través de un medio poroso
puede ocurrir sin una definicién eSpecifica de 1z frontera supe-
rior de la regién de flujo. La superficie superior es, entonces,
libre en sentido hidréulico y es especificada sélo por las condi
ciones de presién constante. Tal problema es dificil de resolver
cuando la solucién incluye la localizacién de esta superficie 1i
vre. Una vez gue esta posicién es conocida es relativamente fFa:-~
cil obtener las lineas eguipotenciales y dekflujo y los subsé -

cuentes cdlculos de interés ingenieril, tales como flujo y pre -
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siones locales,

Se dispone de soluciones analiticas para flujos a superfi -
cie libre solo en un limitado numero de problemas, con geometria
y condiciones de frontera simples. Técnicas experimentales basa-
das en recursos anslogos y aproximaciones numéricas usando los--
métocdos de diferencias finitas han aportado soluciones uti -
les para muchos problemas fisicos. De todos modos, cuando se con
sidera el flujo a través de regiones anisotrépicas y no homogé -
neas de geometr{a arbitraria, estos métodos son muy tardados y
tediosos.

En la formulacién del elemento finito se pueden abordar con
facilidad las condiciones de frontera en la forma de cargas pres
critas y gastos: diferentes de cero. Pero cuando existé una su -
perficie libre o en condiciones de flujo saturado-no saturado
surgen mayores dificultades.

La superficie libre para flujo establecido se determina uu=~
sando procedimientos iterativos(19'25*32’39’95). La posicién de_
la superficie libre primero se supone y posteriormente se corri-
ge susecivamente con base en los valores de ias cargas del flui-

do computadas en cada paso de laz iteracidédn. Las condiciones de

frontera de que no hay flujo gue atraviese y de la carga total i
gual a la carga de elevacidn en la superficie libre, las ecuacio
nes (8c y 8d) se verifican cada paso, y el proceso continda has-

ta que los movimientos de la superficiellibre son esencialmente_
despreciables., \

Al modelar sistemas geohidrolégicos los flujos subterréneos
no confinados tienen efectos indirectos debidos al comportamien-
to hidrdulico de la superficie y del medio subsuperficial. De to
dos modos ellos juegan papeles muy importantes en problemas hi -
érdulicos o/disefios técnicos concernientes no solo a fuentes de__

agua sino con muchas otras aplicuciones.
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For otro laco, un &mplio rango ce provlemas de flujo subte-
rréneo Se han mene jado mediante técnicas numéricas de aproxima -
cibn., 4¥n mds Jespués de ias discusiones necessarias, mucha de es
ta actividad se ha centrado en el andlisis numérico de filujo sub
terréneo con superficie fredtica, en particular el préblema més_
8iffcil de flujo tranmsitorio.

Recientemente Neumzn propuso un modelo lineal gue trata el_
acuifero no confinado como un sistems compresible y le suverfi -
cie fredtica como vna frontera mévil. El fenbmeno transitorio
puede ser simulado matemdticamente uvsando valores constantes de_
almacenamiento especifico y rendimiento especifico sin recurrir_
a la teoriz del medio no saturado. Bajo este tratamiento, la e -
cuacién bédsica de flujo tiene una forma Giferencial parabblica
gue involucra derivadas con respecto .al tiemvo. |

Al mismo tiempo (1672,73) Neuman y sus colaboradores dieron
una revisién del método. Ohashi(96) considera la extensién del
modelo Ge Neuman de tal mocdo gue se pueda analizar un sistema de
flujo no confinado en dos dimensiones con lz frontera que tlene_
un efecto de fluctuacidn periddica. Sé'fija lz a2tencidén 2l movi-
miento dependiente de la superficie freética; debido & gue se u-

tiliza un procedimiento simplificado, baszdo en 1z técnicz de
cambiar 1la posicién de la superficie libre vara obtener la ele-
vacidén. Esto es, el problemz de estabilidad ¥y convergencia en el
sentido de norma méxima para la ecuacién parabbdlica de segundo
orden se analiza usando la definicién de Fujii. i

La 1ocaliZacién76e la superficie libre en flujo transitorio
es dificil. Lebido a su amplia aplicacién este problemz h=z sido_
sujeto cde amplia investigacién en las dltimas décedas v se han
hecho varios descvbrimientos., La principal dificultad para resol
ver el problemz surge de la.dependencia de la humedad del coefil '
ciente de difusién y de la conductividad hidrdulica, las gue pro

)
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(97)

ducen la ecuacidn gobernacdora altamente no lineal. Klute

(98’99), Remson y colaboradores(loo), Singh(lol)

Philip
102 10 . .
druber( ) y ?arlange( 3)entre otros investigadores usado dife

, owartzen

rentes métodos de aproximacidn o numéricos para atacar la ecuz <
cibén diferencial parcial no lineal gobernadora. Recientemente

(104) hzn usado el método del elemento finito _

Bruch y Zyvoloski
en lz soluciédén del mismo problema. Ellos encontraron gue proble-
mas de difusiébn con dependencia lineal o no lineal de la humecdad
respecto del coeficiente de difusidn puede ser mznejada facilmen
te con elementos finitos con un pequefio sacrificio de precisién,

(19,37,43)

El procedimiento que propusieron Lesai v Taylor y_

sus colaboradoresu9 se basa en la solucidbdn de la versibén de flu
jo establecido de la ecuacién (3). En cada intervalo de tiempo,
los movimientos de la superficie libre (nodos) se obtienen de va
lores computados de cargas y velocidades nodales. Las coordena -
das de los nodos en la superficie libre entonces se modifican

ouedando

t+AL
X

t
= X{ At xy(t) (12)
O
donde x_. denota las coordenadas de los puntos nodales en la su -
1 .

perficie libre, i= 1,2,...,N, N= ntmero de nodos en la suverfi -
cie libre, t= tiempo, At= incremento de tiempo, los superindices
denotan rangos de variacidn de X, Y t' estd entre t y t+At. En
el esquema més simple, t'=t, que eh esencia alcanza la siguiente
integral diferencial en el tiempo. Aqui, se necesita preseleccio
Dar un valor peguefio de t para asegurar una aproximacién adecua
da, .

El esquema precedente fue modificado por Besai(89)para in -
cluir un procedimiento iterativo en el cual se pueden usar loca=-
lizaciones altetnativas pare calcular X, Easado en la condiciénm

(105)

de Lipschitz el tamafio de At se incrementz o decrementa au
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tométicamente de tal modo oque se zsezura la convergen icia ¥ este-

pilidad para cade tiempo.

9)

- . (3 : .
Keuman y Witherspoon formularon el problema usando

M
bt

|

o
®
{0

principio variacional, ecus cién (10). E1 sistema resultante

1

L

sgn

h3

cﬁaciones diferenciales no linezles se integré en el tiempo
o el procedimiento de Crank-Nicolson. De resultacos cuentitzati-
vos, este procedimiento se consi i Jerd irncondicionzglmente estable.
¥c Corquoéale(3 6) usé 21 concepto de coordenacdas Lagrangia-
nas para flujo gobernado por una ley no Darcyniana, ecuacién (2)
Bl uso el principio variacional, ecuacién (11), condujo =_
un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales gue se resol-
vié uszndo el método de sobrerelajacién suseciva. Se encontré
que la estabilidad del procedimiento depende del tamado de t.
Cheng ¥y Li(sl) llegaron a la superiicie libre resolviendo _
le forma siguiente de la ecuacién gobernadora de la superficie
libre v usando diferencias en el tiempo hacia adelante
‘(t-a—"’)-—?—‘“~f—- ‘ @h (13)
, oy Nox E>7
donde k= kg)/kX . _
Desai(lo ) describe una aproximacién alternativa a los pro-
cedimientos numéricos de elementos finitos cue tanto se han usz
do en flujo en medio poroso a superficie libre y evalia dos pro-
cedimientos de elementos finitos pars flujotransitorio en medio
rigido y parz medio deformable (consolidacién). El procedimiento
es llamzdo el potencizl residual o esguema de flujo & superficie
libre. Este esquema suprime el volver a calcular las propiedades
de los elementos durante los procesos iterativos y se puede pro-
bar éue es méds econbmico gue los esguemas-convencionales.
Recientemente se han dessrrollado distintos esguemas para

: — 10
la obtencidbén de la superficie libre: Finn y»Voyoglu( 7) presen-

tan un método de elementos finitos con dominio variable para la_
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solucidn de la ecuzcidn diferencial gque involucra la determing -
cifn simulténea ce lz distribucién de lz varizble dependiente v
- 6e la superficie libre.

(72)

Steuffer presenta un modelo de simulacidn matemética
que contempls el efecto dindmico en la relzcibn entre la presién
cazpilar y el contenido de zgus y entre el contenido de sgua y 1z

permeabilidad.

IT.4,2Fluio no saturado

El concepto de la superficie libre es valido para muchos
problemas practicos como flujo en medios limosos, &renosos o gra
nulares. En ciertas situaciones es Util fijarse en los problemas
de flujo saturado-no saturzdo y apuntar a la determinacién de la
zona Ge separacibn de los dos regimenes, en vez Jde buscar lz su-
perficie libre.

‘Problemas de flujo no saturado o parcialmente saturado se _
han resuelto, usando el metodow de diferencias finitas, para la_
superficie libre satisfaciendo la condicidén de presién cero, Rei

senauer(Ts), Taylor ¥ Luthin(Sl). Desai(37’50’78) utilizdé un oro

cedimiento en el cual las cargas del fluido se calculan en todo_
el cominio del flujo ¥y la superficie libre se localizz encontran
do leos puntos donde la czrga totel iguala sus carzas de eleva -
cibn. E1 punto Ge salida en la superficie del flujo se loczliza_
mediante un procedimiento iterativo junto con uh método de frag-
mentos. Neuman(leg) propone un procedimiento general, en el cuzl
la tan mencionade superficie libre se localiza encontrando pun -
tos donde la carga Ge presién se hace cero y la superficie el _
flujo es manejada por un método iterativo especial.

/

La ventaja de estas arroximaciones es gue se puece evitar -

la necesidad de romper la malla de elementos finitos,
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S

concepto de la discretizacidén completza espacio-tiempo Gel elemen
(46,110-112)

kan propuesto procedimientos alternativos baszdos en el

0

to finito con el método de Galerkin
. (113) : s e
Tzimopoulos lo trata como flujo simultdneo de dos flu-
igos inmiscibles donde el azire se supone estancado.
Por otre parte, la vrediccidén del movimiento del aguz en
suelos desérticos sbélidos es un provlema mateméticamente dificil
de resolver y la dificultad aumenta con el suelo seco. Finlayson

(114) desarrollea un trabajo encaminado a entender estas dificul-

tedes matemdticas y a encontrar métodos para resolverlos.

IT.,5 Flujo a Través de Medio Discontinuo

Muchas aplicaciones Gel método Gel elemento finito sﬁponenﬂ
oue el medio discontinuo (rocas geolbgicas) es incompresible y -
gue el flujo ocurre sélo‘en las juntas. A& menudo se svpone vAli-
da la lej de Darcy, de cualgquier modo, se ha observado gue el
flujo puede ser no linezl aun con peguefios gradientes. Una ley _
no lineal bvasada en experimentbs'de laboratorio de flujo a tra -

(115%)
e

vés de fracturas reportado por Maini, Noorishad y Sharp

0P _ n |

S—-

donce v,= velocidad media, n muestraz el grado de no linezlidad,
oP - aqs .

S = graediente hidraulico y C= constante cue Jdepende de la geo-
metria de las fracturas y la viscosidad del fluido. Wittke, Ris-

. 116
sler y Semprlch( ) hanrevisado teorfas de flujo laminar y tur-

bulento en juntas y fisuras.

Para flujo leminzr strevéds de una junta se suponen paredes_
varalelas, las componentes de la velocidaé pueden derivarse de

. (27,4 4,60,
la ecuaciédn 8e Ngvier-Stokes como‘“7"3’5“OO 116),

/ /
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e AL ™ 3
Vi = TaR@ay)” 9P _ ). 22 (152)
3 zv ox Li ox
| —a( 2 A
yy.:.._._%ﬁ.‘lQ 2P :~k«%@ (15%0)
J 12 v Oy l'oy

donce 4= mitad -del ancho de la junta y ¥= viscocidzad cinemdtica.

Se usan varios esguemas para simular el flujo a través de _
fisuras., Una junta abierta se puede tratar como un conducto dis-

creto con permeabilidades calculadas como en la ecuacién (15) y_

(91)

porosidad igual 2 la unidad . Se puecen utilizar elementos es
pecizales pera juntas abiertas y rellenas con sus matrices de per
meabilidad establecidas con base en el concepto similar al usado

por Goodman ¥y colaboradores(ll7), Zienkiewicz y colaboradores(llg)

(119)

vy Ghaboussi y colaboradores

Se usé un elemento finito triangular para juntas con aper -

tura variable en el cual se incluyd la interferencia debida a .=
las fisuras gue intersectaban a la juntaE54). En caso de tener
un gran numero de juntas, la red de conductos coplanares se reem
plaza por un dominio homogéneo, contfinuo y anisotrépico con per-
meabilidad‘evaluada con base en la geometria de las juﬂtas(ll6).
Las investigaciones hacia soluciones numéricas para flujo _
en fracturas son de reciente origen y sSe espera gue estas exre -
riencias incrementer las actividades de investigacién. Le cues -
ti6n Ge -obtener modelos numéricos realistes y de la medicién pre
cisa de las propiedades del ;material serdn de importancia vitzl.
Lo Yltimo reguerird sofisticadas técnicas de campo y laboratoria,
Por otrs parte, el concepto de medio 'discontinuo reemplazado por
un medio continuo estadisticamente eguivalente necesitaréd mavo -

res investigaciones.
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I1.6 Factores gue Afectan las Aplicaciones

I1.6.1Caracteristicas numéricas

El método de elementos finitos fue asplicado por primera vez
por Zienkiewicz y'Cbeung(lzo) pafa resolver la ecuacién de Lapla
ce, que es la ecuzcibén gobernadora del flujo subterrdneo estable
cido. Wilson y Nickell(lgl) aplicaron el método para resolver la
ecuacién diferencial parabblica para flujo de calor no estable,

o LY * - . - - . (122)
usando el principio variacional desarrollado por Gurtin . da

P
vandel y Witherspoon(lg“’124) emplezron el método del elemento

finito para elementos bidimensionales triangulares y rectangula-
res y encontraron gue el método se podlia adaptar para manejar

problemas de flujo transitorio en sistemas anisotrépicos y multi
estratificados con condiciones de frontera complejas. Un mayor a
vance, sensacional, en la aplicacién del método del elemento fini-
to fue el desarrollo de elementos curvos isoperamétricos por Er-

(125) (126)

gatoudis y coléboradores . Pinder y Frind aplicaron elg -
mentos isoparamétricos bidimensionales de orden mixto junto con_
un procedimiento de Galerkin para el andlisis de acuiferos y coi
cluyeron gue el método del elemento finito aporta soluciones sa-
tisfactorias con muchos menos nodos que el método de diferencias
finitas. Aungue el andlisis de flujo subterrdneo mediante elemen
tos isoparamétricos tridimensionales fué esbozado por Zienkiewicz
y Parekh(127), es desafortunado notar qué»se encuentran muy po=-
.cos trabzjos en anélisis tridimensional de flujo subterrédneo.

La mavor disozacién a la apliceacibdn del anédlisis fridimensio
nal es gue se cree gue reguiere de mucho tiempe de computadora._
Es verdad que en andlisis tridimensional de esfuerzos, donde ca-
da nodo tiene tres incégnitas, el tiempo de computo para resol--

ver un problema préactico es muy costoso. Sin embargo, en simula-

cidn de acuiferos donde czda nodo tiene una sola incégnita el
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tiempo de cémputo no es tan excesivo como se imaginé. En ﬁis%a'~
de que los acuiferos naturales siempres Son iricdimensionales se_
justifica ampiiamente.

Tnrante los ¥ltimos a%os, se nha tenido mucho progreso en lz
Universided de Kentucky en el deszrrollo del elemento finito tri
dimensional en programas de computadora para el andlisis de flu-
jo subterréneo no establecido. '

Huang y Shen-Jyh Wu(128)revisan los tres tipos de elementds

mencionados abajo y comparan su efectivided con respecto a exac-

titud y tiempo de cémputo. Los elerentos son: cilindricos, seis_
(129,130)

y ocho nooales e 1sonaramétrlcos. Recientemente se usa

ron elementos 1soparamétr1cos mixtos por Gupta y colaboradores _

(131)

para el andlisis tricdimensional de flujo subterréneo.

En la préictica a menudo se evalia ia'”féctlbilldad ., de un_
procedlmlenfo numérico resolviendo cierto numero de problemas.
Esta aprox1mac16n cuantitativa y praamatlca es muay comdn ¥y a me-
nudn necesarla, pero no necesariamente conduce a un procedimien-—
to general de solucidn. Un camino pare establecer la generalidad

de un esguema es esfudlar sus carscteristicas numérxccs como son

convergencia, ‘estabilidad y con31stenélé.

S8lo para aclarar un poco Sse men01cngré a que se refieren es
tos conceptos. |

Convergencia. Un método numérlco aplicado a una ecuacifn d4i
ferencial dada se dice convergente si, suponiendo que no hay e -
rror de redonde@, la solucién numérica se aproxima a la solucibn_
exacta de la ecuaclén diferencial cuando el 1ncremento de tiempo,
At, se aceArca a cero,

Estabilidad, Las ideés alrededor de la estabilidad de méto -
dos numéricos para la solucién de ecuaci?nes diferenciales se pue

. . /[ .
de ilustrar mejor si se consideran métodos de varios pasos, Estos

métodos envuelven valores de f(y;t) en varios puntos a lo largo _




P T

Dt e s emaar e e e o

deD eje t. La forma general de la solucién analftica es tal qué__
1afpresencia de ios valores mﬁltiples de f(y,t) a lo largo del e-
je t resulta en miltiples soluciones de la ecuacién diferencial,_
Si el método es convergente ﬁara el problema en consideracién, u-
na de estas soluciones a la eéuacién @iferencial aproiimaré 1la so
lucidn exacta a la ecuac16n diferencial (llamada la soluc16n fun—
.damental) ¥ se aproximaré esta soluci&n exacta arbitrariamente
cuando t tienda a cero (excepto para error de redondeo). Las o -
tras solu01ones a la ecuacidbén se llaman soluciones parésitas, y _
es el comportamlento de estas soluciones el que determina si la _
‘soluciﬁn numérica es estable o no.

- Estas soluciones parésitas toman su nombre del hecho de que_
se alimenfan.de los errores em la solucién numérica. La inestabi-
iiéad es resulfado de umr proceso de retroalimentacién en el cual_
las soluciones pardsitas érecen cuando ge’@pma‘ cada paso para la
obtencidén de 1la solucidn, y el error crééiente resultante ocasio-

na un crecimiento en estas soluciones.

- Los esfucwos de las pTopledades numéricas de lcS dlferen -
cias finitas estdn relativamente mejor establecidos en compara—-

cidn con los éel,elemento finito.

Se han obtenido criterios gue se baszan en eger01c1os cuanti
(32 38 42, 50

tatlvos para los pr00901mlenfgs del elemento flnlto

132,133) , ‘
« Focos estudios han discutido y exzminado rrocedimien -

tos Cel elemento finito apropiados =al pfoblema_del flhjo y haﬁ _
derivado critefios en forma cerrada(llo'l34‘138). Un procedimien
to basado en la condicidn de Lipschitz en el cual se aseguré la_-
convergencia y estabilidad para cada tiempo ha sido propuesto

por Sandhu, Ral y DesaJ( 9)
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La cueétién de'pfopiedéées mateméticaé déwﬁafios‘praceﬁi'.-
mientos de elemento finito para problemas governados por ecuacio
nes no lineales y condiciones Eé frontera es importante y regue-
rird un esfuerzo significativo de équi en adelznte. Adn més, es_
necesario evaluar varlos esquemas y subesguemas numéricos'désde_
el punto Ge vista de las caracteristicss numéricas, tiempos de _
computo y otros factores significativos(36’50’111{%33fl35’139f1€;)
No se espera gue un usuario conozca detailes dellvasfo nﬁﬁerb de
procedimientos numéricos disponibles; tales evaluaciones pueden__

ayudar a selecionar el esguema més econdmico y adecuado para sus

. necesidades especificas.
s i :
i s -

.

II{G;QModeldS de Orden de Aproximacidn.

En el procedimiento del elemento finito de la ecuacidn (12)
se utilizaron tres elementos finitos con 4-,6- y 12 nodos isopa-
ramétricos. Se compararon cargas calculadas en la superficie 1li-

bre, dadas por las tres formulaciones con cargas observadas en

un modelo de flujo viscoso(12’37).'Este estudio mostrd qde los

tres resultados numéricos dieron la misma precisidn aceptable. _

Una de las razones puede ser que los 6rdenes més altos, aungue

mejoran la distribucién de los potenciales\con'el elemento y com

F e

patibilidad de los potenciales nodales, no parecen mejorar el
cdlculo de las velocidades. Tal vez el uso de un elemento con po
linomios completos como modelos de aproximacidn pueda mejorar la

pr801816n. Como sea, el tlempo ce computo se. lncrementa con el .

orden de los modelos' para un nimero flJO de nooos, el redio a -

(50)

proximado de tiempo se encontrd gque es 1:6:10 . El modelo ade_

bt mmiis T e A —— St R T T S—— e e e -

ocho nodos con variaciédn cuadrdtica de puede proporcionar pre-
cisién y economia 6ptimas.

El estudio S8e la refererncia (4O)V qin embargo, muestra que_

SRS e semie e e e e v = W e e

- si se empl%a una malla rdzonablemenfe flna,.el elemento 51mple

h
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e 4 nodns puede ser m&s adecuado. Es importante someter a consi
deracibén lz mayor utilidad entre precisidédn y economia de 103 mo-
delos de orden mayor para el problema general del flujo y regue-

rird trabajo adicinnal pars poder dar conclusiones definitivas.

g

11,6.3Discretizacién del Medio 'Infinito'

En eventos de raégoé Qéturales, tales como una base imperme
able (roca), figura (1), disponibles, las zonas Jdiscretizedas se
pueden definir fécilmente. Para dominios 'infinitos' de flujo tg
les como diques en rios, se requiere establecer lzs zonazs signi-
ficativas gue se han de incluir en la discretizacidén del elemen-
to flnlto. Esto 1nvolucraré la determinaciédn de los limites geo—"
métricos de las zonas y oel potencial adecusdo y/o las condicio-
nes ce flujo en las fronteras discretizadas. _

Con frecuenciz se obtienen criterios para la evaluacidén de_
extensiones significéiivaé y,pafa condiciones de frontera con ba
se en ejercicios cuantitativos., Diferentes extensiones de las zo
nas discretizadas y diferentes condiciones de frontera posibles_
se escogen y se obtienen las soluciones numéricas correspondien-
tes. Su influencia se evalda compafando con sonluciones experimen
tales. Tales andlisis cuantitativos para flugo transitorio no .

confinado (en digues de rios) han sido reportzdos por Desa1(43 45)
Las soluciones numéricas se Compararon con resultacdos experimen-
tales de un modelo de flujo viscoso entre dos placas paralelas _

largas, La figura (2a) muestra las extensiones significativas en

términos del drenado total H. Se encontré que 1la frxnfera late -

i R e - TR e -l T

ral se puede fijar a una dlstaﬁc1a de 8 a 12 H ‘del punto final _
del drenado y se puede suponer una base impermeable a una distag'
cia de 3 a2 6 H del mismo punto. También se encontré que la supo-
sicidbén de diferentésjcondiciones de frontera (figura 2b) puede
influir en la solucién n&mérica. Su seleccién depende de las con

.Oiciones geolégicas del medio cercano a las fronteras discretiza
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L.

wiras . (30) . . o
das, Kealy y Williams han discutido criterios para condicio -

nes de frontera en flujo permanente no confinado en represss y _

(47) .

Fang y Wang para flu1o trap31torlo no confinado debido & ma-

reas, i . -

I1.7 Contaminacién

(142)

Pinder y Page presentan un modelo bidimensional gue

usa elementos finitos y un mocdelo matemdtico que se bzsa en la _
hipétesis de contacto agudo para obtener la simulacién de intru-—
sidn salina,

Mediante la aprex1mac16n de Galerkin al métndo ce elementos
finitos Segol( 143) obtiene-la solucidn de ecuaciones tridimensio
nales para flujo subterréneo y transporte de masa. El modelo se_
vaplica en el andlisis de transporte de contaminantes y se ha pro
‘bado en problemes unidimensionales de filtracién. El famaﬁo de
la malla de elementos finitos es una limitante y el modelo no se
puede aplicar en situaciones tridimensionales Jde campo qué en - —
vuelvan flujo a‘superficie libre debido a la peguefia separacién_
nodal requerida en la zona.no saturaca,

"Thomas, Smith y Martinez( 44 )_presentén una aproximacién me
" diante elementos finitos para analizar lentes de sal en flujo
subterréneo., Mediante esta aproximacién, programas ya existentes
con elementos finitos que usan‘eleméﬁtos;iéoparamétricos, podri-
an adaptarse rapidamente para manejar eficientemente una éﬁplié’

gama de diffciles problemas de lentes. La técnica se ‘puede em -

plear usando programas existentes de transferen01a ‘de calor o oe
flujo modificados para aceptar condiciones especificas de flujo

en movimiento (mediante datos de tiempo discretos). Se debe te —
ner mucho cuidado de estar seguros que se emplea una representa-
cidn suficientemente grande de elementos finitos de la masa dej

fluao subterréneo para produ61r efectos insignificantes de frog—
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teres remotas,

11.8 Consolidzcidn

8)

. (s8) _. o
Runneson, Tégnfors y Wiberg - discuten el andlisis con ___
elementos finitos del flujo subterrdneo en acuiferos confinados_

or arcillz susve y los asentamrientos resultantes en ls superfi-

g}

cie, Como resulftado de un Jisturbio Gel eguilibrio hiérdulico en
el acuifero ocurre flujo traznsitorio y 6eformacién'(consoliéa -
cién) de lz arcilla confinante. El anédlisis se basa en el concep
to de arcilla.como un medio poroso saturado, en dos fzses con

los desplazamientos y el exéeso de presidén de nporo comd incégni-

tes primarieas,

11,9 Flujo Tridimenrsional
Cuando el flujo subterrdneo ocurre en un medio real elésti-

co, los esfuerzos gue se desarrollan en el esgueleto s6lido son_

necesariamente tridimensionales. Mediente el uso cCel concepto de

‘centro de tensién' o 'nicleo e esfuerzos' la distribucidn de
esfuerzos en un aculfero artesizno de borbeo se puede evazluar
por integracidn si se conoce bien la presidn de poro. Lz dJeclina
cidn de le éarga de presidn es provista por uns ecuacidn integro

diferencial nueva de flujo la gque informe sobre las componentes_
(109)

horizontzles de los esfuerzos y recientémente derivd Gambolabi |

Su qo1u016n numérica se obtiene con vna técnica 1tera+1ta oel

elemento finito. Los resultados mostraron gue, cwrtrcrlamen*e a_

lo glie se supone en geohidrologfa, el esfuerzo vertical total no
es constante en el scuifero y por tanto la variacién del esfuer-
zo intergranular efectivo no es igual y opuesto z la presidén de_
poro creciente, E1l esfuerzo co;tante es significativo en los pri
meros tiempos, al eypegar - a tombear. El asentamiento tiende a

desaparecer cuando el drenado proviene de estratos profundos.
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También se muestra gue los movimientos horigontales en la _
superficie del terreno son mayores gue los desplazemientos verti
czles a cierta distancia del pozo, pero su importanciz relativa
decrece con el tiempo y la profundidad del acuifero.

Segol(l43) desarrolla un modelo de elementos finitos tridi-
mensiopnal pare el andlisis de flujo y transporte de masa en me—--
dio poroso saturado-no saturado. El dominio discretizado cohsis—
te eﬂ elementos isoparamétricos.en los cuales se aplica el proce
so del Galerkin para obtener el sistema de ecuaciones de aproxi-
macibn.

{

Ilzinlujo en dos Fases

(146)

Lewis, Verner y Zienkiewicz presentan el problema del_
flujo en un medio poroso de dos ligquidos con distinta densidad,_
en particﬁlar se refiere a los liguidos no mezclables agua y
aceite, en la producciédn petrolera.

VDalen(llg) por su parte, describe una aproximacidén mediante
elementos finitos a2 un desplazamiento frontal de dos fases. E1 _
método de solucidn se basa en el método de Galerkin para discre-
tizacidn espacial y una formulacidn incremental semiimplicita en
el tiempo. Es facilmente extensible a problemas méas complejoé de
flujo de més fases. Mercer y Faust(l48), sin embargo revelan di-
Aficultades comunes tales como: Oscilacién numérica en aproxima--
ciones de frentes agudos, inestabilidad para ciertos problemas _

~no llneales, etc.. |

(113)

T21mopoulos establece gue el.flujo en medio goroso es,

en muchos casos précticos, no safuxaco. Este es un ceso especial

de flujo simultédneo de dos fluidos no m1°c1ble , Gonde el fluido
/

no hugedo (aire) se supone estanczdo.
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IT.11 Deshkielo v Calor

Bzaca, King y Nortan Cescriben ¥ deruvesiran un m2celo
Gel elemento finito para aplicarse gl andlisis cel jroceso de
transporte en zonas &ridas vadosss.

La formulacién matemédtice cel modelo no isotérmico consiste
en la forma acoplada de la ecuacidbn de flujo a presidn y ce la _
ecuacidn Ge conduccién., La ecuzcidn de flujo modela el flujo de__
humeczd como funcidn de la capilaridad, gravedsad y fuerzas térmi
cas., La ecuacidn de calor considera conduccidén y flujo superfi -
cial proveniente del enfriamiento y celentamiento de la atmbésfe-
ra.

Para resolver el sisteme de ecuaciones gobernadoras se usa_
la aproximacibén de Galerkin con el elemento finito. Las ecuacio-
nes acopladas no lineales se resulven simultaneamente usando el_
esquera iterativo de Newton-Raphson. Para fsrmar el subdominio
de aproximacién de las variables principales y.los rarémetros es
p801almen+e variables se usan funciones base cuadrédtices. Las
propiedades hidrdulicas del suelo se representan por funciones
cibices, ‘

Sykes y Lennox(l5c) Gesarrollan un modelo de elementos fini
tos basado en el xétodo e Galerkin de residuos peszdos utilizan
do una forma no lineal de la curve de deshielo-sedinentaciin., La
aplicabilidad de este modelo descansa eﬁ su- més cercena aproxima
cién al modelo fisico que al fendmeno icealizedo.

(151

Guymon y Berg ¢esarrollan una anslogla unidimensional
de elemerntos finitos al transporte de calor y humedad en suelos_

congelados con base en las hlpéteSls preaenfaoas antes por Guy -

mon y Luthin( 52) y Harlan 53). Ellos suponengue el movimiento_

de ls humedzd en suelos cong elgoos se puede modelar mediante la_

(154)

teoria de flujo no saturado. Después- Guymon publicé oatns

-

gque confirman cue el régimen térmico y ¢e humecac en suelos con-
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celzdos es complejo y altamente dindmico durante el inriérno en__
el deshielo y cingelamiento. El problema de deterrinar los esta-
dos cde calor y humedad en suelos congelados es complejo debido &
éue agua liguicda y hielo coexisi;n‘en suelos a temperaturas gue_
se encuentran en la naturaleza, calor latente es el prbcesoAtér—_
mico dominante y cCebido & esto empiezan los probtlemas computacio

nales y las mecdidas de la presidén de poro en suelos congelados _

alin debe determinsrse.

II.12 Distintas Aplicaciones

Illangasekare y Morel—Sertoux(l55) presentan un método de _

eficientercosto que tiene la potencialidad de ser usado efectiva
mente en la toma de decisiones de manejo dfa.a dia del flujo de_
los acuiferos. El programa gque se discute simplifica ls aplica -
cién del modelo a problemas reales. La concordanciz de los valo-
res generados por el modelo con: soluciones znaliticas muestra -~
jue el modelo se puede usarpara generar los 'nucleos.discretos'_
con una rezonable aproximacibdn para diferentes rangos de valores
de transmisibilidad y rendimiento especifico.

Gupta y Tanji(lsé)

_presentan una aproximscidn en la solu - -
cidn del elémento finito y sus aplicaciones en la cual reducen _
significativamente la capacidad necesaria de almacenamiento de :
datos en memoria,

Los rasgos principales del esguema propuesto son: 1) se
puede manéjar cualguier sistema de flujo subterréneo, por comple
Jo que sea; 2)'61 reguerimiento de memoriz se reduce muchoj; 3) _
los parémetros jue se requiéren mé&s de una veg sblo se estiman
Uné y se almacenan en disco; y 4) diferentes condiciiggéf;éales
se manejan ejecutando sdlo subpgogramas relsacionados.
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II,13 Métodos Combinszdos

(157)
b

Pinder, Frincy y Celia resentan un wétocdo numéricon i
nuevo para ls solucidn de problémrs de flujo petenci%l en cos G1i
ménéiones. El método combina los aspectos m's atractivos de la _
colocacidn ortogonal y del elemento finito. Es particularmente

adecﬁado obtener Cl soluciones continuas.en ¢ :minios irregulares
porque es mucho més eficiente pars problem:s de esté tipo gue un
esquema, - comparable, de Galerkin. Esto 1o hace un método intere-
sante para simular flujo subterrédneo y de protlemas de transpor-

-

te de masas,

Hannoura y Mc Corqucdale(lSS) presentan un modelo yue com--
bina- el método de las caracteristicas y el del elemento finito _
para resolver problemas de flﬁjo en medio granular,

El concepto del modelo hibrido gue aqul se presenta es tra-
tar la integraciébén en el tiempo por el método de las caracteris-
ticas y la integracidn en el espacio por el método del elemento_
finito. De este modo los efectos de inercia meyores se incluyen_
en el método de caracterIsticas y los efectos de no-homogeneidad,
*variaciénvde la presién y la velocidad en el espzcio se calculan
mediante elementos finitos y‘se usan para dar datos al métodos de

las ca acteristicas.
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III

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

1I1.1 Conclusiones

Tespués de haber hecho esta revisibn del Estado del Arte
del Kétodo de Elementos Finitos aplicado a medios porosds conclu-
¥yo que dicho método es una técnica muy poderosa y versdtil que __
puede aplicarse tanto @ flujo en medio fracturado como en flujo_
de dos o més fases y de consolidécida. Puede tener aplicéciones _
en un plano o en tres dimensiones y hasta puede combinarse con al
guna otra técnica mumérica para optimizar el tiempo y la preci-~ -
sién en la solucibn de los problemas de particular importancia,

Es éste un método que compite con el de diferencias finitas_
y el método de lasicaracteristicas pues en ciertos casos requiere
de un menor numero de iterasciones y consume menor tiempo de compu
tadora.

El estudio de la técnica del elemento finito no ha llegado_
a un grado de aplicacién rutinaria, sino que se est4 desarrollan-
do por distintos caminos hacia unea aplicacién general en flujo de
agua en medios porosos o en medios fracturados,

Y adn cuando todavia se sigue estudiando su aplicabilidad__
es una herramienta matemética que se debe emplear en problemss de
flujo subterrdneo, Problemas gue cada vez son mas necesario de a-.
frontar en México, dada la importencia Que la explotaciéde racio -
nal (que evita la inutilizecidén de los acufferos) ha adquirido en
los dltimos zfios.

Esta=técnice, por supuesto, no es la dnica ni la mejor; para
decidirse a emplearla es necesario comparar con otras alternati -
vas que utiliéen distintas técnicas numéricas o, yendo mds alld,

combinarlas enfre s{ para optimizar el uso de métodos y computado

Iras,
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III.2 Recomendaciones

Para llegar a una aplicaciédn a problemas naturales es nece-
sario tener una fuente precisa de informacidn que permita elabo -
rar redes con datos rezles, Este es el principal problema en nues
tro medio: la falta de datos,

Por tal motivo se recomienda que la informacién archivada y
recolectada por cualquier tipo de estudio geohidroldgicd que se _
realice y se haya realizado en la Repdblica Mexicana, sea difundi
da mediante un boletfn periddico que ponga_ tal ipformacibn al al-
cance de todo aquel gue se interese en este’tipo déApfoblemas.

En el presente trabajo se habla del método del elemento fi-
nito como una técnica aplicable a resolver una amplia gama de pro
blemas, los cuales se han desglosado en el capitule II; con base_
en esto se recomienda apoyar la investigacidn en México, pues es_
ésta la que va a desarrollar los métodos que serdn aplicébles a _
todas las zonas que estén explotando los acufferos del pals, para
evitar un mal manejo de los mismos,.

El método del elemento finito estd ligado totalmente con el
uso de comﬁutadoras, es{ que al hablar de su apiicacién se debe _
pensar en el uso de éstas y de moéelos mateméticos. Por esto sé _
recomienda impulsar el estudio de técnicas computacionales y prue
bas de laboratorio, pues al apiicar métodos més eficientes, en la
predic¢16n de niveles, recargas, descargas, etcétera, se tendrén_

ahorros de-costos‘y de horas-hombre que’redundan en beneficio al_

pais.
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