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INTROLUCCION 

Una parte muy importante del ciclo hidro16gico es el flujo_ 

del agua por debajo de la superficie del terreno. La creencié, _ 

de que en el subsuelo el agua se encuentra formando enormes la

gos subterráneos o corrientes muy localizadas que fluyen a lo 

largo de conductos de gran tamaño ha sido muy difundida en el 

pasado y hasta hace relativamente poco tiempo seempez6 a estu'; 

diar con detenimiento y dedi~aci6n. 

Es cierto que en determinado tipo de rocas el agua fluye 

por canales subterráneos pero en la gran mayoría de los casos 

se almacena y circula por ,.los poros que dejan entre sí las par";'; 

tículas de material; es decir, en un medio poroso. 

El agua que se encuentra en estas circunstancias reviste 

una importancia muy grande dado que las fuentes superficiales 

que abastecen al hombre han empezado a ser insuficientes y se _ 

necesitan complementar con la explotaci6n del agua subterránea 

que fluye a través del terreno. 

El estudio del comportamiento del agua en el medio poroso_ 

se ha desarrollado desde principios de siglo con: 1) invest'iga

ciones de las relaciones existentes entre la geología y el flu

jo subterráneo, 2) desarrollo de las ecua.ciones matemáticas que 

rigen el movimiento del agua en el interior de las rocas y sedi 

mentos no consolidados, y 3) estudio de la química del agua sub 

terránea. 

Los desarrollos matemáticos han llegado a resolverse, para 

casos relativamente simples, de una manera analítica alcanzando 

una soluci6n exacta. 

Sin embargo, en situaciones reales el medio poroso presen

ta características variables en el espacio, condiciones comple

jas en los límites, sistemas de entradas y salidas variables, _ 
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debido al régimen de precipitación; por tanto el uso de ecuacio 

nes o métodos simples no es más que una primera aproximación pa 

ra la solución del problema. 

Debido a 10 anterior se han desarrollado herramientas más 

poderosas para manejar con mayor eficiencia las complejas situ~ 

ciones del flujo en medio poroso, estas herramientas son los mo 

delos. 

Los modelos, entre sí, se diferencian en la forma de resol 

ver las ecuaciones planteadas y en la manera de describir el 

sistema •. -

Entre .los diferentes tipos de modelo se tiene el modelo ma 

temático, que es el que utiliza métodos numéricos para resolver 

la ecuación diferencial de flujo subterráneo. 

El método más utilizado es el de di,ferencias finitas, con_ 

el que se obtiene la solución de la ecuación para una serie de 

puntos discretos en el espacio y el tiempo. 

Otro método que está adquiriendo mucho auge es el de ele -

mentos finitos. 

En este trabajo se pretende presentar un estado del arte 

del método del elemento finito aplicado al flujo en medios por~ 

·sos y una extensi6n al flujo en medios fracturados, con una brj! 

ve presentación de 10 que es el método. 

En el primer capítulo se hace una descripción general de _ 

la técnica, desglosando los conceptos g~nerales del mismo para_ 

tener una más amplia visión de lo que es el proceso del elemen

to finito. 

En lel segundo capítulo se hace una presentación del estado 

del arte propiamente dicho. El objetivo de este capítulo es llj! 

gar a presentar lo que se ha estudiado acerca de este método 

con relación al flujo subterráneo, a veces apoyado en el flujo_ 
I 

a través de medio poroso de ?~ras artificiales: diques, presas, 

etc •• Cada subtema específico está ampliamente referenciado por_ 
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si se tiene interé~ en profundizar en un tema específico. El m~ 

terial consultado es parte de las referencias y, por supuesto,_ 

la bibliografía. 

Como parte final del trabajo se presentan las conclusiones 

y recomendaciones surgidas de la revisi6n bibliográfica de los 

artículos que tratan con este amplio e interesante tema. 

3 



1 

PRESENTACION DEL METODO 

1.1 DESCRIPCION GENERAL 

El método de los elementos finitos se ha desarrollado prin 

cipalmente para problemas estructurales; sin emb.argo, dada su 

versatilidad, se ha usado ampliamente en otros campos, co~o es 

el flujjo de agua en medios porosos. 

La solución de problemas de fluj:o en medio poroso a superfi 

cie libre, en sentido hidráulico, es muy difícil cuando la solu

ci6n incluye la localización de dicha superficie. Para resolver_ 

estos problemas se han desarrollado distintas soluciones depen -

diendo del grado de dificultad y del tipo de proble~a que se tr~ 

te de resolver: soluciones analíticas para un limitado número de 

problemas con geometría y condiciones de frontera simples; apro

ximaciones numéricas mediante métodos de diferencias finitas, 

cuando se considere. el fluj.o a -través de regiones anisotrópicas_ 

y no honi~géneas de geometr:!a arbitraria, sin embargo estos méto

dos, al aplicarse aquí son muy tardados y tediosos. 

El método del elemento finito, por el contrario, se adapta 

con gran facilidad a las condiciones anisotrópicas y no homogé -

neas, ya que se define la funci6n para cada elemento. 

Para problemas de superficie li bre se pulede hacer variar la 

condición de frontera, con la variación de la superficie, conse~ 

vando la condici6n de presión cero. 

En problemas donde se considera la dispersión de sustancias 

disueltas también el metodo de elementos finitos tiene ventajas_ 

sobre los métodos anal:!ticos y los de diferencias finitas dada 

la mejor.adaptabilidad, a la mezcla, de l:á.~alla. 
. . 

Esencialmente consiste en dividir la región en estudio en 
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una serie de elementosdegeometria y magnitud definidas, usual 

mehte triángulos. Se supone que dentro de cada uno de estos ele -

mentos el valor de la función (en este caso la altura piezométri

ca del acuifero) varia linealmente y por lo tanto el plano que 
"fó-rma cada tri"ángúlo quéda definido" por los valores" de la funci6n 

en los vértices del mismo. Dentro del triángulo es fácil hacer la 

integración de la ecuación de flujo con las restricciones mencio

nadas. La integral en toda la región será la suma de las integra

les de cada elemento. Con esto puede plantearse un sistema de e -

cuaciones con los valores de potencial (h) en los vértices de los 

triángulOS como incógnitas. 

Como el problema se está resolviendo en cada elemento, no es 

necesaria la condición de. homogeneidad; tampoco lo será la de iso 

tropía. 

Adicionalmente en cada elemento puede incluirse una función 

que represente el caudal que se extraiga, que se infiltre a otros 

acuíferos, que entre por filtración de lluvia, etcétera. El méto

do es suficientemente flexible para"permitir simular la operación 

de dos o más acuíferos a distintos niveles, conectados entre sí,_ 

siempre y cuando se cuente con una máquina calculadora que tenga_ 

capacidad de memoria suficiemte para manejar todas las incógnitas 

que se generen. 

Si los elemento$ que se eligen forman una red regular, las 

ecuaciones que se obtienen, como es lógico suponer, son iguales a 

las que se obtendrían aplicando un" método de diferencias finitas; 

sin embargo, el método poseé las siguientes ventajas: 

- "La división de elementos es arbitraria, 10 que permite a

" daptarse muy bien a cualquier región. 

Se pueden localizar más puntos en la región de mayor inte

rés y menos en regiones relativamente estables. 

- Los valores de frontera se pueden introducir facilmente en 
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el análi si s. 

- El método es suscepti ble de programarse inclusive en l8S e-

tapas de preparación de ~ J.. caliOS. 

- la principal ventaja es que se pueden usar el mismo tipo 

de programas para los di stintos problemas en que sea.n apli 

cables los elementos finitos. 

Por supuesto, esta técnica también presenta desventajas, en 

tre las que destacan: 

Que no Be pueden utilizar los métodos ADI e IADI (Alterna 

ting Direction Implicit Procedure e Iterative) que son 

muy efectivos y, en general, superiores a muchos otros en 
• cuanto a la soluci6n del sistema de ecuaciones para la· 

misma dimensi6n de la matriz. 

Los ~~todos de elementos finitos son más abstractos y no_ 

pueden verse en ellos intuitivamente el funcionamiento f! 

sico del sistema. 

- Dado lo anterior, mayor dificultad en la detección de e'

rrores al introducir datos o la programación. 

- No' se ha descubierto aún el funcional de todas las ecua -

ciones diferenciales y por tanto no es posible la a~Jica
ci6n de la integral que minimiza las cantidades desconoc~ 

das del problema. 

I.2 CON.CEPTOS GENERALES 

Una vez que se ha hecho una descripción bastante general del 

método se presentará una descripción más detallada de los concep

tos generales del Elemento Finito(2). 

I.2.1 Problemas 
I /. 

Generales de.Variacional 

Los problemas de física aplicad~ que se presentan en ingeni~ 
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ría se pueden especificar mediante uno de dos caminos(3). Pri~ero 

las ecuaciones diferenciales que gobiernan el comportamiento óe 

una regi6n típica, infinitesimal, son conocidas. Segundo, se pos-

tula un principio varia.cional; extremo, válido sobre toda la re _ 

gi6n y la soluci6n correcta es la que minimiza alguna cantidad 

la cual es definida por una integraci6n adecuada de las cantida _ 
(1 

des desconocidas, sobre todo el dominio. Una integral como ~ , la 

cual es una función de fu~ciones desconocidas, se conoce como 

, funcional' • 

Las dos aproximaciones son matemáticamente equivalentes, una 

solución exacta de una viene siendo solución de la otra. Ambas 

pueden tomarse como la formulación básica aunque probablemente es 

más usual la'~cuación diferencial. Es posible pasar de una forma 

a otra haciendo uso de la matemática pura y manipulando la transi 
0ó (4,5,6) 

Cl n • 

La diferencia radica en el procedimiento de soluci6n y mien-

1 .( d d d"f . ° fO °t (7,8) ° tras algunos -como e m~to o e 1 erenclas lnl as - aproXl-

man la solución de las ecuaciones diferenciales directamenteacer 

cándose a ella de una manera discreta,otros, como el proceso de 

Ritz y su variante, el m~todo de elementos finitos, prefieren lle 

gar directamente a una minimización aproximada del funcional. El 

proceso del elemento fini to:se puede presentar de una manera gen~ 

ral como a continuación se hace: 

Sea la formulaci6n físic~ (o puramente matemática) d~l pro -

blema requerir la minimización de un funcional}C sobre cierto do

minio. X se define como una integral sobre el dominio V y parte 

de su frontera S en la cual aparecen la fvnci6n desconocida \~l ' 
o sus derivadas, esto es 

-' . 8 . 
X '= ~) (1<bl ,~t <t>( ') el V,. t 'S(¡</>} Iv.1fi>l ) d S 

I I 

Se divide la regi6n en partes pequeñas, subregiones, Q.ue_ 

1 



se llamarán elementos, y se describe la función que se está tra-

tando de determinar, ea cada elemento, corno 

(2) 

En ésta, {4>}e puede representar valores nodales de la función 

asociada con el elemento o simplemente algunos parámetros caract~ 

rísticos de ella. La función desconocida se escribe entre llaves_ 
.. ~~ " -. -~ ',' 

para ~óstrar-q'u~ pu-~-d'~' ~~-;. un ';ector: (N] es una matriz vector de 

forma, y es función sólo de las coordenadas. 

Para minimizar el funcional)( con respecto al número total 

de parámetros t4>l asociados con el dominio debemos escri bir un sis 

tema de ecuaciones 

= O ( 3) 

Si es verdad decir que el funcional total es igual a la suma 

de las contribuciones de cada elemento, esto es 

entonces, una ecuación típica será, 

~ =I.1?Z-e =0 
() r:p ~1 7::> f/J n 

(5) 

con sumatoria sobre todos los elementos. La regla para el ensam -

ble de un conjunto general de ecuaciones minimizantes está, enton ' 

ces, disponible. 

En el caso especial en que 1- es un funcional de l~ matriz _ 

de forma cuadrática {~l y su::? derivadas, se encontrará fque siempre 

se podrán escribir las derivadas del elemento en forma lineal, co 

mo 
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en la cual [k]e y {F}e son matrices constantes. Ahora el conjunto 

, r"o IIil"nl"ml"zar (3) ~uea~e e~cribirse simp.lemente como ae eCUdCl nes a ~-

- C· - ..1 

. -

en donde 

(8) 

(9) 

con suma sobre todos los elementos. 

I.2.2Criterio de convergencia 

La funci6n de aproximaci6n dada par (1) debe cumplir ciertas 

reglas para permitir convergencia de resultados, como la subdivi...:. 

si6n que se pretende en elementos más pequeRos. 

Primera, al decrecer el tamaño del elemento, las funciones 

f y g de la integral (1) deben tender a ser simplemente valuadas_ 

y en problemas físicos bien definidas. Por tanto es necesario que 

se satisfaga el siguiente criterio: 

Criterio l. Las funciones elementales de forma [N] deben ser 

tales que con una adecuada seleeci6n de [.61 e 
cualquier valor con~ 

tante de {.eS} o sus derivadas presente en el funcional 1- pueda re- , 

presentarse en el límite al acercarse a cero el tamaño del elemen 

too 

Segunda, la valid¿z/de la suma implicada en la ecuaci6n (4) 

debe ser preservada y se debe estar .seguro de que términos como f 
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y g permanecen finitos en ella. Esto se logra si las derivadas de 

mayor ord~n de t presentes en esa expre 6n son finitas, lo cual 

conduce a 

Criterio 2. Las funciones elementales de forma [NJ tienen 

que ser escogidas de tal manera que en las entre caras de 105',.ele

mentos de f4>} y sus derivadas, de un orden menor que aquellas pre -

santes en las expresiones f y g que definen el fQ~cional, sean 

cont:!nuas. 
Este criterio se puede explicar f~cilmente si uno imagina 

los elementos separados por una franja extremada.mente angosta que 

tiene que ser incluida en las integrales que definen;t y en las 

cuales ocurre una transici6n suave de la funcióndescbnocida en 

tre valores dados en elementos adyacentes. Si, en el l:!mi te,· cuan 

do el .ancho de esta zona de transici6n tiende a cero, su contribu 

ción a}( desaparece, entonces la ecuación (4) es cierta. 

En la figura 1 se muestra una zona imaginaria de transición 

entre dos elementos. Suponiendo que ~ , una función escalar, se 

define de tal modo que en la entrecara los valores obtenidos para 

ella a partir'de los dos elementos, son idénticos. En la figura_ 

l(a) se muestra una gráfica de J.a transición' mediante la cua.l se 

ve Clue su pendiente es discoI1tinua, inneterminada, pero que toma_ 

un . valor fiui to en la zona de tré.n si ci ón (figura 1 (b) ). Grafi can

do de una manera similar 18, segunda derivada se aprecia que ésta_ 

sería muy grande en la transici6n (figura l(c» y, en efecto, 

tiende a infinito cuando el ancho decrece. 

La continuidad de f/; sola es por tanto suficiente para asegu-

rar que no hay contri buci 6n sobre;X de la zona que e entre los 

elementos, la definici6n de ésta envuelve s610 la primera deri

vada. Si estuviera presente la segunda. derivada en esta funci6n, 

de cualquier modo, podría ocurrir una contribución indeterminada 

(debida a una cantidao infinita multiplicada por un área cero) y¡ / 
! 

la validez de la ecuaci6n (4} no se puede garantizar. 
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En la discusión ant€rior, se entiende. por convergencia que_ 

los errores implicados en determinar la verdadera;X desaparecen_ 

cuando el tamaño de los elementos se hace infinitamente pequeño. 

es, sin embargo, a veces importante decir que la aproximaciónd2 
da por'una malla es un preciso avance hacia otra. En el sentido_ 

de determinar~ esta declaración es obviamente cierta si la for

ma de la función definida por la malla (ecuación (2)) es tal que 

incluye todas las formas de la segunda malla. En general, si los 

elementos de la primera malla proceden de subdividir los elemen

tOE de la malla más ancha, ~ste será el caso y en tal subdivi 

. ó 'd' '. tó' ( 9 ) Sl n pue e ocurrlr una convergencla mono nlca • 

1.2.3 Criterio de variables nodales 

Es importante recordar'que al definir las funciones de for

ma de los elementos, ecuación (2), se estableció que {P1 e 
se re

, / 
fiere a valbres nodales' de las funciones desconocidas o simple -

mente a algunos parámetros asociados con el elemento. 



Pare:.. 2.Segl..lIar continuidad de le:.. f'u..nción entre los ele::rler:tos 

como lo requiere el segundo criterio de convergencia, visto arrj. 

ba., y pa,ra SUOr2.y8T el signific2.do físico del problema es USu.8J_ 

concentrar la atención en los valores nodales. Siempre es rosi -

ole, sin ef!lba.rgo, aumentar a.lgtU1a.s formas de v&rTaci 6n de la fun 

ción las cuales, por ejemplo haciendo cero los va.lores en la 

frontera del elemento, no alteran la continuidad y al multipli -

car éstos por'un parámetro con respecto al cual el funcional es_ 

minimizado. Tales parámetros nodales pueden mejorar la pr~cisión 

- 1 t . ó . d út' 1 ( 10) de a represen aCl n y en ocaSlones pue en ser 1 es • 

Como, en general, tales parámetros est~.n asociados sólo con 

un elemento a un mismo tiempo se pueden minimizar antes de ensam 

blarse'~ eliminarse de las matrices elementales. 

Una forma particular de las variables nodales son los multi 
( 5) 

plicadores de Lagrange • 

Esto ocurre si se impone alguna restricción extra 2. la fun

ción rp , 12. cual no está implicada ni en las condiciones de fron 

tera ni en las funciones de forma propuestas. Sea esta restric -

ción 

o 

La solución requiere ahora minimizar 

'*" 7-~): +. A ~ 

(10) 

y A es un parámetro adicional típico. Si se impone una serie de 

tales restricciones, entonces se tiene que minimizar 

~~ ~ ;X + i AL G¿ (12) 
¡~, 

Ahora A' será.n parámetros adi cionales del problema, que en_ 
lo 

la práctica serán asociad9snuevamente con elementos o é11treca -

ras de los mismos. 

Es de interés hacer note:..r aquí la forma de las ecuaciones 
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que resultarán en un ca.so típico cuando el funcional es cuaárátl 

co (ecuación (1)) y los 'multiplicadores de Lagrange se aplican 

en una serie de restricciones line es de 

Ahora se puede escribir en eral 

en ténünos de los parámetros nodcües, donde [K] es una. matriz' 

simétrica .• 

Las restricciones linea.les pueden expresarse ahora en::vez 

de la ecuación (10) por una forma matricial 

('14) 

donde [G] es una. matriz de constantes. Introduciendo los multipll 

cadores de Lagrange {A] como un vector columna. con el mismo núme

ro de renglones como [G] de columnas (número de restricciones) 

se tiene 

Poniendo el conjunto de ecuaciones minimizantes en la forma 

de la ecuación (6), pero tratando ambos conjuntos de incógnitas 

se tiene: 

[K] ~ Fl 
-t- ::: O 

(16) 
o 

Hay que hacer notar dos factores. Primeramente el sistema_ 

de ecuaciones permanece simetrico -un hecho que se desea en la 

soluci6n adoptada para llos sistemas. En segundo lugar, a veces 
I ! 

se'presentan ceros en la diagonal principal dificultando la solu 

ci6n del sistema. 
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I.i.4 Aproximaciones Alternativas a la Formulación del Elemento 

Finito 

Mi entras la minimi zaci ón aproxiw2,ca ce un 'funcional' es la 

TDaDeTa más ampliamente éceptada de llegar a tma representé.ci 6::1 _ 

del elemento nito no significa que sea la únicp. manera de ha -

cerIo. En los primeros trabajos estructurales, por ejemplo, se 

cre6 un modelo puramente físico y, aunque se podrían haber becho 

algunas reservas matemáticas acerca de la validez y convergencia 

de ciertas aproximaciones propuestas, se obtuvieron buenos resul 

tados ingenieriles. 

Ajeno a tales aproximaciones es posible llegar matemática -

mente á la aproximaci6n del elemento finito directamente a par -

tir de las ecuaciones diferenciales q~~gobiernen el problema. 

Las posibles ventajas de esos métodos Son: 

(a) Que la búsqueda de un 'funcional', equivalente a la ecua 

ci6n diferencial conocida, se hace innecesaria. 

(b) Que los métodos se pueden extender a un rango de probl~ 

mas para los cuales podría no existir un 'funcional', o que no_ 
. (11) 

se haya descublerto • 

Considérese, un problema de resoluci6n de un conjunto de 

ecuaciones diferenciales que tienen que ser satisfechas por la 

función desconocida IlPf , en la regi6n V. Se escribirán las ecua -

ciones gobernadoras como 

.A( \1>r) o 

y sus condiciones de frontera 

e ({<PI) (18) 

que se tienen que satisfacer en la frontera S. 

Si una funci6n que satisface las condiciones de frontera se 

escribe en forma general 
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en donde, como antes, [N] son funciones de las coordenao8s y t<P~ 

es un conjunto de n parámetros, entonces en general 

(20) 

La mejor soluci6n será aquella que, de alguna manera, reduzca el 

residuo R al mínimo valor en todos los puntos de V. 

Un camino obvio para llevar a cabo lo anterior es hacer uso 

del hecho de que si R es cero en ~odos los puntos, entonces 

J~ WR dv :::: 'O (21) 

donde W es una funci6n, cualquiera de las coordenadas. Si el nú

mero de parámetros desconocidosl4>les n, entonces se escogen n 

funciones W" linealmente independientes, podemos escribir un a-
l 

decuado nJmero de ecuaciones simultáneas como 

(22) 

para la cual se puede encontrar \ct>J • Este procedlmiento se conoo:'

ce como método de'los residuos pesados y W, es la funci6n de pe-
1 

so. De"pendiendo de c6mo se escoja la funci6n de peso se pueden _ 

tener diferentes a~roximaciones clásicas: 

Colocaci6n de punto. W,=l en un punto, i, 
1 

y cero en todos 

los demás puntos. Esto es, de hecho, equivalente a satisfacer la 

ecuaci6n diferencial gobernadora en n puntos separados. 

Colocaci6n de subdominio. W.= 1 sobre un subdominio parti -
1 

cular y cero en todos los demás. Esto es equivalente a hacer la 

integral cero en un número de subdominios suficiente para dar el 

número necesario de ecuaciones simultáneas. 

Proceso de Galerkin. W. = N., a saper la funci6n de peso se 
- 1 1 

hace igual a la funci6n de forma que define la aproximaci6n. Es-

15 
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te proceso conduce, en general,a la mejor aproximación. 

Si alguno de los procedimientos anterio:res se usa con la e -

cU9.ci ón (19), la cual define· 1,a repre sen taci ón aproximada elem€n 

to por elemento, entonces los rasgos típicos de la aproximacion_ 

del elemento finito serán redescubiertos. 

En primer lugar las ecuaciones simultáneas serán asocia 

das como influencia de un parámetro que se extiende sólo a ele -: 

mentos cercanos a un punto nodal. 

En seguida,_ las integrales se pueden evaluar (suponiendo 

que no hay contribución entre los elementos, como antes) sobre 

cada elemento independientemente, y entonces se suman para obte

ner la contribución total. 

Inmediatamente aparece una desventaja: en las integrales de 

el proceso del residuo pesado el operador diferencial A aparece 

dire~tamente, y en 'ste existen diferenciales de orden superior 

a las del funcional variacionalX • Entonces, para anular. la con 

tribución de la 'región inter-elemental' se debe implicar un or

den mayor de continuidad en la dej'inición de la funci6n de forma.. 

!Ssto es un asunto serio' pues queda muy limi tado el escoger la ". 

funci6n de fo:r;-ma y puede plantear dificultades insuperables, 

pues el amplio conjunto de funciones que aseguran continuidad de 

la variable es solo restringido si la continuidad de la pendien-

te se supone adicionalmente. La continuidad de las segunoas _ 

derivadas solo es posible en casos más restringidos. 

"'Para salvar esta dificultad a veces es posible transformar_ 

las integrales de la ecuaci6n (22) usando integración por partes 

(o sus formas más generales de transformaciones de Green o Sto -

kes). Si esta transformación se cumple en su forma general enton 

ces no hay restricciones implicadas y si resulta una integral de 

menor orden,/ s610 se deben satisfacer los requerimientos de con

tinuidad para 'sta. 

16. 
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En la presentaci6n anterior se supuso que la a.proxirr:aci6n 

escogida de la función desconocida, ecuación (19), satisfacía 

automáticamente las condiciones de frontera. Es preferible, en 

genera.l,aceptar estas suposiciones y formular la ecuación en una 

forma general imponiendo lás condiciones de frontera precisamen

te en el paso final. 

( / 
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11 

ESTADO LEL ARTE 

El prop6sito oe este capítulo es presentar un reporte del 

estado del arte en el desarrollo y aplicaci6n del elemento fini

to al flujo en medios porosos. 

11.1 Aplicaciones del M~todo del Elemento Finito 

Los trabajos de vanguardia bacia el desarrollo y uso del m' 
todo del elemento finito fueron h~chos por Zienkiewicz y sus co

labor~dores(13-16). Detalles de las formulaciones v revisiones . .., -' 

d . f h h r¡ • 1. • • ( 16 ) T. • para compren erse meJor ueron ec as por l.Ilenl'ÍleW1CZ , uesal 

• A 1 ( 17) D ' ( 12,18,19) L' 11 1" Y ve yesal • os aesarro os y ap lcaclones en 

el pasado consideraron ~arias categorías de flujo -confinado pe~ 
(13 16 17 19-24). .. • manente ' " , no conflnado permanente o a superflcle_ 

l 'b (16,17,19,22,23,25-32) . t f' d (14,33-36) 1 re , no permanen e con .lna o y , 
. (16 17 37-52) 

no perma.l1ente no conflnado " • Se presentará a conti - . 
.. l. 

nuaei6n una descripci6n de ~stas categorías de flujo. 

Varios investigadores han considerado el problema del flu~ 

. t '" d' f t d -. d' t~ (52-56) JO a raves ae me lOS porosos rac ura os o medlos ~scon ~nuos. 

N ( 57)· 'í" . euman asevera que una de las caracter stlcas mas lmportantes 

de la aproximaci6n del elemento finito es la habilidad de la red 

para contraerse o expandirse en cualquier punto del cálculo, pa

ra seguir el contorno de las fronteras m6viles, superficies li -

bres y juntas de materiales deformables. 

La técnica descrita en este artículo se puede aplicar a cog 

diciones de saturaci6n o de saturación parcial como formaciones 
I .-

de roca o arcillas expan s~ El problema se resuelve meáiante 

18 
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el esquema de aproximaci6n de Ga,lerkin con el método del eler!len

to finito, con ayuda de un esquema iterativo implícito. 

El efecto de la presi6n. del fluido en la deformaci6n del me 

dio granular se ha presentado usan~o procedimientos iterativos(?5) 

Este m~todo s~ ha aplicado a problemas de flujo An medio poroso . 

ca . d ~ ... R T" f w· b (58)' f' -Sl eSQe su ln1ClO. .unesson, agn ors y vYl ergo tratan e 1-

cientemente el análisis integrado de sistemas arena-arcilla si 

el desarrollo de la presi6n de poro en las dos capas se supone __ ' 

separado en el tiempo. Para obtener resultados confiables del 

análisis de asentamientos, dependientes del tiempo, el modelo pª 

ra arcill~ debe incluir plasticidad y deslizamiento. El mét6do a 

doptado de integraci6n del~tiempo da soluciones incondictonalmeg 

te estables y los incrementos de tiempo se escogen automáticamea 

te basados en la tolerancia de truncado estimada. 

Bajo la condici6a de flujo horizontal en los acuíferos y _ 

flujo vertical en los acuitardos se ha demostrado que el compor

tamiento transitorio del drenaje (del acuífero) es gobernado por 

un sistema de ecuaciones integro-diferenciales. Herrera y Rodar-

te (159) establecen 1 . . t dif . 1 d que as ecuaClones lD egro- erenC12 es e_ 

la dinámica de los acuíferos'rsemiconfinados constituyen la base 

de un poderoso método de análisis. 

Es una herramienta muy flexible para análisis preliminar,_ 

antes de desarrollar un modelo complej.o ... Esto es debido a que 

las funciones que aparecen en el sistema tienen forma universal, 

a saber, la forma de estas fUncion'es no depeade del problema pa,! 

ticular considerado; por tanto se puede derivar bastante inform~ 

ción acerca de una situaci6n dada casi antes de que se haga cual 

quier cálculo. Como ejemplo de las posibilidades al respecto los 

mismos autores han demostrado que la función de influéncia de un 
. I 

acuífero ~l pr6ximo tiene la. forma de una función unitaria (fi~ 
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ra O), con un tiempo t~ 
L,2-

t*=~ 
6a' (O) 

donde b': espesor del acuitar~o, a';::: k'/s'; k'= permeabilidad 

del acuitardo y s': coeficiente de almacenamiento del acuitardo. 

Por tanto se puede concluir inmediatamente que el sistema_ 

se puede tratar como acuíferos separados, para tiempos menores 

t~. que 

h , o 

De 

06 

0.4 

0.2 

-h(t'),1 + 2 L (- l)n e- n' 1T1 t' 
n-) 

func-f6n--de influencia . 

a't 
t'- --- ,adimensional - b,2 , 

°o~-=~----~~----------~----------~----------~----------~~t' 
...... _____ .. ___ .0_0_' ____ . . O,:. Figura O 003 0.4.____ _ 0.5 

11.2 Aspectos Te6ricos 

Las formulaciones para la mayor:!a de los problemas de flu·áo 

se basan en un buen número de suposiciones. Las principales son 

que el medio es rígido y contínuo, el fluido es homogéneo e inco~ 

presible, contínuo e irrotacional, y los efectos de inercia y ca~ 
I 

pilaridad son despreciables; sin embargo en ciertas ocasiones si 

se consideran algunos de estos factores~ Gran parte de los plan -

teamientos se basan en la Ley de Darcy(59,60); algunos trabajos _ 

han desarrollado procedimientos basados en otras leyes(6l,63). c~ 
(65) \ 

mo ejemplo Rammat y Eackx desarrollaronun programa de comput~ , 

dora que resuelve la ecuaci6n de Laplace para flujo en donde el 

elemento que se usa para modelar el movimiento del agua en el sub 

suelo es un elemento isoparamétrico bidimensional de 4 a 8 n90os. 

Los datos de entrada consisten en: g~ometría, la subdivisión del_ 

modelo en elementos finitos, la selección de los elementos fini -

tos que se puedan ajustar a la superficie libre, coeficientes de 



per11leapilidad, condiciones de frontera. La salida es: las cargas __ 

hidráulicas en los nodos, los valores de la funci6n de flujo y 

las velocidades. Se puede aplicar a flujo de.agua subterránea con 

superficie libre 0 artesiana. El flujo 'puede ser plano o axisimé

trico (tridimensional). 

La teoría de Dupuit se ha empleado con frecuencia en la ob -

tenci6n de planteamientos simplificados. 

El problema del flujo se ha formulado para construir modelos 

te6ricos; los dos tipos de modelo usado son el determinístico y _ 
. . (31,66-70) . . 

el probabl1ístlco .; las aCC10nes determlnísticas S011 las' 

que dependen del estado del sistema, por ejemplo, drenaje de un 

-manantial, drenaje de un acuífero a un. río, o a través de una ca-

.pa semiconfinante. Las estocásticas o probabilísticas dependen de 

factores hidro16gicos y climato16gicos, recargas naturales de 

acuíferos, recarga de un r:!o influente a un acu:!fero, etcétera, y 

pueden tratarse estad:!sticamente. Las aplicaciones del elemento 

finito se ban basado esencialmente en los modelos determin:!sticos 

en los cuales el problema se ha planteado mediante dos conceptos: 

particular y contínuo(31 ,70). En la aproximaci6n particular se u

san modelos físicos idealizados para definir el comportamiento 

del flujo y en la aproximaci6n cont:!nua se establecen expresiones 
. . . (71 72) (73) . 

matemátlcas '.. Elango y Suresb hacen una comparac16n en -

tre el modelo del elemento finito con el modelo anal:!tico para el 

manejo simple del flujo subterráneo. 

Más planteamientos del elemento finito se ban basado en el 

concepto posterior en.el cual el medio poroso ~ un ensamblaje de_ 

partículas s61idas, vacíos y fluido- se reemplaza"por uno conti -

DUO. Las propiedades de los materiales se han determinado con ba

en pruebas hechas en muestras del medio (en laboratorio y en cam

po) ~ 

í / 

II.2.1 Leyes constitutivas 
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La ley de Darcy, que se supone válida en muchos de los desa 

rrollos se puede expresar como 

v = - k q>1 

donde v= velocidad promedio del flujo, rpl = gradiente hidráulico y 

k= coeficiente de permeabilidad en la direcci6n del flujo. 

La ley de Darcy se puede considerar válida para flujos len -

tos con valores muy bajos del número de Reynolds, Re~1(31). Su_ 

validez depende de las propiedades del medio poroso como, por 

ejemplo, su uso puede justificarse para flujo a trav~s de aTci -

llas, limos y arenas limosas finas. Entonces la extensi6n del ré

gimen de flujo cubierto por la ley de Larcy involucrará el régi -

men laminar con pequeñas magnitudes de velocidad del fluido donde 

los efectos del término de inercia, en la ecuación de Navier-Sto

kes, se pueden ignorar en comparación a los términos de viscosi -

dad(3l). Kjaran y Sigurdsson establecen que la ecuaci6n diferen -

cial parabólica lineal que describe el flujo subterráneo no esta

blecido en un acuífero anisotrópico y no homogéneo ha sido resuel 

ta por varios autores usando el criterio de aproximaci6n de Gale~ 

kin y el método del elemento finito para las variables espaciale~ 

Wexler(75)deriva la ecuaci6n elíptica diferencial parcial de 

segundo ,orden que gobierna el flujo en un medio anisotr6pico, no 

homogéneo. 

El modelo del medio es consistente con la superficie de 

frontera que fue posible modelar con elementos isoparamétricos. 

Se prueba que aUn en el caso de medio anisotrópico, la continui -

dad del flujo normal a una superficie de separación e's una condi-, 

ción natural del procedimiento variacional. 

El comportamiento del flujo en régimen sublaminar es esen 

cialmente no lineal y para un valor de Re ~ 1 puede ser necesario_ 

usarleyes no lineales o no-Darcynianas. 

Dos leyes no lineales que se usan en la formulación del el~ 
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mento finito son 

y 
ro c.v 

(2a) 

(2b) 

donde a, b, c y ID son constantes del material que se pueden deter

minar con pruebas de laboratorio (permeámetros). La relación de 
. (61) la ecuación 2a se llama ley de Forchhelmer con a y b supues -

constantes, y la ecuación 2b se conoce como ley exponencial o 
(62) 

ley de Missbach • La relaci6n de Forchheimer se puede suponer 

válida para varios rangos de Re= 0-5, 5-25, 25-100, en r~gimen _ 
- (31) 

laminar y ha sido observado por Trollope,Stark y Volker que_ 

la ecuaGi6n 2a se puede extepder también al régimen de flujo tur 
bulento. 

En el m~todo del elemento fini to el uso de las ecuaciones 'o, 

. . (27)" (28) 
no 11neales 2a y 2b ha sldo reportado por Fenton , Volker , 

Mc Corquodale(38), Trollope, Stark y Volker(31). -

11.2.2 Ecuaci ones Gobernadoras 
o 

Una ecuación gobernadora para flujo saturado qué se usa en_ 
- (16,17) 

la formulación del elemento finito se puede expresar como 

~ -\ d -~ C> ( ()(jJ \ - - = - uf/; () 
C)X (kx ra1< J+ ii:¡(k'1 -C>'i ) +Ui! k. a ~¡- } + O Y) ~ 3 

donde k _,k y'k= coeficientes de permeabilidad ( con dimensio -x '1 i! 

nes de longitud entre tiempo) en las direcciones x,y,z respecti-

vamente, n= porosidad efectiva dividida por el espesor del acuí

fero (con dimensiones l/longitud) para flujo no confinado y alma 

cenamiento específico ( con las mismas Unidades) para flujo con

finado, t= tiempo, rp= p/~ +z = carga hid~áulica o potencial, p , 
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presión, t= peso específico, z= carga de elevación y Q= sto. 

Una ecuación gobernadora para flujo parcialmente saturado o no 
, (76) 

saturado pouría expresarse como 

"~r;, k (s..) ?P]-r :f.L.[el(e.)~] + fe k{B) ~J ~ d~e~) (4) 
d X. L\ () X. d 'J ?J ~ () 2 l v? CI t 

donde 9= contenido de humedad expresado como una fracción del vo 

lumen y ~ densidad del fluido. 
, , (37 46 48 77) Una ecuaClón, llamada de Bousslnesq , , , , que g~ -

bierna el flujo unidimensional, que a"menudo se resuelve median

te el método del elemento finito es 

donde h= altura de la superficie libre. Es posible usar ecuacio

linealizadas de la ecuación (5) y versiones similares de ecuacio 

- - --:~-s -bid~~ensi onales ( 37,45,48,77,78) • ' 

Algunas soluciones de problemas de flujo subterráneo no es

table que involucran u~asuperficie libre variable han sido dis-

t 'd l'b' (79,80,81) dI' 'ó - B ' (82) cu 1 os en 1 ros - usan o a extensl n de ousslnesq 
al análisis IHde Dupui t-Forchheimer. 

Puesto que las soluciones analíticas solo se obtienen con 

condiciones de frontera muy simples(8 3 ) se ha recurrido a las s: 
. - . ( 84) (85) 

lUClones numérlcas. Así, Hornberger et al. y Zucker et al. 
han usado un método de diferencias finitas predictor-corrector,_ 

mientras Bruch (86) usó uno de elementos fini tos como lo sug~ere'_ 
(87) , 

Oden ,para obtener soluciones particulares. 

En especial se ha tratado con el problema de flujo donde el 

nivel 'se cambia de repente a una altura constante diferente. 'Gu-

h · Y (88) 1 ~ d' . t ' . reg lan y oungs comparan, os cos proce lmlen os numerlCOS p,,ª 

ra obtener soluciones de la situación más difícil donde la velo~ 
i .1 

cidad del fluJo es estable, ,mientras el nivel del embalse; obte-

nido como parte de la soluci6n, sube' con una velocidad variable 
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para producir tal flujo. 

Una forma de la ecuación gobernadora de flujo no Darcyniazlo 
( 38) 

dada por Mc Corquodale es 

.L l~ (v) ()e- + _1_ ~ ':¿ Jl ~ O (6) 
~X¿ L ~XL ~(\ Ji.. 

en l~ cual g= aceleración de la gravedad; X.= ejes coordenados 
1 

(x= 1,2,3) y k(v)= conductividad hidráulica o permeabilidad. 

II.2.3'Cate~orías de Flujo 

Las ecuaciones (3) y (6) representan flujo transitorio; si_ 

los términos dependientes del tiempo desaparecen, se obtienen': ': 

las ecuaciones para flujo permanente. Dos subcategorías comunes_ 

de flujo son confinado y no confinado o a superficie libre. En _ 

lB:.~Ji~Eas T~a, b, c y d, respectivamente, se presentan ejem 
plos de flujo permanente confinado, transitorio confinado, per -

manente no confinado y transi torió', no confinado. 

II.2.4Condiciones de Frontera 

. Las condiciones de frontera comunes que ocurren en los sis

temas de flujo pueden expresarse como (figura 1) 

(7a) 

?Jtj:> Q 012' k - y i" kv" Q'f + 
)<0.>< re/y 

-
dORde rt, (t)= potencial prestablecido éri la frontera. ~ ,1 , 1 , y ,x y 

1 = cosenos directores de la normal a la frontera G en la cual 
z 

el flujo está restringido, y q(t)= intensidad de flujo. 
- - - _o· _. - .. 

La condición en la ecuación 7a es llamada condición de fron
/ ! 

tera potencial o de carga y,la de la ecuación 7b se llama condi-
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J' 

ci6n ~e frontera de flujo. Estas dos condiciones representan, 

respectivamente, las condiciones de frontera tipo de TIirichlet y 

Neumann. Una variaci6n prescrita de la carga de fluido en el,la

do aguas arriba de la presa de,la figura lc es un ejemplo ,de 

condici6n de frontera potencial y'la imposibilidad del flujo a 

trav~s de la base impermeable; las figuras la,c y d representan_ 

condiciones de frontera de flujo. 

En el caso de flujo no confinado, necesitan satisfacerse 

condiciones de frontera (mixtas) adicionales. Por ejemplo, en 

flujo transitorio no confinado, ocasionado por las fluctuaciones 

en el almacenamiento, dependientes del tiempo, 'figura'ld, las 

condiciones de fronter~ son: 

donde z( t) 

la frontera. 

,.¡., -;;., '(J) en la cara AB, aguas arriba I - 'f-"Lt 1:.. 

cp ==: cp~ (t.) en la cara EF, aguas abajo 

rp, =:: 2(f..) 

r:p~ z? (i) 

a lo largo de la base imper
meable AF 

a lo ~argo de la superficie 
libre eD 

a lo largo de la superficie 
libre eD 

a lo largo; de la superficie 
de'flujo Be y la DE 

(8a) 

(8b) 

(8c) 

(8d) 

coordenada vertical y n denota perpendicularidad a 

I / 
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11.3 Procedimientos de formulación 

Comunmente se han empleado los métodos de residuo pesado y_ 

variacional para formular las ecuaciones del elemento finito. 

Los procedimientos variacionales fueron usados en las prim~ 

ras etapas del método del elemento fini to.- El funcional variaci.Q 

nal que se usó en -las primeras, aplicaciones se puede expresarco 

mo 

Ií~'f) '= L, -J,~)2;'~y(t'fr+ k,(~)~2( Q- n~) f]d rr 19<P dr 
(9) 

- ~ 

en la cual.!l = dominio (volumen) del flujo, r = superficie, r; = 
parte de-la superficie (área) en la cual q es prescrito. También 

se pueden emplear funcionales alternativos en términos de la fug 
. 6 d fl . W 11.;' (89) tó . t d .,. Cl n e UJO,r; roelssner _presen un conJun o e prlOClplOS 

variacionalesgeneralizados para los problemas de flujo. 

S d u;. 1 ( 9 ° ) f 1 . d f . 1 .. an hu fll son han orma lza o unclona es varlaClona-. . .~. . ~ - ---_.\ ' 

les basados en el principio de Gurtin(91) pa~~-el problema de 
. d 6 J . - ( 3 3 , 34 ) 1,- .-

consoll aci n y avandel y Vil therspoon _ , y J.'1 eumah yWl the,r 
(29,40,92) 

spoon para fluJo a través de medio compresible suave' y." 

rígi do. Una forma de di cho funci onal dado por N euman y Vii therr,r -

spoon es 

donde k .. = tensor de permeabilidad, n.= vector normal unitario,_ 
lJ 1 

FS= superficie libre, SS= superficie de flujo, Ss= almacenamien-

~o/específico y Sy= rendimiento específico del medio. 
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APROXIMACION DEL ELEMENTO 'FINITO 

r 
Formas integrales de 
problemas continuos 

!ji L~i~~, 

í ¡ 

Modelo.físico' 
directo 

- . 
Principios' 

varl ac'i onal ~ s 
~~~~egralés de paso de la 
~ecua~i 6~~_dt!,·_e~en?iai -par-clal 

go 1?ernadora. 

Estado físico .. -~- --- r--
glob111 

.... + .' -~. - ~ ------ I 

I ncipi os con 
-~.~- ~-~_ .. -- ~~---" 

ignific~d~, 

físico 

,1 
Formas 

lagrang1anas l 

-:re striñgi das' 

,¡ , 
I 

runclones , _. 
adjuñtas 

Formas de 
funciones' 
d~e-érror 

. - '- -Funciones' 
-á'e--pes9 

Colocaci6D 

(puntual o 
subdomi~i 0.1. 

Galerkin 
- - T 

(Wj =-Nj) 

Formas de mínimos cuadrados 

PROCESO BASICO MEDIANTE- EL CUAL LAS FO&'1AS INTEG?ALES DE ',1 I 
APROXIMACION HACEN UN PRELIMINAR DEL ANALISIS DEL ELEMENTO 

FINITO 

I 
I , . 

+ 
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Se han obtenido soluciones satisfactorias con el funcíon 

de la ecuaci6n (9). Sin embargo, se ha observado que tal proce 

miento no llena los requerimentos del cálculo de variaciones pa~ 

ra problemas que dependen del tiempo. Esto es debido a que duran 

te las variaciones de~, la ~se supone que no varía. Este prig 

cipio es, por tanto, conocido como un principio seudovariacional. 

Detalles del principio variacional verdadero, quasi- y restringi 

do han sido dados por Finlayson(93)y los han discutido Aral y co 
(94) . (18) 

laboradores y Desal • 
( 27) ( 28). ~ ( 38 ) 

Fenton ,Volker y Mc Corquooale han reportado 

formulaciones variacionales con el m¿todo ~el elemento finito pª 

ra flujo no Darcyniano. El funcional variacional para flujo bidi 

mensional correspondiente a la ecuaci6n (6) es 

donde c'= 4b/a2 • segunda parte del funcional, ecuaci6n (la), 

fue introducida para mantener la continuidad del flujo. 

11.4 Condiciones de Frontera 

11.4.1 Superficie libre 

El fl~jo de agua u otro liquido a trav¿s de un medio poroso 
, 

puede ocurrir sin una definici6n especifica de la frontera supe-

rior de la regi6n de flujo. La superficie superior es, entonces, 

libre en sentido hidráulico yes especificada s610 por las condi 

cianes de pre 6n constante. Tal problema es dificil de resolver 

cuando la soluci6n incluye la localizaci6n de esta superficie l,i 

breo Una vez que esta posici6n es cqnocida es relativamente fá~'::

cil obtener las líneas equipotenciales y de flujo y los subs~ 

cuentes cálculos de inter¿s ingenieril, tales como flujo y pre -
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siones locales. 

Se dispone de soluciones analíticas para flujos a superfi -

cie libre solo enyn limitado ndmero de problemas, con geometría 

y condiciones de frontera simples. Técnicas experimentales basa

das en recursos análogos y aproximóciones numérica,s usando los . 

métodos de diferencias finitas han aportado soluciones úti -

les para muchos problemas físicos. ~e todos modos, cuando se con 

sidera el flujo a través de regiones anisotr6picias y no homogé -

neas de geometría arbitraria, estos métodos son muy tardados y 

tediosos. 

En la formulaci6n del elemento finito se pueden abordar con 

facilidad las condiciones de frontera en la forma de cargas pre~ 

cri tas y gastos:, diferentes de cero. Pero cuando existe una su -

perficie libre o en condiciones de flujo saturado-no saturado 

surgen mayores dificultades. 

La superficie libre para flujo establecido se determina us~ 
, . , ,(19,25-32,39,95) L "6 d sando proceelmlentos lteratlvos • a pOSlCl n e 

la superficie libre primero se supone y posteriormente se corri

ge susecivamente con base en los valores de las cargas del flui-
U 

do computadas en cada paso de la iteración. Las condiciones de 

frontera de que no hay flujo que atraviese y de la carga total i 

gual a la carga de elevación en la superficie libre', las ecuacio 

nes (Bc y 8d) se verifican cada paso, y el proceso continúa has

ta que los movimientos de la superficie libre son esencialmente 

despreciables. 

Al modelar sistemas geohidro16gicos los flujos subterráneos 

no confinados tienen efectos indirectos debidos al comportamien

to hidráulico de la superficie y del medio subsuperficial. De tQ 

dos modos ellos juegan papeles muy importantes en problemas hi -
I 

dráulicos 0/dise50s técnicos concernientes no solo a fuentes de 

agua sino con muchas otras aplict-i,ciones. 
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Por otro lado, un a~plio rango De problemas de flujo 8ubte

rráneo Se ban manejado ;nediante técnicas numéricas ce.aproxima -

ción. A~n rrás después de las discusiones necesarias, mucha de e~ 

ta activid2d se ba centrado en el análisis numérico de flujo su.Q 

t.erráneo con superficie freática, en particular el problema más 

difícil de flujo tr.ansitorio. 

Recientemente Neuman propuso un modelo lineal que trata e 

acuífero no confinado como un sistema compresible y la superfi -

cie freática como una frontera móvil. El fen6meno transitorio 

puede ser simulado matemáticamente usando valores constantes de 

almacenamiento específico y rendimiento específico sin recurrir_ 

a la teoría del medio no saturado. Bajo este tratamiento, la e

cuacii5n básica de flujo tiene UD6. form6. diferencicil parabólica 

que involucra deriv6.das con respecto .al tiempo. 

una 

Al mismo tiempo (1972,73) Neuman y sus colaboradores dieron 

revisión del método. Ohashi(96) considera la extensión del 

mooelo oe Neuman de tal modo que 'se pueda analizar un sistema de 

flujo no confinado en dos dimensiones con la frontera que tiene_ 

un efecto de fluctuación periódica. Se fija la atención al movi

miento dependiente de la superficie freática, debido a que se u-

tiliza un procedimi'~ñto - simplifi cado, bas6.do en la técnica de 

cambiar la posición de la superficie libre para obtener la ele

vación. Esto es, el problema de estabilidad y convergencia en el 

sentido de norma máxima para'la ecuación parabólica de segundo 

orden se analiza usando la definici6n de Fujii. 

La loc6.1ización de la superficie libre en flujo transitorio 

es dificil. Lebido a su amplia aplicación este problema ha sido 

sujeto de amplia investigaci6n en las dltimas décadas y se han 

hecho varios descubrimientos. La principal dificultad para resol 

ver el problema surge de la dependencia de la humedad del coefi~ 

ciente de difusi6n y de la. conductividad hidráulica, las aue pr.Q 
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ducen la ecuaci6n gobernadora altamente no lineal. Klute(97), 

Ph . l' (98, 99 ) R - ( 100 ) S . . (10 1 ) ~ t-1 1P ,emson y colaboradores ,1ngn , ~war zen 
, (102) (103) . ' ~ ~. 
oruner y ~arlange entre otros 1Dvest1gaaores usaoo dlf~ 

rentes m~todos de aproximación o num~ricos para atacar la ecua .' 

ción diferencial parcial no lineal gobernadora. Recientemente 

Bruch y ZYVOloskt(104) han usado el m~todo del elemento finito 

en la soluci6n del mismo problema. Ellos encontraron que proble

mas de difusi6n cQn dependencia lineal o no lineal de la humedad 

respecto del coeficiente de difusión puede ser manejada facilmen 

te con elementos finitos con un pequeño sacrificio de precisi6n. 

E d · . t . L' ( 19 , 37 , 43) T 1 1 proce 1m1en o que propus1eron esa1 y ay or y_ 
, ( 39) 

sus colaboraaores se basa en la soluci6n de la versión de flu 

jo establecido de la ecuación (3). En cadé!. intervalo de tiempo,_ 

los movimientos de la super~icie libre (nodos) se obtienen de va 

lores computados de cargas y velocidades nodales. Las coordena -

das de los nodos en la superficie libre entonces se modifican 

quedando 

1,Oí 

donde x denota las coordenadas de los puntos nodales en la su -
i 

de nodos en la superfi -

cie libre, t= tiempo, 6t= incremento de tiempo, los superíndices 

denotan rangos de variaci6n de xi y tI está entre t y t+ A t. En 

el esquema má.s simple, ti, que en esencia alc8.nza la siguiente 

integral diferencial en el tiempo. Aquí, se necesita preselecci~ 

nar un valor peque?'ío de t para 8segurar una aproximación adecua 

da. 

El esquema precedente fue modificado por Lesai(89)para in -

cluir un procedimiento iterativo en el cual se pueden usar l~ca

lizaciones alte~nativas para calcular x .• Easado en la condici6n 

d L · h' t (105) 1 t - d .1 d e lpSC 1 Z e amano e A t se 1ncrementa o ecrementa au 
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torrJáticamente de tal modo que se asegura la convergencia y ests

bilidad para cada tiempo • 
• - 1'" th ( 39 ) f\euma.n y lil erspoon formularon el problema usando el 

principio variacional, ecuaci6n (10). El sistema re tante ce e 

cuaciones diferenciales no lineales se integr6 en el tiempo usan 

do el procedimiento de Crank-Nicolson. De resultados cU2.ntit::.+i

vos, este nrocediwiento SR consider6 incondicionalmente e able. 

-r C - 1 (38) 6 1 t -, ." L . ]"'c orquoca e us e concep o oe cooraenacas ·agre,ngla-

nas para flujo gobernado por una. ley no Darcyniana, ecuaci6n (2). 

El uso del principio variacional, ecuaci6n (11), condujo a_ 

un stema de ecuaciones diferenciales no lineales que se resol

vi6 usando el m~todo de ~obrerelajaci6n suseciva. Se encontró 

que la estabilidad del procedimiento depende del ta.ma50 de t • 
. (51) Cheng y 11 llegaron a la superficie libre resolviendo 

la. forma siguiente de la ecuaci6n gobernadora de la superficie 

libre y usando diferencias en el tiempo hacia adelante 

donde kr = ky/kx • 
IJesai(106) describe una aproximación alternativa a los pro

cedimientos num~ricos dé elementos fini tos que tanto se han usa 

do en flujo en medio poroso a superficie libre :l evalúa dos pro

cedimientos de elementos fini tos para. flujotransi torio en medio 

rígido y para medio deformable (consolidaci6n). El procedimiento 

es llamado el potencial residual o esquema de flujo a. superficie 

libre. Este esquema suprime el volver a calcular las propiedades 

de los elementos durante los procesos iterativos y se puede pro-
-

bar que es más econ6mico que los esquemas-convencionales. 

Recientemente se han desarrollado distintoé eSQuemas para 

1 bt . 6 "1 'f" l' b F' V - (107) -a o enCl n ae a super'l Cl e 1 re: 'lnn v oroglu presen-_ v (~ 

tan un m~todo de elementos finitos con dominio variable para la 
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solución de la ecuación diferencial que involucra la determina -

ción simultánea de la distribución de la variable dependiente y 

de la superficie libre. 

Stó.uffer (72) pre senta un modelo de simulaci ón ffiatemáti ca 

que contempla el efecto dinámico en la relación entre la. presión 

c:::.pilar y el contenido de 2,gua y entre el contenido de agua y la 

permeabiliDad. 

'II .. 4.2Fluio no saturado 

El concepto de la superficie libre es válido para muchos 

problemas prácticos corno flujo en medios limosos, arenosos o gra 

nulares. En ciertas situaciones es dtil fijarse en los problemas 

de flujo saturado-no saturado y apuntar a la determinación de la 

zona de se~Rración de los dos regímenes, en vez de buscar la su

perficie libre. 

Problemas de flujo no saturado o parcialmente saturado se _ 

han resuelto, usando el metodo'~ de diferencias finitas, para la 

superficie libre satisfaciendo la condici6nde presi6n cero, Rei 

(76) T 11th" (81) li " ( 37 ,50,78 ) t" 1" Ó· senauer ., ay or y u ln • e sal . u 1 1 Z un pr..Q 

cedimiento en el cual las cargas del fluido se calculan en todo 

el dominio del flujo y la superficie libre se localiza encontran 

do los puntos donde la cé.rga total iguala sus cargas de eleva 

ci6n. El punto de salida en la superficie del flujo se localiza_ 

mediante un procedimiento iterativo junto con un método de frag-
( 109) - . . t 1 1 1 mentas. Neurnan propone un proceolmlen o genera , en ecua 

la tan mencionada superficie libre se localiza encontrando pun -

tos donde la carga de presi6n se hace cero y la superficie del 

flujo es manejada por un método iterativo especial. 

1a ventaja de estas aproximaciones es que se puec:'!e evitar _1 ,1 

la necesidad de romper la malla de elementos finitos. 
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Se han propuesto procedimientos al ternati vos basados en e 

concepto de la discretización completa espacio-tiempo del elemen 

t ~" "t 1 Lt d ,;¡ G 1 k" (46,110-112) vO Jlnl ,o con e me o o IJe a_eY.ln • 

T " 1 ( 113) 1 t t f-"' 1 t á " j'l zlmopou os _o ra a como lUJO SlffiU_ ~eo oe oos u-

idos ip-.miscibles donde el aire se supone estancado. 

Por otra e, la predicción del movimiento del en 

suelos desérticos sólidos es un problema matem~ticamente dificil 

de resolver y dificultad aumenta con el suelo seco. nlayson 
(114) 

desarrolla un trabajo encaminado a entender e dificul-

tades matemáticaS y a encontrar métodos para resolverlos. 

II.5 Flujo a Través de Medio Discontinuo 

Muchas a,pli caci one s del método del elemento fini to suponen_ 

oue el medio discontinuo (rocas geológicas) es incompresible y ~ 

que el flujo ocurre sólo en las juntas. A menudo se supone váli

da la ley de Darcy, de cualquier modo, se ha observado que el 

flujo puede ser no lineal aún con pe'queños gradientes. Una ley 

no lineal basada en experimentos de laboratorio de flujo a tra -

vés de fracturas reportado por haini, Nooria.had y Sharp(115) es_ 

uP ( n e u'('" - V'T\) (14) 

donde velocidad media, n muestra el do de no linealidad,_ 
clP 
~r - gradiente hidráulico y C= constante Gue depende de la geo-

metria de las fracturas y la viscosidad ~ fluido. Wittke, Ris-

1 S . h( 116) h ., .:r 
S er y emprlC anreVlsaoo teorJ.as de flujo laminar y tur-

bulento en juntas y fisuras. 

flujo láminar ó.tre:..vés de unE! junta se suponen paredes_ 

parE!lelas, las componentes de la velocidad pueden derivarse de 

la. ecua,ción dp. Navier-Stokes como(37,43,54.60.116) • 

! / 
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:::::- (l ;;~) 
,/ C¡. I 

2: 
- S(2Q') V ~ j 

Yj - 12 V 
(15b) 

donde aj::: mi taddel ancho de la junta y y= viscocidad cinemática. 

Se usan varios esouemas para simular el flujo a través oe 

fisuras. Una junta abierta se puede tratar como un conducto dis

creto con permeabilidades calculadas como en la ecuación (15) y 

porosidad igual a la unidad(91). Se puecen utilizar elementos e: 
peciales p~ra juntas abiertas y rellenas con sus matrices de pe~ 

meabilidad establecidas con base en el concepto similar al usado 

G d 1 b - ( 117 ) r> ' ., 1 b ~ ( llB) por 00 Iffian y ca a oraaores , .úlenklewlcz y ca a oraoores 
_ (119) 

y Ghaboussi y colaboradores • 

Se usó un elemento finito triangular para juntas con aper -

tura variable en el cual se incluyó la interferencia debida a 

1 f ' . t t b l" t (54) E ~. as lsuras que ln ersec a Cin a a Jun a. • n caso oe '[;ener 

un gran número de juntas, la red de conductos coplanares se reem 

plaza por un dominio homogéneo, c'ontínuo y anisotrópico con per-
. (116) 

meabilidad evaluada con base en la geometría de las Junta.s • 

Las investigaciones hacia soluciones numéricas para flujo 

en fracturas son de reciente origen y se e~pera que estas expe -

riencias incrementeri las actividades de investigación. La cues -

tión de 'obtener modelos numéricos realistas y de la medición pr~ 

cisa de las propiedades del ¡material serán de importancia vital. 

Lo último requerirá. sofi sticadas técni Cas de' campo y laboratori o. 

Por otra parte, el concepto de medid -discontinuo reemplazado por 

un medio contínuo estadísticamente equivalente necesitará 

res investigaciones. 
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II.6 Factores oue Afect&.rl las Aplicaciones 

1I.6.1 Ca.racterísticas numéricas 

El método de eleffientos finitos fue aplicado por primera vez 

,. " k" " ... eh (120)· 1 1 " ó ~ 1 1 por ¿len levncz y elJ.ng para reso ver a ecuacl n oe ap.§ 

ce, que es la ecuóción gobernadora. del flujo subterráneo estable 

cido. Wilson y Nickell(12l) aplicaron el método para resolver la 

ecuación diferencial parabólica para flujo de calor no estable, 

" 1 ." .. "" 1 - 11 d G t" (122 ) J-usanao e prlnclplo varló,clona desarro a o por ur ln .-ª 
vandel y Witherspoon(12 3 ,124) emplearon el método del elemento _ 

nito para elementos bidimensionales triangulares y rectangula

res y encontraron que el método se podía adaptar para manejar 

problemas de flujo transitorio en sistemas anisotrópicos y mult! 

estratificados con condiciones de frontera complejas. Un mayor a 

vanee, sensacional~ en la aplicación del método del elemento fini

to fue el desarrollo de elementos curvos isoparamétricos por Er-

t d " l·b' (125) P" d F "d(126) 1" 1 ga ou .1 s y co a oracores •. ln er y 'rln ap 1 caron e ..§. 

mentos isoparamétricos bidimensionales de orden mixto junto con_ 

un procedimiento de Galerkin para el análisis de acuíferos y co~ 

cluyeron que el método del elem~nto .finito aporta soluciones sa

tisfactorias con muchos menos nodos que el método de diferencias 

finitas. Aunque el análisis de flujo subterráneo mediante eleme!! 

tos i soparamétri cos tri dimen sionale s fue esbozado por Zi enki e\<dcz 
(127) _ -

y Parekh , es desafortuna,do notar que se encuentran muy po-::;:: 

cos trabajos en análisis tridimensional óe flujo subterráneo. 

mayor dis08ci6n a la aplic8ci6n del análisis tridimensio 

nal es que se cree que requiere de mucho tiempe de computadora._ 

Es verdad que en análisis tridimensional de esfuerzos, donde ca
I 

I . da nodo tiene tres incógnitas, el tie~po de computo pal'a resol--

ver un problema práctico es muy costpso. Sin e~bargo, en simula

ci6n de acuíferos donde cFoa nodo tiene una sola incógnita el 
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tie~po de c6mputo no es tan excesivo como se imagina. En vista 

de que los acuíferos naturales siempres éon tri~imensi0nales se 

justifica amplia~ente. 

IN.rante los últimos alos, se ha tenido l'Jucho progreso en la 

Universidad de Kentu~ky en el desarrollo del elemento finito tri 

dimensional en programas de computadora para el análisis de flu

jo subterráneo no' establecido. 

S J W (128). t t' , 1 t . Huang y hen- yh u reVlsan los res lpOS oe e emen os 

mencionados ~bajo y comparan su efectivided con respecto a exac

titud y tiempo de c6mputo. Los ele~entos son: cilíndricos, seis 
(129,130) y ocho nodales e isoparamétricos. Recientemente se us~ 

ron erementos isoparamétricos ~ixtos por Guptay colaboradores 

(131) para el análisis tridimensional de fl!J.jo subterráneo. 
"--- - . __ ._~ --.......-~-. 

En la práctica a menudo se eva16.a la ~. __ :f~_ct_!?i~~dad de un 

procedimiento numérico resolviendo cierto número de problemas. _ 

Esta aproximaci6n cuantitativa y pragmática es muy común y a me

nudo necesa.ria, pero no necesariamente conduce a UD.procedimien

to general de soluci6n. Un camino para establecer la generalidad 

de un esquema es estudiar sus carpcterísticas numéricas coma son 

cOllvergeñc:l.a~-estabfiT({id y c·onsiste~~i~. ,-_. 

Sólo para aclarar un poco se mencionar~ a que se refiereB8s 

tos conceptos. 

Conv~rgencia. Um m~todo num~rico ~plicado a una ecuacion di 

ferencial dada se dice convergente si, suponiendo que no hay e 
--! 

rror de redondeo, la solución num~rica se aproxima a la solución_ 

exacta de la ecuación difereBcial cuando el incremento de tiempo., 

At, se acerca a cero. 

Estabilidad. Las ideas alrededor de la estabilidad de m~to -

dos num~ricos para la solución de ecuaciones diferenciales se pu~ 
/ / 

de ilustrar mejor si se consideran m~todos de varios pasos. Estos 

m~todos envuelven valores de f(y,t) 'e11 varios puntos a lo largo 



deD eje t. La forma general de la soluci6n analítica es tal que_ 

la,presencia de los valores mdltiples de f(y,t) a lo largo del e

j1e t resulta en múl tiples soluc'io~es de la ecuaci6n. diferencial._ 

Si el método es convergente para el problema en consideraci6n, u

na de estas sol~ciones a la ecuacióa diferencial aproximará la so 

lución exacta a la ecuaci ón di feren9ial (llamada la s.oluci 60 fun

damental) y se aproximará esta soluci6n exacta arbitrariamente 

cuando t tienda a cero -(excepto para error de redondeo). Las o -

tras soluciones a la ecuaci6n se llaman soluciones parásitas, y 

es el comportamiento de estas soluciones el que determina si la 

solución mumérica es estable o no. 

Estas soluciones parásitas toman su nombre del hecho de gue_ 

se alimentan de los errores en la solución numérica. La inestabi~ 

lidad es T,es'l11 tado de um proceso de retroalimentaci6n en el cusl_ 

las soluciones parási tas crecen cu~do se- t.oma- cada paso para la . " ~ . . 

o~tenci6n de la soluci6n, y el error creciente resultante ocasio

na un crecimiento en estas soluciones. 

Los estudios de las propiedades numéricas de las diferen 

cias finitas están relativa~ente mejor establecidos en compara-

ci6n con los del elemento finito. 

Se han obtenido criterios que se basan en ejercicios cuant! 
~. . f.' .' (32; 38,42,50, tativos para los proceOlmlentos del elemento lnlto . 

,~-"""'_ ~ .... -..-...-.. ,.,...w __ ." .~~==.:.. '_:-__ ~--=._~ ___ .... w ' .,,"~~._._._~.. .._~ " • _"_. ____ "~ __ h_ - • -. o •• 

132 , 133 ) - - -----~ ---------- - .----- ---- -

• Focos estudios han discutido y eX8minado procedimien _ 

tos del elemento finito a~ropiados al problema del flujo y han 
, . - 't' f (110,134-138) Oerl1i8_00 crl ,erlOS en arma cerrada • Un procedimieg 

to basado en la condici6n de Lipschitz en el cual se asegura la_ 

convergencia y estabilidad para cada tiempo ha sido propuesto 

por Sandbu, Rai y Desai(S9). 
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La cuesti6n 6e propiedades matemáticas de varios procedi".

mientas ,de elemento finito para problemas gobernados por ecuaci~ 

nes no, lineales y condi ci :mes d~é front era es importante y reque

rirá un esfuerzo significativo de aquí en adelante. Aún más, es_ 

necesario evaluar .varios esquemas ysubesquemas nu,méricos' desde_ 

el punto de vista de las características n~m¿ricas, tiempos de _ 

computo.y otros factores significativos(36f50,111~~~3,135,13?~1~1) 

No s~ espera que un usuario conozca detalles del vast'o número de 

procedimientos numéricos disp·:mibles; tales evaluaciones pueden_ 

ayudar a selecionar el esquema má,s económico y adecuado para. ,sus 

necesida4es específicas. 

II.6~2Modelos de Orden de Aproximación,. 

En el procedimiento del elemento finito de la ecuación (12) 

se utilizaron tres elementos finitos con 4-,8- y 12 nodos isopa

rarnétricos. Se com~araron cargas calculadas en la superficie li

bre, dadas por las tres formulaciones con cargas observadas en 

un modelo de flujo Viscoso(12,37). Este estudio mostr6 gu~ los 

tres'resultaoos numéricos dieron la misma precisión aceptable. 

Una de Ta,s razones 'pueoe ser que los 6rdenes más altos, aunque 

mejoran la distribuci6n de los potenciales 'con 'el elemento y cO,!!! 

patibilidad de los potenciales nodal'es, no parecen mejorar el 

cálculo de las velocidades. Tal'vez el uso de un elemento con P.2. 

linomios completos como modelos oe aproximaci6n pueda mejorar la 

....... ETe~~J3~?.n~ e'1m? s~.a, ,.:1_. tie~po óe COIDI·'uto se inc~·emen!~._~on el._ 
,- orden""de ~ lo"s-'modelos';"'pa"ra"un' n'iiID'ero ji jo _.~~. nodos'~'-e'lr8~di o-a~·"~ 

proximido de tiemp6 se encontró que es 1:6:10(50). El modelo de 

ocho nodos con variaci6n cuadrática de 

cisi6n y ,economía 6ptimas. 

puede proporcionar pre-

El estudio de la referericia (40), sin embargo, m~estra que 

si se -"1ll!,I~auna_ma!la_raZo_nablemente' f_ina. ,el elemento simple 
" ", 

, .. 
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de 4 nodos puede ser más adecuado. Es importante someter a consi 

deraci6n la mayor utilidad entre precisión y economía de los mo

delos de orden mayor para el problema general del flujo y reque-
.:.' , 

rirá, trabajo adicin~al para poder dar cJnclusiones definitivas. 

II.6.3Discretización del Medío 'Infinito' 

En eventos de rasgos naturales, tales como una base imperm~ 

able (roca), figura (1), disponibles, las ZODRS discretizadas se 

pueden definir fácilmente. Para dominios 'infinitos' de flujo ta 

les como diques en rios, se requiere establecer 12s zonas signi

f~cativas que se han de incluir en la discretización del elemen

to finito. Esto involucrará la determinaci6n de los limites geo

métricos de las zonas y del potencial adeclJ.ado y/o las condicio

nes de flujo en las fronteras discretizadas. 

Con frecuencia se obtienen criterios para la evaluación de 

extensiones significa.tivas y para condiciones de frontera con ba 

se en ejercicios cuantitativos. Diferentes extensiones óe las zo 

nas discretizadas y diferentes condiciones de frontera posible 

se ,escogen y se obtienen las soluciónes numéricas correspondien-, 

tes. Su influencia se evalóa comparando con soluciones experimeQ 

tales. Tales análisis cuantitativos para flujo transitorio no ~ 

f · d ( d' d ~ ) h . - t d 'D . . (43,45) con lna o en lques .e rlOS an SlOO repor a os por esal • 

Las solu~iones num'ricas se compararon con resultados experimen

tales de un modelo de flujo viscoso entre dos placas paralelas _ . 
largas. La figura (2a) muestra las extensiones signi~icativas en 

t'rminos del drenado total H. Se encontró que la frJntera late'-
----_._~--_ ...... ~-.-._-......;:.;;.-=- ~ _.- -. - ~ .. ~--~~- ._~-,---~--

ral se puede fijár a una distancia de 8 a 12 H del punto final 

del drenado y se puede suponer una base imper~eable a una distan 

cia de 3 a 6 H del mismo punto. También se encontró que la supo-
I 

sición de diferentks' condiciones de ir'ontera (figura 2b) puede _ 

influir en la solución numérica. Su s.elección depende de las con 

diciones geológic_8,~ del medio cercano a las fronteras discretiza 
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das. "'~eal; y Wi"1~ialT:s(30)han discut.ido criterios para condicio -

nes de frontera en flujo permanente no confinado en represas y 
. (41) , 

Fang y Wang para flujo transitorio no confinado debido a ma-

reas. 

11.7 Contaminaci6n 
. (142) 

Plnder y Fage presentan un modelo bidimensional que 

usa elementos finitos y un modelo matemático que se basa en la 

hip6tesis de contacto agudo para obtener' la simulaci6n de intru

si¡)n se,lina. 

Mediante la apreximaci6n de Galerkin al método ne elementos 

finitos Segol(1431 obtiene"la soluci6nde ecuaciones tridimensio 

nales para flujo subterráneo y transporte de masa. El modelo se 

aplica en el aná,lisis de transporte de contaminantes y se ha pro 

bada en problemas unidimensionales de filtraci6n.El tamaño de 

la malla de elementos finitos es una limitante y el modelo no se 

puede aplicar en situaciones'tridimensionales de campo que en' -

vuelvan flujo a superficie libre debido a la pequeña separaci6n_ 

noda~ requerida en la zona,no saturada. 
'. (144)' 

Thomas, Smlth y Martínez presentan una aproximaci6n me 

'diante elementos finitos para analizar lent~s de sal en flujo 

subterráneo. Mediante ,esta aproximaci6n, programas ya existentes 

con elementos finitos que usan elementos; ~soparamétricos, podrí

an adaptarse rapidamente para manejar efi.cientemente una amplia~ 

gama de difíciles problemas de lentes. La técnica se puede em -
, -< _.- • " ~ •• :' 

~-pi~-a;~::us·añdo--prográ.~a"s' -~xist~ñte s "d~' trañ'sfere;C;:Lá.' d~-"cai~~-~ "de' 

flujo modificados para aceptar condiciones espec'íficas de flujo 

en movimiento (mediante datos de tiempo discretos). Se debe te _' 

ner mucho cuidado de estar seguros que Se emplea una representa

ci6n suficientemente grande de 'elementos fini tos de la masa d~ ! 

flujo subterráneo para producir efectos insignificantes de fro~-

--------._---
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tera.s remotas. 

11 8 Consolidaci6n • 
RunnesoI1' Tagnfors y Wiberg( 58) discuten el análisis con 

elementos fini tos del flujo subterrá.neo en acuíferos confinados 

por arcilla supve y los asent~!~ientns result8~tes e~ la Ruperfi-

cie. Como resultado de un di~turbio del equilibrio hidráulico en 

el acuifero ocurre flujo transitorio y deformaci6n (consolida 

ci6n) 6e lé. arcilla confinante. El análisis se basa en el c,)l1ce.:g 

to de arcilla.cowo un medio poroso saturado, en d6s fases con 

los desplazamientos y el exceso de presi6n de poro como inc6gni-

tas primarias. 

11.9 Flujo Tridimen~ional 

Cuando el flujo subterráneo ocurre en un medio real elásti

co, los esfuerzos que se desarrollan en el esqueleto s61ido son 

necesariamente tridimensionales. Mediante el uso del concepto de 

'centro de tensi6n' o 'ndcleo de esfue~zos' la distribuci6n de 

esfuerzos én un acuIfero artesiano de bombeo se puede evaluar 

por integración si se conoce bien la presi6n de poro. Lé. declina 

ci6n de la carga de pre ón es prov-ista por una ecuación integr.Q 

diferencial nueva de flujo la Que informa sobre las componente 

b . t ' 1 f '. t; t ' . 6 G - b 1 b' ( 109 ) orlZ0nJ es oe os es uerzos y reClen .emen,e oerlV am o al • 

Su solución numérica se obtiene con una técnica iterati,;a del 

elemento"finito. Los resultados mostraron que, contrar~emente a 

lo que se supone en geobidro16gía, el esfuerzo vertical total no 

es constante en el acuifero y por tanto la variaci6n del esfuer

zo intergranular efectivo no es igual y opuesto a la presi6n oe 

por'J creciente. El esfuerzo cortante es significativo en los prl 

meros tiempos, al e~pe~ar. a bJmbear. El asentamiento tiende a 

desaparecer cuando el drenado provi ene de estratos profundos. 
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También se muestra guelos movimientos horizontales en la 

superficie del terreno son mayores que los desplazamientos vert! 

cales a cierta distancia del pozo, pero su importancia relativa 

decrece con el tiempo y la profundidad del acuífero. 
(143) -Segol oesarrolla un modelo de elementos finitos tridi-

mensional para el análisis de flujo y transporte de masa en me-

dio poroso saturado-no saturado. El dominio discretizado consis

te en elementos isoparamé-tricos en los cuales se aplica el proc~ 

so del Galerkin para obtener el sistema de ecuaciones de aproxi

mación. 

11.10 Flujo en dos Fases 

L . V Z . k' . ( 14 6 ) t 1 bl d 1 . evas, erner y len leWlcz presen ,an e pro, ema e_ 

flujo en un medio poroso de dos líquidos con distinta densidad,_ 

en particular se refiere a los liquidas no mezclables agua y 

aceite, en la producción petrolera. 
. (119) 
Dalen por su parte, describe una aproximación mediante 

elementos finitos a un desplazamiento frontal de dos fases. El _ 

método de solución se basa en el método de qalerkin para discre

tizaciónespacial y una formulaci5n incremental semiimplícita en 

el tiempo. Es facilmente extensible a problemas más complejos de 

flujo de más fases. Mercer y Faust(148), sin embargo revelan di

ficultades comunes tales como: Oscilaci6n numérica en aproxima-

cione~ de frentes agudos, inestabilidad para ciertos problemas 

.no line~~e.~, etc •• 
"" . - ~ 

TzimopoUlo~(l13) establece que el.flujo en medio poroso es, 

en muchos casos prá6ticos, no saturado. Este es un caso especial 

de flujo simultáneo de dos fluidos no miscibles, donde el fluido 
I 

no hú.¡pedo (aire) se supone estanc/ado. 
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11 • 11 De s b i e lo vea lo r 
~ o, 

del elemento finito para aplicarse al análisis 6el fr·oceso de 

transp~rte en zonas áridas vadosas. 

La formulación IDo.temát.ica del modelo no isot.érmico consiste 

en la forma acoplada de la ec~aci6n 6e flujo a presi5n y de la _ 

ecuación óe conducci6n. La ecuaci6n de 11ujo modela el flujo de 

hume ds.él c OrDO funci ón de la capilari dad, gravedad y ,fuerzas t érmi 

caso La ecuaci6n de calor considera conducción y flujo superfi -

cial proveniente del enfriamiento y calentamiento de la atm6sfe-

ra. 

Para resolver el sistema de ecuaciones gobernadoras se usa 

la aproximaci6n de Galerkin con el elemento finito. Las ecuacio

nes acopladas no lineales se resulven simultáneamente usando el 

esquema iterativo de Newton-Raphson. Para fJH!lar el subdominio _ 

de aproximaci6n de las variables principales y los parámetros es 

pecialmente variables se usan funciones base cuadráticas. Las 

propiedades hidráulicas del suelo se representan por funciones 

cúbi es.s. 

S k L (15e) ~ 11 "l· 1 t . yes y ennox cesarro cm un moae o de e emen os nI 

tos basado en el método de Galerkin de residuos I,esados utilizar! 

do una forma no lineal de la curva de deshielo-sedirrentaci5n. La 

aplicabilidad de este modelo descansa en su nés cercana a}Jroxim.§: 

ción al modelo físico que al fen6meno idealizado. 
(151) Guymon y Berg desarrollan una analogía unidimensional_ 

de elementos fini tos al transporte de calor y hurnec3a.d en suelos_ 

. __ ~Y12ge_~~90_s con base 
. (152) 

mon y Luthln y 

en las hipótesis presentadas antes por Guy -
- . . 

-- 1 ( 153) Ell 1 .. t o liar an • os supon ue e ID,)VIIDl en 
I . 

del a. hum e él 8. den s u e los con é e II c3 ; s s e p u e d e ID o del a r lf: e di &n t e 1 a_ 
. é G (154 ) . 6 . t teoría de flUjo no saturado. Despu s· uymon publlC oa·1S 

que con rman que el ré men térn:lco y ce hurné'caél en suelos con-
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gelados es cOITíflejo y altamente di:.n2-.mico dUY'él.nte el in"\.'ierno en 

el deshielo y e elan:iento. El pr'oblema de c:eterrdnár los esta-

dos de calor y humedad en suelo~ congelados es complejo debido a 

que agua líquida y hielo coexisten en suelos a tem~er~turas gue_ 

se encuentran en la naturaleza, calor latente es el froces~ t~r

mico dominante y debido a esto empiezan los problemas computaciQ 

nales y las medidas de la presión de poro en suelos congelados 

aún debe determinarse. 

11.12 Distintas Aplicáci~nes 

Illangasekare y Morel-Sertoux(155) presentan un método de 

eficiente~costo que tiene la potencialidad de ser usado efectiva 

mente en la t.oma de ,decisiones de .manejo ~ía a día del flujo de_ 

los acuíferos~ El programa que se discute simplifica la aplica -

ción del modelo a ~roblemas reales. La concordancia de los valo

res generados por el modelo con· soluciones analíticas muestra ~~ 

=:lue el modelo se puede usarpara generar los 'nucleos.discretos ' _ 

con una razonable aproximaci6n para diferentes ran.gos de valores 

de transmisibilidad y rendimiento especifico. 

G t T · . ( 156) t' . . . , 1 1 up a y anJl . presen an una aproxlmaclon en a so u , 

ci6ndel elemento finito y sus aplicaciones en la cual· reducen 

significativamente la capacidad necesaria de almacenamiento de ;l 

dat.os en memoria. 

Los rasgos principe.les del eSQuema propuesto son: 1) se 

puede m&.rJejar cualquier sistema de flujo subterráneo, por compl~ 

jo que sea; 2)el requerimierito de memoria se reduce mucho; 3) 

los parámetros =:;ue se requ.ieren mB,s de una yez sólo se estiman 
.--.~-----

un.a y' s'e -almac'enan en -disc'o; -Y-'4-) diferentes condici:J~es' reales 

se manejan ejecutando s610 subprogré:.mas rela.cionados • 
.1 / 

~ 
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11.13 Métodos Combinados 

Pinder, Frindy y Celia(157) presEntan un J;:;étoc·.) numéric') 

nuevo para la solución de pr0bl~m~s de flujo potenci~l en dos di 

m~nsiones. El método combina los aspectos ro/s atractivos de la 

c{)locación ortogonal y del elemento fini too Es partictJ.larmente 
. 1 

adecuado obtener e soluciones continuas·en d !minios irregulares 

porque es mucho má,s eficiente paré problem;· s de este tipo que un 

esquema,'comparable t de Galerkin. Esto lo bace un método intere

sante para simular flujo sribterráneo y de problemas de transpor

te de masas. 

H M e d 1 
(158) . . - 1 

annoura y c orquo a e preSenT.8.D un mobe o-jue com--

bina- el método de las características y el del elemento finito 

para resolver problemas de flujo en medio granular. 

El concepto del modelo híbrido que ~qui se presenta es tra

tar la integración en el tiempo por el método de las caracterís

ticas y la integración en el espacio por el método del elemento 

finito. De este modo los efectos ne inercia mayores se incluyen_ 

en el método de caracteristicas y los efectos de no-homogeneidád, 

variación de l~ presión y la velocidad en el esphcio se calculan 

mediante elementos finitos y se usan para dar datos al método de 

las ca'acterísticas. 

. . 

í / 
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111 

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

111.1' Conclusione§ 

Después de haber hecho esta revisi6n del Estado del Arte 

del Método de Elementos Finitos aplicado a medios porosos conclu

yo que dicho método es una técnica muy poderosa y versátil que __ 

puede aplicarse tanto fa flujo en medio fracturado como en flujo_ 

de dos o más fases y de consolidación. Puede tener aplicaciones _ 

en. un plano o en tres dimensiones y hasta puede combina,rse con al 
. -

guna otra técnica numérica para optimizar el tiempo y la preci',,: -

si6n en la soluci6n de los problemas de particular importancia. 

Es éste un. método que compite con el de diferencias finitas 

y el método de las~característicae pues en ciertos casos requiere 

de un menor número de i tera.ciones y consume menor tiempo de comp.!! 

tadora. 

El estudio de la técnica del elemento fini to no ha' llegado_ 

a un grado de aplicaci6n rutinaria, sino que se está desarrollan

do por distintos caminos hacia una aplicaci6n general en flujo de 

agua en medios porosos o en medios fracturados. 

y aún cuando todavía ,se sigue estudiando su aplicabilidad __ 

es una herramienta matemática que se debe emplear en probleme,s de 

flujo subterráneo. Problemas que cada vez son más necesario de a- . 

frontar en México, dada la importenciaque la explotaci6:e racio -

nal (que evita la inutilizaci6n de los acuíferos) ha adquirido en 

los últimos años. 

Esta:·,técnica, por supuesto, no es la única ni la mejor; para 

decidirse a emplearla es necesario comparar con otras alternati -

vas que utilicen distintas técnicas numéricas o, yendo m~s allá,_ 

combinarlas ~ntre sí para optimizar el uso de métodos y computado 

ras. 
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1II.2 Recomend~ciones 

Para llegar a una apticación a problemas naturales es nece

sario tener una fuente precisa de información que permita elabo -

rar redes con datos reales. Es"te es el principal problema en nues 

tro medio: la falta de datos. 

Por tal motivo se recomienda que la informaci6n archivada y 

recolectada por cualquier tipo de estudio geohidro16gicó que se _ 

realice y se haya realizado en la República Mexicana, sea difundi 

da mediante un boletín periódico que ponga tal i~ormación al al-
I ... ~ , • • 

cance de todo aquel que se interese en este tipo de problemas. 

En el presente trabajo se habla. del método del elemento fi

nito como uaa t~cnica aplicable a resolver una amplia gama de pro 

blemas, los cuales se han desglosado ea el capítulo 11:; con base_ 

en esto se recomienda apoyar la investigación en M~xico, pues es 

ésta la que va a desarrollar los m~todos que serán aplicables a 

todas las zonas que están explotando los acuíferos del país, para 

evi tar un mal manej,o de los mismos •. 

El m~todo del elemento finito está ligado totalmente con el 

uso de computadoras, así que al hablar de su aplicación se debe 

pensar en el uso de ~stas y de modelos matemáticos. Por esto se 

recomienda impulsar el estudio de t~cnicas computacionales y prue 

bas de laboratorio, p~es al aplicar m~todos más eficientes, en la 

predicción de nivele.s, recargas, descargas, etcétera, se tendrán_ 

ahorros de costos y de horas-hombre que redundan en beneficio al 

país. 
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