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1. ANTECEDENTES Y RESU~mN 

En la simulaci6n de acuíferos en contacto con acuitardos se 

aplica la teoría y el método numérico desarrollados. por. un 

grupo de investigadores b~jo la direcci6n de Ismael Herrera 

(ver referencias). Dicha teoría se basa en calcular la apor­

taci6n del acuitardo corno respuesta a los cambios de presi6n 

en el acuífero e incluir dicha aportaci6n en la ecuación dife 

rencial del flujo en el acuífero lo que da lugar a ecuaciones 

integrodiferenciales. El análisis conduce a la que se ha de­

mostrado corno la soluci6n más exacta al problema y el método 

numérico desarrollado es además de gran eficiencia •. 

Sin embargo, es bien conocida la propiedad de matetiales del 

tipo que forman los acuitardos de tener distinta respuesta se 

~6n los esfuerzos efectivoi sean mayores o menores que los de 

preconsolidación. .Esto significa que el material tiene coefi 
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cientes de deformaci6n (o dé almacenamiento) que dependen del 

,estado de preconsolidaci6n de los estratos a diferentes nive-

les. Esto vuelve el problema bastante complejo y no lineal 

por lo que para situaciones en las que hay recuperaci6n de n! 

'veles piezométricos la metodología señalada no puede aplicar-

se directamente. 

En 'análisis de esfuerzos de cimentaciones o de pres'as de tie-

rra el problema se estudia discretizando el medio y aplicando 

modelos del suelo corno el del estado crítico (Hujeux, 1979, 

Silva-Pérez, 1984) en dos o tres dimensiones; estas metodolo-

gías representan un esfuerzo computacional excesivo para apli 

carlos en la simulaci6n d~ acuíferos., 

Una alternativa intermedia y más adecuada a ese caso es la de 

considerar el flujo en el acuitardo vertical y horizontal en 

el acuífero, lo que es muy cercano a la realidad debido al 

gran contraste entre las permeabilidades de los dos medios y 

a la gran extensi6n de los sedimentos comparados con su espe-

sor; con esa consideraci6n se pueden construir modelos quasi-

tridimensionales que discretizan el o los acuíferos con ele-

mentoi bidimensionales cada uno de los cuales está conectado 

a una malla unidimensional perpendicular a él en la que se 

calc~la el flujo del acuitardo. Este carnina ha sido adoptado 

para el problema que aquí se trata (carga y descarga) por el 

grupo del u.s. Geological Survey (Prudic y Williamson, 1984) 

usando hip6tesis de trabajo muy similares, relativas al com-
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portamiento de materiales· arcillosos, a las empleadas aquí y 
! 

que se describen en el capítulo 2.3 pero sin usar .las restric 

ciones a la discretización que se sefialan en el capitulo 2.1. 

Son estas restricciones las que en muchas ocasiones obligan a 

una malla de discretización vertical muy fina y por 10 tanto, 

de nuevo, a mucho esfuerzo computacional y de almacenamiento 

en el caso de modelación numérica de acuíferos. 

El presente trabajo tuvo como objetivo extender el enfoque i~ 

tegrodiferencial, que es numéricamente más eficiente que los 

mencionados, al caso de acuíferos s~miconfinados cbn carga y 

descarga, aún a costa de perder algo de exactitud en la solu-

ción¡ esto último· no se pudo evitar ya que, para mantener la 

sencillez de un cálculo basado en valores en la frontera, no 

resulta fácil tomar exactamente en cuenta la forma del cambio 

en el módulo de deformaci6n dentro del acuitardoi sin embargo, 

y a pesar del alto contraste que puede haber entre el módulo. 

de deformación del material para presiones mayores que la de 

preconsolidación y el de presiones menores, se 10gr6 obtener 

un método sistemático y ef~ciente de cálculo que, comparado 

con la solución por un método de discretización, reproduce 

aceptablemente la forma de los perfiles de presión en el acu! 

tardo, la evoluci6n de los caudales intercambiados y la de-

formación del acuitardo, esta última con desviaciones prome-

dio menores del 10% y máximas, en casos extremos, del 20%. 

El procedimiento se aplicó a un caso con mediciones de campo 

con buenos resultados. 
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De relaciones obtenidas recientemente sobre la variaci6n de 

características de materiales arcillosos con la presi6n (Juá­

rez Badillo, 1975, 1983), resulta que en algunos casos esa v~ 

riación es importante y hasta ahora no ha sido tomada en cue~ 

ta en la modelación de acuíferos semiconfinados. Se hizo 

aquí una evaluación aproximada de su efecto en el caso de las 

mediciones de campo en las que, debido a lo profundo de la 

localización del estrato no se tuvo un cambio importante de 

las propiedades. No obstante, en trabajos futuros convendrá 

investig.ar . la mejor forma de tomar estos aspectos en cuenta y 

mientras tanto, . cuando se detecte que su efecto pueda ser de 

importancia, ~evisar los resultados del método aquí propuesto 

por medio de una discretización vertical del acuitardo.· Aún 

en esos casos el método aproximado es Gtil ya que en la.etapa 

de calibración.del modelo deben hacerse una gran cantidad de 

pruebas numéricas en las que conviene emplear menor esfuerzo 

de cálculo; una vez aproximadas las características se afinan 

los resultados con un modelo más realista. 

otro resultado importante es que si se tiene una historia de 

cargas hidráulicas y mediciones de asentamientos del estrato 

confinante,. existe un rango amplio de parejas de valores Ss y 

K' que ajustan ra~onablemente la teoría con las mediciones; 

se desprende de esto que, para mejorar la confiabilidad de 

.cualquier modelo, es necesario realizar pruebas de laborato­

rio sobre muestras inalteradas del material que se trata, por 

lo menos para determinar su permeabilidad, ya que para estra-
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tos profundos no se llegará a sus presiones de preconsolida~ 

ci6n con aparatos de prueba normales. 



2. HIPOTESIS BASICAS y SOLUCION 

2.1 Método ~nt~g~od~6~~~ne~at eont~a d~~e~~t~zae~6n v~~t~­

eat 

El método original considera que, debido ala alta relación 

entre dimensiones horizontales y verticales en un acuífero, 

el flujo en él "es horizontal y que, debido a la"alta rela-

ción entre permeabilidades d~ estratos permeables y confina~ 

tes, el flujo en estos últimos es vertical. Consecuente con 

estas dos hipótesis resulta que la principal deformación de 

los estratos es vertical y debida a caIDbios de presión efec-

tiva sobre la estructura sólida, como en el caso de una pru~ 

ba de consolidación unidimensional drenada. Así, al resolver 

la ecua~ión unidimensional del flujo en el acuitardo o mate~ 

rial menos permeable que el acuífero, y acoplarla a la del 

flujo horizontal bidimensional en el acuífero se obtiene 

una sola ecuación integrodiferencial. Se considera siempre 
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flujo en material totalmente saturado y características cons-

tantes del acuitardo en una vertical. 

Refiriéndose ala fig 1, el flujo unidimensional tiene como 

ecuaci6n 

1... (K , aH) = a z a z S' s 

Si K' no varía en la vertical 

con condiciones de frontera 

H (O· I t) = H 1 (t) i 'H (b , t) = H 2 (t) 

y condici6ri in~cial 

donde 

H=p/y+Z 

p 

y 

Z 

K' 

S' s 

b 

t 

H(Z,O) = constante 

carga piezométrica 

presi6n hidráulica o de poro 

peso específico del agua , 

coordenada vertical 

conductividad hidráulica del acuitardo 

almacenamiento específico del acuitardo 

espesor ·del acuitardo 

tiempo 

carga hidráulica en el acuífero inferior 

carga hidráulica en el acuífero superior 

(la) 

(lb) 

(lc) 
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En el ap~ndice se des~ribe la soluci6n a esta ecuaci6n con 

coeficientes K'yS' constantes en el tiempo y en la vertical~. s 

Si se utiliza esa soluci6n para obtener el caudal unitario de 

intercambio entre uno de los acuíferos y el acuitardo (ecs All 

y AI2), la ecuaci6n del flujo en dos dimensiones para el acuí-

fero 1 es (Herrera y Rodarte, 1973): 

a 
ax TI 

+ ~ f 
t 

b o 

donde. 

aHl a 
aH .. 

K' t aH~ f~ (t-T ~ dT 1· 
ax + ay TI ay -f 

b o at T 

aaHt~T h~ (t-T ~ 
e 

aH
l 

d1' + Ql :::: SI at (2a) 

Z 

coeficiente de almacenamiento del acuífero in­

fel:'ior 

transmisividad del acuífero inferior 

caudal por unidad de área de una fuente exter­

na al acuífero 

00 -n 2
7f

2 at f (8 t) = 1 + 2 n~1 e (2b) 

h (8t) :::: 1 + 2 n~I(-l)n e -n 2
7f 2 at (2c) 

funciones unitarias de respuesta como se explica a continua-

ci6n y 

( 2d) 

Una ecuac·i6n similar se obtiene para el acuífero superior. 
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La funcion f, llamada fun'ci6n de memoria, es proporcional al 

caudal drenado del acuitardo al acuífero producido por un aba 

timiento unitario instantáneo de la carga piezométrica en el 

acuífero; varía rápidamente desde un valor infinito en t=O 

acercándose a la unidad para valores de 8t == 0.4 (ver fig 2). 

h, llamada función de influencia, es proporcional al caudal 

drenado al acuitardo por ef acuífero situado en la frontera 

opuesta al que, se considera, debido al mismo abatimiento uni-

tario instantáneo (es por esto que en el balance del acuífero 

inferior aparece la influencia ,de la variación de cargas del 

superior); en el origen del tiemp~ adimensional el valor de h 

es cero y llega cerca de la unidad ,también para Bt = 0.4. Pa 

ra este valor del tiempo adimensional el flujo debido a un im 

pulso instantáneo queda prácticamente establecido y a partir 

de entonces no hay cedencia de agua almacenada en el acuitar-

do; lo contrario sucede en tiempos muy cortos, durante los 

cuales la mayor parte del agua de drenado del confinante pro-

viene de su almacenamiento. 

Se indic6 en el capítulo 1 una de las ventajas de resolver la 

ec (2) sobre acuíferos discretizados por una malla bidi~ensi~ 

nal en lugar de usar una malla quasi-tridimensional al discr~ 

tizar además el acuitardo; estas son: menor tiempo de cómputo 

y menor almacenamiento de informaci6n al reducir la dimensio-

nalidad del fenómeno; mayor exactitud al utilizar una solu­

ci6n cerrada para el ~lujo vertical. Por otra parte, el tiem 

po para que las funciones'f y h se acerquen ~ su valor límite 
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de uno, sirve para fijar la condici6n de exactitud de una ma­

lla que discretiza el acuitardo:el común de esquemas numéricos 

supone una variación cercana a la lineal de la carga entre no 

dos de la malla¡ esta condición sólo se cumple si el interva-

lo de tiempo adimensional local es mayor o igual que 0.4, es-

to es: 

O 4 K'llt. b" AZ < (K'llt )1/2 
• < 2 ,o len, u 0.4S' 

S'llZ s 
(3) . 

s 

Esta condición es muy cercana a ia de estabilidad de un esqu~ 

ma explícito para diferencias finitas de primer orden (Euler 

.hacia adelante en el tiempo)¡ 

llZ > (K~~t) 1/2 
s .1 

(4) 

La primera condición obliga a tener una malla fina " pero si 

es demasiado fina la segunda condición indica que s~rá difí-

cil mantener acotados los errores de truncado del esquema nu-

mérico. 

En cambio, las convoluciones de la ec (2) se pueden evaluar 

numéricamente sin necesidad de almacenar la historia de car-

gas de los acuíferos, como podría pensarse en primera instan-

cia¡ la forma de hacerlo se muestra en el inciso 2.5.1. Sin 

embargo, el método no puede aplicarse directamente a situaci~ 

nes en las que el material del acuitardo sufre cargas y des~. 

cargas debido a que entonces el coeficiente S~ varía en el 

tiempo y en la vertical como se hace ver a continuación. 
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2.2 Compo~tamiento de mate~iale~ a~cillo~o~ 

Los sedimentos arcillosos son en su gran mayoría de origen la 

custre y desde el tiempo de su dep6sito en ambiente húmedo 

forman estructuras s6lidas ,celulares muy porosas y poco per-

meab1es¡ si la presi6n efectiva sobre ellas aumenta 'ya sea 

por una sobrepresi6n sobre el material o por una depresi6n en 

el agua (presi6n de poro), la estructura celular se deforma 

y el conjunto sufre a1teraci6n de sus propiedades lineales. 

, 
Lo anterior se exhibe en los resultados de una prueba de con-

solidaci6n unidimensional que se han dibujado esquemáticamen~:! 

te en la fig 3 con coordenadas presi6n de consolidaci6ny re-

1aci6n de vacíos; esta última se relaciona con la deformaci6n 

unitaria que para una muestra confinada lateralmente es: 

donde 

P 

= - m dP v (5) 

volumen total de la muestra, suma del volumen 

de s6lidos (V ) y el de vacíos (V ) s v 

m6dulo de compresibilidad volumétrica del ma­

terial 

presi6n de consolidaci6n aplicada 

Si se desprecia la compresibilidad de los s6lidos comparada 

con la de su estructura~ el decremento de volumen total es 

igual al decremento del volumen de vacíos: 
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donde 

e 

de 
l+e 

relación de vacíos del material 

Sustituyendo esta igualdad en laec (S) 

m =~ de/dP 
v 1 + e (6) 

Una muestra inalterada de material extraído del subsuelo estu 

vo sujeta a una determinada presión Poi si durante una prueba 

de consolidación drenada la presión aplicada es menor que Po' 

el material muestra módu16s de compresibilidad pequefios; al 

sobrepasar Po en la prueba, los módulos aumentan notablemente 

en uno o más órdenes de magnitud, pero sólamente si la pre"'Í>í 

sión efectiva va en aumento; ·si se vuelve a hacer variar con 

valores menores al máximo histórico, los módulos de deforma";' 

ción vuelven a su valor más bajo. 

En una muestra saturada, además de la estructura dé los sóli-

dos, se deforma el agua entre los vacíos de manera qué el mó-

dulo de deformación total es en realidad la suma: 

m = ex + n C'" v ... 

donde 

ex módulo de compresibilidad de la estructura sólida 

E ·módulo de éompresibilidad del agua (recíproco de 

su módulo de elasticidad) 

n porosidad d~1·m4terial· 
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Este módulo se relaciona con el coeficiente S' del material s 

confinante en la ec 2d, que es el volumen de agua drenada del 

material por unidad de volumen y por unidad de abatimiento de 

la carga hidráulica H (por definición). En un punto del mat~ 

rial del subsuelo puede considerarse que la presión total no 

cambia si no hay cambios en el material sólido ni en la canti 

dad de agua sobre él, de tal forma que, al e$tar formada por 

la suma de la presión de poro (presión hidráulica) y la pre-

sión efectiva sobre la estructura sólida, una disminución en 

la carga hidráulica se traduce en un aumento de la presión 

. efectiva lo que tiende a consolidar el material. Si se com-

para la ec (5)' con la definición dada para SI se ve que. s 

SI = ym s v 

donde 

y peso específico del agua 

ya que dP = -ydH 

(7) 

Es práctica común al hacer cálculos geohidrológicos conside-

rar al coeficiente Sr constante o a lo más, tomar dos valores, s 

uno alto para compresión en estado virgen, con cargas de agua 

menores que la mínima histórica, y atrabajo para presiones 

de poro mayores. Sin embargo, las pruebas de consolidaci6n 

muestran en general una disminución del m6dulo de deformación 

virgen como se muestra.enla fig 4 para alg~nas arcillas, al 

aumentar la presión de consolidación. 

Juárez Badillo (197S) encuentra relaciones constitutivas para 
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suelos que resultan útiles para darse cuenta del error cometi 

do al considerarS~ (o mv) . constante en los cálculos. 

Para compresión unidimensional obtiene: 

donde 

P 
1+e = (~) r 
1+e P 

o 

. 

(8) 

relación de vacíos de referencia sobre la curva 

de compresibilidad en estado virgen 

P presión aplicada de referencia correspondiente a 
.0 

e o 

r exponente constante para un determinado material, 

menor que la unidad 

Utilizando la ec (6 ) Y derivando la ec (8) 

p r 
r o (1+eo ) r (9) m = 

p r +1 = v 1+e P 

Que hace ver que el módulo- de compresibilidad (o el coeficien 

te de almacenamiento específico) es inversamente proporcional 

a la presión de consolidación y que-para el caso en estudio 

se traduce en presión efectiva. Al<tratar con estratos con-

finantes someros que tienen una pre~ión de preconsolidación 

natural relativamente bajá, el cambio en el coeficiente de al 

macenamiento por cambio en presión efectiva será mayor que en 

estratos profundos con presión de preconsolidación mayor. 

Para dar una idea de la magnitud del cambio, en el Valle de 

~éxico el contacto entre la arcilla confinante y el acuífero , 

profundo que Se explota est& en promedio a unos 40m de pro-

·fundidad en el centro de la Ciudad de México; a esta profund! 
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dad son de esperarse presiones de preconsolidación de tres 

k~/cm2 y de 1930 a la fecha han habido abatimientos de pre-
. . 2 

sión del orden de 30 m de carga de agua, o sea, tres kg/cm i. 

de acuerdo con la ec (9) este incremento de presión habrá pr~ 

ducido la disminución a la mitad del c6eficiente de almacena-O 

miento. Como puede verse, el efecto que la consolidación de 

un estrato tiene sobre esta característica no es de despre-

ciarse,¡ 

Por otra parte, también según Juárez Badillo (1983), la per-

meabilidad de un material arcilloso se ve modificada por la 

consolidación siguiendo una relación del tipo: 

donde 

K' =(l+e )s 
K' l+e o o 

K' conductividad hidráulica de referencia o 

(1;0 ) 

s exponente constante para un material determinado 

con valores conocidos entre 1 y 35 

Si se considera de nuevo el ejemplo anterior del Valle de Mé-

xico para cuyas arcillas se ha encontrado que s=4 y r=0.5 las 

ecs (8) y (10) dan 

K' P 
(1) 2 = (~)rs = = 0.25 (11) K P 6 o. 

que indica que la permeabilidad se afecta aquí aún más que el 

coeficiente de compresibilidad. 
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Lo anterior haría pensar que es muy limitado lo que puede ha-

cerse con una teoría basada en características constantes del 

material en la vertical y en el tiempo como lo está la ec 

(2); sin embargo, en apoyo de los resultados prácticos que de 

ella se han obtenido en hidráulica de ~ozos y en la simula-

ción de acuíferos semiconfinados, se observa que en la adimen 

sionalización de la ec (2) aparece el parámetro B=K'/(S~sb2) 

en el que un incremento de la presión efectiva produce, como 

se vió, una disminución apreciable de la permeabilidad K' pe-

ro al mismo tiempo una disminución (algo menor) en el coefi-

ciente de almacenameinto y otra en el espesor del acuífero. 

Estos efectos se conjugan para que la variación del parámetro 

B no sea tan importante como cada uno de sus componentes y no 

esté tan alejado de la realidad suponerlo constante si s~ tr! 

ta siempre del mismo material. Este parámetro determina la 

forma del perfil de presiones en el acuitardo (ec A10 del 

apéndice) pero el valor del flujo drenado depende de K'jb 

(ecs A11 y A12 del apéndice) por lo que si, como parece, fue-

ra mayor el cambio en K' que en b, debiera ser notorio su 

efecto. 

Respecto a la variación de las características del material 

para presiones menores qué las de preconsolidaci6n se sabe 

que el módulo de compresibilidad sigue una ley similar ala 

de la ec (8) con un exponente menor que para deformación en 

estado virgen; aunque se. COnoce menos, es de suponerse que 

también la permeabilidad se comporta análogamente en los dos 
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estados. En todo caso, los 'cambios para esas presiones son 

menores en al menos un orden de magnitud que los del estado 

virgen. 

Con base en lo expuesto y sin menoscabó de enfatizar que el 

problema debe ser profundizado en el futuro y revisado desde 

homogéneo en la vertical, se supondrá 

aquí que el parámetro 8=K'J(S'b2 ) toma sólamente dos valores, s . 

la hipótesis de medio 

uno para cuando la carga,hidráulica está bajo el mínimo histó 

rico en un punto dado y otro para cuando está sobre ese míni-

mo. La permeabilidad K' se supondrá constante en el desarro-

110 del método; al aplicarlo a algunas mediciones de campo se 

compararán los ajustes en esa forma y haciendo variar la rela 

ción K'Jb con el tiempo con apoyo en la ec (10).' 

2.3 So.euc.'¿one..6 a..ea. e.c.ua.'c.,¿6n de. 6.eujo ve.JLlic.a..e c.on c.a.1Lga.y 

d e.6 c. a.1L 9 a. 

Si en las ecs (1) se presentan periodos de carga y descarga, 

o sea, disminución e incremento de las cargas hidráulicas en 

las fronteras, sucederá en general que el coeficiente 8; que 

resulta al adimensionalizar la ec (la), tome los dos valores 

a los que se refiere el inciso anterior dependiendo de la hi~ 

toria de carga del punto que se considere y será así variable 

en tiempo y posición. El problema se vuelve altamente no li-

neal debido al gran contraste entre los,dos valores posibles 

de compresibilidad del material que pueden presentarse ambos 

• 
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en. una vertical al mismo tiem~o y cambiar bruscamente de un 

tiempo al siguiente. 

Una forma de integ+ar las ecs (1) es la de discretizar el 

acuitardo .en la vertical con una malla de elementos y aplicar 

un método numérico de integraci6n como pueden ser el de dife-

rencias finitas o del elemento finito; con estos métodos es 

posible tomar en cuenta la vari~ci6n espacial y temporal del 

coeficiente 8 con procedimientos iterativos dada la no linea-

lidad que dicha variación le confiere a la ec (la). Sin em-

bargo, como ya se señaló en el inciso 2.1, aún estos métodos 

presentan dificultades en su aplicación debido a las condicio 

nes de exactitud y estabilidad impuestas por las ecs (3) y : 

(4) unida a la variabilidad del coeficiente 8. Si se adimen-

sionalizan las ecs (1) se obtiene: 

n{O,t') = n
1
(t')¡ n(l,t') :;:; n (tI) 2 . 

n(~,O) = constante 

( 12a) 

(12bL 

(12c) 

donde 

n=H/b¡ ~=z/b; t'=8t 

y la condición de exactitud, ec (3), se puede expresar como: 

6~ .:. ( 86t/O. 4) 1/2 (13) 

y la de estabilidad de un método explícito de diferencias fi~ 
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nitas de primer orden (esquema Euler hacia adelante) ec {~), 

como' 

t:.r;. > (Bt:.t) 1/2 (14) 

Si S se mantuviera constante no existirá dificultad en cum­

plir ambas condiciones, pero al variar en dos órdenes de mag­

nitud esto es imposible. La única forma de integrar numérica 

mente la ecuación es utilizando un esquema implícito (de Eu­

ler hacia atrás) que es incondicionalmente estable y permite 

relajar la condición de la ec (14); sin embargo, dada.la va­

riación de S, la desviación es muy. grande y la integración n~ 

mérica tiende a alejarse de la solución de la ecuación dife-: 

rencial cuando esto sucede (Richtmeyer y Horton, 1965) ¡el. 

único remedio a esta falla es reducir los intervalos finitos 

de integración t:.Z y.t:.t. Se procuró tener seguridad de la 

exactitud de los resultados para lo que se comparó la solu­

ción por diferencias finitas para el caso de B constante con 

la solución exacta que da.la ec (Al O del apéndice) para dife~ 

rentes historias de carga y características del material; se 

fueron .~finando la malla espacial y la temporal cumpliendo 

la condición de la ec (13) hasta obtener erro~es menores del 

2% en la magnitud de la carga; un ejemplo de los probados se 

muestra en las figs 9 a lly se comenta ~n el inciso 2.5~2. 

. Se procedió después a estudiar el efecto de la variación de 

S, cuyo valor (virgen o 60nsolidado) depende en un punto de '. 

la presión hidráulica mínima ocurrida en la historia de pre-
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siones de dicho punto, como se explicó en el subcapítulo 2.2¡ 

al avanzar la solución en el tiempo no se sabe cómo variará 

la presión en cada punto (y por lo tanto, qué valor de a ten­

drá) por lo que el método de solución debe ser iterativo. 

Se probaron distintas historias de carga 'hidráulica en la 

frontera inferior del acuitardo dejando la superior constante 

y se analizaron los perfiles de carga hidráulica resultantes. 

De dicho análisis se concluyó que, después de una serie de 

cargas y descargas se presentan esencialmente dos situaciones 

al comparar el perfil de cargas con el de cargas de preconso­

lidación del material (mínimos históricos): 

a} Si después de un periodo de abatimiento de cargas hidrául! 

cas se ~ie~e otro de recuperación, los perfiles de carga 

tienen siempre evoluciones similares a la mostrada en la 

fig Si .si los perfiles'de recuperación se comparan con el 

de preconsolidación (que en este caso resulta ser el inme-

diatamente previo a la recuperación) se observa que la ma­

yor parte del per~il tiene cargas superiores a las de pre­

consolidación salvo en la parte más alejada de la frontera 

donde son menores; si la situación se mantiene por un tie~ 

po largo, el perfil de carga tenderá a su posición de equ! 

librio (línea recta entre las cargas en las fronteras), p~ 

ro siempre con·su parte cercana a la frontera, que contro-

la el flujo con el acuífero, con cargas (presiones de po-

ro) mayores que la de preconsolidación, o sea, con un coe-
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ficiente de almacenamiento reducido 

b) Si después de una recuperación como la descrita en (a) se 

tiene un abatimiento que no +ebasa el máximo histórico, 

la situación del perfil no cambia en lo sustancial¡ en 

cambio, si el abatimiento en la frontera sobrepasa el máx! 

mo histórico, todo el perfil de cargas emerge sobre el de 

preconsolidación (toma valores negativos mayores) pero tie 

ne que evolucionar desde abajo del mismo mientras ocurre 
., 

el abatimiento, como se muestra en la fig 6. 

2.4 Teól6 pa~a una 6olucl6n ap~oxlmada 

Partiendo de las observaciones anteriores y como un intento 

para evitar la discretizaci6n de la coordenada vertical del 

acuitardoy seguir utilizando el método de ecuaciones integr~ 

diferenciales como las·ecs (2), se pensó en probar ~na solu-

ción aproximada con base en un factor B variable s6lo con. el 

tiempo y de~erminado por la condici6n de carga en la frontera 

del acuitardo con el acuífero. 

Para probar este tratamiento se deben resolver las mismas 

ecs (1) pero con la relación B=Kt/(S~b2) variable. en el tiem­

po y constante en la vertical. Una forma de hacerlo muy sim! 

lar al caso de B constante, se describe en el apéndice; el 

resultadd es también similar y conduce .a las écs (2) con la 

única diferencia de que el argumento de las funciones f y h 
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en lugar de ser B(t-T) resulta {t BdT 1 (o'si el argumento era 

T ' 
BT se ,cambia por 6 SdT 1 )· 

Para definir el valor de B más adecuado para el cálculo hay 

un par ,de opciones que se ocurren de la observación de los 

perfiles de presión obtenidos discretizando el medio en la 

vertical (figs 5 y 6) Y son: 

a) Para el caso de recup,eración, utilizar el B correspondien-

te a material preconsolid~do ya que la parte cercana a la 

, frontera está en esa situación, o bien, utilizar una combi 

nación de los dos coeficientes (el virgen y el de precons2 , 

lidación) ya que la par'te superior del perfil se desarro- ' 

lla en estado virgen. Lo mismo se haría ,para cualquier 

abatimiento que no sobrepasára el máximo histórico 

b) Para un abatimiento que sobrepasa la presión'mínima histó-

rica, utilizar el valor de S para material virgen, o bien, 

'ya que el perfil evoluciona durante el intervalo de tiem-

po, primero por el estado preconsolidado y luego por el 

virgen, dividir el intervalo en dos'partes y utilizar el B 

correspondiente para cada una; si la evolución es tod~ en 

estado virgen se usa un solo'valor de B. 

Las opciones descritas se fueron probando sucesivamente como 

se indica a continuación hasta llegar a la mejor. Se utilizó 

como base de comparación el resultado de una integraci6n so-

: 1 
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bre una malla muy fina de diferencias finitas que a su vez se 

validó comparAndo lo. con la solución exacta que proporciona 

el método integrodiferencial cuando e es constante. 

2.5 .Obtenci6n del mltodoap~oximado 

2.5.1-Evaluación numérica 

La solución a las ecs (1) con e variable es la integral de l~ 

-ec (Al0) del apéndice. Su cAlculo debe hacerse numéricamente 

en intervalos discretos de tiempo en forma muy similar al ca-· 

so de e· constante como lo hacen Herrera y Yates (1977) y que 

se describe a continuación. 

La integral es 

H(Z,t) = f ~ (1- - -2 E e l' l' 
t aH~ Z IX) sen nTIZ/b -n 2 TI 2

/
t

S.d1')"d"" 
o a t l' b n=l nTI " 

donde 

H 
o 

(15) 

carga hidráulica en Z = O 

Los dos primeros términos se integran directamente intervalo 

por intervalo de tiempo ~t ya que 

t+~t 

J aaH¿j dT = 
t l' 

o b{en en forma total: 
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, 
,,-

I(t aH ' . 

j a(J T (l-Z/b)dT= 
, o . 

(l-Zjb) (H k-H' ) o, 0,0 

Para el tercer término escríbase el valor de la integral al 

final del siguiente intervalo de tiempo: 

t+L\t 

J aH~ 2 2 t+L\t sen n'lTZjb ~ e-n'lT f 'BdTl dT 
n'lT, at T, 

o T 

La integral es: 

t+L\t 
aH~ 2 2f' O -n 'lT' BdTl' 
~ e T 

T 

Si se considera un valor medio deB constante en el intervalo 

(t,t+L\t) igual a Bk+1: 

2 2 Q • j.' ft a H ~ , 2 2 t . = e-n,'lT lJk+lut ~ e-n 'lT { BdTl di+ 
at " . 

o T 

Esto proporciona unaf6rmulade recurrencia ya que: 

lo que permite calcular la integral de, (16) si se evalúa numé 

ricamente su segundo término en el intervalo; una vez calcula 

da I n ,k-t1 es simple obtener .el valor de H(Z,t). 
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Para el cálculo numérico del segundo término de (16) hay va-

rias alternativas que representan opciones para pesar el efec 

to del cambio de ·la carga hidráulica en la frontera durante 

el intervalo considerado. Aquí serán útiles tres de estas op 
.. aH~1 -

ciones que consideran valores medios constantes de at] T. Y 

de 8. 

Opción 1. aH ~ Integración exacta. ~ 
at t+6tj2 

sale fuera de la 

integral y se integra directamente la exponencial con 8=cons-

tante 

= 
aH~J . ¡t.+6t 2 2 

T v . -n TI 8k+1(t+6t-T) 
e dT 

n1 ,k+1 at t+6tj2 

= 
aH 

o 

at t+6tj2 

t 

2 2 Q 
1-e-n TI fJk+1 

(17) 

Opción 2. Integración numérica Crank-Nicholson. Similar a 

la anterior, pero en lugar de integrar se usa el valor de la 

e~ponencial a la mitad del intervalo por lo que el término 

resulta: 

(18) 

.. 

Opción 3. Integración numérica Euler hacia adelante. Se usa 

el valbrde la exponencial al principio del intervalo 

T - aH~1 e-n2TI28k+16t 6t 
n 3 ,k+1 - ~t+6tj2 ( 19) 
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Las tres son opciones válidas num~ricamente ya que al utili-

zar un valor del·iritegrando dentro del intervalo de integra­

ción se comete un error del orden ~t2. 

Los tres factores de peso P l'P 2 Y P 3 que multiplican a 
aH) I . . n, n, n, 
a.~ . ~t de las tres opciones anteriores se han dibujado en 

t+~t . 
. 1/2 

lafig 7 contra la variable n1T(B~t) ; la razón de su uso se 

expli~ará más adelante. Con ·la notación anterior, laexpre-

sión para H(Z,t) queda::· 

donde 

1 n,k 

P n,i 

1 n,l 

alguno de los 

que se escoja 

primer valor 

sen n1T Z/b . 
1 n,k n1T 

tres factores definidos 

para pasar·la influencia 

aH~ de 1 = P n i a tal· ~ t . n 

(20) 

arriba 

a aH /at 
o 

Las derivadas respecto al tiempo de Ha se estiman con la dife 

rencia de cargas al final y al inició del intérvalo 

aH'2.I. = 
~tJ . 

J 

H . - H . 1 
o,) 0,)-

~t 
( 21) 

El número de t~rminos necesario para calcular con determin'ado 

error la serie de la ec (20) ha sido estudiado por Herrera 

(1974) Y por Chen y Herrera (1982) y, depende del producto· 

B~t; más chico es ~ste, más t~rminos se necesitan. Para rea-



l. 

,. 

r~ 

27 

lizar las pruebas numéricas que se describen a continuaci6n 

se calculó el núme~o de términos necesarios y se aplic6 la 

ec (20); sin embargo, para la utilización del método en la 

simulación de acuíferos en el que aparecen derivadas de la ec 

(2) en la frontera del acuitardo, se propone un método dife-

rente que emplea un número fijo de términos y que se describe 

en el apéndice. 

2.5.2 Pruebas numéricas 

Para comparar los resultados de una solución aproximada con 

los que proporciona la integ~ación por diferencias finitas 

en una malla vertical fina, tomada como base, se escogi6 una 

historia de cargas que propiciara la aparición de las situa­

ciones de tra~sición descritas en elsubcapítulo 2.3. Esa 

historia de cargas en la parte inferior del acuitardo es la 

mostrada en la fig 8 que, como se ve, es una sucesi6n de aba-

timientos y recuperaciones en la ~ue los abatimientos son ca-

da vez mayores; en la parte superior del acuitardo se supuso 

inicialmente carga constante. Las características del acui-

tardo se mantuvieron las mismas en todas las pruebas, excep-

to naturalmente ei parámetro B que toma dos valores para la 

misma prueba, el virgen y el de preconsolidación, y el espe~ 

sor del acuitardo con el fin de cubrir tiempos cortos, inter-

medios y largos (ver inciso 1.1). Las características emple~ 

. . -9-· -1·· 
das fueron K'=10 mis, S~~O.Ol m ,anchos de 15 y 50 m y 

relaciones de ~ consolidado a B virgen,B2/Bl de 10 y 100; les 
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intervalos de tiempo usados en el método integral aproximado 

7 fueron de medio año, 1.577x10 segundos y la historia de car-

gas duró 20 años; con esas características se cubren tiempos 

adimensionales que van de 0.0006 hasta 0.280, medidos con el 

B menor,: o sea el B virgen. 

Las variables de comparación para juzgar la bondad de ajuste 

del método aproximado al de diferencias finitas fueron los 

perfiles de presión,' el ~audal unitario (velocidad) descarg! 

do al acuífero.y su integral en el tiempo que da el hundimiento. 

Como se mencionó en el inciso 2.3, se comprobó primero que la 

malla de discretización fuera adecuada al menos para cuando B 

es constante comparando sus resultados con los de la solución 

integral que en ese caso es exacta; esto se muestra en las 

figs 9 a 11 en las que se comparan los perfiles de presión ob 

tenidos por los dos métodos en condiciones de carga mínima, 

intermedia y máxima durante el proceso cíclico crec~ente de 

abatimientos en la frontera inferior delacuitardo; puede ve! 

se que la concordancia es casi perfecta, pero para lograrla 

hubo que dividir el acuitardo con una malla de 0.25 m de nor-

ma y reducir el intervalo de tiempo a 0.1 años mientras que 

los resultados del método exacto pueden tener prácticamente 

cualquiet intervalo de tiempo y conocerse la carga en ,20 pun­

tos en la vertical con la décima parte de tiempo de procesa-

,miento. 
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Se procedió luego a probar algunas de las alternativas indica 

das en el inciso 2.4¡ después de varias pruebas en las que se 

obtuvo a veces muy buena concordancia y otras veces meno~ bue 

na, se decidió sistematizarlas partiendo de la discrepancia 

que se obtendría si se ignorara el comportamiento histerético 

del material confinante y ver luego cómo eliminarlas. Esas 

diferencias se muestran en las figs 12 a 14 en perfiles de 

carga y en la fig 15 en caudales descargados al acuífero para 

el acuitardo de 50 my relación de S consolidada a 8 virgen 

de 10. Puede verse ahí que para abatimientos máximos las car 

. gas en los perfiles son bastante cercanas pero mayores en ca­

so de no tomar en cuerita el cambio de 8, por 10 que dan caud~ 

les de descarga mayores al acuífero; que en recuperación to­

tal en la frontera los perfiles son muy cóncavos 10 que sign! 

fica un flujo del acuífero al acuitardo que es mucho mayor ~n' 

caso de no considerar el Gambio de 8 (fig 15). Esta út1ima 

es la diferencia más grande y la que se buscó corregir con el 

método aproximado. 

" 

Se escogió a continuación el procedimiento más simpl~ que es . . 
el de tomar el valor de 8 virgen (se le caracterizará en .10 

que sigue por 81) siempre que la carga en la frontera evo1u-

cione a valores menores que el mínimo histórico y el valor 

de 8 para material consó1idado (se llamará 82) cuando la car-

ga en la frontera cambie a valores mayores. Los resultados 

se muestran en 1a~figs16 a 34 en perfiles de cargas en cau~ 

da1es descargados y en hundimientos para tiempos cortos (esp~ 
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sor del acuitardo 15 m) y tiempos largos (espesor del acuitar 

do 50 m) y con valores de B2/Bl .de 10 y 100 para cada espe-

sor. Puede verse ahí que la correspondencia en caudales es 

buena 10 mismo que los perfi1es·de carga para tiempos cortos 

y re1acionesBi/~i_de 10; sin embargo, en tiempos largos y 

82/B 1 =100 los perfiles se 60rre~ hacia la izquierda de los de 

referencia y la concordancia en caudales drenados es menor. 

De hecho, es de notarse que los resultados que da la integra­

ción con diferencias finitas cambian poco al cambiar B2/Bl 

y esto ~s debido a que la parte consolidada del acuitardo es 

la inferior y está regida por la carga en la frontera, mien­

tras qu~ la parte ~uperior continGa en condiciones ví~genes 

en cua1quiercaso¡ en.cambio, en el método aproximado se sup~ 

ne que todo el espesor tiene el 82 por 10 que sus respuestas 

a recuperación de carga son más notorias ya que corresponden 

a una capacidad de almacenamiento menor del material. Para 

. tiempos largos esto no tiene mucha importancia debido a que 

la parte superior del perfil está condicionada a la carga en 

la frontera superior del acuífero. 

En el cálculo de hundimientos, que son los caudales integra­

dos en el tiempo, se nota una tendencia a subva1uarlos con e~ 

te primer método aproximadO,. aunque la forma de evolucionar 

es muy similar; esto e~la práctica no representaría una 11mi 

tación muy grande ya que normalmente las características del 

acuitardo· se conocen en forma aproximada por medio de. pruebas: 

de bombeo; esas características deben corregirse al hacer la 
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simulaci6n numérica, para reproducir evoluciones de niveles 

piezométricos y de hundimientos del terreno observados, Al 

utilizar este primer método bastaría modificar ligeramente el 

coeficiente S para obtener una concordancia muy buena en cuan 

to a evolución de hundimientos. 

A pesar de la considerac~ón anterior, se prefiri6 intentar 

mejorar el método, para lo cual se ensayó con valores del pa­

rámetro S intermedios entre S2 y S. cuando la carga en la 

frontera fuera mayor que el mínimo hist6rico; esto resu~ta 16 

gico porque, corno se ha visto, parte del perfil está en esta~ 

do consolidado y parte en estado virgen; el mejor valor fue 

el promedio geométrico de ~ ; además de esto, fue también 

mejor'utilizar el peso intermedio Pn2' para la útlima deriva­

da de la carg~ respecto al tiempo en la ec (20), que el peso 

Pn1 que se había utilizado antes y que se siguió aplicando 

cuando la carga de frontera es menor que la mínima histórica, 

Ho,mín' La mejoría en el cálculo de los perfiles de presión 

y de caudales descargados pued~ verse en las figs 35 a 38 pa-

ra espesor de acuitardo de 50 m y S2/S.=100; se nota, sin em­

bargo, que los caudales para recuperación total, que resultan 

negativos, son de mayor magnitud que los de referencia. 

Un último intento por mejorar el cálculo para recuperaciones 

altas, después de varias pruebas numéricas, result6 en la sub 

división del intervalo de cargas oo<H <H. í en dos partes; o 1,m n ' 

la primera, entre 00. y 0.2 Hmín se trat6 con el coeficiente 62 

. '. ' ' 
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consolidado y el peso Pn3 en la ec (20); el resto del inter~ 

valo se siguió tratando como se indicó en el párrafo anterior, 

esto es, con el promedio geométrico de las betas y peso Pn2 , 

entre 002 Hmín y Hmín y con Pn1 y 61 para Hmín>Ho>-~' 

Este resultado es también lógico, ya que a mayor recuperación 

mayor es también la parte del perfil de presiones que se en-

cuentrá en estado consolidado. 

La utilización de pesos diferentes en la integraci~n del dlti 

mo cambio,de carga obedece a la necesidad de amortiguar su 

efecto sobre la parte superior del perfil de presiones para 

el que las hipótesis de sirnplif icación no se cumplen. 

Los perfiles de carga y los caudales de descarga se comparan 

con los de referencia en las figs 39 a 56 para todos lasca­

sos tratados (tiempos cortos y largos y 62/61, de 10 y 100) o' ' 

Se aprecia en estas gráficas la mejoría en la estimación de, 

flujos Y hundimientos respecto al primer método aproximado y 

que se ha logrado que los perfiles de ~arga hidráulica seán 

más cercanos a los de referencia y siguan su misma tendencia 

evolutiva. En los casos más desfavorables (tiempos cortos,y 

rela'ciones 62/61 altas) no ha sido posible eliminar a.lgunas 

de las tendencias del método aproximado como son dar flujo&" 

de drenado riegativos mayores que los de referencia y una sub 

valuación del volumen total drenado' (hundimiento)' del orden 
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del 20% (ver figs 55 y 56); sin embargo, es pertinente aquí 

también el comentario hecho arriba respecto a la riecesidadde 

calibración de los parámetros del acuitardo al simular numé.;,. 

ricamente un acuífero, con lo que basta qUe el método manten-

ga el orden de magnitud yla tendencia de evolución para que 

su ajuste se logre modificando ligeramente el parámetro B. 

2.5.3 Aplicación a diferente~ historias de carga y a una me-

dición de campo 

Como parte de una comprobación final se compararon los resul­

tados del método desarrollado con los de diferencias finitas' 

para otras historias de carga en la parte baja del acuitardo, 

espec1ficamente dos recuperaciones de carga después de un pe­

riodo de abatimiento, para el caso de mayor dificultad,tiem-

pos corto~ y 62/81=100. Las recuperaciones se producen des­

pués de 5 años de una depresión de 10m; la primera de ellas 

es de 5 m de carga de tal manera qrie permanece con .una depre­

sión de 5 m.. En este tipo de recuperaciones el método aprox!. 

mado no es muy exacto en la estimación de los perfiles de car 

ga como puede verse en la fig 57 para diferentes tiempos; sin' 

embargo, en esas condiciones el caudal drenado es de muy poca 

magnitud por lo que el error cometido es poco si la recupera-, 

ci6n no es de mucha duración. La segunda recuperación proba-

da fue de 15 m~de carga después de 5 años con 10 m de'depre-

sión, de tal manera que la frontera queda con una sobrecarga 

de 5 m. En este caso los re~ultados son tot~lment~ coinciden 
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tes como se aprecia, en lasfigs 59 y 60. 

Se compararon también resultados para cuando exis,te variaci6n 

de carga en las dos fronteras del acuitardo, con la hip6tesis, 

para el método aproximado"de que los efectos son aditivos. 

Los resultados se comparan en las figs 61 a 64 también para 

tiempos cortos y Sz/Sl=100i la historia de carga fue la misma 

en las dos fronteras por' lo que los perfiles son simétricos 

respecto al centro del acuitardo. La aproximaci6n que se ob-

tiene es muy parecida al caso de variaci6n de carga en una so 

la frontera. 

Por último, el método propuesto se aplfc6 a un caso clásico de 

~ariaci6n cíclica de niveles piezométricos de mediciones he-

chas por el U.S. Geologic~l Survey en Pixley, Cal. (Lofgren 

1978). Las mediciones incluyen registros piezométricos arri­

ba y abajo de un manto arcilloso durante más de diez' afios, re-

gistro de la consolidaci6n del manto en ese mismo periodo y 

una estimaci6n, por-cálculos globales, del m6dulo de deforma­

ci6n virgen y el de estado consolidadoi no hay estimaci6n ni 

medici6n de la permeabilidad vertical por 10 que este paráme-

tro sedej6 para ser calibrado. En la fig 65 se muestra el r~ 

gistro de variaciones piezométricas en la parte inferior (pro-' 

fundidad 13~ m) y en l~superior (profundidad 230 m) del manto 

arcilloso;las características del manto son: espesor b=100 ro y 

almacenamientos especí'ficos, virgens~1=4.6X10-4 m- 1 y consoli 

- -6 -1 
dado y S~2=6.2x10 ro .La permeabilidadK ' se vari6hasta 
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lograr un buen ajuste en la estimación de la consolidación en 

-8 el periodo de observaci6n y resultó ser de 2x10 mis, valor 

razonable para arcillas. En la fig 66 se muestra el ajuste 

entre asentamientos calculados y observados; sin embargo, co-

mo el valor de S~ reportado para este caso se obtuvo en forma 

. global para el estrato y se ha visto que la parte más afecta­

da del mismo es la más cercana a la frontera donde ex{sten 

las variaciones de carga hidráulica, se prob6 a variar los 

dos valores de S~ haciéndolos mayores que los reportados; el 

resultado se muestra en las figs 67 y 68 para otros valores 

de S' Y K' que, como puede apreciarse, ajustan mejor los cál­s 

culos a las mediciones a pesar de que se cambiaron de orden . 

de magnitud. En la f~g 

125 Y K' = 3.1x10- 9 mis 

125 y K' = 7.2x10- 10 mis. 

67 

y 

se usaron 

en .la fig 

S' s1 

68, 

2x10- 3 -1 B2/th = = m , 

S' 10-2 ';"1 
B2/B1= = m. , 

s 

Este resultado hace ver, por una parte, que la metodología e~ 

pleada ajusta aceptablemente la evoluci6n de la reláción en-

tre variaciones de carga y asentamientos de mantos confinan-

tes y, por otra, que, más importante que la aproximación de 

la metodología usada, es el conocimiento del orden de magni-

tud de alguna de las características del material, ya sea su· 

permeabilidad o su m6dulo de compresibilidad, lo cual debe 

hacerse a través de pruebas de laboratorio en muestras inalte 

radas, o bien por medio de pruebas ,de bombeo de larga dura­

ci6n y con pozos de observación. 



3. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

Se desarrelló un métede apreximade para el cálculo. del inter-

cambie de agua entre un .acuitarde y les acuíferes que tenga 

en centacte, que tema en cuenta el cempertamiente histerétice 

del material sedimentario. saturado. cuando. se descarga su es-

tructura después de un periede de carga; el prepósite del de-

sarrelle fue ampliar la aplicabilidad del métede numérico. ba-

sade en ecuacienes integrediferenciales (Herrera y Yátes, 

1977), para la simulación de acuíferes semicenfinades que se 

hace en función de sólamente la piezemetría en les acuíferes. 

El método. prepuesto. da apreximacienes aceptables (erreres me­

dies meneres del 10%) en. les volúmenes de agua intercambiada 

y evelucienes de perfiles piezemétrices similares cuando. se 

le cempara c6n un métede.de seluci6n de l~ ecuaci6n de flujes 

sebre una malla dediscretizaci6n del acuífero.. Su ventaja 



I i 

" 

,..', 
;. 

37 

la tiene en el ahorro en tiempo y de almacenamiento para c6m-

puto que es en ambos del orden de 20 veces menor que para el 

método de discretizaci6n. Lo anterior se confirm6 aplicando 

el método propuesto a diversas historias de carga, muchas de 

ellas con variaciones extremas y reproduc{endo el desarrollo 

de la consolidaci6n de un manto arcilloso sujeto a variaci6n 

cíclica de cargas de acuerdo con mediciones de campo. 

El cálculo numérico del flujo de intercambio entre acuíferos 

y acuitardo es totalmente similar al desarrollo por Herrera 

y Yates por lo que puede acoplarse en la misma forma al cálcu 

lo numérico del comportamiento del acuíferoi la única difere~ 

cia estriba en que, como la carga en la frontera no se conoce 

de antemano y de ella depende la caracterizaci6n del flujo en 

el acuitardo, se debe usar Un métodoiterativoi se han hecho 

ya algunas pruebas encontrándose que sin ningún método espe-

cial se hacen un máximo de tres iteraciones ya que basta com-

probar el estado de carga'de la frontera para dar por buena 

una iteraci6n. 

El método se aplic6a un registro hist6rico largo (trece 

afios) de mediciones de ca~gas hidráulicas y de asentamientos 

en un estrato arcilloso en: Pixley, California (Lofgren 1978) ¡ 

se encontr6,que es posib17 calcular con bastante aproximaci6n 

la evoluci6n de los asentamientos del estrato pero que esto 

se logra con un rango amplio de parejas de valores del alma-
";" 

cenamiento específico y de permeabilidad del material (que 
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cambian los tiempos adimensionales de largos a cortos); esto 

hace ver que más que mejorar la precisión del método de cálcu 

lo, es necesario estimar al menos el orden de magnitud de al 

menos uno de esos parámetros, con pruebas de laboratorio o de 

bombeo, para una correcta .modelación del ~cuífero. 

Al aplicar resultados de investigaciones recientes (Juárez B~ 

dillo, 1975, 1983) para estimar el cambio en las característi -' 
cas del material confinante por consolidación, se encontró 

.que en algunos casos estos cambios pueden tener efectos noto-

rios en el comportamiento del sistema aún en el caso de que 

inici~lmente fueran constantes. Esos casos serán en general 

~antos arcillosos poco profundos y de alta compresibilidad; 

en ellos se recomienda utilizar el método aquí propuesto en 

la etapa de calibración del modelo numérico del acuífero ya 

que con él se logran ahorros, importantes de tiempo de cálcu­

lo; una vez calibiado así, se tendría que afinar con la dis-

cretizaci6n vertical del acuitardo para tomar en cuenta la va 

riación de las características hidráulicas con la consolida-

ción. Por otra parte, como investigación futura puede resul-

tar provechoso investigar:métodos eficientes para tomar en 

cuenta la variaci6n temporal y espacial de l~ permeabilidad y 

el coeficiente de almacenamiento del acuitardo para ser apli-

cados a la simulaci6n de acuíferos. 

Mientras tanto, el método .aquí propuesto se recomienda para 

su uso en la evaluación dél flujo y del hundimiento del terre 
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no debidó al bombeo en acuíferos en contacto con, formaciones 

compresibles con variaciones cíclicas de carga o para prede-

cir los efectos de políticas de suspensi6n de bombeo, con las 

limitantes señaladas en el párrafo anterior. 
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Lista de símbolos de las variables 

módulo de compresibilidad de la estructura s6-

lida de un material' {m2/kg} 

espesor del estrato confinante o acuitardo{m} 

relación de vacíos del material arcilloso {O} 

función de memoria ec (2b)· {U} 

carga hidráulica· {m} 

función de influencia, ec (2c)'{O} 

permeabilidad vertical del material confinante 
, {mis} 

coe'ficiente de compresibilidad volumétrica del 

material confinante'{m2/kg} 

porosidad del material confinante' {O} 

presión de consolidación {kg/m2} 

peso que se da a la última variación de carga, 

ecs (17) a (19)' {O} 

caudal fuente unitario proveniente de fuera 

del sistema en un punto del acuífero {m/s} 

exponente én la,ec la)'{o} 

coefi~iente de almacenamiento del acuífero i 

{O} 

coeficiente de almacenamiento específico del 
, {m- 1 } acuitardo 

exponente en la ec (10) {O} 

transmisividad del acuífero i. {m2/s} 

tíempo' {s} 

tiempo adimensional, t'=l3t' {O} 
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x,y 
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13 1 

13 2 

. ' 

Sk 

Y 
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n 

~ 

volumen de sólidos de una muestra {m3} 

volumen total de una muestra {m3} 

volumen de vacíos de una muestra'{m3} 

coordenadas horizontales' {m} 

coordenada :vertical con origen en la base del 

acuitardo {m} 

factor de características del acuitardo en con 

diciones vírgenes Sl=Ki/(S~lb~)'{s-l} 

factor de características del acuitardo para 

presiones menores que la de preconsolidaci6n 

S =K'/fS' b 2 ). {s-lj 2 2 s2 2 
. -1 

factor del acuitardo para el instante k {s } 
. ,3 

peso específico del agua {kg/m } 

coeficiente de compresibilidad del agua' 

carga hidráulica adimensional, H/b· {O} 

coordenada vertical adimensional, Z/b {O} 

Nota: las dimensiones de las variables estári dadas entre lla­

ves· {}i m = metros, s = segundos, kg = kilogramos,fuerza, 

O adimensional 
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1. . SOLUCION ALA ECUACION DE FLUJO EN EL ACUITARDO CON AL~ 

MACENAMIENTO VARIABLE DE INTERVALO EN INTERVALO DE 

TIEMPO· 

Por facilidad de exposición se considerará el caso de un acui 
\. 

tardo limitado por dos acuíferos , en uno de los cuales se man 

tiene el nivel pi~zométrico constante. 

Sin embargo , esto no es limitante ya que la metodología puede 

aplicarse a cualquier condici6n de frontera. 

La ecuaci6n de flujo vertical en el acuitardo es 

(Ala) 

con ·condiciones iniciales: 



A.2 

11 (l i:J):::. ·0 
.J (~lb) 

o 

condiciones de frontera: 

(Ale) 

(Ald) 

y condición límite 

:el/' ) (Ale) . 

donde 

H carga piezométrica.¡ H =Z + pI t 
S' coeficiente de almacenamiento específico del acui­s 

tardo 

K' permeabilidad hidráulica del acuitardo 

z coordenada vertical 

t tieIi1po 

p presión de poro o del agua 

r peso específico del agua 

b espesor del acuitardo 

La soluci6n a este sistema puede obtenerse por el método de 

separación de variables y desarrollo en series de Fourier .. 



A.3 

Dada la condici6n límite en t -> cO conviene suponer la solu-

ción del tipo 

(A2) 

donde Wn es s610 función de z yVn sólo función de t y cada 

producto satisface a las ecs (1); 

Sustituyendo (A2) en (Ala), tomando el término enésimo de la 

serie y dividiendo entre V Wse obtiene . . n n 

! (A3) . 

Si el primer miembro es s610 función de z y el segundo s610 

funció~ de t j son iguales, deben serlo a una constante, que 
.. 

se ha llamado P. De (A3) se obtienen dos ecuaciones diferen-

ciales ordinarias: 

o (A4 ) 

(AS) 

La solución de (A4) es inmediata: 

. ?k..' t!5'./ e .S' 

I e 

en la que si P es negativa, la función Vn cumple con la con-



, " 

A.4 

dici6n límite en t -9' ~., 

• 
La (AS) es una ecuaci6n diferencial de coeficientes constan-

tes con ecuaci6n característica o(~?=- o ; eI...:.:! /? . 
Si f/<:O la soluci6n, general de (AS) es: 

'~=/7 

Para cumplir con la condici6n (Ale) se necesita'que ~3 =~ 

Y para que .1-1 (b..ltJ ~ f), ). b = n 7T ' o sea, .. ~ = n7T / /; . 

La ec (A2) se escribe entonces 

donde a n reune a las. constantes Cl y C2 'y ~ -

. , 
k 

$,'6<-s' . , 

La condici6n(Álb) permite el cálculo de las a
n 

ya que si 

#'[~.I0) =- O : 

E 0:" /J~n/l// :- - -'.11 /t/ Ú - t j 
n=1 

y las a n son los coeficientes del desarrollo en serie de 

Fourier de la funci6n - 11/11 (1 - ~) 'en 1:) < -C ~ b : 

ar¡ = t 1 :/1, (~/b - f) -le}} /]4' -2/b d ~ 
o 



A.5 

y finalmente 

Para extender esta solución al caso en que el coeficiente S· s 

es variable, se tratará el problema como si fuera lineal en-

tre intervalos de tiempo, partiendo del perfil de cargas al 

inicio de cada intervalo. 

As!, la~ ecs (Al) para el segundo intervalo de tiempo (que se 

considerará constante) s~n: 

(A7a) 

. // (t) L1 t) dado por (A6) con! = ñ; 0<' -t: <: ca 

11 (O ji!. t) = .!5.H(+ Ll/-lz. ~ Z =·0 
(A7b) 

/-1 ( ~ tJ , (A7d) o 

(A7e) 

donde 

es el incremento de la carga en el 20. intervalo 

de tiempo 
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ft = k ;(5:, b~) 
y el origen del tiempo se ha corrido a t;::. ..6. t. El fenómeno 

transitorio se desarrollará ahora 'con el nuevo coeficiente' 

del almacenamiento 5;:1.. o sea con una nueva/..? = K,/(s~: J/) i 

para obtener una solución a estas nuevas ecuaciones conviene 

tomar eso en cuenta y como se hizo en el primer intervalo, 

suponer la solución del tipo 

<:>O 

fI (z:) t-4t) = (¡'f/~ -/-j,H) (1 - f) + f-, v" hI., 

Los pasos son.los mismos que anteS, sólo que en la obtención 

de l6s ~oeficient~s de la serie se presenta una condición 

diferente: 

y como ahora se cumple la condición (A7b) ent = ~t 

por lo que 

Or¡ - b~ J'~ C ~) ni7-& I i>H;l. f- b A.t.n b 0.2-

() ..6 

'2 ¿/-!{ j b . S ~YJ 
O 

de donde resulta: 

/7/7;c. 

b 

,:-
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Se puede continuar en la misma· forma para otros intervalos de 

tiempo que, si se toman constantes entre variaciones de la 

carga H yel coeficiente ¡3 'último, al final de cada interva­

lo resulta que: 

Por último, si la variaci6n en el tiempo de H y f 
nua se tendrá 

es cónti-

De interés para la simulaci6n del comportamiento del acuífe-

ro es 'el flujo por unidad de área (velocidad) entre el acui-

tardo y el acuífero que está dado por ~=-K/~J'. 
I ' ~ e l=-o 

(All) 

t t ' 

'i-~K (~.J (r+zZ e-r¡~{(d?')dz. 
( b J .'S2>.e: ¿ .., -::'1. . 

o . 

El flujo por la frontera superior es 
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que resulta 
t. '. t 

. f "f f../.]' ex!> f) - r?¡(2 i (3d 0 
~ ~ ~ . ~ (1 + :{, ¿ (-/) e z)J e 

2 b ~ (,. z . h:.' 

. O. . . 

(A12) 

En el caso particular que f3 sea constante se obtiene la so-

luci6n dada por Herrera y Rodarte (1973), o sea, las ecs' (l) 

del texto principal • 

.#.,. .. 
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2. EVALUACION NUMERICA DE LAS SERIES INFINITAS PARA EL CALCU­

LO DE LOS GASTOS UNITARIOS 

El gasto unitario drenado al acuífero se obtiene numéricamente 

al derivar la ec (20) del-texto respecto a Z y multiplicar la 

derivada por K':. 
f . 

(A ,~) _ 

donde 

Herrera y Yates (1977} proponen el truncamiento de la serie infi~ 

nita a un nÚIDe·ro finito de términos y el traslado del residuo 

al origen para mantener el gasto total~ sin embargo,. para tiem­

. pos muy cortos el número· de términos resulta excesivo por lo 
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que Chen y Herrera (1982) evitan este problema con una t~ans-

formaci6n del argumento de integraci6nque es aplicable s610 

para tiempos cortos. En la presente ap1icaci6n esto resulta 

inconveniente porque el cambio en el valor de f puede llevar 

el problema de tiempos cortos a tiempos largos y viceversa en 

la misma vertical. Por esta raz6n se propone aquí un método 

alternativo que resuita en cierta forma similar al cambio de 

argumento de Cheny Herrera y que es aplicable para todo tiem-

po. 

Una aproxirnaci6n al valor de una serie se obtiene al considerar 

sus términos corno una func'i6n discontinua de los números ente-

ros n de tal manera que la suma puede aproximarse con el área 

bajo la curva continua que une los extremos de las ordenadas 

~(n) centradas sobre intervalos 'unitarios de n(ver fig. A.1): 

1 
+ 2 

CA /4-) 



l· 

1\.11-, 

Se incluyen la mitad de los valores extremos porque la integra-

ción no los tome en cuenta. 

La aproximación dada por la integral depende de la función de 

n que se integre y que define el ,número de términos de la se­

rie que tienen valor; si por ejemplo sólo hay un término apre­

ciablemente diferente de cero, la aproximación por'la int"egral 

sera muy pobre ya la ,inversa si hay mas términos'significati-

vos. 

Esto'se vera mas claramente' con la función que aquí se trata; 

que es Cf (h) - e-/l 2// ~/1.t,t 4 k. 

Los dos factores de esta función son decrecientes al c~ecer n 

de modo que bastara con definir los límites de aplicabilidad 

del criterio integral de uno,de ellos para que el de su produc­

to lo cumpla con mas razón. Si se supone as,í que".!;; Iz.'~ I 
es constante, una primera parte de la se~ie en la ec(Al}) se 

calcula como 

El doble de la serie tiene el valor equivalente: 

(A/S) 
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y su estimación con .la ec(A14) es: 

d:l - )J zlí '1 ).:;¡ t j ~ I? ~ ~ ¿ -t 
L e· ~ 2- e dl7 i1 =q , , 

-1 
() 

y como 

j
<3>Q-¡<? . 

. e dx 
,o ,', 

1/2.. 
11 

L 

-1 

que resulta igual a la (lSA) ,si no se toma en cuenta 

lo que puede hacerse para' ¡5' Á t: <:. tCJ .. ZO , cometiendo un 

error menor que un uno porciento. Por otra parte,' para valo-

res mayores que 0.20, la serie se puede calculardirectámente 

con solo dos términos con errores del mismo orden. 

La aproximación de la serie por medio de una integral tiene el 

objetivo de luego evaluar la integral por fórmulas de cuadra-
" 'É~ z 

tura gaussiana. En especial, las integrales' del tiPO) E -x ¡"(x) ix 
. , D 

se calculan utilizando los ceros de los polinomios de Hermite:. 

06 f e-Xf{;I-) d~ 
() 

(A /:¡,). 
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donde 

X. ceros de los polinomios de Hermite 
1, 

W. peso para la funci6n calculada en X. 
1 ' , ' 1 

Como el argumento' p L t puede pasar en general de ser menor 

que 0.20 a ser mayor, será necesario actualizar en todo momen-

to, además de los N términos de la f6rmula de Hermite, los dos 
, ' 

primeros términos de la serie (n=l y 2) Y utilizarlos alterna-

tivamente en el cálculo deq dependien~o del valor de ~ At 
en el intervalo de tiempo. Esto no representa ningünproblema 

,y tiene la ventaja de que siempre se manejanN+2 términos en 

ia actualizaci6n de la~ In) le En la present~ aplicaci6n se 

utilizaron los pesos y abcisas de Hermite para un polinomio de 

,grado 20, ~ue para la parte positiva del eje resulta'en,N=10. 

En la evaluaci6n de' la suma de los segu~dos términos de In) k. 
puede seguirse el mismo método de aproximaci6n por una inte-

,gral cuando los pesos usados son TI'¡ '2. 7 ?n 3 ya que tie-

nen también una exponencial (ecs 1S.y 19 del texto principal). 

Para el peso ?nI' en cai11bio, resulta más sencillo encontrar 

el factor tota~ de la diferencia (H
t

-Hk - 1 ) (ec A13) integrando 
- . 

directamente 'el término correspondiente' en la ec 16: 

K' 
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donde se hizo el. cambio de variable 1. = 11 +t¡ la integraci6n 

directa se hace utilizando la aproximación que del integrando 

da la ec (16A) hasta = O • :<' . .0 y agregando su 

aproximación con dos términos de la serie de 0.20 en adelante . 

La metodología descrita se comparó con la de la suma de un gran 

número de términos para el caso del bombeo cíclico estudiado en 

el texto principal y los resultados se muestran en la fig A2, 

en la que se vé la buena concordancia. 

En ~lcálculo del efecto de la frontera opuesta a la tratada 

o del gasto en ella q2 (eo'A12) aparece la serie alterna: 

. . Y¡ -h 'Z."r 2p .dt 
(-/) e .' . 

n=1 

que se puede separar en la diferencia de dos series con térmi-

nospositivo~a cada una de las cuales se les aplica el proce-
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GASTOS UNITARIOS EN M/S 
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TIEMPO EN ANOS 

Fig A2 Comparaci6n del cálculo de caudales drenados con series y 
con integrales 
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