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A MODO DE PROLOGO

E1 objetivo central de este trabajo era estudiar . Ta posi-
bilidad de incorporar esquemas de identificacién a un predic-
tor lineal multipasos para predecir el comportamiento de cuen

cas hidroldgicas.

Este tema es de interés en la Seccidon de Automatizacidn del

Instituto de Ingenieria,‘dohde tuvo lugar este trabajo.

Como se trata de un sistema no lineal, variable en el tiempo,
etc, nos propusimos estudiar distjntas alternativas existen-
tes en la literatura para identificar sistemas variantes en
el tiempo. Por eso, esta tesis dedica un capitulo a la des-
cripcidgn (sin estudiarlas con demasiado detai]e) de las tééni '
cas'que nos parecieron mas importantes para abordar este pro-

blema.




Por razones que se evidencian en el trabajo, elegimos una téc
nica para utilizarla en las aplicaciones que nos interesaban.
Se trata 'del algoritmo de minimos cuadrados con factor de ol-

vido variable, al que dedicamos un capitulo aparte.

Dicho algoritmo fue estudiado con bastante detalle, y como
ocurre frecuentemente,cuanto mas ayahzabamos en su estudio,
més preguntas sobre su funcionamiento nos haciamos, muchaé de
. las cuales no han sido-tbta]mehte respondidas en la literatu-

ra.

Apoyandonos en trabajos previbs de Rogelio Loiano,Lea] y
Johnstone y Anderson- (entre otros), pudimos obtener rgsu]ta—
dos de convergencia mas fuertes que los ya existentes en la
literatura, y aclaramos un poco'més los origenes de los pro-
blemas de "blow-up" y "bursting" tantas veces reportados com6
una limitacion en el funcionamiento del algoritmo. Estos re-
sultados se describen con todo detalle, asi como simu]acioﬁes_
que verifican las previsiones tedricas. A peéar de que las
simulaciones que se describen son el resumen de una enormé
cantidad de ejemplos simulados en computadora, el estudio de

este algoritmo ocupa un capitulo bastante abultado de la te-

sis.

Por los resultados obtenidos, -este capitulo es la parte medu-

lar del trabajo desarrollado.



Finalmente se cumplid el objetivo deseado, aplicando esta téc
nica de identificacion para la prediccién de caudaies en cuen
cas hidroldgicas.A eso estdn dedicados los Gltimos dos capitu

los.
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1. INTRODUCCION

1.1 Identificaci6n de sistemas dindmicos

Una de las dreas de la Ingenieria de Control que ha recibido
mucha atencifén en los dltimos afos ha sido la de sistemas au-

toadaptivos, orientada hacia esquemas de control o de predic-

ci6n autoadaptiva de sistemas dindmicos.

Numerosas técnicas han sido. desarrolladas (ver p. ei. R. Iser
mann [4]) en trabajos relativamente recientes, y han encontra

do un rango bastante amplio de aplicaciones.

Todas estas técnicas se basan en un elemento comin: la identi

ficaci6n en linea de sistemas dindmicos.




Desdé un punto-de vista formal se puéde definir la identifica
ci6bn a partir de una fami]ia‘ﬁtde modelos y de la observaci6n
de’ un conjunto de sefiales de un sistema como: dadas‘las sefa-
les observadas, determinar el modelo MeMoque mejor ajuste las

observaciones en el sentido de minimizar un criterio C.

Una clase particular de identificacfén es la que mis impulso

ha tenido. Se trata de 1la observaci6n de las sefales de entra
da y salida de un sistema dinémico, lineal,de pardmetros con-
centrados con pekturbaciones estocdsticas, en tiempo discreto.

Estos sistemas siguen una ley de recurrencia del tipo:

Yy = aygipte.etoan yt_n+bo ut+...+bm Up_mt o€y (1.1)

donde Uy ¥, son entradas y salidas respectivamente, observa-

das en e] tiempo t; e, es una v.a., y i, bj son coeficientes

t
.-constantes. A -

El prob}emé es: estimar el valor de los pardmetros a,... an
bo... bm a partir de Ja observacfén de Jlas suc_esioneswut'yt
de entradas y salidas del sisteﬁa que se quiere identificar
(ver R. Canetti [17] péra una definicién mds precisa de esta

cuestibn).

Este problema se ha denominado de identificacibn paramétrica
de sistemas dinamicos en tiempo discreto. Muchos algoritmos

de solucib6n han sido desarrollados por ofros tantos autores.



Se pueden encontrar estos algoritmos por ejemplo en Goodwin/

Payne [19], Goodwin}Sin [20], 1sermann [4].

Las razones de la cantidad de contribuciones‘son muchas, pero
hay dos de mayor importancia: la cantidad de sistemas fisicos
que pueden ser modelables con (1.1) y la extremada sencillez
de dicho modelo. En particular, cualquier sistemavde§cripti—
ble po? un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, de
coeficieéntes constantes, tiene, en tiempo discreto, una repre

sentaci6fn de entrada-salida como (1.1).

Muchos de los agoritmos desarrollados para resolver este pro-
blema poseen un atractivo adicional: son esquemas de cdlculo
recursivo que admiten una actualizaci6n a medida que nuevas ob

servaciones son accesibles.

Esto permite el cdlculo en 1inea, y la utilizaci6n de ;us re-. .

sultados también en linea.

Ejemplos de estos algoritmos son: minimos cuadrados, maxima
verosimilitud recursiva, variables instrumentales, minimos

cuadrados generalizados recursivos.

Por otro lado tienen una desventaja: presuponen que el siste-
ma se rige segdn una ley como (1.1), aunque los sistemas rea-
les son por lo general de pardmetros distribuidos (orden no "

finito), variantes en el tiempo, y no lineales.




Los algoritmos de identificacién arrojardn resultados tan bue

nos como bueno sea el modelo (1.1) para representar el sistema.

Es de sumo interés extender los algoritmos mencionados al ca-

$s0 en que los pardametros ai, b. sean variables en el tiempo.

i
En efecto, esto permite abordar una clase mucho mds amplia de

sistemas.

Como ser:

a) Sistemas variables en el tiempo

Una gfan cantidad de sistemas lineales son vaﬁjables eﬁ el

tiempo. Como ejehp]o:

- Sistemas con envejecimiento; Sus caracterfisticas depen-
den de factores que evo]ucjonan a lo largo del tiempo.

- Sistemas periédicos. Por ejemplo: sistemas que dependen.
de ciclos anuales, sistemas que dependen de caracteris-

ticas climdticas.
Hay sistemas que tienen ciclos diarios, p. ej.: sistemas
biolégicos. Un caso tipico es el de plantas de tratamien

to de aguas servidas.

b) Sistemas no lineales

N

Una gran clase de sistemas no lineales son linealizables



a]rededor de su punto de operacibn actual.

Por ejemplo:

procesos gue involucran fen6menos de t}ani
ferencia de calor (transferencia radiativa,
conve;cidn en condicioneg'qo estacionarias,
etc);‘

Procesos con términos viscoeldsticos, con

términos de disipacién no lineales.

Supongamos un sistema no lineal regido por

. donde

Es sabido, que

donde

x (t) = flx (t), u(t)]

‘ (1.2)
y (t) = glx (t), u(t)]
u - entrada.
y.— salida,
f, g - funciones no lineales.
1.2 se puede aproximar mediante: -
X (t) = A(t) x (t) + B(t) @ (t) |
- - L (1.3)
y () = C(t) X () + D(t) T (t)

A,B,C,D son matrices dependientes de x(t),

u(t), Flo,)s glesn)

x(t) = x (t) + x, (t)
y(t) =y (t) +y  (t)
u(t) = u (t) + u, (t)



Siempre que se cumpla que xo(t);yo(t),ue(t) son solucifn de
(1.2); x(t), u(t), y(t) son pequefias variaciones alrededor de
las funciones anteriores, y f,g satisfacen condiciones de re-

gularidad (sobre sus derivadas parciales).

Obsérvese que se ha obtenido una aproximacién lineal (1.3) de

un sistema no lineal.

Obviaménte (1.3) amite una representaci6én como (1.1) con coe-

ficientes a., b; variantes en el tiempo.

]’!
Si el punto de operaci6n se mantiene, se puede "identificar"
el modelo lineal con los algoritmos mencionados. Es-de suma
utilidad poder extender esos algoritmos cuando el punto de

operacif6n sigue una ley de variacién en el tiempo.

1.2 0Objetivo ' ~
Como hemos visto la clase de sistemas fisicos que se podrian
identificar se ampliaria enormemente si se pudieran extender
los algoritmos de identificacién admitiendo variacién temporal

de los pardmetros.

E1 objetivo del trabajo que se resume en este informe fue por
un lado invéstigar en la literatura que soluciones se daban
a este problema, y por otro lado aplicarlas a problemas de in

terés de la Coordinaci6n: prediccidn autoadaptiva, y posible



ap]icacidn'a la predicci6bn de caudales en cuencas hidrol6gicas.
En el capitulo 2 se discuten varias técnicas descritas en la
literatura que hemos considerado de interés, asi como la des-
cripci6n de algunas aplicaciones sobre sistemas fisicos repor

tados.

El capitulo 3 estd dedicado a una de las técnicas de identificacién : el

" método de minimés cuadrados con factor de olvido variable.

En e] capitulo 4 se desarrolla un predictor multipasos auto-
adaptivo.y se discuten simulaciones realizadas para verificar
sus propiedades y para .compararlo con otro predicﬁor mu]tipa4

sos autoadaptivo usado por varios autores.

En e] capftulo 5 se discute una aplicaci6n de la prediccién

autoadaptiva: la prediccién de caudales en rios a partir de ta
observaci6n de las precipitaciones en sus cuencas. Se observa
el comportamiehto del predictor con datos reales obtenidos en

la cuenca de Cantén.



2. ALGUNAS FORMAS DE ABORDAR EL PROBLEMA

Se han encontrado en la literatura distintos enfoques que in-
tentan resolver el problema de la identificacién de sistemas

-dindmicos variantes en el tiempo.

Las soluciones propuestas son "ad hoc™, orientadas a la solu-
cién de un problema concreto y no existe ningin método que re

suelva el problema en el caso general.

La soluci6n exacta (o al menos muy aproximada) requerirfa del
conocimiento preciso de Jas leyes de variaci6n del sistema o

al menos limitar las formas de variacién.

Los métodos descritos en la literatura presuponen: o bién que
se conocen las leyes de variacién del sistema, 0 que este va-

~ria lentamente y se ajusta un modelo a las Gltimas observacio




nes, o bién que adn cuando haya cambios abruptos, hay largos
perfodos sin esta clase de cambios. Los métodos se pueden cla

sificar de distintas ‘maneras, por ejemplo:

. De acuerdo a la clase de modelos del sistema:
paramétricos (ecuaci6n en diferencias).

no paramétricos (respuesta a impulso).

. De acuerdo a c6mo se supone que varia el sistema en el tiem
po.
con modelo de variaci6n de pardmetros.

sin modelo de variacién de pardmetros.

. De acuerdo a c6mo se toman en cuenta las observaciones.
6bservac16n de un horizonte finito (ventana rectangular,
identificacién por tramos).
observacién de un horizonte no acotado con pesos rela-

tivos.

De todas las combinaciones pbsiblés de estas clasificaciones
veremos cuatro métodos (con algunos césos particulares), por
ser los mas importantes: |
(1) ‘Hodelo de variaci6n de pardmetros.
ii) Observaci6n de un horizonte finito.
\iii) Observacidn de un horizonte no acotado, con pesos rela-

tivos.

iv) Partici6n del espacio de pardmetros.
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En la pr6xima secci6n se unifica la notaci6n y en las siguien

tes se describen los métodos.

211 “Notacién

Se considera un sistema S (ver fig. 2.1), descrito desde el
punto de vista de entrada-salida. Dicho sistema es dindmico,

lineal, de orden finito n,.y satisface la recursién (2.1):

+ b u, + b Ut-l"'+bmt Ut-m+ et

Yita a0t Yt-n"Pot Yt 1t

t71¢ Yt-1°
(2.1)

-~

donde: {yt}: es la sucesién de salidas (observables) del sistema.

{ut}g es la sucesi6n de entradas (observables) del sistema.

® e, i . : -
‘ {ait}o "lf‘"’{bit}o j=0..m son las sucesiones de pardme-

(2.2) _ tros variables en el tiempo.

{et}: es una sucesién de v.a. centradas, independientes y

de varianza acotada.

. (T - . A P o
1lamando:[x; [Yy 1s¥popsie s Yp pobUpaby poe--alp_plox eRY con

p=m+n+l
(2.3) o =[-a -a_.,b_5,b b .1, 6. RP
) t It " “pt’ot? It mt”? Tt
Entonces y, = x] o +‘e' (2.4)
t t ¢ T & ‘
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Esta es la clase de sistemas que conside-

raremos. Como se vé, estos quedan caracte ' S

rizados - por su vector de pardmetros 0., Y (6,) Y,

variable en el tiempo.

De 1o que se trata es de "identificar" el

sistema, estimando el valor del pardmetro o con un estima-

t?

dor é también variable en el tiempo.

t 3
La forma de calcular el estimador es la que diferenciard un
método de otro. Lo comin a todos los métodos es que las entra
das y salidas u., y;, 1< i< t son los datos a partir de los

cuales se infiere @t'

Si no se restringiera mas el problema, se notaria la primer
dificultad: asi planteado,el problema de identificacibn es
irresoluble puesto que existe un nGmero infinito de solucio-

nes,

En efecto: aldn supuestas conocidas las entradas, salidas, e
incluso las perturbaciones, existen infinitas maneras de ele-

gir la sucesién de pardmetros 0, de manera de satisfacer exac-

tamente la ecuacién (2.4).
¢C6mo distinguir la verdadera sucesi6n o,?

Mads aln: aunque 0, fuera obtenida, digamos "casualmente”, su
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conocimiento no servirfa a efectos prdcticos (por ejemplo pa-

fuera indepen-

ra prop6sitos de control o predicci6n) si ©141

diente de et.

E1l problema radica en permitir una variacién arbitraria de @t'
Como problema te6rico, es un problema sin solucién Gnica. Pe-
ro como probiema prdctico carece de sentido: no trabajaremos

con sistemas cuyas caracterfsticas sean completamente indepen

dientes en dos instantes consecutivos de muestreo.
Existen restricciones adicionales para la evolucién de 0,:

C 1. E] pardmetro o, debe estar contenido en un subconjunto de

pardmetros admisibles por restricciones fisicas.

2. Los parédmetros 0, ¥ 04, NO son independientes sino que 14&
evolucién de 04 depende de cémo varia el sistema real a 7%

largo del tiempo. Esta variacién estd también limitada por

.razones fisicas.

Nétese que los primeros métodos de identificaci6n presuponfan

la restrjcc1§n 2) mds fuertg: 0, = 04,9 Vt.

El primer algoritmo que veremos supone una ley precisa de la
evolucién del pardmetro. Luego veremos dos métodos que pueden

. considerarse como una extensién de las ideas fundamentales
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del primero.

2.2 Modelo de variacibn de.pardmetros

2.2.1 Filtro de Kalman

Supongamos el sistema lineal regido por (2.4):

y un modelo estocdstico de variaci6n del pardmetro I

0, +V (2.5)

donde:.r F, e RPXP vt

\

¢ € rRP es una va. con E{vt}= 0

/

y ademds cov{vt,et+r}= 0 V< COV{Vi’VK}z Ri 84

E1 filtro de Kalman nos dd una expresién recursiva para esti

mar el parametro © con las observaciones (yt, x,) hasta el

t+1 t
instante t+1. En ese caso, la expresi6n del filtro en su fdr-

"ma de estimador (y no de predictor!) seria:.




14

ore1 = Fy 8¢ * Kpap [Ypaq - Xgap Fy o) (2.6)

. . . T
Keep = Py Xy / (0t t+1 Pt Xt+1)
Peer = Feat Pr Fiol * Rest = Frer Py Xee1 Xte1 Pt Feon /

(6" + xiy PL X1
Suponiendo ,Fo =’I

R, = 0
con las condiciones iniciales {56 = E{ o}
“PO = cov { .éo }

Notacién - Designaremos et/t al estimador de 8, con las obser-

t

vaciones hasta el tiempo t, y et+1/t al estimador de eH1 con
las observaciones hasta el instante t.
Por ;omod1dad de notac1§n gscr1b1mos Btyq €N Tugar de et+1/t+1

La derivacién de las ecuaciones (2.6) puede encontrarse en Sage
y Melsa [21], Anderson y Moore [22].

La matriz P estd relacionada con la matriz de covarianzas

t+1
de la estimacién a través de:

(2.7)
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donde g, = Var {ét} : (2-8)..

t

Optimalidad

1) De Tos posibles estimadores de et+i dadas las observaciones

hasta el tiempo t+1, el filtro de Kalman provée la mejor

t+1
t+1, en el sentido de variancia minima.

estimacién (é ) lineal en las observaciones xI, Yio i=1

2) Si_adem§§ et,'vt, 8, son variables aleatorias gaussianas
independientes, entonces el filtro de Kalman no es sdfo el
mgjor estimador lineal sino el mejor estimador (en sentido
de varianza miﬁima)~de ] |

L+l

Observaci6n - Se aclar6 la utilizaci6bn de la forma estimador

del filtro de Kalman porque parece que hay una utilizaci6n un

poco confusa de este algoritmo en parte de la literatura revi _

sada.

A efectos de la identificaci6n conviene tener una expresién

.recursivé'como la (2.6) que permita la actuaTizacién de ét+i

una vez que 1legan las nuevas observaciones Yes1® Xt+1-

A veces se usa una expresi6n en forma de predictor et+1/t’
til en otros casos, que difiere de (2.6) solamente en un tér
mino en la primer ecuacifn, pero que corresponde a un caso es

cencialmente distinto.
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Esquema de cdlculo
Como- se desprende de las ecuaciones (2.6),.estas permiten un
cdlculo recursivo que puede dar lugar a aplicaciones en linea

(en tiempo real).

Esto estd facilitado por el hecho de ser las matrices‘Pf y Rt

simétricas. Ademds por 10 general se "ayuda" al cdlculo con’

matrices de transicidn Ft particulares.

En la figura (2.2) se representa el esquema de cdlculo en tiem
po real del estimador ét+1’ en relacibn al funcionamiento del

sistema S que genera los datos.

Xt+1

Fig. 2.2 Esquema de Cdlculo
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Aplicaciones

De las . ecuaciones (2.4) y (2.5) se desprende la clase de sis-
temas variantes en el tiempo que pueden ser identificados por.

este método.

 Usado preferentemente para sistemas que varfan lentamente en
el tiempo, se supone por 1o general un modelo de variaci6n de

parametros de Ta forma:

] =9, t v ‘ (2.9)
Es decir qué Ft = I Vt, y la matriz de covarianzas de v£ (por
lo general de forma diagonal) expresa la velocidad con la;que
se espera que cambie e]‘vector de pardametros. Es el esquema.

clédsico de "marcha aleatoria simple"”.
De entre las aplicaciones reportadas podemos citar a Witten— -
mark [11], que utiliza este estimador como un estimador "“fino"

dentro de otro esquema general que se describird mds adelante.

Limitaciones - Todos los autores coinciden en algunas limita-

ciones que han encontrado en la aplicaci6n de este algoritmo,

ver p. ej.: [6], [9] y [11].

La primera Timitaci6n es que funciona bastante mal cuando el

sistema no varfa lentamente en el tiempo.




18

La segunda limitacién es que es necesario conocer la dindmica
del parametro, esto es: Ft’ Rt'

En simulaciones y aplicaciones se ha encontrado que si el sis
tema varia lentamente en el tiempo, el algoritmo funciona bas

tante bién.

También se ha encontrado que errores cometidos en la estima-

ci6én de o‘y R, influyen bastante en el error de estimacién,

t

_pudiendo']]egar a ser muy grande especialmente si o? y R, va-

t
rfan en el tiempo, 0o cuando se desprecia la influencia.de los

valores iniciales del algoritmo.

Veremos enseguida dos extensiones que tratan de aprovechar las

propiedades del filtro de Kalman y reducirASus inconvenientés,

2.2.2 Doble recuréién de aproximaciones estocdsticas (STANKOVLﬁ)

Seguiremos el razonamiento. de Stankovi¢, ver ref. [9]. Parte
de Jas ecuaciones del filtro de Kalman (2.6), en forma de pre
dictor, esto es que la primer ecuacifn es:

- - . T - i

et+1_/t - Ft et/t-l + Ft'Kt+1 [yt - Xt et./f-l]‘ ,(.2.10)

Notando que por el modelo de variaci6én del pardmetro (2.5) se

cumple que:
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a -~ PN

®te1 ° et+l/é:=‘Ft “t/t | (2.11)
y'que~ 6? A 6t/t | i (2.12)
1legamos a la mjsma ecuacion (2.6)

o= F. b 4K [y - xl F 8.7 '(2.13)

t+1 t ot t+1 SYt+1 t+l Tt Ot
'o 1o que es 1o mismo:
B, = F, 0, + T, x,.  [ye.i - xI.. F, 6] (2.14)
t+1 t 't t+1 Tt+l “Yte) t+l "t t
con Ty, = Py / (9%, 4 Xto1 Pe Xpap) (2.15)

t+l

E1 algoritmo descrito por (2.14) es un algoritmo general de
aproximaciones estocésticds, del que el filtro. de Kalman es
un caso particular de seleccibn de la matriz de ganancias Ty 7,

con las ecuaciones (2.15)'y (2.6);

Como se dijo, el filtro dé Kalman es-sensible al conocimiento
de la caracterizacibn estocdstica del modelo. Ld que plantea
Stankovi¢ es prodUcir-entdncés'una'matrii de ganancias Tt

adaptable respecto a esa caracterizacioén.

Al algoritmo (2.14);(2.15) se llega considerando una funci6n

T 5 v2a o
Gt) |et} : | (2.16)

de costo‘J(é t

t? t) = E{(.Yt - X
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minimizdndola a partir de realizaciones de

ve J(ei,1)

y utilizando (para extrapolar), el modelo (2.5). Supongamos

desconocida Tie] Y consideremos la funcién

J t+1, t) = J( t+1) . (2.17)

Te+1e 0t+1 (Tee)s

Es decir reemplazando 5£+1 por la expresi6n (2.14)

t+1> tt1, t) respecto la ma

triz desconocida Fy4qp» Para cada t+1.

El objetivo ahora es minimizar J (r

Siguiendo ese razonamiento,Stankovic concluye 1a expresién'gg
neral para Teyl = Arg {?jn J(rt41, t+l, t)}, utilizando el al
t+1

geritmo de aproximaciones estocdsticas:

T T

- - T A

Fggr = T * Nt Ft Xt+1 Xt EFt [ePt+1~xt+lFtrt*t eFt] (2.18).
A .

donde €Fy T Yi - Xp 64 (error de filtrado) | (2.19)

. T - e o ooy
€pt+1 Yt41 - §t+l Ft'et'(error de prediccién)(2.20)
Y la Nt es una sucesi6n "adecuada” de matrices de peso para

la recursién de rt+1.
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'Fina1menfe el a1§0fitmo‘queda descrito po; 1a§Aécuaciohes (2.14)'
y (2.18).Como se vé, son dos'procedimientos acoplados de aprokimg<
ciones estocdsticas, ‘uno para la evolucibn del pérémetro y otro
para la evolucién de la matriz de ganancids del bfocedimiento
anterior. Esto permite la "adaptacidn“ de la matriz de ganan-
cias a los cambios en la caracteriiac16n4eStocéstica de la evo
Tuci6n de 6.

t

Solucifn subbptima

Si en lugar de minimizar J(r ;. t+l1, t) sobre Tegr® R PXP <o

de forma diagona1,~se'obtienel

minimiza sobr s T
, a e la t+1

T

- T o e T
Yeer T Ye * We Py Xpyqp 9720 Xy oepy Depryg-Fy Xeaq 9129 xp vy epy]
(2.21) -
donde una eleccifn "conveniente" de la sucesifn wt es: -
W =>w"/(8T Wl g, + 1) | :(2 22)
t t t "t Pt : - ,
con [ B. = F! x diag x| e ‘ 1 (2.23)
t t Yt 9 Xt fft | o el
Wl 2l tw‘ + BW-W! B (BT-wl B, + z)'l N W1 (2.24)
t+1 X Mt S AR B G t "t :

las constantes: [ A 0 < <1

AW (8W>0)




Con X y &W

Esta forma
pero tiene

gonal.

Fina1mente
tificaci6n

pardmetros
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se elige la capacidad de adaptacién del algOritmo.

de seleccionar

Yeep €S sub6ptima respecto (2.18),

enormes ventajas computacionales por su forma dia-

Stankovi¢ reporta la aplicaci6n exitosa en la iden ‘

de sistemas (simulados) lineales, estocdsticos, de

estocdsticos y de diferente orden.

También fue utilizado con éxito en la identificaci6pn en tiemé

po real de un operador humano realizando tareas .de compensa-

cién en un sistema de lazo cerrado bajo condiciones variables -

del medio ambiente.

Xri-q) (? 1
‘ §
RS [ b
Zf(‘) X ' r >4<
-Lj' N e
'?;(aji a diag ./ _J

Y ‘ L}’ ' - ' sy
X<} ir— A I l ! '

| F == X H{X] Tt n

\——-—-‘- " 1 + t

] i Dd-D9-8 75

gad) + Lo Eater) j\é‘ ‘ . ‘

Fig. 2.3 Esquema de Cdlculo
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2.2.3 Suavizamiento 6ptimo

Este procedimiento sirve péra.]a identificaci6én fuera de 1inea,
o al menos cuando la estimaci6bn del pardmetro 8, Se necesita

con retraso, por ejemplo en t + d.

Supongamos conocer las entradas y salidas del sistema desde t=1

hasta t=N, es obvio que las propiedades del estimador 6 son

t/N
mejores que las del estimador ét/t porque la informacién dispo

nible en este caso estd contenida en el primero.

Reescribémqs]és ecuaciones de] filtro de Kalman por comodidad

de notacifn

p .
S X -
-~ _ ~ t+1/t “t+l T o9
9t+1/;+1'Ft et/tf 1+xT S x ,'[yt+1 TS Ft et/t]
t+1 “t+1/t Tt+l :
X S S, X T :
s g O Tt#l Ct4l/t CtHl/t T+l :
t+l1/t+l “t+1/t 1+x T‘S T : (2.25) .

t+1 Jt+1/t Tt+1

_ T T
St+1/t" Ft St/t Ft T, Qt Ty
donde hemos 1lamado
Star/ee1 = Prarhor (2.26)
Nt N (wtboz
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Las formas mé&s simples de computar ét/N son {ver ref. 6):

- ey o T
oe n = Feilopay/n Ty Ry rg ug) |
(1) ‘ | (2.27)
_ T ‘ ‘ N
we T Fienr vesr T Xee1 Dee1 - Xen1 6t+1/N]
- ) T
Or/N T Orst T Styt Tt vt
(11) T
. = (I _ t+1 *t+1 St+1/t ) (F T u‘ - x (2.28)
t Lix T s . t+1 Yt+l t+1

-

t+l “t+l/t Tt+l T
[yerr*ee1 (Fy 0gye)])
Obviamente el .algoritmo I es mds conveniente en lo que se re-

fiere al uso de memoria (no hay que almacenar las estimaciones

8¢/tr Spye)-

El procediﬁienio es sencillo: primero se computa é de t = 1°

t/t

a Ny luego se computa 8 desde t=N hasta t=1 con valor ini-~

t/N
cial “N=O.

El problema con el a]goritmoll consiste en que es una recursién
inestable (puede demostrarse) y si se utiliza en una longitud

de pasos grande, el error acumulado es bastante grande también. .

E1l procedimiento mé&s conveniente seria recurrir a I por tramos,
y actualizar peri6édicamente con el algoritmo II. Para ello hay

que almacenar previamente 61/i’~51/1’ eligiendo algunos valores
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de i, 1 <i < N. T

Aplicaciones

En la ref.[6]se encuentran resultados de la aplicacifn exito-
sa del procedimiento sobre datos simulados de modelos ARMAX

con variacibn sinusoidal de algdn pardmetro.
Se reporta también la aplicacibn del algoritmo sobre datos rea
les, de la identificaci6bn de un modelo precipitacifn-escurri-

miento del rio Huon, en Tasmania.

2.3 Observacibn de un horizonte finito (ventana rectangular)

.

Con este método lo que se propone es utilizar la observacién
‘de entradas y salidas de] sistema en un intervalo de N instan
tes de muestreo,para obtener una estimaci6n del modelo del sis

tema a identificar.

La suposicibn bdsica es que e] sistema no varia mucho entre t
y t+N.

En el caso de cambios abruptos se considera que la identifica-
ci6n tiene un retardo de N instantes de muestreo en "seguir"” el

cambio.

Hay muchas maneras de'ap1icar esta idea de la ventana rectan-
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‘gular, tantas como algoritmos de identif{cacién.en los que sea
posible poner en forma exp1fcita que se utilizardn datos desde

t-N hasta t para obtener 5&;
Se distinguen sin embargo dos variantes:

i) para obtener ét se descartan los datos en t-N-1 y se incor
poran los datos en t. Es una forma de desplazar continuamen

te 1a “"ventana rectangular".

.ii) Entre KN y (Kk+1)N se mantiene EKN mientras se estima ét con

. timador, y se descarta al anterior.

cuando t=(K+1)N_se adopta é(kﬂ)N cCoOmo nuevo es-

Veremos dos ejemplos de uti]izacidn de la ventana rectangular,

uno con modelo paramétrico y otro con modelo no paramétrico.

2.3.1 Ventana rectangular, modelo paramétrico

Veremos el algoritmo de minimos cuadrados con ventana rectan-

gular.

Este algoritmo se obtiene de minimizar la funcifn de costo:

) i+N 1. ,
IO, N i+1) =k=§+1[yk - X BN, i) , .'(2.29)
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Donde 8., j+1 €S un estimador genérico de e,y con datos des

~de t=i+]1 hasta t=i+N.

Se obtienen expresiones recursivas para el cdlculo de .

8i4N,j+1° ATILMIN o VN, 101 ) (2.30)
Oj+N,i+1€R -

Estas recursiones comprenden dos partes{ estando en t=i1+N-1,

pfimero: se incorporan los datos en t=i+N (yi+N’ X1+N)’ segun
do: se descartan los datos en t=i (yi, xi).
1) incorporacién de datos en t=i+N:
6 = o Kion s [Yaoun = Xiob 8 ]
14N, 1 279 +N i+N Yi+N-1,1
X .
= i+N , :
i+tN T i+N-1i7i+N )
: X:,ny X T
- i+N "1 +N o
Paen,i T LI Paanoy g T 1 Pianc1,i

(TN Piano1,i Xien)

2) descarte de los datos en t=i:

- - .
8N, i1 CieN,i ™ Kien,ie1 [Y§ = X5 844n. )
: X5 .
9 Kian,ien™ Piangs Ly - (2.32)
i TieN,i %
T
LP = [1+ P i 7 1Py,
i+N,i1+1 1+N,1 l—xT p X ++N, 1

\
\
((Oi4N,i = ®ieN-1,i T
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De (2.31)y (2.32) se desprende ]a‘senéi]1ezAde] cdlculo recur-

sivo del estimador LY Si se va a utilizar un horizonte
’

i+l°’
N muy largo,hay que tomar en cuenta que se necesita almacenar

en la memoria los datos&yK, xK K=1,...,1+N.

En este caso se recomienda una variante del algoritmo que es
e] de "memoria oscilante” (ver ref. [19]), que consiste en in-
corporar los nuevos datos de uno en uno, y descartarlos por blo

ques de largo N, cada N instantes de muestreo.

El nombre de "memoria oscilante" proviene del hecho que dicho
algoritmo considera un horizbnte de datos cuya longitud va os-
cilando entre N y 2N instantes de muestreo.

La versi6én de "ventana rectangular" de minimos cuadrados ha si

do ampliamente usada pero no parece presentar ventajas frente
al algoritmo de minimos cuadrados con olvido exponencial que -
veremos mads adelante. Incluso este Gltimo posee ventajas adi-

cionales: poder modular el-horizonte de datcs que se toman en

cuenta, y no necesita almacenar Tas observaciones pasadas.

2.3.2 Ventana rectangular. Modelo no paramétrico

Como en el algoritmo anterior, la idea bdsica es utilizar las
-observaciones entre t+1 y t+N para identificar el sistema. En
este caso el sistema esta modelado por Ja respuesta al pulso,

es decir por la sucesién h(k}, k=0,1,2...
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F h,ou - (2.33)

Podrfa pensarse qué hp tiene sentidoqfdentificar el sistema pér
su respuesta al pulso, sin embargo hay que tener en cuenta 305
cosas: i)-qﬁe hay situaciones donde 1a“respues£a al pulso eS
una caracterizacién apropiada para propcsitos.de contrdl, y

ii) due con dispositivo;.mfcroe1ectr6nicos cada vez mé&s rdpidos
y con mayor capacidad de a1hacenamiento resulta un problema ca-
da vez menor el almacenar una cantidad grande de‘valores de.la

sucesifn de peso y operar con ella.

Veremos esto con dos ejemplos de aplicaciones reportadas:

CONTROL DE UN PROCESO DE 'FUSION POR ZONA

Esta aplicaci6n estd reportada por C.Wiss (referencia [10]). Se
trata de un proceso de fusiéh de una muestra metdlica por jndug

cibn.

La muestra meté]iéa estd rodeada por una bobina de induccidn
que aQanza.a una velocidad v constante. Esto permite considerar
]a.evﬁlucidn del sistema en funcifn de Uné variable espacial x
(posici6n del centro de la bobina ), en Jugar de 1a variéb]e

temporal t.

El objetivo final es mantener 1@ zona de fundido a]rededér de

x con una Jongitud constante = 2 6.
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La variable que seruede observar TE (x) es la temperatura en
el extremo de la muestra, mientras }a‘bobiha estd en la posi-

ci6én x. La variable que se puede

controlar U(x),es una sefial que —
regula la potencia en la bobina . bobino de
. induccion
de induccién. o | }! mue st Salica
[ 1 X ) ;
7 . ;
%% )
Experimentalmente se sabe que e] ‘;;5 Tone—
undido
objetivo de mantener en 2s el es S
pesor fundido, se cumple si la aigen & axtramo

curva TE(x) tiene un valor Tb(x)
representado por C en la figura Fig. 2.4

2.5.

En 1a misma figura se designa como b el valor de TE(x) si se

mantuviera U(x)= cte.

"Obviamente se trata de un sistema variable en el tiempo (ahora

parametrizado en x en lugar de t).

Se divide x en intervalos &, 26, 36,...,Ke,... (ecte.) y se

mantiene U{x) constante en esos intervalos:
U(X) = U(k) si Ke<x <(k+1)e

Se considera un modelo lineal:




T (ko+E) = T, (ke+) + q(ke+E)aUk  0<g<6

donde : Tp(ke4a)

q(ko+g)
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(2.34)

temp. de salida si AUk=0 (potencia constante)

relaci6n incremento de temperatura de salida

a incremento de la variable de control U,.

La curva T_ se calcula experimentalmente (es la de temperatu-

P
ras a potencia constante) como sigue:

En el intervalo [(kjl)e, K8) se mide
TE(x), entonces Tp[k9+£] es TE(x) pro
longada al intervalo siguiente con
sUk=0. Pafa,estfmar TE(x)‘se'ajusta

una ‘curva:
rp(x):alxi+a2(1-e‘°3 X1y (2.35)

donde k6< X <(k+1)®

°1,°2,°3 se calculan en (k-1)8<x<ko -

finalmente se estima:

- ST (k8+E)-T _(k0+&)
q (ke+g)=—F e - (2.36)

con la estimacién ;(k8+€) y la ley (2.34)

se calcula en e] intervalo siguiente

b ¢

L0 L. 270en @ mesgic
; «
L - i
0 e

(Fig 2.5)
Ut
upanj
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(k+1)e<x<(k+2)e una ley de control

que optimiza una funcién de costo

aUix)

cuadrédtica que penaliza el aleja- al

~miento de T, del valor T, deseado e

y la senal de control aUk.

"En la figura 2.7 se muestra un re- o
. -~ 2

sultado experimental, donde €] re- Toomm
B=150m,
presenta el error (Tp-T.) cuando FIg. 3 Purfurmance of the meihol
E ' £,{x} = erroc a1 constant L‘?x)
. €,(x) = error for the controlied system
U(X )=Cte s Y Ez r‘epresenta el mismo : i_ali(x)-Fo{:npgn&-r;g)mt,hltheco::\pul:dmdappli:dcomrol
. S input variations 3L

‘error para el sistema controlado.
’ ' (Fig 2.7)

CONTROLADOR P.1.D. AUTOADAPTIVO
Esta aplicaci6n reportada por G.Fromme [3] muestra la potencia
lidad del uso de microprocesadores con técnicas clésicas de

control.

Se trata>dé un contnP1ador’tipo'P.I.D. ihp]ementado en una mi-
crocomputadora, con la propiédad de autoajustarse a Tas carac-
ter?sticas(de la planta a controlar. Esta aplicacifn estd orien
tada a desarrollar un controlador de caracter general, inSté]af

ble en una amplia clase de plantas.

La figura 2.8 muestra el diagrama esquemdtico del controlador.
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g — s e T — d———— —— — W— —ol
| Poroereter

i computclion

i * Hodel of plant

! : Control .

I |porametes

¥ . N

i
!
|
i
i
i
!
!
|
!

Self-adjusting controller with search procedure.

(Fig 2.8)

El funcibnamiento tiene 3 etapas (fig. 2.9). En primera instan
cia se excita el sistema a controlar y se registra la sucesifn
de peso del sistema: gp(t) t=1,2,3... . Esta se almacena como -

modelo de 1la planta a controlar.

La segunda fasé corresponde al ajuste de Jos pardmetros del con
~trolador, fuera de linea. Para ello el controlador desconecta
la planta y con el modelo almacenado realiza una bisqueda mu]ti
dimensional minimizando e] error: |

N

) M-
A

oF - le(k)]

TR

0

Donde e(k) es Ja diferencia entre las respuestas a escala del
lazo de control. simulado y una respuesta objetiva (modelo de

referencia). .

Una vez concluida la bisqueda de los pardmetros del controlador,

la tercera fase es e] contro] en tiempo real de la planta.
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Timing P(un? Memory
st fH 9. (v) _a) Measure of
P P dynamic rezponse
Model ofplor-l
Conteoller I I M E }: y(y)g (»—ur

xiv), ylv) =0
- m bl Parameter
_J e(v) ophmisation

| Referente model

- x (v) I x (ulg {v4)

Controller Plant

." o - n X ' ¢) Controt

d) On -lLine
optimisation

. Phases of self-optimising controller.

(Fig 2.9)

Hay Una~cuarta’f55e que es posible activar a solicitud del ope
rador: la realizaci6n de la bisqueda de los parametros del con--
trolador operando en lfnea: En tal] caso opera la planta y no el

modelo almacenado.

Limitaciones

Como es obvio de la descripcif6n del controlador hay algunas su-

posiciones. implicitas que deben ser satisfechas:

- La planta debe ser lentamente variable en el tiempo, 6 en for-

ma intermitente.



35

- La pianta debe ser-estable en lazo abierto.

- No hay no-linealidades impofténtes.

- Las perturbaciones duranfe las mediciones son pequefias.

- No exfste gran sensibilidad respecto de los pardmetros del

controlador.
El c0nth01ador fue implementado en una pequefa microcomputado- .
ra con un microprocesador INTEL 8086 con 8k de programa y 4k.

de RAM.

Los convertidores tienen una resolucién de 12 bits y se agreg6

un multiplicador rdpido (TRWTDC 1010).'

Las dimensiones del controlador son aprox: 8 x 10 X 22 cm.
Fué utilizado en e] contro] de una prensa hidrdulica para ensa
yo de materiales, para trabajo tanto a la traccifén como a la
compresifn.

E1 modelo de la planta depende de la prueba en ensayo.

Un diagrama de bloques y un diagrama esquemdtico se muestran

en la figura 2.10.




¢ - oot ' i
} Set(;(:;;;ng__l Ptant {
Ot supply Pv "ng
‘ P:ston, cytinger
i, A ¥ valve S0 '(-—- - L Yo i Xy
Ro— 1 - T | T
T 11,0, - p td . 2
| ()
3 -
\‘b_____.__'__
E?g?m': Contro!
' Test specimen.
LAY
’D' [ )
Oil supply PO
!f‘
Y
Piston,
cylinder

Fig. 2.10

E1 controlador aplica un pequeiio pulso para la determinaci6n
de la respuesta de] sistema. Tarda unos 6 segundos en el cd]-

culo de Jos pardmetros, y con el dato de la carga maxima a

aplicar al espécimen calcula el segundo y dGltimo pulso.

En Ja figura (2.11) se muestra una respuesta a escal6n Gptima
obtenida én un ensayo. E] No. de iteracciones necesario para

obtenerla fue de 52.
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| S . «
L] 0 3

LB 0
.

HR

b) Step responsc o! force control 100D with optimuscd parameters in
connection with the plant

Application example hydiaulic materials testing machine.

2) Stepresponses of force control loop modelled inthe computer duting
paramcter search.



38

2.4 Estimador de dos niveles

En la seccibn 2.2 se coment6 que el Filtro de Kalman podrfa fun
cionar adecuadamente en el caso de sistemas lentamente varia-

. bles en el tiempo.

Para atacar el caso en que estas variaciones lentas se combinan
con variaciones mds rdpidas o saltos abruptos, B. Wittenmark
[11] propone un esquema de estimaci6n de pardmetros con dos ni

veles.
Se supone el sistema dindmico como en (2.1).

El priher nivel corresponde a un "estimador fino", constituido
por el filtro de Kalman (2.6), si se supone un modelo aproxima

do de variaci6n de parametros como en (2.5).

Este nivel de estimacifn estd actualizando recursivamente el
estimador 8,, ¥ se encarga de "seguir" las variaciones lentas

de Bt'
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E1 segundo nivel de estimaci6n prueba sistemdticamente N mode

los 61, invariantes, predefinidos.

La idea es que si se produce una variacibn abrupta del]l parédme-
tro real, se detecte que el sistema tiene ahora 'un pardmetro
‘mas pr6ximo a alguno de los N modelos, y se corrija la estima-

c¢i6én fina para lograr un seguimiento mds rdpido.

E1 ¢cdlculo del estimador "fino" ya ha sido discutido en 2.2.1,

veremos el estimador "grueso".

Dendminamos-e1 i=1...N, a los parédmetros predefinidos; Yt son

las observaciones de entradas y salidas hasta el tiempo t.

Entonces:

i

. i ’ _ <i '

plo’|Y,) = ple Yep ¥ > =P (yy des Yo 0) p (8 |Yy )
’ Py IYeq) (2.737)

i i G, & :
ple'fY,) =p (ey Jo's Yo 1) p (6 ]Y ;) (2. 38)

P lyy [ Yey)

si ademds se supone e(t) gausjana; ’
iy 1 -(y,-x] 6)2/20¢ (2. 39)

pley [87,¥Y, ) = —— et 7t 7 e ’

2
+]
2 e
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p (e Ie1

% (‘yt lYt-i) = y t

ftey 22

i Yo 1) ps'[Y, ) (2.40)

N6tese que 1a‘ecuaci6n (2;38) nos d§ un esquema recursivo de
actualizacién de p(€1lYt) con la Tlegada de la nueva observa-

cibn.
Se proponen dos formas de determinar el modelo mds probable:

1) encontrar i tal que sea . max p(e‘IY

)
i t

2) maximizar el Jogaritmo de Ja funcién de,verpsimi]itud}

™1 e+

_ A T 142 .
Li(t) = [yj - X5 8 ] (2.41)

j=1
Llamando 8{ al mejor modelo obtenido de esta manera, Sse propo-

ne corregir el estimador fino con uno de dos métodos:

L.

(1) si |} 8,1 - % || es muy grande hacer crecer la matriz de

’ ganancias K, 6 la de covarianzas P,.

-~

2) si | €e1 - %% Il es muy grande forzar 6, a aproximarse a

\ 9; por ejemplo con un va]or'interpOTado.

Observaciones:

- La inicializaci6n de (2.38) puede hacerse suponiendo que

los modelos son igualmente probables "apriori", con proba-

bilidad 1/N.
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- Como ios sistemas son variab]es en el tiempo hay que modifi
car las ecuaciones (2.38) y (2.41) para que solo iﬁf]uyan
"las observaciones més reéientes, por ejemb]d computando
(2.38) en una ventana rectangular (1), entre los instantes
t+1-1 y t. En la ecuacibn (2. 41) se puede introducir un fac

tor de olvido i <1 y queda la minimizaci6n de:

t-j T
L'i(t) A [.YJ - X

J

ot ot

1

ia.
: 6 ] ( 2.42)
o J : y ‘

- Se tienen unos cuantos pardmetros de diseho:

E1 factor de olvido A,»0'1a venténa rectangular 1.

E1 nimero de,modélos a checar: N.

Los pardmetros de los modelos fijos ei, i=1...N.

La forma en que la estimaci6n "gruesa" modifica la estima

ci6bn "fina".

Debe notarse que en los hechos se estd haciendo una particibn
del espacio de parémetrogAen regiones pr6ximas a los modelos

fijos.

la idea de este estimador de dos niveles estd comprendida den-

tro del esquema general de sistemas adaptivos con un identifi-

cador, ver por ejemplo Rajbman/chadeev [7].




3. MINIMOS CUADRADOS CON OLVIDO VARIABLE

‘3.1 E1 algoritmo

3.1.1 Introducciodn

E1'a1gor1tmo que estudiaremos con mayor profundidad es el de
minimos cuadrados con factor de olvido varijable. La'caracte—‘
ristica principal de este algoritmo es que el estimador se ob
tjene minimizando una funéién cuadrdtica en los errores de
prediccidn é Qn paso. Dichos errores dé prediccidn se pesan

en forma creciente con el tiempo, dindole mds relevancia en-

tonces a las observaciones mas cercanas al instante actual.

Esta idea puede clasificarse (segidn lo visto en el capitulo
2) como de "observacién de un horizonte no acotado, con pesos

~relativos", puesto que se toman en cuenta todas 1as observa-
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ciones hasta el presente.

Como en el caso de la "ventana rectangular”, se jerarquizan

mds unas observaciones que otras.

CEn Ta ventana.rectangular el beéo de las observaciones pasadas
que caian fuera de la ventana era nulo, y el de las dbservacig
nes interiores a la ventana era uniforme. En este caso todos
los pesos scn'mayores'que“cero y crecientes con el tiempo; su
forma dé grecimiento; como veremos, estd gobernada por una Su-
cesion de nimeros reajesiAf 1 < i < t, 1lamada: factor de
olyido. | |

E1 estudio.del aTgoritmo sérd en el siguiente orden: brimero
se 1o describe; en la seccién 3.2 se discute en caso particu-
lar: factor de olvido constante,'que permite exﬁréer ciertés'
ideas bdsicas y’définir conceptos como el de ventana efectivém
y velocidad de seguimiento de1 cambio en ]osApérémetros.'
Ademds se rga]izan a]guna; simU]acioﬁes que servirdn como pa-

tron de referencia para comparar distintos métodos de eleccidn

del factor de olvido (no constaﬁte).

En la seéccién 3.3 se discute detalladamente la dindmica del
error de estimacibén, se estudia la convergencia del estimador
y se plantean algunos problemas vinculados a la eleccidn del

factor de olvido y al efecto de mal condicionamiento numérico
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del problema, si las sefiales del sistema no son adecuadas.

"En la seccidn 3.4 se discuten y comparan distintos métodos pa
ra elegir el factor de olvido y para detectar cuando hubo cam

bios en el sistema que origina los datos.

3.1.2 Minimos cuadrados pesados y con factor de olvido

Consideraremos el sistema (2.1), representado por la ecuacidn

(2.4):

Yi = ;I b, + e, : o (3.1)

donde hemos mantenido la notacién del capitulo 2, definida en

las ecuaciones (2.1), (2.2), (2.3) y (2.4).

Consideraremos la funcién de costo Jt(e) definida por:

t ‘
Jt(e) = § a: . (y; - x1 §)2* 0 (3.2)

donde los "pesos"” ait son positivos, no decrecientes y depen-

den del instante actual t.
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0<ozlti2 < e Lay = 1 ‘ (3‘.3)“

Definimos el estimador de minimos cuadrados pesados como el va

A

lor et.que minimiza la funcién de costo Jt(é), es decir

6, = Arg min J,(6) (3.4)
t A P t . :
peR’ '
Es facil de. ver (ver p.ej.: |17]|), que deffniendo Xt, Y, como:
F e ' - T _
a F X
1, 1
| Vo, 0 xT
2, S22
X = tx
t (Xt e R 7p)
. __T__
0 /att_ Xy J
‘ (3.5)
F Vo, T Y7 7
1t 1
o, 0 Yo _
Y,= t
t (Y, € R™)
t
. 0 Yot | Yt
entonces
T AT
(Xt Xt) B, = X Yy (3.6)
y si ‘XT X, es inverfib]e'
t "t )




D

- ol xp Ty, (3.7)

Las ecuaciones (3.6) se denominan ecuaciones normales por su

interpretacidn geométrica,_qué no discutiremos ahora. Resol-
verlas, y encontrar gt de acuerdo a (3.7) es un prdb]ema nu-
méricamente comﬁ]ejo, pero en el siguiente TEOREMA 3.1 Veré-

mos un esquema fecursivo (de Plackett), que permite resolver

las ecuaciones normales en forma bastante sencilla.

E1 estimador de minimos cuadrados pesados did una pésibi]idaq
interesante: si se eligen 10s pesos crecientes (como lo. he-
mos hecho), permite abordar el pr&blema de identificacidn de
sistemas variables en el tiempo, ya que se‘dé mds importancia
a las Gltimas observaciones. Se obtiene por lo tanto un esti
mddorAgt,QUe ajusta més las obsérvaciones~cercanas'a1 instan-

te actual, qué las pasadas.

Esta idea, de pesar mésrlas obsefvéciones mas confiabies por

cierto no es nueva, esté éxp]icitaﬁente meﬁcionada en el pri-
mer trabajo pubiicado acerca -del-método de minimos cuadrados,
- por K.F. GAUSS en 1809 (ver ref.l[37|); Iﬁt1uso en este tra-
bajo se menciona el usd de distintos ﬁesos relativos en traba
jos rea]izados en 1795 (sin pub]icar) para determinar los pa-
rametros de las G6rbitas de cuerpos celestes tomando en cuenga

que distintas observaciones tenian distinta precisidn en su

medida.
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Observacién:

Dada la sucesién 0 < a, < a, < ... <o, =1, existe otra
1, 2%, S oy, T
sucesié‘n{ki b, i=1,2,..., t-1 con 0 < Ai < 1 tal que
t . A . t
: t-1 ’ ‘ o .
a. = W AL ,o  i=1,2,..., t-1 - (3.8)
't =i Jt | '

A, = —3t , §=1,2,.., t-1

luego, por (3.3) A, < 1.

Solamente cbnsiderarehos sucesiones {ai } tales que kj = Xj
(j=1,2,...), solo es funcidén del indice j y no del instante

actual t.

A este caso particular de seleccién de pesos lo denominaremos

‘algoritmo de minimos cuadrados con factor de olvido wvariable.

A la sucesion Ai, i=1,2,..., la denominaremos sucesién de

factores de olvido.
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TEOREMA 3.1 (Al@oritmo de Plackett, ver |38]).

E1 estimador de minimos cuadrados con factor de olvido varia-

blé que minimiza la funcidén de costo (3.2) con a; = Ai... Xeo
t
satisface la recursion:

P, X
A _ ~ t t+1 _ T A
Ope1 = B¢ * LexT ) (Yee1 = Xpe1 8¢) (3.9)
‘ Xt+1 Pt M1

, . |

, P, x X P '

t+1 A t 1+XT P x
t+1 \ t+l t Tt+l

¥to>op (p = dim 8)

Inicializacién

La recursién (3.7) (3.8) es vilida para t > p (p = nﬁmera de

pardmetros).

Existen dos maneras usuales de inicializar el algoritmo:

i) Inicializacidn exacta. Se resuelven las ecuaciones norma

les que dan lugar a la ‘recursién, para t = p. Se obtie-

nen asi ep y Pp; con estos valores se prosigue la recur-

sién para t > p°

i1) Inicializacidn arbitraria. Se inicializa el algoritmo



49

con 80 finito (dsua]mente §0 = 0) y P, >>1, (usualmente

P, = kI con k >> 1).1 En tal caso, 1lamando 5{ y Pg los
valores de @t Y Pt obtenidos con esta ihicia]izacién, re-
. A* ~ ] * . .
sulta que Bt -+ Bt y Pt -+ Pt’ rdpidamente.
La demostracidén del teorema 3.1 se omite por razones de espa-

cio, puede ser hallada en las referencias |16],[17] y |20].

TEOREMA 3.2

La funcidn de costo (3.2), due dd lugar al algoritmo de mini-
mos cuadrados con factor de olvido, evaluada en el estimador

(3.7), satisface la recursidn: .

2
N B E . .
~ N ~ t+1
Jipp (Bpeq) = A 9 (84) + S SR (3.9)
t+1 "t X+l
Donde e, ., es el error de prediccién "a priori", definido co-
mo:
€. =y - y(t+1/8,.) =y, - x\. 8. (3.10)
t+1 ~ Ye+1 7Y t Yee1 7 %41 Y '

.La demostracidn de este teorema también se omite por razones

de espacio, puede encontrarse en las referencias |13]| y |17].
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Observaciones

E1 algoritmo de minimos cuadrados con factor de olvido, y el

esquema de cdlculo recursivo de Plackett tienen caracteristi-

cas atractivas:

i)

ii)

Se actualiza el estimador a partir del valor anterior y
las observaciones Xip1> Yiep Que Tlegan en el nuevo ins-

tante de muestreo.

E1 cé&lculo tiene una gran sencillez numérica, especial-

mente si se le compara con el problema original de solu-

cién de las ecuaciones normales. Para resolver las ecua-
ciones normales es necesario invertir una matriz de dimen
sién p x p que resulta del producto de dos matrices p x t

y t xop respectivamehte.

Puede comprobarse (ver (3.7) y (3.8)) que en el esquema
recursivo se evita la inversion de matrices y que el cdl-

culo de §t y Py es sencillo.

Ademds Tlas necesidades de memoria son limitadas (no hay
arreglos de dimensién creciente), y la matriz P, es simé-

trica.

Estos hechos hacen que el algoritmo sea apropiado para
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iv)f
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aplicaciones en tiempo real (sistemas en linea).

La matriz Pt es:

Ny T -1 : -1 |
A dxgxg POl g At)] (3.11)

Esta matriz se denomina usualmente "matriz de covarian-
zés”. "E1 nombre se debe a que si At=1 ¥t, bajo ciertas
condiciones de regularidad (excitacidn persistente), pue
de demostrarse qye'cz P représenta'asintéticamente

t

(t > ») 1a matriz de covarianzas del estimador @t.

_En el caso que ‘nos 'ocupa: A, < 1 ¥ ‘esta propiedad ya:

‘ t t’
no es cierta, a pesar de 1o .cual muchos autores mantie-

nen la misma denominacidn para Py

Como resultado de que A, < 1, el algoritmo puede hacer

t
un "sequimiento" de la variacidn de los parametros del

sistema, al ir descartando paulatinamente los datos pasa
dos, por la via de "pesarlos" menos que los datos presen

tes.

Como elegir el valor adecuado de At:-en cada insténte,

es un problema aun abierto.

Distintas maneras de elegir At se estudiardn en las siguien-
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tes secciones asi como las ventajas o desventajas de cada una

de ellas.

Antes de un estudio mds formal, veremos la eleccidn de At‘més

sencilla: Ap = A (constante) < 1 ¥, .

Con esto buscamos entender el efecto de seleccionar distintos

valores del factor de olvido constante X,

3.2 Factor de olvido constante

La forma mds extendida de seleccidn de At es la de asignarle

un valor constante Af = A < 1. También se le 1lama "olvido

exponencial” o "ventana exponencial”, por razones que veremos

inmediatamente.

S

La funcidn de costo minimizada por el algoritmo es (3.2) con
t-1 . '
t-1

a; dado por a; = 0® A = A , luego:
t t jél J.

t-1 §t)2 (3.12)

A

r .
1 1

(Yi - Xy

i et

Jp (84) =
j
El peso de las observaciones decrece en forma exponencial pa-
ra A < 1.
a
CUanto,més préximo a cero sea A, mas rdpidamente se dejan de

tomar en cuenta los datos pasados. Cuanto mds préxima a 1
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sea A, mads uniforme es el peso de los .datos.

~E1 valor de A es un pafémetro de disefio del a]goritmc.' La fi
gura 3.1 muestra el decaimiento de1'peso de las observaciones

para distintos valores de A: 0.95 < A < 0.995.

oo AN
AN
oo )
a.s \
‘0.4 \

\

3059540l
%
/
/

o N . .99’

0.2 \\\~;95 ;gzN ~_ | -98 . : . ""--f“~“~
o I ] | |
0 >~ T 1 T
] ‘ 20 40 so ao 100 - 320 © 140 K

Fig. 3.1

3.2.1 Velocidad de sequimiento. Ventana efectiva

E1 valor de X modula la ve]ocidaq con que el algoritmo sigue

las variaciones en los pardmetros del sistema.

Si 0 < A < 1, cuanto mds proximo a O estd A, mayor es la ra-

pidez con que se siguen los cambios. del pardmetro del siste-

ma.
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La dependencia entre la adaptabilidad y el valor de X puede

cuantificarse.

Tiempo de subida (o de levantamiento)

Supongamos que 6, = 61'(constante)‘si t < T, y que se produce

t

un-salto abrupto a et = 6, ¥t >T.

Para que el algoritmo haga que ) *> 62 (t>T), es necesario

t
que las observaciones generadas por el nuevo pardmetro pesen

mds que las generadas por el anterior.

Si t » », para que las dltimas k observaciones pesen una frac

cién p (en por unidéd) del total de los pesos, dado que:

t ' . - k '
I At']-='l—l—5— (peso de las dltimas k) (3.13)
i=t-k+l 1 -2 . . - -
deben ser:
' Kkt 3 .
Lo A gttt 2 o (3.14)
1 - ) . 1 - X
G R (3.15)

Una magnitud que pueﬁe dar idea de la velocidad con que se si
gue un cambio en el parametro, es el valor de k (no.de pasos)
necesario para que p=0.9. Esto es una especie de extensién

del concepto de "tiempo de subida" (rise-time), normalmente
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usado en ingenieria.

~La figura 3.2 muestra los valores A = (k) para p = 0.9. Al
pardmetro k = k{X) asi definido, lo denominaremos "tiempo de
subida", o de "levantamiento". (N;). Resulta entonces, de

(3.15), que

Ny = Tn (0.1)/1n (1) . (3.16)

Tlernpo de levantamlento.

]

O.08
. /"““—/_‘
.98 g [ -

.97

o.ee : //

©.93 -

o

0.93 /
|

o0z 1

0.9t ’ !

o 100 . 200 300 400 g\." 800

Fig. 3.2

Ventana efectiva. Otra magnitud importante es la que se deri

va del concepto de "constante de tiempo". A este valor lo

llamaremos "ventana efectiva" (Nef)’ y 1o definimos como:
. N k‘t 3
Fig. 3.3




.56

No¢ = . | (3.17)
In(t) :
Si A = 1 (que.serd usualmente nuestro caso), entonces (3.17).

se puede aproximar

\ ,
N & - (3.18)
ef 1-1

S _ _
N . 5 — ' (3.19)
ef 1-) '

De-1a ecuacidn (3.15) puede deducirse queANef es e]‘valor de

1

k que corresponde a p = l-e = 0.6321, es decir que los -0d1ti

mos N, ¢ pesos, suman un 63.21% del total.

E1 nombre de ventana efectiva se desprende de otra forma de
deducir este valor. Consideremos la funcidn de costo (3.12).
La suma de todos los coeficientes (pesos) de dicha funcién es-.

(asintdticamente):

S : | (3.20)

Compdrese (3.20) con (3.19). Entonces, el niamero de coefi-
cientes iguales a 1 equivalente a infinitos coeficientes meno

res que 1 de 1la funcidn de césto,es la "ventana. efectiva" Nef‘

Por otro lado, de (3.16) y (3.17) se observa que




57

ni

2.3 N (3.21)

Observacitn

Como se ha §isto, el asignar valores bajos a.A'se traduce en
una tendencia.a seguir mds répidaménte la variaéién del péré—
metro del sistema que genera los datos. La contrapartida es
que al reducir la ”venfana efectiva®, ]a'estimacién del.pari-
metro se hace sobre la base de un mendr nﬁmeroide obserQacié-
~nes, lo que se traduce en una mayor'inf1uencia del ruido ey
en las observaciones. EI resu]tédc es un estimador "menos
suave", con mayor incidencia de las perturbaciones. A meno-
res valores de A, mayor es la covarianza del estimador'éta

Mis adelante volveremos mds formalmente sobre este problema.

En resumen la eleccién de X se basa en el compromiso entre la

—

precisidn con la que se desea estimar los parametros, y la ve

i

locidad de adaptacidn del algoritmo.

3.2.2 Simu]acién

Para ejemplificar las ideas expuestas, se muestran resultados

de simulaciones. E1 sistema simulado fué:
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Ye = 0.9 yo g = u gt ooey | (1 <t < 299)

. (3.22)

H

Yi - 0.4 Yio1 U1 * oey (300 <t < 500)

Se usaron distintos valores de o para obtener distintos valo-

-res de la relacidon sefial a ruido en la observacidn de la sali

da Y-
o} S/N
0.2 25
0.4 6.25
§.707 2

La senal U, es una sucesién binaria seudo aleatoria de longi-
tud mdxima con periodo de. 127 muestras, y e, es una realiza-
¢i6n (simulada) de ruido blanco gaussiano, con media cero y

varianza unitaria.
Todas las simulaciones de los algoritmos de identificacidn se
hicieron sobre las mismas sefales del sistema (3.22) para po-

der comparar los resultados obtenidos.

Los resultados con factor de olvido constante servirdn como

patrdn de referencia.

Las figuras (3.4), (3.5) y (3.6) muestran los estimados de
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'los pardmetros del sistema-(3.22), obtenidos con minimos cua-

drados con factor de olvido constante.

. ¢ ‘ o
La figura (3.4) corresponde a una relacidn sefial a ruido

(S/N) = 25, 1a fig (3.5) a S/N = 6.25, y la figura (3.6) a
SIN = 2. '

En cada caso se aplicaron 3 factores de olvidos x; = 0.99,

Ao = 0.98 g Ay = 0.96.
En las 9 simulaciones se puede verificar las tendenciaé pre-

vistas:

a mayor nivel del ruido, mayor es 1la imprecisidn (varian
za) de la estimaciodn.
a menor valor del factor de olvido, mayor es la veloci-

- dad de adaptacidén de algoritmo, a costa de una mayor in-
cidencia de las perturbaciones; y por lo tanto de una ma

.yor imprecisidén en la estimacidn.

finalmente, se puede'obsérvar que N] (tiempo de levanta-
miento), es-una buénalmedida de 1a velocidad de adapta-
cidn. En efecto: Ade acuerdo a 3.16, los valores de N,
que corresponden a = 0.99, 0.98 y 0.96 son 229, 114 y

56 respectivamente. Compdrese estos valores con la for-
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ma en que el pardmetro que cambia en el tiempo, es ségui

do por el algoritmo en todos 1los casos.

Puede observarse que la velocidad de seguimiento, no depende
de la relacidén senal a ruido, sino que depende del valor del
factor de olvido. ET1 problema es que no se puede elegir esta
velocidad independientementé del problema concreto de identi-
ficacidon.. En efecto:si eligieramos por ejemplo A = 0.96, los
résultados obtenidos con S/N = 25 (fig 3.4.c.) pueden‘COnsidg
rarse sumamente satisfactorios para un gran rango de ap]iéa-
ciones, pero si la relacién sefial a ruido fuera 2 (fig 3.6.c),
1qs estimaciones aparecen‘fuerfemente perturbadas, quizd mds
dé 1o que podamos admitir en una aplicacidn especifica.
Aunque conociéramos apfoximadamente el valor de la varianza
dé‘Ias;perturbacfones, el hecho'de estar tratando con siste-
mas variables en el tiempo nos pondria ante la dificultad de -

que no conocemos el valor de la relacidn sefial a ruido.

Por esta clase de prob]emas'hay’gue redurrir a a]gdritmas del
estilo de minimos cuadrados con factor de olvido variable.

El problema es cdmo seleccionar la sucesiénv;t, de manera de
aprovechar todas las observaciones cuando no hay cambios en
los parémet%os, y detectar dichos Cambio§, disminuyendo el

factor de olvido, para aumentar la velocidad de seguimiento.
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Este problema es sumamente complejo y el encontrar una solu-
cién 6ptima sigue siendo un problema abierto. Para el caso
deterministico (o = 0), existen por supuesto, bastantes mds.

resultados que para el caso estocédstico.

En 1a siguiente seccidon se estudia la evolucidn del estimador
L~ ) i k3

et, en relacidén a las observaciones y al factor de olvido, y
posteriormente se discuten distintos esquemas de seleccidn .de
At.

3.3 Dindmica del error de -estimacidn

Dado un sistema dindmico variable en el tiempo, regido por:

(3.23)

Yt t Ut t
. , b _
con xt’net e R
e, i v.a. con E{et} = 0
2
s{ei e.}l= o i
Befinimos:
.

(variacién del parametro en el instante

{ ét =8, - §t‘ (error de estimacién en el instante t)
, _ (3.25)

= S0 44 . xT ) (eror "a priori" de pre-
S~ ft T Yy T Y-l T Yt t Yt-1 P P
diccidén en t) (3.26)
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o - 4 " * 20
€y = Yy " Yiegp T Ve T X (error "a posteriori” en t)

t (3.27)
de (3,24) y (3.25) se desprende que:
t 88, - B, (3.28)

considerando el estimador de minimos cuadrados con factor de

olvido:
8 = 8.+ A p X (y.. 1 - x1.. 8,) (3.29)
t+1 t t+1 t+1 “t+l t+1 t+l "t :
. T
P, X X P :
t+1 N .t 1+ XT Pox. _
t+1 t+1 "t Tt+l

A T = N
0, + 88,1 - By T 0 Ay Pran Xee [yt+1 - xt+16t]

£2.31)
Entonces:
5 - B+ ABL.. - A p X [xT 6. +
t+1 t t+1 t+1 Pesl Xee1 [Xt+1 Ot
T T A7
Xy BBy P fra T Xeal et] =
B = [I - A p X AxT (g, + ae‘ )
t+1 t+1 T+l X+l t+1] t t+1
" Al Pren Kol Ctel (3.32)
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La ecuacién (3.32) representa la dindmica del error de estima
cion et. "Se trata'de un sistema dinamico, lineal, de entra-

das:'Aet+1 Y €ipp Y varjante en el tiempo.

Tanto la matriz de transicién, como la matriz asociada a la

entrada e dependen del "vector de observaciones” Xt+1 y “de

t+1
Ta "matriz de covarianza”Pt+1.

3.3.1. Superposicidn

La ecuacidén (3.32) permite descomponer la solucidn por super-

posicidén, en tres partes con una interpretacidn inmediata; de

finiendo:
~ =1 ~2 ~3
6, = 6, + 6. + 0 - (3.33)
con
/
~1-~
eq i %
¢ 82 -0
0
A~3 ]
L 80 =

T

| i =1 | ,
Ote1 © [I - Aren Prel Xeed xt+1] °t a)

3 T YN -
6oe1 = L1 7 Ape1 Prer Xes1 xee1] (B *88i00) by (3.34)
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=3 T 1x3 -
501 7 [T 7 Apen Pron %o Xe1)8 7 Aean Pran Xee1 fper ©)

'5% es la parte debida al error en la condicién inicial (res-

‘puesta libre), 5% el error de estimacién debido a los cambios

3
t

incidencia de las perturbaciones en el proceso de identifica-

en el pardametro, y 8. es el error.de estimacién debido a la’

cidn.

Esta descomposicidn permite estudiar por separado los efectos

debidos a las tres causas que originan el error de estimacién.

Aunque estudiaremos las tres contribuciones,usualmente sdlo

se toman en cuenta 5%‘y 53. Es decir que se suponen los cam-

bios en el parametro lo suficientemente espaciados en el tiem

po como para permitir l1a convergencia entre cambio y cambio.

-

Se trata este problema como de.condiciones iniciales no nulas
(60 = AB). Andlogamente, el errdr de prediccidn a un paso,
al ser lineal en el error de estimacidén y el proceso del rui-

do, admite una descomposicién similar.
Definiendo:

S 2 3 | 7 |
€r4l T €r41 + €iv1 + €r41 (3.35)

entonces, por (3.26):
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T T

\

el T Va1 7 Xpa1 Op T X (g VA8 L) Fepyy -
T
Xt+1 Ot
€ = xT (6, + a6 ) + e
t+l t+1'7t t+1 t+1
y convenimos en definif:
(1., T 3l
t+1 t+l Tt
2 T =2 —
¢ Era1 = Xepp(8p ¥ 880 - (3.36)
3 ~3
€te1 T Xte1 St T Cta1

3.3.2 Matriz de transicidn

La respuesta libre 5% (ver ecs. 3.34), esta totalmente deter--
minada por 50 y la matriz de transicidn. Esta matriz estd
presente como matriz de transicidn en las tres partes en que

FJ

hemos descompuesto el error de estimacidn, razén por la que la

estudiaremos antes de seguir adelante.

De 1a forma de la matriz At:

Aier = [T - Apeq Prap X T ] (3.37)
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es inmediato que se trata de una "matriz elemental" en el sen

tido de Householder |36| (ver apéndice A), del tipo:

. _ T '
Arer = ToPes1Yie Ve e R

donde ’pt+1'= At+1

du

p X e RP (3.38)

t+1 t+l “t+1

¢ RP

LVe+1 T X+l

-por 1o tanto (ver apéndice)‘,'At+1 es una matriz cuadrada
(pxp), que tiene: p-i autovalores unitarioé asociados al hi-
‘perplano de rRP ortogonal al vector‘xt+i de observaciones, y
un autovalor lp asgc1ado al autovector Uppp © Pt+1oxt+1’ cuyo

valor es:

T p

_ T ) o
2o 7 1oPear Vewr Ypar T 1oApeq Xpen Peer Xeeq 7 (Por
L = 1 | (3.39)
p T b
L+ t Xt+l

Xt+1 "t

Por (3.11), es obyfo que eligiendo P, positiva definida (asti

debe hacerse), entonces P, también es positiva definida. De

‘ t .
este hecho y de (3.39) resulta que £p < 1.

En resimen, en cada recursidén de (3.34.a), al pasar de 6% a
=1 . ' . ea . . .
8t+1’ la matriz de tra§s1c1on At+1 mantuene invariante la

componente de 5% contenida en el hiperplano ortogonal -a X412

y se contrae en la componente colineal con Pt+1 Xe41-
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Xe+l -
El hecho de que la componente ,
~ : P, . ix
de ei contenida en § se man- I//t+L bl
tiene invariante, se debe a // '

que es precisamente la parte /g, subespacio
: t+1

invariante

ortogonal al vector de obser-

vaciones x que el algorit Fig. 3.7

t+1°
mo utiliza para la actualizacién a través del error dée predic

cidn:

T 4

Erel T Y+l T Xes1 8

E1 hecho de que la contraccidn sea en la direccidn de'Pt+1
X¢41 S€ debe a que esa es la direccidn de actualizacién del
-estimador, ver ec. (3.29).

Cabe observar que:

1) Py Xe

resulta que

es colineal con Pt_xt+1’ En efecto, de (3.30)

- - 1 ' :
Meen Pren Xeen T T o P K
| 41 Tt Tte1

(3.40)

ii) E1.problema geométrico no degenera, es decir Xe41 Y
'Pt+1 Xt41 MO son ortogonales, mientras se asegure qye Pt

sea positiva definida.
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En efecto: Xep1 Y Pt}l xt+i no son ortogonales si no lo
T . .
son X,.q Y Pt Xpp1> PETO Xy Pt Xep1 0 si Pt es posi-

tiva definida.

Este seria el caso de "mal condicionamiento" del proble-
ma de minimos cuadrados, cosa que no admitiremos; Pt es

Siempre positiva definida.
En secciones siguientes veremos como se asegura esto.

bgra ia,respuesta fibke, y para la COntFibuciéﬁ de los saltos
| en el parametro seria ideal que At+1 contrayera gl‘espac{o 1o
mas posible. El1 problema es que como At+1 no es simétrica, a
pesar de que todos sus autova]ores son menor o igua]e; a la

unidad,no se puede asegurar la contraccién del error en cada paso.
Para estudiar esto hay que anafizar el problema de los valo- )

res singulares de A Desafortunadamente no es tan senci-

t+1°
110 como el problema de los valores caracteristicos.

Veamos que sucede "en norma" euclidiana (2), al transformar

con At+1 el vector genérico z; llamando w al transformado de

Z:
T T T T
TR S 2 Xl Kl Pe 22 Py Xeen Xear 2
- , :
1+ P Xt+1
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T T T
Xt+1 X1 Pt Pt Xee1 Xt
T 2
(1 + Xt Py Xgey)

T T
2(z"'x ) (x P, z)
”wﬂz = "2”2 - t;l t+1 t +

1+ xiiy Py Xes

Zz Z

-+

T 2T
(27xi 1) "xgpy Py PeoXeiq
T

t+1

P

2
(1 + x £ Xte1)

(3.41)1

para que |w| < ||z, se debe cumplir que:
T T, T
2(z xt+1)(xt+1 Pt z) N (z

T -
t+1. Pt Xte1 (1+x

Xt+1)2 xLl Pe Pt Xea1 |
- 150 (3.42)

T 2
41 Pt Xpe1)

1+ x

T T |
T 2 X Oy Py Py X
T o»p
X

P K et 14x
t+l "t Tt+l

T T
S i Z X < 0 T P, z < (z Xt+1)(xt+1 Pt Pt xt+l)
’ — T
1+ xt+1 Pt X

t+1

(3.43)

X
zona de | t+1
contraccion

Q Ptxt+l

\\ //”“'ﬁnlxt+ii

La zona que viola las condiciones

(3.43), es una "doble cufa", como

la representada en‘R3 en la figu-

ra (3.8), situada entre los hiper

planosﬁTth+1, y Q@ definido como:

‘ T T ' ’ Fig. 3.8
Q - {z: en e Do Pe P Xen) } (3.44)

T B T
z X 2(1+xt+1 Pt Xt+1)

t+1
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Desde aqui se puede ver Una pérte de la dificultad para ele-
gir una sucesién 6ptima Ap- Aln cuando el sistema fuera de-
terministico, e invariante en el tiempo,‘elegir lt a un paso
con base en el error de estimacidn €t41 1leva al siguiente
problema:

—~

.. 1
Lo Gnico que se conoce es de Bt es:

L T ~1 _ ~1
a1 T a1 T Xpep 8¢ 7 Ixgaql 193] coso (3.45)

Xt+l

Esto es que 5% es un vector en

algin lado de la zona represen

tada en la fig (3.9). Pero no

se sabe siquiera si pertenece

a la zona de contraccién o ex-

pansion a un paso. La eleccidn Fig. 3.9
de At es crucial: E] autovalor asociado a Pt Xe41 es Rp:
. A -
zp= T'l‘ = T t © (3.46)
*
xier Pe Xen Jft""ul PY Xt41

donde

* - T T . T

P = A Py = [Xt Xe P A Ko Xpr oo A s it
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B . . .
y Py no depende de X,. Para A, creciente (0 < A, < 1), re-
‘sulta 2p mondtona creciente
1
0 < zp < T e (3.48)
DA xeer Pe %o

En resimen, aln para el caso de la respuesta libre, no se pue
de asegurar la reduccién (en norma) del error de estimacién,

en cada paso.

Ademds, por las razones expuestas no se puede elegir a un pa-
so, con base solamente en el errdr de estimacidn €t+1; una su
cesion Gptima (en el sentido de reducir a cada paso |8]) de
factores .de olvido At.
Si se tratara.de la parte del error de estimacidn debida a -
las perturbaciones y a cambios en el parametro, el problema
se complica ain mas, pués €rpq €D lugar de .tener la expresiﬁﬁ
(3.45), es:

T -~

t+1 (8, + a8

t t+1 (3.49)

X ) + e

€t+1 t+1

A pesar de no poder asegurar la contraccidn de]églia un paso veremos
que baju ciertas hipitesis sobre ]a clase de vectores Xe410 Junto
cbn At < 1 se asegura la convergencia a largo p]aio por la

via de garantizar que la contraccidn se realice en una suce-

sion de direcciones que barran todo el espacio en el sentido




75

de no dejar zonas "privilegiadas" sin contraer. Veremos esto

en seguida.

3.3.3 Comportamiento de la matriz de covarianzas. Excitacién

pefsistente

Definicién 1. Diremos que la sucesién de vectores de observa-

cion aleatorios: X¢p1 €S "persistentemente excitante" de
orden b, si existen reales my M, 0 < m < M, tales que para
cualquier j(j>0) entero, se cumpla:
jtp T:
i

‘mI < X X . X

< MI c.5. (casi:seguramenté) (3.50)
i=j+1 , ’

Definicidn 2. Diremos que P, es una "matriz de excitacidn
persistente” si se cumple que existen Lo ¥ KM’ reales, -
0 < Lo < ﬁM tales que:

0<2 T <P, <2yl c.s. ¥t (3.51)

Es decir que acotan Pt uniformemente en t.

a)-  Resultados generales

Proposicidén 1. Si X, s una sucesidn persistentemente exci-

tante, y At esta acotado por Am y AM:




0 < 2 §A<1M<1v- - (3.52)

entonces Pt es una matriz de excitacidn persistente, cumplién

dose:
i) 0 <2, T <P <2, c.s. (3.53)
- M A
- p -1 M-1
donde L (AM % ax P0 + I_?—:E) “ (3.54)
M .
1 .
2, = - . : (3.55)
M mAp . :
m
ii) Ademds, ¥t >0
: o (r+1)P
[ (Wt P'1+MA1-AM yli<p, e (3.56a)
M "max "o M 1 - P -t T ' é
M
<
P rp .
1 1-2 1-)
T 'm t -1 p m -1 , -
N 1L I> (A &0 P"+m Ay Ii;g_? I>P, c.s. (3.56b)
m m
donde r = g{t/p} , &.= parte entera.

1min P"O1 y lméax P_g son los autovalores minimo

y maximo de Pgl
La demostracidn se detalla en el apéndice C.

Comentarios:

Las cotas para los autovalores de Pt dadas por (3.56)
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son estrechas, es decir que no son cotas "excesivdmente
sobradas" como veremos en ejemplos simulados poco mas ade

fante.

.Las cotas dadas por (3.54) y (3.55) son bastante méas hol-

gadas, pero son uniformes en el tiempo.

La condicidén de que Xy sea una sucesidén persistentemente
excitante evita el mal condicionamiento numérico del pro-

blema, y asegura convergencia como veremos enseguida.

Como el algoritmo actualiza la identificacidn a través.del

"error de prediccidn a un paso~et+l‘(esto vale para las tres

€t+1

i)

e

.componentes en que se expandid €t+1)’ ver ec (3.29), y como

xT
t+1

- (ét + A8t+1) + et+1;.se puede concluir que:

E1 error de prediccién consta de 2 partes, una que corres

ponde a la "observacién" del error de estimacién 8, segiin

. . T ~ _
la direccién Xerl © Xpe1 et, y otra que.corresponde a jas»
. T \

perturbaciones y modificacion del parametro: Xe+1 A8t+1+

t

t+1

La condicidn de excitacidn persistente asegura la "obser-

‘vacidn" de 8, en todas las direcciones en el sentido de

3th T . *
z x: X, es no singular, cada p pasos no que

que como i

i=j+1l
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dan direcciones de RP L.
elipsoide

en las que 6, no pueda caracteristico

ser "observado" a tra

T8

‘ves de xt+1 .

T y de

Mds aln, como los elipsoides caracteristicos de L xixi

i=t-p+l
Pt (en virtud de la proposicidén 1) quedan limitados entre sen
das bolas de RP, se asequra a través de los radios de estas
bolas mayor uniformidad en 1a.observaci6n mencionada, en el

sentido de que se limita el peso re]atfvo que tiene cada di-

reccion frente a las otras.

b) Comportamiento asintdtico de Pt (t - @,dy < 1)

La desigualdad (3.56) fige para todo instante t > 0. Es Gtil”
en el estudio del transitorio inicial. Pero una vez desapare

cido €ste, la contribucién del término en P;I - 0.

Si el proceso de identificacidn estd llevdndose a cabo desde
mucho tiempo atrds, puede suponerse que se aproxima como si

se hubiera iniciado en t0 = - o, 0 bien en to = 0y t > o




En tal caso, si Ay < 1, entonces asintéticamente (3.56) se

transforma en:

1= af 1 - b A o
(—) I <P < (—==) 1T (t=~«=) (3.57)
M Ay mxfr’] .

.c) Comportamiento de Py, si XA > 1, t » =

tores de olvido, de manera que Ay 1, Ay > 1

Una prueba importante para verificar si las cotas de (3.57)
son buenas, es estudiar la consistencia de las conclusiones

que de ella se derivan, con los resultados ampliamente conoci.

dos de minimos cuadrados ordinarios (A = 1 ¥£).

Para el]o‘consideremos,una sucesion de experimentos con las

mismas sefales, Xgs Yo pero cambiando las sucesiones de fac-

¢
-

Ya no se puede seguir el mismo razonamiento de b) en el sen-
tido de considerar 1 - A;P + 1 para r + o,

Sin embargo puede demostrarse (por L'Happital 6 desarrollando
en series) que las cotas de desigualdad (3.56) son convergen- -
tes a cero ambas, por 1o que P, > 0 para A~ 17, Ay > 17,

y t *,m.

Esto es totalmente consistente con el resultado de minimos




!
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cuadrados ordinarios (ver p. ej.|42|]43|), ‘en que la matriz de

covarianzas converge a la matriz nula si t - =,

Esta convergencia de la matriz de covarianzas es crucial para
la convergencia del algoritmo de minimos cuadrados ordinarios:

en el caso de sistemas invariantes.

La corsistencia de las cotas de la desigualdad (3.56) es impor

tante. Se han encontrado otras cotas (ver p.ej. Lozano [39]),

que tienen el problema que para At‘* 1 no garantizan la conver

gencia de la matriz de covarianzésxy no dan 1ug$r a resultados
consistentes con los resu]tados clédsicos. Esto es sumamente
inconveniente puesto_que 10s valores utilizados usualmente para
el factor de olvido son prﬁximbs a la unidad.

d) Incidencia de A, en la adaptabilidad

t

Para asegurar la adaptabilidad del algoritmo de identifica-

cidbn, es necesario evitar que Pt + 0 sit -+ e, como ocurre con
minimos cuadrados ordinarios. En efecto: de (3.29) se des-

prende que si P_ »+ 0, el algoritmo ‘pierde su adaptabilidad

t
puesto que se actualiza el pardmetro segln la direccidn

P Xt41 (coljnea] con Py xt+1).

t+1

E1 mantener un factor de olvido acotado por AM < 1, asegura de

tenga esta propiedad, es decir que ase

acuerdo a (3.57) que'Pt
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gura que Pt tenga una cota inferior para su autovalor minimo,

asegurando que‘Pi no converge a la matriz nula.

A este efecto usualmente se le denomina "mantenér’despierto“
al estimador. Naturalmente, cuanto mds bajo sea el factor de
olvido mayor sera la cota inferior de Pt’ de acuerdo a la de-

sigualdad (3.57).

e) Simulaciones

En ¢) vimos una verificacidn de la "bondad" de las desigual-
dades 3.56 'y 3.57. Para mostrar mds claramente qué tan bue-
‘nas son estas desigualdades, hemos recurrido.también a simula-

ciones.

Como ejemplo veremos la simulacién que corresponde al sistema -

.

de'prﬁmer‘orden;

yp = 0.9y ¢ ¢t Uy (3.58)
Se excitd el sistema con la entrada periddica 1, -0.8, 1,
-0.8,... y se identificd el sistéma con PO = 1000 x I y fac-

tor de olvido A = 0.96, cte.

Con la entrada elegida se asequrd
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t+2

1.27662 1 < I x. x| < 2.812132 1 (3.59)
- .C i 7=
i=t+1
luego { m'=.1.27662
. M = 2.812132

La figura 3.11.a muestra la evolucidn de los autovalores de

P, para 1 <t < 300, contra los extremos 2 . 2. de la de-

n’ “max
sigualdad 3.56.

La figura 3.11.b muestra el detalle para 200 < t < 300.

En la figura no puede distinguirse separaci6n entre los valo-

res de:los autovalores .y los extremos alcanzables.

Y Lna, (ektremosnsg

La tab]a‘B.II muestra los valores de me ms

n
gin 3.56) y ]os’autovalores de zanAPtvy Qméx Pt para

1 <t <24y 295 < t < 300.

Se aprecia que las cotas tedricas de los autovalores, dadas-

por la désigua]dad (3.56) se alcanzan, dentro de la precisidn

i

del programa LOTUS empleado para el cédlculo.

En efecto, en’l <t < 24 la cota superior se:alcanza cada dos

instantes de muestreo, dentro de un'error que varia de 0 a

4 x 1079,
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0.42509S
0.442145
0.293461
O.306661
0.229594
0239130
O. 190852
0.193787
0.1651568
0.172038
0.14568944
0. 157057
0. 133380
0.138931
0.122924
0.128040
0.114431

0.119417%

0.1079Z28
0.112471
0.102419

0. 1065687

0.06397%
0. 08686355
0.0637971
O, 0685346
O.0&837718
O, QL6636

clvido
0,96
0.96
0.926
0.96
0,76
0.76
G.74
0,96
Q.96
0.96
.98
L0986
0.96
0.96
(SIS
Q.96
Q.96
0.96
O.96
0.96
0.95
0.96
0.%6
.96

0.96
0.96
0.96
0. 94
0.96&
0.%6

TABLA

1min
0, 370281
0.122731
0, 1227321
0,133664
0. 1336564
0.104226
O.10422
0. 0844640
0. 086640
0,074980
0. 074980
0.066707
Q. 0HHT7T07
0, 060550

0, 060550,

0. 0558053
0. 055603
0,052047%
O, 052047
0.047000
0. 049000
O, 046495
0. 045495
Q,044402

0. 029041
O, O2Q040
0O, 029040
0. 029040
O, 0259040
O, Q29040

3.11.

IMax tiempo

1041. 6646
0.B849288
0.549288
0.442147
0.4421479
0.306664
0.306564
0.2391372
O.ZZF122
0.198789
0.198789
0. 172039
O.172029
0. 157053
0. 157058
0.138932
0. 138932
0.128041
0, 128041
0.119414
0.119414
0.1124372
0, 112432

0.106484

0L 086576

0. 066636
0. 066678
0.04656636
0. 065656
0.08556756

N DN D R e

295
294
297
293
299

=00

84




- 85

L3

La cota inferior se alcanza con un inStante de retraso, y en
los Gltimos instantes (295 <t i_300), se alcanza cada dos

instantes de muestreo dentro de un error de 4 x 10'6.

Mas ain, de acuerdo a la desigualdad (3.57) se esperan cotas
asintdticas gmin = 0.290404 y 2méx = 0.0666364, a]canzaqas.
con una ‘precisidn de 1/106 parallos dltimos puntos tabulados.
En resumen, las cotas encontradds:para.los autovalores de Pt

son cotas finaé, como lo han mostrado las observaciones de la

seccidn 3.3.3c y el ejemplo simulado, que es bastante elocuen

te.

3.3.4 Evolucidn de la componente debida al error inicial: re

sultados generales

~

Basados en los resultados anteriores, podemos  ahora estudiar

la evolucién de los tres componentes del error de estimacidn

~

Gtv

Comenzaremos con el "error inicial", es ‘decir la contribucidn

de las -condiciones iniciales al error de estimacidn: 6%.

~

La siguiente proposicién permite analizar e%.
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I

Preposicidn 2 .

ET término.éi, la parte del error de estimaciéon debido a la

condicién inicial gé, satisface:
\ ~1 _ -1 =1 o o
i) 6, = X ;2...2 Ay P Pot o8, (3.60)
t L . P .
s t ol .
i) 18l < (moay) R lel . (3.61)
- =1 2 . P :
min o
t e . P o
.. ~1 ~ : ,
i)l > (xR g (3.62)
i=1 L . ~
max 0O

La demostracidén puede encontrarse en el apéndice C.

Débé hotafsekque no se ha hecho ninguna hipdtesis. sobre Ta
clase de vgctores de observaciodn xt?'ni sobre los valores de
la sucesidn de factoreé de olvido. Sin embargo para estab}ei
cer la.convergencia de 5% a cero, es ﬁecesario hacer ciertas.

hipétesis adicionales:

Proposicién 3 (Convergencia delgi ver Lozano |39])

Si ademds la sucesion x, es persistentemente excitante y los

t
factores de olvido estdn acotados por:

<Ay <1 ¥ . (3.63)
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entonces se cumple:

ot
ot
‘—’-

i)  La sucesidn "51“2_1 23
MOllprd =

es positiva, decreciente, y ademads:

lim =1' _-1 ~1 _ ' _

o 6, Py B, =0 c.s. | (3.64)
) Mmoo | c.s. | . (3.65)

t+ow : ' ‘

La demostracidén se encuentra en el apéndice C.

Los resultados anteriores establecen condiciones de convergen
cia a cero del error de estimacién debido a condiciones ini-

ciales.

- E1 resultado ii) de la proposicidn 3 establece convergencia

salvo en un conjunto de realizaciones de medida nula.

Cabe hacer notar que los reéu]tados ii) y-iii) de l1a proposi-
cion 2, junto con la hip6tesis de excitaciédn persistente ase-

guran una convergencia de cardcter exponencial.

Para el caso que nos ocupa ahora esto no es muy importante,

puesto que alcanza con saber que la contribucidén de las condi
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ciones iniciales tiende a ceré. y luego de un periodo transi-
torio, dejan de influir en el error de estimacidn. Por el

contrario, veremos en la siguiente seccién que el cardcter ex
ponehcia1 de dicha convergencia si importa si hay cambios es-

poradicos en.el parémetro 6, del sistema.

t

b}

3.3.5 ‘Evolucién de la componente del error debido a véria-

cién en el pardmetro
Estudiaremos ahora la componente del error de estimaciéniez
debido ‘a cambios en el pardmetro 8, del sistema que genera
los datos.
Como ya se discutid en'e1'pap1tu]o 2, no existe ninguna forma
de abordar el problema de identificacidn-de un sistema arbi-
trariamente variable en el tiempo. ET caso.que mas nos inte-
resa estudiar es cuando existen variaciones abruptas en el pg;
rametro, lo suficientemente distanciadas entre si como para

permitir cierta adaptacién de la identificacién entre salto y

salto.
Suponemos ademds que el proceso de identificacidn se inicia
en -, por lo que vale el comportamiento asintdtico de Pt:

(3.57).

Estudiaremos dos casos:
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a) Variaciones esporddicas del parametro

b) Variaciones arbitrarias del pardmetro

a) Variaciones esporddicas del pardmetro

Consideramos la segunda ecuacién del sistema (3.34), que co-

rresponde a la evolucidn de 63. Donde A@t = 0, excepto en

t en que A9 = A8, un cambio aislado del paréametro.

o+1’ t0+1

E1 problema se reduce al caso considerado en la seccidn ante-

“rior, de evolucién de.la condicidn inicial 48, a partir de t,

Entonces, de acuerdo a (3.61) y (3.62):

t

o+T ' 2 . pt‘
a + .
"95 I <(xn As) ~TaX__0T% | ae| c.s. (3.66)
T Tty Tnin Py
t P
~9 o+T 2 . Pt . )
Iy 12 Cr 2 " el s (3.67)
0+t | 1=t0+1 max g
luego, por (3.57):
— ot Mool ‘
loy < Aj) = P — e8] c.s. (3.68)
{ o+t 1=t0+1 | m Am 1 - AM .
-t P p
- o+1 moA 1-2
182 I> (= x) - m Mise]  c.s. (3.69)
L j 5
v torr st M1 -2 Ay

o+l m
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Las ecuaciones (3.68) y (3.69) permifen sacar varias‘conc1usig

nes.

i) El error de estimacién 6% debido a un cambio aislado
ott .
del pardmetro en el tiempo to, converge exponencialmente

a cero puesto, que como Ai < AM #i, y RM < 1 entonces:

_\P
ﬂ 1 Am A

18 1< 0f) : n‘aeﬂ] cs. (3.70)

ott m Ap 1-2P
m M

Como el término entre corchetes es constante, entonces
', »
bt

converge a cero exponencialmente conforme 1 + o,
o+t '

. ' =2 . ‘ .
ii) E1 error Gt evoluciona dentro de una franja que se es-
’ o+t

trecha y tiende exponencialmente a cero conforme 1 ~» o,

Esta franja estd definida por constantes que dependen de

. .o . . . .¢ . ‘ P
iii) Para ejemplificarlo en forma sencilla veamos que sucede

es decir factor de olvido constante A. "En tal

ST A, = Ay
Caso:
-2 1-
18, Il <A M 2P paep) c.s. (3.71)
JotT m ‘ ‘ :
I8, I > 2T (S W lash) o cs. (3.72)
o+t ‘ :
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E1 decaimiento exponencial del error de estimacidn le dd sentj

~do a las definiciones de "ventana efectiva" y "tiempo ‘de subi-

da" dadas en la seccidn 3.2.1, asi como explica el comporta-

miento de las simulaciones de la seccidon 3.2.2.

En la figura (3.12) se muestra la evolucidn de §§+T (normaliza
da) dentro de la franja definida por las ecuaciones (3.71) y

(3‘72)1

18,
IEA

t+T

Sobre esto vale la pena detenerse un poco. Debemos notar que
la amplitud de dicha franja estd directamente vinculada al ni
mero de condicién M/m que define en (3.50) la excitacién per-

sistente.

»

Si el nimero de condicidn es muy alto, la franja es muy ancha
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y pueden esperdrse transitorios fuertes, o fenémenos de "burs-

ting" reportados‘frecuentemente en la literatura.

Estos fendmenos han sido asociados a crecimientos grandes

("blow-up") de la matriz de covarianza, (ver p.ej: Astrom/:

Witternmark |46|, o a errores numéricos de redondeo..." asocia
dos a matrices de covarianza muy grandes 0 rapidamente cre-
cientes", como afirma Ydstie |41|, por lo que este autor su-
giere el uso de algoritmos mas robustos numericamente.

puede

Si M/m es alto, el nimero de condicidn de la matriz Pt

ser alto también (ver ec. (3.57)),pero esto no es forzoso.

‘Alin mds, pueden ocurrir fuertes transitorios en 8¢5 aunque el

nimero de condicidn instantdneo de Pt no crezca mucho, como

se verd poco mas adelante.

Las ecuaciones (3.71) y (3.72) sefialan algo claro: delimitan

una franja para la evolucién de Héi I Los extremos (bor-

. ot .
des), estdan fijados por la caracterizacidn de X4 (3.50). Pe-
ro la realizacion particular determina la curva que ”55 I

: ' . 0+1

habra deidescrib{r.

Es decir que adn cuando 1la sucesidn de vectores de observa-

cic‘)n.xt satisfaga 1a misma condicidn de excitacidn persisten-

té (3.50), se podrian encontrar realizaciones que provocaran

grandes oscilaciones dentro de esa franja, y otras que no.



93

Por eso, un mal condicionamiento (ﬂ >> 1) permite la Qosibili—‘
m

dad de un fen6meno transitorio fuerte pero no lo obliga. A es

to se debe que en a]gunoé experimentos exista un problema de

oscilacidn en Hég‘ |, ¥y en otros no.

‘ : o+t
'Aqui es donde 1a‘oﬁsérv§c16n de Ydstie tiene mds sentido. En
efecto, la oscilacion puede desencadenarse como resultado de
uﬁ cambio en el parémetro, segin 1o-adabamos de discutir. Pe-
ro un error de redondeo puedé considérarse como‘una condicién

s e s . ' . ] ;
-inicial a partir de la cual evoluciona Gt, que tiene un compor.

tamiento andlogo, segin las ecuaciones (3.61) y (3.62).

Puede suceder entonces, que errores de redondeo,; acarreo, o
cualquier otra perturbacién numérica, desencadene un fendmeno

transitorio fuerte bajo un nimero de condicidn M arto.
' m

Observaciones

i) Las cotas encontradas son independientes ‘de 1a velocidad
con que cambien Tlos autovalores y los autovectores de Pt,

puesto que simplemente toman en cuenta s0lo los valores
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iii)
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extremos posibles.

Debe notarse que para alcanzar la cota superior, es nece
sario {ver ec. 3.60), que el salto-en el pardmetro se

produzca en la direccidon del autovector asociado al autg

‘valor minimo de Py

o

Ademds el autovalor mencionado debe alcanzar el valor in

ferior dado por las cotas de (3.57).

Cumplida esta condicidn, para que alcance la banda supe-

rior en un instante ta + t, tambiédn es necesario que
-1

P." A6 (que es colineal con el salto en el pardmetro:As8,

to

si se cumple la condicidn anterior) esté en la direccidn

del autovector asociado al madximo autovalor de P, s Y
' * 0+T

dicho autovalor debe alcanzar la cota (3,57).

Sobra decir que es bastante dificil que se cumplan ambas
! i

condiciones, pero en principio, es posible.

Como corolario de la observacfén anterior se desprende
qﬁe si bién las cotas dadas por (3.68) y (3.69) Ho son
pbsibles dg'a1canzar;en un namero bajo de instantes de
muestreo, puésto que no es posible que Pt cambievabruptg
mente una misma direccidn, de estar asociada al autova-

lor minimo, a estar asociadd al autovalor mdximo.
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Se deduce entonces que dichas cotas no son buenas (estdn
holgadas) para los primeros instantes luego del salto en

el parémetro.

De la observacidn ii) también se desprende que es posible
tener situaciones donde exista wun pésimo mal condiciona

miento numérico, y sin embargo no haya "bursting". Mds

“adn, que el comportamiento frente a un salto abrupto en

el parametro sea una répida convergencia, si p.ej: el sal
to es dado en t  en la direccidon asociada al autovalor mi

ximo de P, , y esa misma direccién tiende a ser la asocia.

. t 0 ts .
da al autovalor minimo de Pt con t > 0.
: ott

De la observacidon ii) se desprende que no es necesario

que instantdneamente Pt tenga un nimero de condicidn alto

o o . ~2 :

para que ocurra un transitorio fuerte en ”St |, ya que
o+t -

importa & _._ P 2 . P » no su valor instantdneo.

import ma X td+T/.m1n tO yn u » ! i

Aunque toda la derivacidn de résu]tados se hizo para el

a]gorit&o de minimos cuadrados: con olvido Qariab]e,'es pé
sible exteﬁder dichos resu}tadds para Qna amp]fa clase de
algoritmos de identificacidn de estructura similar, e in-

cluso a algoritmos de control autoadaptivo.

vii) En cuanto a los esquemas conocidos de eleccién del factor
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¢+ Por 1o general se hace hincapié en compro-

bar si son robustos o no al problema de bursting.

A la luz de lo discutido hasta ahora, vale Ta pena obser

o

var que:

-

b

E1 algoritmo de traza constante, aunque al "mantener

despierto" al identificador, acota el numerador de

,(3766) ya que acota superiormente t {Pt }, no aco

o+t
ta inferiormente. el denominador, y no ejerce por lo

tanto ninguna accidn para evitar el fenomeno de

"bursting”.

Algoritmos de eleccidn de At en funcidn de errores
de prediccidén pueden tener problemas serios si no
efectuan al mismo tiempo alguna clase de proteccidn

contra 1la pérdidé de 1a persistencia de la excita-

cion.

Por ejemplo, el algoritio. de cantiaad de Informacidn
constante (Fortescue et.al. '2'), si se produce uﬁ
error de prediccién alto, baja el factor de o]vidb.
Esto provdca, (ver ec. 3.56), que las cotas de los
autovalores ge abran abruptamente si ul >> 1, y de

m

acuerdo a- (3.66) la cota superior para el error de

estimacion crece muchisimo.
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viii) La G1tima observacidn vale para todos los esquemas de
eleccidn de At,que baje)At (para ganar adaptabilidad)
frente a un salto en el pardmetro, si ese salto se produ

ce cuando se pierde la persistencia de la excitacidn.

Por eso es necesario mantener un mecanismo paralelo que
evite que se esté ejecutando la baja de At frente a una
situacidn de crecimiento del nimero de condicidn M/m més

alld de mdrgenes preestablecidos.

Simulaciones

1) Para ejemplificar el comportamiento de ﬂéi” frente a un
salto en el pardmetro se presentan dos simulaciones. La
primer simulacidn trata del sistema

Y 708 Yy +072u 1<t 300

¥ =04y +0.85u 301 <t< 500

Se eligid6 una entrada que mantuviera m = 1.310065,

M = 2.456146 ¥t.
Se ejecutd la identificacién con f.o. cte = 0.96, y en

la figura (3.13 a) y b} se presenta la evolucién del

error Héi”, contra los extremos dados por las ecs.
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(3.71) y (3.72):

La figura (3.13 (b)) pfesenta el detalle para

350 < t < 450.

Puede verse como el error tiende a alcanzar la cota supe-
rior, aunque esto no es abrupto sino que es necesario una

transicién como se menciond en la observacién ii).
La figura (3.14) muestra un caso similar para el sistema:
Yy 7 0.9 Yeo1 b Y g 1 <t'< 300

yp = 0.7y +1.278137 u, 301 <t < 500

En este caso 1a evolucidon del error es prdéxima a su cota

S

inferior.

Para apreciar la influencia del nuimero de condicidn se

simulé el sistema:

Ayt = 0.6 Yio1 + Uy

]

con . u 1+ (-1)% - 0.001

E1 nimero de condicién M/m es extremadamente malo (= 105).
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Se 1levd a cabo un proceso de'identificécién sobre este
sistema, y dos pequeﬁos‘errorgs de identificacidn fueron
inducidos en t = 200 y 300, ambos con la misma magnitud
ﬂégon = 0.01, pero cdﬁ diferente orientacién. EI factor

de olvido empleado fue A = 0.96.

La figura (3.15) muestra la evolucidn de la norma del error

de estimaciodn.

Se puede apreciar que a pesar de estar e]vsistema en estado
estaciOnario, y por 1o tanto Pt oscila ligeramente‘alrededor
de un valor, el mal ndimero de condicidén puede dar lugar a
transitorios fuertes: También se aprecia que el nidmero de
condicion "habilita" el transitorio pero no es ob1igatorio,
puesto que la respuesta al errof de t = 200 decae rdpidamente.

Mientras que la respuesta al error en t = 300 tiene amplitudes

10 veces mds altas que el error original.

La Gnica diferencia en ambas respuestas estriba en la direc-

cién en la que se indujo el error.
Se repitié el mismo ejemplo simulado, pero ahora con

Uy = 1 + 0.001 x re

donde r_ es una .senal seudo aleatoria de distribucién unifor-

t
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me [-1,1].

En t = 200 y 300 se -indujeron errores Hé%” = 0.01, con dife-
0 .

rentes direcciones.

: . . < ~2 .
La figura (3.16) muestra la evolucidn de ”et"’ que confirma
las observaciones anteriores. Mientras que se responde al
primer error con ligeras oscilaciones, al segundo se responde

con una excursidn 190 veces mas grande que el error original.

Si el ndmero de condiciones M/m es muy alto (pérdida de 1la
excitacidn persistente), ligeros errores de redondeo acumula-
dos pueden dar lugar-a un~comportamienfo muy malo del estima-

dor.

b) Variaciones arbitrarias del pardmetro 0,

Si ahora se permite que aet #0 ¥T > 0, es obvio qué 10
~ : TotT
se puede esperar convergencia puesto que el parametro del-sis

tema estd cambiando permanentemente.

~Sin embargo, si la variacidn del parametro es acotada se pue
de demostrar que el error de estimacidon producido por esta
variacidn también es acotado bajo las mismas hipdtesis que

el caso anterior.
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Proposicidn 4

Si Xt es persistentemente excitante; el factor de olvido At es

ti acotado como antes por Ay ¥ AM <1, como en (3.63), vy

‘Aet =0 ¥i <0y Aet ‘estd acotada en 0 < i < 1, enton
ES oti :
ces:
. M1 =Pl () | |
( "et [ < - 5 5 — mix Jae, | c.s. (3.73)
ott —m A ﬁl-AM)(l-AM) l<i<t o+i :
L
o Mol aP Aﬁ | | ‘ '
L “et | <— ‘ max H59t0+iﬂ c.s. (3.74)
ot m AP (1) (1-3) lgi<t ~

La demostracidn se encuentra en el apéndice C. ‘La proposicidn
estd basada en un resultado andlogo de R. Lozano |39|, para un

algoritmo de identificacién normalizada con thHA< 1.
Si el factor dé olvido es constante, (3.74) queda como:

| < = =—— méx “aet 'l] : c.s. (3.75)
0+1 m 1l -x 1<i<t 0+1 '

También en este caso, el nimero.de condicién — incide propor- -
m . S
cionalmente sobre la cota del error de estimacidn.
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3.3.6 Influencia de las perturbaciones

Lo G1timo que resta por analizar es el término 5i, resultado
" de la contribucidn del proceso del ruido e, al error de esti-

t
macién. E1 siguiente resultado acota dicha contribucidn.

Proposicidn 5

S

X4 es persistentementé excitante; At estd acotado como en
(3.63), y e, es una sucesiodon de ruido blanco cehtradc con
E{ei} - o2, entonces:

o | a(1 - APy ‘
i) - vimsup  E(I8]%) <o° M B o (3.76)
t+oo m Ap (1-AM)
A1) S oA, = Ay ] (factor de olvido constante)
N 2 M (1-Ap)2 : 5
Tim sup 'E{Hetﬂ J <o c.s. (3.77)

oo : n A2P Tn(1/2)

La demostracién se encuentra en el apéndice C.

- -

Observaciones:

La varianza de la parte del error de estimacién debida a

perturbaciones aleatorias estd asint6ticamente acotada.

4

Las cotas encontradas son proporcionales a la varianza
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. del proceso de perturbaciones.

Si A,y Ay~ 0 (6 » + 0 en el segundo, caso), ambas cotas

divergen.
La primera cota es itil para valores de A\ pequefios.

© La segunda cota es Gtil para valores de X proximos a la

unidad.

Comportamiento de ﬂ@iﬂ para A » 1

Consideremos la cota de la ec. 3.77:

1im sup'E{HazHZ} < €(x) c.s.
t oo R )
2 M (1-2P)?

donde (X)) =0 —
: m2 AZP 1n(1/k)

Si se repite el pﬁoceﬁo de identificacion péra una sucesidn
de factores de olvido A -~ 17, el comportamiento de la cota
C(1) se puede estudiar haciendo X = 1 - €, € pequefio.

2 M (1-2P)?2

' -‘. | | C(A) = C(l - E) = 0 '[;1'2' )\2[} 1n(1/)\)
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~ Exbandiendo C{1-¢) para e > 0:

‘ C(1 - ¢) = 02 ﬂ§
S m

Cép 1o que se demuestra que la varianza de "55” tiende a cero
para A + 1 salvo en un cénjunto de'fealizaciones de medida
nula. Este resultado es consistente con los resultados de mi
nimos cuadrados ordinarios ampliamente conoéidoé! Las cotas
andlogas obtenidas hasta ahora fallaban precisaménte en el ca

S0 A > 1.,

se puede .concluir que

»

2 2.,
opf - n
m .

c{r) » o

para A > 17

Comentarios

Llegados a este punto podemos establecer un resultado espera-
do. Existe en la seleccidn de A un.compromiso entre velocidad
de seguimiento de los cambios en el pardmetro y'precisién debi

da a la influencia de Yas-perturbaciohes.

'

acabamos ‘de ver, para valores crecientes de A, el error de es-

En efecto: supongamos A, = A constante. De acuerdo a 1o que
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timacion debido al ruido tiende a disminuir, pero de acuerdo
a (3.71), la cota superior de convergencia del error debido
a cambios en el parémetro aumenta. Naturalmente lo inverso

ocurre para valores de A decrecientes.

Este compromiso obliga a encontrar esquemas apropiados de se-
leccidn de Ay que tomen en cuenta al mismo tiempo la influen-
cia de las perturbaciones y de los cambios en el pardmetro

del sistema.

3.4 Seleccign del factor.de olvido A,.

Como ya se menciond, rexisten grandes dificultades. para encon-
trar una forma,de determinacidn del factor. de o]vidobkt. En
cada instante de muestreo se dispone de informacidn del error

de estimacidn a través del error de prediccidn

TG
€t+1 T X+l (8, + 20,0) * epyy - (3.78)

Las preguntas basicas que se trata de responder a partir de

la informacidon disponible son:

¢Coémo saber si hubo un cambio en el pardmetro para forzar una

disminucidn del factor de olvido?

iComo realizar dicha disminucién?
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De (3.78) y suponiendo que el proceso'et es independiente de -
los saltos en el paréametro:
L2 T =T, T 3 | 2
Eletar/xernd = xpap B U(OL #0808 + 80 1) x4} xpyp + 0
- (3.79)

La mayor parte de los métodos de séleccidn del factor de olvi

2
t+1

su esperanza. De (3.79) se puede estimar‘oz,’pero la estima-

do se basan en comparar e con alguna cantidad que estima

cién del primer sumando del lado derecho de (3.79) tropieza

con grandes dificultades.

Por To general, estos métodos de seleccidn recurren a uno de

dos esquemas:

i) Varijar At en forma continua como funcidn de €t+1’ Xt+1’

P,. - -
t . :
ii) Mantener un nivel constante Ay =A< que aborde variacio
nes lentas del ‘pardmetro mientras se corre un "detector"
de grandes cambios del parametro que pone en funcionamien
to un mecanismo de adaptacidn que disminuye el valar de
A, -
t

Veremos algunos de estos métodos.



110

3.4.1 Algoritmo de informacidn constante

Una forma de elegir el factor de olvido fue propuesta por For

tescue, Kershenbaum e Ydstie |[2].

Se define recursivamente la cantidad de informacidén de las ob

servaciones como

-

T
|1 - x, P, x| >
1.+ Xt Pt_1 X¢ :
poniendo 3.80 en t+l
T
L e ,rll"‘ta‘lpt"tnﬁll ¥
S R T A S t+1
t+l "t Tt+l
52 , , ,
I, . = A, I, + t+l | (3.81)

t+1. t °t T
' ' T+ xeg) Py Xeeg

Comparando 1as'ecuacione$~(3.81) y (3.9), queda claro que con

la simple eleccidn adecuada de I0 (ver inicializacidn), la
cantidad de informacidn no es otra cosa que la funcidén de cos

to evaluada en 9t+1’

Es decir:

)2 (3.82)

—t
n
it +
Q
—t
——
~
-
t
x

t+l
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Lo que se propone es elegir la sucesifn Xt

se mantenga en un valor cons-

"de una manera que
la cantidad de informacién Iiiq
tante *Zo. Lo que se consigue con esto es que si el -error de

prediccidn € es muy grande, el valor de At se reduce.

t+l
La interpretacidn es la siguiente: wun cambio en el modelo da
rd mayores errores de prediccidon, esto reduce At y se "pesan"

menos las observaciones pasadas.

Inversamente, S]-€t+1

el modelo actual es bueno, 'y con A~ 1 se sigueh tomando. -en -

es pequefio, esto se interpreta como que

cuenta los datos con los que fue obtenido (se prolonga la

"ventana efectiva")..
£1 valor Zo pasa a ser un pardametro de disefio.

Se elige Zo considerando el caso estacionario. Supongamos

que el sistema considerado no varia, o varia muy lentamente.

Los errores de prediccidén serdn variables aleatorias de wuna
misma distribucidn. Si e, es no correlacionado, centrado y

. 2 L s
varianza .o~ entonces se espera que 10s errores de prediccidn

' . . 2
€t+1 tengan una varianza parecida a o .

Se elige entonces el valor de zo = No 02, donde No es la "ven

tana efectiva" que se desea tener en el caso estacionario,
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con el sistema bien identificado. ES necesario por lo tanto,
tener una idea del valor de la varianza del ruido para selec-
cionar "a priori" el valor de la cantidad de informacién L,

deseada.

Una variante bastante empleada en la prdctica consiste en ele
gir la ventana efectiva del caso estacionario, y elegir una

cantidad de informacidn:
5, =N &2 | (3.83)

' ~2 . c e < '
donde ot es una estimacidn instantdnea de 02, usualmente com

putada como .

A2 _ a2 2 ‘ '
Gy =aop g+ (1-a) €. | (3.84}

e

donde « es‘yn factor de olvido (o constante de tiempo) prede

terminada.
Trataremos s61o0 el caso Zb constante.

Cdlculo recursivo

El cédlculo de A

¢ .se hace -igualando en (3.81) I =z

t+1 0’

De la ecuacidn (3.11) se obtiene que:
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p* . ' (3.85)

donde P*, es una matriz colineal con P, que depende de las ob
t t -

servaciones hasta el instante t.

Sustituyendo en (3.81):

€
Eo - At Eo * T~ =
. *
4 xeer PPy X1/
2
A €
I =, L+ t_ t+l
0 t "o _— xT P*
t t+1 t “t+l
donde la incdgnita es A
Esto conduce a una ecuacidn cuadrdtica. Para simplificar el

cdlculo recursivo, se calcula At+1 (un instante adelante) co-_

mo el valor de A, suponiendo ya fija la matriz P,» con:
62
o t+1

o T el B T T T T
t+l "t “t+l
62

Nesp = 1 - — (3.86)

Il X Py X))

En realidad es una aproximacion, y esto puede dar lugar a un

error, en general pequeifio. Pero A 1 puede l1legar a ser muy

t+
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~

chico, incluso negativo. .Para evitar esto seé introduce la con
diciodn

A > (3.87)

t+]l —~ Aan

finalmente el algoritmo quéda como sigue:

oy Pt c?n las ecuaciones (3.9) y (3.10)

i) Calculo de ®

ii) Calculo de lt;i con las ecuaciones (3;86), (3.87).

En Osorio/Mayne |5|, se puede encontrar una prueba de la con-

vergencia del algoritmo en el caso deterministico.

Inicializacion

Hay varias formas de inicializar el algoritmo de Fortescue.

Dos posib}es son: 1) inicia]izar-con I0 = @, y mantener un
factor de olvido cdnstante A < 1 hasta que I1 > zo’ a partir
de t = 1+1 forzar la condfcién I£ = ZO.

2) dinicializar con I_ = £

De las expresiones (3.9) y (3.81) se deduce que el valor de

la funcidn de costo J,» converge a I, con t »'=.
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Esto es: J, » It‘= r si t > o

En efecto: (J, - 1

Simulacibn

Sobre el mismo sistema simulado en la seccidn 3.2 de factor
de olvido constante, se llevaron a cabo una serie de identifi

caciones con el algoritmo de informacidn constante.

La figura (3.17) muestra ]aAegtimacién de los parémetros con
-una relacion éeﬁa1 a-ruido de S/N = 25, y una cantidad de in-
formacidn ZO = 4. Dé esta_mahéra No = 100 en estado estacio-

nario, para lo cual A_ =+ 0.99 en estado estacionario.

t

~—

Pdede~observarse que 1o§ resultados si t < 300 son seméjaﬁtes
a los dé la figura 3.4.a, es decir la simulacién con A = 0.99
¥t.- A partir de t = 300 él cambjo en el pardmetro se detec-
ta, reduciendo el factor de o]Qido y obteniendo una yelbcidéd
de adaptécién ligeramente inferior a la que se obtendria con

un factor de olvido de 0.96 (con ventana efectiva asociada de

25 pasos). Comparar con la fig: 3.4.c.

La segunda parte de la figura muestra una cantidad que hemos

convenido en denominar "ventana efectiva instantdnea” Nt’ que
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es la suma de los pesos de la funcibn de costo:

t t A
N, = Io(moox) (3.88)

Esta cantidad es una buena medida de la "ventana efectiva"
real que toma en cuenta el algoritmo, y es mds clara de visua
lizar que la sucesidn At que en general es bastante oscilan-

te.

Puede verse que a partir de t = 1, N, es creciente, se estabj
lTiza entre 140 < t < 300 en vé]ores Nt entre 70 y 95 pasos.
Pero a ﬁartir de t =.300,Nt decrece hasta cerca de 25 pasos,

- para volver a crecer nuevamente.

Esto puede’interpretarse como que el algoritmo funcioné con
un factor de olvido de alrededor de A= 0.988 si t < 300, lue-
go del salto en el parédmetro con A = 0.96, para volver a cre-.

cer A al valor original luego de ‘1a adaptacién.

En este caso el algoritmo funciond como se deseaba; con valo-

res altos de A si no hay cambios en el parametro, y bajando

t
At cuando se detectaran dichos cémbios.

La figura 3.18 muestra una simulacidén andloga, con S/N = 2 y

£, = 50.
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E1 valor de Zo se eligid para volver a tener una ventana efec

tiva en estado estacionario NO = 100,

ET resu]taao es distinto al caso anterior. Los‘estfmadore§

se comportan'como en el caso de A = 0.99 (ver fig 3.6.a). La
grafica de la ventana efectiva‘instahténea‘muestra ligeras
ésci1acidnes alrededor de N, = 85 (que corresponde a A % 0.988)

confirmando 1a similitud de los resultados de la figura 3.6.a.

+

iCudl fué el problema? ¢éPorqué hay una diferencia cualitati--

va tan grande respecto al ejemplo anterior?
La respuesta radica en el nivel de la relacidn sefial a ruido.

Recordemos l1a ec. (3.79). Si el valor 02 es muy grande, serad
dificil distinguir a partir de €§+1 que hay error en la esti-
macion del parametro pues o? predominaria frente al primer su-

mando del lado derecho de (3.?9).

Tanto el algoritmo de cantidad de informacién constante como
cualquier otro algoritmo que use e$+1 para modular la suce-
sidén A

t fallaran en la deteccidn de saltos en Tos pardmetros

cuando el nivel de la relacidon seial a ruido sea bajo.

De (3.79) se puede concluir que ademds de Ta condicién de ex-,

citacidén persistente, es necesario que
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X . x./d2 (o .m/Oz)'.

tenga un valor alto, para que el algoritmo de informacidn cons

tante sea sensible a los cambios en el pardmetro.

3.4.2 Algoritmo de traza constante

El algoritmo de minimos cuadrados ordinario (A = 1), tiene la

propiedad de converger en media cuadrdtica al pardmetro real,

cuando .este es constante (sistema invariante) y bajo algunas
condiciones de regularidad (perturbaciones no correlacionadas,
y excitacidn persistente).

»

En términos numéricos esto se traduce en que P, > 0 si t » o

.y'§t + 8% (real) si t = . La convergencia.serd con probabi-

lidad 1 o en media cuadratica segilin las restricciones que se

¥ :

impongan.

ObserQando la ecuacién.(3:11), con A = 1, puede verse que

siendo

(3.89)

(p

o ©legida como se vid anteriormente)

Luego P, es definida positiva bajo condiciones de excitacidn
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persistenté,Ay ademis decreciente.

Si Pt + 0, y existe un cambio en el valor del pardmetro 6, el

algoritmo no tendrda capacidad de seguimiento: Pt sigue sien-
do decreciente pués depende solo del vector de observaciones

y no del error de prediccidn.

E1 efecto de A, < 1 se traduce en impedir el decrecimiento

t
continuo de_Pt; Bajo condiciones de excitacidén persistente y -

con x, .estacionario y ergddico, puede verse que Af = cte < 1

t
dd lugar a la convergencia de_Pt a una matriz definida positi

va Pt + P > 0.

.

Esa es una forma de abordar el problema. Otra es asegurar
.que los autovalores de Pt no decrezcan a cero indefinidamen-
te. Esto se puede hacer de vartas maneras, una de ellas (ver

'p;eji Landau; Lozano |27|; Lozano, Landau |15|) es mantener

la traza de P cbhstante.

t

La forma recursiva de hacerlo es“mhy sencilla: de las ecua-
ciones (3.9) y (3.10), calcular el estimador con la primera y

sustituir la segunda por:

T . .
P x X P »
Pr,, = P, - —t t.‘;l thl ot (3.90)
1 + x P, x
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t_ p* :
t+1
A = T t*l (3.91)
t+1
. t. P
p N (3.92)
t+l " t+1 : .
t+1

donde tr P es el valor elegido para la traza de Py i=1,2,...

Este algoritmo fue utilizado en forma exitosa para el diﬁeﬁo
de estrategias de control autoadaptivo de sistemas determinis

ticos.

Debe notarse que no toma en cuenta el error de prediccidn co-
movmedida de que el sjstema estd cambiando para variar su ve-
locidad de adaptaciéé, sjno que mantiene su ﬁapac1dad de adap
tacidn por'la via de mantener por encima de cierto valor 1la
traza de la matriz P,. |
Un inconveniente de este método es que para e]egﬁr la veloci-
dad de adaptacidn deT'algoritmo, y e]egir‘tr,P, hay que cono-
cer previamenfe en que orden de magnitud estard el vector

) .

t+1°

'3.4.3 Deteccién basada en el error de prediccidn

Otra manera de elegir At es a través de un proceso de detec-

cion del cambio en el pardmetro. La idea es actualizar en
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cada paso una cantidad dt“que funcione como detector de cam-
bios en el parametro. Esta cantidad debe de crecer por encima

de cierto umbral cuando ocurre un cambio en el pardmetro.
E1 factor de olvido se puede .calcular de dos maneras:

i) Como una funcidn de la cantidad d,

ii) Mantener A, = A; (alto) si d. < U, y a, = X, (bajo) si

t

d, > U, donde U es cierto umbral de deteccidn.

Una forma bastante comin para dt es -la comparacién de dos pro

medios de los errores cuadrdticos de prediccién.

t .
Llamando (&2 - 3 el e? (1 - a,) (3.93)
. -T2 . 1. i 1

t  i=1 o .
<
t . :
~2 t-i 2 -
\ Gct = i§1 ayeg (1 - az), con  I>a;>a,

es un “promedio largo", que intenta estimar el valor de
t .
. 2 s . C A2 . i .- . . .
o, mientras que o_ es un "promedio corto” que intenta esti-
) . ey ,
mar la varianza actual de €re1-

82
L

La idea es construir”dt como:

d. = 85 /62 | (3.94)
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Se espera que si hay cambios en el pardmetro, crezcan 1osAerrg'
res de prediccidn y por 1o tanto dt' ‘Luego se utiliza dt para

computar At de alguna de las dos maneras mencionadas.

Esta clase de mecanismos de deteccién fallan cuando el nivel
del ruido es muy alto porl]as mismas razones ya expuestas en

' el caso del a]géritmo de informacidén constante.

A modo de ejemplo, se realizd el cémputo d_e_dt para el mismo
caso simulado de la seccidén 3.2. Los valores de a; ¥y a, fue-

ron 0.99 y 0.95 respectivamente.

En la figura (3.19),.1as curvas superiérés muestran en a),
b), c) la evo]dcién de dt para relaciones sefial a ruido de 25,
6.25 y 2, respectivamente. Se desprende de su observaciéh,
que pafa una re1ac56n seﬁé] a ruido de 25 se podria obtener a

partir de d_, informacidén sobre un salto en el parametro. Si

t
la. relacion Seﬁa1’a ruido es 2, no es posible hacer esto.

3.4.4 Mecanismos robustos de deteccidn

Tratando de evitar el problema de la influencia del nivel del
ruido, T. Hdgglund [47]|, propone un mecanismo robusto de de-
teccidn de saltos aislados en el pardmetro. Siguiendo su ra-

zonamiento, definimos
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4B, = 9?.- 8, 1 {3.95)
nétese que por (3.9)
P, x
a - t Tt+l
BB, ® P €441 (3.96)
T el Tt X ~

Esta cantidad es siempre computada para actualizar el estima-
dor 8t+1.
Si el sistema estd relativamente bien identificado, se espera
que el cambio en la estimacidn A§t+1 sea en sentido aleatorio,
luego las probabilidades:

P{ab, 48 <0} = P{ag, 48 > 0} (3.97)

t-1 t-1

Pero luego de cambio abrupto en el parametro, se esbera que
el estimador se actualice (en tendencia) en dicha direccidn,
luego:
P(aBT aB, . < 0} < P{aB] 4B, ., > 0} (3:98)
t SVt-1 t t-1 :
Lo que se propone es estudiar el signo del pfoducto escalar
de el Gltimo incremento con un promedio de los incrementos in

mediatos anteriores.




127

Definiendo:

(W Sy W ved 0<vy <1 (3.99)
J S. 2 signo(ab! -

t = s1gno{A6t wt_l} (3.100)
- .. +(1-v,)S. . 0 1
[ re = e P L-vp) Sp o 0 <y, < (3.101)

Si no hay cambios en el pardmetro, se espera que St tenga pro
babilidad parecida de valer + 1 o -1, por 1o que re deberia

oscilar alrededor del valor 0.

Si hay un cambio abrupto en el pardmetro, se espera que St
tenga mas probabilidad de ser +1 que -1, luego rs deberd cre-

cer por encima de cero.
Si se supone que no hay cambios en el pardmetro, y Y, s pro-

es aproximadamente gaussia

ximo a 1, Héggluhd concluye que re

na, con media cero y varianza:

RPN
62 =2 (3.102)
rooqy Y, -

La prueba consiste en comparar s contra un umbral predetermi

nado r
0

Sir, > ro se decide que hubo un cambio en el parametro. Por
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ejemp]o? si Yo = 0.95, se puede elegir r_ = 0.5 para una pro

0
babilidad de error de un instante de muestreo cada 1000, de

acuerdo a (3.102).

Lo importante de este método es qué se'bésa en la orientacién
de los incrementos del estimador, no hace suposiciones sobre

1a distribucidn ni magnitud del ruido. Se espera que se com-
porte en fgrma mds robusta que los métodos descritos anterior

mente.

Simulaciones

‘Este método fue empleado en el mismo ejemplo simulado de la
seccién 3.2. Los valores utilizados fueron,yl =y, = 0.95,
junto con una identificacién donde se mantuvo un factor de ol

0.99 a 1o largo del experimento.

it

vido coﬁstante A

La figura (3.19) a) b) ¢) muestra en sus curvas inferiores la
evolucidn del "test de salto” ry para valores de la relacién

senal a ruido S/N = 25, 6.25 y 2 respectivamente.

Respecto al mecanismo de deteccidn de la seccidn anterior se

notan dos hechos:

1) Es mds robusfo respecto al nivel del ruido. Ver por

ejemplo el caso en que S/N = 6.25, fig 3.19.b.
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2) La desventaja es que es mds lento. Para valores de
S/N = 25 y 6.25, tarda entre 70 y 80 instantes de mues-

treo en detectar el cambio en el pardmetro.

Finalmente hay que notar que ya para valores bajos'dé S/N, co-

mo es el caso S/N = 2 la deteccién resulta mds imprecisa.

Siguiendo el mismo razonamiento que ]jeva a Hagglund a émp]ear

. N ,
W, en lugar de A6 para estudiar tendencias , ensayamos una

t t’ |
~modificacign del algoritmo, empleando

(%]
H

signo (zy W} ' ~ (3.103)
donde

(3.104)

i) r= 2 -, z, = 0.5 A8, + 0.5 AB (3.105)

.4
ii) r =5, z, = 0.2 b A8 (3.106)
Las figuras 3.20 y 3.21 muestran los resultados obtenidos en
las simulaciones para r = 2y r =5 respectivamente. Los va
lores de v, y vy, fueron 0.95 y las relaciones seial a ruido

fueron de 25, 6.25 y 2.
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Se nota una muchisimo mayor robustez respecto al nivel del
ruido. De hecho, manteniendo el umbral de 0.5 son netamente

detectables los saltos en el parametro.
Aunque se introdujo un retardo adicional de r pasos. en la de-
teccion (ver (3.103) y (3.104)), se redujo a cerca de la mitad

el tiempo de deteccidn del salto en el pardmetro.

Se ensayaron valores mds altos de r sin conseguir ventajas evi

‘dentes,

Observaciones:

De los experimentos realizados podemos concluir que:

Una modificacién al método propuesto por Higglund, dd lu-
gar a un mecanismo bastante mds rdpido de deteccidn del
salto en el parametro y robusto respecto el nivel de rui-

do preseénte.

-Este método se puede complementar con esquemas basados en
el error de prediccidén como- por ejemplo el algoritmo de
informacién constante. Se puede llevar a cabo el cdémputo
de At mediante el algoritmo de informaciodn ;onstante, que

detectard los saltos grandes en el pardmetro y serd efi-

ciente cuando el nivel de ruido no sea muy alto.
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En forma paralela se puede computar re ¥ detectar saltos
mas pequefios en el pardmetro 0 saltos en presencia de al
tos niveles de ruido. De esta manera se aprovecharian

las ventajas de ambos procedimientos.

3.5 Algunas ap]icaciones’reportadas

A modo de ejemplo de la variedad de procesos en que ha sido
empleado, enumeraremos algunas de las ap]itaéiones del algorit
mo de minimos cuadrados con factor de olvido que han sido re-

bortadas.

E1 control autoadaptiwvo -de una planta de acondicionamiento de
aire es reportado por R. Shumann |8]|. Se controla temperatura
y humedad relativa de aire a un gasto promedio de 400 a 500

m3/h.

Se utiliza un controlador adaptivo tipo dead-beat con identifi

cacidon a factor de olvido constante.

En el Iﬁstitufo de Ingenieria (Canales/Canetti |18]), se desa-
rroll1d un controlador autoadaptivb en un microcomputador de un
solo chip (8748-Intel). E1 factor de olvido es cdnstante; el
controlador puede ser. de dos tipos: dead-beat o por asigna-
cidn de polos. Fue ensayado en el control de pequenos motores

de corriente directa.
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Dumont |1| reporta la utilizacién de un regulador autoadaptivo
utilizando el esquema de cantidad de informacién constante pa-
ra el control de una planta de fabricacién de pulpa de madefa

por friccidn de placas.

Fortescue et al. |2| reportan la utilizacidn del mismo algorit
mo de cantidad de informacidon constante para el control de una
planta experimental de absorcidén y desorcidn de anhidrido car-

bdnico.

3.6> Conclusiones

En este‘capitu1o se ha discutido en forma bastanté'extensa el
“algoritmo de mfnimos cuadrados con factor de;olvido‘variab]e.
De los ﬁétodos estudiados para la identificacién de sistemas

~variables en el tiempo es ei que hemos elegidoc para 1as»ap11-

S

caciones que nos ocupardn en los capitulos que siguen.

La razén de esta eleccidn se encuentra en su sencillez numéri-
ca, versatilidad en el sentido de requerir poca informdcidnv
aprioristica sobre el proceso a identificar, y porque encaja
dentfo del esquema de prediccidn lineal multipasos que emplea-

remos en el resto del trabajo.

Varios'autores han estudiado este algoritmo. Johnstone y An-

derson |48| han estudiado 1la convefgencia para el caso deter-
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ministico dentro de un esquema de control en lazo cerrado, y

con factor de olvido constante.

Osorio Cordero y Mayne |5| establecieron la convergencia para
el caso deterministico de un regulador basado en este algorit
mo con una forma particular de eleccidén del factor de olvido

(informacidn constante).

R. Lozano |39] estudid la convergencia para el caso general:-
factor de olvido variable y perturbaciones estocdsticas. Los
resultados obtenidos tienen el iﬁéonveniente de fallar en la
convergencia cuando el factor de olvido tiende a la unidad;

En las secciones anteriorés se estudid la convergencia del
algoritmo, 1legando a resultados més fuertes due 1os‘éxisten-
tes en la literatura en el sentido que se contempla la situa-
cion x »~ 1, para eT caso general de factor de olvido variab]ew

y perturbaciones aleatorias.

Finalmente se discutieron distintas maneras de elegir el fac-
tor de olvido y detectar cambios en 10s.pardmetros. Estos mé
todos as7 como los resultados generales de convergencia fue-

ron ilustrados con simulaciones.

E1 andlisis general del algoritmo asi como los ejemplos simu-

lados muestran la posibilidad de utilizar el algoritmo de mi-




136

nimos cuadrados con factor de olvido variable con bastante ro
bustez frente a condiciones de alto nivel de ruido presente,
asi como asegurando la convergencia (y evitando problemas de

“bursting” y "blow-up") por la via de mantener condiciones de

excitacidon persistente.



4. APLICACION A PREDICCION AUTOAJUSTABLE

4.1 Introduccibn

En la prdctica se presenta con frecﬁencia la necesidad de pre-
decir el comportamiento de la salida de un sistema, dentro de
un horizonte de tiempo fufuro de longitud pre-definida. Un ejem
plo, que serd discutido en el capitulo siguiente, es la-predic
ci6n del caudal de un ;Tolen una seccibn determinada, con base

en las observaciones de las precipitaciones hasta el instante

presente.

Diferentes autores han ido dando soluciones cada vez mis senci

1las a este problema.

Cuando se conocen los parametros de] sistema, el esquema pro-

puesto por Astrom [29] permite predecir la salida Ye4g €D el
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intervalo: 1 < k < g, implementando ; predictofes independien-
tes en paralelo. Cada uno de ellos predice a un intervalo de

k instantes de muestreo 1 < k < '&. Wittenmark [31], desarrolla

“una versifn autoadaptiva para el caso de parametros desconoci-

dos aplicable a cada uno de estos predictores.

E
Sin embargo el problema se vuelve complejo si & es grande, por
1@ cantidad de predictores y parémetros a identificar, en el

caso autoadaptivo.

Una solucibn mds sencilla fue propuesta por De Keyser, Van
Cawenberghé [34]. A119 se muestra que el ﬁ&me}o de predicfores
autoadaptivos en para1e10 que es necesario implementar es:
max{n,2), dohde‘n es el orden del sistema y 2 la longitud del

horizonte de prediccibn.

Mds adelante Espafa [25], muestra que cuaiqufer prediccifn 6p-
tima puede obtenerse a partir de‘1a'ap]icacidn recursiva del

predictor a 1 paso. En el  caso de pardmetros desconocidos s6lo
es necesario identificar los pardmetros de este predictor para
obtener asintéticamente la prediccién 6ptima k pasos adelante,

para cualquier valor de k > 1.

En las siguientes secciones se muestra esta idea.
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4.2 Predictor 6ptimo multipasos, pardmetros conocidos"”

Consideremos un sistema din&mico lineal en tiempo discreto,

descrito desde el punto de vista de entrada-salida por:

(1- Alq "Dy, = B{g u, + Clq ') e, (4.1)
donde
Alg %) ='a1 qQ ! +...+ an q”"
B(q ') = b0+b1 q'1+...f bm q'm‘ (4.2)
C{q ') = 1+ ¢, @ ...+ cr q "

1

e, es una sucesi6én de variables aleatorias independientes y

centradas.

Supongamos conocidos los pardmetros del sistema (coeficientes

~de A,B,C).

Haciendo uso de la identidad:
-1 _ -1 -1 -1
C{q ") = (1 - A(qg 7)) + q 'N(q ) - (4.3)

donde orden {N} = méx {n,r} -1

la ecuacién (4.1) puede ser escrita {(ver Astrém [29] como:

:E u +

Y41 T T Vsl Yo * e (4.4)

o=z
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Definimos el predictor 6ptimo a un paso y(t+1/t) de Yie1 dadas
las observaciones hasta el instante t, al que minimiza la si-

guiente expresifbn:

E ([(yy -y (t+1/t))%]/t) (4.5)

donde l1a esperanza E estd condicionada a 1a ¢g- dlgebra genera-
da por las salidas observadas hasta el tiempo t, conocidas las

entradas pasadas y futuras.

La solucién (Aétrﬁm [29]) estd dada por los primeros dos suman
dos del lado derecho de (4.4). Veamos por otro lado el enfoque’
de Wittenwark [31], que consiste en transformar el problema en
otro de regulaci6n con criterio de varianza mfnima del error
de prediccibn:

Sea el error de prediccibn en t+l:

e(t41/t) =y g - y(t41/t) (4.6)

Por (4.4) este es:

n

o=z

e(t+1/8) = T ¥y + € Upyp + epypmy (141/1) "

- oOloo

~ . ~ B )
= T (t/t-1)-y(t+1/8)+2u, 4 (t/t-1)4 &,

t+1 C

= - l—'éﬁy(t+1/t)+-gut+l+%a(t/t-1)+e(tn)

(4.7)

1
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Donde en la Gltima igualdad se hizo uso de la identidad (4.3)

y la notacidn :
Q- ly(t+1/t) = y (t/t-1)

Como se sabe {ver Papoulis [30]), el predictor que optima (4.5)

es:
y (t+1/t) = E{y,,,/t}

Por 1o tanto, tomando esperanzas condicionales en (4.7) y te-

niendo en cuenta la definici6ébn (4.6), y las caracteristicas de

et’resulta:

_-1-A ¢ B N '
0 = c y (t+1/t) + T Yty * c e(t/t-1) (4.8)

luego " B N ‘
Yy (t"‘l/t) = 1-A Ut+1 +T-_A c(t/t'l) ‘(4.9)

La ecuacidén (4.9) es la expresidén recursiva para el predictor
6ptimo a 1 paso en funcién de las entradas, errores de predic-

cién y predicciones anteriores.

Deduciremos ahora una expresidn recursiva para el predictor de
k pasos adelante. Reemplazando en (4.9) el indice temporal t
por t+k-1 (con k>1), condicionando 1la expresién al tiempo t y

usando la conocida relacidn:
CE{E [(.)/t+k-10/ty = E ((.)/t)

se puede demostrar que el predictor 6ptimo en t+k estd dado por:
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y(t+k/t) 8 Ely,, /t)= EL y(t+k/t+k-1)/t) =

T-A Ytek T TR ftek-1 (4.10)

Donde ‘Ek+§ 510 _ .81 k>0 . (4.11)
e(t+k/t+k-1) si k<0
para pasar de (4.9) a (4;10) es necesario observar que:

U Dy, - ¥ (tek/tek-1)T/t) =

i

E {e(t+k/t*+k-1)/t}

§(t+k/t) ~.}(t+k/t).= 0 ¥ k>0
= Ye+ko §(t+k/t+k~1) = e(t+k/t+k-1) V k<0

Obsérvese que la prediccién de k pasos adelante se realiza apli
cando ‘en forma recuréiva,el mismo predictor de 1 paso k veces.

N6tese también que 10s errores de prediccién futuros {no medi-

dos adn en el tiempo t) son sustituidos por ceros.

’Se puede reescribir la ecuacién (4.10) en su forma recursiva
explicita:
(1-A) y(t+k/t) = B Up g t N Et+k—1 (4.12)

La notacién convenida {que proviene de la deduccién de (4.10)),

requiere tener cuidado al calcular, en (4.12), la cantidad
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A y(t+k/t). En efecto, el operador q"l(retardo unitario) opera

sobre las predicciones como sigue:

Q"7 y(t+k/t) = ylt+k-3/t) s j<k

(4.13)

it

q79 y(t+k/t) = y(t+k-3/t+k-j-1) si j2k

La regla (4.13) puede obtenerse facilmente aplicando el opera-

~dor 979 a la ecuaci6n (4.10).

4.3 Predictor multipasos autosintonizable

Si los parémétfcs del sistema a predecir son desconocidos, el
problema de prediccién también puede ser reducido al regulador

de varianza minima aplicado al modelo (4.7).

Veremos el predictor de un paso:

~—

Considérese el modé]o (4.7).con pefturbacién €41 desconocida,

y'observaciones.}(1+1fi)}"uj+1. e(3/3-1).
Se propone el algoritmo: °

a) Imponiendo la condicién C=z1, estimar los polinomios: (1-A)
‘B, N con minimos cuadrados recursivos y observaciones ‘hasta

el tiempo t. 'Esto da lugar a las estimaciones (l’ht)"bt’
Nt'
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'jb)lCalquar el predictor ;(t+1/t) con 1a'ecﬁac16n,(4,9) y los

A

polinomios estimados en el paso a).

-~

Dado que en realidad el polinomio: C#1; (I-At), ét"Nt son es-
tihadores.sesgados de (1-A),B } N respectivamente. Sin embaroo
el algoritmo tiene la propiedad de autosintonia, es decir que
(ver AstrGm, Wittenmark [32], o Wittenmark [31]) si los Grde-
nes de los polinomios (I-At), ét’ &t son correctos y si SUQ
coeficientes convergen a valores tales que (L;A) no tiene ceros
en comin con &vy é,ventonces ei predictor a un paso conver§e

asintéticamente al 6ptimo. 0 sea:

« .. B | | |
=t 1-A B : - (4.14)
t« .
M N
1-A
i-At .
" -Recordemos que | gf A = n
ver (4.3) - {grB=m

gr N = max (n,r)-1

Para el predictor multipasos autosintonizable faltan agregar a

los pasos a) y b) los sigﬁiehtes:

c) Reemplazar y(t+1/t) calculado en b) y el valor Yi4q Observa

do para calcular e(t+1/t) con (4.6).
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d) Usar la expresién (4.12) con los polinomios estimados en a)

para calcular }(t+2/t)...A§(t+k/t).
Observaciones:

- Como la condici§n (4.14) asegura la convergencia del predic-
tor de un paso al §ptimo-y el'predictor de k pasos ade]ante
es la ap]i&acién recursivé Qeﬁ predictof de un paso, k veces,
eﬁtonces e1'predfctor de k pasos adelante conQerge al §ptimo
tambfén. De esta manéra e1 predictor de k pasos ade]énte fhg'

reda" la propiedad de autosintonia del predictor de un pasol

- - Como ya se ha dicho, la prediccién en un horizonte de longi-
tud 2con este algoritmo tiene dos ventajas importantes so-

bre.los algoritmos anteriores.

1. No es necesario imp]emen;af 2. predictores de k pasos ade-
- lante (1<k<%) en paralelo. Alcanza con uno aplicado recur

sivamente.

2. E1 nimero de pardmetros a identificar es menor.

Veamos esto en mds detalle:

Como se puede ver en [29], el predictor de k pasos adelante

tiene la expresidn recursiva:
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(1-A) y(t+k/t) = BF, u(t+k) + N e(t/t-k) (4.15)

donde Fk’ Nk se deducen de 1a descomposicién:

Cla?) = Fla™) (1-A(@™)) + 07X N (a™)
Los 6rdenes de Fk y»Nk son k-1 y n-1 respectivamente. Por 1o

tanto el predictor de k pasos adelante hace uso de i, pardme-

tros, donde:

i, = Znﬂ+m-‘1+2vk |

A1l predictor multipasos que se obtiene utilizando 2(0 n si 2>n

ver introducci6én) predictores en paralelo del t1p0 dado por la

ecuacién (4.15) (para k = 2...,2) 1o llamaremos predictor mul-

tipasos en paralelo {(PMP)

Si se va a predecir sobre un horizonte de largo £>n, se regque

rirdn de n predictores en paralelo. EI nanero total de pardme
tros a identificar resulta entonces:

= 3n2 + nm A | (4.16)

n
n
o, 'k

k=1

Esta cantidad crece con n?. Por otro lado en el predictor re-

cursivo se necesita jdentificar ii términos:

i = 2n+m+l (4.17)
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Esto es independiente del largo t del ‘horizonte deAprediccién.

- La estructuravde adaptacién recursiva del predictor Yecursivo.
‘admite las mismas variantes queVe] algoritmo de minimos cua
drados que se usa pafg la identificacidn. Esto lo habilita
a incorporar esquemas con factor de olvido como los vistos
en el capituioiz para que e} predictor realice un "seguimien

to" de la variacién del sistema que se intenta predecir.

La sencillez del cilculo es enorme cuando se lo programa en
una computadora digital. En la ref (35), puede encontrar-
se el listado del programa que se usd para las simulaciones,

escrito en PASCAL para la Bourroghs 8700 del P.U.C.

4.4 Simulaciones

Como se vio en la seccién anterior, el predictor multipasos re
cursivo (PMR) converge asint8ticamente al 6ptimo. También lo

hacen los predictores multipasos en paralelo (PMP).
Hay dos preguntas que quedan por resolver:

¢ Cudl es la velocidad de convergencia?

¢ Cudl de los dos esquemas converge mas rapidamente?

E1 resultado mds general de convergencia de minimos cuadrados

que se puede aplicar, es que cuando el instante t es suficiente-
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mente grande,

-~ 1» ’ .
Var [6,]e —— (4.18)
Y

donde €, es el vector de parametros estimados y p el ndmero. de

t
estos (p dim 8 ), para factor de olvido constante.Si el factorl
de olvido es variable referirse a los resultados del Capitulo 3.
Este resultado presupone que los datos del problema de identi
ficaci6én (las observaciones de 1§s entradas y las sa]idas)wson
generados por el sistema a jdentificar. an emEargo en nuestro
caso {ver fig. 4.1) 1o que se pretende identificar'es el pre-
dictof 6ptimo que tiene como entradas ademds de u{t), el error
de prediccibn e(t/t-1). Sefial que es generada con los baréme-

tros estirmados del predictor 6ptimo al instante t y no por el

verdadero predictor 6ptimo.

qvl
IR FAN}
PREDICTOR
OPTIMO i(ffl/')
MY ) ’
,f;'
SISTEMA 0

Fig. 4.1 Funcionamiento del predictor 6ptimo
Aunque por esta razén no podamos decir precisamente con qué ve
locidad converge el esquema PMR, si podemos esperar una mejora

respecto al esquema PMP.
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Vagamente hablando, el hecho de tener menos pardmetros que iden
tificar, significa que se necesita menos informacién para iden-
tificarlos. Esto es que se necesitan menos observaciones, en el

esquema PMR. Se espera por lo tanto que PMR converja mSS»répidg

"mente al predictor 6ptimo que PMP.

Para observar el comportamiento transitorio, y la capacidad de
adaptabilidad de ambos esquemas se realizaron varias simulacio

nes. E1 tipo de sistemas a prédetir fueron de dos clases:

r) Kodelos ARMA:(sin entrada u(t))

ii) Modelos ARMAX (con entrada u(t)), variables en el tiempo.
. - . . s .

Se hicieron gran cantidad de simulaciones, pondremos dos ejem

plos ilustrativos ya que los resultados fueron similares en

todos los casos.

4.4.1 Simulaciones c¢on mode}os ARMA,

Se simularon cinco sistemas tipo ARMA (4.19) donde e, es una

sucesion de variables aleatorias independientes identicamente

distribuidas (v.a.i.i.d.), ey ~ N(O,1).

i c( -1) : ,
ANTOE N ' (4.19)
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E1 polinomio A se tom6 de 4° orden en todos los casos. Cada uno
de -estos modelos se simulé con 10 realizaciones distintas de e, -

‘Las 1lamaremos realizacién (j), j=1...10.

250

Con las series{y£3)¥ asi obtenidas, se procesaron los dos es-

quemas de prediccién (PMR, PMP), 4 baso§ adelante.

En los cinco sistemas simulados, y las diez realizaciones por

sistema, se observl que:

1) Ambos predictores convergen a la misma prediccién.
2) Convergen a la prediccifn 6ptima.

3) Converge mis rapidamente el algoritmo recursivo (PMR).

Como ejemplo se describen los resultados obtenidos con la simg

" lacidén del sistema:

1 - 0.5q° '
1-1.3q '+1.7q°%-0.8q97 *+0.4q" "

e, (4.20)

Fig. 4.2 Patr6n de polos y ceros del sistema (4.20)
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En los dos predictores se utilizé en’lq parte de identificacién
uné matriz de covarianiasrinicia] Po=10 1, éo = 0 y un factor
dé olvido convergente a\]a'unidad para evitar un fuerte transi-
torio inicial:

A = 0.92 2

t41 0.08

t

con *o0 = 0.3

%

Sobre 10 realizaciones, se estimé la desviacién cuadrédtica me-

dia (DCM) del error de ﬁrediccién~ a 4 pasos como:

0 R .
(i), ()

10

1
DCM[E(t/t-4)]= [t
J:

Donde j es el indice de realizacién 1'<j <10,

En la figqura 4.3 se grafica DCM [t(t/t~4)] de l10s dos esquemas.

En 1inea gruesa PMR y en delgada PMP.

Se- puede observar que se verifican las tres afirmaciones he-
chas al principio. Ademds es mucho menor la excursion del tran

sitorio inicial en PMR que en PMP.

Se ha trazado una linea horizontal e = 2.021, que>es Ta desvia

cidén cuadrdtica media esperada para el predictor Sptimo.
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Los programas de prediccibén se encuehtran.gn la ref (35];

Los algor1tmos de simulacién de senales aleatorias y sistemas

dindmicos, que se utilizaron a lo 1argo de este trabajo, se

discuten en [17].

Observacidn - vale la pena comentar.en este momento un detalle

de caracter préctico notado en las simulaciones. Este se refie

re a la parte de identificacién de 10s pred1ctores

" Se observard gque se eligié la matriz de covarianzas inicial

Po = 10 1, un valor relativamente pequeno comparado con los

que usualmente se emp]ean para 1n1c1a11zar el a]gor1tmo de mi

nimos cuadrados. (Po = 100 I).
La matriz Po que puede interpretarse como una médfda de S~

E {[éo-e] [éo - e]T} representa una estimacién "aprioristica”
de la distancia a la que Se puede hallar el valor real del pa-

rametro ¢ del estimado injcia1 €,-

A]gebra1camente esto se expresa en que. Jacorreccidn para la

. actualizacién del parametro es proporcional a d]cha matrmz,

de (2.41) resulta:
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- -

.91 - 60 + Po X], (yl _ xlT éO)
1+x1 Pox1

Si el valor de Po inicial ‘es muy pequefio la estimacién del pa-
ré&metro se realiza lentamente. Si Po ‘es muy grande,.]os transi

torios también 1o serén.

En el‘casd de.identif{cacién‘del predi&tor esto es delicado
porque las siguientes observaciones son generadas por las esti-
maciones y no por un modé]o invariante. Para darle al predictor
caracteristicas de rdpida adaptabilidad (transitorio corto) y
oscilacione$ menos fuertés en é1 irqnsitorio inicfa1, se cémbi
n6 una matriz de covarianzas Fo>1'pero relativamente pedueﬁa,‘
con un factor de olvido que originalmente es bajo bero que tien

de a 1.

“En las sfmu]aciones se ensayaron distintos valores de Po= 61,
con 10 <& < 10°. con vé]ores éltos’(6=103) se observd una ve=
1§cidad de ponvergenéia similar a la de las siﬁu]écioneé pre-
sentadas bajo las condiciones expuestés anteriormente, pero ex

cursiones de 1 o 2 6rdenes de magnitud mayor en el transitorio.

De las observaciones de las simulaciones se concluyd que se ob
tenian buenos resultados (desde un punto de vista practico), con

una inicializacidn.

(4.22)
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. con valores _ <' 10 <6 <30 ‘ . ..

'4.4.2. Pruebas con modelos ARMAX

Se probaron los algoritmos de prediccién con datos de un mode

o ARMAX variable en el tiempoi E1 modelo fue construido de la
. i '

siguiente manera:

Se simu]afon tres sistemas:

1) [1-1]q'f+1.8q"2-§”3+0:4q““]yt=[1-q"i+b.6q'é]ut+[d.O4?7~Q.0239§’1]et’

©2) [17?.78q"+2.98q‘2-1.Azq*’+0.24gq‘“]yté[o.1426.224q'1+0.112q‘2]utffo.0096-
0.003849" ey

- 3) [1-2.2q71+2q'2-0.8q“3+o.1q'“]yt=[1-1.5q'?+0.6q*2]ut+[o.0385-o.oz7qf1]ef

Los coeficientes de la parte deterministica se e]igie}on de ma-

nera que. la ganancia estdtica Gpe cump]a 1= 6p¢ £1.2.

Los coeficientes de’ la parte estocdstica se eligieron de modo -

que la D.C.M. del ruido a la salida sea 0.1 si var e,=1.

Asi, con condiciones cimilares en la entrada y las perturbacip

nes, la relaci6n senal a ruido es similar en los tres Casos.
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Los tres sistemas se simularon excitados con un pulso cuadrado

de valor 1° 1 <t < 50, 0 si 51< t< 100.

Se concatenaron en el tiempo los tres sistemas de modo que se

obtuvo un sistema variable en el tiempo, a saltos. E1 modelo

del sistema en-1) para 1 < t < 100, 2) para 101< t < 200, 3)

para 201 < t < 300.

En la figura 4.4 se

de pulsos cuadrados

En la sigura 4.5 se
tren de'bu]sos; con

cesifn de variables

distribuidas (v.a.i.

observa la respuesta . del sistema al tren

ya mencionado, si e,=0.

observa la respuesta del sistema al mismo

una realizacién de e, N(0,1);e, es una su-

aleatorias ‘independientes e identicamente

i.d.).
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Se h1c1eron 10 sxmulac1ones de este s1stena variable en el tiem
po, con la misma entrada, y cada una con una realizaci6én inde-

pendiente de e, distribuida N(0,1).

Se sometié cada simulacién a los dos prédictores (PMR, PKP),
. comparandose s6lo las predicciones a 4 pasos: ;(t/t—4)~§ Supo-

“niendo conocidas las entradas.hasta el instante t.

La identificaci6én de ambos predictores se hizo para tres valo-

res del factor de olvido: 1=0.975, 1=0.98, 1=0.985.

Presentaremos algunos resultados de las predicciones obtenidas
con 1=0.98. Los dos predictores se inicializaron de idéntica
manera, con 60=0, Po=10 I,.y un factor de olvido que crece ex-

pbnenciaimente desde *0=0.3 a *_=0.98.

x, = 0.92 A

t

(o1 * 0.0784 (4.23)

La f1gura (4.6) muestra e] comportamiento de PMR para una de las
diez realizaciones, y la figura (4.7) e] comportamwento de PMP
para la misma rea}izaczon, en las mismas condiciones. En ambas
»se dibuja la bfediccién a 4 pasos (1inea‘de1gada) contra la sa

lida regl (1inea gruesa).
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Figura 4.7
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De 1a observaci6n de estas figuras resulta aparente un mejor

comportamientb,transitorio de PMR sobre PFHP.

" Para tener un resu]tado més cbnc1uyénte se hizo algo andlogo a
las pruebas ‘sobre sistemas sin variables exbgenas. Se estimé 1a
_ desv1ac16n cuadrét1ca medla del predictor a cuatro pasos, pro

mediando los errores de predlcc16n sobre 10 realizaciones, 1n-

dependientes. E1 cdlculo se hizo con (4.21).

Los resultados se ilustran en las figuras (4.8) y (4.9) en dis

“tintas escalas.

12 -

PMR

0O 59

Pigura 4.8 .- ‘ - o '
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posible extraer las siguientes observaciones:
or recursivo converge mas rdpido, tanto en lo que

a la amplitud de los transitorios como a su dura-

ictores tienden a dar la misma predicci6n si el sis

ntiene invariable en el tiempo; este limite comin

coincide con el predictor 6ptimo-en todas las pruebas.

- Como la entrada se mantuvo .constante por intervalos, el apren

dizaje sobre la parte del predictor que le corresponde, se

produce alrededor de los saltos ( t= 0,50,100,150...).
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:A esto se debe que ambos predictores tengan aumentos de los
errores de predicci6ébn en los instantes de discontinuidad de

la entrada.

- A cada modelo de los tres concatenados, le corresponden dos
de estas discontinuidades. En la fegunda discontinuidad
(t=50,150,250) los errores de prediccidon son bastanfe meno -

res que en la primer discontinuidad (t=0,100,200).

En términos intuitivos, se podria decir que al predictor le

resta menos por "aprender" en la segunda discontinuidad que

en la primera.

4.5 Adaptabilidad del predictor recursivo multipasos

4.5.1 Sistema sin perturbaciones

Como se menciond al final de la seccidén 4.3, el predictor re-

.cursivo multipasos, en su version ‘autoadaptiva, admite distin

‘tas formas de "seguimiento" de sistemas variables en el tiem-
po mediante la.incorporaci6n de algoritmos de identificacién

con "olvido" para determinar los parametros del predictor.

Esta propiedad fue verificada con«é]gunas pruebas sobre datos
simulados. En primer lugar veremos pruebas sobre sistemas de-

terministicos, sin perturbaciones.




b L R B B BN BREEEEE s

163

Se simuld el mismo sistema variable en el tiempo que en la

seccidon anterior, excitado por la misma entrada, pero sin per

‘turbacianes.

Sobre las sefiales simuladas, se aplicd el predictor recursivo
a cuatro pasos, con dos esquemas de adaptacidon en la identifi
cacidon de los parametros: el de cantidad de informacion de

Fdrteécue et. al. y el de factor de olvido constante.

En las f{guras (4.10), C4.1i) y (4.12) se observa el predic-
tﬁr a cuatro pasos con el algoritmo de cantidad aéAinforma-

cidon constante (en 1ine$ delgada), para tres valores distin-
tos de la cantidad de informacién (5, = 0.0001, 0.0003, 0.005
respectivémente).Acontra el valor real.de la salida, en linea

gruesa. En los tres casos se eligido como valor minimo del

‘factor. de olvido: A = 0.92 .- Los valores del factor de

. min
olvido instantdneos se grafican contra el .tiempo en las mis-

mas figuras.

Pueden observarse c]arameﬁte‘los periodos de aprendizaje que
siguen a los instantes t=50, 100, 150, 200, 250. En las gréﬂ
ficas de la prediccibn se destacan como periodos con fuertes

transitorios, y en las grdficas del factor de olvido, como

disminuciones drasticas de éste, hasta el valor minimo 0.92 .

Resulta evidente como el valor de I, modula la ve]ocidéd de

convergencia.
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En efecto, se observa como valores mis pequefos de I, fuerzan
a lt a ser mas pequedo reduciendo la “ventana efectiva", que
es una buena medida del nimero de instantes de muestreo nece

sarios para la adaptacion.

Eﬁ el caso deterministico, un Qa]or,sumémgnte bequeﬁo de z .
es natura]menté 16 indicado.\ fn la figura (4:10)458 puede
ver la velocidad con la que se adapta el predictor, pﬁfa

, = 10", |

A modo de comparacidn, en~ﬁa figura (4.13) se grafica el re-
sultado de ap]icar el- mismo predictor conyfactér de olv{do

constante X = 0.98 .

-o.e0 4

-1.Q0 e ——y : . .
. & -4~} . 1Qe 13- 2V 250 . b1~ 1]

FIG.(4.13) Predictor recursivo a 4 pasos, con factor de
olvido constantea= 0.98 .




La comparacién de este resultado con las figuras (4.10) y
(4.11), muestra las ventajas del algoritmo con olvido varia-

ble:

Este algoritmo puede combinar(seléccionéndo adecuadamente Lo
y km1n)’ una rapida velocidad de adaptac1on cuando es necesa
rio, con una tendencia de kt + 1 cuando 1a adaptacidn se ha
realizado.

Por ejémp]o, los resultados (x = 0.98) de la figura (4.13)

son similares a los de la figura (4.11), con 1 = 3x107"

t
gar de permanecer constante como es el caso de 1=0.98 .

Pero en este Gltimo caso A

La‘propiedad del algoritmo de cantidad de informacidén constan

te, de hacer lt + 1 si €y " $, conduce a "extender" la venta

na efectiva, conservando la informacidn de las observaciones

167

+ 1 luego de la adaptécién, en lu
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pasadas. ‘

Este hecho no le dé& inmunidad absoluta pero si mayor robustez
a posibles problemas de "blow-up", en situaciones como la de
este ejemplo.

4.5.2 Sistema con perturbaciones

Se simuld el mismo sistema con perturbaciones aleatorias, en

las mismas condiciones de la seccidn 4.4

Se ap]iéé el predictor recursivo a 4 pasos. Las figuraé (4.18)
y (4.15) muestran el predictor con informacidon constante
(£,=0.01 y i°=0.l, respectivamente), en linea delgada, contra
,15 salida real en linea gruesa. También se muestra el factor

¢

de olvido contra el tiempo. Enh ambos casos se eligid Amin=0;92.
Puede apreciarse como I, modula la velocidad de convergentia.
Por las caracteristicas de la perturbacidn aleatoria (espectro)

—

ésto es mas apreciable en la seccidn de datos correspondiente

a te [100, 199].

En ese periodo el sistema actia como un pasa-bajos, y']a perQ

turbacion es escencialmente de baja frecuencia y por lo tanto

es mas predecib]eﬂ La varianza del error de prediccidon es por
1o tanto menor, y son més apréciables los aumentos 0 disminu-

ciones de dicha varianza.

Se puede comparar otra vez este resultado contra el resultado
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obtenido con factor de olvido constante.

: \
La figura (4.16) muestra el predictor a 4 pasos (1fnea delga-
da) contra la salida real (1inea gruesa) con x=cte, para

A=0.92 y 2=0.98 .

Se puede apreciar que a menor valor de i, mayor es la veloci-
dad de adaptacidon, pero también es mayor l1a inestabilidad (ob-

sérvense los transitorios con 1=0.92).

También en este caso se concluye la ventaja del algoritmo de

informacidn constante frente al de factor de olvido constante,

en el sentido de que el primer algoritmo disminuye sustancial

. mente el factor de olvido {mejorando 1a ve]ocidad de adapté-;

cidon), sdlo cuando se detectan grandes errores de prediccidn.

V4'5, Conclusiones

Se ha mostrado que la estructura del predictor multipa;os

optimo, se puede reducir a 1la mds simple: el de un paso.

También que la propiedad de autoadaptabilidad (en el caso de

parametros desconocidos) del predictor a un paso, se hereda

al predictor multipasos recursivo.

La forma de adaptacidn: identificacidn recursiva por minimos
cuadrados, permite la incorporacidn del factor de olvido pa-

ra realizar la prediccidon autoadaptiva de sistemas variables

.
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en el tiempo.

Mediante extensas simulaciqﬁes;ﬂée'verificé'esta propiedad
con é] método desérjto en 1é‘secc16n 3.2 (factor de olvido
constante), asi como también se comprobd la afirmécién intui-
“tivé de que el esquema de prediccidén recursiva - no sblo posee
sobre eT predictor de'largo fijo (PHP) las ventajas de ma}br
. sencillez y rapidez de cdlculo, sino también mayor ve]oqidad

de convergencia.

‘Finalmente se verificd a través de simulaciones la posibili-
dad de combinar el esquema de prediccidn con otros -esquemas

de identificacibn.

En particular con el esquema de cantidad de informacidén cons
tante. Las ventajas de este método de identificacién sé he-
‘redan al predictor autoajustable, como ha podido verse en com

paracidon con el método de factor de olvido constante.




- CAPITULO 5.

Aplicacién a la prediccidn de caudales en cuencas hidrolégi-

cas.

La prediccién del caudal de un rio con base en las. observacio
nes de las precipitaciones en su cuenca y el caudal de sus
afluentes es un problema tipico de prediccidn autoadaptiva

porque:

- Existe un retardo implicito entre entradas y salidas, que
permite la "prediccion" de las dltimas.
- Es sumamente dificil de modelar en forma precisa ya que se

trata de un complejo sistema no lineal, de pardmetros dis-

tribuidos, con entradas distribuidas.

- Es variable en el tiempo y por 1o tanto es necesario un me-

=
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canismo de adaptacidn.

Utilidad:

‘La importancia de la prediccidn de caudales resulta de su uso

en:

* Control de otros sistemas:

- Disefio de estrategias Optimas de acumulacidn de aguas pa-

ra riego.

- Disefio de estrategias Optimas de generacidon de energia

eléctrica en centrales hidroeléctricas.
* Toma de decisiones:
- Disefio de politicas de embalse, proteccién contra 1la ero-
Sién.‘ |
- Previsidn de catdstrofes.

* Las aplicaciones anteriores se jerarquizan en un pais como -
México, que tiene largas y diferenciadas temporadas de 1lu-

via y sequia.

5ﬂ1 Modelo simplificado de una cuenca

Consideraremos un modelo simamente simplificado bajo las hipé-

tesis:

1) Entradas y salidas concentradas.

2) Escurrimiento superficial e infiltracidn subterrdnea linea
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les.
3) Pérdidas concentradas.

4) No hay afluentes.

El desarrollo que sigue eété basado en trabajos rea]izadds en
el Instituto de Ingenieria, ver p. ej. ESPANA, DOMINGUEZ,

FLORES [24].

La figura 5.1 ilustra un esquema fisico y un diagrama de blo-

ques del modelo.

MOD. LINEAL

. Py "MODELO DE ~N "
T | SEPARACION '(}

MOD. LINEAL

T,

FIGURA 5.1 Modelo de la cuenca.
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" Las variables de interés son:

P, : precipitacidn [mm]/At

St : parte de la prec1p1tac1on que escurre superficialmente
v(prec1p1tac1on efectiva) [mm]/at

I, : parte de la precipitacion que se infiltra [mm]/at -

£y pérdidas por evapo-transpiracidon [mm]/at

Xy ¢ estado de humedad de la cuenca en [mm] equivalentes

Et contr1buc10n al caudal por escurrlmwento superficial
[mm]/at

Bt : contribucion al caudal por infiltracion (flujo base)
[mm]/zst -

Yt : gasto total medido en una seccidn determinada, a1 final

.de la cuenca [mm]/at

Debe notarse que todos los volimenes estan medidos en mm equi-
valentes cada at {(periodo de muestreo). Cada mm equivalente,

corresponde a un volumen:
V = 10° A

donde V se mide en m?, y A es el area de captacidn de ta cuen-

ca en km?

Relacidn entre las variables de interés (sub-modelos discre-

tos):

1. Separacidn

P, =5, +1 (5.1)
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2. Flujo base

La relacidon entre It y Bt'se modela. linealmente, como un §fstg
ma de dos tanques con orificio, unidos mediante una linea de

transporte con retardo. Ver fig 5.2.

. ~ linea de transpocte
SO S ratordo = hy
v .

~
t \\
N

FIG 5.2 Modelo fisico del‘gasto base

Se supone
vy = a Xt:[mm/At],c > 0 ' (5.2)
£y = B Xy ‘[mm/a‘t].e >'o - (5.3)
balance de masa:
Kpop T Xg ¥ Gt L (5.4)
' Xpgp = 7 X * 1 (5.5)

donde: y=1-a-B es la fraccidn de X evapotranspirada o cedida

t
al tanque -2 que supondremos de ahora en adelante y < 1.




178

La variable Xtr[mm] representa el estado de humedad de la cuen-
ca en el instante t. La ecuacion (5.5) deécripe la evolucién

del estado.

En el segundo tanque:

B, =69, . 6>0 . (5.6)

t
9eae1 T 9t * Yook, By (5.7)
S TR AT R (5-8)

donde ¢ = 1 - 6

Entonces, de (5.5), (5.2), (5.6) y (5.8), la funcidén de trans-
ferencia descrita entre It y Bi resulta:
-k;

B, - — 9 ‘e | (s.é)
ST S IS T I

donde k; ky + 1

1

C = a b

3. Gasto superficial

También acd.se supone una relacidon lineal entre Et y St’ de

la forma:

g, - Bla )5 | © (5.10)
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4. Modelo de separacidn

La separacidon de la precipitacidn en dos partes: una que se
infiltra y otra que escurre superficialmente corresponde a un
fendomeno que es bastante complejo y de caracteristicas no 1i-

neales.

Cualquier modelo debe tener en cuenta que cuanto mds humeda
estd la cuenca, menor es la parte de la precipitacidbn que se

infiltra, y mayor la que escurre superficialmente.

Se han considerado varios modelos .simplificados ver [24], el

que adoptaremos es:

I P

L

¢4 ek Xt . ‘ - (5.12)
donde k es una constante, y X, es el estado de humedad de la-
cuenca. Nbtese que si se aproxima la exponencial de (5.12)

con una funcidn lineal, el coeficiente k tiene la interpreta-

cion fisica de X 1 - donde X_._ es la altura maxima del primer
max max -
tanque de la fig 5.2 . Esto es la humedad mdxima de la cuen-

"ca. Entonces la infiltracidn seria proporcional al porcenta-

je de esbacia que queda libre en ese tanque.

5. 'Gasto total
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de (5.13), (5.9), (5.10):

.’ka '

-1 o ' ]
v, s Bla )5 0, (5.14)
Al 7). = (1-yq ")(l-6q °) ~ . |

' -1 ‘ .
) c . , .
.Denominando "Lﬂ"Tl a la funcidon de transferencia entre It y

D(q : ,
B ¥ considerando el modelo (5.11) de separacidn resulta de
(5.14): ‘
. i -1, -3 i . ’
v, = Ba L (rg) + S8 gy (5.15)
Ala ) ., bl ) y

1 -2
La estructura del modelo (5.15)Apérmite concluir que:

t-+m)(grandes precipitacipﬁes, en periodo
prolongado), el modelo (5.15) tiende a la parte.l, 1i-
neal eh la prgcipitatién Pt .

Esta pafte es‘]a debida ééiolal escurrimiento‘s&perfi-
cial. Sé puede entohfes trabajar con un modelo lineal

para grandes avenidas, debidas a grandes precipitacio-

nes.

a') ¢(t)41(x(t)+®, cuenca .muy se&a, sdlo cuenta la parie‘z‘

que es la contribucidn del flujo base al escurrimiento

tota].

(b) Si se pueden determinar las constantes k, y fuera de 17-




(c)

(d)
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nea, en un perfodo de calibracidon del ﬁode]o; enténces

con ellas se puede tener una eétimacién de ¢£ suponiendo
dué‘k. Y se hantienén constantés luego del periodo de ca
libracion. (Vease que supuesto y<l en la ec 5.5 e¥-modg
lo tiende a "olvidar" la condicidn 5nicia1 pbr 1o que no

resulta critico conocer con exactitud xy ).

Conocida ¢t se puede plantear el problema como uno de
prediccidén lineal de un sistema lineal de dos entradas:
P (1-¢,) vy Poo, .

Se obtiene un enfoque intermedio, extendiendo el rango

de aplicacidon de {(a') como sigue:

Si se pudiera tener "a grosso moddo" una estimaciéﬁ del
valor de la parte g de (5.15)(gasto base), a la que 1la

maremos Bt’ entonces. denominando

: _ -1 .- o ‘
E, =Y, - B, - Bla ) p (1-¢,)4 [SiﬂtTl Poé, B, ](5.}6)
Alg 7) - *D(q ) -

.l .. "0

Se puede trabajar con el modelo lineal 1, y dejar a car-
go de la parte autoadaptiva del prédictorhel ajuste de

-~

un modelo lineal que aproxime la relacidn Pt(1~¢t)->5t,

por el error .cometido al mal estimar Bt‘

Se puede intentar ajustar un modelo lineal directamente
a la relacidon precipitacidn-gasto. Esto es linealizar

el modelo no-lineal y seguir entonces el "modelo tangente”
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(5.17).

Es importante que el predictor tenga buena velocidad de adap-
‘tacidn para seguir las variaciones de las condiciones de la
cuenca.

Y, =—~EL9~_—1)——Pt ~ (5.17)
-~ 6(q ") ‘ - "

Es sin ehbargo previsible que existan errores de medicién'im-
portantes, el efecto que Esto tiene en un predictor con buena
velocidad de adaptacidn es una fuertg incidencia de los erro-
res de medicidn en el error de'predicéién. (Ver discusin ca-
pitulos 2 y 3 sobre compromiso entre ve]ocidad de seguimiento-

y precisidn en la identificacion).

Los modelos encontrados en la literatura tienen todos los nive

les de complejidad imaginables. ' .

Los que tratan de tomar en cuenta los efectos de infiltracidn
y evapotranspiracidon, necesitan mediciones o al menos estima-

ciones en 1inea de algunas caracteristicas fisicas del suelo.

En otros casos, las hipdtesis necesarias para el tratamiento
matematico y el conocimiento incompleto de las variab]es'fisi‘
cas involucradas, dan lugar a grandes divergencias entre los

periodos ‘de calibracidn y de prediccidn.




. 183

Eso 1leva a la necesidad de recalibraciones peribdicas del
modelo para actualizar los modelos escencialmente no estacio-

narios que se obtienen.

Todos estos inconvenientes hacen pensar que los modelos tipo
“caja negra", mds sencillos y fdciles de tratar deben ser al

-

menos tan eficientes como los mids complicados. :

E. Todini y J. Wallis [33] utilizan un modelo lineal, invarian
te en el tiémpo; descrito por'1a réspuesta al fmégiso c@n una
ligera modificacion pa%a‘tbmar en cuenta el efecto de la hume-
dad. Pero escencia]ménte}e1'mode1o g1bba1 se define‘fuéra de
linea } permanece invariante en el tiempo. Ese modelo se uﬁa
como "modelo en paralelo” péfa estiﬁar'cauda]es‘futuros,es de-
cir que no se foma en ﬁuenta. para la prediccion, mediciones

en tiempo real del caudal.

Es previsible entonces que el combiﬁar Ta sencillez de las des
cripciones de entrada-salida de sistemas dihémicds‘]ineales,
con la cqpaﬁidad de seguir'un modelo variable en el tiempo,
del predictor lineal autoédaptivo, dé lugar a formaS‘més efi-

cientes de predecir el escurrimiento de una cuenca.

5.2 Pruebas con datos reales. Cuenca de Cantdn.

Se tuvieron disponibles para pruebas, observaciones a 1o lar-

go de 184 dias, cada 6 horas (736 muestras), de precipitacio-
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nes y caudal en una seccibn del rfo Cantén.

Las figuras (5.3) y (5.4) muestran las precipitaciones y los

caudaies observados, en mm/6 hs.

| Am Au AL, AAM_V] MAJJM |
b s 11" as2
PRECIF"ITACIONES. LD LCANTON

FIG 5.3

2s 4+ ‘ ' :
ze + ., A ' .

15 + | i ‘

12 4 , o

D i

a

S 1

LY

- — ——

180 see v “aE@

eco ' ose
FIG 5.4

Veremos algunas pruebas realizadas seglin el enfoque (c) del

inciso anterior.
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Estimacion del gasto base.

En este enfoque se trata de obtener una estimacidn del gasto
base, a “grosso modo".. Pafa ello hay que fijar un modelo de

separacidn

It = Pt ¢y

= ek Xt
0, = €

~y un modelo entre la precipitacidon infiltrada I£ y el gasto

base,Bt:
B, = c g I
N O N I EYT IS I

(5.18)
Para'lo‘due es necesario determinar los parametros k, Kis v,

Para hallar y y 6 se consideraron algunos intervalos de medi-

cidn en los que no habia precipitaciones, por'1o que I£==OL

Para ello se ajustd un modelo autoregresivo de segundo orden
a Yas series observadas de recesidn sin precipitaciones, di-
cho modelo corresponde al denominador de (5.18}. (Ver esque-

‘ma de la fig 5.5).

En todas las series observadas, el polo y=0.975 aparece.con'

bastante precisidon, y estd dentro del rango previsto por los




186

hidrdlogos para el valor de la cons

tante v.

La constante de tiempo asociada es 4

de 22.7 dias. E1 otro polo no coin

cide en. todas las series considera- /{
mucelo

das. Se e11g1o el mode]o 1dent1f1-

cado en la serie que corresponde a

las muestras [614,625] de la fig © FI6 5.5
5.4 .

1 -1

1-1.133 ¢ )

+ 0.154 ¢ * = (1-vq~ ') (1-8q
En la temporada de sequia se supuso que toda la precipita-
cibdn se infﬁ]tréba. Con los datos correspondientes a dicha

temporada se estimd el retraso k; = 4,

,A1ternat1vamente al numerador de (5. 18) propuestO' c q-~

se probd agustar a 1as observaciones otros numeradores de la

forma

-1 -2 «3 -t -
Cog * C31 ¢ +C2q t¢3;q  +¢,q + ¢ g

Con los datos de la temporada de seduig se observd que uh

numerador de la forma .

-

(0.4 7P+ g7y (5.19)
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daba mejores fesu1;ados que cqfk(e1 propuesto en el mbde]o).

' Quedé por determinar el valor de c. Para calcularlo se esta
blecid el balance de masa en la parte inffItrada de 15 preci
pitacidon. La precjpitécibn totql en la cﬁenca en el periodo .
observado es de 4146.8 mm. E} gasto total en la cuenca es

de 3885.8 mm.

Supusimos que: fl) Todas las pérdjdas (por evapo-trahsping
i cidn) se producen en la parte infiltrada
< " de la precipitacion.

2) La precipitacidn infiltrada es estimativa-

\  mente un 40% del total de la precipitacion.

Entonces:

pérdidas = 4146.8-3885.8 = 261 mm

prec.infiltrada = 0.4 x 4146.8 = 1659 mm
) ganancia del modelo gasto base = lé%%%%él = 84.3%

de donde ¢ = 0.0127

E1 modelo lineal para’eT gasto bé;e quedd como:

0.005 q">+0.0127 ¢ "

- _ S | (5.20)
b 1-1.133 q"*+0.154 q7° -

t

Finalmente queda por determinarvla constadte k para el mode-
1o de sepa}acién. Como y se supone conocidé (y=0.§75), se.
puede calcular x, en funcidon de ix,y por lo tanto ¢t; Se pfg
cedid a-calcular el valor de Bt que se obtendria para distin

tos valores de k. Como Bt no puede superar el gasto total, .
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se eligid el méximo valor de k cuyo gasto base asociado no

superara nunca el gasto total.

e s S R
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/;/p.SASE ) : _AG.ToraL
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Iis® ' s> “sa oo
BAZDTO BADE Y GBASTO TOTAL
FIG 5.6

Determinacidn del modelo del ‘escurrimiento superficial.

'Se ajustd un modelo lineal al eScurrﬁmientb estimado

- -1 -~
By ~ ELSTTI‘St
A(g )
donde
Et = Yt - ét (escurrimiento superficial estimado)
gt = Pt - it (precipitacién'efectiva_estimadé)

Bt y It se estimaron seqln el parrafo anterior.

*

Una bisqueda sistemdtica del orden y retraso por minimos cua

~drados repetidos {ver [17]) de este modelo, arrojd como re-
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sultado para B(q'l) y A(q'l) polinomios de la forma:

B(q™ ) byq™  +b,q " #b3q™"°

'A(q—l) =1 - qu-l "02q-2

Ya conocida la estructura del modelo de escurrimiento se
aplicd el predictor multipasos autdadaptivo, prediciendo 4

pasos adelante el va]or qe Et con Et+4/t‘

E1 esquema global del predictor de r pasos adelante que supo
ne una estimacidon del modelo para el gasto base se represen-

‘ta en la fig 5.7 .

& r-——-—---—-=-=-=-"° prediccion '—*—‘——“’;
} TR ) '
i 2 K !
{ modelo de 8 ! !
) ¢$cur'riué'nfc ) | 1 \
1 ¢ i ]
| ; |
) : ) ! predictor E |
FE ] edeptive tar/t | o
! <] 1 r~pescs ” 5 -
P . o I ber st
w modelo Lijo Y . v -
] do gosto bose r I ' ! .
i B ! !
b e - - — o i

FIG 5.7 Esquema del prédictor r pasos adelante,
suponiendo conocidas las precipitaciones
“futuras.

= E + B

Entonces Yt+4/£ t+4/t

t+4.

Debe notarse que para.calcular Et+r/t es necesario suponer

conocidas las lluvias futuras (r-pasos adelante).
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Para no tomar en cuenta perfodos sin precipitaciones que
aportariah poca informacibn a la identificacidn, la adapta-

cidn del predictor se suspendia si el escurrimiento superfi

cial estimado (Et) era menor que un umbral igual a 4 mm/6.h.

La figura (5.8) representa la prediccidn a 4 basos asi obte-

nida.

— QBS.

PRED.

4 150 300 450 620

PREDIXCCION 4 PASOS.UMBRAL=4.0LV=~.98
FIG 5.8

ET predictor autoadaptiyo se ejecutd con un factor de olvido

‘constante A=0.98 .

Puede verse que hay zonas donde se predice muy bien, y pun-
tos donde la prediccidn esta francamente alejada del caudal

observado.

Comparando los resultados con los obtenidos por R.DOMINGUEZ/M.

750
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CHIN [26], quienes Sjustaron un mpde]o no Tinea] fuera de 17-
nea con una opt%mizaci&n g}obal, es notab]é 1a coincidencia
que se observa en 1a§ dos predicciones del caudal, tanto en
los lugares donde 1a‘prédic;i6n es buena, como donde la pre-

diccidon es mala.

Creemos que los resultados fueron bastante satisfactorios con
siderando la poca confiabilidad de los datos, especialmente

la medicidn de las precipitaciones.

5.3 Cuenca de Cantén, modelo lineal puro.

Vista 1a complejidad del cdlculo anterior (cdlculo fuera de
1inea de un modelo para el gésto base, estimacidn del escu-
rrimiento sﬁperficia], y prediccion sobre.ej gésto superfi-
cial estimado); se decidid ensayar el esquema mds simple da-
‘do por el enfoque (d), es decir, ajustér un modelo lineal

global, y adaptarlo a lo 1argé del. tiempo. ' o -

Con los mismos datos, se.puso a funcionar el predictor multi
pasos autoadaptivo sobre las sucesiones de precipitaciones y

gastos totales observados.

Otra vez se usd un factor de olvido de 0.98 para permitir la
adaptacion del predictor. La adaptacidon se interrumpia éi

Y

t « 4 mm (umbral).

La figu?a (5.9) representa el predictor a 4 pasos, supbnien-
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do un modelo de orden 3 para el numerador y denominador de la
funcidn de transferencia, La fig (5.10) representa un deta-
1le del comienzo de la prediccidon, 2117 se puede observar que
luego de un periodo de adaptacidon, el predictor se acerca mu-

cho a los valores reales del caudal de salida.

[——————— e

T ——PRED.
|
T i
1 |
+4 N A
1 ' ‘ , \
. |
o - . 4 - t
(-] 162 3R ‘ 450
CANTON PRED 4 PASOS
M FIG 5.9 Predictor lineal,4 pasos adelante,modelo de tercer orden.
YLD oy e e o e s o e
— 0B85, -——PRED.
27 +
24 +
21 +
i I
18 f
1
15 «+
l :
12 - : !
e + , r\‘ : \
\ , .\ ‘
,J ‘
S T . . \ o f S 2N ‘
I N> — 4
1 - ¥ + + + +
218 2486 276 so8 338 s66 ag6

FIG 5.10 Detalle de las primeras predicciones (45 dias).
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La prﬂéba de adaptacidn es bastante rigurosa: el predictor
estd inicializado con los pardmetros de cuenca muy mojada, y
los datos cor%espondén a las primeras lluvias luego de un pro’

lchgado periodo de sequia.

De las pruebas realizadas con datos reales obtenidos de la
cuenca de Cantdn concluimos que es initil proponer un modelo
de separacidn, no lineal, por éuahto un simple modelo lineal
autoadaptable arroja resultados gimilares, incluso mejores en

algunos puntos.

‘En segundo lugar, si se le compara con los modelos fijos, no

‘lineales que se han intentado ajustar en forma global (R. Do-

minguez, M. Chin [26]); el predictor lineal autoadaptivo pare
ce arrojar resultados muy similares para caudales medios y al-
tos,~y francamente mejores para caudales bajos. Esto se ob-

serva en ensayos ch los mismos datos usados en este trabajo.

Debe tenerse en cuenta-sin embargo que el modelo global cita-
do [26], es un predictor de horizonte no acotado, mientras que
el que hemos usado es a un horizonte fijo: r pasos (en nues-

tras pruebas r = 4 = 24 horas).

5.4 Prdebas con datos simulados.

Como vimos anteriormente, los datos observados sobre la cuenca
de Cantdén no eran muy confiables, especialmente (ver. ref [26]),

en 1o que se refiere a la medicidn de las precipitaciones.
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Probado el predictor lineal sobre dichas observécioneé, con

los re;u]tados va descritos en el p&rrafo anterior, surge otra
pregunta: &cdmo se'comportar?a este predictor si las observa-
cionés siguieran una ley regida por uno de los modelos propues

tos para describir la cuenca?

Se considerd el modelo no Tineal propuesto por R. Dominguez,
M. Chin (op.cit.) con los pardmetros ajustados com las observa
ciones ya utilizadas de la cuenca de Cantdn. Estos pardmetros

habian sido ajustados para minimizar el error cuadrdtico medio

en el gasto total observado.

Dicho modelo, es esencialmente el discutido en la seccidn 5.1
(difiriendo solamente en el modelo no lineal de separacién) y

se resumer:

Yt = Et + Bt gasto total
Ey = AIEt_1+A2Et;szOSt_1+Bist_2+BzSt;3' escurr.superficial
Bt = a Bt-l + b‘x(t—Z) gasto base
Xeop = (157) X+ It' estado de humedad
= \
Pe = St * Ty
It = min [¢t, Pt ) k ‘ 'm9§e1o de separa-
ciodn
-aX
¢t=kae.at )

Los pardametros ajustados (ver ref [26] sobre el detalle del

ajuste) fueron:
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k = 57.578

a = 0.007535
y = 0.010266
a = 0.34695
b = 0.006647
A, = 0.8356
A, = 0.0029029
B, = 0.16259
B, =-0.0038345
B, = 0.0053874

Con este modelo se simuld el comportamiento de la cuenca.

Como-entrada se construyd una precipitacion, que tuviera ca-
racteristicas como la observada en la cuenca de Cantdén y que
ademas sometiera el predictor a la prediccidén en temporadas

de sequia y en temporada de lluvias altas.

Para.ello-selconsideré la precipitécfﬁn observada en la cuen-
ca de Canfén‘durante 150 mediciones éonsecutivas (11amémos]a

serie 'A) y se construyd uﬁa serie simulada -de precipitaciones
concatenando la serie A, a una serie de 150 ceros.(séquia abso
luta) y dos 'veces la serielA segin el esquema de'1a figura

5.11.
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Suponiendo esta precipitacjbn.'se calculd con el modelo de

la cuenca, el gasto total simulado, que se presenta én la fi

38gura 5.12 .

MM/ 6 HS..
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PRECIPITACION SIMULADA

FIG 5.12
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Sobre estos datos simu]adds.(precipitacién y gasto totales),
se ajustd un predictor 1ineal autoadaptivo con dos esquemas
distintos de adaptacidn (en la idgntificacién del predictor
optimo): féctor de olvido cénstante y factor de olvido varia-

ble calculado sggﬁn el esquema de Fortescue et. al.

E1 umbral de adaptacidn del predictor lineal fue Yt=2.SnHVGhs,
es decir,que si el gasto total estaba por debajo de este va-
lor, no se actualizaba el predictor lineal, y siehpre la pre-

diccidon fue hecha a 4 pasos.

En todos los casos, el predictor fue inicializado con parame-
tros adecuados para cuenca muy humeda, mientras que el modelo

simulado parte de una sequia total.

Tanto para factor de olvido constante como variable, se ensayd

con modelos de orden 2 y 3.

La figura 5.13 muestra el comportamiento del predictor, con
factor de olvido constante 0.98 (ventana efectiva = 50 pasos),

y con modelos de orden 2 y 3.-

En linea gruesa destaca el gasto simulado y en delgada el pre-

dicho a cuatro pasos adelante, conocidas las precipitaciones

futuras.

Puede observarse en las figuras, un comportamiento muy bueno

del prédictor, y bastante similares los resultados con orde-

nes 2 0 3.
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Es notorio el transitorio de adaptacién (de unos 35 pasos) al
p;incipio. donéé el predictor se adapta de la inicializacion
a las condiciones de cuenca mdy seca, y luego de t=360 un
transitorio menor donde se adapta a las condiciones de cuenca

semihimeda.

Vb e ——— e+ © % 2 fpn b o+ 42—

© 1o : Z2oo
Moo= N2

B0

FIG 5.13 Predictor a 4 pasos, factor de o]vfdo
constante A=0.98 . :

La‘figura 5.14 muestra el comportamiento del predictor con
factor de olvido variable, de orden 3, y con 4 valores distin

tos de la cantidad de informacidn: 1=£,20.5,2.5,10,50 .
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La figura 5.15 muestra los factorés de olvido Ais ihstanténeos,

asociados respectivamente a las 4 pruebas.

La figura 5.14 muestra que a pesar del rango amplio dé la can-
tidad de informacidon, el comportamiento del predictor no varis
apreﬁiabiemente.. La mayor adaptabilidad con £,=2.5, 10 que
con 1,=50 es ligeramente visible, pero ya con valores tan ba-
jos de ¢, como 0.5 comienzan a aparecer problemas en‘]os4trag
sitorios: p. ej. veéase que el transitorio desde t =_305 no se
acaba en t = 340 como-en los 0tros casos sino que se prolonga

unos cuantos periodos de muestreo mas.

Finalmente en la figuré 5.16 se muestran los resultados de
aplicar el mismo predictor con L,=30, para dos ordenes distin
tos. Se omiten las graficas de Ay
Los ordenes son 2y 3 respéctivamente.

Los resultados son bastante similares entre si.

En éuanto a la comparaciﬁﬁ entre los resultados que se 05t1e~
nen con factor de olvido constante y variable, son andlogos.
En particulér compidrense las grdficas (para orden 3) que co-
rresponden a.x constante = 0:98, y a variable con £,=2.5.

Son practicamente indistinguibles.

De 1a grafica de A, con Lo=2.5 no parece improbable que en

promedio, A, estuviera alrededor de 0.98 . ’

t




\

C O e kMm@ e M M e 8 W B S s e W @ e B S MR B N R B e e e A W &

el S YMPRP D P

- 10 [ 213 E ¥ -3 -
Prow P D ENF OB

Mita 6 2L .

L=

o 1o coo E LY -

L 3= 2]

[ 1Y

-« 1o Zzo@ o - L 12~ LR
M= INF-Z 8
MM/ HE .
;e - e .t = e e o e - —— . ——it W T—— oo o s ot st i o e e W o et ey
2 +
+
1
.
S ae e v > ——— e 1 1 o A —— W ¢ bc et g T e hem e - e o — et o w1
[ ] 1Bo t L t 11 -0 L £~ 3] L YT}

N tasepions Iy B

200



201

...........

\ A
-] 8
" 8 ' § PO ”
] [ ] - _.
. wo : |
‘8 w a _“
N s A
L . , ‘ |
; A = . ; - 1
m — _
- ~ i
h“ 8 e [] & . _o
!“.l.l“l.llllll‘...||-.(i|l
ity | e H 8
[ 8 7 |S—— i . | ] .
i 1 4N ; Mpmmon. .
by b ————— H _
1 i e
| M L m
18 0 ) 0l ‘o
re ' g H wo
I8 Z . , *
, ] ! w L qu, ! .
. , | v zw. L e
_ lg 0| 0 8 1a
w. . 0> -8
4 / U "2 “
- o N
: r — _
n o i T m e T
! N g Fertrnc——3 ) e n At v —
1 A e . s Wﬂnll\'ll:l e e T i
A ty | sn.ﬂi . == s 4 s .
| Wl ” " . ' — ——— T e X e LY ! * 8
L. == —_—— . e s TRy -
* N wu-li ey — ~
w
....... e  b——t—t—t—t—t—t—t—+—t 8 et o
e ~
g

............

FaCTOR D Q|_v' P by =D NI -0 ..
Firura 5.15




202

Podemos concluir que por las caracteristicas del modelo no
1ine&], y la permanente var{acién de 1a linealizacidn $1rede-
dor de su punto de operacibn (hecho dde se deduce de las gréa-
ficas de At). la preeiccidn se puede hacer con Qn predictor
lineal autoadaptéb1e con resultados muy sat}sfactor{os, como

1o muestran las figuras 5.13 a 5.16 .

- L e Uk st et

A e e T T A A LTl W e W A Y W B e K W e T A a3 W I T eiiafe A e & Ye—

@ LI -] 22D . BOD -y O ! [ X=X~
[ae Rl o K4 * IN!"AO--SO

v e v k. e e = e b ma e § e e

cm M - —s

- R Y- 20 E X7~ -] ' (-3~ [_¥-1-1
P o oy INFO—=S0

FIG 5.16
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£§.5. Conclusiones.

A través de las pruebas sobre observaciones reales en una
cuenca .(Cantdn) se ha podido observar que la utilizacibn del
predictor lineal autoadaptivo arroja resultados similares a

lTa utilizacidon de modelos matemdticos bastante mds complejos.

AEéto se &ebe seguramehte a que en 1; elaboracidon de dichos mo
delos se hacen un cqnjuhto de simplificaciones } de suposicio
ngﬁ sobre la invariancia de ciertos parametros entre perjodos
de calibracion y de prediccién; qué resultan a la larga en

una imprecisidon del modelo.

Se aplicd el predictor lineal en dos formas:

+

En la primera se hizo una estimacion dé] gasto base fuera de

1fnea, y se ufi]izé el predictér para la prediccidon del escu-
rrimiento superficial. Para e116‘se desarrolld una ﬁetodo]o»
gia de estimacidn de] gasto«bage, fundamentada en el modelo

supuesto para la cuenca. -

En la segunda, se aproximd linealmente el comportamiento glo-
bal de la cuenca, con un modelo lineal y variante en el tiem-

po.

Los resultados similares en las dos formas de utilizacién del
predictor hacen suponer que no se consigue nada tratando de

descomponer a "grosso modo" el gasto total en una parte 1i-
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neal (escurrimiento superficial) y otra parte no lineal (gasto

base).

i
v

Sin embargo, no fue posible distinguir si ésto es debido a las
caracteristicas de la cuenca o a las mediciones no muy confia-

bles que se ‘tenian de las.precipitaciones.

Finalmente se comprobé.que si las precipitaciones y el gasto
“total en la cuenca estuvieran vinculadas a través de un modelo
no lineal ya estudiado eh el Instituto, el bredictor lineal
autoajustéb?e prediﬁe con gran precision el comportaﬁiento del

gasto total supuestas conocidas las precipitaciones futuras.




APENDICE A. MATRICES ELEMENTALES DE HOUSEHOLDER

Definicién

Diremos que una matriz A € RP*P o5 elemental seglin Househol-

der (ver Householder |36]|) si se cumple que~
A =1 - puv' ,. (A.1)
donde:‘

p e R | o , (A.2)

Propiedades. Las siguientes propiedades de las "matrices ele

mentales de Householder" son directamente verificables:




- R eSS W T R T T W

2)

3)

Determinante

Autovalores

det {I - puvT} =1 - vau (A.
Traza
t. {1 - puvT} = p - vau ' (A.
Inversa
{1r - puvT}"1 = {I - ouvT} ' (A,
donde .
ol v o7l oIy , (A.
0 sea:
T.-1 1 uv’ '
{I - puv'} = {I - ———— } (A.
v u-1/p :

206

6)

7)

Denominando A, > A, >.... i>kp a los autovalores (ordena

dos) de la matriz A, y Xy +-+ X, Sus autovectores asocia

dos,

entonces:

P
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= 1, asociadas a una varie-

]) X = A = = A
! 2 .p"l dad ortogonal a v.
A - . -
ii) ) 1 pv u , con xp u

Demostracion

2) ot {1 - pu'} = £ {1} - & {puv'} = p - pvly

4) Es directamente comprobable que son autovectores:u, con
autovalor Ap =1 - vau, y cualquier vector x L v con
autovalores asociados 1.

Y

1) det {I - puvT} = Xy ... A

1.1 .... 1. (l-vau) =

i

.(l—vau)

3) Siendo det A # 0, alcanza con verificar que el producto
dehlas expresiones A.1 y A.7 di& como resultado la ideonsi

dad.




APENDICE B. ALGUNAS DESIGUALDADES PARA AUTOVALORES

1. Sea una matriz A(pxp) real y siméirica,con autovalores
ordenados: ' ‘ ‘

Prax A = Ap 22 > o2 = e dAY, Y x e'RP, x £ 0

max p
entonces:
‘ Ty xT Ax ‘
2 . {A} < ' © (B.1) -
m?n - XTx :
- T
b oo (A} > XA . (B.2)
XX
T
2 . {A} = min X__AX (B.3)
2 '{A}= max 51—55 3(8'4)
max % xTx ‘ )

Demostraciones de lo anterior pueden encontrarse en |44]

'y 45|
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2. Sean A, B matrices (pxp), y C = A + B

( A,B reales y simétricas )

Entonces
LoinlCh > 2.0 (A} + 2 . {B} . (B.5)
Pnax(Ch < fng AL + 2,4, 1B (B.6).
Demostracion:
xT Cx _ xT Ax . x' Bx ' :
- = T + T . (B.7)
X X X X X X '
por -(B.1): A
T
x Cx
xTx 2 gmfn{A} * Qmin{B}

pero si elegimos x tal que sea el autovector asociado al auto

valor minimo de C y llx||2 = 1, entonces:
LoinlCl 22 o (A} + 2 . (B}

Con lo que se demuestra B.5. Andlogamente se demuestra B.6

considerando los autovalores maximos.
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"Sea A e RPXP simétrica y positiva definida. Entonces:
o (A} = 1/ (AT1) (8.8)

‘La demostracidn puede encontrarse en |44 |




APENDICE C

Demostracidn de Ta Proposicion 1

-1 P | e s -
LTamando gmin{Pt } oy %03 fPt‘} a los autovalores minimo y ma-
ximo de Pgl respectivamente. Por (3.11):
t t -
-1 -1 T
p = X, A A, P + £ (= Xx.) x. x. (C.1)
t 1 72 t- o i=1 j=1 J i 79
luego, por (B.5):
A B t : t \ T ~t-p ( t . ) R
2 (P "} . {2 S oa)xexc+e L {E TOALIX X L.
min® t "—"min i=t-ptl j=i 11 min i=t-2p+l j=i J'1
t-rptp ( t T 1 ‘
R S TP O TG HE o {A AP TS (C.2)
min®. torptl j=i J/%T "mint 1 to

como . > h . ¥




t ~ t-rptp
{P }>£min{ T Ap X1XI}+ ‘+2mT {z ATP x. xT}+2m1n{A P"l}
: 1 t- p+1 ‘ i=t-rp+l i m o
(C.3)
t t-rp+p .
>aPe {1 xoxb..aPe (% sty o prly (c.4)
= Tmmintile o i m “min j=t-rptl i1 "'mmin" 0
luego, por (3.50):
N G Eo LR N AL L {P‘l} c.s.
RS, }«:—fgﬁ. Waate ey , (ﬁ 5)
TminT t = 1 - P m m min o C.s- )
7 m
como por (B.8) resulta
1, _
Qmm{P b= 1/’Lméx{Pt}
entonces
rp p.
1-2 -1 1 1-2
t m
g (P} <[mP My by _prly] T« c.s. (C.6)
mix t -—[: m I—XE m min~ o —-mxg 1 - A;p |

con lo que se demuestra la.segunda desigualdad de (3.56).
Por otro lado, notando que como Aﬁ <lyr>1({t>p), se
cumple que

1-aP <1 - - (c.7)

por 1o que
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p .

1 1 - A ) 1 A
m AP 1 - AP 7 AP
m m m

M

con lo que se demuestra la cota (3.55).

213

(c.8)

Para demostrar la otra parte de la desigualdad, partimos de

'(t.l)} y por (8.6):

Ca L (P < g | {x A, Pl e e ¢ E' ( ; X)) x.x 3+
max - t - — "max "1'"7" "t "o max "~ S S )
i=t-ptl j=i
t-rp+p t ) T o t-rp L T
ook 2 {0 (m A)xexeb+ 2 . {2 (wm X)x.x;}
, MAXZ¢ ppel g=i 9 11 | maxT 2y Mgy U
por (3.50) y (3.52):
1 - (r+l)p
g oty <t o ety v oM M c.s
max- t © = "M Tmix o My _ P )
: M
‘ L _
como gméx{Pt } = 1/2m1n{Pt}
. ’1-~A&r+l)p -1
t -1,
L Py) 2 [AM maxPel) My — | s
M

. con lo que se demuestra la primera parte de (3.56).

Ademds, de (C.11) resulta que ¥t > p:

(c.o)

(C.10)

(c.11)




M- -1 A
—”—p] 4 s, (c.12)

‘ p -1
} s ['\M g‘méx{Po } o+ m
1 - AM

con 1o que se verifica (3.54).

Proposicidn 2

-

~1
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. , i T =1
De acuerdo a (3.34): Oy ° [I')‘tﬂ PtJrl X141 xt+1:l t (c.13)

por otro lado, de (3.30):

P X xT P.x T

, T 7. T tXer1 %41 X e X e
[I”At+1 Pre1 X+l Xt+1] = D= PpXppg Xt L+ o P x B
X4l Tt X+l
PR ‘ T -1
o Pe X X oo o1 P e Ko P Py t
=1 - =P, P." - (c.14)
1+xT P, x tt 1+ xT P, x
t+1 t%t+1 t+1 Tt “t+l
entonces:
.
P.x X p :
T ] t 41741 t] -1 -1
4[I~At+l Pra1 Xes1 xt+i},- [Pt Tt p . Lt T ey
| : t+1 t t+1
' | | | (C.15)
Sustituyendo (C.15) en (c.13):
~1 -1 =1
041 = Mer1-Pee1 Pt Ot | (C.16)

Aplicando (C.4) regresivamente en el tiempo se concluye
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- J
s -1 1 e1 il i Pt Xee1 *e41] 21 _
t+1 T+l el T A4l L] p t
~ t+1" t*e+1
2
N S LS IS O (8 Xg4y) ]
thl %t Tt Tt T (C.20)
. t+1 Tt X+l
y por las ecuaciones (3.39):
12
T T € :
=10 -1 <1 =1 -1 =1 t+1
Ote1 Pra1 Ot 7 Aenn [et T T e s ] (c.21)
“t41 Tt Ft+l

1 ‘
Como Aipp < 1, Pt > 0y €i41 > 0, entonces de (C.21) se

deduce que la sucesidn es decreciente. Es positiva pues

to que como Xty €S persistentemente excitante, entonces

-1

) es positiva definida debido a la
t+1) €S POS |

Pii1 (y también P

propos1c1on 1.

De (C.21)
T T '
~1" -1 =1 t+l x1° -1 +1
et+1 Pt+1 et+1<5 AM eo Po eo ' (C.22)

siendo AM < 1, PO > 0, entonces se deduce (3.64)

Para demostrar ii):

t. g2 . P 1

De acuerdo a (3.61) Héy] < (7 X)) —/—
i=1 2 . P °

o~
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(3.60), con 1o que se demuestra ).

Para demostrar ii):

t
~1 -1 =1
de (3.60) ‘Hetu < iz A %iax Pt fmax Po |eou (c.17)
‘ -1 ‘ X
como lméxF% =1/ . P (ya que Py > 0), entonces:
t L . P
- -1
ol < (n a) —2Ltopg (c.18)
i= L2 . P

. mn 0o

Con 1o que se demuestra (3.61).

Para demostrar .ii) se procede como antes, pero tomando

autovalores minimos en lugar de maximos.

Proposicidn 3

Para demostrar i):

De acuerdo a (C.16)

T T T
ST 1 <12 =1V el el -1zl 2 =101 o-1s1
Or1Pee1®te1 = Me+1%t P PrerPealestPr Ot = 2418t P PreaPe 8¢

(C.19)

de acuerdo a (C.15), (C.14) y (C.19):
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P, < 2 c.s. (constante) por la pro

: ~1
Como HGOH < Y Apsy t  Tm

posicidén 1, entonces

. t 2 o1 A
0 <8¢l < (v A ——— 8} = c, c.s
=1 P .
min o
como lim €, = 0, c.s. , se deduce (3.66)

- Proposicidn 4

Aplicaremos (3.68) para cada salto en el parametro-y por su-

perposicién:

sacando la constante como factor comin, y el midximo de “391”3

-

t t

~2 Mo1- Agl AM ‘ ott CCotT
oy I<-— 5 (max lae 0y = (= x) (C.23)
ot 8 *m L- M ?o+{§i§té+r, =ty 39
pero como
t t . t T
o+t o+t 0+t t . 1 -2 Y
L (7 *3) A AMow”1+1 = Ay M. M (c.28)
1=ty I =104 ey by

Sustituyendo (C.24) en (C.23) se deducen (3.73) y (3.74).’
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Demostracidn de la proposicidn 5:

De (3.36) y (C.15):

-1 =3

=3 -1 23 _ 537 1.3 .2 =30 T -
Ote1 Pern Bea1 = Mea1 O Pe %% - A1 O Xea1 Xee1 Pre1 P Ot -
’ T
, 2 =3 T :
= Apel el el T A1 Ot Xee1 Xee1 Pt Xe+1 Gl
2 -1 =3 2 2 .
T Aol %ol Pran Pr Bt Cter T Aten el Xee1 Pra¥en

(C.25)

Nétese que el 3°, 4° y 5° sumandos tienen media nula y pueden

ponerse como 2

t+1 psp CON Zt+i independiente de e, ;.
Como
i T. -1 _ 1 T ~
AMa1 Xeal Xer1 Pee1 Py G L+ P o Xt+1 Xt+1
: t+1 't “t+l
y I |
~ . T
» T e M P R
el Xeel Teel Kol T T
t+l Tt *e+l
entonces (C.25) queda:
T A T
~3 -1 =3  _ ~3 -1=3 t+1 ~ 2
Bt Peer Oper T Apar 8¢ P 0% - T (63 x¢4q)
o Xt+1 t e+1
xT ‘P, x : :
“t+] Tt "t+l 2
P2t Gee P A T ®t+1 (C.26)
‘ 1+x, , P x

t+1 t t+1




como el segundo sumando es negativo o nulo:

.
.37 123
141 S Agep B Peo 8

-1 53

;
=3
Pee1

+
Oc41 A

Zt+1 Ct+1

P xer1 S M s Py

. T
como: Xt 41

T
X X
.entonces: A t+l t "+l

T+l T,
1+xt+1 P

Me . P

P max t

" R}
t “t+l max t

AT ' 37 | M2,
O Elh,,,0:P; 1S REQ)

0:,q1 <
g BHIEHLT S FV e P U T

~aplicando C.28 recursivamente, y usando 3.56

. .
p-1 53 pl33

~3 53
t+1  t+1 T+l

E {6 }gE{Al.“.A + A

t+1 o
te (T A ) M (1 - kp)
NN i
+
iz, P13 TiP 1P
i=2-mP(1 n J+M(1-2P)

donde ri = £ {i-1}

demostracién de i)

3T
t+1

5 1 33
Como E {6 Pt+l 6.1

t+l T

1+M2 . P

2
maxpte

t+1 "o 0 0 1'°°°
\__V.._—J

T

Xea1 Pt X1 o2
€t41

Ptxt+1

1+xt+1

(c.27)

t+l.}

(C.28)
. P

max t

M2 . P

o
Efle . ,Il 7} (c.30)
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reemplazando

E{”e

de (C.31) y {

(52,12

lim sup E{||8

con lo que se

RS

(C.29) en (6.30) y

M2

P

>

‘ (1% —1 kl(t)+Ef+1
S LR

t
AM o]

t+1 1=2

3.56):

S t+1 t+1
< —1 [Cl(t) + of
men pt+1 i= 2 J i
(12P [ t+1
< s 6y (e) ¢ of T ALt
m{1 Am )Am i=2
(1-2P) ) AM A§+1 o
A pup |© (t) + 0" ———— c.s.
m(l-Am IA 1 - Ay
2, p
3 .2 G'(L' Rm) AM
et+1“ b < “p 1
m Am -A M

demuestra 1.

midx o
1+M . P
mix o

t+l
(m A M(1- AP
J=1i J

: c.s. (C.31)
m/\p(l }\ 1p)+M(1 AD)J ¢ S L

bp} c.s.
_ﬂ. c.s.
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demostracidn de ii)

de (C.31)
83,15 < —— [ o2 L NTMAAD) pe2 1]‘
E 8 < AC,(t)+a™ L + I ¢ c.5.
t+1 . p-1 |11 - Prq 2 TiPy ~
Luin Prel '1-p+3 m AF(1-A"1F) i=2 -
' “ el t42-1 p |
. 1im sup E{ﬂe 1" } < 1im 1 — A 5 M(lr;pk i] c.S.
t-o0 . tre m1npt+1 i=pt3 m A (1 - a1F)
p t+l t+2-1 2 AP
<« (1= A7) 1im I (A M1 - A7) c.s.
m AP tre i=p+3  m xp.(l - TPy

y en virtud del siguiente lema queda demostrada la segunda par

.te

LEMA g
o t;l Xt+2--{ .1
tro  i=p+3 1 -x‘“ip T 1n(1/2)

En efecto:

j=pt3 1T T jopr2 1-217P-1 j=pt2 1 - A17P71
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1lamando g(x) = 1 , A <1, x>0

A¥(1 - 2 %)

: gl
g(x) tiene una forma como la de 4 (a)

la figura (a)

con Xp = = In 2/1n X ' oge— F_,,,_,._,,—fﬂf"

g(x ) = 4 -
X .
t+l >‘p—i+1 t+1
) i g(i-p-1) (C.34)
i=p+3 (1-A"7P~%yi=p+3
Tuego, la suma C.34 estd representada por el drea de los rec-
' ' o glx)d
tangulos de la figura (b). Es A (b)
facil demostrar, que habiendo
un solo minimo relativo (x>0)
L}
de g(x), rotando todos los rec
tdngulos a la izquierda de X B x
12 % t+y-p
dicha drea queda acotada por :
' 4 t—p
la integral: . ' 9;*) Yy
. (c) X X
X(1-X)
t+l t+l-p
L g(i—p—\)</ g(x) dx
i=p+3 ", 4
i
t+1-p | ! —x
t+l _ ,
: 12 +4-
gl [ B - ki e
]=-p+3 A (1-)\ ) ' t-p

1

- [- t&. -ln(1-At+l-p)+(t+1—p)1n>‘+l+1n1;>‘:|
Ina L AY7HP A A

(C.35)




de (C€.35) y (c.33)

. p-i+l

1.

{a L

t o

con 1o que se demuestra el lema.

) . “J<
i=p+3 I—A"p"ﬂ_ Tn(1/))

(c.36)
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