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A MODO DE PROLOGO 

El objetivo central de este trabajo era estudiar la posi­

bilidad de incorpora~ esquemas de identificación a un predic­

tor lineal multipasos para predecir él comportam"iento de cuen 

cas hidrológicas. 

E s t e t e m,a e s dei n ter é s e n 1 a S e c ció n d e A u t o m a t iza ció n del 

Instituto de Ingeniería, "donde tuvo lugar este trabajo. 

Como se trata de un sistema no lineal, variable en el tiempo, 

etc, nos propusimos estudiar distintas alternativas existen­

tes en la literatura para identificar sistemas variantes en 

el tiempo. Por eso, esta tesis dedica un capítulo a la des­

cripción (sin estudiarlas con demasiado detalle) de las técni 

cas que nos parecieron más importantes para abordar este pro­

blema. 



Por razones que se evidencian en ,el trabajo, elegimos una téc 

nica para utilizarla en las aplicaciones que nos interesaban. 

Se trata del algoritmo de mínimos cuadrados con factor de 01-

vido variable, al que dedicamos un capítulo aparte. 

Dicho algoritmo fue estudiado con bastante detalle, y como 

ocurre frecuentemente, cuanto más avanzabamos en su estudio, 

más preguntas sobre su funcionamiento nos hacíamos, muchas de 

las cuales no han sido totalmente respondidas en la 1iteratu-

ra. 

Apoyándonos en trabajos previos de Roge1io Lozano,Lea1 y 

Johnstone y Anderson· (entre otros), pudimos obtener resu1ta-

dos de convergencia más fuertes que los ya existentes en la 

1iteraiura, y aclaramos un poco más los orígenes de 1ns pro-

b1emas de Ib10w- up " y "bursting" tantas veces reportados como 

una limitación en el' funcionamiento del algoritmo. Estos re-

su1tados se describen con todo detalle, así como simulaciones 

que verifican las previsiones teóricas. A pesar de que las 

simulaciones que se describen s6n el resumen de una enorme 

cantidad de ejemplos simulados en computadora, el estudio de 

este algoritmo ocupa un capítulo bas.tante abultado de la te-

s i s . 

Por los resultados obte'nidos, 'este capítulo es la par~e medu-

lar del trabajo desarrollado. 



,Finalmente se cumplió el objetivo deseado, aplicando esta té~ 

nica de identific~ción para la predicción de caudales en cue~ 

cas ,hidrológicas.A eso están dedicados los últimos dos capít~ 

los. 
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1. INTRODUCCION 

l. Identifi~a i6n d~ sistemas dinámicos 

Una de las áreas de la Ingeniería de Control que ha recibido 

mucha atenci6n en' los Qltimos a~os ha sido la de sistemas au­

toadaptivos, orientada hacia esquemas de controlo de predic­

ci6n autoadaptiva de sistemas dinámicos. 

Numerosas t~cnicas han sido, desarrolladas (ver p. ej. R. Iser 

mann [4J) en trabajos relativamente recientes, y han encontra 

do un rango bastante amplio de aplicaciones. 

Todas estas técnicas se basan' en un elemento coman: la identi 

ficaci6n en linea de sistemas dinámicos. 
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Desde un punto'de vista formal se puede definir la identifica 

c i 6 n a par ti r d e u n a f a mil i a, v4t d e mo del o s y d e la o b s e r v a c i 6 n 

de' un conjunto de señales de un sistema como: dadas las seña­

l e s o b s e r v a d a s, de ter m. i n a r e 1. m o del o ~E~ q U e m e j o r a j u s te 1 a s 

observaciones en el sentido de minimizar un criterio C. 

Una clase particular de identif;caci~n es la que más impulso 

h a ten ido. S e' t r a t a del a o b s e r v a c i 6 n del a s s e ñ a 1 e s d e en t r a 

da y salida de un sistema dinámico, lineal,de parámetros con-

centrados con perturbaciones estoc~sticas. en tiempo discreto. 

Estos sistemas siguen una ley de recurrencia del tipo: 

donde ut Yt son entradas ysali~as respectivamente, observa­

das en el tiempo t; e
t 

es una v.a., y a i , b
j 

son coeficientes 

"constantes. 

El problema es: estima el valor de los parámetros al ... an 

bo ••• bm a partir de la observaci6n de las su~esiones,ut 't 

de entradas y salidas del sistema que se quiere identific~r 

(ver R~ Canetti [17J para una definici6n más precisa de esta 

cuesti6n). 

Este problem~ se ha denominado de identificaci6n paramétrica 

de sistemas dinámicos en tiempo discreto. Muchos algoritmos 

de soluci6n han sido desarrollados por otros tantos autores. 
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Se pueden encónttar estos algoritmos por ejemplo en Goodwin/ 

P~yne [19], Goodwin/Sin [20J, lsermann [4J. 

las razones de la cantidad de contribuciones son muchas, pero 

hay dos de mayor importancia: la cantidad de sistemas físicos 

que pueden ser modelables con (l.l) y la extremada sencillez 

de dicho modelo. En particular, cualquier sistemadescripti-

ble por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, de 

coeficientes constantes, tiene, en tiempo discreto, una repr~ 

sentación de entrada-salida como (1.1). 

Muchos de los agoritmos desarrollados para resolver este pro­

blema poseen un atr~ctivo ~dicional:' son esquemas 'de cálculo 

recursivo que admiten una actualización a medida que nuevas ob 

servaciones son accesibles. 

Esto permite el c~lculo en línea, y la utilización ~e s~i re~ 

sultados también en línea. 

Ejemplos de estos algoritmos son: mínimos cuadrados, máxima . 
verosimilitud recursiva, variables instrumentales, minimos 

cuadradGs generalizados recursivos. 

Por o t rol a do ti e n e n u'o a d e s ven t a j a: p r e s u pon en q u e e 1 s i s te­

ma se rige sega n una ley como (1.1), aunque los sistemas rea­

les son por 10 general de parámetros distribuidos (orden no 

finito)~ variantes en, el tiempo, y no lineales. 
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Los algoritmos de identificación arrojarán resultados tan bu~ 

nos como bueno sea el modelo (1.1) para representar el sistema. . ' 

Es de sumo interés extender los algoritmos mencionados ál ca-

so en que los paráinetros a i , b i sean ,vari'ables en el tiempo. 

En efecto, esto permite abordar una clase mucho más amplia de 

sistemas. 

'Como ser: 

a) Sistemas variables en el tiempo 

Una gran cantidad de, sistemas lineales son variables en el 
. 

tiempo. Como ejemplo: 

- Sistemas con envejecimiento. Sus características depen-

den de factores que evol~cionan a lo largo del tiempo. 

- Sistemas periódicos. Por ejemplo: sistemas que dependen. 

de ciclos anuales, sistemas que dependen de caracterís-

ticas climáticas. 

Hay sistemas que tienen ciclos diarios, p. ej.: siste~as 

biológicos. Un caso típico es el de'plantas de tratamien 

to de a,guas servidas. 

b) Sistemas no ineales 

Una gr~n clase de sistemas no lineales son linealizables 
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alrededor de su punto de operación actual. 

Por ejemplo: • procesos que involucran fenómenos de trans 

ferencia de calor (transferencia radiativa, 

convección en condiciones' no estacionarias, 

etc) . 

. Procesos con términos viscoelásticos, con 

términos de disipación no lineales. 

Supongamos un sistema no lineal regido por 

x (t) = f[x ( t ) , u{t)] 
(1. 2) 

Y (t) = g[x ( t) , u{t)] 

donde u - entrada. 

y - salida, 

f , 9 - funci.ones no lineales. 

Es s~bido~ que 1.2 ,se puede aproximar medi.ante: 

donde 

. 
x (t) ;~ ACt) x (t) + B(t) ü (t) 

( t ) Y (t) - C(t) - -x (t) + D(t) u 

A,B,C,D son matrices dependientes 

u ( t ) , f(.,.), g(.,.) 

x(t) - (t) ( t ) = x + x o 

y(t) - (t) ( t ) = y + y o 

u(t) - ( t) ( t ) = u + u o 

(1. 3) 

de x( t) , 
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Siempre que se cumpla que x (t);y (t).u (t) son soluci6n de ; o o o 
(1.2); i(t), ~(t), ;(t) son pequenas variacfones alrededor de 

las funciones anteriores, y'f.g satisfacen condiciones de re-

gularidad (sobre sus deriv~das parciales). 

Obsérvese que se ha obtenido una aproximaci6n lineal (1.3) de 

un sistema no lineal. 

Obviam~nte (1.3) amite una representaci6n como (l.l) con coe-

ficientes a .• 
1 

b. variantes en el tiempo. 
1 

Si el p'unto de operaci6n se mantiene, se puede "identificar" 

el modelo lineal con los algoritmos mencionados. Es de suma 

utilidad poder extender esos algoritmos cuando el punto de 

operaci6n sigue una ley de variaci6n en el tiempo. 

1.2 Objetivo 

Como hemos visto la clas~ de sistemas físicos que se podrían 

identificar se ampliaría enorme~ente si se pudieran extender 

los algoritmos de identificaci6n admitiendo variación temporal 

de los parámetros. 

El objetivo del trabajo que se resume en este informe fue por 

un lado inv~stigar en la literatura que soluciones se daban 

a este problema, y por otro lado aplicarlas a problemas de i~ 

terés de la Coordinación: predicción autoadaptiva, y posible 
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aplicación a la predicción de' caudales en cuencas hidrológicas. 

; .r 

,En el capItulo 2 se discuten varias técnicas descritas en la 

literatura que hemos considerado de interés, asl como la des­

cripción de algunas aplicaciones sobre sistemas ff~icosrepo! 

tados. 

El capítulo 3 está dedicado a una de las técnicas de identificación el 

, . método de mínim6's cuadrados con factor de olv'ido variable. 

En el capftulo 4 se ,desarrolla,un predictor multipasbs auto­

adapttvo y se discuten simulaciones realizadas para verif~car 

sus propiédades y para compararlo con otro predictor multipa~ 

sos autoadaptivo usado por varios autores. 

En el capItulo 5 se discute una aplicaci6n de la predicción 

autoadaptiva: la predicción de caudales en ríos a partir de ra 

observaci6n de las precipitaciones en sus cuencas. Se observa 

el comportamiento del pr~dittor con datos reales obtenidos en 

la cuenca de Cant6n. 



2. ALGUNAS FORMAS DE ABORDAR EL PROBLEMA 

Se han encontrado en la literatura distintos enfQques que in­

tentan resolver el problema de la ideniificaci6n de sistemas 

dinámicos variantes en el tiempo. 

L. a s s o 1 u c i. o n e s pro p u e s t a s s '0 n "a d h o e ", o r i e n t a d a s a 1 a s o 1 u -

ci6n de un problema concreto y no existe ningún método ~ue re 

suelva el problema en el caso general. 

La soluci6n exacta (o al menos muy aproximada) requerirí~ del 

conocimiento preciso de las leyes "de variaci6n del sistema o 

al menos limitar las formas de variaci6n. 

Los métodos descritos en la literatura presuponen: o bién que 

se conocen las leyes de variaci6n del sistema, ~ que este va­

ría lentamente y se ajusta un modelo a las últimas observacio 

8 



9 

nes, o bién que aún cuando haya cambios abruptos, hay largos 

periodos sin esta clase de cambios. Los métodos se pueden cla 

sificar de distintas ·maneras, por ejemplo: 

De acuerdo a la clase de modelos del sistema: 

{ 

paramétricos 

no paramétricos 

(ecuaci6n 'en diferencias). 

(respuest~ a impulso). 

De acuerdo a c6mo se supone que varía el sistema en el tiem 

po. 

[con modelo de variaci6n de parámetros. 

modelo de variaci6n de parámetros. s 1 n 

De acuerdo a c6mo se toman en cu~nta las observaciones. 

observaci6n de un horizonte finito (ventana rectangular, 

identificaci6n por.tramos). 

observaci6n de un horizonte no acotado con pesos rela-

tivos'. 

De todas l.as combinaciones posibles de estas clasiftc~ciónes 

veremos cuatro métodos (con algunos casos particulares), por 

ser los más importantes: 

i) Modelo de .variaci6n de parámetros. 

ii) Observaci6n de un horizonte finito. 

iii) Observaci6n de un horizonte no acotado, con pesos rela-

tivos. 

iv) Partici6n del espacio de parámetros. 



..... 
10 

En la' pr6xima secci6n seunific~ la notaci6n y en las siguiel! 

tes se describen los métodos. 

2.1 Notaci6n 

Se considera un sistema S (ver fig. 2.1), descrit6 desde el 

punto de vista de entrada-salida. Dicho sistema es diná~i.co. 

li~ea1, de orden finito n,y satisface l~ recursi6n (2.1): 

donde: 

(2. 2) 

( 2 • 1 ) 

~ . . 
{Yt}o es la sucesi6n de salidas (observables) del· sistema. 

ex> 

{ut}o es la sucesi6n de entradas (observables) del sistema. 

{a;t}~ i=1..n,{bit}~ j o .. m son las sucesiones de paráme­

tros variables en el tiempo. 

ex> 

{et}o es un~ sucesi6n de v.a. centradas, independient~s y 

d~' varianza acotada. 

1 la m a n do: x ~ = [y t _ 1 ' Y t _ 2 ' ~ • • • y t _ n ' u t' u t _ 1 • • . • , u t _ m ] , x t t: R P con 

p=m+n+l 

( 2 . 3 ) 

Entonces (2.4) 
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Esta es la clase de sistemas que conside-

raremos. Como se vé, estos quedan caracte 

rizados por su Vector de p~r~metros 0 t , 

variable en el tiempo. 

u, ·111-_( EJ_

S
_t _) ---...I---y--ll;--

(Fig 2.1) 

D el o que se trata es de 11 id en ti f i ca r 11 el 

sist~ma, estimando el valor del par~metro 0 t " con un estima-
A 

dar 0 t , también variable en el tiempo. 

La forma de calcular el estima~or es la que diferenciar~ un 

método de otro. Lo común a todos los métodos es que las entra 

das y salidas u., y., 1< i< t son los datos a partir de los 
1 1 

cuales se infiere 0 t . 

Si no se restringiera m~s el problema. se notaría la primer 

dificult~d: así planteado,el problema de identificaci6n es 

irresoluble puesto que existe un número infinito de solucio-

nes. 

En efecto: aún supuestas conocidas las entrad~s, salidas, e 

incluso las ,perturbaciones~ existen infinitas maneras de ele-

gir la sucesi6n de par~metros 0 t de manera de satisfacer exac­

tamente la ecuaci6n (2.4). 

¿Cómo ~istinguir la verdadera sucesi6n 0
t

? 

~1 á s aún: a u n q u e ° t f u e r a o b ten ida, d i 9 a m O s 11 c a s u a 1 m e n te", s u 



12 

conocimiento no serví.ría a efectos prácticos (por ejemplopa­

ra prop6sitos de controlo predicci6n) si 6 t +1 fuera indepen­

diente de St' 

El problema radica en permitir una variaci6n arbitraria de 0 t . 

Como problema te6rico, es un problema sin soluci6n única. Pe­

ro co~o problema práctico carece de sentido: no trabajaremos 

con sistemas cuyas características sean completamente indepen 

dientes en dos instantes consecutivos de muestreo. 

Existen restricciones adicionales para la evoluci6n de 0 t : 

l. El parámetro 0 t debe estar contenido en un subconjunto de 

par~metros admisibles por restri.cciones fisicas. 

2. Los parámetros 0 t y 0 t +l no son independientes sino"que l~ 

evoluci6n de 0 t depende de c6mo varia el sistema real a lb 

largo del tiempo. Esti variaci6n está también limitada por 

"razones físicas. 

N6tese que los primeros m~todos de identificaci6n presuponfan 

la restricci6n 2) más fuerte: St = 0 t +1 Vt. 

El primer algoritmo que veremos supone una ley precisa de la 

evoluci6n del parámetro. Luego veremos dos métodos que pueden 

considerafse como una extensi6n de las ideas fundamentales 



d'el primero. 

2.2 Modelo de variaci6n de.parámetros 

2.2.1 Filtro de Kalman 

Supongamos el sistema lineal' regida por (2.4): 

y un modelo estocástico de variaci6n del parámetro St: 

( 2 . 5 ) 

donde:, F
t 

e:: RPxP Vt 

vt e:: RP es una va. con E{ \}= O 

El filtro de Kalman nos dá una expresi6n recursiva para estl 

mar el parámetro 0 t +1 con las observaciones (Y t , xt ) hasta el 

instante t+l. En e~e caso, la expresi6n del filtro en su for­

ma de estimador (y no de predictor!) sería:. 

13 
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... T 
St+1 :: Ft St + Kt+ 1 [Y t +1 - xt +1 Ft St J (2.6) 

Kt +1 = Pt xt +1 / (o 

Pt +1 Ft +1 Pt 
T :: Ft +1 

2 T 
(O + Xt +1 P 

Suponiendo {Fo :: 1 

Ro = O 

;¿ T 
+ xt +1 Pt xt +1) 

+ Rt +1 - F t+ 1 P t 

t Xt +1) 

con las condiciones iniciales 

T Pt 
T 

xt +1 xt +1 Ft +1 / 

A 

cov { So} 

Notación - Designaremos St/t alestimaéor de St con las obser-
... 

v a c ion e s h a s t a e 1 t i e m p o t, Y S t + 1 / tal e s t i m a d o r d e' S t + 1 con 

las observaciones hasta el instante t. 

Por comodidad de notación escribimos St+1 en lugar de St+1/t+1 

La de r i va c i 6 n de' 1 a s e c u a c ion e s (2. 6) P u e d e e nc o n t r a r s e . e n S a g e 

y Melsa [21], Anderson y Moore [22J. 

La matriz P
t

+1 está relacionada con la matriz de covarianzas 

de la estimación a través de: 

T 
P t = F t Lt F t + R t (2.7) 
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(2.8) 

Optimal idad 

1) De los posibles estimadqres de et +1 dadas las observaciones 

hasta el. tiempo t+1. el filtro de Kalman provee la mejor 

estimaci6n (e t +1) lineal en las'observaciones x1. Yi • i=l 

t+1, en el sentido de variancia mínima. 

e son variables aleatorias gaussianas 
o 

independientes, entonces el filtro de Kalman no es s6lo el 

mejor estimador lineal sino el mejor estimador (en sent·ido 

de varianza mínima) de et +1 . 

Observaci6n - Se aclar6 la utilizaci6n de la forma estimador 

del filtro de Kalman porque parece que hay ,una utilizaci6n un 

poco confusa de este algoritmo en parte de la literatura revi 

s'ada. 

A efectos de la identificaci6n conviene tener una expresi6n 

recursiva como la (2.6) que permita la ~ctualizaci6n de et +1 

una vez que llegan las nue~as observaciones Yt+1' xt +1 . 

A veces se usa una expresi6n en forma de predictor et +1/ t , 

Gttl en otros casos, que difiere de (2.6) solamente en un t~L 

mino en la primer ecuaci6n, pero que corresponde a un caso es 

cencialme~te distinto. 



Esquema de cálculo 

\ 

Camó' se de~prende de las ecuaciones (2.6)"estas permiten un 

cálculo recursivo que puede dar lugar a aplicaciones en linea 

(en tiempo real). 

Esto está facilitado por el' he~ho de ser las matrices Pt y Rt 

simitricas. Además por 10 general se "ayuda" al cálculo con' 

matri.ces de transición Ft particulares. 

En la figura (2.2) se representa el esquema de cálculo en tiem 
.... 

po real del estimador Bt +1 , en relaci6n al funcionamiento del 

sistema S que genera los datos. 

+ 

F i g. '2. 2 E s q u'e m a d e e á 1 c u 1 o 

16 
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Aplicaciones 

De las,ecuaciones (2.4) y'(2.5) se desprende la clase de sis­

temas v~riantes en el tiempo que pueden ser identificados por 

este método. 

Usado preferent~mente para sistemas que varfan lentamente en 

el tiempo, se supone por 10 general un mode16 de variaci6n de 

parSmetros de la forma: 

6 t +1 = 6 t + v t (2.9) 

Es decir que Ft = 1 Vt, y la matriz de covarianzas de vt (por 

10 gener~l de forma diagonal) expresa la velocidad con la,que 

se espera que cambie el vector de parámetros. Es el esquema, 

clSsico de u~archa aleatoria simpTe u
• 

D e e n t re 1 q s a p 1 i c a c i o ri e s re por t a d a s po d e m O S C ita r a W i', t t E:i'i:­

m,a r k [11], 'q u e u t i 1 iza e s t e 'e s t i m a do r c o m o u n e s t ; m a d o r 11 n n o u 

dentro de otro esquema gene~a1 que se describirá mSs adelante. 

Limitaciones - Todos los autores coinciden en algunas limita­

ciones que han encoritrado e~ 1~ ap1icaci6n de este a1goritmq, 

ver p. ej.: [6], [9] Y [11]. 

La primeralimitaci6n es que funciona bastante mal cuando el 

sistema no varfa lentamente en el tiempo. 



La segunda limitaci6n es que es necesario -conocer la dinámi"ca 

del parámetio, es'toes: Ft , Rt. 

En simulaciones y aplicaciones se ha encontrado que si el sis 

tema varia lentamente en el 'ti~mpo, el algoritmo funciona bas 

tante bién. 

También' se ha encontrado que errores cometidos en la estima­

ci6n de o~y Rt influyen bastante en eJ error de estimación, 

pudiendo llegar a ser muy grande especialmente si 0
2 y Rt va­

rfan en el tiempo, o cuando se desprecia la influencia,de los 

valores iniciales del algOritmo. 
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Veremos enseguida dos extensiones que trata'n de aprovechar las 

propiedades del filtro de Kalman y reducir sus inconvenientes. 

2.2.2 Doble recursión de aproximaciones estocásticas (STANKOVIt) 

Seguiremos el razonamiento. de Stankovi~, ver ref. [9J. Parte 

del a s e t u a c i, o n e s del f i 1 t ro d e K a 1 m a n (2. 6 ), e n f o r m'a de p r ~ 

dictor, esto es que la p~imer ecuación es: 

,(2.10) 

Notando que por el modelo de variaci6n del parámetro (2.5) se 

cumple que~ 



(2.11) 

(2.12) 

llegamos a la misma ecuaci6n (2.6) 

(2.13) 

o lo que es 10 mismo: 

(2.14) 

con f t+ 1 = P t / ,( 0
2 

t + x ~; 1 P t x t + '1 ), (2.15) 

El algoritmo descrito por (i.14) es un algoritmo general de 

aproximaciones estoc~sticas, del que el filtro de Kalman es 
1 
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un caso particular de sel~cci6n de la matriz de ganancias ft+i' 

con las ecuaciones (2.15) y (2.6). 

Como se dijo, el filtro d~ Kalman es' sensible al conocimiento 

de la caracterizaci6n estoc~stica del modelo. Lo que plantea 
, , 

Stankovit es prod~cir entdnces una matriz de ganancias f t +1 

adaptable respecto a esa caracterizaci,6n. 

A 1 algo r i t m o (2. 1 4 ) - ( 2 . 1 5) s e 1 1 e g a con s i d e r a n d o u n a f u n c i 6 n 
A, T A A 

de costo J{8 t , t) = E {(Y t - xt et )218 t } (2.16) 



mi,nimizándola a partir de realizaciones de 

Ve J(6 i ,i} 

y utiliz~ndo (para extrapolar), el modelo (2.5). Supongamos. 

desconocida f t +1 Y consideremos la funci6n 

A 

J (r t +1 , t+1, t) = J (e t +1 (r t +1), t+1) ( 2 .17) . 

Es decir reemplazando ei+1 por la expresi6n (2.14) 

E 1 o b jet i v o a h o r á e s m í. n i m i. z a.r J (t t + l' t + 1, t) r e s p e c t o 1 a m a 

triz desconocida r t +1 , para cada t+1. 

Siguiendo ese razonamiento,Stankovic concluye la expresi6n 9! 
A 

neral para r t +1 = Arg {mín J (r ti-1 , t+1, t)J, utilizando el al 
r t +1 

geritmo de aproximaciones estocásticas: 

donde 
T A 

~Ft = Yt - Xt et (error de filtrado) (2.19) 

T x t +1 F t St (error de predicci6n)(2.20) 

y la Wt es una sucesi6n "adecuada" de matrices de peso para 

la recursi6n de r t +1. 

20 
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'Finalmente el algoritmo queda descrito por la~ecuaci~nes (2.14) 

y (2.18).,Comp se v~, son dos procedimientos acoplados de aproxim! 

ciones estocásticas, 'uno para la evolución del parámetro y otro 

para la evolución de,la matriz de gananci~s del procedimiento 

anterior. Esto permite la lIadaptación ll de la matriz de ganan­

cias a los cambios en la caracterización eitocástica de la evo 

lución de' at • 

Solución subóptima 

S i e n 1 u g a r de m i n i miz a r J ( r t + 1" t+ 1, t) s o b r e r t + 1 E: R P x P s e 

mi,nimiza sobre las r t +1 de forma diagonal,' se 'obtiene~ 

(2.21) 

donde una elección IIconvenientell de la sucesión Wt es: 

(4. 22 ) 

con (2.23) 

(2.24) 

las constantes: o < A < 1 



22 

Con A y·6W se elige la c~pacidad de adaptici6n del algOritm6. 

Esta forma de seleccionar Yt+l es súb6ptima respecto (2.18). 

pero tiene enormes ventaj~s computacio~ales por su forma dia-

gona\. 

Finalmente Stankovié reporta la aplicaci6n exitosa en la iden 

tificaci6n de sistem~s (simulados) .lineales, estoc&sticos, de 

par~metros estoc~sticos y de diferente orden. 

Tambi~n fue utilizado con éxito en la' identificaci6n en tiem~ 

po real de un operador humano realizando tareas de compensa­

ci6n en un sistema de lazo cerrado bajo condiciones variables 

del medio ambiente. 

fig. 2.3 Esquema ~e Cálculo 
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2.2.3 Suavizamiento óptimo 

Este procedimiento sirve para la identificación fuera de línea, 

o al menos cuando la estimación del parámetro Bt se necesita 

con retraso, por ejemplo en t + d. 

Supongamos conocer las entradas y salidas del sistema desde t=l 

hasta t=N, es obvio que las propiedades del _estimador Bt / N son 

mejores que las del estimador et / t porque "a in'formación disp.2. 

nible en este caso está contenida en el primero. 

Reescribamos las ecuaciones del filtro de Kalman por comodidad 

de notación 

(2.25) . 

donde hemos llamado 

{:t+l~t+l .(Pt+l~.: 

Wt - (Wt~a~ 

(2.26) 
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Las formas más simples de computar 8 t / N son (ver ref. 6): 

8 t / N :: F~l (e t +1/ N- rt Qt r~ ~t) 
(1) (2.27) 

T T -
~t = Ft +1 ~t+l - xt +1 [Y t +l - xt +1 8 t +1/ N] 

- St/t 
T 

8 t / N = 8 t / t F t ~ t 

(11) T 

= (I -
xt +1 xt +1 St+l/t 

~t T 
1+x t +1 St+l/t xt +1 

T . 
) (F t +1 ~t+l - xt +1 

T A 

[Yt+l-Xt+l(Ft 8 t / t )]) 

(2.28) 

Obviamente el .algoritmo 1 es m~s conve~iente en lo q~e se re­

fiere al uso de memoria {no hay que almacenar las estimaciones 

El procedimiento es sencillo: primero se computa 8 t / t de t :: 1 ' 

-a N y luego se computa 8 t / N desde t=N hasta t=l con valor ini: 

cial ~N=O. 

El problema con el algoritmo 1 consiste en que es una re~ursi6n 

inestable (puede demostrarse) y si se utiliza en una longitud 

de pasos grande, el error acumulado es bastante grande también. 

El procedimiento más conveniente s~r'a recurrir a 1 por tramos, 

y actualizar peri6dicamente con el algoritmo 11. Para ello hay 

que almacenar previamente 8 i / i ,Si/i' eligiendo algunos valores 
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d e ,i, 1 < i < N. 

Aplicacio!1 es 

En la ref.[6]se encuentran resultados de la aplicaci6n exito­

sa, del procedimiento sobre datos simulados de modelos ARMAX 

con variaci6n sinusoidal de algún parámetro. 

Se, reporta también la aplicación del alg~ritmo sohre datos rea 

les, de la identificaci6n de un modelo precipitación-escurri­

miento del río Huon, en Tasmania. 

2.3 Observación de un horizonte finito (v~ntana rectangular) 

• 

Con este método lo que se propone es utilizar la observación' 

de entradas y salidas del sistema en un intervalo de N instan 

tes de muestreo,para obtener una estimaci6n del modelo del sis 

tema a identificar. 

La suposición básica es que el sistema no varía mucho entre t 

y t+N. 

En el caso de cambios abruptos se considera que la identifica­

ción tiene un retardo de N 'instantes de muestreo en "segú ir" el 

cambio. 

Hay muchas maneras de aplicar esta idea de la ventana rectan-
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gular, tantas como algoritmos de identificaci6nen los que sea 

posible poner ~n forma explícita que se util~zar~n datos desde 
A 

t-N hasta t para obtener 8~~ 

Se distinguen sin embargo dos variantes: 

i) para obtener 8 t se descartan los datos en t-N-1 y se íncor 

paran los datos en t. Es una forma de desplazar, continuamen 

te la "ventana rectangular". 

,íi) Entre KN Y(K+1)N se mantiene 8 KN mientras se estima 8 t con 

KN<t~(6(k+1)N cuando t=(K+1)N se adqpta 6(k+1)N como nuevo es­

timador, y se descarta al anterior. 

Veremos dos ejemplos de utilizaci6n de la v'entana rectangu,lar" 

uno con modelo' paramétrico y otro con modelo no paramétrico. 

2.3.1 Ventana rectangular, modelo paramétrico 

Veremos el algoritmo de mínimos cuadrados con ventana rectan-

gular. 

Este algoritmo se obtiene de minimizar la funci6n de costo: 

.(2.29) 



',.. 

27 

Donde §i+~, i+l es un estimado~ genérico de 6 i +N con datos des 

de t=i+l hast~ t=i+N. 

Se obtienen expresiones recursivas para el c~lculo de 

6 i +N,i+l= Arg{mín J(Si+N i+l)} 
S·+N ·+lER P ,. , , , , (2.30) 

Estas recursiones comprenden dos partes; estando en t=i+N-l, 

primero: se incorporan los datos en-t=i~N (Yi+N' xi+N)~ segu~ 

d~: se descarta~ los datos en t=i (yi, xi): 

l) i n c o r por a c i 6 n d e d a t o s '. en, t = i +N : 

K. . , + N , , 

P. N . , + " 

= P. . [ T xi +N ] 
,+N-l, , 

l+x,'+N p. N l'x, N , + - " , + 

= [1- p. N 1 . , + - " . T (l+x'+ N 
" 

Pi+N-l,i' x i +N 

2) descarte de los datos en t=i: 

(2.31) 

] p. N 1 . ) '+ - " 

6 i +N,i'+l= 6 i + N, i ,.- Ki+N,i+l [y. - x~ 6 i +N i] , , , 

x. 
Ki+N,i+l= P .. N . [ 

, 
] (2.32) , + " T l-x. P i + N, i x.' 

1 , 
T 

x· x· 
P. N . 1 [1+ P. N . 

, , 
] P. N . = , + ,,+ , + " T ,. + " l-x. P. N . x . , , + , 1 , 
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De (2.31)y (2.32) se desprende la sen¿illez del cálculo recur­

sivo del estimador 6i +N,i+1" Si se va a utilizar un horizonte 

N muy largo,hay que tomar en cuenta que se necesita almacenar 

en la memoria los datosYK' xK K=i, ... ,i+N. 

En este caso se recomienda una variante del algoritmo que es 

el de IImemoria 0scilante" (ver ref. [19J), que consiste en in­

corporar los nuevos datos de uno en uno, y descartarlos por blo 

ques de largo N, cada N instantes de muestreo. 

E 1 n o m b red e 11 m e mo 'r ;, a o s c i 1 a n t e 11 pro V i, e n e del h e c h o q u e d i c h o 

algoritmo considera un horizonte de datos cuya longitud va os­

cilando entre N y 2N inst~ntes de muestreo. 

La versi6n de II ven tana rectangular" de mínimos c!,ladrados ha si 

do ampliamente usada pero no parece presentar ventajas frente 

al algoritmo de mfnimos cuadrados con olvido exponencial que 

veremos m~s adelante. Incluso este Oltimo posee ventajas adi­

cionales: poder modular e'l- horizonte de dates que se toman en 

cuenta, y no necesita almacenar las observaciones pasadas'. 

2.3.2 Ventana rectangular. Modelo no pa~am~trico 

Como en ,el algoritmo anterior, la idea básica es utilizar las 

·observaciones entre t+l y t+N para identificar el sistema. (n 

este taso el sistema está modelado por la respuesta al pulso, 

es decir por la sucesi6n h(k), k=O,1,2 ... 
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o 
t-k 12.33) 
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Podrfa p~nsarse que no tiene sentido identificar el sistema por 

su respuesta al pulso, sin embargo hay qu~ tener en cuenta dos 

cosas: i) ·que hay situaciones donde la respuesta al pulso es 

una caracter'zaci6n apropiada para prop6sitos de control, y 

ii) que con dispositivos microelectrónicos cada vez más rápidos 

y con mayor capici~ad de almacenamiento resulta un pr9blema ca­

da vez menor el almacenar una cantidad grande de valores de.la 

sucesión de peso y operar con ella. 

Veremos esto con dos ejemplos de aplicaciones reportadas': 

CONTROL DE UN PROCESO DE 'FUSION POR ZONA 

Esta aplicaci6n,está reportad~ por C.Wiss (referentia [lOJ). Se 

trata de un proceso de f~sión de una muestra metálica porinduf 

ción. 

La muestra metálica está rodeada por una bobina de inducci6n 

qtie avanza a una velocidad v c6nstante. Esto pe~mite considerar 

la evolución del si~tema en funci6n de ~na variable espacial x 

(posición del centro de lá bobina ), en lugar de 1a variable 

temporal t. 

El objetivo final es mantener la zona de fundido alrededor de 

x con una longitud constante = 2 ó. 



La variab1,e que se puede observar TE (x) es'la temperatura en 

el extremo de la muestra, mientras la bobina est~ en la posi­

ción x. La variable que se puede 

controlar U(x),es una seRal que 

regula la potencia en la bobina 

de inducción. 

Experimentalmente se sabe qu~ el 

objetivo de mantener en 2ó el es 

,pesor f~ndido, se cumple si la 

curva TE(x) tiene un valor TO(x) 

representado por e en la figura 

2 . 5 . 

" 

• 

lona I unclido 

~w".~:~~ 
Fig. 2.4 

En la misma figura se designa como b el valor de TE(x) si se 

mantuviera U(x)= cte. 

Obviamente se tr~ta de un sistema variable en el tiempo (ahora 

parametrizado en x en lugar de t). 

Se divide x en intervalos e, 2e, 3e" .. ,Ke, ... (ecte.) y se 

mantiene U(x) constante en esos intervalos: 

-
U(x) = U(k) si Ke<x «k+l)e 

Se considera un modelo lineal: 

30 
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, -
O.2.~<6 (2.34) 

donde:{Tp(k8+~) = 
q(k 8 +E,;) = 

temp. de salida si óUk=O (potencia constante) 

relaci6n incremento de temperatura de salida 

a incremento ~e la variable de control Uk • 

La curva Tp se calcula experimentalmente (es la de temperatu­

ras a potencia constante) como sigue: 

En el intervalo [(k-l)a. Ka) se mide 

TE(x). entonces Tp[ke+~] es TE(x) prQ 

longada al intervalo siguiente con 

óUk=O. Pa~a_estimar TE(x) se ajusta 

una 'curva: 

donde ka~ x. «k+l)a 
1 

(2.35) 

(Fig 2.5) 

uw 

uf¡t,,:el<---------­
.twr.·IIS¡ 

ur·'!<o;~ 

í 
I . 

finalmente se estima: 

(2.36) 

.. 
con la estim~ci6n q(k 8+t) y la ley (2.34) (Fig 2.6) 
se calcula en el inte-rvalo siguiente 



(k+l)9~X«k+2)9 una ley de c~ntrol 

que optimiza una f~nci6n de costo 

cuadr5tica que penaliza el aleja-

miento de TE del valor TD desaado 

y la seHal de control óUk. 

En la figura 2.7 se muestra un re-

sultado experimental, donde tI re­

p re s e n t a e 1 e r ro r (T D - TE) c u a n d o 

U(x)=cte. y EZ representa el mismo 

error para el si stema 'control ado. 

CONTROLADOR P.I.D.AUTOADAPTIVO 

50 -­. . 

f1;. 1 F'ifl"'rtIoV.u 01 rht .",I",.! 
1,(.')- trror 11 ",nsunl l'j") 
1.(.)- ~(,or rOf Ihe con\ro !(J s)'1ttm 
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llsk6,rrvn 
•• 1·5 ....... 

aq.)- corrn¡-.>nd,n, 10 '.' \). ¡he coC\pulcd Ind ap~licd conlrol 
ÍII("I' ~¡ri.>lioM ~L'{XI 

(Fig 2.7) 

Esta aplicaci6n reportada por G.Fromme [3J muestra la potenci~ 

lidad del uso de micro~rocesadores con t~cnicas clSsicas de 

control. 

Se trata .de un controlador ·tipo P.I.D. implementado en una mi-

crbcomputadora, con la propiedad d~ autoajustarse a las carac­

terísticas de la planta a controlar. Esta aplicaci6n está orie~ 

tada a desarrollar un controlador de caracter general. instala~ 

ble en una amplia clase de plantas. 

La figura 2.8 muestra el diagrama esquemático del controlador. 
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----'---:;........----

Sell-adjuSling controller with search procedure, 

(Fig 2.8) 

El f~ncionamiento tiene 3 etapas (fig. 2.9). En primera instan 

cia se excita el sistema a controlar y se registra la sucesi6n 

de peso del sist~ma: g~(t) t=I,2,3 ..•• Esta se almacena como 

modelo de la planta a con~rolar. 

La segunda fase corresponde al ajuste de los parámetros del con 

trolador, fuera de ltnea. Para ello el controlador desconecta 
,--

la planta y con el modelo almacenado realiza una búsqueda multi 

dimensional minimizando el error: 

1 . N-I 
OF = - r l,e(k)1 

N k=O 

Donde e{k) es la diferencia entre las respuestas a escala del 

lazo de control, simulado y un~ respuesta objetiva (modelo de 

referencia). 

Una vez concluida la búsqueda de los parámetros del controlador, 

1 a ter c e r a f a s e e s el con t rol en ti e m p o 'r e a 1 del a p 1 a n t a . 
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al ~a~:f oJ 
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Ir("'· ~1"'9pl"t \I"0;J 
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di On-Ione 
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_ Phases 01 sell-optimising controller. 

(Fig 2.9) 
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Hay ~na cuarta f~se que es posible activar a solicitud del Op! 

rador: la realizaci6h de labOsqueda de los parámetros del con­

trolador operando en lInea; En tal caso opera la plant~ y no el 

modelo almacenado. 

Limitaciones 

Como es obvio de la descripci6n del controlador hay algunas su-

posiciones implfcitas que deben ser satisfechas: 

- La planta debe ser lentamente variable en el tiempo, 6 en for-

ma intermitente. 



- La planta debe ser estable en lazQ abierto. 

- No hay no-linealidades importantes. 

Las perturbaciones durante las mediciones son pequefias. 

- No existe gran sensibilidad respecto de los parámetros del 

controlador. 
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El controlador fue implementado en una pequefia microcomputado­

ra con un microprocesador INTEL 8086 con 8k de programa y 4k 

de RAM. 

Los convertidores tienen una resoluci6n de 12 bits y se agreg6 

un multiplicador ráp~do (TRWTDC 1010). 

Las dimensiones del con~rolador son aprox: 8 x 10 x 22 cm. 

Fué utilizado en el control de una prensa hidráulica para ensa 

yo"de materiales, para trabajo tanto a la tracci6n como a la 

compr esi6n. 

El modelo de la planta dep~nde de la prueba en ensayo. 

Un diagrama de bloques y un diagrama esquem~ti¿~ se muestran 

en la figura 2.10. 
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El controlador aplic~ un pequeño pulso para la determinaci6n 

de la respuesta del sistema. Tarda unos 6 segundos en el. cál-

culo de los parámetros, y con el dato de la carga máxima a 

aplicar al espécimen calcula el segundo y último pulso. 

E~ la figura (2.11) se muestra uri~ respuesta a escal6n 6ptima 

obtenida en un ensayo. El No. de iteracciones necesario para 

obtenerla fue de 52. 



• · · · 
Uetations 

37 

.~-

b) Step respon~e 01 force control 100;> wHn opllml!'.Cd pJ:ameters in 
connl:Cllon woth the planl 

Application e.ample h~'dlaul,c malerials teslinq machine. 

a) Step I!:s;>onses 01 force conllolloopmooelted in the compute, dUling 
para¡r,eler seJfch. 

Fig. 2.11 
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2.4 [s t ; rTi a do rd e dos n i vele s 

En la secci6n 2.2 se coment6 que el Filtro de Kalman podría fun 

cionar adecuad~mente'en el caso de sistema·s lentamente varia­

bles en el tiempo. 

Para atacar el caso en que estas variaciones lentas se combinan 

con variaciones m~s rápidas o saltos abruptos, B. Wittenmark 

[IIJ propone un esquema de estimaci6n de par~metros con dos ni 

veles. 

Se supone el sistema dinámico como en (2.1). 

El primer nivel corresponde a un "estimador finoll, constituido 

por el filtro de Kalman (2.6), si se supone un modelo aproxim~ 

do de variaci6n de parámetros como en (2.5).' 

Este nivel de e~timaci6n está actualizando recursivamente el 

e s t i m a d o r e.t , Y s e e n c a r 9 a d e 11 s e 9 u i r 11 1 a s v a r i a c ion e s 1 e n t a s 

de e
t

. 
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El segundo nivel de estimación prueba sistem~ticamente N mode 

los e i , invariantes, predefinidos. 

La idea es que si se produce una variación abrupta del par~me­

troreal, se detecte que el sistema tiene ahora 'un parlmetro 

'mas próximo a alguno de los N modelos, y se corrija la estima­

,ción fina para lograr un segu'imiento mIs r~pido. 

El c á1 c u 1 o del e s ti m a d o r '11 fin o" y a h a si do di s cut ido en 2. 2. 1 , 

veremos el estimador "grueso". 

Denominamos'e i i=1. .• N, a los parámetros'predefinidos; Yt son 

las observaciones de entradas y salidas hasta el tiempo t: 

Entonces: 

p(eiIY t ) = p(eiIYt_I,Yt ,) = P (Yt le
i

, Yt - l ) p (ei¡y t _l ) 

P (Yt IY t - 1 ) '(2.37f 

P ( e i I y t) = p (e t I e i: y t _ 1) p (e' i I y t _ 1 ) 

p (Yt 1, Yt - 1 ) 

si además se supone e(t) gausiana. 

(2. 38) 

(2. 39) 
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y N 
P (Yt IYt-1) 1: 'i~l P (e t 

.( 2.40) , 

Nótese qu~ la ecuación (2.38) nos di un esquema recursivo de 

actualizaci6n de p(eiIYt) con la llegada de la nueva observa­

éi6n. 

Se proponen dos formas de determinar el modelo m~s probable: 

fl encontrar, i tal que sea máx p(Si lyt ) 
i 

2 ) maximizar el logaritmo de 1 a función de. verosimilitud·: 

( 2. 41 ) 

llamando 6 t al mejor modelo obtenido de esta manera, se propo­

ne corregir el estimador fino con uno de dos métodos: 

1) si I! et _1 -e t 1I es muy grande hacer crecer la matriz de 

ganancias Kt ó la de' covarianzas Pt . 

2) .si 1: 6t~1 - ei 1I es muy grande forzar 8 t a aproximarse a 

6 t por ejemplo con un valor interpolado. 

Observaciones: 

la inicialización de (2.38) puede hacerse suponiendo que 
\ 

los modelos son igualmente probables lIapriori", con proba-

bilidad l/N. 
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Como los sistemas son variables en el tiempo hay que modifi 

car las ecuaciones (2. 38 ) Y (2. 41) para que solo influyan 

las observáciones m's recientes~ por ejemplo computando 

( 2. 3~) , e n u n a ven tan a r e c tan 9 u 1 a r (1). e n t r e los i n s tan t e s 

t+l-1 y t. En la ecuac,ión (2.41) se puede introducir un fac 

tor de olvido A < ly queda la minimización de: 

t 
Li(t) = '¿ 

,j=l 

Se' tienen unos cuantos par~metrDs de diseño: 

( 2.42 ) 

. El factor de olvido A. o la v~ntana rectangular 1. 

El número de modelos a checar: N. 

Los parámetros de los modelos fijos ei. ;=1 ... N • 

• La forma en que laestimaci6n "gruesa" modifica la estim'a 

ción IIfina ll
• 

Debenotarse que en los hechos se está haciendo una partición 

del espacio de par~metro~en regiones próximas a los modelos 

fijos. 

la idea de este estimador de'dos niveles está comprendida den­

tro del esquema general de sistemas adaptivos con un identifi­

cador. 've~ por ejemplo ~ajbman/Chadeev [7J. ' 
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3.' MINIMOS CUADRADOS CON OLVIDO VARIABLE 

'3.1 El algoritmo 

., 
3.1.1 Introducción 

El algoritmo que estudiaremos con mayor profundidad es el de' 

mínimos cuadrados con factor de olvido variable. La caracte-

rísti,ca principal de este algoritmo es que el estimador se ob 

tiene minimizando una función tuadrática en los errores de 

predicci6n a un paso. Dichos errores de predicción se pesan 

en forma creciente con el tiempo, dándole más rel,evancia en-

tonces a las observaciones más cercanas al instante actual. 

Esta idea puede clasificarse (según lo visto en el capítulo 

2) c o m o de" o b s e r v a c i 6 n d e u n h o r izo n t.e n o a c o t a do, con p e s o s 

relativos", puesto que se toman en cuenta todas las observa-



ci,ones hasta el presente'. 

e o m o e n el c a s o del a 11 ven tan a re ct a n g u 1 a r", s e j e r a r q u iza n 

más unas observaciones q~e otras. 
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En la ventana rectangular el peso de las observaciones pasadas 

que caían fuera de la ventana era nulo, y el de las observacio 

ne~ interiores a la ventana era uniforme. En este caso todos 

los pesos son mayores que cero y crecientes con el tiempo; su 

f o r m'a de c re c i m i e n t o, c o m O ver e m O s, e s t á g o b e r na da por u n a s u-

cesión de nGmeros reales 'A i 

olvido. 

1 < i < t, llamada: factor de 

El estudio,del algo,ritmo será en el siguiente orden: pr'imero 

se lo describe; en la sección 3.2 se diicute en caso ~articu­

lar: factor de olvido constante, que permite extraer ciertas 

ideas básicas y definir conceptos como el de ventana efectiva 

y velocidad de s~guimiento del cambio en los p~rámetros. 

A d e m á s s e r e a,l iza n a 1 g u n a s s i m u 1 a c ion e s q u e s e r v irá n c o m O p a -

trón de refer~ncia para comparar"distintos métodos de elección 

del factor de olvi~o (no constante). 

En la sécción 3.3 se discute detalladamente, la dinámica del 

error de estimación, se estudia la convergencia del estimador 

y se plantean algunos problemas vinculados a la elección del 

factor de olvido y al efectd de mal condicionamiento numérico 
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del problema, si las seHales del sistema no son adecuadas. 

EQ la sección 3.4 se discuten y comparan distintos métodos p~ 

ra elegir el factor de olvido y para detectar cuando hubo ca~ 

bios en el sistema qúe origina los datos. 

3.1.2 Mínimos cuadrados pesados y con factor de olvido 

Considera~emos el sistema (2.1), representado por la ecuación 

(2.4): 

( 3 . 1 ) 

donde hemos mantenido la notación del capítulo 2, definida en 

l~s ecuacion~s (2.1), (2.2), (2.3) Y (2.4). 

~ 

Consideraremos la función de costo J t (8) definida por: 

t 
1: (lío (y. 

i = 1 t 1 
(3.2) 

don del o Slip e s o s 11 ex i t s o n p o s i t i vos, n o de c r e c i e n t es y d e pe n­

den del instante actual t. 



o < al < 2 < 
t t 
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( 3 . 3 ) 

Definimos el estimador de minimos cuadrados pesados como el va 

lor gtque minimiza la función de costo Jt(g), es decir 

Es fá c il 

X t 

y = 
t 

entonces 

,.. 
8 t 

de ver 

~ t 

= 

O 

¡~ 
, t 

O 

Jt(e) = Arg mín 
,.. P 
8e: R, 

(ver p. ej . : 11 7 1 ) , 

la2 t 

~ 
t 

O 

y si ·x¡ Xt es invertible: 

( 3 .4) 

que de f in i e ndo ,X t ' Yt como: 

(3.5) 

Y1 

(Y Rt) 
t e: 

( 3 . 6) 
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(3.7) 

Las ecuaciones (3.6) se denominan ecuaciones' normales por su 

interpretación geométrica, que no discutiremos ahora. Resol~ 
,.. 

verlas, y enc~ntrar 9t de,acuerdo a (3.7) es un problema nu-

m~ricamente complejo, pero en el siguiente TEOREMA 3.1 vere­

mos un esquema recursivo (de Plackett), que permite resolver 

las ecuaciones normales en forma bastante sencilla. 

El estimador de mínimos cuadrados pesados dá una posibilidad 

interesante: si se eligen los pesos crecientes (como lo. he­

~os hecho), peymite abordar el problema de identificación de 

sist~mas variables en el tiempo, ,ya que se dá más import~ncia 

a las Gltimas observaciones. Se ~btiene por lo tanto un ~sti 
,.. 

mador9 t ,que ajusta más las observaciones cercanas al instan-

te actual, que las pasadas. 

Esta idea, de pesai más las observaciones más confiables por 

tierto no es nueva. está explicitamente mencionada en el pri-

mertrabajo ~ublicado acercadel-m~todo de minimos cuadrados, 

por K.F. GAUSS en 1809 (ver ref. 1371). Incluso en este tra-

bajo se menciona el uso de distintos pesos felativos en traba 

jos realiza~os en 1795 (sin publicar) para determinar lqs pa­

rámetros de las órbitas de cuerpos celestes tomando en cuenta 

que distintas observaciones tenfan distinta precisión en su 

medida. 
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Observación: 

Dada 1 a sucesión O < al < a 2 < < a t = 1 , existe otra -t t t 
sucesió'nO .. }, i = 1,2, ... , t-1 co n O < A. < 1 tal que 

, t 't -

t-1 
a. = 1T A. 
't j=i J t 

i=1,2, ... , t-1 (3.8) 

Para demostrarlo, basta con construir la sucesión: 

A. t j=1,2, .. , t-1 = 
J t 

, 
a j '+ 1 t 

luego, por (3.3) A. < 1.' 
J t 

Solamente consideraremos sucesiones {a. } tales que A. = A. 
, t J t J 

,( j = 1 , 2 , . . . ), s o loe s f u n ció n del í n d ice j y n o del i n s tan t e 

actual t. 

A este caso particular de selección de pesos lo d~nominaremos' 

'algoritmo de mínimos cuadrados con factor de olvido ,variable. 

A la sucesión A-, i=1,2, ... , la denominaremos sucesión de , 
factores de olvido. 
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TEOREMA 3.1 (Algoritmo de Plackett, ver j381). 

El estimador de mínimos cuadrados con factor de olvido varia-

b1e que minimiza la función de costo (3.2) con a. = A .••• At , 
1 t 1 

satisface la recursión: 

" 
,.. Pt xt + 1 T e

t
} et +1 = et + (Y t +l xt +1 T 

1+,x t +1 Pt xt +1 

(3.9) 

Pt xt +1 
T 

Pt] Pt +1 = 1 [p
t 

xt +1 

At +1 
T Pt 1+x t +1 xt +1 

(3.10) 

lJ t > P (p = dim e) 

Inicial ización 

La recursión (3.7) (3.8) es válida para t > p (p = número de 

parámetros). 

Existen dos maneras usuales de inicializar el algoritmo: 

i) Inicialización exacta. Se resuelven las ecuaciohes norma 

les que dan lugar a la 'recursión, para t = p. Se obtie-

" nen así e y P ; con estos valores se prosigue la recur-p p 

sión para t > p'. 

ii) Inicialización arbitraria. Se inicializa el algoritmo 
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" (usualmente " O) (us'ualmente con 8
0 

finito 8 = Y P »1, 
o o 

" 
Po = kI con k » 1 ). , En tal cas o, llamando 8* y p* los t t 

'" valóres de 8t y Pt obtenidos con esta inicialización, re-
,'" '" sulta que 8t -+ 8 t y' Pt -+ Pt , rápidamente. 

La demostración del teorema 3.1 se omite por razones de espa­

cio, puede ser hallada en las referencias 1161,1171 y 1201. 

TEOREMA 3.2 

La función de costo (3.2), ~ue dá lugar al algoritmo demfni-

mos cuadrados con factor' de olvido, evaluada en el, estimador 

(3.7), satisface la recursión: 

( 3.9 ) 

Don'de E t +1 es el error de predicc~ó'n Ita priori", definido co­

mo: 

(3.10) 

La dem,ostraci6.n de este teorema, también se om,ite por razones 

de espacio, puede encontrarse en las referencias 1131 y jI71. 



50 

Observaciones 

El algoritmo de minimos cuadrados con factor de olvido, y el' 

esquema de cálculo recursivo- de Plackett tienen característi­

cas atractivas: 

i) Se actual iza el estimador a partir del valor anterior y 

las observaciones xt +1 , Yt+l que llegan en el nuevo ins­

tante de muestreo. 

ii) El cálculo tiene una gran sencillez numérica, especial­

'mente si se le compara con el problema original de solu­

ción de las ecuaciones normales. Para resolver las ecua­

ciones norm~les es ne¿esario invertir una matriz de dimen 

sión p x p que ~esulta d~l p~oducto de dos matrices. p x t 

y t x p respectivamente. 

Puede comprobarse (ver (3.7) y, (3.B)) que en el esquema 

recursivo se evita la inversión de matrices y que el cál­

culo de et y Pt es sencillo. 

Además las necesidades de memoria son limitada.s (no hay 

arreglos de dimensión creciente), y la matriz Pt es simé­

trica. 

Estos hechos hacen que el algoritmo sea apropiado para 
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iplicaciones en tiempo real (sistemas en lfnea). 

iii) La matriz Pt es: 

(3.11) 

Esta matriz se denomina usualmente "matriz de covarian-

zas". El· nombre se debe a que si At=1 .lJ t , bajo ciertas 

condiciones de regularidad (excitaci6n persistente), PU! 

de demostrarse q~e '0
2 Pt representa' asintóticamente 

(t + ~) l~ matriz de covarianza~ del estimador 6
t

. 

En el caso que 'nos'ocupa:' At <.1 V-t.:·esta propiedad ya. 

no es cierta, a pesar de lo .cual muchos autores mantie-

nen la misma denominación para Pt . 

iv). Como r~sultado de que At < 1~ el algoritmo puede hacer 

un II segu imiento" de'la variación de los parámetros del 

sistema, al ir descartando paulatinamen.te los datos pas! 

dos, por la vía de "pesarlos" menos que los datos presei!, 

tes. 

Distintas maneras de elegir At se estudiarán en las siguien-
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tes secciones así como las yentajas o desventajas de cada una 

de ellas. 

Con esto buscamos entender el efecto de seleccionar distintos 

valores del factor de olvido constante A. 

3.2 Factor de olvido constante 

La forma más extendida de selección de At es la de, asignarle 

un valor constante Ai = A < l. Tambi~n se le llama "olvido 

exponencial" o "ventana exponenc;al",'por razones que veremos 

inmediatamente. 

La func i ón de costo 

(l' dado por (l. = 1 lt t 

minimizada po r el algoritmo 
t-l 

A t- ,i 
lT A. = luego: , 

j=1 

t 
¿ 

i ;= 1 

J . 

t- i (' A . Y' 
1 

" T "'8 ) 2 
Xi t 

es ( 3 . 2) ca n 

(3.12) 

E 1. p e s o del a s' o b s e r v a c ion e s de c re c e en f o r m a e x p on e n c i al p a -

ra A < l. 

Cuanto más próximo a cero sea A, más rápidamente se dejan de 

tomar en cuenta los datos pasados. Cuanto más próxima a 1 



53 

sea l, m¿s uniform~ es el peso de los .datos . 

. El valor del es un parámetro dedisefio del algoritmo. La fi 

gura 3.1 muestra el decaimiento del .peso de las observaciones 

para distintos valores de l: 0~95 < l < 0.995. 

1 

A 
o •• 
k~ I r---

\\\ ~ --1--
~\ ~ '-..... ¡-...... r--r--

0.8 

\'\ "\ ~ '~ ------\ f\ '\ " -..... r-.- -~ 
'" 1'.. r-- "":995 

'\ '\ " " ---~ -~ 

"- 1'" "-
~ 

,----r---t--. .99 

\.9 '" ~ '-....... 1'- --t----.95 .97 .98 r---
'\ '-... ---t---..i-- --r-:--r--... r--

"'--- ,- I---h.. -t-- -

o .• 

0.5 

o .... 

o.S 

·0.2 

. o., 
o 

o 20 ... 0 eo 80 100 120 140 k 

Fig. 3.1 

3.2.1 Velocidad de seguimi~nto. Ventana ef~ctiva 

El valor de l modula la velocidad con que el algoritmo sigue 

las variaciones en los parámetros del sistema. 

Si a < l < 1, cuanto más próximo a O est~ l, mayor es la ra­

pidez con que se siguen los cambios, del pa'rámetro del 'siste-

ma. 



54 

La dependencia entre la adaptabilidad ,y el valor de A' puede 

cuantificarse. 

Tiempo de subida (o de levantamiento) 

Supongamos que 8t = 81' (const~nte) si t < T, Y que se produce 

un salto abrupto a 8
t 

= 8~ ~ t > T. 

" Para que el algoritmo haga que 8
t 
~ 82 (t>T), es necesario 

que las observaciones generadas por el ,nuevo parámetro pesen 

más que las generadas por el anterior. 

Si t ~ 00, para que las últimas k observaciones pesen una frac 

ción p (en' por unidad) del total de los pesos, dado que: 

t t'i ,i_A k 
E A - = (peso de las últimas k) (3.13) 

i = t - k+ 1 1 -, A 

deben ser: 

1 Ak t 
At - i 1 - E = p. = P (-3 . 14) . 

1 - A _00 1 - A 

Ak = 1 - p (3.15) 

Una magnitud que puede dar idea de la velocidad con que se si 

gue un cambio en el parámetro, es el valor de k (no.de pasos) 

necesario para que p = 0.9. Esto es una especie de extensión 

del concepto de IItiempo df; subida" (rise-time), normalmente 



usado en ingeniería. 

La figura 3.2 muestra los valores A = A(k) para p = 0.9. Al 

parámetro k = k(A) así definido, 10 denominaremos "tiempo de 

s u b i da ", o de "1 e v a n t a m i e n t o " . ( N 1 ) • Res u 1 t a en ton c e s , de 

(3.15), que 

Nl = ln (0.1)/ln (A) (3.16) 

1 

A 

----
¡...---O.IHJ 

/' 
!-<' 

/ 
v . 0.101 e 

I 
/ 
I 

j 

0.101 

o 100 200 300 N l .:100 

Fig. 3.2 

Ventana efectiva. Otra magnitud importante es la qu~ se deri 

va del concepto de "constante de tiempo". A este valor 10 

llamaremos "ventana efectiva lt (N ef ), y lo definimos como: 
Al 

1 ~ 1 1 Fig. 3.3 Nef = - -
dA l 1 n (T) 
dT I T=O O Nef 

T 
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N = ef 

Si A :::: 1 (que.será 

se puede aproximar 

1 
1 n (-r) 

usualmente 

N -
ef 

nuestro 

A 

l-A 

1 

1->" 

(3.1?) 

caso}t entonces (3.17) . 

(3.18) 

(3.19) 

De· la ecuaci6n (3.15) puede deducirse que Nef es el valor de 

k que corresponde a p = l_e- 1 = 0.6321, es decir que los ·Glti 

mas Nef pesos t suman un 63.21% del total. 

El nombre de ventana efectiva se desp,rende de otra forma de 

deducir este valor. Consideremos la funci6n de costo (3.12). 

La suma de todos los coeficientes (pesos) de dicha función es-o 

(asintóticamente): 

1 i m 

t-HO 
l_A t 

1- A 
::: L 

1- A 
( 3 " 20 ) 

Com~árese (3.20) ·con (3.19). Entonces t el nGmero de coefi­

cientes iguales a 1 equivalente a infinitos coeficientes menQ 

res que 1 de la función de costo es la "ventana. efectiva ll Nef " 

Por otro lado, de (3.16) y (3.17) se observa que 

56 
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(3.21) 

bservación 

Como se ha visto, el asignar valores bajos aA se traduce en 

una tendencia a seguir más rápidamente la variación del pará­

metro del sistema que gen~ra los datos. La contrapartida es 

que al reducir la II ven tana efectiva", la estimación de1.pará­

metro ~e hace sobre la base de un menor nOmero de observacio-

nes, 10 que se traduce en una mayor influencia del ruido e t 
e~ las observaciones. El resultado es un estimador IImenos 

suave", con mayor incidencia de las perturbaciones. A meno-
. ,.. 

res valores de A, mayor ~s la covarianza del estimador etj 

Más adelante vo1ver~mos más formalmente sobre este problema. 

En resumen la elección de A se basa en el compromiso entre la 

precisión con la que se desea estimar los parámetros, y la ve 

10cidad de adaptación del algoritmo. 

3.2.2 Simulación 

Para ejemplificar las ideas expuestas, se muestran resultados 

de simulaciones: El sistema simulado fué: 
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rt 

-

0.9 Yt-l = u
t

_
1 + ae t (1 < t < 299) 

. (3.22) 

Yt 0.4 Yt .. l = ut _
1 

+ ae t (300 < t < 500) 

Se usaron distintos valores de a para obtener distintos valo-

-res de la relación señal a ruido en la observación de la sali 

da Yt . 

a SIN 

0.2 25 

0.4 6.25 

0.707 2 

La señal ut es una sucesió~ binaria seudo aleatoria de longi­

tud máxima con período de. 127 muestras, y e t es una realiza­

ción (simulada) de ruido blanco gaussiano, con media cero y 

varianza unitaria. 

T6das las simulaciones de los algoritmos de identificación se 

hicieron sobre las mismas señales del sistema (3.22) para po-

der comparar los resultados obtenidos. 

los resultados con factor de olvido constante servirán como 

patrón de referencia. 

Las figuras (3.4), (3.5) Y (3.6) muestran los estimados de 
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10~ parámetros del sistema·(3.22), obtenidos con mínimos cua­

drados con factor de olvido constante. 

t 

La fi9ura (3.4) corresponde a una re1aci6n se~a1 a ruido 

(S/N) = 25, la fig(3.5) a S/N = 6.25, Y la figura (3.6) a 

SIN = 2. 

En cada caso se aplicaron 3 factores de olvidos Al = 0.99~ 

A2 = 0.98 Y A3 = 0~96. 

En las 9 simulaciones se puede verificar las tendencias pre-

vistas: 

a mayor'nive1 del ruido, mayor es la imprecisi6n (varian 
.' -

za) de la estimaci6n. 

a me no r valor del fa c t o r de' o 1 vid o, m a yo r e s 1 a ve 1 oc i -

dad de adaptaci6n de algoritmo, a costa de una mayor in­

cidencia de las perturbaciones; y por 10 tantó de una ma 

.yor imprecisi6n en la estim~ci6n. 

finalmente, se puede observar que N1 {tiempo de levanta­

mi e n t o ), es u na b ue n el m e d i da de 1 a ve 1 o c id ad de a da p t á-

ci6n. En efecto: de acuerdo a 3.16, los valores de N1 

que corresponden a A =0.99, 0.98 Y 0.96 son 229, 114 Y 

56 respectivamente. Compárese estos valores con ia for-
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ma en que el parámetro que cambia en el tiempo, es segui 

do por el algoritmo en todos los casos. 

Puede observarse que la velocidad de seguimiento, no 'depehde 

de la relación se~al a ruido, sino que depende del valor del 

factor de olvido. El problema es que no se puede elegir esta 

velocidad independientemente del problema concreto de identi­

ficación.' En efecto:si eligieramos por ejemplo A. = 0.96" los 

résultados obtenidos con S/N = 25 (fig 3.4.c.) pueden consid~ 

rarse súmamente satisfactorios para un gran rango de aplica­

ciones, pero si la r~lación seRal a ruido fuera 2 (fig 3.6.c), 

las estimaciones aparece~ fuertemente perturbadas, quiza más 

de lo que podamos admitir en una aplicación específica. 

Aunque conociéramos aproximadamente el valor de la varianza 

de las perturbaciones, el hecho de estar tratando CQn siste 

mas variables en el tiempo nos pondria ante la dificultad de -

que no conocemos el valor de la re1a~íón seRal a ruido. 

Por esta clase de problemas hay que recurrir a algoritmos del 

estilo de mínimos cuadrados con factor de olvido variable. 

El problema es cómo seleccionar la sucesión'A. t , de manera de 

aprovechar todas las observaciones cuando no hay cambios en 

los parámetros, y detectar dichos cambios, disminuyendo el 

factor de ol~ido, para aumentar la velocidad de seguimiento. 



Este problema es sumam~nte compl~jo y el encontrar una solu-

ción óptima sigue siendo un problema abierto. Para el caso 

determinist1co (o = O), existen por supuesto, bastantes más 

resultados que para el caso estocastico. 
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En la siguiente sección se estudia la evoluci6n del estimador 
,'"' 
8 t , en relación a las observaciones y al factor de olvido, y 

posteri~rmente se discuten .distintos esquemas de selección .de 

3.3 Dinamica del errorde'estimación 

Dado un sistemá diná~ico variable en el tiempo, regido por: 

con 

Definimos: 

t\8 t = 8t 8
t

_
1 

'"' 8t = 8t 8t 

'"' Et = Yt - Yt/t-l 

cO,n 

{ 

E{et} = O 

E{e. e.}= 
1 J 

2 o o .. 
lJ 

(variaciónde"l parámetro en 
t) 

(error de estimación en el 

A 

(3.23 ) 

el instante 
(3.24). 

instante t) 
(3.25) 

t\ T (eror Yt - xt e t-l 
Ita priori lt de pre-

dicción en t ) (3.26) 
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(error "a posteriori" en t) 
(3.27) 

de (3.24) y.(3.25) se desprende que: 

(3.28) 

considerando el estimador de mínimos cuadrados con factor de 

olvido: 

A ..... T '" 
6t +1 = 6t + At +1 Pt +1 xt +1 (Yt+l - xt +1 6t ) (3.29) 

Pt 
T Pt 

Pt +1 = 1 [~t 
xt +1 xt +1 ] (3.30) - T 

At +1 1 + xt +1 Pt xt +1 

de (3.28) y (3.29): 

Entonces: 

- - [X~+l 6 t + 6t +1 = 6t + t.6 t + 1 - At +1 Pt +1 xt +1 

+ T t.6 t +1 + e t+ 1 -
T e t] Xt + 1 xt +1 = 

6 t +1 = [1 At +1 Pt +1 xt +1 xi+l] (e t + t.6 t +1 ) 

At +1 Pt +1 xt +1 e t +1 
(3.32) 
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La ecuación (3.32) representa la dinámica del error de estima 
-ción a

t
" Se trata'de un sistema dinámico, lineal, de entra-

das: ,t:..8 t +
1 

y e t +1 y variante en el tiempo. 

Tanto la matriz de transición, como la matriz asociada a la 

e n t r p d a e t + 1 dependen del 11 V e c t o r de o b s e r v a c ion e s 11 x t + 1 y' d e 

la II ma triz de covarianza Jl Pt +1· 

3.3.1, Superposición 

La ecuación (3.32) permite descomponer la solución por super-

posición, en tres partes con una interpretación inmediata; de 

finiendo: 

(3.33) 

con 
-1 -8

0 
= 8 o 

-2 a = O 
o 

-3 a = O o 

-1 
8 t + 1 ::: [1 At+ 1 Pt +1 xi+d 

- 1 a) xt +1 8 t 

-2 
[ 1 Pt +1 xi+d 

-2 . 
8t +1 = - At +1 xt +1 (8 t +t:..8 t +1 ) b) (3.34) 
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c) 

. Si e~la parte debida al error en la condición inicial (res-

. p u e s tal i b re), 6 i e 1 e r ro r d e e s t i m a c ; ó n d e b i d·O· a los c a m b i o s 

e ri el par á m e t ro, y e ~ e s e 1 e r ro r . d e e s ti m a ci ó n de bid o a 1 a . 

incidencia de las perturbaciones en el proceso de identifi~a-

ció n '. 

Esta de~composición permite estudiar por separado los efectos 

debidos a las tres causas que originan el error de estimación. 

Aunque estudiaremos las tres contribuc;ones,usualm~nte s610 
. -1 -3 . 

se toman en c~enta Si y StO Es decir que se suponen loscam-

bios en el parAmetro losuficientem~nte espaciados en el tiem 

po como para permitir la convergencia entre cambio y cambio. 

Se trata este problema como de.condiciones iniciales no nulas 

(e = 69). An~logamente, el errar de predicción a un paso, o .. 

al ser lineal en el error de estimación y el proceso del rui-

do, admite una descomposición similar. 

Definiendo: 

(3.35) 

entonces, por (3.26): 
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T r 
~8t+1) E: t +1 = Yt +1 - xt +1 8t = Xt +1 (8 t + + e t +1 

- T 
Xt +1 8t 

T -
+ ~8t+1) E: t +1 = Xt +1(8 t + e t +1 

y convenimos en definir: 

(3.36) 

3.3 2 ión 

-1 La respuesta libre 8t (ver ecs. 3.34), esta totalmente deter--

-minada por 8
0 

y la matriz de transición. Esta matríz está 

presente como matriz de t~ansición en las tres partes en que 

hem'os descompuesto el error de .e$timación, razón por la que la 

estudiaremos antes de seguir adelante. 

De la forma de la matriz At : 

(3.37) 
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es inmediato que se trata de una "matriz elemental" en el sen 

tido de Householder 1361 (ver apéndice A)., del tipo: 

At+ 1 
T donde At +1 R' = I- p t+1 Ut+1 Vt+1 P t+ l' = E: 

ut +1 = P t+ 1 xt + 1 E: RP (3.38) 

V t+ 1 = xt + 1 E RP 

,por lo tanto (ver apéndice)~'At+1 es ~na matriz cuadrada 

(pxp), que tiene: p-1 autovalores unitarios asociados al hi­

perplan6 de RP ortogonal al vector xt +1 de observaciones, y 

un autovalor lp asocia~o al autovector ut +1 = Pt +1 xt +1 ' cuyo 

valor es: 

1 

Por (3.11). obvio \ eligiendo es que 

debe hacerse) , entonces Pt tambi~n 

este hecho y de (3.39) resulta que 

P positiva o 
es positiva 

1 p < 1. 

(por 
(3.30)') -

'( 3 . 39 ) 

definida ( a's í. 

definida. De 

-1 En resúmen, en cada recursión de (3.34.a),' al pasar de 6t a 
-1 6 t'+ l' 1 a m a tri z de t r a n sic ión A t + 1 m a n t i e n e i n v a r i a n te 1 a 

componente de 6~ conte~;da'en el hiperplano ortogonal ,a xt +1 ' 

y se contrae en la componente colineal con Pt +1 xt +1 , 



El hecho de que la componente 
-1 

de 8 t contenida en ~ se man-

tiene invariante, se debe a 
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que es precisamente la parte subespacio 
'----

invariante 
ortogonal al vector de obser-

va c ion es x t + l' q u e e 1 a 1 g o r i ! Fig. 3.7 

mo utiliza. para la actualización a través del error de predi~, 

ción: 

El hecho de que la contracción sea en la dirección de Pt +1 

xt +1 se debe a que esa es la dirección de actualización del 

'estimador, ver eco (3.29). 

Cabe observar que: 

i) Pt +1 ~t+1 es co1inea1 ~on pt . x t +1 · En efecto, de (3.30) 

resulta que 

(3.40) 

ii) El· problema geométrico no degenera, e~ decir xt +1 y 

Pt +1 x~~l no son ortogonales, mie~tras se asegure que P
t 

sea positiva defrnida. 



71 

En efecto: xt +1 y Pt +1 xt+i no son ortogonales si no lo 
T son xt +1 y Pt xt +1 ' pero xt +1 Pt xt +1 > O si Pt es posi-

tiva definida. 

Este sería el caso de l/mal' condicionamiento" del proble-

ma de mínimos cuadrados, cosa que no admitiremos; Pt es 

siempre positiva definida. 

Eri secciones siguientes veremos como ~e asegura esto. 

Para la respuesta li~~e, y para la contribuci6n de los saltos 

e n el par á m e t r o s e ría i d e a lq u e A t + 1 con t r a y e r a el. e s p a c i o 1 o 

más posible. El pro~lema es que como At +1 no es simétrica, a 

pesar de que todos sus autovalores son menor o iguales a la 

unidad,no se puede asegurar la contracci6n del error en cada paso. 

Para estudiar esto hay que analizar el pro~lema de lo~ valo-

res singular~s de At +1 . Desafortunadamente no es tan senci­

llo como el problema de los valores característicos. 

Veamos que sucede "en norma" euclidiana (2), al transformar 

con At +1 el vector genérico z; llamando w al transformado de 

z: 

~ wll 2 = w T 'ti = z T z 
T T T T 

z x t +1 xt +1 Pt z + z Pt xt +1 xt +1 z 
+ 

T 1 +x t +1 Pt xt +1· 



", 

+ 

11 w~ z 2 
= 11 zll -

(3.41) 

par a q u e ~ w 11 < 11 z 11, s e de b e c u m p 1 irq u e : 

s; T 
z x t + 1 > O 

si T z x t +1 < O 

Lá zona que viola las condiciones 

(3.43)) es una "doble cuña", como 
3 la representada en ,R en la figu-

ra {3.8}, situada entre los hipe~ 

planos ~.LXt+1' y Q definido como: 

(3.42) 

(3.43) 

zona de xt +1 
contracción 

Fig. 3.8 
(3.44) 
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Desde aquf se puede ver úna parte de la dificultad para ele-

gir un~ sucesión óptima At. Aún cuando el sistema fuera de­

terministico, e invariante en el tiempo, ,elegir At a un paso 

con base en el error de estimación E t + 1 lleva al siguiente 

problema: 

-1 lo único que se conoce es de e t es: 

':"'1 
Esto es que et es un vector en 

algún lado de la zona represe~ 

tada en la fig (3.9)~ Pero no 

se sabe siquiera si pertenece 

a la zona de contracción o ex-

pansióna un paso. la elección 

cose (3.45) 

Fig. 3.9 

de At es crucial: El autovalor asociado a Pt xt +1 es R- p : 

, (3.46) 

donde 

( 3 • 47) 
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* 
y Pt no depende de Ato ParaA t creciente (O < ~t ~'1); re-

'sulta t monótona creciente p 

O < t < 
P 1 + 

1 (3.48) 

En resúmen, aún para el caso de la respuesta libre, no se pu~ 

de asegurar la reducción (en norma) del error de estimación, 

en cada paso. 

A~emas,por las razones expuestas no se puede elegir a un pa-

so, con base solamente en el error de estimación Et+l~ una su 

cesión óptima (en el sentido de reducir a cada paso ~~~) de 

factores ·de olvido At' 

Si se tr~tara.de 'la parte del error de estimación debid~ a' 

las perturbaciones y a cambios en el parametro, el problema 

se complica aún .m~s, pu~s E t +1 en lugar de .tener la expresi~~' 

(3.45), es: 

E t + 1 = xi + 1( ~ t + 6. 8 t + 1) .. + e t + 1 (3.49) 

A pesar de no poder asegurar la contracción dele~l' a un paso veremos 

que bajo ciertas hipótesis sobre la clase de vectores xt +1, junto 

con At < 1 se asegura la convergen~ia a largo plazo por la 

vía de garantizar que la contracción se real ice 'en una suce-

sión de direcciones que barran todo el espacio en el.sentido 
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de no dejar zonas "privilegiadas" sin contraer. Veremos esto 

en seguida. 

3.3.3 Comportamiento de la matriz de covarianzas. Excitación 

persistente 

Definición l. Diremos que la sucesión de vectores de observa-

ción aleatorios: xt +1 es IIpersistentemente excitante" de 

orden p, si ,existen reales m y M, a < m < M, tales que para 

cu~lquierj{j~a) entero, se cumpla: 

mI < 
j+p 
E 
j+l 

T x . x. < MI 
1 1 

c.s. (casi' seguramert~) {3.Sa} 

De' fin i c i ~ n 2. D i r e m o s q u e p t e s u na" m a tri z d e e xci t a ció n 

persistente" si se cumple que existen R-m y R- M, reales, 

a < R-m < ~M tales que: 

c.s. 3ft '(3.51) 

Es decir que acotan Pt uniformemente en t. 

a)- Resultados generales 

Proposición 1. Si xt es una sueesión persistentemente exci­

tante, y At está acotado por Am y AM: 
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( 3 . 52) 

entonces Pt es una matriz de excitación persistente. cumplién 

dose: 

i) O < 1 m 1 < Pt < 1M 1 c. s . (3.53) 

donde 

r
m = (),p 1 p- 1 + 

M AM )-1 (3.54) M máx o 1 AP - M 

1M 
1 (3.55) = 

m AP 
m 

i1) Además, -Y-t > O 

(r+l)P 

t p- 1 1 AM -1 (AM 1 , + M AM 1 .:: Pt c.s. (3.56a) max o 1 - AP 
M 

1 1-/ . 
(A t 1 _ p- 1 

1-1. rp 
m 1 > + m AP m -1 1 > P (3.56b)··· c.s. 

m AP l_A rp m mln o m l-AP - t 
m m m 

{

r = t{t/p} , t·= parte entera. 
I p-1 l' p-l 1 al I • lm1J1 o y max o son os autov ores m1fUrno 

y m áxirn o de poI 
La demostración se detall~ en el apéndice C. 

donde 

Comentarios: 

Las cotas para los autoval~res de Pt dadas por (3.56) 
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son estrechas, es decir que no son cotas "excesiv~mente 

sobradas ll como veremos en ejemplos simulados póco más ade 

1ante. 

,Las cotas dadas por (3.54) y (3.55) ion bastante más hol-

gadas, pero son uniformes en el tiempo. 

La condición de que xt sea una sucesión persistentemente 

e x t ita n t e e v ita el ma '1 con d i c ion a m i e. n ton u m é r i c o del pro -

blema, y asegura convergencia como v~remos enseguida. 

Como el algoritmo actualiza la identific~ción a través.del 

. error de predicción a un paso Et+l' (esto vale para las tres 

.componentes en que se expandió Et +1), ver ec(3.29), y como 

Et +1 = x~+l (St + 68 t +1) + e t +1 ,', se puede concluir que: 

ir El 'error de predicción consta de 2 partes, una que corres' 

ponde a la "observación ll del error de estimación 8t según 

la dirección xt +1 : x~+l 8t , y otra que corresponde a las 

perturbaciones y modificacf6n del parámetró: 

ii) La condición de excitación p.ersistente aseg~ra la. 11 0 bser-

-vación l1 de '8 t en todas las direcciones en el sentido de 
j + P 'T . 

que como. L xl'x, es no singular, cada p Rasos no qu~ 
. . + 1 1 1 = J 
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dan direcciones de RP 
-en las que Bt no pueda 

ser "observado" a tra 

vés 

Fig. 3.10 

t . T 
Más aún, como los elipsoides característicos de.í: xix i y de 

1=t-p+1 
Pt (en virtud de la proposición 1) quedan limita~os ~ntre se~ 

das bolas de RP, se asegura a través de los radios de estas 

bolas mayor uniformidad en la observación mencionada, en el 

sentido de que se limita el peso relativo que tiene ¿ada di-

rección frente a las otras. 

b) Comportamiento asintótico de Pt (t + oo'~M < 1) 

Li desigualdad (3.56) iige para todo instante t > O. Es Otil­

en el estudio del transitorio inicial. Pero una 'vez desapar~' 

cido éste, la contribución del término en p~l + O.' 

Si el proceso de identificación est~ llevándose a cabo desde 

mucho tiempo atr~s, puede suponerse que se aproxima como si 

se hubiera iniciado en t o = - 00, o bien en t o = O Y t + 00 



En tal caso, si AM < 1, entonces asint6tica~ente (3.56) se 

t r a n s f.o r m a en: 

, 1 - AP 1 - AP 
( M) 1 < Pt < ( m) 1 (t + (0) (3.57) 

M AM m AP 
m 

,e) ,Comportami ento de P , s i A + 1"t+ oo 

U~a prueba importante para verificar si las cotas de (3.57) 

DE-PFI 

son buenas, es estudiar la consistencia de las conclusiones 

que de ella se derivan, co~ los resultados ampliamente conoci, 

dos de'mínimos cuadrados ord'inarios (A t = 1 -V t '). 

Para ello consideremos una sucesión de experimentos con las 

mismas señales, xt ' Yt , pero ~ambiando las sucesiones de fac­

tores de olvido, de manera que Am+ 1-, AM + 1 

Ya no se puede seguir el mismo razonamiento de b) en el sen­

tido de considerar 1 - Arp + 1 para r + oo. 
~ m 

Sin embargo puede demostrarse (por l'Hoppital ó desarrollando 

en series) que las cotas de desigualdad (~.56) ,son convergen­

tes a cero ambas, por lo qu~ Pt + O para Am + 1-, AM + 1-, 

Y t + 00 

Esto es totalmente consistente con el resultado de mínimos 
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cuadrados ordinarios (ver p. ej.!421!43!), 'en que la matriz <;le 

covarianzas converge a la matriz nula si t ~ 00 

Esta convergenci~ de la matriz de covarianzas es crucial para 

la conver~encia del algoritmo de minimos cuadrados ordinarios 

en'e1 caso de sistemas invariantes,. 

La co~sistencia de las cotas de la desigualdad (3.56) es impor 

tan te. S e han e, n con t r a d o o t r a s c o.t a s ( ver p. ej. L o z a no! 39 ! ) , 

que tienen el prob1e~a que para At ~ 1 no garantizan la conver 

gencia de la ,matr'iz de covarianzas,y no dan lugar a resultados 

consistentes con' los resultados clásicos. Esto es sumamente 

inconveniente puesto,que los valores' utilizados usualmente para 

el factor de olvido son próximos a la unidad. 

d) Incidencia de A en la adaptabilidad 

Para asegurar la adaptabilidad del algoritmo de 'identifica-

ción, es necesario evitar que Pt ~ O si t ~ m, como ocurre con 

minimos cuadrados ordinarios. E~efecto: de (3.29) se des 

prende q u es i P t -i- Q' , el algoritmo 'pierde su a da p t a b i 1 1 dad 

puestó que se actualiza el parámetrosegGn la dirección 

P t + 1 x t + 1 (e o1.i n e a 1 con P t x t + 1 ) . 

El mantener un factor de olvido acotado por AM < 1, asegura de 

acuerdo a (3.S7) que Pt tenga esta propiedad, es decir que ase 
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gura que Pt tenga una cota inferior para s~ autovalor mfnimo, 

asegurando que P
t 

no converge a la matriz n~la. 

A este efecto usualmente se le denomina II man tener despierto" 

al estimador. Naturalmente, cuanto más bajo sea el factor de 

olvido' mayor será la cota inferior de Pt , de acuerdo 'a la de­

s~9ualdad (3.57). 

e) Si,mulaciones 

E n c) v i m o s u n a ver i f i e a ció n del a 11 b o n 'd a d 11 del a s d e s i g u al,,:" 

dades 3.56'y 3.57. Pata mostrar mis claramente qu~ tan bue-

nas son estas desigualdades, hemos recurrido también a simula­

cione's. 

Como ejemplo veremos la simulación que corresponde al sistema, 

de' primer orden: 

Yt = 0.9 Yt-1 + ut (3.58) 

Se e~cit6 el sisteme coh la entrada periódica 1, -0.8, 1~ 

-0.8, ... Y se identificó el sistema con Po =1000 x 1 y fac­

tor de olvido A = 0.96, cte. 

Con la entrada elegida se aseguró 



luego 

t+2 
1.27662 1 < E 

i=t+1 

1.27662 

2.812132 

T xi xi < 2.812132 1 (3.59 ') 

La figura 3.11.a muestra la evolución de los autovalores de 
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Pt para 1 < t < 300, contra los extremos 1 • , 1 - de li de-mln max 

sigualdad 3.56. 

La figura 3.11.b muestra el detalle para 200 < t < 300. 

En la figura no puede distinguirse separación entre los valo-

r e s de: los a u t o valor[.: s ,y los e x t remo s al can z a b 1 e s . 

L~ tabla ,3.11 muestra los valores de 1 y 1 (extremos se mín máx 

gGn 3.56) y los autovaiores de l mín Pt y lm~x Pt para 

1 < t < 24 Y 295 < t < 300. 

Se aprecia que las cotas teóricas de los autovalores, dadas' 

por la desigualdad (3.56) se alc~nzan, dentro de la precisión 

del programa LOTUS empleado para el cálculo. 

En efecto, en 1< t < 2 4 la cota superior s e' a 1 e a n z a cada dos 

instantes de muestreo, dentro de un'error que varía de O a 
, -6 

4 x 10 . 
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Fig. 3.11 b) 



84 

1 mi n. (F') 1 m.:\.}: (P) olvido l mi n ll;!a;.: tiempo t 

(¡.815070 1041.666 0.96 0.3"7.0281 1041.666 1 

0.370296 0.849281 0.96 O. 192731 0.849288 2 

0.385148 0.425095 0.96 O. 192731 0.849288 3 

0.192736 0.442145 0.96 O. 133664 0.442149 4 

0.200721. 0.294461 0.96 O. 133664 0.442149 r::: 
...J 

O. 1~·3666 0.306661 0.96 0.104226 0.306664 6 

0.139218 0.229594 0.96 O. 104226 0.30.6664 7 

O. 104227 0.239130 0.96 0.086640 0.239132 8 
(l .• 1 08560 O. 190852 0.96 0.086640 0.239132 9 

1).086641 O. 198787 0.96 0.074980 O. 198789 10 

O. (Yi0245 o. 165168 0.96 0.074980 0.198789 11 

(1.074981 O. 172038 0.96 0.066707 O. 172039 12 

0.078101' O. 146944 0.96 O.06.!J707 O. 172039 1" • ...J 

0.066708 O. 153057 0.96 0.060550 O. 153058 14 

0.069484 O. 133380 0 .. 96 0.060550. O. 153058 15 

0.060551 O. 138931 0.96 0.055803 O. 138932 16 

0.0.63071 O. 122924 0.96 0.055803 O. 138932 17 . 

0.055804 O. i28040 0.96 0.052043 O. 128041 18 

0.058126 0.114641 0.96 0.052043 O. 128041 19 

0.052044 O. 119413 0.96 0.049000 O. 119414 20 

0.054210 0.107938 0 .. 96 0.049000 O. 119414 21 
0.049001 o. 112431 0.96 0.046495 O. 112432 '"'),.., 

¿..."-

0.051040 0.102419 0.96 0.046495 O. 112432 
. ....."...,. 
¿;....:. 

0.046495 O.' 106683 0.96 0.044402 ·0. 106684 _24 

0.030250 0.063972 O. 96 O. 029041 0.066636 295 

O. 029041 O. 066.~36 0.96 0.029040 0.066636 296 

0.030250 O. 063971 0.96 0.029040 O. 066ó36 297 

O. 029041 O. 066636 0.96 0.029040 0.066636 298 

(1.030250 O. 063'7'71 0.96 0.029040 O. 066636 299 

0.029041 O. 066636 0.96 0.029040 0.066636 300 

TABLA 3.ÍI. 



La cota inferior se al¿anza con un instante de retraso, y en 

16s Gltimos i~stantes (295 < t <.300), se alcanza cada dos 

-6 instantes de muestreo dentro d~ un error de 4 x 10 . 

Más aGn, de a~uerdo a la desigual.dad (3 .. 57) se esperan cotas 

asintóticas 1 .. = 0.290404 Y 1. = 0.'0666364, alcanzad~s m 1 n ma x 

con una 'precisión de 1/10 6 para los Gltimos puntos tabulados .. 
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. En resumen, las cotas encontradas 'para los autovalores de Pt 

son cotas finas, como lo han mostrado las observaciones de la 

sección 3.3.3c y el ejemplo simulado," que es bastante elocuen 

te. 

3.3.4 Evolución de la componente debida al error inicial: re 

sultados generales 

Basados en los resultados· anterioies, podemos' ahora estudiar 

la e~olución de los tres compon~ntes del error de estimación 

e o m en zar e m o s con el)' e r ro r i n i c i a lile s . de c i r 1 a con tri b u ció n . ~ 

-1 de las 'condiciones iniciales al error de eitimación: 6t . 

-1 
La'siguiente proposición permite analizar 6 t . 



Preposición 2 

-1 El término8 t , la parte del. erTor de e'stimación debido a la 
-1 ca n d i ció n i n i c i al 8 , s a t i s fa ce.: o 

, -1 P -1 i) 8t 
.= Al A2' . ", At Pt o· 

II sill 
t R,máx Pt 

i i ) < ( 1T A. ) 
i = 1 1 1', ~ P mln o 

1I sill 
t 1', ~ P 

i i 1) > ( . ) mln 
1T 

i=l 1 1', P máx o 

-1 8
0 

11 s~11 

11 s~" 

La demostración puede encontrarse en 

(3.60) 

(3.61) 

(3.62') 

el apéndice e . 

D~b~ nota~se que no se ha' hecho ninguna hipótesis. sobre la 
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clase de vectores de observación xt .' ni sobre los valores de 

la sucesión de factores de olvido. Sin embargo para estable­
-1 cer la convergencia de 8t a cero, es necesario hacer cierta~ 

hipótesis adicionales: 

~roposición 3 
:...1 

(Convergencia de 8t ver Lo z a.n o I 39 1 ) 

Si además la sucesión xt es persistentemente excitante y los 

factores de olvido están acotados por: 

.1ft 
,(3.63) 
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entonces se cumple: 

i .) La sucesión -1 2 Ó -I T 1 1 
11 8 11 - 1 8 P ~ e t Pt t t t 

es positiva, decreciente, .y además: 

1 i m -IT 
p-l -1 

O ( 3 . 64) 8t 8t = c . s . 
t .... éo 

t 

i i ) 1 i m 
11 e ~II = o c. s ; (3.65 ) 

t .... co 

La demostración se encuentra en el ·apéndi ce C . 

. . 
Los resultados anteriores establecen condici6nes de convergen 

,cia a cero del error de estimación debido a condiciones ini-

ciales. 

El resultado ii) de la proposición 3 establece convergencia 

salvo en un conjunto de ~ealizaciones de medida nula. 

Cabe hacer notar que los resultados ii) y i;i) d~ la proposi­

ción 2, junto con la hipótesis d~ excitación persistente ase-

guran una convergencia de carácter exponencial. 

Para el caso que nos ocupa ahora esto no es muy importante, 

puesto que alcanza con saber que la contribución de las condi 
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ciones iniciales tiende a cero, y luego de ún período transi­

torio, deja~ de influir en el 'error de e~timación. Por el 

contrario, veremos en la siguiente sección que ~l caracter ex 
. , 

ponencial de dicha convergenc1a Sl importa si hay cambios es-
, 

poradicos en,el parametro 8t del sistema. 

3.3:5 Evolución de la compo~ente del error debido a varia-

ción en el parámetro 

Estudi~remos ahora la tomponente del error de estimación ~~ 

debido 'a cambios en el parametro 8t del sistema que gen~ra 

los datos~ 

Como ya se discutió en e1capftulo 2, no existe ningun~ forma 

de abordar el problema de identificación'de un sistemaarbi-

trariamente variable en el tiempo. El caso que más nos inte-

resa estudiar es cu~ndo existen variaciones abruptas e~ el a 
, 

rámetro, 10 suficientemente distanciadas entfe sf como para 

permitir cierta adaptación de la identificación entre salto y 

salto. 

Est~diaremos dos casos: 
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I 

a) Variaciones espor~dicas del par~metro 

b} Variaciones arbitrarias del parámetro 

a} Variaciones esporádicas del parámetro 

Cons1deramos la segunda ecuación d~l sistema (3.34), que co­

rresponde a la evolución de ei. Donde óe t = O, excepto en 

t o+1 ' en que óe = óe, un cambio, aislado del parámetro. 
t o+ 1 
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El problema se reduce al caso considerado en la sección ante­

rior, de evolución de,la condición inicial ~e, a partir d~ too 

Entonces, de acuerdo a (3.61) y (3.62): 

Ilei 1I 
o+r 

Ilsi 11 
o+r 

luego, por 

Ilei 1I 
0+'"[ 

t ' 
OH 

< ( TI 

i=to+1 

t 0+"[ 
> ( TI 

1=to+1 

(3.57): 

to+r 
( TI 

i=to+1 
t 

, - 2 0+'"[ 
Ile t 1.:. (.TI 

0+'"[ 1 =to+ 1 

A. ) 
1 

A. ) 
1 

M 
A. ) 

1 m 

m 
A.} -

1 M 

~máx PtOH 

~; P
t mln ' o 

~; Pt ml n o+r 
~m~x Pto 

1 AP 
m A 

AP 1 -m 

AP 
m 1 -

Ilóell 

~ óell 

M
AP 

1I ~e~ 
M 

AP 
M I,óell 

1 - AP 
m AM 

c.s. (3.66) 

C.s. (3.67) 

C.s. (3.68) 

c. s .' {3.69} , 
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L a s e c u a c ion e s (3. 68) Y (3. 69) pe r mi ten s a ca r va r i a s con c 1 u s i o' 

nes. 

ii) 

-2 El error de estimación e debido a un cambio aislado 
tO+t 

del parámetro en el tiempo t o ' converge exponencialmente 

a cero puesto, que como A. 
1 ~ AM .vi' y AM < 1 entonces: 

11 ¡ji I~ (~~) [~ 1 - AP 

~M~~ IIMII] 
m (3.70) 

AP 
c.S. 

O+T m 1 m 

,Como el término entre corchetes. es constante, entonces 
-2 et converge a cero exponencialmente conforme T ~ 00 

O+T 

E 1 e r ro r -2 e ev~luciona dentro de una franja que se es-
t O+T 

trecha y tiende exponencialmente a cero conforme t ~ 00 

Esta franja está definida por constantes que dependen de 

, 
iii) Para ejemplificarld en forma sencilla veamos que sucede 

si Am = AM es decir factor de olvido constante A. 'En tal 

caso: 

I 
11 e~ 11 < AT (!1 A l-p Illle~) e.s. ( 3 . 71) 

,o+t m 

lIei 1I > AT (!!! AP- 1 Illel) c.S. (3.72) 
O+r M 
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El decaimiento exponenci al del error de estimaciÓn le dá sentí 

do a las definici'one's de "ventana efectiva" y "tfempo 'de subi­

d a 11 dad a s en .1 a s e c ció n 3. 2 • 1, a s 1 c o m o e x p 1 i c a e 1 c o m por t a -

miento de las simulaciones de la sección 3.2.2. 

En la figura (3.12) se muestra la evolución de ei+T (normaliz! 

da) dentro de la franja défin1da por las ecuaciones (3.71) y 

(3.72). 

Fig. (3.12)· 

Sobre esto vale la pena detenerse un poco. 'Debemos notar que 

la amplitud de dicha franja está directamente vinculada al nú 

mero de ~ondición M/m que define en (3~50) la excitación per­

sistente. 

Sí el número de condición es muy alto, la franja es muy ancha 
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y pueden esperarse transi-torios fuertes, o fenómenos de "burs-

ting" reportados frecuentemente en la 1 iteratura. 

Estos fenómenos han sido asociados a crecimientos grandes 

C"blow-up") de la m'atriz de covarianza, (ver p.ej: Astrom/-

Witternmark 1461, o a errores numéricos de redondeo ... " asocia 

dos a matrices de covarianza muy grandes ó rápidamente cre-

cientes", como afirma Ydstie 1411, por lo que este autor su-

giere el uso de algoritmos más robustos numericamente. 

Si M/m es alto, el número de condición de la matriz Pt puede 

ser alto también (ver eco (3.57)),pero esto no es forzoso. 

-Aún más, pueden ocur~ir fuertes transitorios en ~t' aunque el 

número de condición instantáneo de Pt no crezca mucho, como 

se verá poco más adelante. 

Las ecuaciones (3.71) y (3.72) seRalan algo claro: delimitan 

u na f r a n j a, par a 1 a e vol u c i -ó n d e 11 e i T 11. L o s e x t r e m O s ( b o r -
, 0+ 

des), están fijados por la caracterización de xt (3.50). Pe-

rol a r e a 1 iza ció n par tic u 1 a r d e t é r m i na 1 a , c u r v a q u e 11 e ~ 11 
O+T 

habrá de describir. 

Es decir que aún cuando la sucesión de vectores de observa­

ción, xt satisfaga l-~ mis0a condición de excitación persisten­

té (3.50), se podrían encontrar realizaciones que provocaran 

grandes oscilaciones dentro de esa franja, y otras que no. 
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Por eso, un mal condicionamiento (~ »·1) permite la posibili­
m 

dad de un fenómeno transi.torio. fuerte pero no lo obliga. A es 

to se debe que en algunos experimentos exista un problema de 

oscilación -2 en 1I at 11, y en otros no. 
0+'( 

Aq uí es do nd e 1 a observación de Ydstie tiene más sentido. En 

efecto, la oscilación puede' desencadenarse como resultado de 

un cambio en el parámetro, segGnlo a¿abamos de discutir. Pe­

ro un error de .redondeo ~uede considerarse como una co~dici6n 

-1 inicial a partir de la cual evoluciona at , que tiene un compo! 

tamiento análogo, segGn las ecuaciones (3.61) y (3~62). 

Puede suceder entonces, que errores de redondeo; acarreo, a 

c u al q u i e r o t r a pe r t u r b a ció n n u m é r i ca' , d e s en cad e n e un fe n ó m e n o 

transitorio fuerte bajo 

Observaciones 

u n n G m e ro d e con d i ció n M· a 1 t o . 
m 

\ 

Las cotas encontradas son independientes de la velocidad 

con que ca~bien los autovalor~s y los autovectores de Pt , 

puesto que simplemente toman en cuenta sólo los valores 
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extremos posibles. 

ii} Debe notarse que para alcanzar la cota ~uperior, es nece 

s a r i o (ver e c. 3 ~ 6 O L, q u e e 1 s 'a, 1 t o e n el par á m e t r o s e 

produzca en la direcci6n del autovector asaciado al auto 

'valor mínimo de Pt . 
o 

Además el 'autovalor menc~onado debe alcanzar el valor in 

ferior dado por la~ cotas de (3.57). 

Cumplida esta condici6n, para que alcance la banda supe-

ri~r en un instante fo + T, tambi~n es necesario que 

p~l ~e (que es colineal con ei salto en el parámetro:~8, 
o ' 

si se cumple la condici6n anterior)est~ en la direcci6n 

del autovector asociado al máximo autovalor de Pt ' y 
O+T 

dicho auto~alor debe alcanzar la cota (3.57). 

Sobra decir que es bastante difícil que se c~mplan ambas 

condiciones, pero en principio, 

iii) Como corolario de la observación anterior se desprende 

que si bién las cotas dadas por (3.68) y (3.69) no son 

posibles de alcanzar en un nGmero bajo de instantes de 

muestreo, puesto que no es posible que Pt cambie abrupta 

mente una misma direcci6n, de estar asociada al autova-

lor mínimo, a est~r asociad~ al autovalor máximo~ 
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Se deduce entonces que dichas cotas no son buenas (están 

holgadas) para los primeros instantes luego del salto en 

el parámetro. 

iv) De la observación ii.) también se desprende que es posible 

v) 

ten~r situaciones donde exista un pésimo mal condiciona 

miento numérico, y s·in embargo no haya. "bursting". Más 

. aGn,que el comportámiento frente a un salto abrupto en 

el parámetro sea una rápida convergencia, si p.ej: el sal 

to es dado en t o en la dirección asociada al autovalor má 
" 

ximo de Pt ' y esa misma dirección tiende a ser la asocia, 
, o., 
da al autovalor mfnimo de Pt con T > O. 

O+T 

De la observación ii) se desprende que no es necesario 

que instantáneamente Pt tenga un nGmero de condición alto 

p' a ; a q u e o c u r r a u n t r a n s i t o r i o , f u e r t e en" (3 ~ 11, y a q u e 
O+T 

importa t, Pt /t, Pt y, no su valor instantáneo. 
max ci+T' mln o . 

vi) Aunque toda la derivación de resultados se hizo para el 

a 1 g o r i t m o d e m í n i m o s c u a d r ad o s . con o 1 vid o v a r i a h 1 e , e s p. Q 

s i b'1 e e x ten d e r d i c h o s r e s u lt a d o s par a u n a a m p 1 i a c 1 a s e d é 

algoritmos de identificación de estructura similar, e in-

cluso a algoritmos de control autoadaptivo. 

vii) En c'Uanto a. los esquemas conocidos de elección del factor 
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de 'olvido A
t

, por 10 general se' hace hincapié en compro­

bar si son robustos o no al problema de ,bursting. 

A la luz ,de lo discutido hasta ahora, vale la pena obser 

var que: 

a) El algoritmo de traza constante, aunque al "mantener 

despierto lt al identificador, acota el numerador de 

(3
7
66) ya que acota superiormente tr{P t l, 'no aco 

, 0+1' 

ta i nferiormente. el denominador; y no ejerce por 10 

tanto ninguna acci6n para e~itar el fen6menode 

Itbursting". 

b) Algoritmos deelecci6n de At en funci6n de errores 

de predicci6n pueden tener problemas serios si no 

efettuan al mismo tiempo alguna clase de protecci6n 

contra la pérdida de la persistencia de la excita-

ci6n. 

Por ejemplo, el algoritmo.de cantidad de Informaci6n 

constante (Fortescue et.al. '2 1 ), si se produce un 

error de predicci6i1a1to, baja el factor de olvido. 

Esto provoca, (ver ec. 3:56), que las cotas de los 

autova10re~ se abran abruptamente si ~ » 1, ,y, de 
m 

ac u e r ,d o a, (3. 6 6) 1 a c o t a s u p e r i o r par a e 1 e r ro r d e 

estimaci6n crece muchísimo. 
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~iii) La Gltima observación vale para todos los esquemas de 

elección de At,que baje At (para ganar adaptabi.lidad) 

frente a un salto en el parámetro, si ese salto se prod~ 

ce cuando se pierde la persiste~cia de la excitación. 

Por eso es .necesario mantener un mecanismo paralelo que 

evite que se esté ejecutando la baja de At frente a una 

situación de c~ecimiento del namero de condición M/m más 

allá de márgenes preestablecidos. 

Simulaciones 

1) .Para ejemplificar el comportamient~ de ~e~11 frente a un 

salto en el parámetro se presentan dos simulaciones. La 

primer simulación trata del sistema 

Yt = 0.9 Yt - 1 + 0.72 ut 
1 < t < 300 

Yt = 0.4 Yt -1 + 0.85 ut 
301 < t < 500 

Se eligió una entrada que mantuviera m ; 1.310065, 

M = 2.456146 lJ-
t

. 

Se ejecutó la identificación con f.o. cte = 0.96, Y en 

la figura (3.13 a) y b) se presenta la evolución del' 
-2 e r ro r 11 8 t 11, con t r a los e x t r e m o s d a do s por 1 a s e cs. 



(3.71) Y (3.72). 

la figura (3.13 (b)) presenta el detalle para 

350 < t 450. 

98 

Puede verse como el error tiende a alcanzar la cota supe-
" 

rior, aunque esto no es abrupto sino que es necesario una 

transición como se mencionó en la observación ii). 

2) la figura (3.14) muestra un caso similar para el sistema: 

1 < ·t< 300 

Yt = 0.7 Yt -1 + 1.278137 ut 
301 ,< t .( 500 

En este caso la evolución del error es próxima a su cota 

inferior. 

3) Para apreciar la influencia del número de condición se 

sim~ló el sistema: 

con U
t 

= 1 + (_l}t . 0.001 

El número de condición M/m es extremadamente malo (= 10 5), 
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Se llevó a cabo un proceso de' identificación sobre este 

sistema, y dos pequeHos errores de identificación fueron 

inducidos en t = 200 Y 300, ambos can la misma magnitud 
-2 ' 

~ e t o 11 = o. al, p e ro ca n di fe re n t e o ri en t a ció n . E 1 fa c t o r 

de olvido empleado fue A = 0.96. 

la figura (3.15) muestra la evolución de la norma del error 

de estimación. 

Se puede apreciar que a pesar de estar el sistema en estado 

estacionario, y por lo, tanto Pt , oscila ligeramente alrededor 

de un valor, el mal número de condición puede dar lug~r a 

transitorios fuertes: También se aprecia que, el número de 

condición IIhabilita" el transitorio pero no es ob~igatorio, 

puesto que la respuesta al error de t = 200 decae rápidamente. 

Mientras que, la respuesta al error en t = 300 tiene amplitudes 

10 veces más altas que el error original. 

la única diferencia en ambas respuestas estriba en la direc­

ció n e n 1 a, q u e s e i n d u j o e 1 e r r o"r . 

Se repitió el mismo ejemplo simulado, pero ahora con 

Ut = 1 + 0.001 x rt 

donde rt es una sefial seudo aleatoria de distribuci6n unifor-
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·me [-1,1]. 

En t = 200 Y 300 se 'indujeron errores Ile~1I = 0.01, con dife-
o 

rentes direcciones. 

L a f i g u r a (3. 1 6) m u e s t r a 1 a e vol u ció n d e 11 e ~ 11, q u e con f i r m a 

las observaciones anteriores. Mientras que se responde al 

primer error con ligeras oscilaciones, al segundo se responde 

con una excursión 190 veces más grande que el error original. 

Si el namero de condiciones M/m es muy alto (p~rdida de la . 
excitación persistente), ligeros errores de redondeo acumula-

dos pueden dar lugar 'a un comportamiento muy malo del estima­

dar. 

b) Variaciones arbitrarias del pará~etro 9t 

Si ahora se permite que 69 t I O V > O, es obvio que no 
O+T T 

se puede esperar convergencia puesto que el parámetro del-sis 

tema está cambiando permanentemente. 

Sin embargo, si la variación.del parámetro es acotada se pu~ 

de demostrar que el eiror de ~stimación producido por esta 

variación tambi~n es acotado bajo las mismas hipótesis que 

el caso anterior. 
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'proposición 4 

Si xt es persistentemente excitante; el factor de olvido At es 

tá acotado como antes por A m y AM .< 1 , como en (3.63), y 

l!.8 
t o+i 

=. O J,f. < 1 - O Y l!.8 
t o+i 

es tá acotada en O < i < T, enton 

ces: 

1I e; ~ 
M 1 - 1.2 (1 AT) 

< - M - M 
máx 11l!.8 t . ~ c. s. (3.73) 

O+T m AP (l-A~)(l-AM) l<i<T 0+1 m 

Ile~ 11 

M 1 .;.' AP . 1.
2 

< .- m M máx 11l!.8to+i ll C.s. (3.74) 
O+T m AP (l-A~)(l~AM) l<i<T m 

. 
La demostración se encuentra en el. apéndice C.La proposición 

está basada en un resultado análogo de R. (ozano 1391, para un. 

al g o r i t m o dei den t i f i ca c i'ó n no r m a 1 iza d a con 11 x t 11 < 1. 

Si el fattor dé olv·ido es constante, (3.74) queda como: 

M A2- p 
< ---

m 1 -A 
máx 11l!.8 t 11 

l<i<T-o+i 
c.s. (3.75) 

Tambi~n en este caso, ~l nGmero de condi¿ión ~ i.ncide propor­
m 

cionalmente sobre la cota del error de estimación. 
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3.3.6 Influencia de las perturbaciones 

Lo último que resta por analizar es el término e~, resultado 

de la contribución del proceso del ruido e t al error de esti­

mación. El siguiente resultado atota dicha contribución. 

'proposición 5 

Si xt es pers is tenteme.nte excitante; At está acotado como en 

(3.63), y e t es una sucesión de ruido bl.anco centrado con 

E{e~} = 2 o , entonces: 

E {ji e3
11

2} <0
2 AMO - AP) 

i ) 1 i m 
. m . 

(3.76) s up c. s . 
t+oo t - m AP (I - AM) m 

. i i) Si Am = A< 1 (factor de olvido constante) M 

1; m E { 1I e ~ ~ 2}, < 0
2 M O_A P)2 . 

c . s . (3.77) s up 
~ A2p t-+oo ln(l/A) 

La demostración se encuentra en el apéndice C. 
·ti 

Observaciones: 

La varianza de la parte del error de estimici6n debida a 

perturbaciones aleatorias está asint6ticamente acotada. 

Las cotas encontradas son proporcionales a la varianza 
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, del proceso de perturbaciones. 

Si Am y AM -+ O (ó A -+ O en el segundo. caso), ambas cotas 

divergen. ,/ 

La primera cota es út i 1 para valores de A pequeños. 

La segunda cota es útil para valores de A próximos a'la 

únidad. 

Comportamiehto de ~~~~ para A -+ 1 

Cdnsideremos la cota de loa ec., 3.77:-

1 í m sUp, [{ Ile ~112} < C(A) c. s . 
t-+co 

donde C(A) = a 2 M (1_A P)2 

m A2p ln(l/A) 

Si se repite el pioc~so de identificación para una sucesión 

de factores de ólvido A -+ 1-, el comportamiento de la cota 

C(A) se puede estudiar haciendo A = 1 - E, E pequeño. 

C(A) = C(l - E) 
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Expandiendo C(l-s) pa ra s· -+ O: 

2 M 2 2 2 M .2 C(1 - d p E (E-+O) :::: a 
m2 = a -2 p E 

E m 

Con lo que se demuestra que 1 a varianza de 11 a~11 tiende a cero 

para A -+ 1 salvo en un conjunto de realizaciones de medida 

nula. Este resultado es consistente con los resultados de mí 

nimos cuadrados ordinarios ampliamente conocidos. Las cotas 

análogas obtenidas hasta ahora fallaban precisamente en el ca 

so A -+ 1. 

se puede .concluir que 

.[C(A) 

pa ra 

2 
-+ a M 2(1_A)' 

m2 p 

A -+ 1 

Comentarios 

Llegados a este punto podemos esiablecer un resultado espera~ 

do. Existe en la selección 'de A uncompfomiso entre velocidad 

de seguimiento de los cambios en el parámetro y precisión debi 

da a la influencia de las perturbacio~es. 

En efecto: supongamos At = A constante: De .acuerdo a lo que 

acabamos de ver, para valores crecie~tes de A, el error de es-



timación debido al ruido tiende a disminuir, pero de a¿u~rdo 

a (3.7l), la cota superior de convergencia del error debido 

a ¿ambios en e~ .parámetro aumenta. Naturalmente lo inverso 

ocurre para valores de A decrecientes. 
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Este compromiso obliga a encontrar esquemas apropiados de se­

le c ció n d e A t q u e t o m e n e n c u e n t a a 1 m i s m o t i e m p o 1 a i n f 1 u e n -

cia de las perturbaciones y de los cambios en el parámetro 

del sistema. 

3.4 Selección del factor de olvido A 

C o m o y a s e m e n c ion Ó, • e x i s ten g r a n d e s d i fi c u 1 t a d e s. par a en con -

trar una forma.,de determinación del factor, de olvido At. En 

cada instante de muestreo se dispone de información del error 

de estimación a trav~s del error de pred'icción 

(3.78) 

las preguntas básicas que se trata de responder a partir de 

la información disponible son: 

¿Cómb saber si hubo un cambio en el parámetro para forzar una 

disminucióri del factor d~ olvido? 

¿Cómo realizar dicha disminución? . 



D~ (3.78) Y suponiendo que el proceso e t es independiente de 

los saltos en el parámetro: 

E {E~+1/Xt+1} = X~+l E {(e~ + óe~+1)(8t + Ó8 t +1)/Xt +1} xt +1 + 0
2 

(3.79) 

La mayor parte de los m§todos de sélecci6n del factor de olvi 

do se basan en 

su esperanza. 

co~parar E~+l con alguna ca~tidad que estima 
2 . 

De (3.79) se puede estimar o , pero la estima-

ci6n del primer sumando del lado der~cho de (3.79) tropieza 

con grandes dificultades. 

Por lo general, estos m§todos de selecci6n recurren a uno de 

dos esquemas: 

i) Variar At en forma contínua como funci6n de Et +1 , xt +1 ' 
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i i ) M a n ten e r un ni ve 1 con s tan t e A t = A < 1 que a b o r d e va r i a c i o 

n e s 1 e n t a s d el 'p a r a m e t r o mi e n t r a s s e c o r r e un lid e t e c t o r 11 

de grandes cambios del parámetro que pone en funcionamie~ 

to un mecanismo de adaptaci6n que disminuye el valor de 

Veremos algunos de estos m§todos. 
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3.4.1 Algoritmo de información constante 

Una form~ de elegir el factor de olvido fue propuesta por For 

tescue, Kershenbaum e Ydstie 121. 

Se define recursivamente la cantidad de información de las ob 

servaciones como 

(3.80) 

poniendo 3.80 en t+l 

11 T Pt xt +,1 1 - xt +1 2 
1 t ~ 1 = At It + E t +1 1 + xt +1 Pt X t +1 

2 

1 t+ 1. = At It + 
E t +1 

1 + xt +1 Pt xt +1 
(3.81)' 

e o m par a n, do 1 a s e c u a c ion e s" (3. 8 1) Y (3. 9 ), q u e d a c 1 a ro q u e con 

la simple elección adecuada de 1 (ver inicialización), la . o 

cantidad de información no es otra cosa que la función de cos 
..... 

to evaluada en 8 t +1 . 

Es decir: 

(3.82) 
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Lo que se propone es elegir 1 a sucesión A t .d e una manera que 

1 a cantidad de información I t +1 se mantenga en un valor co ns-

tante E o' Lo que se consigue con esto es que si el ·error de 

predicción E t +1 es muy grande, el valor de At se reduce. 

La interpretación es la siguiente: un cambio en el modelo' da 

rá mayores errores de predicción, esto reduce A y se "pesan" 
t 

menos las observaciones pasadas. 

Inversamente, si .E t +1 es peque~o, esto se interpreta como que 

el modelo actual es bueno,'y con A + 1 se siguen tomandQ·en 

cuenta los datos con los que fue obtenido (se prol.ong~ la 

"ventana efectiva") .. 

El valor E pasa a ser un parámetro de dise~o. o 

Se elige I considerando el caso estacionario. Supongamos o 

que el sistema considerado no varia, o varia muy lentam~nte. 

Los errores de predicción ~erán ~ariables aleatorias de una 

misma distribución. Si e t es no correlacionado, centrado y 

varianza ,a 2 entonces se espera que los errores de predicción 

2 
E t +1 tengan una varianza parecida a a .. 

2 Se elige entonces el valor de E = Na , donde No es la " ven o. o 

tana efectiva" que se desea tener en el caso estacionario, 
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con el sistema bien identificado. Es ne~esario por lo tanto, 

tener una idea del valor de la ~arianza del ruido para selec-

cionar "a priori" el valor de la cantiqad de información ro 

deseada. 

Una variante bastante emp~e~da en la práctica consiste en ele 

gir la ventana efectiva del caso estacionario, y elegir una 

cantidad de información: 

(3.83) 

donde "'2 2 0t es una estimación instant~nea de o , usualmente com 

putada como 

(3.84) 

donde C1 es un factor de olvido ,(o constante de tiempo) pred~ 

terminada. 

Trataremos sólo el caso r constante. o 

Cálculo recursivo 

El c~lculo de ~t .se hace .igualando en (3.81) I t +1 = ro' 

De la ecuación (3.11) se obtiene que: 
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1 Pt = P*t 
At 

(3.85) 

donde P*t es una matriz colineal con Pt que depende de las ob 

servaciónes hasta el instante t. 

Sustituyendo en (3.81): 

2 
¿ = At ¿ + 

e: t +1 
o o 1 + 

T ' P* Xt +1/A t xt +1 t 

At 
2 

¿ = At ¿ + 
e: t +1 

o o 
At + T P* xt +1 t xt +1 

. 
donde la incógnita es At. 

Esto conduce a una ecuación cuadrática. Para simplificar el 

c á 1 c u 1 o r e c u r s i v o, s e e a 1 c u 1 a A t + 1 (u n i n s tan t e a del a' n te) c o· -._ 

mo el va16r de At suponiendo ya fija li matriz Pt , con: 

= 1 

1 + x ti- 1 P t x t + 1 

¿ (1' + 
o 

2 
e: t + 1 T .------'--

x t + 1 Pt x t + 1 ) . 
(3.86) 

En realidad es una aproximación, y esto puede dar lugar a un 

error, en general pequeño. Pero At +1 puede llegar a ser muy 
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chico, incluso negativo .. P~ra evitar esto sé introduce la con 

dición 

(3.87) 

finalmente el algoritmo queda como sigue: 

i ) 
... 

C~lculo de Bt +1 , P
t 

con las ecuaciones (3.9) y (3.10) 

ii} Cálculo de At + 1 con las ecuaciones (3~~6), (3.87). 

En Osorio/MayneISI, se puede encontrar una prueba de la con-

vergencia del algoritmo en el casodetermin'stico. 

Inicial ización 

, . 
Hay varias fórmas de· inicializar el algoritmo de Fortescue. 

Dos posibles son: 1) inicializa~ con lo = O, Y mantener un 

factor de olvido con s t, a n t e A < lh a s t a que 1 1 ~ . LO' a partir 

de t = 1+1 forzar la cond{ción It = LO' 

2) inicializar con lo = LO' 

De l~s expresiories (3.9) Y (3.81) se deduce que el valor de 

la funció'n de costo J
t

, converge a It con t -+ 00 



Esto es: si 

Sim 

t -+ 00 

i < 1 

i > O 

Sobre el mismo sistema simulado enla sección 3.2 de factor 

de olvido constante, se llevaron acabo una serie de identifi 

caciones con el algoritmo de información constante. 

La figura (3.17) muestra la e~timación de los parámetro~ con 

una relación señal a .ruido de S/N::: 25,.y una cantidad de in-

formación Lo = 4. De esta manera No 100 en estado estacio-

nario, para lo cual At -+ 0.99 en estado estacionario. 
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Puede observarse que los ~esultados si t < 300 son semejantes 

a los d~ la figura 3.4.a, ~s decir la simulación con A = 0.99 . 

.v t .' A par t i r d e t = 3 O O e 1 c a m b i o e n e 1 par á me t ro s e d e t e c -

ta, reduciendo el factor de olvi~o y obteniendo una vel~cidad 

de adaptación ligeramente infe~iór a la que se obtendria con 

un factor de olvido de 0.96 (con ventana efectiva asociada de 

25 p a s o s ) . e o m par a r . ca n la f i g; 3.4. c . 

La segunda parte de la figura muestra una cantidad que hemos 

cónvenido en denominar "ventana efectiva instantánea ll Nt , que 



es la suma de los pesos de la función de costo: 

t 
E 

i :;; 1 

t 
( rr 
j::i 

A • ) 
J 

(3.88) 

E s t a can t ida d es u n a b u e na m e d ida del a 11 ven t a na e fe c t i va 11 

real que toma en cuenta el algoritmo, y es más cJara de visua 

1izar que la sucesión At ~u~en gen~ral es bastante oscilan­

te. 

Puede verse que a partir de t =1, Nt es creciente, se estabi 

liza entre 140 < t < 300 en valores Nt entre 70 y 95 pasos. 

Pero a partir de t =.300,N t decrece hasta cerca de 25 pasos, 

para volver a crecer nuevamente. 

Esto puede interpretarse como que el algoritmo funcionó con 

un factor de olvido de alrededor de A = 0.988 si t 2 300, lue­

go del salto en el parám~tro con A = 0.96, para volver a cre­

cer A al valor original luego de ,la adaptación. 

En este caso el algoritmo funcionó como se deseaba; con valo­

res altos de At si no hay' cambios en el parámetro, y bajando 

At cuando se detectaran dichos cambios. 

La figura 3.18 muestra una simulación análoga, con S/N = 2 Y 

116 



,., 
" 0.8 

O.a 
0.7' 
o.e 
O.a, 
Q..A. 
o.;:, 
o.:z 
0.1 

o 
-0., 
-0.% 
-O..;:, 
-0...4 
-o.a 
-o.e 
,~.7' 

-o.a 
-0,8 

-1 

100 

7'0 

10 

o 

117 
Infor=:o4 S/N=-25 

~ 
/1./ 

LL 
r 

/' 
r 

/" 
'i\ --' 

o zoo +00, ' 

Info=-4 S/Nr=:o25.Ventana efectiva. 
, 

, , r' 

A. 
JV / 

/:~ ~ / 
Ií ~' 

/ 
' , '/ 

~ .1 
l/ 

/ , / 
I ~ 

/ 
/ 

o %00 

Estimación con el ,algoritmo de información constante 

Relación señal a ruido=25,Cantidad de Información=4 

Figura 3.17 



118 

El valar de ro se eligió pata volver a tener una ventana efec 

tiva en estado estacionario No = lOO. 

El resultado es distinto al caso anterior. los estimadores 

se comportan como en el caso de A = 0.99 (ver f1g, 3.6.a). la 

gráfica de la ventana efectiva instantánea muestra ligeras 

oscilaciones alrededor de Nt = 85 (que corresponde a A = 0.988) 

confirmando la similitud de los resultados de la figura 3.6.a. 

¿Cuál fu~ el problema~ ¿Porq~é hay una diferencia cualitati-

va tan grande respecto al ejemplo anterior? 

la respuesta radica er el nivel de la relación seHal a ruido. 

Recordemos la eco (3.79). Si el'valor a
2 es muy grande, será 

difícil distinguir a partir de €~+I que hay error en la esti­

mación del parámetro pues a
2 predominaría frente al primer su~ 

mando del lado derec~o de (3.79). 

Tanto el algoritmo de cantidad de información constante como 
2 cualquier atro algoritmo que use €t+1 para modular la suce-

sión At fallarán en la detección de saltns en los parámetros 

cuando el nivel de la relación seHal a ruido sea bajo. 

De (3.79) se puede concl'uir que además de la condición de ex-, 

citación persistente, es necesario que 
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( o 

tenga un valor alto, para que el algoritmo de información cons 

tante sea sensible a los cambios en el parámetro. 

3.4.2, Algoritmo de traza constante 

El' algoritmo de mínimos cuadrados ordinario (:A., = 1), tiene la 

propiedad de converger en media cuadrática al parámetro real, 

c u a n d o ,es t e e s con s tan te (s i s t e m a i n v a r i a n te) y b a j o a l'g u n a s 

coridiciones de regularidad (perturbaciones no correlacionadas, 

y excitación persistente). 

En t~rminos num~ricos esto se traduce en que Pt + O si t + 00 

y §t + 80 (real) si t + oo. La convergencia será con probabi­

,lidad 1 o en media cuadrAtica segGn las restiicciones que sé 

impongan. 

Observando la ecuación (3:11), con :A. = 1, puede verse que 

siendo 

t 
E, 

i =: 1 

(Po elegida como se vió anteriormente) 

(3.89) 

Luego Pt es definida positiva bajo condiciones de excitación 
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persistente, y además decreciente. 

Si Pt ...¡. O, Y existe un cambio en el valor del parámetro e,el 

a l,g o r i t m o no tendrá capacidad de s e 9 u ; m i en t o : P t sigue s i en­

do decreciente pu~s depende solo del vecto~ de observaciones 

y no del error de predicción. 

El, efecto de At < 1 se traduce en "impedir el decrecimiento 

contínuo de Pt~ Bajo condiciones de excitación persistente y 

con xt ,estacionario y ergódico, puede verse que At" = cte < '1 

dá lugar a la convergencia deP t a una matriz definidapositi 

va P
t 

...¡. P > O. 

Esa es una forma de abordar el problema. Otra 'es asegurar 

que los autovalores de Pt no decrezcan a ce~o indefinidamen­

te. Esto se puede hacer de varfas maneras, una de ellas (ver 

p"~ej'- Landau, Lozano 1271; Lozano, Landau 1151) es mantener 

la traza de Pt constante. 

La forma recursiva de hacerlo es muy sencilla: de las ecua~ 

ciones (3.9) Y (3.10), calcular el estimador con la,primera y 

sustituir la segunda por: 

(3.90) 



t Pt+1 
At +1 = r (3.91) 

t P r 

Pt +1 
1 

Pt +1 (3.92) = 
At +1 

donde t P r es el valor el~gido para 1 a traza de P . , 
1 

;=1,2, ... 

Este algoritmo fue utilizado en forma exitosa para el diseño 

de estrategias d~ control autoadaptivo de sistemas determinfs 

ticos. 

Debe notárse que no toma en cuenta el error de predicción co­

mo medida de que el sistema está cambia'ndo para viriar su ve-

locidad de adaptación, sino que mantiene su capacidad de ada~ 

tación por la vfa de mantener por encima de cierto valor la 

traza de la matriz Pt . 

Un inconveniente de este método es que para elegir la veloci-

dad de adaptación del algoritmo, y elegir trP, hay que cono 

cer previamente en que orden de magnitud estará el vector 

3.4.3 Detección basada en el ~rror de predicci&n 

Otra manera de elegir At es a través de un proceso de detec­

ción del cambio en el parámetro. La idea es actualizar en 

122 
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cada paso una. cantidad dt que fu~cione como detector de cam­

bios en el par~metro~ Esta cantidad debe de crecer por encima 

de cierto umbral cuando ocurre un cambio en el parámetro, 

El factor de olvido se puede .calcular de dos maneras: 

Como una función de la cantidad dt 

Mantener At = Al (alto) si dt < U, Y At = A2 (bajo) si 

dt ~ U, donde U es cie~to umbral de detección, 

Una forma bastante común pa ra dt es ·1 a comparación de dos prQ 

medios de los errores cuadráticos de predicci6n. 

.... 2 t t- i 2 Llamando °t = r 0.1 E:. (1 - 0.1) (3.93) 
t ;=1 1 

..... 2 t t-i 2 o = r 0.2 
E: . (1 - 0.2), con 1 >0. 1 ><:t2 ct i=l 1 

,,2 
0t es un IIpromedio largo ll

, que intenta estimar el valor de 
t 

2 . . '. ..... 2 
o , mlentras que o es un "promedio corto" que intenta esti-. . c

t 
mar la varianza actual de E: t +1 , 

La idea es construird t como: 

(3.94) 
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Se espera que si hay cambios en ei parámetro, c~ezcan los erro 

res de predicción y por 10 tanto dt.Luego se utiliza dt para 

computar At de alguna de las dos maneras mencionadas. 

Esta clase de mecanismos de detección fallan cuando el nivel 

del ruido es muy alto por"las mismas razones ya expuestas en 

el caso del algoritmo de información constante. 

A modo de ejemplo, se realizó el cómputo d~dt para el mismo 

caso simulado de la. sección 3.2. Los valores de al y a 2 fue­

ron 0.99 y 0.95 respectivamente. 

En la figura (3.19),~las curvas superiores muestran en a), 

b), c) la evolución de dt para relaciones sefial a ruido de 25, 

6.25 Y 2, respectiv?mente. Se desprende de su observación, 

que para una relación sefial a ruidd de 25 se pOdria obtener a 

partir de dt , información sobre un salto en el parámetro. Si 

la relaci6n seRal a ruido es 2, no es posible hacer esto. 

3.4.4 Mecanismos robustos de detección 

T~at~ndo de evitar el problema de la "influen~ia del nivel del 

ruido, T. H~gglund 1471~ propone un mecanismo robusto de de­

tección de saltos aislados en el parámetro. Siguiendo su ra­

zonamiento, definimos 
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A 

8 t - 1. (3.95) 

nótese que por (3.9,) 

Esta cantidad es siempre computada para actualizar el estima-
A 

dar 8t +1 . 

Si el sistema est~ relativamente bien identificado, se espera 

que el cambio en la estimación 6§t+l sea en sentido aleatorio, 

luego las probabilidades: 

(3.97) 

Pero ~uego de cambio abrupto en el parlmetro, se espera que 

el estimador se actualice (en tendencia) en dicha dirección, 

luego: 

(3~98) 

Lo que se propone es estudiar el signo del producto escalar 

de el último incremento con un promedio de los incrementos in 

mediatos ant~riores. 
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Definiendo: 

o :: Y1 < 1 (3.99) 

(3.100 ) 

(3.101) 

Si no hay cambios en el parametro, se espera que St tenga prQ 

babilidad parecida de valer + 1 o -1, por lo que rt debería 

o s c i 1 a r a 1 red e d o r del val ,o rO. 

Si hay un cambio abrupto en el parametro, se espera que St 

tenga mas probabilidad de ser +1 que -1, luego rt debe~a cre­

cer por encima de cero. 

Si se supone q~e no hay cambios en el parámetro, y Y2 es pró­

ximo a 1, Hagglund concluye que rt es aproximadamente gaussi~ 

na, con media cero y varianza: 

1- y 2 

1 + Y2 

(3.102) 

La prueba consiste en comparar rt contra un umbral predetermi. 

nado ro. 

Si rt > ro se decide que hubo u'n cambio en el parámetro. Por 
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ejemplo, si Y2 = 0.95, se puede elegir ro = 0.5 para una pr~ 

babi1idad de error de un instante de muestreo cada 1000, de 

acuerdo a .(3.102). 

Lo importante de este método es que se ,basa en la orientación 

de los incrementos del estimador, no hace suposiciones sobre 

la distribución ni magnitud del ruido. Se espera que se com­

porte en forma más robusta que 10s mªtodos descritos anterior 

mente. 

Simulaciones 

Este método fue empleado en el mismo ejemplo simul~do de la 

sección 3.2. los valorei utilizados fueron, Yl ~ Y2 = 0.95, 

junto con una identificación donde se mantuvo un factor de 01 

vido constante A = 0.99 a 10 largo del experimento. 

la figura (3.19) a) b) c) muestra en sus curvas inferiores la 

evolución del "test de salto" r para valores de la relaCión 
t 

seRal a ruido S/N = 25, 6.25 Y 2' respectivamente. 

Respecto al mecanismo de detección de la sección anterior se 

notan dos hechos: 

1) Es más robusto respecto al nivel del ruido. Ver por 

ejemplo el caso en que S/N = 6.25, fig 3.19.b. 
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2) La d~sventaja es que es más lento. Para valores de 

S/N = 25 Y 6.25, tarda entre 70 y 80 instantes de mues-

treo en detectar el cambio en el parámetro. 

Finalmente hay que notar que ya para valores bajos, de S/N, co­

mo es el caso S/N = 2 la detección resulta más imprecisa. 

Siguiendo el mismo razonamiento que lleva a Hagglund a emplear 
A 

Wt en lugar de 66 t , para estudiar tendencias, ensayamos una 

modificación del a'lgoritmo, empleando 

(3.103) 

donde 

(3 .. 104) 

Se hizo para dos casos: 

0.5 " 0.5 '" Zt = 66 t + 66 t _1 (3.105) i) r = 2 

ii) r = 5 
4 

'" Zt = 0.2 L 66 t- 1 
;=0 

(3.106) 

Las figuras 3.20 y 3.21 muestran los resultados obtenidos en 

las simulaciones para r = 2 Y r = 5 respectivamente. Los va 

lores de Y1 y Y2 fueron 0.95 y lai relaciones seRal a ruido 

fueron de 25, 6.25 y 2. 
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Test de salto (r=2) 
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Test de salto (r=5) 
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Se nota una muchisi~o mayor ~obustez respecto al nivel del 

ruido. De hecho, manteniendo el umbral de 0.5 son netamente 

detectables los saltos en el parámetro. 
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Aunque se intrddujo un retardo adicional de r pasos, en la de­

tección (ver (3.103) y (3.104)), se redujo a cerca de la mitad 

el tiempo de detección del s~lto en el parámetro. 

Se ensayaron valores más altos de r sin conseguir ventajas evi 

'dentes. 

Observaciones: 

De los experimentos realizados podemos concluir que: 

Una modificación al método propuesto por Hagglund. dá lu­

gar a un mecanismo bastante más rápido de detección del 

salto en el parámetro y robusto respecto el nivel de rui­

do presente. 

Este método se puede complementar con esquemas basados en 

el error de predicción como, por ejemplo el alg'ori,tmo de 

información constante. Se puede llevar a cabo el cómputo 

de At mediante el algoritmo de información constante. que 

detectará los saltos grandes en el parámetro y será efi­

ciente cuando el nivel de ruido no sea muy alto. 
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En foima paralela se puede computar rt y detectar saltos 

más pequeños en el parámetro ó saltos en presencia de al 

tos niveles de ruido. De esta manera se aprovecharfan 

las ventajas de ambos procedimientos. 

3.5 Algunas aplicaciones reportadas 

A modo de ejemplo de la variedad de procesos en que ha sido 

empleado, enumefaremos algunas di las aplicationes del algori! 

mo de mínimos cuadrados con factor de olvido que han sido re-

portadas. 

E 1 con t rol a u t o a d a p t i·v o . d e u na p 1 a n t a d e a con di c ion a m i en t o de 

aire es reportado por R. Shumann 181. Se controlatemperatur-a 

y humedad relativa de aire a Un gasto promedio de 400 a 500 

3 m /h. 

Se utiliza un controlador adaptivo tipo dead-beat con identifi 

cac;ón a factor de olvido constante. 

En el Instituto de Ingenieria (Canales/Canetti I 181~, se desa-

rrolló un controlador autoadaptivo en un microcomputador de un 

solo chip (8748-Intel). El factor de olvido es constante; el 

controlador puede ser de dos tipos: dead-beat o por asigna­

ción de polos. Fue ensayado en el control de pequeños motores 

de corriente directa. 
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Dumont 111 reporta la utílíz~ción deun regulador,autoadaptivo 

utilizando el esquema de cantidad de 1nformación constante pa­

ra el control de una planta de fabricación de pulpa de madera 

por fricción de placas. 

Fortescue et al. 121 reportan la utilización del mismo algor;! 

mo de cantidad de información constante para el control de una 

planta experimental de absorción y desorción de anhídrido car­

bónico. 

3.6 Conclusiones 

En este capítulo se ~a discutido en forma bastante extensa el 

algoritmo de mínimos cuadrados con factor de olvido varia~le. 

De los m§todos estudiados para la identificaci6n de sistemas 

variables en el tiempo es el que hemos elegido para las apli­

caciones que nos ocuparán en los capítulos que siguen. 

La razón de esta elección" se encuentra en su sencillez numéri­

ca, versatilidad en el sentido de requerir poca información 

apriorística sobre el proceso a identificar, y porque encaja 

dentro del esquema de predicción lineal multipasos ,que emplea­

remos en el r~sto del trabajo. 

Varios autores han estudiado este algoritmo. Johnstone y An­

derson 1481 han estudiado la convergencia para el caso deter-
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minístico dentro de un esquema de control en lazo cerrado, y 

con factor de olvido constante. 

13S 

Osorio Cordero y Mayne Isl establecieron la convergencia para 

el caso determinístico de un re9ulador basado en este algori! 

mo con una forma particular de elección del factor de olvido 

(informa¿ión constante). 

R. Lozano 1391 estudió la convergencia. para el caso general: 

factor de olvido variable y perturbaciones estocásticas. Los 

resultados obtenidos tiene~ el inconveniente de fallar en la 

convergencia cuando el factor de olvido tiende a la unidad. 

En las secciones anteriores se estudió la convergencia del 

algoritmo, llegando a resultados más fuertes que los 'existen­

tes en la literatura en el sentido que se contempla la situa­

ción A + 1, para el caso general de facto~ de. olvido variable 

y perturbaciones aleatorias. 

Finalmente se discutieron distintas maneras de elegir el fac­

tor de olvido y detectar cambios en lósparámetros. Estos mª 

todos así como los resultados generales de convergencia fue­

ron ilustrados con simulaciones. 

El análisis general del algoritmo así como los ejemplos simu­

lados muestran la posibilidad de utilizar el algoritmo de mí-
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nimos cuadrados con factor de olvido variable con bastante ro 

bustez frente a condiciones de alto nivel de ruido presente, 

así como asegurando la convergencia (y ,evitando problemas de 

IIburs'ting" y "blow-up") por la vía de mantener condiciones de 

excitación persistente. 
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4. APLICACION A PREÓICCION AUTOAJUSTABLE 

4.1 Introducci6n 

En la práctica se presenta con frecuencia la necesidaa de .pre­

deci.r el comportamiento de la salida de un sistema, dentro de 

un horizonte de tiempo futuro de longitud pre-definida. Un eje~ 

plo, que ser! discutido en el capitulo siguiente, es l~-~redif 

ci6n del caudal de un rfo 'en una secci6n determinada, con base 

en las observaciones de las prec~pitaciones hasta el instante 

presente. 

Diferentes 'autores han ido dando soluciones cada vez más senci 

llas a este problema. 

Cuando se conDcen los 'par~metros del sistema, el esquema pro-

puesto por Astrbm [29J permite predecir la salida Yt+k en el 
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intervalo: 1 < k < 1. implementando 1 predictores independien­

tes en paralelo. Cada uno de ellos predice a un intervalo de 

lo:. instantes de muestreo 1 < lo:. <1. Wittenmark [31], desarrolla 

una versi6n autoadaptiva para el caso de par8metros desconoci­

dos aplicable a cada uno de estos predictores. 

i 

Sin embargo el problema se vuelve complejo si x es grande, por 

la cantidad de predictores y parámetros a identificar, en el 

caso autoadaptivo. 

Una soluci6n más sencilla fue propuesta por De Keyser, Van 

Cawenberghe [34J. Alli se muestra que el número de predictores 

a u t o a d a p t i vos e n p ar a 1 e 1 o q u e e s n e c e s a r i o i m p 1 e m e' n t a r e s : 

max{n,1}. donde n es el orden del sistema y 9. la longitud del 

horizonte de predicci6n. 

Más adelante EspaRa [25], muestra que cualquier predicción 6p­

tima puede obtenerse a partir de ,la aplicación recu.rsiva del 

predictor a 1 paso. En el' caso de parámetros desconocidos sólo 

es necesario identificar los pa~8metros de este predictor para 

obtener asint6ticamente la predicción óptima k pasos adelante, 

para cualquier valor de k > 1. 

En las siguientes secciones se muestra esta idea. 
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4.2 Predietor 6ptimo multipasos. parámetros conocidos· 

Consideremos un sistema dinámico lineal en tiempo discreto, 

descrito desde el punto de vista de entrada-salida por: 

( 4 . 1 ) 

donde 

A(q-1) = al q - 1 + ... + an q -n 

B(q -1) bo+b 1 
- 1 bm -m (4.2) = q + ..• + q 

C(q -1) = 1+ el 
- 1 q + ... + cr q -r 

e t ~s ~na sucesi6n de variables aleatorias independientes y 

centradas. 

Supongamos conocidos los parámetros del sistema (coeficientes 

de A,B,e). 

Haciendo uso de la identidad: 

(4.3) 

donde orden iN} = máx {n,r} -1 

la ecuaci6n' (4.1) puede ser escrita (ver Astrom [29] como: 

B = e (4.4) 
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Definimos el predictor ó~timo a un ~aso y(t+l/t) de Yt+l dadas 

las observaciones hasta el instante t, al que minimiza la si-

guiente expresión: 

E {[ (y t + 1 - Y ( t+·l / t ) ) '1. ] / t } (4.5) 

donde la esperanza E est~ condicionada a la 0- álgebra genera­

da por las salidas observadas hasta el tiempo t, conocidas las 

entradas pasadas y futuras. 

La solución (Astrom [29]) está dada por los primeros dos suman 

dos del lado derecho de (4.4). Veamos por otro lado el enfoque" 

de Wittenwark [31], que consiste en transformar el problema en 

otro de regulación con criterio de varianza mfnima del error 

de predicción: 

Sea el error de predicción en t+1: 

E(t+1/t) "= Yt+1 - y(t+1/t) (4.6) 

Por (4.4) este es: 

E{t+1/t) 
N B A = e Yt + e Ut +1 + e t +1-y(t+1/t) = 

1CA;(t+1/t)+!Ut+1+~€(t/t-1)+e(t+l) 

(4.7) 
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Donde en la Glti~a igualdad se hizo uso de la identidad (4.3) 

y la notaci6n 

Como se sabe (ver Papoulis [30J). el pred~ctor que optima (4.5) 

es: 
y (t+I/t) = E{Yt+l/t} 

Por lo tanto, tomando esperanzas condicionales en (4;7) y te­

niendo en cuenta la definici6n (4.6), y las características de 

e t resulta: 

o =_1-: y (t+l/t) + ~ ut +1 + ~ E:{t/t-1) (4.8) 

luego, 
y (t+1/t) ( 4. 9 ) 

La ecuación (4.9) es l.a expresión recursiva para el predictor 

óptimo a 1 paso en función de las entradas, errores de predic-

ci6n y predjcciones anteriores. 

Deduciremos ahora una expresión recursiva para el predictor de 

k pasos adelante. Reemplazando e~ (4.9) el índice temporal t 

por t+k-l (con k>l). condicionando la expresión al tiempo t y 

usando la conocida relación: 

. E {E [(. )/t+k-IJ/t} = E {(o lIt} 

se puede demostrar que el predictor 6ptimo en t+k está dado por: 
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. 
y(t+k/t) ~ E{Yt+k/t)= E{ y(t+k/t+k-1)/t) = 

B + N ( 4. 1 O ) :: 
1- A ut +k 1- A ( t + 'k - 1 

Do nde (k+ k t . si k>O (~.11) 

= E'(t+k/t+k-Í) si k<O 

para pasar de (4.9) a (4:10) es necesario observar que: 

E {E(t+k/t+k-1)/t} -,E{ [Yt+k - Y (t+k/f+k-l)}/t) = 

A 

= y(t+k/t) y(t+k/t) = O V bO 

= 
~ 

. = Yf+k- y(t+k/t+k-1) :: E (t+klt+k-1) l/, k< O 

Obs~rvese que la predicció~ de k pasos adelante se realiza, aplj 

caridoen forma recursiv~ el mismo predictor de 1 paso k veces. 

Nótése t~~bién que lbs erroies de, predicción futurol (no medi­

dos aOn en el tiempo t) s~nsustituidos por ceros. 

Se pueqe reescribir la ecuación (4.10) en su forma recursiva 

explícita: 

A 

(l-A) y{t+k/t) = B Ut +k + N E t +k- 1 (4.12) 

la notación convenida (que proviene de la deducción de (4.1'0)), 

requiere tener cuida·d'o al calcular, en (4.12), la cantidad 
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- 1 . 
A Y ( t + kIt ). E n e fe c t o. e 1 o p e r a d.o r q ( re t a r d o u n it a r i o) o p e r a 

sobre las predicciones como sigue: 

la regla (4.13) puede obtenerse f~cilmente aplicando el opera­

dor q-j a la ecuaci6n (4.10). 

4.3 ~redictor multipasos autosintonizable 

Si los par~met~os del sistema a predecir son desconocidos, el 

problema de predicción también puede ser reducido al regulador 

d~ varianza minima aplicado al modelo (4.7). 

Veremos el predi¿tor de un paso: 

Considérese el modelo (4.7).con perturbación e t +l desconocida,' 

y 'observaciones .Y(i+1/i),'U j +1 • E(j/j-l). 

,Se propone el algoritmo: 

a) Imponiendo la condición C=I, estimar los polinomios: (l-A) 

s,' N con mínimos cuadrados recursivos y observaciones hasta 
~ 

'el tiempo t. 'Esto da lugar a las estimaciones (I.,..At ), 'B t , 

Nt " 
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~ 

.. ' b) Cal c u ,1 a r e 1 p red i c to r y ( t + 1/ t) con 1 a· e c u a c i 6 n· (4. 9) Y los 

polino~ios esti~ados en ~l paso a). 

Dado que en reali,dad el polinomio: C"I; (l-A t ). Bt' Nt son es­

timadores sesgados de (I-A),B y N respectivamente. Sin embargo 

el algoritmo tiene la propiedad de aut~sintonia. es decir que 

(ver Astror.;, Wittenmark [32J. o Wittenmark [31J) si los ó'rde­

nes ~e los polinomios (l-A t ), Bt' Nt son correctos y si sVs 
, ~ 

coeficientes convergen a valores tales que (l.-A) no tiene ceros 

en comOn con N y B,entonces el predictor a un paso converge 

asintóticamente al 6ptimo: O sea: 

(4.14) 

Recordemos que gr A "' n 

gr B = m 

g r N = ma x( n • r ) - 1 

Para el .predictor mult·ipasos autosintonizable faltan agregar a 

los pasos a) y b) los siguientes: 

e) Reemplazar y(t+l/t) calculado en b) yel valor Yt+l observa 

do para calcular ((t+l/t) con (4.6). 
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d) Usar la expresi6n (4.12) con -los polinomios estimados en a) 
A A 

para calcular y(t+2/t) ... y(t+k/t). 

Observaciones: 

Como la condici6n{4.14) asegura 1~ convergencia del predic­

tor de un paso al 6ptimo y el 'predictor de k pasos adelante 

es la ap1icaci6n recursiva del predictor de un paso, k veces, 

entonces el predictor de k pasos adelante converge al 6ptimo 

también. De esta manera el predictor de k, pasos adelante "h~' 

reda" la propiedad de autosintonia del predictor de un paso. 

- Como ya se ha dicho, la predicci6n enun h~rizonte de longi­

tud .lean este algoritmo tiene dos ventajas importantes so-

bre .. los algoritmos anteriores. 

l. No es necesario implemen~ar l. predictores de k pasos ade­

lante O.::.k.::' l ) en ·para1e10·. Alcanza con uno aplicado recur 

sivamente. 

2. El número de parámetros a identificar es menor. 

Veamos esto en más detalle: 

Como se puede ver en [25], el predictor de k pasos adelante 

tiene la expresión recursiva: 
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-Fk (l-A) y{t+k/t) = BFku{t+k) + Nkc(t/t-k) (4.15) 

donde F
k

, N
k 

se deducen de la descomposici6n: 

Los órdenes de Fk y Nk son k-l y n~l respectivamente. Por 10 

tanto el predictor de k pasos adelante hace uso de i k paráme-

tros, donde: 

i
k 

= 2n+m..:l+2k 

Al predictor multipasos que se obtiene utilizando feo n si f>n, 

ver introducción) predictores en paralelo del tipo dado por la 

ecuación (4.15) (para k = 2 ... ,f) 10 llamaremos predictor mul-

tipasos en paralelo (PMP). 

S i s e v a a p red e c i r s o b r e un h o r izo n t e del a r 9 o . i > n, se re q uf 

rirán de n pred1ctores en paralelo. El núnero total de parám~ 

tros a identificar resulta entonces: 

n 
[ i = 3n 2 + nm 

k=l k 
(4.16) 

Esta cantidad crece con n 2
• Por otro lado en el predictor re-

c~rsivo se necesita identificar i 1 términos: 

1
1 

= 2n+m+l (4.17) 
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Esto es independiente del largo f del 'horizonte de predicci6n. 

- l a e s t r u c t u r a d e a d'a pta. ció n re c u r s i v a del p red i c t o r 'r e c u r S i vo • 

'admite las mismas variantes que el algoritmo de mínimos cu~ 

drados que se usa para la identificaci6n. Esto 10 habilita 

a incorporar esquemas con factor de olvido corno los vistos 

en el cá,pítulo 2 para que el predictor real ice un "seguimie~ 

to" de la variaci6n del sistema que se intenta predecir. 

- la sencillez del c§lculo es enorm~ cuando se lo programa en 

una computadora digital. En la ref (35), puede encontrar-

se el listado del programa que se us6 para las simulaciones, 

escrito en PASCAL para la Bourroghs 8700 del P.U.C. 

4.4 Simulaciones 

Como se vió en la sección anterior, el predictor multipasos r! 

cursivo (·PMR) converge asint6tjcamente al óptimo. También 10 

hacen los predictores multipasos en paralelo (PMP). 

Hay dos préguntas que quedan por resolver: 

¿ Cuál es la velocidad de convergencia? 

¿ Cuál de los dos esquemas converge más rápidamente? 

El resultado más general de convergencia de mínimos cuadrados 

que se puede aplicar, es que cuando el instante t es suficiente-
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mente grande, 

Var [e 1~_1_'_ 
t ~ It-P 

· '148 

(4.18) 

donde e t es el vector de parámetros estimados y Ji el número. de 

estos (p=dim Bt)' para factor de olvido constante.Si el factor 

de olvido es variable referirse a los resultados del Capitulo 3. 

Este ~esultado presupone que los datos del problema de identi 

fi¿aci6n (las observaciones de las entradas y las salidas) son 

generados por el si s t e m a a i den t i f i c a r . Sin embargo en nuestro 

caso (ver fi~. 4.1) lo que se pretende identificar es el pre­

dictor 6pti~0 que tiene como entradas además de u(t}, el ~rror 

de predic~i6n E(t/t-1}. SeHal que es generada con los paráme­

tros estir:,ados del predictor 6ptimo al instante t y no por el 

verdadero predictor 6ptimo. 

r-------------¡ q.'I---------, 

(If /f.1I ,...-------, 

P R E DI C TO R' r--~~~:_:_-___, 
o P T I t.I o ;1 t + 1/ ti 

+ 

SISTEMA 

Fig. 4.1 Fu~cionamiento del predictor 6ptimo 

Aunque por esta razón no podamos decir precisamente con qué ve 

locidad converge el esquema PMR, si podemos esperar una mejora 

respecto al esquema PMP. 
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Vagamente hablando, el hecho de tener menos par§metros que ide~ 

tificai, significa que se necesita menos informaci6n para iden­

tificarlos. Esto es que se necesitan menos observaciones, en el 

esquema PMR. Se espera por 10 tanto que PMR converja m§s rápid! 

mente al predictor 6ptimo que PMP. 

Para observar el comportamiento transitorio, y la capacidaq de 

adaptabilidad de ambos esquemas se realizaron varias simu1acio 

nes. El tipo de sistemas a predecir fueron de dos clases: 

Modelos ARMA!(sin entrad~ u(t)) 

~ode10s ARMAX (con entrada u(t)), variables en el tiempo . 
• 

Se hicieron gran cantidad de simulaciones, pondremos dos eje~ 

plos ilustrativos ya que los resultados fueron similares en 

todos los casos. 

4.4.1 Simulaciones con modelos ARMA. 

Se simularon cinco sistemas tipo ARMA (4.19) donde e t es una 

sucesión de variables aleatorias independientes identicamente 

distribuidas (v.a.i.i.d.), ei '\..N(O,l). 

(4.19) 
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El polinomio A se tomó de 4° orden en todos los casos. Cada uno 

de-estos modelos se simuló con 10 realizaciones distintas de e t " 

las llamaremos realización (j). j=1. .. 10. 

Con las series{y~j)\~~ así obtenidas. se procesaron los dos es­

quemas de predicción (PMR, PMP), 4 paso; adelante. 

En los cinco sistemas simulados, y las diez realizaciones por 

sistema, se observó que: 

1) Ambos predictores convergen a la misma predicción. 

2) Convergen a la predicción óptima. 

3) Converge más rápidamente el algoritmo recursivo (PMR). 

tomo ejemplo se describen los resultados obtenidos con la simu 

lación del sistema: 

(4.20) 

FiR~ 4.2 Patrón de polos y ceros del sistema (4.20) 
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En los dos predictores s~ utilizó en la parte de identificación 

una matriz de covarianzas inicial Po=10 l. eo = O Y un factor' 

de olvido convergente a la unidad para evitar un fuerte transi-

torio inicial: 

\+1 = 0.92 "t + 0.08 

con >'0 = 0.3 

Sobre 10 realizaciones, se estimó la desviación cuadrática me-

dia (DCM) del error de predicción a 4 pasos como: 

DCM[c(t/t-4)]= (4.21) 
10 

Donde j es el índice de realización 1 < j < 10. 

En la 'figura 4.3 se grafica DCr [c(t/t-4)] de los dos esquemas. 

En línea gruesa PMR y en delgada PMP. 

Se' puede observar que se verifican las tres afirmaciones he-

chas al principio. Además es mucho menor la excursión del tran 

sitorio inicial eh PMR que en PMP. 

Se ha trazado una lfnea hririzontal E = 2.021, que es la desvi~ 

ción cuadrática media esperada para el predictor 6ptimo. 
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los pr~gramas de predicci6n se encuentran en la ref (35). 

los a 1 g o r i t m (, s d e s i m u 1 a c i 6 n d e s e ñ a 1 e s a 1 e a t o r i a s y s i s t-e m a s 

d i n á m i c o s. q u e ,s e u t i 1 i z ,a ron a 1 o 1 a r g o d e e s t e t r a b a jo. s e 

discuten en (17). 

Observación - Vale la ,pena comentar,en este momento uh detalle 

de caracter prlc'tico notado en las simulacion~s. Este se refie 

re a la parte de ide~tificaci6n de los predictores . 

. Se observará que se eligi6 la matriz decovarianzas inicial 

,Po = 10 1, 'un valor relativament'e pequeño comparado con los 

que usualmente se emplean para inicializar el algoritmo de mí, 

n i m o s tU a d r a d o s. { Po:: 100 I}. 

la matriz Po que puede interpretarse como una m~dida de 

E {[8
0

- e) [eo - 6 JT} représenta una estimación "a priorística" 

de la distancia a la que se puede hallar el valor real del 'pa-

rámetro e del estimado inicial e o ' 

Algebraicamente esto se expresa en quelacorrección para la 

actualizaci6n del parámetro es proporcional a dicha matriz; 

de (2.41) résulta: 
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t: o + Po xl 

Si el valor de Po inicial es muy pequeño la estimaci6n del pa­

r~metro se realiza lentam~nte. Si Po "es muy grande, los transi 

torios también 10 serán. 

En el caso de identificación del predictor esto es delicado 

porque las siguientes observaciones son generadas por las esti-' 

maciones y no p~r un ~odelo invariante. Para darle al predictor 

caractert~ticas de rápida adaptabilidad (tra~sitorio corto) y 

oscilacione~ m~nos fuertes ~n el ~ransitorio inicial, se combi 

nó una matriz de covarianzas Po>I pero relalivame~te pe~ueña, 

con un factor de olvido que originalmente es bajo pero que tien 

de,a 1. 

E n 1 a s s i m u 1 a c ion e, s s e e n s a y a ron d i s t i n t o s valor e s d e Po = ó 1 • 

con 10 < t :2. 10
3

• Con valores altos '(ó=10!) se observó una ve::.' 

locidad de convergencia similar a la de las simul~ciones pre­

sentadas bajo las condiciónés expuestas anteriormente, pero e~ 

cursiones de 1 o 2 órdenes de magnitud mayor en el transitorio. 

De las observaciones de las simulaciones se concl~y6 que se ob 
. . -

tenian buenos resultados, (desde un punto de vista práctico), con 

una inicializ~ci6n. 

ó I 
(~.22) 
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con valores 10 < ó < 30 

0.9 ~ Q~ 0.97 

AO <' 0.5, 

4.4.2. Pruebas con modelos ARMAX 

Se probaron los algoritmos de prediEci6n con datos de un mode 

lo ARMAX variable en ~l tiempo. El modelo fue construido de la 
\ 

siguiente manera:, 

Se simularon tres sistemas: 

-1 ' 
0.00384q Je t 

3) [1-2 .2q:-l +2q - 2 _ O. 8q - 3 +O.lq-1, ]Yt = [1-1. S'q -1+0. 6q- 2 JU t +[0.0386- O. 027cfl Jet 

los coeficientes de la pirt~ determinfstica se eligieron de ma-

nera que, la ganancia estática GOC cumpla: 1":: GOC ..:: 1.2. 

los coeficientes de'la part~ estocástica se el igieron de modo' 

que la O.C.M. del ruid~ a la salida sea 0.1 si var e t =1. 

Así, con condiciones similares en la entrada y las perturbaciQ 

nes, la relaci6n seHal a ruido es similar en los tres casos.' 
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los tr~s sistemas s~ simularon excitados con un ~ulso cuadrado 

de valor 1 1 < t < 50, o si 51 < t < 100. 

Se concatenaron en el tiempo los tres sistemas de modo que se 

obtuvo un sistema variable en el tiempo, a s~ltos. El modelo 

del sistema en1) para 1 < t ~ 100,2) para lOl~ t ~ 200, 3) 

para 201 < t< 300. 

En la figura 4.4 se observa la respuesta del sistema al tren, 

de pulsos cuadradQs ya mencionado, si et=O. 

En la sigura 4.5 se observa la respuesta del sistema al mismo 

tren de pulsos, con una realización d,e et - N(O,l);e t es una su~ 

cesión de variables aleatorias 'independientes e id~nticamente 

distribuidas (v.~;i.i.d.). 
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Se hicieron 10 si~ulacionesde este sistema variabie ~n el ti~m 

po, con la misma entrada, y cada una con una realizaci~n inde-

pendiente de e t distribuida N(O,l). 

Se someti6 cada simulaci6n a los dos predictores (PKR~ P~P), 

comoar§ndose 5610 las predicciones a 4 pasos: ;(t/t-4)'~ supo-
, " 

niendo conocidas las entradas hasta el instante t. 

la identificación de ambos predictores se hizo para tres va10-

res del factor de olvido: 1=0.975, 1=0.98, 1=0.985. 

Pre?entaremos algunos resultados de las predicciones obtenidas 

con 1=0.98. los dos pred'ictores se inici~lizaron d~ id~ntica 

ma n e r a, e o n e o = O, Po = 1 O 1" y u 11 f a e t o r d e o lv ido q u e e re c e e x-

pónencia1mente desde 10=0.3 a 1~=p.98. 

1t = 0.92 1t_l + 0.0784 . ( 4.23 .. ) 

la figura (4.6) muestra el comportamiento de PMR para una de las 

diez rea1iza¿iones, Y la f~gura ~4.7) el comportamiento de PMP 

par'a la misma realización" en las mismas condiciones. En ambas 

se dibuja la predicción a 4. pasos (linea delgada) contra la sa 

lida real (linea gruesa). 
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De la observación de estas figuras resulta ap.arente un mejor 

comportamiento transitorio de PMR sobre PNP. 

Para tener un resulta~o m~s concluyénte se hizo algo an~logo a 

las pruebas 'sobre sistemas sin variables exógenas. Se estimó la 

desviación cuadrática· mediá del,predictor .. a cuatro pasos, prQ 

mediando los errores de predicción sobre 10 realizaciones. in-

dependientes. El cálculo se hizo c.on (4.21). 

Los re~ultado~ se ilustran en las figuras (4.8) y (4.9) en dis 

tintas escalas. 

16 .~------~--------------------------------------------~----~----~ 

12 

PMP 

/ 

11210 160 200 25121 

!figura 4.8 



161 

Z .1i!!llóc'!I 

, .• 0 

.1 . e0 

1 . .... 0 

, .20 . , 

..,.....-PMP 
, .00 

0 .• 0 ..--PMR 

0.-40 

0.20 

0.00 
f.0 . 60 1 00 I 60 200 260 

DESV.STD. DEL ERROR DE PREDICCION AMBOS PREDICTORES 

Fi::;ora 4.9 

De ellos es posible extraer las siguientes observaciones: 

- El predictor recursivo converge más rápido, tanto en 10 que 

se 'refiere a la amp1 itud de los transitorios como a su. dura-

ci6n. 

Ambos predictores tienden a dar la misma predicci6n si el sis 

tema se mantiene invariable en el tiempo; este límite común 

coincide con el pred{ctor óptimo·en todas las p~uebas. 

- Como la entrada se mantuvo·constante por inte~valos. el apre~ 

dizaje sobre la parte del predictor que le corresponde, se 

produce alrededor de los saltos ( t= 0,50,100,150 ..• ). 
, ' 

'3 
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A esto se debe que ambos predictores tengan aumentos de los 

errores de predicción en los instantes de discontinuidad de 

la entrada. 
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- A cada modelo de los tres concatenados, le corresponden dos 

de estas discontinuidades. En la ~egunda discontinuidad' 

(t=50,150.250) los errores de predicción son bastante meno­

res que en la primer discontinuidad (t=O,lOO,200). 

En términos intuitivos, se podría decir que al predictor le 

resta menos por "aprender ll en la segunda discontinuidad Que 

en la primera. 

4.5 Ada tabi1idad del redictor recursivo mu1ti asos 

4.5.1 Sistema sin perturbaciones 

Co~o se mencionó al final de la sección 4.3, el predictor re-

,cursivo mu1tipasos, en su versión 'autoadaptiva, admite distin 

'tas formas de "seguimiento" de sistemas variables en el tiem­

po mediante la. incorporación de algoritmos de identificación 

con "olvido" para determinar los parámetros del predictor. 

Esta propiedad fue verificada con algunas pruebas sobre datos 

si~u1ados. En primer lugar veremos pruebas sobre sistemas de­

terminísticos, sin pertu~baciones. 
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Se simu16 el mismo sistema v~riable en el tiempo que en la 

sección anterior, excitado por la misma' entrada, pero sin per 

turbaciones. 

Sobre la's señales simuladas, se aplicó el predictor recursivo 

a cuatro pas6s, con dos esqu~mas de adaptación en la identifi 
\ -

cación de los parámetros: . el de ,c.antidad de inform.ación de 

Fortescue et. al. y el de factor de 01 vido constante. 

E n 1 a s f i 9 u r a s (4. 1 O ), ('4. 11) Y (4. 1 2) s e o b s e r. v a e 1 p red i c -

tor a cuatro pasos con el algoritmo de cantida,d de informa­

ción constante (en 11nea delgada), para tres valores distin-

tos de la cantidad de info~maci·óri (ro = 0.0001, 0.9003, 0.005 

respectivamente). contra el valor real~e la salida, en línea 

gruesa. En los tres casos se eligió como valor mínimo del 

factor.de olvido: Amin = 0.~2 Los valores del, factor de 

olvido tnstantáneos se grafican contra el ,tiempo en las mis-

mas figuras. 

~ueden pbservarse claramehte los periodos de apre~dizaje que 

siguen a los instantes t=50) 100)· 150, 200, 250. En las gr! 

ftcas de la predicclón se destacan' como' períodos con fuertes 

transitorios, y en las gráficas del factor de olvido, como 

, d i s m i n ti c ion e s d r á s ti ¿ a s de é s te, h a s t a e 1 valor m 1 n i m o 'O. 92 

R e s u 1 t a' e vid e n t e c o m o e 1 valor d e ro m o d u 1 a 1 a v e 1 oc ida d d e 

convergenc.ia. 
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E n e f e e t o' • s e o b s e r va c o m o valor e s m á s p e q u e PI o s d e Lo f u e r z a n 

a \ a s,er más pequePlo, reduciendo la "ventana efectiva",' que 

es una buena medida del nGmero de instantes de muestreo nece 

sarios para la adaptación. 

En el caso determinístico, un valor sumamente pequeño de ~ 

es naturalmente 10 indicado. En la figura (4.10) se puede 

ver la velocidad con la que se adapta el 'predictor, para 

Lo = 10 
_It 

A modo de compara,ci'ón. el1 la figura (4.13) se grafica el re­

sultado de aplicar el mismo predictor con factor de olvido 

constante A = 0.98 

1.60 

f)\ !\ 
~ ~ ....... 

I v 
, 

a.6a 
; 

\ ~ f¡ .. 
lf' V -

' .. 

-0."''' 

-1. a0 - ... - ... ~ I --+ • .... ~----t--,,' 60 100 160 200 260 

FIG.{4.13} P~edictor recursivo a 4 pasos, con factor de 
o 1 vid o con s tan t e A = O'. '98 . 
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La comparación de este resultado con las fig~ras (4.101 y 

(4.11), mue'stra las ventajas del algoritmo con olvido varia-

ble: 

Este algoritmo puede combinar(seleccionando adecuadamente 4 

Y 1 ) una rápida velocidad de adaptación cuando es necesa mín ' 
rio. con una tendencia de At ~ 1 cuando la adaptación se ha 

realizado. 

por ejemplo. los resultados (1 = 0.98) de la figura (4.13) 

son similares a los de la figura (4.11), con A = 3x10-~ 

Pero en este Gltimo caso At + 1 luegb de la adaptación, en lu 

gar de permanecer constante como es el caso de 1~0.98 . 

La propiedad del algoritmo de cantidad -de información constan 

te, de hacer At ~ 1 si Et ~ " conduce a "extender" la vent! 

na efectiva, conservando la información ~e las observaciones 
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pasa'das. 

Este hecho no le d~ inmunidad absoluta pero si mayor robustez 

a posibles problemas de Ib10w- up ", en situaciones como la de 

este ejemplo. 

4.5.2 Sistema con perturbaciones 

Se simu16 el mismo sistema con perturbaciones aleatorias. en 

las mis~as condiciones de la secci6n 4.4 . 

Se ap1ic6 el predictor recursivo a 4 pasos. Las figuras (4.14) 

y (4.15) muestran 'el predictor con informaci6n constante 

(1;0=0.01 y [0=0.1. respectivamente), en línea delgada, contra 

la salida real en línea gruesa. También se muestra el factor 

de olvido contra el tiempo. E h a m b o s c a s o s s e e 1 i g i 6 A # = O . 92 . 
" ml n 

Puede apreciarse como [o modula la velocidad de convergencia. 

Por las características de la perturbaci6n aleatoria (espectr~ 

ésto es m~s apreciable en la secci6n de datos correspondiente 

a te: [10 O • 199]. 

En ese perí6do el sistema actGa como un pasa-bajos, y la per­

turbaci6n es escencia1mente de, baja frecuencia y por 10 tanto 
, . 

es ~~s predecible. La varianza del error de predicci6n es por 

10 tanto menor, y son m~s apreciables los a~mentos b disminu-

ciones de dicha varianza. 

Se puede comparar otra vez este resultado contra el resultado 
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l~ figura (4.16) muestr~ el predictor a 4 pasos (11nea delga­

da) contra la salida real {l'nea grues~) con l=cte. para 

1=0.92 Y ,).=0.98 . 

Se puede apreciar que a menor va,lor de1~ mayor es la veloci­

dad de adaptaci6n, pero tam~i~n es mayor la inestabi1jdad (ob~ 

s~rvense los transitorios con ).=0.92Y. 

Tambi~n en este caso se concluye la ventaja del algoritmo de 

informaci6n cdnstante frente al de factor de olvido constante, 
., 

en el sentido de que el primer algoritmo disminuye, sustan~ial 

m e n t e 'e 1 f a c t o r d e o 1 vi d o (m e j o r a n d o 1 a ve loe ida d d e a d a p t a -" 

ci6n), s610 cuando, se detectan grandes errores de predicci6n. 

4.6 Conclusiones 

. 
Se ha mostrado que la estructura del predictor rnultipasos 

óptimo. se puede reducir ala más simple: el de un paso. 

Tambi~n que lap~opiedad de autoadaptabilidad (en el caso de 

paráme,tros desconoc'idos) del predictor a un paso, se hereda 

al predictor.mu1tipaso~ recursivo. 

la forma de adaptación: i'dentifiéación recursiva por mínimos 

cuadrados, permite la incorporación del factor' de olvido pa'­

.ra real izar la predicción autoadaptiva de sistemas variables 
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en el tiempo. 

,". . 

Hedfante extensas simulaciones, se verificó' esta propiedad 

con el método descrito en la sección 3.2 (factor de olvido 

constante). as' como también s~ comprobó la afirmaci6n intui­

t i v a d e q u e e 1 e s q u e m a d e pr e d i c ció n re c u r s i va- n o s 6 1 o p o s e e 

s o b r e e 1 p red i c t o r del a r g o f i j o (p M P) 1 a s' ven t a j a s d e ma y o r . , 

,sencillez y rapidez de c~lculo, sino también mayor velocidad 

de convergencia. 

'Finalmente se verificó a travis de ~imulaciones la posibili-

dad de combinar el esquema de predicción con otros -esquemas 

de identificación. 

En particular con el esquema de cantidad de información cons­

tan te. La s ventajas de es te método 'de i den t if i ca ció n se he-

redan al predictór autoajustable, como ha podido verse en com 

par a ció n e o n e 1 m é ,t o d o d e f ac t o r d e o 1 vid o . con s t a n-te. 
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CAPITULO 5. 

Aplicaci6n a la predicci6n de caudales en cuencas hidro16gi-

caso 

la predicci6n del caudal de un río con base en las, observacio 

nes de las' precipitaciones en su cuenca y el' caudal de sus 

afluentes es u'n p~ob~ema típico de predicci6n auto~daptiva 

porque: 

~ Existe un retardo implícito entre entradas y ~alidas. que 

p e r m i t e 1 a 11 p red i c c i 6 n 11 d ~ 1 a s Ú 1 t i m a s . 

Es sumamente difícil de modelar en forma precisa ya que 'se 

~rata de un complejo sistema no 'lineal. de parimetros dis-

tribuidos. con entradas distribuidas. 

Es variable en el tiempo y po~ 10 tanto es necesario u~ me-
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canismd de adaptaci6n. 

Utilidad: 

la importancia de la predicción de caudales resul,ta d~ su uso 

en: 

* Control de otros sistemas: 

Diseño d,e estrategias óptimas de acumulación de aguas pa -

ra riego. 

- Diseño de estrategias óptimas de generación de energía 

eléctrica en centrales hidroeléctricas. 

* Toma de decisiones: 

- 'Diseño de pol'ticas de embal.se. proteccibn contra l~ ero­

sión. 

- Previsión de cat~strofes. 

* las apl icaciones anteriores se jerarquizan en un ,país como 

México. que tiene largas y diferenciadas temporadas de llu­

via y sequía. 

~.1 Modelo simpl ificado de una cuenca 

Consideraremos un modelo súmamente simplificado bajo las hipó­

tesis: 

1) Entradas y salidas concentradas. 

2) Escurrimiento superficial e infiltración subterr~nea linea 
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1 e s . 

3) Pirdidas concentradas. 

4) No hay afluentes. 

El desarrollo que sigue est& basado en trabajos rea1izad~s en 

. el Instituto de Ihgenieria, ver p. ej. ESPA~A, OOMING~EZ, 

FLORES [24]. 

La figura 5.1 ilustra un esquema f'si~o y un diagrama de bl.o­

ques del modelo. 

CAUCE 

S, E, 
.. OO. LINEAL 

, P, "ODELO DE 't 

SEPARACION 
r 

't 8 t 
.. oo. L"EAL 

t, 

FIGURA 5'.1 Modelo de 1 a cuenca. 
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. Las variables de interés son: 

preci.pitac.i6n [mm]/ót 

parte de la precipitaci6n que escurre superficialmente 
( p r e c i p ita ció n e f e c t i v a )-[ m m ] / ó t 

parte de la precipitación que se infiltra [mm]/ót . 

pérdidas por evapo-transpiraci6n .[mm]/ót 

estado de humedad de la cuenca en [mm] equivalentes 

contribuci6n al caudal por es~urrimiento superficial 
[mm]/ót 

contribuci6n al caudal por infiltración (flujo base) 
[mm]/ót 

gasto total medido en una sección determinada, al final 
,de la cuenca [mm]/ót 
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Debe notarse que todos los 'volúmen.es están medidos en mm equi­

valentes cada ót (perlado de muestreo). Cada mm equivalente, 

corresponde a un volumen: 

donde V se mide en ml
, y A es el área de captación ·d,e la cuen-

Relaci6n entre las v~ria~les de interés (sub-modelos discre-

tos): 

1. Separación 

( 5 . 1 ) 
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2. Flujo base 

La relación' entre It y Bt se modela"linealmente, como un sfste 

ma de dos tanques con orificio, unidos mediante una l~nea,de 

transporte con retardo. Ver fig 5.2 . 

FIG 5.2 Modelo físico del gasto base 

Se supone 

, ~t = a Xt[mm/At],a > O ( 5 . 2 ) 

( 5 . 3 ) 

balance de masa: 

( 5 .4) 

( 5.5) 

donde: y=I-0-8 es la fracción de Xt evapotranspirada o cedida 

al tanque,2 que supondremos de ahora en adelanie y < 1,. 
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la va·riable lt' [mm] repr~senta el estado de humedad .de la cuen­

ca en el instante t. la ecuación (5.5) describe la evolución 

del estado. 

En el segundo tanque: 

<5 > O ( 5.6 ) 

( 5 • 7 ) 

g = e g + (l X· k . t+l . t t- 2 
(5.8) 

donde e = 1 - ($ 

Entonces, de (5.5), (5.2)", (5.6) Y. (5.8), 1 a función de t ra n s-

ferencia descrita entre 1 t Y 8 t resulta: 
.. 

-1<3 e 8 t = 9 1 t ( 5 . 9 ) 
-1 -1 

( 1- yq )(1-eq ) 

don d e k 3 = 1<2 + 1 

e = (l Ó 

3. Gasto superficial 

Tambi~~ aci.se supone una relación lineal entre Et y St' de 

la forma: 

( 
- 1 

Et = 89 ) St 
A{q-l) 

(5.10) 
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4. Modelo de separación 

La separación de la precipitación en dos partes: una que se 

infiltra y otra que escorre superficialmente corresponde a un 

fenómeno que es bastante complejo y de caracterlsticas no li-

neales. 

Cualquier modelo debe tener en cuenta que cuanto m&s humeda 

está la cuenca, menor es la parte de la precipitación que se 

infiltra, y mayor la que escurre superficialmente. 

Se han considerado varios modelos simplificados ver [24], el 

que adoptaremos es: 

rt = Pt q,t (O < q,t < 1 ) (5.11) - -

-k Xt (5.12) q,t = e 

donde k es una constante, y Xt es el estado de humedad de 1 a-

cuenca. Nótese que si se aproxima la exponencial de (5.12) 

con una función lineal, el coeficiente k tiene 1 a interpreta-

ción física de ----X 1 donde X, es la altura máxima del primer 
max max 

tanque de la fi9 5.2. Esto es la humedad máxima de la cuen-

ca. Entonces la infiltración sería proporcional al porcenta-
. . 

je de espacio que queda libre en ese tanque. 

5. Gasto total 



de (5.13), '(5.9), (5.10): 

B(q-l} -k., 
Y ~ -- - St. + 9 c It 

t· A(q-l). (l_yq-l)n_6q-l) 
(5.14) 

.Denominando C(g-l) 
D(q-l) 

Bt' y consid.erando 

a la función de transferencia entre It y 

el modelo (5.11) de sepa rac i ón resl,ll ta de 

(5.14): 

(5.15) 

1 2 

I . La estructura del modelo (5.15) permite .concluir que: 

(a) Para q·t .... O (x
t 

.... a>)(grandes precipitaciones, en período 

prolongado), el modelo (5 .. 15) tiende a la parte 1, 11-

neal en la precipitación P t . 

Esta parte es la debida sólo al escurrimiento 'superfi­

cial. Se puede entonces trabájar con un modelo 1 ineal 

para grandes avenidas, debidas a grandes precipitacio-

nes. 

a') .(t)~l{x(t) .... ~, cuenca muy seca, sólo cuenta la parte 2 

que es la contribución del flujo base al escurrimi.ento 

total. 

(b) Si se pueden determinar las constantes k., y fuera de 1'-
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nea, en un per10do de calibración del modelo. entonces 

con ellas se puede tener una estimación de ~t suponiendo 

que k, 1 se mantienen constantes luego del período de c! 

libración. (Vease que supuesto 1<1 en la ec 5.5 el mode 

10 tiende a "olvidar" la condición inicial por 10 que no 

r e s u 1 t a c r í tic o e o n o e e r e o n e x a e t i tu d Xo ). 

Conocida ~t se puede plantear el problema como uno de 

predicción lineal de un sistema lineal de dos entradas: 

Pt(l-~t} y Pt~t ' 

{e} Se obtiene un enfoque intermedio. ext~ndiendo el rango 

de aplicación de (a') como sigue: 

Si se pudiera tener lOa grosso moddo" una estimación del 

valor de la parte ~ de (5.15}(gasto base), a la quella 

'm a r em o s B t' e n ton c e s, den o m i n a n d o 

..... ----...... ...."....-.... --_/ '-..... _---~.-------j 
1 -O 

Se puede trabajar con el modelo lineal l. y dejar a car­

go de la parte autoadaptiva del predictor el ajuste de 

un modelo lineal que aproxime la relación Pt (1-9 t )-+E
t

, 

por el error ,cometido al mal estimar Bt , 

(d) Se puede intentar ajustar un modelo lineal directamente 

a la relación precipitación-gasto, Esto es lineal,izar 

el modelo no-lineal y seguir entonces el "modelo tangente" 
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(5.17). 

Es importante que el predictor. tenga buena velocidad de adap-

tación para seguir las variaciones de las condiciones de la 

cuenca. 

y t = (5.17) 

, 
Es sin embargo ~re~isible que existan errores de medición im-

portantes.el efecto que @sto tiene en un predictor con buena 

velocidad de adaptación es una fuerte incid~ncia de los erro­

r e s d e m e d i ció n e n e 1 e r ro r de' p red i c ció n . ( Ver d i ·s c u s ión c a '7 

pítulos 2 y 3 sobre compromiso entre velocidad de ~eguimiento 

y precisión en la identificación). 

Los modelos encontrados en la literatura tienen todos los ni ve 

les de complejidad imaginables. 

Los que tratan de tomar en· cuenta los efectos d~ infiltración 

y' evapotranspiraci6n. necesitan mediciones o al m~nos estima-

ciones en línea de algunas características físicas del suelo. 

E n o t r o s c a s·o s '. 1 a s, h i p ó t e s i s n e c e s a r i a s par a e 1 t r a t a m i e n t o 

matemAtico y el conocimiento incompleto de la~ variables ffsi 

cas involucradas, dan lugar a 'grandes divergencias entre los 

períodos de calibración y de predicc1ón. 
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Eso lleva a la necesida'd de recalibraciones periódicas del 

modelo para ~ctua1izar los modelos, escencia1mente no estac10-

narios que se obtienen. 

Todos estos inconvenientes hacen pensar que los modelos tipo 

"caja negra~, m&s sencillos y f&ciles de tratar deben s~r al 

m e n o s tan e f i c i e n t e s c o m o los ,m & s 'c o m p 1 i cad o s . 

E. Todin; y J. Wallis [33] utilizan un modelo lineal, invarian' 

t ee n el tiempo, descrito por la respuesta al impulso con una 

ligera modificaci6n para tómar en cuenta el efecto de la hume~ 

dad. Pero escencialmente el modelo global se define fuera de 
, ' 

l'nea y permanece invariante en el tiempo. Ese mo~e1o se usa 

como "modelo en paralelo" para estimarcaudaJes futur6s,es de-

cir que no se toma en cuenta, para la predicción, mediciones 

en tiempo real del caudal. 

Es previsible ~ntonces qu~ el combinar la sencillez de las de~' 

c r i p c ion e s ,d e en t r a d á - s a 1 ida d e s, i s t e m a s d i n á mico s' 1 i n e a 1 e s , 

con la cap~cidad de seguir un modelo variable en el tiempo, 

del prédictor lineal autoadaptivo, dé lugar a formas'más efi-

cientes de predecir el escurrimiento de u~a cuenca. 

5.2 Pruebas con datos' reales. Cuenca deCantón. 

Se tuvieron disponib1e's para pruebas, observaciones a 10' lar­

go de 184 dias: cada 6 horas (736 muestra's), de precipitacio-, 
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Las figuras (5.3) y (5.41 mU~5tran las preti~itaciones y los 

caudales observados, en mm/6 hs . 
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PRECIPITACIONl!:S. . CANTON 

FIG 5.3 
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FIG 5.4 

Veremos algunas pruebas realizadas segGn el enfoque (e) del 

inciso anterior. 
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Es'timaci6n del gasto base. 

En este enfoque se trata de obtener un~ ~stimaci6n del gasto 

base, a "grosso modal! o. Para ello hay que fijar un modelo de .. 
separaci6n 

, . 

y' un modelo entre la precipit~ci6n infiltrada It y el gasto 

bá s'e B t: 

185 " 

(Soi8)., 

Para 'laque es n'ecesario determinar los parámetros K, K3' y, 

eS, c.' 

Para hallar y y eS se consideraron algunos intervalos de,medi­

ci6n en los' qu~ no había precipi'taciones, por lo que I t = 00 

Para ~llo se ajust6 un modelo autoregresivo de segundo orden 

a 1 a s s e r i e s, o b s e r v a d a s d e r e e e s i 6 n' sin p r e e i p ita e ion e s J ' d i -

cho ínodelo corresponde al denominador de (S.lB) o (Ver esque­

ma de la fig S.S). 

En todas las series observadas, el polo y=O.97S aparece. con 

bastante precisi6n, y está dentro del rango previsto por los 
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hidrólogos para el valor de la cons 

tante y~ 

la constante de tiempo asociada es 

de 22.7 días. El otro polo no coi~ 

cide en. todas las series considera-

das .. Se eligió el modelo identifi-

cado en la serie que corresponde a 

las muestras [614,625J de 'la fig FIG 5.5 

5.4 

1 - 1.133 q 
-1 + 0.154 q-2 - 1 -1 

= (l - y q )( 1 -, ó q ) 

En la temporada desequ1a se supuso que toda la precipita­

ció n s e i n f i1 t ra b a . Con los da t o s c o r r e s pon d i e·n t e s a di c h a 

temporada se estimó el retraso k3 =4. 

,Alternativa~ente al numerador de (5.18) propuesto: c q-~ 

se probó aj.ustar a las observaciones otros numeradores de la 

forma 

Con los datos de la temporada de sequ1a se op~erv& que un 

numerador de la forma 

(5.19) 
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-lo 
daba mejores resultados que cq (el propuesto en el modelo). 

Queda por determinar el valor de c. Para calcularlo se esta 
, -

bleció el balance de masa 'en la parté infiltrada de la prec.i 

pitacjón. la prec,ipitación total en la cuenca en el per'odo 

o b s e r v a d o e s de 414 '6. 8 mm. El g a s t o t o tal en 1 a c u en c a e's 

de 3885.8 mm. 

Supusimos que: 1 ) Todas las pérdidas (p o re v a po - t r a n s p ; r! 

Entonces: 

ción) se producen en la parte infiltrada 

de la precipitación. 

2) la precipitación infiltrada es estimativa­

mente un 40% del total de la precipitación,' 

pérdidas = 4146~8-3885.8 :: 261 mm 

prec.infilt~ada = 0.4 x 4146.8 - 1659 mm 

ganancia del modelo gasto base -

de donde c = 0.0127 

1659-261 
1659 :: 84.3% 

E 1 m o del o 1 i n e a 1 par a el g a s t o b a ,s e q u e d ó c o m o : 

- 3 - lo 0.005 g + 0.0127 q 
- 1 ' - 2' ,1 t 

1-1.133 q +0.154 q 
( 5,. 2 O) 

Finalmente que~a por determiriar la constarite k para el mode­

lo de separación. Como 1 se supone conocida (1=0.975). se 

puede calcular xt en función de 1,t'Y por lotanto~t' Se pr.2, 

cedió a, calcular el :valor de Bt que se obtendda par~ distin 

tos valores de k. Como Bt no puede superar el gasto total, 



e 

2 

• 

s e e 1 i g i ó e'l m á x i m o va 1" o r d e k e u y o g a s t o b a s e a s o c i a don o 

superara nunca el gasto total. 
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Determinación del modelo del escurrimiento superficial. 

Se ajustó un modelo lineal al e~currimiento estimado 

donde 

(escurrimiento superficial estimado) 

(precipitación efectiva estimada) 

Bt y It se estimaron segGn elpirrafo anterior. 

Una bGsqueda sistemitica del orden y. retraso por minimos cua 

drados repetidos (ver [17J) ~e este modelo. arrojó como re-
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sultado para B(q-l) y A(q-l) polinomios de la forma: 

Ya conocida la estruct~ra del modelo de· escurrimiento se 

aplicó el predictor multipasos autoadaptivo, prediciendo 4 
- . 

pasos adelante el valor de Et con Et +4/ t ' 

El esquema global del predictor de.r pasos adelante que sUP.Q 

ne una estimación del modelo para el gasto base se represen-

ta en la fig 5.7. 

r- - - .- - --
'1 I 

I 
I lOIod.lo de 

.scurrillli.nlo 
I . 

.od.lo tiJo 

pr"itei<>1'l 

pr.dlclo r 

I El . adoptivo 
I r- pelo. 

I do 'ovo bou 
I hr~~--------~--------~ 
L ___ ':"'" -

...' 

.. 
't+r 1I 

FIG· 5.7 Esquema del predictor r pasos .adelante. 
suponiendo conocidas las precipitaciones 

·futuras. 

Entonces 

. Debe notarse que para, calcular Et +r / t es necesario suponer 

conocidas las lluvias futuras (r-pasos adelante),· 
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Para no tomar en cuenta per'odo~ sin precipitaciones q~e 

aportar'an poca informaci6n a la identificaci6n, la adapta­

cibn del predictor se suspend'~ si el escurrimiento superfí 

.cial estimado ((t) era menor que un umbral igual a 4 mm/6, h. 

La figura (5.8) repres~nta la. prediccibn a 4 pasos as' obte­

nida . 

-,-08S. 

--PRED. 

'60 300 · ... 50 

PREDICCION .04 PASOS.UMBRAL-~.OLV-~ga 
FIG 5.8 

600 

El predictor autoadapti~o se ejecutb con un factor de olvido 

constante >.=0.98 . 

Puede verse que hay zonas' donde se predice muy bien, y pun-

tos donde la prediccibn esti francamente alejada del caudal 

observado. 

Comparando los resultados con los obtenidos por R.DOMINGUEZ/M. 

760 



191 

CHIN [26], quienes ~justaron un modelo no lineal fuera de 1'­
nea co~ una optimizaci6n global. es notable la c~incidencia 

que se observá en las dos predicciones del caudal. tanto en 

los 10gares donde lapredicci6n es buena, como donde la p~e-

dicción es mala. 

Creemos que los resultados fueron bastante satisfactorios, con 

siderando la poca confiabilidad de los datos, especialmente 

1a'medición de las precipitaciones. 

5.3 Cuenca de Cantón, modelo lineal ~uro. 

Vista la complejidad del cálculo anterior (cálculo fuera de 

línea de un modelo para el gasto base, estimación del escu­

rrimiento superficial, y predicción sobreeJ gasto superfi­

cial estimado), se decidió ensayar el esquema más s'imple da­

do por el enfoque (d), es decir, ajustar un modelo lineal 
" 

global, y adaptarlo a lo largo del tiempo. 

Con los mismos datos, se -puso a funcionar elpredictor multi 

pasos autoadaptivo sobre las sucesiones de precipitaciones y 

gastos totales observados. 

Otra vez se usó' un factor de olvido de 0.98 pá ra permitir la 

adaptación de 1 predictor. la adaptación se interrumpía s.i 

Yt e '4 mm (umbral). 

la fi gura ('5. 9 ) representa el pr~dictor a 4 pasos. suponien-



6 

192 

do un modelo de orden 3 para el numerador y denominador de la 

funcf6n de transferencia. La fig (5.10) representa un deta­

lle del comienzo de la predicci6n. allí se puede observar que 

luego de un per'odo de adaptaci6n. el predictor se acerca mu­

cho a los valores reales del caudal de salida. _ .. _------

_095 

PREO. 

. i 

I 0
e 
~--~~==~--t-6~0----~~L--S--0t-0---=-----~~~-0---------e-0+1-0------

I 
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I 
I 
I 
I 
I 

CANTON PRED 4 PASOS 
MM. FIG 5.9 Predictor 1 ineal.4 pasos adelante.modelo de tercer orden. 
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FIG 5.10 Detalle de las primeras predicciones (45 días). 
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la prueba de adaptac16n es bast~nte riQurosa:. el predictor 

est~ inicializado'con los par~metros de cuenca muy mojada. y 

los datos corresponden a las primeras lluvias luego de un prE 

longado per'odo de sequla. 

De las pruebas realizadas con datos reales obtenidos de la 

cuenca de Cant6n concl~imos que es inatil proponer un modelo 

de separaci6n, no lineal. por cuanto un simple modelo lineal 

autoadaptable arroja resultados similares, incluso mejores en 

algunos puntos. 

En segunpo lugar. si se le compara con los modelos fijos, no 

. lineales que se han intentado ajustar en forma global (R. Do­

minguez, M~ Chin [26J), el predictor lineal autoadaptivo par~ 

ce arrojar resultadoi muy' similares para caudales medios y al 

tos, y francamente mejores para caudales bajos. Esto se ob­

serva en ensayos con los mismos datos usados en este trabajo. 

Debe tenerse encuenta'sin embargo que el modelo global cita­

do [26J, es un predictor de horizonte no acotado, mientras que 

el que hemos usado es a un horizónte fijo: r pasos (en nues­

tras pruebas r = 4 = 24 horas). 

5.4 Pruebas con da~os simulados. 

Como vimos anteriormente. los datos observados sobre la cuenca 

de Cant6n no eran muy coMfiables, e~pecialmente (ver. ref [26J). 

en 10 que se refiere a la medici6n de las precipitacicines. 
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Probado el predictor lineal sobre dichas observaciones, con 

los re~ultados ya descritos en el pSrrafo ~ntetior. surge otra 

pregunta: ¿cbmo se comportar'a este predictor si las obse~va­

ciones siguieran una ley regida por uno de los modelos propue! 

tos para describir la cuenca?· 

Se considerb el modelo no lineal propuesto por R. Dom'nguez. 

M. Chin (op.cit.) con los parametros ajustados c~ las observa 

ciones ya utilizadas de la cuenca de Cantbn. Estos parámetros 

habían sido ajustados para minimizar el error cuadrático medio 

en el gasto total observado. 

Dicho modelo, es esencialmente el di~cutido en la sección 5.1 

(difiriendo solamente en el modelo no 1 ineal de se'paración) y 

se resume: 

y t = Et + Bt gasto total 

Bt = a B t-1 + 

Xt + 1 = (l-y) 

Pt = St + lt 

lt = rol n (~t • 

CPt - . ko -aXt e . 

b X(t-2) 

Xt + lt 

P t ) 

gasto base 

estado de hume¿ad . 

modelo de separa­
ción 

Los parámetros ajustados (ver ref [26] sobre el detalle del 

ajuste). fueron: 
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k e 57.578 

a e 0.007535 

y e 0.010266 

a = 0.34695 

b ,= 0'.006647 

Al = 0.8356 

.A 2 = 0.0029029 

B o = 0.16259 

B 1 .= -0.0038345 

B2 =·0.0053874 

Cbn este modelo se simu16 el comportamiento de la cuenca. 

Comoentrad~ se construy6un~ precipitaci6n, que tuviera ca-

.racterísticas como la observada en la cuenca de Cant6n y que 

adem~s someti~ra el pr~dic~or a la predicci6n en t~mporadas 

de sequía y en temporada de lluvias altas. 

.Para ello se consider6 la precipitaci6n observada en la cuen-

ca de Cant6n durante 150 ~ediciones consecutivas (llam~mosla 

serie 'A) y se construy6 una serie simulada de precipitaciones 

concat~nando la serie A, auna serie de 150 ceros (sequía absQ 

1 u t a) y d o s· . v e e e s 1 a s e r i e A s e 9 ú ri e 1 e s q u e m a del a f i.9 u r a 

5.11 . prec. 

t 

FIG 5.11 
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Suponiendo esta precipitación, se calculó con el modelo de 

la cuenca, el gasto tota~ simulado, que se presenta en la fi 

gura 5.12 
~0 

MM/e> HS .. 

27 

24 

21 

1 8 

1·e; 

12 

+-...-c.~ ___ +--____ - --t---

'0~ 21210 

GASTO SIMULADO 

MM/e> HS. 

I 

412l12l ESI2l 

100 --~--_ .. __ ._--_ .. ----'---_ ... _----_. - _ ... _-' ---, .. _-----, 

QI2l 

80 

712l 

el<) 

! 612l 

40 

312l 

20 :1-
,1 

1 l2l 

121 
0 1012l 

PRECIPITACION SIMULADA 

FIG 5.12 
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Sobre estos datos simulados. (precipitación y gasto totales), 

se ajustó un predic'tor lineal autoad,aptivo con dos esquemas 

distint6s de adaptación (en la identificación del predictor 

óptimo): factor de olvido constante y factor de olvido varia­

ble calculado según el esquema de .Fortescue et'. al. 

E 1 u m b r a 1 d e a d a p t a ció n del p red i c t o r 1 i n e a 1 f u e Y t = 2 • 5 nm/ 6h s • 

e s de c irq u e s i el g a s t o t o tal e s t a b a 'p o r de b a j o d e e s t e va­

lor~ no se actualizaba el predictor lineal, y siempre la pre­

dicción fue hecha a 4 pasos. 

En todos los casos. el predictor fue inicializado con 'parlme­

tras adecuados para cu~nca muy humeda, mientras que el modelo 

simulado parte de una sequía total. 

Tanto para factor de olvido constante como variable, se ensayó' 

con modelos de orden 2 y 3. 

la figura 5.13 muestra el comportami.ento del predictor, con 

factor ·de olvido constante 0.98 (ventana efectiva = 50 pasos), 

y con modelos de orden 2 y 3.' 

En línea gruesa destaca el gasto simulado y en'delgada el pre­

dicho a cuatro pasos ade~ante, conocidas las precipitaciones 

futuras. 

Puede observarse en las figuras, un comport~miento muy bueno 

del predictor, y bastante similares los resultados con orde~ 

nes 2 Ó 3. 
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Es notorio el transitorio de adaptación (de unos 35 pasos) al 
( 

principio. donde el predictor se adapta de 1. inicialización 

a las condiciones de cuenca muy seca. y luego de t=300 un 

transitorio menor donde se adapta a las condiciones de cuenca 

semihúmeda. r-- ---- ~ 
I 
i 

+ 
I 

I 
T 

15 I 

1. 

1 ca 

r------- -n 
¡ 

1" 
I 
I 
+ , 

.+.- .----....... ---.. -.-- ',"'1- ""--'---1 --...-- .... ~.~ 'J- ,. 

'~12l . 2~O 300 .... 00 .00 

OL-V-ca.8f5 

FIG 5.13 Predic·tor a 4 pasos, factor de olvido 
constante 1=0.98 • 

La figura 5.14 muestra el comportamiento del predictor con 

factor de olvido variable, de orden 3, y con 4 valores distin 

tos de la cantidad de información: 1=1:0=0.5,2.5,10.50. 

I 

i 
I , 
I 
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l.a. figura 5.15 muestra los factores de olvido ~t' 1nstant~neos, 

.asociados respectivamente a las 4.pruebas. 

la figura 5~14 muestra que a pesar del rango amplio de la can,­

tidad de información, el comportamiento del predictor no varía 

apreciab1e~ente .. la mayor adaptabilidad con I o=2.5, 10 que 

con t o=50 es ligeramente visible, pero ya con valores tan ba­

jos de Io como 0.5 comienzan a aparecer problemas en 'los tran 

sitorios: p. ej. véase que el transitorio desde t :. 305 no se 

acaba en t :. 340 como en los otros casos sino que se prolonga 

unos cuantos períodos de muestreo más. 

Finalmente en ·la figura 5.16 se muestran los resultados de 

apl icar el mismo predfctor con 'I o=30, para dos ordenes di'stin 

tos. Se omiten las gráficas de ~t' 

los ordenes son 2y 3 respectivamente. 

Lo~ resultados son bastante similares entre sí~ 

En cuanto a la comparación entre los resultados que se obtie­

nen CQn factor de olvido constante y variable, son análogos. 

E n par ti e u 1 a r c o m p á r e n s e 1 a s g r·á f i e a s (p a r a o r den 3) q u e c o -

r r e s pon den a. ~ con s tan te = O ~ 98, y a va ri a b 1 e e o n r o = 2 . 5 . 

Sori prácticamente indistinguibles. 

De la gráfica de At con Io=2.5 no parece improbable que en 

promedio~ At estuviera al rededor de 0.98 • 
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Podemos concluit que por la~ caracteristicas del modelo nb 

lineal, y la permanente variación de la lineal ización alrede­

dor de Su punto de operaci6n (hecho q~e se d~duce de las gr~­

ticas de A
t
). la preei,cción se puede hacer con un predictor 

lineal autoadaptable con resultados muy satisfactorios. como 

10 muestran las figuras 5.13 a 5.16 

- -----l 
. . I 

:: r 
n¡; J , 

I 
! 

! 
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FIG 5.16 

I 

_ ...• ~- t- ------ -; --- ---.------J 
30Q 



1-
¡ 
¡ 

¡ 
I 

I , 
I 

r 

5.5. Conclusiones. 

A travis de las pruebas sobre observaci6nes reales en una 

cuenca ,(Cantón) se ha podido observar que la util'ización del 

predictor lineal autoadaptivo arroja resultados similares a 
¡ 
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la utilización de modelos matemiticos bast~nte mis complejos. 

,Esto se debe seguramente a que en la elabo,ración de dichos mo 

delos se hacen un conjunto de simplificaciones y de supos,iciQ 

ne~ sobre la invariancia de ciertos par¡m~tros entre per'odos 

d e cal ; b r a ció n y 'd e p red ice ión, q u e r e s u 1 tan a 1 a 1 a ,r g a en 

u na, i m p re c i s ión del mo d'e 1 o . 

Se aplicó el predictor lín'eal en dos formas: 

En la primera se' hizo una estimación del gasto base fu~ra de 

1 'nea, y se utilizó el predictor para la predicción del escu­

~rimiento superficial. Para elio se desarrolló una metodolo­

gta de estimación del gasto bas~, fundamentada en el modelo 

supuesto para la cuenca. 

En la segunda, se ap~oximó linealmente el comportamiento glo-
" 

ba1 de la cuenca, con un modelo lineal y variante en el tiem-

po. 

los resultados 'similares en las dos formas de utilización del 

predictor hacen suponer que no se corisigue nada tratando de 

descomponer a "grpsso modo" el gasto total en una parte 1i-



204 

n e iI 1 (e ~ c: u' r r i m 1 en t o s u p.e r f i c i a 1) Y o t r a par ten o 1 i n e a 1 (9 a s t o 

base). 

Sin embargo, ~o fue posibl~ distinguir ~i ésto es debido a las 

características de la ,cuenca o a .las mediciones no muy confia­

bles que se ·tenían de las .precipitaciones. 

Finalmente se ~omprobó que si las precipitaciones y el 9a~to 

t o tal e n 1 a c u e n c a e s t u v i e r a n v i n c u 1 a d a s a t r a v é s d e u n m o,d e 1 o 

no lineal ya estudiadQ en el' Instituto, 'el predictor lineal 

autoajustable predice con gran precisión el comportam~ento del 

gasto total supuestas conocidas las precipitaciones futuras. 
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APENDICE A. MATRICES ELEMENtALES DE HOUSEHOLDER 

Definición 

Diremos que una matriz A € RPxP es elemental según Househol­

der (ver Householder 1361) si se cumple que~ 

donde: 

1 = 1 
P 

p € R 

U V = ... RP , c.. 

A = I - T puv (A. 1 ) 

(A. 2) 

Propiedades. L~ssiguientes propiedades de las "matrices 'ele 

mentales de Householder" son directamente verific'ables: 
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I 1 ) Determinante 

I 

I det {I p uv T} 1 T (A. 3 ) 

I 
- = pv u 

2) Traza 

I 
I T T (A.4) t {I - puv } = p - pv u r 

I 3) 

I {I - puv T}-l = {I - CTUV
T} ,(A. 5 ) 

I donde 

I CT - 1 + - 1 v Tu (A.6) p = 

o sea: 

I T}-l 1 T 
, . {I {I uv } (A. 7) - puv = - T v u-l/p 

I 
4) Autovalores 

I 
Denomin~ndo ~l ~ ~2 ~ .... > ~ a los autovalores (o.rde n~ 

I p 

dOs) de la matriz A. Y xl X sus auto vectores asocia 
p 

I dos, entonces: 

I 
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ii) 
T A = 1 - pv u 

p 
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= A = 1, asociadas a una varie-
p-1 dad ortogonal a v. 

con 

Demostración 

2) 
T P - pv u 

4} Es directamente comprobable que son autovectores:u, con 

1 ) 

3} 

T autovalor Ap = 1 - pv u, y cualquier vector x~ v con 

autovalores asociados l.' 

T = 1.1 .... 1. (I-pv u) = 
T = (I-pv u) 

Siendo det A f O, alcanza con verificar que el productd 

del a s e x p r e s ion e s A. 1 Y A. 7 d á c o m o r e s u 1 t a do 1 a i d:c·n,t f 

dad. 
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APENDICE B. ALGUNAS DESIGUALDADES PARA AUTOVALORES 

1. Sea una matriz A(pxp) real y siménica,con autovalores 

ordenados :. 

entonces: 
. x T. Ax 

i~ {A} < T mln x x 
( B. 1 ) 

i á {A} > x T Ax 
m x T . x x 

( B • 2 ) 

i ~ {A} mín xT Ax = T ml n . x ... .. x x 
(B. 3) 

--
T Ax 

imáx{A} máx x = 
x xTx 

(B.4) 

Demostraciones de lo anterior pueden encontrar~e en 1441 

'y 1 4 51 
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2. Sean A, B matrices (pxp)~.y C = 
( A,B reales y simétricas) 

Entonces 

1. {C} > 1 • {A} + 1 • {B} mln mln mln 

Demostración: 

Xl' Cx = 
x T x 

por ·(B.l): 
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A + B 

(B. 5) 

(B;6 ) 

( B • 7 ) 

pero S1 elegimos x tal que sea el autovector asociado al auto 

valor m1nimo de C y 1I xII 2 = 1, entonces: 

Con 10 que se demuestra B.5. Análogamente se demuestra 8.6 

considerando los autova10res máximos. 
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Sea A E RPXP s~mitricay positiva definida. Entonces: 

(B. 8) 

la demostración puede enco~trarse en 1441 



,. 

I 

-1 p-l + 
Pt :: Al A2'" At_ O 

t t 
E (TI 

i=l- j=l 

T A .) x. x. 
J 1 1 

luego, por (B.5); 

l t t T - t-p t - T 
~ # {P- }>~ # {E - e TI A.)X.X.}+~ ; { E ( TI L)x.x.}+ 

m 1 n t - ml n . t + 1 . . J 1 1 ml n . t +' 1 . . J 1 1 1:: -p J 1 1= -2P J=l 

t-rp+p t T -1 
+! ; { E ( TI A.)X.X.}+~ ; {Al" .AtP

o 
} 

ml n. t +1" J 1 1 m1 n 1= :rp J=l 

como L > A Ji.'; 
J - m J 

(C.I)' 

(C .. 2) 
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-1. {t P T} {t-rp+p rp T} {t-1 1 - {P
t 

}>1 - E A X.X. + ... +1 - E A x.x. +1 - A P } 
mln - m1n '-t +1 m, 1 1 , mln '-t +1 m 1 1 mln m o 1- -p 1- -rp 

(C.3) 

P t T rp t-rp+p T t {P- 1} 
> A 1 - { E x.x.}+ ... +A 1 - { E X.X.}+A 1 - o 
- m mln i=t-p+1 11m m1n i=t-rp+1 11m m1n 

(C.4 ) 

luego, por (3:50): 

c.s. 

1 - Arp 
n {P-1} > m ,p + ,t n _' {P- 1} 
)1..- t m A A)I.. mln 1 _ AP m m m1n o c.s. (C.5) 

m 

como por (B.8) result.a 

1 - {P t-
1} = 1/1 - {P t } mln max 

entonces 

1 - {P t } < fmA P 
max -L m 

c. s. (C.6) 

con 10 que se demuestra 1 a segunda desigualdad de (3.56). 

Po r otro 1 a do) notando que como A m < 1 Y r > 1 (t > p ) , se 

cumple que 

1 - >,P < 
m 1 - A rp (C.7) 

por lo que 
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l l AP l 6 m < R.
M ( e . 8 ) 

m AP l A rp mA P 
m m m 

con 10 que se demuestra 1 a cota ( 3 . 55) . 

Para demostrar la otra part~ de la desigualdad, partimos de 

(C.I), y por (B.6): 

t t 
R. • {Pt-

l } < R. . {Al'" At P- l } + R. . {E' (TI A.) x.x~}+ 
ma x - ma x o ma x '. tI' . J 1 1 

1= -P+ J=l 

t-rp+p t 
•... + R. • { E ( TI 

max. +1" 1 rp J= 1 

por (3.50) Y (3.52): 
'-

T . t-rp t T 
A.)X.X.} + R. . {E (TI A.)X.X.} 
J 1 1max i=I j=i J 1 1 

(C.9) 

"{ -I} R. máx P
t 

c.s. (C.IO) 

como R. . {P
t
- I } = I/R. . {P

t
} max m1n 

R. . {p t} > [A Mt R. • { P - 1 J + M m1n max o (c.ll) 

. con 10 que se demuestra la primera parte de (3.56). 

Además, de (C.II) resulta" que ~t > p: 
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t ~ {P
t

} mln 

con 10 que se verifica (3.54). 

'proposición 2 
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c.s. (C.12) 

. De acuerdo a (3.34): -e 1 = [1' P x x T J -e 1 
t+l -At +l t+l t+l t+l t (C.13) 

por otro lado, de (3.30): 

= 

= 1 ( C • 14) 

entonces: 

[p -
't 

(C.15) 

Sustituyendo (C.15) en (C.13): 

(C.16) 

Aplicando (C.4) regresivamente en el tiempO se concluye 



I 
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( C . 20 ) 

y por 1 a s ecuaciones (3.39): 

-lT T' 12 

-1 -1 
\+1 

[el p- 1 el 
e: t +1 j (C.21) 8t +1 Pt +1 8t +1 T t t t 1 + xt +1 Pt xt +1 

12 
Como At +1 < 1, Pt > O Y e: t +1 ~ O, entonces de (C.21) se 

deduce que la sucesión es decreciente. Es ~ositiva pue~ 

to que c6mo xt +1 es persistentemente ~xcitante, entonces 

Pt +1 (y también P'tl1) es positiva definida debido a la 

proposici6n 1. 

De (C. 21): 

siendo AM < 1, Po > O, entonces se deduce (3.64) 

Para demostrar ii): 

De acuerdo a (3.61) 11 e ~II < ( ! . L) 
i=l 1 

1, # P 1 
max t p~ ~ 

1, # P mln o 
o 

(C.22) 



" 

(3.60), con lo que se demuestra i). 

Pa ra demostrar 

de (3.60) .11 8 ~II 

como 1 ~ max 
p- 1 
o 

i i ) : 

t 
< lT >,. 1~ Pt - ;=1 1 max 

= 1/1 # Po (ya mln 

1máx Pt 1 
-:......;;;...:~·Iell o 1. P mln o 

Con 10 que se demuestra (3.61). 

1 I max 

que 
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p- 1 I e~11 (C.1?) o 

Po > O) , en tonc.es : 

(C.18) 

Para demostrar .íi;) se procede como antes, pero tomando 

autovalores mínimos en lugar de máximos. 

'p'roposición 3 

Para demostrar i): 

De acuerdo a (C.16) 

de acuerdo a (C.15), (C.14) y (C.19): 
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-1 
C o m o ~ e 0 11 < ro, y R. m á x P t < R. m c. s. ( con s tan te) por 1 a p r Q 

I 

posición 1, entonces 

t 
O < Ila tll < ( 1T 

i=l 
). . ) 

1 
c. s . 

como lím c • s . se deduce (3.66) 
t-+ ro 

froposición 4 

Aplicaremos (3.68) para cada salto en el parámetro y por su-

perposición: 

1 

sacando 1 a constante como factor común, y el máximo de 1166·11 : 1 . 

lIai 1I 
M 1 - AP 

AM to+-r t O+T 
<- m (máx 1166 ·11) 1: (1T A.) (C.23) 

).p 1 - AP tI' . 
1 

i=to+1 
. . J 

0+1' m J 1 m M 0+ <l<t +T 
~ --o 

pero como 

(C.24) . 

Sustituyendo (C.24) en (C.23) se deducen (3.73) y (3.74). 
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Demostración de la proposición 5: 

De (3.36) Y (C.15): 

(C.25) 

Nótese que el 3°, 4° Y 5° sumandos tienen media nula y pueden 

ponerse como it+i e t +1 con Zt+l independiente de e t +1 . 

Como 

y 

entonces (C.25) queda: 

(C.26) 
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como el segundo ~umando es negativo o nulo: 
., , '", 

CC.27) 

como: 

.entonces: 

T '3 _ 3T _ M~; ~ P e 2 E{e3 p-l e } E{A a p- 1a3lt- E (A max t t+.l}. 
t+l t+l t+l 2t+l t t t t+l I+Mt , P 

(c. 28) 

. aplicando C.28 recursivamente, y usando 3.56 

donde r. = E. {i-ll 
1 

demostración de i) 

Como > t ; mln 

max t 

Mt ~ P 2 max o e 
1 I+Mt ; P max O 

e • s .( C. 29) 
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ree~plazando (C.29) en (C.30) y 

de (C.31) y (3.56): 

2 
M ~; p 

o max o 
l+W., P max o 

E{lIe~+1112} 1" ~ t+l t+ 1 
< C1(t) + 0

2 
.í: "( .TI. 

~mín P~+l 1 =2 J=l 

(1 -" p) [C1(tl 
2 t+1 . m < + o í: 

m(l_"rp)"p ;=2 m . m 

(l-"P) 
[C1(tl 

2 "M -m < -~ ... - + o 
m(1_"rp)"p 1 -m m 

2" P 
-3 2 0(1 - A ) 

lim sup E{lle t+1" } 2. . m 
t-t«> m \P m 

"M 

1 -" M 

I con lo que se demuestra i. 

I 
I 
I 
I 
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(C.31) 

'f~ J e.s. 

,~+2- i] . e. s . 

, t+lj 
~1 e. s. 

"M 

(C.32) 



I 
l. 
I 

I 

I 
I 

1-

l· 

I 
I 

I~· 

I 
I 

1> 

I 

I 

221 

demostración de ii) 

de (e.31) 

-3 2 . l' [ . 2 t+l A t+2-i M(I_AP) p+2 2 t+2-'] . 
E tila II} < e (t) +0 1: r. . + 1: o A. ' c. s . 

. t+l - t p-l· 1 i=p+3 m AP(1-A ,p) i=2 . 
mín t+l 

t+l 
. lím r 

t-- ;=p+~ 

c.s. 

y en virtud del siguiente lema queda demostrada la segunda pa~ 

te 

LEMA 

t+l At +2- i 1 
lím r < ----...;;;~-
t-- i=p+3 1 -A riP;- 1nO/A) 

En efecto: 

t+l ,t+2-i t+l ,t+2-i .t+l-p t+l ,p-i+l 
1: f\ . < r f\ . =A 1: f\ 

i=p+3 l_AriP - i=p+2 l_Ai - p-1 i=p+2 1 _ Ai - p- 1 
(e.33) . 
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llamando 9 (x) = 1 A < 1, x > O 

g(x) tiene una forma como la de 
g( x ) 

( a ) 

la figura (a) 

con Lf ----",-.,.--

~ ________ ~ ______________ ~ x 

t+1 AP-i+1 t+1 
¿ . '- ¿ g(i-p-1) (C.34) 

i=p+3 (1-A,-p-1)i=p+3 

luego, la suma C.34 está representada por el área de los rec-

tangulos de la figura (b). Es 

fácil demostrar, que habiendo 

un solo mínimo relativo (x>O) 

de g(x), rotando todos los rec 

tángulos a la izquierda de xm' 

dicha área queda acotada po~ 

la integral: 

t+1 
¿ 

i=p+3 

t+1 
¿ 

t+1-p 

g(i-r:-v<_1 
1 

t+1-p 

i=p+3 
g( i -p-i)< I 

1 

g(x) dx 

dx 

9 < x ) 

~--~~~~~~~~~----~x 

12 tt+,1~P 

t-P 
g( x ) 

I 
( e) 

= 
~~~~~----~x f t + 1 -p 12 

t-p 

= ln1, [_ 1 -ln(1-At +1- p)+(t+1-p)lnA+! + ln 1-AJ 
"- At +1':' p A AJ 

(C.35) 
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de (C.35) y (c.33) 

1ím t+l-p t+ 1 A p- i+ 1 
1 ' 

t+= 
{A E . i< (C.36) 

i=p+3 1 1 - p- - 1n(1/A) -A 

con 10 que se demuestra el lema. 
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