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RESUMEN

El problema general en que este trabajo se ubica, es el consumo de energia mecanica de robots manipu-
ladores seriales. Dentro de esta problemadtica tan amplia, la investigacién que aqui se presenta se enfoca
en el andlisis de criterios cinematicos y dindmicos para explicar la demanda energética de los mecanismos

seriales.

Se determinan los modelos cinematicos directo e inverso de posicion, velocidad y aceleracién. También
se obtienen los modelos dindmicos inversos de los manipuladores considerados, utilizando el método de
Euler-Lagrange. Se aplican los conceptos matematicos de valores y vectores propios, y de nimero de
condicién en las matrices relacionadas con dichos modelos, y se determinan mapas de manipulabilidad

cinematica y dinamica.

Se calcula el consumo de la energia mecanica de un manipulador serial de 2 grados de libertad en dos
casos de estudio con marcada diferencia en los tiempos de recorrido. Las trayectorias utilizadas pertenecen

a la misma familia pero con ubicacién diferente.

Los resultados obtenidos en este trabajo consisten en: a). La creacién de un mapa de torque estético,
el cual permite ver claramente la demanda de torque en las juntas. Permite también ubicar trayectorias
predefinidas cuando los tiempos de recorrido son relativamente grandes, por ejemplo para minimizar la
demanda de torque y el consumo de energia en el robot manipulador; b). También se crearon mapas
de elipses (o elipsoides) de velocidad y aceleracién para el 6rgano terminal del manipulador, ademés se
propusieron y calcularon medidas que indican de forma cuantitativa el comportamiento de la demanda
de velocidad y aceleracion en las juntas del manipulador, que para el caso cuando el tiempo de recorrido
es relativamente corto permite, por ejemplo, determinar la ubicaciéon de la trayectoria predefinida que

demandard menos energia.

Las aportaciones presentadas son: a). Un procedimiento completo y eficiente para calcular las elipses
de velocidad para cualquier punto del espacio de trabajo de manipuladores seriales, con la caracteristica
que es geométricamente y numéricamente mas simple; b). Se explica el consumo de la energia mecanica
en un manipulador serial a través de los mapas de torque estético, de elipses velocidad y aceleracién

lineal, asi como también con las medidas propuestas para la velocidad y aceleracién .
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Nomenclatura

Escalares

Simbolo  Significado

b;: Distancia que se encuentra en la direccién de la coordenada z; hasta la intersecciéon de

los ejes x;+1 v ;- Es constante si el par es de rotacién y variable si el par es prismatico

b; € R.

d;: Distancia entre los ejes z; y z; 11, es positiva y medida sobre x;,1; d; € RT.

E;: Energia demandada por la j-ésima junta del manipulador, FE; € R*.

7 Fuerza generalizada en la j-ésima junta del manipulador; fj’-k eR

g: Aceleracién de la gravedad, g = 9.81 m/s?.

I; Momento de inercia en el centro de masa de masa del i-ésimo eslaboén; I; € R.

m;: Masa del i-ésimo eslabon.

p(t) : Perfil de trayectoria, p(t) € [0, 1]; t: tiempo de recorrido.

P;(t):  Potencia demandada por la j-ésima junta del manipulador, P;(t) € R.

(r,®): Radio y édngulo correspondientes a las coordenadas polares de un punto en el espacio
trabajo, r € R, ® € [0, 27].

T: Funcién correspondiente a la energia cinética del sistema robdtico; T € RT.

V. Funcién correspondiente a la energia potencial del sistema robdtico; V' € R.

Vem,; ° Velocidad en el centro de masa del i-ésimo eslabén, medido en la base inercial; ven,, € R.

Wi : Peso del i-ésimo eslabén con ubicacion en el centro de masa; W; € R

o Es el angulo entre z; y z;+1, medida en la direccién positiva de x;11; a; € R.

K Numero de condicién de una matriz, k € [1,00).

R: Medida promedio del nimero de condicién sobre toda la trayectoria, & € [1,00).

Ky Reciproco del niimero de condicién de una matriz, x € (0, 1].

Ai: Valores propios de una matriz, A; € R.

n Indice de condicionamiento dinamico, u € R.

v Angulo entre semieje mayor y vector de la base inercial, ¥ € R.

o;: Valores singulares de una matriz, o; € R™.

Te; Torque estatico en la j-ésima junta del manipulador; 7, € R.

Tin; Torque en la j-ésima junta debido a las fuerzas inerciales; 7, ; € R.

0;: Es el angulo entre los ejes x; y x;41, medido en la direcciéon positiva de z;,

es constante cuando el par es prismatico y variable si el par es de rotacion; 6; € R.

v



Vectores

Simbolo

Significado

[ay,i+1]; = :

Funcién vectorial que parte del origen del sistema (x;,y;,2;) v llega al origen del

: ) 3
sistema (X;t1,¥i+1,%Zi+1); a; € R°.

e : Vector unitario paralelo al eje z;; e; € R3.
f* . Fuerza generalizada en las juntas del sistema robético; f* € R™.
g: Aceleracién de la gravedad, g € R3.
q: Desplazamiento generalizado en las juntas articulares del manipulador, q € R™.
Pot : Punto ocupado por el érgano terminal del manipulador, p,; € R™.
r;: Vector de posicion que parte del origen de la base inercial y se dirige hacia el
centro de masa del i-ésimo eslabén; r; € R™.
S; : Vector de posicién determinado a través de una recursién regresiva, parte del
centro de masa del i-ésimo eslabén y se dirige hacia la base inercial; s; € R™.
u: Funcién vectorial que parte del origen de la base inercial y llega al origen de la
base del érgano terminal; u € R™.
Vi Vectores propios unitarios de la matriz, ¥; € R™.
T(t) : Funcién vectorial correspondiente a la trayectoria; T(t) € R™.
(Xi,¥i, Zi): Base fija al i-ésimo eslabén de acuerdo al método de Denavit-Hartemberg;
X;, Vi, 2zi € R3.
wj Velocidad angular en la i-ésima junta, medido en la base inercial; w; € R3.
0: Desplazamiento angular en las juntas articulares; 8 € R™.
Matrices
Simbolo Significado
A Matriz definida positiva obtenida de la matriz Jacobiana, A € R™*™,
A;: Matriz de 3xi cuya j-ésima columna es el vector unitario paralelo al eje j-ésimo
par cinematico, A; € R™*"™,
B: Matriz simétrica semidefinida positiva, obtenida a partir de la matriz Jacobiana
y la matriz generalizada de inercia, B € R"*"™,
I, : Matriz de inercia de masa del i-ésimo eslabon medido en su centro de masa;
| RS R3%3.
I : Matriz de inercia de masa centroidal del i-ésimo eslabon medido en la base iner-
cial; I; € R3*%3.
I(q) =1, Matriz generalizada de inercia correspondiente al manipulador; I(q) € R3*3.
I,: Matriz identidad,I; € R™*™,
J: Matriz Jacobiana, J € R™*"™,
E;, =¢;x Matriz antisimétrica con componentes sobre el eje de rotacién; E; € R3*3.
P;: Producto de matrices de rotacién, esto es, Q1Qs ... Q;; P; € R3%3,
[Qii+1); = Qi :  Matriz rotaciéon que gira al sistema coordenado (x;,y;,2z;) a una orientacién
paralela el sistema (X;t1,yi+1,%i+1), referida al sistema coordenado (x;,y;,2;);
Q; € R3%3.
R, : Matriz de transformacién correspondientes a las derivadas parciales de los vecto-

res s;; R; € R™*",



Operaciones

Simbolo  Significado
() A
2
( ) ) d d(t2 )
[ ]! inversa de [ |

axb
a-b
-l
p(r, @)

transpuesta de | |

traza de [ |

determinante de [ ]
producto vectorial de a y b
producto escalar deay b
norma de la matriz
longitud de p(r, @)

VI



Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1. Aspectos generales y relevancia de la investigacion.

La modelacién de robots o partes de ellos puede ser enfocada desde muy diversos aspectos, tanto desde
el punto de vista fisico como matemdtico. La investigacion presentada en esta tesis parte del concepto
tecnolégico de manipulabilidad para enfocarse en el concepto fisico de energia y su optimizacién para
llegar al desarrollo de modelos matematicos eficientes como herramientas préactico-conceptuales de analisis

de robots manipuladores seriales y su desempertio eficiente desde el punto de vista energético.

En los capitulos 2 y 3 se procede al desarrollo de los modelos cineméticos y dindmicos que permiten
plantear adecuadamente el problema para los efectos aqui considerados. En el primer caso se utiliza el
método de Denavit-Hartenberg para establecer la cinemética directa e inversa de posicién, velocidad y
aceleracion para un posicionador de dos grados de libertad con juntas rotatorias, asi como el manipulador
PUMA para sus tres primeros grados de libertad(GdL). En el segundo caso, la dindmica inversa, los
modelos de los sistemas considerados se tratan mediante la ecuaciéon de Euler-Lagrange, lo que establece
dicha dinamica en el contexto adecuado para el estudio de los aspectos relacionados con la energia.
Ademas se realiza una representacion genérica de las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes al
problema; una vez realizado esto, se procede a obtener el modelo dindmico para el manipulador PUMA

con sus tres primeros GdL.

Una vez determinados los modelos cinematicos y dinamicos de los manipuladores robéticos, en los
capitulos 4 y 5 se procede al andlisis de los elementos principales de éstos a través de conceptos ma-
tematicos tales como numero de condicion, valores y vectores propios, y determinante de una matriz,
generandose graficos que indican el comportamiento cinematico y dindmico de los manipuladores sobre

el area de trabajo de éstos.

En el capitulo 6, se procede a la determinacién de la energia mecanica en los robots manipuladores
casos de estudio sobre una familia de trayectorias especificas que tienen las mismas caracteristicas (mismo
lugar geométrico y perfil de trayectoria) con la finalidad de comparar a éstas bajo condiciones semejantes
y de esta forma identificar los principales factores que influyen en la demanda de energia. Finalmente se

emiten las conclusiones de este trabajo de tesis.

Con respecto a trabajos existentes que se relacionan con el tema de investigacién, por ejemplo, se
pueden citar: El articulo publicado por Li y Bone[1], que realizan una evaluacién energética entre un robot
paralelo espacial de 3GdL de la Universidad de Maryland, semejante en la estructura al robot DELTA
y un robot serial de 3GdL del tipo antropomorfico con el objetivo de comparar ambas arquitecturas,
que guardan caracteristicas semejantes, por ejemplo: el espacio de trabajo de 1 m didmetro, ademas
que tienen los mismos drivers en los motores, ambos tipos de robots transportan una carga de 10 kg.
El Organo Terminal (OT) sigue una trayectoria lineal en la direccién de uno de los ejes coordenados
(x,y,2), comenzando en una posicién de descanso, con un periodo de aceleracién constante seguido por
un periodo igual de desaceleracién constante. Dentro de los resultados que presentan, es que los robots

paralelos consumen en promedio unicamente el 26 % de la energia de lo que consumen los robots seriales,



esto se debe al movimiento de masa atribuido al disefio mecdnico de los robots paralelos que es de un 70 %
con respecto a los robots seriales, también se debe a la presencia de gravedad (o la ausencia de balance
estatico) que causa un consumo de energia de aproximadamente el doble. Con el efecto de la gravedad, la
potencia demandada aumento casi linealmente con la velocidad promedio, mientras que sin gravedad ésta

se incrementa de forma aproximada linealmente con el producto de la aceleracion y velocidad promedio.

Diken|[2], en su articulo realiza una bisqueda de la trayectoria que demanda menos energia, para
lo cual propone una trayectoria que tiene como lugar geométrico una media sinusoide y como perfil de
trayectoria una funcién arménica, por lo que las dos variables son la amplitud correspondiente a la media
sinusoide y el tiempo. Lo aplica, a un manipulador de arquitectura antropomérfica (PUMA 600) tomando
en consideracién unicamente sus tres GdL. En el cual, las coordenadas cartesianas de los puntos inicial y
final de la trayectoria son p; = (0.6, —0.6,0.5) y ps = (0.5,0.1,0.5) respectivamente. La amplitud de la
trayectoria varia de valores positivos a negativos en el plano xy y en el plano zy, y el tiempo los fija para 6
y 9 segundos. Dentro de los resultados que presenta es que la trayectoria sinusoidal hacia fuera del cuerpo
del manipulador en el plano xy con amplitud de A, = 0.27 m y la trayectoria sinusoidal hacia abajo en
el plano zy con amplitud de A, = —0.22 m, completan la tarea con el consumo minimo de energia, con
los valores de £ = 72.59 J y E = 88.9 J correspondientes. La explicacién que da sobre estos hechos, es
que cuando la estructura del robot se mueve de manera descendente, las fuerzas gravitacionales ayudan

a reducir los torques de los actuadores.

Chou y Song [3] realizan la planeacién del lugar geométrico de las trayectorias en un manipulador
de 2GdL a través del estudio del “trabajo geométrico” con el objetivo de minimizar el consumo de
energia. Este concepto, lo definen como “la suma del valor absoluto del trabajo consumido por todos
los actuadores del sistema robdtico menos el valor absoluto del trabajo de salida hecho por el sistema al
medio”. Mencionan que la eficiencia de los robots de la generacién actual en general son muy pobres debido
a la existencia de este concepto y es dependiente de la geometria el cual puede ser eliminado adoptando
una geometria especial, el cual desacopla el movimiento gravitacional del movimiento horizontal; para la
posicion del OT, se determina analiticamente las zonas de cero trabajo geométrico, generando con ello
un mapa en el espacio de trabajo de estas zonas, que son las direcciones més recomendables a seguir. Por
otro lado, realizan la planeacién del lugar geométrico para el menor consumo de energia por medio del
método de la programacion dinamica y los resultados son comparados con el mapa de las zonas de cero
trabajo geométrico, en el cual, encuentran que el OT del robot tiende a moverse hacia las zonas de cero

trabajo geométrico tanto como le es posible.

En el articulo de Santos et al.[4] proponen y desarrollan una estrategia que maximice la precisién y
que minimice el consumo de potencia mecéanica. La estrategia propuesta define una funcién que contiene
la manipulabilidad cinemética y la potencia mecanica relacionadas a través de un factor de peso k € [0, 1],
cuando k=0 se busca el éptimo tinicamente de la manipulabilidad y cuando k=1 el 6ptimo corresponde a
potencia mecanica, estableciendo con esto un indice de desempeno en los manipuladores robéticos para
ubicar un cuerpo rigido (lugar geométrico de la trayectoria predefinida) a través de la optimizacién de la
funcién multiobjetivo. Presentan los dos primeros casos de estudio con el manipulador SCARA y el tercer
caso de estudio con el manipulador PUMA 560, ambos para los tres primeros grados de libertad. Para
realizar los experimentos propone que el OT del manipulador pase por 7 y 8 puntos cartesianos que se
encuentran dentro del espacio de trabajo, los cuales los une a través de funciones polinomiales de tercer
grado. En el primer experimento propone 7 puntos y el tiempo total de recorrido de 07 s. Obtiene que
los mejores resultados son proporcionados con los factores de peso, k=0.2, 0.5, 0.6 y 0.9. Para el caso de

k=0.9, se mejora en un 28 % el indice total, la manipulabilidad mejora en un 62 % y la potencia mecénica
2



mejora un 18 %. En el segundo experimento propone 8 puntos, diferentes a los del primer experimento, con
un tiempo de recorrido de 07 s. Obtiene que los mejores resultados son proporcionados por los factores de
peso k=0.3, 0.4 y 0.7. Para el caso donde k=0.7, el indice total mejor6 17 %, la manipulabilidad mejoré un
46 % y la potencia mecénica mejora 3 %. De forma equivalente realiza el tercer experimento proponiendo
puntos y tiempo de recorrido, y obtiene los factores de peso que proporcionan mejores resultados en
cuanto a incrementar el valor de la manipulabilidad y disminuir la potencia mecanica demandada por el
manipulador. Concluyen que, en efecto, el reposicionamiento de las trayectorias incrementa exitosamente
la manipulabilidad y disminuye la potencia mecdnica consumida, de forma simultanea. Concluyen ademéds

que no existe una clara dependencia entre las dos variables.

Realizando un anélisis de los aspectos importantes en dichos trabajos y sus respectivas limitaciones,
se comenta lo siguiente: En el articulo de Li y Bone [1], estos autores realizan la evaluacién de la potencia
mecanica demandada por los actuadores para seguir trayectorias semejantes dentro del espacio de trabajo
de los manipuladores paralelo y serial. Con las evaluaciones obtienen resultados con los cuales confirman
que los manipuladores paralelos consumen menos energia que los seriales con excepcion de trayectorias
verticales; sin embargo, en el mismo espacio de trabajo de los propios manipuladores las condiciones
cambian, por lo que los resultados presentados no reflejan realmente la demanda de energia por parte
de los manipuladores, ademas que no introducen algiin concepto matematico adicional a los modelos

cinematicos y dindmicos para sustentar lo determinado.

En el articulo de Diken[2], lo interesante es la proposicién de la trayectoria sinusoidal, dado que con
ello se genera una familia de trayectorias que tienen las mismas caracteristicas con excepcién del lugar
geométrico, lo cual permite evaluar y comparar a éstas en circunstancias semejantes. Sin embargo, no se
da una explicacion clara del porqué en determinada trayectoria con cierta amplitud se demanda menos

energia y cudles son los principales factores que influyeron para que la demanda de energia fuera minima.

Con respecto al articulo de Chou y Song]3], lo interesante es la utilizacién del concepto de “trabajo
geométrico” para generar mapas con direcciones de trabajo geométrico cero con la finalidad de explicar
el por qué cierto lugar geométrico de una trayectoria minimiza la energia demanda al seguir cierta ruta.

Sin embargo, dada su formulacién, esto se aplica inicamente a casos cuasiestaticos.

En el articulo de Santos et al.[4], un aspecto importante que realizan es la proposicién de la fun-
cién multiobjetivo para maximizar manipulabilidad cinématica y minimizar al mismo tiempo la energia
mecanica del manipulador cuando el OT sigue una trayectoria predefinida, y que en efecto lo logran
reubicando dicha trayectoria; sin embargo no dan una explicacién del motivo por el cual en ese nueva
posicién, la descripcion de la trayectoria por parte del robot manipulador, éste demanda menos energia.
De forma equivalente con la manipulabilidad, no dan una explicaciéon del por qué en esa nueva posicion
de la trayectoria, al aumentar la manipulabilidad cinemética disminuye la potencia mecénica demandada

por el robot manipulador.

Por otro lado, realizando una revisién en la literatura sobre la aplicacién del concepto de manipulabi-
lidad cinematica en sus multiples acepciones, se encontré que basicamente lo han aplicado para evaluar
el desempeno cinematico y/o para el diseno de las diferentes arquitecturas mecanicas [17], [18], [19], [20]
[21],[22], [23], ¥ [24]. En el capitulo 4 de este trabajo, se presenta una introduccién de lo analizado por
estos autores y se aborda con detalle dicho concepto; de forma similar para el concepto de manipulabi-
lidad dindmica se encontré que lo han aplicado para disenar y/o evaluar el desempenio dindmico de las
arquitecturas mecdanicas [32], [33], [34] y [35]. En el capitulo 5 se da una introduccién de lo presentado

por dichos autores y se aborda con detalle dicho concepto.
3



Dado lo anterior, se puede ver que ain existen aspectos importantes que se requieren contestar en
cuanto a la minimizacién de la energia en robots manipuladores seriales, como por ejemplo: jque sucede
con la ubicacion de la estructura del manipulador cuando una trayectoria demanda la menor energia para
su seguimiento?, ; Que tanto depende la demanda de energia con respecto al tiempo?, ;Se pueden aplicar

conceptos matematicos en los modelos cineméticos y dinamicos para explicar la demanda de energia?.

1.2. Definicion del problema

Dados conceptos matematicos relacionados a los modelos cinematicos y dindmicos de los robots manipu-
ladores del tipo serial, determinar la influencia que tiene la posicion y el tiempo en la demanda de energia
mecanica dentro del espacio de trabajo de éstos.

Restricciones del problema

1. Las arquitecturas mecanicas de los robots manipuladores que se estudian se consideran existentes.

2. Las arquitecturas mecdnicas de los manipuladores que se analizan con respecto al consumo de
energia estan libres de configuraciones singulares.

3. En la determinacién de los modelos dinamicos de los robots manipuladores se asume que los esla-
bones son cuerpos rigidos y la masa de éstos se pueden concentrar en un punto llamado centro de
masa.

4. No existen restricciones en cuanto a los limites maximo y minimo en velocidad, aceleracién y torque
que pueden suministrar los actuadores de los robots manipuladores en estudio.

5. Para la determinacion de la energia mecanica demandada por el manipulador se consideran las
fuerzas gravitatorias e inerciales debido a las masas de los eslabones.

6. Las conclusiones emitidas aplican a los casos de estudio presentados.

1.3. Objetivos

Objetivo general
Realizar el andlisis de la influencia que tiene la posicién y el tiempo en la demanda de la energia mecénica
en robots manipuladores del tipo serial a través de conceptos matematicos relacionados con sus modelos

cinematicos y dindmicos.

Objetivos especificos

1. En el modelo cinematico de velocidad analizar el comportamiento de la matriz Jacobiana sobre el
area de trabajo de los manipuladores que se presentan como casos de estudio.

2. Con el modelo dinamico de los manipuladores, calcular el torque total y analizar el comportamiento
del torque demandado por las fuerzas gravitatorias. Asimismo, analizar el comportamiento de la
aceleracion e inercia de masa del sistema robdtico.

3. Sobre una trayectoria especifica, introducir los elementos de andlisis obtenidos en los objetivos 1 y
2 para explicar la influencia que tiene la posicién y tiempo en la demanda de energia mecédnica en

los robots manipuladores del tipo serial.



1.4.

Hipotesis
Las transformaciones cinemadticas (especificamente de velocidad) sobre el espacio de trabajo del ma-

nipulador tienen un comportamiento tal, que existe la posibilidad de que pueden ser representadas

a través de funciones mas sencillas, como por ejemplo, funciones polinomiales.

. La transformacion isotrépica de velocidad implica posiciones con buen desempeno cinematico en

todas las direcciones del OT del sistema robotico pero no necesariamente implica posiciones donde

el manipulador demande menos energia en el sistema.

. Los factores tiempo, y posicion del OT dentro del drea de trabajo del manipulador estan relacionadas

de forma directa en la demanda de energia mecdnica, tal que pueden explicarse en parte a través
de las transformaciones de velocidad y aceleraciéon, y torque debido a las fuerzas gravitacionales de

los robots manipuladores.



Capitulo 2

MODELACION CINEMATICA DE ROBOTS MANIPULADORES
SERIALES

2.1. Introduccién

En este capitulo se presenta una introduccién al método de Denavit-Hartemberg y se realiza el andlisis
cinematico directo de dos manipuladores seriales de 2 y 3 GdL con juntas rotatorias. También se determina
el modelo inverso de posicién con proyecciones geométricas. Y finalmente se realiza el analisis directo e

inverso de velocidad y aceleracion.

2.2. Analisis de posicion con el método de Denavit-Hartemberg

De acuerdo a lo presentado por Rojas [8], el método de Denavit-Hartemberg [6] emplea ecuaciones de
cerradura para realizar las transformaciones afines. Se basa en las siguientes consideraciones para definir

los ejes unitarios en cada uno de los eslabones (ver figura 2.1).

z; : Es el eje del par que conecta los eslabones i e i+1. Se elige como:

a) el eje de rotacidn si el par asociado es rotatorio (R).
b) la direccién de traslacién si el par asociado es prismético (P).

x; : Es la perpendicular comin a z;_1 y z; dirigida de z;_1 a z;.

y; : Completa el sistema coordenado dextrogiro del i-ésimo eslabén.
Los parametros del eslabonamiento 7 e i+1.

d; : Es la distancia entre los ejes z; y z;+1, siempre positiva y medida sobre x;1.

«; : Es el dngulo entre z; y z;11, medida en la direcciéon positiva de x;41.
Ademas se tienen las siguientes variables:

b; : Es la distancia correspondiente a la coordenada z; hasta la interseccién de los ejes x;11 y z;. Es
constante si el par es de rotacion y variable si el par es prismatico.
0; : Es el angulo entre los ejes x; y x;+1, medido en la direccién positiva de z;, es constante cuando el

par es prismatico y variable si el par es de rotacion.



//Xi+1

Xi

Figura 2.1: Pardmetros y variables que definen una cadena cinemética [8].

La matriz [Q;;41], denota una rotacién que lleva el sistema coordenado (x;,y;,z;) a coincidir con el
sistema (X;4+1,¥i+1,2Zi+1). El subindice del paréntesis rectangular indica que esta matriz esta representada
en el sistema (x;,y;,2;). Esta matriz se obtiene mediante la composicién de dos rotaciones, una de un
angulo 6; alrededor de z;, que transforma x;,y; en x},y. respectivamente, seguida de un dngulo «;

alrededor de x;. Asi se obtiene:

cl; —s0; 0 1 0 0 cl; —sb;ca; sO;say
Qiit1); = | sbi cb; 0O 0 coy —sa; | = | s0; cbico; —cbisay |, (2.1)
0 0 1 0 soy coy 0 sq; coy

donde ¢() denota el coseno de () y s() denota el seno de (); el vector de traslacién se forma como:

— —

[a;,i41]; = [0i0i + [Qsi41]; [0;0i41)it1

con
T
[0:0;]i = (0,0, ;]
A T
[0;0i41)i+1 = [d;,0,0]
por lo que
0 692' —892' 0 dz dzcﬁz
[@iit1]; = 0 | + | s0; «cb; O 0 | =| dist; |, (2.2)
b; 0 0 1 0 b;

que es la expresién para el vector que une los origenes de los sistemas i e i+1.



Reglas para efectuar el modelado cinematico directo de los robots manipuladores.

. Identificar cada de las juntas cinematicas del robot manipulador y trazar lineas correspondientes a

los ejes.

2. Enumerar cada uno de los eslabones del manipulador empezando por uno para el que no se mueve.

2.3.

2.3.1.

. Enumerar cada una de las juntas cinematicas que tiene el manipulador, esto es, entre la junta que

forman los eslabones i e i+1 se encuentra el eje de la junta i.

Fijar las bases locales (x;,y;,2;) de los eslabones de acuerdo a las definiciones dadas para la for-
macion de éstas.

Llenar la tabla 2.1 de pardametros y variables correspondientes a la cadena cinematica del manipu-

lador. Para i=1,2. .. ,n-1,n; n:nimero de juntas del sistema.

Tabla 2.1: Tabla de parametros y variables
i dl (673 bz 01
1

n

. Por cada uno de los renglones de la tabla obtenida en la regla 5, formar la matriz de rotaciéon y el

vector de traslacion correspondiente.

El vector de desplazamiento u que representa el modelo cinematico directo de posicién del mani-
pulador se forma sumando los vectores de desplazamiento [a; ;41]1 referidos a la base inercial. Esto
es, por ejemplo: u = [ay ,41]; = [a12]; + [Aa23]; + ... + [An 1] -

La matriz de rotacion final referida a la base inercial se forma postmultiplicando las matrices de

rotacién, por ejemplo: [Q1,,41]; = [Q1.2]; Q235 - - - [Qnnt1l,,-

Determinacion de los modelos cinematicos directo e inverso de

posicién, velocidad y aceleracion

Manipulador de 2GdL con juntas rotatorias

El problema cinemitico directo de posicién consiste en encontrar la funcién vectorial u € R? dada

la funcién vectorial de posicién @ € R? en las juntas articulares.

En la figura 2.2 se muestran las bases colocadas en dicho manipulador aplicando método de Denavit-

Hartemberg(D-H), y en la tabla 2.2 se presentan los pardmetros y variables obtenidos.

Tabla 2.2: Parametros y variables de la arquitectura mecanica de 2GdL
1({lL |0 |0 |6
210 {0 [0 |6

donde l1 =1l = 0.25 m.
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Figura 2.2: Fijacion de bases en la arquitectura mecdnica de 2GdL.

Los vectores de traslacién y las matrices de rotacién se obtienen sustituyendo los parametros y varia-

bles en las ecuaciones 2.1 y 2.2, esto es

Qi2);, =Qi1=| s01 b O

[Q23], =Q2=| s02 by O

[ai o], = a1 = [l1¢6y,115601,0)"

691 —891 0

0 0 1

[ag 3], = az = [lacha, 2507, )"

692 —892 O_

0 0 1

Por lo que la funcién vectorial que va de la base inercial al OT es

simplificando dicha funcién

u=a;+ Qa

T [ l1c0 + 120(91 + 69)
Y = 11801 + 128(91 + 92)
z 0

considerando Uinicamente las componentes x, y de la ec 2.4,

= [ x [ lich1 + 126(91 + 92)

Y l1s61 + las(61 + 62)

El problema cinematico directo de velocidad consiste en encontrar la funcién vectorial &1 € R?

del OT del manipulador dadas las posiciones y velocidades en las juntas articulares 8,0 € R2

Dicha velocidad en el OT del manipulador (1), es obtenida derivando con respecto al tiempo a la

ecuacion 2.5, es decir,

|

9

—11891.9.1 — l28(91 + 92)(91 —I—.ég)
11¢6101 + lac(61 + 602)(61 + 62)

(2.6)



La ec. 2.6 se puede representar de forma matricial

- —l1s01 — 128(91 + 92) —128(91 + 92)
l1c01 + l26(91 + 92) 126(91 + 92)

6
[ 9; ] (2.7)

N —
1 2

donde los términos 1y 2 de la ec. 2.7 son la matriz Jacobiana J y la funcién vectorial @ de velocidad en

las juntas articulares respectivamente. Por lo que dicha ecuacién se puede representar como

a=Jo (2.8)

El problema cinematico directo de aceleracién consiste en encontrar la funcién vectorial it € R?
del OT del manipulador dadas las posiciones,velocidades y aceleraciones en las juntas articulares, esto

es, 0,0,0 € R? del manipulador; ésta se obtiene derivando con respecto al tiempo a la ec. 2.8, esto es
ii=J6+J6 (2.9)
donde J es la derivada con respecto al tiempo de la matriz Jacobiana, que corresponde a

—1109191 — 120(91 + 92)(91 + 92) —120(91 + 92)(91 + 92)

= . . . . .
—11561601 — 128(91 + 92)(91 + 92) —128(91 + 92)(91 + 92)

(2.10)
El problema cinematico inverso de posicién consiste en encontrar la funciéon vectorial en las

juntas articulares @ € R? dada la funcién vectorial de posicién u € R? del OT del manipulador. Los

elementos de la funcién vectorial @ son 6, y 6-.

Realizando la determinacién de los angulos a través de proyecciones geométricas en la configuracion
codo abajo (cab) (fig. 2.3), se obtiene

v

Figura 2.3: Angulos de la arquitectura mecanica de 2GdL.

—l2 _ l2 2 2
057" = 1 — v = 1 — arccos ke Tt (2.11)
201y
2 72, .2, .2
cab __ _ Yy ll B l2 +xt+y
07" = a — f = arctan <E) — arc cos ( o (@2 + )12 (2.12)
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Para el caso de la configuracién codo arriba(car)
054" =+~ (2.13)
07" = a+ p. (2.14)
La singularidad del brazo se puede determinar a través de la matriz Jacobiana,
det(J) = l112565. (2.15)
El determinante de la ec. 2.15 es cero para 65 =0y 6y = 7.

El problema cinematico inverso de velocidad consiste en encontrar la funcién vectorial en
las juntas articulares & € R? dadas las funciones vectoriales de posicién y velocidad, 8,01 € R?, del

manipulador. Esta funcién se puede obtener de 2.8

6=J""1a (2.16)
donde la inversa de la matriz Jacobiana es
L0y + 09) csc by L5(61 + 05) csc Oy
I = e T : 2.17
[ _ <% n (€1l—11-92)) cscly — (% + (91l-1|-92)> csc Oy ] ( )

donde csc() denota la cosecante de ().

El problema cinematico inverso de aceleracion consiste en encontrar la funcién vectorial en las
juntas articulares @ € R? dadas las funciones vectoriales de posicién, velocidad y aceleracién 6,0, 1,1 €

R? del manipulador.

Esta funcién se puede obtener de la ec. 2.9, esto es

6=J"'ua-J I 'a (2.18)
N——

[

donde el término “c” de la ec. 2.18 corresponde a

. A B
“1%1-1 _
S e (2.19)
A=t ( 01 + 02)0; + cOycsc 620
= 22 (8(01 + 02)01 + cbicsc b202
B = % (—(l1891 + las(61 + 92))91 — cBycsc by(licls + lg)ég) (2.20)

C = cs_l6192 <_C(91 + 02)0; + sbycsc 9292)
D =g ((l1091 + (01 + 02))01 — sthescOa(lrch + 12)92)

11



2.3.2. Manipulador PUMA 600 para sus 3 primeros GdL

La obtencién del modelo cinemaético directo de posicién del manipulador PUMA, se realiza con el método
de Denavit-Hartemberg tomando tnicamente los tres primeros grados de libertad, dada la importancia
que tienen en cuanto a las longitudes y las masas de los eslabones con respecto a las tres juntas restantes.
También se determina el modelo cinematico inverso con proyecciones geométricas, finalmente se realiza

el andlisis cinematico directo e inverso de velocidad y aceleracién.

Los parametros y variables obtenidos para la configuracién brazo izquierdo se muestran en la tabla
2.3. Para la configuracién brazo derecho, el parametro «; de la primer fila de dicha tabla, toma el valor
de —m/2.

Tabla 2.3: Tabla de pardametros y variables del manipulador PUMA

1 dz (673 bl 01

110 |#x/2 |h |6+
21k |0 g | O+
311 | —7/210 | 603—m/2
410 | /2 f |0,=0

Las longitudes de los eslabones son: h = 0.6604,9g = 0.14909,k = 0.432, f = 0.432,1 = 0.02032, las

unidades estan dadas en metros.

Figura 2.4: Fijacién de bases en el robot manipulador PUMA.

Sustituyendo los parametros y variables de la tabla 2.3 en las ecuaciones 2.1 y 2.2, se obtienen los

vectores de traslacién y las matrices de rotacién

[a172]1 = a] = [O, 0, h]T

—691 0 —891
Qi2, =Qi=| —sb1 0 b,
0 1 0

[ag 3], = az = [—kcba, —ksb, g]T

12



—692 892 0
Q23], =Qa2=| —sby —chy O
0 0 1

[az 4]y = a3z = [Isf3, —lc3, O]T

893 0 093

[Q3,4]3 - QS = —C93 0 893
0 -1 0

0,0, /1"

[ags], = a1 =

El vector que parte de la base inercial hacia el OT

u=a; + Qiaz + Q1Qqa3 + Q1Q2Q3ay; (2.21)

con la finalidad de simplificar operaciones se pueden realizar operaciones de recursién regresiva, que
consiste en partir del OT e ir sumando las funciones vectoriales sobre la misma base hasta llegar al origen

de la base inercial, esto es,
s3 = a3 + Qszay
So = ag + Qos3 (2.22)
s1 = a1 + Qusa.

La cerradura para la rotacién resulta:

Qu4); = [Q1.2]; [Q23], [Q34]; = Q1Q2Q3 (2.23)

para simplificar las operaciones de las matrices de rotacién, se utiliza la siguiente notacién,

=Q
Py =P1Q2 (2.24)
P3 = P2Q3

Analisis cinematico directo de velocidad y aceleracién

Derivando con respecto al tiempo la ec. 2.21, se tiene:

U =4+ Qraz+ Qa2+ Q1 Qa3+ Q1 Qoa3 + Q1 Q243+ Q1 Q2 Q321+ Q1Q2Q324 +Q1 Q2 Qzas + Q1 Q2Qzay
(2.25)

u= 2319 + S 91a2 + Ql 69292 + 661 91Q233 + Qi 5929233 - Q1Q2g_3§93+

0= 2—2‘; + %(311 as + 391 Qoaz + 391 LQoQsay, Q1 522 502 T Ql%?; az + Q152 Fo2 Qsas, Q1 Q2 333 + Qle%—?;M
01
0
03
(2.26)
Las derivadas parciales pueden representarse de la siguiente forma. Por definicion del método de Denavit-

Hartemberg, por ejemplo as se obtiene de la siguiente manera,

0 T3 0 692 —892 0 T3 l’3692
as = 0 + Qz 0 = 0 + 892 692 0 0 = l’3892
by 0 by 0 0 1 0 by



ademas dado que Q2 es una matriz ortonormal,
T
Qz Q2 =1

por lo que la derivada de as con respecto a la variable 65, es igual

T3
aag_an T
8—92_8—92Q2Q2 0
0
considerando
OQ —892 —092 0 092 892 0 0 -1 0
Q:aTQng chy  —sby 0O —shy By 0| =|1 0 0
2 0 0 0 0 0 1 0 0 0
a dicha matriz se le denotara como,
0 -1 0
E=]11 0 0
0 0 O

la matriz E es la matriz antisimétrica cuya rotacion es el eje z, ademds suponiendo que a = [a,, ay, az]T

y b = [by,by,b.]T, entonces

0 —a. ay by
axb=(ax)b= Gy 0 —a, by |,
—ay Ay 0 b,
si el vector e = [0,0,1]7, entonces,
ex = E
por lo que,
aag
—— = Qay = e X ay,
50, 2 2

en general, las derivadas parciales de las funciones vectoriales pueden determinarse aplicando el producto
vectorial entre el vector axial e y la funcién vectorial. Por lo que la ec. 2.26 se puede determinar de la

siguiente manera

i =[e; X (a1 + Qiaz + Qi1 Q223 + Q1Q2Qsa4), Qi(e1 x (az + Qoaz + Q2Qsay)), Q1Q2(e1 x (az + Qzay))]

61
0
03
(2.27)
aqui e; = e. Sustituyendo la ec. 2.22 en 2.27,
01
u = [e; X s1,Qi(er X 52),Q1Qa(er X s3)] | 2 (2.28)
03
sustituyendo la ec. 2.24 en 2.28:
0
u= [e1 X 81, Pl(el X Sg),Pg(el X 83)] 9‘2 . (229)
J 03
—_——

14



esto es, la ec. 2.29 se representa como,
u=2Jo,

derivando con respecto al tiempo la ec. 2.30,
iit=J6 + Jo.

Cinematica inversa de posicién

(2.30)

(2.31)

Junta 1. Proyectando los elementos del manipulador PUMA sobre el plano horizontal (XY) con origen

01, se puede observar en la figura 2.5 que: 61 = ¢ — «,
=g ri=sri=r4 ¢
ademads
2 2 2
7QA = p;p + py

por lo que

r = (p2+pi — )",

de identidades trigonométricas

st = s(¢p — o) = speaw — sach ch = c(¢p — a) = cpca + sasg

por lo que
_ Py"t _ pag — Dar1 Pyg
301 — 7'% 7‘124 001 — 7'% + 7‘124
de relaciones trigonométricas,
_ st _ PyT1—Pag
tant; = o = ¢ = arctan (pﬂﬁpyg)

(Px, Py)

Figura 2.5: Junta 1: Configuracién brazo izquierdo del manipulador PUMA.
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Junta 2. Vista lateral del manipulador (plano XZ) en la configuracién codo abajo del brazo.

Pzh

Figura 2.6: Junta 2: a). Configuracién brazo izquierdo codo abajo y b). Codo arriba del manipulador
PUMA.

De la figura 2.6 “a)” el angulo de la segunda junta 6, para la configuracién codo abajo es igual a

050 = o — 3, (2.36)
ademas,
5 =ri + (p. — h)? (2.37)
sustituyendo la ec. 2.34 en 2.37, se tiene
rs=pi+py— g+ (p.— 1)’ (2.38)
también
t2 =124 f2 (2.39)

Determinacién de a. Aplicando ley de los cosenos

B2 42 42
t? = k> 412 — 2krycosa = Q= arccos i Sl . (2.40)
2]€T2
Determinacion de 8. Como el dangulo que se forma entre 1 y p, — h es recto, entonces,
—h —h
tan § = & = B = arctan <pz ) (2.41)
1 1
sustituyendo 2.40 y 2.41 en 2.36, se tiene
k2 4+ r2 — 12 p,—h
b — X2 ) —arct z . 2.42
5 arc cos < Sy arctan o (2.42)
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Para el caso de la configuracién codo arriba del manipulador, se observa de la figura 2.6 “b)” que la junta

05 es igual a
05" = —(a+ B), (2.43)

Junta 3. Vista lateral del manipulador (plano vertical XZ) en la configuracién codo abajo del brazo.

De relaciones trigonométricas observadas en la figura 2.7 “a)” se tiene,

tan~y = % == arctan(%) (2.44)

ademas

p=050—7 (2.45)

Determinacién de §. Aplicando la ley de los cosenos

k2 142 _ p2
r3 = k* 42 — 2k tcosd = & = arccos (%) (2.46)
por tanto
050 = —~(m —¢) = —(m =3 +7) (2.47)
[ x Az
f
k t
- Pz-h
g
X 0,
: h
z
y Y
0 0,
X, X X X

a) b)

Figura 2.7: Junta 3: a). Configuracién brazo izquierdo codo abajo y b). Codo arriba del manipulador
PUMA.

Para el caso de la configuracién codo arriba del manipulador, se observa de la figura 2.7 “b)” que la

junta f3 es igual a
054" =3mw/2 —§ — 7, (2.48)
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Analisis inverso de velocidad y aceleracién. Para que el OT del manipulador siga una trayectoria

T(t) = T se impone la condicién de que la trayectoria
T=uT,uecR3 (2.49)

de igual forma para el caso de la velocidad y aceleracion, esto es,

T=uT,uecR3

T — i e RY (250)
por lo que la ec. 2.30 queda de la forma siguiente,
T=1J6 (2.51)
la ec. 2.31 queda de la siguiente forma,
T=J0+J6 (2.52)
por lo que la cinematica inversa de velocidad se obtiene despejando 6 de la ec. 2.51, esto es,
6=J"'T (2.53)
y la cinemadtica inversa aceleracién se obtiene espejando 6 de la ec. 2.52, esto es,
6=J31'T—-J"1j6, (2.54)

donde J € R3%3 es la derivada con respecto al tiempo de la matriz Jacobiana, su representacién de forma

simplificada es

o [ex exl exip
J= [919293] e X g—z; Ple X a—z; Ple X 8_211), (255)
W—’GT e><g—§:13 Plexg—zi) Pgexg—zg
esto resulta,
| ex(exsi) e x Pi(e xs9) e x Py(e x s3)
j = [0} e X Pl(e X Sg) Pl(e X (e X Sg)) P1e X Pg(e X Sg) . (256)

e x Py(e xs3) Piex Py(exs;3) Pa(ex(exsy))

18



Capitulo 3

MODELACION DINAMICA DE ROBOTS MANIPULADORES
SERIALES CON EL METODO DE EULER-LAGRANGE

3.1. Introduccién

En este capitulo se realiza el analisis dindmico del manipulador de 2GdL con juntas rotatorias con
las ecuaciones de Euler-Lagrange. También se parte de estas ecuaciones (Euler-Lagrange) para realizar
una reformulacién y simplificar términos, y de esta forma reducir operaciones. Finalmente se presenta
el desarrollo del modelo dindmico con la arquitectura mecdnica del manipulador PUMA para sus tres

primeros grados de libertad.

3.2. Dinamica inversa del manipulador de 2GdL

Los eslabones del manipulador son modelados como alambres y sus centros de masas cmj y c¢me se asume

que estan a la mitad de éstos, como se muestra en la figura 3.1.

Figura 3.1: Localizacién de los centros de masa de los eslabones.

De la ecuacién dindmica de Lagrange [14]

a(or\ or ov .
() - o v oy a1z .

donde, n: Grados de libertad del sistema.

T: Energia cinética total del sistema de cuerpos rigidos del robot manipulador.

V: Es la energia potencial total de los eslabones del manipulador, medidos desde la base inercial a los
centros de masa de cada uno de estos cuerpos rigidos.

Qj,éj: Posicion y velocidad en las juntas articulares.
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La energia cinética del eslabén 1,
Ty = (1/2)m1vZ, + (1/2) 1w} (3.2)
donde: wy = 01, Vo1 = (1/2)1191 y I = (1/12)m 13
sustituyendo wy,vem1 € 11 en la ec. 3.2,
= (1/6)m1 1767 (3:3)
La energia cinética del eslabén 2,
= (1/2)mav?,,5 + (1/2) w3 (3.4)

donde: wy = 61405, Iy = (1/12)’1%2[2 y Ucm2 = l%é%—I—1/4[%9.%—I—(1/2)[%9192—I—1/4[%9%+lllgé%692+lll29192692
sustituyendo wo, Iy y v2, ., en la ec. 3.4, se obtiene
1 . 1 . 1 . 1 . 1 .. 1 ..
T, = §mgl%9% + émglgH% + 5771211129%092 + émglgeg + gmglgeleg + §m211129192092 (3.5)
por lo que de las ecs. 3.3 y 3.5, la energia cinética total del sistema es

1 1 1 1 :
T= <—m1l% + —mgl% + —mglg + 5771211[2092) 9% +

1 . 1 1 -
5 5 6 —mglgeg + <§mgl% + §m21112092> 0165. (36)

6

La energia potencial para el eslabén 1(V7) y eslabén 2(V3) son:

1
V1 = Emlgllsﬁl (37)

1
Vo = mqglisty + 5777,29128(91 + 92) (38)

de las ecs. 3.7 y 3.8, la energia potencial total del sistema es,
1 1
V= §m1911391 + mqyglis01 + §mgglgs(91 + 92) (39)

Tomando las ecs. 3.6 y 3.9, y aplicando la ec. de movimiento de Lagrange a cada una de las juntas

articulares

d <8T> or ov _ (3.10)

ai\4,) " o6, " o6,

el torque en la junta 1 es,
fik = (%mll% + mgl% + %mgl% + mglllgceg) él + (%mgl% + %mglllgceg) ég — mglllgsegélég — %m211123929§+
(%ml + mg) glicli + %mgglgc(el + 62)

3.11)
d (0T oT 3V
— | — ) - — = 3.12
d <892> 96, " 96, =h (3.12)
el torque en la junta 2 es,
i} 1, 1 T o 1
f2 = §m212 + 5’171,2[1[2692 01 + §m21292 — 5’171@[1[289291 + §m29l26(91 + 92) (3.13)
Reescribiendo las ecs. 3.11 y 3.13, en forma matricial, resulta
ff %mll% + mgl% + %mgl% + mglllgceg %mgl% + %mglllgceg él
« | = 1,2 1 1" 12 i |t
f2 §m212 + 57712[1[2092 §m212 92
S~—— ~——
£ 1(0) 0
_mglllgsegé? —%mglllgsegég 9:1 n (2m1 + mg) glichr + %mgglgc(& + 92)
—%m2111239201 0 ) %mggbc(@l + 92)
——
C(6.9) 0 b(8)
(3.14)
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por lo que, la ec. 3.14 se puede representar simbdlicamente como:
1(0)8 + C(6,6)0 + b(6) = £* (3.15)

donde, I(0) : Es la matriz generalizada de inercia.

0 : Es el vector de aceleracién en las juntas del manipulador.
C(0,0) : Es la matriz de Coriolis y fuerza centrifuga.

0 : Es el vector de velocidad en las juntas del manipulador.
b(0) : Es el vector de gravedad.

f* . Es la fuerza generalizada en las juntas del manipulador.

3.3. La dinamica de Euler-Lagrange

La ecuaciéon de Euler-Lagrange para un sistema con “n” grados de libertad descrito por coordenadas

generalizadas q1, q2, .., ¢, es[14]:

d <8T>—6—T 8V:!)‘;»k;jzl,2,..,n (3.16)

— [ — + —
dt aqj' aqj' aqj'

donde, V: Energia potencial del sistema de cuerpos rigidos medidos de un plano de referencia a los centros
de masa de cada uno de los eslabones.

T: Energia cinética total del sistema de cuerpos rigidos, correspondientes a los eslabones del manipulador.
f]’-": Fuerza generalizada demandada en la j-ésima junta.

Tomando q = [q1, g2, ..., ¢»]" como el vector de coordenadas generalizadas, entonces la ec. 3.16, se puede

representar como:
i(a_T) _ 8_T + 8_‘/ —
dt " 0q dq O0q

La expresién general para la energia cinética del i-ésimo cuerpo rigido con masa m;, que se mueve de tal

£+ (3.17)

forma que la velocidad de su centro de masa sea 1; y su velocidad angular sea w;, estd dada por [9],[15]:

1
2 1

m
1=
donde m: Numero de eslabones moviles;
r;:vector de posicién que va de la base inercial al centro de masa del i-ésimo eslabdn.
r;: velocidad lineal en el centro de masa del i-ésimo eslabén medido en la base inercial.
w;: velocidad angular del i-ésimo eslabon medido en la base inercial.

I;: matriz de inercia del del i-ésimo eslabén medido en su centro de masa y referenciado a la base inercial.

Representacion del cilculo de la velocidad y aceleracién en los centros de masa de los
eslabones, por ejemplo, de acuerdo a lo descrito por Rojas [8] para el PUMA con sus tres primeros

GdL, corresponde
r3 = a; + Qiaz + Q1Q2a3 + Q1Q2Qza4cm (3.19)

ro = a; + Qragey,
ry = aiem-

aqui a1em, A2¢m, A4em SON los vectores que parten de la base local de los eslabones a los centros de masa

de los eslabones 1, 2 y 3 respectivamente.
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Derivando con respecto al tiempo a la ecuacién de posicién 3.19, se obtiene,

= | o1 (a1 + Qraz + Q1Qza3 + Q1Q2Q3a4cm), Q1(e1 X (a2 + Qoaz + Q2Qza4em)), Z;

| Q1Qa(er x (az + Qsauem))

qs
(3.20)
si se considera a
s3 = ag + Qsaucm
sy = az + Qass
s1 = a1 + Qusg
y
Pi=Q
Py =P1Q2
por tanto, el vector 3, queda de la siguiente forma
Q1
I"3 = [e1 X sl,Pl(el X 52),P2(e1 X Sg)] QQ (3.21)
Rs Q3
N——
q
por lo que la ec. 3.21 de forma simbdlica se representa como
r3 = Rsq. (3.22)
La ec. 3.22 de forma general, se puede representar como,
r=Riq; i=1,2,...,n (3.23)
derivando con respecto al tiempo a la ec. 3.23 se tiene,
¥, = Riq + Riq (3.24)
donde 9e: O 5
= [_r r—r] (3.25)
Oq1 Ogz Iqn
g [d(On) d(on d (o
Y ldt \9q ) dt \Ogz )T dt \ gy
esto es,
R — [a_r@_r@_r}
dq1” 0q2 Iqn
Representacién del calculo de la velocidad y aceleracién angular.
Considerando los vectores €}s referidos a la base inercial
leil1 = Q1Q2,...,Qi1e=e; (3.26)
velocidad angular es
qQ
. . . q2
w; =e1q1 +efo+ ... +eg; =[e1,ea,...,e] | . (3.27)
——|
A, .
qi
N—_——
q
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por lo que la ec. 3.27 se representa de forma simbdlica como,
wi = Aiq (3.28)
derivando con respecto al tiempo a la ec. 3.28,
W = A+ Aiq, (3.29)

donde, q es el vector de aceleracién en las juntas del robot, y A; se puede obtener a través de:

Por ejemplo, para el caso de, i=2, entonces j=1,2

awg . |:(9w2 8w2
041’ 0’

. 0| = €1, €y, 0] = A27
5 | ~lerer.0
para el caso de i=3, entonces,j=1,2,3.

Owg N {8(..)3 Owg 8w3
041" g2’ 0gs

24, } = [e1, ez, €3] = A3

generalizando, se tiene:

g‘;’j" — A, (3.30)
por lo que,
%(Ai) = A, =[é1,é0,...,8] (3.31)
que es equivalente a,
A, =[0,w; X ey, wy Xes,...,wi_9Xe_1,w;_1 X €] (3.32)

3.4. Representacion equivalente de las ecuaciones de movimiento de

Euler-Lagrange

La energia cinética. Es necesario conocer a lo que corresponden cada uno de los términos de la ec.

3.17, que corresponde al movimiento de los cuerpos.

Tomando a la ec. 3.18 y derivando con respecto a ¢;,

m

A = mit— +w;li——— + zw; =—w; 3.33
8(]]' ZZ:; ( 8(]]' aqj' 2 8(]]' ) ( )
como I; es independiente de la velocidad generalizada, entonces g(lj; = 0; por lo que,
oT Uk or; ow;
Y = m;ty— + wi- Ii——), 3.34
9q; z_: ( 9q; 9q; ) (339
=1
derivando con respecto al tiempo la ec. 3.34,
— 7] = it +mly - — | o= oili=— twili——Fwi-Li— | . (335
dt (5%’) z_; e 3qj+mr dt <5qj>+w 94, e 3qg'+w dt<5qg'> (3.35)
= T —_——

A continuacion se encuentran las equivalencias de los términos “a”,“b”, y “c” de la ec. 3.35. Para el caso

(192

del término “a”, se tiene que
81.'2 . 81'2'
OQj 8(]]'
23
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esto se debe a que la variacion de la velocidad lineal es independiente de la variacion de la velocidad

generalizada. Ademas derivando con respecto al tiempo a la ec. 3.36, se tiene,

d [ Or; or;
B (i (3.37)
dt 8(]]' 8(]]'
por tanto el termino “a” de la ec. 3.35, queda de la siguiente forma
ity - — = ml; - ——. 3.38
BT <3qj> T By (338)
Tomando el término “b” de la ec. 3.35 9
. Ow;
wi'li——, 3.39
5 (3:39)

determinacién de I, = %(Ii). Donde I; es el momento de inercia referido a la base inercial, la cual es

determinado a través del momento de inercia medido en el centro de masa,l;, esto es,
I, =P,I.P; . (3.40)

Tomando la ec. 3.40 y derivando con respecto al tiempo a dicha ecuacion,

. d . .
I, = pr (P,1,P;") = P,1.P;" + P,1, Pl (3.41)
donde,
P; = (w;x)P; (3.42)

donde w;x: representa a la matriz antisimétrica formada por w;. Sustituyendo la ecuacién 3.42 en la ec.
3.41, se tiene,

ademas, representando de forma equivalente a w;x = €2;, entonces

por lo que,
como £2; es antisimétrica, entonces Q;f = —£;, por lo que sustituyendo en la ec. 3.44, se tiene,
(wix)P))T = —PTQ; = —PTw;x (3.45)

sustituyendo las ecuaciones 3.40 y 3.45 en 3.43, se tiene
ii = w; X PZICZPZT — PZICZPZTLUZX =w; X Iz — Ilwl X . (346)

Sustituyendo la ec. 3.46 en 3.39

aqj' aqj' aqj' 8(]]'
de identidades se tiene, a- (b x ¢) = (a x b) - ¢, esto es,
. Ow; Ow; Ow;
o5 ! ) Tigg; ~ )34, (3.48)
lo cual se simplifica a
. 8(4)2 8(-!)2

wili— = — (w; x Lw;) - —. 3.49
5= ) 50 (3.9



Tomando el término “c” de la ec. 3.35

wili L <a“”> . (3.50)

dt \ 0g;

De la identidad probada por Silver [10], pag. 69, se tiene que

d 8w1> (8‘-02) Ow;

— |\ |=wiX|= )]+, 3.51

dt <6qj 8(]]' 8(]]' ( )
sustituyendo la ec. 3.51 en la ec. 3.50.

d 8&)@) ( Ow; Ow; >

dt <3qj 9q;  0q; (352)

Tomando las ecuaciones 3.38, 3.49, 3.52 y sustituyendo en la ec. 3.35
d (0T - OF; OF; dw; dw; ow;  Ow;
— |5 ) = miti 5 +miti - 5 + @il — (Wi X Liw;) - o~ +wi'l <wi X —+ >]
dt <5qj> ; [ 9q; 4 . ) 9q; 9q;  0qj
(3.53)

Desarrollando términos de la ec. 3.53, se tiene

d oT - . 8I'Z . 8I'Z . E?w,- E?w,- 8wi Z?w,-
— = miti—— +mt; - o~ + Wil — (Wi X Liw;) - o= +wily | wi X o= ) +wiely | —
dt aqj 0

9q;) = 9q; 94, 9q; g 9q;
d
(3.54)
Tomando el término “d”de la ec. 3.54, y aplicando la identidad, a - (b x ¢) = (a x b)-c, se tiene,
8(4)2') < 8(.02) awi
(e 5o o) = )57 (3.55)
sustituyendo 3.55 en la ec. 3.54 se tiene,
d 8T> = [ . OF . OF w; (awiﬂ
— =)= mit;— +mty - — +wili— 4+ wi L | — )| . 3.56
dt (8% ; 94, dq; 9q; dq; (3:56)
Tomando la ec. 3.18 y derivando con respecto a g,
T _ - Ot ow; 1 0L
—_— = mity— +w; - Li— + —w; - —w; 3.57
aqj' ; aqj' aqj' 2 8(]]' ( )
Tomando la ec. 3.40 y derivando con respecto a g,
oL, P, oP;"
= —1,PT +PI,—— (3.58)
E?qj E?qj 8q]'
debido a que la matriz de inercia no es dependiente de la velocidad, entonces
I; I,
0 = 8' (3.59)
E?qj 8q]'
sustituyendo la ec. 3.46 en 3.59
o, o, 9 dw; dw;
= — = — wiin—Iiwix :—_XIZ‘—IZ'—_X 3.60
8(]]' 8(]]' aqj' ( ) aqj aqj ( )
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sustituyendo la ec. 3.60 en el término “e” de la ec. 3.57,

W —rs = —ws e | 2 < -T2 : 3.61
S@i 94, wi = Swi <8qj xL -1, 9%, x| w; (3.61)

1 ol; 1 Oow; 1 Oow; 1 Ow; 1 Ow;

aplicando la identidad, a- (b x ¢c) = (a x b) - ¢, a la ec. 3.62, se tiene,

Sustituyendo la ec. 3.63 en la ec. 3.57

9q; ; < 9q; 9q; ( ) ) (369

Realizando la resta entre 3.56 y 3.64

d (or\ _or _xm [oos O o oooa O o T.0Wi T (09
dt <8QJ) daj — 2 [mlrl ag; T Mili " gy, Wi L ag; Wi L ( 9g; )}
ow;

- Zi:l [erZ@ +w;-I; 8qu — (wl X I,wl) " 4 :|

m

d (0T orT or; ow; ow;
—=)-== mt; — + w; L — + (w; X Liw;) - —
dt <8qj> 9q; ; [ 9q; 9q; ( ) 3%‘}

d (0T [o) A ot Ow;
— = 5= mti—— + (Liw; + w; x Liw;) - — 3.65
t (5%’) 9q; ; [ 9q; ( ) 3%} (362)

la ec. 3.65 también se representa de forma equivalente,

d 8T 8T Uk ar,- T 8wi T
dt <3qj> q; 2 [ <3qj> <3qj> ( )] 00

i=1

Energia potencial. La energia potencial almacenada en el eslabén ¢ del brazo de un robot es definido
como la cantidad de trabajo requerido para elevar el centro de masa del eslabén ¢ de un plano de
referencia horizontal (ubicado en la base inercial) a su posicién actual bajo la influencia de la gravedad.
Con referencia a la base inercial, el trabajo requerido para desplazar el eslabén i a la posicién r; que es

dado por —m;g’r;. Donde g = [0,0,—9,81]7 con unidades de [m/s?].

La energia potencial que es almacenada en el brazo del robot es,

m
V=—miglry — maglro—,...,—miglr, = — ZmigTri (3.67)
por tanto,
ov
— = miglr; |;7=1,2,...,n (3.68)

o bien, de forma vectorial

8‘/ <Z m;g rz> . (3.69)
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3.5. Representacion genérica de las ecuaciones de movimiento de Euler-
Lagrange
La fuerza generalizada puede representarse como,

d (oT\ T oV & or \ " <awz->T
=)t = mi | o— | B+ Liw; +w; x Liw;
i=a (3%’) dg;  9g; 2 [ <3qj> 94, ( )

i=1

LV
aqj’

(3.70)

sustituyendo las ecuaciones 3.24,3.29 en la ec. 3.70, se tiene:

. e o\ e, .. dwi\" . A s Ow; ov
fr= Z m; 0, (Riq + Riq> + 7, I, <Aiq + AiQ) + ;) (wi x Lw;) | + 94, (3.71)
i=1

a

para j=1,2,..., n, g;; corresponde a
= [a_r ar",...,@}, (3.72)
g1 0qz Iqn
de forma equivalente el término %‘é‘? para j=1,2,..., n, corresponde a
8(4)2' 8(4)2' 8(.02'
A, = — ..., —— | =[e1,e2,...,€y], 3.73
[&]1 942 OQn:| le1, e el (8.73)
tomando el término “a”de la ec. 3.71 y aplicando la identidad, a- (b x ¢c) = (a x b) - ¢
Ow; Ow;
o )= (Gt %) (3.74)
para j=1,2,... n el término %‘;‘? X wj, corresponde a
Ow; Ow; Ow;
Ay = | o= i» A iy AET i| = i iye - €n X Wi 3.75
[&hxw a(pxw 8qn><w] [e1 X wj,e2 X w e, X w;j (3.75)
sustituyendo la ec. 3.75 y 3.28 en la ec. 3.74
(8% X wi) Liw; = A LiAq, (3.76)
8(]]'
ademas el término g—;j_ para j=1,2,... n, corresponde a
ov ov oV ov
— = [—,—,...,—}; (3.77)
99 |9q1 Ogy qn,
sustituyendo las ecs. 3.72, 3.73, 3.76 y 3.77 en la ec. 3.71, para j=1,2,...,n, se tiene
£ = i [mRT (Rua+ Rid) + ATL (A + Ad) + AiiAzd) + o (3.78)
— (2 (2 8q7
£ — Em: (miRTRi + ATIZ-AZ-) q+ En: <mZRTRZ + ATIiAi + AT Iz‘Ai) q+ a_V (3.79)
pot 7 7 pot 7 7 1w 8q
Donde el término,
(mRIR; + ATLA;) =I(q), (3.80)

=1
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es conocido como la matriz generalizada de inercia; el término
m
> (miRTRi + ATLA; + ALLA;) = C(q,4) (3.81)
i=1

se le conoce como la matriz de Coriolis y fuerza centrifuga; y el término

ov

5a =bl@ (3.82)

es el torque debido a la fuerza de gravedad. Por tanto, la fuerza generalizada se representa como [8]:,

f* =I(q)d + C(q,4)q + b(q) (3.83)

3.6. Dinamica inversa de la arquitectura mecanica del PUMA

Se realiza el desarrollo de las ecuaciones de la dindmica para el manipulador PUMA con sus tres primeros

GdL utilizando el método de Euler-Lagrange. Los centros de masa estén ubicados de acuerdo a la fig.3.2

0.6
y 0.0 X

Figura 3.2: Localizacién de los centros de masa de los eslabones del manipulador PUMA.

Obtencién de la matriz generalizada de inercia

11(0) = mlRl R, + A LA,
12(0) = TTLQRTRQ + AT12A2 (3 84)
13(0) = TTL3RTR3 + A3 I3A3 ’
I:(0) =1,(0) + 12(0) + 15(0),
donde
R; = |%%.0,0]
Ry = | 2, 552, 0] (3.85)
o) o) 0
R3 = a§f7 a§§7a_§§
determinacién de cada uno de los términos de la ec. 3.85
0
g—gi = [O,O,O]T
a—gf =e€e1 XTI9, 89 = P1(91 X I'2) (386)
ors Jors

90, =e€e1 Xr3, 89 - Pl(e218x I'3) 893 P2(91 X I'3)



Formaciéon de las e’s

e1 =1[0,0,1]7 ey =Pie; e3=Pae,

lo cual, permite la formacién de las A’s

A1 = [el, 0, O]

Ay = [eq,e2,0]

Formacion de las I's referidas a las bases correspondientes:

A3 =ler, e, €3]

I, =P I,PT I, =PoIloPl I3=P;3I3P]

(3.87)

(3.88)

(3.89)

donde I, I y I.3 son las matrices de inercia de los eslabones 1, 2 y 3 respectivamente. Los elementos,

momentos de inercia principales de los eslabones, de dichas matrices son dados en la tabla 3.1[22].

Tabla 3.1: Tabla de masas y momentos de inercia de masa de los eslabones moviles

m | masa [kg] | Inercia(I;)[kg m?] | Inercia(l,)[kg m? | Inercia(I.)[kg m?]
1 |227 0.00376 0.0169 0.00376

2 | 1591 0.1237 0.9897 0.9897

3 | 11.36 0.7067 0.7067 0.0074

Formacion de la matriz de Coriolis y fuerza centrifuga

donde:

Cl(q, Q) = mlR{Rl + A?IlAl + A{wIlAl
Ca(q,q) = meRj Ry + AT Ay + AJ A,
Cs(a,q) = msRERs + ATT3A5 + AZ T;A4

. Py
Ry = 8_5.17 0, 0]
3, — |Of2 Ofg
Ry = 801> 803 0]
3., — |93 Ofs Oig
Rz = 001 905 903
determinacién de cada uno de los términos de la ec. 3.91
or1 _ T
8_91 - [07 07 O]
org

Formacién de las Als:

., !
Formacion de las A;,'s:

]

a5. = €1 X (w2 x Qragem); 3—5; = wa x P1(e1 X agen)
Oty e; X (9161 X 81 + P1(9261 X Sz) + P2(93€1 X Sg))

A, =10,0,0]
Ay = [0,w; X ey,0]

Ag = [0,w1 X ey, w9y X eg].

Alw = [e1 X wl,0,0]
Agw = [e1 X Wy, €9 X wg,O]

Agw = [e1 X w3, e9 X w3z, e3 X wg].

Formacion del vector de gravedad:

T
SaC)
9 T
b3 = —ms (f

305 = Wy X Pl(el X Sg) —l—eg X P2(€193 X Sg); g—gg = w3 X P2(61 X Sg).

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)



Capitulo 4

MANIPULABILIDAD CINEMATICA EN ROBOTS SERIALES

4.1. Introduccidon

En los sistemas mecéanicos de los robots manipuladores, algunos autores han introducido conceptos ma-
teméaticos que permiten disenar o medir el desempeno cinemaético de las arquitecturas mecanicas, tal como
el determinante, niimero de condicién de una matriz, etc. El mismo concepto matematico puede ser usado
en ambas etapas, que puede ser en la etapa de disenio del manipulador o en la etapa de evaluacion del
desempernio cinematico de éste en su espacio de trabajo. Por ejemplo: en la etapa de diseno, si se requiere
que un manipulador tenga la mayor area de trabajo, se puede utilizar el concepto de determinante de
una matriz (Jacobiana), dado que éste representa el drea del paralelogramo formado por los elementos de
dicha matriz, lo que implica un problema de diseno para determinar la proporcionalidad de los eslabones
l1, ls y de la magnitud del angulo #» que generan la maxima &area. Por otro lado, éste mismo concepto
puede ser usado para obtener las configuraciones singulares en el espacio de trabajo del manipulador o
bien para saber que tan lejos o cerca se encuentra éste de una configuracién singular. Algunos autores
llaman al valor absoluto del determinante de esta matriz, manipulabilidad [20],[21], otros como indice de

eficiencia local para el movimiento [23],[24].

Para el caso del concepto matemético de niimero de condicién de una matriz, también se puede utilizar
en la etapa de diseno cuando se requiere que el manipulador tenga un conjunto de posiciones con las
mismas caracteristicas de transformacién de velocidad en todas las direcciones en el OT del manipulador.
Dicho problema implica, por ejemplo en un manipulador de 2GdL, la determinacién de las longitudes de
los eslabones 11, I3 y el 4ngulo 62 que hace al niimero de condicién de la matriz Jacobiana (k) minimo, es
decir k = 1. También este mismo concepto (numero de condicién de una matriz) puede ser usado para
evaluar el desempeno cinematico del manipulador sobre su area de trabajo con el propésito de determinar
las caracteristicas de transformacién de velocidad en el OT o en las juntas del manipulador. Usando este
concepto matematico, algunos autores realizan sus propias definiciones. Por ejemplo, al reciproco del
nimero de condicién de una matriz cuadrada (Jacobiana) multiplicado por 100, Angeles [17],Angeles
y Lépez-Cajin [22] lo llaman Indice de Condicionamiento Cinemético que por sus siglas en inglés lo
denotan como KCI. Ellos comentan que esta cantidad mide el comportamiento del sistema con respecto
a la transmisién de movimiento y fuerza. Por otro lado Lee et al. [23] nombran al reciproco del niimero
de condicién como Indice de Movilidad Local (LMI).

Otro concepto matematico utilizado en la cinematica son los valores y vectores propios. En la cual los
vectores propios indican las direcciones de los ejes principales, y las longitudes de sus ejes principales son
igual al reciproco de la raiz cuadrada de los valores propios de la matriz simétrica formada a partir de la
Jacobiana. Dicha determinacién se realiza de forma especifica para cada punto en el area de trabajo. La
direccién sobre el semieje mayor indica la direccién en la cual se debe dirigir el OT del manipulador para
tener mayor ganancia de velocidad lineal y la direccién del semieje menor indica la direccién en la cual el
OT tendrd la menor ganancia o bien una posiciéon que no podré alcanzar si en determinado caso opta ir
por esa direccién. Sciavicco y Siciliano [18] construyen la elipsoide de manipulabilidad de velocidad, para

representar la reaccién de un manipulador a un cambio arbitrario de posicién u orientacion del OT. De
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la misma forma Tsai [19], construye la elipsoide de manipulabilidad de velocidad en las juntas articulares
para medir la velocidad requerida en las juntas dada una posicién y la misma magnitud de velocidad en

todas las direcciones que puede tomar el OT.

El objetivo que se persigue en este capitulo es utilizar los conceptos matematicos de determinan-
te, namero de condicién, valores y vectores propios de la matriz Jacobiana para evaluar el desempeno

cinemaético de los dos manipuladores seriales casos de estudio.

4.2. Medida de la manipulabilidad cinematica

Desde el punto de vista de la evaluacién del desempeno cinemaético de una arquitectura mecanica ya
dada, la medida de la manipulabilidad cinemética puede ser abordado en dos formas: i) la capacidad
de alcanzar una posicién o grupo de posiciones dentro del espacio de trabajo, ii) la reaccién del érgano

terminal del robot manipulador para cambiar de posicién sobre cierta direccién [18].

Con respecto a (i) este es definido por [20],[21] como
w = (detJIT)'/?, (4.1)
o bien, cuando m=n la medida de la manipulabilidad es dada por
w = |detJ]| (4.2)

donde m es la dimensién del espacio de trabajo y n es el niimero de grados de libertad del manipulador
robético; aplicando la ecuacién 4.1 o 4.2 en una arquitectura mecdnica de 2GdL, la méxima manipula-
bilidad es obtenida cuando l; = l5; también las ecuaciones 4.1 o 4.2 son importantes dado que cuando J
es de rango deficiente, entonces w = 0, por lo que produce una singularidad cinematica. Encontrar las

singularidades cineméticas es de gran interés por las siguientes razones [18]:

= Las singularidades representan configuraciones en las cuales la movilidad de la estructura es redu-
cida, esto es, no es posible imponer un movimiento arbitrario en el OT del manipulador.
= En la vecindad de una singularidad, pequenas velocidades en el espacio operacional puede demandar

grandes velocidades en las juntas articulares o viceversa.

4.2.1. Configuraciones singulares de los manipuladores casos de estudio

Caso: 2GdL. El determinante de la matriz Jacobiana para este manipulador es
w1, = l1l286n92, (4.3)

de la ecuacién 4.3, se determina que las configuraciones singulares se producen cuando 65 = 0 o bien
cuando 0, = 7, las cuales se pueden observar en la grafica de la figura 4.1. Con respecto a la medida de la
manipulabilidad (wq), ésta tiene la ventaja de ser facil de calcular a través de las ecuaciones 4.1 o 4.2, sin
embargo, su valor numérico no constituye una medida del valor absoluto de la cercania del manipulador
a una singularidad. Por ejemplo, si se consideran dos arquitecturas mecanicas de 2GdL con longitud de
los eslabones de 1 m y la otra de 0.01 m, se obtienen dos valores diferentes de manipulabilidad, los cuales

difieren en una magnitud de cuarto orden. Como se puede observar en la figura 4.1.
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Figura 4.1: Medida de la manipulabilidad de la arquitectura mecanica de 2GdL.

Caso: Manipulador PUMA para sus 3 primeros GdL. El determinante de la matriz Jacobiana
para este manipulador con brazo antropomérfico cuya Jacobiana (J) se determina a través de la ecuacién

2.31, resulta

—gchy — s01(A)  cb1(lc(02 + 03) — ksBa — fs(Oa+63))  cb1(le(B2 + 03) — fs(b2 + 63))
J=| —gsb +chi(A) sb, (lc(02 +03) — kst — f8(92 + 93)) 891(l6(02 + 93) — fs(02 + 93)) , (4.4)
0 —kcly — fc(02 + 93) —ls(02 + 93) —ls(f2 + 93) — fe(02 + 03)

donde A = kcbs + fe(0y + 03) + 1s(02 + 03). El determinante de la ec. 4.4 se muestra en la ec.4.5 y en la

figura 4.2 se observa su correspondiente grafica:

J

wy =k (—1693 + f893) (/-6‘092 + fC(92 + 93) + 18(92 + 93)) . (4.5)

a b

Figura 4.2: PUMA: Gréfica correspondiente al determinante de la matriz Jacobiana

Las configuraciones singulares en el brazo del manipulador ocurren cuando el determinante toma el
valor de cero. De la ec. 4.5 se observa que el determinante no depende de la primera junta variable.
Para el caso de la tercera junta se producen configuraciones singulares cuando el término “a” de la ec.
4.5 es cero, y ocurre cuando 05! = 0.047002393468432234 o bien cuando 052 = 3.1885950470582256, el
término “b”de la ec. 4.5 toma valores extremos, cuando los desplazamientos angulares corresponden a

los mostrados en la tabla 4.1.
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Tabla 4.1: Configuraciones singulares del codo

Csc | (02,03)[rad)

1| (657,051 = (0,0.047002393468432234)

2 | (65,652) = (0,3.1885950470582256)

3 (652, 9§1) = (3.141592653589793, 0.047002393468432234)
4 (652, 9§2) = (3.141592653589793, 3.1885950470582256)

A estos cuatro tipo de singularidades se les conoce como: Configuraciones singularidades del

codo(Csc)[18]). Para las configuraciones Csc 1 y Csc 2 la ec. 4.4 toma los siguientes valores,

—gch — 2.001106 f s6¢ 0 0
J(05',05) = | —gshy + 2.001106 f cb; 0 0 (4.6)
0 —2.0011056f —1.0011056f
—gcfy +0.001106 £ 56, 0 0
J(05',605%) = | —gsf; — 0.001106f b, 0 0 . (4.7)
0 0.0011056f 1.0011056f

FEn la figura 4.3 se muestra la grafica de la parte “a” de la ec.4.5 correspondiente al determinante de la

matriz Jacobiana.

0.t e

\_/

-0.4 ) S g
(o} 1 2 3 4 5 6
O3[rad|

Determinante:

Figura 4.3: PUMA: Gréfica de la parte “a” correspondiente al determinante de la Jacobiana

Para el caso cuando los desplazamientos angulares corresponden a los mostrados en la tabla 4.2,

ocurren Configuraciones singulares del hombro(Csh)[18].

Tabla 4.2: Configuraciones singulares del hombro

Csh | (62,03)[rad]

1 (051 081y = (—7/2,0.047002393468432234)
2 (051, 052) = (—n /2, 3.1885950470582256)

3 (652, 051) = (7/2,0.047002393468432234)
4 (052, 042) = (7/2, 3.1885950470582256)

Una rotacion de #; causa un movimiento circular de la posiciéon del OT. Para las configuraciones Csh 1 y
Csh 2 la ec. 4.4 en la tercera fila sus elementos valen cero, lo que implica que los vectores de dicha matriz

son linealmente dependientes.

—gcy  2.001106f¢f; 1.001106fcb;
JOM 08Ny = | —gsh, 2.001106fs0; 1.001106f s6, (4.8)
0 0 0
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—gcf;  0.0011056fch;  —1.0011056 f chy
J(O8L, 052y = | —gsO; 0.0011056fs0; —1.0011056f s6, (4.9)
0 0 0
En la figura 4.4 se muestran las configuraciones singulares del manipulador PUMA correspondientes
a las singularidades en el codo y en el hombro, calculados numéricamente (Newton-Raphson) con el

determinante de dicha matriz Jacobiana.

Figura 4.4: PUMA: Configuraciones singulares del manipulador.
4.2.2. Reaccion de los manipuladores seriales a cambios arbitrarios de posicion

Con respecto a (i7), para medir la reaccién del OT del manipulador a un cambio arbitrario de posicién en
las juntas articulares, es necesario evaluar las transformaciones caracteristicas en velocidad [18],[19],[21]
y [23]. Esto es importante porque es posible determinar la mejor y peor direccién del OT en una posicién
especifica dentro del espacio de trabajo. En la mejor direccién del OT es posible obtener mas ganancia
de velocidad y viceversa con la peor direccion. En esta seccidon estamos interesados en determinar estas

direcciones en el espacio de trabajo y analizarlas.

Para evaluar las transformaciones caracteristicas se determinan las velocidades del OT del manipu-
lador con n juntas cinemaéticas a través de la normalizacién de las velocidades en las juntas una unidad,

es decir,
6] =1 (4.10)

sustituyendo la estructura de la ecuacién 2.16 en la ecuacién 4.10 y considerando el espacio de trabajo
de dimensién m, se tiene

6 )2 = 3 ) (3 a) = 1

al (33 ta=1. (4.11)
——
A
La ecuacién 4.11 representa una elipsoide en el espacio en R™, la matriz A de esta ecuacién es simétrica
definida positiva. Tomando como base, lo descrito por Tsai [19] y, Sciavicco y Siciliano [18], hay dos
procedimientos para determinar las transformaciénes caracteristicas: a) Procedimiento Numérico (PN),

b) Procedimiento Vectores Propios (VP).
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El Procedimiento vectores propios es la forma maés directa para establecer las elipsoides de velocidad
correspondiente a las transformaciones caracteristicas, tomando como base lo descrito por Flores et

al.[31] se presenta el procedimiento VP para manipuladores de GdL < 3.

bl). Dada la matriz A se determinan los valores propios, A1,A2 y Ag; A1 > Ao > A3; A, Ao, A3 € RT.

b2). Dados A1, A2 v A3, entonces las longitudes de los semiejes de las elipsoides buscadas son dadas por
sa=(As) s = (M) 50 = ()2 (4.12)

b3). Los vectores propios de A son determinados resolviendo la ecuacién 4.13
(A= \Ig)v;=0,i=1,23. (4.13)

donde V1 = §., Vo = §, y V3 = §, son los vectores unitarios de vi, vo y v3 respectivamente, que
corresponden a la direcciones de los ejes principales (semieje menor, intermedio y mayor).

b4). El nimero de condicién de A es definido como [29],[30]
k=A% € [1,00) (4.14)

donde ||- || representa la norma de la matriz, para nuestros propésitos, puede ser determinado con la
norma-2 o con la norma de Frobenius. Con el propédsito de obtener un rango de (0,1] se determina
el reciproco del nimero de condicién, x, = 1/k; k. € (0, 1].

b5). Dado el vector propio correspondiente a la direccién del semieje mayor, §,, los dngulos del semieje

mayor ¥ con los ejes x; = (1,0,0),y1 = (0,1,0)T y z; = (0,0,1)T son dados por
U, =arccos(8lxy); WU, =arccos(8ly1) y ¥, =arccos(3]z) (4.15)

b6). Las elipsoides de velocidad lineal son construidas con las ecuaciones 4.12, los vectores propios

unitarios y la ec. paramétrica de la elipse.

4.2.2.1. Determinacién y andlisis de las elipses de velocidad lineal: Manipulador de 2GdL

El objetivo es la construccién de las elipses de velocidad lineal en el OT del manipulador en el espacio
de trabajo y el analisis de los elementos principales de éstas con el propodsito de obtener funciones en
coordenadas polares que determinen el comportamiento de estas elipses tanto en la configuracién codo

abajo como codo arriba. Se utiliza el procedimiento VP.

Denote por py el punto ocupado por el OT como una funcién de p(r,®) en coordenadas polares y

|pot| = 7. Llamemos M el conjunto de todos los p,; admisibles para un manipulador en especifico.
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Figura 4.5: 2GdL: Arquitectura mecanica y elipse de velocidad lineal.

Teorema 04.1. Considere un manipulator de 2GdL (fig. 4.5) fijo sobre el punto o1. Dados Iy +1ls = Ly

N sea el conjunto de todas las coordenadas polares tal que
N={(r,®)0<r<L0<®<2r}

y suponga que el origen de N es coincidente con el punto o;. Para este caso M C N. Note que las fronteras

de N no pertenecen a M, si la relacion cinemética esta dada por
u=f(0)

y asi, como se ha visto
u=J(0)6.

Denotemos a pg € M, especificamente como un punto sobre la recta horizontal que pasa sobre o1; y
p1 € M. La parte uno de este teorema expresa un resultado conocido (Angeles [17], pagina 205), sin

embargo, aqui se realiza la explicitacion de las ecuaciones.

Parte 1. Sean Ay y Agg los valores propios de A = (JJT)_1 para |po| = ¢; = r. Entonces existe una

relacién funcional entre los valores propios (A11, A21) de A correspondientes a p1, tal que |p1| = ¢1:
(A1, A21) = f( A0, A2o) (4.16)

Parte 2. Sean vy y vo; los vectores propios de los semiejes principales de A calculados para |pg| = ¢;
y |p1| = c1 respectivamente. Y sea 1) el dngulo entre el radio vector r y vog y U el dngulo entre vo;

y el eje x71. Entonces existe una relacién funcional entre ¢ y ¥ tal que,

U =g(¥) (4.17)

Prueba. Parte 1. Los valores propios de A se calculan canénicamente de la ecuacién,

Av=X v=(A-I;j\)v=0 (4.18)
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se tiene que A son los valores propios y v los vectores propios de la matriz A. Dado que v # 0 entonces
det(A — I z\) =0, esto es

A% —(csc B9)% (13 4 2141y cos By + 213)/ (1313) A + csc 03/ (1313) = 0. (4.19)

b c

Esta ecuacién (4.19) es el polinomio caracteristico de segundo grado, la solucién es determinada si se

toman los coeficientes a=1, b y c,

b+ (b* — 4ac)'/?

/\1(92) - 2a

(4.20)

—b— (b? — 4ac)'/?
2a

donde A; > Ay. Y los valores singulares son o1 = (A1(62))Y2 y 02 = (A2(62))"/2. Tomando el reciproco

)\2(92) = ;)\1, Ag € RT (4.21)

del niimero de condicion de la matriz A con la norma-2, entonces
Ky = 09/01, kr € (0,1] (4.22)

de la cinemaética inversa de posicién para cualquier punto, pj, con |pi| = ¢; la variable independiente

(f2) no cambia, asi el coeficiente (k) obtenido de o9 y 01, ec. 4.22, tampoco cambia. Por tanto A11(03) =
Ao(02) y A21(02) = Aog(62).

Para el caso de las configuraciones codo abajo y codo arriba, de las ecuaciones 4.20 y 4.21, 05 es

la variable independiente. Para ambas configuraciones los valores de 65 son complementarios. Por

tanto los valores propios para la configuracién codo abajo, )\f‘{b(Hg) y Agﬁb(eg, son los mismos que para

la configuracién codo arriba, A{}"(02) y AS]"(62) respectivamente. a

Prueba. Parte 2. Las direcciones de los semiejes principales corresponden a los vectores propios de la

matriz A,
(A= X\NIgv;=0;i=1,2 (4.23)
donde
A=) = [ a2 ] (4.24)
az1 a2

los coeficientes de la matriz son

_ (escO2)?((11 cos b1)? + 2lyl3 cos b1 cos(6r + 02) + 213(cos(6 + 62))?)
- 13

(csc 02)2(12 sin(261) + 2111 sin (201 + o) + 213 sin(2(01 + 02)))
20213

(csc09)2((11 sin 01)2 + 21112 sin 0y sin(01 + 2) + 213 (sin(H1 + 62))?)
i3 '

Resolviendo la ecuacién 4.23, se obtiene vy y vo; de la matriz correspondiente a la ec. 4.24, los vectores

a2 = @21 =

a22 =

propios tienen dos variables independientes 61 y 65.

De la figura 4.5 la orientacién del semieje mayor para |p1| = ¢; = r puede ser calculado a través de
dos angulos: el primero v, es el angulo entre el radio vector r y el semieje mayor s,, y el segundo, ®, es

el dngulo que hay entre el eje x; y r. Por tanto, si se determina el angulo vy calculado para pg tal que
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|po| = ¢1 y P9 = 0. El dngulo ¥y entre x; y vao; (vector en direccién del semieje mayor) calculado para

|p1| =c1 y 1 € (0,27, es dado por
Uy =1+ &1, Py € (0,27] (4.25)

0
A. Longitud de semiejes
Estos elementos se determinan en funcién de las coordenadas polares (r, ®),donde r € (0.0,0.5) y & €
[0, 27] en el espacio de trabajo del manipulador. En los casos de la frontera interior y exterior, los radios
son r; = 0.0 y r. = 0.5 respectivamente, en consecuencia los dngulos sobre la segunda junta en el
manipulador son #; = 7y #; = 0 y de las ecuaciones 4.20 y 4.21

lim  \;(02) no existe,i =1,2
02—0,7

por tanto s, y sp no pueden calcularse en r; y re, por lo que se utiliza el radio inicial rg = 0.0001 y radio
final ry = 0.4999, con un error relativo de 0.0002.

En la figura 4.6 se muestran las posiciones del manipulator en la configuracién codo abajo (cab)
conforme el OT toma posiciones a lo largo de la linea recta paralela al eje x;. De 251 calculadas, 11 fueron

escogidos para la interpolacién. En la tabla 4.3 se muestran las longitudes de los semiejes mayor(s¢®) y

cab
menor(sg®°).
0.10—
t Escale de laellipse 1::
0.05}
0.00f \m
—0.05:
E | / ~
= \

e |\
oo NN
W

-0.25¢
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
X[m]=r

Figura 4.6: 2GdL: Elipses de velocidad lineal sobre la linea recta horizontal

Tabla 4.3: 2GdL:Elementos de las elipses de velocidad lineal
i [m] Sgab Sgab wcab [TCLd] wcar [rad]
0.0001 | 0.250000 | 0.000100 | 3.14139 | 0.00020
0.05008 | 0.250052 | 0.049818 | 3.0371 0.10449
0.10006 | 0.250945 | 0.097667 | 2.90334 | 0.23825
0.15004 | 0.255833 | 0.139862 | 2.69447 | 0.44712
0.20002 | 0.272401 | 0.168242 | 2.38331 | 0.75828
0.2500 | 0.306186 | 0.176777 | 2.0944 1.04712
0.29998 | 0.351127 | 0.170873 | 1.91652 1.22507
0.34996 | 0.400836 | 0.155892 | 1.8088 1.33279
0.39994 | 0.452633 | 0.132573 | 1.73386 1.40773
0.44992 | 0.505476 | 0.097069 | 1.67116 1.47043
0.4999 | 0.55891 | 0.004472 | 1.5748 1.56679

cab

En la figura 4.7 se muestra en lineas de color negro las longitudes s&

versus radio (sobre linea

recta horizontal), donde el radio inicial es ro y el radio final r;. Si se considera el radio r sin los casos
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singulares, se puede obtener una funcién para describir la evolucién de las longitudes de los semiejes
mayores con variable independiente, r. Por tanto, para este caso se realiza una regresion polinomial. La

funcién determinada es
Sg“b(r) = ag + a7 + asr® + asr® + agr* + asr® + agr®,Vr € (10, 7] (4.26)

donde ag = 0.249816,a; = 0.105246,a2 = —2.34181,a3 = 12.4696,a4 = 13.864,a5 = —98.4433,a¢ =
95.5748.

Funciones en Coordenadas Polares: color
Procedimiento Valores propios: color ne
0.5

0.4

eje mayc

0.3

Semiejes.longitu

emieje menc

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Radidm]

Figura 4.7: 2GdL: Radio (r) vs Longitudes de los semiejes mayor y menor

La gréfica de esta funcién (ec. 4.26) se muestra también en la figura 4.7 en color rojo. Ambas grificas

son idénticas dado que su coeficiente de correlacién es R? = 1.

En el caso de las longitudes de los semiejes menores sp, se obtiene la siguiente ecuacién una vez

aplicada la regresiéon polinomial
S5 (1) = bo + byr 4 bar® + bar® + bar® + bsr® + berS, Vi € [rg, 7] (4.27)

donde by = 5.15876 x 1076,b; = 1.04142,by = —1.99285,b3 = 29.8842, by = —210.016, b5 = 509.127,bg =
—418.432. La gréfica de esta funcién (ec. 4.27) se muestra en la figura 4.7 en lineas de color rojo. El

coeficiente de correlacién es R? = 0.999.

Del teorema 04.1, las ecuaciones 4.26 y 4.27 son suficientes para determinar las longitudes de ambos

semiejes en el espacio de trabajo del manipulador y en ambas configuraciones.

La ecuacién 4.22 se gréfica en circulos concéntricos, p,s = p(r;, P), en el espacio de trabajo. El
radio (r;) se muestra en la tabla 4.3 y ® € [0, 27]. Los resultados pueden observarse en la figura 4.8. El
reciproco del ntimero de condicion, x,, se conserva sobre cada circulo, esto implica que las magnitudes
de los semiejes mayores y menores se conservan sobre cada circulo como fue probado en el teorema 04.1.
Cabe hacer mencién que la posicién del manipulador més cercana a la isotropia cinematica [27] es en
0 = 2.30052 rad y 61 € [0,27] con un valor de x, = 0.618034.
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0.2
radidm]

0.0
Figura 4.8: 2GdL: Radio,r € [ro,7¢] vs Angulo,® € [0,27] vs 1/x

B. Orientacién del semieje mayor sobre la linea recta horizontal(v))
Sobre la linea recta horizontal se determind, con el procedimiento VP, el dngulo de orientacién entre el
semieje mayor y el eje horizontal x;. Los datos que fueron calculados para la configuracion codo abajo

se muestran en la cuarta columna de la tabla 4.3.

En la figura 4.9 se muestra en lineas de color rojo la evolucién del &ngulo de orientacién 1/ versus el
radio sobre la linea horizontal, r € [rg,rf|. Se puede ver que es posible obtener una funcién para describir
la evolucion del dngulo de orientacién con variable independiente,r. Por tanto, para este caso se aplica

una regresion polinomial. La funcién determinada es
Y (r) = co + err + car® + esr® + car® + esr” + c6r%,Vr € [ro, 7] (4.28)

donde ¢y = 3.14236, c; = —4.00683, cy = 67.27816, c3 = —752.80418, c4 = 2999.04141, c5 = —5075.38988, cg =
3128.53. En la misma figura 4.9 se muestra en lineas de color negro la grafica de la ecuacién 4.28, la cual

es semejante a la curva original ya que el coeficiente de correlacién es R? = 0.9998.

Para el caso de la configuracion codo arriba el angulo de orientacién del semieje mayor ¥“" se muestra

en la quinta columna de la tabla 4.3. Con estos datos, se determina

‘carz,n__ fab;iz()’l,...,n (429)

)

donde n=10, ntimero de radios. Por tanto, la funcién determinada para esta configuraciéon con variable

[{3%)]

independiente a “r’es
W (r) = = e (r), V1 € [ro, 1], (4.30)

En la figura 4.9 también se muestra en lineas de color negro la gréafica de esta ecuacién (4.30).
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Figura 4.9: 2GdL:Angulo de orientacién 1 vs radio(r)

C. Orientacion del semieje mayor en el espacio de trabajo

Con el mismo procedimiento se determina el dngulo de orientacién en el espacio de trabajo en la confi-
guracién codo abajo. Este angulo \Ilf]‘-”b, i=0,1,...,ny j=0,1,...,dc ( de: discretizacién del perimetro
del circulo), se muestran en la tabla 4.4 determinados en circulos concéntricos con los radios r;(tabla 4.3)

y el angulo ® € [0, 27].

Tabla 4.4: Orientacion del semieje mayor

®[rad) Wg?b[md] . \IJ%I; [rad]
0 3.14139 ... | 1.57480
/10 3.45555 ... | 1.88896
/5 3.76971 ... | 2.20312
3w/10 | 4.08387 ... | 281727
27 /5 4.39803 ... | 2.83143
/2 4.71219 ... | 3.14559
37 /5 5.02635 .. | 3.49975
/10 | 5.34051 .o | 377391
47 /5 0.65467 ... | 4.08807
97 /10 | 5.96883 ... | 4.40223
7'(' 6.28299 ... | 4.71639
117/10 | 6.59714 ... | 5.03055
67/5 6.9113 ... | 5.34471
137/10 | 7.22546 ... | 5.65887
/5 7.53962 ... | 5.97303
157/10 | 7.85378 ... | 6.28719
8m/5 8.16794 ... | 6.60135
177/10 | 8.4821 ... | 6.91550
97 /5 8.79626 .o | 7.22966
197/10 | 9.11042 ... | 7.54382
2m 9.42458 ... | 7.85798

En la figura 4.10 se muestra en lineas de color azul a color negro la evolucién del angulo orientacién

\I/f;-”b versus el angulo ®. Se puede ver que los datos describen lineas rectas. Por tanto, para este caso se
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puede aplicar una regresién lineal. La funcién determinada es
T (D) = dy + dy @, ® € [0, 27]. (4.31)

donde: dy es el valor inicial de ¢f“b que se muestran en la tabla 4.4. Para el caso general, se representa a
través de la funcién 1°®(r) y d; = 1, con un coeficiente de correlacién , R? = 1; por tanto, la ecuacién

4.31 puede ser rescrita como,
T (r, @) = (1) + &, ® € [0,27], 7 € [ro, 7). (4.32)

En la misma figura 4.10 se muestra en lineas de color negro a lineas de color rojo la grafica de la funcién
U (1 ) obtenida cuando se aplica la regresién lineal, la cual es semejante a la curva original ya que el

coeficiente de correlacion es igual a uno.

+ Funciones/en Coordenadas Pol@iesde Color Negro a Color R

Procedjmiento VP:d&,: Color Azul a¥,o: Color Negrc

¥ [rad|

@ [rad|

Figura 4.10: 2GdL:Angulo (®) vs Angulo de orientacién (¥)
Para el caso de la configuracion codo arriba. Sustituyendo la ecuacién 4.30 en 4.31,
T (1, @) = (r) + ,® € [0,27]; 7 € [ro, 74 (4.33)

En la figura 4.11 se muestran en lineas de color rojo el mapa de elipses de velocidad lineal que fue obtenido
con las ecuaciones 4.26, 4.27, 4.28 y 4.32; dado que el coeficiente de correlacién se apréxima a uno, estas

elipses son muy similares a las obtenidas con el procedimiento VP (lineas en color negro).
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Figura 4.11: 2 GdL: Elipses de velocidad lineal en el espacio de trabajo

4.2.2.2. Determinaciéon y analisis de las elipses de velocidad lineal: Manipulador PUMA

para sus 3 primeros GdL
4.2.2.2.1. Plano vertical del manipulador PUMA

El objetivo es realizar la determinacién de las mejores y peores direcciones cineméaticas sobre el espacio de
trabajo del manipulador PUMA. La determinacién de las direcciones, se realiza bajo el supuesto de que la
primer junta de dicho manipulador es #; = 0 para todo instante, lo que implica que dichas direcciones en
el espacio de trabajo del manipulador tienen componentes (v,,v,) que se encuentran en el plano vertical.

Por lo que la matriz Jacobiana que corresponde al gradiente de la funcién vectorial de posicién es,

_ | oy 9y O
Je=| 5 > o0 (4.34)

que al imponer la restriccién antes mencionada, #; = 0 para todo instante, dicha matriz queda de la

siguiente forma,

002 003

Jo=l0 0 0 (4.35)
0 8fz 8fz
002 003"

extrayendo de la matriz J. (ec. 4.35) los componentes que son diferentes de cero, se tiene

J— 10(92 + 93) — k892 — f8(92 + 93) 10(92 + 93) - f3(92 + 93) (4 36)
N —kcly — fc(02 +03) — ls(0y + 93) —18(92 +03) — fe(f2 + 93) '

La matriz JJT queda de la siguiente forma

ailr a2
JJT = .
a1 a2
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all = (l 0(92 + 93) — f 8(92 + 93))2 + (—l 0(92 + 93) + k 8(92) + f 8(92 + 93))2
a1p = a1 = —2f l 6(2(92 —1—93)) —kl 6(292 —|-93) + (f — l)(f+l)8(2(92 +93)) + k‘(k? 692892 —I—f 8(292 —1—93))
aze = (f (02 +63) +1 5(02 + 63))* + (k c(b2) + f c(62 + 03) +1 s(62 + 63))?

La inversa de la matriz JJ7 queda de la siguiente forma

A=(IIT) = [ @ atig ] . (4.37)
a1 G2
donde

. 2f24 k242124 K2¢(202)+2(f k cO3+(f—1)(F+D)c(2(02+03))+f k c(2024+03)+21(kch2+2fc(02+03)s(02+03)))

a1 = 2k2(1cO3— fs03)2
. . 1 c(2(62+0 k1 c(202+403)+2(—f2+12)s(2(02+03))—k(ks(202)+2f s(202+6
ai1g = ais] = 4f 1 c(2(02403))+2k 1 c(202+ 3);32((l£93tf18022)(2 2+03))—k(ks(202)+2f5(202+03))

L 2f2 k24212 —k2¢(202)42f k cO3+2((F—=1)(fH)c(2(024+03))+f k c(202403)+21c(02+03)(ksOa+2fs(024+63)))

a2 = 2k2 (IcOs — f503)2 :

Se calculan candénicamente los valores propios de la matriz A. De la ecuacion
Av=X\v=(A-I;\)v=0, (4.38)

donde A: es el valor propio y v: es el vector propio de dicha matriz; dado que v # 0, entonces

N (2412 = K2 (f = D(f +1De(203) — 4f k* 1 c3505) +

(4.39)

A(=202f% + K2+ 22) — 4f k s — 4k 1 s03) — 0,

b

+\2/

[

la ec. 4.39 es el polinomio caracteristico de segundo grado, la solucién es determinada si se toma los

coeficientes a,b y ¢ de dicha ecuacion,

—b+ (b* — 4ac)'/?

A (03) = 5 ,

(4.40)

—b— (b% — 4ac)'/?
2a

donde A1(63) > Xo(63); los valores singulares se determinan como o1 = (A\(63))Y2 y 00 = (A2(63))Y/2.

)\2(93) = s A1 (93), )\2(93) S R+, (4.41)

Por lo que el reciproco del nimero de condicién con la norma-2 es
lir:O'g/O'l,HrE (0,1]. (4.42)

A. Longitud de los semiejes

Estos elementos son determinados en funcién de las coordenadas polares (r, ®), donde r € (—0.000478, 0.864477)
y ® € [0,27] en el plano vertical del espacio de trabajo del manipulador. En el caso de las fronteras in-
terior y exterior, los radios son r; = —0.000478 y r. = 0.864478 respectivamente, en consecuencia los

dngulos sobre la tercera junta en el manipulador son 65 = 3.188595 y 65 = 0.047002 por lo que,

lim  \;(03) no existe,i = 1,2

03—05%,05

por tanto s, y sp no pueden calcularse en r; y 7. Por lo que se utiliza un radio inicial de ry = 0.008 y
un radio final r;y = 0.864477 con un error en el interior de la frontera 0.008478 y un error relativo en la

frontera exterior de 1.16 x 1076.
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En la figura 4.12 se muestran las elipses de velocidad lineal y las posiciones del manipulador en
configuracién brazo izquierdo y codo abajo conforme el OT toma posiciones a lo largo de la linea recta

paralela al eje x;

Z[m]

Figura 4.12: Plano vertical: Elipses de velocidad lineal sobre linea recta

Tabla 4.5: Plano vertical: Elementos de las elipses de velocidad lineal
r; [m] Sgab Sgab ¢cab [rad] ¢car [rad]
0.008000 | 0.432478 | 0.007981 | 3.07259 0.06900
0.093648 | 0.432614 | 0.093015 | 3.02245 0.11914
0.179295 | 0.434430 | 0.174511 | 2.88833 0.25327
0.264943 | 0.443707 | 0.245675 | 2.67529 0.46630
0.350591 | 0.473789 | 0.292361 | 2.3643 0.77730
0.436239 | 0.532957 | 0.305447 | 2.08386 1.05774
0.521886 | 0.610416 | 0.294610 | 1.91167 1.22992
0.607534 | 0.695723 | 0.268521 | 1.80644 1.33516
0.693182 | 0.784512 | 0.228206 | 1.73263 1.40896
0.778829 | 0.875065 | 0.166952 | 1.67052 1.47107
0.864477 | 0.966622 | 0.000468 | 1.57104 1.57055

cab
a

cab)

) v semieje menor (s;*°) en funcién

cab
a

En la tabla 4.5 se muestran las longitudes del semieje mayor (s
del radio r;. En la figura 4.13 se muestran en lineas de color negro la longitud del semieje (s5%°) versus
el radio, r € [rg,7¢]. La evolucién de las longitudes de dicho semieje se puede describir a través de una
funcién que tenga como variable independiente al radio (r), por lo que realizando una regresién polinomial,

se determina la funcién
Sg“b(r) = ag + ar7 + agr? + asr® + agrt + asr® + agr®,Vr € [ro, 7] (4.43)

donde ay = 0.431177,a; = 0.138513,a2 = —1.66375,a3 = 5.42161,a4 = 0.214741,a5 = —8.68181, a6 =
5.33911. La grafica de esta funcién aparece también en la figura 4.13 en color rojo. Ambas gréaficas son
idénticas dado que el coeficiente de correlacién es R? = 1. Para el caso de las longitudes de los semiejes

cab)

menores (s;%) versus el radio r;, aplicando una regresién polinomial se obtiene la siguiente funcién,

Sg(r) = by + bir + bar? 4 bar® + byrt 4 bsr® + berS, ¥r € [ro, /] (4.44)

donde by = —0.000506818,b; = 1.07058,by = —1.5429, b3 = 12.0202,bs = —45.5283,b5 = 62.522,bg =

—29.4596. Esta funcién también se muestra en la figura 4.13 y el coeficiente de correlacién es R? = 0.999.
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Figura 4.13: Plano vertical: Radio (r) vs Longitud de los semiejes mayor y menor

Del teorema 01[31], las ecuaciones 4.43 y 4.44 son suficientes para determinar las longitudes de ambos

semiejes sobre toda el drea de trabajo en el plano vertical en ambas configuraciones.

La ecuacién 4.42 es graficada en circulos concéntricos p(r;, @) en el espacio de trabajo. Los radios r;
son mostrados en la tabla 4.5 y ® € [0, 27]. El resultado puede observarse en la fig. 4.14. El reciproco del

nimero de condicién se conserva sobre cada circulo, implica que las magnitudes de los semiejes mayores
y menores se conservan sobre cada circulo tal como indica el teorema 01.

6 frad)
4

0.6

0.4
|

1/k

0.4
Radigm]

0.0

Figura 4.14: Plano vertical: Radio,r € [ro,rf] vs Angulo,® € [0,27] vs 1/x
B. Orientacion del semieje mayor

Sobre la linea recta horizontal fueron determinados con el procedimiento VP, el angulo de orientacién

del semieje mayor. Los datos fueron calculados para la configuracién codo abajo como se muestra en la
cuarta columna de la tabla 4.5.
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Figura 4.15: Plano vertical: Radio(r) vs Angulo de orientacién 1

En la figura 4.15 se muestra en lineas de color rojo la evolucién del dgulo de orientacién ¢°* versus
el radio en la posicién horizontal, € [rg, rf]. Observando los datos de dicha tabla es posible obtener una

funcién a través de una regresién polinomial, la cual es representada a través de
P (r) = co + e1r + cor? + egr® + eart + c5r° + cr®, Vr € [ro, 4] (4.45)

donde ¢y = 3.08255,¢1 = —1.28373,¢co = 15.4669,c3 = —122.16,¢c4 = 294.837,¢c5 = —293.189,¢5 =
105.062. En la misma figura se muestra en lineas de color negro la grafica de la ecuacién 4.45 la cual es

semejante a la curva original ya que el coeficiente de correlacién es R? = 0.999.

Para el caso de la configuracién codo arriba el dngulo de orientacién del semieje mayor " son

mostrados en la quinta columna de la tabla 4.5. De estos datos, se determina

car — et =0,1,...,n (4.46)

)

donde n=10, nimero de radios. Por tanto, la funcién determinada para ésta configuracién es
T (r) = 7 — (), Vi € [ro, 1] (4.47)
En la figura 4.15 se muestra también en lineas de color negro la gréafica de esta ecuacién 4.47.

C. Orientacién del semieje mayor en el espacio de trabajo Con el mismo procedimiento (VP)
fueron determinados los dngulos de orientacién de los semiejes mayor en la configuracién codo abajo.
Este angulo \I’fgb, 1 =0,1,....ny 5 =0,1,...,dc mostrado en la tabla 4.6 se determiné en circulos
concéntricos con radios r; mostrados en la tabla 4.5 y ® € [0, 27].
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Tabla 4.6: Plano vertical: Orientacion del semieje mayor

®[rad) \I’ﬁ?b[md] e \Ifi{%? [rad]
0 3.07259 ... | 1.571040
/10 3.38675 ... | 1.885200
/5 3.70091 ... | 2.199360
37/10 | 4.01507 ... | 2.513520
27 /5 4.32923 ... | 2.827680
/2 4.64339 ... | 3.141835
3 /5 4.95755 .. | 3.455994
7w/10 | 5.27171 ... | 3.770153
47 /5 5.58587 ... | 4.084313
97 /10 | 5.90003 ... | 4.398473
T 6.21418 .. | 4712633
117/10 | 6.52835 ... | 5.026793
67/5 6.84251 ... | 5.340953
137/10 | 7.15666 ... | 5.655113
/5 7.47083 ... | 5.969273
157/10 | 7.78499 ... | 6.283427
8 /5 8.09915 ... | 6.597586
177/10 | 8.41331 ... | 6911745
97 /5 8.72747 .o | 7.225905
197/10 | 9.04163 ... | 7.540065
2 9.35578 ... | 7.854225

En la figura 4.16 es mostrada en lineas de color azul a color negro la evolucién del angulo de orientacion
\Iff]‘-lb versus el angulo ®. Se observa que describe lineas rectas, por lo que se puede aplicar una regresiéon
lineal

Te(D) = dy + di B, ® € [0, 27] (4.48)

donde:dy es el valor inicial Q,Z)Z-cab mostrado en la tabla 4.5. Para el caso general sera representado por la
funcién ¢¥°®(r) y d; = 1, con un coeficiente de correlacién R? = 1. Por tanto, la ec. 4.48 puede ser rescrita
como

Ul (r @) = p®(r) + @, ® € [0, 27], 7 € [ro,7y]- (4.49)

Funciones en Coordenadas Polai@sde Color Negro a Color R

Procedimiento EP:d¥,: Color|Azul a¥;,:|Color Neg

@ [rad]

Figura 4.16: Plano vertical: E1 Angulo (®) vs Angulo de orientacién(¥)
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En la misma figura 4.16 es mostrado en lineas de color negro a color rojo la gréafica de la funcién W< (r, ®).
La cual es semejante a la curva original dado que el coeficiente de correlacién es igual a uno; para el caso

de la configuracion codo arriba del brazo, se obtiene sustituyendo la ec. 4.47 en 4.48,
T (1, @) = (r) + ,® € [0,27]; 7 € [ro, 74 (4.50)

En la figura 4.17 se muestran en lineas de color verde las elipses de velocidad lineal que fueron obteni-
das con las ecuaciones 4.43, 4.44, 4.45 y 4.49. Las cuales son semejantes a las elipses obtenidas con el

procedimiento VP dado que los coeficientes de correlacién son semejantes a uno.

Figura 4.17: Plano vertical: Elipses de velocidad lineal en el espacio de trabajo

4.2.2.2.2. Plano horizontal del manipulador PUMA

La determinacion de las elipsoides de velocidad lineal se realiza bajo el supuesto de que el OT del
manipulador se encuentra a una altura “h” para todo instante, es decir que los movimientos del OT se

encuentran sobre el plano horizonal con altura “h”.

A. Longitud de los semiejes
Se realiza la determinacién de las longitudes de los semiejes principales de las elipsoides a través de la

ecuacion 4.12, para la configuracién codo abajo. En la tabla 4.7 se pueden observar los valores de los semi-

cab
c

po = (%0, Y0, 20)” = (0.15109, 0.0, 0.66040)” y punto final: p; = (z¢,ys, 2¢)T = (0.877239,0.0,0.66040)7 .
Dado que el punto de la frontera interior es p; = (xi,yi,zi)T = (0.14909, 0.0, 0.6604O)T y el punto de

cab

ejes: mayor (s¢%), intermedio (s§%°) y menor (s¢%). Determinados sobre la linea recta con punto de inicio:

la frontera exterior es pe = (e, ¥e, 2¢)’ = (0.87723965,0.0,0.66040)7, entonces el error relativo en la
frontera interior es de 0.0134147 y en la frontera exterior de 0.00000065. En la figura 4.18 se pueden
observar las correspondientes graficas de las longitudes de dichos semiejes: mayor, intermedio y menor,
en funcién del radio r € [ro = 0.15109, 7y = 0.15109].
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Tabla 4.7: Plano horizontal: Elementos de las elipses de velocidad lineal

ri [m] Sgab sgab sgab

0.15109 | 0.457476 | 0.0274998 | 0.0206149
0.223705 | 0.46119 | 0.17688 0.144618
0.29632 | 0.471361 | 0.270421 | 0.212393
0.368935 | 0.494481 | 0.354535 | 0.258511
0.44155 | 0.535881 | 0.433951 | 0.281531
0.514164 | 0.593604 | 0.510397 | 0.284022
0.586779 | 0.661478 | 0.585003 | 0.271381
0.659394 | 0.734728 | 0.658596 | 0.246652
0.732009 | 0.810759 | 0.731679 | 0.209281
0.804624 | 0.888275 | 0.804518 | 0.152866
0.15109 | 0.966621 | 0.877239 | 0.000470834
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0.4 Semieje Intermed

| 47 ]
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Figura 4.18: Plano horizontal:Radio (r) vs Longitud de los semiejes principales

Con el objeto de entender el comportamiento de las longitudes de los ejes principales de las elipsoides
en todo el drea de trabajo correspondiente al plano horizontal se realiza la determinacién del ntimero de
condicién de la matriz A a través de la norma-2. Dicha graficacion se realiza sobre circulos concéntricos
p(r;, @) que se encuentran dentro del drea de trabajo del manipulador. Los radios (r;) se muestran en la
tabla 4.7 y ® € [0, 27]. Los resultados se pueden observar en la figura 4.19. Los valores de 1/ se conservan
sobre cada circulo, esto implica que las magnitudes de los semiejes mayor y menor se conservan sobre
cada circulo. Ademas en la figura 4.20 se muestra el coeficiente correspondiente a los semiejes sg“b /scab,
observandose que también se conserva sobre los circulos, esto implica que el semieje intermedio también

sSe conserva.
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Figura 4.19: Plano horizontal: Radio,r € [ro, 7] vs Angulo,® € [0, 27] vs 1/x
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B. Angulos de orientacion del semieje mayor

Se realiza la determinacién de los angulos de orientacién del semieje mayor con respecto a los ejes
x1 = (1,0,0)7, y1 = (0,1,0)7 y z; = (0,0,1)” a través de la ec. 4.15 en funcién del radio r;. Los valores
de dichos angulos de orientacién se muestran en la tabla 4.8 y en la figura 4.21 se muestra la grafica de

la evolucién de los angulos 1);, 1, y 1. con variable independiente el radio r € [rg, 7¢]

Tabla 4.8: Plano horizontal: Angulos de los semiejes mayor
A A R

0.15109 | 1.71605 | 0.151528 | 1.52794
0.223705 | 2.26193 | 0.730099 | 1.37325
0.29632 | 2.31294 | 0.862415 | 1.21718
0.368935 | 2.21788 | 0.926328 | 1.01808
0.44155 | 2.06801 | 1.008770 | 0.79689
0.514164 | 1.93606 | 1.122600 | 0.59630
0.586779 | 1.83962 | 1.237220 | 0.43521
0.659394 | 1.76879 | 1.333910 | 0.31121
0.732009 | 1.71226 | 1.411430 | 0.21391
0.804624 | 1.66028 | 1.476770 | 0.12999
0.877239 | 1.57104 | 01.570560 | 0.00034

T Gmocnaee,
20/ /// \
/ ~~

LN ]

Q lo con el ejer;
1.0 \

N\
\&ngulo con el ejez;

0 N\ ]
: N i

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
X[m]=r

ylrad

Figura 4.21: Plano horizontal:Angulos de orientacién (i, Yy, 1) vs Radio(r)

En la figura 4.22 se muestran las elipsoides de velocidad lineal cuyas longitudes de los semiejes estdan
contenidas en la tabla 4.7 y cuyos dngulos de orientacién se pueden ver en la tabla 4.8. Todas estas

determinaciones se realizaron con el procedimiento VP.
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Figura 4.22: Plano horizontal: Elipsoides de velocidad lineal sobre linea recta

C. Angulos de orientaciéon del semieje mayor en el espacio de trabajo

Con el mismo procedimiento (VP) fueron determinados los dngulos de orientacién de los semiejes mayor

en la configuracion codo abajo. Las magnitudes de estos angulos \Ifgab,\llzab y W son mostrados en la

tabla 4.9 los cuales fueron determinados en circulos concéntricos con radios r; contenidos en la tabla 4.8

y ® € [0,27], y en la figura 4.23 se muestra la grifica de dichos datos. En la figura 4.24 se muestran las

elipsoides de velocidad lineal generadas sobre el plano horizontal correspondiente al espacio de trabajo
del manipulador PUMA.

Tabla 4.9: Plano horizontal:

Orientacion del semieje mayor

®frad] | Uy v/ | wr v v v v, o, ol

0 2.261930 | 1.2372 | 1.37325 | 2.312940 | 0.86242 | 1.21718 1.57104 | 1.57056 | 0.000341
7/10 | 2.561600 | 1.3394 | 1.37325 | 2.575190 | 1.14844 | 1.21718 1.57110 | 1.57065 | 0.000341
/5 2.835900 | 1.4618 | 1.37325 | 2.763050 | 1.44135 | 1.21718 1.57113 | 1.57075 | 0.000341
3m/10 | 2.928900 | 1.5932 | 1.37325 | 2.748200 | 1.73592 | 1.21718 1.57113 | 1.57085 | 0.000341
2m/5 | 2.703610 | 1.7228 | 1.37325 | 2.545640 | 2.02833 | 1.21718 157110 | 1.57095 | 0.000341
/2 2.411490 | 1.8396 | 1.37325 | 2.279180 | 2.31294 | 1.21718 1.57103 | 1.57104 | 0.000341
3r/5 | 2107920 | 1.9324 | 1.37325 | 1.993150 | 2.57519 | 1.21718 1.57095 | 1.57110 | 0.000341
7r/10 | 1.800970 | 1.9903 | 1.37325 | 1.700240 | 2.76305 | 1.21718 1.57085 | 1.57113 | 0.000341
Am/5 | 1.493010 | 2.0054 | 1.37325 | 1.405680 | 2.74820 | 1.21718 1.57074 | 1.57113 | 0.000341
97/10 | 1.185360 | 1.9752 | 1.37325 | 1.113260 | 2.54564 | 1.21718 1.57064 | 1.57110 | 0.000341
™ 0.879663 | 1.9044 | 1.37325 | 0.828657 | 2.27918 | 1.21718 1.57055 | 1.57103 | 0.000341
117/10 | 0.579996 | 1.8022 | 1.37325 | 0.566406 | 1.99315 | 1.21718 1.57049 | 1.57095 | 0.000341
67/5 | 0.305689 | 1.6798 | 1.37325 | 0.378546 | 1.70024 | 1.21718 1.57046 | 1.57085 | 0.000341
137/10 | 0.212693 | 1.5484 | 1.37325 | 0.393391 | 1.40568 | 1.21718 1.57046 | 1.57074 | 0.000341
Tr/5 | 0.437978 | 1.4188 | 1.37325 | 0.595949 | 1.11326 | 1.21718 1.57049 | 1.57064 | 0.000341
157/10 | 0.730099 | 1.3020 | 1.37325 | 0.862415 | 0.82866 | 1.21718 1.57056 | 1.57055 | 0.000341
87/5 | 1.033670 | 1.2092 | 1.37325 | 1.148440 | 0.56641 | 1.21718 1.57065 | 1.57049 | 0.000341
177/10 | 1.340620 | 1.1513 | 1.37325 | 1.441350 | 0.37855 | 1.21718 1.57075 | 1.57046 | 0.000341
97/5 | 1.648590 | 1.1362 | 1.37325 | 1.735920 | 0.39339 | 1.21718 1.57085 | 1.57046 | 0.000341
197/10 | 1.956230 | 1.1664 | 1.37325 | 2.028330 | 0.59595 | 1.21718 1.57095 | 1.57049 | 0.000341
s 2.261930 | 1.2372 | 1.37325 | 2.312940 | 0.86242 | 1.21718 1.57104 | 1.57056 | 0.000341
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Capitulo 5

MANIPULABILIDAD DINAMICA EN ROBOTS SERIALES

5.1. Introduccién

De forma equivalente a la cinematica, en la dindmica de los sistemas mecanicos de los robots manipulado-
res, algunos autores han introducido conceptos matemaéticos que permiten disenar o medir el desempeno

dindmico de las arquitecturas mecéanicas.

Asada [35] introduce el concepto de Elipsoide Generalizada de Inercia (GIE) indica que representa
las caracteristicas del manipulador en su conjunto. Indica que se puede entender el efecto inercial y la no
linealidad de los movimientos de los elementos con multiples grados de libertad simplemente investigando
la configuracién de la GIE. Esto lo aplica para el disefio de las estructuras mecédnicas, para determinar
las dimensiones éptimas del brazo y la distribucion de los centros de masa, a través de la evaluacion y
representacion grafica de la dindmica del brazo. Yoshikawa [34] propone el concepto de medida de la
manipulabilidad dindmica como una medida de la habilidad de manipular la posicién y orientacion
del OT. Esta medida es definida sobre la base de la relacién entre las fuerzas generalizadas en las juntas

y la aceleracién en el OT.

Ma y Angeles [33] introducen el concepto de Indice de Condicionamiento Dinamico, por sus
siglas en inglés como DCI, el cual lo define como la diferencia en minimos cuadrados entre la Matriz
Generalizada de Inercia(MGI) y una Matriz Isotrépica (MI), este indice mide el acoplamiento dindmico y
la estabilidad numérica de la MGI correspondiente al modelo dindmico del manipulador. La reduccion de
este indice debilita el acoplamiento dindmico mientras que incrementa la estabilidad del modelo dindmico,
el cual produce un mejoramiento del desempefio del robot para el control y simulacién bajo condiciones
dindmicas. Para el caso cuando el DCI es igual a cero, la MGI asociada estd perfectamente condicionada,
adicionalmente los torques involucrados estdn completamente desacoplados. Y a tal situacién lo nombra
isotropia dinamica. Aplica este concepto para la planeacién de trayectorias éptimas en un manipulador
serial de 2GdL.

Chiacchio et al. [32] estudian la influencia de la gravedad sobre las elipsoides de manipulabi-
lidad dinamica en robots seriales. Lo que tratan de demostrar es que cuando las fuerzas gravitacionales
son propiamente introducidas en la determinacién de la elipsoide, estas no causan una compresioén en el
volumen de dicha elipsoide, pero justamente producen una traslaciéon de la elipsoide la cual en general
ocurre a lo largo del espacio de tarea. La traslacién de la elipsoide implica que las magnitudes y direc-
ciones de los vectores de aceleracién maximo y minimo cambian y no coinciden con los ejes principales
(vectores propios) de la elipsoide. Esto puede reconocerse dado que el manipulador puede acelerar més
facilmente hacia abajo que hacia arriba. De las restricciones cinemaéticas impuestas por la estructura del
manipulador sobre sus componentes inerciales, el sistema no se desarrolla isotrépicamente. Indica que
el efecto de la gravedad es una traslacién pura de la elipsoide mientras cambia la minima y méxima
aceleracion. La presencia de una carga produce el mayor efecto para reducir el tamano de la elipsoide y

cambiar la orientacion de sus ejes.
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Los objetivos que se persiguen en este capitulo son: 1). Utilizar el concepto de indice de condiciona-
miento dindmico para obtener las posiciones con mayor y menor DCI, que implica posiciones con mayor
y menor momento de inercia de masa, asi como la determinacion de este concepto sobre toda el area de
trabajo. 2). Determinar elipses de manipulablidad dindmica para obtener las direcciones en el OT que
producen mayor y menor aceleracién lineal, asi como generar un mapa de dichas aceleraciones en el area
de trabajo de dicho manipulador. 3). Determinar y generar un mapa de demanda de torque debido a las
fuerzas gravitacionales en las juntas del manipulador con la finalidad de visualizar las regiones de mayor

y menor demanda de torque bajo éstas condiciones.

5.2. La matriz generalizada de inercia: 2GdL
De la ecuacién de torque, 3.14, se toma la matriz generalizada de inercia, la cual corresponde a

%mll% + mgl% + %mgl% + m21112002 %mgl% + %mglllgceg

I, = (5.1)

1 2 1 1 2
3771212 + 577121112692 §m212

la cual es simétrica y definida positiva. El determinante de dicha matriz se presenta en la ec. 5.2, y en la

figura 5.1 se muestra la grafica correspondiente a dicha ecuacién
1
wr, (02) = %zfzgm (4my + 3ma(4 — 3(ch2)?)) (5.2)

observéandose que cuando la variable independiente ¢ toma los valores de 0, 7,27 la funcién wg,(62)
toma los valores minimos, y cuando 63 toma los valores de 7/2,37/2 la funcién wy, (62) toma los valores
maximos. Sin embargo, estos puntos extremos no indican de forma clara su relaciéon con las posiciones

con mayor y menor momento de inercia de masa.

YA /MN\
R RN
N
NN R
N/ \

P4 NS N
0 1 2 3 4 5 6
y[rad

Det. Ig

Figura 5.1: Determinante de la matriz generalizada de inercia

Con respecto a lo definido por Ma y Angeles [33], el indice de condicionamiento dindmico es

1
w= gegwded (5.3)

donde W, € R™"™ es la matriz diagonal de pesos y 1 € R™" es la matriz identidad, eg es un vector de
dimensién n(n+1)/2 formado a partir de las componentes triangulares superiores de la matriz de error
Eq(q) € R™™:

Eq(q) =1I(q) — 1oy (5.4)
donde o4 es un escalar definido tal que la norma de la matriz de error E; es un minimo para una q fija.
Asi

0u= tr[i(q) (5.5)
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donde tr[-] denota la traza de la matriz. El vector e, consiste de n(n+1)/2 componentes, los cuales estédn

colocados como
Ii1 — o4

Irm — 04
Lo
Iln
I>3

In—l,n

donde I;; denota la (i,j)ésima entrada de la matriz I(q).

Para el caso del manipulador de 2GdL el escalar o4 se forma con los elementos de la matriz corres-

pondiente a la ec. 5.1, esto es

1

1
04 = ([11+[22)=—<

1 1
5 —12m1 + -

1
S0 3z§m2 + my <z% + 22+ 1112(;92)) : (5.7)

3

y el vector e4 es formado también con los elementos de la matriz correspondiente a la ec. 5.1,

%ll (30921277”&2 + ll(ml + 3m2))
ey = —%ll (3claloms + 11 (mq + 3ms2)) |, (5.8)
%TTLQZ% + %m2l112092

definiendo a la matriz diagonal de pesos como

100
Wg=| 01 0 (5.9)
0 0 1
Por lo que el DCI para el manipulador serial resulta,
= L (23etyly + 200)2m3 + 22 (1 3ma(ly + cala))? 5.10
N—72 5(3chaly + 212)“ms + 217 (limq + m2(1+022)) . ( )

Tomando las masas m1 = mo = 1 kg y las longitudes de los eslabones previamente definidas como
Iy = lo = 0.25 m, y realizando el proceso de optimaciéon para obtener los méximos y minimos de la

funcién correspondiente a la ec. 5.10,
tmaz = H(lgéX {p};02 €10,2m)
2

Homin = n%in {n};02 €0,2m)
2

resulta que ez = 0.00667318 en 0o = 0 v pimin = 0.00016276 en 0 = 7. En la figura 5.2 se muestran
las posiciones con maximo y minimo DCI, los cuales corresponden efectivamente a las posiciones con

maximo y minimo momento de inercia de masa del sistema sobre toda el drea de trabajo.
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Figura 5.2: Médximo y minimo momento de inercia de masa

5.3. Medida de la manipulabilidad dinamica

El concepto de medida de la manipulabilidad dindmica en robots es propuesto por Yoshikawal[34] como
una medida cuantitativa de la habilidad de manipular la posiciéon y orientacién del OT, el cual toma en
consideracion la dindmica del sistema. Esta medida es definida sobre la base de la relacion existente entre
la fuerza generalizada en las juntas y la aceleracién en el OT.

De la estructura de la ec. 3.83
f* =1(q)4 + C(q,4)d + b(q) (5.11)

donde q,q,q € R” son la posicién, velocidad y aceleracion en las juntas articulares respectivamente,
I(q) € R™*™ es la matriz generalizada de inercia, C(q,q) € R™*™ es la matriz de Coriolis y fuerza
centrifuga, b(q) € R™ es el vector de torque debido a las fuerzas gravitacionales y f* € R™ es la fuerza

generalizada en las juntas.

Como ya se ha visto, la relacién cinematica de velocidad en el espacio m-dimensional en el OT y el

espacio n-dimensional en las juntas articulares es dado como
it = J(@)d (5.12)

donde t € R™ es la velocidad en el OT, g € R™ y J(q) € R™*" es la matriz Jacobiana. De igual forma,

se ha visto que la relacién cinematica de aceleracion entre el OT y las juntas articulares es descrita por
i =J(q)d+J(a)q (5.13)

donde ii € R™ es la aceleracion en el OT, J (q) € R™*™ eg la derivada con respecto al tiempo de la matriz

Jacobiana.

Introduciendo nuevas funciones vectoriales f € R™ y i1 € R™ tal que
f =f"—C(q,4)q—b(q) (5.14)
it=1i-J(q)q (5.15)
de las ecuaciones 5.11, 5.12, 5.13 y 5.14, se tiene

i = J(q)I(q) ' f

~
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de aqui en adelante J(q) e I(q) serdn escritas como J e I respectivamente. Por tanto

i=JI'f (5.16)

~

de aqui que

2 +h

=1J i (5.17)

Dado que la idea basica que se tiene aqui es cuantificar el grado de arbitrariedad del cambio de aceleracion
i bajo alguna restriccién sobre el torque en las juntas sobre la base de la ec. 5.17 y tomar esta cantidad
gomo una medida de la manipulabilidad del brazo. Para obtener las transformaciones caracteristicas
se normaliza el torque de las n-juntas a una unidad y se determinan las aceleraciones en el OT del
manipulador, es decir

I£l =1 (518)

sustituyendo la ecuacion 5.17 en 5.18

(ET6)2 =1 = (13 )T (@I ) =1

~ o~

a3 HTta=1 (5.19)
~ i ~
la ecuacién 5.19 representa una elipsoide en R™, el término “i” de la ecuacién 5.19 es una matriz simétri-
ca definida positiva y se le donotard como B. Yoshikawa [34] lo llama elipsoide de manipulabilidad
dinamica, comenta que puede ser un buen medio para el andlisis, diseno y control de robots manipula-

dores.

Las elipses de aceleracién se pueden obtener a través de a) Procedimiento Numérico (PNA), y b)

Procedimiento Vectores Propios (PVA).

El procedimiento numeérico es una forma simple pero con mucho calculo para obtener las transforma-

ciones caracteristicas de las aceleraciones en el OT (para el caso del de 2GdL) consiste en:

al). La condicién dada por la ec. 5.18 implica que el circulo unitario de torques en las juntas es dado

(1@ 5o Ly
= ( 72(0) ) - ( sing ) 002

donde ¢ es dividido en N subintervalos tal que

[0,27] = {O,%} U (%%&] U...U (WQ} R

Para ¢; = (%) es calculado

paramétricamente

f =f(¢;),j=12...,NN+1 (5.20)
a2). La aceleracién del OT es calculado usando la ecuacién (5.16) y (5.20)

~ g

a(f )=JI'f ,j=1,2,..., NN +1 (5.21)
~j
a3). Determinar la norma maxima y minima de las aceleraciones en el OT

Umag :Hi‘éX{Hu(f )H},]: 1,2,..., NN +1
~y

~

J
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{min = I%f“{”"j(f.)ll} j=1,2,...,N,N+1
~j J
donde 1iy4,: es interpretado como la longitud del semieje mayor de la elipse y timm: es la longitud

del semieje menor, f : es el vector de diseno correspondiente al torque en las juntas del manipulator.
~Jj

a4). Los vectores con mayor (le,) y menor norma ({im,) corresponden a la direccién de los ejes
principales.

ab). Dados timax ¥ Umin,

a _ Ymin
Ry = ——

ﬁméx
donde k¢ es interpretado como el reciproco del nimero de condicién de la matriz B calculado con
norma-2.

a6). El dngulo de orientacién entre el vector correspondiente al semieje mayor y el vector x; = (1,0)7

es dado por

T
¥, = arccos <umé"xl> (5.22)

([ Timax ||

El Procedimiento Vectores Propios (VPA) es la forma maés directa para establecer las elipses de aceleracién

en el OT correspondiente a las transformaciones caracteristicas ( manipulador: GdL < 2).

bl). Dada la matriz B se determinan sus valores propios, es decir, A{ y A\%; A\§ > A5 A\{,\§ € RT

b2). Dados A{ y A, entonces las longitudes de los semiejes de las elipses buscadas son dadas por

50 = (A)"V2 58 = (A0)"V2 (5.23)
b3). Los vectores propios de B son determinados resolviendo la ecuacién 5.24

(B — A )ve =0,i=1,2. (5.24)

donde ¥{ = §7 y ¥§ = 87 y son los vectores unitarios de v{ y v§ respectivamente, que corresponden
a la direcciones de los semiejes menor y mayor.

b4). El nimero de condicién de la matriz B es definido como [29],[30]:
ko = [IB7HIIBl; a € [1,00) (5.25)

donde || - || representa la norma de la matriz, para nuestros propdsitos, puede ser determinado con
la norma-2 o con la norma de Frobenius. Con la finalidad de obtener un rango de (0,1] se determina
el reciproco del nimero de condicién, k¢ = 1/kq; k% € (0, 1].

b5). Dado el vector propio correspondiente a la direccién del semieje mayor, 8%, los angulos del semieje
mayor ¥ con los ejes x; = (1,0)7,y; = (0,1)7 son dados por

U4 = arccos((8%)Tx); Wy = arc cos((8%)Ty1) (5.26)

b6). Las elipses de aceleracion lineal son construidas con las ecuaciones 5.23, los vectores propios unitarios

y la ec. paramétrica de la elipse.

Con la finalidad de comparar la formacién de las elipses con ambos procedimientos se escoge un punto
p = (z,y)" = (0.25,0.0)”. La arquitectura mecanica es la de 2GdL en la configuracién codo abajo. Las

longitudes y las masas de los eslabones han sido previamente definidos.
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En la tabla 5.1 se muestran los vectores de los semiejes mayor y menor correspondientes a las acele-

raciones en el OT obtenidas con ambos procedimientos.

Tabla 5.1: Valores mdzx. y min. de aceleracion en el OT

Procedimiento PNA Procedimiento VPA
tinax = (g, )7 | (-1.40789, -2.72530) | (-1.404222,-
2.727189)
£ = (f ,f )T | (-0.998091,0.0617625) | (-0.998112,
o L 0.0614147)
iy = (iig, iiy)T | (-10.515819,5.412213) | (-10.514864,
5.414073)
f”pf = (fl,fz)T (0.0607344,0.998154) | (0.0614147,0.998112)

En la figura 5.3 se muestra el circulo unitario de torques correspondientes a las juntas del manipulador,
donde fP' y £°P! son los vectores de disefio del torque en las juntas del manipulador que producen las

~max ~min
maximas y minimas aceleraciones en el OT respectlvamente.

fo[Nm]

opt
famax

1'0 el

} / \
(;’ﬁ‘n

P S

0.0 fi(Nm]

A
\__

~1.0L- \ /

4
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Figura 5.3: 2GdL: Circulo unitario de torques

En la figura 5.4 se muestran las dos elipses de aceleracion con t,ge v Umin calculados con ambos
procedimientos. El procedimiento PVA tiene la ventaja que los semiejes principales (mayor y menor) se
obtienen de forma directa y con precisién; para el caso del procedimiento PNA, para alcanzar un error
relativo de RE < 1.88 x 107° se realizaron 3050 iteraciones. Esto es una desventaja muy importante en

dicho procedimiento, ya que se requieren muchos célculos para obtener buena precisién.

Aylmys?)

PNA:(-10.5158192,5.412213
VPA: (-10.5148645,5.414073

0 N\ AX[m/s?)

B
PNA: (~1.4078858:2. 1253
5 VPA: (~1.4042221-2 7271

-15 -10 -5 0 5 10

Figura 5.4: 2GdL: Aceleracién en el OT con los procedimientos PNA y VPA
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5.3.1. Determinacion y analisis de las elipses de aceleracion lineal: Manipulador de
2GdL

El objetivo es la construccion de las elipses de aceleracion lineal en el OT del manipulador en el espacio
de trabajo y el andlisis de los elementos principales de éstas tanto en la configuracién codo abajo como

codo arriba. Se utiliza el procedimiento VPA.

A. Longitud de semiejes
En la figura 5.5 se muestran las posiciones del manipulator en la configuracién codo abajo (cab) conforme

el OT toma posiciones a lo largo de la linea recta paralela al eje x;. Asimismo, se muestran las elipses de

cab

o cab) .

aceleracion del OT; en la tabla 5.2 se muestran las longitudes de los semiejes mayor(s;*”) y menor(sj

0.10—

‘ ‘Es‘cﬂla‘de‘lf;el‘lipse‘lz‘: a

6661 e

—0.05 // / S

-0.10 7V

-0.15

o [N

YWY

0.0‘ B ‘0.1‘ B ‘0.2‘ a ‘0.3‘ B ‘0.4‘ B ‘0.5
X[m]=r

0.05

Y{m]

-0.25¢,

Figura 5.5: 2GdL: Elipses de aceleracién en el OT sobre linea recta horizontal

Tabla 5.2: 2 GdL: Elementos de las elipses de aceleracion lineal
i [m] Sgab Slc)ab awcab [Tad] awcar [rad]
0.00010 | 14.1364 | 0.0023283 | 3.14125 0.00034
0.05008 | 13.9042 | 1.12222 2.97649 0.16510
0.10006 | 13.3275 | 2.02147 2.84152 0.30007
0.15004 | 12.6571 | 2.61848 2.74919 0.39240
0.20002 | 12.1131 | 2.94517 2.69517 0.44643
0.25000 | 11.8269 | 3.06748 2.66610 0.47549
0.29998 | 11.8744 | 3.04476 2.64600 0.49559
0.34996 | 12.3388 | 2.91770 2.61851 0.52308
0.39994 | 13.4020 | 2.69766 2.56292 0.57867
0.44992 | 15.5796 | 2.31330 2.42943 0.71216
0.49990 | 20.8379 | 0.15759 1.62533 1.51626

62



15
\ Semieje may /

10

Semiejes Principales Longit

Semieje men

"\
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Figura 5.6: 2GdL: Radio (r) vs Longitud del semieje mayor

En la figura 5.6, se muestra la evolucion de las longitudes de los semiejes mayor conforme incrementa
el radio r de ry a ry. Para determinar la relacion que guardan las longitudes de los semiejes principales
sobre toda el area de trabajo se determina el reciproco del nimero de condicién de la matriz B, 2. El
numero de condiciéon de dicha matriz se determina con la norma-2, por lo que el reciproco de ésta se
determina como

Ky =o05/of, ky € (0,1] (5.27)

donde 0§ y o son los valores singulares de la matriz B, los cuales se determinan como o§ = (A\{(6))"/?

y 0§ = (A\3(62))"/.

La ecuacién 5.27 se gréfica en circulos concéntricos, pot = p(r;, ®), en el espacio de trabajo. El

radio (r;) se muestra en la tabla 5.2 y ® € [0, 27]. Los resultados pueden observarse en la figura 5.7. El

a

¢, se conserva sobre cada circulo, esto implica que las magnitudes

reciproco del nimero de condicién, k
de los semiejes mayores y menores se conservan sobre cada circulo. Ademads, se realiza el calculo del DCI

para toda el drea trabajo sobre dichos circulos concéntricos y la graficacién se muestra en la figura 5.8.

®[rad|

0.2
radidm]

0.0

Figura 5.7: 2GdL:Radio,r € [ro, 7] vs Angulo,® € [0, 2n] vs 1/k%

63



0.2
radigm]

Figura 5.8: 2GdL: Radio,r € [ro, 7] vs Angulo,® € [0, 27] vs p

B. Orientacion del semieje mayor

Sobre la linea recta horizontal fueron determinados con el procedimiento VPA, el déngulo de orientacién
del semieje mayor y el eje horizontal x1. Los datos fueron calculados para la configuracién codo abajo y
se pueden observar en la cuarta columna de la tabla 5.2. En la figura 5.9 se muestra en lineas de color

rojo la evolucién del dngulo de orientacién ) versus el radio horizontal, r € [ro, .

Para el caso de la configuracién codo arriba el dngulo de orientacién del semieje mayor *¢°*" se

muestra en la quinta columna de la tabla 5.2. De estos datos se determina que

awgar ] wicab;i — 071,... ,n (528)

car —
donde n=10, nimero de radios.

3.0 7\
TN

—

Configuracion codo a

™\
| \
/|

S

v lrad

1.5

Configuracién codo arrik

L

—

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Radigm]

Figura 5.9: 2GdL:Radio,r € [rg,7¢] vs Angulo de orientacién del semieje mayor (¢))

C. Orientacion del semieje mayor en el espacio de trabajo y elipses de aceleracion sobre el

area de trabajo

Con el mismo procedimiento (PVA) se determina el éngulo de orientacién del semieje mayor con respecto
al eje x1 en el espacio de trabajo en la configuracién codo abajo. Este dngulo alllfgb, 1 =0,1,...,ny
j =0,1,...,dc (discretizacién del perimetro del circulo), se muestran en la tabla 5.3 determinados en
circulos concéntricos con los radios r;(tabla 5.2) y el angulo ® € [0, 27].
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Tabla 5.3: Orientacion del semieje mayor de la elipse de aceleracion

Dfrad] | “Ve[rad) | ... | “V5e[rad]
0 3.1413 ... | 1.6253
7/10 | 3.4554 ... | 19395
/5 3.7696 ... | 2.2537
3w/10 | 4.0837 .| 25678
21/5 | 4.3979 .. | 2.8820
/2 4.7121 ... | 3.1961
3r/5 | 5.0262 ... | 3.5103
7r/10 | 5.3404 ... | 3.8245
4m/5 | 5.6545 ... | 4.1386
97/10 | 5.9687 .. | 4.4528
s 6.2828 .| 4.7669
117/10 | 6.5970 ... | 5.0811
6m/5 | 6.9112 .. | 5.3952
137/10 | 7.2253 ... | 5.7094
/5 | 7.5395 ... | 6.0236
157/10 | 7.8536 ... | 6.3377
87/5 | 8.1678 ... | 6.6519
177/10 | 8.4820 ... | 6.9660
9r/5 | 8.7961 .| 7.2802
197/10 | 9.1103 .| 7.5944
2 9.4244 .. | 7.9085

En la figura 5.10 se muestra en lineas de color verde a color negro la evolucién del angulo de orientacion
“\Pf;-”b del semieje mayor de la elipse de aceleracion versus el angulo ® y en color rojo a negro la evolucién
de dicho angulo reorientado. Se puede observar en dicha figura que la evolucién de los angulos reorientados

describen lineas rectas.

a\l,cab

Figura 5.10: 2GdL:El dngulo (®) vs Angulo de orientacién (¥)

En la figura 5.11 se muestran las elipses de aceleracion lineal del OT que fue obtenido con el proce-
dimiento VPA.
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Figura 5.11: 2 GdL: Elipses de aceleracién lineal en el espacio de trabajo

5.3.2. Analisis estatico: Manipulador de 2GdL

Partiendo de las suposiciones del capitulo 3, correspondientes a la ubicaciéon de los centros de masa de
los eslabones. Se realiza el anélisis estatico del manipulador de 2GdL en puntos especificos del espacio de

trabajo; este andlisis servird para determinar un mapa de torque estatico sobre toda el drea de trabajo.

Caso a). Considerando la ubicacién del manipulador en el espacio de trabajo mostrado en la fig. 5.12, y
aplicando las leyes de Newton a los eslabones de dicho manipulador para el caso estatico. Del Diagrama
de Cuerpo Libre(DCL) del eslabén 2, se tiene

DCL Eslabén 2

DCL Eslabdn 1

Figura 5.12: 2GdL: Diagrama de cuerpo libre para “caso a)”
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+ 1Y Fy=0;F, =W,
—|—f\ZM02 =0; Teq —Wg% COS(91—|—92) =0
= T, = %Wg cos(6q + 62)
considerando el DCL del eslabén 1(fig. 5.12),

+TEFyZO;Fy1—Fyz—W1:0:>Fy1:W1+W2,

l
+ N ZMOl =0; Ty — Tey — ngl cos 01 — Fy,lycosth = 0,

sustituyendo las ecs. 5.29, 5.30 en la ec. 5.32, se tiene,

Te; = %Wl cos 01 + Wa(lycosb + %2 cos(fy + 62))

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

Caso b). Considerando la ubicacién del manipulador en el espacio de trabajo mostrado en la fig. 5.13,

y aplicando las leyes de Newton a los eslabones de dicho manipulador. Del DCL del eslabén 2, se tiene

+ 1Y F, =0,F, =W,

+ A Y Mo, =0; -7, — Wg% cos(m — (61 +62)) =0
—Tey + WQ% COS(91 + 92) =0
= Te, = %Wg cos(61 + 62)

considerando el DCL del eslabén 1(fig. 5.13),

I Fy=0;F, —Fy, —W1=0= F, =W, + W,

l
+ " Z Mo, =0; Tey + Tey, — ngl cos 01 — Fy,licosth =0

sustituyendo las ecs. 5.16, 5.18 en la ec. 5.3, se tiene

l l
Tey = %Wl cos 01 + Wa(licost — 52(308(91 +62)).
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DCL Eslabon 2

DCL Eslabodn 1

Fx,

Figura 5.13: 2GdL: Diagrama de cuerpo libre para “caso b)”

De los dos casos analizados, se observa que para determinar el torque estatico en las juntas del mani-
pulador sobre toda el area de trabajo, es necesario identificar la ubicacién que tienen los eslabones sobre
los cuadrantes. Por lo que a continuacién se presenta un algoritmo para realizar dichas determinaciones

y poder asi calcular el torque estatico sobre toda el area de trabajo.

Algoritmo para el calculo del torque estatico sobre el area de trabajo. Para determinar el
torque debido a la fuerza de gravedad (7.) sobre cualquier punto p,; elemento del area de trabajo (A)
se requiere ubicar los eslabones del manipulador en el cuadrante correspondiente al A, y de esta forma

7

poder aplicar el “caso a)” o “caso b)”. Para realizar dicha ubicacién, considere la figura 5.14.

Ubicacion del eslabén 1 en los cuadrantes 1 y 4,

w
3
o

™

S TW <0 < g 0 3 <0 < E,entonces Comparal = 114, (5.39)
ubicacion del eslabén 1 en los cuadrantes 2 y 3,
.om 3 —3m -7
St 5 <0 < > 0 - <0 < T,entonces Comparal = 123, (5.40)
ubicacién del eslabén 2 en los cuadrantes 1y 4
. -7 s 3 T
S - <P <L 5 o - <o <L E,entonces Compara2 = 214 (5.41)
ubicacion del eslabén 2 en los cuadrantes 2 y 3
s 3 -3 —T
S 5 <o <L > o 5 <o <L - entonces Compara2 = 223, (5.42)

9

y para decidir si se aplica “caso a)” o “caso b)”,

Si [(Comparal =114) y (Compara2 =214)] o [(Comparal =123) y (Compara2 = 223)],
entonces “caso a)’ sino “caso b)”

(5.43)
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Cuadrante 2

Cuadrante 1

Cuadrante 3

EH
&
s\
-Te W+ Tez Cuadrante 4
iv

/7B

e
W, w, '-_ w. W \
I . - /2 N

I, / “-_ 3x/2 :' \ I,

Figura 5.14: 2GdL: El sentido de los torques en las juntas del manipulador sobre los cuatro cuadrantes

En la figura 5.16 se muestra el mapa de torque estatico sobre el drea de trabajo del manipulador
calculado a partir del algoritmo presentado para el calculo del torque sobre toda el A;, donde los puntos
Pot(7i, @) son determinados sobre circulos concéntricos con radio r; y ® € [0,27], en dicho mapa se
representan las magnitudes y signos de los torques estaticos formando rectangulos, de acuerdo a lo
definido en la figura 5.15, y en la figura 5.17 se muestran las curvas de torque estatico correspondientes a
cada una de las juntas del manipulador determinados sobre circulos concéntricos con radio r; mostrados
en la tabla 5.2, de donde se observa que los puntos dentro del drea de trabajo, de mayor demanda de
torque en las juntas del sistema, se produce cuando pys = p(r¢,0),pot = P(rf,7), y los puntos del 4rea de
trabajo de menor demanda de torque estético son po; = p(rf,7/2),pot = P(7¢,37/2), Pot = P(10,7/2) ¥y

Pot = P(r0,37/2), que corresponden a puntos de equilibrio estético.

A
('Te1, Tez) T Te2 (Te1, TeZ)
(0,0)
< 4
= Tet pot + Te
('Te1, 'TeZ) -Te (Te1, 'TeZ)
\/

Figura 5.15: Definicién de los rectangulos de torque estédtico en las juntas del manipulador.
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Figura 5.16: Mapa de torque estatico en las juntas del manipulador.

Figura 5.17: Curvas de torque estatico en las juntas del manipulador.
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Capitulo 6

LA ENERGIA MECANICA EN ROBOTS MANIPULADORES
SERIALES

6.1. Introduccién

El objetivo que se persigue en este capitulo, es realizar la determinacién de la energia mecédnica de los
manipuladores casos de estudio con las restricciones impuestas en el capitulo 3, referentes a que en el
modelo dinamico la masa de cada uno de los elementos se puede concentrar en un punto llamado centro
de masa (cm), las fuerzas de friccién se consideran muy pequenas de tal forma que se pueden omitir.
Asimismo, se persigue el objetivo de analizar la influencia que tienen la velocidad, aceleracién, inercia y

la fuerza de gravedad en la demanda de la energia mecanica durante el seguimiento de trayectorias.

Se realiza la determinacién de la energia mecdnica para el manipulador de 2GdL sobre el plano vertical.
Se omite la arquitectura del manipulador PUMA dado que se induce un comportamiento semejante ya
que tienen la relacién uno a uno en las longitudes de los eslabones “k” y “f”, y dado que la arquitectura de
este manipulador para las dos juntas més importantes (las dos dltimas juntas) con respecto a la demanda

de energia, tienen una configuracién semejante al manipulador de 2GdL.

Asimismo, es de especial interés analizar la influencia que tiene la velocidad en la demanda de energia.
Para ello se toma como referencia lo definido por Gosselin y Angeles[39] como Indice de Condicionamiento
Global por sus siglas en inglés CGI, el cual esta basado sobre la distribuciéon del nimero de condicion
de la matriz Jacobiana sobre todo el espacio de trabajo del manipulador; sobre esta base se propone
determinar una medida promedio del nimero de condicion y su reciproco de la matriz A (determinado
a partir de la matriz Jacobiana) sobre toda la trayectoria T(t), t € [0,tf], t; :tiempo final de recorrido,
a dichas medidas se le denota como K y R, respectivamente. Asi como también se pretende obtener una
medida promedio de la norma FEuclidiana de la velocidad demandada por el sistema para seguir a cada
una de las trayectorias pertenecientes a la misma familia, a dicha medida se le denota como w. De igual

forma, se propone una medida promedio para la aceleraciéon angular, la cual se le denota como a.

También se integran los mapas de velocidad y aceleracién lineal, y de torque estatico generados en
el A; del manipulador para analizar el comportamiento de la energia demandada por cada una de las
trayectorias (T(t)) pertenecientes a la misma familia. Los puntos de inicio y final de cada trayectoria estén
sobre el mismo circulo de radio r;, con la diferencia de que cada trayectoria tiene un radio r; diferente.
Especificamente se realiza la determinacién y andlisis de la energia demandada sobre seis trayectorias
T;(t), i=5,6,...,9,10, elementos de la misma familia, es decir, mismo lugar geométrico(recto) y el mismo
perfil de trayectoria (p(t)) cicloidal, asi como también el mismo tiempo de recorrido, t¢. De donde se
desarrollan dos casos de estudio, referentes a la demanda de energfa, el primero de ellos es para ty =9 s

y el segundo para ty = 0.1 s.
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6.2. Ecuaciones para calcular la energia mecanica en robots manipu-

ladores

Dados los puntos pg y py ocupados por el OT correspondientes a los puntos de inicio y final de recorrido
respectivamente, conectados por una trayectoria T(t) que se encuentran en el espacio de trabajo del
manipulador y dados también tg y t; como los tiempos de inicio y fin de recorrido, tal que la variable
tiempo tg <t < ty, donde tg =0y ty € R*, v sea N el nimero de subintervalos finitos en los cuales se
divide el tiempo,“t”, entonces tenemos que el tiempo de avance del recorrido se determina como

)
N

donde para cada t; se determina T(t;), T(t;) y T(t;) correspondientes a la posicién, velocidad y acele-

ti=—~tsi=0,1,...,N —1,N (6.1)

racién del OT respectivamente, T(ti),T(ti) y T(t;) € R™. Asimismo, se determinan las posiciones, 6;,
velocidades, 0;, y aceleraciones, 0;, en las juntas articulares del manipulador, 6;,0; y 8; € R™. Y con la
ecuacion de la dindmica se determina la fuerza generalizada en las juntas articulares, 7;. Por lo que, la

potencia demanda por el manipulador con “n” juntas articulares en cada ¢; se determina como [2], [15]:
P(t;) = |77 0] = |m1, 01, + |72, 02, + ...+ |, On;],i=0,1,...N —1,N; (6.2)

donde n: grados de libertad del sistema. Se toman los valores absolutos del producto de la fuerza gene-

ralizada y velocidad, dado que aun para valores negativos de éstas se consume energia.

De acuerdo con [2] y [15] la energfa (E) demandada por el manipulador para ir de pp a py con un

intervalo de tiempo de tg <t <ty es determinado por la ecuacién integral

ty
fop / P ) dt (6.3)

donde P(t) : funcién analitica correspondiente a la potencia, dt : diferencial del tiempo. Dado que se
tienen valores discretos de la potencia P(t;), en lugar de una funcién analitica P (t), se requiere aplicar
un método numérico para determinar la energia; para este caso se aplica el método de Simpson compuesto

para determinar la energia total demandada por el manipulador.

El método de Simpson compuesto consiste en realizar la determinacion, de forma aproximada, del
area bajo una curva discreta con condiciones de frontera inicial y final conocidos, esto es P(tg) y P(ty),

a través de segmentos polinomiales de segundo grado (pardbolas).

De acuerdo con [38], si se tiene una funcién real de variable real, f(z), con el intervalo de integracién
[a,b] v si se divide en dos subintervalos, N=2, entonces la integral de dicha funcién se puede aproximar

con el método de Simpson a través de la siguiente ecuacién,

b
[ $@do = 51f@0) + af(en) + fla) (64)

donde xy = a, 1 = %(a +b), zg = b, h = x; — 9 = w2 — x1. De lo anterior se observa que para
cada aplicacién de la regla de Simpson se requieren dos subintervalos. Si en una funcién se tiene 2n
subintervalos, entonces se aplicard “n” numero de veces la regla de Simpson para aproximar el drea bajo
la curva de dicha funcién. Por lo que aplicando “n” ntmero de veces la ec. 6.4 para aproximar la ecuacion

6.3, se tiene

tf to ta b=tn
E= /P(t) dt ~ Pl(t)dt+/ Pg(t)dt+...+/ P, (t)dt (6.5)
0 a=tg to tN—2
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donde Pj(t),j=1,2,...,n-1,n, es el j-ésimo polinomio de segundo grado que pasa por tres puntos consecuti-

vos. Considerando el lado derecho de la ecuacién 6.4 y sustituyéndolo en la ec. 6.5, se tiene,

E = %[P(to)+4p(t1)+P(t2)]+%[P(t2)+4p(t3)+P(t4)]+. . .—i—ﬂ[P(tN_2)+4P(tN_1)—|—P(tN)] (6.6)

3
donde
hy =11 —tg=1t2 — 11
ho =tz —tg =t4 — t3
hp =tn_1 —tN_2=1tNn —tN_1.
Considerando hy = ho = ... = h,, = h, la ecuacién 6.6 queda como,

F~ g[P(to)+4P(t1)+P(t2)]+§[P(t2)+4p(t3)+P(t4)]+---+g[P(tN—ﬁ+4P(tN—1)+P(tN)]' (6.7)

Haciendo uso de la notacién de suma, la ec. 6.7 se simplifica a,

N-1 N-2
h
E w3 | Pto) +4 > P(t)+2) Pt +P(ty)]|,i=01,..,N - 1,N (6.8)
i=1 =2

donde el incremento de i es A7z = 2.

6.3. Formulacién de la trayectoria
La ecuacién paramétrica de la recta que pasa por dos puntos po = (z0,%0) y Pf = (xf,yf) es,

z(t) = o + (x5 — xo)t
y(t) = yo+ (yr —yo)t vt €(0,1] (6.9)

o bien, dicha ecuacién se puede representar de forma vectorial
T(t) = po + (Pf — Po)t; (6.10)

donde po, pg, T(t) € R2. Si ahora a dicha ec. paramétrica de la recta (6.10), se le introduce una funcién
cicloidal[40] como perfil de trayectoria p(t) € RT de tal forma que permita obtener derivadas infinitas,

entonces dicha ec. queda de la siguiente forma:

T(p(t)) = po + (Ps — Po)p(t) ,Vp(t) € [0, 1] (6.11)

donde ¢ € [0,%¢], ty:tiempo final de traslado para ir de pg a py.

Obteniendo la primera derivada de la ec. de posicién:

T(p(t)) = (py — Po)B(?), (6.12)
la segunda derivada de la ec. de posicién:
T(5(t) = (pr — Po)B(t), (6.13)
donde la funcién del perfil de trayectoria cicloidal es p(t), la cual corresponde a
t 1
p(t) = E ~ o sen(2mt/ty); (6.14)

la primera derivada con respecto al tiempo de la ec. 6.14 resulta
1 1
p(t) = — — — cos(2mt/ty); (6.15)
ty iy
la segunda derivada con respecto al tiempo de la ec. 6.14 resulta

p(t) = tzf—g sen(2mt/ty). (6.16)
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6.4. Determinacion de la energia mecanica: Casos de estudio

CASO 01.a. Se realiza la determinacion de la energia mecénica demandada por el manipulador de
2GdL ya estudiado en los capitulos anteriores. La trayectoria a seguir tiene lugar geométrico recto con
una longitud de 0.20 m, el perfil de trayectoria es cicloidal con un tiempo de recorrido de ty = 9 s. El

punto de inicio es pg = pin¢(incognita) y el punto final es py (conocido).

A continuacidn, se realiza la determinacién del punto p;,: el cual es mostrado en la figura 6.1. Para
realizar este célculo, primero se determina el dngulo «. Aplicando ley de cosenos al tridngulo formado
por los puntos 01 — Pint — Pf

2 2,2 12—2r2
I*=r2+r; —2rir;cosa = a = arccos( L) (6.17)

—2r2

(3

por tanto pint = (mmt, Yint) se determina como
COS O = Yint/Ti = Yint = T COS (6.18)

SEN O = Tjnt [Ti = Tint = TiSENC. (6.19)

v

X, X

Figura 6.1: Determinacion de los puntos de interseccion piy:.

Por lo que, tomando los radios r; mostrados en la segunda columna de la tabla 6.1 y con las ecuaciones
6.17, 6.18 y 6.19 se determinan los puntos pint = (Tint, Yint) que se muestran en la tercera columna de la
misma tabla(6.1).

Dados los puntos de inicio p;,¢ y final py, el tiempo de recorrido de 9 s, se realiza la determinacién
con las ecs. 6.11-6.16 de cada una de las trayectorias correspondientes a la misma familia, asi como sus
respectivas primera y segunda derivada correspondientes a las velocidades y aceleraciones del érgano

terminal.
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Tabla 6.1: 2GdL:Puntos de inicio y final de las rectas, unidades en metros

1 T Pint = Po Pr

5 | 0.209307 | (0.175697,0.113754) | (0.0,0.209307)
6 | 0.267426 | (0.185491,0.192639) | (0.0,0.267426)
7 | 0.325544 | (0.19033,0.264109) (0.0,0.325544)
8 1 0.383663 | (0.193087,0.331534) | (0.0,0.383663)
9 | 0.441781 | (0.194809,0.39651) (0.0,0.441781)
10 | 0.4999 (0.195958,0.459892) | (0.0,0.4999)

El resultado de la familia de trayectorias,T; (), generadas se puede observar en la figura 6.2, donde

la trayectoria inicial (T5(¢)) es de color rojo y la trayectoria final (T1o(¢)) de color negro.
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Figura 6.2: Familia de trayectorias con lugar geométrico recto y perfil cicloidal y configuracion del mani-

pulador.

Con respecto a las velocidades y aceleraciones en el OT requeridas para seguir la trayectoria T (t)
con los diferentes puntos de inicio y final, y con el tiempo t; = 9 s, las componentes de las velocidades
(vg,vy) y de las aceleraciones (ay,ay) van cambiando en funcién de la pendiente del lugar geométrico
de la trayectoria y el perfil de trayectoria. Sin embargo la norma de la magnitud de las velocidades
y aceleraciones es exactamente la misma para todo el conjunto de trayectorias, dado que se trata de
satisfacer la misma longitud de la trayectoria y el mismo tiempo de recorrido, como se pueden observar

en las figuras 6.3 y 6.4 en lineas de color azul.
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Figura 6.3: Velocidad de las trayectorias Figura 6.4: Aceleracién de las trayectorias con lugar

con lugar geométrico recto y perfil cicloi-
dal

geométrico recto y perfil cicloidal

Se realizan las determinaciones de las posiciones de las juntas articulares con proyecciones geométricas

(ecs. 2.11 y 2.12), de las velocidades y aceleraciones de las juntas con las ecs. 2.16 y 2.18 respectivamente.

Con respecto a las velocidades en la juntas cineméticas del manipulador 6 = (91, 92), se muestra en
la figura 6.5 en lineas de color rojo la velocidad de la primer junta 6, en color verde la velocidad de
la segunda junta 6, y en color azul la norma de la velocidad en las juntas del sistema, HGH Se puede
observar que conforme va aumentando el radio r; de los circulos(ver figura 6.6 ), va disminuyendo la
magnitud de la velocidad en las juntas articulares y esto tiene sentido al observar el mapa de velocidad
lineal mostrado en la figura 6.7, dado que entre méas grande es el radio r; con respecto al origen o; se
tiene mayor ganancia de velocidad en el OT. Desde el punto de vista de las juntas, implica que si la
velocidad demanda por cada una de las trayectorias es la misma entonces entre mas grande es
el radio r;, menor es la demanda de velocidad en dichas juntas y esto se corrobora, de forma concreta,
con el reciproco del nimero de condicién &, determinado por cada trayectoria T;(t) en el cual se observa
que va decrementando (de color azul a negro) conforme el radio r; incrementa, tal como se observa en la
figura 6.8.
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Figura 6.5: Velocidad en las juntas articulares cién de manipulador
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Figura 6.7: Elipses de velocidad lineal

Especificamente, para cuantificar los decrementos o incrementos de la velocidad angular requerida para
seguir la trayectoria T;(t) conforme varia el reciproco del niimero de condicién de la matriz A,(1/k), se

proponen: a) Una medida promedio del reciproco del niimero de condicién sobre la trayectoria T;(¢) como

Ry = W. (6.20)

b) Una medida promedio de ||@], la norma Euclidiana de la velocidad angular del sistema robético, la

cual se define como [ .
__ ) l@]lat
t

Para realizar la determinacién de la integral [,(1/k)dt correspondiente a la ec. 6.20, se utiliza el método de

Simpson compuesto, dado que se tienen determinados los valores de &, a través de la norma-2 para cada
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trayectoria. Los resultados obtenidos de %, y k& para cada trayectoria se muestran en la tercera y cuarta
columna de la tabla 6.2. De forma semejante se realiza la determinacién de [, H0||dt correspondiente a
la ec. 6.21, a través del mismo método, dado que también se tienen los valores discretos de [|@]|. Los
resultados obtenidos de w para cada trayectoria se muestran también en la tabla 6.2, columna 5. En la
fig. 6.27 se puede observar el comportamiento de w con respecto a r;, este resultado cuantitativo confirma

lo observado en el mapa de elipses de velocidad lineal.

Tabla 6.2: 2GdL:Medidas promedio de la norma de la vel. y acel. ang., tiempo t; =9 s

T; | Ry K @ RY K a
Ts | 0.209307 | 0.615 | 1.626 0.115 | 0.242 | 4.132 0.061
T¢ | 0.267426 | 0.562 | 1.779 | 0.088 | 0.260 | 3.846 | 0.046
T7 | 0.325544 | 0.449 | 2.227 | 0.073 | 0.251 | 3.984 | 0.038
Tg | 0.383663 | 0.335 | 2.985 | 0.062 | 0.218 | 4.587 | 0.033
Ty | 0.441781 | 0.219 | 4.566 | 0.056 | 0.164 | 6.098 | 0.032

T1o | 0.4999 0.046 | 21.739 | 0.108 | 0.042 | 23.810 | 0.071
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Figura 6.9: Promedio de la velocidad en Figura 6.10: Promedio de la aceleracién en las juntas
las juntas articulares, ty =9 s articulares, t; = 9 s

Con respecto a las aceleraciones en la juntas cinematicas del manipulador 0= (él, 52), se muestra en
la figura 6.11 en lineas de color rojo la aceleracién de la primer junta 01, en color verde la aceleracién de
la segunda junta 6 y en color azul la norma de la aceleracién en las juntas del sistema, [|@]. Se puede
observar que conforme va aumentando el radio r; del circulo(fig. 6.12), va disminuyendo la magnitud de
la aceleracion en las juntas articulares, con excepcién de la dltima trayectoria a describir con radio r1g
donde se observa que al inicio de la descripcién de la trayectoria Tig(t) se incrementa de forma muy
grande las aceleraciones en las juntas (sobre todo en la segunda junta). De igual manera instante antes
del punto final de la trayectoria, donde surge un decremento muy grande de la aceleracién y esto se debe,
a la cercania con la frontera exterior que provoca singularidad en dicha configuracién, lo cual se puede
observar en el reciproco del nimero de condicién de la matriz B mostrado en la figura 6.14 el cual es

semejante a cero.
De forma equivalente a las medidas promedio propuestas para la velocidad angular, se proponen para
la aceleracién angular las siguientes medidas

J, 16]1dt
T

o _ LO/sar

r ft dt ’ (622)

a =
para cuantificar los decrementos o incrementos de la aceleracion angular. Donde k* es el niimero de con-

dicién de la matriz B y HGH es la norma Euclidiana de la aceleracion angular. Los resultados obtenidos de

K¢y K para cada trayectoria, se muestran en la sexta y séptima columna de la tabla 6.2 respectivamente,
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y los de & se muestran en la misma tabla, columna 8. Estos resultados indican de forma cuantitativa la
demanda promedio de aceleraciéon en las juntas, corroborando lo observado en el mapa de aceleracion
lineal(fig. 6.13). Cabe hacer mencién que dichos resultados, también fueron determinados con el método

de Simpson compuesto.
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Figura 6.14: Reciproco del nimero de condicién
Figura 6.13: Elipses de aceleracién lineal de B

Resuelta la cinemaética directa e inversa de posicién, velocidad y aceleraciéon, se determiné la dindmica
inversa con el modelo presentado en el capitulo 4 para dicho manipulador. Las curvas de torque para las
juntas 1 y 2, para seguir cada una de las trayectorias en estudio, se pueden observar en las figuras 6.15
y 6.16 respectivamente. En lineas de color rojo a negro se muestra el torque estdtico (7.) demandado
a cada una de las juntas por cada trayectoria, en color verde se muestra el torque demandado por las
fuerzas inerciales (7;,) de los eslabones y en color azul se muestra el torque total (7) demandado por
las juntas del manipulador. Se puede observar que conforme se incrementa el radio, r;, las curvas de

torque total demandado por cada una de las juntas van decreciendo. Este comportamiento se debe a
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dos factores principalmente: 1) Tiempo de recorrido y 2) Ubicacién de las trayectorias en el area de
trabajo. Con respecto al primer factor, que es el tiempo de recorrido, debido a que el tiempo (t; = 9 s) es
relativamente grande, dado el manipulador y la longitud de la trayectoria, entonces el torque demandado
por las fuerzas inerciales de los eslabones es bajo comparado con el torque estdtico y esto se puede
observar en las lineas de color verde mostradas en las figuras 6.15 y 6.16. Por lo que, el torque total
demandado por el sistema béasicamente es lo demandado por el torque estatico. Con respecto al segundo
factor, que es la ubicacién de las trayectorias en el espacio de trabajo, influye directamente en el calculo
del torque estdtico (7.), el cual efectivamente, para ese conjunto de posiciones, decrece (lineas de color
rojo a negro) conforme aumenta el radio r;(fig. 6.17) y se puede confirmar en el mapa de torque estético
que se muestra en la figura 6.18, es por ello que el torque total demandado (para dicha ubicacién de las

trayectorias) por cada una de las juntas decrecen conforme aumenta el radio, ;.
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Con la ecuacion 6.2, se realiza la determinacion de la potencia demandada en las juntas 1 y 2, asi como
la demandada por dicho sistema de 2GdL. En la figura 6.19 se muestra en lineas de color rojo a negro
la potencia demandada por la junta 1 (P;), en color verde a negro se muestra la potencia demandada
por la junta 2 (P;) , y en color azul lo demandado por el sistema de 2GdL (P). De dicha figura se
observan dos aspectos importantes: Primero, la potencia demanda por la junta 1 es generalmente mucho
mayor que lo demandado por la segunda junta y esto es logico dado que la primer junta tiene que
cargar ambos eslabones. El segundo aspecto es que la potencia de ambas juntas o del sistema en su
conjunto va disminuyendo conforme se incrementa el radio r;, que esta acorde con la disminucién de
torque (observadas en las figuras 6.15 y 6.16) y de velocidad angular observada en la figura 6.5, conforme

se incrementa dicho radio r;.
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Figura 6.19: Potencia demandada por las juntas Figura 6.20: Energia demandada por las juntas

1y 2,y por el sistema 1y 2,y por el sistema

La energia de las juntas 1y 2, y de dicho sistema se determina aplicando la ecuacién 6.8. La linea de
color rojo muestra la energia demandada por la junta 1 (Ej), la de color verde la energia demandada por
la junta 2 (Es), y la de color azul la energia demandada por el sistema de 2GdL (E). Corroborandose lo
observado en las curvas de potencia determinadas por cada trayectoria, esto es, la energia demandada va
disminuyendo conforme aumenta el radio r;. Los valores de la energia demanda por cada junta y por el

sistema se pueden observar en la tabla 6.3

Tabla 6.3: 2GdL: Energia demandada, tiempo, ty =9 s
T; | polm] ps[m] ri[m] Er[J] By J] E[J]

T5 | (0.175697,0.113754) | (0,0.209307) | 0.209307 | 4.27885 | 0.157746 | 4.43659
Te | (0.185491,0.192639) | (0,0.267426) | 0.267426 | 3.28693 | 0.128828 | 3.41576
T7 | (0.19033,0.264109) | (0,0.325544) | 0.325544 | 2.51305 | 0.10532 2.61837
Ts | (0.193087,0.331534) | (0,0.383663) | 0.383663 | 1.87003 | 0.0851854 | 1.95522
Ty | (0.194809,0.39651) | (0,0.441781) | 0.441781 | 1.26871 | 0.0633402 | 1.33205
Tio | (0.195958,0.459892) | (0,0.499900) | 0.49990 | 0.595667 | 0.137781 | 0.733447

Anadlisis y discusion de resultados del caso 0l.a: El tiempo de recorrido fue de 09 s, un tiempo
suficientemente grande si se considera que la longitud de la trayectoria es de 0.20 m y las longitudes de
los eslabones son de 1 = lo = 0.25 m. Los resultados muestran que el torque demandado por las fuerzas

inerciales correspondientes a los de inercia, Coriolis y fuerza centrifuga, I(q)d + C(q, q)q, practicamente
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son despreciables a comparacién del torque demandado por las fuerzas gravitacionales,b(q). En el cual,
para la ubicacién especifica de ¢ = 0.45 s que corresponde a un extremo maximo de aceleracién en
las juntas articulares (ver fig. 6.11) para seguir la trayectoria Ty, el torque total demandado por la
junta 1 es 7 = 1.97011 Nm, el 99.87% corresponde al torque debido a las fuerzas gravitacionales y
solamente el 0.13 % corresponde a las fuerzas inerciales, por lo que generalizando, la evolucién del torque
demandado por las juntas para seguir cada una de las trayectorias va a corresponder basicamente a la
funcién vectorial b(q), determinado y presentado en las ecs. 3.15 y 3.83; para una mejor visualizacién del
torque demandado por las fuerzas gravitacionales se presenté en la figura 6.18 un mapa de torque estético,
en el cual se puede observar las zonas de mayor demanda de torque debido a esta fuerza, observandose
claramente que conforme aumenta el radio de ubicacién de los puntos de inicio y término de la trayectoria,
disminuye dicho torque. Por lo que, se puede inducir que el elemento de la familia de la trayectoria que va
a demandar menos potencia y en consecuencia menos energia es la trayectoria T1o que en efecto resulta
cierto dado que la junta 1 demanda F; = 0.595667 J y la junta 2, Fy = 0.137781 J y el sistema en su
conjunto E = 0.733447 J a comparacién de lo demandado por la trayectoria Ts, donde £ = 4.27885 J,
FE> =0.157746 J y lo demandado por el sistema en su conjunto E = 4.43659 J. Por lo que para la junta
1, si se considera 4.27885 J como el 100 % entonces 0.595667 J corresponde a un 13.92 %. Para la junta 2,
considerando 0.157746 J como 100 %, entonces 0.137781 J corresponde a un 87.34 %, y para el sistema,
tomando 4.27885 J como el 100 %, entonces 0.733447 J corresponde a un 16.532 % de lo consumido por

el manipulador para seguir la trayectoria T'.

CASO 01.b De forma semejante al caso 0l.a se realiza la determinacién de la energia con el mismo
manipulador de 2GdL. Donde la trayectoria tiene el lugar geométrico recto con la misma longitud de 0.20
m y el perfil de trayectoria es de igual forma el cicloidal, con tiempo un recorrido de recorrido ¢ty = 0.1 s.

El punto de inicio es pg = pint y €l punto final es py.

Como ya se habia comentado en el caso 0l.a las normas de las velocidades y aceleraciones en el OT
para los diferentes puntos de inicio y término se siguen conservando dado que se trata de realizar la
misma trayectoria con el mismo tiempo de recorrido. Como se pueden observar en las figuras 6.21 y 6.22
en lineas de color azul. Destacdndose las altas magnitudes en las velocidades y aceleraciones requeridas

para satisfacer el tiempo de recorrido.
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En la figura 6.23 se muestran en lineas de color rojo la velocidad de la primer junta 61, en color
verde la segunda junta 6y y en color azul la norma de la velocidad del sistema, ||@]|. Resulta que las
velocidades en la juntas cinematicas del manipulador 0 = (91, 02) disminuyen conforme el radio r; del
circulo aumenta, de forma equivalente como ocurrié en el “caso 01.a” y se comenté el motivo por el cual

sucede esto.
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De forma semejante al “caso 01.a” para cuantificar las variaciones promedio de las velocidades angu-
lares requeridas para seguir cada una de las trayectorias T(t) se aplica la ecuacién 6.21. De igual forma
para obtener el promedio del reciproco del niimero de condicién de la matriz A se aplica la ecuacién 6.20.
Los resultados obtenidos de k, y k para cada trayectoria se muestran en la tercera y cuarta columna de

la tabla 6.4, y en la quinta columna de la misma tabla los valores determinados para @.
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Tabla 6.4: 2GdL: Medidas promedio de la norma de la vel. y acel. ang., tiempo ty = 0.1 s
i ri Ror R @ RY RO a

Ts | 0.209307 | 0.615 | 1.626 | 10.306 | 0.242 | 4.132 | 490.231

Te | 0.267426 | 0.562 | 1.779 | 7.958 | 0.26 | 3.846 | 371.136

T7 | 0.325544 | 0.449 | 2.227 | 6.534 | 0.251 | 3.984 | 305.375

Tg | 0.383663 | 0.335 | 2.985 | 5.608 | 0.218 | 4.587 | 267.46

Ty | 0.441781 | 0.219 | 4.566 | 5.081 | 0.164 | 6.098 | 255.836

T1o | 0.4999 0.046 | 21.739 | 9.683 | 0.042 | 23.810 | 574.075
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Figura 6.27: Promedio de la velocidad en Figura 6.28: Promedio de la aceleracién en las juntas
las juntas articulares, ty = 0.1 s articulares, ty = 0.1 s

Con respecto a las aceleraciones en la juntas cineméticas del manipulador, 6 = (51, éz), se muestra en
la figura 6.29 en lineas de color rojo la aceleracién de la primer junta 6, en color verde la aceleracién de la
segunda junta 05 y en azul la norma de la aceleracién en las juntas del sistema HGH De igual forma que el
“caso 01.a” tienen el mismo comportamiento con respecto al decremento de la magnitud de la aceleracién
conforme aumenta el radio r; (6.29 y fig. 6.30), destacdndose las altas magnitudes requeridas para seguir
la trayectoria, por lo que se puede prever que las demandas de torque debido a las fuerzas inerciales (7;,)
van a ser muy grandes con respecto al torque estatico (7.), por lo que el torque total (7) demandado,
tendra un comportamiento semejante a 7;,, contrario al caso 0l.a. También de forma equivalente al caso
0l.a para el radio rig en las aceleraciones angulares, instante después del inicio e instante antes de la
terminacién del recorrido de la trayectoria, surgen cambios muy grandes debido a la cercania con la
frontera exterior que provocan singularidades en dichas configuraciones, como se corrobora en la figura
6.32 con el reciproco del nimero de condicién (k¢) de la matriz B; también se puede observar que kf se

sigue conservando de igual forma al caso 01.a lo que implica que es independiente al tiempo de recorrido.

En las columnas seis y siete de la tabla 6.4 se muestran los resultados obtenidos de K¢ y K respecti-
vamente, y en la columna ocho de la misma tabla los resultados de a. Dichos resultados también fueron

determinados con el método aplicado en el caso 0l.a.
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Figura 6.31: Elipses de aceleracién lineal de B

En las figuras 6.33 y 6.34 se muestran las curvas de torque para las juntas 1 y 2 respectivamente
para el conjunto de trayectorias en estudio. En lineas de color rojo a negro se muestra el torque estatico
(1) demandado para cada una de las trayectorias, observandose que tienen las mismas magnitudes que
lo obtenido en el caso 01.a dado que se tratan de las mismas configuraciones; en lineas de color verde a
negro se muestra el torque demandado por las fuerzas inerciales (7;,) de los eslabones, observandose que
estas magnitudes son mucho més grandes que en el caso 01.a y por lo que su efecto en la demanda total
de torque total resulta de mayor importancia que el torque estatico y en lineas de color azul se muestra el
torque total (1) demandado por el manipulador. De dichos resultados se concluye que el torque inercial es
ma&s importante que el torque estatico cuando se trata de tiempos de recorrido bajos. Se destaca también
en la junta 1 que en la demanda de torque, instante después del inicio e instante antes del término del
recorrido, se producen picos y esto se debe a que las curvas de aceleracién en las juntas, mostrados en la

figura 6.36, tienen éste comportamiento.
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De forma equivalente al caso 0l.a, con la ecuacién 6.2 se determina la potencia demandada en las
juntas 1y 2, asi como la demandada por dicho sistema de 2GdL. En la figura 6.37 se muestra en lineas de
color rojo a negro la potencia demandada por la junta 1 (P;), en color verde a negro lo demandado por
la junta 2 (P,) , y en azul lo demandado por dicho sistema de 2GdL (P). De estos resultados se observa
que la potencia demanda en el sistema tiende a ser méas pequeno conforme el radio r; se incrementa, lo
que es semejante al caso 0l.a, con excepcién del ultimo radio r1g donde la potencia demandada tiene un
fuerte incremento, llegando de forma aproximada a la potencia demandada para seguir la trayectoria con
el radio 75, debido al comportamiento que tiene la demanda de aceleracién y torque para seguir dicha

trayectoria.
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Con la ecuacién 6.8 se determiné la energia demandada por la juntas 1 y 2, y la demanda por el
sistema. En la figura 6.38 se muestra en lineas de color rojo la energia demandada por la junta 1 (Ey) y
en color verde la energia demandada por la junta 2 (Es), y en color azul a negro la energia demandada
por el sistema de 2GdL (E). Se corrobora lo observado en las curvas de potencia, esto es, que la energia
demandada disminuye conforme aumenta el radio r;, con excepcién del dltimo radio r1g donde la energia
demanda aumenta a 22.9954 J y esto se debe a la cercania con la configuracién singular, donde las
velocidades y aceleraciones demandas en las juntas se amplifican en gran proporcién con respecto a lo
demando por a las velocidades y aceleraciones demandadas por el OT, también el DCI( ver cap. 5) toma
sus mayores valores, es decir donde los momentos de inercia de masa del sistema son més grandes. En la

tabla 6.3 se muestran los valores de la energia demanda por cada junta y por el sistema.

Tabla 6.5: 2GdL:Energia demandada, tiempo, ty = 0.1 s.

T; | po[m] pylm] rim] | EalJ] | Eb[J] | ElJ]

Ts | (0.175697,0.113754) | (0,0.209307) | 0.20931 | 27.2256 | 1.40382 | 28.6294
Te | (0.185491,0.192639) | (0,0.267426) | 0.26743 | 18.6100 | 1.05327 | 19.6633
T7 | (0.19033,0.264109) | (0,0.325544) | 0.32554 | 14.8365 | 1.06673 | 15.9032
Ts | (0.193087,0.331534) | (0,0.383663) | 0.38366 | 12.8129 | 1.26851 | 14.0814
Ty | (0.194809,0.39651) | (0,0.441781) | 0.44178 | 11.6066 | 1.75212 | 13.3587
Tio | (0.195958,0.459892) | (0,0.499900) | 0.49990 | 15.0740 | 7.92143 | 22.9954

Analisis y discusion de resultados del caso 01.b: Las trayectorias que se generaron en este caso
son semejantes al caso 01.a, con la diferencia de que el tiempo de recorrido disminuyé 90 veces, es decir,
el tiempo fue de £y = 0.1 s; se observa de las figuras 6.33 y 6.34 que el torque demandado en las juntas
1y 2 por parte de las fuerzas gravitacionales permanecen sin cambio, dado que se trata de los mismos
lugares geométricos y del mismo perfil de trayectoria, y en cambio el torque demandado por las fuerzas
inerciales se increment6 drasticamente comparado con el caso 01.a, resultando con mayor importancia el

término I(q)g + C(q, q)q que el término b(q) correspondientes a la ec. 3.14.
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Se puede inducir que la velocidad y aceleracién demandas en las juntas, son quienes influyen en mayor
proporcién en la demanda de torque. Se observa en la figura 6.29 que en sus puntos extremos generados
para el tiempo t = 0.005 s y t = 0.095 s aumenta la demanda de aceleracién en las juntas en una
proporcién aproximada de 8100 veces con respecto a lo demandado por el caso Ol.a., es decir que la
demanda de potencia y de energia por parte del manipulador va estar influenciado principalmente por la
aceleracion de las juntas, por lo que se descarta que la trayectoria T1g sea quien va a demandar menos
energia, que fue lo que resulté en el caso 01.a, dadas las altas demandas de aceleracién que se registran
en las juntas. Realizando las determinaciones de la energia demandada por el manipulador para seguir
cada una de las trayectorias, resulté que la trayectoria Tg es la que menor energia demanda dentro de
la familia, dado que la junta 1 demanda F; = 11.6066 J y la junta 2 demanda FEs = 1.75212 J y el
sistema en su conjunto £ = 13.3587 J a comparacién de lo demandado por la trayectoria T5(la de mayor
demanda de energia), donde Ey = 27.2256 J, Ey = 1.40382 J y lo demandado por el sistema fue de
E = 28.6294 J. Por lo que, para la junta 1, si se considera 27.2256 J como el 100 % entonces 11.6066.J
corresponde a un 57.3688 %. Para la junta 2, considerando 1.40382 J como 100 %, entonces 1.75212 J
corresponde a un aumento de 24.81 %. Considerando al sistema, si se toma 28.6294 J como el 100 %,

entonces 13.3587 J corresponde a una disminucién de 53.34 %.

Comparando la trayectoria Tig, que demanda en las juntas 1, 2 y por el sistema F; = 15.0740,
Ey, = 792143 vy E = 22.9954 J respectivamente, con la trayectoria Tg; resulta que si se considera
E; = 15.0740 como el 100 % entonces 11.6066 J corresponde a un 23.003 %. Para la junta 2, considerando
7.92143 como 100 %, entonces 1.75212 J corresponde a un 77.881 %. Para el sistema, tomando 22.9954.J
como el 100 %, entonces 13.3587 J corresponde a un 41.907 %. De estos resultados se corrobora que la
aceleracion es la principal influencia en la demanda de energia y con ello estan inmiscuidos el tiempo
de recorrido y la posicion de la trayectoria, es decir, estos son los principales factores en la demanda de

potencia y energia.

Finalmente, de las tablas 6.2 y 6.4, resulta que cada una de las velocidades angulares promedio
obtenidas en el caso 01.b (&) guarda una relacién con cada velocidad del caso 0l.a (w,), de tal manera
que se puede determinar a cada @, de forma aproximada, a través de la siguiente relacion: wy ~ @, (Z—‘Z),
donde ty, y ty, son los tiempos de recorrido para los casos Ol.a y 0l.b respectivamente. De forma

semejante a las velocidades, cada aceleraciéon angular promedio del caso 01.b (@;) guarda una relacién

2
. _ _ ([t
con cada aceleracién del caso 0l.a (ay), tal que: ap =~ @y, <ﬁ> .

ry
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CONCLUSIONES

Se evalud el efecto de las fuerzas gravitatorias e inerciales en la demanda de energia, se presentaron
dos casos con marcada diferencia en el tiempo de recorrido de la trayectoria, siendo éstas de la misma
familia (lugar geométrico recto y perfil de trayectoria cicloidal), lo que dio la oportunidad de comparar
los requerimientos de velocidad, aceleracién, torque, potencia y energia en cada una de las juntas y por

el sistema.

En el caso donde las velocidades y aceleraciones son pequenas, tal como el caso 01.a, la creacién de un
mapa de torque estatico en el espacio de trabajo del manipulador robdtico permitié visualizar y prever la
demanda de torque en las juntas del manipulador y del sistema en su conjunto. En términos generales el
mapa de torque estatico permite ubicar y seleccionar la posicién de una trayectoria que demandara menos

torque y en consecuencia menos energia.

Para el caso donde las velocidades y aceleraciones demandadas en el OT del manipulador son grandes,
tal como el caso 01.b, el torque demandado por las fuerzas inerciales fueron el principal factor en la
demanda de torque total y en consecuencia en la demanda de energia. Dada la importancia de las
velocidades y aceleraciones demandadas por el manipulador, una de las formas que se encontré para prever
el desempernio cinemético de velocidad (manipulabilidad cinemdtica) independientemente del tiempo de
recorrido que ejecuta el manipulador, es la aplicacién de los conceptos de valores y vectores propios, y
de numero de condicién de una matriz(obtenida a partir de la matriz Jacobiana) con lo cual se crearon
mapas de velocidad en el OT del manipulador que indican las direcciones con mayor y menor ganancia
de velocidad y la relacion que guardan estas magnitudes. Con lo cual se pudo prever las posiciones de
mayor y menor demanda de velocidad en las juntas del manipulador robético. De igual forma los mapas
de aceleracién en el OT permitieron prever la demanda de aceleracién en las juntas del manipulador
(manipulabilidad dindmica). En general, con la seleccién de las posiciones de mayor ganancia de velocidad
y aceleracion, sin llegar a posiciones singulares, se obtiene menor demanda de torque y en consecuencia

de energia mecénica.

Especificamente, de los resultados obtenidos en los casos 01.a y 01.b se concluye que efectivamente la
ubicacién de la trayectoria sobre el espacio de trabajo del manipulador, es el principal factor de consumo de
energia mecdanica, cuando el tiempo de recorrido es relativamente grande, dado que las fuerzas inerciales
son practicamente despreciables a comparacién de las fuerzas gravitacionales. Sin embargo, cuando el
tiempo de recorrido en la trayectoria es relativamente corto, las fuerzas inerciales debido a las velocidades
y aceleraciones son los principales factores del consumo de energia. Resultando de esto, que la demanda
de torque y la energia estan en funcion del tiempo de recorrido y de la ubicacién de la trayectoria, dado
que en funcion de la posicion de esta, se demanda mayor o menor velocidad y aceleracién en las juntas del
manipulador como lo observado en las figuras 6.23 y 6.29 respectivamente y esta demanda de velocidad
y aceleracion se pudo prever geométricamente con la creacién de mapas de manipulabilidad cinemaética

y dinamica, respondiendo asi a la hipdtesis nimero 3.
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Con respecto a las transformaciones cinemaéticas de velocidad obtenidas con los valores y vectores
propios de la matriz A sobre el drea de trabajo (capitulo 4), se concluye que en efecto, estas tienen un
comportamiento tal, que permiten ser representadas a través de funciones, como las obtenidas, del tipo

polinomial, respondiendo de forma afirmativa la hipétesis nimero 1.

Ademads se puede concluir de los resultados obtenidos (capitulo 6), que el conjunto de posiciones con
mejor desempeno cinemético de velocidad (més cercanos a la isotropia cinematica) que corresponden a
la trayectoria Ts no son los de menor demanda de energia, sino al contrario son los que més energia

demandan de las trayectorias evaluadas, respondiéndose de esta forma la hipdétesis ntimero 2.
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