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Nomenclatura

dv

Coeficiente de difusion, para este trabajo es independiente de la concentracion.
(LT

Se refiere a concentracion del farmaco [ML™].

Operador diferencial laplaciano.

Cantidad de farmaco liberado al tiempo t.

Cantidad de farmaco disuelto cuando la forma farmacéutica se agota.

Espesor de una pelicula.

Constante que incorpora las propiedades estructurales y geométricas de la forma
de dosificacion del farmaco en el modelo de Hopfenberg-Peppas.

Concentracion inicial del farmaco.

Tiempo de liberacion difusivo.

Variable tiempo.

Vector unitario tangente en la direccion y sentido i

Factor de escala para la coordenada i

Coordenada que corresponde a las elipses confocales que forman a un sistema

elipsoidal

Coordenada que corresponde a las hipérbolas que forman a un sistema elipsoidal.

Coordenada que corresponde a la inclinacion del sistema elipsoidal respecto al eje

Z,

Elemento diferencial de volumen.
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x,y,z Coordenadas cartesianas

r,0,¢ Coordenadas del sistema esférico: radial, polar o de colatitud y acimutal,
respectivamente.

r,0,z Coordenadas: radial, acimutal y de altura del sistema de coordenadas cilindrico.

d Distancia interfocal.

a Distancia interfocal dividida a la mitad

Cs  Concentracion en la superficie del farmaco en disolucion. Concentracion en la
superficie erosionada.

& Valor de la coordenada radial en la superficie del farmaco erosionado
representado en formas elipsoidales alargadas y achatadas.

C,  Concentracion del medio en el que se encuentra sumergido el farmaco.

r¢  Valor de la coordenada radial en la superficie del farmaco erosionado
representado en coordenadas esféricas y cilindricas.

ro Radio original o inicial de la forma sélida de liberacion

Ry Valores del radio en la superficie erosionada forma solida de liberacion con forma
cilindrica

Ro  Valorinicial de la forma de liberacion cilindrica.

Co,  Concentracion inicial del farmaco cargado

v Vector velocidad asociado con el movimiento de la interfase solido-liquida.

\Y Operador gradiente

e; Vector base covariante con i=1,2,3

e™  Vector base contravariante con m=1,2,3

p Cantidad de farmaco disuelto en el medio.

M  Cantidad total de fArmaco liberado.
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Resumen

Mediante el uso de sistemas de coordenadas elipsoidales alargadas y elipsoidales
achatados, contrastados con sistemas esféricos y cilindricos, es posible representar el
efecto de la geometria de un dispositivo de liberacion farmacéutica mediante la

implementacion de un modelo tedrico de liberacion controlada por difusion.

El estudio representa a una forma sélida cuyo desgaste superficial se encuentra asociado
al tiempo en el que se lleva a cabo el proceso. La forma se va desgastando sin agitacion,
sélo por difusion y la masa desprendida se disuelve en el medio en el que se encuentra

inmerso.

Como resultado de este analisis se obtienen para cada forma sélida representada: perfiles
de concentracién, una funcién del tiempo de liberacion t y un modelo general de
liberacion. Las expresiones obtenidas y la minimizacién de las mismas se utilizan para
construir la gréfica de rapidez de liberacion de concentracion y las gréficas de cantidad
total de farmaco liberado, evaluadas en los tiempos de liberacion méaxima (cuando el
farmaco se ha agotado). A partir de estas graficas se concluye que la geometria de un

dispositivo influye sobre el fendmeno de liberacion farmacéutica.

14
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Introduccion

En el presente trabajo se describe y modela un proceso de transferencia de masa por
difusién. En especifico, la liberacion controlada de un farmaco. Existen antecedentes de
modelos de tipo tedrico, semiempirico y totalmente empirico. Estos Ultimos basados en

ensayos in vitro.

El desarrollo planteado propone abordar el fendbmeno de disolucién de un farmaco
adaptando la teoria de transferencia de masa en una interfase a coordenadas de tipo
curvilineo, en especifico para geometrias elipsoidales alargadas, elipsoidales achatadas,
esféricas y cilindricas. Realizando los consideraciones y proyecciones necesarias se busca
gue el modelo sea una representacion lo mas cercana posible al fenémeno de disolucion

de las formas de dosificacion farmacéutica sélidas.

En el capitulo | se abordan los conceptos que ayudan a entender y sustentar este modelo.
Estos se dividen en tres partes. En una primera parte se presenta la definicion de
liberacion controlada de farmacos asi como, modelos existentes, como el de Korsmeyer-
Peppas, el de Hopfenberg, el de Weibull, entre otros. Se describen a profundidad el
modelo de Peppas y el de Hopfenberg. El primero, debido a que es el modelo que mas se
ha utilizado para ajustar datos experimentales. El segundo porque constituye un perfil de
liberacion basado en una variacién temporal de tipo exponencial, ademas de que es un

antecedente que explora geometrias esféricas y cilindricas.

En una segunda seccién del capitulo | se presentan conceptos y teorias utilizadas para
llevar a cabo el analisis del fendmeno de transporte de materia como: las leyes de difusion

de Fick, la teoria de la capa limite y la relacion de la raiz cuadrada.

En la tercera seccion de este primer capitulo se desarrollan los conceptos geométricos que
justifican el manejo de coordenadas elipsoidales, esféricas y cilindricas. Profundiza sobre
conceptos de andlisis vectorial como sistemas de coordenadas curvilineas, tensores

meétricos, factores de escala y el operador diferencial laplaciano.

15
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En el capitulo Il se desarrollan los coeficientes métricos necesarios para definir: el
operador laplaciano, el operador gradiente y el elemento diferencial de volumen; en los
sistemas de coordenadas esféricos y cilindricos que servirdn como base comparativa, y
elipsoidales alargadas y elipsoidales achatadas que son el objetivo de este estudio. Una
vez construidos los operadores, se analiza la ecuacion de la segunda ley de Fick para
obtener el perfil de difusion de una forma sélida que se disuelve en el seno de un liquido
sin agitacion, representando los experimentos in vitro en los que usualmente se
desarrollan los experimentos de disolucién de farmacos. Se obtienen las ecuaciones que
describen la variacion de la concentracion del farmaco en la superficie de la forma

farmacéutica.

El desarrollo del capitulo Il y capitulo Ill tienen como objetivo construir, a través de un
balance de masa, un tiempo caracteristico t basado en el proceso de difusién que domina
la cinética de liberacién de una forma farmacéutica sélida que se disuelve en el seno de un

liquido sin agitacion.

En el capitulo Ill se obtiene también, a través del balance integral de masa, la cantidad de
farmaco liberado para los diferentes sistemas de coordenadas. Finalmente este balance

conduce a un modelo de liberacion controlada de formas farmacéuticas sélidas.

El capitulo IV presenta las graficas que se generan a partir del analisis hecho en los
capitulos Il 'y 1l asi como la interpretacion y el analisis de las mismas. Ademés se
comparan, el modelo desarrollado en este trabajo, cuyos antecedentes son los trabajos de

Hsu, Liu y Ham, y el modelo de Korsmeyer-Peppas.

16
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Justificacién

Durante la ultima década, la liberacion de farmacos desde formas farmacéuticas sélidas ha
sido objeto de desarrollos cientificos intensos y aprovechables. Cada vez que una nueva
dosis en forma sdlida es desarrollada o producida, es necesario asegurarse que la

disolucién del mismo se lleve a cabo de manera apropiada.

El andlisis de los valores obtenidos en pruebas de liberacion o disolucion es mas facil
cuando existen modelos matematicos que expresan la disolucién del farmaco como

funcion de formas de dosificacion caracteristicas.

Se han adoptado dos perspectivas para generar modelos matematicos: la empirica y la
tedrica. La primera, genera ecuaciones a partir de ensayos experimentales; la segunda
concibe, a partir del andlisis tedrico del proceso que se esta llevando a cabo, modelos

tedricos.

Los antecedentes que representan perfiles de disolucion en funcién del tiempo
relacionados a la cantidad de farmaco liberado desde el sistema de dosificacion
farmacéutico son modelos como: el de orden cero, primer orden, Hixson-Crowell,

Weibull, Higuchi, Baker-Lonsdale, Korsmeyer—Peppas y Hopfenberg(Costa & Lobo, 2001).

Los valores obtenidos en las pruebas de disolucion de farmacos se facilita a través del uso
de una ecuacion genérica que matematicamente traduzca la curva de disolucién
experimental a una funcién cuyos parametros caractericen a la forma de dosificacion

farmacéutica.

En algunos casos, dicha ecuacién puede ser deducida por un analisis tedrico del proceso,
como en una cinética de orden cero. En la mayoria de los casos, por ejemplo tabletas,
capsulas, tabletas recubiertas o formas de liberacién modificada o prolongada, no se usan

fundamentos tedricos por lo que se recurre a ecuaciones empiricas.

17
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Por otro lado, los modelos tedricos que existen abordan el analisis de las ecuaciones de
difusién y transporte de masa en forma unidireccional y en coordenadas cartesianas, lo
gue representa una limitante, puesto que no existen formas de dosificacion que se
adapten a éste sistema de coordenadas. A una escala mayor el sistema de coordenadas
gue se utilice no supondria una limitante pero a la escala en la que se lleva a cabo la
liberacion de un farmaco efectos de borde y de superficie podrian influir en la disolucién

del mismo.

Aungue existen andlisis te6ricos en geometrias esféricas y cilindricas estos analisis
presentan un problema para el establecimiento de las condiciones de frontera, ya que se

tratan de sistemas simétricos.

El presente trabajo retoma los estudios realizados por Ham para cristalizacion de
particulas referidos a sistemas de coordenadas elipsoidales e hiperboloidales (Ham,
1959), y el de Liu y Hsub para disolucién de farmacos en sistemas elipsoidales (Hsu & Liu,
1995) y lleva a cabo un andlisis tedrico para representar el fenédmeno de liberacion
farmacéutica controlada por difusion para sistemas de coordenadas elipsoidales y para

sistemas de coordenadas simétricos como el esférico y el cilindrico .

18
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Objetivo

Anélisis del transporte por difusion, en condiciones de estado pseudoestacionario desde
particulas con formas elipsoidales alargadas, elipsoidales achatadas, esféricas y cilindricas

para la construcciéon de un modelo de liberacion farmacéutica controlada.

19
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Capitulo |

MARCO TEORICO.
1.1 Liberacion controlada de farmacos.

Existen dos métodos para mejorar la distribucion de un farmaco: la liberacion especifica
dirigida y la liberacion controlada (Saez, et al., 2004). El primero, asegura la liberacion del
farmaco en un sitio especifico mientras mantiene el farmaco inactivo en cualquier otro
lugar del organismo receptor; el segundo método consiste en la liberacion de una
concentracion terapéutica en el organismo que busca reducir los efectos secundarios
provocados por el farmaco. Una concentracion terapéutica se alcanza, en la mayoria de

los casos, a través de la liberacion de una cantidad de farmaco constante

Los farmacos se distribuyen dentro del organismo receptor de acuerdo a sus propiedades
fisicas como solubilidad, difusividad, carga, peso molecular y coeficiente de particion.
Dicha distribucion implica procesos como la difusion de agua en el sistema, difusion del
farmaco fuera del dispositivo de liberacién, disolucion del farmaco, efectos osméticos,
disolucion del polimero (capsula), erosion de la matriz, entre otros. El proceso mas lento

es el que determina la cinética del mecanismo de liberacion.

El mecanismo de transporte difusivo de masa se encuentra presente en la mayoria de los
casos de liberacion farmacéutica; en aquellos donde juega un papel importante se toma
como el mecanismo que determina la liberacién del farmaco. Una cinética de orden cero
se logra si se considera a la solubilidad o a la difusién del farmaco, como el mecanismo de
transporte dominante. De acuerdo a (Siepmann & Siepmann, 2012) cuando se asume que
el farmaco alcanza una concentracion constante por uno de estos mecanismos el

fendmeno de disolucion se considera de liberacién controlada.

Actualmente el modelado matematico de los procesos de liberacion controlada de
farmacos considera aquéllos en los que la difusion es el mecanismo que controla la

entrega del farmaco.
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1.2 Difusion.

La difusion se define como “el proceso mediante el cual la materia es transportada de una
parte de un sistema hacia otra como resultado de un movimiento molecular aleatorio”
(Crank, 1975). Este proceso debe reconciliarse con el hecho de que la difusion responde a
un gradiente de concentracion, es decir el hecho de que las moléculas viajan desde una
regién de mayor concentracién hacia una region de menor concentracion. Esta relacion
puede explicarse a que, como resultado del movimiento molecular aleatorio, existe una
transferencia de una region concentrada en particulas hacia una regibn menos

concentrada.
1.2.1 Primera Ley de Fick.

Existe una analogia clara entre el proceso de difusion y la transferencia de energia por
conduccion debida al movimiento aleatorio de las moléculas. “Esta observacién fue
reconocida por Fick (1855), quien lo puso en bases cuantitativas al adoptar la ecuacién de

conduccion de calor derivada unos afios antes por Fourier (1822)” (Crank, 1975).

La teoria matematica de difusion en una sustancia isotropica se basa en la hipétesis de
que la velocidad de transferencia de materia de una sustancia que se difunde a través de
un area unitaria de una seccion es proporcional al gradiente de concentracion normal a la
seccion. A dicha teoria se le conoce como primera ley de Fick y se representa mediante la

ecuacion:

ac

F=-D—
ax

Ecuacion 1
Donde F es la velocidad de transporte de materia por unidad de area de una seccién, C es
la concentracion de la sustancia que se difunde (en unidades de masa sobre volumen,
ML3), x es la coordenada espacial medida normal a la seccién (unidades de longitud, L) y D
es el coeficiente de difusion (L’T™). Este Gltimo puede ser constante mientras que en otros
casos, por ejemplo en polimeros de alto peso molecular, depende altamente de la

concentracion. Las dimensiones de dicho coeficiente son:
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_ [Longitud?
~ | Tiempo

El signo negativo de la Ecuacion 1 se debe a que la difusion ocurre en la direccién opuesta a

la del aumento de la concentracion. (Crank, 1975)
1.2.2 Segunda Ley de Fick.

Al considerar un elemento de volumen en cuyo centro se encuentra el punto P(x, y, z),

donde la concentracion de la sustancia se representa por C (Figura 1).

P' _ = =

ddpdz (F, i"- dx) ddyds (F+ S du
g X B &x

A A

Figura 1

Elemento de volumen (Crank, 1975)

La ecuacion diferencial fundamental de difusién en un medio isotropico se deriva de la

primera ley de Fick bajo las siguientes suposiciones:

- La contribucién al incremento en la velocidad de crecimiento de sustancia es igual
al balance de la sustancia que se difunde en la entrada menos la que sale del elemento de

volumen.

- La velocidad a la cual la cantidad de sustancia que se difunde en el elemento de

volumen incrementa, esta dado por la derivada de la concentracién respecto al tiempo.

- El coeficiente de difusion es constante para F, dada por la ecuacion Ecuacion 1.
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De donde se obtiene la siguiente relacion:

OC—DVZC
ot

Ecuacion 2

La Ecuacion 2 representa la variacion de la concentracion respecto al tiempo de un

fenémeno difusivo y se conoce como la segunda ley de Fick (Crank, 1975).
1.3 Modelos de liberacion de farmacos.

La disolucion in vitro de farmacos ha ayudado al desarrollo de formas que permiten la
liberacion controlada de farmacos. La interpretacién de ensayos experimentales de
liberacion de farmacos ha permitido el desarrollo de modelos que generan ecuaciones
cuyos parametros permiten el ajuste a los perfiles de disolucién. En otros casos no existe

un fundamento tedrico y se recurre a ecuaciones o modelos empiricos.

La Tabla 1 describe de forma breve algunos de los modelos de liberacién controlada de
farmacos existentes recopilados por Costa y Lobo (Costa & Lobo, 2001). Algunos son
empiricos y otros teoricos, la mayoria se expresan en funcion de la variacion del tiempo y
presentan parametros de ajuste que contemplan las caracteristicas del farmaco como:
dosis inicial, difusividad, solubilidad y geometria. La presentacion de los modelos se da de
forma evolutiva siendo el de cinética de orden cero el mas “sencillo”, ya que considera
pocos parametros de ajuste, ademas de ser lineal; y siendo los mas complejos aquellos
gue presentan una funcién de tipo exponencial y considera mas pardmetros como por

ejemplo el de Higuchi.
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Tabla 1

Modelos de liberacién controlada de farmacos.

Modelo

Descripcion

Cinética de orden cero.
W, —W, =Kt
fi = Kyt

K, Constante de liberacion de orden cero.

W, Cantidad de fAirmaco en el dispositivo
farmaceéutico al tiempo t.

W, Cantidad inicial de farmaco en el dispositivo
farmacéutico.

f; Cantida de farmaco liberado

K Constante de liberacién

Modelo ideal de liberacion de un farmaco para
lograr una accién de liberacién prolongada.
Describe la disolucion de formas de dosificacion
farmacéuticas de liberacion modificada como:
sistemas transdérmicos, tabletas de matriz con
farmacos poco solubles, formas recubiertas y

sistemas osmoticos. (Costa & Lobo, 2001)

Cinética de primer orden (1967-1977)

ii—V: = K(Cs — C) Ecuacién de Noyes-Whitney

O integrada
W =VC,(1— e kt)
Que puede expresarse en forma lineal como:
In(VC; — W) =InQy+K; t

Donde

K

h

W Cantidad de soluto en solucién al tiempo t.

Z—V: La velocidad del soluto dentro de la solucién en
un tiempo t.

K Constante de liberacion.

h Espesor de la capa de difusion.

C, Solubilidad en el equilibrio.

D Coeficiente de difusion.

El fa&rmaco desaparece del plasma a una

velocidad mayor cuanto es su

Se

mayor

concentracion. usa para describir la
absorcion y la eliminacion de farmacos.

Parte de la ecuacion de Noyes-Whitney vy, a
través de algunas modificaciones en donde se
agregan parametros como el coeficiente de
difusién, el volumen y el espesor de la capa de
difusién, se obtiene la ecuacion de Hixson y
Crowell. Las formas farmacéuticas que siguen
este perfil de disolucion, son aquellas que
contienen farmacos hidrosolubles dentro de

matrices porosas.
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Modelo de Weibull (1951)
—(t—-T)?
a

|

m Fraccién de acumulacion del farmaco.

m=1—exp[

a Escala del tiempo del proceso.

b Parametro de forma.

T; Tiempo de rezago.

Se trata de una ecuaciobn semiempirica. Se
adapto al proceso de disolucion/liberacion de
farmacos. La ecuacion de este modelo expresa
la fraccion acumulada del farmaco, m, en
solucion al tiempo, t. Debido a que es un
modelo empirico y no se deduce de ningin
fundamento  cinético  presenta  algunas
deficiencias como:

- Describe pero no caracteriza adecuadamente
las propiedades cinéticas de disolucion del
farmaco.

- No hay ningin parametro que considere la
velocidad de disolucion del farmaco.
establecimiento de

- Su uso se limita al

condiciones in vivo/ in vitro.

Modelo de Higuchi.

fi =Q =DQC — C,)C,t
Modelo simplificado de Higuchi:

fe = Kyt

Q Cantidad de farmaco liberado en el tiempo t por
unidad de area.

C Concentracion inicial de farmaco.

C, Solubilidad del farmaco en el medio de la matriz.
D Difusividad de las moléculas del farmaco en la

matriz.

Higuchi obtuvo expresiones matematicas para
particulas de farmacos dispersas en una matriz
uniforme que actta como el medio de difusion.
Para estudiar la disolucion desde un sistema
plano con una matriz homogénea, la relacion
obtenida fue la de la ecuacion del lado
izquierdo. Esta relacién se propuso en principio
para describir la disolucion de farmacos en
suspension pero es aplicable a otros tipos de
disolucion.

El més simple y utilizado es el modelo de
Higuchi simplificado que relaciona la disolucion
del farmaco a la raiz cuadrada del tiempo.
Higuchi describe la disolucion del farmaco como
un proceso de difusion basado en la ley de Fick,
dependiente de la raiz cuadrada del tiempo.

Esta relacion se puede utilizar para describir
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sistemas transdérmicos y tabletas de tipo matriz

con farmacos solubles en agua.

Modelo de Hixson-Crowell (1931).

1/3

1/3
Wo

+ W, " =Kt

W, Cantidad inicial de farmaco en la forma de
dosificacion.

W, Cantidad remanente de farmaco en el forma
farmacéutica al tiempo t

K. Constante que incorpora la relacion superficie-

volumen.

Este modelo establece que el &rea de la
particula es proporcional a la raiz cibica de su
volumen. Esta ecuacion aplica a formas de
dosificacién farmacéutica como tabletas, donde
la disolucién ocurre en planos que son paralelos
a la superficie del farmaco.

Este modelo asume que la velocidad de
liberacion esté limitada por la disolucién de las
particulas y no por la difusion que ocurre a
través de la matriz polimérica. Este modelo se
ha usado para describir el perfil de liberacion
tomando en cuenta que la superficie de las
particulas del farmaco durante la disolucién es

decreciente.

Modelo de Baker-Lonsdale (1974)

3[ M2 M,
— 1_<1__) —_——_—

D, Cris
15 Co

M, Cantidad de farmaco liberado al tiempo t

M, Cantidad de farmaco liberado a un tiempo

infinito t.

D,,, Coeficiente de difusion.

C,s Solubilidad del farmaco en la matriz.

1, Radio de la matriz esférica.

C, Concentracion inicial del farmaco en la matriz.

Este modelo describe la liberacion controlada
de un farmaco desde una matriz esférica.

Esta ecuacion ha sido utilizada para la
linealizacibn  de datos de liberacién para
formulaciones de  microcapsulas 0

microesferas.

Modelo de Hopfenberg (1976)

M, Cantidad de farmaco liberado al tiempo t
M, Cantidad de farmaco disuelto cuando la forma

farmacéutica se agota.

Hopfenberg analiz6 la liberacion de farmacos
desde dispositivos de superficie con erosion
heterogénea para diversas geometrias como
esferas, aletas y cilindros infinitos.

El valor de n varia para cada tipo de geometria.

Este modelo asume que el paso limitante de la
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M . , .
M—t Fraccion de farmaco disuelto.
o0

k, Constante de rapidez de erosion.

a, Radio inicial para una esfera o un cilindro o el
espesor medio de una tableta.

n Exponente de forma del dispositivo con valores de
1,

2 y 3 para tableta, cilindro y esfera

respectivamente.

liberacion del farmaco es la erosion de la matriz
por si misma y que la resistencia difusiva
dependiente del tiempo interna o externa, no

tiene influencia en el proceso de liberacion.

Modelo de Korsmeyer-Peppas (1983)

f = at”

Modelo semiempirico, en el que se relaciona
exponencialmente la liberacion del farmaco al

tiempo transcurrido.

“Disolucion y cristalizacion no isotérmica de
particulas en soluciones liquidas”
(Liu & Hsu, 1995)

Se trata de un estudio tedrico y experimental

sobre el comportamiento cinético de la
cristalizacion y la disolucion de particulas
solidas. El efecto de la temperatura es
considerado. Se muestra que la velocidad de
disolucion aumenta con el tamafio de la
particula y que entre mayor sea la curvatura de
la superficie mas rapida sera la disolucion de la
particula. Mientras que en el caso de la
cristalizacion la velocidad de crecimiento de un
cristal disminuye conforme el tamafio del
mismo aumenta.

Si bien no se trata de un modelo, es un
antecedente sobre la consideracion del efecto
de la formay el tamafio de la particula sobre el

efecto de disolucion.(Hsu & Liu, 1995)

“Soluciones de forma preservada de la
ecuacion de difusion dependiente en el

tiempo” (Ham, 1959)

Se presentan soluciones exactas a la ecuacion
de difusion que corresponden al crecimiento
limitado por difusion de particulas elipsoidales
precipitadas con forma constante y dimensiones

proporcionales a la raiz cuadrad del tiempo. La
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asimetria del campo de difusion en estas
soluciones es consistente con la preservacion de
la forma de las particulas durante el crecimiento
aun si la difusividad es anisotropica. Ademas se
muestran soluciones para geometrias simples y
para superficies hiperboloidales.(Ham, 1959).

No se trata de un modelo pero es un estudio
tedrico que aborda el crecimiento de las
particulas a partir del estudio de sistemas de

coordenadas curvilineos.

1.3.1 Modelo de Korsmeyer-Peppas

Korsmeyer y Peppas (1983), desarrollaron un modelo simple y semiempirico, en el que se

relacionaba la liberacién del farmaco al tiempo transcurrido de la siguiente manera:
f = at®

Donde a es una constante que incorpora las propiedades estructurales y geométricas de

la forma de dosificacion del farmaco; n es el exponente de liberacion, indicador del tipo de
. . ., ., . ., , . M
mecanismo de liberacion; y la funcion de tiempo f; es la fraccion de farmaco liberada M—‘

[c<]

(Costa & Lobo, 2001)

La deduccion tedrica del modelo parte de la solucion de la segunda ley de Fick (ecuacion
2) aplicada a una forma farmacéutica con geometria de placa plana con espesor & y con

las siguientes condiciones de frontera:

0
t>0 x:iz Czcl
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Cuya solucién fue obtenida por (Crank, 1975). Sin embargo una expresion bastante
aproximada de la solucién hallada por Crank se puede hacer si se consideran valores

pequefios de t

1/2
M _ 2 (E) = at!/?
Mo 62
Bajo ciertas condiciones experimentales, el mecanismo de liberacion se desvia de la
ecuacion de Fick, siguiendo un comportamiento anémalo (no fickiano). En estos casos una

forma maés general de la ecuacion puede ser usada:

& = qat"
Mo,

Ecuacion 3
Peppas (1985) uso el exponente n para caracterizar diferentes mecanismos de entrega,
gue incluian una modificacion en la forma; concluyendo para una tableta, una n=0.5 para
difusion de Fick y valores de n, entre 0.5 y 1 6 n=1, para un modelo no fickiano de
transferencia de masa. En el caso de un cilindro, n=0.45 en vez de 0.5,y 0.89 en lugar de 1.
La Ecuacion 3 puede ser usada solamente en sistemas cuya difusién sea independiente de

la concentracion. (Costa & Lobo, 2001)

Para la determinacion de n, debe considerarse hasta el 60% de la curva de fraccién de
farmaco liberado, que ocurra en un sentido unidimensional y que la relacién anchura-
espesor o longitud-espesor sea de al menos 10. Este modelo se usa generalmente para
analizar la liberacion de formas poliméricas farmacéuticas dosificadoras, cuando el
mecanismo de entrega no es conocido en su totalidad o cuando mas de un tipo de

fendmeno de liberacion podria estar implicado.(Costa & Lobo, 2001)

La Tabla 2 resume los valores de n obtenidos o esperados para cada mecanismo de
transporte segun Peppas para la liberacién de farmacos desde peliculas poliméricas. Asi,
para la difusién de Fick el valor de n es cercano a 0.5, mientras que para un transporte

anomalo el valor de n oscila entre 0.5y 1(Costa & Lobo, 2001)
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Tabla 2

Interpretacion de mecanismos de liberacién difusivos desde peliculas poliméricas para el modelo

de Korsmeyer-Peppas.

Exponente de liberacion (n)

Mecanismo de transporte

del farmaco

Velocidad como una funcién

del tiempo, (t=tiempo).

0.5 Difusion de Fick. >
0.5<n<1.0 Transporte anémalo ™
1.0 Caso Il de transporte Liberacion de orden cero
>1.0 Hipercaso Il de transporte. | t"*

1.4 Relacion de la raiz cuadrada.

Crank, detalla la solucion para el problema de difusion unidimensional dentro de un medio

semiinfinito

superficial se mantiene constante es (Crank, 1975):

X
C = Cyerfc——

2\/Dt

cuando se tiene una concentracion igual a cero y cuya concentracion

Ecuacion 4

La Ecuacion 4 muestra que la solucion del problema implica un Gnico argumento

adimensional:

2\/Dt

Este argumento adimensional indica que:

I. La distancia de penetracion de cualquier concentracion dada es proporcional a

la raiz cuadrada del tiempo.
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il. El tiempo requerido para que cualquier punto alcance una cierta concentracion
es proporcional a la raiz cuadrada de la distancia que tiene de la superficie y
varia inversamente al coeficiente de difusion.

iii. La cantidad de sustancia que se difunde entrando al medio a través de la

superficie de la unidad varia respecto a la raiz cuadrada del tiempo.

Estas propiedades prevalecen, en general, en un medio semiinfinito mientras la
concentracion inicial sea uniforme y la concentracion superficial se mantenga constante

(Crank, 1975).

Ham obtuvo soluciones exactas para la ecuacion de difusion dependiente en el tiempo
gue corresponden al crecimiento de particulas en una, dos y tres dimensiones con un
cociente proporcional a la raiz cuadrada del tiempo para coordenadas elipsoidales. De
acuerdo a los estudios teéricos de Ham y de Hsuy Liu, la relacion de la raiz cuadrada es

valida para la disolucion de particulas siempre y cuando sea de la forma:

1
(t —1)2
1.5 Coordenadas eulerianas y lagrangianas.

Existen dos sistemas de coordenadas basicos en los que se pueden formular las leyes de
conservacion tomando en cuenta la hipotesis del medio continuo: el sistema euleriano y el

sistema lagrangiano.

En el marco de referencia euleriano las variables independientes son las coordenadas
espaciales x, y y z, y la coordenada temporal t. Se establece un volumen de control fijo y

se contabiliza la propiedad que pasa a través de este elemento de control.

En la aproximacién lagrangiana la atencion se fija en un elemento de fluido particular
conforme este se mueve. Suponga que se colorea una pequefia porcion del fluido y que
esta no cambia su densidad conforme se mueve. Desde el punto de vista lagrangiano esta
particula fluye y cambia su forma pero se considera la misma cantidad de particulas del

fluido. Los principios de conservacion de masa, momentum y energia se aplican a este
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elemento de fluido, resultando en un conjunto de ecuaciones de conservacién en
coordenadas lagrangianas. En este marco de referencia x, y, z y t dejan de ser variables
independientes dado que se sabe que pasaron por Xq, Yo Y Zo €n algun tiempo to, por lo
gue su posicion se puede calcular en un tiempo t posterior si se conocen los componentes
de la velocidad u, vy w. Esto es, en cuanto se especifique el intervalo de tiempo (t- to) los
componentes de la velocidad determinan Unicamente los cambios en las coordenadas (x-
Xo0), (Y- Yo) VY (z- o) asi, X, y, z y t dejan de ser independientes. Asi que las coordenadas Xo,
Yo Y Zo identifican qué elemento de fluido se considera y el tiempo t, su localizacion

instantanea. (Currie, 1993)

1.6 Conservacion de masa (en sistemas de un solo componente).

Considere una masa especifica de fluido cuyo volumen V se escoge de forma arbitraria. Si
esta masa de fluido dada se sigue conforme fluye, su tamafio y forma cambiaran pero su
masa permanecera constante. Este es el principio de conservacién de masa que aplica a
fluidos donde no ocurren reacciones nucleares. Y su equivalente matematico se
representa como la derivada lagrangiana de la masa de fluido contenida en el volumen V

gue es igual a cero, representado por la ecuacion:

b dv =0
pe), P~

La expresion anterior se puede convertir en una integral de volumen en la cual el
integrando contenga solo derivadas eulerianas mediante el uso del teorema de transporte

de Reynolds, en donde la propiedad del fluido es la densidad p.

f [ap a(Puk) 4V =0

Ecuacion 5
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Dado que el volumen V se escogi6é de forma arbitraria la Gnica forma en la que la igualdad

anterior se cumpla es si:

a_P + d(puy) _

at 0xy, 0

Ecuacion 6

La Ecuacion 6 expresa que la masa se conserva. Dado que es una ecuacion diferencial
parcial, la implicacion es que la velocidad es continua. Por esta razon la Ecuacién 6 se

conoce como la ecuacién de continuidad. (Currie, 1993)

1.7 Sistemas de coordenadas curvilineos.

Los campos escalares y vectoriales, en general, pueden expresarse en términos de las
coordenadas rectangulares x, y y z. Sin embargo, a veces es conveniente usar un sistema
de coordenadas que se adapte o se asemeje geométricamente al campo vectorial o

escalar que se estudia.

Es posible, a partir de lineas de flujo y superficies potenciales, crear un sistema de
coordenadas mas “natural” a un campo vectorial (Morse & Feshback, 1953). Este tipo de
coordenadas pueden tratarse de sistemas de coordenadas curvilineos, tales como:

cilindrico, esférico, elipsoidales, hiperboloidales, entre otros.

En muchas ocasiones la naturaleza del campo se determina mediante su comportamiento
en una superficie de frontera o por la naturaleza y la posicién de sus singularidades®; por
lo que para el campo, el sistema de coordenadas “natural” guarda una simple relacion con
la superficie de frontera o con la distribucion de sus singularidades. Frecuentemente la
expresion del campo en este sistema de coordenadas construido tiene una forma mas

tratable que la que podria tener en términos de las coordenadas cartesianas x, y y z.

! Singularidad. Desde el punto de vista matematico una singularidad es aquella(s) zona(s) o valor(es) donde
una funcion presenta comportamientos extrafios e inesperados cuando se le asignan determinados valores a
la(s) variable(s) independiente(s).
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1.7.1 Transformaciéon de coordenadas.

Considerando las coordenadas rectangulares (x,y, z) de un punto, expresadas en funcién

de las variables (uy,u,, u3) enlaforma:

x = x(uq, Uy, uz) y=vy(u,uyuz)  z =z, uy us)
Ecuacion 7
O bien, despejando uq,u, y us
uy = uy(x,y,2) Uy, = uy(x,y,2) uz = uz(x,y,z)
Ecuacion 8

Las funciones expresadas en la Ecuacion 7 y la Ecuacién 8 se suponen uniformes y con
derivadas continuas de manera que la correspondencia entre las ternas (x,y,z) y

(uq,u,,u3) es biunivoca.

Dado un punto P de coordenadas rectangulares (x,y,z) se les puede asociar segun la
Ecuacion 8 un conjunto Unico de numeros (u,,u,,u;) que se llamaran coordenadas
curvilineas de P. Los sistemas de ecuaciones de 7 y 8 definen las ecuaciones de

transformacién de coordenadas. (Spiegel, 1998)
1.7.2 Vectores unitarios en un sistema de coordenadas curvilineas.

Sear = xi + yj + zk el vector de posicion de un punto P. Segun el sistema de ecuaciones
representado por la Ecuacién 7 es posible expresar el punto P en la forma r =

r(uy,u,, us). El vector tangente en P a la linea u, (para la cual u, y us, son constantes) es

a—r. Entonces, el vector unitario tangente en la direccion y sentido del anterior es:

Uy

or
ou

€1 = 61‘1
Juy
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Donde

or i
du, 1€1
Siendo
b = or
1 ou,

Anélogamente, si e, y e3 son los vectores unitarios tangentes en P a las lineas u, y us

ar

6u2

. . ad d . d
respectivamente, se tiene — = h,e, y — = hses, siendo h, = yhsy = |—r| Las
6u2 6u3 6u3

magnitudes hq, h,, h; se llaman factores de escala. El sentido de los vectores unitarios

e, e,, e es el de crecimiento de (uy, u,,us)
1.8 Cuadricas con centro.

Ax? +By? +Cz2 +Dxy +Exz+Fyz+ Gx+Hy +1z+K=0

Ecuacion 9

La Ecuacion 9 representa una superficie cuadrica se observa que se trata de la ecuacion

general de segundo grado con tres variables.

Una propiedad importante de las cuadricas es que, “si es cortada por un plano cualquiera,
la curva de interseccidn es una seccion conica o una forma limite de una seccion”
(Lehmann, 2008).

Mediante una transformacion apropiada de coordenadas, se puede transformar la

Ecuacidn 9 de tal forma que tome uno de las dos formas siguientes:
Mx?2 + Ny? + Pz2 =R Tipo I
Ecuacién 10
Mx? + Ny? = Sz Tipo 11

Ecuacion 11
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Las cuédricas se pueden clasificar en dos tipos: cuadricas con centro (Tipo I) y cuadricas sin
centro (Tipo Il). Las superficies del tipo Il no tienen centro de simetria mientras que las del

tipo | tienen un centro de simetria y el origen dado por 0 6 R.

La naturaleza de estas superficies depende del valor de los coeficientes M, N, P, Ry S.
Estos coeficientes pueden ser cero o diferentes de cero. Sin embargo cuando ningdn
coeficiente es cero, las superficies se tratan de una las tres cuadricas con centro: el
elipsoide y los hiperboloides de una y dos hojas; o de las cuadricas no centrales:

paraboloide eliptico e hiperbdlico.

Las cuédricas con centro representadas por la Ecuacion 10 pueden escribirse de la siguiente
forma
2 2 2
Xs y* z
2ttt
Ecuacion 12

Se observa que todos los coeficientes son diferentes de cero y positivos asi como R=1 con

lo que de acuerdo a (Lehmann, 2008) se describe la ecuacién del elipsoide.

Las intersecciones con los ejes X, Yy Z son A, +B, +C respectivamente. Los seis puntos

de interseccion del elipsoide y los ejes coordenados se llaman vértices.

X

Figura 2 Elipsoide (Lehmann, 2008).
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Si los coeficientes de la Ecuaciéon 12 son mayores a cero (a>b>c>0), los segmentos AA’, BB’
y CC’ de la figura 2, se llaman, respectivamente, eje mayor, eje medio y eje menor del

elipsoide.
Algunas caracteristicas que se deben resaltar son:
- Todas las trazas sobre los planos coordenados son elipses.

- La superficie es simétrica con respecto a todos los planos coordenados, a todos

los ejes coordenados y al origen.

- Todas las secciones del elipsoide hechas por los planos paralelos a los
coordenados son elipses dentro de los limites de la superficie que es cerrada y esta
contenida en su totalidad dentro del paralelepipedo que tiene por caras los planos

X==%a y==xbyz==c

Si dos cualesquiera de los coeficientes en la Ecuacién 12 son iguales, la superficie se llama
elipsoide de revolucion. En particular, si a>b y c=b, tenemos el elipsoide alargado, una
2 2
superficie de revolucion que se obtiene haciendo girar la elipse z_z + Z—Z =1lenz=0,en
torno de su eje mayor. También si a>b y c=a, se tiene el elipsoide achatado o esferoide,
s . ., . . . . X2 y2
gue es una superficie de revolucion que se obtiene haciendo girar la elipse 2t = 1,
z =0, en torno de su eje menor. Si a=b=c, es una esfera de radio a por lo que la

superficie esférica es un caso especial del elipsoide. [Pags. 425-429, (Lehmann, 2008)]

1.9 Coordenadas elipsoidales.

Los sistemas de coordenadas esferoidales alargados y achatados se pueden formar por
medio de la rotacion de un sistema de coordenadas eliptico bidimensional, formado por
elipses confocales e hipérbolas, sobre los ejes mayor y menor de las elipses,
respectivamente. Se acostumbra hacer al eje z el eje de revolucién en cada caso. Se

denota la distancia interfocal por d.
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1.9.1 Coordenadas elipsoidales alargadas.

Las coordenadas elipsoidales alargadas mostradas en la figura 3, se relacionan a las

coordenadas cartesianas por la transformacion:

d
X = 5[(1 —12)(82 — 1)]"2cos
d 2 2 1/2 o
yzz[(l—n )& —1)]1Y2sing

_d
z=38
Con los siguientes dominios para cada coordenada:

—1<n<1l; 1<t¢<ow; 0<@p<2m

En el sistema esferoidal alargado la superficie constante £>1 es un elipsoide de revolucién

con un eje mayor de longitud d§ y un eje menor de longitud d(&z-l)m. La superficie
degenerada £=1 es la linea recta que atraviesa el eje z desde z=— %d hasta z= +%d . La

superficie constante |n| < 1 es un hiperboloide de revolucién de dos hojas con un cono
asintdtico cuya linea generadora pasa por el origen y tiene una inclinacion respecto al eje

z de 9 = cos™In. La superficie degenerada n| =1 es la parte del eje z para la cual
1 .. . . .
|z]| > Ed' La superficie constante ¢ es un plano que atraviesa el eje z formando un angulo

¢ con el plano x-z.

38


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

SEFARATION OF THE WAVE FOUATION
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Figura 3

Sistema de coordenadas esferoidales alargadas. (Flammer, 1957)

1.9.2 Coordenadas achatadas elipsoidales o esferoidales.

El sistema de coordenadas esferoidales achatadas, representado en las figuras 6 y

7, se relaciona a las coordenadas rectangulares por medio de la transformacién:
d 2 2 1/2
x=35[(1=n*)(E +1)]"*cos ¢

d
y=5[0- n2)(82 + 1)]Y2sin g

Con el siguiente dominio

—1<n<1l; 0<¢<o; 0<@p<2m

39


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

il
- Mecah 7R
Term B
1 P T
=apzp e/l
£ 0.
{ s andras
w02
] [+ » er
e -1 8- L]
e —can T3
L e
w20 FE
= GE = frird
Figura 4

Sistema de coordenadas achatadas para el dominio 0 < § < oo. (Flammer, 1957)

O paralafigura5 el dominio

—1<n<1l; —0o<é<ow,; 0<p<2
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Figura 5

Sistema de coordenadas achatadas para el dominio —oo < & < co. (Flammer, 1957)

En el sistema esferoidal achatado la superficie constante |€] > 0 es una elipsoide aplanada

)1/2

de revolucién con un eje mayor de longitud d(€2+1)~ y un eje menor de longitud d|| . La

.. . . . 1
superficie & = 0 es un disco circular de radio a = Ed gue se encuentra en el plano x-y y se

centra en el origen. La superficie constante |n| < 1 es un hiperboloide de revolucion de
una de las capas con un cono asintotico cuya linea generadora pasa por el origen y se
inclina respecto al eje z con un angulo de 9 = cos™ 1. La superficie degenerada |n| = 1 es
el eje z. La superficie n =0 es el plano x-y, excepto para el disco circular § = 0. La
superficie constante ¢ es, de nuevo, el plano a través del eje z que hace un angulo ¢ con

el plano x-z.
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Ambas opciones del rango de las coordenadas esferoidales achatadas, dadas por
—1<n<1l; 0<¢<ow; 0<@p<2m
—1<n<1l; —wo<é{<ow; 0<¢p<2r

permiten la representacion de todos los puntos en el espacio, y si los valores positivos y
negativos de n en un caso, y de § en el otro, se acomodan como en las figuras 6 y 7
respectivamente, no habra ambigliedad en ambos casos. El sistema de la figura 6 es el
mas comunmente usado, y es el que se maneja a lo largo de este desarrollo, a menos que
se indique lo contrario. Sin embargo el rango alternativo representado por la figura 7 es a
veces, el mas conveniente, ya que en este se puede dar el estado matematico de un

problema fisico.

Es cierto que, solo en el caso de secciones conicas confocales en el plano con las cuales se
empez0, las superficies confocales cuadricas en el espacio se intersectan unas a otras en
angulos diestros, esto es, los planos tangentes a las tres superficies pasando a través de
cualquier punto dado en el espacio, son mutuamente perpendiculares. Entonces ambos
sistemas de coordenas esferoidales, alargado y achatado, son sistemas de coordenadas

curvilineas. En cada caso las coordenadas n, €, ¢ forman un sistema girado a la derecha.

En el limite cuando la distancia interfocal d es cero, ambos sistemas, alargado y achatado,
se reducen al sistema de coordenadas esferoidal. Para una d finita, la superficie
¢=constante en cada caso se convierte en esférica conforme £ se aproxima a infinito; esto

es:
1 .
Zd -, n — CcosY, mientras § —» oo

donde r y 9 son coordenadas esféricas.
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1.10 Factores de escala.

Los factores de escala o coeficientes métricos de un sistema de coordenadas ortogonales
sobre el espacio euclideo son las funciones que caracterizan el tensor métrico® expresado

en dichas coordenadas.

Las lineas coordenadas de unsistema de coordenadas en el espacio euclideo
tridimensional son aquellas que se obtienen partiendo de un punto dado, de
coordenadas(u,, U,, us), variando una de ellas y manteniendo fijas las otras dos. Un
sistema de coordenadas se dice ortogonal si las lineas coordenadas son ortogonales en
cada punto. Las coordenadas cartesianas, las cilindricas y las esféricas, son ejemplos de

coordenadas ortogonales.

Dado un conjunto de coordenadas sobre el espacio euclideo cuyas lineas coordenadas se
cortan en angulo recto, puede construirse una base vectorial ortonormal en cada punto, a
partir de los vectores tangentes a cada linea coordenada. En la obtencion de estos
vectores se definen unas cantidades, denominadas factores de escala. Tomando los
vectores tangentes a cada linea en un punto, se obtienen tres vectores ortogonales entre

si, pero no necesariamente unitarios:

Para obtener un sistema ortonormal, dividimos cada vector por su médulo

ot
aui

hi(u1,u2,u3) = ||3_L)|| = ‘

’En geometria de Riemann, el tensor métrico es un tensor de rango 2 que se utiliza para definir conceptos
métricos como distancia, &ngulo y volumen en un espacio localmente euclideo.
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Las cantidades h; son los denominados factores de escala. Su nombre proviene de que dan
la proporcion entre lo que varia una coordenada y el desplazamiento que produce esta

variacion.

La forma elemento de volumen, a partir de la cual se construye el llamado "elemento de

volumen diferencial" viene dado en coordenadas curvilineas por:
dV = |(h;du,eq) - (hyduye,) % (hzduses)| = hihyhsdu,du,dus
Ya que
le;-e; xe3| =1

También aparecen en las expresiones en coordenadas curvilineas del gradiente, la

divergenciay el rotacional. (Spiegel, 1998)
1.11 Elelemento de lineay el tensor métrico.

En un sistema de coordenadas rectangulares (x, y, z) el elemento de linea o diferencial de
longitud de arco es ds? = dx? + dy? + dz?2. Si se pasa esta expresion a coordenadas
curvilineas se transforma en ds? = Jpqdu,du, (en notacion indicial). Estas expresiones

son validas en el espacio tridimensional de Euclides.

Sin embargo es inmediata la generalizacion a un espacio de N dimensiones de
coordenadas (x1,x2,...,x"). El elemento de linea en un espacio de este tipo viene dado
por una forma cuadréatica que se llama forma métrica, o simplemente métrica. Dada segun

el convenio de indices repetidos como:
2 — p q
ds< = gpq dxPdx

En el caso particular de que exista una transformacion de coordenadas de x/ a x* tal que
la forma métrica se convierta en (dx1)? + (dx?)? + --- + (dx")?, o bien, dix*dx*, en el
espacio en cuestion se llama N dimensional de euclides. En general se llama espacio N

dimensional de Riemann.
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Las magnitudes g,,, son las componentes de un tensor covariante de segundo orden

denominado tensor métrico o tensor fundamental. Este tensor es simétrico.
1.12 El laplaciano.

En célculo vectorial, el operador laplaciano es un operador diferencial eliptico de segundo
orden, denotado como A, relacionado con ciertos problemas de minimizacion de ciertas

magnitudes sobre un cierto dominio.

Expresado en coordenadas cartesianas es igual a la suma de todas las segundas derivadas
parciales no mixtas dependientes de una variable. Corresponde a div (grad ¢) y se

representa mediante el simbolo delta (A) o nabla cuadrado (V?).

Si ¢y A son, un campo escalar y un campo vectorial respectivamente, el laplaciano de

ambos puede escribirse en términos del operador nabla como:
Ap=(V-V)p=V2p; AA=V(V-A)—Vx(VxA)=(V:-V)A

Para poder plantear la ecuacién de la segunda ley de Fick en cualquier sistema de
coordenadas, es necesario obtener el laplaciano de la funcién escalar concentracion C, en
cualquier sistema de coordenadas curvilineo a través del uso de los factores de escala

correspondientes h;.

El laplaciano de la ecuacién de difusion de Fick en coordenadas esferoidales se obtiene

partiendo de la siguiente definicion (Spiegel, 1998):

Sea U una funcion escalar, dependiente de las coordenadas curvilineas ortogonales (uy,

Uy, U3) se verifica que el laplaciano de una funcion se expresa de la siguiente manera:

vy = 1 [6 <h2h3 6L|J)+ d <h3h1 6L|J)+ d <h1h2 6L|J)]
h;h,h; [du; \ h; ou;/  du,\ h, du,/ Oduz\ h; du,

Ecuacion 13

Donde h; son factores de escala.
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Capitulo Il

La liberacion controlada de farmacos se ha planteado hasta el momento a partir de
modelos tedricos y empiricos basados en geometrias planas, esféricas y cilindricas. A
excepcion de los trabajos desarrollados por Ham, Hsu y Liu para precipitacion y
cristalizacion de particulas, el planteamiento de un modelo de liberacion de un farmaco
no se ha considerado en sistemas de coordenadas diferentes a las cartesianas, esféricas o
cilindricas. Sin embargo éstas geometrias se adaptan con dificultad, a sistemas
experimentales y (en casos como formas cilindricas y esféricas), a modelos tedricos, a las
formas reales de los farmacos siendo més factible abordar el andlisis o el estudio de

fendmeno de liberacién desde otros sistemas de tipo curvilineo.

Por otro lado el interés en el estudio de los fendmenos de liberacion controlada de
farmacos se centra en hacer més eficiente y rapido el mecanismo de entrega. Por lo que el
tiempo en el que se entregue el farmaco se torna una variable importante sin dejar de

lado las propiedades que caracterizan al farmaco.

Modelos como el de Korsmeyer-Peppas y el de Hopfenberg, plantean una dependencia
temporal con parametros que pueden adaptarse segun las propiedades del farmaco como
difusividad, solubilidad y forma. Hasta ahora estos modelos han funcionado adaptandose
de manera adecuada a los experimentos in vitro. Sin embargo no existe un sustento

tedrico al respecto.

En este segundo capitulo se desarrolla la metodologia para llegar a la ecuacion de la
segunda ley de Fick en diferentes sistemas de coordenadas bajo las siguientes
consideraciones: 1) el fendmeno de difusién es muy lento y 2) el fendmeno se da en una
sola direccion: la direccién radial. Esta estrategia conduce a la obtencién de una funcion
de concentracion C dependiente en la coordenada radial (¢ para elipsoidales achatadas y
alargadas y r para cilindricas y esféricas) para cuatro sistemas de coordenadas curvilineos
gue es utilizada posteriormente, en el capitulo, para la obtencion del tiempo caracteristico

T.
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Es importante destacar que la difusion se da desde la forma de liberacion farmacéutica

(pastilla) hacia el medio. Las condiciones de frontera representan un dispositivo que se

desgasta conforme transcurre el tiempo.

> 2

X, ¥ s s X, Ye ik

=1

() =1 1)

Figura 6 (Liu & Hsub, 2006)

En la figura 6 se muestra la liberacion farmacéutica radial de acuerdo al modelo a desarrollar con:
(a) geometria elipsoidal alargada, (b) geometria elipsoidal achatada.

OBTENCION DE PERFILES DE CONCENTRACION EN LIBERACION
CONTROLADA DE FARMACOS PARA DIFERENTES SISTEMAS DE
COORDENADAS.

En esta seccion, se plantea el método para la obtencion de los perfiles de concentracion
generados en el fendmeno de liberacion farmacéutica desde dispositivos con formas

elipsoidales alargadas, elipsoidales achatadas, esféricas y cilindricas.

Dado que es un mecanismo controlado por difusién, la ecuacion que describe este

fendmeno es la ecuacion de la segunda ley de Fick pero al estudiar distintos sistemas de
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coordenadas se hace necesario un proceso en el que la ecuacion de Fick se exprese en la

geometria que se busca estudiar.

Liu y Hsu utilizan para describir el comportamiento de particulas esferoidales en la

cristalizacion las definiciones siguientes:

xZ yZ ZZ
T +€—2:k(r,t)

(Hsu & Liu, 1995)

La dependencia en el tiempo se incluye como parte del sistema de coordenadas, al definir
las coordenadas cartesianas en funcion de las coordenadas elipsoidales y de un factor

temporal adimensional de la forma:
1
t\2
(2-3)
T
Este factor se sustenta en la suposicion tedrica de que la liberacion del farmaco esta

determinada por el proceso de difusion de la forma sélida. Por lo que es posible

establecer una relacién proporcional a la raiz cuadrada del tiempo de acuerdo a Crank.

El factor temporal es adimensional por lo que, no afecta las definiciones de las
coordenadas cartesianas en funcion de las coordenadas elipsoidales. Se hace
adimensional al introducir T que corresponde a un tiempo caracteristico de liberacion

total del fArmaco cuya obtencién se desarrolla en el capitulo Il

El desarrollo de la metodologia se plantea para coordenadas 1) esféricas, 2) cilindricas, 3)
elipsoidales alargadas y 4) elipsoidales achatadas. Siendo todos estos sistemas de tipo

curvilineo.
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2.1 Factores de escala en coordenadas curvilineas.

En esta primera parte se obtienen los factores de escala, necesarios para construir los
operadores diferenciales presentes en la ecuacion de Fick, asi como el tensor métrico y el

elemento diferencial de volumen para los cuatro sistemas curvilineos.
2.1.1 Obtencidn de los factores de escala para coordenadas esféricas.

Las coordenadas cartesianas (X, Y, z) se definen en funcién de las coordenadas esféricas (r,

0, ) y del factor temporal de la siguiente forma:

t
X =rsenocos e 1—;
t
y =rsenfsenq 1—;

t
z=rcos0O |1—-
T

Cuyo dominio es:
r=0; 0<6<sm O0<¢p<2m

Se obtienen los coeficientes métricos de la misma forma en que se obtuvieron para las

coordenadas esferoidales alargadas y achatadas.

Para obtener el factor de escala de la coordenada r se derivan las coordenadas (X, Y, z)

respecto a la coordenada r, se elevan al cuadrado y se sustituyen en la definicién de h,

x> ay\> (0z\°
= GG+
ar ar ar

12

<6X) _ o (1 t)i
o) = sen Bcos ¢ -
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(50) = [snoseno(1-1)
o) = [sen@seno -

t t t
h, = \[senz 0 cos? (p(l —;) + sen? 6 sen? (p(l —;) + c0s? 0 (1 —;)

1

t\2
hr:<1——)
T

De la misma forma se obtiene el coeficiente métrico para la coordenada 6.

12

<6x>2_ o (1 t)z
38 = I cos 6 cos ¢ -

(&) =|reososene (1)
39, rcososen ¢ T

<6Z)2_ 9(1 t)z
%8 = rsen -

t t t
hg = \[cosz 8 cos? (p(l —;) + cos? 0 sen? (p(l —;) + sen? e<1 —;)
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Y para la coordenadac.

2
2 1

15) 4 t\2
(—) = —rsenesencp<1—;)

2
2 1

t\2
rsen9003@<1—;)

Q| @

e

N
1]

2

=0

(55)

t t
he = \[rz sen? 0 sen? @ (1 —;) +r2sen? 0cos? @ (1 - ;)

1
_ t\2
h(p = rsen@(l—;)

En resumen los coeficientes métricos para coordenadas esféricas son:

1 1 1

h, = (1 —E)Ei he = f(l —E)E; h, =rsen® (1 —%)E;

T

2.1.2 Obtencidn de los factores de escala para coordenadas cilindricas.

Los factores de escala en coordenadas cilindricas se obtienen de la misma manera que en

los sistemas anteriores con las siguientes definiciones para (X, y, z).
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Cuyo dominio es:
r=0; 0<¢ <2m,; —00 <z <

Debido a que existe un amplio manejo del sistema de coordenadas cilindrico se excluye la

presentacion del desarrollo de los factores de escala para este sistema ( h,,, hy, h,).

1 1 1
_ t)z. _ t)z, _ t\z,
hr_(l_;)' h¢_r(1_¥)’ hz—(l‘z)’
2.1.3 Obtencidn de los factores de escala para coordenadas esferoidales alargadas.

Para obtener los factores de escala o coeficientes métricos de las coordenadas
esferoidales alargadas se toman las definiciones de los sistemas de coordenadas

cartesianas dados por Flammer pero adiciondndose el factor temporal y adimensional

t
fl—;.

x =a,/ (& —1)(1—n?)cos¢ 1—%

y=a./(&-1)(1-n?)sen¢ 1—%

Donde:

a= d,distancia interfocal

N o
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Para obtener el coeficiente métrico h; se calculan las derivadas de las coordenadas
cartesianas (X, Y, z) respecto a la coordenada ¢ , se elevan al cuadrado y se suman de

acuerdo a la definicion del factor de escala hg

= (0 Q)+ ()

Ecuacion 14

Derivando x respecto a la coordenada ¢

ox 0 t
a—gza—gla«/(i — 1)@ —n?H)cose ’1—4

1

0 1 t\2 1
6_2:5 (1-7) 1@ - D@ -1 2@DA - 1) cose

ox _1a(1-7)° @DU—1))cose

% 2 [@-na-mp

Elevando al cuadrado la primer derivada

o2 /a (1-3)° ®@-n2cos cp\ a8 cos?g(1-1) (1 -n2)?
<6_E) - k [(£2 — 1)(1 — nZ)]% ) - & -1)(1-n?)

ox? @ (1-y)a-n)
R

Se deriva la coordenada y respecto a la coordenada §

dy _ 0 TV 2 / _t
a_E_a_EIa‘/(E 1)1 -n?)sene |1 J
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ay 1 t\z 1
a_%’ =Za(1--) (@ - D - I ZEDA- 1) seno

oy _13(1-3) @D -1
%2 @-na-mr

sen @

Se eleva al cuadrado el resultado anterior

<5Y)2 _ /a (1 - %)% (®(1 —n?)sen (p\ _a’Esen’ @ (1 — %) (1 - 12)?

o8 _k (& — (L —n?)]2 )_ &= =n*)

Y\ 2 a2g2 (1_£) (1-1?) i
e e

Finalmente se deriva la coordenada z respecto a ¢

oz 0 L t
PR i
0z L t
P

(&) == ()

Se sustituyen en la Ecuacion 14 las derivadas calculadas elevadas a la segunda potencia.

ox? @8 (1-y)a-n)
R
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ayy a8 (1-5)a-n)
<a_z) N G

sen? @

G0) = (-3)

ag2 (1-3) (- m?)
@-D

cos? @ +

Jazzz (1-Ha-»
he =

t
2 4+2a2n2(1 — =
-1 sen” e +a’n (1 r)

t
(cos? @ + sen? @) + a?n? (1 — ;)

[ ga
hg =

(8 -1)

Por la identidad

cos?@+sen?p =1

2¢2 _E —n2
hz:\[ai (1-9a “)(1)+a2n2<1_%)

(& -1)

S
_ t[E@-n) ] _ t Ez(l—n2)+n2(r§2—1)l
hﬁ‘aﬂl‘z)l (2 -1) +“l‘aj<1‘¥)l (22 - 1)
B ty\ [£2 — £212 + 11282 — 2
hs_aﬂl_E)l (2 -1) l

e = aj (+-3) ((E; _—nlz))
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Se obtienen las derivadas de las coordenadas cartesianas (x, Y, z) respecto la coordenada

n, para el calculo del coeficiente métrico h,,.

e 2 (@) ()

Ecuacion 15

Derivando la coordenada x respecto a la coordenada elipsoidal n

5] ] t
%:%Ia«zz —1)(L—n2)cos o /1—4

1

\2 1
—=3a(1-2) [ - D@ - 2(-20)F - Deoso

1

ox _1a (1 — %)E (—2n)(& —1)cos @

N2 (eona-n)

Se eleva al cuadrado el resultado anterior.

<%)2 B /_ a(l — %)E (m)(&% — 1) cos (p\ B a’n?cos? @ (1 — %) (82 —1)?
on B

(& - D@ -2 ) (8 -1D1-7?)

<6X)2 _ a’n? (1 - %) (& -1)

— c0s?
on T —n?) “’

Se deriva la coordenada y respecto a la coordenadan
ay 0 t
= 2 _ — N2 - —
on = o IaJ(E 1)(1 —n2)sen ¢ ’1 J

56



http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

1

0 2 1
Y= Za (1-1) 1€ - DA - 2 (-2 @ - Dsene

TS
oy 12(1-3 con@ - Dseng
n 2 [ - 1)(1 -2z

Elevando al cuadrado el resultado anterior.

Y\ > B / sen @ (1 - %)E )2 - 1)\ B aZn?sen? @ (1 - %) (82 —1)?
<ﬁ) . [(£2 — 1)(1 - nZ)]% - & -1)1—-n?)

<6y)2 _ a’n? (1 - %) (8 -1)

— sen?
o D) “’

Las derivadas de x, y y z respecto a n, elevadas a la segunda potencia, se sustituyen en la

Ecuacion 15.

<6X)2 _ a’n? (1 - %) (& -1)

— c0s?
on T —n?) “’

sen? @

oyy _@n*(1-1)® -
<%) - (1-12)
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(&) == ()

Asi el coeficiente métrico para la coordenada n queda de la siguiente forma

jaznz (1-3) @ -1)
hy =

(1-7?)

aznz (1- 1) (& - 1)
(1-n2)

t
sen? ¢ + a2g? (1 - —)

cos? ¢ +
(P T

n

h, = jaznz (1-pE-D

t
— 2 2 282 (1 — =
A=) (cos? @ +sen? @) + a%g (1 T)

Por la identidad

cos?@+sen?p =1

jaznz (1-3) @ -1)
hy =

(1-n?)

_ | ty Mm@ -1)

h“‘j"" -3 e)
B t n2(52_1)+52(1_n2) B t T]ZEZ—T]Z'FEZ—EZT]Z
ny=a (- (LERIEA) g (B

S

El coeficiente métrico de la coordenada ¢ se obtiene a partir de la siguiente expresion

(-}

para h,

= GG G

Ecuacion 16
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Derivando las coordenadas cartesianas (x, y, z) respecto a ¢ y, elevandolas al cuadrado se

obtienen las expresiones que componen al coeficiente h,,

ay/(8 —1)(1 —n2)cos @ fl—j
oX t
%:a\/(i - 1@ -n?) ’1—;(—sencp)

ax\> t
(ﬁ) = aJyE@-DA -1 ’1—;(—Sen(p)

(2—;)2 =a (7 - D -7 (1- %) sen? ¢

0 0 / t
%:%[a\/(iz—l)(l—nz)sen¢ 1_;
N oA JEDA=E / !
%—a\/(g D@ -n?) |1 TCOSCP
ay\’ t
(%) =(ay@-Da-1) /1—;coscp

(%)2 =a’ (& -1D(A-7n?) (1 - %) cos? ¢

ox 0
dp ¢

2

Ya que z no es funcién de ¢, la derivada para esta coordenada es

1 t_O
atn |1--| =

59
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Sustituyendo las tres derivadas elevadas al cuadrado en la Ecuacion 16

(2—;)2 =a (7 - D -1 (1- %) sen? ¢

(%)2 =a® (& -1)1-1?) (1 - %) cos® @
o)

hy = jaz (2 - D -1 (1- %) sen? g +a2 (8% = 1)(1 —n?) (1 - %) cos? @ + (0)2

2

=0

Entonces el coeficiente métrico para ¢ es

he = jaz E-1(1-7?) (1 - %) (sen? ¢ + cos? @)

Por la identidad

sen @ +cos?p=1

he = jaz & -Da-m(1-1)

mzaj(?—l)(l—nZ)(l—%)

En resumen se tienen los siguientes coeficientes métricos de las coordenadas €, n, ¢ para

el sistema elipsoidal alargado:

hzzaﬁl_;)(g%j;

Ecuacion 17
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S

Ecuacion 18

mzaj(?—l)(l—nZ)(l—%)

Ecuacion 19

2.1.4 Obtencion de los factores de escala para coordenadas esferoidales achatadas

Los coeficientes métricos en coordenadas esferoidales achatadas se obtienen a partir de la
definicion de coordenadas cartesianas en coordenadas elipsoidales achatadas dada por

Flammer pero al igual que en las coordenadas elipsoidales alargadas se incluye el factor

temporal fl — %

x=a/(&+1)(1—-n2)cose 1—%

y:a\/(EZ+1)(1—n2)sencp 1—%

z = af "

Como en el caso anterior, para obtener el coeficiente métrico hg se calculan las derivadas

de las coordenadas cartesianas (X, y, z) respecto a la coordenada ¢ , se elevan al cuadrado

y se suman de acuerdo a la definicion de h; presentada en la Ecuacion 14.
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= J(2) +(2) +(Z)" eouncion1a

Primero se deriva la coordenada x respecto a €

0 0 t
a_)g:a—zla\/(§2+1)(1—n2)003cp ’1—4

1

(1-2) 1@+ DA -1 2D -2 cosg

ox 1
% 2"
1
ox 14 (1 - %)2 (28)(1 —n?)cos o

[(& + 1)(1 - )2

ot 2

Se eleva al cuadrado la derivada de x respecto a &

1

<Q)2 _ /a (1 - %)E (€)(1 —n?)cos (p\ ~ a2&2 cos? ¢ (1 _ %) (1 - 12)?

o) K?+1X1—¥ﬂ% ) ) &+ 1) —n*)

ox? @ (1-y)a-n)
R

Después se obtiene la derivada de y respectoa &

0 0 t
%:a—g a/(+1)(@A—-n2)seng ’1—4

1

(1-1) 1@+ DA -1 ZEDA - sene

ay 1
gt 2%
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ay 1a(1——) (29)(1 —n?)

= —sen @
2 [@r)a-n)P

Se eleva al cuadrado la derivada obtenida

W\ _ /a (1-2)° ®@-n)sen (P\ a2 sen?(1-1)(1-n2)?
<6_E) B k 1 - 2+ 1)(1—1n2)

[(€2 +1)(1—n?)]2

2%2 1_1 (1_ 2)
(%) - (Ez+)1) L sen? ¢

ek

Se deriva z respecto a € y se eleva al cuadrado

0z L t
TR R

(&) == ()

Las derivadas de x, y y z respecto a  elevadas a la segunda potencia, se sustituyen en la

Ecuacion 14.

cos? ¢

ox? % (1 -Ha-m
<a_z) T @+

oy? @ (1-g)a-n)
R
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G0) = (-3)

2282 (1- 1) (1 - ?)
@+1)

Jazzz (1-Ha-»
he =

t
2 (p + 3212 1__>
(EZ"']-) Sen< ¢ + a“n ( <

cos? @ +

[ g
hg =

t
2 2 212 —_ —
@+D (cos? @ +sen? ) + a?n (1 T)

Por la identidad

cos?@+sen?p =1

2¢2 _E ( — 2)
e Fe -
S

_ ty[e2(1-n?)  ]_ t\ [62(1 —n?) +n2(82 + 1)
hﬁ‘aﬂl‘%)[ @ +1) +“_‘aj<1‘¥)[ @ +1)

B t\ [£2 — €212 + n2€2 + 12
hs_aﬂl_E)_ (8 +1) l

Y se obtiene el coeficiente métrico o factor de escala de la coordenada &

hzzaj@_;)(g%j;
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Se obtienen las derivadas de las coordenadas cartesianas (x, Y, z) para el calculo del

coeficiente métrico de la coordenada n, es decir, h,, definido en la Ecuacion 15

e 2 (@) ()

Derivando a x respecto a la coordenada n

d d t
%:%[a\/(§2+1)(1—n2)005(p ’1—4

1

ox 1

t\2 1
am 2° (1 - ;) [(2 + 1)1 —=n?)]"2(-2n)(8 — 1) cos @

1
t

ox _1a (1 - ;)E (=2n)(8% + 1) cos ¢

[(& + 1)1 — )2

an 2

Elevandola al cuadrado

1

<%)2 B / a(l — E)E (m) (& + 1) cos (p\ B a’n?cos? @ (1 — %) (82 +1)?

T
an (@ + DA - )] ) @+ DA—1?)

<6X)2 _ a’n? (1 - %) (& +1)

— c0s?
on 12 “’

Derivando la coordenada y respecto a n

0 0 t
%:%[a\/(§2+1)(1—n2)sencp ’1—4

1

(1 — %)E [(e2+1)(1- nz)]‘%(—zn)(é2 +1)sen¢

ay 1
20
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1

oy 12(1-3 con@ +Dseng
Mmo2 [(e+Da-mPk

Elevando al cuadrado el resultado anterior

(Q)Z B /—a sen @ (1 - %)E )2+ 1)\ _ azn?sen? @ (1 - %) (82 +1)2

o)~ [(& + 1)(1 - n?)]2 @+ -7

sen? @

oyt _ @ (1-3) @+ )
<%) - (1-12)

Obteniendo la derivada de la coordenada z respecto a n y elevandola al cuadrado

Jz 0 L t
on on an T

Las derivadas de x, y y z respecto a n, elevadas a la segunda potencia, se sustituyen en la

Ecuacion 15

t

ox: afn?ll1-=)(E+1)

<£) = ((1 —TZZ) cos? ¢
t

ayy?  am*(1-2) (& +1)

<%) = ((1 —TZZ) sen? ¢
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9z\2 t
() =2 -3
on T
El coeficiente métrico para n queda de la siguiente forma

hn =

(1-7?)

azn? (1) (& +1)
(1-n?)

t
sen? ¢ + a2g? (1 - —)

cos? ¢ +
(P T

n

- O DE

t
— 2 2 282 (1 — =
A=) (cos? @ +sen? @) + a%g (1 T)

Por la identidad

cos?@+sen?p =1

hn =

(1-n?)

N R L Gl

h“‘j"" -3 e)
_ t nZ(EZ + 1) + EZ(l _ -nZ) _ t nZEZ + -nZ + EZ _ EZT]Z
ny=a (- (LE RO, (2B

n=e (- 520

El factor de escala de la coordenada ¢ para coordenadas esferoidales achatadas se

(-}

obtiene a partir de la Ecuacion 16:

= GG G
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Derivando las coordenadas cartesianas (x, y, z) respecto a ¢ y elevandolas al cuadrado

obtenemos las expresiones que componen al coeficiente h,,

0 0 / t
ﬁ:% a/(2+1)(1—n?)cose 1—;
0 t

ﬁza«/(izﬂLl)(l—nz) ’1—;(—sencp)

(55) =|avV@+Da=1 [1- 1 (-sen)

((%)2 =a? (EZ+1)(1—1? (1 - ;) sen? ¢

d d t
%:%[‘”@“1)(1_“2)39”“’,/1‘;
d t
%:a\/(§2+1)(1—n2) ’1—;003@
ay\* / t
(%) =(a/@E+1A-n?) 1—;005@

(%)2 =a? (EZ+1)(1—-1? (1 — ;) cos? ¢

2

Ya que z no es funcién de ¢, la derivada para esta coordenada es
dz 0 L 140 0
dp an T
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Sustituyendo las tres derivadas elevadas al cuadrado en la Ecuacion 16

((%)2 =a? (EZ+1)(1—1? (1 — ;) sen? ¢

(%)2 =a? (EZ+1)(1—1? (1 — ;) cos? ¢

5o)

h, = jaz & +1)(1—n2) (1 - %) sen? ¢ + a2 (£ + 1)(1 — n2) (1 - %) cos? ¢ + (0)?

2

=0

Por lo que el coeficiente métrico para ¢ es

hy = jaz E+1)A-1m?») (1 - ;) (sen? @ + cos? @)

Por la identidad

sen @ +cos?p=1

he = jaz &+ - (1~ %) 1)

h¢:aj(52+1)(1—n2)<1—£)

En resumen se tienen los factores de escala de las coordenadas esferoidales achatadas ¢,

ny ¢ se presentan de la siguiente forma:

hzzaj@_;)(g%j;

Ecuacion 20
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S

Ecuacion 21

hy = aj(zz +a - (1 —%)
Ecuacion 22

2.2 Obtencion de operadores diferenciales en coordenadas curvilineas.

Los coeficientes métricos o factores de escala obtenidos para los cuatro sistemas de
coordenadas se utilizan para construir el operador diferencial laplaciano necesario para

escribir la ecuacion de difusion de Fick.
2.2.1 Operador laplaciano en coordenadas esféricas.

Los coeficientes métricos para coordenadas esféricas son:

h, = (1 —E)%; he = r(l —E)%; hy = rsene(l —E)%;

Es necesario destacar que los subindices de la Ecuacion 13 se asignan a las coordenadas de

este sistema como: r=1,0 =2y ¢=3.
Uy =r u,=06 u;=¢

La Ecuacioén 13 se escribe en coordenadas esféricas de la siguiente forma:

1 d (hghy,0C d (heyh,aC d (h:hgaC
V2C = — — | +— — |+ = —
hihghy |dp\ h. dp/ d@\ hg d¢/) 0z\ h, 0z
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Los parametros obtenidos para el laplaciano en coordenadas esféricas son:

3/2

h:hghy, =12 (1 - —) sen o

T
heh t\z
0 ‘p:r2<1——)zsen9
h, T

Se puede factorizar el factor (1 - E)E y el laplaciano se simplifica quedando de la siguiente

forma para el sistema esférico.

V3C = 1 [6 (rzseneac)+ 0 (seneac)+ 0 ( ! 6C)]
r2 (1—%)sene ar d¢ \sen B dp

Ecuacion 23
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2.2.2 Operador laplaciano en coordenadas cilindricas.

Los subindices de la Ecuacién 13 se asignan a las coordenadas de este sistema como: p =1,
@ =2y z=3. Ademas

Uy=r UuU,=¢@ U3=12Z

Por lo que

1 d (hyh,0C d (h,h.aC d (hihy,aC
viC = — =+ — |+ =—=
hehoh, [or\ h. dp dp\ h, d¢ 0z\ h, o0z

Para este sistema se utilizan los factores de escala siguientes
1 1 1
_ t\z, _ t\2, _ t\2,
he=(1-3)% he=r(1-3)5 h.=(1-3)
Con los factores de escala anteriores se construyen los parametros necesarios para

construir el laplaciano

Asi el laplaciano construido con estos cuatro factores es:

de 0z

— 4+ —
ar dop\r

1 9 tnzac\ a9 (1, tzac\ 9 t\2 C
ve=——s|zlr(1-) (125 ol (2 5%

-yl T

T T
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Factorizando la parte temporal que no depende de las coordenadas de este sistema.

1

ro- L 2%, 20%). 2%

welar\"ar) T ag\rag) " 9z\"oz
r(1-3)
T

Finalmente el laplaciano en coordenadas cilindricas se define como

5 1 d s oC d (10C d ( oC
o=l 7g ) (15
r(l——) ar\ ar/ Jde\rdo z z

T

Ecuacion 24

2.2.3 Obtencion del operador laplaciano en coordenadas elipsoidales alargadas.

Par construir el laplaciano en coordenadas esferoidales alargadas se asignan los subindices

de a Ecuacion 13 de la siguiente forma: =1, n=2 y ¢=3. También se asigna

Uy=§ Uy=m U3=¢

Asi para la funcion escalar, concentracién C el laplaciano se escribe de la siguiente forma

para coordenadas elipsoidales alargadas.
V2C = 1 i _hnh(‘)% +i _h(phgﬁ +i _hghnﬁ
hghyhe |08\ hg 0% on\ h, on dp\ hy, do

Para obtener el Laplaciano de la concentracion C, en coordenadas elipsoidales alargadas

Ecuacion 25

se calculan los cuatro parametros de la Ecuacion 25 para coordenadas esferoidales

alargadas que son:

hpyh heh
1) hghyhy, 2) 1—;’ 3) ﬁ—nﬁ 4) =1

El primer pardmetro se obtiene del inverso del producto de los tres coeficientes métricos
de § ny ¢. En este paso solo se obtendra el producto hzh,h,, en la sustitucion de los

parametros y posteriormente se saca el inverso.
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o= [1-9ED (091 [ namfa-

= (T

Al simplificar el producto se obtiene

— a3 - 2 _ 2
hehyh, = a (1 T) & —12)
Y cuyo inverso es

1 1
3/2

hEhnhcp a3 (1 —_ E) (€2 —12)

T

p hyh
Se calcula el segundo parametro %
£

2 t 2 t
o, aj(l )= @ - na-m (1Y)

h B 2 _n2
oD%

Se eleva al cuadrado para facilitar la simplificacion algebraica

(hnhq,>2 B (1 — —) ((Elz T?z)) (& -1)1-7n?) (1 - %)
B (82 —nz)(l_ t)

(& -1)

T

hoho\2 2% (1= 1) (2 —n)(& - (L - n2)(E ~ 1)
( ) (82 —1*)(1 —n?)

(h?lch)Z — 22 <1 _ %) (g2 — 1)?
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Se saca raiz y finalmente se obtiene el segundo pardmetro de la Ecuacion 25.
1

Se obtiene el tercer parametro de la Ecuacion 25

e j (-HE=R (@ -va-m(1-Y

eE _

hﬂ - 2 _n2
Jo-H%=3

Se eleva al cuadrado para facilitar la simplificacion algebraica

(hq,h5>2 @ (1-3) —((Ezzz_—nlz)) (& - D - (1-7)
(1-D

T

oy 2 De9E= v

h ty (82 —1?)
k (1-2)= %)
2 2 ty (€ —1?) (e 2
g _#0-9E=B v
h (82 —n?)
! -

hohe\? @ (1-13) (& -1 -n?)
( ) - (82 —1?)
(1-n2)

2 2 _E —n?
oy FDE

(1-m?)
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(5] =Y

n

Se saca raiz y se obtiene el tercer parametro

1

Do a1 - ) (x —%)2

cphE

h

n

Para obtener el Gltimo pardmetro se sustituyen los coeficientes métricos

o “J0IED 968
§€m _
o

’ a) @-Da-m)(1-1)

Al igual que en las otros parametros se eleva la expresion anterior al cuadrado para la
simplificacion algebraica
2(1 D& =), _ty(E —n?)
(hghn>2 _ a (1 r) -1 (1 r) 1-7?)
- t
®-1a-m)(1-3)

he

2(1_H & =n*) (¢ —n?) , s e g
(hzhn>2 :a (1_%) E-D@a-ny_ 2 (1—%)(5 - n?)(& —n?)
(& -1)(1-7?) E-1E-1D)A-12)(2-7?)

(hghn>2 Ca2(1-3) @ -

he ) (8 —=1)2(1-1n?)?

Finalmente se obtiene el cuarto pardmetro de la Ecuacion 25

heh, a(1-3)° @ -n?)
h, @-1)(1-7n?
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Una vez obtenidos los cuatro parametros se sustituyen en la Ecuacion 25 obteniendo asi el

laplaciano de la funcion escalar concentracion C para coordenadas elipsoidales alargadas.

t 3/2

hgh,h, = a3 (1 — ;) (& -n?)

1

EE RG]

cphE

h

oo

n

heh, @ (1——) (& —n?)
he  E-11-1n?)

Sustituyendo en la Ecuacién 26 se obtiene el laplaciano de la concentracion en

coordenadas elipsoidales alargadas definido por:

1 Sila - (1-3)

[
| t\2 C
3/2 lag
(-9 @ -m)|

9%

ViC =

3 |
ty2aC\ o /a(l—%)z(éz—nz)ac\l

+% - (1-1) 5 +%k @-DE-1) %)J

t -/
Dado que (1 — ;) y a no son funcién de las coordenadas ¢, n, ¢, son constantes, por lo

gue es posible factorizarlas y sacarlas de las derivadas

(1-1) v a=fEne)
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Por lo que el laplaciano toma la siguiente forma.

1

\2
vee = - (137;) [2 ((EZ -1) §> +

a (1—%) @ - 1% %

+i< (& —n?) @)
dp \ (82 —1)(1 —n?)de

G . C
%<(1—n )a)

Y se simplifica a

v2C = - [3(@2 - 1&) +3((1 —nZ)@>
a2 (1 _ %) (82 —n2) 0% 08 on on

6( (& —n?) 6C>

T e\ @ - DA -1 e

Ecuacion 26

2.2.4 Operador laplaciano en coordenadas elipsoidales achatadas.

Al ser un sistema muy similar al anterior se hace posible construir el laplaciano en
coordenadas elipsoidales achatadas asignando los mismos subindices a las coordenadas é,
n y . Lo que difiere son las definiciones de los coeficientes métricos dados por la Ecuacion
20, la Ecuacion 21y la Ecuacion 22. Por lo que basta con retomar la Ecuacion 25 para construir el

laplaciano de la concentracion en estas coordenadas.

El laplaciano se escribe de la siguiente forma para coordenadas achatadas esferoidales o

elipsoidales.

1 d (hyh,0C d (hyhgaC d (hgh, oC
ViC = == |t |t 775 Ecuacion 25
hghyhy |08\ hg 0% on\ h, on de\ hy, do
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Para obtener el laplaciano de la ecuacion de difusion de Fick en coordenadas esferoidales
achatadas se utiliza la Ecuacion 25 asignandose los subindices 1, 2 y 3 en coordenadas

esferoidales achatadas como: §=1, n=2y ¢=3.

Y los factores de escala dados por las ecuaciones:

(82 +n?) g ty (82 +1?) g
hg = aj(l ) @+ 1) Ecuacién20 h, = aj(l - ;)(]_4_—“2) Ecuacion 21

hy = aj & +1)@A—-1?» <1 — %) Ecuacion 22

Se calculan los cuatro parametros de la Ecuacion 22 para coordenadas esferoidales

achatadas utilizando los factores de escala obtenidos para este sistema.

Primer parametro

=2 [1- 9550 [1-9E [ va-m(a-)

=19 G -9 € e oo

N =

Al simplificar el producto se obtiene

3/2

t
hgh,h, = a3 (1 - ;) (82 +1?)

p hyh
Se calcula el segundo parametro %

(-G8 e va-mE-)
hy 2 2
Jo-H%+3
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Se eleva al cuadrado para facilitar la simplificacion algebraica
t\ (8% +1? t
(hnhq,>2 a? (1-3) ((51 - 1?2)) (& +1DA-1)(1-3)

" Ee

hoho\? a2 (1—2) (& +12)(& + (1 - n2)(E + 1)
( ) - & +n2) (L —n?)

()~ (1) oo

Se saca raiz y finalmente se obtiene el segundo pardmetro de la Ecuacion 25.

1

EE RG]

Se obtiene el tercer parametro de la Ecuacion 25

o * [ YEER e vamm-

@8 _

hﬂ - 2 2
Ja-HER

Se eleva al cuadrado para facilitar la simplificacion algebraica

(hcph5>2 @(1- 9 —((E;inlz)) (& + D) (1-7)
(-9%%

a2 (1) (1-H A E + Da-m)
( ) (_E)(E“nz)

/) (1-1n?)
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2 t § > 2 2

ngheyt_ % (1-0) Gy @ + DA -
) & +17)
(1-n?)

sy 2=

hy (82 +n?)
(1-n?)
t
hohe\” _ & (1-2) =) _ o vy L
(ﬁn> = T —a<1—;)(1—n)(1—n)
(1-n?)

(hr) = -Ya-rr

n

Se saca raiz y se obtiene el tercer parametro

1
t\2

= s ) (1)

cphE

h

n

Para obtener el cuarto pardmetro se sustituyen los coeficientes métricos

- (-
2

o

¢ a) @+ Da-m)(1-1)

Al igual que en las otros parametros se eleva la expresion anterior al cuadrado para la

simplificacion algebraica

- %) ((Egztunl)) (1 B %) ((51 :L 1?2))

& +1D-1)(1-7)

heh, 2 a? (1
(-

he

2 (1 B E+12) (€ +n?)
(hEhn>2 _e (1-3) éz ) (El —r?z) _ (@ _%) (5 +1?)(E +1?)

hey (EZ+1)1—1n?) T E+DE+DA-1)A-1?)
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(hghn>2 a2 (1-3) @+ )

he ) (B +1)2(1-1n?)?

Finalmente se obtiene el cuarto pardmetro de la Ecuacion 25 para coordenadas esferoidales

achatadas.

1
heh, a(1-3)° @ +n?)

h,  @+1)(1-n?)

Una vez obtenidos los cuatro parametros se sustituyen en la Ecuacion 25 obteniendo asi el

laplaciano de la funcion escalar concentracion C, para coordenadas esferoidales achatadas

3/2

t
hgh,h, = a3 (1 - ;) (82 +1?)

1

EE RG]

>

h t\z
@''E _ _2(__)
hn =a(l—-n?)(1 "

heh, a(1-3)° @ +n?)
he — (E@+1(1-n?)

1
20C
0%

(% a(g2 +1) <1 —%)

1

3/2

(-9 e

ViC =

————

1 ]
9 , ty2aC\ o /a(l—%)z(ézmz)ac\l
ol aa-m (1-) 5 *%k T %)J
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Dado que (1 — %) y a son constantes, es posible factorizarlos y sacarlos de las derivadas.

(1-7).a#fEn.)

La ecuacion del laplaciano toma la siguiente forma para coordenadas esferoidales

achatadas

V2C = ! [E((EZ +1)§>+i((1— 2)E>
a2 (1 _ %) (22 +n2) 73 08 on " o

+i< (& +n?) @)
dp \(2+1)(1—n?)de

Ecuacion 27

2.3 Segunda Ley de difusion de Fick.

Con el laplaciano de las concentraciones en funcion de las coordenadas para los sistemas
elipsoidales alargados y achatados (£, n, ¢), asi como para esféricos (r, 6, ¢) y cilindricos

(p, ©, z) es posible escribir la segunda ley de difusién de Fick Ecuacion 2

oc = DV?C
ot
Donde D es el coeficiente de difusidén y se asume independiente de la concentracion.

Se utilizan los operadores laplacianos obtenidos para cada sistema de coordenadas,

representados por las ecuaciones 28 a 31, y se sustituyen en la Ecuacion 2.
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2.3.1 Segunda ley de Fick en coordenadas esféricas

Partiendo de la Ecuacion 23

oC D [6<2 e6C) 6( n96C) 6( 1 6C)]
" r2(1-L)sen0 10 N er) T 96\ *" " 30) T 3¢ \sen 03¢
T
Ecuacion 28
2.3.2 Segunda ley de Fick coordenadas cilindricas.
A partir de la Ecuacion 24.
aC D [6< 6C) 0 <16C) 6( 6C)]
ot r(l—E) ar\ or/) od@\rae/ az\ 0z
T
Ecuacion 29
2.3.3 Segunda ley de Fick en coordenadas esferoidales alargadas.
A partir de la Ecuacion 26.
ac D [ ( d
= = @ -2 +—((1 nZ)—>
t
ot a2 (1 _%) (82 —12) 0% a8 on
2 ( (82 —n?) aC>'
6<p (-1 —n?)ade
Ecuacion 30

2.3.4 Segunda ley de Fick en coordenadas esferoidales achatadas

A partir de la Ecuacién 27 se obtiene

aC D 2 4 179¢ i 5z 0C
A (1 )<zz+nz>[a%(“ 05 ) (e 5)

+i( (€ +n°) @)'
GEERDErY)

Ecuacion 31
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2.4 Liberacién controlada por difusion en sistemas de coordenadas curvilineos.

Para representar el fendmeno de liberacion controlada de un farmaco se hace el andlisis

de la ecuacién de Fick puesto que se trata de un proceso controlado por difusion.
2.4.1 Liberacion controlada en dispositivos esféricos

Existe una analogia entre los sistemas elipsoidales y este sistema en el sentido que la
difusion del farmaco se da de forma radial. Es por ello que la ecuacién de difusion se

puede analizar desde la coordenadarr.
C=1(r)
La Ecuacion 28 se simplifica de la siguiente forma:

oc_ b [a (rzseneac)+a‘(}m)+wﬂ
ot rz(l t)sene or ar) 09 20 senBdg

T

Y la difusion en coordenadas esféricas se representa de la siguiente forma:

aC _ D [6 <r2 sen 6 6C)]
ot 2 (1 — %) seng LOr ar

Ecuacion 32

2.4.2 Liberacion controlada en dispositivos cilindricos

Para el sistema de coordenadas cilindricas se supone una variacion radial por lo que la

Ecuacion 29 se expresa solo en coordenadas radiales representadas por p.

C =1f(r)
Lol )
T

Ecuacion 33
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2.4.3 Liberacion controlada en dispositivos elipsoidales alargados.

La difusion del farmaco representado en coordenadas elipsoidales alargadas solo
representard cambios significativos para la coordenada €. Ya que esta coordenada
representa las “capas” de sélido que se van perdiendo conforme el fendémeno difusivo

transcurre.
La concentracion deja de ser funcion de las coordenadasny ¢
C#f(n o)
C=1©)

Bajo estas consideraciones los siguientes términos de la Ecuacion 30 se hacen cero

G LaC\
%<(1—n )a)—o

i( (& —n?) §>=
dp \ (82 —1)(1 —n?)de

ac _ D a 5 ac a 2y 0C a ﬁ (8~1°)  ac
e — — |4+ — — — |4+ — —
ot 32(1_%)(52 -n2) laz (G D) 6E> an n°) 6n> 0 #(E*-1)(1-n?) 6(9)

La Ecuacion 30 se simplifica y ahora el fenémeno solo se estudiard tomando en cuenta

sélo la variacion de €.

£ ehle3)
ot 42 (1 _ %) (22 —12) 13 13

Ecuacion 34
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2.4.4 Liberacion controlada en dispositivos elipsoidales achatados

En este sistema al igual que el elipsoidal alargado, la difusion se da de forma significativa
s6lo para la coordenadag. Asi la Ecuacién 31

oCc__ D [0 (x iC), 9 _2y?C) 0 (_ (E+ni)—oC
ot az(l—%)(7§2+r|2) [az (G +1) az) * aM) * g (( 2417(1-12) 6(p)l

Se simplifica a

S
ot 2 (1 _ %) (22 +12) |95 0%

Ecuacion 35

2.5 Consideraciones temporales.
El tiempo T, es el tiempo caracteristico de entrega en el cual el s6lido desaparece, es decir,

cuando la interfase sélido-liquido alcanza el origen del sistema de coordenadas curvilineo.

Debido a que este proceso es muy lento y largo, se puede hacer la suposicion de que el
tiempo de liberacion caracteristico t es muy grande por lo que, al aplicar dicha condicién a
las ecuaciones 38 a 41, la consideracion de que el tiempo de liberacion caracteristico T es

muy grande es posible obtener el limite cuando T — oo.

) t
lim (1 — —) =1
T—00 T
Asi las ecuaciones que representan la difusion del farmaco en los diferentes sistemas de

coordenadas (ecuaciones 32 a 35) se modifican de la siguiente forma:

En coordenadas esféricas.

0C__D jo, ,0C
at_rzsene[ar<r sen ar)]

Ecuacioén 36
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En coordenadas cilindricas.

aC _Da ; acC
ot r [6r<r ar)]

Ecuacién 37
En coordenadas elipsoidales alargadas.
aC D 0 aC
T =~ Il =
2@ - [%(G & az)]
Ecuacién 38
En coordenadas elipsoidales achatadas.
aC D 0 aC
= |Z| (= il
ot 2@+ ) [%(G = az)]
Ecuacién 39

2.6 Operacioén del proceso: estado pseudoestacionario.

Bajo condiciones de importancia practica la cantidad de farmaco es usualmente mayor
gue la solubilidad del mismo. La escala de tiempo para el proceso de liberacion es larga,
por lo que la velocidad de movimiento de la interfase sélido-liquido es relativamente lenta

comparada con la de difusién. Se puede entonces asumir un estado pseudoestacionario.

ac _

E_O

Al aplicar esta consideracion, las ecuaciones 36 a 39 cambian a la siguiente forma:

oo D [0 s0C
_rzsen9[6r<r sen 6r)]

(Coordenadas esféricas)
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o =[5 (r5)]

(Coordenadas cilindricas)

O—Li (2_1)@
“2E-m e\ PV

(Coordenadas elipsoidales alargadas)

O—Li (2_,_1)@
IRl A G T:

(Coordenadas elipsoidales achatadas)
Las ecuaciones anteriores s6lo dependen de una coordenada:
C = (&) Para elipsoidales alargadas y achatadas.
C = f(r) Para esféricas y cilindricas

La difusividad D y el radio a, al ser propiedades del farmaco siempre seran diferentes de

cero por lo que la igualdad a cero s6lo se cumple si:

En esféricas.

d dC
0= [— <r2 sen 6 —)]
dr

Ecuacion 40

En cilindricas.

o= (5 (&)

Ecuacion 41
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En esferoidales alargadas

o=@ -9%)

En esferoidales achatadas

o= (@ - 9)

2.7 Definicion de las condiciones de frontera

Ecuacion 42

Ecuacion 43

El farmaco se disuelve sin agitacion por difusion en el medio. Este fendmeno se describe

bajo la suposicién de que a cada posicion radial se asocia a un tiempo t pero no se

describe en las condiciones de frontera sino que estd dentro de los sistemas de

coordenadas.

Consideraciones:

(1) Al situar el fendmeno de difusion en la superficie del farmaco (&), el valor de la

concentracion es Cs.

(2) Al difundirse el farmaco en la solucién, reduce su tamafio y £ comprende desde el

tamafio original del farmaco hasta la zona en la que desaparece totalmente € = 0

en este punto la concentracion toma el valor de la solucion en la que se encuentra

C:Cb

90


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

2.7.1 Condiciones de frontera en sistema de coordenadas esféricas.

Para el sistema de coordenadas esférico las condiciones de frontera que se toman son:

1)

La coordenada de variacion para el sistema esférico es r. Asi, cuando la difusion se
sitUa en la superficie del farmaco las condiciones son:

C.F.1 r=rg C=0C,
Por otro lado la segunda condicién de frontera se da cuando alcanza el seno de la
disolucion en la que se encuentra sumergido el farmaco, y cuya concentracion es
Cy, . A diferencia de los sistemas elipsoidales, para la ecuacion de difusion de Fick
en coordenadas esféricas en estado estacionario, no hay una solucion para la
funcion concentracion cuando el radio es igual a cero por lo que la segunda
condicion en la frontera propuesta para un dispositivo de forma esférica que se
disuelve tiene que fijarse con un valor constante r,. Por lo que la segunda
condicion de frontera para coordenadas esféricas es:

C.F.l r=r, C=0GCy

Conry>r

2.7.2 Condiciones de frontera para el sistema de coordenadas cilindricas.

Bajo la suposicién de que la difusion se da en un solo sentido, la coordenada anéloga a €,

en sistemas elipsoidales y r, en el sistema esférico y en el sistema de coordenadas

cilindricas. Sin embargo respecto a la coordenada r, el sistema es simétrico por lo que

comparte las condiciones de frontera del sistema esférico con un valor constante de p,,

cuando no se encuentra en la superficie del dispositivo.

Entonces las condiciones de frontera para coordenadas cilindricas son:

C.F.I r=R, C=C,

C.F.Il r=R, C=¢C,
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2.7.3 Condiciones de frontera en sistemas elipsoidal alargado y elipsoidal achatado.

Bajo estas consideraciones las condiciones de frontera para los sistemas elipsoidales son:

C.F.I E=E, C=C,

C.F.Il £

Il
o
o

Il
o

o

Las mismas condiciones de frontera se buscan aplicar para los sistemas esférico y
cilindrico. Sin embargo el sistema esférico es simétrico. Entonces cuando el radio es igual a
cero la ecuacién de difusién deducida para este fenébmeno, no es valida por lo que se

requiere establecer otras condiciones de frontera.

2.8  Perfil de concentracion para dispositivos de liberacion farmacéutica en

coordenadas curvilineas.

Con el fin de hallar la solucién particular de la concentracion de farmaco que se difunde,
se integran las ecuaciones 40 a 43. Las condiciones de frontera descritas anteriormente

particularizan la solucion de cada geometria.
2.8.1 Perfil de liberacién controlada para un dispositivo esférico.

C.F.I r=R, C=¢,
C.F.Il r =R, C=C,

0= [g(rseno )
Rl AR T:

Integrando la Ecuacion 43 una vez se obtiene la constante k;

k, =r? sened—C
dr
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Se separan las variables

dC
= 2 —_—
fk1 fr seneOIr

Y se hace una segunda integracion

fdc—f Ky d
= | tZseng "

La concentracion en coordenadas esféricas se define por

Ky
=— +
C=—rsens T
Ecuacién 44
Evaluando en las condiciones de frontera.
C.F.1 r=r, C=0Cy
Ky
C, =— k
b Rosen® 2
De donde se puede despejar k,
Ky
k, = +
27 ¥b T R,sen®
Evaluando la segunda condicién de frontera
C.F.1 r=ry C=0C,
c c kK, <1 1)
ST “send\r, 1y

La constante k; es

(Cs —Cp)senb
Ki=—71 1
(7%—7)
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Y la constante k,es
(Cs —Cy)senbd
G o)
lh [Is
Rosen®
(Cs - Cb )
1 1
o (a - r:)

Se sustituyen ambas constantes en la Ecuacion 44

(Cs - Cb) 1 1
(l _ l) o I

o I

La concentracion de farmaco que se difunde se representa por la ecuacion siguiente

:Cb+

C=Cb+

c-c) E-7)

(Cs _Cb) (l_l)

gy frs

Ecuacion 45

2.8.2 Perfil de liberacion para un dispositivo cilindrico.

La difusion del farmaco en coordenadas cilindricas se obtiene a partir de la integracion de
la Ecuacion 33.

Se integra respecto a r y respecto a C por separacién de variables

dr

C=k;Inr+Ink,

Se obtiene el valor de las constantes de integracion A y B con las condiciones de frontera

siguientes:
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C, =kyInry +1Ink,

Inkz :Cb —k1|nr0

Aplicando la segunda condicion de fronteray el valor de InB

Cs =k;Inrg+Cy, —Kk;Inr,

Inrg
CS—Cb:AIan—AInrO:AInrO
Inr,
kl_(Cs_Cb)Ian
Inr
Ink2:Cb—(CS—Cb)Inr:Inr0
Inr,?
_Cb_(Cs_Cb)Ian
Inr, Inry?
C:(Cs_cb)l Inr+C, —(Cs —Cy)
nrg Inrg
Inr
C:(CS—Cb)I O(Inr—lnr0)+Cb
S
Inry Inr
C_(CS_Cb)IanInrO Co
Inry Inr
C_(CS_Cb)IanInrO Co
Inr
= - +

La concentracién de farmaco que se difunde en coordenadas cilindricas es:

(C-Cy) _Inr
(Cs _Cb)_lnrs

Ecuacion 46
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2.8.3 Perfil de liberacion para un dispositivo elipsoidal alargado.

Se retoma la Ecuacion 42 y se integra una vez. Al estar igualada a cero la primer integral es

una constante por lo que queda como

o=@ -9%)

dC
ky = (& —1)—E

Se separan las variables y se hace una segunda integracion

[ k= f(zZ—l)—

f dc = K8
-1

Por el método de integracion por fracciones racionales se obtiene que

kg kqd
-1 E+1E-1)

A B A(E-1)+B(+1)
(E+1) (-1  (E+1)E-1)

_AE-A+BE+B_(A+B)+(B-A)
- EG+DE-1) E+DE-1)

(A+B)t=0
(A+B)=0
A=-B
k,=B—A

k, =B—(-B) =2B
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Los valores de Ay B son:

Se introducen estos valores en la segunda integracion

_ k,dg _ B
“‘(8—n‘f@+n“+f@—n“
k

f(z+1)dE f@ %

k1 dg Ky ¢ _ kg k4
G0 2)G D E““*“*Emﬁ—“+b

(E 1)
"le+|”

= é[Ln(E —1)—-LnE+1)]+k, =

De este modo se encuentra que la concentracion se define para coordenadas esferoidales

alargadas como

(E 1)
"le+D|”

Ecuacion 47

Con las condiciones de frontera y la Ecuacion 47 se obtienen los valores de las constantes y

una ecuacion que describe el fendmeno de difusién en un farmaco de forma esferoidal.

Se evalUa la Ecuacion 47 en la segunda condicion de frontera. Sin embargo Ln(—1) no esta

definido por lo que se multiplica la Ecuacion 47 por 4 para obtener
C.F.l £E=0 C=0Cy

_ (E-1)
Cb 7Ln —(E T 1)

+k,
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Al tomar el valor absoluto del logaritmo es posible evaluar la segunda condicién de

frontera. Se obtiene que:

(0— )
(0+1)

Cp = ky(0)+k,
ky =Cp

Se aplica la primera condicién de frontera

C.F.I £ =% C=0Cs
(Es 1)
Rl (G
—1
2(C, —Cy) =k4Ln g 1;‘
Y se obtiene que la constante k; es igual a
_ Z(Cs - Cb)
e
(& +1)

Sustituyendo las constantes obtenidas en la Ecuacion 47

2(C —Cp)
(Es + 1)| (E - 1)
€= "lern| T
2(Cs —Cp) . |€-1)
= Ln +C
G-D| |+ ™
2t G +D)
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Se obtiene la solucién particular de la Ecuacion 47 para un farmaco con geometria esferoidal
alargada

(t-1)
Ln
C=(C ~C)— D+,
Ln [7&
& +1)

Que se puede reacomodar de la siguiente manera

((—1)

c—c, N (§+1)
Cs—C, ,.|G—-1)
*bEED

Ecuacién 48

2.8.4 Perfil de liberacién para un dispositivo elipsoidal achatado

Se integra por otro lado la Ecuacion 43, es decir la ecuacién de Fick en coordenadas
esferoidales achatadas.

Se integra una primera vez para obtener una primer constante k;

o=l o)

ky = (& "‘]-)d—E

Se hace una segunda integracién por el método de separacion de variables

fkl f(§2+1)—

L[ kel
f ©=lE@+rD

Ky dg
(& +1)
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Por sustitucion en la integral obtenida de tablas (Swokowski, 1988):

du 1, _,u 1 u
— 5 =—-tan"'—+c=—arctan-+c
az2+u? a a a a

Donde
a2=1 u2= EZ
Se obtiene la concentracion en coordenadas esferoidales achatadas

dg 1 §
C=k; f m =k, IarctanI + Kk, | = kyarctan § + k; k,

C = kjarctan§ + k',

Ecuacion 49

Se obtiene la Ecuacion 49 que define la concentracién en funcion de €. Se aplican las

condiciones de frontera | y Il para obtener el valor de las constantes
Se ocupa la condicion de frontera I, para obtener el valor de la constante k,
C.F.l £E=0 C=0Cy

Cy, = kjarctan(0) + k,

Se sustituye el valor de k, , se aplica la primer condicién de frontera y se obtiene el valor
de k,

C.F.1 £=1%& C=0GCs
Cs = kjarctan& + Cy,

Cs — Cp, = kjarctan &
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Entonces k, esigual a

_Cs _Cb

17 arctan &

Se sustituyen las constantes en la Ecuacion 49 y se obtiene la solucién particular de la

funcion concentracién para coordenadas esferoidales achatadas.

C=C —C arctanE+C
— s “Parctang, P

Ecuacién 50
El problema de difusién de Fick para un farmaco de liberacion controlada con geometria
esferoidal achatada, presenta dominio de la variable § desde 0 < & < co puesto que no
existen concentraciones negativas. El dominio que corresponde a la Ecuacién 50 Nno
restringe a la funcién arcotangente a los niUmeros positivos, por lo que se hace necesario

retirar la parte donde la funcién arcotangente o tangente inversa es negativa.

Este problema se resuelve al restar g tanto de arctan§ como de arctan&, ya que

ambas presentan la misma periodicidad. Por lo que la Ecuacién 49 queda acotada a los

numeros positivos de la siguiente forma:

C—C, _ arctani—g

C: —Cb  arctank, —%

Ecuacion 51

Las ecuaciones 45, 46, 48 y 51 representan la concentracion del farmaco cuando este se
difunde de la forma de dosificacidn hacia el medio.
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Capitulo HI

En este capitulo se presentan en una primera parte, la generacién de un tiempo
caracteristico T a partir de la funcion de concentracion, obtenida en el capitulo anterior,
gue describe la transferencia de masa por difusion en la superficie del dispositivo de
liberacion farmacéutica. En una segunda parte, se presenta el balance integral de farmaco
liberado que contiene este tiempo caracteristico y que sirve para describir la variacién
temporal de concentracion de farmaco liberado para diferentes geometrias de tipo

curvilineo.
3.1 El tiempo caracteristico .

A partir de la descripcion del fenémeno de disolucion del dispositivo de liberacion
farmaceéutica es posible hacer un andlisis de la ecuacion de balance de masa en la capa
limite para obtener un tiempo caracteristico t. Este tiempo caracteristico contiene la
informacion del fendmeno difusivo y de las propiedades del farmaco tales como:

difusividad, distribucién de concentraciones, tamafio y forma.

La construccion de t conduce a un parametro que condensa la informacion que
caracteriza al dispositivo de liberacion farmacéutica tanto en su comportamiento difusivo

como en su forma geométrica particular.

3.1.1 Comportamiento del dispositivo de liberacion farmacéutica.

Una vez dentro del medio, se reduce el tamafio del dispositivo de liberacion lo que
ocasiona un desplazamiento de la interfase sélida-liquida. Este desplazamiento se da de
forma temporal, es decir la variacion de la posicion de esta interfase depende del tiempo
transcurrido en la liberacion, por lo que se asocia una velocidad al proceso de difusién del

farmaco. La figura 7 esquematiza el comportamiento del dispositivo de liberacion
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farmacéutica con forma elipsoidal alargada, se puede extender al resto de las geometrias

analizadas.

3.1.2 Balance de masa

Existen dos fendmenos que se deben estudiar en la liberacién del farmaco controlada por
difusion: (1) la difusién del farmaco en el medio y (2) el desplazamiento de la interfase

sélida-liquida generada por el desgaste del dispositivo.

Por un lado se tiene la disolucion del farmaco, generado por un gradiente de

concentracién en una sola direccion (radial)
Cantidad de farmaco difundido = DVC - ¢,

Y por otro lado el efecto que el desgaste del dispositivo que es un desplazamiento

unidireccional de la interfase solida liquida
desplazamiento de la interfase sélida — liquida = (C, — Cs) - (v- e4)

Al hacer el balance de masa en la superficie del farmaco, se igualan las dos expresiones

anteriores
(CO — Cs) . (V' e1) = DVC - 21

Ecuacion 52

Donde:

Co Concentracion inicial del farmaco cargado
Cs Concentracion en la superficie
v Vector velocidad asociado con el movimiento de la interfase sélido-liquida.

V Operador gradiente
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e; Vector base covariante i=1,2,3 para ¢, n, ¢. Basados en las ecuaciones que definen a las
coordenadas cartesianas en funciéon de las coordenadas esferoidales y de acuerdo a la
relacion tensorial:
eM-e = {1S!m_!
Osim=i
Dado que se cumple esta relacién tensorial, las bases son reciprocas por lo que cada

vector de una base es perpendicular a dos de la otra base.

Cs

€ difusion ¢n
direccion radial

>

C
o °

Figura 7. En esta figura se representa la disolucién de una forma de dosificacion elipsoidal
alargada (se produce un proceso analogo con las demdas geometrias). En la figura de la
izquierda se representa al farmaco cuando no ha ocurrido un desgaste superficial, en esta
parte la concentracion del medio es menor que la del farmaco. En la figura de la derecha se
representa la forma de dosificacion desgastada, el fendmeno de difusion se ha desarrollado y
la concentracion del medio ya no es menor a la del farmaco ya que el farmaco se ha
trasladado al medio. Cabe destacar que la difusion se efectlia de manera radial.

3.1.3 Velocidad asociada al movimiento de la interfase sélida-liquida.

El desplazamiento de la interfase solida-liquida se representa con la variacion de la

coordenada radial respecto al tiempo.
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La coordenada z define el plano (§ 1) ya que es el eje de revolucién, (la coordenada z es
perpendicular a & n). Al derivar z, definida para cada sistema de coordenadas curvilineo,
respecto al tiempo se obtiene ecuacion que define la velocidad asociada al movimiento de

la interfase solida-liquida.
3.1.3.2 Movimiento de la interfase solida-liquida en sistemas esférico y cilindrico.
Este andlisis se puede extender a los sistemas esférico y cilindrico de la siguiente forma:

a) Para el sistema esférico el vector velocidad, asociado con el movimiento de la
interfase solido-liquida, se obtiene al derivar la coordenada z respecto al tiempo.

De acuerdo a la definicidon de z en coordenadas esféricas:

1

t\2
Z= rcosG(l——)
T

La derivada respecto al tiempo es:

_dz _d of1 t)i

Definiéndose asi, la velocidad en direccién radial para coordenadas esféricas:

1
rcoso t\ 2
Ve =~ 2T <1_;)

Evaluado en la superficie r = ry y dado que el dominio de la coordenada 6 es [0, r] se

evallaen 6 = .

rs cos(m) (1 t)‘%

2T T

v-e; = —
1 T

De donde al evaluar se obtiene:
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Se establece, por convencion, que si el flujo es de entrada, la normal va contra el flujo por
lo que el flujo es positivo; en cambio si el flujo es de salida, la normal a la superficie de

salida va en la direccién del flujo por lo que es negativo. De acuerdo a esta convencion:

1

I t\ "2
ver=—vn=g{1-3)

El movimiento de la interfase solida-liquida en un dispositivo esférico esta descrito por:

Ecuacion 53

Aplicando el mismo criterio que en coordenadas esféricas, para indicar que se trata de un

flujo de salida se establece que:
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Por lo que el movimiento de la interfase sélida-liquida esté descrita por:

Ecuacion 54

3.1.3.2 Movimiento de la interfase sélida-liquida en sistemas elipsoidales.

Para sistemas elipsoidales alargados y achatados la coordenada z se define como:

z=adfn <
Y la derivada es:
d (agn fl - 1 1
_dz T 1 t\z/ 1 1 t\72

=5= @ =27 (5)=-man(i-3)

Evaluado en la superficie del dispositivo con forma esferoidal (%, a)

Ve

Reacomodando

a? t\ 2
vey= -1

Ecuacién 55

107


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

3.1.4 Acoplamiento del balance de masa.

La masa que se difunde de la forma solida hacia el medio se asocia a un desgaste en la
capa superficial de la misma por lo que las ecuaciones 44, 47, 49 y 50 obtenidas de la
integracion de difusion y la ecuacién que describe el vector asociado al movimiento de la

interfase soélido liquido en la ecuacién de balance de masa en la interfase (Ecuacion 55).

3.1.4.1 Balance de masa en coordenadas esféricas.

Se hace el mismo andlisis para este sistema. Se toman la ecuacion de concentracion de
farmaco (Ecuacion 45) y la ecuacion del vector velocidad asociado. Se sustituyen en el

balance de masa en la interfase.

2T T

(Co — Cs) _£<1_£)_5 :Dd(cb+w<ll))

Se deriva la concentracion respecto a r de la parte difusiva.

_dc_ _d (Cs-Cy) 1 (Cs=Cy) (1
DVC-e, = D~ = D— Cb+(1_1)r0 (l_l)<?)
o TIs o TIs
(Cs-Cp) 1
=-(-D1 1\
(%-7)
_(Cs_Cb)l

G
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Sustituyendo en el balance general

(Co —Cs) - —£<1—£)_% = Ml

2T T

. . . t
Se aplica el criterio de que s Oyenr=r;

Rs) (Cs-Cy) 1

(Co - CS) ' <—Z

Ecuacion 56

Con Ry > Ry

3.1.4.2 Balance de masa en coordenadas cilindricas

El vector velocidad asociado al movimiento en coordenadas cilindricas dado por la
ecuacion 54 y la ecuacion de concentracién para este sistema dado por la Ecuacion 46 se

sustituyen en el balance de masa.

Inr
C=C, +(Cs —Cp)

Inrg
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1 L d
—(Cy —Cs)2——1: D_[Cb +(Cs —Cyp)

r(l ~ E)E dr
T

Al derivar la parte difusiva respecto a la coordenada radial en coordenadas cilindricas se

Inr
Inrg

obtiene:

dC C. —C
DVC-ei:D—:DM

dr rinrg
1 L (G —Cy)
(Co — S)Z t%_D rinrg
1
(t-3)
Seevaanen%aOyenp:ps
(CO—CS) L :D(Cs _Cb)
21 (1_0)% rslnrs

Despejando t se obtiene el tiempo caracteristico para coordenadas cilindricas.

T—Lwr |nr
T 2D(Cy —Cp) 5 F

Ecuacion 57

3.1.4.3 Balance de masa en coordenadas elipsoidales alargadas.

A partir de la ecuacion de difusion (Ecuacion 48) y el vector asociado al movimiento de la

interfase (Ecuacion 55). Se sustituyen en el balance de masa.

1 (E—1)
(Co —Cs) - _aZES<1_£)‘E = DV((CS Cb)l_n|((és_|_];[))"‘cb)'e1

2T
W&+ 1)
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Se deriva el lado difusivo respecto a la coordenada &:

£ 1)
l o Ll o, |2 DGy d 1E-1)
G| [ |G—D NCEDI (Y

G+D "G +D

(Cs - Cb )
(Es — 1)
(& +1)

:k1

Ln

La derivada de un cociente de logaritmos es:

d u d d 1 1
&(lnv) = &(an)—&(an) —G—V

Haciendo el cambio de variable

u==¢-1
v=¢+1
AE-D d 1 1
1 1 _E+D-(E-1) _ §+1-8+1 2

E-1 (E+1) CE-1DE+1)  E-DE+1) E-1)E+1)

k_M(z—l)H (5+1) 2¢ 2
Ydg[ |5+ 1) 1(% DE-DE+1) '(-1)2

La derivada de la concentracion respecto a € , en coordenadas elipsoidales alargadas, es:

=)

’ GOl o |_DC=Cy) 2

& L&D )T G DG 12
(& +1) (& +1)
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Se sustituye la derivada obtenida para la concentracion respecto a la coordenada radial €

en la ecuaciéon de balance de masa junto con la velocidad asociada (Ecuacién 55) y se

obtiene:

(CO - Cs) '

a8 [ tyzZ\ _ D(C-Cy) 2
~He (1) % %@ 1)2
&+ 1

T

Se simplifica la expresion anterior

1
2

. aZES(CO - CS)
2(21)D(C,~C,)

fesp|e-=(-3)

. aZES(CO - CS)
4D(Cs_cb)

é;nk vr=v(1-)

Ln

Se desea conocer el tiempo caracteristico T y dado que el mecanismo predominante es el

difusivo se deduce que t «< T . Bajo las condiciones anteriores se evalla la funcién t para

coordenadas elipsoidales alargadas
! 0
PR— ' =
--0; §=§

. a* Es (CO - Cs) (Es
4D(Cs - Cb ) (Es

T 1)l (Es 1)? =11 - 0)2

Y se obtiene el tiempo caracteristico t para coordenadas elipsoidales alargadas.

aZEs(CO - CS)
4D(C,-Cy)

&,
&+DW§_
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3.1.4.4 Balance de masa en coordenadas elipsoidales achatadas.

Para coordenadas elipsoidales achatadas se toman la Ecuacién 51 y la ecuacion del
vector velocidad asociado al movimiento de la capa limite (Ecuacion 55). Y se sustituyen
en el balance de masa en la interfase.

1

aZg t\ 2 arctani—%
B [ Pk

(Co—Cs)-| — +Cy | eq

arctan & — %

Se deriva la concentracion respecto a &.

T
d arctan§ — D(C,-Cy) d -
D—| (C; —C,)————%+C, |=————"——|arctant — =
dg\ " " arctan & — % b arctan & — %di [ 2]

La derivada de la funcion arcotangente de acuerdo a (Swokowski, 1988) es:

f(x) = arctanu
ul
2

f(x):1+u

dC _ D(Cs-Cp) [ 1 ]

dt  arctan & —% g +1

Se sustituye en la ecuacion de balance de masa

(Co _CS)' -

aZES<1 t)‘% . (Cs-Cy) [ 1 ]

2t T arctan g — 5 §° +1

1
2

aZEs (CO - CS)

_Em(arctan g — g) E+1=r1 (1 - ;)
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Se aplican también las condiciones en la interfase descritas para las coordenadas

esferoidales alargadas

t
-0, §=%&

T

Y la ecuacion del balance de masa se transforma en

azzs (CO - CS)

_E(C——Cb) (arctan & — g) (ESZ + 1) =1(1- 0)%

Se despeja el tiempo caracteristico t

aZEs (CO - Cs)

=~ c) (arctan & — g) (&> +1)

Ecuacion 59

Se encuentra que, al igual que en la Ecuacion 58 para el caso de coordenadas esferoidales
alargadas, t se encuentra definida a través de la diferencia de concentraciones y de sus

propiedades geométricas y difusivas.

Las ecuaciones 56 a 59 definen al tiempo caracteristico. Sin embargo al depender de la
coordenada radial superficial el tiempo de liberacion t se puede tomar como una funcion
de la posicion superficial del farmaco, donde transcurre el fendmeno de transferencia de
masa. El tiempo caracteristico obtenido contiene las propiedades del farmaco, ya que
esta definido en términos del coeficiente de difusion, la carga inicial de farmaco, su

tamafio y forma.
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3.2 CANTIDAD TOTAL DE FARMACO LIBERADO.

La cantidad de farmaco contenido inicialmente en el dispositivo menos la cantidad
remanente de farmaco es igual a la cantidad total de farmaco liberado. Si se define M,
como la cantidad total de farmaco liberado al tiempo t, se puede evaluar con el balance

integral de volumen siguiente:

Para coordenadas elipsoidales alargadas y achatadas como:

2m &s
f f (Co — Cp)hehyh dEdndcp

=0

2m &s
f f (Co — Cy)hshy h,, dEdnde

t+0

Ecuacion 60
Para coordenadas esféricas como:
2t ~mt Ry
= f f f (CO — Cb)hthh(p drded(p
o Jo JRg t=0
2T T 0
- f f (CO - Cb)hrhgh(p drded(p
S t—>oo
Ecuacion 61
Y para coordenadas cilindricas como:
2m ~ps
- f f (Co — Codhyh,h, dpdepdz
0 t=0
2m ~ps
- f f (Co — Co)hyhh, dpdedz
0 0 0 t#00
Ecuacion 62

En la siguiente seccion se desarrolla para cada sistema de coordenadas la ecuacion que

representa la cantidad total de farmaco liberado.
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3.2.1 Cantidad de farmaco liberado en coordenadas esféricas.

Al igual que en los sistemas elipsoidales la cantidad de fArmaco liberado se obtiene de
restar a la cantidad inicial de farmaco contenido en el dispositivo, la cantidad de farmaco
remanente. La integral del elemento de volumen cambia debido a que los factores de

escala son diferentes.

2t ~mt Ry
M, = f f f (Co — Cp)h;hgh,, drdede
0 0 YRg

t=0

2t ~mt Ry
— f f (CO — Cb)hrhgh(p drded(p
0o Jo YR

t—-oo
Se sustituyen los factores de escala para obtener el elemento diferencial de volumen

1 1 1

h, = (1 - E)E? hg = f(l — E)E; h, =rsin6 (1 - %)E;

T

L r2m /,rg t 3/2
M, = f f f (Co —Cy)r?sino (1 - —) dpdedz
0o Jo Yo T

3/2

L (21 ,rg ) t
- f f f (Co —Cyr?sin® (1 - —) dpdedz
o Jo Yo T

Se integray se obtienen la carga inicial y la carga remanente de farmaco.

t=0

t+£0

3 3
2 2

_g(co — Cp)(r§ —r3) (1 a %)

t=0 t+0

2 t
Me = =5(Co—C)(rE -1 (1)
La cantidad de farmaco liberado al tiempo t es:

2 2
Me = =5(Co - - |1 (1-)

Ecuacién 63
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Sit— oo, % ~ 1y el balance integral de cantidad de materia es:
— 2 3 3
Mo = —g(co —Cp) (RS —RP)

El porcentaje de farmaco liberado es en coordenadas esféricas es

~5(Co ~ Co)(RE —RY) [1 -(1- %)El

2
M- ~5(Co—CRE-RY)

Ecuacién 64

3.2.2 Cantidad de farmaco liberado en coordenadas cilindricas.

Para el dispositivo cilindrico la cantidad de farmaco liberado se expresa como

L pf2m ,rg
M, :f f f (Co — Cy)h;hy,h, drdedz
0 Yo 0

t=0

L (21 ,rg
—f f f (Co — Cyp)h hyh, drdedz
o Jo Yo

t+£0

Se sustituyen los factores de escala para obtener el elemento diferencial de volumen

t#0
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Se integra y se obtienen la cantidad inicial de farmaco y la cantidad remanente.

3 3
2 2

(Co — Cp)L2mr2 (1 - 1) (Co — Cp)L2mr (1 - 1)
M, = , _ !

t=0 t+0

Se obtiene la cantidad de farmaco liberado al tiempo t para coordenadas cilindricas

3

r
M, = (C, — Cy)L2mr2 — (C, — Cp)L27r?2 (1 - ;)2

r
M, = 2(C, — Cp)Lmr? |1 — (1 - ;)2

Ecuacion 65
Cuandot — oo, % ~ 1y el balance integral de cantidad de materia es:
My = (Cy — Cp)2Lmr2
La relacion entre ambos balances es:
t 3
_ 29 — (1 = L)?
t 2(C, — C,)Lmir? [1 (1 T) ]
Mo 2(C, — C)Lmr2
3
M 1 (1 t)i
Mo B T
Ecuacion 66
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3.2.3 Cantidad de farmaco liberado en coordenadas elipsoidales alargadas.

A. Cantidad de farmaco cargado inicialmente (t=0)

2m &s
f f (Ca = Codhufgh dindp|

=0
3

:fomfllfjs(%‘cb) (1——) (8 —n? )- dgdnde

3

:f:“flfs(co—cb)- (1——) @& -2 )- ddnde

2T 1 (&
=[] [ @ - e - dgande . @
0 -1J0
Primero se hace la integracion respecto a &

= 2%(C, - Cy) f " | [ f " - nZ)dz] dnde... (al)

| Ozs(zz -y = e dg - | "= E — gl
) I M |
Se sustituye en () y se obtiene
a*(Cy — Cb)fznf IES ——n dnde

Se integra respecto a n

a3(Cy — cb)zsfzn U (——n )dnld(p . (a2)
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311

n

1 2 1¢2 1 2 1
&s 2) l &s &s
= —n?|dn| = —dn—f —n?dn =-1
[‘[—1< 3 -1 3 -1 3 -1 3

_ & &’ 1 (13 _[&% &} o1
B ?(1)_?(‘1)H3 E H?*?‘[ﬁ*ﬁ]

2% 2 2,
=73 —g—g(is -1)

-1

Se sustituye en la ecuacion (a)

a3(Co — Cp)Es f:n E (52 - 1)] do .. (a.2)

Finalmente se integra (a. 2) respecto a ¢ y se obtiene la cantidad inicial de farmaco

2T

2Tl:2 2
=a3(C, — Cp)&, — (5% —1)|dp ==a3(Cy — Cp )& (52 — 1
a3(C, b)EfO [3@ )] @ 33(0 )& (E )(P

0

2
= 38°(Co — Cu)Es(&" — 1)(2m)

= 2am(Cy ~ C)E(E" — 1) ()

B) Cantidad de fArmaco remanente al tiempo t

Se trata de la misma integracion pero en esta parte del balance t # 0

2T 1 &g
f f f (Co — Cyp)hehyhy, dEdnde
0 -1J0

3

= f:n fl OES(CO —Cp) Ia3 (1 — %)E (&% - nz)‘ dédnde

Como la razon t/tigual que la diferencia de concentraciones y la distancia focal a, no
son funciones de las coordenadas &, 1, @ se pueden sacar de la ecuacion anterior para

hacer la integracion,

(Co — Co) (1 - E) [ 162 - 1) decnde
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Se integra y se obtiene:
2T 1 ES 4
[ ] ] 1 -1 dgande = Snty (5.2 - 1)
0 -1J0 3

_4‘1‘[

St (Co— 0 (1-2) [6(&2 - D 1)

Para obtener la cantidad de farmaco liberado se resta a la cantidad de farmaco cargada

inicialmente, la cantidad de farmaco remanente.

3

4 2 ar s b2 z
M, = 58.31'[((:0 — Cb)Es(Es - 1) - ?T[a (Co —Co) <1 B ;) [ES(ES Bl 1)]

Asi la ecuacion que representa la cantidad de farmaco liberado a cualquier tiempo t

menor al tiempo caracteristico de liberacion en coordenadas elipsoidales alargadas es:

3

4 52
M, = §a3(CO — Cb)Es(Esz - 1) 1- <1 B ;)2

Ecuacion 67

Para calcular la fraccion acumulada de farmaco liberado se calcula el cociente

M./M,,

Primero se evalla M, cuando t — oo.

3
4 fy?
Mo = 20%(Co = (8% ~ 1) [1 = (1=

too0

T Es un tiempo caracteristico muy largo por lo que, cuando se dice que t — oo, se

asume quet - t6 t = t por lo que M, evaluadaent — oo,
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4 2 %

My, = §a3(CO - Cb)Es(Es - 1) [1 - (1 - g) ]
4 2 5
= ?T[a? (CO - Cb)Es(Es - 1) [1 - (1 - 1)2]

4
M, = §a3 (Co - Cb)zs(zsz - 1)

La raz6n M/M,, queda como

a 3(Co — Co)&s (8" — 1) |1~ 1—— E]

Mo, a3 (Co — Codts(7 —

La razon M./M,, esta en funcién de la relacion entre el tiempo transcurrido y el tiempo
. -, ;. t . . ;.
de liberacibn maxima ~que debe comprender desde un tiempo 0 hasta el tiempo maximo

de liberacion T, es decir cuando la forma farmacéutica ha desaparecido.
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3.2.4 Cantidad de farmaco liberado en coordenadas elipsoidales achatadas.

A) Cantidad de farmaco cargado al tiempo t=0

2m &s
f f (Co — Cy)hch, h dEdndcp

=0
3

= f:n fl fjs(co —-Cy)la | (1——) (& +n2)- dédnde

t=0
3

= f:n fl fjs(co —-Cy)la | (1——) (& +n2)- dédnde

= f:n fl fjsa3(Co — Cy) (8% +n?) dgdnde ... (a)

Primero se hace la integracion respecto a &
2T 1 &

=2 -0 | | [ | (22+n2)dz] dnde .. (a.1)
0 -1LY0

+ 2

0

_ 53 0° 53 s2

= %—§l+[n2§s—n20]:% E _Es E_+nl

Es Es Es E3
2 2 d Zd Zd —_
[ (& +1?) z foz z+f 3

Se sustituye en (a.1) y se obtiene

a*(Cy — Cb)fznf IES —+n

Que se integra respecto an

a*(Cy —Cb)Esf U <%+n2>dnldcp .. (a2)

dndo
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1 n31
+ —

£ [ L,
[ (5 om)al = [ Fons [ran=5a] 5

_ Esz Esz (1)3 (_1)3
N ?(1)_?(_1)l+[ 3 3

255

-1

2 [1 1]
3 3

(Es 1)

Se sustituye en la ecuacion (a.2)

G-t [ [267+ ]de . @2)

Finalmente se integra esta Ultima ecuacién respecto a ¢ y se obtiene la cantidad inicial

de farmaco.

2m &s
f f (Co — Cp)hehyh dEdndcp

_ = a3(C, — Cp )& fozn E (8% + 1)] deo
2T

2 2
= 53-3 (CO - Cb)Es(Esz + 1)(P 0 = 58.3 (CO - Cb)Es(Esz + 1)(27[)

= 280y~ CE(E" +1) . ()

B) Cantidad de farmaco remanente.

Se trata de la misma integracidn pero se incluye la parte temporal.

2m &s
f f (Co — Cyp)hehyhy, dEdnde
0 -1J0

= f:n fl fjs(co —Cp) Ia3 (1 — %)% (& + nz)‘ dédnde

124


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

La cantidad de farmaco remanente es
2T 1 &g
f f [(&2 + n?)] dEdnd =
0 -1Y0

4mt

=a1(Co — ) (1- ) [(&2 + )] . (1)

Para hallar la cantidad de farmaco liberado se resta a la cantidad de farmaco cargado,

la cantidad de farmaco remanente.

3

4 4 t\2
M, = 58.3‘1'[((:0 — Cb)%s(gsz + 1) - ?T[a? (Co = Cy) <1 B ;)2 [ES(ESZ * 1)]

3
2

4 t
M, = §a3(CO — Cb)Es(Esz + 1) 1- <1 B ;)

Ecuacién 68

Para calcular la fraccién acumulada de farmaco liberada se calcula el cociente
M./M,, que indica el porcentaje de farmaco liberado

Primero se evalla M, cuando t — oo.

.
|\/|oo = §a3(CO - Cb)%s(gsz + 1) [1 - (1 - g) ]

too0

M, = 4?1-[8.3 (Co - Cb)Es(Esz + 1)
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El porcentaje de farmaco acumulado es:

a3 (Co - C)s (82 + 1) [1 ~(1- %)El

t

Moo 4%8.3 (CO - Cb)Es(ESZ + 1)
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Resultados

A partir del trabajo desarrollado en los capitulos Il y [l se obtienen cuatro graficas. La
primera grafica muestra la relacidbn que existe entre la geometria y la velocidad de
liberacion del farmaco para cada geometria. En la segunda y tercera grafica, aplicando dos
criterios de optimizacion diferentes, se obtiene la fraccion de farmaco liberado cuando se

ha alcanzado un tiempo maximo de liberacion, es decir, cuando el farmaco se ha agotado.

En la cuarta grafica mediante un analisis de desviacion estandar tedrico se comparan el

modelo semiempirico de Korsmeyer-Peppas y el modelo tedrico de Hsub y Liu.

I. Variacion de la velocidad de liberacion farmacéutica respecto al radio para
sistemas de coordenadas: elipsoidales alargados, elipsoidales achatados,

esféricos y cilindricos.

Aunque t es un tiempo caracteristico de la forma farmacéutica y del farmaco, es una funcién del
radio del dispositivo por lo que las funciones obtenidas en el capitulo Il pueden ser evaluadas
cuando la coordenada radial toma diferentes valores. Asi, con el fin de mostrar la informacion que

éste tiempo caracteristico puede dar, se realiza lo siguiente:

1. Seretoman las ecuaciones 56 a 59 que tienen la forma general :

T= le(r) para coordenadas esféricas y cilindricas
(Cs - Cb) D
_ (CO - Cs) 1 . .
T = ——~— f (&) Para coordenadas elipsoidales alargadas y achatadas
(Cs - Cb) D

2. Se despeja la funcién que depende de la coordenada radial.

™D
(CO _ Cs) - f(r)
(Cs - Cb)

127


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

3. Para observar el efecto de la variacién del tamafo del farmaco en la concentracion se
obtiene el inverso

(CG-C)1 1
(C;—Cp)TD ~ f(7)

(CO_CS)

Si se representa (co—c,y POr P QuE seria la densidad de la solucién.
s~ b

p 1
™ f(r)
£
7D
301 | \ '
\
|l
l ‘ \
\ ! P elipsoidales alargadas
25+ ! :
| 11 : i — elipsoidales achatadas
| \ ! g — — esféricas
\ 1 .
200 | . | . - = - cilindricas
\ ! '
| \ \
. .
15t | \ !
. 1
\ \ !
\ \
10 \ b Y
N Al
\ b :
~ . N
N ~ .
5 \ - - >
~ h - = - = il .
0 ‘ - — — === (&1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Gréfical. £ vs. &r.
D

La grafica 1 representa la velocidad de desaparicion de la forma farmacéutica respecto al radio
para sistemas de coordenadas: elipsoidales alargados, elipsoidales achatados, esféricos y
cilindricos. En donde, ¢ representa la coordenada radial en sistemas esferoidales y r representa la
coordenada radial en sistemas esférico y cilindrico; p es una concentracién adimensional que

representa el cociente entre, la diferencia de concentracion inicial del farmaco y la superficial, y la
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diferencia entre la concentracion superficial y la concentracién del seno del liquido en la que se

encuentra sumergido el dispositivo de liberacién farmacéutica. Es decir:

— (CO - Cs)
p (Cs - Cb)

La grafica construida a partir del inverso de las ecuaciones 57 a 60 muestra que al aumentar el
radio, la velocidad de desaparicion del farmaco disminuye. Si se tiene un dispositivo de liberacion
farmacéutica con un radio de mayor magnitud, la liberaciéon encontrar4d mayor resistencia a ser
disuelto que si se tiene un dispositivo con un radio mas pequefio. Se observa que la forma
elipsoidal achatada libera el farmaco respecto al tamafio de la forma farmacéutica con mayor
rapidez mientras que las formas elipsoidales alargadas representan el extremo opuesto. Las
formas intermedias, la esfera y el cilindro, se aproximan a uno de estos opuestos. La esfera se

aproxima a la forma elipsoidal achatada y el cilindro se aproxima a la forma elipsoidal alargada.

A partir de esta gréfica se puede afirmar que entre mayor sea el radio, el dispositivo farmacéutico
encontrarqd mayor resistencia a la liberacion. La grafica muestra el efecto para valores de la
coordenada radial, cercanos a cero; tomando en cuenta que los dispositivos de liberacion

farmacéutica no tienen grandes tamafos.

En la grafica 1 se puede observar la diferencia que existe en la liberacion del farmaco para las
formas de dosificacion contempladas en este estudio. Para las formas, elipsoidal achatada y la
esfera, la capacidad de liberacion es mayor que para formas como, el cilindro o la forma elipsoidal

alargada.

La gréfica 1 muestra que al incrementar el radio las formas convergen hacia un punto y la
diferencia en la capacidad de liberacion de cada forma es cada vez mas dificil de distinguir, por lo
que se puede afirmar que cuando las formas farmacéuticas son demasiado grandes (tomando en
cuenta la respectiva escala) no repercutird la forma en la liberacion. Sin embargo la escala en la
que trabajan los fendmenos de liberacion farmacéutica es pequefia por lo que la geometria si

puede repercutir en la velocidad de entrega del farmaco.
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. Fraccion de farmaco liberado al tiempo ,,4, para las cuatro formas de dosificacion:

Criterio de la primera derivada.

A partir de las ecuaciones 56 a 59 se obtuvieron los valores méaximos de t es decir, el valor del
radio r 6 £ cuando la forma de dosificacion farmacéutica desaparece. Esto ultimo se logré al

derivar una vez respecto a la coordenada radial, el tiempo caracteristico t e igualando a cero.

61_61_0
ar 9t

Una vez hallados los valores de los radios en los cuales las formas farmacéuticas desaparecen casi
por completo (0 cuando el tiempo caracteristico t es maximo), se obtuvieron graficas que

expresan la liberacion de farmacos de acuerdo a la ecuacion.

Se tomaron valores de tiempo desde cero hasta el tiempo caracteristico maximo T, calculado para

cada forma farmacéutica, segun el criterio de la primera derivada. Obteniéndose la grafica 2
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M,

My
1.0 Ve -
/ =T
/ -
0.8 e
I IR
| e
) ”
0.6 | L g
A’.
!
.
| 1 .’
0.4 S o
) ! St e elipsoidales alargadas
[ ’ I'.
f , R —  elipsoidales achatadas
PR
|1 e — — Esféricas
02t o
[ - =+ Cilindricas
I
;f ’
;o
a ‘ , , , , ‘ , 1
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 Tmix

Gréfica 2. Fraccion de farmaco liberado al tiempo t,,,5, para las cuatro formas de dosificacion:

Criterio de la primera derivada.

131


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

1.0+ )
/ -
~ B /
. _ -
’ -
0.8+ |
/ P
/7 B
/ e -+--- elipsoidales alargadas
0.6+ Vd P —_— eliPSOidaleS achatadas
/ - -
/ e -~ Cilindricas
/ .
0.4+ /
/ .
/ L
/ L N
| =
02 / | B B } . e
| B - B T e
o T SURTURRIRPEREELE
/1 / - .’._.T...’...’...‘. ....... .
/-..-. .-—...—...'.'.,'.'H.. E
0.1 0.2 0.3 0.4 —

Grafica 2A. Acercamiento de la grafica 2

Se observa a partir de un acercamiento de la gréfica 2 que la forma farmacéutica que se disuelve
con mayor rapidez es la forma farmacéutica elipsoidal achatada seguida de la esférica mientras
que las geometrias, elipsoidal alargada y cilindrica, requieren més tiempo para liberar el farmaco.
Esto Ultimo puede indicar qué tipo de geometria es la més apropiada segln el tipo de liberacion
que se quiera. Si se desea liberar el farmaco de la forma mas rapida posible, el elipsoide achatado
o0 la esfera podrian ser las formas més apropiadas mientras que si se busca que un farmaco se
disuelva lentamente la resistencia presentada por la geometria elipsoidal alargada y por la

cilindrica serfan mas convenientes.

En la gréafica 2 se evalua la fraccion de farmaco liberado en una situacion limite que es cuando el
dispositivo farmacéutico practicamente ha desaparecido. El criterio de la primera derivada no es
tan preciso (ya que puede haber mas de un méximo) pero el comportamiento de cada una de las
formas de dosificacion en la grafica 2 corresponde con el que se observa en la gréfica 1: El

elipsoide achatado es la forma que tiene una velocidad de liberacion

Asi, la forma elipsoidal alargada es la forma que presenta un radio méaximo de liberacion mayor
(gréfica 2) y la menor capacidad para liberar el farmaco (grafica 1). En tanto que la forma elipsoidal
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achatada es la forma que presenta el menor valor para la coordenada radial maxima (grafica 2) y la

liberacion mas rapida (grafica 1)

[l. Fraccion de farmaco liberado al tiempo t,,4, para las cuatro formas de dosificacion:

Criterio de la segunda derivada.

Las funciones 57 a 60 presentan la posibilidad de encontrar el valor del radio cuando la primeray,
en algunos casos hasta la segunda derivada, son iguales a cero. En otro procedimiento similar al
utilizado para obtener la gréfica 2 se obtuvo el radio minimo en el cual la liberacion es méxima.

Esta grafica se obtuvo bajo las siguientes consideraciones:

1. Para geometria elipsoidal alargada se obtuvo el radio méximo al derivar una vez e igualar a
cero, ya que la segunda derivada no presenta maximos en numeros reales, siendo esto
dificil de representar fisicamente. Asi se obtuvo un radio maximo de ¢ = —1.23y con una
Tmax = 3474.

2. Para geometria elipsoidal achatada se obtuvo el radio méximo a partir de igualar a cero la
segunda derivada de la funcidn t respecto a la coordenada radial . Se obtuvo un valor de
& =0.429 yconuna t,,s, = 0.296

3. Para geometria esférica se obtuvo el radio méximo en el cual la segunda derivada es igual
a cero obteniéndose un valor de » = 0.5625 con un radio inicial de r, = 3 y se obtuvo una
Tmax = 0.563.

4. Para geometria cilindrica se buscoé el valor de r cuando la segunda derivada es igual a cero.
Sin embargo no existe un valor de r en el cual, la segunda derivada de la funcion 7 , sea
igual a cero, por lo que se intenta con un limite. Se evalda la funcion t en un radio mayor a
cualquiera de los radios maximos hallados para las otras geometrias. Parte de los criterios
para tomar esta decision fueron: los radios no podian ser negativos, r no podia ser igual a
cero, r debe ser mayor a 1y que dada la escala que se manejaba, debia ser cercano a cero
pero no mayor a 5.

Asi se manej6 para coordenadas cilindricas un r = 4y al evaluar en la funcion se obtuvo

una Ta, = 2.77
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Una vez considerados estos aspectos se retomaron los valores de t,,4, para cada geometriay se

evalUan en la ecuacion de liberacion del farmaco desde t igual a cero hasta t igual a Tpax,

caracteristico de cada geometria. Se obtiene la gréfica 3.
3/2

t
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Criterio de la segunda derivada.
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Grafica 3A. Acercamiento de la gréfica 3.

La gréfica 3 y su acercamiento muestran con mayor precision la diferencia entre la liberacion
mostrada por cada tipo de geometria. Como se mencioné en el andlisis de la grafica 2 este analisis
es mas preciso, ya que utiliza los maximos reales y positivos de la funcion t sacando la segunda
derivada e igualdndola a cero, al menos para tres de los cuatro tipos de geometrias estudiadas en
este trabajo. Se mantiene la cercania de las coordenadas cilindricas a las elipsoidales alargadas
pero ya no hay cercania tan marcada entre las coordenadas esféricas y las elipsoidales achatadas

como en la gréfica 2.

Otro aspecto a resaltar de la grafica 3 es que aunque todas las funciones del tiempo caracteristico
de liberacién t presentan segunda derivada, los criterios para construirla no fueron uniformes
pues mientras que para coordenadas esféricas y elipsoidales achatadas fue posible hallar un valor
del radio al igualar la segunda derivada a cero para encontrar el maximo tiempo de liberacion,
para cilindricas y elipsoidales alargadas se tuvieron que hacer algunas consideraciones para
obtener un valor del radio de liberacibn méaxima. Sin embargo la grafica 3 presenta el mismo
comportamiento para las cuatro geometrias presentado en la gréfica que ocupa el criterio de la

primera derivada, es decir, que la geometria elipsoidal achatada sea la forma que libera més
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rapido el farmaco, en segundo lugar la esfera, en tercer lugar el cilindro y en cuarto lugar el

elipsoide alargado.

Las gréficas 2 y 3 ayudan a demostrar que la forma geométrica del farmaco si influye sobre el
desempefio del dispositivo en la liberacion. Las dos formas de dosificacion farmacéutica que
presentan mayor liberacion tienen valores radio de méxima liberacion entre 0 y 1 mientras que las
formas con un radio méximo de liberacion mayor presentan una resistencia mayor a la liberacion

(elipsoidal alargada y cilindro). Esto Ultimo se sustenta mediante la gréfica de velocidad de
liberacion del farmaco (%) respecto al radio que indica que entre mayor sea el radio, la liberacion

serd mas lenta o mas rapida si el radio incrementa o disminuye.

IV. Comparacién de modelos de liberacion.

A partir del balance integral de farmaco liberado realizado en el capitulo Il y con el
antecedente de que el modelo de Korsmeyer-Peppas es uno de los modelos mas

utilizados para caracterizar la liberacion de un farmaco, se realiz6 un analisis comparativo.

Se comparan, el modelo teorico de liberacion controlada de un fArmaco propuesto por Liu

y Hsub, y el modelo de Korsmeyer-Peppas que es un modelo de tipo exponencial.

Modelo de tedrico de liberacion farmacéutica de Hsub y Liu:

Modelo de liberacion farmacéutica de Korsmeyer-Peppas.

Me
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Se propone el cambio de variable T =t/1, k; = kt", y asi se definen de nuevo las

ecuaciones anteriores en funcion de la variable T.

M¢ n
M_—k1T

Ml;:[l—(l—T)%]

Con este cambio de variable es posible comparar ambos modelos y calcular la desviacion

estandar.

Se integra la diferencia hasta que el farmaco alcanza el 60% de entrega es decir cuando

M¢

i 0.6, esto debido a que como se menciond en el capitulo | la difusion de Fick

empieza a ser anOmala cuando se entrega mas del 60% del farmaco.

2

3
[oe1— (1 -T)2 —k,Tn| dT

0
T0.6

(e) =

Ecuacién 70

3 6 3
[0 (1 -2(1-T2 -2k, T+ (1 -T2+ 2k, T"(1-T)z + k12T2n) dT

0
T0.6

(e) =

Se deriva la expresion anterior respecto a k, para conocer en qué valor de k;, la desviacion

estandar entre los dos modelos alcanza un minimo.

|
N =

3 2
o= f 5[ - J (—2T" + 2T0(1 — T)z + 2k, T2")dT = 0
1 0 0.6

137


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

(11— )]
Z%ZLTOG%i<1 . 10)6 le)J' (=2T) (A - (1 = T)z =k, T")dT = 0

Se eleva la primera derivada al cuadrado
a(8> 2 T0.6 T2n
(W) = f 3 aT
Joh (1-a-mr-kT)

3
T0.6 <1 - (1 - -I_)E - len)
- fO T2n

dT

3
Tos| (1) (1-T2 Kk, T"
= —~ —~ dT=0
fO T2n T2n T2n
3
1) @-mMz kT _ 0

T2n T2n - T2n
De la expresiéon anterior se despeja k; que es el valor de la constante en el cual la

diferencia entre ambos modelos es minima.

3
K;Th (1) (1-T)2
T2n - T2n - T2n

B fT [1- - N

Ky = T2n

Ecuacion 71

Se integra respecto a T y se obtiene la siguiente expresion:

I [1 —a- T)%] TndT

0

k1 = fOTO'G Tzn dT
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Para obtener la integracion de k; se hace conveniente empezar por el término
Tos 3
f [1-@-m2|rar
0

3
Se desarrolla la expansion binomial del término (1 — T)z esto debido a que la integracion
3
de —(1 — T)zT™ no se puede efectuar de manera directa, asi por el teorema binomial:

6-1 . 36-96-9),.

5(3-1) (247 2)(3-3) T+ .

3 3
1-Te=1-5T+

+

3
En la tabla 3 se evalGa en la segunda columna la expresion (1 — T)z con valores de T
entre ceroy 0.457. Este Ultimo intervalo de T, representa la liberacién del farmaco cuando

alcanza un 60% y se obtiene del despeje de T de la ecuacion:
M, 3
M_oo_ [1—(1—T)2] =0.6

T=0457

En las siguientes columnas se evallan las expansiones para los términos lineal, cuadratico,

cubico y cuarto. D4ndose una buena convergencia a partir del segundo término:

3
Tabla 3. Expansion binomial del término (1 — T)2

3 1+aT + bT? 1+aT+bT?+cT?
T (1-T)2z | 1+aT | 1+aT +bT? +cT3 +dT*

0 1 1 1 1 1
0.0457]0.93223925| 0.93145| 0.932233184 0.93223915 0.93223925
0.1371]0.80156861 | 0.79435| 0.801398654 0.80155972 0.801568
0.2285|0.67764759| 0.65725| 0.676829594 0.67757525 0.67763914
0.31990.56086606 | 0.52015| 0.558526004 0.56057208 0.56081754

0.457|0.40012874| 0.3145| 0.392818375 0.39878362 0.39980592
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Se puede ahora elaborar una gréafica en la que se observe el comportamiento de ki

respecto a n para las expansiones lineal, cuadratica, cibica y cuarta.

1.6
1.4 -
1.2 -
_’]_ -
N
=
\%
0.8 -
—e—4t0. Término
0.6 - o
—x—Jler término
0.4 - 3er término
0.2 —— 20 termino
0 T T T T T T T T T 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Gréfica 4. Expansion binomial de k; para términos lineal, cuadratico, cibico y cuarto, a diferentes
valores del exponente n

La gréfica 4 muestra que la expansion binomial puede interrumpirse a partir del término
cuadratico pues la diferencia entre este y las expansiones siguientes no es significativa.

Estos resultados permiten escoger la expansion cubica para integrar k;, de forma analitica.

3
Se introduce a k; la expansién binomial de (1 — T)z hasta el término cubico

3 3 3 1
T =1_2> s o R o
1-T)z=1 2T+8T 16T
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eela-(a- §T+:§T2 <T°)| TrdT
[T dT

Al ser un polinomio se puede integrar:

To6 [+n _ (Tn _§ n 3_ 27n _ 1 137n
R}:fo [Tn = (T = 5T+ G 12T — 25 T°T") | dT
[T dT
To6 § n__ 3_ 2Tn L 3Tn

R}:fo [ZTT 5 T°T +16TT]dT
[T dT

e [gTTn — %TZT“ + LT3Tn] dT

= [T dT

c_[3en+ o sen+y 1 (en+y "
LT 12+ 2) 8 (n+3) 16 (n+ 4) .
Ecuacioén 72

La expresion integrada de k; se sustituye en la Ecuacion 70 que es la desviacion estandar

2

5 3@n+D) . 3@+, .. 1@+, T
o = Iy [1‘(1‘T)2‘ E((nn: 2))T1 ‘§((nn: 3))T2 *16 ((nn+ 4))T3 ]T ] dT
- Tos

0.6 3 3(2n+1) 3(2n+1) 1 (2n+1)
Iy [1 Q-1 -5 mrsy Tvemes T~ 16 1+ 3)

T0.6

- T] dT
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La parte a integrar de € se obtiene con el método de integracibn numeérica de Simpson

compuesto con 4y 8 subintervalos; se obtiene, ademas, con el programa Mathematica. Se

evallae paranentre 0y 1.

0.2

0.18

0.16

0.14

0.12

epsilon
o
~

0.08

0.06

0.04

0.02

4 intervalos (método
Simpson)
mathematica

0.1

0.2

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Gréfica 5

€ vs. n desviacion entre el modelo desarrollado y el modelo semi-empirico cuando n toma valores

entreOy 1.

Se observa que el método de Simpson compuesto €, se ajusta con 4 subintervalos a la €

calculada con el software Mathematica.

La grafica 5 muestra que para valores de n entre 0.8 y 1 la diferencia entre el modelo

tradicional y el modelo elipsoidal, es minima. También muestra que para valores de n

entre 0y 0.9 la diferencia entre ambos modelos disminuye y se aproxima a cero mientras

gue para n>0.9 los modelos comienzan a alejarse.
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A partir de las gréaficas 4 y 5 se pueden obtener valores de k; y n para comparar de forma

tedrica los modelos de Peppas y de Hsub.

La comparacién de los dos modelos se puede hacer si se tienen los valores del exponente

o de lakj.

Asi por ejemplo el valor de n cuando la diferencia entre los modelos es minima es de 0.92

(gréfica 5). A partir de la grafica 4 se puede obtener el valor de k1 y se obtiene la gréfica 6:

My

My,
1.0 - . —
L —
L _".b -
0.8 o
I R
i %
. S My
0.6 i _/ Meo empirico
,'/ M
L / — —_
0.4+ ’ Mo tedrico
-/..
02| 7
2 /
L .b/b
00 1 1 1 | 1 | 1 1 1 | 1 1 | 1 1 1 | T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Gréfica 6

Comparacion entre el modelo semiempirico (Peppas) y el modelo tedrico de Hsub y Liu cuando la

desviacién estandar alcanza un valor minimo.

La grafica 6 indica que el modelo tedrico y el modelo semiempirico son muy cercanos

antes de alcanzar el 60% de la liberacién total del farmaco donde la difusién es de tipo
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Fickiana como lo indican Ritger y Peppas (Costa & Lobo, 2001). Después del 60% el

comportamiento predicho por los modelos se desvia de un modelo a otro.

My

M,
1.0 - . —
L A
i e
0.8 L
L e
L -~
i 25 M
0.6 i / Moo empirico
“
f“ — ﬁ
0.4 / Mg tebrico
-‘j'
0.2 .’
S
.
00 . 1 1 | 1 | 1 1 1 | 1 1 | 1 1 1 | T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Gréfica 7

Comportamiento de la liberacion en un dispositivo con geometria esférica para el modelo

semiempirico y el modelo tedrico.

La grafica 6 se puede hacer para formas de dosificacion de tipo esféricas cuyo exponente
caracterizo Peppas(Costa & Lobo, 2001). En este caso el exponente n=0.85 y con la gréafica

4 se obtiene un valor de k;=1.1491

La gréafica 7 muestra que el comportamiento esférico segin el modelo empirico no es
lejano al modelo tedrico lo que sugiere que el modelo tedrico se aproxima al

comportamiento de un dispositivo esférico.

144


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

Conclusiones

Las gréficas 1, 2 y 3 muestran que de acuerdo al analisis realizado la forma del dispositivo
influye sobre la liberacion del farmaco.

De acuerdo a las graficas 1 y 3, para la funcion elipsoidal achatada y la esférica, que
presentan mayor velocidad en la liberacion, es posible encontrar un valor maximo para la
expresion del tiempo de liberacion t, con la segunda derivada. Mientras que con las
funciones elipsoidales alargadas y cilindricas, sélo se logrd obtener un valor para el radio
maximo con la primera derivada. Y en el caso de cilindricas, con el limite cuando la
segunda derivada es cero.

Las gréficas 2 y 3 que presentan la fraccion de farmaco liberado por cada forma conforme
transcurre el tiempo son casos limite en los que a partir del radio maximo de liberacién
obtenido con la primera y segunda derivadas, se obtiene un tiempo méaximo en el cual la
ecuacion obtenida para la cantidad total de farmaco liberada (Ecuacion 66) puede ser
evaluada. La gréfica 2 presenta un criterio de optimizaciéon mas uniforme ya que todas las
funciones tienen un valor para el radio cuando la derivada de t se iguala a cero pero no es
fiable ya que puede haber més de un valor maximo por esta razén se utiliza el criterio de
la segunda derivada y se construye la gréfica 3.

A partir de estas gréaficas surgen las preguntas: ;A qué se atribuye que cada geometria
presente diferente capacidad de liberacion? ¢(Por qué es cercana una geometria a la
elipsoidal alargada y otra geometria a la elipsoidal achatada?

Desde un punto de vista matematico se atribuye al tipo de funciény al tipo de sistema de
coordenadas que se empled. Por ejemplo, si se hiciera la grafica 3 con un radio para el
cilindro mayor al del elipsoide alargado, del doble del valor de este ultimo, la forma
cilindrica liberaria el farmaco mas lento que la forma elipsoidal alargada. Mientras que si
se decide tomar un radio cercano a los maximos encontrados para coordenadas
esferoidales achatadas y esféricas (entre cero y uno) se encontrard que simplemente la
funcién no puede ser evaluada. Esto indica la cercania de la forma cilindrica a la forma

elipsoidal alargada y por tanto que el criterio de optimizacion de la primera derivada es un
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buen indicador del comportamiento para cada forma farmacéutica en la liberacién
controlada por difusion.

Desde un punto de vista fisico se podria atribuir a que, en unas geometrias la superficie
expuesta al medio es mayor, en unos casos que en otros, lo que permite un mayor
intercambio de materia entre el medio y el dispositivo de liberacion. Esto dltimo requiere
evidencia experimental. Por otro lado, al aplicar la teoria de difusion para explicar la
disolucion de un farmaco y de acuerdo a las graficas 6 y 7 que muestran un
comportamiento similar al descrito por la ecuacién semiempirica, se puede sustentar la
influencia de la geometria sobre el comportamiento en la liberacién del farmaco.

Aungue las graficas 6 y 7 se desarrollaron bajo un proceso analitico, y no experimental de
la desviacién entre ambos modelos, es posible afirmar a partir de la grafica 6, que los
modelos comparados son muy proximos antes de que el 60% del farmaco sea liberado, es
decir cuando es difusivo y no hay otro tipo de transporte. Después del 60% de liberacién
el comportamiento de la liberacién predicho por el modelo semiempirico parece ser lineal
y creciente mientras que el modelo tedrico tiene un comportamiento creciente pero
asintotico. Peppas sefiala que para el caso Il de transporte (caso Il de transporte difusivo),
el valor 6ptimo de n para tabletas, cilindros y esferas son: 1, 0.89 y 0.85, respectivamente.

En cambio el modelo de Liu y Hsub presenta un rango més amplio para el valor de n.

Cuando el proceso es difusivo (I\T—t < 0.6) el modelo semiempirico puede describir de forma

o0

adecuada un proceso difusivo y otros tipos de transporte (como el caso Il de difusion) fuera de
este valor el modelo de Fick deja de ser ajustable lo que indica que usar el modelo
semiempirico no podria describir el caso Il de transporte difusivo ya que conduciria a
resultados cinéticos equivocados ademas de que los valores de n 'y k; carecen de sentido

fisico.

Un cambio de coordenadas implica un acercamiento a la naturaleza del sistema que se
estudia, sobre todo, en aquellos procesos en los que la geometria juega un papel
importante.

En muchos estudios sobre liberacion controlada se ha restado importancia a la forma de

dosificacion farmacéutica debido a que se han basado para el disefio de farmacos, en las
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propiedades de éstos. Es claro que la geometria no es el factor determinante para el
disefio de un fArmaco pero podria ser una variable sobre la que se tenga control. Tener
control sobre una variable para disefiar un farmaco significa una ventaja sobre la
naturaleza del mismo. Por ello es importante estudiar el efecto de la forma en los
procesos de liberacion controlada.

Un modelo basado en la teoria que explique el proceso que se estudia, implica la
posibilidad de hacer predicciones, asi como de reducir el nimero de experimentos para
obtener el mejor disefio posible.

A partir de los resultados obtenidos, se puede afirmar que el modelo obtenido por Hsub y
Liu tiene una forma mas concisa pues acumula la informacién caracteristica del farmaco
en un solo pardmetro y la gréafica de liberacion respecto al tiempo adimensional T se
adaptaria de manera mas natural a la forma experimental esperada. El modelo
semiempirico en cambio, debe ser ajustado por al menos tres parametros: ki, ny en
algunos casos hasta una constante C que carecen de sentido fisico.

El hecho de que unas formas de dosificacion presenten una mayor capacidad para liberar
el farmaco con menor o mayor rapidez se atribuye al tipo de coordenadas utilizadas pero
¢Por qué unos sistemas se pueden adaptar mejor que otros? Dependeria de las
condiciones en las que se realizara la liberacién pero mostrar el perfil de liberacion en
distintas formas de dosificacion ayuda a ver el comportamiento esperado del dispositivo
segun su forma.

Durante la busqueda de material y antecedentes para realizar este trabajo se encontrd un
articulo (Zamoume, et al., 2011) que hace un ensayo de liberacion con formas cilindricas
y esféricas. El autor sigue el modelo de Peppas vy el de Higushi que resultan lejanos al
comportamiento real del ensayo. Y aunque el autor elabora su modelo y se adapta a los
experimentos realizados reconoce que “es necesario simular los experimentos de
liberacion farmacéutica que incluyan los parametros geométricos de cada forma para
permitir la determinacién de los coeficientes de difusion de los materiales” (Zamoume, et

al., 2011). Esto dltimo y el desarrollo en este trabajo abren la puerta a un estudio
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experimental donde el efecto geométrico de un dispositivo sobre la liberacion de un

farmaco sea el objeto de estudio.
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Perspectiva

El estudio presentado en este trabajo tiene potencial aplicacion hacia otras areas como el
disefio de pellets para columnas de absorcion, reactores empacados, reactores biolégicos
y aplicaciones farmacéuticas. Seria enriquecedor complementarlo con el trabajo

experimental que sustente o refute la tesis aqui planteada.

149


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

Bibliografia

Abdekhodaie, M. J., 2002. Diffusional release of a solute from a spherical reservoir into a finite
external volume. Journal of Pharmaceutical Sciences, Volume 91, pp. 1803-1809.

Asrar, J., Ding, Y., Ness, L. & Monica, R., 2004. Controlled release of tebuconazole from a polymer
matrix microparticle: release kinetics and length of efficacy. Journal of Agricultural and Food
Chemistry, Volume 52, p. 4814-4820.

Bird, R. B., Stewart, W. E. & Lightfoot, E. N., 2008. Fenémenos de transporte. Segunda ed. México:
Limusa-Wiley.

Costa, P. & Lobo, J., 2001. Review: modeling and comparison of dissolution profiles.. European
Journal of Pharmaceutical Sciences, Volume 13, pp. 123-133.

Crank, J., 1975. The mathematics of diffusion. Segunda ed. Londres: Oxford University Press.
Currie, I. G., 1993. Fundamentals mechanics of fluids. Toronto: McGraw-Hill.

Flammer, C., 1957. Spheroidal wave functions. Primera ed. Stanford, California: Stanford University
Press.

Ham, F. S., 1959. Shape-preserving solutions of the time-dependent diffusion equation. Quarterly
of Applied Mathematics, XVII(2), pp. 137-145.

Hsu, J. & Liu, B., 1995. Nonisothermal dissolution and crystallization of ellipsoidal particles in
liquid. American Institute of Physics., Volume 103, pp. 10632-10637.

Lehmann, C. H., 2008. Geometria Analitica. México: LIMUSA.

Liu, B.-T. & Hsub, J.-P., 2006. Theoretical analysis on diffusional release from ellipsoidal drug
delivery devices. Chemical Engineering Science, Volume 61, p. 1748 — 1752.

Liu, B. T. & Hsu, J. P., 1995. Nonisothermal dissolution and crystallization of ellipsoidal particles in
liquid solutions.. The Journal of Chemical Physics, Volume 103, p. 10632-10637.

Liu, J. & Xu, M., 2004. An exact solution to the moving boundary problem with fractional
anomalous diffusion in drug release devices.. Zeitschrift fir Angewandte Mathematik und
Mechanik, Volume 84, pp. 22-28.

Morse, P. & Feshback, H., 1953. Methods of Theoretical Physics. New York: McGraw-Hill.

Narasimhan, B. & Langer, R., 1997. Zero-order release of micro- and macromolecules from
polymeric devices: the role of the burst effect.. Journal of Controlled Release, Volume 47, pp. 13-
20.

150


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

Séez, V., Hernéez, E. & Lopez, L., 2004. Liberacion controlada de farmacos: aplicaciones
biomédicas.. Revista Iberoamericana de Polimeros, 4(2), pp. 111-122.

Siepmann, J. & Siepmann, F., 2012. Modeling of diffusion controlled drug delivery. Journal of
Controlled Release, Volume 161, pp. 351-362.

Spiegel, M. R., 1998. Analisis vectorial y una introduccion al andlisis tensorial. Primera ed. USA:
McGraw-Hill.

Swokowski, E., 1988. Célculo con geometria analitica. Segunda ed. Belmont California: PWS
Publishers.

Welty, J. R., Wicks, C. E. & Wilson, R. E., 1999. Fundamentos de transferencia de momento, calor y
masa.. Segunda ed. Oregon: Limusa.

Zamoume, O. et al., 2011. Macroporous calcium phosphate ceramic implants for sustained drug
delivery. Materials Science and Engineering C, ¢(31), pp. 1352-1356.

Zhou, Y., Chu, J. & Wu, X. Y., 2004. Theoretical analysis of drug release into a finite medium from
sphere ensembles with various size and concentration distributions.. European Journal of
Pharmaceutical Sciences, Volume 22, pp. 251-259.

Abdekhodaie, M. J., 2002. Diffusional release of a solute from a spherical reservoir into a finite
external volume. Journ al of Pharmaceutical Sciences, Volume 91, pp. 1803-1809.

Asrar, J., Ding, Y., Ness, L. & Monica, R., 2004. Controlled release of tebuconazole from a polymer
matrix microparticle: release kinetics and length of efficacy. Journal of Agricultural and Food
Chemistry, Volume 52, p. 4814-4820.

Séez, V., Hernéez, E. & Lopez, L., 2004. Liberacion controlada de farmacos: aplicaciones
biomédicas.. Revista Iberoamericana de Polimeros, 4(2), pp. 111-122.

Liu, B. T. & Hsu, J. P., 1995. Nonisothermal dissolution and crystallization of ellipsoidal particles in
liquid solutions.. The Journal of Chemical Physics, Volume 103, p. 10632-10637.

Liu, J. & Xu, M., 2004. An exact solution to the moving boundary problem with fractional
anomalous diffusion in drug release devices.. Zeitschrift flir Angewandte Mathematik und
Mechanik, Volume 84, pp. 22-28.

Zhou, Y., Chu, J. & Wu, X. Y., 2004. Theoretical analysis of drug release into a finite medium from
sphere ensembles with various size and concentration distributions. European Journal of
Pharmaceutical Sciences, Volume 22, pp. 251-259.

Zamoume, O. et al., 2011. Macroporous calcium phosphate ceramic implants for sustained drug
delivery. Materials Science and Engineering C, ¢(31), pp. 1352-1356.

151


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

	Portada

	Índice
	Introducción
	Justificación
	Objetivo
	Capítulo I. Marco Teórico
	Capítulo II. Obtención de Perfiles de Concentración en Liberación Controlada de Fármacos Para Diferentes Sistemas de Coordenadas
	Capítulo III. El Tiempo Característico τ
	Resultados
	Conclusiones
	Bibliografía

