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Al Dr. Moubariz Garaev, por haber fungido como mi asesor durante mis estudios de maestrı́a y
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INTRODUCCIÓN

El tema principal de este trabajo son las sumas trigonométricas de Gauss y su estimación me-
diante resultados de combinatoria aditiva. En combinatoria aditiva se estudian propiedades combi-
natorias de objetos algebraicos (grupos, anillos, campos). Ben J. Green apunta en [18] que, aunque
resulta un tanto difı́cil especificar lo que el tema es en sı́, hay un punto de vista sobre el que gradual-
mente se empieza a consensuar: “... additive combinatorics is the study of approximate mathemat-
ical structures such as approximate groups, rings, fields, polynomials and homomorphisms. It is
interested in what the right definitions of these approximate structures are, what can be said about
them, and what applications this has to other parts of mathematics.”. La combinatoria aditiva es
un área en la que ha habido avances importantes motivados por investigaciones relacionadas con
el teorema de Szemerédi sobre progresiones aritméticas en subconjuntos de N con densidad su-
perior positiva, el teorema de Green y Tao sobre progresiones aritméticas arbitrariamente largas
de números primos y el fenómeno de suma-producto. Dada la particular relevancia que tendrá el
fenónemo de suma-producto en este trabajo, daremos a continuación algunos detalles sobre el mis-
mo.

Sea A un subconjunto no vacı́o de los números enteros. El conjunto suma de A se define como
A ` A :“ ta ` b : pa, bq P A ˆ Au. El conjunto producto de A se define de manera similar,
AA :“ tab : pa, bq P Aˆ Au. Si A es finito entonces

2|A| ´ 1 ď |A` A| ď
1
2
p|A|2 ` |A|q

y

2|A| ´ 1 ď |AA| ď
1
2
p|A|2 ` |A|q.

El conjunto producto AA tiene cardinalidad mı́nima cuando A es una progresión geométrica, pero
en ese caso el conjunto suma A ` A tiene cardinalidad máxima. Por otro lado, el conjunto suma
A`A tiene cardinalidad mı́nima cuando A es una progresión aritmética, esto es |A`A| “ 2|A|´1.
No obstante en este caso el cardinal del conjunto producto AA es grande. De hecho es sabido, de
[10] por ejemplo, que si A “ t1, . . . , nu entonces |AA| es casi del orden |A|2.

iv



INTRODUCCIÓN v

Aun cuando los elementos de un subconjunto arbitrario de Z no están necesariamente en pro-
gresión aritmética o progresión geométrica, resulta natural cuestionarse si existe algún A finito y
no vacı́o tal que tanto |A` A| como |AA| sean pequeños. Este problema, conocido ahora como pro-
blema de suma-producto para subconjuntos de Z, apareció por vez primera en 1983 en el trabajo de
Erdös y Szemerédi [9]. Ellos demostraron que existe una constante positiva c tal que para cualquier
subconjunto finito y no vacı́o de enteros A se cumple que alguno de los conjuntos A`A y AA tiene
cardinalidad mayor o igual a |A|1`c. Erdös y Szemerédi conjeturaron que para cada ε ą 0 existe
c :“ cpεq ą 0 tal que

máxt|A` A|, |AA|u ě c|A|2´ε .

Al momento, el mejor resultado que se tiene se debe a Solymosi [31]:

máxt|A` A|, |AA|u ě c|A|4{3´ε .

Terence Tao menciona en [32] que el problema de obtener un análogo en1 Fp del resultado de
Erdös y Szemerédi fue planteado en 1999 por Wolff (con cierta restricción adicional sobre |A|).
Los métodos conocidos en ese momento no funcionaban sobre campos finitos; para resolverlo
hacı́a falta introducir nuevas ideas. La pregunta de Wolff surgió en relación con el análogo del
problema de Kakeya sobre campos finitos. La solución del análogo en Fp de la estimación de
suma-producto se atribuye al trabajo de Bourgain, Katz y Tao [6] de 2004 (en el rango pε ď |A| ď
p1´ε) y al de Bourgain, Glibichuk y Konyagin [5] de 2006 (en el rango completo 1 ď |A| ď
p1´ε). En 2007 Garaev [11, 13] introdujo nuevas herramientas que dieron lugar a estimaciones
óptimas para subconjuntos relativamente grandes de Fp y estimaciones explı́citas para subconjuntos
de cualquier cardinal. La estimación de Garaev serı́a generalizada posteriormente por Katz y Shen
[23] a cualquier campo finito.

La estimación de suma-producto y sus variantes han encontrado numerosas aplicaciones en
varias áreas de las matemáticas. Un ejemplo particularmente digno de mención se da en el trabajo
de Helfgott [21] donde se prueba que si A es un conjunto de generadores de SL2pFpq entonces el
diámetro de la gráfica de Cayley ΓpSL2pFpq, Aq no excede a c1plog pqc2 , donde c1 y c2 son constantes
absolutas. Helfgott obtendrı́a después en [22] un análogo del resultado anterior para SL3pFpq. Otra
aplicación notable se da en la estimación de sumas de caracteres sobre conjuntos especiales; un
referente en este sentido serı́a el trabajo de Chang en [8]. Es de mencionar también que a través de
estimaciones de suma-producto, Bourgain resolvió en [2] una serie de problemas relacionados con
ciencias de la computación .

1A lo largo de la tesis, Fp denotará al único campo que tiene por orden el número primo p. Identificaremos a sus
elementos con los elementos del conjunto t0, 1, 2, . . . , p ´ 1u. Con F˚

p denotaremos a los elementos distintos de cero

de Fp. F˚
p , bajo el producto de Fp, es un grupo al cual se le conoce como el grupo multiplicativo de Fp.



INTRODUCCIÓN vi

En la presente tesis nos dedicaremos a la estimación de suma-producto y a una de sus aplica-
ciones más espectaculares: la estimación de sumas trigonométricas. La aplicación de la estimación
de suma-producto a sumas trigonométricas apareció por vez primera en Bourgain, Glibichuk y
Konyagin [5]. Posteriormente los resultados de [5] fueron mejorados en trabajos de Bourgain [3],
Bourgain y Garaev [4] y Garaev [15].

La tesis se basa en [15] y consta de cuatro capı́tulos. En el capı́tulo 1 se empieza por recapitular
los resultados clásicos sobre sumas de Gauss. Después se muestra cómo el problema de su esti-
mación se relaciona con la estimación de sumas trigonométricas multilineales y con la estimación
de suma-producto sobre Fp.

En el capı́tulo 2 se introducen las nociones de combinatoria aditiva necesarias para probar los
resultados que devienen en estimaciones no triviales para sumas de Gauss de grados superiores.
Entre las nociones y resultados principales que se abordan en este capı́tulo se encuentran: la de-
sigualdad triangular de Ruzsa, las gráficas de Plünnecke y sus propiedades básicas, la desigualdad
de Plünnecke, la desigualdad de Ruzsa-Plünnecke, la versión de Bourgain-Garaev de la estimación
de Balog-Szemerédi-Gowers y las relaciones entre las energı́as aditivas y multiplicativas de con-
juntos y las estimaciones de suma-producto.

El capı́tulo 3 inicia con la solución al problema de la estimación de suma-producto en Fp. Antes
de establecer el teorema en toda su generalidad, se presenta un resultado de Garaev que implica a
la estimación de suma-producto sobre subconjuntos de Fp de cardinal relativamente grande. En
este capı́tulo se demuestra también una versión explı́cita de la estimación de suma-producto de
Bourgain para conjuntos diferentes.

En el capı́tulo 4 se aborda la estimación de sumas trigonométricas multilineales. Es en este
apartado donde confluyen los esfuerzos de los capı́tulos 2 y 3. El resultado central aquı́ es una ver-
sión de la estimación de Bourgain, Glibichuk y Konyagin de sumas trigonómetricas multilineales.
Puesto que el interés básico es la obtención de estimaciones no triviales para sumas de Gauss de
grados superiores, mostramos cómo éstas pueden derivarse a partir de la versión obtenida de la
estimación de Bourgain, Glibichuk y Konyagin.

La notación en el trabajo es estándard. Usamos los sı́mbolos de Vinogradov ! y " con su
denotación usual: si a ě 0 y f , g son funciones con dominio ra,8q, escribimos f pxq ! gpxq
para x ě x0 siempre que existan constantes C ą 0 y x0 ě a tales que | f pxq| ď Cgpxq para todo
x ě x0. La constante implicada C puede depender en ocasiones de otros parámetros cuya naturaleza
será clara del contexto. Por otro lado, f pxq “ opgpxqq cuando x Ñ 8 indica que para cada ε ą 0
existe x0 :“ x0pεq tal que | f pxq| ă εgpxq para x ě x0.



Capı́tulo 1

Sumas trigonométricas racionales

Sea m un número entero mayor o igual a 2. Una suma trigonométrica racional es una suma de
la forma

N
ÿ

n“1

e2πi xn
m(1)

donde x1, x2, . . . , xN son números enteros. Una cota trivial para el módulo de una suma trigonométri-
ca como la anterior es N. Una problemática recurrente en teorı́a de números es la determinación de
estimaciones no triviales para estas sumas.

Las sumas trigonométricas racionales son una herramienta básica para resolver ciertas clases de
problemas en teorı́a de números pero tienen también aplicaciones en otras partes de las matemáticas.
A continuación se presenta un ejemplo de la relación entre la estimación de sumas trigonométricas
racionales y el estudio de congruencias aditivas. El lema puede encontrarse ya en [34], uno de los
primeros escritos de I. M. Vinogradov.

Lema 1.1. Sean m ě 2 entero y u, v números que recorren los sistemas de enteros

u “ u1, . . . , uN; v “ v1, v2, . . . , vM.

Supongamos que

máx
1ďλďm´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

u

e2πi λu
m

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď R y
m´1
ÿ

λ“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

v

e2πi λv
m

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď D.

Entonces el número de soluciones J a la congruencia

ux ” vy pmód mq, 1 ď x ď N, 1 ď y ď M

se puede representar en la forma

J “
NM
m

ˆ

1` θ
RD
NM

˙

para algún θ P r´1, 1s.
1
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Prueba. El punto de partida de la demostración es la siguiente identidad elemental:

m´1
ÿ

λ“0

e2πi λx
m “

#

m si x ” 0 pmód mq,
0 en otro caso.

(2)

De esto se sigue que

1
m

m´1
ÿ

λ“0

e2πi λpu´vq
m “

#

1 si u ” v pmód mq,
0 en otro caso.

Sumando esta identidad sobre u “ u1, u2, . . . , uN y v “ v1, v2 . . . , vM tenemos

J “
ÿ

u

ÿ

v

1
m

m´1
ÿ

λ“0

e2πiλ pu´vq
m

“
1
m

m´1
ÿ

λ“0

ÿ

u

ÿ

v

e2πiλ pu´vq
m .

Separando el término λ “ 0 se obtiene

J “
NM
m
` E(3)

donde

E “
1
m

m´1
ÿ

λ“1

˜

ÿ

u

e2πi λu
m

¸˜

ÿ

v

e´2πi λv
m

¸

.

Por las hipótesis

|E| ď
1
m

m´1
ÿ

λ“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

u

e2πiλu{m

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

v

e2πiλv{m

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
R
m

m´1
ÿ

λ“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

v

e2πiλv{m

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
RD
m

Luego, para algún θ P r´1, 1s se cumple que E “ θRD
m . El aserto es consecuencia de esto último y

(3).

�

Ası́, si se cuenta con estimaciones de sumas trigonométricas como en la hipótesis del lema
entonces se pueden derivar fórmulas asintóticas para el número de soluciones de las respectivas
congruencias aditivas.
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Una de las estimaciones más simples de sumas trigonométricas es la estimación de sumas bi-
lineales: si p es un número primo y a es un entero coprimo con p entonces para cualesquiera
subconjuntos X y Y de Fp se cumple que

W :“
ÿ

xPX

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

e2πi axy
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď pp|X||Y|q1{2.(4)

Para probarla basta con aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz1 a la suma sobre la variable x y
extender después la suma al sistema completo de residuos. En efecto,

W2
ď |X|

p´1
ÿ

x“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

e2πi axy
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“ |X|
ÿ

y1PY

ÿ

y2PY

p´1
ÿ

x“0

e2πi axpy1´y2q
p “ p|X||Y|.

La estimación en (4) aparece como ejercicio en el libro de Vinogradov [35] incluso en una forma
más general. A pesar de que su demostración es más bien simple, la estimación de sumas bi-
lineales se aplica en el estudio de varias congruencias aditivas. Cabe mencionar también que si los
cardinales de X y Y son por lo menos del orden p1{2`ε entonces la estimación en (4) es no trivial.

Una familia particular de sumas trigonométricas racionales son las sumas de Weyl:

S pQq :“
N
ÿ

x“1

e2πiQpxq

donde Qpxq “ αnxn ` αn´1xn´1 ` . . . ` α1x ` α0 es un polinomio de coeficientes racionales. Se
puede suponer que α0 “ 0 ya que el término constante no influye en la determinación del módulo
de la suma. Además, si el grado de Qpxq es n se dice que la suma S pQq es de grado n. Dentro de
las sumas de Weyl racionales de grado 2, las sumas de la forma

S pa,mq :“
N
ÿ

x“1

e2πi ax2
m ,

donde a P Z˚m, juegan un papel prominente. Se sabe, por ejemplo, que la sexta prueba de Gauss de
la ley de reciprocidad cuadrática inicia con la introducción de la suma

G :“
p´1
ÿ

i“1

ˆ

i
p

˙

ζ i

1Si pa1, a2, . . . , anq, pb1, b2, . . . , bnq P R
n entonces p

řn
i“1 aibiq

2
ď

`
řn

i“1 a2
i

˘ `
řn

i“1 b2
i

˘

. Haremos uso de esta
desigualdad en varias puntos del presente trabajo. Notar que al momento de aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz
podrı́a ser necesario considerar el caso en que a1 “ a2 “ . . . “ an “ 1.
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donde p es un primo impar, ζ es una raı́z primitiva p-ésima de la unidad y

ˆ

n
p

˙

“

$

’

&

’

%

0 si p|n
1 si p ffl n y n es resto cuadrático módulo p
´1 si p ffl n y n es resto no cuadrático módulo p

es el sı́mbolo de Legendre.

Es importante añadir que el tratamiento de la ley de reciprocidad cuadrática por medio de
sumas como las que definen a G es uno de los más susceptibles de generalización. Por el momento
no damos más detalles al respecto y sólo agregamos que las sumas del tipo

řp´1
i“1 p

i
pqζ

i se conocen
como sumas de Gauss (el sı́mbolo de Legendre se puede reemplazar por cualquier carácter de
Dirichlet2 módulo p). En particular, si p es primo no es difı́cil mostrar, hoy en dı́a, que G “ ˘

?
p

si p ” 1 pmód 4q y G “ ˘i
?

p si p ” 3 pmód 4q. Empero, es sabido (ver [1], pág. 108) que la
determinación del signo correcto de G fue un problema que ocupó a Gauss por aproximadamente
cuatro años. De hecho, de acuerdo con K. Ireland y M. Rosen3: “The conjecture that the plus sign
holds in each case was made by Gauss and recorded in his diary in May 1801. It was not until four
years later that he found a proof. On August 30, 1805 Gauss recorded in his diary that a proof [of]
the ‘very elegant theorem mentioned in 1801’ had finally been achieved. He wrote to his friend
W. Olbers on September 3, 1805 that seldom had a week passed for four years that he had not
tried in vain to prove his conjecture. Finally according to Gauss ‘Wie der Blitz einschlägt, hat sich
das Räthsel gelöst...’ (as lightning strikes was the puzzle solved).”. Volveremos a este punto más
tarde; por ahora, preferimos poner de manifiesto la relación entre la suma de Gauss G y la suma

S pa, pq “
řp

x“1 e2πi ax2
p para p un primo impar y a un número natural coprimo con p.

Si x varia entre 1 y p´1, entonces x2 recorre dos veces al conjunto de restos cuadráticos módulo
p. Luego, al tenerse que

1`
ˆ

x
p

˙

“

#

2 si x es resto cuadrático módulo p
0 si x es resto no cuadrático módulo p

se sigue que

S pa, pq “
p
ÿ

x“1

e2πi ax2
p “ 1`

p´1
ÿ

x“1

e2πi ax2
p “ 1`

p´1
ÿ

x“1

„

1`
ˆ

x
p

˙

e2πi ax
p .

2Un carácter χ de F˚
p es un homomorfismo de este grupo en C˚ :“ Czt0u. Un carácter χ de F˚

p induce una función
fχ : Z Ñ C de la siguiente manera: fχpnq “ 0 siempre que p|n y si p ffl n entonces fχpnq “ χprnsq, donde rns denota
la clase de congruencia módulo p a la que pertenece n. Finalmente, un carácter de Dirichlet módulo p es una función
inducida por algún carácter del grupo F˚

p .
3K. Ireland y M. Rosen, A classical introduction to modern number theory (Second Edition). Graduate Texts in

Mathematics, Vol. 84, Springer-Verlag, New York, 1990, pág. 73.
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Por otro lado,

1`
p´1
ÿ

x“1

„

1`
ˆ

x
p

˙

e2πi ax
p “

p´1
ÿ

x“0

e2πi ax
p `

p´1
ÿ

x“1

ˆ

x
p

˙

e2πi ax
p

“

ˆ

a
p

˙

G

y por tanto

S pa, pq “
ˆ

a
p

˙

G.(5)

En vista de la igualdad anterior resulta razonable que en lo sucesivo se ocupe la denominación
suma de Gauss para referirnos tanto a S pa, pq como a G.

A diferencia de lo que pasa con las sumas racionales de grado 2, la identidad en (2) indica
que la sumas trigonométricas racionales de grado uno se pueden determinar muy fácilmente. En
cambio, el primer resultado relevante en torno a las sumas S pa, qq, para a y q coprimos entre sı́,
será la determinación de su módulo.

Proposición 1.2. Para q ą 1 y a coprimo con q se cumple que

|S pa, qq| “

$

’

&

’

%

?
q si q ” 1 pmód 2q,

a

2q si q ” 0 pmód 4q,
0 si q ” 2 pmód 4q.

Prueba. Recordemos que si z es un número complejo entonces |z|2 “ z ¨ z, donde z es el

conjugado de z. En particular, si z :“
řq´1

x“0 e2πi ax2
q entonces z “

řq´1
x“0 e´2πi ax2

q y por lo tanto

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q´1
ÿ

x“0

e2πi ax2
q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“

q´1
ÿ

y“0

e2πi´ay2
q

q´1
ÿ

x“0

e2πi ax2
q

“

q´1
ÿ

y“0

e2πi´ay2
q

q´1
ÿ

x“0

e2πi apx`yq2

q

“

q´1
ÿ

x“0

e2πi ax2
q

q´1
ÿ

y“0

e2πi 2axy
q .

Si q es impar entonces, por la identidad en (2), la suma sobre y sólo es diferente de 0 cuando x “ 0.
Por consiguiente, en este caso se tiene que |S pa, qq|2 “ q. Si q es par entonces, nuevamente por la
identidad en (2), la suma interior es diferente de cero cuando q|2x. Puesto que x P t0, . . . , q ´ 1u,
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la condición q|2x sólo se cumple cuando x “ 0 ó x “ q
2 . Ası́

|S pa, qq|2 “ p1` e2πi aq
4 qq “ p1` eπi q

2 qq “

#

2q si q ” 0 pmód 4q,
0 si q ” 2 pmód 4q.

�

En el estudio de las sumas de Gauss S pa,mq, el caso principal ocurre cuando m es un número
primo. Dentro de este caso, la identidad en (5) nos indica que puede suponerse además que a “ 1.

Una generalización natural a las sumas cuadráticas de Gauss S pa,mq son las sumas trigonométri-
cas racionales

S npa, pq :“
p´1
ÿ

x“0

e2πi axn
p

donde a y p son coprimos y n ą 2. A estas sumas nos referiremos en lo sucesivo como sumas de
Gauss de grados superiores. A diferencia de lo que ocurre cuando n “ 2, en los casos en que n ą 2
no se tienen resultados simples sobre la evaluación de S np1, pq. Por ejemplo, para n “ 3 y p un

primo congruente con 1 módulo 3, se sabe que la suma
řp

x“1 e2πi x3
p es un número real (ver [1], pág.

114). De este hecho y de una estimación que se probará más adelante en este capı́tulo se sigue que

´2
?

p ď
p
ÿ

x“1

e2πi x3
p ď 2

?
p

y por consiguiente

p
ÿ

x“1

e2πi x3
p “ 2p1{2 cosϑp

para algún ϑp P r0, πs. De acuerdo con el artı́culo de R. C. Vaughan en [36], cómputos efectuados
por von Neumann y Goldstine y por Emma Lehmer, sugirieron en aquellos dı́as que los ϑp estaban
distribuidos de un modo más bien errático. La sospecha fue confirmada en 1978 por R. Heath-
Brown y S. J. Patterson al demostrar que los ϑp están uniformemente distribuidos en r0, πs; el
artı́culo relevante aquı́ es [20]. De esto se desprende en particular que ϑp toma infinitos valores
distintos. En consecuencia, bajo las condiciones impuestas sobre p, se concluye que no hay una
fórmula simple para S 3p1, pq. Por otro lado, es relativamente sencillo dar estimaciones no triviales
para los módulos de las sumas S npa, pq.

Proposición 1.3. Sea p número primo y a un entero tal que pa, pq “ 1. Se cumple entonces que
|S npa, pq| ď n

?
p.
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Prueba. Tenemos por un lado que

p´1
ÿ

λ“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p´1
ÿ

x“0

e2πi aλxn
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“ p ¨ |tpx, yq : 0 ď x, y ď p´ 1 y xn
” yn

pmód pqu|

ď p2
¨ n.(6)

Para establecer la desigualdad se fija Y P t0, . . . , p´ 1u y se aplica a la congruencia

xn
” Yn

pmód pq

el teorema de Lagrange sobre el número de soluciones a una congruencia con módulo primo. La
prueba de la igualdad es como sigue

p´1
ÿ

λ“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p´1
ÿ

x“0

e2πi aλxn
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“

p´1
ÿ

λ“0

p´1
ÿ

x“0

p´1
ÿ

y“0

e2πi aλpxn´ynq
p

“

p´1
ÿ

x“0

p´1
ÿ

y“0

p´1
ÿ

λ“0

e2πi aλpxn´ynq
p

“
ÿ

0ďx,yďp´1
xn”yn pmód pq

p

“ p ¨ |tpx, yq : xn
” yn

pmód pq, 0 ď x, y ď p´ 1u|.

Probaremos a continuación que

p´1
ÿ

λ“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p´1
ÿ

x“0

e2πi aλxn
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ě
pp´ 1q

n
|S npa, pq|2.(7)

Como

A :“ tλ : 1 ď λ ď p´ 1 y λ ” un
pmód pq para algún u “ uλu

tiene cardinal mayor o igual a p´1
n y para cada u P t1, . . . , p´ 1u se cumple que

p´1
ÿ

x“0

e2πi aun xn
p “

p´1
ÿ

x“0

e2πi apuxqn

p “ S npa, pq,
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concluimos que

p´1
ÿ

λ“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p´1
ÿ

x“0

e2πi aλxn
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ě
ÿ

λPA

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p´1
ÿ

x“0

e2πi aλxn
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“
ÿ

λPA

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p´1
ÿ

x“0

e2πi
aun
λ

xn

p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“
ÿ

λPA

|S npa, pq|2

ě
pp´ 1q

n
|S npa, pq|2

tal como se habı́a anunciado. De (6) y (7) se desprende que

p2
¨ n ě p2

`

p´1
ÿ

λ“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p´1
ÿ

x“0

e2πi aλxn
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ě |S npa, pq|2
ˆ

1`
p´ 1

n

˙

ě |S npa, pq|2 ¨
p
n

y la prueba termina.

�
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Sea p un número primo y d “ pn, p ´ 1q. Afirmamos que S npa, pq “ S dpa, pq. En efecto, si g
es una raı́z primitiva4 módulo p y d “ nu` pp´ 1qv, entonces

S dpa, pq “ 1`
p´1
ÿ

x“1

e2πi a
p xd

“ 1`
p´1
ÿ

x“1

e2πi a
p gxd

“ 1`
p´1
ÿ

x“1

e2πi a
p gxnu`xpp´1qv

“ 1`
p´1
ÿ

x“1

e2πi a
p pg

xuqn

“ S npa, pq.

Vamos a derivar ahora una mejora a la estimación en la proposición 1.3. Denotemos con tnpmq
al número de soluciones de la congruencia xn ” m pmód pq. Se cumple entonces que

S npa, pq “
p´1
ÿ

x“0

e2πi axn
p “

p´1
ÿ

m“0

tnpmqe2πi am
p

Para obtener información sobre tnpmq, sea g nuevamente una raı́z primitiva módulo p. Si m P

t1, . . . , p´1u, denotemos con µ a su ı́ndice módulo p. La ecuación xn ” m pmód pq es equivalente
entonces a n ¨ indpxq ” µ pmód p´ 1q y por consiguiente

tnpmq “

#

d si µ ” 0 pmód dq,
0 si d no divide a µ.

De acuerdo con la identidad en (2) esto último se puede escribir como

tnpmq “
d´1
ÿ

r“0

e2πi r¨indpmq
d

4Dado un primo positivo p y g P t1, 2, . . . , p´ 1u, el pequeño teorema de Fermat asegura que gp´1 ” 1 pmód pq.

Sea m el menor entero positivo tal que gm ” 1 pmód pq. Si m “ p ´ 1 entonces se dice que g es una raı́z primitiva

módulo p. El lector familiarizado con el álgebra notará que una raı́z primitiva módulo p no es más que un generador
del grupo multiplicativo de Fp. Una idea relacionada con la de raı́z primitiva módulo p, es la de ı́ndice módulo p. Sea
g una raı́z primitiva módulo p. Si m P t1, 2, . . . , p´ 1u entonces existe un único µ P t1, 2, . . . , p´ 1u tal que m ” gµ

pmód pq. En tal situación decimos que µ es el ı́ndice módulo p de m (con respecto a la raı́z primitiva g). Ciertamente
la noción de ı́ndice módulo p puede pensarse como un análogo discreto de la función logaritmo.
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y por tanto

S npa, pq “ 1`
p´1
ÿ

m“1

d´1
ÿ

r“0

e2πi r¨indpmq
d e2πi am

p

“ 1`
d´1
ÿ

r“0

p´1
ÿ

m“1

e2πip
r¨indpmq

d ` am
p q

“

d´1
ÿ

r“1

p´1
ÿ

m“1

e2πip
r¨indpmq

d ` am
p q.

Luego, en vista de que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p´1
ÿ

m“1

e2πip
r¨indpmq

d ` am
p q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“

p´1
ÿ

m1“1

p´1
ÿ

m2“1

e2πi
´

r
d pindpm1q´indpm2qq`

apm1´m2q
p

¯

“

p´1
ÿ

m“1

p´1
ÿ

m2“1

e2πi
´

r
d pindpmm2q´indpm2qq`

am2pm´1q
p

¯

“

p´1
ÿ

m“1

p´1
ÿ

m2“1

e2πi
´

r
d ¨indpmq` am2pm´1q

p

¯

“

p´1
ÿ

m“1

p´1
ÿ

m2“0

e2πi
´

r
d ¨indpmq` am2pm´1q

p

¯

“ p,

concluimos que

|S npa, pq| ď pd ´ 1q
?

p ď pn´ 1q
?

p.(8)

Esta última estimación es no trivial cuando n ă p1{2. La obtención de estimaciones no triviales para
valores grandes de n ha sido el tema central de varios trabajos. Por ejemplo, Shparlinski, utilizando
resultados de [16], demostró en [28] que

|S npa, pq| ! n7{12 p2{3.

Esta estimación es no trivial cuando n es opp4{7q.

La estimación de Shparlinski fue mejorada por Heath-Brown y Konyagin en [19]. Ellos de-
mostraron que

|S npa, pq| ! mı́ntn5{8 p5{8, n3{8 p3{4
u.

Esta estimación es no trivial cuando n es opp2{3q. Este resultado fue mejorado después por Konyagin
en [24], quien obtuvo una estimación no trivial para n ď p3{4´ε .



1. SUMAS TRIGONOMÉTRICAS RACIONALES 11

Supongamos que n´ 1|p y consideremos el subconjunto H :“ txn pmód pq : 1 ď x ď p´ 1u
de F˚p. H es un subgrupo de orden p´1

n de F˚p. Además, cada elemento h P H puede representarse
como una potencia n-ésima de exactamente n formas. Bajo este orden de ideas, la suma de Gauss
S npa, pq puede escribirse como

1` n
ÿ

hPH

e2πi ah
p .

En consecuencia, el problema de obtener estimaciones no triviales para S npa, pq es equivalente al
problema de obtener estimaciones no triviales para la suma

S pa,Hq :“
ÿ

xPH

e2πi ax
p .

La estimación de Konyagin implica, en particular, una estimación para S pa,Hq cuando |H| ą
p1{4`ε . Por otra parte, la suma S pa,Hq puede escribirse también como

S pa,Hq “
1

|H|k´1

ÿ

x1PH

¨ ¨ ¨
ÿ

xkPH

e2πi ax1¨¨¨xk
p .

En particular, si k “ 2 tenemos que

|S pa,Hq|2 ď
1
|H|2

˜

ÿ

x1PH

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

x2PH

e2πi ax1 x2
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¸2

ď
1
|H|

ÿ

x1PH

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

x2PH

e2πi ax1 x2
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď
1
|H|

p´1
ÿ

x“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

x2PH

e2πi ax¨x2
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“
1
|H|

ÿ

x2PH

ÿ

x12PH

p´1
ÿ

x“0

e2πi
axpx2´x12q

p

“ p.

Lo anterior da una estimación trivial cuando |H| ă p1{2.Utilizando estimaciones de suma-producto
para subconjuntos de Fp de cardinales pequeños es posible obtener estimaciones nuevas para sumas
trigonométricas multilineales, las cuales pueden aplicarse a la estimación de las sumas de Gauss
de grados superiores. El primer resultado de esa naturaleza fue obtenido por Bourgain, Glibichuk y
Konyagin en [5]. Ellos probaron el siguiente teorema: para cada ε ą 0, existe δ :“ δpεq ą 0 y un
entero positivo k :“ kpεq tal que si X Ď Fp y |X| ą pε entonces

máx
pa,pq“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

x1PX

¨ ¨ ¨
ÿ

xkPX

e2πi ax1¨¨¨xk
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă |X|k p´δ.
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Del teorema anterior se desprende, en particular, que si a es coprimo con p y H es un subgrupo de
orden |H| ą pε del grupo multiplicativo F˚p, entonces existe δ :“ δpεq ą 0 tal que

|S pa,Hq| ă |H|1´δ.

Puesto que S npa, pq “ 1 ` S pa,Hq, la desigualdad previa indica que para cualquier constante
pequeña ε ą 0, la condición n ă p1´ε implica una estimación no trivial para S npa, pq.



Capı́tulo 2

Elementos de combinatoria aditiva

§1. La desigualdad triangular de Ruzsa. Uno de los resultados más elementales e importantes
en combinatoria aditiva es la siguiente aportación de Imre Ruzsa.

Lema 2.1. Sean G un grupo y X,Y y Z subconjuntos no vacı́os y finitos de G. Se cumple entonces
que

|X ´ Z| ď
|X ´ Y||Y ´ Z|

|Y|
.(9)

Prueba. Basta con exhibir una aplicación inyectiva de YˆpX´Zq en pX´YqˆpY´Zq. Para tal
fin, para cada u P X ´ Z, fijemos una de las representaciones de u como diferencia de un elemento
de X y uno de Z y denotémosla con xpuq ´ zpuq. Ası́, si f : Y ˆ pX ´ Zq Ñ pX ´ Yq ˆ pY ´ Zq
está dada por

py, uq ÞÑ pxpuq ´ y, y´ zpuqq,

aseguramos que f cumple con el requerimiento deseado. En efecto, si

pyα, uαq, py, uq P Y ˆ pX ´ Zq

son tales que f ppy, uqq “ f ppyα, uαqq entonces

xpuq ´ y “ xpuαq ´ yα y y´ zpuq “ yα ´ zpuαq

y por consiguiente

u “ xpuq ´ zpuq “ xpuαq ´ zpuαq “ uα.

De esto se sigue a su vez que y “ yα y por lo tanto, py, uq “ pyα, uαq.

�

A la desigualdad en (9) se le conoce como desigualdad triangular de Ruzsa. Una manera de
justificar tal designación es la siguiente: defı́nase

ρpX,Yq :“ log
|X ´ Y|
a

|X||Y|
.

13
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La desigualdad en (9) puede expresarse entonces como

ρpX,Zq ď ρpX,Yq ` ρpY,Zq.

Esto último indica que ρ satisface lo que tı́picamente se conoce como desigualdad triangular. Como
ρ cumple también con la propiedad de simetrı́a, i.e., ρpX,Yq “ ρpY, Xq para cada pX,Yq en el
dominio de ρ, la pregunta sobre si ρ determina o no una métrica es natural. En general, la respuesta
a esta cuestión es negativa pues, por ejemplo, si X y Y son singuletes distintos en un grupo G
entonces

ρpX,Yq “ log 1 “ 0.

Otra desigualdad de Ruzsa de tipo triangular es

|X ` Z| ď
|X ` Y||Y ` Z|

|Y|
.(10)

No obstante, la demostración de ésta es menos simple y no la presentaremos sino hasta el final de
la sección tres de este capı́tulo. Por ahora, lo único que añadiremos es que, como consecuencia de
la desigualdad triangular de Ruzsa en (10), se tiene que si A es un subconjunto finito y no vacı́o
de un grupo y |A ´ A| ă |A|1`ε , entonces |A ` A| ă |A|1`2ε . Lo anterior indica que los conjuntos
con conjuntos de diferencias pequeños tienen también conjuntos suma pequeños. El recı́proco de
la afirmación anterior también es cierto.

§2. Gráficas de Plünnecke y sus propiedades.1 Una gráfica de nivel n es una gráfica G “

pV, Eq, en la cual el conjunto de vértices V es la unión disjunta de conjuntos V0,V1, . . . ,Vn y cada
arista2 e P E es un par ordenado pv, v1q con v P Vi´1 y v1 P Vi para algún i P t1, 2, . . . , nu. Un
camino entre el vértice vi´1 P Vi´1 y el vértice v j P V j es una sucesión de aristas de la forma
pvi´1, viq, pvi, vi`1q, . . . , pv j´1, v jq. La i´ésima razón de magnificación de G se define como

DipGq :“ mı́n
XĎV0,X,H

|imipXq|
|X|

,

donde imipXq es el conjunto de vértices vi P Vi en los cuales terminan los caminos que inician en
vértices de X.

1En esta sección seguimos el capı́tulo siete del libro de M. B. Nathanson [26].
2Es preciso mencionar que a lo que en este trabajo nos referimos con arista en algunos textos se denomina arista

orientada o arco (cf. G. Chartrand y L. Lesniak, Graphs & digraphs (Second Edition). The Wadsworth & Brooks/Cole
Mathematics Series, 1986, pág. 14.). Una aclaración similar aplica también a la noción de gráfica producto que se
introduce más adelante. Dadas dos gráficas, hay varias maneras de definir a partir de ellas una gráfica producto (cf. R.
Hammack, W. Imrich y S. Klavžar, Handbook of product graphs (Second Edition). CRC Press, 2011, págs. 34-35.).
Algunos autores se refieren al producto aquı́ considerado como producto por capas; no obstante, hemos optado en este
punto por la nomenclatura en el capı́tulo relevante de [26].
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Si G “ pVpGq, EpGqq y H “ pVpHq,GpHqq son gráficas de nivel n con

VpGq “
n
ğ

i“0

Vi y VpHq “
n
ğ

i“0

Wi,(11)

entonces la gráfica producto GˆH se define como sigue: el conjunto de vértices de GˆH está dado
por

VpG ˆ Hq :“ pV0 ˆW0q \ pV1 ˆW1q \ . . .\ pVn ˆWnq

y el conjunto de aristas por

EpG ˆ Hq :“ tppv,wq, pv1,w1qq : pv, v1q P EpGq, pw,w1q P EpHqu.

En particular, como consecuencia directa de la definición tenemos que el producto de dos gráficas
de nivel n es también gráfica de nivel n. Un dato que será relevante a la postre es la relación entre
las razones de magnificación de la gráfica G ˆ H y las razones de magnificación de G y H:

Proposición 2.2. Si G “ pVpGq, EpGqq y H “ pVpHq,GpHqq son gráficas de nivel n entonces,
para cada i P t1, . . . , nu, se cumple que

DipG ˆ Hq “ DipGqDipHq.

Prueba. Probaremos en primer lugar que DipGˆHq ď DipGqDipHq. Supongamos que V0 y W0

son como en (11) y que Z Ď V0 y Z1 Ď W0 son tales que

DipGq “
|imipZq|
|Z|

y DipHq “
|imipZ1q|
|Z1|

.

Como se cumple además que imipZ ˆ Z1q Ď imipZq ˆ imipZ1q se sigue que

DipG ˆ Hq ď
|imipZ ˆ Z1q|
|Z ˆ Z1|

ď
|imipZq||imipZ1q|

|Z||Z1|
“ DipGqDipHq.

Para establecer la desigualdad en el otro sentido consideremos un subconjunto X no vacı́o de
V0 ˆW0. Es claro que

X “
ď

a

ptau ˆ Xaq

donde Xa es el conjunto de los b P W0 tales que pa, bq P X. Ası́, si en Xi recolectamos los pares
ordenados pa, dq P V0 ˆ Wi tales que existen b P W0 y un camino en H entre b y d y además
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pa, bq P X, obtenemos que

|Xi| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

a

ptau ˆ imipXaqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ÿ

a

|imipXaq|

ě DipHq
ÿ

a

|Xa|

“ DipHq|X|.(12)

Por otra parte, si escribimos a Xi como
Ť

dpYd ˆ tduq, donde Yd denota al conjunto de los c P V0

tales que pc, dq P Xi, se tiene que

imipXq “
ď

d

pimipYdq ˆ tduq.

De esto se sigue que

|imipXq| “
ÿ

d

|imipYdq| ě DipGq
ÿ

d

|Yd| “ DipGq|Xi|.

De (12) y lo obtenido en la lı́nea previa se desprende que

|imipXq| ě DipGqDipHq|X|

y la prueba termina.

�

Una gráfica de Plünnecke de nivel n es una gráfica G “ pV, Eq de nivel n que satisface las
propiedades adicionales:

A. Si u, v,w1, . . . ,wk P V son tales que pu, vq P E y pv,w jq P E para cada j P t1, . . . , ku,
entonces existen k vértices diferentes v1, . . . , vk tales que para cada j P t1, . . . , ku, pu, v jq P

E y pv j,w jq P E.
B. Si u1, . . . , uk, v,w P V son tales que pu j, vq P E para cada j P t1, . . . , ku y pv,wq P E,

entonces existen k vértices diferentes v1, . . . , vk tales que para cada j P t1, . . . , ku, pu j, v jq P

E y pv j,wq P E.

Ejemplos.

1. Uno de los ejemplos más importantes de gráfica de Plünnecke son las gráficas de adición,
las cuales se construyen como a continuación se indica. Sean A y B subconjuntos no vacı́os de un
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grupo abeliano (escrito aditivamente). El conjunto de vértices es

V :“ V0 Y V1 Y . . .Y Vn

donde

V0 :“ Aˆ t0u

y

Vi :“ pA` iBq ˆ tiu “ ta` b1 ` . . .` bi : a P A, b j P Bu ˆ tiu

y el conjunto de aristas E está conformado por los pares pv j, v j`1q P V j ˆ V j`1 tales que si v j “

x j ˆ t ju para algún x j P A` jB y v j`1 “ x j`1 ˆ t j` 1u para algún x j`1 P A` p j` 1qB, entonces
x j`1 ´ x j P B. Es claro que la gráfica G :“ pV, Eq es de nivel n. Afirmamos que G es también
gráfica de Plünnecke. En efecto, sean

u, v,w1, . . . ,wk P V

tales que pu, vq P E y pv,w jq P E para cada j P t1, . . . , ku. De las definiciones se sigue que existen
i P t0, . . . , n´ 2u, xi P A` iB, xi`1 P A` pi` 1qB y x1

i`2, . . . , x
k
i`2 P A` pi` 2qB tales que

u “ pxi, iq, v “ pxi`1, i` 1q, w j “ px
j
i`2, i` 2q

y xi`1 ´ xi “ bi P B y x j
i`2 ´ xi`1 “ b

j
i P B. Ası́, si v j :“ pxi ` b

j
i , i ` 1q entonces v j P Vi`1

y tanto pu, v jq como pv j,w jq pertenecen a E. Esto indica que la gráfica G satisface la propiedad
A en la definición de gráfica de Plünnecke. Procediendo de manera análoga podemos mostrar que
G satisface también la propiedad B. Se colige entonces que la gráfica de adición G es gráfica de
Plünnecke.

Dentro de las gráficas de adición distinguimos a las gráficas de adición independiente: sea
n P N y B :“ tb1, . . . , bhu Ď N que satisface la condición adicional que las

`h`n´1
n

˘

sumas

b j1 ` . . .` b jn con 1 ď j1 ď ¨ ¨ ¨ ď jn ď h

son distintas. Denotemos con Ih,n a la gráfica de adición de nivel n determinada por A :“ t0u y B.
Se cumple entonces que V0 “ t0u, Vi “ iB y para cada i P t1, 2, . . . , nu

|Vi| “

ˆ

h` i´ 1
i

˙

“
hph` 1q ¨ ¨ ¨ ph` i´ 1q

i!
.

Ih,n es gráfica de Plünnecke pues es un caso particular de gráfica de adición. En lo sucesivo nos
referiremos a Ih,n como gráfica de adición independiente de nivel n en h elementos.

2. Una forma de generar una nueva gráfica de Plünnecke a partir de una gráfica de Plünnecke
dada es por contracción. Supongamos que G :“ pVpGq, EpGqq es una gráfica de Plünnecke de nivel
n y que VpGq :“ \n

i“0Vi. Sean j y k enteros tales que 0 ď j ă k ď n y X y Y subconjuntos no
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vacı́os de V j y Vk, respectivamente, tales que para algún a P X y b P Y existe un camino de a a b.
Si VpX,Yq es el conjunto de todos los vértices de G que pertenecen a algún camino entre X y Y ,
hacemos

VipX,Yq :“ VpX,Yq X Vi` j

para i P t0, 1, . . . , k´ ju. (Puesto que existe un camino entre a P X y b P Y , ninguno de los VipX,Yq
es vacı́o.) Ası́, si denotamos por GpX,Yq a la gráfica con conjunto de vértices

VpX,Yq :“
k´ j
ğ

i“0

VipX,Yq

y conjunto de aristas

EpX,Yq :“ tpv, v1q P EpGq : v, v1 P VpX,Yqu

se cumple que GpX,Yq es gráfica de Plünnecke de nivel k ´ j.

Otra manera de generar una gráfica de Plünnecke a partir de una dada es por inversión. Sea
G :“ pVpGq, EpGqq una gráfica de Plünnecke de nivel n. Si VpGq :“ \n

i“0Vi, definamos V´1
i :“

Vn´i para cada i P t0, 1, . . . , nu. La gráfica inversa G´1 de G es la gráfica cuyo conjunto de vértices
es VpG´1q :“ \n

i“0V´1
i y cuyo conjunto de aristas EpG´1q se determina a través de la condición

siguiente: pv, v1q P EpG´1q si y sólo si pv1, vq P EpGq. No es difı́cil convencerse que G´1 es una
gráfica de Plünnecke de nivel n.

Finalmente, el producto de gráficas de Plünnecke de nivel n también sirve para generar otras
gráficas de Plünnecke de nivel n.

�

Un resultado central en la teorı́a y aplicaciones de las gráficas de Plünnecke es la desigualdad
de Plünnecke:

Teorema 2.3. Sea G “ pVpGq, EpGqq una gráfica de Plünnecke de nivel n. Se cumplen entonces
las siguientes desigualdades,

D1pGq ě D2pGq1{2 ě ¨ ¨ ¨ ě DnpGq1{n.

Antes de pasar a la prueba del teorema, veamos lo que podrı́amos derivar a partir de él en el caso
que G es la gráfica de adición con conjunto de vértices V “ V0YV1Y . . .YVn donde V0 :“ Aˆt0u
y

Vi :“ pA` iBq ˆ tiu “ ta` b1 ` . . .` bi : a P A, b j P Bu ˆ tiu.
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En este caso tenemos que si X Ď A entonces

imipX ˆ t0uq “ pX ` iBq ˆ tiu

“ tx` b1 ` . . .` bi : x P X, b j P Bu ˆ tiu.

De le definición de las razones de magnificación se sigue entonces

DipGq “ mı́n
XĎA,X,H

|X ` iB|
|X|

.

Esto indica en particular que DipGq ď
|A`iB|
|A| . El teorema 2.3 implicarı́a entonces que para k ě i,

ˆ

|A` iB|
|A|

˙1{i

ě

ˆ

mı́n
XĎA,X,H

|X ` kB|
|X|

˙1{k

.

Si suponemos que para k fijo, el mı́nimo en la expresión de la derecha se alcanza cuando X “ X1 Ď

A, obtenemos el siguiente

Corolario 2.4. Sean A y B dos subconjuntos finitos y no vacı́os de un grupo abeliano. Si i y k
son números enteros fijos tales i ď k, entonces existe un subconjunto no vacı́o X1 de A tal que

|X1 ` kB| ď
ˆ

|A` iB|
|A|

˙k{i

|X1|.

�

En particular, puesto que 1 ď |X1| ď |A|, para i “ 1 se sigue que

|kB| ď
|A` B|k

|A|k´1 .

Para probar el teorema 2.3 requeriremos de un par de lemas:

Lema 2.5. Sea G “ pVpGq, EpGqq un gráfica de Plünnecke de nivel n con V “ \n
i“0Vi. Si

DnpGq ě 1 entonces existen |V0| caminos totalmente disjuntos por pares de V0 a Vn.
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Prueba. La prueba depende de la siguiente consecuencia del teorema de Menger3: si G :“
pVpGq, EpGqq es una gráfica dirigida y X,Y Ď VpGq son no vacı́os y disjuntos entonces el máximo
número de caminos totalmente disjuntos4 por pares de X a Y es igual a la cardinalidad mı́nima que
puede tener un subconjunto de VpGq que separe5 a X de Y .

Puesto que la tesis del aserto en cuestión es sobre el número m de caminos totalmente disjuntos
por pares de V0 a Vn lo que haremos entonces es obtener información sobre este número a través
de un S Ď VpGq de cardinalidad m que separe a V0 de Vn. Se trata de establecer, en especı́fico, que
m “ |V0|.

Para v P VpGq, denotemos con ipvq al único entero i tal que v P Vi. Sea S un subconjunto de
vértices de G que separe a V0 de Vn y tal que |S | “ m. Claramente, S se puede escoger tal que la
suma

ÿ

sPS

ipsq

sea mı́nima. Afirmamos que en tal caso

S Ď V0 \ Vn.(13)

Si suponemos que la contención no tiene lugar entonces existe j P r1, n´1s tal que S XV j ,H.
Supongamos que

S X V j “ ts1, . . . , squ

y que los elementos restantes de S son sq`1, . . . , sm. Sean π1, . . . , πm caminos totalmente disjuntos
por pares de V0 a Vn indexados de tal manera que para cada i P t1, . . . ,mu, si P πi. Puesto que
0 ă j ă n, se observa que para cada i P t1, . . . , qu, el vértice si tiene, sobre el camino πi, un vértice

3Puesto que hay varias versiones del teorema de Menger en la literatura, es preciso hacer unas aclaraciones sobre
la versión a la que nos estamos refiriendo aquı́. Sean G “ pVpGq, EpGqq una gráfica dirigida y a, b P VpGq dos vértices
(distintos). Sean a “ v0, v1, . . . , vk “ b y a “ w0,w1, . . . ,wl “ b dos caminos en G del vértice a al vértice b. Se dice
que estos caminos son disjuntos si vi , w j para cada i P t1, . . . , k ´ 1u y j P t1, . . . , l ´ 1u. Un subconjunto S de
VpGq separa al vértice a del vértice b si cada camino en G de a a b contiene al menos un elemento de S . El teorema
de Menger asegura ası́ que si pa, bq < EpGq entonces el máximo número de caminos disjuntos por pares entre a y b es
igual a la cardinalidad del subconjunto S de EpGq más chico que separa al vértice a del vértice b y que no contiene a a

o a b.
4Un camino de X a Y es una sucesión de vértices v0, v1, . . . , vk´1 tal que v0 P X, vk P Y y pvi´1, viq P EpGq para

cada i P t1, . . . , ku. Se dice que dos caminos v0, v1, . . . , vk y w0,w1, . . . ,w j son totalmente disjuntos si vi , w j para
cada i P t0, 1, . . . , ku y j P t0, 1, . . . , lu.

5Un conjunto S de vértices separa al conjunto X del conjunto Y si cada camino de X a Y contiene al menos un
elemento de S .
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predecesor ri P V j´1 y un vértice sucesor ti P V j`1. De la minimalidad de la suma
ř

sPS ipsq se sigue
que el conjunto de vértices

S ˚ “ tr1, . . . , rq, sq`1, . . . smu

no separa a V0 de Vn y por ende, existe un camino π˚ de V0 a Vn que no pasa por ningún punto de
S ˚. Sin embargo, puesto que π˚ tiene exactamente un vértice sobre S , existe i P t1, . . . , qu tal que
si P π

˚; supongamos que i “ 1. Es claro que si r˚ es el vértice predecesor de s1 sobre el camino π˚

entonces r˚ < tr1, . . . , rqu.

Consideremos ahora los siguientes conjuntos de vértices de G:

S´q :“ tr1, . . . , rqu Ď V j´1,

S ˚q :“ tr˚, r1, . . . , rqu Ď V j´1

S q :“ ts1, . . . , squ Ď V j,

S`q :“ tt1, . . . , tqu Ď V j`1.

Sabemos que la gráfica G˚ :“ GpS ˚q , S
`
q q es gráfica de Plünnecke de nivel 2. Supongamos que

VpG˚q “ V˚0 \ V˚1 \ V˚2 . Como los vértices ri, si y ti son contiguos sobre el camino πi (para cada
i P t1, . . . , qu) y los vértices r˚, s1, t1 son contiguos sobre el camino π˚, se obtiene que

V˚2 “ S`q , V˚1 Ě S q y V˚0 “ S ˚q .

Afirmamos ahora que

V˚1 “ S q,(14)

esto es, que cada camino sobre G de S ˚q “ tr˚, r1, . . . , rqu a S`q “ tt1, . . . , tqu pasa por algún
punto de S q. Supongamos que el camino γ sale de ri y llega a t j. Si el vértice intermedio es s˚ <
ts1, . . . , squ entonces hemos dado con un camino sobre la gráfica original G que no pasa por ningún
vértice de S : se recorre πi hasta ri, después, por el camino γ, se pasa de ri a s˚ y de s˚ a t j;
finalmente, se recorre π j desde t j hasta el vértice correspondiente en Vn. En el caso que el camino
γ principie en r˚ y finalice en t j se procede de manera análoga: se recorre π˚ hasta r˚, después,
por el camino γ, se pasa de r˚ a s˚ y de s˚ a t j; finalmente, se recorre π j desde t j hasta el vértice
correspondiente en Vn. Puesto que si < pi˚ para i , 1, el supuesto s˚ < ts1, . . . , squ indica que
en este caso el camino resultante sobre la gráfica original G también evita a S . En sendos casos, la
contradicción obtenida implica que la igualdad en (14) es cierta.

Estamos a punto de terminar la prueba de (13). Denotemos por d`pa,G˚q al número de vértices
v P VpG˚q tales que pa, vq P EpGq y por d´pa,G˚q al número de vértices v P VpG˚q tales que
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pv, aq P EpGq. Dado que pri, siq y psi, tiq son aristas en la gráfica G˚, la cual es una gráfica de
Plünnecke, se tiene que

d`pri,G˚q ě d`psi,G˚q

y

d´pti,G˚q ě d´psi,G˚q.

Además, puesto que el número de aristas que salen de V˚0 es igual al número de aristas que entran
a V˚1 y el número de aristas que salen de V˚1 es igual al número de aristas que entran en V˚2 se
desprende que

q
ÿ

i“1

d`pri,G˚q ě

q
ÿ

i“1

d`psi,G˚q

“

q
ÿ

i“1

d´pti,G˚q

ě

q
ÿ

i“1

d´psi,G˚q

“ d`pr˚,G˚q `
q
ÿ

i“1

d`pri,G˚q

ě 1`
q
ÿ

i“1

d`pri,G˚q,

lo cual es decididamente absurdo y (13) se sigue.

Mostraremos ahora que lo hecho previamente implica que |S | “ |V0|. En efecto, puesto que
|S | es igual al máximo número de caminos totalmente disjuntos por pares de V0 a Vn entonces
|S | ď |V0|. Luego, si V0 Ď S entonces |V0| ď |S | y por consiguiente, |S | “ |V0|. En otro caso,
V0zS es no vacı́o y al ser S un subconjunto de vértices que separa a V0 de Vn se sigue que cada
camino de G que inicie en V0zS debe terminar en Vn X S . Ası́

1 ď DnpGq ď
|imnpV0zS q|
|V0zS |

ď
|Vn X S |
|V0zS |

y

|S | “ |V0 X S | ` |Vn X S | ě |V0 X S | ` |V0zS | “ |V0|,

de donde se desprende nuevamente que |S | “ |V0|.

�
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Lema 2.6. Sea G “ pVpGq, EpGqq una gráfica de Plünnecke de nivel n ě 2. Si DnpGq ě 1
entonces DipGq ě 1 para cada i P t1, . . . , nu.

Prueba. Sea Z un subconjunto no vacı́o de V0 fijo (pero arbitrario). Puesto que DnpGq ě 1,
el lema 2.5 asegura la existencia de |V0| caminos disjuntos de V0 a Vn. Por consiguiente, hay |Z|
caminos disjuntos que emanan de |Z| y

|Z| ď |imipZq|.

A su vez esto implica que,

DipGq “ mı́n
ZĎA,Z,H

|imipZq|
|Z|

ě 1.

�

Prueba del teorema 2.3. Basta con demostrar que para n ě 2 fijo (pero arbitrario) y para cada
i P t1, . . . , nu, DipGq ě DnpGqi{n. En efecto: esta desigualdad implica en particular que Dn´1pGq ě
DnpGqpn´1q{n; luego, si n ´ 1 ě 2, la desigualdad puede aplicarse a la gráfica de Plünnecke de
nivel n ´ 1, G1, que se obtiene a partir de G al eliminar el conjunto de vértices Vn y las aristas
que llegan a un vértice de Vn, y obtendrı́amos que Dn´2pGq “ Dn´2pG1q ě Dn´1pG1q

pn´2q{pn´1q “

Dn´1pGqpn´2q{pn´1q. Si de G1 removemos el conjunto de vértices Vn´1 y las aristas que llegan a un
vértice de Vn´1 obtenemos una gráfica de Plünnecke de nivel n´2, G2, sobre la que se puede volver
a aplicar la desigualdad puesta a consideración en un principio (siempre que n´2 ě 2). Repitiendo
el proceso anterior, tantas veces como sea necesario, se llega en un momento a D2pGq ě D2{3

3 pGq y
D1pGq ě D1{2

2 pGq.

Dicho lo anterior, distinguimos entre cuatro posibles casos para el número DnpGq: DnpGq “ 1,
DnpGq “ 0, DnpGq P p0, 1q ó DnpGq ą 1.

Si DnpGq “ 1 entonces el lema 2.6 implica que DipGq ě 1 “ Di{n
n pGq. Si DnpGq “ 0, el

resultado es obvio.

Supongamos que 0 ă DnpGq ă 1. Si r P N y m “ 1` tpn!DnpGq´rq1{nu se sigue que

DnpGqrmn
ě n!.

Si denotamos con Gr al producto de r copias de la gráfica G e Im,n es la gráfica de adición introducida
al final del ejemplo 1, tenemos que Gr ˆ Im,n es una gráfica de Plünnecke de nivel n y por lo tanto

DnpGr
ˆ Im,nq “ DnpGqrDnpIm,nq ě

DnpGqrmn

n!
ě 1.
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El lema 2.6 nos garantiza entonces que

1 ď DipGr
ˆ Im,nq “ DipGqrmi

y por tanto

m´i{r
ď DipGq.

Como DnpGq P p0, 1q, se tiene que

pn!DnpGq´r
q

1{n
ď m ď 1` pn!DnpGq´r

q
1{n
ď 2pn!DnpGq´r

q
1{n

y por consiguiente,

DipGq ě m´i{r

ě p2pn!DnpGq´r
q

1{n
q
´i{r

“ p2pn!q1{nq´i{rDnpGqi{n.(15)

Puesto que la desigualdad en (15) vale para cada r ě 1 y

lı́m
rÑ8

p2pn!q1{nq´i{r
“ 1,

concluimos que DipGq ě DnpGqi{n para cada i P t1, . . . , nu.

Consideremos ahora el caso DnpGq ą 1. Sea r un entero positivo tal que

m :“ tDnpGqr{nu ą 1.

Se tiene entonces que

2 ď m ď DnpGqr{n ă m` 1 ă 2m

y

DnpGqrm´n
ě 1.

Sea I´1
m,n la gráfica inversa de Im,n. Sus razones de magnificación satisfacen las condiciones

DnpI´1
m,nq “ |nB|´1

“

ˆ

m` n´ 1
n´ 1

˙´1

ě m´n

y

DipI´1
m,nq ď

|pn´ iqB|
|nB|

ď
mn´i

mn{n!
“ n!m´i.

Como en el caso anterior, de

DnpGr
ˆ I´1

m,nq “ DnpGqrDnpI´1
m,nq ě DnpGqrm´n

ě 1
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y el lema 2.6 se obtiene que

1 ď DipGr
ˆ I´1

m,nq “ DipGqrn!m´i.

De esto se desprende que

DipGq ě pn!q´1{rmi{r

ą pn!q´1{r

ˆ

DnpGqr{n

2

˙i{r

“ p2in!q´1{rDnpGqi{n

Dado que la desigualdad resultante vale para cada r suficientemente grande, se concluye que
DipGq ě DnpGqi{n para cada i P t1, . . . , nu.

�

§3. La desigualdad de Ruzsa-Plünnecke. Una consecuencia notable de la desigualdad de
Plünnecke es el siguiente hecho:

Sea A un subconjunto no vacı́o de un grupo abeliano. Supongamos que |A `A| ď C|A|. Se
tiene entonces que | jA´ `A| ď C j``|A| para cada p j, `q P Nˆ N.

Su demostración es sencilla. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ` ě j. Luego, si
hacemos i “ 1, k “ j y A “ B “ A y apelamos al corolario 2.4, se obtiene A1 Ď A tal que

|A1 ` jA| ď
ˆ

|A`A|

|A|

˙ j

|A1| ď C j
|A1|.(16)

Si volvemos a aplicar el corolario 2.4, pero ahora con las asignaciones i “ j, k “ `, A “ A1 y
B “ A y atendiendo a lo que aparece en (16), se obtiene A2 Ď A1 tal que

|A2 ` `A| ď

ˆ

|A1 ` jA|
|A1|

˙
`
j

|A2| ď C`
|A2|.(17)

De (16), (17) y la desigualdad triangular de Ruzsa se concluye entonces que

|A2|| jA´ `A| ď |A2 ` jA||A2 ` `A|

ď |A1 ` jA||A2 ` `A|

ď C j``
|A1||A2|

ď C j``
|A||A2|.

Cabe mencionar que en 2011 Giorgis Petridis dio con una manera de obtener el resultado anterior
sin apelar a la desigualdad de Plünnecke (para más detalles sobre este asunto, consúltese la entrada
de tı́tulo A new way of proving sumset estimates en la bitácora en internet de Tim Gowers).
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La siguiente versión del corolario 2.4 fue demostrada por Ruzsa en [27]. La presentamos ahora
pues la utilizaremos ampliamente en lo sucesivo.

Lema 2.7. Sean X, B1, . . . , Bk subconjuntos finitos y no vacı́os de un grupo abeliano. Supong-
amos que |X| “ n y que para i P t1, . . . , ku, |X ` Bi| “ αin. Existe entonces X1 Ď X tal que

|X1 ` B1 ` . . .` Bk| ! α1 ¨ ¨ ¨αk|X1|.

donde la constante implicada depende de k.

Prueba. Sea R un grupo abeliano que contiene a los conjuntos X, B1, . . . , Bk. Elı́jase

M ą 10kp|X ` B1| ` . . .` |X ` Bk|q

y para j P t1, . . . , ku, defı́nase

n j :“
Z

M
|X ` B j|

^

.

Supongamos que para 1 ď i ď k y 1 ď j ď ni, los enteros mi j son distintos por pares de tal manera
que las sumas

m1 j1 ` m2 j2 ` . . .` mk jk

son también distintas por pares. Definamos a continuación los conjuntos

Bi j :“ Bi ˆ tmi ju, 1 ď i ď k, 1 ď j ď ni.

Claramente, los conjuntos ası́ definidos son disjuntos por pares. Luego, si

Y :“ B11 Y . . . B1n1 Y B21 Y . . .Y B2n2 Y . . .Y Bk1 Y . . .Y Bknk ,

al aplicar el corolario 2.4, con i “ 1, a los conjuntos X ˆ t0u y Y , obtenemos un subconjunto
X1 ˆ t0u de X ˆ t0u tal que

|X1 ˆ t0u ` kY| ď
|X ˆ t0u ` Y|k

|X|k
|X1|.(18)

Por otro lado, de la elección de los enteros mi j se sigue que a distintos vectores p j1, . . . , jkq corres-
ponden distintos conjuntos

X1 ˆ t0u ` B1 j1 ` . . .` Bk jk .

El número de conjuntos de esta forma es entonces

n1 ¨ ¨ ¨ nk ě
Mk

2k|X ` B1| . . . |X ` Bk|
.
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Por otro lado, como |X1ˆt0u`B1 j1`. . .`Bk jk | “ |X1`B1`. . .`Bk| y cada X1ˆt0u`B1 j1`. . .`Bk jk

está contenido en X1 ˆ t0u ` kY ,

Mk

2k|X ` B1| ¨ ¨ ¨ |X ` Bk|
|X1 ` B1 ` . . .` Bk| ď |X1 ˆ t0u ` kY|.(19)

Ası́, de (18) y (19) y |X ˆ t0u ` Y| ď n1|X ` B1| ` . . .` nk|X ` Bk| ď kM se desprende que

Mk

2k|X ` B1| ¨ ¨ ¨ |X ` Bk|
|X1 ` B1 ` . . .` Bk| ď

ˆ

kM
|X|

˙k

|X1|.

Ergo,

|X1 ` B1 ` . . .` Bk| ď p2kqkα1 ¨ ¨ ¨αk|X1|

y la prueba culmina.

�

Corolario 2.8. Sean X, B1, . . . , Bk subconjuntos no vacı́os y finitos de un grupo abeliano. Se
tiene entonces que

|B1 ` . . .` Bk| !
|X ` B1| ¨ ¨ ¨ |X ` BK|

|X|k´1 .

Prueba. Por el lema recién demostrado, existe X1 Ď X tal que

|X1 ` B1 ` . . .` Bk| !
|X ` B1| ¨ ¨ ¨ |X ` Bk|

|X|k
|X1|

“
|X ` B1| ¨ ¨ ¨ |X ` Bk|

|X|k´1 ¨
|X1|

|X|

ď
|X ` B1| ¨ ¨ ¨ |X ` Bk|

|X|k´1 .

El resultado se sigue ahora al notar que |B1 ` . . .` Bk| ď |X1 ` B1 ` . . .` Bk|.

�

§4. Estimaciones del tipo Balog-Szemerédi-Gowers. Sean pG,`q un grupo, A y B subcon-
juntos finitos de G y E un subconjunto de Aˆ B. Definamos

A`
E

B :“ ta` b : pa, bq P Eu y A´
E

B :“ ta´ b : pa, bq P Eu.

La idea básica detrás de las estimaciones del tipo Balog-Szemerédi-Gowers es la siguiente: si A
y B tienen cardinales comparables, E es un subconjunto grande de A ˆ B mientras que A `

E
B es

pequeño, entonces existen subconjuntos grandes A1 Ď A y B1 Ď B tales que A1 ` B1 es pequeño.
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En la literatura pueden encontrarse varias estimaciones del tipo Balog-Szemerédi-Gowers. Una
de las versiones particularmente convenientes para la estimación de sumas trigonométricas es la
propuesta por Bourgain y Garaev en [4]:

Proposición 2.9. Sean A y B subconjuntos finitos de un grupo abeliano (escrito aditivamente).
Supongamos que E Ď A ˆ B es tal que |E| ě |A||B|{K. Existe entonces A1 Ď A tal que |A1| ě
0.1|A|{K y

|A`
E

B|4 ě
|A1 ´ A1||A||B|2

104K5 y |A´
E

B|4 ě
|A1 ´ A1||A||B|2

104K5 .

Dado a P A, denotemos con Npaq al conjunto de los b P B tales que pa, bq P E. Análogamente,
dado b P B, denotemos con N1pbq al conjunto de los a P A tales que pa, bq P E. En particular, si
b P Npaq entonces a` b P A`

E
B y a´ b P A´

E
B. Para lo que sigue será de ayuda tener en mente

que

i) a P N1pbq si y sólo si b P Npaq.
ii) Npa1q X Npa2q “ tb P B : a1 P N1pbq, a2 P N1pbqu.

iii)
ř

aPA |Npaq| “
ř

bPB |N1pbq| “ |E|.

La prueba de la proposición 2.9 se basa en el siguiente

Lema 2.10. Supongamos que para K ě 1, existe E Ď Aˆ B tal que |E| ě |A||B|{K. Entonces,
para cada ε P p0, 1q, existe A1 Ď A de cardinalidad mayor o igual a |A|{

?
2K tal que la estimación

|Npa11q X Npa12q| ě
ε

2K2 |B|

se cumple para al menos p1´ εq|A1|2 elementos de A1 ˆ A1.

Prueba. Hagamos

Ω :“
!

pa1, a2q P Aˆ A : |Npa1q X Npa2q| ă
ε

2K2 |B|
)

.

Puesto que
ÿ

bPB

ÿ

pa1,a2qPΩ

a1,a2PN1pbq

1 “
ÿ

bPB

ÿ

pa1,a2qPΩ

bPNpa1qXNpa2q

1

“
ÿ

pa1,a2qPΩ

ÿ

bPB
bPNpa1qXNpa2q

1

“
ÿ

pa1,a2qPΩ

|Npa1q X Npa2q|,
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la desigualdad de Cauchy-Schwarz indica que

ÿ

bPB

¨

˚

˚

˝

|N1pbq|2 ´
1
ε

ÿ

pa1,a2qPΩ

a1,a2PN1pbq

1

˛

‹

‹

‚

ě
1
|B|

˜

ÿ

bPB

|N1pbq|

¸2

´
1
ε

ÿ

pa1,a2qPΩ

|Npa1q X Npa2q|

ě
|A|2|B|

K2 ´
|Ω||B|
2K2

ě
|A|2|B|

2K2 .

Luego, si

|N1pbq|2 ´
1
ε

ÿ

pa1,a2qPΩ

a1,a2PN1pbq

1

alcanza su valor máximo en b “ b0 entonces
¨

˚

˚

˝

|N1pb0q|
2
´

1
ε

ÿ

pa1,a2qPΩ

a1,a2PN1pb0q

1

˛

‹

‹

‚

ě
|A|2

2K2 .

Para obtener el resultado en cuestión basta con hacer A1 “ N1pb0q. De la última desigualdad se
sigue de inmediato que |A1| ě |A|{

?
2K. Para probar la otra parte, notamos que de

|A1|2 ě
|A|2

2K2 `
1
ε

ÿ

pa1,a2qPΩ

a1,a2PA1

1

ě
1
ε

ÿ

pa11,a
1
2qPA1ˆA1

|Npa11qXNpa12q|ă
ε

2K2 |B|

1

se desprende que la estimación

|Npa11q X Npa12q| ě
ε

2K2 |B|

tiene que cumplirse para al menos

p1´ εq|A1|2
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elementos de A1 ˆ A1 pues, en caso contrario, serı́a

|A1|2 “
ÿ

pa11,a
1
2qPA1ˆA1

|Npa11qXNpa12q|ă
ε

2K2 |B|

1`
ÿ

pa11,a
1
2qPA1ˆA1

|Npa11qXNpa12q|ě
ε

2K2 |B|

1

ă ε|A1|2 ` p1´ εq|A1|2

“ |A1|2.

�

Prueba de la proposición 2.9. Diremos que un par pa1, a2q P Aˆ A es bueno si

|Npa1q X Npa2q| ě 0.05
|B|
K2 .

Tomemos ε “ 0.1. De acuerdo con el lema 2.10, existe A1 Ď A cuya cardinalidad es mayor o igual
a |A|{

?
2K y tal que A1 ˆ A1 contiene al menos 0.9|A1|2 pares buenos. Ahora bien, para un a11 P A1,

denotemos con Ia11
al conjunto de elementos a12 P A1 tales que pa11, a

1
2q es un par bueno. Se cumple

entonces que
ÿ

a1PA1
|Ia1 | ě 0.9|A1|2.

Sea A2 el conjunto de los a2 P A1 tales que

|Ia2 | ą 0.7|A1|.

Ası́, puesto que

0.9|A1|2 ď
ÿ

a1PA1
|Ia1 | “

ÿ

aPA2
|Ia| `

ÿ

aPA1´A2
|Ia| ď |A2||A1| ` 0.7|A1|2

se colige que |A2| ě 0.2|A1| ě 0.1|A|{K. Es suficiente con mostrar ahora que

|A`
E

B|4 ě
|A2 ´ A2||A||B|2

104K5 y |A´
E

B|4 ě
|A2 ´ A2||A||B|2

104K5 .

Puesto que para cada par pa21, a
2
2q P A2 ˆ A2, los conjuntos Ia21

y Ia22
son subconjuntos de A1 con

cardinalidad mayor que 0.7|A1|, el principio de inclusión-exclusión garantiza que

|Ia21
X Ia22

| ě 0.4|A1| ě 0.1
|A|
K
.

Se tiene también que si a P Ia21
X Ia22

, entonces tanto pa, a21q como pa, a22q son buenos. Por lo tanto,

|Npaq X Npa21q| ě 0.05
|B|
K2 , |Npaq X Npa22q| ě 0.05

|B|
K2 .

Ası́, puesto que la identidad

a21 ´ a22 “ pa
2
1 ` b1q ´ pa` b1q ` pa` b2q ´ pa22 ` b2q(20)
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vale para cada

a P Ia21
X Ia22

, b1 P Npaq X Npa21q, b2 P Npaq X Npa22q.

se sigue que cada elemento de A2 ´ A2 tiene al menos

|A|
10K

¨
5|B|
p10Kq2

¨
5|B|
p10Kq2

representaciones diferentes de la forma d1 ´ d2 ` d3 ´ d4, donde di P A `
E

B. Como el número de

vectores del tipo pd1, d2, d3, d4q no puede ser mayor que |A`
E

B|4, se concluye que

|A`
E

B|4 ě
|A2 ´ A2||A||B|2

104K5 .

La estimación

|A´
E

B|4 ě
|A2 ´ A2||A||B|2

104K5 .

se obtiene procediendo de manera análoga pero partiendo en cambio de la identidad

a21 ´ a22 “ pa
2
1 ´ b1q ´ pa´ b1q ` pa´ b2q ´ pa22 ´ b2q.

�

§5. Energı́as aditiva y multiplicativa. Si pG,`q es un grupo y X y Y son subconjuntos de G,
la energı́a aditiva de los conjuntos X y Y se define como

E`pX,Yq :“ |tpx1, x2, y1, y2q P X2
ˆ Y2 : x1 ` y1 “ x2 ` y2u|.

Si pG, ¨q es un grupo y X y Y son subconjuntos de G, la energı́a multiplicativa de X y Y se define
de manera similar

EˆpX,Yq “ |tpx1, x2, y1, y2q P X2
ˆ Y2 : x1 ¨ y1 “ x2 ¨ y2u|.

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz puede deducirse que

|X ` Y| ě
|X|2|Y2|

E`pX,Yq
y |XY| ě

|X|2|Y|2

EˆpX,Yq
.

En efecto, si denotamos con Ipλq al número de soluciones de la ecuación

x` y “ λ, x P X, y P Y

entonces de

tpx1, x2, y1, y2q P X2
ˆ Y2 : x1 ` y1 “ x2 ` y2u “

ğ

λPX`Y

tpx, u, y, vq P X2
ˆ Y2 : x` y “ λ “ u` vu
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se desprende que

E`pX,Yq “
ÿ

λPX`Y

I2
pλq

ě
1

|X ` Y|

˜

ÿ

λPX`Y

Ipλq

¸2

“
|X|2|Y|2

|X ` Y|
.

La estimación inferior para |XY| se obtiene procediendo de modo análogo.

Lema 2.11. Sean X,Y subconjuntos de Fp. Existe entonces z P Fp tal que

|X ` zY| ě
1
2

mı́nt|X||Y|, pu.

Prueba. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que |Y| ě 2. Sea I el número de soluciones
de la ecuación

x1 ` zy1 “ x2 ` zy2, x1, x2 P X, y1, y2 P Y, z P Fp.

Si y1 “ y2 entonces x1 “ x2. En este caso obtenemos a lo más p|X||Y| soluciones. Si y1 , y2 en-
tonces cada vector px1, x2, y1, y2q determina de manera única al correspondiente z. Por consiguiente,

I ď p|X||Y| ` |X|2|Y|2.

En consecuencia, existe z P Fp tal que el número de soluciones a la ecuación

x1 ` zy1 “ x2 ` zy2, x1, x2 P X, y1, y2 P Y,

es menor o igual a |X||Y| ` |X|2|Y|2 p´1.

Si z “ 0 entonces esta última ecuación tiene |X||Y|2 soluciones. Como |Y| ě 2, se sigue que
|X| ě p{2 y el aserto se tendrı́a. En otro caso, el resultado es consecuencia del hecho que

E`pX, zYq ď |X||Y| `
|X|2|Y|2

p

y de la desigualdad E`pX, zYq ě |X|2|Y|2{|X ` zY|.

�

El resultado que sigue es consecuencia del artı́culo [17] de Glibichuk y Konyagin.

Lema 2.12. Sea A1 Ď Fp. Existen b1, b2, b3, b4 P A1 tales que

|pb1 ´ b2qA1 ` pb3 ´ b4qA1 ` pb3 ´ b4qA1| " |A1|
2
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ó

|pb1 ´ b2qA1 ` pb3 ´ b4qA1| " p.

Prueba. Podemos suponer que |A1| ą 1. Sea

A1 ´ A1

A1 ´ A1
:“

"

a1 ´ a2

a3 ´ a4
: a1, a2, a3, a4 P A1, a3 , a4

*

.

Si
A1 ´ A1

A1 ´ A1
` 1 *

A1 ´ A1

A1 ´ A1

entonces existen b1, b2, b3, b4 P A1, con b3 , b4, tales que

b1 ´ b2

b3 ´ b4
` 1 <

A1 ´ A1

A1 ´ A1
.

En consecuencia, la aplicación f : A1 ˆ A1 Ñ Fp definida como

f pu, vq “
ˆ

b1 ´ b2

b3 ´ b4
` 1

˙

u` v

es inyectiva y por ende
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

b1 ´ b2

b3 ´ b4
` 1

˙

A1 ` A1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |A1|
2.

Si, por el contrario,
A1 ´ A1

A1 ´ A1
` 1 Ď

A1 ´ A1

A1 ´ A1

entonces es evidente que
A1 ´ A1

A1 ´ A1
“ Fp.

El lema 2.11 asegura entonces la existencia de

z P
A1 ´ A1

A1 ´ A1

tal que

|A1 ` zA1| ě
1
2

mı́ntp, |A1|
2
u.

Ası́, para algún pb1, b2, b3, b4q P A4
1 se tiene que

|pb1 ´ b2qA1 ` pb3 ´ b4qA1| ě
1
2

mı́ntp, |A1|
2
u.

De esto último se sigue que

|pb1 ´ b2qA1 ` pb3 ´ b4qA1| ě
p
2



2. ELEMENTOS DE COMBINATORIA ADITIVA 34

ó

|pb1 ´ b2qA1 ` pb3 ´ b4qA1| ě
1
2
|A1|

2

y la prueba termina.

�

La conclusión del lema anterior pudo haberse formulado de una manera diferente; no obstante,
la formulación hecha será particularmente conveniente para la aplicación que se le tiene contem-
plada.



Capı́tulo 3

Estimaciones de suma-producto en Fp

Como se ha mencionado en la introducción, el problema de suma-producto en Fp fue resuelto
en trabajos de Bourgain, Katz y Tao y Bourgain, Glibichuk y Konyagin. Ellos probaron el siguiente
teorema, al que se le conoce hoy en dı́a como la estimación de suma-producto en campos de orden
primo.

Teorema 3.1. Para cualquier ε ą 0 existe δ “ δpεq ą 0 tal que si A Ď Fp y |A| ă p1´ε ,
entonces

máxt|A` A|, |AA|u ě |A|1`δ.

En las hipótesis del teorema el requerimiento que |A| sea menor que p1´ε es esencial pues si |A| es
cercano a p entonces tanto |A` A| como |AA| tienen orden cercano a |A|.

En la prueba del teorema 3.1 utilizaremos algunos de los principales resultados del capı́tulo
anterior. Sin embargo, antes de abordarla presentaremos una estimación de suma-producto debida
a Garaev que implica al teorema 3.1 cuando |A| ą p1{2`ε .

Proposición 3.2. Para cualquier subconjunto no vacı́o A de Fp se tiene que

máxt|A` A|, |AA|u ą c mı́n
"

|A|2

p1{2
, p1{2

|A|1{2
*

donde c es una constante absoluta positiva.

Prueba. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 0 < A. Consideremos entonces la
ecuación

xa´1
1 ` a2 “ y, px, a1, a2, yq P pAAq ˆ Aˆ Aˆ pA` Aq.(21)

Para cada pa1, a2, a3q P Aˆ Aˆ A, la tupla

pa1a3, a1, a2, a3 ` a2q P pAAq ˆ Aˆ Aˆ pA` Aq

es solución de (21). Además, puesto que a tercias diferentes pa1, a2, a3q corresponden soluciones
diferentes pa1a3, a1, a2, a3 ` a2q, el número J de soluciones a la ecuación (21) es mayor o igual a

35



3. ESTIMACIONES DE SUMA-PRODUCTO EN Fp 36

|A|3. Por otra parte, si expresamos a J por medio del procedimiento usual obtenemos que

|A|3 ď J “
1
p

p´1
ÿ

n“0

ÿ

xPAA

ÿ

a1PA

ÿ

a2PA

ÿ

yPA`A

e2πi
npxa´1

1 `a2´yq
p

ď
|AA||A|2|A` A|

p

`
1
p

p´1
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

xPAA

ÿ

a1PA

e2πi
nxa´1

1
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

a2PA

ÿ

yPA`A

e2πi npa2´yq
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Por otra parte, para n P t1, . . . , p´ 1u se cumple que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

xPAA

ÿ

a1PA

e2πi
nxa´1

1
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď |AA|
ÿ

xPAA

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

a1PA

e2πi
nxa´1

1
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď |AA|
ÿ

a1PA

ÿ

a2PA

p´1
ÿ

x“0

e2πi
nxpa´1

1 ´a´1
2 q

p

“ p|A||AA|.

Por consiguiente

|A|3 ď
|AA||A|2|A` A|

p
`

a

p|AA||A|
p

p´1
ÿ

n“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

a2PA

e2πi na2
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPA`A

e2πi ny
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
|AA||A|2|A` A|

p
`

b

p|AA||A|
b

|A||A` A|.

El resultado se obtiene al notar que las desigualdades de arriba implican que si M :“ máxt|A `
A|, |AA|u entonces

|A|2 ď
M2|A|

p
`
?

pM.

�

Notemos que en el caso |A| ą p2{3, la proposición 3.2 implica la estimación máxt|A`A|, |AA|u "
p1{2|A|1{2. Por otro lado, un ejemplo de Chang-Garaev indica que para cualquier entero N P r1, ps
existe un subconjunto A Ď Fp de cardinalidad |A| “ N tal que

máxt|A` A|, |AA|u ! p1{2
|A|1{2.

En otras palabras, la proposición 3.2 implica una estimación óptima (en la formulación gener-
al) para subconjuntos de cardinalidad grande. Posteriormente Solymosi [29, 30] encontró una de-
mostración de la proposición 3.2 utilizando métodos de la teorı́a espectral de gráficas.
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Prueba de la proposición 3.1. En vista de la proposición 3.2, es suficiente con ocuparnos del
caso en que |A| ă p1{2. Además, podemos dar por hecho que |A|2 ě 10|AA| log |A| y que 0 < A.
Notemos que

EˆpA, Aq “
ÿ

aPA

ÿ

bPA

|aAX bA|

y que existe b0 P A tal que
ÿ

aPA

|aAX b0A| ě
EˆpA, Aq
|A|

.

Al distribuir las cantidades |aA X b0A| en los intervalos r2 j´1, 2 jq, aseguramos la existencia de un
número N ě 1 y un subconjunto A1 Ď A tal que

N ď |aAX b0A| ă 2N(22)

vale para cada a P A1 y

N|A1| ě
EˆpA, Aq

5|A| log |A|
.(23)

En vista que N ď |A| y |A1| ď |A|, la desigualdad en (23) implica que

N ě
EˆpA, Aq

5|A|2 log |A|
,(24)

|A1| ě
EˆpA, Aq

5|A|2 log |A|
.(25)

Puesto que EˆpA, Aq ě |A|4|AA|´1 se tiene que |A1| ą 1. De la desigualdad triangular de Ruzsa y
la primera desigualdad en (22) se colige que

|aA˘ b0A| ď
|aA` paAX b0Aq||paAX b0Aq ` b0A|

|aAX b0A|

ď
|A` A|2

N
.(26)

Como A1 Ď A, el lema 2.12 asegura la existencia de b1, b2, b3, b4 P A1 tales que

|pb1 ´ b2qA` pb3 ´ b4qA` pb3 ´ b4qA| " |A1|
2.

Al aplicar el corolario 2.8 con k “ 3 y

X “ B1 “ B2 “ pb3 ´ b4qA, B3 “ pb1 ´ b2qA

obtenemos

|A1|
2
!
|A` A|2|pb1 ´ b2qA` pb3 ´ b4qA|

|A|2
.(27)
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Si aplicamos nuevamente el corolario 2.8 pero ahora con k “ 4 y

X “ b0A, B1 “ b3A, B2 “ ´b4A, B3 “ b1A, B4 “ ´b2A,

llegamos a que

|pb1 ´ b2qA` pb3 ´ b4qA| !
|b0A` b3A||b0A´ b4A||b0A` b1A||b0A´ b2A|

|A|3
.

Aplicando la desigualdad en (26) a la expresión en el lado derecho de desigualdad previa y tomando
en cuenta (27), obtenemos

|A` A|10
" |A1|

2
|A|5N4.

De (23), (24) y (25) se sigue entonces que

|A` A|10
"

EˆpA, Aq4

|A|
plog |A|q´4.

Puesto que EˆpA, Aq ě |A|4|AA|´1, concluimos que

|A` A|10
|AA|4 " |A|15

plog |A|q´4.

�

§2. Una estimación de suma-producto para conjuntos diferentes. El siguiente resultado es
una versión explı́cita de Garaev a una estimación de suma-producto de Bourgain para conjuntos
diferentes. Este resultado jugará un papel clave en el capı́tulo siguiente al momento de efectuar
estimaciones de sumas trigonométricas.

Teorema 3.3. Sean A, B Ď F˚p y L :“ mı́nt|B|, p|A|´1u. Se tiene entonces que

|A´ A|2
|A|2|B|2

EˆpA, Bq
" |A|3L1{9

plog Lq´1.

Antes de establecer el resultado, probaremos un par de lemas.

Lema 3.4. Sean X e Y subconjuntos de F˚p cardinal mayor o igual a 2. Supongamos que existe
z0 P F

˚
p y K P p0,8q tal que

|yX ` z0X| ď K|X|

vale para cada y P Y . Afirmamos entonces que existen px1, x2q P X2 y py1, y2q P Y2 tales que

|px1 ´ x2qY ` py1 ´ y2qX ` py1 ´ y2qX| ě
|X||Y|

4K
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ó

|px1 ´ x2qY ` py1 ´ y2qX| ě
p
2
.

Prueba. Podemos suponer que |X| ě 2K y |Y| ě 2K pues, en otro caso, el resultado se obtiene
fácilmente (por ejemplo, |X| ă 2K implica que |X||Y|

4K ă
|Y|
2 ď |px1´ x2qY`py1´y2qX`py1´y2qX|

siempre que x1 y x2 son elementos distintos de X y y1 y y2 son elementos distintos de Y). Luego, en
vista de la condición |yX ` z0X| ď K|X| podemos afirmar que

|tpz0x, z0x1, yx2, yx3q P pz0Xq2 ˆ pyXq2 : z0x` yx2 “ z0x1 ` yx3u|

es mayor o igual a

|z0X|2|yX|2

|yX ` z0X|
ě
|X|3

K

para cada y P Y . En consecuencia, el número de soluciones de la ecuación

z0x` yx2 “ z0x1 ` yx3 con px, x1, x2, x3, yq P X4
ˆ Y

es, por muy poco, |X|3|Y|{K. La restricción adicional x2 “ x3 implicarı́a x “ x1 y, por tanto, no
más de |X|2|Y| ď |X|3|Y|{p2Kq soluciones. Luego, si para px1, x2, x3q P X3 con x2 , x3 denotamos
con S px, x1, x2, x3, yq al número de soluciones de z0x` yx2 “ z0x1 ` yx3 tenemos que

|X|3|Y|
K

ď
ÿ

px,x1,x2,x3,yqPX4ˆY
z0 x`yx2“z0 x1`yx3

1

“
ÿ

px,x1,x2,x3,yqPX4ˆY
x2“x3

z0 x`yx2“z0 x1`yx3

1`
ÿ

px,x1,x2,x3,yqPX4ˆY
x2,x3

z0 x`yx2“z0 x1`yx3

1

y por consiguiente

ÿ

px,x1,x2,x3,yqPX4ˆY
x2,x3

z0 x`yx2“z0 x1`yx3

1 ě
|X|3|Y|

K
´

ÿ

px,x1,x2,x3,yqPX4ˆY
x2“x3

z0 x`yx2“z0 x1`yx3

1

ě
|X|3|Y|

K
´
|X|3|Y|

2K

“
|X|3|Y|

2K
o equivalentemente,

ÿ

px1,x2,x3qPX3

S px, x1, x2, x3, yq ě
|X|3|Y|

2K
.
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De la desigualdad anterior se concluye la existencia de px0, x10, x
2
0q P X3 con x10 , x20 tal que

|z0pX ´ x0q X px20 ´ x10qY| ě
|Y|
2K

.

Luego, si Y1 :“ z0
x20´x10

pX ´ x0q X Y entonces

Y1 Ď Y,
x20 ´ x10

z0
Y1 Ď X ´ x0, |Y1| ě

|Y|
2K

ě 1.

Surgen entonces dos posibilidades. Si

X ´ X
Y1 ´ Y1

, Fp

entonces existe px1, x2, y1, y2q P X2 ˆ Y2
1 tal que

x1 ´ x2

y1 ´ y2
`

x20 ´ x10
z0

<
X ´ X

Y1 ´ Y1
.

De esto se desprende a su vez que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

x1 ´ x2

y1 ´ y2
`

x20 ´ x10
z0

˙

Y1 ` X
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |X||Y1| ě
|X||Y|

2K
.

Puesto que

x20 ´ x10
z0

Y1 Ď X ´ x0,

la prueba termina en este caso. Finalmente, si

X ´ X
Y1 ´ Y1

“ Fp

el lema 2.11 nos permite afirmar la existencia de px1, x2, y1, y2q P X2 ˆ Y2
1 tal que

|px1 ´ x2qY1 ` py1 ´ y2qX| ě
1
2

mı́nt|X||Y1|, pu ě
1
2

mı́n
"

|X||Y|
2K

, p
*

con lo cual la prueba culmina.

�

Lema 3.5. Sean A, B,C Ď F˚p. Se cumple entonces que

|A`C|
|A|2|B|2

EˆpA, Bq
" mı́n

"

p|A|,
|A|2|B||C|

p

*

.

En particular, si |A|plog |B|q1000 ě p entonces

|A´ A|
|A|2|B|2

EˆpA, Bq
" p|A|.
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Prueba. Sea J el número de soluciones a la ecuación

abb´1
1 ` c “ x(28)

donde pa, b, b1, c, xq P A ˆ B ˆ B ˆ C ˆ pA ` Cq. Claramente, para cada vector pa, a1, b, b1, cq P
A2 ˆ B2 ˆC con ab “ a1b1, el vector

pa, b, b1, c, a1 ` cq P Aˆ Bˆ BˆC ˆ pA`Cq

es solución de la ecuación (28). Además, puesto que a vectores pa, a1, b, b1, cq P A2 ˆ B2 ˆ C
distintos tales que ab “ a1b1, corresponden vectores distintos pa, b, b1, c, a1 ` cq, el número de
soluciones J satisface que

J ě |C|EˆpA, Bq.(29)

Expresando a J en términos de sumas trigonométricas y siguiendo nuevamente el procedimiento
usual obtenemos que

J ď
|A||B|2|C||A`C|

p
`

b

|C||A`C| máx
pp,nq“1

Wpnq

donde

Wpnq :“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

b1PB

ÿ

aPA

ÿ

bPB

e
2πipnabb´1

1 q

p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Al aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz a la suma sobre b1 se tiene que

W2
pnq ď |B|

p´1
ÿ

t“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

aPA

ÿ

bPB

e
2πipnabtq

p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“ p|B|EˆpA, Bq.

De esto y lo hecho previamente se desprende que

J ď
|A||B|2|C||A`C|

p
`

b

|C||A`C|
b

p|B|EˆpA, Bq.

El aserto en cuestión se sigue inmediatamente de la desigualdad anterior y la estimación en (29).
En efecto, si

M :“ máx
"

|A||B|2|C||A`C|
p

,
b

|C||A`C|
b

p|B|EˆpA, Bq
*

entonces

M " |C|EˆpA, Bq.

Esto implica en particular que

|A`C|
|A|2|B|2

EˆpA, Bq
" p|A|
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ó

|A`C|
|A|2|B|2

EˆpA, Bq
"
|A|2|B||C|

p
.

En cualquier caso,

|A`C|
|A|2|B|2

EˆpA, Bq
" mı́n

"

p|A|,
|A|2|B||C|

p

*

lo cual deseabamos demostrar.

�

Prueba del teorema 3.3. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que tanto |A| como |B|
son mayores que 10. Si |A|plog |B|q200 ě p, del lema 3.5 se desprende que

|A´ A|2
|A|2|B|2

EˆpA, Bq
" p|A|2

y el resultado se tiene en este caso. Supongamos entonces que p{|A| ą plog |B|q200. Si ∆ es tal que

|A|2|B|2

EˆpA, Bq
“ |A|∆

entonces
ÿ

bPB

ÿ

b1B

|bAX b1A| “ EˆpA, Bq “
|A||B|2

∆
.

De esto se asegura la existencia de b0 P B tal que
ÿ

bPB

|bAX b0A| ě
|A||B|

∆
.(30)

Sea

B1 :“
"

b P B : |bAX b0A| ą
|A|
2∆

*

.(31)

Puesto que
ÿ

bPB1

|bAX b0A| “
ÿ

bPB

|bAX b0A| ´
ÿ

bPBzB1

|bAX b0A| ě
|A||B|

2∆
,(32)

se obtiene que 2|B1|∆ ě |B|. Podemos presuponer entonces que |B1| ą 10 pues, en caso contrario,
se tendrı́a que ∆ " |B| y la prueba terminarı́a. En efecto, pues si L “ |B| entonces de log |B| ą
log 10 se desprende que 1{ log 10 ą 1{ log |B| y por consiguiente,

L "
L1{9

log 10
ą

L1{9

log L
.
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En el otro caso, L “ p{|A| ą plog |B|q200 ą plog 10q200 y por tanto,

L1{9

200 log log 10
ą

L1{9

log L
.

Ası́,

|B| ě
p
|A|

ě

ˆ

p
|A|

˙1{9

"
L1{9

log L
.

Por otro lado, en la luz de la desigualdad triangular de Ruzsa podemos afirmar que

|bA˘ b0A| ď
|bA´ pbAX b0Aq||pbAX b0Aq ´ b0A|

|bAX b0A|
ď

|A´ A|2

|bAX b0A|
.

De esto y la definición (31) se deduce que para cada b P B1

|bA˘ b0A| ď
2|A´ A|2∆

|A|
.(33)

Para a P A denotemos con B1paq al subconjunto de B1 tal que aB1paq “ aB1 X b0A. De (32) se
obtiene entonces que

ÿ

aPA

|B1paq| “
ÿ

aPA

|aB1 X b0A| “
ÿ

bPB1

|bAX b0A| ě
|A||B|

2∆
.

Al distribuir los números |B1paq| en los intervalos binarios r2 j´1, 2 jq, colegimos que para algún
A0 Ď A y algún N ě 1 se cumple que

N|A0| ě
|A||B|

8∆ log |B|
(34)

y

N ď |B1paq| ď 2N para cada a P A0.(35)

De esto se sigue, en particular, que

N ě
|B|

8∆ log |B|
.
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Por otra parte, de
ÿ

pa,a1qPA2
0

|B1paq X B1pa1q| “
ÿ

pa,a1qPA2
0

ÿ

λ
λPB1paq
λPB1pa1q

1

“
ÿ

λPB1

¨

˚

˚

˝

ÿ

aPA0
λPB1paq

1

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

ÿ

a1PA0
λPB1pa1q

1

˛

‹

‹

‚

“
ÿ

λPB1

¨

˚

˚

˝

ÿ

aPA0
λPB1paq

1

˛

‹

‹

‚

2

,

la desigualdad de Cauchy-Schwarz y
ÿ

λPB1

ÿ

aPA0
λPB1paq

1 “
ÿ

aPA0

|B1paq| ě N|A0|

se deduce que
ÿ

pa,a1qPA2
0

|B1paq X B1pa1q| ě
N2|A0|

2

|B1|
.

Nuevamente, al distribuir los números |B1paq X B1pa1q| en los intervalos binarios se obtienen G Ď

A0 ˆ A0 y M P r1,8q tales que

M|G| ě
N2|A0|

2

10|B1| log |B|
.

Se tiene además que para todo pa, a1q P G,

M ď |B1paq X B1pa1q| ď 2M.

En particular, dado que |G| ď |A0|
2, se cumple que

M ě
N2

10|B1| log |B|
.(36)

Ahora bien, si a P A0 denotemos con Gpaq al conjunto de a1 P A0 tales que pa, a1q P G. Además, si

A1 :“
"

a P A0 : |Gpaq| ą
N2|A0|

20M|B1| log |B|

*

,

al tenerse que
ÿ

aPA0

|Gpaq| “ |G| ě
N2|A0|

2

10M|B1| log |B|
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se sigue que

|A1||A0| ě
ÿ

aPA1

|Gpaq| “
ÿ

aPA0

|Gpaq| ´
ÿ

aPA0zA1

|Gpaq| ě
N2|A0|

2

20M|B1| log |B|

y por consiguiente

M|A1| ě
N2|A0|

20|B1| log |B|
.(37)

Si |A|5M2 ď 10N|A||A´ A|4, entonces de las desigualdades (36) y (33) se desprende que

|A|4|B|3 ! |A´ A|4∆4
|B1|

2 log5
|B|.

Como B1 Ď B y |A´ A| ě |A|, la desigualdad anterior deviene en

|A´ A|2
|A|2|B|2

EˆpA, Bq
ě |A|2|A´ A|∆ " |A|3

|B|1{4

plog |B|q5{4

y la prueba finalizarı́a en este caso. Ergo, podemos suponer en lo que sigue que

|A|5M2
ą 10N|A||A´ A|4∆.(38)

Sea a1 P A1. Estimaremos a continuación |a1B1 ˘ b0Gpa1q| para cualquier elección del signo. Sea
δ P t´1, 1u. Por cada x P a1B1 ` δb0Gpa1q, fijemos b P B1 y a11 P Gpa1q tales que

x “ a1b` δb0a11

y definamos B11pxq :“ B1pa1q X B1pa11q. Como

δb2
0A` xB11pxq Ď δb2

0A` ba1B1pa1q ` δb0a11B1pa1q

Ď b0pbA` δb0A` δb0Aq,

al aplicar el corolario 2.8 con k “ 3 y X “ ´δb0A se obtiene que

|δb2
0A` xB11pxq| ď |b0pbA` δb0A` δb0Aq|

“ |bA` δb0A` δb0A|

!
|bA´ δb0A||δb0A´ δb0A||δb0A´ δb0A|

| ´ δb0A|2

ď
|bA´ δb0A||A´ A|2

|A|2
.

De esto y la estimación en (33) se desprende inmediatamente que

|δb2
0A` xB11pxq| !

2|A´ A|4∆
|A|3

.

Luego, para x distinto de cero en a1B1 ` δb0Gpa1q, el número de soluciones de la ecuación

b2
0a1 ` xb1 “ b2

0a2 ` xb2
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donde pa1, a2q P A2 y pb1, b2q P B11pxq ˆ B11pxq satisface

E`pb2
0A, xB11pxqq ě

|A|2M2

|δb2
0A` xB11pxq|

"
|A|2M2

2|A´A|4∆

|A|3

“
|A|5M2

2|A´ A|4∆
.

Puesto que B11pxq Ď B1pa1q, para cada x distinto de cero en a1B1 ` δb0Gpa1q, el número de
soluciones de la ecuación

b2
0a1 ` xb1 “ b2

0a2 ` xb2, pa1, a2q P A2
pb1, b2q P B1pa1q

tambiés es, por lo menos, |A|5M2{p2|A ´ A|4∆q. En consecuencia, el número de soluciones de la
ecuación

b2
0a1 ` xb1 “ b2

0a2 ` xb2

donde pa1, a2q P A2, pb1, b2q P B1pa1q ˆ B1pa1q y x P a1B1 ` δb0Gpa1qzt0u es, al menos,

|A|5M2

2|A´ A|4∆
p|a1B1 ` δb0Gpa1q| ´ 1q ě

|A|5M2

4|A´ A|4∆
|a1B1 ` δb0Gpa1q|.

Por otra parte, afirmamos que ésta ecuación tiene a lo más

2N|A||a1B1 ` δb0Gpa1q| ` 4N2
|A|2

soluciones: en efecto, el primer término corresponde al caso cuando b1 “ b2 y el segundo término
corresponde a las 4-uplas pa1, a2, b1, b2q donde b1 y b2 son distintos. De esto y la conclusión del
párrafo anterior se concluye que

|A|5M2

4|A´ A|4∆
|a1B1 ` δb0Gpa1q| ď 2N|A||a1B1 ` δb0Gpa1q| ` 4N2

|A|2.

Al considerar (38) llegamos a que

|a1B1 ˘ b0Gpa1q| !
N2|A|2|A´ A|4∆

|A|5M2 ´ 8N|A||A´ A|4∆

!
N2|A|2|A´ A|4∆

|A|5M2

!
N2|A´ A|4∆

M2|A|3
(39)

para cada a1 P A1. Por otro lado, de (33) sabemos que para cada b P B1

|bA1 ` b0A1| ď
2|A´ A|2∆

|A|
“

2|A´ A|2∆
|A||A1|

|A1|.
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Del lema 3.4 se sigue entonces que existen pa1, a11q P A1 y pb1, b11q P B1 tales que

|pa1B1 ´ a11B1q ` pb1 ´ b11qA` pb1 ´ b11qA| "
|A1|

2|B1||A|
|A´ A|2∆

ó

|pa1B1 ´ a11B1q ` pb1 ´ b11qA| " p.

En el primer caso inferimos, en la luz del corolario 2.8, que

|pa1B1 ´ a11B1q ´ pb1 ´ b11qA| "
|A1|

2|A|3|B1|

|A´ A|4∆
.

De esto se obtiene a su vez que

|a1B1 ´ a11B1 ´ b1A` b11A| "
|A1|

2|A|3|B1|

|A´ A|4∆
.

Del corolario 2.8 y la estimación en (33) se desprende que

|a1B1 ` b0A||a11B1 ´ b0A| "
|A1|

2|A|6|B1|

|A´ A|4∆
¨

1
|b0A´ b1A||b0A` b11A|

"
|A1|

2|A|8|B1|

|A´ A|8∆3 .(40)

Aplicaremos ahora la desigualdad triangular de Rusza a los dos factores de la expresión que aparece
en el lado izquierdo de (40). Dado que Gpa1q Ď A1 se sigue que

|a1B1 ` b0A| ď
|a1B1 ` b0Gpa1q||b0Gpa1q ´ b0A|

|Gpa1q|

ď
|a1B1 ` b0Gpa1q||b0A´ b0A|

|Gpa1q|

“
|a1B1 ` b0Gpa1q||A´ A|

|Gpa1q|
.

Análogamente se deduce que

|a11B1 ´ b0A| ď
|a11B1 ´ b0Gpa11q||A´ A|

|Gpa11q|
.

Al multiplicar las dos estimaciones obtenidas y aplicar (40) se llega a que

|a1B1 ` b0Gpa1q|

|Gpa1q|

|a11B1 ´ b0Gpa11q|

|Gpa11q|
"
|A1|

2|A|8|B1|

|A´ A|10∆3 .(41)

Luego, de la definición de A1 y el hecho que pa1, a11q P A2
1 se desprende que

|Gpa1q||Gpa11q| "
N4|A0|

2

M2|B1|
2 plog |B|q´2.(42)
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De (41) y (42) se sigue inmediatamente que

|a1B1 ` b0Gpa1q||a11B1 ´ b0Gpa11q| "
N4|A|8|A1|

2|A0|
2

M2|A´ A|10|B1|∆3 plog |B|q´2.

La estimación en (39) nos permite afirmar entonces que

N4|A´ A|8∆2

M4|A|6
"

N4|A|8|A1|
2|A0|

2

M2|A´ A|10|B1|∆3 plog |B|q´2

y por tanto

|A´ A|18
|B1|∆

5
" M2

|A|14
|A1|

2
|A0|

2
plog |B|q´2.

En vista de las estimaciones en (37) y (34), la estimación en la lı́nea anterior puede reescribirse
como

|A´ A|18
|B1|∆

5
" pM|A1|q

2
|A0|

2
|A|14

plog |B|q´2

"
N4|A0|

2

|B1|
2 log2

|B|
¨
|A2

0||A|
14

log2
|B|

"
|A|18|B|4

|B1|
2∆4 log8

|B|

o bien

|A´ A|18
|B1|

3∆9
" |A|18

|B|4plog |B|q´8.

La veracidad del aserto en cuestión se sigue en este caso del hecho que B1 Ď B.

Finalmente, en el caso que

|a1B1 ´ a11B1 ` b1A´ b11A| " p,

el corolario 2.8 y la estimación (33) dan

|a1B1 ` b0A||a11B1 ´ b0A||A´ A|4∆2
" p|A|5.

Procediendo como en la última parte del caso precedente obtenemos que

|A´ A|14∆4
"

p|A|13M2

|B1|
2 log2

|B|
.

En vista de las estimaciones en (34) y (36), podemos reescribir la estimación en el renglón anterior
como

|A´ A|14∆8
" p|A|13

plog |B|q´8.

Multiplicando ambos lados de esta estimación anterior por |A´ A|2 ě |A|2 llegamos a

|A´ A|2
|A|2|B|2

EˆpA, Bq
" |A|3

ˆ

p
|A|

˙1{8

plog |B|q´1.
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Como p{|A| ą plog |B|q200, la prueba del teorema concluye.

�



Capı́tulo 4

Aplicaciones a sumas trigonométricas

Consideraremos por fin el problema de la obtención de estimaciones no triviales para sumas
trigonométricas multilineales

ÿ

x1PX1

¨ ¨ ¨
ÿ

x2k´2PX2k´2

ÿ

x2k´1PX2k´1

ÿ

x2kPX2k

e2πi
x1¨¨¨x2k´2 x2k´1 x2k

p

donde todos los conjuntos Xi tienen aproximadamente la misma cardinalidad (digamos que para
cada i P t1, . . . , 2ku, |Xi| „ M). La idea es aplicar la estimación de suma-producto, estimaciones
del tipo Balog-Szemerédi-Gowers y la desigualdad de Cauchy-Schwarz para reemplazar la suma
sobre dos variables (por ejemplo, sobre x2k´1 y x2k) por la suma sobre una variable nueva yk pero
sobre un conjunto Yk de cardinal |Yk| ą M1`δ para alguna constante δ ą 0. El problema original se
reduce entonces a la estimación de la suma

ÿ

x1PX1

¨ ¨ ¨
ÿ

x2k´2PX2k´2

ÿ

ykPYk

e2πi
x1¨¨¨x2k´2yk

p .

Al reiterar el proceso, llegamos a una suma de la forma
ÿ

y1PY1

¨ ¨ ¨
ÿ

ykPYk

e2πi y1¨¨¨yk
p

donde cada uno de los conjuntos Yi tiene ahora cardinalidad |Yi| ą M1`δ. Suponiendo que k es una
potencia de 2, podrı́amos en principio iterar el proceso suficientes veces hasta obtener una suma
bilineal sobre conjuntos grandes a la que se puede aplicar la estimación clásica. Presentaremos a
continuación una versión más rigorosa de la idea descrita arriba. Sean X y Y subconjuntos de F˚p
tales que tanto |X| como |Y| son aproximadamente igual a M y M ă p1{2. Sean c ą 0 una constante
pequeña, N un entero positivo tal que N ą pc y s1, s2, . . . , sN una sucesión arbitraria de elementos
de F˚p. Supongamos que la suma

ÿ

xPX

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

N
ÿ

n“1

e2πi xysn
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

no admite una estimación no trivial: esto es, supongamos que

ÿ

xPX

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

N
ÿ

n“1

e2πi xysn
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą M2`op1qN.(43)

50
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Afirmamos entonces que existe un subconjunto Z de F˚p y una constante δ ą 0 tal que |Z| ą M1`δ

y

ÿ

zPZ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

e2πi zsn
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą |Z|1`op1qN.(44)

Supongamos lo contrario, es decir, siempre que vale (44) entonces |Z| ! M1`op1q. Derivaremos una
contradicción a partir de este último supuesto. De (43) es fácil deducir la existencia de X1 Ď X de
cardinalidad |X1| “ M1`op1q tal que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

N
ÿ

n“1

e2πi xysn
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą M1`op1qN(45)

para cada x P X1. Tenemos entonces que:

a) De (45) puede deducirse a su vez que existe E Ď X1 ˆ Y de cardinalidad |E| “ M2`op1q tal
que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

e2πi xysn
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą NMop1q

para cada px, yq P E. De la suposición hecha se desprende entonces que |X1 ˆ
E

Y| “ M1`op1q.

De la versión multiplicativa de la estimación de Balog-Szemerédi-Gowers se asegura entonces la
existencia de X2 Ď X1 de cardinalidad M1`op1q tal que |X2X2| “ M1`op1q.

b) Por otro lado, al sumar (45) sobre los elementos de X2 obtenemos

ÿ

yPY

N
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

xPX2
αpxqe2πi xysn

p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą M2`op1qN,

donde los αpxq son números complejos de módulo 1. Fijando adecuadamente y0 P Y y aplicando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre la variable n llegamos a que

ÿ

x1,x2PX2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

e2πi px1´x2qy0 sn
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą M2`op1qN.

Nuevamente, no es difı́cil deducir de la estimación previa la existencia de F Ď X2 ˆ X2 de cardi-
nalidad M2`op1q tal que la estimación

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

e2πi px1´x2qy0 sn
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą Mop1qN

vale para cada px1, x2q P F. Por la suposición hecha arriba, |X2 ´
E

X2| “ M1`op1q. Luego, la ver-

sión aditiva de la estimación de Balog-Szemerédi-Gowers implica la existencia de X3 Ď X2 de
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cardinalidad M1`op1q tal que

|X3 ` X3| “ M1`op1q.

El argumento termina al notar que las conclusiones obtenidas en a) y b) entran en contradicción
con la estimación para

máxt|X3 ` X3|, |X3X3|u

que se obtiene a partir de la estimación de suma-producto.

Lema 4.1. Sea p un primo positivo y a un entero coprimo con p. Se cumple entonces que1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p
ÿ

n“1

p
ÿ

m“1

νpnqρpmqeppanmq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
a

pNM

donde νpnq y ρpnq son números complejos tales que

p
ÿ

n“1

|νpnq|2 “ N y
p
ÿ

m“1

|ρpmq|2 “ M.

Prueba. Si hacemos S :“
ˇ

ˇ

řp
n“1

řp
m“1 νpnqρpmqeppanmq

ˇ

ˇ entonces de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz se obtiene que

S 2
ď

˜

p
ÿ

n“1

|νpnq|2
¸1{2

¨

˝

p
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p
ÿ

m“1

ρpmqeppanmq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
˛

‚

1{2

“ N1{2

˜

p
ÿ

n“1

p
ÿ

m1“1

ρpm1qeppanm1q

p
ÿ

m2“1

ρpm2qeppanm2q

¸1{2

“ N1{2

˜

p
ÿ

m1“1

p
ÿ

m2“1

ρpm1qρpm2q

p
ÿ

n“1

eppanpm1 ´ m2qq

¸1{2

“ N1{2

˜

p
ÿ

m“1

ρpmqρpmqp

¸1{2

“
a

pNM.

�

1En lo que resta del capı́tulo escribiremos eppaq en lugar de e2πi a
p .
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Lema 4.2. Sean X,Y Ď F˚p, s1, . . . , sN P F
˚
p y δ ą 0. Suponga además que la desigualdad

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

N
ÿ

n“1

eppxysnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě δ|Y|N

vale para cada x P X. Existe entonces Z Ď F˚p con

|Z| " |X||Y|1{81δ28{9
plog |Y|q´1

tal que la desigualdad
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

eppzsnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 0.5δ2N

vale para cada z P Z.

Prueba. No es difı́cil establecer la validez del resultado en el caso que δ2 ă 10|X|´1. En efecto,
si fijamos x0 P X y definimos

Z :“

#

z P x0Y :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

eppzsnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 0.5δN

+

entonces |Z| ě 0.5δ|Y|. En consecuencia,

|Z| ě |X||Y|δ3
ě |X||Y|1{81δ28{9

plog |Y|q´1

y por consiguiente, Z satisface la primera aseveración del lema. La segunda aseveración es una
consecuencia directa de la definición de Z. Supongamos entonces que δ2|X| ě 10. Notemos que
existen números complejos αx de módulo 1 tales que

ÿ

xPX

ÿ

yPY

N
ÿ

n“1

αxeppxysnq ě δ|X||Y|N.

De esto se sigue que para algún n0 P t1, . . . ,Nu,

ÿ

yPY

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

xPX

αxeppxysn0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě δ|X||Y|.

Nótese que como consecuencia de la desigualdad anterior y el lema 4.1 se tiene que δ2|X||Y| ď p.
Por otro lado, una de las hipótesis nos permite asegurar la existencia de y0 P Y tal que

ÿ

xPX

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

eppxy0snq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě δ|X|N.

La desigualdad anterior deviene en la desigualdad
N
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

xPX

αxeppxy0snq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě δ|X|N
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para algunos números complejos αx de módulo 1. Al elevar al cuadrado ambos lados de la desigual-
dad previa y aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz deducimos que

ÿ

x1PX

ÿ

x2PX

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

epppx1 ´ x2qy0snq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě δ2
|X|2N.

Puesto que δ2|X| ě 10, obtenemos que

ÿ

x1PX,x2PX,x1,x2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

epppx1 ´ x2qy0snq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 0.9δ2
|X|2N.

Sea

E :“

#

px1, x2q P X ˆ X : x1 , x2,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

epppx1 ´ x2qy0snq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 0.5δ2N

+

.

Es claro que |E| ě 0.4δ2|X|2. Al aplicar la proposición 2.9 con K “ 3δ´2, obtenemos un subcon-
junto X1 Ď X de cardinalidad |X1| ě 0.03δ2|X| tal que

|X ´
E

X|4 " |X1 ´ X1||X|3δ10.

Ası́, al hacer Z1 :“ pX ´
E

Xqy0, obtenemos

|Z1|
4
" |X1 ´ X1||X|3δ10.

Además, para cada z P Z1 tenemos la estimación
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

eppzsnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 0.5δ2N.

A continuación, para x P X1, definamos

Yx :“

#

y P Y :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

eppxysnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 0.5δN

+

.

Se cumple que |Yx| ě 0.5δ|Y|. Sea

Z2 :“ txy : x P X1, y P Yxu.

Puesto que el número de pares px, yq con x P X1 y y P Yx es al menos 0.5δ|X1||Y| mientras que el
número de soluciones a la ecuación

x1y1 “ x2y2, xi P X1, yi P Yxi

no excede a EˆpX1,Yq, entonces

|Z2| ě
δ2|X1|

2|Y|2

4EˆpX1,Yq
.
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Además para cada z P Z2,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

eppzsnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 0.5δN ě 0.5δ2N.

Resta probar entonces que uno de los conjuntos Z1 ó Z2 tiene la cardinalidad requerida. Se sigue de
las estimaciones hechas sobre |Z1| y |Z2| que

|Z1|
8
|Z2| " |X1 ´ X1|

2 |X1|
2|Y|2

EˆpX1,Yq
|X|6δ22.

Tomando en cuenta la estimación de suma-producto para conjuntos diferentes (teorema 3.3) y el
hecho que |X1| ě 0.03δ2|X|, obtenemos

|Z1|
8
|Z2| " |X|6|X1|

3 mı́n
"

|Y|,
p
|X1|

*1{9

δ22
plog |Y|q´1

" |X|9 mı́n
"

|Y|,
p

δ2|X|

*1{9

δ28
plog |Y|q´1.

Puesto que δ2 ď p{p|X||Y|q,

|Z1|
8
|Z2| " |X|9|Y|1{9δ28

plog |Y|q´1

y la prueba culmina.

�

Corolario 4.3. Sean X,Y Ď F˚p, s1, . . . , sN P F˚p y δ ą 0. Suponga además que se tiene la
desigualdad

ÿ

xPX

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

N
ÿ

n“1

eppxysnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě ∆|X||Y|N.

Existe entonces Z Ď F˚p con

|Z| " |X||Y|1{81∆28{9
plog |Y|q´5

tal que

ÿ

zPZ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

eppzsnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě
∆2

100plog |Y|q2
N|Z|.

Prueba. Existe y0 P Y tal que

ÿ

xPX

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

eppxy0snq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě ∆|X|N.
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Consecuentemente, si ∆ ă 10|Y|´1, al hacer Z “ y0X, obtenemos lo que se requiere. Por lo tanto
podemos suponer que ∆ ě 10|Y|´1. Se tiene entonces que

ÿ1

xPX

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

N
ÿ

n“1

eppxysnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 0.9∆|X||Y|N,

donde el apóstrofe sobre la suma exterior indica que se está sumando sólo sobre aquellos x P X
para los cuales

N ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

N
ÿ

n“1

eppxysnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |Y|N.

El intervalo rN, |Y|Ns puede ser embebido en la unión de a lo más 2 log |Y| intervalos de la forma
r2 j´1N, 2 jNq, donde 2 ď 2 j ď 2|Y|. Por lo tanto, existe un subconjunto X1 Ď X y un número
0 ă δ ď 1 tal que

δN|Y| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

N
ÿ

n“1

eppxysnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 2δN|Y|

para cada x P X1. Se cumple además que δ|X1| log |Y| ě 0.2∆|X|. En particular, δ ě 0.2∆plog |Y|q´1

y |X1| ě 0.2∆|X|plog |Y|q´1. Del lema 4.2 se concluye que existe Z Ď F˚p de cardinalidad

|Z| " |X1||Y|1{81δ28{9
plog |Y|q´1

" |X||Y|1{81∆28{9
plog |Y|q´5

tal que para cada z P Z,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

eppzsnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 0.5δ2N ě
∆2

100plog |Y|q2
N.

Sumando esta desigualdad sobre z P Z, termina la prueba.

�

Reemplazando ∆ en el corolario 4.3 por ∆plog pq3, obtenemos para p suficientemente grande
que si X1, . . . , Xn son subconjuntos de F˚p y

1
|X1| ¨ ¨ ¨ |Xn|plog pq3

ÿ

x1PX1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

x2PX2

¨ ¨ ¨
ÿ

xnPXn

eppx1 ¨ ¨ ¨ xnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě ∆,

entonces existe Xκ Ď F
˚
p de cardinalidad

|Xκ| ě |X1||Xn|
1{81∆28{9

tal que

1
|Xκ||X2| ¨ ¨ ¨ |Xn´1|plog pq3

ÿ

x1PXκ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

x2PX2

¨ ¨ ¨
ÿ

xnPXn´1

eppx1 ¨ ¨ ¨ xn´1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě ∆2.
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En particular, después de cada iteración la cota inferior de la suma trigonométrica correspondiente
cambia de ∆ a ∆2. Ası́, después de pn´ 2q iteraciones obtenemos un conjunto X11 de cardinalidad

|X11| ě |X1|p|Xn| ¨ ¨ ¨ |X3|q
1{81∆28{9`2¨28{9`¨¨¨`2n´3¨28{9

tal que

1
|X11||X2|plog pq3

ÿ

x1PX11

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

x2PX2

eppx1x2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě ∆2n´2
.

La última desigualdad y el lema 4.1 indican entonces que

∆2n´1
ď

p
|X11||X2|

.

Por otro lado, suponiendo que |X1||X2|p|Xn ¨ ¨ ¨ X3|q ą p1`c donde c ą 0,

|X11||X2| ě |X1||X2|p|Xn| ¨ ¨ ¨ |X3|q
1{81∆p28{9qp2n´2´1q

ě p1`c∆p28{9qp2n´2´1q

y por consiguiente

∆2n`1
ď p´c.

En particular, si n ď 1.44 log log p, tenemos para p suficientemente grande que

p∆plog pq3q2
n`1
ď p´c

plog pq2
n`3
ď p´0.9c.

De lo anterior se desprende que

∆plog pq3 ď p´0.9c{2n`1
.

Hemos probado entonces el siguiente

Teorema 4.4. Sean n P r3, 1.44 log log ps y c ą 0 una constante fija arbitraria. Supongamos
que X1, . . . , Xn son subconjuntos de F˚p que satisfacen la condición

|X1| ¨ |X2| ¨ p|X3| ¨ ¨ ¨ |Xn|q
1{81

ą p1`c.

Se cumple entonces que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

x1PX1

¨ ¨ ¨
ÿ

xnPXn

eppx1 ¨ ¨ ¨ xnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

! |X1| ¨ ¨ ¨ |Xn|p´0.45c{2n
.

�

Corolario 4.5. Sea H un subgrupo de F˚p de cardinalidad

|H| ą e57 log p{ log log p.
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Se tiene entonces que

máx
pa,pq“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

xPH

e2πi ax
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ op|H|q

cuando p Ñ 8.

Prueba. Para p suficientemente grande, c “ 0.001, n “ t1.44 log log pu y a coprimo con p, se
tiene, en la luz del teorema 4.4, que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

xPH

e2πi ax
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
|H|n´1

ÿ

x1PaH

ÿ

x2PH

¨ ¨ ¨
ÿ

xnPH

e2πi x1 x2¨¨¨xn
p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

! |H|p´0.45c{2n

ă |H|e´plog pq0.0018
.

Tiene sentido apelar al teorema anterior pues la hipótesis dada sobre |H| implica que

|H|160
|H|n ą |H|n`1

ą |H|1.44 log log p
ą e82.08 log p

“ p82.08
ą p81p1`cq.

�

Teorema 4.6. Supongamos que X,Y,Z Ď F˚p son tales que

|X||Y| ą cp

donde c es una constante positiva. Entonces, para ε ą 0 se cumple que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

xPX

ÿ

yPY

ÿ

zPZ

eppxyzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

! |X||Y||Z|539{540`ε

donde las constantes implicadas dependen únicamente de c y ε.

Prueba. Supongamos que

ÿ

xPX

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

ÿ

zPZ

eppxyzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |X||Y||Z|∆.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ∆ ě 10|Z|´1. Después, podemos incluir al con-
junto de elementos x P X para los cuales

|Y| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

ÿ

zPZ

eppxyzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |Y||Z|
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en la unión de a lo más 2 log |Z| subconjuntos y encontrar un subconjunto X1 Ď X y un número
δ P p0, 1s tal que

δ|Y||Z| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

ÿ

zPZ

eppxyzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 2δ|Y||Z|(46)

para cada x P X1. Además δ|X1| log ||Z| " ∆|X|. De esto se desprende, en particular, que

δ " ∆plog |Z|q´1, |X1| " ∆|X|plog |Z|q´1.(47)

Puesto que

ÿ

xPX1

ÿ

yPY

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

zPZ

eppxyzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě δ|X1||Y||Z|,

al fijar adecuadamente y0 P Y y aplicar el lema 4.1 obtenemos que δ2|X1||Z| ď p. Por otra parte, de
(46) es claro que

ÿ

xPX1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

eppxyz0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě δ|X1||Y|

vale para algún z0 P Z. Al cambiar el orden de sumación en la desigualdad anterior (e introducir
nuevamente coeficientes complejos αx de módulo 1), la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos per-
mite colegir que

|Y|
ÿ

yPY

ÿ

x1PX1

αx1eppx1yz0q
ÿ

x2PX1

αx2eppx2yz0q ě δ2
|X1|

2
|Y|2.

Al cambiar el orden de sumación nuevamente llegamos a que

ÿ

px1,x2qPX2
1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

epppx1 ´ x2qz0yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě δ2
|Y||X1|

2.

Por consiguiente, el conjunto

E :“

#

px1, x2q P X2
1 :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

epppx1 ´ x2qz0yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 0.5δ2
|Y|

+

tiene cardinalidad

|E| ě 0.5δ2
|X1|

2.

Ahora bien, puesto que la estimación
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

epptz0yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

" δ4
|Y|2
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vale para cada t P X1 ´
E

X1, se sigue que

δ4
|Y|2|X1 ´

E
X1| !

ÿ

tPFp

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

epptz0yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“ p|Y|.(48)

Al aplicar la proposición 2.9 con K “ 2δ´2, se asegura la existencia de X11 Ď X1 de cardinalidad
|X11| " δ2|X1| tal que

|X1 ´
E

X1|
4
" |X11 ´ X11||X1|

3δ10.

De esto y de la acotación en (48) obtenemos que

p4
" |Y|4|X1|

3
|X11 ´ X11|δ

26.(49)

Por otra parte, sabemos que

ÿ

xPX11

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

yPY

ÿ

zPZ

eppxyzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě δ|X11||Y||Z|.

De esta desigualdad se sigue a su vez que

ÿ

yPY

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

xPX11

ÿ

zPZ

αxeppxyzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě δ|X11||Y||Z|

vale para algunos coeficientes αx de valor absoluto 1. Al aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz
a la suma sobre la variable y obtenemos que

ÿ

yPY

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

xPX11

ÿ

zPZ

αxeppxyzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ě δ2
|X11|

2
|Y||Z|2.

y por tanto

pEˆpX11,Zq " δ2
|X11|

2
|Y||Z|2.

De (49), la estimación en la lı́nea previa y el teorema 3.3 se desprende que

p9
" |Y|9|X1|

6δ54
|X11|

3 mı́n
"

|Z|,
p
|X11|

*1{9

plog |Z|q´1.(50)

Como |X11| " δ2|X1|, la estimación en (50) deviene en

p9
" δ60

|Y|9|X1|
9 mı́n

"

|Z|,
p

δ2|X1|

*1{9

plog |Z|q´1.
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De δ2
ď

p
|X1||Z|

, δ|X1| log |Z| " |X|∆ y las estimaciones en (47) se obtiene que

p9
" |Y|9δ60

|X1|
9
|Z|1{9plog |Z|q´1

“ |Y|9δ51δ9
|X1|

9
plog |Z|q9plog |Z|q´10

|Z|1{9

" |Y|9δ51∆9
|X|9plog |Z|q´10

|Z|1{9

" pcpq9∆51
plog |Z|q´51∆9

plog |Z|q´10
|Z|1{9

y por consiguiente

∆ !
plog |Z|q61{60

|Z|1{540
! |Z|´1{540`ε .

�



Bibliografı́a

[1] B. C. Berndt y R. J. Evans, The determination of Gauss sums. Bull. Amer. Math. Soc. 5 (1981), Núm. 2, págs.
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[10] K. Ford, The distribution of integers with a divisor in a given integral. Ann. of Math. 168 (2008), Núm. 2, págs.
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