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INTRODUCCION

El tema principal de este trabajo son las sumas trigonométricas de Gauss y su estimacion me-
diante resultados de combinatoria aditiva. En combinatoria aditiva se estudian propiedades combi-
natorias de objetos algebraicos (grupos, anillos, campos). Ben J. Green apunta en [18] que, aunque
resulta un tanto dificil especificar lo que el tema es en si, hay un punto de vista sobre el que gradual-
mente se empieza a consensuar: “... additive combinatorics is the study of approximate mathemat-
ical structures such as approximate groups, rings, fields, polynomials and homomorphisms. It is
interested in what the right definitions of these approximate structures are, what can be said about
them, and what applications this has to other parts of mathematics.”. La combinatoria aditiva es
un drea en la que ha habido avances importantes motivados por investigaciones relacionadas con
el teorema de Szemerédi sobre progresiones aritméticas en subconjuntos de N con densidad su-
perior positiva, el teorema de Green y Tao sobre progresiones aritméticas arbitrariamente largas
de nimeros primos y el fendmeno de suma-producto. Dada la particular relevancia que tendra el
fenénemo de suma-producto en este trabajo, daremos a continuacién algunos detalles sobre el mis-

mo.

Sea A un subconjunto no vacio de los nimeros enteros. El conjunto suma de A se define como
A+ A :={a+Db: (a,b) € A x A}. El conjunto producto de A se define de manera similar,
AA :={ab: (a,b) € A x A}. Si A es finito entonces

A - 1 < JA+ Al < =(JA]* + |A])

0| =

21A| — 1 < |AA| < =(JA]* + |A)).

| =

El conjunto producto AA tiene cardinalidad minima cuando A es una progresion geométrica, pero
en ese caso el conjunto suma A + A tiene cardinalidad méxima. Por otro lado, el conjunto suma
A+A| =2|A|—1.
No obstante en este caso el cardinal del conjunto producto AA es grande. De hecho es sabido, de

A + A tiene cardinalidad minima cuando A es una progresion aritmética, esto es

[10] por ejemplo, que si A = {1,...,n} entonces |AA| es casi del orden |A|°.

v



INTRODUCCION v

Aun cuando los elementos de un subconjunto arbitrario de Z no estdn necesariamente en pro-
gresion aritmética o progresion geométrica, resulta natural cuestionarse si existe algin A finito y
no vacio tal que tanto |A + A| como |AA| sean pequefios. Este problema, conocido ahora como pro-
blema de suma-producto para subconjuntos de Z, aparecio por vez primera en 1983 en el trabajo de
Erdos y Szemerédi [9]. Ellos demostraron que existe una constante positiva c tal que para cualquier
subconjunto finito y no vacio de enteros A se cumple que alguno de los conjuntos A + A y AA tiene
cardinalidad mayor o igual a |A|'™¢. Erd6s y Szemerédi conjeturaron que para cada € > 0 existe

¢ :=c(e) > 0 tal que
max{|A + Al, |AA|} = c|A]*C
Al momento, el mejor resultado que se tiene se debe a Solymosi [31]:

méax{|A + A, |AA|} = c|A[*S3<,

)

Terence Tao menciona en [32] que el problema de obtener un andlogo en' F, del resultado de
Erdos y Szemerédi fue planteado en 1999 por Wolff (con cierta restriccién adicional sobre |Al).
Los métodos conocidos en ese momento no funcionaban sobre campos finitos; para resolverlo
hacia falta introducir nuevas ideas. La pregunta de Wolff surgié en relacién con el andlogo del
problema de Kakeya sobre campos finitos. La solucién del andlogo en F, de la estimacion de
suma-producto se atribuye al trabajo de Bourgain, Katz y Tao [6] de 2004 (en el rango p < |A| <
p'7 y al de Bourgain, Glibichuk y Konyagin [5] de 2006 (en el rango completo 1 < |A| <
p'79). En 2007 Garaev [11, 13] introdujo nuevas herramientas que dieron lugar a estimaciones
Optimas para subconjuntos relativamente grandes de F, y estimaciones explicitas para subconjuntos
de cualquier cardinal. La estimacion de Garaev seria generalizada posteriormente por Katz y Shen

[23] a cualquier campo finito.

La estimacién de suma-producto y sus variantes han encontrado numerosas aplicaciones en
varias areas de las matemadticas. Un ejemplo particularmente digno de mencion se da en el trabajo
de Helfgott [21] donde se prueba que si A es un conjunto de generadores de SL;(F,) entonces el
didmetro de la grafica de Cayley I'(SL,(F,), A) no excede a ¢, (log p)®, donde ¢; y ¢, son constantes
absolutas. Helfgott obtendria después en [22] un andlogo del resultado anterior para SL;(F,). Otra
aplicacion notable se da en la estimacién de sumas de caracteres sobre conjuntos especiales; un
referente en este sentido seria el trabajo de Chang en [8]. Es de mencionar también que a través de
estimaciones de suma-producto, Bourgain resolvié en [2] una serie de problemas relacionados con

ciencias de la computacién .

N largo de la tesis, F, denotard al tinico campo que tiene por orden el niimero primo p. Identificaremos a sus
elementos con los elementos del conjunto {0, 1,2,...,p — 1}. Con F;,“ denotaremos a los elementos distintos de cero

de F,,. F};, bajo el producto de F, es un grupo al cual se le conoce como el grupo multiplicativo de ).



INTRODUCCION VI

En la presente tesis nos dedicaremos a la estimacion de suma-producto y a una de sus aplica-
ciones mas espectaculares: la estimacion de sumas trigonométricas. La aplicacion de la estimacion
de suma-producto a sumas trigonométricas aparecié por vez primera en Bourgain, Glibichuk y
Konyagin [5]. Posteriormente los resultados de [S] fueron mejorados en trabajos de Bourgain [3],

Bourgain y Garaev [4] y Garaev [15].

La tesis se basa en [15] y consta de cuatro capitulos. En el capitulo 1 se empieza por recapitular
los resultados clasicos sobre sumas de Gauss. Después se muestra como el problema de su esti-
macion se relaciona con la estimacion de sumas trigonométricas multilineales y con la estimacién

de suma-producto sobre F,.

En el capitulo 2 se introducen las nociones de combinatoria aditiva necesarias para probar los
resultados que devienen en estimaciones no triviales para sumas de Gauss de grados superiores.
Entre las nociones y resultados principales que se abordan en este capitulo se encuentran: la de-
sigualdad triangular de Ruzsa, las graficas de Pliinnecke y sus propiedades basicas, la desigualdad
de Pliinnecke, la desigualdad de Ruzsa-Pliinnecke, la version de Bourgain-Garaev de la estimacion
de Balog-Szemerédi-Gowers y las relaciones entre las energias aditivas y multiplicativas de con-

juntos y las estimaciones de suma-producto.

El capitulo 3 inicia con la solucion al problema de la estimacion de suma-producto en F,,. Antes
de establecer el teorema en toda su generalidad, se presenta un resultado de Garaev que implica a
la estimacién de suma-producto sobre subconjuntos de F, de cardinal relativamente grande. En
este capitulo se demuestra también una version explicita de la estimacion de suma-producto de

Bourgain para conjuntos diferentes.

En el capitulo 4 se aborda la estimacion de sumas trigonométricas multilineales. Es en este
apartado donde confluyen los esfuerzos de los capitulos 2 y 3. El resultado central aqui es una ver-
sion de la estimacion de Bourgain, Glibichuk y Konyagin de sumas trigonémetricas multilineales.
Puesto que el interés bésico es la obtencion de estimaciones no triviales para sumas de Gauss de
grados superiores, mostramos como €stas pueden derivarse a partir de la version obtenida de la

estimacion de Bourgain, Glibichuk y Konyagin.

La notacion en el trabajo es estdndard. Usamos los simbolos de Vinogradov « y » con su
denotacion usual: si @ = 0y f, g son funciones con dominio [a, ), escribimos f(x) « g(x)
para x > x, siempre que existan constantes C > 0y xo > a tales que |f(x)| < Cg(x) para todo
x = xy. La constante implicada C puede depender en ocasiones de otros pardmetros cuya naturaleza
serd clara del contexto. Por otro lado, f(x) = o(g(x)) cuando x — o0 indica que para cada € > 0
existe xo := xo(€) tal que |f(x)| < eg(x) para x > x.



Capitulo 1

Sumas trigonométricas racionales

Sea m un niimero entero mayor o igual a 2. Una suma trigonométrica racional es una suma de

la forma
N
( 1) Z eZﬂi%‘
n=1
donde x1, x5, . .., xy son nimeros enteros. Una cota trivial para el médulo de una suma trigonométri-

ca como la anterior es N. Una problemadtica recurrente en teoria de nimeros es la determinacion de

estimaciones no triviales para estas sumas.

Las sumas trigonométricas racionales son una herramienta basica para resolver ciertas clases de
problemas en teoria de nimeros pero tienen también aplicaciones en otras partes de las matematicas.
A continuacion se presenta un ejemplo de la relacion entre la estimacion de sumas trigonométricas
racionales y el estudio de congruencias aditivas. El lema puede encontrarse ya en [34], uno de los

primeros escritos de I. M. Vinogradov.

Lema 1.1. Sean m > 2 entero y u, v niimeros que recorren los sistemas de enteros
u=1uy,...,uy, V=V,Vy...,Vy.

Supongamos que

m—1

P jAu Ay
Jmix Dl <Ry e <.
== u A=1]| v

Entonces el niimero de soluciones J a la congruencia
uy=v, (médm), 1<x<N, 1<y<M

se puede representar en la forma

para algiin 6 € [—1,1].
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Prueba. El punto de partida de la demostracion es la siguiente identidad elemental:

2)

-1 . 2

mZ o rids m six=0 (méd m),
(4 m —

= 0 en otro caso.

De esto se sigue que

m—1 P 2
1 Z it 1 siu=v (méd m),
m = 0 en otro caso.
Sumando esta identidad sobre u = uy, up,...,uy y v = vi,Vv,..., vy tenemos

1 m—1
D> s
u m A1=0

v

—1
1% =)
_E E E ean/l rl
m

A=0 u v
Separando el término A = 0 se obtiene
NM
3) J=—+EFE
m

donde

1 m—1
- u iy
P s (Ze ) (Ze
m A=1

u v

Por las hipétesis

1 m—1
|E| < — Z Z eZJrl/lu/m Ze2m/1v/m
m/l:I u v
—1

RS :

< - 2 eZm/lv/m
m/I:l v
RD

< —
m

Luego, para algin 6 € [—1, 1] se cumple que E = %. El aserto es consecuencia de esto ultimo y
3).

O

Asi, si se cuenta con estimaciones de sumas trigonométricas como en la hipdtesis del lema
entonces se pueden derivar formulas asintéticas para el nimero de soluciones de las respectivas

congruencias aditivas.
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Una de las estimaciones mas simples de sumas trigonométricas es la estimacion de sumas bi-
lineales: si p es un nimero primo y a €s un entero coprimo con p entonces para cualesquiera

subconjuntos X'y Y de F, se cumple que

@) W= 13T | < (plx]|Y])2.

xeX |yeY

Para probarla basta con aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz' a la suma sobre la variable x y

extender después la suma al sistema completo de residuos. En efecto,

p—1 2 p—1
W< X)) [ F | < X)) DS e < plx Y.
x=0 |yeY y1€Y y2€Y x=0
La estimacion en (4) aparece como ejercicio en el libro de Vinogradov [35] incluso en una forma
mas general. A pesar de que su demostracion es mds bien simple, la estimacién de sumas bi-
lineales se aplica en el estudio de varias congruencias aditivas. Cabe mencionar también que si los

1/2+€

cardinales de X y Y son por lo menos del orden p entonces la estimacion en (4) es no trivial.

Una familia particular de sumas trigonométricas racionales son las sumas de Weyl:

N
S(Q) = Z e27riQ(x)
x=1

donde Q(x) = @, X" + @,_1x"~' + ... + a1x + ap es un polinomio de coeficientes racionales. Se
puede suponer que @y = 0 ya que el término constante no influye en la determinacién del médulo
de la suma. Ademads, si el grado de Q(x) es n se dice que la suma S (Q) es de grado n. Dentro de

las sumas de Weyl racionales de grado 2, las sumas de la forma

N

donde a € Z}, juegan un papel prominente. Se sabe, por ejemplo, que la sexta prueba de Gauss de

la ley de reciprocidad cuadrética inicia con la introduccién de la suma

i=1 p

Isi (ai,as,...,a,), (b1, bs,...,b,) € R" entonces (Z?zla,-b,-)z < (Z;’zlaz) (ZLI blz) . Haremos uso de esta

desigualdad en varias puntos del presente trabajo. Notar que al momento de aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz

podria ser necesario considerar el casoenquea; = a, = ... =a, = 1.
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donde p es un primo impar, { es una raiz primitiva p-ésima de la unidad y

0 sipln
n
(—) =<1 sip fny nesresto cuadratico médulo p

p . L .
—1 sip ) ny nesrestono cuadratico médulo p

es el simbolo de Legendre.

Es importante anadir que el tratamiento de la ley de reciprocidad cuadratica por medio de
sumas como las que definen a G es uno de los més susceptibles de generalizacién. Por el momento
no damos mads detalles al respecto y s6lo agregamos que las sumas del tipo Zip:_l] (é){ i se conocen
como sumas de Gauss (el simbolo de Legendre se puede reemplazar por cualquier cardcter de
Dirichlet> médulo p). En particular, si p es primo no es dificil mostrar, hoy en dfa, que G = + AP
sip=1 (méd4)yG = +i,/psip =3 (méd 4). Empero, es sabido (ver [1], pig. 108) que la
determinacion del signo correcto de G fue un problema que ocup6 a Gauss por aproximadamente
cuatro afios. De hecho, de acuerdo con K. Ireland y M. Rosen®: “The conjecture that the plus sign
holds in each case was made by Gauss and recorded in his diary in May 1801. It was not until four
years later that he found a proof. On August 30, 1805 Gauss recorded in his diary that a proof [of]
the ‘very elegant theorem mentioned in 1801’ had finally been achieved. He wrote to his friend
W. Olbers on September 3, 1805 that seldom had a week passed for four years that he had not
tried in vain to prove his conjecture. Finally according to Gauss ‘Wie der Blitz einschlégt, hat sich
das Rithsel gelost...” (as lightning strikes was the puzzle solved).”. Volveremos a este punto mas
tarde; por ahora, preferimos poner de manifiesto la relacion entre la suma de Gauss G y la suma

j9xX— . . P .
S(a,p)=>"_, ¢*™*/" para p un primo impar y a un nimero natural coprimo con p.

Si x varia entre 1y p—1, entonces x* recorre dos veces al conjunto de restos cuadraticos médulo

p. Luego, al tenerse que

|+ (x> 2 si x es resto cuadratico médulo p

P 0 si xesresto no cuadratico médulo p

se sigue que
& jax? P -ax? s, X -ax
S(a,p) = Ze2ﬂ17 =1+ 2827{17 =14+ Z |:1 4 (_):| eZmF‘
p
x=1 x=1 x=1

2Un caracter y de F es un homomorfismo de este grupo en C* := C\{0}. Un caricter y de F; induce una funcién
f¢ 1 Z — C de la siguiente manera: f,(n) = 0 siempre que p|ny si p / n entonces f,(n) = x([n]), donde [n] denota
la clase de congruencia médulo p a la que pertenece n. Finalmente, un caracter de Dirichlet médulo p es una funcién
inducida por algin cardcter del grupo F.

3K. Ireland y M. Rosen, A classical introduction to modern number theory (Second Edition). Graduate Texts in
Mathematics, Vol. 84, Springer-Verlag, New York, 1990, pag. 73.
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Sl Q- e S

)6
y por tanto

(5) S(a,p) - (g) G.

En vista de la igualdad anterior resulta razonable que en lo sucesivo se ocupe la denominacion

Por otro lado,

M ‘

=
Il
o

I
TN
<SR

suma de Gauss para referirnos tanto a S (a, p) como a G.

A diferencia de lo que pasa con las sumas racionales de grado 2, la identidad en (2) indica
que la sumas trigonométricas racionales de grado uno se pueden determinar muy facilmente. En
cambio, el primer resultado relevante en torno a las sumas S (a, g), para a y g coprimos entre si,
serd la determinacién de su médulo.

Proposicion 1.2. Para g > 1 y a coprimo con q se cumple que

Vg sig=1 (mdd2),
IS(a,q)| =4 +/2q sig=0 (mdd4),
0 sig=2 (méd 4)

Prueba. Recordemos que si z es un nimero complejo entonces |z|> = z - Z, donde Z es el

2 . ax2
conjugado de z. En particular, si z := 7", ! ¥ entonces Z = Zx 0€ —27% y por lo tanto

2

I I Y
y=0

a(x+v)

- Sl G
g—1

ax* 2axy

_ ZeZm 2621 ra
x=0

Si g es impar entonces, por la identidad en (2), la suma sobre y sélo es diferente de 0 cuando x = 0.
Por consiguiente, en este caso se tiene que |S (a, ¢)|*> = g. Si ¢ es par entonces, nuevamente por la
identidad en (2), la suma interior es diferente de cero cuando ¢|2x. Puesto que x € {0,...,q — 1},




1. SUMAS TRIGONOMETRICAS RACIONALES 6

la condici6n g|2x s6lo se cumple cuando x = 06 x = £. Asi

2g sig=0 (méd4),

S(a,q)? = (1 + ¥ ¥)g = (1 +&%)g =
S (a,q)|” = ( )g = ( )q 0 sig=2 (mod4)

O

En el estudio de las sumas de Gauss S (a,m), el caso principal ocurre cuando m es un ndimero

primo. Dentro de este caso, la identidad en (5) nos indica que puede suponerse ademds que a = 1.

Una generalizacion natural a las sumas cuadraticas de Gauss S (a, m) son las sumas trigonométri-

cas racionales

p—1

jax’’

Saa.p) 1= 3%
x=0

donde a y p son coprimos y n > 2. A estas sumas nos referiremos en lo sucesivo como sumas de
Gauss de grados superiores. A diferencia de lo que ocurre cuando n = 2, en los casos en que n > 2
no se tienen resultados simples sobre la evaluacion de S, (1, p). Por ejemplo, paran = 3y p un
primo congruente con 1 médulo 3, se sabe que la suma »7_ ez’”'% es un numero real (ver [1], pag.

114). De este hecho y de una estimacion que se probard mds adelante en este capitulo se sigue que

3

—2\/p< )& <24/p

x=1

y por consiguiente
p 3
Z e¥r = 2p'% cos )y
x=1

para algtin 9, € [0, xr]. De acuerdo con el articulo de R. C. Vaughan en [36], cémputos efectuados
por von Neumann y Goldstine y por Emma Lehmer, sugirieron en aquellos dias que los ¢, estaban
distribuidos de un modo més bien erratico. La sospecha fue confirmada en 1978 por R. Heath-
Brown y S. J. Patterson al demostrar que los 9, estan uniformemente distribuidos en [0,7]; el
articulo relevante aqui es [20]. De esto se desprende en particular que 7, toma infinitos valores
distintos. En consecuencia, bajo las condiciones impuestas sobre p, se concluye que no hay una
férmula simple para S3(1, p). Por otro lado, es relativamente sencillo dar estimaciones no triviales

para los médulos de las sumas S, (a, p).

Proposicion 1.3. Sea p niimero primo y a un entero tal que (a, p) = 1. Se cumple entonces que
Su(a, p)| < ny/p.
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Prueba. Tenemos por un lado que

p—1 2

2

1=0

p—1

Z zmabc”

x=0

= p-H{xy):0<xy<p—1lyx"=y" (méd p)}|

2

(6) p--n

VAN

Para establecer la desigualdad se fija Y € {0,..., p — 1} y se aplica a la congruencia
X'=Y" (méd p)

el teorema de Lagrange sobre el nimero de soluciones a una congruencia con médulo primo. La

prueba de la igualdad es como sigue

1 2

3

=0

—1p—1p-1

DI

A=0 x=0 y=0

p—1

Z zmulx

x=0

—1p—1p—1

DRI

x=0 y=0 1=0

— Z p

0<xy<p—1
X'=y"  (méd p)

= p-{(xy) :x"=y" (médp),0<xy<p-1j

Probaremos a continuacion que

2

(7) 2 2 i — 1> S (a. ).
Como

A={21:1<A<p—-1lyd=u" (mbd p) paraalginu = u,}
tiene cardinal mayor o igual a &= y paracadau € {1,...,p — 1} se cumple que

Z T Z 2" Su(ap),
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concluimos que

p_l p_l - alxt p_l - alx
Z ZeZm n > Z ZeZm 7
A=1 |x=0 A€A | x=0
3 2
_ Z [)ZI ez iauﬁp/‘n
AeA | x=0
= > ISu(ap)P
AEA
—1
> Ui fapp

tal como se habia anunciado. De (6) y (7) se desprende que

p—1|p—1

p2-n > pz . Z Zezmuﬁ"
A=1 |x=0
—1
= ‘Sn(a’p)‘z (1 + pT)

p
> [Su(ap)f -2

y la prueba termina.
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Sea p un nimero primo 'y d = (n, p — 1). Afirmamos que S ,(a, p) = S4(a, p). En efecto, si g

es una rafz primitiva* médulo py d = nu + (p — 1)v, entonces

p—1
Sqla,p) = 1+ Z Pty
x=1

p—1

i é xd

I
x=1

p—1
- 1 + Z ezﬂ-i%gxnu+x(p71)v

x=1
p—1

S Y e
x=1

= S,.(a,p).

Vamos a derivar ahora una mejora a la estimacion en la proposicién 1.3. Denotemos con t,(m)

al nimero de soluciones de la congruencia x" = m (méd p). Se cumple entonces que

p_l ‘(l)fn p_l sam
Sn(a,p) _ Z 6271'17 _ Z tn(m)e27r17
x=0 m=0

Para obtener informacién sobre f,(m), sea g nuevamente una raiz primitiva médulo p. Si m €
{1,..., p—1}, denotemos con y a su indice médulo p. La ecuacion x" = m (méd p) es equivalente

entonces a n - ind(x) = u (méd p — 1) y por consiguiente

d sig=0 (méd d),

,(m) = . ..
(m) 0 sidnodivide a u.

De acuerdo con la identidad en (2) esto tltimo se puede escribir como
d—1 it
Lrend(m
t,,(m) _ Z ezmid
r=0

“Dado un primo positivo py g € {1,2,..., p— 1}, el pequefio teorema de Fermat asegura que g~ = 1 (méd p).
Sea m el menor entero positivo tal que g¢” = 1 (m6d p). Sim = p — 1 entonces se dice que g es una raiz primitiva
mddulo p. El lector familiarizado con el dlgebra notard que una raiz primitiva médulo p no es mas que un generador
del grupo multiplicativo de F,. Una idea relacionada con la de raiz primitiva médulo p, es la de indice médulo p. Sea
g una raiz primitiva médulo p. Sim € {1,2,..., p — 1} entonces existe un dnico p € {1,2,...,p — 1} tal que m = g~
(méd p). En tal situacién decimos que u es el indice médulo p de m (con respecto a la raiz primitiva g). Ciertamente
la nocién de indice médulo p puede pensarse como un andlogo discreto de la funcién logaritmo.
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y por tanto

Sa(a.p) = ZZ_: g

m=1 r=0

d—1 p—1
_ 2 2 " md(m) yam )
Z_: r |nd(m) + am)

Il
HMI

Luego, en vista de que

2 p—1

i

Z (e ey ezm(g(ind(m.)—ind(mz))+@)
nmj =1 m2=l
p—1 p—1 .
_ eZm’(é(md(mmz)—lnd(mz))-i-amz(liy,”))
m=1my=1
pil pil am
. . H (m—1)
_ eZm(é-lnd(m)-i-#)
m=1my=1
p_l p_l am
. . H (m—1)
_ eZm (5 And(m)+—=; )
m=1 my=0
= p,

concluimos que

(8) [Su(a. p)l < (d—=1)y/p<(n—1)4/p.

Esta tltima estimacion es no trivial cuando n < p'/?. La obtencién de estimaciones no triviales para
valores grandes de n ha sido el tema central de varios trabajos. Por ejemplo, Shparlinski, utilizando
resultados de [16], demostré en [28] que

IS (a, p)| « n7/12p2/3.

Esta estimacién es no trivial cuando n es o(p*/7).

La estimacion de Shparlinski fue mejorada por Heath-Brown y Konyagin en [19]. Ellos de-

mostraron que
1S 4(a, p)| « min{n®®p>8 n3/8p34).

Esta estimacion es no trivial cuando n es o(p*?). Este resultado fue mejorado después por Konyagin

en [24], quien obtuvo una estimacién no trivial para n < p>/4~¢.
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Supongamos que n — 1|p y consideremos el subconjunto H := {x" (méd p): 1 < x < p— 1}
de F,. H es un subgrupo de orden pT_l de F,. Ademads, cada elemento i € H puede representarse
como una potencia n-ésima de exactamente n formas. Bajo este orden de ideas, la suma de Gauss
S.(a, p) puede escribirse como

l+n 2 i
heH

En consecuencia, el problema de obtener estimaciones no triviales para S ,(a, p) es equivalente al

problema de obtener estimaciones no triviales para la suma
_ Z eZm"‘Tj‘
xeH
La estimacién de Konyagin implica, en particular, una estimacién para S (a, H) cuando |H|
p'/4*€. Por otra parte, la suma S (a, H) puede escribirse también como

2 .lle'“Xk
|H|k 1 Z 'Zem T

x1EH xreH

S(a,H) =

En particular, si k = 2 tenemos que

|S(Cl,H)|2 < ’HP Z Z 2mi 122

2

xX1€H |xeH
2
i uxlxz
< Z 2 €
X|EH xeH
2
2mi 2
S 1H| Z Z e’
x=0 |xeH

ax(xy— x

- I R S

xzeHx eH x=0

= p.

Lo anterior da una estimacion trivial cuando |H| < p'/?

. Utilizando estimaciones de suma-producto
para subconjuntos de IF, de cardinales pequefios es posible obtener estimaciones nuevas para sumas
trigonométricas multilineales, las cuales pueden aplicarse a la estimacion de las sumas de Gauss
de grados superiores. El primer resultado de esa naturaleza fue obtenido por Bourgain, Glibichuk y
Konyagin en [5]. Ellos probaron el siguiente teorema: para cada € > 0, existe § := &(€) > 0y un

entero positivo k := k(e) tal que si X < F, y |X| > p© entonces

max AT < X[k S
PREDY X["p

=1
a p) x1eX x€X
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Del teorema anterior se desprende, en particular, que si a es coprimo con p y H es un subgrupo de

orden |H| > p€ del grupo multiplicativo F%, entonces existe ¢ := §(e) > 0 tal que
S (a, H)| < [H|'™".

Puesto que S,(a,p) = 1 + S(a,H), la desigualdad previa indica que para cualquier constante

pequefia € > 0, la condicién n < p'~¢ implica una estimacion no trivial para S ,(a, p).



Capitulo 2

Elementos de combinatoria aditiva

§1. La desigualdad triangular de Ruzsa. Uno de los resultados més elementales e importantes

en combinatoria aditiva es la siguiente aportacion de Imre Ruzsa.

Lema 2.1. Sean G un grupo y X, Y y Z subconjuntos no vaciosy finitos de G. Se cumple entonces
que
X —Y||Y — Z]
Y

9) X - Z| <

Prueba. Basta con exhibir una aplicacion inyectivade Y x (X —Z) en (X—Y) x (Y —Z). Para tal
fin, para cada u € X — Z, fijemos una de las representaciones de u como diferencia de un elemento
de X y uno de Z y denotémosla con x(u) — z(u). Asi,sif: Y x (X —Z) > (X —-Y) x (Y — Z)
estd dada por

u) = (x(u) = y,y — 2(u)),
aseguramos que f cumple con el requerimiento deseado. En efecto, si

(Yarte), (ysu) €Y x (X — Z)
son tales que f((y,u)) = f((Ya> 4o)) entonces

x(u) =y =x(ue) =ya Yy y—2(u) =yo —2(ua)
y por consiguiente
u=x(u)—z(u) = x(uy) — z(ts) = tg-

De esto se sigue a su vez que y =y, y por lo tanto, (y,u) = (yq, Ug)-

O

A la desigualdad en (9) se le conoce como desigualdad triangular de Ruzsa. Una manera de
justificar tal designacion es la siguiente: definase
X -7

VIX[IY[

13

p(X,Y) := log
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La desigualdad en (9) puede expresarse entonces como
p(X.Z) < p(X.¥) + p(V.Z).

Esto ultimo indica que p satisface lo que tipicamente se conoce como desigualdad triangular. Como
o cumple también con la propiedad de simetria, i.e., p(X,Y) = p(¥,X) para cada (X,Y) en el
dominio de p, la pregunta sobre si p determina o no una métrica es natural. En general, la respuesta
a esta cuestion es negativa pues, por ejemplo, si X y Y son singuletes distintos en un grupo G

entonces

p(X,Y) =log1 =0.

Otra desigualdad de Ruzsa de tipo triangular es
X + Y||Y + Z|
Y

No obstante, la demostracion de ésta es menos simple y no la presentaremos sino hasta el final de

(10) X + 27| <

la seccidn tres de este capitulo. Por ahora, lo tinico que afiadiremos es que, como consecuencia de
la desigualdad triangular de Ruzsa en (10), se tiene que si A es un subconjunto finito y no vacio
de un grupo y |A — A| < |A|'", entonces |A + A| < |A|'*?€. Lo anterior indica que los conjuntos
con conjuntos de diferencias pequefios tienen también conjuntos suma pequefios. El reciproco de

la afirmacion anterior también es cierto.

§2. Grificas de Pliinnecke y sus propiedades.' Una grdfica de nivel n es una grifica G =
(V,E), en la cual el conjunto de vértices V es la uni6n disjunta de conjuntos Vy, Vi, ..., V, y cada
arista’ e € E es un par ordenado (v,v') conv € V,_; yV' € V; para algin i € {1,2,...,n}. Un
camino entre el vértice v;_; € V;_; y el vértice v; € V; es una sucesion de aristas de la forma
Vi1, vi), (Vis Vig1)s -« (vj—1,v;). La i—ésima razon de magnificacion de G se define como

im, (X
DG i OO
xcvoxzz | X|

donde im;(X) es el conjunto de vértices v; € V; en los cuales terminan los caminos que inician en

vértices de X.

IEn esta seccién seguimos el capitulo siete del libro de M. B. Nathanson [26].

%Es preciso mencionar que a lo que en este trabajo nos referimos con arista en algunos textos se denomina arista
orientada o arco (cf. G. Chartrand y L. Lesniak, Graphs & digraphs (Second Edition). The Wadsworth & Brooks/Cole
Mathematics Series, 1986, pdg. 14.). Una aclaracién similar aplica también a la nocién de grdfica producto que se
introduce mas adelante. Dadas dos graficas, hay varias maneras de definir a partir de ellas una grdfica producto (cf. R.
Hammack, W. Imrich y S. Klavzar, Handbook of product graphs (Second Edition). CRC Press, 2011, pags. 34-35.).
Algunos autores se refieren al producto aqui considerado como producto por capas; no obstante, hemos optado en este

punto por la nomenclatura en el capitulo relevante de [26].
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SiG = (V(G),E(G))y H= (V(H),G(H)) son gréficas de nivel n con
i vie) - Jvi y v ~L|w.
i=0 i=0
entonces la grafica producto G x H se define como sigue: el conjunto de vértices de G x H estd dado
por
V(GxH):=VoxWo)u (Vi x W) u...u (V, x W)
y el conjunto de aristas por
E(G x H) := {((v,w), (V',w)) : (v,V') € E(G), (w,w') € E(H)}.

En particular, como consecuencia directa de la definicién tenemos que el producto de dos gréficas
de nivel n es también grafica de nivel n. Un dato que sera relevante a la postre es la relacion entre

las razones de magnificacion de la grafica G x H y las razones de magnificaciéon de G y H:

Proposicion 2.2. Si G = (V(G),E(G)) y H = (V(H),G(H)) son grdficas de nivel n entonces,

para cada i€ {1,...,n}, se cumple que

Di(G x H) = Di(G)D;(H).

Prueba. Probaremos en primer lugar que D;(G x H) < D;(G)D;(H). Supongamos que V, y W,
soncomoen (11)yque Z < Vo, y Z' < W, son tales que

 [imy(Z))|

()~ In _ lim(2)]

D,(H) - ‘Zl‘

Como se cumple ademds que im;(Z x Z') < im;(Z) x im;(Z’) se sigue que

imy(Z x Z)[_ [imy(Z)][im,(Z')]
Zxz| 1Zl|2']

Para establecer la desigualdad en el otro sentido consideremos un subconjunto X no vacio de
Vo x Wy. Es claro que

x =Jta) < X,

donde X, es el conjunto de los b € W, tales que (a,b) € X. Asi, si en X; recolectamos los pares

ordenados (a,d) € V, x W, tales que existen b € W, y un camino en H entre b y d y ademés
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(a,b) € X, obtenemos que

] = [ x imy(x,))

= ‘iml(Xa)‘

a

= Dl(H> Z ’Xa’
(12) = D:(H)|X|.

Por otra parte, si escribimos a X; como | J,(Y, x {d}), donde Y, denota al conjunto de los ¢ € V,

tales que (c,d) € X;, se tiene que

im(X) = |_J(imi(Ya) x {a}).

d

De esto se sigue que
Jim;(X)| = zd: lim;(Yy)| = Di(G) Zd: |Y4| = D;(G)|X].
De (12) y lo obtenido en la linea previa se desprende que
lim;(X)| = Di(G)Di(H)|X|
y la prueba termina.

O

Una grdfica de Pliinnecke de nivel n es una grafica G = (V, E) de nivel n que satisface las

propiedades adicionales:

A. Siu,v,wy,...,w, € V son tales que (u,v) € Ey (v,w;) € E paracada j € {1,...,k},

entonces existen k vértices diferentes vy, ..., vy tales que para cada j € {1,...,k}, (u,v;) €
Ey (vj,w;) € E.

B. Si uy,...,ux,v,w € V son tales que (u;,v) € E paracada j € {l,...,k} y (v,w) € E,
entonces existen k vértices diferentes vy, ..., v, tales que para cada j e {1,...,k}, (u;,v;) €
Ey (v;,w)€E.

Ejemplos.

1. Uno de los ejemplos mas importantes de grifica de Pliinnecke son las grdficas de adicion,

las cuales se construyen como a continuacion se indica. Sean A y B subconjuntos no vacios de un
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grupo abeliano (escrito aditivamente). El conjunto de vértices es
Vi=VyuViu...uV,
donde
Vo := A x {0}

Vim=(A+iB) x{i} ={a+b +...+b:acAb;c B} x{i}

y el conjunto de aristas E estd conformado por los pares (v;,v;11) € V; x Vi tales que si v; =
x; x {j} paraalgin x; € A+ jByv;i = x;+1 x {j + 1} paraalgin x,., € A + (j+ 1)B, entonces
Xj41 — x; € B. Es claro que la grifica G := (V,E) es de nivel n. Afirmamos que G es también

gréfica de Pliinnecke. En efecto, sean

U,V,Wi,... . wy €V
tales que (u,v) € E'y (v,w;) € E paracada j € {1,...,k}. De las definiciones se sigue que existen
ie{O,...,n—2},x,~eA+iB,x,~+1eA—i—(i+1)Byx}+2,...,xf+26A+(i—i—2)Btalesque

u=(x,i), v=(x4,i+1), w5 = (xirz’i +2)

Yy Xiy1 — X = bie By x{H — Xy = b{ € B. Asi,siv; == (x + b{,i + 1) entonces v; € Viyy
y tanto (u,v;) como (v;,w;) pertenecen a E. Esto indica que la grafica G satisface la propiedad
A en la definicion de grafica de Pliinnecke. Procediendo de manera andloga podemos mostrar que
G satisface también la propiedad B. Se colige entonces que la grafica de adicion G es gréfica de
Pliinnecke.

Dentro de las graficas de adicion distinguimos a las grdficas de adicion independiente: sea

neNyB:={by,...,b,} < N que satisface la condicién adicional que las (h+2_1) sumas

bj,+...+bj, con 1<j<---<j,<h

son distintas. Denotemos con I, a la gréfica de adicién de nivel n determinada por A := {0} y B.
Se cumple entonces que Vy = {0}, V; = iBy paracadai€ {1,2,...,n}

Vil (h+§—1) (b1 (h+i—1)

i
I, es grafica de Pliinnecke pues es un caso particular de grafica de adicion. En lo sucesivo nos

referiremos a [, , como grafica de adicion independiente de nivel n en i elementos.

2. Una forma de generar una nueva grafica de Pliinnecke a partir de una gréafica de Pliinnecke
dada es por contraccion. Supongamos que G := (V(G), E(G)) es una gréfica de Pliinnecke de nivel
ny que V(G) := u!_,V;. Sean j y k enteros tales que 0 < j < k < n'y X y Y subconjuntos no
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vacios de V; y Vi, respectivamente, tales que para algin a € X y b € Y existe un camino de a a b.
Si V(X,Y) es el conjunto de todos los vértices de G que pertenecen a algiin camino entre X y Y,

hacemos
Vi(X,Y) = V(X,Y) N Viy,

parai e {0,1,...,k— j}. (Puesto que existe un camino entre a € X y b € Y, ninguno de los V;(X,Y)
es vacio.) Asi, si denotamos por G(X, Y) a la gréfica con conjunto de vértices

V(X,Y):= |;j| Vi(X,Y)

y conjunto de aristas
E(X,Y) :={(v,V) € E(G):v,V e V(X,Y)}
se cumple que G(X, Y) es grafica de Pliinnecke de nivel k — j.

Otra manera de generar una grafica de Pliinnecke a partir de una dada es por inversion. Sea
G := (V(G),E(G)) una gréfica de Pliinnecke de nivel n. Si V(G) := L"_,V;, definamos V; ' :=
V,_iparacadaie€ {0, 1,...,n}. La grdfica inversa G~ ! de G es la grafica cuyo conjunto de vértices
es V(G™!) := u" V7' y cuyo conjunto de aristas E(G~') se determina a través de la condicién
siguiente: (v,v') € E(G™') siy sélo si (v/,v) € E(G). No es dificil convencerse que G~ es una

gréfica de Pliinnecke de nivel n.

Finalmente, el producto de gréficas de Pliinnecke de nivel n también sirve para generar otras

gréficas de Pliinnecke de nivel n.

O

Un resultado central en la teoria y aplicaciones de las graficas de Pliinnecke es la desigualdad

de Pliinnecke:

Teorema 2.3. Sea G = (V(G), E(G)) una grdfica de Pliinnecke de nivel n. Se cumplen entonces

las siguientes desigualdades,

D\(G) = Dy(G)"? = --- = D,(G)'/".

Antes de pasar a la prueba del teorema, veamos lo que podriamos derivar a partir de €l en el caso

que G es la grifica de adicion con conjunto de vértices V = Vou Vi u... UV, donde V; := A x {0}

y
Vii=(A+iB) x{i}={a+bi+...+bi:acA,b; e B} x {i}.



2. ELEMENTOS DE COMBINATORIA ADITIVA 19

En este caso tenemos que si X & A entonces

im;(X x {0}) = (X +iB) x {i}
= {x+b1+...+b,~:xeX,bj€B}><{i}~

De le definicion de las razones de magnificacion se sigue entonces

. |X+iB|
Di(G) = min X

|A+iB)|
IA|

A + iB| 1/"> X+ kB
A] = «diibs x| ‘

Si suponemos que para k fijo, el minimo en la expresion de la derecha se alcanza cuando X = X; <

Esto indica en particular que D;(G) < . El teorema 2.3 implicaria entonces que para k > i,

A, obtenemos el siguiente

Corolario 2.4. Sean A y B dos subconjuntos finitos y no vacios de un grupo abeliano. Siiy k

son numeros enteros fijos tales i < k, entonces existe un subconjunto no vacio X, de A tal que

A+iB\"
|X1 +kB’ < (%) ’X1’-

En particular, puesto que 1 < |X;| < |A|, parai = 1 se sigue que

Para probar el teorema 2.3 requeriremos de un par de lemas:

Lema 2.5. Sea G = (V(G),E(G)) un grdfica de Pliinnecke de nivel n con V.= L V. Si

D, (G) = 1 entonces existen |Vy| caminos totalmente disjuntos por pares de Vo a V,,.
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Prueba. La prueba depende de la siguiente consecuencia del teorema de Menger’: si G :=
(V(G), E(G)) es una gréfica dirigida y X, Y < V(G) son no vacios y disjuntos entonces el maximo
ntimero de caminos totalmente disjuntos* por pares de X a Y es igual a la cardinalidad minima que

puede tener un subconjunto de V(G) que separe’ a X de Y.

Puesto que la tesis del aserto en cuestion es sobre el nimero m de caminos totalmente disjuntos
por pares de Vj a V,, lo que haremos entonces es obtener informacion sobre este nimero a través
de un § < V(G) de cardinalidad m que separe a V, de V,. Se trata de establecer, en especifico, que

m = ’V()‘

Para v € V(G), denotemos con i(v) al dnico entero i tal que v € V;. Sea S un subconjunto de
vértices de G que separe a V,y de V,, y tal que |S| = m. Claramente, S se puede escoger tal que la

suma

sea minima. Afirmamos que en tal caso

(13) S<VouV,

Si suponemos que la contencion no tiene lugar entonces existe j € [1,n—1] talque S NV, # .

Supongamos que

SnVi={s,...,8}

y que los elementos restantes de § son s,41, ..., S,. Sean «y,...,m, caminos totalmente disjuntos
por pares de Vj a V, indexados de tal manera que para cada i € {1,...,m},s; € m;. Puesto que
0 < j < n, se observa que paracadai € {l,...,q}, el vértice s; tiene, sobre el camino 7;, un vértice

3Puesto que hay varias versiones del teorema de Menger en la literatura, es preciso hacer unas aclaraciones sobre
la versién a la que nos estamos refiriendo aqui. Sean G = (V(G), E(G)) una gréfica dirigiday a,b € V(G) dos vértices
(distintos). Sean a = vy, vy,...,vy = by a = wy,wy,...,w; = b dos caminos en G del vértice a al vértice b. Se dice
que estos caminos son disjuntos si v; # w; para cadai € {1,...,k— 1}y j e {1,...,I — 1}. Un subconjunto S de
V(G) separa al vértice a del vértice b si cada camino en G de a a b contiene al menos un elemento de S. El teorema
de Menger asegura asi que si (a,b) ¢ E(G) entonces el médximo niimero de caminos disjuntos por pares entre a y b es

igual a la cardinalidad del subconjunto S de E(G) mds chico que separa al vértice a del vértice b y que no contiene a a

oab.
4Un camino de X a Y es una sucesién de vértices vo, vy, ..., v tal quevg € X, v € Yy (vi_1,v) € E(G) para
cadai € {l,...,k}. Se dice que dos caminos vy, vy,..., vk ¥ Wo, Wi, .. ., w; son totalmente disjuntos si v; # w; para

cadaie {0,1,...,k}yje{0,1,...,1}.
Un conjunto S de vértices separa al conjunto X del conjunto Y si cada camino de X a Y contiene al menos un

elemento de S.
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predecesor r; € V;_; y un vértice sucesor #; € V1. De la minimalidad de la suma ¢ i(s) se sigue

que el conjunto de vértices

S* ={ri, ... Ty Sgr1s- - Sm}

no separa a V de V, y por ende, existe un camino n* de Vj a V,, que no pasa por ningin punto de
S*. Sin embargo, puesto que 7* tiene exactamente un vértice sobre S, existe i € {1,..., g} tal que
s; € m*; supongamos que i = 1. Es claro que si r* es el vértice predecesor de s, sobre el camino 7*

entonces r* & {ry,...,r,}.

Consideremos ahora los siguientes conjuntos de vértices de G:

S, = {ri,....rg} € Vi,
S, == {rfr,..r Vi,
Sy = {s1,....,8,0 SV,
Sy = At} S Vi
Sabemos que la grifica G* := G(S;,S ) es grifica de Pliinnecke de nivel 2. Supongamos que

V(G*) = Vi b Vi u V3. Como los vértices r;, s; y t; son contiguos sobre el camino r; (para cada

i€ {l,...,q}) ylos vértices r*, s1,1; son contiguos sobre el camino 7%, se obtiene que

Vi=Si VIS, y Vi-=S.

Afirmamos ahora que
(14) Vi=3S8,

esto es, que cada camino sobre G de S = {re,r,....r,} a S, = {t,...,t,} pasa por algin
punto de S ,. Supongamos que el camino y sale de r; y llega a ¢;. Si el vértice intermedio es s* ¢
{s1,...,s,} entonces hemos dado con un camino sobre la grafica original G que no pasa por ningtin
vértice de S: se recorre m; hasta r;, después, por el camino 7y, se pasa de r; a s* y de s* a tj;
finalmente, se recorre 7; desde #; hasta el vértice correspondiente en V,,. En el caso que el camino
¥ principie en r* y finalice en ¢; se procede de manera andloga: se recorre 7* hasta r*, después,
por el camino vy, se pasa de r* a s* y de s* a t;; finalmente, se recorre 7; desde ¢; hasta el vértice
correspondiente en V,. Puesto que s; ¢ pi* parai # 1, el supuesto s* ¢ {si,...,s,} indica que
en este caso el camino resultante sobre la grafica original G también evita a S. En sendos casos, la

contradiccion obtenida implica que la igualdad en (14) es cierta.

Estamos a punto de terminar la prueba de (13). Denotemos por d* (a, G*) al nimero de vértices
v € V(G*) tales que (a,v) € E(G) y por d (a,G*) al nimero de vértices v € V(G*) tales que
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(v,a) € E(G). Dado que (r,s;) y (si,%;) son aristas en la grafica G*, la cual es una gréfica de

Pliinnecke, se tiene que

d* (r,G*) = d* (5, G*)

d (li, G*) = d_(Sl‘, G*)

Ademas, puesto que el nimero de aristas que salen de V;' es igual al nimero de aristas que entran
a Vi y el nimero de aristas que salen de V| es igual al nimero de aristas que entran en VJ se
desprende que

q

>d*(r.GY) =

i=1

o

I
_

d+(Si,G*)

Il
‘MQ

I
_

d(t,G")

Y
=

I
_

d_(Sl‘, G*)

q
= d7(r*.G*) + ) .d" (1. G")
i=1
q
> 14 ) .d"(r.G"),
i=1

lo cual es decididamente absurdo y (13) se sigue.

Mostraremos ahora que lo hecho previamente implica que |S| = |Vy|. En efecto, puesto que
|S| es igual al maximo nimero de caminos totalmente disjuntos por pares de V, a V,, entonces
IS| < |Vyl|. Luego, si V) < S entonces |Vy| < |S|y por consiguiente, |S| = |Vp|. En otro caso,
Vo\S es no vacio y al ser S un subconjunto de vértices que separa a Vj de V, se sigue que cada

camino de G que inicie en V\S debe terminaren V,, N S. Asi

[im, (Vo\S)| _ [Va 0 S|
VO\S| [Vo\S|

1 < D,(G) <

ST =WVorn S|+ [VanS[=[Von S|+ [Vo\S| = [Vol,

de donde se desprende nuevamente que |S | = |Vy|.
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Lema 2.6. Sea G = (V(G), E(G)) una grdfica de Pliinnecke de nivel n > 2. Si D,(G) > 1

entonces D;(G) = 1 para cadai€ {1,...,n}.

Prueba. Sea Z un subconjunto no vacio de V; fijo (pero arbitrario). Puesto que D,(G) > 1,
el lema 2.5 asegura la existencia de |V,| caminos disjuntos de V; a V,,. Por consiguiente, hay |Z]|

caminos disjuntos que emanan de |Z| y
1Z] < |im;(Z)].

A su vez esto implica que,

D;(G) = min [im;(2)]

= > 1.
ZCAZ+ |Z’

Prueba del teorema 2.3. Basta con demostrar que para n > 2 fijo (pero arbitrario) y para cada
ie{l,...,n}, Di(G) = D,(G)/". En efecto: esta desigualdad implica en particular que D,_,(G) >
D,(G)"=D/"; Tuego, si n — 1 > 2, la desigualdad puede aplicarse a la gréfica de Pliinnecke de
nivel n — 1, Gy, que se obtiene a partir de G al eliminar el conjunto de vértices V,, y las aristas
que llegan a un vértice de V,, y obtendriamos que D,_»(G) = D,_,(G;) = D,_;(G,)"~2/"=1) =
D,_, (G)(”_z)/ (»=1) 'Si de G, removemos el conjunto de vértices V,_; y las aristas que llegan a un
vértice de V,,_; obtenemos una gréfica de Pliinnecke de nivel n—2, G,, sobre la que se puede volver
a aplicar la desigualdad puesta a consideracion en un principio (siempre que n —2 > 2). Repitiendo
el proceso anterior, tantas veces como sea necesario, se llega en un momento a D,(G) > Di/ 3(G) y
D\(G) = DY*(G).

Dicho lo anterior, distinguimos entre cuatro posibles casos para el nimero D, (G): D,(G) = 1,
D,(G) =0,D,(G) € (0,1) 6 D,(G) > 1.

Si D,(G) = 1 entonces el lema 2.6 implica que D;(G) > 1 = D;/"(G). Si D,(G) = 0, el
resultado es obvio.

Supongamos que 0 < D,(G) < 1.Sire Nym = 1 + |(n!D,(G)™")"/"| se sigue que
D,(G)'m" = n!.

Si denotamos con G al producto de r copias de la grifica G e I, es la grafica de adicion introducida
al final del ejemplo 1, tenemos que G" x I,,, es una grafica de Pliinnecke de nivel n y por lo tanto
D,(G)'m"

D, (G" % 1,,) = Dy(G) Dy(L) = ,
n.

> 1.
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El lema 2.6 nos garantiza entonces que
1 < Dy(G" x I,,,) = D;i(G)'m’
y por tanto
m~" < Di(G).
Como D,(G) € (0, 1), se tiene que
(n!'D,(G)™)" <m < 1+ (n'D,(G)™")'/" < 2(n'D,(G)™")"/"

y por consiguiente,

D,(G) = mii/r
> (2(n!Du(G) ™))
(15) = (2(n)Y""rD,(G)"".

Puesto que la desigualdad en (15) vale paracadar > 1y
lim (2(n!)/™) =/ = 1,
r—00
concluimos que D;(G) = D,(G)"" para cadai € {1,...,n}.
Consideremos ahora el caso D, (G) > 1. Sea r un entero positivo tal que
m = |D,(G)""| > 1.

Se tiene entonces que

2<m<D,(G)" <m+1<2m

Sea I, ! la grafica inversa de 1,,,,. Sus razones de magnificacion satisfacen las condiciones

+n—1\"
Dn<ln:,z>—|nB|‘1—<m " ) > m

n—1
y
— B n—i
’ |nB| m"/n!

Como en el caso anterior, de

D,(G" x I,}) = D,(G)'D,(I,,},) = D,(G)'m™" > 1
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y el lema 2.6 se obtiene que

1 < D{(G" x I,)) = Di(G)'n!m™".
De esto se desprende que

Di(G) = (n))Vmi
i/r
Dn G r/n
= (n!)—l/r( (2) )

_ (2ln')_l/an(G)l/n
Dado que la desigualdad resultante vale para cada r suficientemente grande, se concluye que
Di(G) = D,(G)/" paracadaie {1,...,n}.

O

§3. La desigualdad de Ruzsa-Pliinnecke. Una consecuencia notable de la desigualdad de

Pliinnecke es el siguiente hecho:

Sea A un subconjunto no vacio de un grupo abeliano. Supongamos que |A + A| < C|A|. Se
tiene entonces que |jA — tA| < C7TA| para cada (j,€) € N x N.

Su demostracion es sencilla. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que £ > j. Luego, si
hacemosi = 1,k = jyA = B = Ay apelamos al corolario 2.4, se obtiene A’ A tal que
A+ A|
A

Si volvemos a aplicar el corolario 2.4, pero ahora con las asignaciones i = j,k = {,A = A’y

J
(16) |A" + jA| < ( ) |A'| < C/|A|.

B = Ay atendiendo a lo que aparece en (16), se obtiene A” < A’ tal que

A"+ jA
|A']

De (16), (17) y la desigualdad triangular de Ruzsa se concluye entonces que

4
(17) A" + ¢A| < ( ) A" < Ct|A).

|A"[[JA — LA

N

|A" + jA||A" + €A
|A" + jA||A" + A
CIH|A||A”)
CIH|A A"

NN

VAN

Cabe mencionar que en 2011 Giorgis Petridis dio con una manera de obtener el resultado anterior
sin apelar a la desigualdad de Pliinnecke (para mas detalles sobre este asunto, consultese la entrada

de titulo A new way of proving sumset estimates en la bitdcora en internet de Tim Gowers).
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La siguiente version del corolario 2.4 fue demostrada por Ruzsa en [27]. La presentamos ahora

pues la utilizaremos ampliamente en lo sucesivo.

Lema 2.7. Sean X, By, ..., By subconjuntos finitos y no vacios de un grupo abeliano. Supong-

amos que |X| = ny que paraie€ {1,...,k}, |X + B;| = an. Existe entonces X, < X tal que
‘X] + B ++Bk| < Q]"'a’k|X1|.

donde la constante implicada depende de k.

Prueba. Sea R un grupo abeliano que contiene a los conjuntos X, By, ..., By. Elijase

M > 10k(|IX + By| + ...+ | X + By|)

M
I/leI — .
X + B||

Supongamos que para 1 <i < ky 1l < j < n;, los enteros m;; son distintos por pares de tal manera

y para j € {1,...,k}, definase

que las sumas
myj, + m;, + ...+ my i,
son también distintas por pares. Definamos a continuacién los conjuntos
Bij:=B; x {my}, 1<i<k 1<j<n.
Claramente, los conjuntos asi definidos son disjuntos por pares. Luego, si
Y = Bll U...Blnl Ule U "‘UBan U... UBkl U... UBknka

al aplicar el corolario 2.4, con i = 1, a los conjuntos X x {0} y ¥, obtenemos un subconjunto
X; x {0} de X x {0} tal que

X x {0} + Y|¥
(18) 1X; x {0} + kY| < ||{+|X1|
Por otro lado, de la eleccién de los enteros m;; se sigue que a distintos vectores (ji, ..., j) corres-

ponden distintos conjuntos
X, x {0} + Byj, + ...+ By,

El nimero de conjuntos de esta forma es entonces
Mk
26|X + By|...|X + By’

nl"'i’lkZ
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Por otro lado, como |X; x {0} +By,+...+Byj,| = |[Xi+Bi+...+B| y cada X; x{0}+ By, +...+Byj,
estd contenido en X; x {0} + kY,
M
2K|X + By| -+ - |X + By
Asi,de (18) y (19) y |X x {0} + Y| < ny|X + By| + ... + m|X + Bi| < kM se desprende que

(19) X1 +Bi +...+ By < |X; x{0}+kY|

Mk
26X 4+ By| -+ |X + By

kM
H&+Brw“+BA<<§)\&L

Ergo,
|X1 + Bl + ... —|—Bk’ < (2k)ka1 s -ak|X1]

y la prueba culmina.

O
Corolario 2.8. Sean X, By, ..., By subconjuntos no vacios y finitos de un grupo abeliano. Se
tiene entonces que
|X + By|---|X + Bg|
B+ ...+ B K
|B1 il | X[k
Prueba. Por el lema recién demostrado, existe X; < X tal que
X+B---|X+B
X, + B +...+ B <« | il M&|
| X
X+ Bi|---[X+ B [X]
| X[+ | X]
X + B| -+ |X + By
S
El resultado se sigue ahora al notar que |B; + ...+ By| < |X| + By + ... + Byl
O

§4. Estimaciones del tipo Balog-Szemerédi-Gowers. Sean (G, +) un grupo, A y B subcon-

juntos finitos de G y E un subconjunto de A x B. Definamos
A+B:={a+b:(a,b)eE} y A—B:={a—b:(ab)eE}.
E E

La idea basica detrds de las estimaciones del tipo Balog-Szemerédi-Gowers es la siguiente: si A

y B tienen cardinales comparables, E es un subconjunto grande de A x B mientras que A + B es
E

pequeiio, entonces existen subconjuntos grandes A’ € Ay B' < B tales que A’ + B’ es pequerio.
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En la literatura pueden encontrarse varias estimaciones del tipo Balog-Szemerédi-Gowers. Una
de las versiones particularmente convenientes para la estimacion de sumas trigonométricas es la

propuesta por Bourgain y Garaev en [4]:

Proposicion 2.9. Sean A y B subconjuntos finitos de un grupo abeliano (escrito aditivamente).
Supongamos que E < A x B es tal que |E| > |A||B|/K. Existe entonces A’ < A tal que |A’'| >
0.1|A|/K y
A" — A'||A||BP

10*K>

A" — A'[|A]|B]®
10*K3

A+ B[* > A — B[* >
E E
Dado a € A, denotemos con N(a) al conjunto de los b € B tales que (a,b) € E. Andlogamente,
dado b € B, denotemos con N;(b) al conjunto de los a € A tales que (a,b) € E. En particular, si
be N(a)entoncesa+be A+ Bya—beA— B.Paralo que sigue serd de ayuda tener en mente
E E

que
i) ae Ny(b) siysolosibe N(a).
ll) N(al) N N(ag) = {b eB:a; € Nl(b>,(12 S Nl(b>}
i) Xpes IN(@)] = Dpes IN1(D)] = |E].

La prueba de la proposicion 2.9 se basa en el siguiente

Lema 2.10. Supongamos que para K > 1, existe E € A x B tal que |E| > |A||B|/K. Entonces,
para cada € € (0,1), existe A' C A de cardinalidad mayor o igual a |A|/ /2K tal que la estimacion

€

IN(d}) N N(d))| = K2

|B]

se cumple para al menos (1 — €)|A’|> elementos de A’ x A'.

Prueba. Hagamos

Q= {(al,az) €AxA:|N(a)n Na)| < %m}.

Puesto que

2, 2 b= )

beB (al,az)eﬂ beB (al,az)EQ
al,azeNl(b) bEN(a])ﬁN(az)
= x x !
(al,az)GQ beB
beN(a;)nN(az)

= D, IN(@)nNa)|,

(al,az)GQ
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la desigualdad de Cauchy-Schwarz indica que

Y mer-- 3 1 = ,—%(wa)

beB (al,az)GQ beB
al,(ZzENl(b)

1

- LY ) e N@)
(a1,a2)EQ

. AFIBl _QllB]

- K2 2K>

AR

- 2K

Luego, si

1
|N1(b)|2—; >
(a1,a2)€EQ
u1,azEN|(b)

alcanza su valor maximo en b = b, entonces

’Nl(b0)|2_l Z 1 2%-
€ (al,az)EQ

al,azeNl (bo)

Para obtener el resultado en cuestion basta con hacer A’ = N;(by). De la ultima desigualdad se

sigue de inmediato que |A’| > |A|/+/2K. Para probar la otra parte, notamos que de

AP 1

e e
2K € (al,az)EQ
al,azeA’
> ! Z 1
~ e
(df.ab)eA’ x A’
IN(a})N(a)) <55 |BI
se desprende que la estimacion
/ / €
IN(d}) N N(ay)| = K2 B|

tiene que cumplirse para al menos

(1—e)a’P
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elementos de A’ x A’ pues, en caso contrario, seria

AP = > 1+ D 1

(df.ab)eA’ x A’ (df.ab)eA’ x A’
IN@) AN <55 1Bl NG N> 5 Bl
< €A)P+(1—eAP
— |A/|2-

Prueba de la proposicion 2.9. Diremos que un par (a;,a,) € A x A es bueno si

1B

K2

Tomemos € = 0.1. De acuerdo con el lema 2.10, existe A’ < A cuya cardinalidad es mayor o igual

|N(a1) M N(a2)| = 0.05

a|A|/v/2K y tal que A’ x A’ contiene al menos 0.9|A’|? pares buenos. Ahora bien, para un @) € A/,
denotemos con I,/ al conjunto de elementos a;, € A’ tales que (a, a,) es un par bueno. Se cumple
1
entonces que
> | = 09|47,
a’eA’
Sea A” el conjunto de los a” € A’ tales que
L] > 0.7|4").
Asi, puesto que
0942 < > [Iyf = D LI+ D 1| < |A"||A| +0.7|4"
a'eA’ acA” acA’—A"
se colige que |A”| = 0.2|A’| = 0.1]A|/K. Es suficiente con mostrar ahora que
A" — A"||A||BJ? A" — A"||A]|BJ?
10*K> 10*K>
Puesto que para cada par (af,a;) € A” x A", los conjuntos I,» y I,y son subconjuntos de A’ con

A+ B|* > |A—B|*>
E E

cardinalidad mayor que 0.7|A’|, el principio de inclusién-exclusion garantiza que

A]

|Ia1’ M Ia;/| 2 O4|A/| 2 01?

Se tiene también que si a € I, N 1,7, entonces tanto (a,a}) como (a, a’) son buenos. Por lo tanto,

|B| : |B|
IN(a) n N(a])| = O'OSE’ IN(a) " N(ay)| = O'OSF'

Asi, puesto que la identidad

(20) aj —ay, = (a{ +by) — (a+by) + (a+ by) — (d + by)
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vale para cada
" "
a€lynly, bieN(a)nN(aj), breN(a)nN(d).

se sigue que cada elemento de A” — A” tiene al menos
Al sl slB
10K (10K)? (10K)?

representaciones diferentes de la forma d, — d, + d3 — d,, donde d; € A + B. Como el nimero de
E

vectores del tipo (d,, d», d3, d4) no puede ser mayor que |A + B |4, se concluye que
E

Ay Bt A AAlBE
E 104K5
La estimacion
o g A A8
E 104K3

se obtiene procediendo de manera aniloga pero partiendo en cambio de la identidad

aj —ady = (df —by) — (a—by) + (a—by) — (a5 — by).
O

§5. Energias aditiva y multiplicativa. Si (®, +) es un grupo y X y Y son subconjuntos de ®,
la energia aditiva de los conjuntos X y Y se define como

E (X,Y) = [{(xi,x2,y1,7) € X2 x Y?* 1 x; +y; = X2 + W}

Si (®,-) es un grupo y X y Y son subconjuntos de ®, la energia multiplicativa de X y Y se define
de manera similar

E (X, Y) = |{(x1,%y1,y2) € X* x Y?: x1 -y = X5 - o}

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz puede deducirse que
X Py X 1Y?

X+Y|> e =
| | E.(X,Y) E.(X,Y)

|XY| >
En efecto, si denotamos con /(1) al nimero de soluciones de la ecuacion
x+y=4, xe€X, yeY

entonces de

{(x19x29y1’y2) EX2 X Yz:xl +)’1 :X2+y2} = |_| {(x’uayav) exz x Yz:x+y:/l: u+v}
AeX+Y
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se desprende que

E.XY) = Y PW

AEX+Y
1 2
> > 1(1))
’X + Y’ </l€X+Y
XY
X+ Y|

La estimacién inferior para |XY| se obtiene procediendo de modo andlogo.

Lema 2.11. Sean X, Y subconjuntos de F,. Existe entonces z € F, tal que
|
[X +2Y] > 5 min{[X][|Y], p}.

Prueba. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que |Y| > 2. Sea I el nimero de soluciones

de la ecuacion
Xitz=x+2n x,0€X, yL,mweY zeF,.

Siy; = y, entonces x; = x,. En este caso obtenemos a lo més p|X||Y| soluciones. Si y; # y, en-

tonces cada vector (xi, X2, y1, 2 ) determina de manera tinica al correspondiente z. Por consiguiente,
1< plX||Y] + [XP|YP.
En consecuencia, existe z € F, tal que el nimero de soluciones a la ecuacion
X|ty1 =X +20, Xx,0€X, y,»mel,
es menor o igual a |X||Y] + |X|?|Y])*p~".

Si z = 0 entonces esta tltima ecuacién tiene |X||Y|? soluciones. Como |Y| > 2, se sigue que

|X| = p/2y el aserto se tendria. En otro caso, el resultado es consecuencia del hecho que

XP1Y)?

E,(X.2Y) < [X[[Y]+

y de la desigualdad E (X, zY) > |X|*|Y|*/|X + zY].

El resultado que sigue es consecuencia del articulo [17] de Glibichuk y Konyagin.

Lema 2.12. Sea A\ < F,,. Existen by, b, b3, b, € A, tales que

|(by — by)A; + (bs — by)A; + (b3 — by)A| » A
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Q.

|(b1 — bz)Al + (b3 — b4)A1‘ > p.

Prueba. Podemos suponer que |A;| > 1. Sea
A] — A1 . {Cl] — dy

Al — A,

Say,a,a3,a4 € Ay,az £ ag g .
as — dy

Si
Al — A Al — A
1 1 + 1 g_ 1 1
A1 — A] A1 - Al
entonces existen by, by, b3, by € Ay, con b # by, tales que

by —b Al —A
1 2_’_1¢ 1 1.
b3—b4 Al—Al

En consecuencia, la aplicacién f : A; x A; — F, definida como

by —b
flu,v) = (b;_bj+l>u+v

es inyectiva y por ende

= |Al]

by — b,
1A A
‘(1?3—’?4Jr ) LA

Si, por el contrario,

A —A A —A
1 Ly 1

A — A A —A
entonces es evidente que
A —A
1 1 F,.
A — A
El lema 2.11 asegura entonces la existencia de
Al — A
Z€
A — A

tal que
|
A1 + 241 > 5 min{p, AL}
Asi, para algin (by, by, b3, by) € A‘l‘ se tiene que

A

|
|<b1 — bz)A] + (b3 — b4>A1| = 5 mln{p,
De esto ultimo se sigue que

|(b1 — bz)Al + (b3 — b4)A1’ =

(Sl aS
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[@N

1
(b1 — b2)A1 + (b3 — by)A4| = §\A1|2

y la prueba termina.
O

La conclusion del lema anterior pudo haberse formulado de una manera diferente; no obstante,

la formulacién hecha serd particularmente conveniente para la aplicacién que se le tiene contem-

plada.



Capitulo 3

Estimaciones de suma-producto en F,

Como se ha mencionado en la introduccidn, el problema de suma-producto en F, fue resuelto
en trabajos de Bourgain, Katz y Tao y Bourgain, Glibichuk y Konyagin. Ellos probaron el siguiente
teorema, al que se le conoce hoy en dia como la estimacién de suma-producto en campos de orden

primo.

Teorema 3.1. Para cualquier € > 0 existe 5 = 6(e) > 0 tal que si A < F, y |A|] < p',

entonces
max{|A + A, |AA|} = |A|'T.

En las hip6tesis del teorema el requerimiento que |A| sea menor que p!~€ es esencial pues si |A| es

cercano a p entonces tanto |A + A| como |AA| tienen orden cercano a |A|.

En la prueba del teorema 3.1 utilizaremos algunos de los principales resultados del capitulo
anterior. Sin embargo, antes de abordarla presentaremos una estimacién de suma-producto debida

a Garaev que implica al teorema 3.1 cuando |A| > p'/?*e,

Proposicion 3.2. Para cualquier subconjunto no vacio A de F), se tiene que

A2

max{|A + A|, |[AA|} > c¢min {— p1/2|A|1/2}
p

]

1/2°
donde c es una constante absoluta positiva.
Prueba. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 0 ¢ A. Consideremos entonces la
ecuacion
(21) xal_l+a2=y, (x,ai,a2,y) € (AA) x A x A x (A+ A).
Para cada (ay,as,a3) € A x A x A, latupla
(a1a3,a1,a2,a3 + ar) € (AA) x A x A x (A+A)

es solucion de (21). Ademas, puesto que a tercias diferentes (ay, a»,a3) corresponden soluciones
diferentes (aja3,a;,ay,a; + a»), el ndmero J de soluciones a la ecuacién (21) es mayor o igual a

35
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|A]3. Por otra parte, si expresamos a J por medio del procedimiento usual obtenemos que

AP < U ZZZZZ

n=0 x€AA a|€A areA yeA+A

+a2 y)

|AA||A]?|A + A|
b p
ZZZ”HZZ e
p n=1 |x€AA a;€A areA yeA+A
Por otra parte, paran € {1,...,p — 1} se curnple que
_—1 2

22 2mi—1— < |AA|Z ZeZm'p'
XEAA aj€EA XEAA |a €A

a4

< Jaal Y Y Zez’"”( o

a1€A areA x=0

PIA[|AA].

Por consiguiente

|AA]|A\ ]A+A] \ D |AA||A Z

n=0
|AA]|A\2]A+A]
. + \/p|AA|\A]\/\AHA+A|.

El resultado se obtiene al notar que las desigualdades de arriba implican que si M := max{|A +
A|,|AAl} entonces

AP

Z Imz

areA

ny
Z eZm]—)

yEA+A

2|A|

M- A
AR < —Z 4 /pM.

O

Notemos que en el caso |A| > p*3, la proposicién 3.2 implica la estimacién max{|A+A|, [AA|} >
p'/?|A|'/2. Por otro lado, un ejemplo de Chang-Garaev indica que para cualquier entero N € [1, p]

existe un subconjunto A < F, de cardinalidad |A| = N tal que
méax{|A + A|, |[AA|} « p'?|A|">.

En otras palabras, la proposicién 3.2 implica una estimacion 6ptima (en la formulacién gener-
al) para subconjuntos de cardinalidad grande. Posteriormente Solymosi [29, 30] encontré una de-

mostracion de la proposicion 3.2 utilizando métodos de la teoria espectral de graficas.
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Prueba de la proposicion 3.1. En vista de la proposicion 3.2, es suficiente con ocuparnos del

1/2

caso en que |A| < p'/?. Ademads, podemos dar por hecho que |A|*> > 10|AA|log|A| y que 0 ¢ A.

Notemos que
E.(AA) =) |aA n bA|
acA beA
y que existe by € A tal que

E.(AA)

|aA M boA| =
2 A

acA

Al distribuir las cantidades |aA N byA| en los intervalos [2/7!,2/), aseguramos la existencia de un

numero N > 1 y un subconjunto A; < A tal que
(22) N < |aA n byA| < 2N

vale paracadaa e Ay

(23) Ny > i)
1= SaTlog T
En vista que N < |A| y |A;| < |A|, 1a desigualdad en (23) implica que
o4) N > E.(AA)
~ 5|Allog |A]
(25) 4y > —xidA)
Y7 S[APlog Al

Puesto que E, (A,A) > |A[*|AA|! se tiene que |A;| > 1. De la desigualdad triangular de Ruzsa y
la primera desigualdad en (22) se colige que
|aA + (aA N boA)||(aA N boA) + boA|

|aA N boA|

laA + boA| <

A+ A?
N
Como A; € A, el lema 2.12 asegura la existencia de by, by, b3, by € A tales que

(26) <

[(by — by)A + (b3 — by)A + (b3 — by)A| » |A]*.
Al aplicar el corolario 2.8 con k = 3y
X = Bl = Bz = <b3 — b4)A, B3 = (bl — bz)A

obtenemos
|A + A|2|(b1 — by)A + (bs — by)A|
A2 '

(27) A)? «
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Si aplicamos nuevamente el corolario 2.8 pero ahoracon k = 4y
X =byA, By =0b3A, B, =—-bjA, B3;=0bA, By=—bA,

llegamos a que

oA + b3A||boA — biA||boA + biAl|byA — byA|

‘(b] — bz)A + <b3 — b4)A| < ‘AP

Aplicando la desigualdad en (26) a la expresion en el lado derecho de desigualdad previa y tomando

en cuenta (27), obtenemos
|A + A" > |A*|APN*.

De (23), (24) y (25) se sigue entonces que

E.(A,A)*

A+ A" >
Al

(log|A])~.

Puesto que E, (A, A) > |A[*|AA|™!, concluimos que

|A + A"°|AA* > A" (log |A]) .
O

§2. Una estimacion de suma-producto para conjuntos diferentes. El siguiente resultado es
una version explicita de Garaev a una estimacion de suma-producto de Bourgain para conjuntos
diferentes. Este resultado jugard un papel clave en el capitulo siguiente al momento de efectuar

estimaciones de sumas trigonométricas.

Teorema 3.3. Sean A, B < F; y L := min{|B|, p|A|~'}. Se tiene entonces que

|A _ A|2 |14|2|B|2
E

T s |APLY (log L),
(A B) > |A] (logL)

Antes de establecer el resultado, probaremos un par de lemas.
Lema 3.4. Sean X e Y subconjuntos de F cardinal mayor o igual a 2. Supongamos que existe
20 € Fy y K € (0,0) tal que
IvX + zoX| < K|X|

vale para cada y € Y. Afirmamos entonces que existen (x1,x,) € X*y (y1,y2) € Y? tales que

|X]Y]

(X1 = x2)Y + (yi = y2)X + (1 —y2)X| = a



3. ESTIMACIONES DE SUMA-PRODUCTO EN F, 39

Q.

[(x1 = x2)Y + (1 —y2)X| =

STES

Prueba. Podemos suponer que |X| > 2K y |Y| = 2K pues, en otro caso, el resultado se obtiene
facilmente (por ejemplo, |X| < 2K implica que % < % < (1 =) Y+ (i —y2) X+ (1 — )X
siempre que x; y x, son elementos distintos de X y y; y y» son elementos distintos de Y). Luego, en

vista de la condicion |yX + z0X| < K|X| podemos afirmar que
{(z0x, 201, y2%2, yx3) € (20X)* x (¥X)? : 20X + yx2 = 2ox1 + Y3}

es mayor o igual a

20X X _ X
yX +z0X| = K

para cada y € Y. En consecuencia, el nimero de soluciones de la ecuacion
4
20X + yXp = z0x1 + yx3 con (x,x1,x,x3,¥) €X' xY

es, por muy poco, |X|?|Y|/K. La restriccién adicional x, = x3 implicarfa x = x; y, por tanto, no
més de |X|?|Y| < |X|*|Y|/(2K) soluciones. Luego, si para (x;,x2, x3) € X> con x, # x3 denotamos

con S (x, x1, X2, X3, y) al nimero de soluciones de zox + yx, = zox; + yx; tenemos que

IXP|Y]
e < Z 1

(x,x1,%2,%3,y)€X* X ¥
20X+yx2=20X1+yx3

- > 1+ > 1

(x,x1,%2,X3,y)€X* x ¥ (x,x1,%2,X3,9)EX* X ¥
X2=X3 X2#X3
20X+yx2=20X1+yx3 20X+YyX2=20X1 +yx3

y por consiguiente

YL S
=
K
(x,x1,X2,x3 ,y)EX4 xY (x,x1 ,xz,X3,y)€X4 xY
X2FX3 X2=X3
20X+Yyx2=20X1+yx3 20X+yx2=20X1+yx3
_ P IXPIY
=
K 2K
Pl
2K
o equivalentemente,

XY

2 S(x, X1, X2, x3,y) = K

(xl,xz,X3)€X3
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De la desigualdad anterior se concluye la existencia de (xo, xj, xj) € X* con x{, # x| tal que

Y
|z0(X — x0) N (x5 — x0) Y| = |2_K
Luego, si ¥} := -7~ (X — xo) n Y entonces

0

X0

! / | |

viey, 2 Nycxox vzl
20 2K

Surgen entonces dos posibilidades. Si

X-X
Y -1

+F,

entonces existe (x1, X2, y1,y2) € X* x Y? tal que
/" /
X1 — X2 Xo — X X—X
LT

yi—» 20 i -V

De esto se desprende a su vez que

/

Xi—X XX X||Y
‘(1 2y °> Y1+X‘=|X]|Y1|>—| i
yi— 2 20 2K

Puesto que

v/ /
X0 — %o

Y€ X — x,
20

la prueba termina en este caso. Finalmente, si
X—X
Y, - Y,

F

p

el lema 2.11 nos permite afirmar la existencia de (x, x2, y1,y2) € X2xY 12 tal que

1 1 X||Y
|(x1 —x2)Y1 + (1 — y2)X| = = min{|X||Y1|, p} = Eml’n{%,p}

\S}

con lo cual la prueba culmina.

Lema 3.5. Sean A, B, C < F;. Se cumple entonces que

|A]*|B? ) A% |Bl|C|
|A+C\m » min | plA], ———— .
En particular, si |A|(log |B|)'°° > p entonces
|A]*|B?
|A — A > plA|.

E.(A,B)

40
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Prueba. Sea J el nimero de soluciones a la ecuacion
-1 -
(28) abb|" +c=x

donde (a,b,b;,c,x) € A x Bx B x C x (A + C). Claramente, para cada vector (a,ay,b,b;,c) €

A% x B? x C con ab = a,by, el vector
(a,b,by,c,a1+c)eAxBxBxCx(A+C)

es solucion de la ecuacion (28). Ademds, puesto que a vectores (a,ay,b,by,c) € A> x B> x C
distintos tales que ab = a;b;, corresponden vectores distintos (a,b, by, c,a; + c¢), el nimero de

soluciones J satisface que
(29) J > |C|E«(A,B).

Expresando a J en términos de sumas trigonométricas y siguiendo nuevamente el procedimiento

usual obtenemos que

A||BP?|C||A + C
J<| ||BJ*|C]| |+ |C||A—|—C|(m€)§.X1W(n)
P pr=

donde

2ri(nabby ")

P3P

b1eB acA beB

W(n) :=

Al aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz a la suma sobre b; se tiene que

2ni(nabt)
2.2

acA beB

p—1 2
W3 (n) < |B| > = p|B|E(A, B).

t=0

De esto y lo hecho previamente se desprende que

A||B|*|C||A + C
y < M8 |p” L+ \/iclia+ Cl\JplBIE.(4,B).

El aserto en cuestion se sigue inmediatamente de la desigualdad anterior y la estimacion en (29).

En efecto, si

|A||B]*|C||A + C| }
M = max , C||A+C|A/pBIE<(A,B
{ ; \/IClIA +C1\/pIBIE. (4. B)

entonces
M » |C|EL(A, B).

Esto implica en particular que
|A]”|B?

A+ Cl/———
A+ ’EX(A,B)

> plA|
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AP[BI?  |APIB||C]

A+C
A + |EX(A,B) > p

En cualquier caso,

A]*|B? )
A+ C| » min < p|A],
)

AP|B|C]
E.(AB

lo cual deseabamos demostrar.

O

Prueba del teorema 3.3. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que tanto |A| como |B|
son mayores que 10. Si |A|(log |B[)*® = p, del lema 3.5 se desprende que
AP|BP

E

A Al?

y el resultado se tiene en este caso. Supongamos entonces que p/|A| > (log |B|)*®. Si A es tal que

E.(A,B)
entonces
Al||BJ?
DY IbA A DA| = EL(A,B) = | ”A i
beB b'B
De esto se asegura la existencia de by € B tal que
Al||B
(30) D IbA A boA| = A8
A
beB
Sea
(31) By = beB:|bAmboA\>w .
2A
Puesto que
_ |AllB]
(32) D1 bA A boAl = Y bA A boA| — Y |bA N boA| = T
beB beB bEB\Bl

se obtiene que 2|B;|A > | B|. Podemos presuponer entonces que |B;| > 10 pues, en caso contrario,
se tendria que A » |B| y la prueba terminarfa. En efecto, pues si L = |B| entonces de log |B| >
log 10 se desprende que 1/1log 10 > 1/log |B| y por consiguiente,

L1/9 L1/9
>

L> .
log10  logL
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En el otro caso, L = p/|A| > (log |B|)*® > (log 10)*® y por tanto,

L1/9 L1/9
> .
200loglog10  logL

1/9 1/9
B =L (L) » L
Al A log L

Por otro lado, en la luz de la desigualdad triangular de Ruzsa podemos afirmar que

[bA — (bA 1 boA)[|(BA 1 boA) — boA| _ |A— AP

bA + byA| < < :
[bA £ boA| [bA A boA| [bA A boA|

De esto y la definicion (31) se deduce que para cada b € B

204 — APA

(33) IbA + boA| <
Al

Para a € A denotemos con B;(a) al subconjunto de B; tal que aB;(a) = aB; n byA. De (32) se

obtiene entonces que

|AllB]

D 1Bi(a)| = Y laBi n boA| = ). |bA N boA| = 0

acA acA beB,

Al distribuir los nimeros |B(a)| en los intervalos binarios [2/7!,2/), colegimos que para algin
Ap € Ayalgin N > 1 se cumple que

(34) N|Ao| = _AllBl
8Alog |B|
y
(35) N < |Bi(a)] < 2N  paracadaa € A,.

De esto se sigue, en particular, que

__ I8
~ 8Alog |B|’
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Por otra parte, de

S Bi(a) A Bi(d)] = o

(a.a')eA] (aa)eA? 4

0 2eB(a)
/lEB](a/)
PN IDIRE DN
AEB acAg a'eAy
A€B (a) AeB; (d)

-y 2.

AEB, acAo
AEBy (ll)

la desigualdad de Cauchy-Schwarz y

> > 1= >1[Bi(a)| = N|A|

AEB] acAy agAo
AEB, (a)

se deduce que
N2|A, |2
S 1Bia) o By e = Yk
2 |B1]
(a,a )EA0
Nuevamente, al distribuir los nimeros |B;(a) n B (d’)| en los intervalos binarios se obtienen G <
Ap x Agy M € [1,0) tales que
N2|AO|2
M|G| > —————=.
10]B,|log|B

Se tiene ademads que para todo (a,d’) € G,
M < |Bi(a) n Bi(d')] < 2M.
En particular, dado que |G| < |Ay|?, se cumple que

N2

36 M>———.
50 1013, 1og | B

Ahora bien, si a € Ay denotemos con G(a) al conjunto de @’ € Ay tales que (a,d’) € G. Ademas, si

A € Ao : |G(a)| > N4
=1a : a R
: 0 20M|B,|log |B|
al tenerse que
N2|A0|2
G(a)| = |G| =
2, 6@ = |G 10M|B, | log |B|

acAg
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se sigue que

214 |2
AillAg] = ) [G(a)] = >} IG(a) = ). [Gla)| = QOM]‘VBﬁﬂ)g‘B‘
acA acAy aghp\A
y por consiguiente
(37) M|A,| = _ N
20[By]log [B]

Si |A]°M? < 10N|A||A — A]*, entonces de las desigualdades (36) y (33) se desprende que

AFIBP « A — A*A%|B, P log |B.

ComoB, CByl|[A—A|l=|A

, la desigualdad anterior deviene en
4 APIBE B
E.(A,B) (log|BI)>4

y la prueba finalizaria en este caso. Ergo, podemos suponer en lo que sigue que

> |AP|A — A|A > |AP

(38) |A°M?* > 10N|A||A — A|*A.
Sea a; € A;. Estimaremos a continuacion |a;B; £+ byG(a;)| para cualquier eleccién del signo. Sea
§ € {—1,1}. Por cada x € a| B, + 6byG(a), fijemos b € B, y | € G(a,) tales que
x = aib + Sboa;
y definamos By (x) := Bi(a;) n Bi(a}). Como
Sb3A + xBi1(x) < ObiA + baBy(a,) + 6bya) B, (a')
S bo(bA + 6byA + 6byA),

al aplicar el corolario 2.8 con k = 3 y X = —dbyA se obtiene que

|0bGA + xBy1(x)| < |bo(bA + SboA + SboA)|

—  |bA + 5byA + SboA

o |bA — 6boA||6boA — 5bA|[5boA — SbA|

| — dboA|?
|bA — SboA||A — AJ?
h AJ?
De esto y la estimacién en (33) se desprende inmediatamente que
2|1A — AI*A

2
‘5bOA+XBU<X)’ < |A‘3

Luego, para x distinto de cero en a; B + 6byG(a; ), el nimero de soluciones de la ecuacién

byd + xb' = bya" + xb”
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donde (a’,a") € A%y (b',b") € By (x) x By (x) satisface
ARM?
|6b3A + xBy;(x)|

2JA—AJ4A
[A]?

’A|5M2
24 —APA

Puesto que By (x) € B(ay), para cada x distinto de cero en a;B; + 6byG(a;), el nimero de

E.(biA,xBy(x)) =

>

soluciones de la ecuacion
bya + xb' = bya" + xb", (d',a")e A* (b,b") e Bi(a))

tambiés es, por lo menos, |A|°M?/(2|A — A[*A). En consecuencia, el nimero de soluciones de la

ecuacion
byd + xb' = bya" + xb”
donde (d,a") € A2, (b',b") € By(a;) x Bi(a1)y x € a; By + 6byG(a;)\{0} es, al menos,

APM (1418, + ShGlar)] — 1) = ALY
204 — A[p NPT PO ~ 4A AP

Por otra parte, afirmamos que ésta ecuacion tiene a lo mas

|a131 + 6boG(a1)|

2N|Al||a\ By + 6boG(a;)| + 4N?|A|?

soluciones: en efecto, el primer término corresponde al caso cuando b’ = b” y el segundo término
corresponde a las 4-uplas (a’,a”,b',b") donde b’ y b” son distintos. De esto y la conclusién del
parrafo anterior se concluye que
|A‘5M2
4|A — A]*A

Al considerar (38) llegamos a que

|(llBl + 5b0G((11)| < 2N‘AH(1131 + 5b0G((11)| + 4N2’A|2

N?|A]P|A — A*A
|APM? — 8N|A||A — A]*A
N?|A]P|A — AI*A

AP M?

N?|A — A*A

M2|A’3
para cada a; € A;. Por otro lado, de (33) sabemos que para cada b € B,
2|A — A]PA ~2lA - APPA

Al [AflA]

|CllBl + boG(Cll)’ <

(39) &

IbA| + boA,| < A, ].
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Del lema 3.4 se sigue entonces que existen (aj,a;;) € A1y (b1,by1) € By tales que

|A1[*[ B1]]A]
By —auB;) + (b —bi)A+ (by —bn)A| » ———F—
(@B — anBy) + (b 1) (b 11)A| A — APA
6
‘((llBl — (11131) + (bl — bll)A| > p.
En el primer caso inferimos, en la luz del corolario 2.8, que
ALPJAP B, |
By —anBy) — (by —bn)A| » ———.
[(aBy — anBy) — (b, 1A A — A[A
De esto se obtiene a su vez que
ALPJAF]B,|
By —anBy —biA+ b Al » —m—F—.
|611 1 —ainbg 1 11 ’ |A—A|4A
Del corolario 2.8 y la estimacion en (33) se desprende que
@B, + boAllanB, — boA| » AALIBIL !
12 0 He 0 ‘A—A“‘A ‘boA—blAHboA—Fb“A’
(40) , [APIAPIB
|A —AIBA3

Aplicaremos ahora la desigualdad triangular de Rusza a los dos factores de la expresion que aparece

en el lado izquierdo de (40). Dado que G(a;) < A, se sigue que

|a1B1 + boG(ay)||boG(ar) — boA|
|G (ar)]
la1By + boG(ay)||bpA — boA|
|G(an)]
la\By + boG(ay)||A — A|
|G (ar)]

|a1B1 + b0A| <

Andalogamente se deduce que

lan By — boG(ai1)||A — Al
G(an)|

Al multiplicar las dos estimaciones obtenidas y aplicar (40) se llega a que

la1B1 + boG(a1)| |ai B1 — boG(an)| 5 AL *|A[*|By |
1G(a1) |G(an)| |A — AJ10A3”

lan By — boA| <

(41)

Luego, de la definicién de A; y el hecho que (ay,a;;) € A} se desprende que

N4|AO’2

(42) |G(a1)||Gan)| » V2B,

(log [B])~2.
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De (41) y (42) se sigue inmediatamente que
N*IAJF|A[?|Ao|?
M?|A — A|'°|B;|A3

La estimacién en (39) nos permite afirmar entonces que
NYA —APA?  N*APIA Ao
MYAP ME[A— A9[B,|AY

]alBl + boG(al)HanBl — boG(d]l)’ > (IOg ‘BD_Z.

(log[B)~*

y por tanto
A — A[[B1|A% > M|A]"™|A,[*|Ao|* (log | BI) .

En vista de las estimaciones en (37) y (34), la estimacion en la linea anterior puede reescribirse

como
A —AB[BI|A > (MA])?[A0[*|A]" (log|B]) 2
N4 |A2)jApM
Bi[?log? [B] log?|B|
A]'3|BJ*
|B/[2A%10g" |B|
o bien

A — A|"[Bi 'A% » |A|"|B| (log | B]) .
La veracidad del aserto en cuestion se sigue en este caso del hecho que B; < B.
Finalmente, en el caso que
|aiBy — a1 By + b1A — b Al » p,
el corolario 2.8 y la estimacién (33) dan
la1 By + boAl|a;1 By — boA||A — A|*A* > p|AP.

Procediendo como en la dltima parte del caso precedente obtenemos que
p|A| 13M2
|B1[21og® |B|

En vista de las estimaciones en (34) y (36), podemos reescribir la estimacion en el renglén anterior

A — AMA* »

como
A — A["A% > p|A|"(log |B])~".

Multiplicando ambos lados de esta estimacién anterior por |[A — A|> > |A|* llegamos a

A]?|B” p\" -
A—AP > AP log|B|)~".



3. ESTIMACIONES DE SUMA-PRODUCTO EN F,

Como p/|A| > (log|B|)*®, la prueba del teorema concluye.
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Capitulo 4
Aplicaciones a sumas trigonométricas

Consideraremos por fin el problema de la obtencion de estimaciones no triviales para sumas

trigonométricas multilineales

Z Z Z Z N 2X2k -

XIEXI  Xop—2€Xak—2 ok 1E€Xok—1 XokEXox
donde todos los conjuntos X; tienen aproximadamente la misma cardinalidad (digamos que para
cadai € {l1,...,2k}, |X;| ~ M). La idea es aplicar la estimacién de suma-producto, estimaciones
del tipo Balog-Szemerédi-Gowers y la desigualdad de Cauchy-Schwarz para reemplazar la suma
sobre dos variables (por ejemplo, sobre x,;_1 y xy) por la suma sobre una variable nueva y; pero

sobre un conjunto Y; | > M'*° para alguna constante 6 > 0. El problema original se

reduce entonces a la estimacion de la suma
Yoy per
X1€X4 Xok—2€Xok—2 YkEY

Al reiterar el proceso, llegamos a una suma de la forma

PIRDIT

€Y YkEYk

donde cada uno de los conjuntos Y; tiene ahora cardinalidad |Y;| > M'*°. Suponiendo que k es una
potencia de 2, podriamos en principio iterar el proceso suficientes veces hasta obtener una suma
bilineal sobre conjuntos grandes a la que se puede aplicar la estimacion clasica. Presentaremos a
continuacion una versién mas rigorosa de la idea descrita arriba. Sean X y Y subconjuntos de F;
tales que tanto |X| como | Y| son aproximadamente iguala M y M < p'/%. Sean ¢ > 0 una constante
pequeia, N un entero positivo tal que N > p°y sy, 52, ..., Sy una sucesion arbitraria de elementos

de F). Supongamos que la suma

N
- XY
)W

xeX |yeY n=1

no admite una estimacién no trivial: esto es, supongamos que

N
(43) 2 ZEeZHiX);” ~ MZ+U(])N.

xeX |yeY n=1
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Afirmamos entonces que existe un subconjunto Z de F y una constante 6 > 0 tal que Z] > M'F°

y

(44) >

7eZ

N

+ 28]
Z e27r17”

n=1

> |z|*eMWN,

Supongamos lo contrario, es decir, siempre que vale (44) entonces |Z| « M'*°(), Derivaremos una
contradiccion a partir de este tltimo supuesto. De (43) es facil deducir la existencia de X’ < X de
cardinalidad |X’'| = M'*°() tal que

N
. XySn
PIEE

yeY n=1

(45) > Mt DN

para cada x € X’. Tenemos entonces que:

a) De (45) puede deducirse a su vez que existe E € X’ x Y de cardinalidad |E| = M?**°() tal

que
N . XS,
ZeZm N = NMo(l)
n=1
para cada (x,y) € E. De la suposicién hecha se desprende entonces que |X’ x Y| = M'+o(),
E

De la version multiplicativa de la estimacion de Balog-Szemerédi-Gowers se asegura entonces la
existencia de X” < X’ de cardinalidad M'+°() tal que |X"X"| = M'*°(),

b) Por otro lado, al sumar (45) sobre los elementos de X” obtenemos

5|3 ot

yeY n=1 |xeX"

> M2+0(1)N,

donde los @(x) son nimeros complejos de médulo 1. Fijando adecuadamente y, € Y y aplicando la

desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre la variable n llegamos a que

N ( )
. (X1 —x2)ypsn
2 2 :e2m »

x1,06X" |n=1

> M2+0(1)N.

Nuevamente, no es dificil deducir de la estimacion previa la existencia de F < X” x X” de cardi-
nalidad M>*°() tal que la estimacion

N

- (¥ =x)y05n
2 eZm >

n=1

> M°ON

vale para cada (x;,x;) € F. Por la suposicién hecha arriba, |X” — X"| = M'*°(), Luego, la ver-
E

sion aditiva de la estimacién de Balog-Szemerédi-Gowers implica la existencia de X” < X" de
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cardinalidad M'*°(") tal que

‘X”/ +X///| _ M1+0(1).

El argumento termina al notar que las conclusiones obtenidas en a) y b) entran en contradiccién

con la estimacion para
méX{ ’X/I/ + X/I/ ‘ , ’X///XI//’ }

que se obtiene a partir de la estimacién de suma-producto.

Lema 4.1. Sea p un primo positivo y a un entero coprimo con p. Se cumple entonces que'

PP
> 3" vmplmle,(anm)| < /pNM
n=1m=1

donde v(n) y p(n) son niimeros complejos tales que

DV =Ny Yllpm) =M.

n=1

Prueba. Sihacemos § := |>7_ > _ v(n)p(m)e,(anm)| entonces de la desigualdad de Cauchy-

Schwarz se obtiene que
N 12

S2

N

3 plm)eanm)

m=1

P 12 [ p
(z \v<n>12) 3

p P p V2
N/2 2 2 p(ml)ep(anml) Z P(mZ)ep(anm2)>

'En 1o que resta del capitulo escribiremos e, () en lugar de ¢*™7-
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Lema 4.2. Sean X,Y € F, s1,..., sy € F, y 6 > 0. Suponga ademds que la desigualdad

2 Z ep(Xysa)

yeY n=1

> 5|Y|N

vale para cada x € X. Existe entonces Z < F, con
12| > |X||Y["*'6*° (log |¥]) "

tal que la desigualdad

> 0.56°N

Z ep(z8n)

vale para cada 7 € Z.

Prueba. No es dificil establecer la validez del resultado en el caso que 6> < 10|X| ™. En efecto,

si fijamos xy € X y definimos

Z = {zexoY:

Z €p (28n)

= 0.56N}

entonces |Z| = 0.56]Y|. En consecuencia,
12| = |X]|Y]6* = [x]|y|"/*6*" (log | ¥])™!

y por consiguiente, Z satisface la primera aseveracion del lema. La segunda aseveracién es una
consecuencia directa de la definicion de Z. Supongamos entonces que 6%|X| > 10. Notemos que

existen ndmeros complejos @, de médulo 1 tales que

N
SIS e, (xysa) = 6|X]|¥IN.

xeX yeY n=1
De esto se sigue que para algin ng € {1,..., N},
D15 e (xysy)| = 61X]|Y].
yeY |xeX

Nétese que como consecuencia de la desigualdad anterior y el lema 4.1 se tiene que 6°|X||Y| < p.

Por otro lado, una de las hipdtesis nos permite asegurar la existencia de yy € Y tal que

2

xeX

N

3 ep(xv081)

n=1

> 6| X|N.

La desigualdad anterior deviene en la desigualdad
N

2

n=1

D e, (xyos,)

xeX

> 6| X|N
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para algunos nimeros complejos @, de mddulo 1. Al elevar al cuadrado ambos lados de la desigual-

dad previa y aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz deducimos que

N
Z Z Z ep((x1 = x2)y0s,)| = 6°|X|*N.
x1€X xeX |n=1
Puesto que 6°|X| = 10, obtenemos que
N
2 Z e,((x1 — x2)y08,)| = 0.96%| X|*N.
x1eX,xeX,x1#x2 |n=1
Sea
N
E = {(xl,xz)eXxX:xlixz, Z (x1 — x2)Y0Sn) 20.562N}.

Es claro que |E| > 0.45%|X|%. Al aplicar la proposicién 2.9 con K = 352, obtenemos un subcon-
junto X; € X de cardinalidad |X;| > 0.036%|X| tal que

X — XI* » | X, — X||XP6".
E
Asi, al hacer Z; := (X — X)yo, obtenemos
E
1Z[* > | X, — X, || X)6".

Ademads, para cada z € Z; tenemos la estimacion

> 0.56°N.

= 0.55N} .

={xy:xeX,ye Y.}

ZSn

A continuacioén, para x € X;, definamos

N
Y, = {y eY: Z ep(Xysy)
n=1

Se cumple que |Y,| = 0.56]Y|. Sea

Puesto que el nimero de pares (x,y) con x € X; y y € Y, es al menos 0.56|X;||Y| mientras que el

numero de soluciones a la ecuacion
xX1y1 = x2y2, X €Xi, Y€ Yx,-

no excede a E (X;,Y), entonces
&1 |

2| > ——1
12| 4E,(X1,Y)
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Ademas para cada z € Z,,

N

IS

> 0.56N = 0.56°N.

Resta probar entonces que uno de los conjuntos Z; 6 Z, tiene la cardinalidad requerida. Se sigue de
las estimaciones hechas sobre |Z;| y |Z,| que
[ Xa?[Y]?
E(X.Y)
Tomando en cuenta la estimacién de suma-producto para conjuntos diferentes (teorema 3.3) y el
hecho que |X;| > 0.036%|X|, obtenemos

Zi*1Za] » 1% — X1|2 |X|°6%.

1/9
iz > rxmxlﬁmfn{mﬁ} 52 (1og |Y])"!

1/9
. P 28 -1
> |X]° Y|, 58 (log |Y

Puesto que 6> < p/(|X]||Y]),
1Z,181Z,| » |X|°|Y|°6% (log |Y])~!

y la prueba culmina.

O
Corolario 4.3. Sean X,Y < F,, s1,...,sy € F; y 6 > 0. Suponga ademds que se tiene la
desigualdad
N
DD eplaysa)| = AlX]|Y|N.
xeX |yeY n=1

Existe entonces Z < JF;’; con
1Z| > |X||Y|V*' A% (log |Y])
tal que

AZ
2 .
100(log |Y|)?

Z ep(zs,)

n=1

2

€7

N|Z).

Prueba. Existe y, € Y tal que

2

> A|X|N.

N
Z x}’osn
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Consecuentemente, si A < 10|Y |*1, al hacer Z = yyX, obtenemos lo que se requiere. Por lo tanto

podemos suponer que A > 10|Y|~!. Se tiene entonces que

I eplavsy)

xeX |yeY n=1

> 0.9A|X]|Y|N,

donde el apodstrofe sobre la suma exterior indica que se estd sumando sélo sobre aquellos x € X

para los cuales

N < Z Z ep(Xysn)

yeY n=1

<|Y|N.

El intervalo [N, | puede ser embebido en la unién de a lo mds 2 log | Y| intervalos de la forma
[2/7IN,2/N), donde 2 < 2/ < 2|Y|. Por lo tanto, existe un subconjunto X; < X y un ndmero

0 <o <1talque

Z 2 ep(Xysa)

yeY n=1

SN|Y| < < 26N|Y]

para cada x € X;. Se cumple ademds que 6|X; | log |Y| = 0.2A|X|. En particular, 6 > 0.2A(log |Y|)™!
y [Xi| = 0.2A|X]|(log [Y|)~". Del lema 4.2 se concluye que existe Z < F de cardinalidad
1Z| > X ||Y[*'6% (log [Y])~" > |X]|Y|V*1 %P (log |¥])~*

tal que paracadaz € Z,
N

Z ep(zsn)| =

n=1

AZ

0.56°N > > ————N.
100(log |Y])?

Sumando esta desigualdad sobre z € Z, termina la prueba.

O

Reemplazando A en el corolario 4.3 por A(log p)*, obtenemos para p suficientemente grande

que si Xj, ..., X, son subconjuntos de F) y

PIREDITHCERED

XEX> XnEX)

\%
B

1
X lloEn)
entonces existe X, = P;’j de cardinalidad
|X/<| > |X1||Xn‘l/81A28/9

tal que

> A2,

D1 2 el x)

x2€X3 Xn€Xn—1

|XK||X2’ |Xn 1| lOgP 3 Z

X1EX,
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En particular, después de cada iteracion la cota inferior de la suma trigonométrica correspondiente

cambia de A a A%. Asi, después de (n — 2) iteraciones obtenemos un conjunto X/ de cardinalidad

IX!| = (X0 (|X| - - - [Xs]) /81 AZ8/O+2:28/0+- 4277228/

tal que

2n72
> A" .

Z ep(X1x2)

XEX>

X1 |X2 (log p)? Z

x1€X]

La tdltima desigualdad y el lema 4.1 indican entonces que

p
= X

n—1
AZ

Por otro lado, suponiendo que |X;||X>|(|X, - - - X3|) > p'*™ donde ¢ > 0,
X ] = X515 X)) HTACIET 5 plirep@oEo
y por consiguiente
AZ’H'I < p—c
En particular, si n < 1.44loglog p, tenemos para p suficientemente grande que

n+1 —c n+3 —09¢
(A(log p)*)*" < p~“(logp)* < p.
De lo anterior se desprende que

A(log p)3 < p70.9c/2"+1‘

Hemos probado entonces el siguiente

Teorema 4.4. Sean n € (3, 1.441loglog p| y ¢ > 0 una constante fija arbitraria. Supongamos

que X1, ..., X, son subconjuntos de F;’; que satisfacen la condicion
1Xa| - [Xa| - (1Xa] - X0 ) > ptt

Se cumple entonces que

Dl eyl < |Xi| - X | p O,

xX1EX] XpEX,

Corolario 4.5. Sea H un subgrupo de F de cardinalidad

‘H‘ > 65710gp/10g10gp.
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Se tiene entonces que
max > e | = o(|H])
(a.p)=1 xeH

cuando p — 0.

Prueba. Para p suficientemente grande, ¢ = 0.001, n = |1.441oglog p| y a coprimo con p, se
tiene, en la luz del teorema 4.4, que

2 eZm ax

xeH

DI AT
’H’n 1

x1€aH xeH x,€H

_ . /on

« |H|p 0.45¢/2
_ 0.0018
< |Hle (log p)>™

Tiene sentido apelar al teorema anterior pues la hipétesis dada sobre |H| implica que

|H|16O|H|n < |H|n+l - ‘H‘1.44loglogp S B208logp _ 8208 p81(1+c).

Teorema 4.6. Supongamos que X, Y,Z < F), son tales que
[ X[|Y[ > cp
donde c es una constante positiva. Entonces, para € > 0 se cumple que

Z Z Z ey(xyz)| < |X| |Y||Z|539/540+e

xeX yeY zeZ
donde las constantes implicadas dependen tinicamente de c y €.
Prueba. Supongamos que
D102 enlxn)| = [X1[Y]|Z[A.
xeX |yeY zeZ

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A > 10|Z|~!. Después, podemos incluir al con-
junto de elementos x € X para los cuales

Y] < Y, ep(w2)| < |Y]|Z]

yeY zeZ
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en la unién de a lo més 2log |Z| subconjuntos y encontrar un subconjunto X; < X y un niimero
6 € (0,1] tal que

(46) s|Y||z| <

20D en(x2)

yeY zeZ

< 26]Y|Z|

para cada x € X;. Ademas 6|X;|log ||Z| » A|X|. De esto se desprende, en particular, que

(47) § » A(log |Z|) 71, X1 » AlX|(log |Z])~".
Puesto que

2 2 ewa)| = alxallyl|zl,

xeXy yeY |zeZ

al fijar adecuadamente y, € Y y aplicar el lema 4.1 obtenemos que 6°|X,||Z| < p. Por otra parte, de

(46) es claro que

2,

xeX|

Z ep(xyZO)

yey

= 6|1 X,||Y]

vale para algin zy € Z. Al cambiar el orden de sumacion en la desigualdad anterior (e introducir
nuevamente coeficientes complejos @, de médulo 1), la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos per-
mite colegir que
YD) ) anep(xiyz) Y, anep(nyz) = 6 (X P[Y ]
yeY x1€X; XEX)

Al cambiar el orden de sumacion nuevamente llegamos a que

D Doerl(n —x)zy)| = EYIIX0 P
(xl,X2)€X12 yEY
Por consiguiente, el conjunto
E := {(x],xz) eXi: Zep((xl — X2)z0y)| = 0.5(52|Y|}
yeY

tiene cardinalidad
E| = 0.56%|X,|*.

Ahora bien, puesto que la estimacion

2

Zep(fzoy) » &ty

yeyY
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vale para cada t € X; — X|, se sigue que
E

2

(48) SYPIX = Xi| < D = plY|.

E

Z €p (lZoy)

yeY

t€F,

Al aplicar la proposicién 2.9 con K = 262, se asegura la existencia de X| < X; de cardinalidad
X1 » 6%|X;| tal que

X, - X' > X — X)X 6.
De esto y de la acotacion en (48) obtenemos que
(49) P> [YRXGPIX] = Xi[6™.

Por otra parte, sabemos que

2

xeX|

DIPMAEzI

yeY zeZ

> o|x,[|Y1|Z].

De esta desigualdad se sigue a su vez que
20120 D @en (x| = olXi[|Y||Z]
yey xqu €7

vale para algunos coeficientes a, de valor absoluto 1. Al aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz

a la suma sobre la variable y obtenemos que

2
NS Nane (2| = X1 Y]

YEY |xeX| z€Z

y por tanto
PE«(X1,Z) » 6°|X; |Y||Z]”.

De (49), 1a estimacion en la linea previa y el teorema 3.3 se desprende que

1/9
(50) pwnwm%Wm$m§&ammﬂ
1

Como |X/| » 6%|X;], la estimacién en (50) deviene en

1/9
9 60[v7(9 9 . p 1
> o0 |Y|7| X " m Z|, —— log |Z|)™".
P> S YPIx| ﬂuyw}<mn
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Deé? < —L
X112

5|X;1|log |Z| » |X|A 'y las estimaciones en (47) se obtiene que
P’ > [YPIxiP|z)" (log|Z])™!
= [Y’8'¢"|X, (log |Z])* (log |Z])~"°|z|"”°
YP6™ A% X[ (log |Z]) ||

(cp)’A%! (log |Z[) 7' A% (log | Z]) | Z|°

v

v

v

y por consiguiente

)

A« |Z|1/540

& |Z|_1/540+6.
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