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Introduccion

El objetivo de este trabajo es dar un primer paso en la lectura del articulo “Hardy
spaces, singular integrals and the geometry of euclidean domains of locally finite
perimeter”[25], fijandonos en el caso en que los dominios a considerar son Lipschitz.
Aunque los resultados de [25] son mucho mas generales, las técnicas empleadas en
el articulo tienen su origen en el estudio de dominios Lipschitz: El estudio de la
integral de Cauchy en curvas Lipschitz empezado por Calderén en [4]; el estudio de
la medida armoénica y limites no-tangenciales de funciones armonicas en dominios
Lipschitz, culminando con los articulos de Hunt,Wheeden [28, 29] y Dahlberg [11];
y por ultimo el estudio de espacios de Hardy complejos sobre graficas Lipschitz de
Kenig [32] (aunque no entraremos mucho a estas iltimas generalizaciones).

Como motivacién del trabajo tenemos el siguiente teorema en [35]

Teorema. Sea () C C un dominio acotado simplemente conexo con frontera I' una
curva de Jordan suave. Si € denota el operador de Cauchy en T, i.e. es el operador
que a cada funcion en I le asocia los valores de frontera de su integral de Cauchy, y
si HY(T) son los espacios de valores de frontera, en L*(T), de funciones en Q y su
complemento respectivamente; entonces tenemos que son equivalentes

1. Q2 es un disco.
2. € es autoadjunto.
3. La descomposicion L*(I') = H(T') @ H2(T) es ortogonal.

En el caso suave no hay muchas dificultades técnicas: por ejemplo podemos re-
ducir el estudio de € al de la transformada de Hilbert en R y la existencia de valores
de frontera de funciones holomorfas es relativamente sencilla de obtener del ntcleo
de Poisson (ver la introduccién de los capitulos 2 y 4); sin embargo en el caso Lips-
chitz las cosas ya no son tan sencillas. El propdsito del trabajo es entonces probar la
generalizacién del teorema anterior al caso Lipschitz por un lado (Teorema 4.1.5 y

VII



VIII INTRODUCCION

Proposicién 4.1.3), y por otro que si cambiamos la estructura compleja por la de dlge-
bras de Clifford (que es una generalizacién razonable a dimensiones mayores de los
nimeros complejos, ver seccién 1.1 y 1.8 para una justificacién) entonces el resultado
sigue siendo valido con el operador de Cauchy reemplazado por el de Cauchy-Clifford
y los espacios H? definidos ahora en términos de funciones monogénicas (ver Teorema
4.2.1).

El trabajo estd dividido en cuatro capitulos. Al inicio de cada capitulo damos
una breve introduccién a los resultados que se quieren obtener. Al final se dan los
teoremas (sin prueba) y referencias pertinentes a las generalizaciones requeridas para
obtener los resultados de [25] en toda su generalidad.

En el primer capitulo introducimos los conceptos béasicos que usaremos en la tesis.
Empezamos con la definicion de las dlgebras de Clifford asociadas a R™ y el operador
de Dirac pertinente (ver [39] para otro operador). Luego pasamos a Ahlfors regulari-
dad, una propiedad que nos dice, de manera cuantitativa, que un conjunto ¥ C R"**+!
es n-dimensional; esto serd ttil a la hora de definir operadores integrales sobre X. De-
spués introducimos las regiones no-tangenciales y la funcién maximal no-tangencial,
que nos permitiran tratar el comportamiento en la frontera de ciertos operadores
integrales. Pasamos luego a la definicién de dominios Lipschitz y una caracterizacion
de estos en términos de la llamada condicién (uniforme) del cono interior, esta en
particular implica que todo conjunto convexo es Lipschitz. Luego damos una versién
generalizada del teorema de la divergencia, esto nos permitira extender las férmulas
integrales de Cauchy en C y R™ a una clase mas grande de funciones holomor-
fas/monogénicas. La siguiente seccién esta dedicada a la introduccién de la funcién
maximal de Hardy-Littlewood asociada a una medida yu y la prueba de la cota (1,1)-
débil de esta siempre que p sea doblante (en particular si p es la medida de superficie
en un conjunto Ahlfors regular). En la peniltima seccién introducimos los operado-
res de Calderén-Zygmund asociados a un nicleo estandar antisimétrico; probamos
el resultado clasico que si T' es de C-Z y (2, 2)-fuerte entonces es (p, p)-fuerte para
toda 1 < p < oo y el operador maximal asociado también lo es. Concluimos con el
método de rotaciones de Calderdn, que permite reducir el estudio de un operador en
R™ al de una familia de operadores en R.

La mayoria de los resultados obtenidos en este primer capitulo son bien conocidos.
Como referencia tenemos:

1. Para un enfoque mas algebraico de dlgebras de Clifford y sus generalizaciones se
puede consultar [44]. Por otro lado [39] tiene un enfoque mucho més analitico,
en particular por ejemplo se trata al operador de Cauchy-Clifford directamente
con andlisis de Clifford (en lugar de reducir a coordenadas y usar el método
de rotaciones, aunque las técnicas usadas estdn basadas en ‘métodos reales’).
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También ahi se tratan los espacios de Hardy de funciones monogénicas en
dominios Lipschitz.

2. La definiciéon de dominios Lipschitz es estandar, pero hay que tener cuidado con
que no son equivalentes gréaficas Lischitz e imdgenes bi-Lipschitz en la definicién
de las cartas coordenadas pues en principio no tenemos un teorema de la funcion
implicita. Para ver més detalles y algunas sutilezas de estos dominios referimos
a [26, 52].

3. El teorema de la divergencia que usamos es una version simplificada (en térmi-
nos de la geometria del dominio en consideracién) de la versién que aparecen
en [27, Theorem 3.2.8]. En esta misma referencia se puede consultar la férmula
integral de Cauchy para funciones monogénicas [Theorem 4.7.2].

4. La teoria de operadores de Calderén-Zygmund con nticleos antisimétricos es
relativamente bien conocida, puede consultarse por ejemplo [23, 38]. En el
primero de estos también se trata explicitamente el método de rotaciones.

El segundo capitulo esta dedicado a introducir los operadores de Cauchy y Cauchy-
Clifford en C y R™*! respectivamente. Primero introducimos el operador de Cauchy
en la frontera dado por el valor principal del operador con nticleo (z —¢)~! sobre una
curva de Jordan rectificable. Damos luego su relacion con el operador que a una fun-
cién en LP de dicha curva le asocia los valores de frontera de su integral de Cauchy.
Estas son las llamadas formulas de Plemelj-Sokhotskij. Probamos que estos operado-
res son acotados en LP. Pasamos luego al estudio del operador de Cauchy-Clifford, al
que primero reducimos a un operador en R"™ via una particién de la unidad y luego
al operador de Cauchy complejo via el método de rotaciones.

Los resultados de este capitulo son famosos, aunque no tan elementales.

1. Los conceptos basicos de la integral de Cauchy en C y las férmulas de Plemelj-
Sokhotskij se pueden consultar en [22, 42]. La prueba que damos de continuidad
en [P de la integral de Cauchy estd tomada de [7], pero también se puede
consultar en [38, 47]. Para una prueba via el teorema T'(b) referimos a [23]; una
extension del argumento original de Calderén se da en [13] y la prueba original
de Coifman, McIntosh y Meyer se puede consultar en [8, 48], donde también se
da una prueba del Teorema 1.10.2.

2. Para los resultados bésicos del operador de Cauchy-Clifford (férmula integral,
teorema de Cauchy, etc.) se puede consultar [45] para un enfoque como el nues-
tro y [39] para funciones monogénicas respecto del operador D' = >~ _, e, ®0,,
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asociado a funciones R"*! — Ry,. La prueba de la continuidad en L? del ope-
rador de Cauchy-Clifford como se hace aqui es estandar; por ejemplo los ar-
gumentos son los mismos que los usados para tratar el potencial de dos capas
y se puede consultar en [48]. Por otro lado una prueba de este hecho usando
andlisis de Clifford se encuentra en [39].

En el tercer capitulo introducimos la nocion de medida armonica en un dominio
regular para el problema de Dirichlet de la ecuacion de Laplace. Probamos que, si €2
es un dominio Lipschitz entonces la medida armoénica y la medida de superficie son
mutuamente absolutamente continuas. Probamos también que si v es una funcién
armoénica acotada no-tangencialmente por abajo en un conjunto E C 0f) entonces
u tiene limites no-tangenciales casi en todas partes respecto de la medida armonica
en F. Juntando estos dos resultados concluimos convergencia no-tangencial casi en
todas partes respecto de la medida de superficie.

1. Las estimaciones para la medida armonica, asi como el resultado de convergen-
cia no-tangencial, aparecen en [28]. El caso especial del semiespacio superior se
trata en [5, 6]. En [2, 33] se obtienen los mismos resultados estudiando opera-
dores en forma de divergencia con coeficientes acotados en la bola unitaria o el
cubo unitario.

2. La mutua continuidad absoluta de la media armoénica respecto de la de super-
ficie sigue los argumentos de Dahlberg [11]. Otra manera de obtener esto via
una identidad integral se puede ver en [3, 33].

En el cuarto capitulo introducimos los espacios de Hardy H?, 1 < p < oo, de fun-
ciones holomorfas y monogénicas. En el caso complejo comparamos con la definicién
clasica de estos espacios en el disco unitario. En ambos casos probamos que HP((2)
es exactamente la clase de funciones representables por la integral de Cauchy de una
funcién en LP(052). Probamos también aqui el resultado principal que nos dice que
el operador de Cauchy % es auto-adjunto si y sélo si €2 es una bola, el complemento
de una bola o un semiespacio.

1. Los resultados basicos en la teoria clasica de los espacios de Hardy en C se
puede consultar en [17]. La mayorfa de los resultados que exponemos en este
caso aparecen en [35].

2. El caso monogénico sigue a [25]. Como se dijo antes una exposicién un poco
mas elemental de espacios de Hardy en dominios Lipschitz se puede encontrar
en [39].



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Algebras de Clifford

Empezamos con una caracterizacion de C como R-algebra.

Proposicién 1.1.1. Sea R una R-dlgebra que satisface que existe un mapeo lineal e
wnyectivo L : R — R con las siguientes propiedades

1. «(R) genera R como R-dlgebra.

2. SiV C «(R) es un subespacio vectorial propio entonces V' no genera R (como
R-dlgebra,).

3. 1(x)? = —|z|*1g para toda x € R.

Entonces el mapeo T que manda i — (1) se extiende a un isomorfismo de R-dlgebras

T:C— R.

Demostracion. Sea z =x +1y € C, con x,y € R. Si T va a ser homomorfismo de R-
dlgebras entonces T'(1) = 1g, por lo que necesariamente T'(z) = T'(z) + T(4)T(y) =
xlr + yi(1). Por otro lado, como —1z = ¢(1)?, tenemos que 1g, ¢(1) son lineal-
mente independientes. Entonces T' es un homomorfismo inyectivo de R-algebras.
Como ¢(R) € T(C) y T(C) es un é&lgebra, de la primera condicién concluimos que
T(C)=R. O

Obviamente la segunda condicién en nuestro caso la podemos omitir: Si V' es un
subespacio propio de ¢(R) entonces V = {0}, que no puede generar R por 3.
Definimos las algebras de Clifford asociadas a R™ de manera anéloga.

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.1.1. Dado n > 1 definimos el dlgebra de Clifford en n generadores,
denotada R,y y con producto denotado ®, como la R-dlgebra que satisface que eriste
t: R" = R, lineal e inyectiva tal que

1. (R™) genera R,y como R-dlgebra.
2. SiV C (R™) es un subespacio vectorial propio entonces V no genera R,).
3. 1(x)* = —|z’1g,,, para toda v € R™.

En general omitiremos ¢ y consideraremos R" C R,). En este caso, por definicién,
tenemos que R, estd generada, como espacio vectorial, por todos los posibles pro-
ductos ej, ©...®e;, de vectores candnicos en R™. Por otro lado, la tercera condicién
de la definicién, aplicada a x = e; + e, implica que

e; Oer+ep©ej = =20, 1<j,k<n, (1.1.1)

donde ¢ es la delta de Kronecker. En particular elementos de la base candnica anti-
conmutan. Por lo tanto si definimos

;=€ 0.0 J=0,...,Jn) €28 :={0,1}", (1.1.2)
tenemos que toda z € R, tiene una representacion
x = Z xj€ey, ry; € R. (1.1.3)
JeLy

En particular, como espacio vectorial, tenemos dim(R,)) < 2". De hecho los a; son
linealmente independientes, lo que nos darfa dim(R,)) = 2". Para ver la indepen-
dencia definamos, para 1 < k < n, los conjuntos E, ={J € Z} : e, ® ej = e; ® ey }.
Supongamos que para alguna eleccién de z; tenemos

me =0. (1.1.4)
J

Entonces multiplicando por e por la izquierda y por e,;l por la derecha obtenemos
ZJJJQJ—ZJIJGJZO (115)
JeEy JéEk

Sumando estas dos ultimas ecuaciones llegamos a que

> ase=0 (1.1.6)

JeEy



1.1. ALGEBRAS DE CLIFFORD 3

Repetimos el argumento, empezando con esta ultima suma, para los demads e; para
obtener, con E = N}_, Fj,
> wse; =0 (1.1.7)
JEE

Ahora, E consiste de los J tal que e, ©e; = e;©ey para toda 1 < k < n. Aseguramos
que los tnicos tales J son Jy = (0,...,0) y, en caso de que n sea impar, J, =
(1,...,1). Supongamos que J # Jy,J, es tal que j,, = 1 y jr = 0 entonces e,
conmuta con e si y s6lo si e, anti-conmuta con e; por lo que J ¢ E. Por otro lado
tenemos e; ® e(1,..1) = (—1)”*16(17”,71)61 de donde la afirmacién se sigue. Juntando
todo esto concluimos

0= F00 St bat, (1.1.8)
Z(0,...,0) + T(1,..1)€@,.,1) Sl nlmpar.

Si definimos
el = (-D)Veno ... @, | J| = j1+ ...+ Jn, (1.1.9)
en particular tenemos
e;0el =1=¢e' Oey, J €7y (1.1.10)

Multiplicando (1.1.4) por e’" obtenemos
> wese’ =0, (1.1.11)
7

por lo que repitiendo el argumento anterior obtenemos

0=12"" St pat. (1.1.12)
Ty 4+ xa,.1)-s€31,.1)—g Sinimpar.

Esto demuestra la independencia lineal en el caso n par. Si n impar y en lo anterior
escogemos J' tal que j;, = 0y x(1,.1)—y # 0, concluimos que ey, ... €m_1,€mt1,---, 6y
generan R, que contradice la segunda condicién de la definicién.

Con esto es facil probar unicidad de R,) pues dada otra algebra que satisfaga
las condiciones, el mapeo obvio que manda los generadores y sus productos en los
correspondientes se extiende a un homomorfismo de algebras, inyectivo por lo anterior
y sobre por la primera condicién.



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Observacion 1.1.1. El argumento anterior demuestra que de hecho la sequnda
condicién en la Defincion 1.1.1 es equivalente a que e, 1) no esté en el genera-
do por la identidad, y que esto ultimo es siempre cierto cuando n es par.

Dado que todo espacio vectorial V', con dim(V) = m < oo, se puede ver como
un subespacio de M,,(R) (el espacio de matrices de m x m sobre R), no es extrano
buscar a R,y en esta tltima algebra, con m = 2". En este caso aseguramos que nos
basta encontrar n matrices Ey, ..., E, linealmente independientes tal que

E}=-I, EwE;=—E;E,, FE,---E,# M paratoda \ € R. (1.1.13)

En efecto, poniendo ¢(ey,) = Ej, vemos que ¢ es lineal e inyectiva por la independencia
lineal. La identidad «(z)* = —|z|*I se sigue de las dos primeras condiciones en (1.1.13)
y, de la Observacién 1.1.1, vemos que se satisface la segunda condicién de la Definicion
1.1.1.

En el caso n = 1 sabemos que podemos poner’

0 1

Dado que la inclusién natural R*~! < R" induce una inclusién de 4lgebras
R—1) = R(y), un argumento inductivo es lo apropiado. Supongamos que Ej,_;
con 1 < k < n —1 son las matrices buscadas, correspondientes a R,_1), entonces
afirmamos que

Eyn_1 0 0 I
o— ) < < _ P—
Epn ._( ; —Ek,nl)’ 1<k<n—1,  Bny,i= (_[ 0), (1.1.15)

son las matrices correspondientes a R(,). Claramente E, , no estd en el generado
lineal de las Ej,, con 1 < k < n — 1, por lo que la independencia lineal se sigue.
También tenemos

Ejn-1Ekn- 0 .
. = ’ ’ < _
EsinEn ( 0 Ej,n_lEk,n_1> o Isdksn—l
0 Egnp
= ’ < —
EjnEnn (Ekm—l ; )  1<k<n-—1. (1.1.16)
0 _Ek n—1
= ) < —
En,nEk,n (_Ek,n—l 0 ) s 1< k <n 1.

'El segundo indice indica la dimensién en la que estamos trabajando.



1.1. ALGEBRAS DE CLIFFORD 5

De aqui (1.1.13) es casi inmediato. Concluimos que R, existe siempre que R,_1)
exista, pero como sabemos que R(;) = C tenemos que R, existe para toda n > 1.
Notamos que como Eil = — I 1, transponer en el algebra generada por los Ej, ,

define una involucién lineal (-) : Ry — Ry tal que e, = —e; para toda k y més
generalmente, recordando (1.1.10),

ey =¢e’, JeZy. (1.1.17)
Resumimos lo hecho hasta aqui en el siguiente

Teorema 1.1.1. Sea n > 1 entonces el dlgebra de Clifford R, existe y es tinica
salvo isomorfismos. FEstd generada, como espacio vectorial, por la base (eJ)JGZg Y
tiene dimension 2". Mds ain R,y viene equipada con una involucion tal que

ZxJeJ:xHJ::Za:JeJ, Vo € Ry). (1.1.18)
J J

Asociada a la base (e) Jezy podemos definir una norma en R,y de manera natural
como
2[5 = Z |12, xr = Z%’Jej- (1.1.19)
J J

Notamos que si definimos, con x como arriba, Re(z) = z(o,. o) entonces tenemos la
expresion |z|2 = Re(27). Notamos que, de la definicién y la convexidad de la funcién
2, tenemos

27"z Oyls < Z lzrys)? = |2]3|yol?, z,y € Rey. (1.1.20)
IJ

Esto es util pues nos dice que, salvo un factor acotado, el producto se comporta
como el producto usual en R. En particular tenemos, por ejemplo, una desigualdad
de Holder.

Dado que R,y es un espacio vectorial de dimensién finita, tenemos que | - |y es
equivalente a la norma euclidiana usual en R?", por lo que podemos definir derivadas
de la manera obvia: Para un multiindice a € N™ y f: R™ — R(,) ponemos

°f 0%
= ZJ: ey. (1.1.21)

donde f;:R™ — R.
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Andlogamente, si 4 es una medida positiva en R™, podemos definir la integral
fdu = Z (/ deu) ey. (1.1.22)
Rm J m

De manera analoga tenemos también los espacios LP para 0 < p < oo

LP(p,Repy) = {f = ZfJCJ : f7 es p-medible y / | flodp < oo} . (1.1.23)
J Rm
Cuando p = 2 podemos dar una estructura de espacio espacio de Hilbert sobre R via

(o) = [ Re(fogdn= [ Re(f o g)dn (1.1.24)

m

Observacién 1.1.2. Supongamos que K € CP(R™ x R™ Ry,)) y definamos

Tfx)= | K(z,y)© f(y)dy, (1.1.25)

Rm
entonces T es un operador acotado L* — L? y su adjunto estd dado por

T"f(x) = [ K(y,x)© f(y)dy. (1.1.26)
Rm
Obuviamente la medida de Lebesgue y el dominio pueden ser cambiados y la reqularidad
de K relajada, lo importante es la formula del nicleo del adjunto, completamente
andloga al caso complejo.

Una identidad importante que motivé el estudio de operadores integrales singu-
lares con valores en las algebras de Clifford es la siguiente

Proposicién 1.1.2. Vemos R"™" C R,41) y sea Q C R 4 v la normal exterior a
Q) entonces

S __ Ty
|z — y[n Ov(y) = 7 — g v(y)
s vi) (@i = yi) — ) — ) (1.1.27)
. ’j]; — y’n+1 1]
1<
Demostracion. La prueba es inmediata si recordamos que e;e; + eje; = —20;; y

desarrollamos la suma del lado izquierdo. O
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Como vimos R, es una generalizacion algebraica de C. El proposito de esta
seccion es ver que también podemos generalizar el anélisis de funciones holomorfas.
En lo que sigue 2 siempre denotara un dominio en R™, que a su vez consideramos

en R, i.e.
QCR"C R(n). (1.1.28)

Definicién 1.1.2 (Operador de Dirac). Dada f € C*(Q,R,)) definimos

of
Zek@axk (fD)(x) = &m( ) © ey (1.1.29)

k=1

Decimos que f es monogénica izquierda st Df = 0 en 2 y que es monogénica derecha
si fD = 0 en Q. En general, si no especificamos, se asumird que trabajamos con
funciones monogénicas izquierdas.

La primera propiedad importante de funciones monogénicas es la siguiente

Proposicién 1.1.3. Dada f € C*(Q,R,)) tenemos

a2f

D*f = —
/ a

= fD?. (1.1.30)

Demostracion. Simplemente calculamos

Zekca— (i e; ® gjj) (1.1.31)

Concluimos de la anti-conmutatividad de los e; y la igualdad de las parciales mixtas

de f. O

Esto es el andlogo de la descomposicién del Laplaciano via las derivadas 3., 05
cuando trabajamos con funciones complejas. Ademas nos da una manera sencilla de
construir funciones monogénicas. A saber si f : {1 — R(,) es armoénica entonces D f
es monogénica izquierda y fD monogénica derecha. En particular, si f : 2 — R es
armoénica entonces V f es monogénica. Mas generalmente, para funciones f : (2 — R"
tenemos que el operador D se reduce al sistema de ecuaciones

Ofi _ Of; _ Otk _
div(f Z e~ curl(f) = ( Fos 3xj)1<k<j<n_0' (1.1.32)
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Otra propiedad importante, que diferencia del caso complejo en dimensiones altas,
es que las funciones monogénicas izquierdas (o derechas) no forman un dlgebra. Esto
es consecuencia de que

dg

D(f®g)=(Df)®g+Zek@f@a—u. (1.1.33)
k=1

Para concluir esta seccién damos otra definicion de funciones mongénicas, que
también es usada en la literatura.

Recordamos que vemos R™ C Ry, identificando e; con ¢(e;). También podemos
ver R"™ C Ry, identificando (zo, ..., x,) con 2ol + Y, zxex. En este caso definimos
el operador de Dirac (izquierdo) como

0 0
D= — — 1.1.34
0x0 + ; k © 8xk ( )
También tenemos su adjunto
_ 5, = 9]
D'=— — — 1.1.35
8;1:0 Z € © Ga:k ( )

La ventaja de estos operadores es que, por ejemplo si n = 1 entonces D' = 0 es el
operador de Cauchy-Riemann usual. En otras palabras, las funciones monogénicas
respecto de D’ son precisamente las funciones holomorfas?.

Una diferencia con la primera definicién es que (D')? es el operador de onda
92, — >0, 02, mientras que el laplaciano en este caso se factoriza como D'D’ =
D'D'; por lo que al menos retenemos que funciones monogénicas son armonicas (en
particular son suaves). Resulta que la teorfa para estas funciones mongénicas es
esencialmente la misma que para las que nosotros usamos, referimos a [39] para ver
esto.

1.2. La funcién maximal de Hardy-Littlewood

Dado un espacio métrico (X, d) localmente compacto con una medida de Radon
/4 ponemos

2Recordamos que en este caso tomamos funciones definidas en subconjuntos de R'*! con valores
en R(l) =~ C.
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Definicién 1.2.1. La funcion maximal de Hardy-Littlewood centrada de

una funcion f € L}, (X) se define comc®

A4“f(w):=sup]é | @)duty) (1.2.1)

r>0

También tenemos la funcion maximal no centrada definida como

MES(@) = sup f 1 )lduto) (12:2)

donde el supremo se toma sobre todas las bolas tales que x € B y definimos

fuwiuw =0, siu(m) =0 (1.2.3)

Observaciéon 1.2.1. 1. Fijemos x € X y B tal que x € B. Tomemos una sucesion
tal que x,, — x. Por definicion existe N tal que si n > N entonces x, € B por lo
tanto

fwm$wfum=Mmm, (1.2.4)
B Bn JB,

donde el supremo se toma sobre todas las bolas con x, € B,. Tomando el limite
inferior (respecto de n) de ambos lados tenemos

][ |fldp < lminf M, f(x,). (1.2.5)
B n

Como B fue arbitraria concluimos que My f es semicontinua inferiormente.

2. Claramente tenemos que M f < My f, por definicion. Una desigualdad inver-
tida no se ve obvia en tanta generalidad. Supongamos que tenemos dos constantes
C1, Cs tal que para cualesquiera x1,x9 € X yr >0

) < % <, (1.2.6)

entonces, si fijamos x € X yx € B = B,(z) vemos que, con B' = Ba,(x)

1
éWWSHELMWSQHWWS@MMﬂ (1.2.7)

o, en otras palabras, My f(x) < CoM f(x).

3Cuando la medida yu sea obvia omitimos la referencia en la notacién.
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Ejemplos de medidas que satisfacen esta condicion son la medida de Lebesque en
R™ y, mas en general, cualquier medida que satisfaga, para algin d >0 y 0 < A; =

Ar? < (B (x)) < Agr? Ve e X, r > 0. (1.2.8)

En particular, cualquier conjunto Ahlfors reqular en R™™ (ver Definicién 1.4.1).
Hay que notar que la comparabilidad puntual de ambas es importante si queremos
intercambiarlas: Fxisten medidas en R™ para las cuales M es acotada en LP pero
My no lo es (ver [40]).
3. Por otro lado la funcion mazimal centrada, en general, podria no ser medible.
Esto no causa problemas en nuestro caso pues por un lado tenemos siempre MH <
'y por otro todas nuestras medidas serdn doblantes (ver Definicion 1.2.2), lo que
garantiza las cotas necesarias para MY (ver Teorema 1.2.3), y por lo anterior, para
MH.
Otra manera de quitar el problema de ver si M" es medible, en el caso en que
satisfaga (1.2.8), es considerar la funcion mazimal

1
Mj = sup ﬁ/ W (1.2.9)

En este caso MY es semicontinua inferiormente por el lema de Fatou y ademds
A MF < ME < Ay M* puntualmente. Ver [14].

Proposicién 1.2.1. Si f, g € L*(R™) son funciones radiales entonces f*g es radial.

Demostracion. Basta mostrar que para toda transformacién ortogonal A : R — R”"
tenemos f * g(Az) = f x g(x) para toda x € R"™. Pero esto es facil si notamos que lo
anterior vale para f, g pues

fxg(Az) = | f(Az—y)gly)dy = [ f(z—A"y)g(A  y)dy
e R (1.2.10)

=/ [l —y)g(y)dy = [ *g(x),

donde la peniiltima igualdad es por un cambio de variable y el hecho de que |det(A)| =
1. [

Teorema 1.2.1. Sea 1 : R® — R una funcion radial no negativa, integrable y no
creciente (cuando es vista como ¥ (x) = 11(|z|)). Entonces para toda f € L*(R™) y
x € R" tenemos

U x| fl(z) < CMf(2), (1.2.11)
donde C' = ||9|| L1 (n)-
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Demostracion. Supongamos primero que ¥ € C° y f > 0. Ponemos

A(r) = / ROUE / T - fa = daty)ds, (1.2.12)

donde la segunda igualdad usa coordenadas polares. Calculamos su derivada

Alr)y= [ flx—ydoly)= [ flz—ryr do(y). (1.2.13)

rSn Sn

Entonces tenemos, con B, = B,(z) y |B,| = r"%* su medida de Lebesgue,
v @)= [ o= gy - / O = o

/wl (1.2.14)
/ Bl o )dydrg—Mf(x) / ()| B.|dr

= Mf(x)[[¢]| L1 @ny,

/w VA (r)dr = iy (r)

donde la ultima igualdad es porque

| i =

= — @/J(y)dy-

On Jrn

/ V1 (r)nr™tdr

(1.2.15)

Supongamos ahora que v € L'(R") tiene soporte compacto. Tomamos 7 €
C2*(R™) radial, no negativa con sop(n) C B; y ponemos 7.(z) = ¢ "n(e~'x). De
la manera usual definimos la regularizacion de ¥ como 1. = 7. x 1. Entonces, dado
que la convolucion de dos funciones radiales es radial, que 1. es decreciente por la
no-negatividad de 7, y que sop(¢.) C sop(n:) + sop(¢)) con este ultimo conjunto
compacto, vemos que

*|fl(z) < ([Pl Mf(2) (1.2.16)
pues |[e]|1 < ||¥]|1. Ademés el mapeo

() * f: LYR") = LY(R")

1.2.17
Y f ( )
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es acotado por la desigualdad de Young para convoluciones, por lo que existe una
subsucesion ¢, — 0 tal que 9., * f(x) — ¢ * f(x) para casi todo =, de donde el
resultado sigue.

Si ¢ no tiene soporte compacto aplicamos un argumento similar, solo que ahora
tomamos aproximaciones ¥" = ¢"9 donde ¢ € C'° es una funcion radial decreciente,
0<p<1lcong=1en By ysop(p) C By, y definimos ¢"(z) = ¢(rx). Si hacemos
r — 0 claramente ¢"(x) — ¥(z) y ¢¥" < 9, por lo que [[¢7]|1 < |[¢]]1 y ademés el

teorema de convergencia dominada nos da ¢¥" — 1 en L'. Esto demuestra el teorema
en general. O

Observacién 1.2.2. Supongamos que tenemos f € L}

e(R™) y una sucesion fj, €
L .(R"), todas no-negativas, de tal manera que fy(z) < firi(z) T f(x) para toda
x € R". Por monotonia del operador M tenemos que M f, < Mf para toda k > 0.

Por otro lado, el lema de Fatou nos dice que, para toda x yr >0
][ f(y)dy < lim inf][ fr(y)dy < liminf M f(x) (1.2.18)
By (z) ko JB.(2) k

por lo que, combinando esto, tenemos M f(x) = limy M fr(z).
Supongamos entonces que tenemos f € L} (R") no-negativa y ponemos fi =

flp, € L*. Aplicando el lema de Fatou de nuevo tenemos que
Yx fx) < h’mkinfw * fr(x) < ||¢||1ll'mkinf./\/lfk(x) = [[¢][ 1M f(x) (1.2.19)

por lo que el teorema anterior vale con f € L; (R™).

Lema 1.2.1 (Cubierta de Vitali). Sea F una coleccion de bolas no degeneradas (i.e.
no vacias) en R™ tal que
sup diam(B) < oo (1.2.20)
BeF

entonces existe una subcoleccion G C F de bolas disjuntas* tal que

JBc 5B (1.2.21)

BeF Beg

Demostracion. Probamos el caso en que F es finito, que es el que usaremos. El caso
general es parecido.

Tomamos B; la bola de radio méas grande en F. Tomamos B; la siguiente con
radio mds grande tal que B;NBy = (). En general, ya escogidos By, ..., B,_; tomamos

4Esta condicién implica que G es a lo mas numerable.
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By, la bola de radio mas grande tal que B; N By = () para toda j = 1,...,k — 1. El
proceso termina pues F es finito.

Sea B' = UzB y x € B'. Si x € B; no hay nada que hacer. Si no, x € B y por
construccién BN B; # () para alguna j. Si tomamos k = sup{j : B;NB # (0} entonces
r(B) < r(By)® (si no hubiéramos tomado B en lugar de By, en la construccién) por
lo que B C 5B;. O

Teorema 1.2.2 (Interpolacién de Marcinkiewicz). Sean (X, ), (Y,v) espacios de
medida o-finitos y T un operador sublineal definido en LP(X)+ LX), con 1 <p <
q < 00, y tal que T devuelve (clases de) funciones medibles en Y. Supongamos que
existen constantes Cy, Cy tal que®

vqerﬂTﬂwk>MJ§(€ﬂ%£@){ A 0;

, (1.2.22)
uaer:Wﬂww>M>s(9i@ﬂ@), A > 0.

Entonces para toda p < r < q existe una constante C = C(C;, p,q,r) tal que

T fllorw) < CNfllzr (1.2.23)

Lema 1.2.2. Sea 0 < p < o0 y (X, u) un espacio de medida. Si definimos, para
A>0y felr(X),

Ex={zeX:[f(x)[>A},  de(N) = p(E) (1.2.24)

entonces

/ |f|7"du=p/oo P dy(t)dt (1.2.25)
X 0

Demostracion. Tenemos

p/ tp_ldf(t)dt:p/ /tp_llEt(x)dudt
0 0 X
£ (@)l
:// 7ty (1.2.26)
X JO

= /X | fIPdp

donde la segunda igualdad es por el teorema de Fubini. O]

5r(B) = radio de B.
6Si ¢ = 0o pedimos ||Tflce < Calf]loo
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Demostracion Teorema 1.2.2. Supongamos primero ¢ < oo. Dada f € L"(X)y A >0
definimos

= f1
fi =71z, (1.2.27)
Jo= [1x\E,,
entonces vemos, por sublinealidad de 7', que
dri(N) < drp(N2) +dry,(A/2). (1.2.28)

Por la desigualdad débil y las desigualdades anteriores tenemos que
| X< eoy [y [ i
0
—eay [ / v 11@ )\ @) Fdp(a)dn

If ()]
= (2¢4) // z)[PAT P d\dp(x) (1.2.29)
(2C,)P
—EE [ sran,

,,,._
(2C%)

| atan e < B2E [ grag

0

Combinando las tres ultimas desigualdades con el lema anterior el resultado sigue.
Si ¢ = oo ponemos, para a = (2C3)7!, f y A como arriba,

’ﬁ

fl = flE A
o 1.2.30
fo=Fl.,. (1:2.30)
Claramente fy € L™ por lo que
ITf(x)] <|Tfi(z)|+ Co|fallee < |Tfi(x)] + Coae. (1.2.31)

Por la eleccién de o vemos que drs(A) < drys, (A/2), por lo que un argumento igual
al del caso anterior nos da la prueba. O

Definicién 1.2.2. Decimos que p una medida de Borel en un espacio métrico (X, d)
es doblante (respecto de d) si existe C' = C(u) tal que

11(Ba(z)) < Cu(B,(2)), Ve e X,r>0. (1.2.32)
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Observacién 1.2.3. Sea ¢ > 1 fijo y k = k(c) tal que 2*7 < ¢ < 2% entonces, si
w, C' son como en la definicion anterior,

p(Ber(2)) < p(Basp(2)) < C*pu(Bi (), (1.2.33)

por lo que, en la definicion de medida doblante podemos cambiar el 2 por cualquier
constante ¢ > 1, y solo agregamos a C una dependencia en c. En particular si tenemos
d,d, dos métricas equivalentes en el sentido que existen Ay, Ay tal que

Ald('ra y) < dl(x7 y) < A2d(‘r7 y)? ViryeX, (1234>
entonces i es doblante respecto de d si y solo si lo es respecto de dy.

El siguiente resultado es uno de los més clésicos e importantes en andlisis (en
nuestro contexto al menos).

Teorema 1.2.3. Sea p una medida de Radon doblante en R™ entonces existen con-
stantes C(n, ) y C(p,n, 1) tal que

p({z € R IMEF(2)] > A}) < c”f”L : (1.2.35)

MY Fllry < Cllfllery, T <p < oo (1.2.36)

Demostracion. El caso p = oo es obvio de la definiciéon de M, f, por lo que, si
podemos establecer el caso p = 1, el teorema de interpolacion de Marcinkiewicz nos
da el resultado.

Para ver este caso entonces notamos que, como M, f es semi-continua inferior-
mente, si definimos

Ey:={z e R": M f(z)] > A}, (1.2.37)

entonces F) es abierto. Tomamos F := (B, ).er, donde B, es una bola que contiene
a x tal que

][ |fldp > X (1.2.38)

Por compacidad tenemos una subcubierta G; C F de K. Por el lema de cubierta de
Vitali podemos extraer una subcoleccién G, C G; tal que, si Gy = (ij)lgjgm,

KcC O 5B,,
j=1

(1.2.39)
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de donde, por la propiedad doblante, tenemos

u(K) < (U;5B,, Zu 5By;) < C(u) ) w(Be,)

[l
< (— <
_C)\Ej:/ijmdu_C .

Entonces, tomando el supremo sobre los K la desigualdad deseada sigue de la regu-
laridad de. O

(1.2.40)

Observacién 1.2.4. Dado que el lema de Vitali (finito) es claramente vdlido en
espacios métricos, la prueba funciona, paso por paso, en un espacio Mmétrico con
medida doblante donde todas las bolas B,.(x) son precompactas. En particular si X =
Y con ¥ C R™™ un congunto Ahlfors reqular y p = o la medida de superficie, tenemos
el resultado.

Un ejemplo menos elemental, pero que usaremos, es cuando X = OS2 es la frontera
de un dominio Lipschitz y p = w™ es la medida armonica de 2 evaluada en xg € €2
(ver capitulo 3 para las definiciones).

Otra consecuencia de estas observaciones es que, en X = R", podemos cambiar
las bolas B,(x) por cubos de lado v y centro x y lo anterior aplica pues solamente
estamos cambiando la métrica euclidiana por

|[L’ - y|c>o - 11213<X |ZL’1 yi'v (1241)

y la Observacion 1.2.5 nos dice que no hay problema con esto.

Corolario 1.2.1 (Teorema de diferenciaciéon de Lebesgue). Sea f € L .(R™) en-
tonces

f(z) = lim f(y)dy, para casi toda z € R". (1.2.42)
r—0 Br(l’)

Mds generalmente tenemos, con v € B,,

f(z)= lim ][ f(y)dy, para casi toda x € R". (1.2.43)

diam(Bz)—0

Como consecuencia de esto tenemos ademds que |f(z)] < Mf(z) para casi toda
x € R™ (respecto de la medida de Lebesgue).
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Teorema 1.2.4. [Descomposicion de Calderdn-Zygmund I] Dada f € L*(R™) y A >
0 existe una coleccion numerable B = (Q);) de cubos con interior ajeno tal que

A<+ |f(x)|de <2 (1.2.44)
Qj
|f(z)] < A, para casi toda z € R" \ U;Q;; (1.2.45)
1
>oleil= U] < Il (1.2.46)
J J

Demostracion. Consideramos, para cada k € Z, las colecciones de cubos

Gr = {ﬁ [28m;, 25(my + 1)) : m; € Z} ,  keZ. (1.2.47)

j=1

Notamos en particular que si @1, Q2 € Gy entonces son ajenos o iguales (esto se sigue
de que es claramente cierto en R). Por lo tanto si ; € Gy, entonces o son ajenos o
uno contiene al otro (pues si k; < ks podemos poner Q1 C Q) € Gy,).

Fijamos f, A\. Tomemos entonces kg tal que

][ |fldz < X, VQ € Gy, (1.2.48)
Q

que se puede pues

]élfldx < ”j;,lfl, vQ € Gi. (1.2.49)

Tomamos un cubo arbitrario () € Gi, y lo subdividimos en 2" cubos en Gi,_1.
Tomamos uno de estos subcubos ', entonces pasa una de dos cosas:

L. | fldx > .
Q/

2. |fldx < A
o
Si pasa 1 ponemos @)’ € B. Si pasa 2 subdividimos @ en sus 2" subcubos en Gg,—o vy
repetimos el argumento.
Para checar B satisface lo que queremos calculamos: Por la forma en que escogimos
los ; que iban a dar a B es obvio que

< | f|dx. (1.2.50)
Qj
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Por otro lado, tenemos que
][ |fldx < 2"+ |flde < 27A, (1.2.51)
Qj Q

donde @ es el cubo del que vino @); (que es unico por la observacién al inicio de la
prueba). Ademds, de (1.2.50), y de que claramente estos cubos son ajenos,

1 1
dolil <> X/Q | flde < < f]l 1 (1.2.52)
J J J

Para checar la segunda propiedad basta notar que si « ¢ U;Q);, sin pérdida de genera-
lidad podemos suponer que hay una bola abierta alrededor de = en este complemento,
por lo que, dado que x esta en una sucesion decreciente de cubos diddicos contenidos
en este complemento, por construcciéon cada uno de esto cubos () satisface

][ |fldz < A, (1.2.53)
Q

por lo que el teorema de diferenciacién de Lebesgue implica que f < A c.d. en

R™\ U;@;. =
Corolario 1.2.2. [Descomposicion de Calderén-Zygmund II] Sea f € L*(R™) A >

0y B = (Q;) como en el lema anterior, entonces existen g,b funciones con las
siquientes propiedades

1. f=g+h.

2 lgliz < 2A| e

3. sop(b) € UjQ;

/ b(z)dx =0, Vi >0. (1.2.54)

Demostracion. Definimos

(1.2.55)
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y de manera obvia b = f — ¢g. Las propiedades para b son claras de esta definicion.
Para ver las de g calculamos, de (1) del lema anterior,

lollor = [ e S| [ pde] < £l
M e, ; 2, - (1.2.56)
[gl[zoe < 27A,
por lo que interpolando el resultado es inmediato. O
1.3. Dominios Lipschitz
Definicién 1.3.1. Sea f : R" — R. Decimos que f es Lipschitz si
[f]1 := sup /(@) = fw)l < 0. (1.3.1)
z,yeR™ ‘l’ - y‘

Andlogamente si f : A C R" — R decimos que es Lipschitz si el supremo, tomado
con elementos de A, es finito.

Decimos que f : U — R, con U abierto, es localmente Lipschitz si es Lipschitz
en cada compacto K C U.

Notacién 1.3.1. Dado s > 0, definimos el cono recto de apertura arctan(1l/s) y
vértice 0 (que abre hacia arriba) como Co(s). En otras palabras

Co(s) ={(z,t) e R" x Ry : slz| < t} (1.3.2)

Una de las caracterizaciones mas ttiles para nosotros de estas funciones es la que
sigue

Proposicién 1.3.1. Sea f : R" — R y D4 los conjuntos por arriba y debajo de la
grdfica de [T entonces son equivalentes

1. f es Lipschitz con [f]l; < M.

2. (z, f(z)) + Co(M) C Dy para toda x € R™.

3. (x, f(x)) — Co(M) C D_ para toda x € R".

Demostracion. Sea f Lipschitz con [f]; < M y sea (y,s) € (z, f(x)) + Co(M) para
algin x € R™. Tenemos entonces que M|z — y| < s — f(x). Si f(y) > s entonces
tendriamos M|z —y| < |f(y) — f(z)| < M|z —y| por lo que f(y) < sy (y,s) € D,.

7Si f no es continua, en principio estos no tienen por que ser abiertos.
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Si 2 se satisface y tomamos z,y €
(y; f(y)) ¢ Do, en particular (y, f(y)) ¢
fly) = f(x) = [f(y) = f(=)].

El argumento para 1 < 3 es analogo. O]

R™ tal que f(z) < f(y) entonces, como
(z, f(2)) + Co(M) por lo que M|z —y| >

Observacién 1.3.1. 1. Notamos que si usamos conos truncados de la forma Co(M)N
BL(0) para algin h > 0 fijo podemos obtener que f es Lipschitz en K compacto
siempre que 2 o 3 de la proposicion se satisfagan con estos conos truncados, y h =
h(K).

2. Si ponemos Q. = B,.(0) x (=Mr,Mr) y f : R® — R Lipschitz entonces, para
toda v € R",

f(Bi(z)) C (z, f(2)) + Q; (1.3.3)

Damos un resultado acerca de funciones Lipschitz sin prueba, se puede consultar
[19, 3.1.2 Theorem2] para ver una.

Proposicién 1.3.2. Si f: R" — R es Lipschitz entonces [ es diferenciable casi en
todas partes (respecto de la medida de Lebesgue) y su derivada es acotada. Mds ain

IV fllze = [f]1-

Definimos C,; como el cilindro de radio a y (mitad de la) altura b, i.e.
Cop :={(z,t) e R" xR : |z| < a, [t| <b}. (1.3.4)

Definicién 1.3.2 (Dominios Lipschitz). Sea Q C R™" abierto y xo € 9. Decimos
que 0S) estd localmente dada por f : R™ — R en xq existen a,b > 0 tal que tras una
rotacion y una traslacion (llamemos T a esta composicion) que lleva xo a 0 tenemos
que,

T(Q) N Cop = {(2,t) € Cap: t > f@:)}
T(OQ) N Cop = {(2,1) € Cap : t = f(2)}, (1.3.5)
TR\ Q)N Cap = {(2,y) €Cap : t < f(x)}

Decimos que ) es Lipschitz cerca de xq si OS) estd dada por [ cerca de xo y ademds
f es Lipschitz.

Decimos que ) es Lipschitz si ) es Lipschitz cerca de cualquier punto de su
frontera y ademds a,b no dependen del punto y las constantes ||V fy,||p~ estdn uni-
formemente acotadas en xy € OS).

Pasamos ahora a una caracterizacion ttil de dominios Lipschitz, que nos permite
construir tales dominios de manera sencilla.
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Recordemos que de la caracterizacién de funciones Lipschitz (Proposicién 1.3.1)
y la Observacién 1.4.1 tenemos que si €2 es Lipschitz cerca de 0 € 92 (supondremos
que, en la definicién, T' = I para simplificar la discusién), con f la funcién que define
a 0f), entonces existen r,h > 0y M’ > M = [f]; tal que si C = Co(M') N B(0)
entonces para todo = €  con |x| < r tenemos que®

r+CCQ. (1.3.6)

(En este caso h se escoge pequenia respecto de b, y  respecto de a). Si no supiéramos
que f es Lipschitz pero tuviéramos la contencion anterior, la Observacién 1.4.1 nos
diria que f es, en efecto, Lipschitz. La siguiente proposicién nos dice que esto es
cierto ain si no sabemos en principio que 02 esta dada por una funcion cerca de 0.

Proposicién 1.3.3 (Caracterizacién via propiedad del cono uniforme). Sea Q abierto
con 0 € 0 y supongamos que existen r,h, M' > 0 tal que, con notacion como en la
discusion anterior,

r+C CQ, Vz € B.(0)NQ. (1.3.7)

Entonces ) es Lipschitz cerca de 0.

Demostracion. De la discusion anterior basta probar que 0f2 estd dada por una
funcién f: B(0) — R. Para esto primero afirmamos
1.
Co(M") N B,(0) C £, —Co(M") N B,(0) c R\ Q. (1.3.8)

Obviamente esto es trivial si h > r. En otro caso simplemente notamos que

2C = Co(M')N By (0) C | z+C, (1.3.9)

z€0+4+C

por lo que si y € R*™!\ Q estuviera en 2C entonces existe x € C con y € = + C que
contradice las hipotesis. Aplicando esto inductivamente hasta que kh > r, la primera
afirmacién queda probada. La correspondiente al complemento es consecuencia de
que si y € —C entonces 0 € y + C por lo que y € R™!\ . Concluimos con un
argumento inductivo igual al anterior.
Definimos el cilindro C,, = {(x,t) € R" xR : |z| < a, |[t| < b} con (ver figura 1.1)
r

a= (5 (M) b= Ma. (1.3.10)

8Recordamos que C es abierto.
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Co(M'")

Ca,b B'(O)

—Co(M')
Figura 1.1: Construcciéon de C .

Usando el mismo argumento de la prueba de la afirmacion 1, vemos que para
todo y € 092

(y + Co(M’)) N B,(0) C , (y — Co(M")) N B.(0) C R™1\ Q. (1.3.11)

Por construccién, dado x € R™ N C,; existe t > 0 tal que (z,t) € Co(M') N B, (0) y
(x,—t) € Co(M’") N B,(0) por lo que necesariamente (x,s) € 92 N C,;, para algin s.
Por (1.3.11) tenemos que s es tunico por lo que f(z) = s define una funcién que, de
nuevo por (1.3.11) es Lipschitz. O

Ejemplo 1.3.1. 1. Claramente todo dominio C' es Lipschitz. Para ver que la in-
clusion es estricta basta fijarnos en un cubo, digamos Q = [0,1]"*1. Claramente Q
satisface la condicion de la proposicion anterior por lo que es un dominio Lipschitz,
pero no puede ser CL.

2. Generalizando el ejemplo anterior, todo convexo ) abierto, acotado con in-
terior no vacio es Lipschitz: Tomemos x € int($2). Por definicion existe r > 0 tal
que B = B,.(z) C Q. Fijemos y € 092. Si tomamos I'(y) como el cono generado por
rectas que unen puntos de B con y (siempre podemos tomar el interior, por lo que
suponemos que I' abierto) entonces I'(y) C Q (cerrando un poco la apertura de I' de
ser necesario). Para h a ser elegida ponemos I'"(y) = T'(y) N Bp(y).

Si tomamos s muy pequenia y z € By(y) N Q, el dngulo entre los ejes de T'(y)
y I'(z) lo podemos hacer tan pequeno como queramos. En particular si tomamos C
como el cono de la mitad de la apertura que I'(y) y el mismo eje, podemos garantizar
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que z + C C T'(2). Para truncar simplemente tomamos, por ejemplo, h = |x — y|/10
y ajustamos s de ser necesario.

Respecto de la hipotesis de interior no vacio, notamos que st un convexo tiene
interior vacio entonces estd contenido en un hiperplano, por lo que lo podemos consi-
derar como conjunto en R? para alguna d < n+1. Ademds para un convezo K tenemos
int(K) = int(K) y int(K) es convezo. Entonces podemos decir sin ambigiiedad que
todo convexo acotado es Lipschitz.

3. Una consecuencia de la prueba del ejemplo anterior son los llamados dominios

sawtooth: Sea A C R™ acotado. Entonces para toda M > 0 existe h > 0 tal que, si

0= <U Y+ Co(M)> N By(0), (1.3.12)

ycA

entonces €1 es un dominio Lipschitz. Para ver esto basta notar que como A es acotado
podemos elegir h tan grande de tal manera que ezxistan r > 0,x € Q con B,(x) C Q2
y para todo punto, digamos z, en esta bola el segmento (z,y) C Q para toda y € OS).

Lo importante de este ejemplo es que no pedimos nada de reqularidad sobre el
conjunto A.

1.4. Ahlfors regularidad

Notacién 1.4.1. Dado un subconjunto ¥ C R™!, denotamos por o := H"
llamamos la medida de superficie de 3.

|Eyla

Definicién 1.4.1. Sea ¥ C R"! cerrado. Decimos que ¥ es Ahlfors reqular si
existen ro > 0 y Cy,Cy > 0 tal que

Cir" < U(Br(m) N Z) < Cor", Veed 0<r<rg. (1.4.1)
Si ¥ no es acotado pedimos ro = 0.

Observacién 1.4.1. Si Q, denota el cubo de lado r (con la convencion de que
diam(Q,) = 2y/nr) y centro en 0, tenemos que B,(0) C Q. C B /,(0) por lo que no
importa si tomamos bolas o cubos en la definicion de Ahlfors reqularidad.

De manera andloga podemos considerar cilindros de la forma BJ*(0) x (—Mr, Mr)
para alguna M > 0 fija. Esto serd util para checar Ahlfors regularidad de grdficas
Lipschitz.
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En otras palabras conjuntos Ahlfors regulares son n-dimensionales, en el sentido
de medida. Ejemplos de tales conjuntos son fronteras de dominios Lipschitz acotados,
como se vera en la siguiente seccién. Dar contraejemplos tampoco es dificil y es
instructivo

Ejemplo 1.4.1. 1. La manera mas sencilla de hacer fallar la definicion es tomar
conjuntos con dimension de Hausdorff distinta de 1. Por ejemplo si ¥ C R? denota
la grdfica de la la funcién de Cantor en [0,1] entonces 0 < H™?/1M3(%) < oo, por lo
que 0(X) = 0. De manera andloga si ¥ es un disco entonces o(¥X) = 0.

2. 91 Y = Upen{(z,y) € R? : |z| < 1, y = 1/n} entonces la dimension de
Hausdorff de ¥ es 1 pero claramente O'(BT(O) N E) = oo para toda r > 0. Podemos
mejorar este ejemplo de la siguiente manera: Sea 0 < B < 1 y definimos ¥g =
SN {(x,y) :y > |z|°}. Es facil ver que entonces, si Q, denota el cubo de centro 0y
lado 1 (ver la observacion anterior), entonces

[e.e] 2 00 B ~
o (QimNTg) =) W%/ VP dy ~ P (1.4.2)
k=n n

Concluimos que si 0 < [ < 1/2 entonces no puede ezistir Cy (pues, por ejemplo,
n~? < n7! cuando n — oc). Por otro lado, si 1/2 < B < 1, entonces no puede
existir Cy por el mismo razonamiento.

3. Sea ¥ C R la superficie de revolucion obtenida de rotar la grdfica dey = 1/a2,
x > 1, alrededor del eje x. Entonces o(¥) < 0o y ¥ no es acotada por lo que no puede
existir C.

4. Tomamos ¥ C R? la grifica de la funcidn f(x) = sin(27nx) si |z| € [n,n+ 1].
Entonces es sencillo ver que no puede existir Cy que funcione para toda r > 0 (el
problema obviamente estd en 1 < r).

Lo que hay que observar en los ejemplos anteriores es que 3 y 4 son conjuntos
mucho mas sencillos que los de 2. Esto es consecuencia de que para 1 < 7 ser
Ahlfors regular no es tanto cuestiéon de regularidad en el sentido usual, sino que X
no ‘se enrosque’ mucho en infinito. En cambio, para r < 1 por ejemplo, si ¥ es
Lipschitz en una vecindad de x entonces la condicion se satisface con C; que sélo
dependen de la seminorma Lipschitz de la funcién que define a ¥ cerca de x (ver
la siguientes proposiciones), por lo que necesariamente ejemplos donde la definicién
falle localmente deberan ser mas complicados.

Un resultado bastante ttil acerca de funciones Lipschitz es el siguiente, para una
prueba se puede consultar [19, 3.4.2 Theorem1].



1.4. AHLFORS REGULARIDAD 25

Proposicién 1.4.1. Sea f : R® — R Lipschitz y X su grafica, entonces para todo
A C X de Borel tenemos

o) = [ (U 1VrwP) P a, (1.43)

donde A" :={x € R" : (z, f(x)) € A}.

Proposicién 1.4.2. Sea f : R" — R wuna funcion Lipschitz y ¥ la grdfica de f.
Entonces ¥ es Ahlfors regular.

Demostracion. Recordando la Observacion 1.4.1 vemos que basta checar Ahlfors
regularidad con cilindros de la forma Q.(z) = (z, f(z)) + @, (ver 2 de la Observacién
1.3.1).

Sabemos de la proposicién anterior y la Observacion 1.3.1 que

1/2
o(Q(x)) :/ " (1+ |V () dy, (1.4.4)
Br(x
por lo que la proposicién sigue de que |B,(z)] = ¢,y 1 < (1 + |Vf|2)1/2 <

(1+ M?)Y2 donde M = ||V f||z= =~ [f]1. O

Proposicién 1.4.3. Si Q C R™ es un dominio Lipschitz acotado entonces 0N es
Ahlfors reqular.

Demostracion. Tomemos 1y < co. Supongamos que no existe C; con la propiedad
Cir" < o (B, (z) N 0Q) Vo € 09, r < ry. (1.4.5)
Entonces podemos encontrar una sucesion x; € 02 y 1, < 1o tal que
i > ko (B, (z) N 09Q). (1.4.6)

Por compacidad podemos suponer x — = vy 1, — r < 1o. Esto es imposible pues
tendriamos que, necesariamente, O'(Brk (zg) N 8(2) — 0, pero si tomamos s suficien-
temente pequeno para que Bg(x) se quede en una carta coordenada tenemos, dado
que graficas son Ahlfors regulares,

o (Bs(z) N9Q) > C(Q)s™. (1.4.7)

Esto es una contradiccién: si r # 0 esto es claro, si » = 0 entonces para k suficiente-
mente grande B,, ;3(x) C B,, () que nos darfa 1 > Ck para toda k grande. Por lo
tanto existe Cf.
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Supongamos que no existe Cy tal que
o(B,(x) N o) < Cor™, Vo € 09, r < ry. (1.4.8)
En este caso, como antes, tomamos x, — x y r; tal que
o (B, (zx) N OKQ) > kry. (1.4.9)

Esto fuerza a que r, — 0. Pero entonces, argumentando como antes, usando que
graficas son Ahlfors regulares obtenemos una contradiccién tomando k tan grande
que B,, (x)) se quede en una carta coordenada. O

Notacién 1.4.2. Dado Q C R™""! abierto, definimos

Q. =Q, Q- =R"1\ Q. (1.4.10)

1.5. La funcién maximal no-tangencial

Definicién 1.5.1. Sea Q@ C R"™! abierto y o > 0. Definimos las regiones no-
tangenciales asociadas a )4 como

IE(y) ={r € Qs |z —y| < (14 a)d(x,00)}, y € 0N (1.5.1)
Si no estamos interesados en )_ pondremos simplemente ', (y).

Ejemplo 1.5.1. 1. Sea Q = RTl y escribimos un punto genérico ahi como x =
(a',t), t > 0. Sty € R™ entonces, notando que d(z,0) = t, vemos que

r € Toly) & [/ —y| < (2a +a?)t = Mt. (1.5.2)

Notamos que el conjunto de la derecha es un cono circular recto con vértice en y y
dngulo de apertura arctan(M).
2. 8i Q es el dominio arriba de la grdfica de f(x) = \/|x| entonces T, (0) CC Q

para toda o > 0. En particular 0 ¢ Ty(y). Si Q1 = QN {(z,y) : y < 1/2} entonces
I'L(0) =0 para a > ay.

El primer ejemplo muestra la propiedad fundamental de estas regiones: Como su
nombre lo indica, queremos poder acercarnos a un punto y € 9{2 sin estar demasiado
cerca de otros puntos de la frontera. Por otro lado el segundo ejemplo muestra que
hay conjuntos (o mejor dicho puntos en conjuntos) donde esto no es posible.

Por otro lado tenemos que, para toda a > 0, Uyegal'a(y) = €2 pues si = estd fuera
de la unién entonces |x —y| > (1 + «)d(x, 0L2) para toda y, que es una contradiccién.
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Definicién 1.5.2. Sea u: Q2 — X con X un espacio normado. Definimos la funcion
mazimal no-tangencial Noyu : 0Q — R, como

Nau(y) = sup |[lu(2)]|x, (1.5.3)

z€la(y)
con la convencion de que Nyu(y) =0 si Ty (y) = 0.
Una de las propiedades basicas de esta funcion es que siempre es medible:

Proposicién 1.5.1. Sean 2, o, u como en la definicion anterior. Entonces Nyu es
semicontinua inferiormente en 0S).

Demostracion. Sea y;, — y en 9. Si T'y(y) = () no hay nada que hacer. En otro caso
tomamos z € I'y(y) y s > 0 tal que |z —y| = (1 +a)d(z, 02) —s. Tomando kq tal que
ly —yx| < s para k > ko y usando la desigualdad del tridngulo vemos que z € T, (yx).
Concluimos que

lu@llx < No(w), k> ko, (1.5.4)

Tomando el limite inferior respecto de k y luego el supremo respecto de z la afirmacion
se sigue. O

Definicién 1.5.3. Sea Q) abierto. Decimos que u : {2 — R estd no-tangencialmente
acotada en E C 0N) si existen o, M > 0 tal que

Nou(y) < M, Vy € E. (1.5.5)
Decimos que u tiene limites no-tangenciales en E si para toda 8 > 0 tenemos

lim  wu(y) existe para toda y € E. (1.5.6)

Ty
z€lz(y)

Para motivar estas definiciones tomemos el ejemplo mas sencillo: Sea {2 = Rﬁ‘fl
y sea

2 t
ki(z —y) = z,y € R" =00, t > 0. (1.5.7)

i T
On (|$ _y|2+t2) 2

En otras palabras k es el nticleo de Poisson para el semiespacio. El siguiente resultado
afirma que (k;); es una identidad aproximada.
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Proposicién 1.5.2. Sea 6 > 0 entonces
1. k() > 0 para toda t >0 y z € R".

2.
/ ki(z)dz =1, Vit>0. (1.5.8)
3.
sup ki(z) = 0, cuando t — 0. (1.5.9)
|z|>6

La segunda y tercera condicién implican en particular que si tomamos ug €
C.(R™) y definimos u en R*! como

(@, ) = hy % up(x) = / k(2 — y)uo(y)dy, (1.5.10)

n

entonces u(+,t) — uo(-) uniformemente cuando ¢ — 0. Usando la continuidad uni-
forme de uy podemos probar ademds que u(z) — ug(y) cuando R*™! 5 2 — 4. Ahora
notamos que, como k; € L'(R"), la definicién (1.5.10) tiene sentido para ug € LP(R"),
1 <p < oo, y tenemos

Ju(, e < lluollee, ¢ >0. (1.5.11)

Nos preguntamos si u — uy cuando en algiin sentido. Para responder esto primero
afirmamos que (ver Teorema 2.2.2)

Nou(y) < C(a, n) Mug(y), (1.5.12)
en particular (ver Teorema 1.2.3)
[Now@)||,» < C(n, o, p)uol|Le, 1 <p<oo. (1.5.13)

Definimos el operador

Tug(y) = limsup u(z) — lim inf u(z). (1.5.14)
z—Y =y
2€Ta(y) z€la(y)

Claramente T es sublineal en u y ademas |Tu| < 2N, u. Entonces si uy € LP(R") y
u € C.(R™) tal que up — ug en LP(R™), entonces

[ Twol[r < [[Tuo — TugllLe + | Turl|e < Clluo — ukllre, (1.5.15)
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donde la desigualdad sigue de que Tuy = 0 y 1.5.13. Concluimos que u = k; *ug tiene
limites no-tangenciales casi en todas partes (respecto de la medida de Lebesgue en
R™). Un argumento similar con

T'up(y) = lm u(z) — up(y) (1.5.16)

Z2—y
2€la(y)

nos dice que este limite es wuy.

Observacién 1.5.1. Si Nu € LP(R™) entonces u estd no-tangencialmente acotada
en B¢ ={y € R" : Nyu(y) < r} para todar >0 y ESTR" en medida.

Lo anterior es mas que nada para mostrar la utilidad de estimaciones en L” de
N,. El siguiente resultado nos dice que para esto el valor de a no es importante.

Proposicién 1.5.3. Sea Q C R un abierto con frontera Ahlfors reqular. Si o, B >
0 entonces existe C' = C(a, 3,2) tal que, para toda u:Q — R y0 < p < o0,

W, < Il (15.17)

Demostracion. Si fijamos r > 0 y definimos E* = {y € 99 : Nyu(y) > r}, y
andlogamente para E° entonces basta probar que existe C' = C(a, 3,9, p) tal que

o(E*) < Co(E"). (1.5.18)
Para esto definimos, para 0 < v < 1,

o ((0Q\ E%) N AL(y))
o (Ay(y))

:{y € 0 : M (Logps)(y) > 7}.

Ag::{yeﬁﬁz Zy,Vr>0}

(1.5.19)

Donde A;(y) = Bs(y)NoS2. Afirmamos que basta probar que existe v que no depende
de r,u tal que

E* C o0\ AL = {y € 09 : M7 (1ya\ps)(y) <7}

C{y € a2 M7 (1ps)(y) > 1 -7}, (15.:20)

En efecto si esto valiera, usando la estimacion débil de la funcién maximal tendriamos

o(EY) < La

T (EP) = Co(EP). (1.5.21)
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Para ver (1.5.20) primero notamos que la segunda igualdad es por definicién de Ag
y la tltima contencién consecuencia de la sublinealidad de M?.

Sea entonces y € E*. Por definicién existe z € T',(y) tal que |u(z)| > r. Sean
so > 0y yo € 0N tal que |[x—yo| = 59 = d(z, 0). Aseguramos que, con Cy = 2+a+f,

Apsy(10) C B N A0 (1)- (1.5.22)

Para ver esto notamos que si z € Apgg,(yo) entonces © € I'g(z) (pues |z — z| <
|z = yol| + |yo — x| < Bso+ so = (1+ B)d(z,09)). Ademéds, usando la desigualdad del
tridngulo dos veces obtenemos Agg, (yo) C A¢,s,(y). Combinando esto (1.5.22) sigue
inmediatamente pues x € E*. Calculamos

o (B’ N Ac,s, () _ o(Ass(10)) _ B8y
U(ACwo(y)) Z U(Acls()(y)) Z 02 (2 tat B> |

donde usamos Ahlfors regularidad para la tultima desigualdad, junto con el hecho
C1 =2+ a+ . Sin pérdida de generalidad Cs < 1 por lo que, poniendo s = Csy ¥
notando que o(E° N A,(y)) +a((02\ E®) N A,(y)) = o(A4(y)) obtenemos

o ((0Q\ E7) N A(y))

o (As(y))
Por lo tanto tomando C5 < 7 < 1 obtenemos (1.5.20). Esto termina la prueba. [J

(1.5.23)

p "

Para concluir esta seccién damos una relacién importante entre las regiones no-
tangenciales I',, y conos rectos usuales en dominios Lipschitz. Recordamos que

Co(M) = {(a/,1) € R"™' : M|2'| < t). (1.5.25)

Proposicién 1.5.4. Sea Q C R™ ¢l dominio arriba de la grdfica de una funcion
Lipschitz f con f(0) = 0. Entonces existen oy, s > 0 que dependen solamente de
M = [f]1 tal que

1. Si o > oy entonces existe M’ > 0 tal que

Co(M') C Ty(0). (1.5.26)
2. Si o < g entonces existe M" > 0 tal que
I',(0) € Co(M'). (1.5.27)
Las constantes «; se pueden calcular explicitamente como
1/2
1/2 14 M?
= (1+M)" =1, = ( e —1. (1.5.28)
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Informalmente la proposicién dice que para «a grande podemos meter un cono
usual en las regiones no-tangenciales, mientras que si a es chico podemos meter
dichas regiones en un cono. Hay que notar por otro lado que a7 < ay sélo cuando
M < 1, por lo que en general no podemos hacer ambas construcciones al mismo
tiempo.

Es instructivo comparar esta proposicion con el primer inciso del ejemplo 1.5.1.

Demostracion. Sea M = [f];. Definimos €;, i = 1,2 los dominios arriba de la grafica
de las funciones fi(z) = M|z|y fa(x) = —M|z| respectivamente. Claramente [f;]; =
M y aseguramos que, con notacion obvia,

I'l(0) € To(0) C T2(0),  Va >O0. (1.5.29)

Para ver esto notamos que, de la Proposicién 1.3.1, Q; € Q y R2\ Q, C R?\ Q.
En particular para toda z; € 2y y x € €2 tenemos

Esto demuestra (1.5.29).

Hacemos el caso n = 1, los argumentos en este caso son faciles de entender, y su
generalizacion relativamente clara. En este caso notamos que si [; y I son las rectas
por el origen con pendiente M y —M respectivamente entonces

0 = (LUL)NRY, 0% = (L Ul)N-R:. (1.5.31)
Supongamos que x = (z/,t) € ; con 2’ > 0,t > 0 (el caso 2’ < 0 es andlogo). En
este caso d(z,0€;) = |x — z| donde z es la proyeccién ortogonal de x sobre la recta

[;. En este caso z € T',(0) si y sélo si

2]

e (1+a). (1.5.32)

Como proyectar sobre [; es un operador lineal en z, tenemos que el cociente |z|/|z—z|
(como funcién de z) es constante en rectas por el origen. En particular T'}(0) es un
cono recto usual, siempre que sea no-vacio. Para ver cuando pasa esto 1ltimo notamos
que el cociente anterior es minimo cuando x esta sobre el eje vertical, i.e. v = teg y
en este caso un calculo nos da

M €9

= W(l’ M), = (14 M»)V2 (1.5.33)

€2 — 20|
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Combinando esto con la tltima desigualdad vemos que T',(0) es no vacio si y sélo si
a>a =14+ M)V -1, (1.5.34)

Esto demuestra 1 de la proposicion.

Para ver la segunda parte sea [ la recta ortogonal a l. Si z € Qy con 2’ > 0
entonces tenemos dos casos: x por arriba de [, o x por abajo de l5. En el primer
caso tenemos que d(z,dQy) = |z| por lo que z € T'2(0). En el segundo caso podemos
proceder como antes y concluir que x € I',(0) si y sélo si

2]

< (14« 1.5.35
ooy <(ra) (15.35)
donde z es la proyeccion ortogonal de x sobre ls. De nuevo el cociente es constante
en rectas por lo que I',(0) es un cono usual siempre que se quede en ]Ri. En este
caso tomamos x = e; y concluimos como antes que

1 M2 1/2
a< g = ( LQ ) — 1. (1.5.36)

Esto termina la prueba. ]

Esto nos dice que si M < 1 entonces los conos rectos usuales son equivalentes a
las regiones no-tangenciales I',,, para valores apropiados de a. Notamos ademas que
a; — 0y as — oo cuando M — 0.

Por otro lado la siguiente definicién y proposicién nos dicen que en caso de que
M sea grande no estamos muy lejos.

Definicién 1.5.4. Decimos que S es un cono truncado, si S es congruente a Co(s)N
By (0) para algunas s,h > 0.
Dado Q un dominio Lipschitz en R™™, decimos que S es un cono no-tangencial

eny € 0N) si S_ es un cono truncado con vértice en y y existe otro cono truncado
S"C Q tal que S\ {y} C 5.

De la definicién y la Proposicion 1.3.1 es facil ver que, por ejemplo si €2 es el
dominio arriba de la grafica de f, con [f]; = M, entonces (x, f(x)) + Co(M') es un
cono no-tangencial para toda M < M.

Proposicién 1.5.5. Sea () el dominio arriba de la grdfica de una funcion Lipschitz f
con [fl1 = M y f(0) =0, supongamos ademds que 0 es un punto de diferenciabilidad
de f. Entonces para toda o > 0 existen h > 0 y S1,S2 conos no-tangenciales con
vértice 0 tal que

Sl C FQ(O) N Bh(O) - SQ. (1537)
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Demostracion. Supongamos primero que V f(0) = 0. Esto nos asegura que

lim sup 1/ @)] =1imO(h) =0 (1.5.38)

h—0 lz|<h |ZL” h—0
Fijamos « > 0 y notamos que, para toda z € By(0),
d(xz,00) = d(x,0Q N Boy(0)). (1.5.39)

Por una versién local de la proposicion anterior tenemos que, con

72\ /2
o] = (1 + 6(7‘)2)1/2 -1, v ay= <%> —1, (1.5.40)

que I', N Bp(0) estd contenido en un cono Co(m) para alguna m > 0, para toda
a < ag. Notamos que la condicién §(h) — 0 implica, por un lado, que para h
suficientemente pequena, Co(m)N By, (0) C Q (por la Proposicién 1.3.1 por ejemplo).
Por otro lado también implica que a, — oo cuando h — 0. De hecho podemos
pedir que el cono Sy := Co(m/2) N By(0) C 2, haciendo h un poco més pequena.
Esto prueba la inclusion de la derecha. Para la existencia de S; trabajamos con aq,
notando que esta tiende a cero con h y argumentando como antes.

Si Vf(0) # 0 procedemos por partes. Para empezar, dado que V f(0) existe,
podemos hablar de la normal interior a €2 en 0 dada por

vo = (14 |[V£0))) 2 (=V£(0),1). (1.5.41)
De la misma manera tenemos el espacio tangente a 0€) en 0, que definimos como
H = Tp(0Q) = {no}* = {(v,9(2)) : 2 € R", g(z) = V(0) - x}. (1.5.42)

Denotamos también
HY :={zeR"": 2.1, > 0}. (1.5.43)

Como H, v, son ortogonales, toda v € S* N H' la podemos escribir como
v =(z,9(x)) + twy, zeR", |(z,9(z))| <1, 0<t<1. (1.5.44)

Definimos, para m > 0, Co(m) como el cono congruente con Co(m) y eje vo. En
otras palabras tenemos

a/o(m) ={sv:5>0, vES"NHT, cos (arctan(m™")) < vg - v}. (1.5.45)
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Afirmamos que para toda m > 0 existe h > 0 tal que
Co(m) N By,(0) C €. (1.5.46)

Para probar esto sea z € évo(m) N 0f2. Entonces tenemos, para algunas =,y € R" y
cos (arctan(m™)) <t =g - v,

2=y, f(y)€dY vy  z=sveCo(m), v= (x,g(x)) + tvp. (1.5.47)

Poniendo r? = 1+ |V f(0)]? y recordando la forma explicita de vy tenemos

Y= s (x - §Vf(o>> o fy) = (g(x) + f) . (1.5.48)

r

De todo esto donde obtenemos

fly) = V() y’ tr tr

B - cos (arctan(m™"))
|y _‘x—§Vf(0)} ~ 1+t

2

t
> — > > (.
-2

(1.5.49)
Dado que f es diferenciable en 0, dada e > 0 existe h > 0 tal que si |y| < h entonces

|f(y) = Vf(0) -y
Y|

<e. (1.5.50)

Tomando & < cos (arctan(m™'))/2 se sigue (1.5.46).
Un argumento andlogo nos da que para toda m > 0 existe h > 0 (de hecho la
misma que la usada para (1.5.46)) tal que

[, (0) N B,(0) Cc R™\ Q. (1.5.51)

Fijamos a > 0. Tomando m; > ms, y dado que para toda z € évo(ml) N B(0) te-
nemos d(z, 9Q) > d(z, 9Co(ms)), es facil ver, haciendo m; — oo y ma — 0 (notamos
que la h dependera solamente de msy) que tenemos la primera inclusién en (1.5.37).
Anélogamente, si mandamos my — 0, y con ayuda de (1.5.51), podemos garantizar
que T (0) N B, (0) € Co(m). 0

No es dificil ver que todo cono no-tangencial en y € 02 se queda contenido
en I',(y) para «a suficientemente grande (que dependera del cono). En este caso el
corolario siguiente es inmediato
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Corolario 1.5.1. Sea Q2 un dominio Lipschitz acotado y f : 0 — R. Para cualquier
E C 09) y o-casi toda y € E son equivalentes
1. Para toda o« > 0 y toda y € E el limite

lim  f(z) existe. (1.5.52)

fE—)y
z€la(y)

2. Para toda y € E y S un cono no-tangencial en y, el limite

lim f(y) existe. (1.5.53)

vyl
z€eSs

En otras palabras, convergencia en las regiones no-tangenciales coincide, o-c.d.
con convergencia en los conos no-tangenciales.

Concluimos esta secciéon con un corolario de la prueba de la tdltima proposicién
(de hecho es inmediato de (1.5.46)) que serd de utilidad més adelante.

Corolario 1.5.2. Sea ) un dominio Lipschitz entonces para o-casi toda y € OS2
tenemos que
1im h "0 (9B (y) N Q) = % (1.5.54)

h—0

1.6. Teorema de la divergencia

En esta seccién probamos el teorema de la divergencia usual y una extensién que
nos permite relajar las hipétesis de regularidad hasta la frontera. Estos resultados
seran utiles a la hora de obtener formulas de representacién para ciertas clases de
funciones holomorfas y monogénicas.

Teorema 1.6.1. Sea Q C R™™! un dominio Lipschitz acotado y sea v € C*(Q, R"1)

entonces
/div(u)dx :/ u - vdo. (1.6.1)
Q Y]

Donde v denota la normal exterior al dominio y o = H"|sq.
Demostracion. Asumamos primero que el dominio es un cilindro de la forma
Q={@ 1) eR"xR: |2| <a, o) <t<b+ ()}, (1.6.2)

para algunos ¢ : R™ — R Lipschitz y a,b € R,. Sin pérdida de generalidad
suponemos que ¢(0) = 0. Supongamos ademds que, para algun £ > 0 pequeno,

sop(u) C {(«',t) : |2'| <a—e, t <b+p(a') —¢}. (1.6.3)
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En otras palabras, en la integral superficial solo nos importa la tapa de abajo del
cilindro €.

Consideramos el homeomorfismo bi-Lipschitz ® : R"*! — R"™! dado por ®(2/,t) =
(2/,t — p(a')) con inversa ®~'(2/,t) = (2/,t + p(2')). Claramente ®(Q) = C,;, donde

Cop={(,3): Y| <a, 0<s<b}. (1.6.4)

Ademas tenemos que

_ L, 0 (I, 0
V<I>_(_V¢t 1), Vo _(W 1). (1.6.5)

Aplicando la regla de la cadena tenemos, dado que (¢v/,s) =y = ®(x) = ®(2/,t) =
(', t — @(2')), tenemos

n+1
i:Zi%:i_aﬁQ’ 1<j<n
0 j 1 0yk al’j ayj E)yj 0s (166)
9_9
ot Os
Calculamos entonces, con a(y) = u(®(y)) = u(x),
div,(u) = div, (i Z O 04 (1.6.7)

« Dy ds

Combinando esto con el hecho de que det(V®) = det(V®~!) = 1 obtenemos, por el
teorema de cambio de variables,

. : Op 0
dlvudac:/ div | d
| aivto) C( -3 ayjas)y

- 8uj 0
= u; dy,
/Ca,b ; 8y] 8 ( Z J ayj )

donde la tltima igualdad es porque Oy;¢ no depende de s. Notamos que por (1.6.3)
tenemos que

(1.6.8)

sop() C {(y,s): |y| <a—e, s<b—e}, (1.6.9)
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por lo que podemos extender @ a RTFI como ( reteniendo continuidad ahi. Denotamos
igual a la extension. Por Fubini y el teorema fundamental del calculo tenemos

8u] ot 0t
dy—// ]dde—// deds
/Cabj - 0y, n( Z nz

= dy;dy;ds = 0.
/ /R"l/ay] I

Para la segunda integral hacemos lo analogo:

o (. " 9y / / n 8g0 ,

o, =S a2 i — | dsd

/ca< o Z J%) 2 Jo ( T gy, ) Y
= Uy, U

/Bnm( ey Jayj)

7j=1

(1.6.10)

dy'.

(1.6.11)

Ahora sélo falta recordar que la normal a € en la tapa de abajo esta dada por
v(r) = (14 |Ve|?)"V23(Vp, —1) y que para toda funcién medible v definida en dicha
tapa (que llamamos G.,)

/ v(z)do(x) = / o(y) (1 + | Vel))2dy’ (1.6.12)
Go = (0)

Entonces, poniendo v = u - v concluimos

/ div(u)dzr = / u-vdo = / u - vdo. (1.6.13)
Q G o9

@

Esto prueba el primer caso.

Consideramos ahora un dominio €2 general. Tomemos una cubierta (U;);>; de 0
por cartas coordenadas y sea Uy CC € tal que Q C U;>oU;. Tomamos (7);) una
particién de la unidad subordinada a la cubierta (U;);>¢. Calculamos

/ div(u)dx = Z/ div(tu) (1.6.14)
120
Tenemos [ div(you)dz = 0 pues You € CL(2), por lo que concluimos

/Q div(u)de =) /U - div(¢;u)dz. (1.6.15)

i>1
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Por el caso anterior tenemos que, como t; = 0 en OU; NS podemos extender ;u a un
un dominio como en el caso anterior sin afectar la integral (obviamente extendemos
como cero),

/ div(vu)dr = / Yiu - vdo = Y - vdo. (1.6.16)
U;nQ o0NU; oN
Sumando sobre las ¢ el resultado sigue. ]

Supongamos que €2 es de la forma
Q={(2",t) eR" xR : |2| < a, p(') <t < p@)+b} (1.6.17)

para algunos a,b € R, y ¢ : R”™ — R Lipschitz con ¢(0) = 0. Para b suficientemente
grande, respecto de [p];, tenemos que €2 es un dominio Lipschitz.
Sea u € C1(Q,R"™) tal que existe € > 0 con la propiedad de que

sop(u) C {(a',t) : |2'| <a—e, pa) <t <e(@)+b—c}. (1.6.18)

Con esto podemos extender a u como cero al conjunto {(z/,t) : |2/| < a, p(z’) <t}
preservando el hecho u € C! en este conjunto. Para 6 > 0 entonces tiene sentido
definir us(z) = u(z — e,y 1). Tenemos entonces que us € C*(Q, R"*1) por lo que un
calculo igual al hecho en la prueba del teorema anterior nos da

/div(w)dm :/ us - vdo, (1.6.19)
Q

R,

donde R, = {(2/,t) : |2| < a, ¢(2') =t}. El asunto ahora es ver que condiciones
debemos pedir en u para poder hacer 6 — 0 y obtener la identidad con u en lugar
de Us.

Para empezar tenemos, de la definicién de us que div(us)(z) = div(u)(z — deqqq)
por lo que la identidad anterior la podemos reescribir como

/Qdiv(u) (x — depy)dr = / u(y — depy1) - v(y)do(y). (1.6.20)

Ry

Para que la identidad del lado izquierdo tenga sentido en el limite necesitamos
div(u) € L*(2), pero esta condicién implica que podemos aplicar el teorema de con-
vergencia dominada en la integral del lado izquierdo por lo que, bajo esta hipdtesis,
tenemos

/div(u)(z —depy1)dr = / div(u)(x)dx. (1.6.21)
Q

Q
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Como s6lo estamos pidiendo u € C'(Q, R"*1) tenemos que lims_, u(y —de,4 1) no
necesariamente existe (para ningin y € R,) por lo que necesitamos pedir que estos
limites existan, por ejemplo suponiendo que u tiene limites no tangenciales o-c.d. en
00, Por otro lado si queremos poder aplicar el teorema de convergencia dominada
en esta integral necesitamos que |us| < g € L'(R,,) para alguna g. El candidato obvio
es ¢ = Nu que automdticamente satisface la desigualdad. En otras palabras tenemos
que si u satisface

1. div(u) € L(Q).
2. u tiene limites no-tangenciales o-c.d. en R,.
3. Nu e LY(R,)

entonces podemos tomar el limite en (1.6.20) para obtener

/Q div(u)dz = /R u - vdo. (1.6.22)

©

Repitiendo el argumento con particiones de la unidad hecho en el Teorema 1.6.1
obtenemos el siguiente

Teorema 1.6.2. Sea Q un dominio Lipschitz acotado y sea u € C1(Q, R™™) tal que
div(u) € LY(Q), u tiene limites no-tangenciales o-c.d. en 9Q y que Nu € L*(09Q)

entonces
/div(u)d:c :/ u - vdo. (1.6.23)
Q o0

Supongamos ahora que €2 es un dominio Lipschitz exterior, i.e. existe un dominio
Lipschitz acotado Q; tal que Q = R"*!'\ Q;, entonces  es Lipschitz. Queremos
establecer un teorema de la divergencia para tales dominios. Supongamos primero
que tenemos u como en las hipdtesis del teorema anterior y ademés que sop(u)
es acotado. Si tomamos r > 0 suficientemente grande para que sop(u) C B,(0) y
Q0 C B,(0) entonces Q" = QN B.(0) es un dominio Lipschitz acotado y por el
teorema anterior tenemos

/div(u)dx :/ div(u)dz :/ u-vdo :/ u - vdo. (1.6.24)
Q r oQr o0

Para tratar el caso general supongamos que n € C(R"™!) tal que 0 < n < 1,
n=1en B;(0) y sop(u) C B(0). Definimos n,(z) = n(r~'z).

9Notamos que u € C1(Q\ R,,R"!) por lo que la condicién solo es necesaria en R,.
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Si tenemos entonces u € C(2, R"*1) tal que u tiene limites no-tangenciales o-c.d.
en 00 y Nu € LY(09) definimos u, = n,u. Tenemos entonces que u, tiene soporte
acotado por lo que

/div(ur)dm :/ u, - vdo. (1.6.25)
Q 19)
Queremos aplicar el teorema de convergencia dominada a ambos lados: El lado dere-
cho no tiene problemas pues |u,| < |u| < Nwu en 99 por lo que

/ u, - vdo "7 u - vdo. (1.6.26)
o0 o0

Para ver que pasa con el lado izquierdo vemos que div(u,) = Vn, - u + n.div(u).
Como div(u) € L*(Q) por hipdtesis el segundo sumando estd dominado por una
funcién en L'(Q). Para el primer sumando notamos que existe C' = C(n) tal que
V7 l|e < Cr~! por lo que

Vi, -] < %m. (1.6.27)

Concluimos que si |u| € L'(Q) entonces podemos aplicar el teorema de convergencia
dominada. Tenemos

Teorema 1.6.3. Sea Q un dominio Lipschitz exterior y sea u € C1(Q,R"™) tal que
lul, div(u) € LY(Q), u tiene limites no-tangenciales o-c.d. y Nu € L*(9) entonces

/Qdiv(u)dx:/mu-l/da. (1.6.28)

Agregamos entonces la hipdtesis de que |u| € L'(Q). Para ver que algo extra es
necesario al tratar con dominios exteriores basta el siguiente

Ejemplo 1.6.1. Sea B la bola unitaria en R**! y Q = R"™1\ B. Sea v € C*(Q)
armonica. Poniendo u = Vv vemos que u satisface todas las condiciones del teorema
1.6.5 excepto |u] € LY(Q) por lo que una aplicacion (no justificada) del teorema
anterior nos da

O:/Avda::/div(u)dx:/ u-l/da:/ @da. (1.6.29)
Q Q Gi9) o OV

|17n

Esto es absurdo pues v fue arbitraria: por ejemplo v(z) = |z nos da J,v(y) =

—(1=n)|y|*" = (n—1) de donde

0= /QAvd:B = /BB(n —1)do = (n—1)o, > 0. (1.6.30)
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De manera anédlga podemos probar un teorema de la divergencia para graficas,
ie.

Teorema 1.6.4. Sea ) el dominio arriba de la grdfica de una funcion Lipschitz. Sea
u € CHQ,R"™M) tal que |u|,div(u) € L*(Q), u tiene limites no-tangenciales o-c.d.
en O y Nu € L'(99). Entonces

/Q div(u)dz — /6 u-vin (1.6.31)

Para obtener los resultados que queremos resulta que esta versién (para graficas)
del teorema de la divergencia no es suficiente. Queremos quitarnos de encima la
hipétesis u € L'(Q). La manera de hacer esto serd que integrabilidad de la funcién
maximal A u nos implica p-integrabilidad de u en Q, para una p > 1.

Teorema 1.6.5. Sea Q el dominio arriba de una grdfica Lipschitz. Sea u € C*(Q) tal
que Nu € LY(09), div(u) € L'(Q) y u tiene limites no-tangenciales o-c.d. entonces

/Qdiv(u)dx:/mu-l/da. (1.6.32)

Para probar esto usamos

Lema 1.6.1 ([27, Prop. 3.2.7]). Sea Q el dominio arriba de una grdfica Lipschitz.
Entonces para toda 0 < p < 0o y ¢ = p(n + 1)/n tenemos que existe C', que no
depende de u : 2 — R, tal que

[ull pooy < ClINull (1.6.33)

09)"
Observacion 1.6.1. Que la integrabilidad es optima se puede ver con el argumento
usual de dilataciones: Si ponemos Q = R y u,(x) = u(rz) entonces, dado que
en este caso rUy(y) = To(ry) para toda y € R™ concluimos que Nu,(x) = Nu(rz).
Sustituyendo en la desigualdad del lema y haciendo r — 00,0 segun sea el caso,
vemos que necesariamente ¢ = p(n+1)/n.

Demostracion Teorema 1.6.5. La prueba es casi igual que en la discusion previa al
Teorema 1.6.3, en particular definimos 7, n,., u,. igual que ahi. Basta entonces ver que

/ Vi, - udzr "= 0. (1.6.34)
Q
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Para esto primero notamos que sop(Vn,) C Bay,. \ B, por lo que, aplicando la de-
sigualdad de Hélder en €, = QN (By, \ B,) obtenemos

/ Vn, - udx

pues |Vn.| < Cr~'. Ahora tenemos |Q2,|] < C(n)r"™! por lo que, poniendo p =
(n+1)/ny p =n+ 1 obtenemos

/ Vn, - udx
Q'r

pues |u| € LD/"(Q) por el lema anterior. O

C /
< IVl o llleen < 19207 lull o, (1.6.35)

< Ollull gnsvy/mga,y "= 0, (1.6.36)

Para demostrar el lema necesitamos la descomposiciéon de Whitney. Hacemos la
demostracion para el caso del semiespacio superior y al final damos los argumentos
para extender este resultado al caso de graficas.

Lema 1.6.2 (Descomposicién de Whitney). Sea Q C R™! abierto. Existe (Q;)jen
una coleccion de cubos (cerrados) con interiores ajenos tal que Q = U;Q; y

diam(Q;) < d(Q;,002) < 8diam(Q);). (1.6.37)
Demostracion. Ponemos

n+1
Gy = {H[mjzk, (mj +1)2%] :m, € Z} , ke

Jj=1

(1.6.38)
Q= {z € Q:4y/n2"! <d(2,00) <4v/n2"}, keZ

Notamos que para Q € G, tenemos diam(Q) = /n2*. Por otro lado para x € Q con
r = d(z,0f2) tenemos, para todo cubo @’ con centro en z,

. diam(@Q’)

S < d(Q09) <. (1.6.39)

Basta ver la primera desigualdad y para esto tomamos y € €2, z € 9Q’ y calculamos
di !
2=yl > | =yl — |o — 2 > d(z,09Q) — |z — 2| > d(,09) - % (1.6.40)

la desigualdad sigue de tomar infimos respecto de y, z.
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Definimos entonces

B = {Q € Gy Q Ny ?é @} (1.6.41)

Tomemos un cubo en esta coleccion, digamos (), con centro x y sea z € Q) N ().
Calculamos, con Cy = 44/n y usando que |z — z| < 27 diam(Q),

Co2F72 < 2872(20) — v/n) < d(2,0Q) — |z — 2| < d(x,09). (1.6.42)
d(z,00) < d(z,00) + |z — 2| < Cp2". (1.6.43)

Concluimos que si @ N €, # 0 entonces m € {k — 1,k,k + 1}. Por construccién
UpBr = €). Para garantizar la condicion sobre las intersecciones definimos Ay como
sigue: Tomemos Q) € By. Si () no esta contenido en ningin elemento de B lo ponemos
en Ap!, de otra manera descartamos Q. Inductivamente escogemos los Q € B,
k > 0, que no estén contenidos en ningin cubo de Bj,;. Por otro lado definimos
A_1 tomando cubos que no se quedan contenidos en ningin cubo de Ay, y de igual
manera procedemos inductivamente!!.

Tenemos entonces nuestra coleccién buscada, dada por los elementos de los Aj.
Basta entonces ver que satisfacen las estimaciones sobre los didmetros. Sea entonces
Q € Aj, con centro x. Tenemos tres casos

l.z e Qkfl.

Usando (1.6.39) tenemos que, con Cp2¥~2 < r = d(z,00) < Cy2*~! y usando que
diam(Q) = /n2",

di
lamT@) = 0282 — /n2F L < d(Q,09) < Cp2" ! = 2diam(Q),  (1.6.44)
esto demuestra las desigualdades en este caso.
2.x € Qk
De nuevo por (1.6.39), y dado que ahora Cy2F~1 < r < (2%, calculamos
3di
%@) = Co2" ! — 2 < d(Q,09) < Cp2F = 4diam(Q). (1.6.45)
3. Xz E Qk_l’_l.
En este caso tenemos Cy2F < r < Cy2F*+! por lo que
7di
%@) = 2% — /n2b1 < d(Q,09) < Cp2"! = 8diam(Q). (1.6.46)
Esto conluye la prueba del lema. O]

10Como los cubos son diddicos int(Q) Nint(Q’) # 0 si y solo si uno se queda contenido en el otro.

HUsamos implicitamente que Q € By, solo puede intersectar a un ntimero finito de Q,,’s, cuando
concluimos que Q = UpAy (por ejemplo si aplicamos la construccién a By = {[0,2*]} entonces
A = 0 para toda k).
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Observacién 1.6.2. Supongamos que ) es el dominio arriba de la grdfica de una
funcion Lipschitz ¢ : R® — R y sea U C 02 un abierto. Si denotamos por m :
R"™ — R" la proyeccién en las primeras n coordenadas entonces 7(U) =V es un
abierto de R". Sea (Q);); la descomposicion de Whitney de V. Si Q; tiene centro
(z5,0) € R" x R ponemos Q el cilindro (0, p(z')) + Q; x [=ME(Q;), M{(Q)] donde
((Q) es la longitud del lado de Q y M = [p]y. Es facil ver que (Q N 0Q); es una
cubierta de U por ‘cubos’ ajenos. Ademds, dado que m : 00 — R™ tiene inversa
= (2, p(x')), tenemos que existen C; = C;(M,n) tal que

C7ld(Q;, V) < d(Q, N 99, 0U) < C1d(Q, V),

1.6.47
Cy 'diam(Q); N 9Q) < diam(Q;) < Cadiam(Q; N INQ), ( )

de donde concluimos que d(Q}; N 08, OU) ~ diam(Q} N IN), con constantes que sélo
dependen de M. Decimos que (Q}); es la descomposicion de Whitney de U.

Demostracion Lema 1.6.1. Hacemos la prueba para el caso p = 1, el caso general se
sigue de poner v = |ulP. Consideremos los conjuntos

TW)=0\ |J Taly), U C 99 abierto. (1.6.48)
yeoQ\U

Aseguramos que basta probar que, para todo U propiamente contenido en 02,
IT(U)| < C(Q,a)o(U)" D/, (1.6.49)

En efecto, recordando que!? Nu es siempre semicontinua inferiormente, tenemos que
los conjuntos E, = {y € 9Q : Nu > r} son abiertos para toda r > 0. Ademds
si B, = {z € Q: |u(z)] > r} tenemos que x € B, implica x € T(E,) (pues si
x € I'y(y) para y ¢ E, entonces por definicion |u(x)| < r que es una contradiccién).
Combinando esto tenemos

|B,| < |T(E,)| < Co(E,)™D/m = Cr= 0/ (pg(E,)) D"

< Cr—(n-ﬁ-l)/nHNuH(;Jrl)/n’ (1.6.50)

donde usamos la desigualdad de Chebyshev en la tltima desigualdad. El resultado
sigue del Lema 1.2.2.

Para probar (1.6.49) tomamos una abierto U C 9 y tomamos (Q}); su descom-
posicién de Whitney (como en la 1ltima observacién) y definimos, si @ tiene centro
y; ¥ lado £(Q)) =13,

Qt,j) = tQ; N, (1.6.51)

2Como siempre N = N,



1.6. TEOREMA DE LA DIVERGENCIA 45

donde recordamos que t(@) es el cubo con el mismo centro y ¢ veces el lado de Q.
Aseguramos que existe t = t(£2, ) tal que

T(U) c |t ). (1.6.52)

jeN

Para ver esto primero notamos que si x € T'(U) entonces |z — y| > (1 + a)d(x, 0f2)

para toda y € 90 \ U. Ademés sabemos que x € I',(z) para algin z € U por lo que
|z — 2| < (1 + a)d(z,00) < |z —y| por lo que d(z,092) = d(x,U). Concluimos

TU)={re€Q:dxU) < (1+a)d(z,o0\U)}. (1.6.53)

Fijamos x € T(U) y tomamos y € U tal que |x — y| < (1 + s)d(x,U) para algin
s > 0 a ser escogido. Sabemos que y € ()} para algin k por lo que tenemos

1+s

v =yl = (1 +8)d(z,U) < 5 ad(x,m\U)
1+ s
< 1+a(!x—y[ +d(z,U)) (1.6.54)
1+s

1+Oz(|x—y| —i—C’(Q)rk).

Donde usamos (1.6.47) para la ultima desigualdad. Si tomamos s = a/2 concluimos

«Q 1+s
= ul=(1= — vyl < Cr,. 1.6.55
2(1+ «) [z =yl ( 1 +a) [z =yl < Cne ( )

Concluimos que, tomando t > C2(1+ «)/a, la contencién (1.6.52) es valida. El resto
de la prueba es sencilla: De lo anterior concluimos

7)) < D10 )] < C(Qa) Y vt
: ’ 1.6.56
< CZ O’(Q; N aQ)(”+1)/" < CU(U)(”JFU/”’ ( )

J

donde la tercera desigualdad es consecuencia de que 052 es Ahlfors regular y la iltima
del hecho que los Q; tienen interiores ajenos. Esto prueba (1.6.49) y termina la prueba

del lema. 0
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1.7. Formula integral de Cauchy en C

En esta seccion damos algunas aplicaciones del teorema de la divergencia a fun-
ciones holomorfas y monogénicas. En particular obtenemos la férmula integral de
Cauchy usual y sus andlogos para funciones monogénicas.

Supongamos primero que tenemos una curva simple cerrada I' C C y sea () su inte-
rior. Si recorremos I en el sentido opuesto a las manecillas del reloj y esta parametriza-
da por longitud de arco, digamos ~, entonces, por definicién tenemos para g € C(I)

/F 9(Q)d¢ = / (O (Q)do (). (1.7.1)

En este caso, como () se queda a la izquierda de la curva, tenemos que el vector
normal estd dado por v(¢) = —iy/(¢) por lo que

/F g(Q)dC = i / 9(O(Q)do (). (1.7.2)

Como el lado derecho de esta tltima expresion no necesita mencién explicita de
la parametrizacién usaremos esta identidad como definiciéon de la integral del lado
izquierdo, aun cuando I' = 92 no sea una curva simple cerrada. En particular pode-
mos entonces definir la integral del lado izquierdo siempre que €) sea un dominio
Lipschitz y g € L'(T'). Otra ventaja de esta definicién es que ve automdticamente de
que lado de la frontera estamos, si siempre consideramos v como la normal exterior.

Para empezar tenemos el andlogo del teorema de la divergencia en términos de
analisis complejo

Proposicién 1.7.1. Sea Q C C un dominio Lipschitz acotado. Sea f € C'(,C)
tal que f tiene limites no-tangenciales o-c.d. en Q, Nf € LY(0Q) y 0-f € L'(Q)
entonces

of

| JQdc=2i | () (1.7.3)

Demostracion. Calculamos, con f=u+1iv y v = vy + ivs,

f(Q)d¢ =i f(Qv(()do = z/ uvy — vy + i(uvy + vvy)do
o9 09 89

ou Ov ou Ov
_ _ (ou ov 1.7.4
i 5 8y+z<8y+0w>dz (1.7.4)
[ Of
=2 [ ZLaz.
Z/Qaidz
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Como corolario inmediato obtenemos una versién del teorema de Cauchy, a saber

Corolario 1.7.1. Sea Q2 C C un dominio Lipschitz acotado y f € H(Y) tal que
Nf e LY(9Q) entonces

o f(Qd¢ =0 (1.7.5)

Teorema 1.7.1 (Férmula integral de Cauchy). Sea 2 C C un dominio Lipschitz
acotado y sea f € H(Q) con N'f € L'(0N) entonces

F(2) = i/ SO Lea (1.7.6)

—27T'L 8QC_Z

Demostracion. Fijemos z € Q y € < d(z,T"). Si definimos . = Q \ B.(z) entonces

Q. es Lipschitz. Del corolario anterior tenemos que para toda g € H(2.) N C(£2)

0= /{)QEQ(C)V(C)da(C)Z [999<<>y<<>da<g>+ | aomoin©.

9B.(2)

Si definimos g como

g(w) = { f(é(:?(z) Zi Zj;z (1.7.8)
entonces tenemos
0= —(Cg —/ B do(0) + / 1) = 1) —/ B, (¢)do(o). (1.7.9)
o0 < 8B.(2) z

Agrupando de manera adecuada llegamos a
(v (<) _ v(¢) f(Or(¢)
[ PR =s6) [ o0 [ FE oo

Como h(w) = (w — 2)"t € H(C\ {z}) tenemos que la primera integral del lado
derecho es cero por el corolario anterior. Por otro lado, en 0B.(z) el vector normal

exterior (respecto de €).) estd dado por v(¢) = —e~!({ — z) por lo que tenemos
[ B i -t [ oo
0B:(2) 0B<(2) (1.7.11)

- ][ F(O)do(¢) =X —2mf(2).
0Bc(2)

Donde el ultimo limite es consecuencia de que f es continua en z. Combinando todo
lo anterior el resultado sigue. O
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Con esto podemos probar una férmula integral para funciones en dominios exte-
riores

Teorema 1.7.2. Sea Q) un dominio Lipschitz exterior y f € H(Q) tal que Nf €
LY 99Q) y f(00) :=lim, o f(z) existe. Entonces

f(z) = f(oo) + L/ UG, dc, z € Q. (1.7.12)

271 89(—2

Demostracion. Sea r > 0 tal que C\ Q C B,(0) = B,. Ponemos como antes Q" =
QN B, y fijamos z € 2". Por el teorema anterior tenemos

omif(2) = /69 %dg‘ - (/m+/83) %dg. (1.7.13)

La segunda integral del lado derecho la podemos expresar como

9B, ¢—z 9B, ¢—z

— 2mif(c0), cuandor — oo (1.7.14)

donde la tltima propiedad se sigue pues sup—, [f(¢) — f(co)| — 0 por hipétesis
cuando r — 0 y el hecho de que, para z fijo, |z — (| & |(| en infinito. ]

Establecer una férmula integral en el caso de que ) sea el dominio arriba de una
grafica es un poco mas elaborado, esto se debe a que, como en el teorema anterior,
no queremos una hipétesis a priori de que f € L*(£2), por lo que la férmula de Green
que establecimos para este tipo de dominios no aplica inmediatamente. Mas atn la

hipétesis N'f € L(99Q) ya no es la mejor posible pues no tenemos las contenciones
LP(0Q) C LY(0R) para p > 1.

Teorema 1.7.3. Sea 2 C C un dominio Lipschitz acotado, exterior o el dominio
arriba de una grdfica Lipschitz. Sea f € H(Q) tal que N'f € LP(0Q) para alguna
1 <p<oo,yf=o(l) eninfinito si el dominio es exterior. Entonces

f(z) = L/ &dc, z € Q. (1.7.15)

27 Jgo C— 2
Demostracién. Dado que si 9 es acotada LP(0Q) C L'(9€), nos basta probar el
caso en que ) es el dominio arriba de la gréfica de una funcién Lipschitz.

~ Fijemos z € Q y definamos g(z) = f(2)/(2 — z). Tomemos r > 0 tal que
B = BT(Z’()) C Q.
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Sea n € C°(R?) tal que n =0 en B,j2(2), n=1en R\ By 0 <n <1enR%.
Definimos g, = 1g. Tenemos entonces que g, es holomorfa en Q\ By |g,| < |g|. Esto
implica entonces que dzg € C'°(€2), en particular es integrable.

Por otro lado si yg € 99 tal que d(zy, Q) = d(z9,y0) = s > r, tenemos que existe
C = C(r,s) tal que |z — 2| > C(r + |yo — z|) siempre que |z — 25| > 7/2. Como
n(z) =0 en B, /(%) tenemos que

e O e O NI (1716

Si para algin y € 09 tenemos z € I',(y), por definicién obtenemos |z — y| < (1 +
a)|z—1o| por lo que la desigualdad del triangulo implica que |y —yo| < (24a)|z —yo|-
Concluimos

C

Ng(y) £ ———
T+ |y — Yol

Nfly),  yeo (1.7.17)

Como h(z) = (r+ |y — yl)™' € LY(0N) para toda 1 < ¢ < oo (esto se ve usando
que 0f) es Ahlfors regular), en particular, poniendo ¢ = p’ y usando la desigualdad
de Holder obtenemos que Ng, € L'(99). Usando la Proposicién 1.7.1 llegamos a

W= o [ gac= g [ LY

Q 62 _22 a0 —27/ 90 ZO—C

dc. (1.7.18)

Como g, es holomorfa fuera de B tenemos que la integral sobre 2 la podemos ree-

scribir como

a9, 1
—dz = —
B az 21 9B

9(¢Q)d¢ = 7 f (). (1.7.19)

Donde la ltima identidad es por la férmula integral de Cauchy usual. Combinando
esto el resultado sigue. O

Observaciéon 1.7.1. En términos de los espacios de Hardy cldsicos en el disco uni-
tario o el semiplano superior HP, 1 < p < oo el teorema anterior dice que si f € HP
entonces f es igual a su integral de Cauchy.

1.8. Foérmula integral de Cauchy en R”

Empezamos con una version del teorema de la divergencia para funciones con

valores en R?le). Tenemos
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Proposicién 1.8.1. Sea Q C R™™ un dominio Lipschitz acotado o el dominio arriba

de una grdfica. Seaf € CI(Q,R?:J:D) tal que div(f) € LY(Q), f tiene limites no-

tangenciales o-c.d. y N'f € L*(99)). Entonces

/ div(f)dz = f-vdo. (1.8.1)
Q o9
Demostracion. Si f = (f',..., ") y fI = 3, fles tenemos que, con notacién
obvia,
div(f) = div(fyes,  frv=3 (fs-v)es, (1.8.2)
J J

y ademas |div(f;)| < |[div(f)| v |fs] < |f] por lo que f; satisface las hipétesis del
teorema de la divergencia usual y tenemos

/(;diV(fJ)dI = fs - vdo. (1.8.3)

o0

Sumando sobre los multiindices J el resultado sigue. O]

Tenemos también un andlogo de la Proposicién 1.7.1

Proposicién 1.8.2. Sea () C R un dominio Lipschitz acotado y sean f,g €
CHQ,Reyq1)), entonces tenemos

/((gD)®f+g®(Df))dx:/ goOVv o fdo. (1.8.4)
Q 19)
Demostracion. Basta notar que tenemos
n+1
gove f= Z Z(gz%fﬂ@%@, (1.8.5)
1,J k=1

por lo que, aplicando el teorema de la divergencia a cada término obtenemos

/ fOVE fdo=>" % (/ ngJ)dx) erexe,. (1.8.6)

1,J k=1

El resultado sigue de notar que
n+1

>0 ( ) frerees = (gD)f

ro=t (1.8.7)

n+1

ZZ ( )efekergz(Df).

J k=1
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]

En el caso de funciones con valores en R, 1) tenemos los andlogos del teorema
de Cauchy y la férmula integral de Cauchy clésicos, a saber,

Teorema 1.8.1. Sea Q2 C R™™ un dominio Lipschitz acotado y sean f, g € C' (S, R41y)
monogénicas izquierda y derecha respectivamente. Entonces

/BQ 9(y) ©v(y) © f(y)do(y) = 0. (1.8.8)

Teorema 1.8.2. Sea Q) C R™™ un dominio Lipschitz acotado y sea f € C*(Q,R(y41))
monogénica (izquierda) en 2. Entonces

f@) = [ ol ovw o fudely),  ren (1.8.9)

On Jon |:L‘ - y|n+1

St Q es un dominio exterior y f(oo) = limy, e f() existe entonces

f(z) = f(o0) + U—ln /m ﬁ Ov(y) O fy)doly), YreQ  (18.10)

Demostracion. Como en el caso complejo fijamos zo € Q y tomamos ¢ < d(z, 02)
y definimos Q. = O\ B.(zg), que es un dominio Lipschitz. Poniendo g(x) = (x¢ —
x)/|ro—x|" ! tenemos que g es monogénica derecha, por lo que el resultado anterior,
aplicado en ()., implica que

/ g@VQfda:—/ gO v O fdo, (1.8.11)
o0 835(3)0)

donde v1(y) = (zo — y)/|zo — y|. Recordando que, por construccién, a ® a = —|al?
para a € R"*!, tenemos que el lado derecho de la igualdad es

/ IO i) = an][ Fy)da(y) =23 o, f (o) (1.8.12)
o 0B (xo)

B.(x0) 1Y — To|"

por continuidad de f. Recordando la definicién de g la formula sigue. El caso exterior
es analogo a como se hizo en el caso complejo. O]

El resultado principal es entonces el andlogo del Teorema 1.7.3.
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Teorema 1.8.3. Sea Q C R™™ un dominio Lipschitz acotado, exterior o el dominio
arriba de una grdfica Lipschitz. Sea f : Q — R(,41) monogénica izquierda tal que
Nf e LP(OQ) para alguna 1 < p < oo y f = o(1) en infinito si 2 es exterior.
Entonces

fla) = [ e ovm) o M), Veeo (1.8.13)

Q ’95 - y’nﬂ

Demostracion. Sea g € Qy 0 < r < ¢ = d(zg,00), definimos B = B,(xg) y
B’ = B, j5(x). Ponemos como antes g(x) = (zg —x)/|zo — z|"™' y para r como antes
tomamos 7, € CX(R"™) tal que 0 <, < 1,n. =0en B yn =1en Q\ B.
Definimos el campo vectorial

h(z) = (n.9(x) @ ¢; © f(x)),_, € R{TL). (1.8.14)

De la Proposicién 1.8.1 tendrfamos, si N'h € L'(9Q) y div(h) € L*(Q), que
/div(h)dx :/ h - vdo. (1.8.15)
Q o0

Por un lado notamos que

h(y) - v(y) = gly) ©v(y) © f(y), (1.8.16)

que es lo que queremos del lado derecho. Por otro lado afirmamos que div(h) € C2°(Q2)
y es cero fuera de B. Esto nos dirfa que la integral del lado izquierdo en (1.8.15) es
igual a

/ div(h)dz = / h-vdo = / goOv e fdo = o,f(xg), (1.8.17)
B oB oB

donde aplicamos la Proposicién 1.8.1 para la primera igualdad, (1.8.16) en la segunda
(recordando que 1 = 1 fuera de B) y el Teorema 1.8.3 para la ultima. Combinando
todo esto vemos que (1.8.16) se convierte en (1.8.13).

Para probar la afirmacién sobre la divergencia calculamos, usando la regla del
producto y recordando que g es monogénica derecha, para x € '\ B

n+1 n+tl
div(h)(z) = ( a@g( )©e; O fla —1—29 ®63®a_j;( )) (1.8.18)
= (gD)(z) © f(x) + g(z) © (Df)():
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Supongamos que 2 es acotado. En este caso, dado que n,g € L= (R""!), tenemos que

Nh(y) S ||77rg||L°°(Q)Nf(y)7 (1819)

por lo que, usando que LP(9) C L'(99), tenemos N'h € L' (99).

Si Q2 es el dominio arriba de una grafica Lipschitz simplemente notamos que, si
tomamos yy € JS tal que |z¢ — yo| = € entonces existe C' = C(r, €) tal que para toda
r € R"™ con |z — xg| > r/2 tenemos |z — x| > C(r + |v — yo|). Por otro lado, para
z € To(y), tenemos |y — yo| < (2 + a)|x — yo|. Combinando esto con el hecho 7, =0
en B’ tenemos

ng(x)] < C(r+|yo —y|) " € LY0NQ), q>1 (1.8.20)

Poniendo ¢ = p’ = p/(p — 1) concluimos que N'h € L'(99).

Si 2 es un dominio exterior la Proposicién 1.8.1 no aplica, pero procedemos de
la siguiente manera: Tomamos R > 0 tal que R"™ \ Q C Bg(0) y consideramos
OFf = QN Br(0), que es un dominio Lipschitz acotado. Si denotamos N'Ef la funcién
maximal no-tangencial respecto de este dominio, tenemos que N f(y) < N f(y) para
y € 99 pues, con notacién obvia, ' (y) C T (y). Si y € OBg entonces I'E(y) cC Q
por lo que NEf € LP(9QF). Aplicando el caso acotado tenemos, para x5 € Q¥ fijo,

onf(zo) = / goOVvEe fdo +/ 9OV O fdo, (1.8.21)
09 OBg

donde v1(y) = y/|y| = y/R. Estimamos la segunda integral como sigue

/ gOV O fdo
9Bg

y este tdltimo término tiende a 0 cuando R — oo por hipétesis. El teorema queda
probado. O

< / 20—yl " f@)ldo(y) < C swp [f@),  (1.8.22)
OBg ly|=R

1.9. Nucleos y operadores de Calderén-Zygmund

Definicién 1.9.1. Sea K : R" x R"\ {x = y} — R localmente Lipschitz, decimos
que K es un nicleo estandar si
1. Para todas x,y € R™, x # v,

Ci

Kz, y)| < ——.
Kl < o=

(1.9.1)
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2. Para todas z,z',y € R™ con |z — 2/| < $méx {|z — yl, |2/ — y|}

C !
K (z,y) — K(2/,y)] < 2fz = 2 : (1.9.2)
(Il =yl + | =)™
3. Para todas y,y',x € R" con |y —y/| < 3méx{|z —y|, |z — |}
Caly — v/
|K(z,y) — K(z,y)] < 5| | T (1.9.3)

(Jz =yl + |z — ')

Observacion 1.9.1. Supongamos que tenemos |v —x'| < 1/2méx {|x — y|, |2' — y|}
entonces, usando la desiqualdad del tridngulo invertida y la simetria de la condicion,

1
gle—yl <o’ =yl < 3Jz —yl. (1.9.4)
En este caso tenemos que la condicion 2 es equivalente a
K (z,9) — K(',y)| < Cyla — a/||z — y| ==+, (1.9.5)

En otras palabras K es Lipschitz en la primera variable con un control uniforme de
la seminorma fuera de la diagonal.

Supongamos que tenemos un operador lineal y continuo
T:S[R") — S'(R"). (1.9.6)

Definicién 1.9.2. Decimos que T tiene a K como niicleo asociado si alguna (y por
tanto ambas) de las siguientes condiciones se cumple
1. Para todas f,g € C>*(RY) con soportes disjuntos

(T'f,9) = / . K(z,y)f(y)g(z)dydz. (1.9.7)
2. Para toda f € C°(R™) y x ¢ sop(f)
Tf(x) = - Kz, y)f(y)dy. (1.9.8)

Observacion 1.9.2. Que las dos son equivalentes se sigue de que si T = d(x,sop(f))
entonces

K(fc,y)f(y)dy‘ < - | K (z, y)|1f(y)|dy < Cor™"|[ f] 21 (1.9.9)

Rn

Por lo tanto Tf € L, .(R" \ sop(f)).

loc
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Antes de seguir definimos también los niucleos truncados asociados a un ntcleo
estandar K como

K. (z,y) = K(z,y)ljo—y>e (2, 9), e > 0. (1.9.10)
Definicién 1.9.3. Sea K un nicleo estandar. Decimos que K es antisimétrico si
K(z,y) = —K(y,x), Va,y € R™. (1.9.11)

Proposicion 1.9.1. Sea K un nicleo antisimétrico, entonces tenemos asociado un
operador T', como en la definicion 1.9.2, dado por

(Tf,g):=lim Ke(z,y) f(y)g(z)dydz
" JRe (1.9.12)
2 K (x,y)(f(y)g(z) — f(x)g(y))dydz,

e—0 2 n JRn
con f,g € S(R™).

Demostracion. La segunda igualdad se da pues K.(z,y) = —K.(y,x). La linealidad
en f, g (por separado) es clara. Supongamos que F' € S(R*") entonces

Glz,y) = (1+ | + [yI*)"" F(z,y) € S@®™"), (1.9.13)
por lo que, usando el teorema del valor medio tenemos que
|G (x,y) = Gy, 2)| < V2] = y|| VG|, (1.9.14)

con el gradiente interpretado en ambas variables. Por lo tanto, tenemos

V2|z —y|
(14 |z + [y[?)

o [V 2+ Jy )" P (2, )]

(1.9.15)
Poniendo ahora F'(z,y) = f(y)g(x) se sigue la continuidad de T O

|F(l‘,y) _F(y7 >|

Observacion 1.9.3. 1. La prueba de hecho da que podemos definir una distribucion
W e 8'(R*) como

(W, F) = lim K. (x,y)F(z,y)dydz, (1.9.16)

e=0 Jpn Jrn
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interpretado de la misma manera que en la proposicion. Combinando esto con la
definicion de un operador asociado a un nicleo vemos que, fuera de la diagonal,
K =W (en el sentido de distribuciones) y tenemos

(Tf,9) =W, g@f), (1.9.17)
donde g ® f(x,y) = g(x)f(y).

2. En general no todo nicleo estandar K se extiende a una distribucion W €
S'(R?"™), por lo que la teoria general empieza con operadores T : S(R") — S'(R") y
luego emplea el teorema del nicleo de Schwartz (ver [50]) para definir W. En este
caso pedimos que W coinicida con un nicleo estandar fuera de la diagonal.

Ejemplo 1.9.1. Notamos que como todo operador acotado T : L*(R") — L?(R")
se restringe a un operador continuo T : S(R™) — S'(R™) podemos, en principio,
asociarle un niucleo. La observacion importante es que el nicleo no determina a T':
Sea b € L>®(R") y definimos el operador de multiplicacion M,. Claramente este es
acotado en L*(R™), pero si x ¢ sop(f) entonces 0 = M, f(x), i.e. My tiene como
nicleo asociado K = 0.

Claramente, por el lema fundamental de cdlculo de variaciones, st T admite un
niucleo asociado este es unico.

Ejemplo 1.9.2. Sean=1yTf = %. De manera andloga al ejemplo anterior, el
nicleo asociado a T es 0. Claramente T no admite una extension continua L*(R) —
L*(R).

Definicién 1.9.4. Sea T: S(R™) — S'(R") continuo con un nicleo estandar asocia-
do K. Decimos que T es un operador de Calderon-Zygmund, abreviado C-Z, si
T admite una extension continua a L*(R™) con norma de operadores ||T||p2—r2 < Ci.
Definimos la norma de Calderén-Zygmund de T comc'®

|Tllcz :=C1+ Cy+ C5 + Ci. (1.9.18)

Dado un operador 1" con nicleo asociado K y dado por la distribucion W como
arriba podemos definir el transpuesto de T' como sigue: Primero definimos W* como
la distribucién que actia de la siguiente manera

(W' Fy=(W,F"),  F'(z,y)=F(y,z), F € S(R™). (1.9.19)
Entonces, para f,g € S(R") definimos T*(f) como la distribucién
(T'(f),9) =(T(9), f) (1.9.20)

13Ver la Definicién 1.9.1.
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Esto tiene sentido si recordamos que (T'(f),g) = (W, g ® f). Notamos que T" tiene
entonces como nucleo asociado a K*, donde K'(z,y) := K(y, z).En otras palabras

T'f(z)= | K'(z,y)f(y)dy (1.9.21)
R
para f € C®(R") y z ¢ sop(f). Claramente K esténdar si y sélo si K* 1o es.
Como consecuencia de (1.9.20) obtenemos inmediatamente, por dualidad, que T
admite una extensién continua a L?(R™) si y sélo si T admite una.
Un resultado que serd 1til a la hora de estimar las extensiones de T" es

Proposiciéon 1.9.2. Sea T' un operador de C-Z con nicleo asociado K, entonces
1. Para toda f € L>®(R™) a soporte compacto y casi toda x ¢ sop(f)

Tf(x) = . K(z,y)f(y)dy. (1.9.22)

2. Para todas f,g € L>®(R™) con soportes compactos y ajenos

Tro) = [ [ K o)y, (1.9.23)

Demostracion. Basta mostrar la segunda. Para esto regularizamos f, g y notamos
que, para j suficientemente grande, estas regularizaciones satisfacen

d(sop(f;),50p(g5)) = =d(s0p(f), sop(9)) = (1.9.24)

1 r
2 2
por lo que la férmula es valida para f;,g;. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que estas sucesiones convergen casi en todas partes y en L*(R") por lo que,

usando que T es acotado en L2,

(T390 = (Tf,9)- (1.9.25)

Para ver que el lado derecho también converge notamos que, para x en la unién de
los soportes de las g; y g, y andlogamente para y, tenemos

2

K)o < € (2) 15l (19.26

Como la integracion se hace en dos compactos ajenos, por el teorema de convergencia
dominada vemos que en verdad converge el lado derecho de la identidad. O



58 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Ahora, como en el caso clasico de operadores de convolucién, queremos ver que
podemos hacer con los truncamientos en esta generalidad.

Definicién 1.9.5. Dados T de C-Z y K su nicleo asociado definimos los trun-
camientos, para f € LP(R™) con 1 < p < oo,

T.f(x) = [ K.(z,y)f(y)dy, (1.9.27)

R"

y el operador mazximal asociado

T.f(z) = sup|T.f(z)|. (1.9.28)

e>0

Observacion 1.9.4. Se puede probar (ver por ejemplo el Lema 2.2.1) que para f €
LP(R™) tenemos T.f € C(R™) por lo que T.f es semicontinua inferiormente, en
particular medible.

Recordamos que en el caso de operadores de convolucién con un nicleo K(z,y) =
k(x —y) donde
Q(l2712)

2|

k(z) = (1.9.29)

con 2 : S™ — R es una funcién acotada de promedio cero, es facil probar que para
f e (R
HH(I) T.f(x) existe para casi toda . (1.9.30)
E—

De esta manera podiamos definir, al menos formalmente, un operador sin tener que
usar tan fuerte distribuciones. En el caso general esto no es posible con las hipdtesis
que tenemos'?; sin embargo el siguiente resultado dice que no estamos muy lejos si
asumimos que los truncamientos son uniformemente acotados en L? (que era justo
la condicion apropiada en el caso de operadores de convolucién para garantizar que
T := lim,_,o T, estd bien definido en L?).

Teorema 1.9.1. Sea T un operador de C-Z y K su nicleo asociado. Supongamos
que existe Cs tal que para toda € > 0

T2 < Cs. (1.9.31)

Entonces pasa lo siguiente:

14 Algunos autores piden que este limite exista para f € C2° en la definicién de nticleos de C-Z

(190
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1. Eziste una subsucesion €; — 0 y un T® con | T||2— 12 < Cy tal que para toda

f.g € L*(R")
/n 1., f(x)g(x)dr — T f(z)g(x)dx (1.9.32)

RTL
0, en otras palabras, T, f — T f débilmente en L*(R").
2. El niicleo asociado a T° es K. De hecho la distribucion W en S'(R?") coincide

con K fuera de la diagonal (en el sentido de distribuciones).
3. Eziste b € L¥(R™) con ||b]|1~ < Cy+ C5 tal que™®

Tf—T°f =bf. (1.9.33)

Antes de empezar enunciamos un resultado, sin prueba, que dice basicamente que
en la topologia débil de operadores en B(H) = {T : H — H : T lineal y continuo.},
con H espacio de Hilbert, conjuntos acotados son precompactos.

Teorema 1.9.2. Sea H de Hilbert y T; € B(H) con ||T}|| < C entonces eziste una
subsucecion (T;,) y T € B(H) tal que, para todas f,g € H,

k—o0
(Ty.f,9)n = (Tf.9). (1.9.34)
Una prueba de este resultado se puede consultar, por ejemplo, en [10].

Demostracion Teorema 1.9.1. 1 se sigue inmediatamente del teorema anterior. 2 es
consecuencia de 1, pues si f, g tiene soportes ajenos el limite existe como integral
absolutamente convergente. Para ver 3 primero afirmamos que para toda f € L*(R")
y toda g € L>°(R™) a soporte compacto

(T~ T°)(fg) = /(T ~ T°)(9) (1.9.35)

casi en todas partes.
Supongamos cierta la afirmacién de momento. Tomando 0 <7 < 7"y g, = 1p, (9
vemos que

(T —T°)(g9-) = g, (T —T°)(grv), casi en todas partes (1.9.36)
por lo que (T'—T°)(g,) = (T — T°)(g,) en B,. Podemos entonces definir

b(z) = (T —T°)(g:)(x) iz <r. (1.9.37)

5Recordamos que Cy > ||T'|| 122
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Tomando ahora f € L?(R™) soportada en una bola B, con s > 0 vemos que

(T =T°)(f)(@) = f@)(T = T°)(gs)(z) = f(2)b(x), silz]<s
(T —T°)(f)(zx) = f(@)(T —T°)(95)(x) = flx)b(z) sis<]|z|<s.

De cualquier manera tenemos que (T — T°)f = bf para f € L*(R") a soporte
compacto. Si para k € N tomamos f € L?(R") arbitraria y f, = f1p, entonces, por
continuidad de T, T°, y pasando a una subsucesién de ser necesario (T'—T°) fr — (T —
TY) f casi en todas partes. Claramente f3b satisface lo mismo por lo que concluimos
que T'—T° = b(-) en L% Para concluir simplemente notamos que

ofllz2 = (T = T°)fllze < (Ca+ Cs)l1f e (1.9.39)

Esto implica que b € L*(R") y que ||b||z~ < Cy + Cs.

Para probar la afirmacién (1.9.35) notamos que basta probarla para f la carac-
teristica de un cubo @: Por linealidad podemos extender a funciones simples (con
cubos) y por continuidad de 7" a f en general.

Sea entonces f = 1g. Sea x € int(Q) y 2¢ < d(z, 0Q). Claramente tenemos, como
en particular g € L*(R"), T.g = T-(f1g) + T-(f1rmg), pero como z ¢ R™\ Q, por
la formula de representacién y la eleccion de € tenemos que

T.(flrmq) = T(flrmo)- (1.9.40)
Combinando esto concluimos que en este caso
(T —T.)(flg)(z) = 1o(T — T)(f)(z) = € int(Q),2e < d(z, Q). (1.9.41)

Un argumento igual, incluso més directo, nos esta identidad para ¢ Q. Tomando
limites débiles (sobre la subsucesién del punto 1) vemos que la identidad vale. O

(1.9.38)

Observacién 1.9.5. 1. Silim. o T.f(z) =: T" f(x) existe casi en todas partes para
f € C= entonces es facil ver que T° = T*, bajo las hipdtesis del teorema anterior.
Por otro lado, como

[ e [ Ko )

(1.9.42)
wiw [ K,

y dado que f(z) — f(y) = O(Jlx — y|) si f € S(R™), una condicién necesaria y
suficiente para que estos limites (T'f) existan es que

lim K(z,y)dy existe casi para toda z. (1.9.43)

e—=0 e<|z—y|<1
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De nuevo en el caso de operadores de convolucion esto es obvio pues la integral es 0
para toda € > 0.

Notamos ademds que, el mismo argumento usado aplica para ver que esta ultima
condicién implica que T'f existe para toda f = 1x donde X es un conjunto con
frontera de medida cero (por ejemplo bolas o cubos).

2. Por otro lado, st K es antisimétrico y T estd dado como en la Proposicion
1.9.1 entonces por definicion tenemos que, independientemente de si T tiene una
extension a L*(R™),

(T.f,9) =3 (Tf.9),  Vf.geSERY. (1.9.44)

En este sentido cambiamos existencia puntual del limite de las T, por convergencia
débil de operadores. La proposicion anterior es entonces una justificacion de este
cambio.

Como corolario de la proposicion y la observacion tenemos

Corolario 1.9.1. Sea T un operador de C-Z asociado al nicleo 0 entonces T = M,
para alguna b € L>=(R").

Proposicién 1.9.3. Supongamos que'l’, de C-Z con nicleo K, admite una extension
continua T : LP(R™) — LP*°(R"™) para algin 1 < p < oo entonces para toda f €
LP(R™) y casi toda x ¢ sop(f) tenemos que

Tf(x)= | K(z,y)f(y)dy. (1.9.45)
Rn
Demostracion. Primero notamos que la integral en la formula anterior es absoluta-
mente convergente: Si 0 < r = d(x,sop(f)) entonces

1
ol

/n (K (@, y)|[f(w)ldy < [ f]] e (/ " |z — y|_p,”dy> " —=B<o (1.9.46)

pues p'n > n porque p < 0.
Definimos
Er:={yeR":|f(y)| <k} (1.9.47)

y ponemos f, = lg 1, (), entonces f, acotada a soporte compacto y sop(fi) C
sop(f) para toda k > 0. Para estas fj sabemos de la Proposicién 1.9.2 que la férmula
vale, por lo tanto, para casi toda x ¢ sop(f),

Tf(x)= [ K(x,y)fely)dy. (1.9.48)

Rn
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Como T'fy, — Tf en LP*°(R™) converge en medida y una subsucesion casi donde-
quiera, i.e. el lado izquierdo converge a donde debe. Para ver que el lado derecho
también converge, notamos que del ultimo calculo tenemos que

K(z,y)(fu(y) — f()dy| < BIf = fill s (1.9.49)

Rn

que es lo que queriamos.
Para el caso p = 1 basta notar que

- K (2, )l fe(y)ldy < [[f1[Lrd(z, sop(f)) ™" (1.9.50)

]

Hecho todo este trabajo preliminar, podemos pasar de lleno a estudiar las posibles
extensiones de T a los espacios LP, p # 2. Primero notamos que no es razonable
esperar continuidad LP(R™) — LP(R") para p = 1,00 en general pues ya en la
transformada de Hilbert, dada por

(z —y)

Hf(x) = lim —dy, (1.9.51)
e—0 ly|>e Yy
tenemos que
T—a
Hlp(r) =1In > (1.9.52)

por lo que H(L?) ¢ LP para p = 1,00. De hecho este ejemplo muestra también que
si H : LP(R") — L9(R") entonces p = q.

Teorema 1.9.3. Sea T' un operador de C-Z con nicleo asociado K entonces T se
extiende a un operador acotado

T:L'R™) — LM(R™). (1.9.53)

Demostracién. Sea f € L' N L? y X > 0. Usando la descomposiciéon de Calderén-
Zygmund (ver Teorema 1.2.4 y Corolario 1.2.2) podemos encontrar una familia nu-
merable B de cubos (); con interiores ajenos tal que

L. |f| < A fuera de U;Q);.

2. X < fo, <2"\ donde

fa :]é, |f]. (1.9.54)
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3. lgllzz < 2"A||fllz1 donde

flx) st z¢U;Q;
Qj

4. b= f — g satisface b = Zj bj con by =blg, y fQ, b; = 0 para toda j.
5 J

Jo

1
< S5l (1.9.56)

Estimamos

{z e R": |Tf(z)| > A} <

{x e R" : |Tg(z)| > %H

+‘{xEH¥N|TMxH>>%}‘ (1.9.57)

=A+B.

Estimar A es sencillo pues T es acotado en L? por lo que, usando 3 y la desigualdad
de Chebyshev,

2T ) 2 22 1
A< ( I )?HL ) §4CngAH2L < C(n)Cf%. (1.9.58)

Para estimar B primero notamos que, crudamente,

(1.9.59)
— B, + B,.

Claramente, por 5 y el hecho de que 1y,9, = > 1g, casi dondequiera, tenemos la
estimacién para B

&gcmﬂ%i (1.9.60)

De nuevo por la desigualdad de Chebyshev tenemos

2 2
By < S0l nimu;200) < D ATl @2, (1.9.61)
j=1
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por lo que bastaria mostrar que
/ |Th,(x)|dx < C’/ |b;(z)|dx. (1.9.62)
R™M\2Q; @

Para ver esto primero definimos z; el centro del cubo ), entonces, de que b; tiene
promedio 0 y la férmula de representacion, valida para x ¢ 2(Q);, vemos

Th;(z) = /n (K(z,y) — K(z, 2;))b;(y)dy. (1.9.63)

Dado que y € Qj, |y — 2| < %méxﬂx —yl, |z — 2|} (ver figura 1.2) por lo que, por
la segunda propiedad de nicleos estandar tenemos

y— 2
()] < ¢, | v =El )iy
o (5=l + = — )

_Z.
<c [ =5 )
Q

z = zj]

(1.9.64)

;|

Zj
.

Q;

2Q;

Figura 1.2: Posicion de z,y, z;

Ahora, integrando esta ultima desigualdad sobre R™ \ 2Q); y usando Fubini, te-
nemos

dx
[ omelarsc [ mwl-si| [ T e (106)
R™\2Q; Q; R™\2Q); |z — ]
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Si r; = €(Q;) entonces B’ := B, (z;) C Q; por lo que la integral en el paréntesis
estd dominada por

dx o
-  _C t72dt = C'(n)r:t. 1.9.66
/]R"\B’j |z — 25|t (n)/r o, ( )

J

Como |y — z;| < y/nr; vemos que entonces
[ my@lar<cmes [ i (1.9.67)
R"\QQ] Qj

Combinando todo esto tenemos que

022 / () ldy = { CICall e (19.68)

>/IH

Esto nos dice que para toda f € L?* N L' existe C = C(n, ||T||cz) > 0 tal que

C
|{:UER”:|Tf(:x)|>)\}|§X||f||L1. (1.9.69)
Ver que esto implica que el operador se extiende a L!'(R") es facil pues si f — f
entonces 7T'f; es Cauchy en medida, por lo que existe limg ,oo T'fx = g = Tf ¥y
satisface

[{z e R"[T'f(x)] > A}] <

{oer - wi>3 |

+ Hx ER": [Tfi(x)| > %}‘ (1.9.70)
C C
o(1) + il = 1l

Ademds, dado que dada una sucesién convergente en medida existe una subsucesion
)

que converge casi en todas partes, vemos que las definiciones de T coinciden en

L'n L2 O]

Observacién 1.9.6. Dado que K es un nicleo de C-Z si y sdlo si K lo es, vemos
que Tt también admite una extension a L.

La consecuencia obvia del teorema y la observacion es la siguiente
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Corolario 1.9.2. §i K es de C-Z y T su operador asociado entonces T admite una
extension continua

T:LP(R") — [P(R"), 1<p< oo (1.9.71)

Demostracion. El caso 1 < p < 2 es consecuencia del teorema de interpolacién de
Marcinkiewicz (Teorema 1.2.2). Por la observacién lo mismo vale para T? que es
el dual de T en este caso por lo tanto 7% = T es acotado en L (R™) para toda
1 < p < 2. Esto concluye la prueba. O

Otra aplicacion interesante del teorema anterior es el siguiente resultado que, en
cierto sentido, nos da un control del operador maximal T, en términos de T'.

Corolario 1.9.3. Sean K de C-Z y T su operador asociado entonces eriste una
constante C' > 0, que sdlo depende que | T||cz y n tal que para toda f € LP(R™)

T.f(z) < C(M(Tf)(x)+ Mf(z)). (1.9.72)

Demostracion. Fijamos € R™ y ¢ > 0. Definimos fi(y) = f(¥)lja—y<(y), fo =
f—fiy B = B.(x). Tomamos z € B. Afirmamos que existe C' tal que

ITfo(z) — Tfolx)| < CMf(x). (1.9.73)

Para ver esto notamos que g(y) = min{e|y[~"*, ™"} es radial, no negativa, y
g € L*(R™) con ||g||z1 que no depende de ¢, por lo que el Teorema 1.2.1 aplica y
tenemos (recordando la férmula de representacion de la Proposicién 1.9.3)

T fol2) — Tfaolx)] < / K (2, ) — K (2, )| | £ () |dy

lz—y|>e
< C(n)(Cy + 02)/ min {mf”} |f(w)ldy

lz—y[>e
< C(n)(Cy + Co)M f(x),
(1.9.74)

donde usamos la primera y segunda condicion en la definicién de nicleo estandar
para la segunda desigualdad. Esto demuestra la afirmacién. Con esto vemos que

Tef ()] < T fa(2)| + CM[ () < [Tf(2)| + |ThHi(2)| + CMf(z).  (1.9.75)
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A\ = |T.f(z)| > 3C'Mf(x), y en
este caso, si definimos

B — {z €B:[Tf(z)] > %}

\ (1.9.76)
Ey, = {Z € B: ’Tfl(Z)l > 5},
tenemos que B = E; U Ey, pues si z no esta en ninguno tendriamos
2
T2 ()] < FITef ()] + C'M[(2) (1.9.77)
que contradice nuestra suposicion.
Por la desigualdad de Chebyshev tenemos
3 3|B 3|B
ml< 3 [ i< 22 irrela < mrsw. o)
AJg A JB A
Por otro lado, dado que T es (1,1) débil calculamos
T 1 1,00 T 00 B
By < Hlletone ”L;L 1l < ol Bl ”“; Bl £ (). (1.9.79)
Sumando estas dos ecuaciones, y observando que
E,  E
1< =2 4 22 1.9.80
<S5 tg (1.9.80)
concluimos que A < C'(M(T' f)(x) + Mf(z)). Como C no depende de ¢ el resultado
sigue. O

Corolario 1.9.4. Para toda 1 < p < oo existe C = C(n,p,||T|lcz) tal que
1T f e < Cll fllie- (1.9.81)

En particular los truncamientos T. estan uniformemente acotados, por lo que el Teo-
rema 1.9.1 aplica.

Corolario 1.9.5. Sea T un operador asociado a un nicleo antisimétrico K. Entonces
son equivalentes

1. T admite una extension continua a L*(R™).
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2. Ezxiste C > 0 tal que para toda € > 0 tenemos ||T¢| 22 < C.

Demostracion. Que 1 implica 2 es consecuencia del corolario anterior. Para la otra
direccién, de la Observacién 1.9.5, tenemos que, como [|T.||z22 < C' entonces
T : L?(R") — L*(R") y por dualidad tenemos que ||T|z2—z2 < C. O

Con todo esto vemos que el problema principal para operadores con ntcleos
estdndar es probar que son acotados en L?(R"). Esto no es tarea sencilla. En el caso
de operadores de convolucion teniamos la transformada de Fourier pero en nuestra
generalidad esta herramienta no aplica (al menos no de manera tan clara). Para
resolver este problema se han desarrollado varios métodos generales, por ejemplo el
de casi-ortogonalidad de Cotlar-Stein o el de ondoletas. Como nuestro interés es en
operadores muy particulares, sin embargo, los métodos usados en este trabajo son
un tanto ad-hoc.

1.10. El método de rotaciones

En esta seccion introducimos el llamado método de rotaciones de Calderén. En
esencia esto consiste en reducir el estudio de operadores T' en R™ asociado a un ntcleo
antisimétrico al de operadores en R con cierto control uniforme sobre las estimaciones.
Esto lo hacemos escribiendo T'f como el promedio de T'f(z' + rf) sobre todas las
posibles direcciones # € S*! y 2/ € R", obviamente con ayuda de coordenadas
polares.

Empezamos con la definicién de los ntcleos que serdan de nuestro interés. Sean
A, B : R" — R dos funciones Lipschitz entonces ponemos

Ala) - Aly) |
(jo =y +1B() - ByP) *

Proposicién 1.10.1. N es un nucleo estandar.

N(z,y) = (1.10.1)

Demostracion. Claramente N satisface la primera propiedad con Cy < ||V A| p~. La
antisimetria también es obvia.

Para ver la tercera notamos que basta probarlo para A, B € C* si podemos
demostrar que Cy = C(||VA| L=, ||VB||L=), pues un argumento como en la prueba
del Teorema 1.2.1 nos da el resultado en generalS.

16En otras palabras regularizamos, notando que la convolucién con funciones de promedio 1
preservan modulos de continuidad.
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Primero probamos que existe C' como arriba tal que

|V.N(z,y)| < (1.10.2)

|$ _ y|n+1'

Obviamente lo tedioso es calcular la derivada. Para no ofuscar con cuentas gigantes

dividimos la derivada en partes. Sean, con i =1,...,n
[1 - il )
(le = yl* + [B(z) — By)]?)
I = A(z) — Aly), (1.10.3)

n+1 1

I = (|l —yI* + |B(x) = By)I’) *
Iy =2(z; — y;) + 2(B(z) — B(y))0;B(z),

entonces
6ZN(ZL',y) == Il +IQI3]4. (1104)
Tenemos las estimaciones claras
i< VA
’33 _ y|n+1
2| < [[VA[|sclz = yl, (1.10.5)

3] < |z —y[ ",
L] < 2z — y| + 2| VB2 |z — yl.

Juntando todo esto la afirmacién queda probada.
Para pasar a la desigualdad original usamos el teorema del valor medio que nos
dice, si [z, 2'] denota el segmento de recta entre x, 2/,

IN(z,y) = N, y)| < sup [IV.N(z,9)lelz — '] < C sup . (1106)
z€[z,x'] z€[z,x') |Z - y‘

Para que esto esté justificado tenemos que garantizar y ¢ [x,2’] y aqui es donde

usamos la condicion sobre |z — 2’|. Supongamos entonces que z = tx + (1 —t)z’ para

alguna t € [0, 1], entonces por la desigualdad del tridngulo tenemos

2=yl >ly—z|—|lz—zl=ly—2|-A—-t)|lx —2'| > |y — 2| — [z — 2|
L. ) 1 (1.10.7)
> |y — x| —émax{ly—xl,lx -yl > Qly—xl-
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Intercambiando x por z’ llegamos a que
1, 1
[z =yl = gmax{le —yl, |2 —y[} = 7 (lz =yl +[" = y]) > 0, (1.10.8)

por lo que concluimos que, por un lado es vélido usar el teorema del valor medio y
ademas

_ /
IN(z,y) — N(z,y)| < 4™1C [z =2 — (1.10.9)
(l2 =yl + |2/ = yl)
donde C es la constante que aparece en la estimaciéon del gradiente de N. O
La idea ahora es reducir el estudio de los operadores
T.f(x) = [ N(z,y)f(y)dy (1.10.10)

Rn

al estudio de ciertos operadores la recta real. Haremos la reduccion en general aunque
después especializamos a casos particulares de A.
Para empezar notamos que

T.f(x) = N(z,z+2)f(x+ 2)dz = N(z,x —2)f(x — 2z)dz  (1.10.11)

|z|>e |z|>e

por lo que, cambiando a coordenadas polares, tenemos

T.f(z) = /| N(x,x +r0)f(z +70)|r|" 'dbdr
r|>e JSn—1

(1.10.12)
_ / N(z, 2 +16) f(z + r6)|r|"drdd.
sn=1 Jr|>e
Fijamos 6 € S"~! y consideramos
Ey={weR":w-0=0}, (1.10.13)

en otras palabras, Fjy es el complemento ortogonal de 6. Si escribimos z = x' + t6
(con 2’ € Ey y t € R tnicos) entonces la identidad se convierte en

T.(z) = / N(z' +t0, 2" + (t +7)0) f(2' + (r + )0)|r|" *drdd

5o Jlrl>e (1.10.14)

_ / / N (& +10,2' + 50) f(2' + s0)|¢ — 5|~ dsdd.
Sn=1 Jlt—s|>e
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Esto sugiere que definamos
T f(t) = / N(2' +t0,2" + s0) f(2' + s0)|t — s|"ds (1.10.15)
[t—s|>e

Supongamos ahora que existe una constante C' > 0, que no depende de ', tal que
1T fllrewy < CIf (' + (O)lrew, VS € LP(R) (1.10.16)

entonces, por la desigualdad integral de Minkowski y el teorema de Fubini tenemos

1/2
|72 f L2 (mny = (/ /|Tsf(x'—|—t9)|2dtdx')
Ey JR
9 1/2
= < / / / 70 f(t)d dtd:z:’)
Ey JR ™

S

1/2
§/ (/ /|T§,79f(t)|2dtdx,) 0 (1.10.17)
S Eyg JR

1/2
<o ([ 1 o)

= C/S 11l 2@y d0 = C"|| f]] 2 (ny-

Resumimos esto en el siguiente

Teorema 1.10.1 (Método de Rotaciones). Sea T' un operador con nicleo asociado,
antisimétrico, K. Para cada ' € R" y 6 € S* sea T un operador con nicleo

K™, 5) = K(2' + 10,2 + s0)[t — 5"~ (1.10.18)
Supongamos que existe C' > 0, que no depende de x',0 tal que
1T fllreey < Cllf 2wy, Vf € S(R). (1.10.19)

Entonces T es un operador de C-Z y | T|lcz =~ |T%?||cz.
En otras palabras si |T*?| ¢z < C" uniformemente en x',0 entonces T es admite
una extension continua a L*(R™).

Demostracion. Por el Corolario 1.9.5 tenemos que basta probar que los truncamien-
tos T. estan uniformemente acotados, pero esto es justo lo que hicimos pues, de
nuevo por el mismo resultado, tenemos que TE"”/’H forman un conjunto acotado en los
operadores L*(R) — L?(R) (con cota que no depende de ¢, 2’,0). O
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Regresando al caso particular de un nticleo N dado por (1.10.1), nos fijaremos
solamente en dos casos especiales:

1. A es lineal

2.A=B
Como se verd cuando definamos el operador de Cauchy, esto es suficiente para nues-
tros propédsitos. Supongamos entonces que estamos en el primer caso. Escribimos

t—s)A(0
N(z' + 10,2 + s0) = (£ = 5)A(6) pes) (1.10.20)
‘t _ S’TH»I (1 + ‘B(z/_i_tgli:jgx/_i_se)lQ) ) . .

_nfl
por lo que si ponemos F(z) = (1 - 22) 2 con z € C entonces

o A(B) [ B(&' +10) — B(a/ + 50)
T f(t)—/lt_mt_s ( —

Notamos ademads por un lado que para 2/, # fijos el mapeo r % B (z'+16) es Lipschitz
con la misma (o menor) constante que B, por lo que podemos poner*”

T f(t) = /t_ . A(9>F ((p(t) — SO(S)) [z’ + sO)ds. (1.10.22)

t—s t—s

T

) J@ +s0)ds  (1.10.21)

Por otro lado, un célculo analogo para el segundo caso muestra que tenemos una
representaciéon de la forma

g = [ r (FR ) s s (110.23

_nt1
donde, en este caso, F(z) = z(1+22) * .

Teorema 1.10.2. Sea F' : U C C — C una funcion holomorfa en una vecindad de
R y ¢ : R = R una funcion Lipschitz con ||¢'|| L~ = M. Definimos el nicleo

N'(ts) = ! -F (w(t) - *0(3)) . (1.10.24)

t—s

Entonces los operadores
T.f(t) = / N.(t,s)f(s)ds, feL*R) (1.10.25)
R

estdn uniformemente acotados en L*(R).

1"Notamos ademéas que como A es lineal |A(6)| < [|[VA|| s, por lo que podemos ignorar la depen-
dencia en 6 de este término.
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Antes de comenzar la prueba definimos la versién del operador de Cauchy que
usaremos: Sea ¢ : R — R Lipschitz con ||¢’||L~ = M. Ponemos

0 f(t) . 2
CIf(t) _/|s o IS5 T0 _g(s>)d . feL’R). (1.10.26)

En el capitulo 2 se probard que ||67| 212 < C = C(||¢||ze)-

Demostracion. Notamos primero que para toda s,t € R

s@(ti - o(s) M, M]. (1.10.27)

Dado r > 0 consideremos la curva I' = I'1 UT', U T'3 UT'y dada por la frontera del
rectdngulo [—M —r, M 47| x [—r,r] C U recorrida en sentido opuesto a las manecillas
del reloj (ver figura 1.3).

Ahora, de la férmula integral de Cauchy tenemos, para f € L?(R),

1) [__Fw
T.f(t) :/ / (t) (p ydwds
i—s|se T — 8 Jp w — £=)
B f<s> "
- / / o w(E =)~ (p(®) — (o)™ (1.10.28)

= 4 w f(s) s
_;/FlF( ) |t—s|>8w(t_8>_(§0(t)—gp(s))dd .

Basta entonces estimar la norma L? de los operadores

T = /| Wi —5) — (o(0) — 2(s) (1.10.29)

uniformemente en € > 0 y w € I'. Hacemos esto por casos:

1. we Pl.
En este caso w = M+r+it para T € [—r,r|. Si consideramos ¢ (x) = (M+r)z—p(z),
x € R entonces tenemos

(a) r <'(x) <2M +r.
(b) 9 es estrictamente creciente.

(¢) ¥(x) = oo cuando z — +oo.
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,_.j
\4

l M-r

I'y

Figura 1.3: La curva I'.

La primera es obvia pues, por definicién de M tenemos —M < ¢'(x) < M.
Supongamos que existen x,y con ¥(x) = ¥(y). Sin pérdida de generalidad podemos
poner z = n + y para algin 1 > 0 por lo que, poniendo esto en la igualdad llegamos
a que, por un lado ¢(x) > ¢(y), y ademés

lon+y) — o) = e +y) —v(y) = (M +r)ny (1.10.30)

que contradice la definicion de M.

Para ver la tercera basta notar que ¢ estd entre las graficas de ¢(0) & M|z| (ver
figura 1.4) por lo que ¢(z) > ¢(0) + rz para x > 0y ¥(z) < ¢(0) + rz para x < 0.
Con esto concluimos que 1 es un homeomorfismo bi-Lipschitz y ademas (2M +

P) @™ e < 77
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y

y=+M|z|

©(0)

A
I
I
I
I
i
I
I
I

Figura 1.4: Conos asociados a ¢, 1.

Con la definicién de w y lo anterior escribimos
w(t —s) = (p(t) —@(s)) = (M +r+i7)(t —s) = (p(t) — @(s))
=(t) —P(s) +it(t — s).

Haciendo el cambio de variable s +— ¢ ~!(s) en la integral de definicién de T f
obtenemos

(1.10.31)

/

o £ — S () ()
= A—wl(s)» Y(t) = s +ir (Y (9(F) —¥H(s))

Poniendo t' = 9(t) tenemos que la integral de arriba es igual a

/ ) KON (1.10.33)

1) —p—1(s)[>e T — § HAT(YT{H) — P~I(s))

El término (¢)~')" no causa problemas pues esta acotado por arriba y por abajo por
constantes que solo dependen de M, r, por lo que lo puede absorber f. El teorema
de cambio de variable y el argumento anterior nos dan que || f||z: ~ ||f o ¥ 7|2
(con constantes que sélo dependen de r, M). Esto nos dice que basta fijarnos en los
operadores

ds. (1.10.32)

() ,
ds =: S, : 10.
I o o (1.1034)
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Esto es casi un truncamiento de la integral de Cauchy, excepto por el dominio de
integracion. El siguiente paso es ver que esto no causa problemas. En otras palabras,
la diferencia de este operador con el operador de Cauchy estd controlada en L?(R)
0, mas concretamente,

1S f(t) =L f(1)] < C(M,r)M[(t) (1.10.35)

donde g = T~ L.
Para probar esto primero notamos que, para s,t € R,

[0 |7 1t = s| < [ (1) =7 ()] < 17 ool =y (1.10.36)
por lo que tenemos la siguiente inclusion

{sift=sl<e<P @) —v () U{s: [ () = ()| e <[t =]}
N

{smind1, (67 7 be < [t — 5| < mac{1, /]| }e}

(1.10.37)
Por lo tanto tenemos constantes ¢, ¢ que sélo dependen de M, r tal que
|/ (s)]
5.0 - 21| < | |
ce<|t—s|<c’e |t — s+ Z(g(t) - g(S))| (1 10 38)

<) [ 1Ol < oMp)

y la afirmacién queda probada. Entonces la acotabilidad uniforme, en ¢, 7 es conse-
cuencia del correspondiente resultado para los truncamientos de CY.

2. w € FQ.
En este caso w = 7 + ir para |7| < M + r. Sustituyendo vemos que

w(t — 5) — (p(f) — p(s)) = r (t Ly P _T“‘)(S) i Tt)) (1.10.39)

entonces, si definimos ¥(z) = r~'(p(z) + 72) tenemos que |||l < 771 (2M + 1),
por lo que el resultado sigue de nuevo por el andlogo de la integral de Cauchy.
Los demas casos son analogos. Por lo tanto la costante C' del teorema sélo depende

de M, U, ||F|| . O
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Corolario 1.10.1. Sean A, B funciones Lipschitz en R™ tal que A es lineal 0 A = B.
Entonces los operadores, definidos como en la Proposicion 1.9.1, con nicleo
Alx) — A
N(z,y) = (z) = AW) __ (1.10.40)
(le = yl* + [B(x) = By)]?)

son operadores de C-Z.
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Capitulo 2

El operador de Cauchy

En este capitulo introducimos los operadores de Cauchy en C y de Cauchy-Clifford
en R, Probamos que estos operadores son acotados en los espacios L? respectivos
y deducimos las llamadas féormulas de Plemelj-Sokhotskij. Probamos también una
estimacién para la funciéon maximal no-tangencial de la integral de Cauchy de una
funcion en la frontera.

La integral de Cauchy en C aparece de varias maneras. Dos formas son particu-
larmente importantes para nosotros:

1. Supongamos que €2 C C es un dominio Lipschitz acotado y sea I' = 0.

Sabemos que si F' € C(£2) es holomorfa en 2 entonces (ver seccién 1.7)

_ 1 [ F(Q)
Ahora definimos, para f € L(T),
_ 1 [ F()

Por un lado nos preguntamos si F' tendra limites en I' en algin sentido. Esto es cierto,
ver Teorema 2.1.1. La siguiente pregunta es cuando estos limites coinciden con f y si
podemos encontrar una férmula general para estos. La respuesta es que si f € LP(I)
para algin 1 < p < oo entonces F|p = f siy sélosi f € HY(T") (ver capitulo 4) y la
féormula general viene dada en el Teorema 2.1.1. El operador f +— F|r es una versién
del operador de Cauchy.

2. Recordamos la transformada de Hilbert de una funcién f € LP(R), dada por

Hf(x) = h’mi,/ W) 4y seRr (2.0.3)

lz—y|>e ¥~ Y
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Podemos ver a H como el operador con niicleo K(x,y) = (z — y)~! sobre la curva
' = R. En este caso la generalizacién obvia es considerar el operador

g L f(©)

Uno de los puntos principales en la primera secciéon es entonces justificar que
estas dos definiciones son ‘equivalentes’ en el sentido que su diferencia es un multiplo
de la identidad. Esto se conoce como las identidades de Plemelj-Sokhotskij aludidas
arriba y es consecuencia esencialmente del teorema de Cauchy (ver seccién 1.7).

En lo que respecta a ver la continuidad del operador de Cauchy, la idea es la que
sigue: Consideramos el caso 2 = H el semiplano superior y I' = R. Sea f € C°(R)
y pongamos F' la integral de Cauchy de f. Si F' = u + v entonces es facil ver, con el
teorema de la divergencia,

/ |u|?dx = 2/ \Vul*ydxdy. (2.0.5)
R H
Dado que las ecuaciones de Cauchy-Riemann implican que |Vu| = |Vv| tenemos
/ |F|*dx = 4/ |F'|*ydxdy. (2.0.6)
R R

Por lo tanto basta mostrar que la ultima integral es < || f||r2). Para esto usamos
dualidad en L?() donde du = ydxdy: Sea g € Co(H) con ||g|| 2y < 1y 2 =z + iy,

entonces
(F', 9)12(u) :/1141(%/]1@ (Zf_(t])fydt) g(2)du(z)

_ (2.0.7)
Si ponemos T'(g) la integral dentro del paréntesis llegamos a que
(F' )20 = (T(9), )2, (2.0.8)
por lo que nos bastaria obtener una estimacién como
IThll 2@ S Ihllzg, b€ Co(H). (2.0.9)

Esto ltimo es sencillo pues Th € C(—H) y holomorfa en el interior. Ademas

(Th)'(2) :/Hmdp(z). (2.0.10)
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Usando esto junto con (2.0.6) es facil ver que, en efecto, (2.0.9) vale. En general la
idea es obtener andlogos de (2.0.6) y (2.0.9) para dominios arriba de la grafica de
una funcién Lipschitz. Esto se hard con ayuda de mapeos conformes y el lema de
distorsiéon de Koebe.

En la segunda seccion introducimos el operador de Cauchy-Clifford asociado a
un dominio Lipschitz Q@ C R"*'. Este operador juega un papel andlogo al ope-
rador de Cauchy en C, en este caso para funciones monogénicas. En particular
probamos analogos de las férmulas para representar valores de frontera de funciones
monogénicas (izquierdas). También damos las técnicas usadas para reducir el estudio
de un operador en la frontera un dominio Lipschitz acotado al de uno definido en la
grafica de una funcién Lipschitz.

2.1. La integral de Cauchy en C

Sea I' una curva simple! en el plano complejo C, parametrizada por v : I C R —
C, con la propiedad de que para todo w € I' existe una vecindad x € U tal que en U
podemos expresar a I' como la grafica de una funcién Lipschitz?. Ademds supongamos
que I' divide a C en dos componentes conexas que denotamos por €2, ,€2_ donde €2,
es el dominio a la izquierda de I', via la parametrizacién v (ver figura 2.1).

Como motivaciéon supongamos en principio que I' es suave y {2, es acotado y
simplemente conexo (en otras palabras I' es una curva simple cerrada que no pasa
por infinito). De la férmula integral de Cauchy (ver seccién 1.7) sabemos que toda
funcién holomorfa F : Q, — C continua en Q. satisface

1 [ F(Q)
F(z) = — d €N, 2.1.1
)= 5 [ F2dc.  zeq, (211)
Nos preguntamos si tenemos manera de encontrar los valores de frontera de F' si sélo
conocemos el lado derecho de la integral. En otras palabras tenemos f definida en I'
tal que

F(z) =Cf(2) = L/ J(©) dc, z € Qy, (2.1.2)

Y

queremos entonces recobrar F'|sq por medio de f.

Li.e. no se autointersecta.

2En particular, por el teorema de la funcién implicita, toda curva suave con una tangente bien
definida en todo punto satisface esto.
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Figura 2.1: Ejemplos de curvas

Antes de seguir definimos

Fi<2) = L/ f(C> dC, Z € Qi- (213)

o Jp (-2

Tenemos entonces el siguiente resultado que nos asegura que, en efecto, podemos
recobrar los valores de frontera de F'.

Teorema 2.1.1 (Identidades de Plemelj-Sokhotskij). Sea f : I' — C Lipschitz e
integrable (respecto de do la medida de arco en I'). Entonces existe un operador €
tal que para toda zg € T', z4 € Q4

f(z0) = ZHE}Z Fy(zy) - Z}@}Z F_(z2)
F(zo) (2.1.4)

lim F:t(Z:t) =+ + ‘Kf(zo)

Z4+—r20

donde los limites se toman en el sentido no-tangencial.

Observacion 2.1.1. La hipdtesis adicional que hicimos sobre I' antes de empezar
esta discusion no es necesaria como se verd en la prueba.

Demostracion. Antes que nada recordamos los conos no-tangenciales

Ls(z0) ={z€Q:|z— 2| < (1+5)d(2)}, zp €T, (2.1.5)
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donde d(z) := d(z,I') y pusimos Q = Q.. Por supuesto el caso de estudiar €2_ es
analogo.
Para ahorrar espacio ponemos para toda € > 0

A :={weT dr(w,z) <e}, (2.1.6)

o0, en otras palabras, A es la bola de radio ¢ y centro zg con la métrica de I asociada
a una parametrizaciéon. Ademéds nos olvidamos del factor de 27i en la definicién de
F' (aparecera en la conclusién de igual manera).

Pasamos entonces a la prueba: Fijamos € > 0 tan pequeno que podamos expresar
A, como la grafica de una funcién Lipschitz y ponemos

QO .. [ f©) f© o a s .
/pc—zdg_ N g—de+/F\AE C_ZdC 1= A:(2) + B:(2). (2.1.7)

Como para z cerca de zy tenemos |z —w| > § > 0 para w € I' \ A, podemos tomar
el limite dentro de la integral en B.(z) y escribir sin ambigiiedad lim,_,,, B.(z) =
B.(zp). Por otro lado, reescribimos

— d
A(z) = / JO) = ) ey f(zo)/ C ()4 D.2). (218)
Ae (—=z A C— 2
Para lidiar con C' vemos que por la desiguladad del tridngulo inversa y la definicion
de I's(z0) tenemos que

C—z0l < @+B)2—Cl, =€ Ts) (2.1.9)
por lo que, de el hecho que f es Lipschitz, obtenemos, con ¢ = [f]i,

‘f(C)—f(Zo) <C|C—Zo|
(—=z T ¢ —2

por lo que podemos meter el limite en la integral y méas aiun C.(z9) — 0 cuando
e — 0.

Para ver que pasa con D primero, dado que A, se vé como la grafica de una funcién
Lipschitz, podemos construir una especie de cubo () completamente contenido en €2_
con base A, y una altura dada (ver figura 2.2).

Dado que (¢ —2)~! es holomorfa en @ (como funcién de ), el teorema de Cauchy nos
dice que, si IV = A, UT" denota la frontera de () parametrizada en sentido heredado
de la orientacion de A,

_ ¢ d¢
O—/,C_Z—Da(z)nL/”C_Z. (2.1.11)

< (24 B), (2.1.10)
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22

L— /7

\4

Z1

Figura 2.2: El cubo @ con dr(z;,29) = ¢y z; el primero por el que pasa I'.

Tenemos entonces

Da(z):—/ﬁgd_cz. (2.1.12)

Como en esta tltima integral estamos a distancia positiva de zy vemos que podemos
meter el limite para obtener

Zlgr;g D.(z) = — /” Cd—czo' (2.1.13)

Antes de seguir observamos que podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que para alguna r > 0

A.={z+iy e C:y=p(x)} N B(0)

QN B (0) = {z+iy € B.(0) : y > p(x)} . (2.1.14)

para alguna ¢ : R — R y ademds que zp = 0 + ¢(0) = 0. Para ver esto primero
notamos que via una traslacion, que no afecta la integral de arriba, podemos mandar
zo — 0. Por otro lado es inmediato checar que

ac _ ¢ _
/,, ¢ _/ewr,, o vier=1 (2.1.15)

donde la tltima curva estd parametrizada por vg(t) = e?~(t). Esto entonces nos dice
que podemos rotar nuestra curva sin problemas y la reduccion es vélida.
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Por otro lado, como la integral solo depende de I' a través de zp, 29 podemos
suponer que I' es la grafica de ¢ y €2 el dominio arriba de dicha grafica.

Como el resultado es o-c.d., podemos suponer también que 0 es un punto de
diferenciabilidad de ¢3.

Ahora, como ¢ es Lipschitz, si ponemos M = ||¢||~ tenemos que
Co(M) :={z=(z,y) eRxR": M|z| <y} CQ, (2.1.16)

por lo que podemos definir una rama de logaritmo en C \ iR normalizada para que
log(—1) = —im. Como ¢ es diferenciable en 0 tenemos que, a escalas pequenas, ¢(z)
se vé como ¢'(0)z por lo que, si ponemos z; = ; + i¢(x;) tenemos que

o +ip(x) ., as+ip(as)

lfm 22 = lfm 22 gy P2 TN g (2.1.17)
=02 =0z +ip(xy) e=0a; +ip(ar)

donde a; = —+¢/\/1+¢'(0)? y as = —ay.
Con esto y por el teorema de la primitiva tenemos que

/ g (@) =0 Jog(—1) = —ir. (2.1.18)

C—=z 21

Concluimos que

lim lim D.(z) =i f(z). (2.1.19)

e—0z—20

Combinando todo esto tenemos la representacion

) ~ fleo) 1 / f(©)
B FE =T o s T= ™ (2.1.20)
Si ponemos entonces
1 f(©)
Cf(z0) == 5 ll_I}(l) /F\AE = ZOdC (2.1.21)

la representacion deseada es valida.
Notamos que los limites no-tangenciales para F', existen. La existencia del limite
en ¢ de la ultima expresion lo que nos da es una forma ttil de poner dichos limites.

3Notamos ademads, que si esta resulta ser la tnica condicién extra que necesitamos para que la
conclusién del teorema sea valida en zg, en el caso suave podriamos reemplazar c.d. por en todas
partes.
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Para probar dicha existencia basicamente repetimos el mismo argumento que
usamos para estudiar D, arriba (ver también la Observacién 1.9.5): Para 0 < e <r
suficientemente pequenos podemos escribir

f(Q) de — f(€) J dc
/I‘\AE ¢— 2o ¢ /I‘\A,« ¢— 2o ¢t flz) /AT\AE ¢— 2o

(2.1.22)

Ar\Ag ¢ — 2o
El limite de la primera integral claramente existe cuando ¢ — 0. Como |f(¢) —
f(z0)] = O(]¢ — 20]), por convergencia dominada la tercera integral también tiene

limite. Para estudiar la segunda construimos I'', I'? como en la figura 2.3 entonces
usando el teorema de Cauchy vemos que la segunda integral es igual a

dg dg
d¢ + . 2.1.23
/1“1 ¢— 2o r2 ¢ — 2o ( )
Como la segunda integral no depende de e, basta estudiar la primera, pero esto se
hizo cuando estudiamos D.. Concluimos que % f(z) esta bien definido. [
24
FQ
E2)
Eal

Figura 2.3: dp(zj, 20) = € para j = 1,2 y dr(z;, 20) = r para j = 3,4.

Notacion 2.1.1. En lo que resta de esta seccion I' denotard la grdfica de una funcion
Lipschitz y Q = Q4 el dominio arriba de su grdfica. En otras palabras ponemos
¢ :R—R, ¢l e = M < o0,
I'={z+iye C:y=px)}, (2.1.24)
Q={r+iye C:y>p(x)}.
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Ademds ponemos do la medida de longitud de arco. Fs decir, para f: 1T — C

/f dor(w /fx+z<p (1 + | () ) 2dz. (2.1.25)

Andlogamente definimos los espacios LP(T') respecto de do.
Ponemos también

F(z) = Cf(z) = — /f(odg, ceq. (2.1.26)

2mi r¢—=z

Observamos en particular que cuando ¢ = 0 tenemos que 2 = H es el semiplano
superior y do es la medida de Lebesque usual en R.

El resultado més importante de esta seccién es entonces el siguiente

Teorema 2.1.2. Sean ¢,I',Q como en (2.1.24) y f : I' — C Lipschitz a soporte
compacto, entonces existe una constante C' = C(||¢’||r~) tal que, con Tf = Cf|r,
tenemos

1T fll2wy < Cllfllz2ry (2.1.27)

La prueba de este teorema se basa en dos resultados, la Proposicién 2.1.1 y el
Lema 2.1.5. El primero de ellos necesitara varios resultados preliminares, mas que
nada para no atascar la prueba con cuentas.

Proposiciéon 2.1.1. Supongamos que ©,[',;Q son como en 2.1.24 y ademas ¢ €
CP(R). Sea G : Q@ — C holomorfa tal que decae en oo y tiene limites no-tangenciales
en I'. Entonces eziste C = C(||¢’||1) tal que

1Gll2r) < ClGllm, (2.1.28)

donde definimos
\Glu, = /Q |G (2)]2d(2)dz, d(z) =d(z,T). (2.1.29)

Empezamos los resultados preliminares con un lema que no se probara aqui (ver
[20], [47]). Recordamos que H denota el semiplano superior en C.

Lema 2.1.1 (de distorsién de Koebe). Sea ¥ : H — Q una biyeccion conforme,
entonces existe C' > 0 una constante absoluta tal que

CUV (2)|y < d(z,00) < C|V'(2)|y,  z=ux+1y. (2.1.30)
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Lema 2.1.2. Sean G, D : H — C funciones holomorfas tal que G decae en infinito
y tiene limites no-tangenciales en R, entonces

/ |G|Pdr = 4/ |G’ (2)|ydz, Z=x+1iy (2.1.31)
R H

/H]HD’\dezg ]\D\|%m(H)A]H|2dx. (2.1.32)

Demostracion. Recordamos la formula de Green que dice que si u,v : H — R son
suficientemente buenas entonces

/uidx—/uAvdxdy:/Vu-Vvdxdy:/vﬂdx—/vAud:pdy.
r O(—y) H H r 0(—y) H
(2.1.33)

Poniendo u = —y y v = |G|? y usando la segunda igualdad vemos que

/|G|2dx: —2/G-8dea:dy, (2.1.34)
R H

pero usando la primera igualdad en la férmula de Green vemos que esta ultima
integral es igual a

—/ uAvdzdy = —/ —y(4G'P + 291 Ag1 + 292Ag5) dzdy (2.1.35)
H H

donde G = g1 +1g2. Dado que las partes real e imaginaria de una funcién holomorfa
son arménicas tenemos la identidad

/|G|2dx:4/ |G [*ydxdy (2.1.36)
R H

que es justamente la afirmacién del lema en este caso. Un comentario antes de conti-
nuar: Las hipStesis sobre u, v dadas son vagas, pero es facil ver que si v(z) = O(|z|™1)
v Vu(z) = O(|z|7?) entonces la férmula vale (basta aplicar el teorema de la diver-
gencia a los dominios B, NH y hacer r — o0, las condiciones sobre v garantizan que
los dos términos que aparecen en los semicirculos se van a cero en el limite).

Para obtener la segunda primero notamos que, de la identidad anterior, tenemos

||D||%oo(H)/R|G|2dx2/R|GD|2dx:4/H|GD’+G’D|2ydxdy — 4||f+g|\iz(u)
(2.1.37)
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donde du = ydxdy, f = GD'y g = G'D. Calculamos entonces

1+ gllz2g > 12wy = l9ll2 > 1 12wy — 1Dz @l| G|l 200

|D|| 3 (2.1.38)
Wl — 2 ([ [6lde)
R

donde la primera desigualdad es la del tridngulo, la segunda se sigue de que |H'D| <
| D|| oo uny| H'| ¥ 1a tercera es la identidad del inicio. Combinando estas dos estima-
ciones obtenemos

D=

4Dl [ GPde = 171 (230

que es la desigualdad deseada. O

Lema 2.1.3. Sea 0 < o < 5 y f : R — C una funcion integrable tal que*
larg(f(2))| < a para toda x € R, entonces existe C = C(a) tal que

1@l <c

Demostracion. Basta notar que la condicién sobre el argumento de f es equivalente
a que Re(f) >0y [Im(f)] < MRe(f) con a = tan(M), por lo que tenemos

(2.1.40)

|f| < (1+ M*)Y?Re(f) = CRe(f) (2.1.41)

de donde concluimos

[ < ¢ [ Re(stas < ¢

donde todas las C' que aparecen son iguales. O

(2.1.42)

Lema 2.1.4. Sea G holomorfa en H que decae en infinito y tiene limites no-tangenciales
en Ry ®:H — Q una funcion holomorfa. Entonces

/|G|2<1> dm—/ A(|GPD Yydz, (2.1.43)

A(|GP) = 4(|G')*P" + GG'D"). (2.1.44)

4Escogemos arg € (—m/2,m/2).
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Demostracion. Recordamos que 0, = 0_, donde v es la normal a la frontera de H.
Entonces poniendo u = |G|?*®" y v = —y tenemos, por la férmula de Green

/udx = / (uayv - v@,,u)cm = / (uAv - vAu)dz = — / vAudz (2.1.45)
R R H

H

que es la primera identidad.
La segunda son puras cuentas: En lo que sigue tratamos G, ® como funciones
R? — C, entonces

A(IGP®) = A(GGY') = A(GG)P' + 2V (GG) - V(') + GGAD

= A(GG)P' +2V(GG) - V(¥) = A+ B, (2.1.46)

donde la segunda igualdad se da pues AH = 0 para toda funcién holomorfa H.
Usando esta misma férmula tenemos

A= (A(G)G+2VG - VG + GAG) =20'VG - VG = 4GP, (2.1.47)

donde la ultima igualdad se da pues, de las ecuaciones de Cauchy-Riemann, tenemos

- G’ el
RN AN ) o148

Para calcular B notamos que, expresando las cantidades como en la cuenta anterior,
tenemos

VG -V¥ =0, VG-V =2G"0" (2.1.49)
por lo que, recordando que V(GG) = V(G)G + GVG, tenemos
B = 4GG'". (2.1.50)

Juntando esto tenemos la segunda identidad. O]

Demostracion Proposicion 2.1.1. Del teorema del mapeo de Riemann podemos es-
coger un difeomorfismo C°, ® : H — Q conforme en el interior de estos dominios
(de hecho, como ¢ es suave ® es conforme hasta la frontera). Para reducir las esti-
maciones al semiplano superior notamos primero que

(Gl = [ 16240 = [ 16 o af|e|as (2.151)
I R
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y ademas, de la formula de cambio de variable,
Gl = [ 16 Pdedrdy = [ 1670 @Pd(az)) e Pasdy
Q H

=AyG0@VMMAMMy

por lo que, poniendo H = G o ® e invocando el lema de distorsién de Koebe, basta
probar que para H : H — C holomorfa que decae en infinito

(2.1.52)

A::/|H|21q>’\dx§0(||¢’\|m)/ |H'|?|®'|ydwdy =: B. (2.1.53)
R H

Para esto primero observamos que como la tangente a I' via la parametrizaciéon
t—t+ip(t) en x + ip(x) estd dada por 1+ i¢'(z), y dado que ® preserva dngulos
tenemos que |arg(®'(z))] < «a con a = tan(||¢||«). Por el Lema 2.1.3 tenemos
entonces C' = C'(«) tal que

/ |H|?|®'|dx < C / |H|*®'dz| . (2.1.54)
R R
Combinando esto con las identidades del Lema 2.1.4 tenemos
A<C / (|H')*®" + HH'®")ydz| < CB + 0/ |HH'®"|yd>. (2.1.55)
H H

Para estimar la ultima integral notamos que, como ®’ no se anula existe V' holomorfa
en H, y continua en la cerradura, tal que ® = ¢". Por la condicién sobre el argumento
de @' tenemos que |Im(V)| < 7/2. Esto nos dice que, si D := e, entonces | D| < e™/?
por lo que

|(I)”’ _ ‘V’CI)” < e”/ZW’e"V@’\ —. 671'/2’D/¢l|, (2.1.56)

V/2

Ademaés por definicién "/ define una raiz cuadrada de ®" en H, por lo que podemos

escribir
|[HH'®"| = |HH'®"| < ™?|HH'D'®| = ™ (|H'e"?|) (JHD'e"?|)  (2.1.57)

con lo que, usando la desigualdad e integrando sobre H y usando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz tenemos

1/2
/ |HH'®"|ydz < eWBl/?/ |He"?D')?ydz < " BY/? (/ |H|2H(I>’\dx)
H H R

— eﬂBl/ZAl/Q,
(2.1.58)
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donde usamos la desigualdad del Lema 2.1.2 para la segunda desigualdad. Juntando
estas dos estimaciones obtenemos

A< CUB+AVBYY Oy =C(||¢]| ), (2.1.59)

que es equivalente a la estimaciéon que queremos: Si ponemos Ay = A/Cyy By = C1B
entonces de esta desigualdad y la desigualdad de Cauchy tenemos

A ’B
qu3+aAW$”gaB+§+C§ (2.1.60)
de donde se sigue la estimacién deseada con C' = 2(C, + C?/2). O
El segundo lema importante necesita un poco de preparacion.
Definicién 2.1.1. Dado f : Q4 — C medible®, decimos que f € Hy si
T ::/Q 1F(2)Pd(2)d= < 0. (2.1.61)
+
Dada f € C.(Q2y) C Hy definimos un operador T tal que
f(z)d(z) -
Tf(w)= ——dz, w e N_. 2.1.62
= [ L2 (2162

El segundo lema es entonces

Lema 2.1.5. Sean ¢,I',Q) como en (2.1.24), f € C.(Q2y) entonces existe C =
Cll#' =) tal que

1T fllzzy < CllF ey (2.1.63)
Demostracion. De la Proposicién 2.1.1 tenemos que existe C' = C(||¢’||z) tal que
1T fll2ey < CINTF) e (2.1.64)

pues T'f es holomorfa en _ (porque (2 —w) 2 1o es) y es facil ver que |T f(w)| =
O(|w|~'7¢) en infinito para toda € > 0.
Ademas tenemos que, para w € 2_,

@ﬁﬁMZQ/ fE)de) (2.1.65)

o, (2 —-w)’

SRecordamos que 24 son los dominios arriba y abajo de la gréfica de ¢, como en 2.1.24.
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de donde obtenemos

\(TFYIE =4 /

Q_

<
=

donde g(2) = d"/?(2)f(z) € L*(Q4). De esto vemos que, si definimos el operador

2

Mdz d(w)dw

Q4 (z —w)?

/ dl/2(w>d1/2(z)dl/Q(Z)f(Z)dz

jw = z[?

2
dw (2.1.66)

2
dw,

/Q+ k(w, z)g(z)dz

Sh(w) = /Q k(w, z)h(z)dz, we N he L*Qy), (2.1.67)

y podemos probar que S es un operador acotado L%*(2,) — L*(€2_) con norma que
s6lo depende de ||¢]|~ entonces tendriamos

ITAY e < 4lSzesrellgllze = A0S amspz | fllz, (2.1.68)

que concluirfa la demostracion.
Para estudiar S usamos la prueba de Schur (Lema 2.1.6) por lo que bastaria
obtener una C' con la dependencia apropiada tal que

sup/ |k(w, 2)|dw, Sup/ |k(w, 2)|dw < C, (2.1.69)
z€Q4 JO_ we_ Q4

pero esto es facil. Hacemos sélo la segunda. Recordando que d(z) < |z—w| y poniendo
r=d(w) = d(w,I") tenemos

d1/2
/ k(w, z)dz = 7"1/2/ (Z)gdZ < rl/Q/ w — 2| 72dz
Q4 QL lw — z| Q4

< T1/2/ w — 2|52z = 27”41/2/ =312 (2.1.70)
C\B:(w) r

= 2 2p7 12 = o,

El resultado queda probado. ]

Lema 2.1.6 (Prueba de Schur). Sean (X, \), (Y, n) espacios de medida o-finitos,
N : X xY — R medible tal que

sup [ [N (e, )lduty) < 4 sy | W@ lars) < 4 (2.1.71)



94 CAPITULO 2. EL OPERADOR DE CAUCHY

entonces el operador T asociado con el nicleo N, i.e.

/N z,y) f(y)dy, (2.1.72)

es acotado en LP(Y) — LP(X) para toda 1 <p < 00 y |1 r(vy—rrx) < A.

Demostracion. Supongamos primero que 1 < p < oo entonces, recordando que p’ =
—- tenemos, usando la desigualdad de Holder, y recordando que p(1 —1/p') = 1,

o=

Tf(x)| < /X IN (2, 9)]|f(y)|dy = / IN(2,9)[7 [N (z,9)| 7| f(y)|dy
([ o)’ (21.73)

< ([ wealan)’
< A ( / rN<x,y>|rf<y>|de)’l’

Ahora tenemos que, usando el teorema de Fubini (valido pues los integrandos son
no-negativos y el espacio es o-finito),

| [ wealirwras = [ 110 ( / |N<as,y)|dx) ty <A [ |y

(2.1.74)
Entonces, elevando el primer y iltimo término en (2.1.73), integrando respecto
de z y usando (2.1.74) tenemos que

ITfI7 < A7 Al 170 (2.1.75)

que es lo que queriamos probar.
Si p =1, tenemos

[l [ [ iveolsolrwi - [ 150l ([ Vi)
<a | 1wl

Si p = oo, tenemos

z)| < /X IN (@, )L (W)ldy < 1]z /X [N (z,y)ldy < Al fllz (2.1.77)

(2.1.76)

y el resultado queda probado. O
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Podemos, con estos resultados dar una prueba sencilla del teorema

Demostracion Teorema 2.1.2 (parte 1, ¢ € C(R)). Sean f : I' — C Lipschitz a
soporte compacto y

B:={he Hy:|h|la, <1,50p(h)compacto }, (2.1.78)

entonces
%
[Pl = ([ IFPd ) < CIP I, = Comp (P,
r heB

flw) -
————dwh(z)d(z)dz
K;ka_@Q (2)d(2)
= C'sup /f(w)T(h)(w)dw‘
heB | JT
< Csup || flle2y I TR L2y < Csup || fll eyl bl oy
heB heB

= C|| fll 22y

= C'sup
heB

(2.1.79)

donde la primera desigualdad es consecuencia de la Proposicién 2.1.1 y la tdltima

desigualdad es consecuencia del Lema 2.1.5.
m

Para pasar al caso general discutimos primero algunos aspectos técnicos de las
consecuencias de esta primera parte del teorema. Como algunas de las afirmaciones y
resultados que daremos son muy parecidas a otras que se dan en el caso del operador
de Cauchy-Clifford, no daremos prueba de algunos.

Para empezar el resultado probado implica que para ¢ suave el operador € es
acotado en L*(T). Por otro lado este lo podemos escribir como

Cf(2) = lim S0

e—0 F\Ag w—z

: (2.1.80)
i fly +ie(y)) i
"I fa v e o) — gy I
donde U, := {y € R : dp(x +ip(x),y + ip(y)) > e}. Si denotamos
Qz,y) = L+ iply) (2.1.81)

y—z+i(p(y) — ()
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entonces, si definimos por

méx{a,y}

dr(z + (@), y +ip(y)) = / 1+ [¢2) 2, (2.1.82)

min{z,y}

el hecho de que M := ||¢'|| < oo implica que existe C' = C (M) tal que
C7Ha —y| <dr(z +ip(z),y +ip(y)) < Cle -y (2.1.83)

por lo que, por un lado podemos identificar L*(T") con L*(R) via la asignacién f(z +
ip(x)) — f(x) con normas comparables®. Hecho esto entonces ademés podemos
encontrar C' con la misma dependencia tal que

Q. y) f(y)dy — / Qla,y) f(y)dy| < CMF(2).

R\U: lz—y|>e

Mas atin si definimos g = (1 + ¢'(y))f(y) entonces f, g tienen normas comparables
por lo que, en lo que a la continuidad en los espacios LP respectivos se refiere, basta
estudiar a los operadores

f()
(5‘:0 — d )
I /w—y|>a r—y+i(p(y) — @)’ (2.1.84)
(gff(l') = Sglg |<€a@f(x)‘
No es dificil probar que
1

K(z,y) =

i@ — o) (2:1.85)

es un nucleo estandar, por lo que, de la prueba del Teorema 1.9.1, y los resultados
sobre operadores de Calderén-Zygmund, se sigue que existe un operador 7', acotado
en L2, que es el limite débil-* de los operadores €% y por lo tanto

|G N Lr—rr < C(p, M) < 00, 1 <p<o0. (2.1.86)

Ademas, de manera analoga a como se hizo antes, podemos probar que

€' f(r) = lim Q(z,y) f(y)dy existe casi para toda x. (2.1.87)

e—0 |£E7y‘>5

6Claramente con constantes que sélo dependen de M.
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y por lo dicho antes tenemos las cotas
HCK;HLQHL? < C(M), Ve > 0. (2.1.88)

Con esto estamos listos para terminar la prueba del teorema

Demostracion Teorema 2.1.2 (Parte 2, ¢ Lipschitz). De la férmula de representacion
es equivalente probar la estimacién L? para los valores de frontera, € o para ¢”. Tra-
bajamos con el ultimo operador. Ademads, como tomar ¢ 6 ¢+ a con a € R no afecta
el operador ¢’ podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ¢(0) = 0.

Para empezar sean %), los operadores obvios asociados con las funciones 1y, :=
Nk, donde 1, denota las regularizaciones usuales” de ¢, y n € C*(R) con
n = 1 en el disco unitario y 7 = 0 fuera del disco de radio 2, con n(z) = n(k~ ).
Claramente ¢y, € C(R) y ademas, dado que [|¢] [z~ < [|¢lz= v @i/l <
|oll L calculamos, dado que 1, = 0 fuera del disco de radio 2k, para toda = € R,

i)l = [ T80 @) + el ule)

< I llz=lpre() = 1O | 1 llz>lp1/2 O]

+ {9l oo 149 oo
el llel 7l o)) (2.1.89)
N\ Lee||® || Lo | T N ||Le=|¥1/k
< + Lo 7 oo |1 | e
k k
17| 2o |1,/ (0))]
< 20|l |9 e + T Al e

Como el segundo término tiende a cero cuando k — oo tenemos que ||[¢ || S

||| de donde, de la primera parte de la demostracién y la discusién previa a esta
parte de la prueba, concluimos que existe C' = C(]|¢’|| =) tal que

|Gl 202 < C (2.1.90)

y una aplicacién del lema de Fatou nos dice que lo mismo es cierto para €. pues por
el teorema de convergencia dominada

¢ f(x) = lm ¢ _f(x). (2.1.91)
k—o0
Otra aplicacién del lema de Fatou nos da entonces la cota para %”. O]

Hecho esto mencionamos los corolarios obvios

"En otras palabras ¢q/, = ¢ * hy donde hy(z) = kh(kz) y h € C°(R) con [ h=1.
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Corolario 2.1.1. Sea ¢ Lipschitz, entonces para toda 1 < p < oo exmiste C' =
Cp, l¢'[|L=) tal que

1€ fllee < ClIf |- (2.1.92)

Corolario 2.1.2. SiT' denota una curva cerrada simple o es la grdafica de una funcion
Lipschitz entonces para toda f € LP(T') vale la representacion

F(z) = @ +Ef(2), zeT, (2.1.93)
donde como siempre
_ L [ 1)

Un comentario que vale la pena hacer es sobre lo crucial de que la dependencia de
la norma L? de % f s6lo sea en la norma ||¢’||» pues fue esto lo que nos permitié pasar
del caso ¢ € C°(R) al general. De hecho el caso de ¢ suave se puede reducir al de la
transformada de Hilbert que es un operador mucho mas manejable. Dicha reduccién
se puede hacer como sigue: Podemos esencialmente escribir el nicleo K como

K(r.y) : Ctoy)  (2199)

x,Y) = : = x,y 1.
r—y+ile(r) —ely) z-y

donde ¢(z,y) = O(1), localmente y médulo algunos factores que podemos ignorar.
El problema al intentar extender es que ¢ depende de la segunda derivada de ¢ (o del
modulo de continuidad de ¢’) por lo que no podemos esperar un control uniforme
de las aproximaciones que se hicieron en la segunda parte de la demostracién del
Teorema 2.1.2 y que fueron lo esencial para concluir.

2.2. El operador de Cauchy-Clifford

En lo que sigue del capitulo 2 denotard siempre un dominio Lipschitz (seccién
1.3), con sus constantes uniformemente acotadas y Ahlfors regular (seccién 1.4).

Notacion 2.2.1. En lo que sigue, dados un punto y € 02 y € > 0 ponemos
A.(y) = B:(y) N oS (2.2.1)

Esto contrasta un poco con la notacion que teniamos en la seccion anterior, pero en
ese caso es fdacil ver que las dos definiciones dan lugar a truncamientos equivalentes
(donde la Proposicion 1.7.1 juga el papel del teorema de Cauchy en este caso).



2.2. EL OPERADOR DE CAUCHY-CLIFFORD 99

Definicién 2.2.1. El operador de Cauchy-Clifford asociado a una funcion f : 0 —
R(n41) estd definido por

_ 1 7Y oy o x
Cf(z) = p /m P Ov(y) © fly)do(y), e . (2.2.2)

Su version en la frontera, que llamaremos simplemente el operador de Cauchy, es
entonces

Cflx) = — / TV ()0 fy)doly), @< 0. (2.23)

On Joq | —y[ T

Observacion 2.2.1. Como K(x,y) = ——%= satisface |K(x,y)| < |z —y|™ para

T Jz—yn
todo x # y, y como |v| = 1, tenemos que Cf estd bien definidc® para f € LP(99),
para toda 1 < p < co: Definamos

Ay={yed:0< |z —y| <1}

2.24
Ak:{y689:2k’1<]x—y]§2k}, k=1,2... ( )

Ahora calculamos

1
7

[ oo < i ([ Keora)”. 29

Por otro lado tenemos
[ara=3 [ Kepra<y [ ey @20
0% k=0 7 Ak k=0 7 Ak

/ @ —y| " dy < 27 Vo (Ay) < 027 = C(n, p, )20 (2.2.7)
A

Como p' > 1, ), 2"k(1-1) < o0, Combinando todo esto vemos que Cf estd bien
definido.

Empezamos entonces el analisis de 4 como integral singular. Introducimos los
truncamientos usuales asociados a un ntcleo como K.

8Si 0 es acotado no hay problema, pues en este caso K es continua y podemos definir Cf para
felL!
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Definicién 2.2.2. Para € > 0 definimos

“iw = [ Sl ouw) e fde)
ONAL (z |37 Yl

1
= - : K(L y)llzfy|>8 © V(y) © f(y)da(y), x,y € 00
Q

(2.2.8)

%.f(x) = sup [, (x) (2.2.9)

e>0

Observaciéon 2.2.2. La misma prueba que en la observacion anterior funciona para
ver que 6. estd bien definido para f € LP(O2) con 1 < p < oo, de hecho la prueba
da que, para toda x € 0N, K.(x,-) € LP(0R2) con norma acotada uniformemente
en x. Ademds, poniendo g = v © [ y K.(z,y) = K(2,y)ljz—y> vemos que 6. es
basicamente la integral con nicleo K..

Lema 2.2.1. Seane >0, 1 <p < oo. Si f € LP(00) entonces €.f € C(09).

Demostracion. Empezamos definiendo regularizaciones de los truncamientos. Fijamos
e>0ysear € (0,1). Tomamos @, € C°(R") radial tal que ¢, = 0en B,.(0), p, =1
en R\ B.(0) y 0 < ¢, < 1enR" (por ejemplo regularizamos 1gm p.(0)). Definimos

Ksr(x y) l‘ 'Y 907‘('27 - y) T,y € of.

arf Kgr iE y )da(y), x € 0f.
o0

(2.2.10)

Notamos que K., € C(9Q x 09), por lo que el teorema de Arzela-Ascoli nos dice
que si f € C.(09) entonces 6., f € C(0). De la observacién anterior deducimos
que si f € LP(OQ) y fr € C(0) con fr, — f en LP tenemos

|Ceirf (2) = e (@) < N Ko (@, ) oo [ f = fillze
< C(Q,ﬂ,p,(i,?“)”f - kaLpa

de donde obtenemos convergencia uniforme y por tanto %, f € C(0f2). Para concluir
simplemente notamos que, para f € LP(0S),

|G f () = Cf ()] <[ fllewl[ Ke(, ) = Ke(a, )| o
= ol n (2, )l v (e o)\ e ) (2.2.12)
< C(n,p,8)Ifllro (Ac(2) \ Are()).

Basta entonces probar que A(r,z) = o(A.(z) \ Az )) tiende a cero localmente
uniforme en x cuando r — 1. Esto es claro si € es pequeno o € es la grafica de una

(2.2.11)
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funcién Lipschitz pues entonces A(r,x) ~ "(1 — r™) uniformemente en x. El caso
general lo podemos reducir a esto usando cartas coordenadas como sigue: Fijemos
xo € 0 y tomemos (U;) una cubierta finita de A.(x() por cartas coordenadas tal
que 2U; también son cartas coordenadas. Existe 6 > 0 tal que si |zg — 2| < 0
entonces A.(z) C 2U;. Ademds existe 0 < 1y < 1 que no depende de z tal que si
r > 1o entonces A, (z) NU; # () para toda j. Terminamos estimando en cada carta
coordenada. O

Corolario 2.2.1. %, es semicontinua inferiormente y, en particular, medible.

Ahora vamos a conectar la existencia de lim._,o %.f con el comportamiento de
Cf en 0. Mas concretamente tenemos

Teorema 2.2.1. Sea f : 00 — R,41) Lipschitz con soporte compacto, entonces para
toda x € 02

lfm Cf(z) = %f(:z:)%—ll’g(l)‘éf(x), (2.2.13)

Q>z—x

siempre que alguno de ambos exista, y tomando el primer limite en el sentido no-
tangencial.

Demostracion. Como (ver Proposicién 1.1.2)

K(z,y) ® ZVCI)x— -v(y)

+ Z (V] )0:0(z —y) — vi(y)9; ®(x — y))eiej (2.2.14)

1<J
= Q(xv y) + Z Qij ($a y)eieja
i<j
basta estudiar el comportamiento en la frontera y valor principal de los operadores

con nticleo @, Q¥. El primero es el conocido potencial dos capas y tenemos
1. Supongamos que f es real, entonces

m  — Q(z,y)f(y)do(y) = 1f(fv)Jrlfmi/_ | Q(x,y) f(y)do(y).

Lg(x)az—x Oy Joq 2 e—0 oy,
(2.2.15)

Ver esto es sencillo: Descomponemos la integral de la izquierda

1

o |, Qo (/ /amA ) zy)f(y)do(y) (2.2.16)
= A(z,¢) +A' (2,€)
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Entonces, como no hay singularidad en la integral de A’, podemos tomar el limite
cuando z — x para obtener”

lim A0 =~ [ Q)i (2.2.17)
IO\ A ()

z—a On

y por lo tanto, tomando el limite cuando ¢ — 0, llegamos al segundo término del
lado derecho de 2.2.15. Ahora queremos ver que pasa con A, para esto reescribimos

1 f(z)
A= [ Q) - 1ot + 2 [ @ity
o ae (2,9)(f(y) — f(x))do(y) . (2,y)do(y) (2218)
= Al + AQ.
Si ponemos M = [f]; la seminorma Lipschitz de f, entonces
M
[Ai] < —/ |2 —y| "2 — yldo(y). (2.2.19)

On J)z—y|<e

Ademés, como z € I'g(z) para algin § > 0 tenemos |y — z| > |y —z| — |z — 2| >
ly — x| — (14 )|y — z| de donde |y — z| ™™ < (2+ 8)"|y — z|™". Combinando esto con
la estimacién anterior
M2+ p)" Y
A< HEEEE [ oy
" Belz) (2.2.20)

< C(8,M, Q)/ lw|™"dw < Ce,
B2(0)

donde la tdltima desigualdad es valida si pedimos que el conjunto {y : |z — y| < ¢}
se quede en una carta coordenada. Concluimos entonces

lim lim A;(z,¢) = 0. (2.2.21)

e—0z—x

Lidiar con Ay es un poco mds complicado. Primero ponemos B(g) = B"(z) y
notamos que, si definimos F' = (R"*1\ Q)N B(e), entonces OF = A (x)U(0B(e)\ Q).
Aplicando el teorema de la divergencia en F, y notando que |z — -|'™™ es armdnica
en z, tenemos

- 2V yy)do(y).
/Ag(m)Q(z’y)dg(y) - /a Y| (y)do(y) (2.2.22)

B(e)\Q |z —

9 Siendo pedantes podriamos repetir la prueba que se dié cuando vimos que 4. f es continua.
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Argumentando como en la estimacién de A’, podemos meter el limite cuando z — x
en la segunda integral de donde obtenemos

T A (s o) — _TTY () do
tim f(m)A2( ') /aB(a)\Q o =yl o) (2.2.23)
_0(28)\9)
- :

donde la ultima igualdad se da pues la normal en 0B(e) estd dada por v(y) =
e Yy — z). Reescribiendo esto obtenemos
0B Q
fm lfm As(z,¢) = f() lim 7 (9BE)\ ) (2.2.24)

e—0z—x e—0 OneE™

Basta entonces probar que el limite de la derecha es % (notamos que esto es la
conclusién del Corolario 1.5.2, pero damos otra prueba aqui). Para ver esto primero
notamos que para ¢ suficientemente pequeno B(g) N0 estd contenido en una carta
coordenada, por lo que no perdemos generalidad en suponer que {2 es el dominio

arriba de la grafica de una funcién Lipschitz, i.e.
Q={(w,t) e R" xR :t> p(w)} (2.2.25)

para alguna ¢ : R®™ — R Lipschitz.

La idea es sencilla: A escalas pequenas 02, cerca de algin punto de diferenciabili-
dad x, se ve como un hiperplano H, pero si H, es uno de los semiespacios generados
por este hiperplano o(Hy N B(e)) = 22

Primero supongamos, abusando de la notacién, que x = (x, ¢(x)) = (0,0) es un
punto de diferenciabilidad de ¢ y que Dp(0) = 0. Por definicién esto quiere decir

que

sup lo(y) — (0)]

—0 cuando 7 — 0 (2.2.26)
w<r 1y =0

pero recordamos que si definimos el cono
Co(s) = {(w,t) e R" x Ry : slw| < t}, s>0 (2.2.27)

entonces la condiciéon anterior la podemos traducir en que para toda s > 0 existe un
e > 0 tal que si |y| < € entonces

(y,¢(y)) ¢ —Col(s), o en otras palabras,

dB(g) N —Co(s) C R™1\ Q. (2.2.28)
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Pero notamos que del teorema de la divergencia (aplicado en el conjunto E = {z €
R : 2z € —Co(s), e <|z| <1} (ver figura 2.4) y la funcién divV® = Ad

Y Y
—— v(y)do(y) =/ o - v(y)do(y). 2.2.29
/8B(5)ﬁCo(s) |y|" 1 9B(1)N—Co(s) |Y]" T ( )

Figura 2.4: El conjunto E. Notamos que v(y) L y en la frontera lateral.
Como € — 0 cuando s — 0, tenemos

/ Y y(y)daly) = o (9B(1) N —Co(s)) = 2 cuando s — 0.
OB(1)N—Co(s) [Y[" 2

(2.2.30)

Ademas, como 0B(g) N Co(s) C 2, vemos por el teorema de convergencia dominada
que

, , Y On
lim Q(0,y)do(y) = lim —— - y(y)do(y) = —. 2.2.31
=0 Jap(e)\Q =0 Jop1)n—co(s) Y[ 2 ( )

Si Dp(0) # 0 consideramos ¢1(z) = p(x) — Dp(0)x y el dominio asociado 2. ¢y
satisface las hipdtesis y equivale, en términos de la medida o (83 (r)\ Ql) a hacer
una rotacién (ver la prueba de la Proposicién 1.5.5).

Esto termina la prueba de la férmula. Ahora si f = ), fre; simplemente apli-
camos la féormula término a término, por lo que el resultado es cierto para f R,11)-
valuada.
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El resultado andlogo para los Q¥ es el siguiente.
2.

lfm Q7 (z,y) ® f(y)do(y) = lim Q7 (z,y) ® f(y)do(y). (2.2.32)
Ts(2)32—e J o =20 Joo\A. (z)

Como antes podemos suponer que f es real. Si descomponemos la integral de la
izquierda, de la misma manera que en el caso anterior, en A + A’, es inmediato que

lim lfim A’(z, ) = lim Q" (z,y)do(y). (2.2.33)

e—0z—x e—0 ONAL (2)

Analogamente A = A; + A, donde lim, lim, A; = 0. Por lo tanto basta_estudiar As,
pero por el teorema de la divergencia tenemos, poniendo 2 = R""\

Uz, y)do(y) = Uz, y)do
[ @it = [ Qi)

9B (e)\Q

+ / (0.0,8( —y) — ,0.8(= —y))dy  (2.2.34)
B(e)nQ—

=/ QY (z,y)do(y).
dB(e)\Q

Por lo tanto podemos meter el limite en z en la dltima integral y ademas notamos
que para y € 0B(e) tenemos v(y) = e (y — x), i.e.

(s do () — (yj — ) (@ — yi) — (i — ) (05 — yj) 5
/8 B(E)\_Q (z,y)da(y) /6 - e do(y)

Q

= 0.
(2.2.35)

Por lo tanto

lim lim Ay(z,¢) =0 (2.2.36)
e—0z2—2x

y la férmula queda probada. Combinando (2.2.15) y (2.2.32) el resultado es inmedia-

to. [

Este teorema nos dice que una manera natural de interpretar la integral en la
definicién de € es como valor principal, el siguiente resultado nos dice que los limites
puntuales siempre existen.
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Lema 2.2.2. Sea f Lipschitz a soporte compacto entonces lim. o %.f(x) existe o
para casi todo x.

Demostracion. Claramente basta probar que, para algin r > 0,
lim K(z,y) ©v(y) © fy)do(y) (2.2.37)
e=0 e<|z—y|<r

existe. Nos vamos a fijar en el limite de los truncamientos asociados a @, Q% como
en el teorema anterior. Primero notamos que podemos tomar r tan pequeno que el
dominio de integracion esté contenido en una carta coordenada, por lo que no perde-
mos generalidad en suponer que €2 es el dominio arriba de la grafica de una funcién
Lipschitz. Ademds tenemos, con Ay, = Ay(x) para cualquier s > 0 (recordando que
basta suponer f real),

[ K@ orni@is) = [ K@) o) (1)~ ) ol

An\A.

+ / K(2,y) © v(y) f(x)do(y)
Ar\A

= A+ B,
(2.2.38)

y el limite de A es sencillo ver que existe, apelando al teorema de convergencia
dominada, pues

K (z,y) ©v(y) © (f(y) — f(2))| < Clo —y[ " (2.2.39)

y esta tltima cantidad es integrable en |z — y| < r. Usando la notacién del teorema
B(s) = B""!(z) y usando la misma técnica que este vemos que

z,y)do(y) = z,y)do(y) — z,y)do
/AT\AEQ( pa () /83(7«)\962( y)do(v) / @, y)do(y)

dB(e)\Q
= r "0 (OB(r)\ Q) —e " (0B(e) \ Q) (2.2.40)
—1r "o (0B(r)\ Q) — %, cuando € — 0.

y andlogamente para Q% tenemos

4z, y)so(y) = 9z, y)do(y) — 9z, y)do(y).
[ @ =] @it~ [ Qo

OB()\Q (2.2.41)
=0

Esto termina la prueba del lema. O
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Esto nos dice que todo funciona bien para funciones con cierta regularidad. Para
ver lo que pasa con funciones en LP tenemos que estudiar los operadores maximales
6., N (ver la seccién 1.5 para la definicién de esta tltima). Para ver esto supongamos
que para alguna p € (1,00) tenemos una cota de la forma

INCANe < Cllflle,  Vf € LP(09), (2.2.42)
donde C no depende de f y consideramos el conjunto
A\ fL ) = {x € 0Q : limsup C' f(2) — liminf C' f(2) > )\} (2.2.43)
I'sz—a 3z—z

dondeI' =T'4(x), I e N*" y Cf = >, C! f;. Tomamos ( f;,) una sucesion de funciones
Lipschitz a soporte compacto tal que || fx, — f||z» — 0 y calculamos

o(A) <o ({x dimsup () ~ 1€ fi(2) > )\/2})
+ o ({o: tmc! fulz) —lminfC! £(2) > A2} )
—0 ({x AimsupC(f — f)(z) > /\/2})

+o ({x : h’mzinfCI(fk — )(z) > )\/2}>
<o ({n: NC(f — o)) > M2}) + o ({r - NC(f — fi)(2) > A/2))

5 <2HNC(f)\— fk)”LP)p <9 (2C\|f ; kaLP)p koo .

donde usamos, para la primera desigualdad, el hecho de que el limite no tangen-
cial existe o-c.d. para C!f;, y la desigualdad de Chebyshev en LP para la primera
desigualdad en el ultimo renglén.

Esto entonces nos da que si podemos asegurar que N'C es acotado en LP entonces
los limites no-tangenciales de C f existen o-c.d. para f € LP(0€, R,41)). Supongamos
ahora que también tenemos una cota de la forma

(2.2.44)

IN

1€ flle < CllFllze- (2.2.45)

Entonces un argumento anédlogo al anterior muestra que lim._,o ¢- f existe o-c.d. para
f € LP y ademas la identidad del teorema 1 sigue siendo valida. Ver esto es, como
se dijo, andlogo al caso anterior salvo que ahora consideramos al conjunto

As(\, f, 1) = {x € 00 : limsup €’ f(z) — limionf‘é_ff(x) > )\} (2.2.46)
e—

e—0
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para ver la existencia del valor principal, y el conjunto

I'sz—z

As(\, f) = {SB € 0N : limsup |Cf(z) — %f(l‘) —Cf(x)

> A} (2.2.47)

para probar la validez de la identidad. Hay que mencionar que, como |6.f| < %.f,
el lema de Fatou nos da que

16 e < Yminf || zo < €S ller < ClI 2o (2.2.48)

lo que implica la continuidad de € en LP.
Hecho esto ahora estudiamos las propiedades NC y %, como operadores en LP.
El primer resultado nos dice que basta fijarnos en .

Teorema 2.2.2. Sea f € LP(0Q), 1 < p < oo, y B > 0 entonces existe C =
C(B,p,Q) tal que, con N' = N3,

N (Cf) (z) < OMf(x) +C.f(x), V€ Q. (2.2.49)

Demostracidn. Sea K : R"1\ {0} — R"™! como la definimos antes', i.e.

K(z) = ||— r € R™\ {0} (2.2.50)

Tenemos entonces que existen C; tal que para todas z,y € R"™ con z # y'!,

|K(z—y)| <Oz —y|™, |[VEi(z —y)| < Cole—y|™ i=1,...,n+1L
(2.2.51)

En lo que sigue fijamos z € 00 y z € I' = I'3(z). Ponemos ademés r = (1 + f)d(z)
con d(z) = d(z,09). Definimos entonces

Ag={ye€d:0< |y—z| <2r},

2.2.52
Ay ={yeo:2"r <|y—a| <2y}, ( )

Siy € Ag entonces [z —y| > d(z) = 15 entonces, dado que o(Ag) < C(Q2)r" y de la

0Recordamos que en este caso K(z,y) = K(z — y).
HBasta notar que las parciales de K; son homogéneas de grado —n — 1.
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definicién de M f tenemos

K (2 — )|/ )ldo(y) < Oy / 12— || ()ldo(y)

Ao

<c, (”ﬁ)” [ \tinto)

r (2.2.53)

< C(Q) | | f(y)|do(y)
< CMf(x).

Ademas tenemos
/ K(z—y)ov(y) © f(y)do(y) = / Kz —y)©v(y)© f(y)do(y)
AN\ Ag O Ao

s [ (K- y) - K- ) ©(0) © f)doly)
89\ Ao

- Bl + B27
(2.2.54)

y claramente
|Bi| = [ f (x)] < Cof(x) (2.2.55)

por lo que basta estimar By. Para esto primero notamos que, por el teorema del valor
medio

Ki(z—y) - Ki(x—y)| < sup |[VEi(w)||z — |, (2.2.56)

we[z—y,x—y]
donde

=y =yl ={Az-y)+ (1 =Nz —y): A [0,1]}
={\z—2)+(x—y): A€ [0,1]}.

+

(2.2.57)

Ahora, si y € A con k > 1 entonces, dado que |z — x| < r por definicién, de la
desigualdad del tridangulo obtenemos

Nz —2)+ (=) > |z —y| = Mz — 2| > 28 = Xr > (28 —1) > 281 (2.2.58)
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En particular si podemos aplicar el teorema del valor medio, pues [z — x,x — y] C
R™\ {0}. Mas atin, combinando estas dos tltimas estimaciones (2.2.56),(2.2.58)
junto con la cota de VK; (2.2.51) llegamos a que

[Ki(z = y) = Ki(w —y)| < (274r) " = 270y
= 22~k (k) ™" (2.2.59)
= C(n)27" (28'r) .

Con esto entonces podemos estimar By como sigue: Ponemos A, = {y € 90Q :
|z —y| < 2¥1}

|Bo| < C(n)27" (28F17) Z/ y)|do(y)

(2.2.60)
cQ,n 22 ][ y)|do(y) < CMf(z).

Como z € I'g(x) fue arbitrario, podemos tomar el supremo. Esto termina la prueba
del teorema. ]

En lo que sigue consideramos {2 acotado. La razéon es que, mientras que este
caso es facil reducirlo al caso de el dominio arriba de una grafica, nuestras cotas
dependen de manera fuerte en que podamos cubrir a J€2 con un numero finito de
cartas coordenadas, ademas de que 0f) tenga medida finita. Una pregunta interesante
seria entonces dar condiciones naturales para que el resultado se extienda a dominios
no acotados més generales que la epigrafica de una funcion Lipschitz. La respuesta
a esto es estudiar la clase de dominios uniformemente rectificables (ver la siguiente
seccién)

Sea entonces €2 un dominio Lipschitz acotado. Tomamos (Uj, ¢;)72; una sucesion
finita de cartas coordenadas tal que

1. 002 C UU;.
2. 2U; es un carta coordenada.'?

Tomamos ahora una particiéon de la unidad continua (y finita) (1;) subordinada a
esta cubierta. En otras palabras

12Recordamos que los U; son cilindros, por lo que 2U; significa el cilindro con el mismo centro y
dos veces el radio y la altura.
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1. ¢; € C(092) con sop(¢;) C Uj.
2. 0< ;< 1.
3. Y in j(z) = 1 para toda x € 9.

Por la tercera propiedad tenemos, para toda ¢ > 0,

m

Cfx) =D C(fvy) (x). (2.2.61)

j=1

Por lo tanto basta estimar el operador %, en funciones g soportadas en cartas coor-
denadas pues si tenemos tal estimacion entonces

G fllee < Z 1€.(Fei)llr < Cp,©2,m) Z [ sllr < Clp, ,m)|| fllLe, (2.2.62)

donde en la tltima ecuacién usamos la desigualdad af +---+af < Ci(k,q)(a1+- -+

a)? vélida para 0 < ¢ < 1. Ahora para estimar estos términos primero notamos
14

que

) = [ K ovy) o W e)in) (2269

entonces, poniendo g = f;, obtenemos

||Cg*g‘|[£p(ag) < C(p) (HCK*QHZP(QUj) + Hcg*g||z]ip(ag\2(]j)) : (2.2.64)

El segundo término es facil de acotar: Existe § > 0 (que dependo sélo de diam(Uj))
tal que siy € U; y x € 002\ 2U; entonces |z — y| > §. Entonces, para tales x vemos

que
9@l < ( /|

J

p
5‘”|g<y>lda<y>> < o(U; N0 gl o, (2.2.65)

donde usamos la desigualdad de Jensen para la ultima desigualdad. Integrando esto
sobre €2 \ 2U; tenemos que

1.9l o @0rov;) < C(Q,Uj, p) 9] 2o o0 (2.2.66)

BLo importante a notar aqui es que C; — oo cuando k — 0o
4En lo que sigue generalmente omitimos el factor 0,1 en la definicién de ¢’ y sus variantes
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Entonces nos basta estudiar el primer término en (2.2.64). Primero vemos que en
nuestro sistema coordenado, podemos poner ¢; : R" — Ry considerar (2; el dominio
arriba de la gréfica de ¢;. De esta manera tenemos la cota trivial

€29l 2v;) < [|€ogllrion;) (2.2.67)

pero ademads, como sop(g) C U; tenemos que, extendiendo g como cero al resto de

08y,

e>0

o) =sp|[ Ky orw o). @26)

yEBQj

Por lo tanto, es suficiente tratar el caso de graficas. Supongamos entonces que 2 =
{(z,t) e R" x R : t > ¢(x)} para alguna ¢ : R" — R Lipschitz con [p]; = M < oo.
Para empezar notamos que, como |v| = 1, el operador de multiplicacién (izquierda)
por v es unitario, i.e.

M, : LP (0%, Rni1y) — LP (090, Rn1))
f=vf

es acotado con ||M,f|l, = ||fll, para toda p € [1,00). Por tanto basta estudiar el
operador con nicleo asociado K. En otras palabras, basta considerar el operador

(2.2.69)

C'f(r) = ., K(z,y) ® f(y)do(y) (2.2.70)

interpretado de la misma manera que % (i.e. con ayuda de los operadores €. y €),
pues

C.f(x) = (€ o M,f) (2). (2.2.71)

Ahora, como estamos en coordenadas euclidianas, podemos darle una forma ex-
plicita a K de la siguiente manera: Si escribimos x = (2/, p(x)) € 0, con 2’ € R,
y analogamente con y, podemos escribir

7' =y + (p(@) — ¢(y))
¢ f(z) =
) v (@ =y, p(2") = p(y)) "+
donde U; = {y : |2/ — ¢ + (¢(x) — ¢(y))| > €} e identificamos una funcién f definida

en Jf) con la que define en R" de manera obvia (Que no afectamos la integrabilidad
de f al hacer esto se sigue de que V¢ € L*°). De manera anédloga, como

O fW) (1+|VeW)R) dy,  (22.72)

1< (14 |Vg]?)? <1+ M2, (2.2.73)
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podemos olvidar este término (o méas formalmente pegérselo a f). Si llamamos a este
ultimo operador igual entonces tenemos que estudiar

T B R AR 0)) Nof
¢ f(a') = o [(x" — 5, (') — () |"+! °fW)dy (2.2.74)

= K’([B/,y/) @ f(y/)dy/
Ue

que estd definido enteramente en R™. Este es casi un operador singular usual, la tinica
diferencia es el dominio de integracién que se usa para los truncamientos es U., que
no es exactamente el usual |z’ — y/| > €. Probamos entonces que, en considerar el
segundo dominio cometemos un error controlado por la funcion maximal de Hardy-
Littlewood. En otras palabras

Lema 2.2.3. Eziste C' = C(n, ) tal que para toda x € R™ tenemos

sup
&g

/|— | K'(z,y) © f(y)dy — ; K'(z,y) © f(y)dy| < CMf(x).  (2.2.75)

Demostracion. Definimos V. = {y : |[t—y| > €}. Como ¢ es Lipschitz con seminorma
M, tenemos

& =yl < |z —y,0(x) — o(y))] < (1+ M?)2|z —y), (2.2.76)

por lo que, si M' = +/1+ M?, entonces V. C U, C Vi, de donde

K'(x,y) © f(y)dy
UE\V5

< /V K (z,9) © f(y)|dy

M’E\‘/S

< / ()l dy
e<|z—y|<M'e

<o / F)ldy
le—y|<M’e

< M'nwn][ F(w)ldy
|z—y|<M'e

< OMf(x)

(2.2.77)

que es lo que se queria probar. Notamos que C' = C'(n, M). O
Corolario 2.2.2. Existe C = C(n,p) tal que para toda x € R"

K'(z,y) ® f(y)dy| < CMf(x) + sup

Ue e>0

sup
e>0

/| Ko i) 227)
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Ahora simplemente notamos, como antes, que podemos escribir f = >, fre; y
escribir el operador en términos de sus coordenadas reales. Por lo tanto basta estudiar
los operadores 77 con 0 < 7 < n donde

o _ o(x) — oY)
o= /| @ =3, 0(0) — p(? WY

- Kensw

j_ ri—Yj
g /| @ = p@) - ey W

= Renwa

(2.2.79)

donde f:R" — R, pues K' =% K7.
Notamos que todos los T} caen en el caso general de operadores con nicleo

N(z,y) = ale) —oly) (2.2.80)

(I =y + lpa(2) — a(y)?) =
con ¢; : R®™ — R Lipschitz. Estos operadores se trataron en los preliminares, en
donde se probé que en efecto los operadores maximales T7 son acotados en LP para
1 < p < oo (ver Corolario 1.9.4). Concluimos esta seccién resumiendo todo lo anterior
en el siguiente

Teorema 2.2.3. Sea 2 un dominio Lipschitz con frontera acotada o la epigrdfica
de un funcion Lipschitz y sea 1 < p < oo. Si f € LP(0S),R(,41)) entonces €f €
LP(0SY, Rny1y) y ademds existe C' = C(p,Q) tal que [|€ f|» < C| flle. Mds ain el
operador maximal €. f satisface una cota andloga.

Por otro lado la funcion monogénica Cf tiene limites no-tangenciales o-c.d. dados
por (2.2.13) y ademds la funcidn mazimal no-tangencial satisface que eziste C' =

C(,p, B) tal que [IN(C)llr < C|lf]r-

2.3. Extensiones

Para presentar las extensiones de los resultados de este capitulo necesitamos
algunos preliminares.
Recordamos que F' : R® — R™"! es bi-Lipschitz si existe M > 0 tal que

Mz —y| < |F(z) — F(y)| < M|z -y, Vz,y € R". (2.3.1)



2.3. EXTENSIONES 115

En este caso si £ C R” decimos que F'(F) es imagen bi-Lipschitz de E.
En particular, si f : R" — R es Lipschitz con [f]; = M’ entonces F : R" — R"!
dada por F(z) = (z, f(x)) es bi-Lipschitz con constante M <1+ M’.

Definicién 2.3.1 ([16, Definition 1.33]). Sea ¥ C R"™™! cerrado. Decimos que ¥
tiene pedazos grandes de imdgenes bi-Lipschitz si existen constantes M,a > 0 tal
que para toda r > 0 y x € X podemos encontrar un compacto A C R™ y una funcion
bi-Lipschitz F : A — R™"! con constante < M tal que

c(ENF(A)NB.(z)) > ac(XN B, () = ar”. (2.3.2)
Si 3 es compacto pedimos esto para r < diam(X) por ejemplo.

Ejemplo 2.3.1. Claramente toda grdfica Lipschitz tiene pedazos grandes de imdgenes
bi- Lipschitz. Mas generalmente todo dominio Lipschitz acotado también satisface es-
to, por el caso para grdficas y la definicion de dominio Lipschitz. Mas generalmente
tenemos el siguiente resultado

Teorema 2.3.1 ([15, Theorem 1]). Sea ¥ C R™" cerrado y Ahlfors reqular tal que
existe Cy > 0 con la siguiente propiedad: Para toda x € X yr > 0 existen xq1,x en
diferentes componentes conezas de R"1\ ¥ tal que

d(z,x;) <r Yy Beyr(z;) C R™H\ 3. (2.3.3)
Entonces Y2 tiene pedazos grandes de imdgenes bi-Lipschitz.

Esto en particular implica que dominios NTA y Ahlfors regulares tienen pedazos
grandes de imagenes bi-Lipschitz.

Definicién 2.3.2. Decimos que X es uniformemente rectificable, abreviado UR, st
Y es Ahlfors reqular y tiene pedazos grandes de imdgenes bi-Lipschitz.

El ejemplo anterior se puede poner entonces en la forma: Todo dominio NTA y
Ahlfors regular es UR.

En lo que respecta al operador de Cauchy y su continuidad empezamos con
Proposicién 2.3.1. Sea F : R" — R"*! bi-Lipschitz, entonces si Ki(z) = z;/|z|" "1,

z € R™ y definimos el operador

T'f(z) = lim K, (F(x) — F(y)) f(y)dy. (2.3.4)

e—0 |1'7y|>€

Entonces T es acotado en LP(R™) para toda 1 < p < oo.
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Como F' es bi-Lipschitz tenemos que H"{ FRn) H”‘Rn y concluimos, dado que

el nicleo del operador de Cauchy-Clifford es K = > Kje;, que € es acotado en
LP(F(R"™),0) para toda 1 < p < oco. En otras palabras € es acotado en cualquier
imégen bi-Lipschitz de R"™.

La prueba de la proposicion se basa en el siguiente resultado, que se puede ver
como una generalizacién del Teorema 1.10.2 y se obtiene via el método de rotaciones.

Proposicion 2.3.2 ([38, Chapter9,Theorem11]). Sea A : R" — R""! Lipschitz y
G € C(R™Y) impar. Entonces el nicleo

N(z,y) =G (W) lz —y|™" (2.3.5)

define un operador (como en la Proposicion 1.9.1) acotado en LP(R™) para toda
1 <p<oo.

En nuestro caso A = F'y G = K;. Claramente K; no es suave pero en nuestro
caso |F(z) — F(y)|/|z — y| = 1 por lo que podemos cortar la singularidad de K; sin
afectar el nicleo N.

Teorema 2.3.2. Sea X cerrado y Ahlfors reqular. Supongamos que existen Cy, Cy, 5 >
0 tal que para toda x € X y r > 0 existe un conjunto A C R"™! con las siguientes
propiedades

1. A es Ahlfors regular con constantes Oy, C.
2. o(XNANB,(x)) > Bo (XN B,(x)).

3. Para toda f € C.(R") tenemos que

||Tﬁx,*f(95)||L2(A) < Col| fllz2ay, (2.3.6)
donde definimos
T g =sw| [ K w)da)]. (237)
e>0 |x7y|A>€
ye

Entonces existe C > 0 tal que

7% fllzz) < Coll fllzz ). (2.3.8)
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En otras palabras, si sabemos que a cualquier escala tenemos pedazos grandes
de superficies en donde podemos acotar uniformemente los operadores asociados a
los truncamientos entonces lo mismo es cierto de ¥. En particular Tgv* es acotado
siempre que X sea UR.

La prueba de este teorema se basa en las llamadas ‘good A inequalities’, que dicen
lo siguiente:

Proposicién 2.3.3 ([13, Lemme 12]). Sea (X, 1) un espacio de medida yu : X — R
medible tal que, excepto en un conjunto de medida finita, uw = v € LP(u). supongamos

ademds que existe 0 < n < 1 y, para toda € > 0 una constante v > 0, tal que para
toda A > 0

p{xr e X tu(z) > (14+e)A, v(z) <er}) < (1 —n)u({xr e X :u(z) > A}). (2.3.9)
Entonces existe C = C(p,e,n,) tal que |[u||rruy < ||v]|oro()-

Siendo informales lo que dice la proposicién es que si © = v en un conjunto
grande y tenemos un control local ‘débil’ pero uniforme de u en términos de v,
entonces tenemos un control global (que es justo la filosofia del Teorema 2.3.2).

La extension buscada es consecuencia entonces de todo lo anterior. Formalmente
tenemos

Teorema 2.3.3. Si Q) C R satisface que OS2 es UR entonces € define un operador
acotado en LP(0R2) para toda 1 < p < oo.

De hecho, recientemente se probé que si los operadores con ntucleo K; son todos
acotados en X (a priori Ahlfors regular) entonces ¥ es UR (ver [43]). Esto nos dice
que, al menos en la clase de conjuntos Ahlfors regulares, UR es lo mas general que
podemos esperar donde € es continuo.

Nos gustaria poder tener un andlogo completo del Teorema 2.2.3 en esta generali-
dad. La primera parte esta contenida en el teorema anterior. La cota para la funcién
maximal no es dificil obtener pues para obtener

N(CF)(x) < Mf(z) + C.f () (2.3.10)

no usamos la regularidad de €2, por lo que este resultado sigue siendo valido. Para
ver las llamadas férmulas de salto (2.2.13) nos basta poder tener un teorema de la
divergencia en general y que 0f2 tenga buenas aproximaciones por hiperplanos o-c.d.
(para poder conclufr que e "o, to(B.(x) \ Q) — 1/2 para casi toda z). La respuesta
a esto es usar conjuntos de perimetro localmente finito (ver [19]). El teorema de la
divergencia es entonces
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Teorema 2.3.4 ([27, Theorem 3.2.8]). Sea Q2 C R"™! acotado o de frontera no aco-
tada tal que (O \ 0,Q0) = 0 y 9Q Ahlfors regular. Supongamos que u € C(Q, R" 1)
satisface

1. div(u) € LY(Q).
2. Nue L'(0Q) N LY

loc

(0R2) para algin p > 1.
3. u tiene limites no-tangenciales o-c.d.

Entonces, si v denota la normal exterior en el sentido de medida, tenemos

/Qdiv(u)dx = /69 u - vdo. (2.3.11)

De hecho, en este caso particular, nos bastaria un resultado como el Lema 1 en la
seccién 5.7 de [19], pero con las mismas hipétesis (ya necesitabamos Ahlfors regula-
ridad para estudiar %), tenemos este resultado que ademds nos permite generalizar
los resultados de las secciones 1.7 y 1.8 a un contexto mas general.

Concluimos con el resultado

Teorema 2.3.5. Sea Q C R™™! tal que 9 es UR y o(00\ 0,2) = 0. Entonces las
conlcustones del Teorema 2.2.5 son vaildas.



Capitulo 3

Medida armoénica y limites no
tangenciales

Empezamos este capitulo con un breve recordatorio de la definicion de funciones
armonicas y sus propiedades basicas. La mayoria de los resultados se dan sin prueba
pero pueden consultarse en libros bésicos de ecuaciones diferenciales (por ejemplo
[18]). Enunciamos también algunos resultados un poco mas elaborados de regularidad
hasta la frontera, que se pueden consultar en [21].

Después pasamos a definir la medida armoénica de un dominio regular para el
laplaciano. Lo resultados de esta parte pueden consultarse en [24].

El resto del capitulo esta dedicado a probar el siguiente resultado

Teorema 3.0.6. Sea Q C R™™ un dominio Lipschitz. Sean E C 09 y u una funcion
armoénica en Q tal que, para alguna o > 0, Nyu(y) < M para y € E (ver la seccidn
1.5 para las definiciones). Entonces existe F' C E con o(F) = 0 tal que para toda
6>0
;:1_1% u(z) existe para toda y € E \ F. (3.0.1)
z€lz(y)
En otras palabras, si una funcion armoénica estd no-tangencialmente acotada en
algtin conjunto en 052, entonces tiene limites no-tangenciales o-c.d. en dicho conjunto.
Para probar esto necesitamos pasar por la medida armoénica. Para ver que esto es
natural podemos considerar el caso de 2 = B la bola unitariay £ = 0B. En este caso
tenemos que las medidas arménicas estan dadas por dw”(y) = K(z,y)do(y), donde
K es el nucleo de Poisson de B! y la prueba del teorema en este caso se reduce a
probar que, en cierto sentido, K se comporta como una identidad aproximada:

2
'En otras palabras K (z,y) = cn%.

119
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Para toda 0 < r < 1 tenemos que
u(re) = /aBu(ry)K(x, y)do(y), xr € B. (3.0.2)
Por convergencia débil-* en L*°(0) tenemos la representacion, con f € L*>(0),
u(z) = . fy) K (z,y)do(y). (3.0.3)

Entonces, si tomamos = € I',(2),

u() — £(2)] < / 1) = S . p)do)

< ( / r / B\w)) ) = FNE (2, p)do(y)

donde A4(z) = Bs(z) N 0B. La segunda integral tiende a cero cuando x — z pues

(3.0.4)

K(z,y) < C(s,n,a)(1 —|z|?), y € 0B\ A4(2), (3.0.5)

que es facil ver de la representaciéon explicita de K. Por otro lado, la primera integral
la podemos estimar como sigue: Ponemos R; = Aygjy(2) \ Agi-14(2) donde t = |z — 2|
es pequeno. Entonces tenemos que

1

K(z,y) < C(n, Q)W,

y € R;. (3.0.6)

De esto concluimos que

N

[ 1)~ K ity ><]§;2]2W [, W@ = et

SCZ%][ 1) - fG)ldoty) BOD

< C(n.o sup][ F(y) = F(2)ldo(y).

La conclusion sigue siempre que z sea un punto de densidad 1 de f.
Los puntos principales en la prueba son

1. B es estrellado respecto de 0.
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2. La representacién (3.0.3).
3. Estimaciones para las integrales en (3.0.4).

La condicién 1 nos permite considerar u(ry), que simplifica la discusién. En la
primera seccién entonces generalizamos esta propiedad a una clase de dominios que
nos permitiran aplicar estos argumentos en general.

Aunque en principio no sabemos siquiera que la medida armoénica sea absolu-
tamente continua respecto de la medida de superficie, la representacién (3.0.3) la
podemos poner en la forma

. fy)dw®(y) = . Fy)N (2, y)dw(y). (3.0.8)

Donde N = dw®/dw®, que vale en dominios Lipschitz en general.

El dltimo punto, junto con lo anterior, nos dice que podemos cambiar estimaciones
para K por estimaciones para N. Esto es el propésito de la segunda seccion, en donde
obtenemos los anélogos de (3.0.5) y (3.0.6) para N.

En la tercera seccién obtenemos el resultado local, i.e. para E C 0f), via unos
dominios generados a partir de conos interiores de €). La idea, siendo informales,; es
la siguiente: Tomamos Qp = Uyepl's(y), entonces Qg es un dominio Lipschitz y u
esta acotada en Qg por lo que los resultados de las secciones anteriores implican
convergencia no-tangencial wg-c.d.? en 9Qg. Concluimos notando que wg(F) = 0
implica w(F) =0si F C E.

Todo esto nos da el Teorema 3.0.6 con un conjunto excepcional F' de w-medida 0.
La ultima seccion esta dedicada a probar que w < ¢ < w. Para esto obtenemos una
estimacién del estilo (v denotando la normal exterior a 2 y G la funcién de Green
de Q)

w'(A) G0,y —rv(y))

o(A) r ’
Con los resultados de las secciones anteriores podemos concluir que el lado derecho
tiene limite, cuando r — 0, w®-c.d. por lo que el w <K o sigue, esencialmente, del
teorema de diferenciacion de medidas de Radon. Para ver la otra parte probamos que
dw/do € L*(0) y una cota uniforme para la norma L? de esta derivada, concluyendo
via un cambio de escala y un argumento por contradiccion.

En la iltima secciéon damos referencias para generalizaciones de estos resultados,
por un lado a operadores elipticos en forma de divergencia en dominios Lipschitz, y
por otro de funciones armonicas en los llamados dominios NTA.

A =A(y). (3.0.9)

2wg denota la medida arménica en Q.
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3.1. Funciones armonicas

Definicién 3.1.1. Sea U un abierto en R"™. y u € C*(U). Decimos que u es
armonica en U si

Au = Uy en U. (3.1.1)

En lo que sigue U siempre denota un abierto y u una funcién armonica en U.

Proposicién 3.1.1 (Propiedad del promedio). Sean x € U y r < d(z,0U) entonces

u(z) Z]ér(x) u(y)dy =]£Br(x) u(y)do(y). (3.1.2)

Proposicién 3.1.2 (Regularidad). u € C*°(U) y para todo compacto K C U, k € N
existe C' = C(K,k,n,U) tal que

sup [ D*u| < C'sup [ul. (3.1.3)
K U

Proposicién 3.1.3 (Principio del maximo). Siu tiene un mdzimo (minimo) interior

entonces u = ¢ constante. Si asumimos U acotado y u € C(£2) entonces

sup % = sup u. (3.1.4)
U 0

Proposicién 3.1.4 (Desigualdad de Harnack para B;). Si U = By(0) y u € C(U)
positiva entonces

1 — |z]

Proposicién 3.1.5 (Lema de Hopf). Supongamos que u € CY(U) y que existe xg €
0 tal que u(xo) > u(x) para toda x € U entonces

@
ov

(x0) >0, v la normal exterior. (3.1.6)

Proposicién 3.1.6 (Convergencia mondétona). Sea u; una sucesion de funciones
armonicas en U tal que u; < ujrq para toda j. Entonces u; diverge a infinito en U
o converge uniformemente en compactos a una funcion armonica.
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Proposicién 3.1.7 (Estimaciones de Schauder). Sea y € 0U y supongamos que
existe una vecindad V de y tal que UNV de vé como el dominio arriba de la grdfica
de una funcion C** para alguna 0 < a < 1. Siu € C**(U) entonces existe C =
C(U,V,n) tal que

ullcze@avy < C (Jlullcze@o) + JullLe@)) (3.1.7)
donde ponemos

l9llew) = sup g, llgllcze@) = llgllew) + I1Dgllcawy + |1 D?*gllcw) + [D?la

[g]a: sup |g($(7)_— giy)’
syeU |z =y

(3.1.8)

La norma en la frontera es el infimo de las normas en R"™! de las extensiones C*®
de ulaq.

Proposicién 3.1.8 (Regularidad eliptica). Supongamos U suave, u € C(U) y que
ulaq admite una extension suave a R™™ entonces u € C(U).

Ejemplo 3.1.1. Si u es una funcion holomorfa en una abierto U C C entonces
Re(u), Im(u) son armdnicas en U. Esto se puede ver del hecho que

2

— — 3.1.9
‘g0 =0 (8.1.9)

ARe(u) + iAlm(u) = Au

3.2. Medida armonica

Empezamos esta seccién con un recordatorio del método de Perron para resolver
el problema de Dirichlet para el laplaciano, referimos a [24] para los detalles.

Definicién 3.2.1. Sea Q C R™™ abierto, u € C(Q). Decimos que u es subarmdnica
en ) si para toda x € €} tenemos

u(z) §][ u(y)do(y), r < d(z,00). (3.2.1)
OB, (z)

Decimos que u es superarmonica si —u es subarmonica.
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Definicién 3.2.2. Sea f: 02 — R,

H ;(x) = sup {u(x) : u subarménica en Q y limsupu(z) < f(y), Vyé€ (9(2}

Qoz—y

H(z) = inf {u(x) : w superarmonica en Q y liminfu(z) > f(y), Vy € @Q}

Qoz—y
Definicién 3.2.3. Decimos que f como arriba es resolutiva si
Hy=H;=:Hy (3.2.2)
y ademas H es armonica en €.
Uno de los resultados més importantes es el siguiente
Teorema 3.2.1. St f es Borel medible y acotada, entonces f es resolutiva

Para ver el comportamiento en la frontera de Hy introducimos la nocién de ba-
rreras

Definicién 3.2.4. Sea x € 09, decimos que ¢ : 0 — R es una barrera en x si se
satisface

1. C es superarmonica en €.

3. (>0en)
4. mf{¢(y) :y € Q\ U} > 0 para toda vecindad U, de x (en R™ ).

Ademds, si las primeras tres condiciones se satisfacen con ) reemplazado por 2NV,
para alguna vecindad V, e ignorando la cuarta, decimos que ( es una barrera local.

Un resultado bastante 1til en este contexto es el siguiente
Teorema 3.2.2. Sea x € 02 entonces son equivalentes

1. Existe una barrera en x

2. FEmiste una barrera local en x

Definicién 3.2.5. Decimos que x € 02 es un punto regular si para toda f € C(0N)
tenemos

lim H(y) = f(z) (3.2.3)

Qoy—zx
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Entonces el resultado principal es el siguiente

Teorema 3.2.3. = € 0 es un punto regular si y solo si existe una barrera (local)
en x.

Definicién 3.2.6. Decimos que Q@ C R es regular para el laplaciano si todo
punto de 0S) es reqular o, equivalentemente, el problema

—Au = 0 en €}
{ u = g sobre 0f2 (3.2.4)

tiene siempre una solucion cldsica, para g € C(0S2).

Lema 3.2.1. Si para x € 0S) existe un cono circular C, con vértice en x y que abre
en una sola direccion tal que C, N Q) = {x} entonces existe una barrera en x

Corolario 3.2.1. 57 Q) satisface la condicion del cono exterior entonces es reqular
para el laplaciano. En particular, Q Lipschitz es reqular para el laplaciano.

Otra propiedad que sera 1util a la hora de aplicar el principio del méximo es

Proposiciéon 3.2.1. Sea Q reqular y f : 02 — R acotada. Supongamos que f es
continua en y € 0N). Entonces

lim He(x) = f(y). (3.2.5)

Qdz—y
En particular st U C 05 abierto, con f =1y entonces Hy € C(QUU).
Pasamos ahora a la medida arménica

Definicién 3.2.7. Dado 2 Lipschitz definimos la medida armonica con respecto a
x € Q, denotada w*, como la unica medida de Radon sobre 0S) tal que

u(z) = ., fdw®, VfeCoN) (3.2.6)

donde u es la extension armonica de f a Q.

Observacion 3.2.1. La existencia de w® es consecuencia del principio del mdximo
y el teorema de representacion de Riesz.
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Teorema 3.2.4. Sea f una funcion Borel medible y acotada en 0S) entonces f €
LY (w®) para toda x € Q y tenemos

fdw® = sup {U(a:) :v: 0 = R subarménica y limsupv(z) < f(y) Yy € 89}

o0 O0Sz—y

=inf ¢ w(z) : w: Q — R superarménica y liminfw(z) > f(y) Yy € 89}

Q3z—y

= u(z)

donde u es la extension armonica de f a ). En particular, si E C 0S) es Borel
medible tenemos

w®(E) = sup {v(x) :v: 2 = R subarmoénica y limsupv(z) < 1g(y) Yy € OQ}
Q3z—y

Q3z—y

= inf {w(x) cw: Q — R superarmonica y liminfw(z) > 1g(y) Yy € (9(2}

Corolario 3.2.2. Como funcion de x € € tenemos que w*(E) es armonica para todo

E C 0Q Borel medible.
Lema 3.2.2. Sean x,xzo € () entonces

W L wh KW’ (3.2.7)
Demostracion. Esto es nada mas una consecuencia de la desigualdad de Harnack:
Sean £ C 02 y u la extensiéon arménica de 1g a ). Por el principio del maximo

tenemos 0 < u < 1. Si escogemos x,xg € K C () compacto entonces la desigualdad
de Harnack nos da C' = C(2, K) tal que

<C (3.2.8)

o, de manera equivalente,

C~'w™(E) < w*(E) < Cw™(E) (3.2.9)
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3.3. Dominios Lipschitz estrellados

El objetivo de esta seccién es introducir los dominios que utilizaremos para probar
la existencia de limites no-tangenciales para funciones arménicas no-negativas en un
dominio Lipschitz. La ventaja de estos dominios es que tenemos un ‘centro’, lo que
nos permite estimar de manera mas sencilla la medida armonica del dominio.

Para empezar supongamos que tenemos f : S” — R, tal que 0 < 0 < f para
algin 0 > 0. Podemos definir un dominio de manera natural como

Q={r0 e R :0<r < f(0)}, (3.3.1)

recordando la representacién de un elemento x € R"*! en coordenadas polares 76,
con r € [0,00), # € S™. En este caso decimos que f define a .

Como estamos interesados en la clase de dominios Lipschitz, una condicién na-
tural sobre f es que esta sea Lipschitz. Para evitar dificultades técnicas pediremos
una condicién adicional que, en particular, nos da de inmediato la regularidad con
respecto al problema de Dirichlet para el Laplaciano.

Recordamos que dado {2 como arriba definimos

Q, =0, Q_=R"\ Q. (3.3.2)

Tenemos también, para y € 02, los conos fih(y), definidos como los conos circulares
rectos de apertura 0 < o < /2, vértice en y y truncados por la bola By(y), de tal
manera que f:h(y) abre hacia el 0, mientras que f’;h(y) abre en direccion opuesta
(en otras palabras es la refleccion del primer cono a través del hiperplano ortogonal
a y anclado en y).

Definicién 3.3.1. Sean f : S® — R, una funcion Lipschitz con 0 < d < f y € el
dominio definido por f. Decimos que € es un dominio Lipschitz estrellado si
ademds existen 0 < o < /2, h > 0 tal que para toda y € I los conos Fih(y) C Q..

Observaciéon 3.3.1. Hay que notar que la uniformidad de h respecto de y € 0S) es
solo importante en el sentido que estd acotada por abajo. En otras palabras podemos
pedir que, por ejemplo h = |y| + & (donde § es como en la definicion). Ademds,
haciendo o un poco mds pequeno de ser necesario, podemos pedir que tenga sentido
truncar estos conos por la bola de centro 0 y radio 6 (ver figura 3.2).

Definicién 3.3.2. Definimos el conos interior estdndar en un punto y € 052, deno-
tado T (y) como el cono de la observacion anterior (figura 3.2). El cono exterior,
'~ (y), es el reflejado, respecto del hiperplano ortogonal a y anclado en y, de Tt (y).
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’ B;(0)
<
A\

f_

Figura 3.1: Ejemplos de dominios estrellados

£\
y
MG

Figura 3.2: Los conos interiores estdndar I'T.

Observacién 3.3.2. Por construccion T (y) C Q para y € 0N, pero ademds, si
movemos este para poner su vértice en x =ty con 0 < t <1, si sequimos truncando
el cono obtenido por la bola de radio 6, dicho cono se sigue quedando contenido en
Q. Tiene sentido entonces poner I'T(x) como dicho cono.

Los siguientes dos resultados sirven dos propoésitos: Por un lado nos dicen que la
hipotesis de que f sea Lipschitz es redundante, y por otro que la clase de dominios
Lipschitz estrellados es suficientemente general. Esto tiltimo se verd cuando definamos
la clase de dominios especiales que son los que usaremos para localizar.

El primer resultado es sélamente un analogo de la caracterizacién de funciones
Lipschitz en R™ via conos que se quedan por arriba de su gréfica.

Proposicién 3.3.1. Sea f:S" = R, con 0 < < f. Entonces f es Lipschitz con

M = [f], == sup |f(61) — f(02)]

0, eSn |91 - 02|

(3.3.3)
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sty solo si
{1”0 cR"™ M0 -6, <r— f(91)} c Q. Vf(61)6, € 092. (3.3.4)

Demostracion. Supongamos que f es Lipschitz con seminorma M y sean 76,6, tal
que M|0 — 6] < r — f(0;). Supongamos que 7 € D entonces 0 < r < f(0).
Combinando esto tenemos

MO —0,] <7 — f(6;) < F(O0) — f(6:) < M| — 6y, (3.3.5)

que es una contradiccién, por lo que 6 € D_.
Para la otra direccién tomemos 6; € S™ y, sin pérdida de generalidad, supongamos
que f(02) > f(0), entonces por hipdtesis tenemos que, dado que f(03)0y ¢ D_,

M|0 — 01 = f(02) — f(61) = | f(62) — [(6:)] (3.3.6)
por lo que f es Lipschitz con seminorma M. O

Observacion 3.3.3. De manera andloga podriamos haber utilizado la inclusion
{r0 : M|0 —0,| < f(01) —r} C Qy, Vf(6,)6, € 0. (3.3.7)

lo que implica que teniendo la contencion interior o exterior implica la otra.
Estos conjuntos juegan el papel de los conos usuales en el caso de funciones en
R™ (ver figura 3.3).

Proposicién 3.3.2. Sean M > 0y 0 < s < v/2M+1 . Entonces existe M'(M,s) > 0
tal que tenemos, para R"™' > x =rf = (2/;t) con 2’ € R", t € R,

{r6: M|0 — e, 1| <r—1} N Bs(0) C {(2',t) : M'|2'| <t —1} N By(0)

Observamos que el conjunto de la derecha es un cono recto usual, que abre hacia
‘arriba’ con vértice en e,.;. En particular, estas dos proposiciones implican que
la condicién que impusimos sobre los conos en un dominio estrellado implican que
la funcién que define es Lipschitz: Modulo una constante multiplicativa, podemos
suponer que f(6;) = 1, rotando podemos suponer que #; = e,,1 por lo que estamos
en el caso de la proposicién. En otras palabras tenemos

Corolario 3.3.1. Supongamos que 2 un dominio definido por f :S™ — (8,00) que
satisface la condicion de los conos de la Definicion 3.3.1. Entonces f es Lipschitz.
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Figura 3.3: Conos en el caso esférico.

Demostracion Proposicion 3.3.2. La prueba se sigue del hecho que

{r0: M0 —e,n| <r—1}NB0)= | ] A,
0<t<s (3.3.8)
Ap i ={t0 : M|0 — epq1] <t — 1} NOB(0).

Supongamos valida la igualdad. Notamos que A; es simplemente la interseccion
de 0By(0) con el cono circular recto generado por el vértice 0 y los puntos de
Bu—1ym(ens1) NS™. Como esto conos comparten el eje e,41 y su angulo de aper-
tura crece con t, vemos que si « es el dngulo asociado al cono que define A, el cono
recto de apertura « satisface lo que queremos. Ademés es facil ver, usando la ley de
cosenos, que

(s — 1)

e (3.3.9)

cos(a) =1—

de donde obtenemos inmediatamente la dependencia correcta de M.

Basta entonces probar la primera igualdad de conjuntos. Tomemos un punto 6
en el primer conjunto, entonces 0 < r < sy M|0 —e,1| <r—1 por lo que 0 € A,.
De la misma manera, claramente A, se queda contenido en el primer conjunto. [J

Observaciéon 3.3.4. Si Q es un dominio Lipschitz estrellado entonces toda y € 0S)
se queda en una carta coordenada de tal manera que el sistema coordenado de esta
estd dada por {y}*+ x Ry y 0Q estd dada por una funcion Lipschitz ¢ : {y}*+ — R.
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Por compacidad podemos pedir que el radio del cilindro donde ¢ define a la frontera
tenga radio uniformemente acotado por debajo de (°.

Notamos que si €2 es un dominio estrellado con f una funciéon Lipschitz que
lo define entonces el mapeo ® : R*™ — R""! dado por ®(rf) = rf(0)f es un
homeomorfismo bi-Lipschitz que manda la bola unitaria en 2. En particular tenemos
que, para toda 0 <r <1y y € 09,

M~'r <d((1—r)y,0D) < Mr (3.3.10)

para una M que solo depende de f,0 como en la definicion de 2. Para ver esto
simplemente ponemos y = f(6)0 entonces ®~'((1 — r)y) = (1 — r)f por lo que
tenemos

M~'r=M"1d((1-r)8,S") <d((1—r)y,dD) < Md((1 —r)0,S") = Mr

(3.3.11)
Definicién 3.3.3. Dados 1, x5 € 2, decimos que B', ..., B* es una M-cadena de
Harnack entre x1 y o, de longitud k, si
1. B’ son bolas con radios r; tal que
M~'r; <d(B,0Q) < Mr;. (3.3.12)

2. 11 € BY, 2y € B¥ y BI N BIt £ ).

Decimos que € satisface la condicion de cadena de Harnack si existe M > 0
tal que para todae > 0 y x; € Q con |r1—x3| < Ce para alguna C' > 0 y d(z;,0Q) > ¢
existe una M-cadena de Harnack de longitud que depende de C' pero no de € entre x,
Y To.

Observaciéon 3.3.5. Con ayuda del nicleo de Poisson para la bola unitaria y reesca-
lando tenemos, para toda u > 0 armdnica en B,.(0) C R™™!

n—1 ’I“—|—|$|
(r = =)™

de donde obtenemos, restringiendo a x € By, (0) para 0 < s < 1,

r— ||
(r+ )"

n—1

u(0) <ulx) <r x € B,(0) (3.3.13)

1—s 1+s

(3.3.14)

3De hecho este radio depende solamente de los dngulos de apertura de los conos I'*(y).
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Esto es util pues de la primera condicion sobre las bolas en una cadena de Harnack
tenemos que si B? = B, (y;) entonces Bagn-1yr,(y;) C K, por lo que para toda
x € BJ tenemos

C(M) M u(y;) < u(z) < C(M)uly;), (3.3.15)

para toda u > 0 armonica en D. Entonces la condicion de cadena de Harnack implica
que, para toda u como antes y x; como en la definicion, existe C' que solo depende
de k y M tal que

C () < uxy) < Culxy). (3.3.16)

En otras palabras podemos ver la condicion de cadena de Harnack como una ma-
nera de obtener una forma mds cuantitativa® de la desigualdad de Harnack (Hay
que notar que estas desigualdades son invariantes bajo reescalamientos). Esto, junto
con el principio del mdximo serdn las herramientas fundamentales para obtener las
estimaciones que necesitamos de la medida armonica.

Proposicion 3.3.3. Sea ) estrellado, entonces existe M, que solo depende de la
apertura de los conos estandar T'F y de §, tal que Q) satisface la condicién de cadena
de Harnack con M.

Demostracion. La prueba no es mas que una justificacion de nuestra definicién de
dominio estrellado. Probaremos el resultado primero para B;(0) y luego veremos que,
via el mapeo ®(rf) = rf(0)6°, podemos pasar, casi sin problemas, al caso general.

Sea U la bola unitaria en R™™! y sean z; € U, € > 0 tal que d(x;,0U) = s;¢,
para algunos 1 < s; < s, y con |x; — x9| < Ce. Como siempre, denotamos por
[x1,25] C U al segmento de recta entre 1 y xs.

Ahora, si tomamos cualquier x € [x1, 23] y si B C U denota una bola con radio
r y centro x tenemos que d(B,0U) = d(x,0U) — r por lo que

My <d(B,0U) < Mr <& (M'+1)r<d@0U)<(M+1)r. (3.3.17)

Entonces, con una tal z, podemos poner B* como la bola de radio (1 — |z|)t =
d(xz,0U)t =: r, y centro en x, donde 0 < ¢t < 1 es una constante que dejamos libre
por el momento. Tenemos ademés que d(z,0U) > d(x1,0U) = s1€ (pues Bi_4,|(0)

4En el sentido de que tenemos una dependencia explicita de las constantes involucradas, en
términos de M.
SRecodamos que f define Q.
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es convexa), por lo que 7, > siet. De esto podemos concluir que para llegar de z; a
9 con estas bolas B* necesitamos a lo mas
2 L5 _ 8 0C (3.3.18)
tsie S1 t
Esto prueba la proposicién para el caso de una bola.

Consideramos ahora un dominio estrellado €2 definido por una funcién f. Recor-
damos que ®(rf) = rf(0)f es un homeomorfismo bi-Lipschitz con inversa W(rf) =
r/f(0)0 y [®];, [V]; dependen solamente de la apertura de los conos y 6. ¥(Q) = U
por lo que idea serd ir mapeando cosas seguin convenga, via ®, VU y traducir la infor-
macién de manera apropiada.

Sean y; € Q, e > 0 con d(y;,00) > ey |y1 — yo| < Ce. Definimos z; = ¥(y;) € U
entonces tenemos que existen constantes C, Cy (que solo dependen de ls seminormas
(U], [@]1) tal que d(z;,0U) > Cie y |21 — 22| < CoCe. Ponemos BY = B* como en
la prueba para U (en particular = € [z, z2)).

Fijemos x € [z1, 23] y definamos VY = ®(Bf) con y = ®(x). Pongamos B, como
la bola con centro en y y tal que es la bola mas grande que se queda contenida en
V¥, entonces

radio(B,) = Zeig‘f/y |z —y| ~ wé%gx |lw — x| =r, = td(z,0U) (3.3.19)
donde todas las constantes involucradas dependen solamente de las seminormas ya
mencionadas.

Definamos V, = ¥(B,) y W/ la bola con centro x y méxima respecto de quedarse
contenida en V,. Un razonamiento analogo al anterior nos da

radio(W}*) = wl/e%ﬁ/w lw—z| ~ Zieany ly — z| = radio(B,) ~ td(z, 0U). (3.3.20)
Claramente tenemos, dado que W C V, C BY,
d(Bf,0U) < d(V,,0U) < d(W},oU), d(V,,0U) = d(B,, 09). (3.3.21)

Ahora, (3.3.20) es equivalente a decir que existe C; > 1 (que solo depende de las
seminormas) tal que

Cy 'radio(W) < td(x, 0U) < Csradio(W}). (3.3.22)

Si pedimos t < C5 !y dividiendo las dos ecuaciones en (3.3.17), llegamos a que existe
Cy = Cy(t) tal que

Cild(z,0U) < d(WE,0U) < Cyd(z,0U). (3.3.23)
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Analogamente, tras ajustar ¢ tenemos, con constantes que dependen de t y las semi-
normas

d(xz,0U) =~ d(Bf,0U). (3.3.24)
Combinando estas dos tltimas identidades concluimos, con ayuda de (3.3.19), que
d(By, Q) ~ d(V,,0U) ~ d(x,0U) = radio(B,), (3.3.25)

con constantes que dependen de t y las seminormas. Ahora, como solo ajustamos ¢
por debajo de constantes que dependen de las seminormas, podemos asegurar que
t solo depende de estas. El resultado queda probado con las B, pues necesitamos a
lo mas el numero de bolas W;* en U, pero por el caso anterior esta tiene longitud
acotada por C.t, C;. O

Figura 3.4: La situacién de la proposicion.

Definicién 3.3.4. 1. Dado y € 9Q yr > 0 suficientemente pequenc® definimos C,.(y)
como el cilindro recto con eje que coincide con el segmento de 0 a y y altura hr, con
h = h(§2) > 0 de tal manera que las tapas del cilindro estén contenidas en I't o I'~
(ver figura 3.5).

2. Definimos el disco superficial A,(y) como la interseccion C,(y) N OS.

3. Denotamos también por y,(r) al punto [0,y]NIC,(y). En otras palabras y.(r)
es el punto en el segmento [0,y| a distancia hr de y. En particular y, € Q.

SPor ejemplo, que 9Q N B,.(y) esté en una carta coordenada.
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Figura 3.5: Cilindros y bolas superficiales.

Notamos que, aunque en principio C, esta definido para r pequena, ya que fijamos
h podemos definir C, para toda r > 0 (obviamente no necesariamente tenemos la
condicién sobre las tapas para r grande).

Una subclase de dominios estrellados, que necesitaremos a la hora de probar
la existencia de limites no-tangenciales, son los llamados dominio ‘sawtooth’. Para
definirlos primero notamos que para toda y € 9% el cono interior estandar ' (y) es
un dominio Lipschitz estrellado respecto de 0 pues es convexo (ver el Ejemplo 1.5.1 y
el Corolario 3.3.1). Si denotamos por f, la funcién que lo define tenemos que [f,]; y
d, dependen solamente de 2, en particular estan uniformemente acotadas (por arriba
en el primer caso y por abajo en el segundo).

Definicién 3.3.5. Dado §2 estrellado y F C 092 definimos

Qp = J T () (3.3.26)

yeFr

Para checar que 2z es un dominio Lipschitz estrellado tenemos que verificar dos
cosas:

1. Q estéd definido por una funcién f: S" — (4, 00).
Para ver esto simplemente observamos que f = sup,cp f, funciona donde, como
antes, f, es la funcién que define I'*(y). De hecho checar directamente que f es
Lipschitz no es dificil pues las [f,]; estdn uniformemente acotadas.
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2. Tenemos los conos interiores estandar, respecto de Q5 y denotados I'L(2), para
toda z € 0Qp.
Primero escogemos 0y > 0 tal que Bs,(0) C 't (y) para toda y € F. Escogemos ahora
una apertura gy menor que la del cono interior estandar tal que si I'V(z) es el cono
con las mismas caracteristicas que I'"(x) excepto con apertura «q y truncado por
la bola de radio &y entonces I''(x) C I'"(y) para toda y € F y x € I'"(y) (ver la
Observacion 3.3.2). En otras pedimos que I"(x) tenga todas las propiedades de un
cono interior estdndar en el dominio Lipschitz estrellado I'* (y), uniformemente en y
(i.e. la apertura y los truncamientos no dependen de y).
De aqui terminar es facil: Sea z € 9Qp. El segmento (0, z) C Q. Entonces por como
escogimos los conos I tenemos que, para toda x € (0, z) y dado que = € I'" (y) para
algin y € F, I"(x) C Qp. El resultado sigue haciendo tender x — z (y posiblemente
reduciendo un poco la apertura de I').

3.4. Estimaciones para w

El objetivo de esta seccion es obtener las estimaciones que necesitaremos para
probar la existencia de limites no-tangenciales para una funciéon armonica positiva
en un dominio €2 estrellado respecto de 0. Como ya se dijo antes las herramientas
fundamentales para esto serdn la desigualdad de Harnack (junto con la condicién
de cadena de Harnack) y el principio del méximo. Es conveniente tener siempre en
mente que todas nuestras estimaciones para w son en realidad estimaciones para una
funcién armoénica positiva.

A lo largo de esta seccién €2 denotarda un dominio Lipschitz estrellado respecto
de 0y w=uw"

El primer resultado es una versién uniforme (respecto de reescalamientos) del
hecho que w® (Ar(y)) — 1 cuando x — y para r > 0 fijo.

Lema 3.4.1. Seany € 092, s > 0 pequeno yt > 0. Si x € § esta en la recta generada
por [0,y] y es tal que |z — y| < ts entonces existe C' = C(2,t) > 0 con

w*(As(y)) > C (3.4.1)

Demostracion. Notamos que basta probar el resultado para t < h: Sit > h, por la
Observacion 3.3.5, existe C' = C'(h, t,2) tal que

y+() (A
M <C, hs < |z —y| <ts (3.4.2)

N
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Figura 3.6: ks(z) es la medida
| armonica, respecto del cilindro Cs(y),
| Cs (y) de la tapa solida en la figura, evaluada
| en puntos de la regién sombreada.

de donde el resultado sigue en general pues h depende solo de €2.

Si t < h entonces ponemos, para x € 2 N Cs(y), ks(z) como la medida arménica,
respecto de Cs, de la tapa de Cs(y) en I'"(y) evaluada en x (ver figura 3.6). Como
wW'(Ag) > 0en QNICs y ks(z) < 1 para z € Aq, el principio del méximo implica que
w*(Ag) > kg(x), de nuevo para x € QN Cs.

El resultado sigue de cambiar la escala pues si suponemos que y = 0 (podemos
hacerlo con una traslacién) tenemos que ks(x) = ki(sz) > C(h,$2) pues ky(sz) de-
pende solamente de n, t, h (recordamos que en este caso k;(sz) es la medida arménica
de una de las tapas del cilindro C;(0) evaluada en sx). O

Notamos que el lema anterior implica que para toda s > 0 pequena y y € 0f)
tenemos, con t = h 'y Cy = Cy(Q), Cy! < w¥+)(A,). Combinando esto con el hecho
que w(A,) < 1 tenemos

W (A,) < Cow™* (A, zeq. (3.4.3)

El siguiente lema se puede ver como un refinamiento de este hecho.

Lema 3.4.2. Sean y € 092, so > 0. Entonces existe C = C(2) > 0 tal que para toda
0 < s < sp, yconyy =yi(so),

w?(Ag) < Cw¥* (Ay), x €0\ Cy,. (3.4.4)

Demostracion. Por lo dicho antes de este lema, si fijamos s < sg tenemos que la
conclusién vale con y (s) en lugar de y, (y de hecho para toda x). La idea es entonces

"Los cilindros y discos estan todos centrados en y.
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descomponer Cy, con ‘cilindros diddicos’ a escala s. La desigualdad de Harnack nos
permitird ir subiendo en las tapas de los cilindros de y,(s) a y,. El paso crucial
serd retener la uniformidad en x € Q\ Cy, cerca de 02, esto lo haremos construyendo
un dominio que nos permita pasar de estimaciones para un cilindro chico a uno méas
grande, siempre respetando la escala. El principio del maximo nos garantiza que esto
es suficiente para obtener uniformidad en x.

Empezamos construyendo la descomposicién. Dada k € N ponemos C* := Cor—1,(y)
y ponemos y% =y, (2"71s) (ver figura 3.7). Claramente estos conjuntos forman una
sucesién creciente de cilindros y existe kg = ko(s, so) tal que C* C C,, C Crott,

2
Yy

1
Yy

Q

ol
Cl

cZ

Figura 3.7: Cilindros diadicos.

1. Afirmamos que basta checar la desigualdad para x € 2 N ICs,.

Esto es consecuencia del principio del méximo, pues w)(A,) se anula en 9Q \ Ci,
(ver Proposicién 3.2.1).

2. Existe C7 = C1(Q) tal que, para toda k> 1y s < s,
W (A,) < CLtT (A). (3.4.5)

Para ver esto simplemente notamos que d(y*,0Q) ~ 2¥ths y |yF — it = 2k 1hs
por lo que la afirmacién es consecuencia de desigualdad de Harnack y la condicion
de cadena de Harnack (ver la Observacion 3.3.5 y la Definicién 3.3.3).

Sean r,t > 0 dos constantes por ser determinadas. Si t es suficientemente grande
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respecto de r tenemos que los siguientes dos conjuntos son ajenos:

{(2,2p1) ER" xR 2| < 1, |wpq] <7}

3.4.6
{(SL’/ 7xn+1) ER"XR_:—r< Tptr < —t|$/ - ZOH? ( )

donde zy = (2,0,0,...,0). El primer conjunto es un cilindro recto centrado en 0, de
radio 1 y altura r, mientras que el segundo es un cono recto con vértice zy que abre
hacia abajo de altura r y apertura cot(t) (ver figura 3.8).

rD

//\
\
/

I A

r T T T T

i :

Figura 3.8: El dominio D y sus reescalados, que preservan la forma.

Con r,t como arriba, denotamos por D al complemento de la uniéon de estos dos
conjuntos. Notamos que para toda t’ € R el conjunto ¢’ D tiene la misma forma: Es el
complemento de la unién del cilindro de radio t’ y altura t'r con el cono con vértice
'z, altura t'r y apertura cot(t). En otras palabras D se vé igual a cualquier escala.

Denotamos por h(z) la medida arménica, respecto de D, de la frontera del cilindro
evaluada en z € D, donde definimos esta medida arménica como el limite (mondtono)
de las medidas arménicas de este conjunto en D N By (0) cuando N — oo. Clara-
mente h tiene valores de frontera 1 en el cilindro y tiende a 0 cuando nos acercamos
al vértice del cono zy. Con esto tenemos

3. Existe ty tal que, si 2 € D y |2 — 2| < t entonces 0 < h(z) < C;', donde O}
es como en 2.

Definimos ahora los conjuntos A; como los puntos en AC* N Q que estdn a altura
< 28 1sty (ver figura 3.9) y By, = (8(2”C F‘lQ) \ Aj. Dado que puntos = € By, satisfacen
2" sty < d(x,09Q) (por definicién de Ay) tenemos, usando la condicién de cadena

~
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de Harnack,
4. Existe Cy = Cy(Q, tp) tal que

w'(A,) € Cow? (A,),  x € By, (3.4.7)

Ck

Figura 3.9: Los conjuntos Ay.
Ahora pongamos Cy = méx {Cy, Co}. Queremos probar
5. Si tenemos que
w (A < Cuw¥ (A,), € Ay (3.4.8)
Entonces también tenemos
WA SO (A, w € A, (3.4.9)

Hay que notar que el hecho de que la desigualdad valga para = € A, implica, por 4,
que vale para toda z € QN AC* = A, U By
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Sea ahora D}, el dominio obtenido de 2¥~!sD tras rotarlo y trasladarlo de manera
que la frontera lateral del cilindro en Dy, contenga a la frontera lateral de C* (en otras
palabras que el eje de Dy, coincida con el segmento [0,y]) y de tal manera que z; (la
imagen de z, bajo esta transformacién de D) coincida con algiin punto de dC*+*N oS,
Escogiendo de manera apropiada r,t (que solo dependen de ) podemos garantizar
esto y que el cono en el complemento de Dy, esté contenido en el complemento de 2
(ver figura 3.10).

Figura 3.10: Los dominios Dy.

Si Ej, denota el cilindro en el complemento de Dy, denotamos por hy(x) la medida
armonica, respecto de Dy, de OF). Entonces tenemos, como h, = 1 en JE), que
contiene a OC* y hy > 0 en ,

W' (Ay) < Cow? (A,) = Cow?s (Ahi(z),  © € QN IE}. (3.4.10)

donde la primera desigualdad es la hipotesis en 5. Combinando esto con el principio
del maximo (pues el lado izquierdo es 0 en 9 \ C*) tenemos

W' (A,) < Cuw?s (A)h(z),  x€Q\ Ep (3.4.11)
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Si w € Agyq estd por arriba de zx, usando 3 (junto con un cambio de escala) que
hi(w) < C;*. Esto junto con la desigualdad anterior nos da

w”(A,) < CLOT WY (A). (3.4.12)

Combinando esto con 2 tenemos la desigualdad deseada y 5 queda probado.
Con esto hemos probado que para toda k£ > 1

W' (A,) < Cuw¥t(A,),  xe€dc*nQ. (3.4.13)

En particular, poniendo k& = kg (recordamos que Ck C C,, C C**!) y usando 1
tenemos que

WT(A) < C? (D), w €O\ Cy. (3.4.14)

Usando el mismo razonamiento que en 2 (i.e. la condicién de cadena de Harnack),
existe C5 tal que

W (D) < O (A,). (3.4.15)
Combinando estas dos ultimas desigualdades el resultado sigue. N

Notamos que en el lema anterior pudimos haber tomado, en lugar de los cilindros
Csy el punto y,, cilindros de altura ts, cambiando y, por el centro de la tapa de
este nuevo cilindro de altura ts. En este caso la prueba funciona igual, solo adapta-
mos la descomposicion, excepto que en la aplicaciéon del primer lema cargamos una
dependencia en t de las estimaciones (ver [29]).

Lema 3.4.3. Sean y € 09, s > 0 pequeno y ys el punto en el segmento [0,y] a
distancia s de y. St E C Ay boreliano entonces existe C' = C(Q)) tal que

w¥ (F) < Cw(As)

(3.4.16)

Como siempre, lo importante en el lema es la dependencia de C. La desigualdad
de Harnack automaticamente nos da esta desigualdad con C' = C(€2, s).

Demostracion. Sea I' un cono con vértice en el origen y eje el segmento [0,y] con
apertura proporcional a s de tal manera que A, C I'. Para s suficientemente pequeno,
dicha apertura, digamos rs solo dependera de €2. Tomemos ademaés A’ de tal manera
que h's < |y| y definamos D := Bys(y)NI. Si pedimos A’ > 1 suficientemente grande
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\ Bhs(y)
\
I~ ~<
| T
| 4
I
I
|_ —
/
/

Figura 3.11: La construccion de los A;.

podemos asegurar que D N I'" contiene un pedazo de cada uno de los generadores
de T" con la propiedad de que, si definimos A; = 0D NIty Ay = (8D N Q) \ 44
entonces para toda z € Ay existe 0 < ¢t = t(s) < 1 tal que tz € A; (ver figura 3.11).
Podemos ademds, restringiendo un poco mas las s, suponer que t < 1/2.

Definimos Q = Q\ D, en particular 9Q = (A1UA2)U(092\ D). Ponemos también
& como la medida arménica en € (notamos que 0 € ).

El principio del méximo implica que

Wi (A) < @°(A) +a%(Ay), z€Q, (3.4.17)

pues ambos lados se anulan en 02\ D y el lado derecho es 1 en A; U Ay. Por como
escogimos h' tenemos que, de nuevo por el principio del méximo,

D% (Ay) < Q(Ay),  zeq, (3.4.18)

donde t = t(s), como se dijo, es tal que tz € A; para toda z € Ay. Esto vale pues
ambos lados son 1 en A, y el lado izquierdo se anula en 002 \ As.
Usando estas dos desigualdades y poniendo x = 0 concluimos que

W(A,) < 20(A)). (3.4.19)

Por la definicién de I y A; tenemos que d(z,0Q) 2 (1 —t)s > 1/2s para x € A;.
Usando la condicién de cadena de Harnack tenemos que existe Cy = C(2) tal que
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Usando esto junto con el hecho de que @*(A;) se anula en o0 \ A; y el principio del
méximo obtenemos (recordamos también que 092 = (02 \ D) U A; U Ay)

O (A))w¥ (F) < CLw*(E), x €. (3.4.21)

Poniendo z = 0 y usando (3.4.19) concluimos que
Ag)w¥s (E
% < w”(E)o(A;) < Cw(E). (3.4.22)
O

Corolario 3.4.1 (w es doblante). Sean y € 092, s > 0. Entonces existe C = C(f2)
tal que

w(Aas) < Cw(A). (3.4.23)

Demostracion. Ponemos E = Ay C Ay, en el lema anterior para concluir, con ayuda

del Lema 3.4.1 que
w(Ay)

W(AQ )
Esto es lo que queremos siempre que 2s sea pequeno, digamos s < Sg. Si s > S
tenemos, de nuevo por el Lema 3.4.1 y la desigualdad de Harnack que

C <w’(Ay) <

(3.4.24)

C < wHB)(A,) < Cw(Ay,) < Cw(A,). (3.4.25)

Combinando esto con el hecho que w*(Ays) < 1 para toda z € 2 el resultado
sigue. [

Observacién 3.4.1. Los discos superficiales Ay que definimos en esta seccion no
son los que usamos normalmente A, = By(y) N 0. Sin embargo, si s es tan pequeno
que A se queda en una carta coordenada, no es dificil ver que existe ¢ = ¢(Q) < 18
tal que

Ao CALC A, (3.4.26)

Por lo que, localmente, no importa cual de las dos definiciones tomemos.

Definicién 3.4.1. Decimos que I' C €, un cono truncado con vértice en y € 0S), es
un cono no-tangencial en y si existe otro cono I'' C Q) con el mismo vértice tal que

L\ {y}cT.

8De hecho si ¢ es la funcién que define a localmente a 92 podemos tomar ¢ = (1 + [p]3)

-1/2
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Recordamos que N(z,y), para x € €, y € 012, es la derivada de Radon-Nikodym
de w” respecto de w. En otras palabras

dw®

N(z,y) = 70 (y). (3.4.27)

Por el teorema de diferenciacién tenemos que

Y w(A)
N([B,y) _ll_r)% LU(AT) ’

p.c.t. y € 0f. (3.4.28)
Esto, combinado con el lema anterior, poniendo E = A,(z) C Ay, nos da

w” (A, (2)) < C%. (3.4.29)

La desigualdad de Harnack nos dice que existe C' = C(f2,7) tal que, para j < jo
apropiado (que depende de s)

C~ ' (F) < w¥s(F) < Cw¥* (F), F C 02 Boreliano. (3.4.30)

Combinando estas dos estimaciones obtenemos
AL (2) C Agig(y). (3.4.31)

En particular

1
CL)(AQ]’S) ’

N(ys, 2) < C(, §) 2 € Aoy, (3.4.32)

El siguiente lema es un refinamiento de esta estimacion, nos dice, esencialmente, que
podemos tomar C' = C'(€2) si restringimos los valores de z al anillo Ayj, \ Agj-1,.

Lema 3.4.4. Sea S un cono no-tangencial en y € 0 y sea xy € S. Si ponemos
r=lro—y|l y A =Ny, (y) y Ry = A%, R; = AT\ AT~ entonces existen C', C;, C"
tal que
C'Cy

L j=1,...,
w(A7)

|| N (o, < (3.4.33)

')HLoo(Rj)

y>;C; < C" < oo. Ademds C" solo depende de Q y C" de Q y S.
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Q
— )
‘ Ry

Figura 3.12: La situacion del Lema 3.4.4.

Claramente nos interesan r pequetios y por tanto la sucesién la tomamos con
j=1,..., N para alguna N que depende de r y €2, la condicién sobre la suma de los
C; nos dice que realmente N no importa mucho.

Demostracion. Por el teorema de diferenciacién basta probar que

N - w(B)
W(B) < OO

A C R, (3.4.34)

Por la desigualdad de Harnack existe C' = C(£2,.5) tal que

w¥r (F)

cl<
~ wr(F

<C, F C Q boreliano. (3.4.35)

~—

Por lo tanto basta probar el lema con y, en lugar de xy. Por la discusion antes
del lema, podemos suponer que la conclusién del lema es vélida (con y,) para j =
0,...,m para alguna m a ser escogida.

Sea entonces 27 € R; y A = Ay(2?) C R; con j > m. Si recordamos que, en este
caso, con m < j, zi(Qj*mT) es el punto en el segmento [0, 2/] cuya distancia a 27 es
2/~ hr entonces el Lema 3.4.2 implica que

W(A) < Cw @A),z € QN Com(2). (3.4.36)

La desigualdad de Harnack implica, con constantes que dependen de €2 y m, que
W) g 3.9 pues 20 (271) =y & |20 — y| &~ 207 para 7, j pequeiios (j

9Recordamos que y; es el punto en el segmento [0,y], con |y — ys| = s.
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relativo a r) y su distancia a 0f2 esta en la misma escala. Invocando el lema anterior
y esto tenemos

w(A ,
w(A) < C(m, Qw2 (A) < C(m, Q) ((Aj))’ x € Q\ Coi—m, (7). (3.4.37)
w
Esto es casi lo que queremos, con ¥, en lugar de z. Lo que queremos es entonces
poder ‘bajar’ a y, sin perder el control que tenemos con el lado derecho. Para esto
procedemos de una manera parecida a la hecha en el lema anterior: Definimos

D = Bi(0) N {(/,zps1) € R : —M|2'| < zppiq } . (3.4.38)

Entonces D es la bola unitaria menos un cono recto centrado en origen que abre hacia
abajo. Sea k la medida armoénica de la parte esférica de dD. Si definimos ademds D),
como el 2274 D rotado y trasladado de tal manera que el centro coincida con y y el eje
del cono coincida con [0, y] (ver figura 3.13). Podemos pedir ademéds que la apertura
del cono (dada por M) sea igual a la del cono exterior estandar en y. Denotamos por
k; la medida arménica de la parte esférica de 9D;.

B1(0)

Figura 3.13: Las esferas D, D;.

Para empezar notamos que QND; C Q\Cyj—m,(27) para alguna m que depende de
h: Supongamos que no, i.e. w en la interseccién de estos conjuntos entonces |y — 27| <
ly —w| + |w — 27| < 2774 + (h + 1)27~™r. Si pedimos h < 272 — 1 esto implicarfa
|29 — y| < 2771 que es una contradiccién pues 2/ € R;.

Podemos suponer entonces que el resultado vale para j = 0, ..., m (con constantes
que dependen de j). Entonces como para j > m tenemos que en verdad QN D; C
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Q\ Coj-m,(27) (ver figura 3.13), por el principio del maximo y (3.4.37) tenemos que

w(A)

w(A) < C(m, Q)k:j(:v)w(Aj>,

Lz €NND,;. (3.4.39)

Como y, € XN D;, evaluando la desigualdad anterior en este punto, el resultado sigue
con C(m, Q) = C’, C; = k;(y,). Para ver la convergencia de la serie simplemente no-
tamos que, como k;(y,) = k(2*7e,11), si ponemos s = sup {k(z) : « € D, |z| < 1/2}
entonces 0 < s < 1. Por el principio del maximo tenemos entonces k(z/2) < sk(z)
para x € D. Poniendo x = 237Je,,; concluimos que

kit1(yr) < sk;(y.). (3.4.40)

Iterando, y comparando con una serie geométrica, el resultado sigue. O]

Observaciéon 3.4.2. La prueba nos da, por un lado, que podemos tomar S como la
union finita de conos no-tangenciales. Por otro lado también notamos que si S =
['*(y) entonces la dependencia de C" es solo en Q (en otras palabras no depende del
punto).

Para entrar de lleno a estudiar los limites no-tangenciales de una funciéon armoénica
necesitaremos un tltimo lema, que describe el comportamiento de N(z,y) cuando
xr — z € 0f) uniformemente en y alejada de z.

Lema 3.4.5. Seany € 02 y s > 0. Entonces si, como siempre, Ay = Ag(y), tenemos

| N (z, .)“Lw(ag\As) — 0, cuando x — y. (3.4.41)
Demostracion. Notamos que basta fijarnos en s pequena pues entre mas pequena
es s mas grande es el conjunto sobre el cual tomamos el supremo esencial. Por otro

lado, de la discusién previa al lema anterior tenemos que basta probar

— 0, cuandoz —y (3.4.42)

uniformemente en discos A C 90\ A,.
Sean entonces ¢ > 0, y z el centro de A C 92\ A,. Tomamos ¢ tan pequena que
B,/3(0) N Ces(2) = 0. El Lema 3.4.2 implica que

W (A) < C(Q)w+E)(A), € Q\C(2). (3.4.43)
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Por otro lado, la desigualdad de Harnack implica que
WHEI(A) < Cle, 5, Dw(A). (3.4.44)
Combinando estas dos desigualdades obtenemos
w?(A) < Cw(A), z € N\ Ces(2). (3.4.45)

Si ponemos D y k como en la prueba del lema anterior (ver figura 3.13) y ponemos
D’ como el reescalado s/3D, rotado y trasladado de tal manera que el centro sea y
y el eje del cono coincida con [0,y] de tal manera que la apertura del cono de D’
coincida con la del cono exterior estdndar. y ponemos k' como el andlogo en D’ de
k. Por como escogimos ¢ y el principio del maximo tenemos

W' (A) < Cw(A)K (x), reQnD (3.4.46)

Como C' = C(g,s,Q) = C(s,92) y como k'(x) — 0 cuando = — y, el resultado queda
probado. O]

Observacion 3.4.3. La prueba del lema anterior da mas: Tenemos que
N(z,z) < C(Q,s)k (), reQND, z¢ A. (3.4.47)

Como los conos exteriores estandar en distintos puntos son siempre congruentes,
tenemos que esta cota vale ademds para toda y € 2. En otras palabras: Si |z —y| <r
y s > 0 entonces eziste C = C(Q, s,r) tal que

FEsto serd wtil mas adelante.

3.5. Limites no-tangenciales

El objetivo de esta seccion es probar la existencia de limites no-tangenciales de
una funciéon arménica positiva. Trabajamos primero con dominios Lipschitz estre-
llados y al final se da la reduccién del caso general de un dominio Lipschitz a uno
estrellado.

Empezamos con un teorema sencillo, cuya prueba motiva todas las estimaciones
que se hicieron en la seccion anterior.
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Teorema 3.5.1. Sea ) un dominio estrellado y u una funcion armdénica en §2 con
0 < M; < u(x) < My para toda © € Q. Entonces u tiene limites no-tangenciales
w-c.d.

Demostracion. Como para toda 0 < r < 1 tenemos que u(rx) es arménica en 2y
continua en 2, tenemos que

u(re) = ” N(z,y)u(ry)dw(y). (3.5.1)

Tenemos ademds que, si du,.(y) = u(ry)dw(y), entonces

w(E) = / du,(y) < Mg/ dw(y) = Myw(E), E C 09 boreliano.  (3.5.2)
B E

Andlogamente tenemos Mjw(E) < p,.(FE). Por lo tanto, las medidas p, estdn uni-
formemente acotadas y son uniformemente absolutamente continuas respecto de w,
por lo que existe una subsucesion r;, — 1, tal que p,, — p débilmente, con dy = fdw
para alguna f € L'(w) N L*®(w). Para ver esto tltimo basta notar que, dado que
lu| < M, existe una subsucesién y f € L®(w) tal que u(rg-) — f’ en la topologia
débil-* de L>°(w), en otras palabras

/a 9 0) = [ o), g€ lw) (3.5.3)

De esto se sigue f = f"y || f|| o) < Ma por la semicontinuidad inferior de la norma
respecto de convergencia en la topologia débil-*.
Poniendo N(x,y) = ¢(y) en lo anterior y haciendo r, — 1 llegamos a que

u(@) = [ N(z,y)f(y)dw(y). (3.5.4)
onN

Probaremos que los limites no-tangenciales de u estdan dados por f. Para esto sea S
un cono no-tangencial en yy y x € S. Por el teorema de diferenciacion si yy es un
punto de densidad 1 de f podemos tomar A = A4(yo) tal que

N 1f(y) = flyo)ldw(y) <e, VA = Ay(yo), t < 2s, (3.5.5)
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para alguna ¢ > 0 fija (obviamente s = s(¢)). Entonces calculamos

u(z) — Fyo)] < /A Nz, )| £ (v) — £(y0) | deoly)

+ N, y)|f () — f(yo)|dw(y) (3.5.6)
OO\A

= Al —|—AQ

Si, como en el Lema 3.4.4, ponemos A7 := Agj,_y((yo) v Ro = A%, R; = AT\AI!
con j =0,...N de tal manera que AN~ ¢ A C AY, entonces estimamos

2593 [ NI~ fanidety

< ZHN HLoo(RJ / |f(y) — f(yo)ldw(y) (3.5.7)

Mz

C'C; If() f(yo)ldw(y),

j=0

donde la tltima desigualdad es consecuencia del Lema 3.4.4. Como AJ C A, para
toda 7 =0..., N concluimos que

N
A<D C'Cre<C'Ce (3.5.8)
j=0
Donde las constantes que aparecen son las del Lema 3.4.4. Por otro lado tenemos

A < NG sy [ 170 = Flldots)
< 2||N(z

(3.5.9)
")HLoo(aQ\A)MQ <&

donde la dltima desigualdad se sigue del Lema 3.4.5 si |z — yo| es suficientemente
pequena. Combinando las dos estimaciones para A; el resultado sigue. O

Corolario 3.5.1. Sea f = 1g para algin E C 092 de Borel y sea ‘u’ su extension
armonica. Entonces u tiene limites no-tangenciales f w-c.d.
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Demostracion. Como 0 < u <1y dado que, por el método de Perron

u(r) = 6Qf(y)dw“”(y)z mf(y)N(x,y)dw(y), z €1, (3.5.10)

el resultado sigue de la prueba teorema anterior (especificamente repetimos la prueba
a partir de (3.5.4)). O

La idea ahora es quitar la hipdtesis de que u es acotada y reemplazarla por u
positiva (o equivalentemente acotada solo por abajo). Para esto primero probamos
que no perdemos demasiado relajando estas hipdtesis.

Lema 3.5.1. Sean (2 estrellado, ¢ > 0 yu > 0 armonica, entonces existe un conjunto
ECoQ conw(E) <eyM=M(u,e) >0 tal que uw < M en cualquier cono interior
estandar T (yo) con yo € 00\ E.

En otras palabras, u estd no-tangencialmente acotada fuera de un conjunto de
medida arbitrariamente pequena (ver el Lema 3.5.3).

Demostracion. De nuevo tenemos, para 0 < r < 1

u(?‘lﬂ)z/@ﬂﬂ(ry)dwx(y) < sup u(z') (3.5.11)

z'€[0,x]

Las medidas dv? = u(ry)dw®(y) estan entonces uniformemente acotadas en r. Tene-
mos una subsucesién 1, — 1y una medida de Radon ° tal que v, — p° débilmente.
En particular

u(0) = /aQ u(rg)dw(y) — , dp(y). (3.5.12)

Para toda = € () existe una subsucesion, que depende de z pero que tomamos dentro
de la subsucesién construida arriba, (por el momento ademas las denotamos igual)
y medidas de Radon p* tal que v;; — p* débilmente. Entonces

u(x) P u(rpx) = /ag u(rry)dw®(y) oy / du®(y). (3.5.13)

Concluimos que tenemos la representacion

u(x) = /ag dp*(y). (3.5.14)
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En particular x® son todas medidas de Radon no-negativas y finitas. Ahora, por
convergencia débil sabemos que para cada x (recordamos que la subsucesién depende,
en principio, de x)

/a . 9(y)dvy, (y) = » g(y)du(y), g€ C09Q). (3.5.15)

Ahora tenemos que para todo abierto U C 0f)
HEU) < ([N (@) [y 0. (35.16)

Para ver esto simplemente notamos que, como 1y es semicontinua inferiormente, es
el supremo de una sucesién creciente g,, > 0 de funciones continuas en 0f2, por lo
tanto, usando el teorema de convergencia monotona,

@) =sup [ g <iim (sw [ gV put)daw) )

(3.5.17)
< ||N(.%‘, .)HLOO(U) /Udﬂo(y) = HN<$’ ')”Loo(U)MO(U)a

donde la segunda desigualdad se sigue de que g, < 1y. Notamos que (3.5.16) serfa
inmediato, por convergencia débil y la definicién de las p*, si supiéramos que N(z, )
es continua para x fija. Esto es cierto (ver [Hunt-Wheeden2]) pero no lo haremos
aqui asi que la cuenta es necesaria.

Ahora tomemos un cono no-tangencial S en yy y xg € S, para empezar obviamente
nos interesan z, cercanos a 1y. Ahora, como en el lema anterior definamos A/ :=
Aoijyo—z0|(40) Pero ademds, para 1/2 < a < 1 pongamos A/ := Aoizo—yo|(Y0) ¥
pongamos R; = AJ\ AJ. El Lema 3.4.4 aplica con estos R; (salvo que la constante
dependera de «). Tomemos un disco alrededor de yo y como antes dejamos j =
0,...M tal que AM=1 ¢ A c AM. Calculamos usando (3.5.16)

u(zo) = /6 . dp(y) < i /R j dp* (y) + /8 ™ (y)

O\A

< ZO IIN(%-)HLm(Rj)/N dp°(y) (3.5.18)

NG s [ 9

= A + A



154  CAPITULO 3. MEDIDA ARMONICA Y LIMITES NO TANGENCIALES

Fijemos £ como en el enunciado del lema. Por el teorema de diferenciacion y el
hecho de que w, u® = u son finitas tenemos que

dp 1

Dyp:=—¢€L . 3.5.19
=o€ Lw) ( )

Escogemos k € N tan grande tal que w(Ey) < ¢/2 donde
Ep:={y €0 : Dyu(y) > k}. (3.5.20)
Escogemos y, € Ey, As = Ay(yo) tal que para todo A" = Ay(yo) con ¢t < 2s tengamos

(A

- D k. .5.21
= Datitn)| < (3.5.21)

Usando el Lema 3.4.4 y lo anterior tenemos entonces
M .
A7)
A<§:’»M(—,<2k’”: Q)2k. 5.
1_j0C'C'Jw(AJ)_ c'c” =C(Q) (3.5.22)

Notamos que s = s(yp). Antes de estimar A, nos deshacemos de esta dependencia:
Para empezar definimos las siguientes funciones en 02

L) =n(A:), alz) =w(A(). (3.5.23)

Notamos que para r pequenia ambas funciones son Borel medibles!? y ademds del
Lema 3.4.1 deducimos que f,./g, = h, también es medible. El teorema de diferen-
ciacién nos dice que

l% h.(2) = Dyu(z), p.c.t. z € €. (3.5.24)

Usando el teorema de Egorov tenemos que existe F' C 092 con w(F) < ¢/2 tal que
h. — D,p uniformemente en 02 \ F.

Con esto, si pedimos yy € 092 \ F' podemos concluir que la misma s que usamos
para definir A funciona para cualquier otro y € 9Q \ F.

Con todo esto es sencillo estimar By pues de la Observacion 3.4.3 concluimos

By < C(s,Q) /m dp(y) < Cu(0). (3.5.25)

Entonces si pedimos y € (9Q\ E;) N (9Q\ F) =: E conluimos que u estd acotada
no-tangencialmente y este ultimo conjunto satisface w(FE) < e. [

10No es dificil probar que si z; — z entonces 1A, (z) < liminf; 15, (4,) por lo que el lema de Fatou
implica que f,, g, son semicontinuas inferiormente.
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Este lema nos permite pasar de una funcién armonica positiva en €2 a una acotada
en Qp para algun F' C 0 (recordamos la Definicién 3.3.5) por lo que el Teorema
3.5.1 aplica en este nuevo dominio. Lo que hacemos ahora es relacionar la medida
armonica en {2 con la de Qp.

Lema 3.5.2. Sean (2 estrellado y I C 0X). Denotamos por wi, la medida armdnica en
Qp evaluada en x € Qp. Si E C F boreliano tal que wr(E) = 0 entonces w(E) = 0.

Demostracion. Para empezar sea € 0Q0p N Q). El cono exterior estandar (respecto
de Qp) I'z(z) intersecta, tras aumentar un poco la altura de ser necesario, a 0f2
en un conjunto (ver figura 3.14) que contiene un disco superficial A C 992 \ F' (sin
pérdida de generalidad podemos suponer que la apertura de los conos I', es mucho
menor que la de I'", por lo que si I'z(z) intersectara a F' en z entonces x € I'"(z)
contradiciendo el hecho que x € 0QF).

Figura 3.14: T't es el cono interior estandar en el centro de A.

Por el Lema 3.4.1 tenemos entonces, dado que el radio de A es proporcional (con
constantes que dependen de Q) a d(z, 99Q),

WO\ E) > w(A) > C1(Q), x € 0Qp N Q. (3.5.26)
Sin pérdida de generalidad tomamos C; < 1. Dado que w es finita obtenemos
Wwi(E) <1-C0Ch, x € 0QpNAQ. (3.5.27)
Sea f : ) — R una funciéon subarmonica tal que

limsup f(w) < 1p(y), (3.5.28)

Q5w—yedQ
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y recordamos que el supremo puntual sobre todas estas funciones es la extensién
armonica de 1 a Q (que es igual a w”(E) como funcién de w € ). Por lo tanto
tenemos f(z) < w®(E). Por lo anterior tenemos que g(w) := f(w) — 1+ C} satisface
que es subarmonica y

lim su w)<0<1 , w € Qp.
dimenp 9(0) <0< 160 d (3520

De aqui concluimos que g(w) < wi(F) = 0 para w € Qp, de donde f(w) < 1—C4
para w € 2. Como f fue arbitraria tenemos w"(E) < 1 — C} pero entonces w”(E)
no puede tener limtes no-tangenciales 1 para ningin x € E. Por el Corolario 3.5.1
concluimos que w(E) = 0. O

El siguiente paso es concluir que convergencia no-tangencial en () implica con-
vergencia no-tangencial en ). Esto es sencillo con la construccion del lema anterior.

Lema 3.5.3. Sea E C F' C 09. Existe E' C E conw(E') =0 (E' depende sélamente
de E,F) tal que para today € E\ E' y S un cono no-tangencial en y tenemos que
existe h = h(y, S, E, F') > 0 con la propiedad de que

Bh(y) NS CQr. (3530)

En otras palabras todo cono no-tangencial, respecto de ), es (localmente) un cono
no-tangencial respecto de Qp, modulo un conjunto de w-medida 0. En particular
convergencia no-tangencial en E respecto de Qp implica convergencia no-tangencial
w-c.d. respecto de ().

Demostracion. Dado que w”(FE) = 0 para x € 902\ F', (3.5.26) junto con el principio
del maximo implican que existe 0 < C < 1 tal que

Tomamos entonces F’ el conjunto donde w”(E) no tiende a 1 no-tangencialmente.
Fijemos y € E'\ E' y S un cono no-tangencial (respecto de ) en y. Si (3.5.30) no
pasa existe una sucesién que puntos xy € S\ Qp con xy — y pero esto, junto con
(3.5.31), contradicen que w™(E) — 1. O

Lema 3.5.4. Supongamos que existe M > 0 tal que 0 < u < M en cualquier cono
interior estandar T (y) con y € E C Q. Entonces u tiene limites no-tangenciales
w-c.d. en F.
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Demostracion. u esta acotada en 2g por lo que el Teorema 3.5.1 nos dice que el
conjunto F' donde u no tiene limites en (25 tiene wg medida cero. Como convergencia
no-tangencial en Qg implica convergencia no-tangencial w-c.d. en E (respecto de
2), los dos lemas anteriores implican que el conjunto donde u no-tiene limites no-
tangenciales en E (respecto de ) tiene w-medida 0 y el resultado queda probado. [

Teorema 3.5.2. Sea ) estrellado y uw > 0 armdnica entonces u tiene limites no-
tangenciales w-c.d.

Demostracion. La prueba es idéntica a la del Lema anterior, invocando ademas el
Lema 3.5.1. [

Concluimos esta seccién probando el resultado para dominios Lipschitz en general.
En otras palabras tenemos el siguiente

Teorema 3.5.3. Sea Q un dominio Lipschitz en R, Sea u : Q — R una funcion
armonica acotada no-tangencialmente en un conjunto E C 0S) entonces u tiene
limites no-tangenciales w-c.d. en E. El resultado es valido también si solo pedimos
u>—M en Q para alguna M > 0.

Notamos primero que la nocién de convergencia/acotabilidad no-tangencial es
local por lo que nos bastaria probar dos cosas:

1. 09 tiene una cubierta por dominio estrellados contenidos en

2. Si (¥ denota alguno de estos dominios estrellados y w’ su correspondiente me-
dida arménica entonces w'(E) = 0 implica w(E N Q') = 0.

El primer punto es sencillo pues claramente, por definicién de dominio Lipschitz,
todo punto tiene asociado un dominio especial en una vecindad de x (ver la Definicién
3.5.1). El segundo es consecuencia de un principio de comparacién que enunciamos
a continuacion

Lema 3.5.5. Sean u,v : 2 — R no-negativas y E C 02 cerrado con w(E) =0 tales
que )
1. u es armonica en § y continua en .
2. v es subarmdnica en 0 y continua en Q\ E
3. Para alguna M > 0
limsupv(z) < M, Yy e B (3.5.32)
Ooz—y
4.0v<uendd\ E
entonces v < u en §).
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Demostracion. Como w es regular existe una sucesion de abiertos £/ C U; tal que
w(U;) — 0. Si ponemos w;(z) = Mw®(U;) entonces 0 < w; < M. Siy € 0Q\ E, por
hipdtesis v(y) < u(y). Siy € E, como w; es continua en QU{U,} (pues U; abierto) y
en este caso w;(y) = M tenemos limsup,_,, v(z) < w;(y). En cualquier caso entonces

limsup v(z) < u(y) + limsup w;(z), Yy € 09 (3.5.33)
Q3z—y Q3z—y

Por el principio del maximo entonces v < u + w; en ). Como para cada z € € fijo
w;(2) = 0 cuando j — oo, el resultado sigue. O

Lema 3.5.6. Sean Q; dos dominios requlares para el laplaciano y sea E C 0§21 N0y
tal que existe un abierto U en R™™ con E C U y U N Q) = U NSy entonces

Demostracion. Supongamos que wy(E) = 0. Como E es cerrado w(z) = wj(F) es
armonica en {2y, continua en 2y \ £y 0 < w < 1. Si extendemos w a R"™*\ E como
cero, esta resulta ser una funcién continua y subarménica (que la desigualdad del
promedio vale se sigue inmediatamente de la no-negatividad de w en 5). Si ponemos
% como la extension armoénica a 2, de

~J 0 si yek
f@”‘{w@)siyeam\E

Notamos que f € C(9€) (pues F admite una vecindad abierta en 05 N 98,
llamémosle W entonces w|yng = 0). El lema anterior nos dice que entonces w < u
en (). Pero entonces

(3.5.35)

0 <limw(z) <limu(z) =0, Yy e E (3.5.36)
2=y 2=y
Entonces w € C(£3) v w|sa, = 0. Concluimos w = 0 en . O

Pasamos ahora a la definicion de dominios especiales. Para empezar tomemos
¢ : R™ = R. Decimos que ¢ € Lip(M) si

1. ¢(0) =0.
2. sop(p) C B1(0).
3. [¢]1 < M. En otras palabras

(3.5.37)
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Dada entonces una tal ¢ tenemos que los conos
{(z,t) e R" xR : M|z — x| <t — p(x0)} (3.5.38)

se quedan por arriba de la grafica de ¢ para todo xy € R™. Si ponemos a = (0,30M),
b= (0,40M) € R"*! es ficil ver que el dominio

Q= {z = (2, 2,41) € R™ : [2/| <10, p(2') < 2py1 < |b]} (3.5.39)

es un dominio estrellado respecto de a con constantes que solo dependen de M (pues
todo punto en la tapa de abajo tiene un cono, de apertura uniforme y que abre hacia
arriba, tal que a estd en tal cono) . Entonces ponemos

Definicién 3.5.1 (Dominios especiales). Decimos que ) es un dominio Lipschitz
especial si existen M >0, ¢ € Lip(M) yr > 0 tal que 2 es congruente con r€,.

Para fijar notaciéon ponemos también

R, = {(:c’,@(x')) €, 2| < %} : (3.5.40)

Observacion 3.5.1. Recordamos que si £ es estrellado respecto de a y y € OS2
poniamos y4(s) al punto en el segmento [a,y| tal que |y — y4(s)| = hs para una h
que solo dependia de la apertura de los conos, y s < 1 suficientemente pequena. Por
la desigualdad de Harnack y la Proposicion 3.3.3 tenemos que existe una constante
C = C(M) tal que para toda y € S, (para alguna ¢ € Lip(M)) y toda funcion
armonica positiva u,

u s
oo M) o (3.5.41)
u(y + hsepi1)
En otras palabras, movernos hacia arriba o hacia el centro es casi lo mismo en un
dominio especial.

Proposicién 3.5.1. Sea Q) un dominio Lipschitz, entonces para cada punto y € OS2
tenemos una vecindad U de y y r,M > 0 tal que 02NV es congruente con 1R,
para alguna ¢ € Lip(M).

La prueba es casi trivial por la definicion de dominio Lipschitz. El asunto es
que, con esto y el Lema 3.5.6, podemos concluir que el hecho w(F) = 0 para algin
E C 09 es una propiedad local. En otras palabras, como w(E) = 0 si y solo si
w(FE NV) = 0 para todo abierto tenemos que nos basta checar conjuntos que se
quedan en cartas coordenadas. El Lema 3.5.6 entonces nos permite concluir que
basta estudiar dominios €2, para alguna ¢ y £ C R,,.
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3.6. wKKorKw

Para empezar recordamos que para 2 un dominio regular para el laplaciano la
funcion de Green asociada al dominio, definida en €2 x 2 estda dada por

O ) (36.1)

donde ¢* es la solucién del problema

{—Agb‘” = 0 en €}

¢* = |z —-*"" sobre 99 (3.6.2)

y la constante ¢, = o, (la superficie de la esfera unitaria en R"*!') normaliza de tal

manera que ¢, |r—y|' ™" sea la solucién fundamental del laplaciano en R"™!. Notamos

que entonces G(x,-) es superarménica y G(z,-)|gq = 0 por lo que G > 0.
Recolectamos algunas propiedades de funciones de Green en la siguiente

Proposicion 3.6.1. Sean §;,Q) dominios requlares para el laplaciano y G;, G sus
funciones de Green entonces

1. Gi(z,y) < Go(x,y) siempre que 1y C (.

2. 518 C Qiyq T Q entonces Gi(x,-) — G(x,-) uniformemente en compactos de

Demostracion. 1 es consecuencia del principio del méximo: Si x € Q, y € 9
entonces

of(y) = lz—yI"" > d5(y), (3.6.3)

de donde la afirmacion sigue.

Para ver 2 fijamos € 2 y tomamos j tan grande tal que z € Q;. Como G;(z,y) <
G(z,y) < |z —y/* ™ parai > jyy € Q el teorema de convergencia de Harnack nos
dice que las G;(z, -) convergen uniformemente en compactos a una funcién arménica
v, en Q\ {z}. Basta probar que v, = G(z,-), pera ver esto notamos que ¢7 (¢") estan
caracterizadas por ser una cota superior de los conjuntos'

{u: Q) > R:uly) <|lz—y/' " enQ; (Q)}, (3.6.4)

por lo que su u < |z — +|'™" en Q entonces lo mismo vale en €; por lo que u < ¢?.

Concluimos que ¢* < v,. La otra desigualdad es obvia. O]

1Una direccién es el principio del méximo, la otra es el método de Perron.
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Supongamos por el momento que 2 es suave. Por teorfa de regularidad para
ecuaciones elipticas tenemos entonces que ¢* € C*(2) por lo que G(z,-) € C>(£2\
{z}. La importancia de la funcién de Green es obvia de la siguiente

Proposicién 3.6.2. Sea Q suave y acotado u € C*(Q) armdnica entonces

Vy

u(z) = — /(m u(y)iG(x,u)dJ(y). (3.6.5)

En particular, si definimos el niicleo de Poisson como

0

K —_ ——-—— . .
(2,9) any(ar, Y), (3.6.6)
tenemos la férmula de representacion
u(z) = K(z,y)u(y)do(y). (3.6.7)

o0

Por unicidad en el teorema de representacion de Riesz tenemos que

dw*(y) = K (z,y)do(y), (3.6.8)
por lo que w* K oy
dw?®
e (y) = K(z,y), Vo € Q, p.ct.y € 0. (3.6.9)

Por el lema de Hopf sabemos que K(x,-) > 0 para toda = € Q. Por otro lado,
como esta funcién es continua, K(z,-) € LP(0) para toda 1 < p < oo. De esto
obtenemos que K~ !(x,-) € L>=(w) y por lo tanto

/F Kz, y)du® (y) = /F do(y) = o(F),  VF C 09 borcliano.  (3.6.10)

Por lo que ¢ < w. En general para dominios Lipschitz no sabemos, en principio,
que existe el nicleo de Poisson. El siguiente lema muestra que, aunque no tenemos
un nucleo de Poisson, la funcion de Green sigue dando informaciéon importante en la
relacion de o y w.
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Lema 3.6.1. Sea Q un dominio estrellado (respecto de 0) y sea G su funcion de
Green. Entonces existe C, que solo depende de la apertura de los conos estdndar, tal
que, con Ay = Ay(y) para algin y € 0O,

gD C0.p:()

5 < - <CURY (3.6.11)

para toda s suficientemente pequena.

Demostracion. Antes que nada notamos que, para s suficientemente pequena existe
C1, que solo depende de la apertura de los cono estandar y ¢, tal que

B® = Beys(y+(s)) C Q. (3.6.12)
1. Probamos primero
GO0.v:(5) _ (A (3.6.13)
s — o(Ay)

Sea entonces x € JB®. De la definicién de la funcién de Green tenemos G(z,y,) <
|z —yy ' = C}7"s' 7" Del Lema 3.4.1 y la desigualdad de Harnack tenemos Cj tal
que w*(Ay) > Cy para x € 0B*. Dado que G(x,y,) = G(y+, z) y que G(y4, +)|aa = 0,
por el principio del maximo tenemos

Gy, x) < Cs'"w(Ay), reQ\ B (3.6.14)

El resultado sigue de que o(A;) ~ s™ (con constantes que dependen del cardcter
Lipschitz de €2, pero esto viene codificado en la apertura de los conos y la ¢ en la
definicién de €2) y poniendo x = 0.

2. Para ver la otra desigualdad comparamos G(-,y) con la funcién de Green de
B? con polo en y,, i.e. G4(-,y+) de donde obtenemos

Gz,yy) > Go(x,ys) = cnlx — y |7 — ¢ (Chs) ", zedB’?  (3.6.15)

Por el principio del minimo para funciones superarmonicas concluimos que lo mismo
vale para x € B%/?, de donde

" 1G(z,y.) > C. (3.6.16)

12Recordamos que y4 (s) es el punto en el segmento [0,y] con |y — y4(s)| = hs para algin h que
solo depende de la apertura del conos estandar.
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Ahora, si escogemos 0 < t < 1 tal que ty = y, (recordamos que s estd fijo) entonces,
siz € A, 2)s tenemos [tz—ty| = t|z—y4| < (C1/2)s por lo que se dan las inclusiones

tA(cyj2)s C{r € Q1o —yy| < (C1/2)ts} € B2, (3.6.17)
por lo que el principio del maximo implica que
W (Acy j2)s) < Cs" G2, y4), x €. (3.6.18)

El resultado sigue de la propiedad doblante de la medida arménica (Corolario 3.4.1)
y el hecho que o(A) ~ s". O

Para seguir necesitamos un par de lemas técnicos, cuya prueba posponemos para
ver como estos resultados implican w < o.

Lema 3.6.2. Sea ¢ € Lip(M) y sea Q, su dominio especial asociado. Si g = G(a,-)
denota su funcion de Green con polo en a (que recordamos es el centro de §,) en-
tonces existen C = C(M) >0 yr=r(M) > 0 tal que B,(a) CC Q, y tal que
dg
833n+1

() +C >0, zeQ,\Bla) (3.6.19)

Lema 3.6.3. Sean ¢,), como en el lema anterior entones, si Ay = Ay(y) para
y € R, y s pequeno, entonces™ w-p.c.t. y € Ry, y s < s tenemos

Ssu W(AS)
s>18 U<As)

Observacién 3.6.1. El supremo del lado izquierdo es finito o-c.d. por el teorema de
diferenciacion, mientras que nosotros asequramos que es finito w-c.d.

< 0. (3.6.20)

Lema 3.6.4. Sean ¢, ., como en los lemas anteriores y sea’* E C R, tal que
o(E) =0 entonces w(F) = 0.

Demostracion. Por regularidad de ambas medidas nos basta suponer E compacto.
De nuevo por regularidad existe £ C U abierto tal que o(U) < e. Tomamos una
cubierta de discos

Ec Ao ct. (3.6.21)

yer

13 Como  es especial ponemos w = w®.
Recordamos que R, = {(x, p(z)) : |z| < 1/2}.



164  CAPITULO 3. MEDIDA ARMONICA Y LIMITES NO TANGENCIALES

Por compacidad tenemos una subcubierta finita A, = A, (y;), j = 1,...,k. Por el
teorema de Vitali podemos suponer (abusando de la notacién) que los A, son ajenos
y que 5A,; contienen a E. Como conjuntos de w medida cero tienen complemento
denso por el Lema 3.4.1 (el lema implica que si w(E) = 0 entonces E tiene interior
vacio) podemos suponer que y; € F', donde definimos F' como el conjunto de puntos
donde el supremo del lema anterior es finito.

El lema anterior entonces implica que

w(A,,) < Co(A,). (3.6.22)

Calculamos

C =

w(F) <w ( w(BASj)> < zk:w(BAsj) < Czk:w(Asj)

1 j=1

&,
I

(3.6.23)

hE

IA

> o(A,,) < Co(U) < Ck,

1

.
Il

donde usamos la propiedad doblante de w (ver Corolario 3.4.1). Como ¢ fue arbitrario
el resultado sigue. O

Pasamos ahora a la prueba de los lemas

Demostracion (Lema 3.6.2). Supongamos que €2, con ¢ suave. Como g la podemos
extender por reflexién a través de las tapas {x,11 = b} y {z,s1 = 0,]2'| > 3/2},
podemos tratar {2, como un dominio suave. Las estimaciones de Schauder (ver [[21]])
implican que, en F' = 0\ R, tenemos

IVlloo,r < C(n) ([[hllc2e + llglloc) = C(M), (3.6.24)

para algin 0 < a < 1y donde h es alguna extensién de |a — -|1_”‘F a R"*1. Como
g<la—-""<C(M) ladtima desigualdad sigue.
Con el mismo razonamiento la cota anterior vale con F' reemplazado por 0B, (a).

Como 0,,,,9 > 0 en R, el principio del minimo implica la cota en este caso, con

C=C(M).
Para ver el caso general solamente construimos una sucesién de funciones ¢y
suaves tal que

1. ¢ € Lip(M + o(1)).

2. ¢ — @ uniformemente en R".
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3. @K > .

Por ejemplo regularizamos, sumamos una constante para obtener 3 y cortamos para
garantizar el soporte en BY. El resultado sigue de que como Q,, C Q,, . 1, la
Proposicién 3.6.1 implica que g — ¢ uniformemente en compactos. O

Demostracion (Lema 3.6.5). Del Lema 3.6.1 y la Observacién 3.5.1 tenemos

w(Ayg) < CG(a, Y+ hseni) (3.6.25)
a(Ay) s
El teorema del valor medio implica que
w(Ay)
su < (Csu + sepi1). 3.6.26
S>IO) U(As) o S>I(:)) 8xn—‘,—l (y +1) ( )

Por el Lema 3.6.2 y los teoremas de la secciéon anterior 9, ., ¢ tiene limites no-
tangenciales w-c.d. por lo que el lado derecho de la desigualdad anterior es finito

w-c.d. O

Observaciéon 3.6.2. El mismo razonamiento muestra que

w(Ay) )
lim su < C'limsu
s—0 P 0<As) - s—0 P 8$n+1

(Y + sent1). (3.6.27)

Ya tenemos que w < o. Probaremos ahora que la derivada de Radon-Nikodym
estd en L2

Lema 3.6.5. Sean ¢, Q, como en los lemas anteriores y f = dw/do, que eziste por
el resultado anterior (si restringimos las medidas a R, de menos). Entonces existe

C =C(M) tal que

fPdo < C(M) (3.6.28)
R,

Demostracion. Para ahorrar notacién ponemos g; = —¢® el corrector en la defincién
de la funcién de Green de Q. En otras palabras g = ¢, (la — -[*™" + ¢1). Si tomamos
r como en el Lema 3.6.2, de nuevo por las estimaciones de Schauder, y el hecho de
que |g1| < |a—-|'"", tenemos que existe Cy = C\(M) tal que ||V gi|oo,B,(a) < C1(M).
De nuevo por el Lema 3.6.2 tenemos que existe Cy = Co(M) tal que

_ ol
axn-ﬁ-l

h(x) : (x) + Cy >0, r €, \ B(a). (3.6.29)
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Para cada 0 < t < 1 las funciones hy(x) = h(tx + (1 —t)a) son arménicas en {2, y
continuas hasta la cerradura (son bésicamente los analogos de u(rz) en un dominio
estrellado, solo que ahora el centro no es 0) por lo que tenemos (recordamos w = w®)

h(a) = /8 . he(y)dw(y) = / he(y)dw(y). (3.6.30)

Ry

Usando esto, (3.6.29) y los resultados de la seccién anterior tenemos que h tiene
limites no tangenciales w-c.d. y ademds para y € R,

lirtriilnf hi(y) = limsup h(y + te,41) = F(y). (3.6.31)

t—0

Por la Observacién 3.6.2 y el hecho que g1 —g| = |a—-[*"™" < C(M) en 99, tenemos
que existe C3 = C5(M) tal que

, w(A¢(y)) ,
< (C1 — (1
fly) <C H?jélp S Buy) S C H?jélp On+19(y + tens1)

< C3(F(y) + Cs), w-c.d.

(3.6.32)

Combinando todo esto tenemos

o= [ fdw< / Co(F + Cy)dw
R

R, R, »

< lim inf Cs(he(y) + C3)dw (3.6.33)
R‘P

t—1

< h(a) + Cw(R,) < C(M)
donde usamos el lema de Fatou para la segunda desigualdad. O

Lema 3.6.6. Sea ¢ € Lip(M) y Q, su dominio especial. Si E C R, satisface
w(F) =0 entonces o(F) = 0.

Demostracién. Supongamos entonces que E C R, (recordamos que R, = {(z, p(z)) :
|z| < 1} € 99) es tal que w(E) = 0 pero o(E) > 0.

Para empezar pongamos E' = 7(E) = {z € R" : (z,¢(x)) € E}. Claramente
|E'| = o(E) > 0.

Como motivacién notamos que, por el Lema 3.4.1, E no puede contener ningin
disco superficial. Por otro lado un conjunto de medida positiva, en el sentido de
medida, se ve a escalas pequenas como un abierto por el teorema de diferenciacion.
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La idea sera entonces ‘agrandar ’ E alrededor de un punto de densidad 1 y llegar a una
contradiccién via la comparacién uniforme que nos da el hecho de que dw/do € L*(o).

Supongamos entonces que 0 € E' y que, abusando de la notacién, 0 es un punto
de densidad de F', i.e.

- |E"N B (0)]
lim ————=— =1. 3.6.34
1B 0) .
Definimos, para 0 < s < 1, los conjuntos
Ay={r eR": |z| < 1/2, sz € E'} = B];»(0) N sTIE (3.6.35)

En otras palabras, A’ agranda E’ un factor s™' y corta lo que se salga de una bola
fija, i.e. la construccién funciona béasicamente como una lupa en 0.

Sea ahora f : R™ — R una funcién suave tal que 0 < f < 1, f(z) = 1si |z| < 2/3
y sop(f) C By(0). Si ponemos p4(z) = s f(x)p(sz) entonces sop(f) C B(0) y
existe C' que no depende de 7 tal que [ps]1 < C[p];. Para ver esto ultimo calculamos

Voo (z) = s Yo(sz)V f(z) + f(2)Vp(sz). (3.6.36)

El segundo término claramente estd acotado por ||V¢| r~. El primer término, dado
que ¢(0) = 0, estd acotado por |z|[p]1]|V f| L=. Como el soporte de s esta en la
bola unitaria, la afirmacién sigue. Entonces existe M’ (que no depende de s) tal que
s € Lip(M’). Denotamos como D los dominios especiales construidos a partir de
s, cuando consideramos a estas ultimas como funciones con constante de Lipschitz
M’. Denotamos a, al centro de los dominios D;.

Definimos ahora los conjuntos, para 0 < s < 1,

Ay ={(z,¢5(x)) 1z € A} COD,. (3.6.37)

En otras palabras A, es un acercamiento, en 0, del conjunto F, de la misma manera
que A’ lo es de E’. La construccién de las @ es para poder estimar las medidas
armonicas de manera uniforme: Si denotamos wy la medida armonica en D, tenemos
1. ws(As) = 0 para toda s.
2. ws(R,) > C para toda s y C' que no depende de s, donde®®

R, = {(x,%@)) | < %} | (3.6.38)

15En otras palabras Ry es el andlogo de R, en los D;.
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La segunda afirmacién es inmediata del Lema 3.4.1. Para ver 1 primero notamos
que sD; es un dominio especial y que si (x, ps(x)) € R, entonces

s(z,¢s(x)) = (sz,¢(sz)) € Ry, (3.6.39)

Maés aun, vemos que si ademés x € A/, entonces s(z, ps(x)) € E. Con esto, del Lema
3.5.6, y como para z € Dy, w?(As) = w¥(sAs) < w¥(E') =0, concluimos 1.
El resto es sencillo: Como ws(As) = 0 tenemos

ws(Rs) = ws(Ry \ Ay) < Co(Ry\ A)Y?Y < C|m(R, \ A) M7 (3.6.40)

Ahora (R, \ As) C By, \ A; por lo que concluimos

w B2, n BT\
ws(Rs) < C|B?/2 \ A;| W= C’B?/2| 1- T — 0. (3.6.41)
s/2
Esto es una contradiccion con 2, por lo que el lema queda probado. O

Como corolario a todo lo hecho hasta ahora tenemos

Teorema 3.6.1. Sea 2 un dominio Lipschitz acotado en R". Entonces, siw denota
su medida arménica y o la medida de superficie en 0S), tenemos 0 < w <K o y ademds
dw/do € L*(o).

Para concluir la prueba del Teorema 3.0.6 simplemente invocamos el Corolario
1.5.1 que nos dice que la nocién de convergencia no-tangencial usada aqui es o-c.d.
equivalente a la definida en términos de las regiones I',(y) (ver Definicién 1.5.3), y
por lo tanto tenemos convergencia no-tangencial siempre que podamos probar que
u estd acotada en los conos interiores estandar pero esto es sencillo: Por ejemplo
usando la Proposicién 1.5.3 vemos que Nyu < M’ = M'(a, ) en un conjunto de
medida arbitrariamente grande. Escogemos [ tan grande que contenga a los conos
estandar y aplicamos los resultados anteriores.

3.7. Extensiones

La medida armonica es una construccion natural que aparece cuando podemos
resolver el problema de Dirichlet para el laplaciano. Mas atin, como hemos visto, esta
medida es mas natural que la medida de superficie cuando estudiamos el compor-
tamiento en la frontera de funciones armonicas. Esto nos lleva a una generalizacién
de lo hecho en este capitulo.
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Supongamos que a;; € L*(Q2), donde €2 es un dominio Lipschitz estrellado, y
ademas satisfacemos la condicion de elipticidad

n+1

NP < Z a;j&€; < AJEJ?, g eR™L (3.7.1)

,j=1

Tenemos el operador en forma de divergencia dado por

n+1
0 0

1,7=1

El laplaciano, en este caso, corresponde a a;; = 0;; la identidad (médulo un signo
para asegurar que L sea positivo). La idea es generalizar lo hecho para funciones
armoénicas a funciones que satisfacen Lu = 0. Para esto primero hay que ver que las
herramientas que usamos estan disponibles para este tipo de funciones.

Los resultados fundamentales que nos permiten trabajar en este contexto tan
general son

Teorema 3.7.1 (Continuidad[21, 41]). Sea u una solucion de Lu = 0 en ), entonces
u es localmente Holder continua en §2.

Teorema 3.7.2 (Principio del maximo|[37, Theo. 2.5]). Sea u una solucion de Lu = 0
en Q y ulpa (en el sentido de traza) es acotada en el sentido de W1216 entonces

sup u < sup u. (3.7.3)
Q o0

Teorema 3.7.3 (Desigualdad de Harnack[41]). Sea u > 0 una solucion de Lu = 0
en Q y K C Q un compacto. Eziste C' = C(Q, K) tal que

supu < C'inf u. (3.7.4)
K K

Teorema 3.7.4 (Problema de Dirichlet[37, Cor. 9.1]). Sea Q2 un dominio Lipschitz,

entonces para toda f € C(0R) eziste una unica solucion u tal que u € C(2) y

{Lu = 0 en( (3.7.5)

u = [ sobre 0f)

En particular existen las medidas armonicas wi para toda x € Q.

16 e. existe una sucesién uy € C*(Q) con |uy| < M en 0Q y up — u en WH2,
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Con todo esto uno puede probar los analogos de los resultados de la segunda
seccion de este capitulo para soluciones Lu = 0. Por ejemplo tenemos el resultado

Teorema 3.7.5 ([2]). Sea Q un dominio Lipschitz estrellado y v > 0 solucion de
Lu =0 en (). Entonces u tiene limites no-tangenciales wy-c.d.

Lo instructivo de hacer esta generalizacion es que, como podemos restringirnos
al caso de la bola unitaria (y luego jalar los resultados a un dominio estrellado via el
homeomorfismo ® (ver la discusion antes de la Definicién 3.3.3)), se vén maés claros
los argumentos analiticos, pues en este caso la geometria es sencilla.

Por ejemplo, el Lema 3.4.4 realmente es una estimacion puntual de la funcién
maximal no-tangencial:

Nu < C(QMYf, u(z) = , fy)dw®(y). (3.7.6)

para cualquier f € L'(w). Despues la prueba para el caso u > 0 es consecuencia de
que tenemos la representacion

u(z) = [ N(z,y)dp’(y). (3.7.7)
o0
En este caso probamos que u estd no-tangencialmente acotada w-c.d. y que, u(x) tiene
limites no tangenciales f, donde du’ = fdw + dv es la descomposicién de Lebesgue
de p° respecto de wP. En el caso general esto podemos probarlo via una estimacién
directa en esta descomposicion, i.e.

Teorema 3.7.6 ([2, Theo. 4.3]). Si u es una medida de Borel en OB (B la bola
unitaria) y w = w® entonces el operador

M(Ar())
o iliro) (A0 (3.7.8)

es acotado del espacio de medidas de Borel finitas en L*°(92).

El resultado entonces sigue del hecho que dv/dw = 0 por ser v singular respecto
de w.

En este caso, en cierto sentido, estamos generalizando el analisis aplicado a las
estimaciones de la medida armonica: Nos fijamos en las propiedades de funciones
armoénicas que usamos en la prueba y notamos que estas valen para una clase mas
general de funciones, a saber Lu = 0 (ver [2] para los aspectos técnicos de esta
generalizacién y [51] para un recuento informal de las técnicas usadas).
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Por otro lado también podemos generalizar la geometria: En realidad las propiedades
cruciales de dominios Lipschitz estrellados que usamos para probar las estimaciones
fueron

1. Regularidad para el problema de Dirichlet del laplaciano.

2. Condicién de cadena de Harnack.

3. La existencia de los puntos y,(s) y ys.

La existencia de los puntos se puede generalizar de la siguiente manera:

Definicién 3.7.1 (Condicién interior/exterior de Sacacorchos). Ewxisten M > 0,
ro > 0 tal que para todo y € O y r < rq existe un punto y.(r) =y, € Q con

My <|y—yq| <, M 'r < d(y,,00) <. (3.7.9)

En otras palabras |y — y.| = r ~ d(y,, 0L)) uniformemente en y. )
Para la condicion exterior es lo mismo, excepto que pedimos y_ € R™1\ Q.

Notamos que, para r suficientemente pequeno (respecto de M),

Byjonr (y+(r/3)) € 20 (Bo(y)\ Bujou(y) € 0 (B,(y)\ Baly)).  (3.7.10)

por lo que una condiciéon de sacacorchos exterior implicaria regularidad respecto
del problema del Dirichlet para el laplaciano (via un criterio de capacidad, ver [31,
p.330]). Tenemos entonces la siguiente

Definicién 3.7.2 ([30]). Q@ C R""! abierto. Decimos que Q es NTA (de non-
tangentially accesible) si S) satisface la condicion de cadena de Harnack y una condi-
cion de sacacorchos interior y exterior.

Los resultados aqui también se generalizan a dominios NTA, con estimaciones
para w casi idénticas a las probadas aqui para dominios Lipschitz estrellados (ver
[30]).

Un punto que hay que resaltar es que, aunque hasta ahora los resultados para L
son completamente analogos a los del laplaciano, esto deja de ser cierto cuando nos
fijamos en si 0 < wy, <K 0. Por ejemplo tenemos los siguientes

Teorema 3.7.7 ([15, Theorem 2]). Sea 2 un dominio NTA y Ahlfors regular en-
tonces, st w denota la medida armonica en algin punto de 2 tenemos que w K 0 K
w.
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Teorema 3.7.8 ([40]). Existe un dominio suave Q) y un operador eliptico L tal que
wr, no es absolutamente continua respecto de o en OS).

Recordamos el planteamiento del problema de Dirichlet con dato en la frontera
en LP(o).
Definicién 3.7.3. Sea 1 < p < oo y Q Lipschitz. Decimos que el problema de
Dirichlet (para el laplaciano) en LP(o) tiene solucion si para toda f € LP(o) existe
una funcion armonica u en ) tal que u tiene limites no-tangenciales f o-c.d. y existe
C que no depende de f tal que

VU]l 1oy < ClLFNlr(o)- (3.7.11)

Observacion 3.7.1. La condicion sobre la funcion mazximal no-tangencial estd para
garantizar unicidad: Por ejemplo si €} es suave, esto nos garantiza que, via la inegral
de Poisson, podemos recuperar u via f. Por otro lado existen funciones armdnicas
en el disco unitario con limites no-tangenciales 0 en todo punto del circulo que no
son 0.

Notamos que en lo que hemos hecho en el capitulo viene implicito que, si f €
L'(w) entonces

w(z) = | fly)dw®(y) = [ fy)N(z,y)dw’(y) (3.7.12)
o0 o0

es una funcién armoénica en {2 con limites no-tangenciales f o-c.d. Por esto y la
definicion de la medida armédnica, este es el mejor candidato a solucion del problema
de Dirichlet con dato en la frontera f. Nos preguntamos que pasa si damos f € LP(0)
para algtin p > 1. Probamos que si 2 es Lipschitz entonces K (x,-) = dw®/do € L*(o)
por lo que, si p = 2, entonces

u(z) = | f(y)dw"(y)= [ [fly)K(x,y)do(y) (3.7.13)
o0 o0

define una funcién armonica. Ademas, de (3.7.6) podemos concluir que
Wullire < COQDI ey, 1<p <o (3.7.14)

En el caso de dominios suaves, dado que LP(w) = LP(0) y || fllr@w) = | f]lLr(s), €StO
se traduce en que el problema de Dirichlet en LP(o) siempre tiene solucién para
1 < p < oo. Por otro lado, en el caso Lipschitz esto nos es tan sencillo pues no
tenemos que el nicleo de Poisson K (z,-) € L>(0). Sin embargo tenemos el siguiente

Teorema 3.7.9 ([12]). Si Q es un dominio Lipschitz y 2 < p < oo entonces el pro-
blema de Dirichlet en LP (o) siempre tiene solucion. Ademds para dominios Lipschitz
en general este rango de p’s es dptimo.



Capitulo 4

Espacios de Hardy

El objetivo de este capitulo es introducir los espacios de Hardy HY (92) asociados
a un dominio Lipschitz Q en R"™! y dar un resultado que relaciona la geometria de
los espacios H3(92) con la geometria de €. Mds concretamente probamos que estos
ultimos espacios son ortogonales si y s6lo si €2 es una bola.

En la primera seccion motivamos las definiciones que daremos via el estudio
de los espacios de Hardy en C de funciones holomorfas. Este parece ser el camino
correcto si uno tiene en mente que, en varios aspectos, funciones monogénicas son
una generalizacién a dimensiones altas de funciones holomorfas.

En la segunda seccién adaptamos lo hecho para C al caso de funciones monogénicas.
En pocas palabras ponemos

H?(8Q) = Im (é + %) . H"(0Q) =Im <—£ + %) (4.0.1)

como operadores en LP(0€2, R4 1y). Resulta que estos espacios son cerrados y Py =
+1/2 + € son proyecciones continuas sobre estos. En el caso p = 2 surge entonces
la pregunta natural de si P, es la proyeccion ortogonal. Esto es equivalente, por un
lado, a que € = €*, y por otro a que H3(9Q) L H2(99). En esta seccién damos
varias condiciones mas equivalentes a esta.

También probamos que para toda € > 0 existe C' = C(¢) tal que

”(g — %*||L2—>L2
1<
- cos

<C, 6Oel(en/2, (4.0.2)

donde 6 es el déngulo entre los subespacios HY (9£2) como subespacios de L?(9€, R, 11))-
Combinando estos resultados sugiere que el hecho § = 7/2 sea el caso limite de un
teorema de regularidad de la forma

¢ — ¢ pequeno < regular. (4.0.3)

173
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Donde la nocién de tamano y regularidad no son triviales (por ejemplo 0 y bola
respectivamente). Ejemplos de este tipo de resultados se ven en la tltima seccidn.

4.1. El caso complejo y un teorema de Kerzman-
Stein

En esta seccién veremos la version compleja de los resultados asociados al opera-
dor de Cauchy. Estos se ponen como motivacién de lo que se hard en las siguientes
secciones.

Como generalmente hacemos, sea I' una curva de Jordan tal que si 2, denota
la componente acotada del complemento de I' entonces €2, es un dominio Lipschitz.
Suponemos siempre que I' es entonces cerrada y esta parametrizada por (t) : [ C
R — C.

Recordamos la definicién de los operadores de Cauchy en este contexto: Dada
f € LP(T') para 1 < p < oo, tenemos

CF(2) 1‘/131@; 2 eC\T,

- 2_71—@ r C —Z
1 f(Q)
4 = — d r.
Por los resultados obtenidos en el capitulo 3 tenemos que la segunda integral esta bien

definida como valor principal para f como arriba. Por otro lado tenemos la férmula
para los limites de C f1:

(4.1.1)

lim Cf(w) = j:@ +Ef(2), w e Q. (4.1.2)

w—z 2
Tenemos ademds, de manera andloga a como se hizo con el operador de Cauchy-
Clifford,

HN(Cf) HLP(F) < Gl fllze (), 1 <p<oo. (4.1.3)

Para motivar nuestra definicion de espacios de Hardy fijémonos primero en el
caso I' = T, 2, = D, el circulo y disco unitario respectivamente. FEn este caso la
definicién usual de espacios de Hardy es la siguiente

HP(D) = {u € H(D): sup <]£27r ]f(r&)\pde) h < oo} : (4.1.4)

0<r<1

'Recordamos que Q_ = C\ Q..
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Aunque en este caso podemos definir estos espacios para 0 < p < oo, nos fi-
jaremos solamente en el caso p > 1. El resultado que nos interesa es la siguiente
caracterizacién de HP. Recordamos que g(n) es el n-ésimo coeficiente de Fourier de
g € LY(T), i.e.

. 1
g(n) = Gy

2m
/ g(0)e™dp. (4.1.5)
0
Teorema 4.1.1. Sea 1 < p < co. Entonces son equivalentes
1. f e HP(D).

2. f tiene limites no-tangenciales, f € LP(T) con f(n) = 0 paran < 0 y f =
C(flr)-

3. f € H(D) y N'f € L»(T).

Demostracion. 1 <2 Estas implicaciones son clésicas y se pueden encontrar, por
ejemplo, en [1] y [17].

2= 3 Esta implicacién es consecuencia de las cotas para N (C ( f\qy)).

3=-2 Por el teorema de Hunt-Wheeden (Teorema 3.0.6) f tiene limites no-tangenciales
en LP(T). Como | f(re)| < N f(e?), el teorema de convergencia dominada nos dd que
los coeficientes de la expansién en serie de Laurent de f en 0 estan dados por

= o

o i/g-n-lf(g)dg _fm), nez (4.1.6)
T

De esto concluimos, por un lado que f(n) = 0 para n < 0, y por otro que fy C(f|r)
tienen los mismos coeficientes en su serie de Taylor en 0. O]

Esto justifica que pongamos para, I', (). como antes,
Definicién 4.1.1. Dada 1 < p < oo ponemos los espacios de Hardy
HY(Qy) ={ueH() : Nue LP(T), u=O(|z| ") en oo} . (4.1.7)

Recordamos, por como definimos Q, que la ultima condicion sélo es restrictiva para
Q_.
Definimos ademdas los espacios de Hardy en I' como

HY(T) == {u|, :u e H(Qy)} (4.1.8)
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Observacién 4.1.1. Apelando al teorema de Hunt-Wheeden (Teorema 3.0.6) vemos
que, en efecto, funciones en HP(€)y) tiene valores de frontera o-c.d. en T, por lo que
el espacio HY (T) estd bien definido.

Regresando al caso del circulo, vemos que 2 del Teorema 4.1.1 implica que
HY(T) = {feLP(’]I‘) :f(n):()paran<0}. (4.1.9)

Por otro lado, si ¢ € HP(C \ D), por la condicién de decaimiento, f(z) = g(1/z)
define una funcién holomorfa en D y ademds N'f € LP(T). En este caso tenemos
g(e?) = f(e=™) en T por lo que

1

~ o —int j4 -1 o nt jg £
g(n) = %/o g(t)e ™dt = %/o f(t)e™dt = —f(—n). (4.1.10)

Deducimos que g(n) = 0 para n > 0. De nuevo por la condicién de decaimiento
tenemos que g(0) = 0 por lo que tenemos la caracterizacién

HP(T) = {f e L(T) : f(n) = 0 para n > o} . (4.1.11)

Con esto tenemos el siguiente resultado

Teorema 4.1.2. Sea 1 < p < oo entonces LP(T) = HY(T) & H”(T), i.e. para toda
f € LP(T) existen fr € HY(T) con f = fy + f_. Mds ain esta descomposicion es
unica.

Esta descomposicién es algebraica, pero podemos ver facilmente que también es
topoldgica pues los espacios HY (T) son cerrados en LP(T). La idea ahora es genera-
lizar este resultado a I' en general.

Notacién 4.1.1. Dada u € HP(2y) ponemos
lull = IV - (4.1.12)

Si no hay confusion de en que dominio estamos trabajando ponemos simplemente
- [l

Claramente esta define una norma en H?(€4). De hecho tenemos

Proposicién 4.1.1. Sea 1 < p < oo entonces (HP(Qy), || - HHi) es un espacio de
Banach.
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La prueba de esto es inmediata de la completitud de LP(I") junto con la estimacion
4.1.3 y el siguiente lema, que a su vez es consecuencia de la férmula integral de Cauchy
(ver Teorema 1.7.3).

Lema 4.1.1. Sea 1 < p < oo y u € H?(1y) entonces u = +C(ulr).

Si recordamos la férmula para los limites de Cf (ver (4.1.2)) entonces tenemos
operadores Py : LP(T") — H% (T") dados por

1
P = i—§l +%. (4.1.13)
Tenemos que Py es acotado en LP(T) y ademés el lema implica que P? = P, o P =
P, por lo que P, es, en efecto, una proyeccién de LP(T') sobre HY (T"). Por otro lado
P? = —P_ por lo que esta no es una proyeccién en el sentido usual, pero —P_ lo es.

Proposicién 4.1.2. Sea 1 < p < oo entonces tenemos
ker(Py) = HZ(I'),  Im(Py) = HE(D). (4.1.14)

Demostracion. La segunda identidad es clara del lema anterior. Para la primera
simplemente notamos, de la definicién de Py, que P, — P_ = I por lo que si f €
ker(P,) entonces f = —P_f € H”(T'). Para la segunda contencién recordamos que
del lema anterior, si f € H?(T') y u € HP(2_) es tal que f = u|r entonces —Cf = u
por lo que —P_f = f. Combinando esto con la identidad del inicio concluimos
f € ker(P,). O

Una consecuencia inmediata de esta proposicion es que HE (T') son subespacios
cerrados de LP(T"). Pero ademaés, de la identidad (que ya usamos en la prueba anterior)

P, —P_ =1 como operadores en LP(T), (4.1.15)

tenemos el andlogo del Teorema 4.1.2, a saber
Teorema 4.1.3. Sea 1 < p < oo entonces LP(T') = HY(T') & H”(T).

Como antes, la interpretacion de esta suma es en el sentido de espacios de Banach:
HY(T') es un complemento de H” (") en LP(T") y £Py las proyecciones asociadas a
esta descomposicion. Por otro lado en el caso p = 2 tenemos otras proyecciones
asociadas de manera natural a estos espacios, a saber las proyecciones ortogonales
P+. La pregunta méas obvia en este caso es jSera P, = P.7 En el caso del circulo
podemos dar una respuesta afirmativa de manera sencilla.
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Teorema 4.1.4. H2(T) L H(T). En particular £Py = P..

Demostracion. La prueba de la primera afirmaciéon es obvia de la representacion en
(4.1.9) y (4.1.11). La otra parte es puro andlisis funcional y es consecuencia de la
unicidad de una proyeccion, dada una descomposiciéon como en el teorema anterior.

[]

El teorema de Kerzman-Stein, en la forma en que aparece en [35], caracteriza los
dominios {2, para los cuales P,y = P,. Tenemos

Teorema 4.1.5 (Kerzman-Stein). Sean I', ), como antes. Si P, = P, entonces Q)
es un disco.

Antes de pasar a la prueba de este resultado veremos algunas formas equivalentes
de la afirmaciéon P = P,.

Proposicién 4.1.3. Son equivalentes

1. H2(T) L H2(T)

2. £PL =P..
J € =€

Demostracion. 12 se sigue de la prueba del Teorema 4.1.4. 23 es consecuencia
de la definicién de P4. 3<4 es obvia de la identidad

P, —P:=%¢—%"=P —P", (4.1.16)
0

En otras palabras la proposicién, junto con el teorema, nos dicen que la geometria
de los espacios de Hardy y propiedades del operador ¥ dan informacion geométrica
del dominio. En este caso nos dicen que la ortogonalidad de los espacios de Hardy o
el hecho ¥ = ¢* determinan la forma del dominio.

En lo anterior hemos visto que las proyecciones + P, aparecen de manera natural
por la férmula integral de Cauchy. Resulta que las proyecciones P también aparecen
de estudiar funciones holomorfas en €). Para ver esto primero formalizamos un hecho
que basicamente esta probado por lo que hemos hecho hasta ahora, en otras palabras
tenemos
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Proposicién 4.1.4. Sea 1 < p < o0o. Tenemos HP(Q.) = HY(T') como espacios de
Banach.

Demostracion. Sea C : LP(I') — HP({2y). Tenemos, de (4.1.3), que este es un opera-
dor lineal y acotado. El Lema 4.1.1 implica que también es sobre. Por otro lado, si
Cf =0 en Q tenemos, por (4.1.2), que £P.f = 0 por lo que f € HE(T) o, en otras
palabras, ker(C) = HZ(T"). Concluimos

H(Qy) = LP(T)/HE(T) = HE(T). (4.1.17)
]

Lo importante de este resultado es que nos permite identificar una funcién f €
HY(T') con su unica extensién holomorfa dada por Cf (pues la prueba de hecho
da C(HL(T)) = H?(21) de manera biyectiva). El Lema 4.1.1 ademds nos dice que
f = Cf|r por lo que podemos considerar que f es realmente una funcién holomorfa
en {24 con valores no-tangenciales en I' sin problemas.

Por otro lado también nos dice que las normas [|Nu|| oy ¥ ||u||zery son equiva-
lentes en H?(€). Por lo anterior, si normamos este tltimo espacio con la segunda,
tenemos que C es un isomorfismo isométrico entre H?(Qy) y HY (T).

Dicho esto tomemos z € Q. y consideramos el funcional lineal en H?()4) dado
por evaluacion en z, llamémosle ev,. Recordamos la definicién de las regiones no-
tangenciales I'£({) para algtin ¢ € T,

IE() ={2€Qx: ]z —¢l < (1+a)d(zT)}. (4.1.18)

Si definimos A, = {¢ € ': z € T£(()} para 2z € Q. entonces es claro que A, # () y
es abierto. Por definicién, para u € HP(4), tenemos que |u(z)| < Mu(¢) para toda
¢ € A,. Integrando sobre A, tenemos

(A u(2)]? < / NU(O)Pdo(€) < Clluly . (4.1.19)

Concluimos que ev, : H?(21) — C es un funcional lineal y continuo. Obviamente
el siguiente paso sera usar el teorema de representacién de Riesz, para esto nos
restringimos a p = 2.

Como se dijo, el teorema de representacion de Riesz nos dice que existe k, €
H2(T) tal que

u(z) = / W(OFD)do (¢) = / Se(z.Qu(Q)do((),  ue HAT),  (41.20)
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si ponemos S (z,¢) = k,(¢). Como Si(z,-) € H3(T') tenemos que

/FSi(z,C)U(QdJ(C) ~0,  Vee HAD), req.. (4.1.21)

Concluimos que tenemos un operador
Set LAT) = HAQL), [ / $4(4 ) F(C)do(C). (4.1.22)

Que el operador realmente v4 al espacio adecuado se sigue de que f = fy + fi con
fe € HX(D) y fr € HY(D)", y Sefe = f+(1)?, Sefr =0.

Via la identificaciéon que no dejamos de mencionar tenemos que podemos pensar
Sy : L*(T') — HA(T) y en este caso, dado que acttia como la identidad en H%(T) y
cero en su complemento ortogonal, tenemos que S+ = Py.

Algo importante a notar es que S reproduce funciones holomorfas en H?().) por
(4.1.20), al igual que el operador de Cauchy C. El siguiente teorema, cuya prueba
puede encontrarse en [35], nos dice que S, o mas apropiadamente S, , no son solo
curiosidades

Teorema 4.1.6. Sea 0y suave ya € Q. Si F: Qy — D es el mapeo de Riemann
con F(a) =0 y F'(a) > 0, entonces

F'(z) = S%(z,a), z €0, (4.1.23)

S(a,a)

Observamos nada més que, aunque S esta en principio definido en €2, x I", como
k. € H2(T), podemos, de hecho, definirlo en Q, x € por lo que lo anterior tiene
sentido.

El teorema entonces nos dice que, conociendo S, podemos recuperar el mapeo de
Riemann. Por supuesto nuestra manera de definir S es poco explicita y no podemos
esperar mucho en términos de encontrar una férmula para S en general. El punto
principal en [35] es que siempre podemos recuperar Si en términos de +Py, que
tienen ntucleos definidos de manera explicita, y un operador invertible definido en
términos de € y €*. Mas concretamente tenemos

Lema 4.1.2. Si definimos Ay = +(Py — P}) entonces, como operadores en L*(T),
tenemos

Pr=+xP(I+A)7. (4.1.24)

2Siempre hay que tener en mente la identificacién de elementos en H3 (I') con sus extensiones
holomorfas en H?(4).
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Demostracion. Para empezar notamos que 744 es un operador autoadjunto por lo
que su espectro es real, en particular i/ 1A es invertible. Concluimos que lo mismo
es cierto para I + Ay.

Para establecer la formula primero vemos que, como Py y + P, son proyecciones
sobre los mismos espacios,

Pio(+Py) ==+Py, +P, oP. =Py. (4.1.25)

Tomando adjuntos en la segunda tenemos +P. P; = P. pues P+ son proyecciones
ortogonales. Si restamos esta ecuacion a la primera de las anteriores llegamos a

Pi(l+ As) = £P.. (4.1.26)
que es equivalente a la afirmacién. O

En particular esto nos da otra prueba de que ¥ = €* implica +P, = P, pero
el punto aqui es otro: PL tiene una expresion sencilla en términos del operador de
Cauchy, por lo que si tuviéramos una manera sencilla de representar (I + Ay)~!
podriamos representar a las proyecciones ortogonales P, y, en particular , a Sy. Una
ruta, obvia de las expresiones, es representar a (I +.44)~! como serie de Neumann,
que es posible cuando || A+||z2_,z2 < 1. Para ver a donde lleva esto referimos de nuevo
a [35].

Con todo esto hecho regresamos a nuestro resultado principal

Demostracion Teorema 4.1.5. De la Proposicién 4.1.3 vemos que podemos suponer
que ¢ = € * en I', por lo que tenemos que los nicleos que definen a estos operadores
son iguales. En otras palabras

1y 1/
Q—MZECL =5 (ZE?), para casi toda z,( € T, (4.1.27)

donde podemos suponer que 7 es la parametrizacién de I' por longitud de arco.
Despejando tenemos que

C_

V() = —7(5)2—,  pct 2z el (4.1.28)

Vemos que el lado derecho, como funcién de ¢, estd en C(I'\ {z}) siempre que 7/(2)
exista. Tomando dos puntos distintos z; tal que 7/(z;) exista vemos que la identidad
anterior implica que 7/ tiene un representante continuo, por lo que, dado que la norma
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del lado derecho nunca se anula, tenemos I' es una curva C'. Es ficil ver entonces
que, de hecho, I es C* (pues el lado derecho lo es). Concluimos

0= 2©) +m: : ! (7’(0 — Z@) . (4.1.29)

(—z z—=C -z _C—z

Recordamos que, para cualesquiera ntimeros complejos a, b, el vector (a/a)b es la
reflexién de b a través de la recta que genera a. Para ver esto simplemente notamos
que, dado que multiplicaciéon por a preserva dngulos, y aa € R, tenemos que la
reflexién de ab a través de R es ab, de donde la reflexiéon buscada es (a/a)b (tiene el
argumento correcto por lo anterior y obviamente tiene la norma de b).
Entonces si definimos ¢
—z

(—=z
tenemos que 7/ (z) es la reflexién a través de la cuerda ¢ — z de 4/(z). En particular,
de la tdltima ecuacién tenemos, para ¢ € I' arbitrario pero fijo,

V() =mn(2), z€l. (4.1.31)

!/

M(z) = ==7(2), (4.1.30)

Esto implica que 7/(z) y 7/(¢) forman el mismo dngulo con el vector ¢ — z (justamente
porque 7] es la reflexién de + a través de este vector). El teorema se sigue del lema
siguiente. O

Lema 4.1.3. Sea I' una curva simple suave en C tal que las tangentes a 1" en cua-
lesquiera dos puntos forman el mismo dngulo con la cuerda entre dichos puntos,
entonces I' es un arco de circunferencia, o un segmento de recta (posiblemente in-

finito).

Para probar este lema necesitaremos un resultado de geometria elemental dis-
frazado de la manera que lo usaremos

Proposicién 4.1.5. Sean z, z;, 1 = 1,2,3 puntos en el plano. Supongamos que |z —
z3| < min{|z — z1|, |z — 22]}. Asumimos ademds que el dngulo generado por z1z y zez
es igual al generado por z1z3 y 2223, entonces z estd en la circunferencia generada
por los z;. (ver figura 4.1).

Demostracion. La prueba es consecuencia sencilla del hecho que el converso es cierto:
Si z esta en la circunferencia, que llamamos C, entonces ambos dngulos son la mitad
del arco entre z; y z3 que no contiene a z3 (la condicién sobre las distancias asegura
que z tampoco estd en este arco).
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zZ3

21 29

Figura 4.1: Enunciado de la proposicion.

Con esto supongamos que z satisface las hipotesis y que z estd, digamos, fuera del
circulo completo. Sea 2z’ el punto en el segmento 2,z interseccién C. Por lo anterior
el angulo generado por 212" v 202’ es igual al generado por z3, pero esto es imposible
pues la suma de dngulos interiores suman 7 y el tridngulo z; 202" comparte dos dngulos
con el correspondiente zjz92 (ver figura 4.2) ]

Demostracion Lema 4.1.5. Recordamos que el dngulo entre dos vectores x,y € R?
lo definimos como el tinico 6 € [0, 7/2] tal que

|z - y]
cos(f) = . (4.1.32)
|z [[y|
Sea v : I C R — R? una parametrizacién de T’ por longitud de arco (i.e. [y/| = 1).
Ponemos entonces, para z,( € T, z = v(t) y ¢ = ~(s) para algunos s,t € I. Por
hipotesis tenemos la igualdad de angulos

Z(Y'(t),7(t) = 2(s)) = Z2(7'(8), (1) = 7(5))- (4.1.33)
Combinando las dos ultimas ecuaciones tenemos
V(E) - (v(t) =(s)) = £ (s) - (1) =(s)),  Vtsel (4.1.34)
Derivando esto ultimo respecto de t y de s obtenemos (usando que v -+ = 1)
V(@) - (v(t) = () = =1£79(1) -7 (s) = 7" () (v (1) — ~(s)). (4.1.35)

Hacemos lo que sigue por casos
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Figura 4.2: Prueba de la proposicién.

1. v"(sg) = 0 para alguna sq € I.

Por la dltima identidad tenemos que ~”(¢) - (v(t) — v(s)) = 0 para toda t € I, en
otras palabras 7”(t) L (v(t) —(s)) para toda t. Por otro lado, de (4.1.34) derivando
primero con respecto de t y luego con respecto de s ambos lados obtenemos

V() -/ () = 4"(5) - 7' (D). (4.1.36)

Combinando esto vemos que 7”(t) L +/(s¢) para toda t. Concluimos que +/(sg) es
colineal con ~y(t) — v(so) para toda t € I o, en otras palabras, v es un segmento de
recta.

2. v"(s) # 0 para toda s € I.

Tomemos t; € I con ty <ty < t3 ponemos z; = y(t;). Queremos aplicar la proposicion
anterior, para esto basta fijarnos en la figura 4.3 (donde las igualdades entre los
diferentes 6, ¢, 1) son por hipdtesis, y el caso en el que estamos impide que los z; sean
colineales), que implica que las hipétesis de dicha proposicién son vélidas, por lo que
[ es un arco de circulo (pues I es un intervalo). O

Notamos que, por como obtuvimos la continuidad de ¢ (i.e. primero en graficas
y luego en dominios acotados), tenemos el siguiente resultado como corolario de lo
anterior

Teorema 4.1.7. Sea T la grdfica de una funcién Lipschitz tal que € = €* en L*(T)
entonces I' = R.
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Figura 4.3: 6 solo depende de z1, z5, por lo que a no depende de zs.

4.2. Espacios de Hardy de funciones monogénicas

En esta seccion definimos los analogos de espacios de Hardy de funciones holomor-
fas en el caso en que cambiamos la estructura compleja por las algebras de Clifford
R (n41)-

Para empezar recordamos que € C R"*! es un dominio Lipschitz acotado o el
dominio arriba de una grafica. Como siempre definimos

Q. =Q, Q_ =R"1\ Q. (4.2.1)

Recordamos que D es el operador de Dirac. En otras palabras, si f :  — R4

entonces
n+1 n+1
of

)
Df=Y ¢ a—j, fD = Oe;. (4.2.2)
j=1 !

= 8xj
Entoncesf es monogénica (izquierda) si Df = 0.
En andlogia con el caso complejo definimos

Definicién 4.2.1. Dados 2 como antes y 1 < p < oo definimos los espacios de
Hardy

HP(Qy) = {u: Qs = Ry : Du=0, Nu € LP(9Q), u(z) = O(|z| ™) en ?2}23>
H(09) = {ul,, :ue H/(Q:)} (4.2.4)
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Como funciones monogénicas son armonicas el Teorema 3.0.6 (Hunt-Wheeden)
nos garantiza que HY estd bien definido.

Recordamos los operadores de Cauchy-Clifford, donde v denota la normal exterior
a (Q,

Cilr) = - / T Gy e fy)doly),  xeR™N\ 90,

On Jon ’.Z' - y’n+1
1 rT—y

¢ f(x) = _—1V.P. /aQ v(z)® Y g fy)do(y), x € ON.

On “T - y‘nJrl

De las férmulas de salto (2.2.13) tenemos que, para toda f € LP(92), Cf €
HP () y
lim Cf(z) = :|:M + € f(z), o-c.t. x € 5. (4.2.6)

Qi dz—x 2
De la férmula integral de Cauchy para funciones monogénicas (Teorema 1.8.3)
tenemos que para toda u € HP(Qy)?

u==C (ul,,) - (4.2.7)

Combinando lo anterior podemos definir dos proyecciones
I
P, = :|:§ + € : LP(0Q, R(y11)) = HL(09Q). (4.2.8)

De (4.2.7) y (4.2.6) tenemos que PZ = Py por lo que, en efecto, +P. son proyec-
ciones sobre HY (09)) respectivamente. Dado que P, — P_ = I tenemos que si
f € HY(09) entonces f — P_f = f por lo que P_f = 0. Concluimos el siguiente
resultado

Proposicién 4.2.1 (Descomposicién de LP). Sea 1 < p < oo. Entonces HY =
Im(+£Py) = ker(FPg). En particular LP(0Q,Rq1y) = HY(002) & H?(0S2) con
proyecciones asociadas + Py .

El propésito ahora es obtener varias identidades de %, P, P+. Para empezar
notamos que, del hecho Pf = P, , tenemos que

1 , (1 ! , , 1

3El — aparece pues en la definicién de C estamos considerando la normal interior a _.
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Con esto tenemos que si A € R, A # £1/2 entonces
M +E)N —-C)= N —-C)N +F) = ()\2 — —) I. (4.2.10)

Combinando esto con la proposicién anterior tenemos

Proposiciéon 4.2.2 (Espectro de €). Sea 1 < p < oo entonces para toda A\ €
R\ {£1/2} tenemos

N -%€)" = (M + %) (4.2.11)

1
N —1/4

como operadores en LP(02, R, 41)). Mds atin X = £1/2 son valores propios de €
con espacios asociados HY (0Q) respectivamente.

En lo que sigue nos restringimos al caso p = 2. De manera analoga a como se
definieron las proyecciones de Szegd? en la seccién anterior, tenemos Py las proyec-
ciones ortogonales de L?(9€2, R, +1)) sobre HY (92).

Proposicién 4.2.3. Si vemos a Py y €¢ como operadores en L*(0Q, R, 11)), en-
tonces tenemos las siguientes identidades

1. (Py—=P)t=¢+%".

2. ¢ —€¢€"=P,P_(€+%FC")—(¢€+C)P_P-.

3.1 =Py —P_=(P.P_—P_Py)(C+F").

4. (I+46€*)" = (P, —P)E.

5. (I +4¢*¢)"' = (P, —P_)¢".
Demostracion. 1. Notamos que ¢ + 6" = Py + P* = P; + P_ por lo que,

(P —P_)(Py+P)=P . +P.P"—P_P,—P_P"=P,.—P =1, (4.2.12)
donde usamos que Py y £ P, son proyecciones sobre los mismos espacios y que

Im(P*) = ker(P_)* = H?(0Q)* = Tm(P,)* = ker(P,),

(4.2.13)
P_P* =P P_=—P_

Tomando adjuntos la identidad sigue.

4En el caso Q acotado también tenemos el niicleo S asociado a P, .
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2. De manera analoga tenemos

7)+7)_(P+ + Pj) == 7)+7D_P+ - 7)4_7)_ = 7)+73_P_

(4.2.14)
=PiP. =P (P, —I)=P. - P,
Tomando anjuntos de ambos lados llegamos a

Restando y recordando que P} — P, = €* — ¢ el resultado sigue.
3. Recordando que P, P* = 0, de manera andloga a (4.2.14), obtenemos

P PAC+C") =P +P_ (4.2.16)

por lo que, restando esto a (4.2.14) tenemos la identidad buscada.
4. De (4.2.9) y 1 tenemos

([ +46%7) " = i(%+%*)—1%—1 _ (P, —P). (4.2.17)

5. Igual que en el inciso anterior tenemos, como 4 (€*)* = I,

(I +46°6)" = }1(% LG ) = (P —P)E. (4.2.18)

Recordamos que

0= £ (H2(00), H? (99)) = sup { (. f-)pz ¢ fu € HLD9Q), [ falle =1}
(4.2.19)

Proposicién 4.2.4. Sea €2 como antes. Entonces tenemos
1. ||Pyllp2—p2 = ||€ + €*|| 212 = csc .
2. cosl < ||€ — €*|| 22 < 2cot .
3. 27 cosO < || €€ — €€ || L2 12 < cosBesc? .

Antes de probar la proposicién necesitamos un resultado de cdlculo elemental.
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Proposicién 4.2.5. Si a € (0,7/2] y si definimos f : A C R* - R, con A =
{($1,£B2) 0 < Ty < $1},

flora) Rk (4.2.20)
T1,To) = ) 2.
DT 2 4 22 — 232 cos @
entonces tenemos que sup 4 f = 1/sin . Ademds tenemos, con
72
filz1,22) = . (4.2.21)

T2 4 13 — 27179 COS
que sup, f; = 1/sin? .

Demostracion. Notamos que para toda r > 0 tenemos que, si x = (x1,23) € A,
f(raz) = f(z) por lo que f es constante en rectas por el origen. Concluimos que

2 _
sup f(z) = sup f(tzy,x1) = suph(t), h(t) i

== 4.2.22
ze€A z1>0, t>1 t>1 t24+1—2th ( )

donde, por conveniencia, ponemos b = cos a. Calculamos

2(—bt> +2t —b
Wi = 22 D) (4.2.23)
(2 — 2t + 1)

de donde vemos que A’ < 0 en (0,t_) U (t;.00) y A’ > 0en (t_,t;), donde ¢4 son las
soluciones de la ecuacién —bt? + 2t — b =0, i.e.

1+v1-0?
VT 22

Concluimos que ¢, es un maximo global siempre que h(t;) > h(0) = 1. Para concluir
basta evaluar y comprobar que h(t;) = 1/sina.

La prueba para f; es igual, en este caso las correspondientes h; tienen un maximo
global en t = b~! y es facil calcular que h;(b~!) = 1/sin’ a. O

Demostracion Proposicion 4.2.4. 1. Calculamos, para f € L2(8Q,R(n+1))

(((g_l_cg*)f)f)LQ = (P-l-faf)[,? + (ijuf)Lz
= (Pof, (Py = P)f)p + (Py = P)f, P f) 1 (4.2.25)

1P+ 122 = 1 P-fIIZ--
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Como € + €* es auto-adjunto tenemos entonces

(€ +C)f, f)e

H(g + (K*HLQﬁ\L2 = sup{ f e Lz(aﬂ,R(n_H))}

1£117:
1P+ flI72 — ([P flIZ: 2 }
= su cfe L0, Ry, 4.2.26

) £ llFe = 115113
= sup { “f+”%2 _ 2<f+’f,)L2 + Hfinz

Como por un lado podemos suponer que (fi, f_)rz > 0 (pues estamos tomando
el supremo), y por otro tenemos que

S Hi(aQ)}.

(For £ = IFe i llga cos (Z(f+ 1)), (4.2.27)
tomando x; = || fi||r2, 2 = || f-||2 en la proposicién anterior llegamos a que
. 1
||(5+(€ ||L2—>L2 — Sine. (4228)

Para ver la otra igualdad, notamos que

[P |7
P 22281119{ L . f e L*09, Ry, )
1l [PLITE: — 2Puf, P i + P, € F O Reew)
(4.2.29)
Usando entonces las f; de la proposicién anterior, con z1 = || Py f||r2, z2 = || P f|| L2

el resultado sigue.
2. Primero notamos que

|PLP_|lr2sz2 = supw < supcos (Z(Py+f,P-f)r2) <cosf. (4.2.30)
0 Lfllee 1#0
De 2 de la Proposicion 4.2.3 tenemos que

COSZ —2cotf. (4.2.31)

I =% lrzz < 2PPosrolE + 6 2sre < 2

Para la otra desigualdad calculamos, con fi € H2(99),

(€ =€) fr )z = (Prfy, [-)e — (Fs, Pef-)re = (f+, f-) 12, (4.2.32)

donde usamos que P,y P_ = 0. Tomando el supremo sobre || fi|/z2 = 1 tenemos que
el lado izquierdo estd dominado por la norma || — €*| 12— 2, mientras que el lado
izquierdo es cos 6.
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3. De (4.2.9) tenemos que €% — (¢*)* = 0 por lo que
CC —C€C=(C+C)(C —F),
por lo que, de los dos incisos anteriores obtenemos

cos

H%Cg* - CK*CKHIQ_)LQ S 2

sin?@’

191

(4.2.33)

(4.2.34)

Para la otra desigualdad notamos que, de (4.2.33) y 1 de la Proposicién 4.2.3,

obtenemos

(€¢€* —€*€)(P. —P_) =€ — €~

por lo que, usando el inciso anterior, llegamos a

(4.2.35)

cos0 < | €C" — € C||omr2l|Ps — P_|lrzsre < 2/€C" — € €| 12re,  (4.2.36)

pues ||P+||z25z2 = 1 por ser proyecciones ortogonales. Esto termina la prueba.

]

Teorema 4.2.1. Supongamos que ) satisface alguna de las siguientes condiciones

1. Q es un dominio Lipschitz acotado.

2. Q es un dominio Lipschitz exterior.

3. Q es el dominio arriba de una grdfica Lipschitz.
Supongamos ademds que € = €*. Entonces € es

1. Una bola.

2. El complemento de una bola

3. Un semiespacio.
sequn sea el caso.

Demostracion. Si € = €* entonces sus nucleos deben coincidir, i.e.

T —y
|z — y|n Y

r—Y

W Ov(y) =—v(z)©®

De manera equivalente, dado que si z € R**! C R 41) entonces 27t

r—y

T —y
V(@) |z —yl

= —=0v(y o
|z — y|

, o-c.t. x,y € 0.

o-c.t. x,y € 0N.

(4.2.37)
=z/|2)%,

(4.2.38)
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Concluimos, fijando dos y; € 0N tal que v(y;) exista, que v tiene un representante
continuo en 9. Afirmamos que esto implica que el dominio es C*'. Para esto nos
basta (via restringirnos a una carta coordenada) probarlo en el caso en que (2 es
el dominio arriba de la grafica de ¢ : R — R Lipschitz. En este caso la normal
esta dada por

Vo(z'), -1
V(I,, QO(QT/)) — ( SO(I ) )1/27 LU/ c Rn (4239)
(1+[Ve(a)?)
De esto obtenemos que
o !
99y = — 1@ (@) 1<j<n. (4.2.40)

V(2 p(2"))’

(33:]-

Como el lado derecho es la composicién 2’ — (2, p(2')) — v(2/, p(2')), donde ambas
son continuas, concluimos que ¢ € C*(R™).

Regresando al caso general, como ya sabemos que €2 es C'* podemos suponer que
0 € 0f) y ademsds existen a,b € R, tal que si ponemos

Cop={(@",t) e R" xR : [2| < a, |t| <b}, (4.2.41)
entonces, abusando un poco de la notacién,

VN Cop = {(2',1) : p(z') =t} N Cyy,

4.2.42
QN Cop =A{(2',1) : () > 1} N Cap. ( )
También podemos suponer que v(0) = —e,;;°. Calculamos para z,w € R"" C
R(541), recordando que z = —z,
2OwOz= (22 w—we®2)Oz=-2z wzr+| fveoztoz
(4.2.43)

= |z|*w — 2(2 - w)=z.

Poniendo z = (z — y)/|z — y| y w = v(y) tenemos, combinando lo anterior con
(4.2.38),

v(x) = v(y) — 2 ( i z/(y)) oY (4.2.44)

|z —y] |z —y|’
siempre que z,y € Q2N C,p =: V. Poniendo entonces y = 0 tenemos entonces
T-Cpp1 T

x| x|’

5 Aqui usamos el teorema de la funcién implicita, por lo que necesitamos saber que 9Q es C*.

v(r) = —epiq +2 xeV. (4.2.45)
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Recordando que x = (2/, p(2')) obtenemos

/ .
2@(‘77)'753 si 1§]§n
vi(r) = jz* (4.2.46)
—1+2¢f;§ si j=n+1
Sustituyendo esto en (4.2.40) tenemos, para 1 < j < n,
890 / QO(I/)"EJ'
— =2——— 0 V. 4.2.47
o, ) P 07 240
Consideremos la funcién
: ()
= —— 0 V. 4.2.48
1) = ity e 0T (1.2.48)
Calculamos, para 1 < j < n,
OF iy _ Qa1 + ol ) — ) (0, 4 20()0ie) 1o
Oz; (l2* + o (a')?)
Notamos que, por (4.2.47), tenemos
Ojp(a")(|2'* + p()?) = 2¢(a")a; + 20(2')*0;p(a"), (4.2.50)

por lo que si sustituimos esto en lo anterior llegamos a que Vf = 0, por lo que f
es constante en el conjunto |z'| < a (podemos extender a 0). Digamos que f = ¢
entonces

(12 + o(@))eo = (a), ie. (@) —cg'e(a) +[a']* = 0. (4.2.51)

Si ponemos s = ¢(7’) tenemos la ecuacién s? — c;'s + |2'|> = 0 que tiene soluciones

', Ve — AP (4.2.52)

2 2

S4 =

Tenemos entonces tres casos distinguidos, que corresponden a las tres posibles formas
de :
1. Si ¢y # 0 entonces, poniendo ¢;' = 2r tenemos

4 2 __ 4 112
Y et Ny e (4.2.53)

pa') =r 5



194 CAPITULO 4. ESPACIOS DE HARDY

Dado que cambio de signo en r es sélo una traslacién, podemos suponer que r > 0.
Con notacion obvia entonces ¢ corresponde al caso en que, cerca de 0, 02 coincide
con el hemisferio superior de la esfera re, 1 + B,(0) y de manera analoga ¢_ al caso
del hemisferio inferior. Como €2 esta por arriba de la gréfica de ¢ tenemos que el
primer caso corresponderia a €2 el complemento de una bola y el segundo al de 2
una bola.

2. Si ¢y = 0 entonces ¢ = 0, por lo que 9NN Cyp = R*" N Cyyp, ie. 0N coincide,
cerca de 0, con un hiperplano.

Tenemos entonces que localmente 0f) se vé como una esfera o un hiperplano.
Basta entonces ver que no pueden pasar ambas.

Sea entonces A C 92 una componente conexa de la frontera y llamemos A., A; C
A a los conjuntos de puntos con una vecindad donde 02 coincide con una esfera o
un hiperplano respectivamente.

Supongamos primero que A, # ). Por lo anterior A, es abierto en 992, por lo que
también lo es en A. Sea z;, € A., k € N tal que 2, — z € A entonces z € A., pues si
no tendriamos r > 0 tal que B,(z) N 0N es la bola interseccién un hiperplano por z,
por lo que tenemos una contradiccién tomando z; € B,(z). Concluimos que A, = A.

Tenemos entonces que en cada componente conexa 0f) se vé como una bola o un
hiperplano. El siguiente paso es probar que, en efecto, A es una esfera (asumiendo que
A. # (). Para esto supongamos, sin pérdida de generalidad que 0 € Ay que, de nuevo
tras una rotacién, estamos en la situacién descrita arriba (con ¢ definiendo la frontera
localmente, v(0) = —e,41, etc.). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
o(x') = r+4/r? — |2/|?, el caso de ¢_ siendo anédlogo. Pongamos B = re,, .1 + B,.(0),
entonces 0 € 0BN A =: B.

Como A es una componente conexa tenemos que es cerrada en 02, que a su vez
es un cerrado en R™!. Concluimos que B es cerrado en dB. Si probamos que B es
abierto en dB habriamos terminado, por conexidad. Para ver esto probaremos que
Ospint(B) = 0 (i.e. la frontera, en 9B, del interior de B es vacio).

Para probar esto tomamos z € Jypint(B). Notamos primero que esta frontera no
puede tener puntos aislados pues esto violaria el hecho que int(5) es abierto en 0B,
por lo que z tiene que ser un punto de acumulacién de int(5). En particular si U
es una vecindad abierta de z en R"™! entonces U N int(B) es un abierto no vacio.
Por otro lado, como tenemos z € B € A = A, podemos encontrar una bola B’ en
R"*! y una vecindad U como antes tal que 9QNIB" = QN U. Como B C A C 09,
tendriamos entonces que UNint(B) C UNON. Esto nos dice que z tiene una vecindad
U en la que 99 coincide con dB’, pero () # U Nint(B) C dB por lo que 9B N 0B’
tiene interior no vacio en dB. La unica manera en que dos esferas se intersecten en
un abierto es que sean iguales, por lo que B = B’ que contradice z en la frontera.
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Concluimos 0B = A.

Con todo esto hemos probado que 0f) es la unién ajena de esferas o hiperplanos.
Vamos a ver ahora que si J€2 tiene mas de una componente conexa, (4.2.37) no puede
valer. Para esto notamos que, como 9 es C*' la identidad (4.2.37) vale para toda
x # y, por lo que sacando la parte real tenemos

(x—y) -v(y) = —(x—y) vix), xr,y € 00, x #y. (4.2.54)

Notamos que esta identidad, si x — ¥y, v(y), v(x) son colineales, se convierte en
la afirmacion: v(z) apunta en direccién opuesta a v(y). Si tuviéramos dos esferas
(necesariamente ajenas), tomando L la recta que pasa por los centros de las bolas
tendriamos que L intersecta a estas esferas en cuatro puntos. Dos a dos, las normales
en estos puntos deberian apuntar en direcciones opuestas, que claramente no es
posible pues todas estas normales son colineales.

Si tenemos una esfera y un hiperplano, el mismo razonamiento funciona tomando
L la recta perpendicular al hiperplano por el centro de la bola.

El caso de dos hiperplanos, necesariamente paralelos, no es tan directo: Sin pérdi-
da de generalidad podemos suponer que los hiperplanos son paralelos a R™. La condi-
cién anterior nos permite concluir que las normales en hiperplanos distintos apuntan
en direcciones contrarias, pero de hecho con esto (4.2.54) automéaticamente se satis-
face en estos hiperplanos por lo que no podemos concluir. Sin embargo en este caso
podemos usar las coordenadas que nos faltan en (4.2.37), en particular tenemos, para

T,y € 0y x#y,
(1 =y (Y) = (Tpg1 = Yn1) V1 (Y) = (@1 —y1)1(2) = (g1 — Yng ) Vnga (7). (4.2.55)

Usando que los hiperplanos son paralelos a R™ tenemos que v; = 0, por lo que la
identidad se reduce a

VnJrl(y) = VnJrl(x)? (4'2'56>

que es una contradiccion si x, y estan en hiperplanos ajenos, pues habiamos visto que
en este caso V,11(z) = —vp11(y).

Concluimos que 0f) es una esfera o un hiperplano. Para poder concluir nos basta
mostrar que en efecto {2 es una bola, el complemento de una bola o un hiperplano.

Para esto primero notamos que {2 se queda de un sélo lado de 0f2, pues si no,
esto quiere decir que la normal apunta en otra direccién en algin punto de 052, que
violarfa la identidad (4.2.37) en el caso de la esfera o el hecho de que 92 es un
hiperplano o el hecho de que es C*.

Supongamos entonces que ) se queda contenido en una bola B y 02 = 0B.
Supongamos que z € B\ . Tenemos que existe un segmento [z,y) con y € 9B tal
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que [z,y)NQ # () pues si no tendriamos BNQ = () que contradice nuestra suposicion.
Esto implica que [z,y) N0 # 0: Si z € 9 no hay nada que hacer, si no entonces
r € R™1\ Q por lo que un argumento de conexidad nos d4 la afirmacién. Tenemos
entonces que hay un punto frontera que no estd en 0B que es una contradiccion.
Concluimos 2 = B.

Si €2 se queda fuera de una bola B podemos usar un argumento similar: Si rB
denota la bola con el mismo centro y radio r-veces el original entonces para r > 1
tenemos que OrB tiene que quedarse en o R"*!\ Q. Como 92 = B tenemos que
el segundo caso es imposible por lo que Q@ = R**!\ B

El caso del hiperplano es sencillo pues supusimos a priori que en este caso €2 era
el dominio arriba de la gréafica de una funcion. m

Observacion 4.2.1. La prueba que dimos del teorema anterior realmente no usa
esencialmente que ON) sea frontera de alguien. En particular tenemos que si ¥ C R
es un conjunto localmente Lipschitz para el cual €,6* son acotados en L*(X, do) (en
particular tenemos una normal bien definida) entonces € = €* implica que ¥ es una
esfera o un hiperplano.

Como consecuencia de esto tenemos el resultado principal, que nos dice que la
geometria de los espacios de Hardy HZ(9S)) guarda informacién geométrica del do-
minio.

Corolario 4.2.1. Sea Q un dominio Lipschitz acotado, exterior o el dominio arriba
de una grafica Lipschitz. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. Q es una bola, el complemento de una bola o un semiespacio.
2.6 =%¢".

5. H2(09) L H” (99).

4- HP+HL2~>L2 =L

5 1P s =1

—L?

6. |€ + ¢ =1.

HL2—>L2

La prueba es consecuencia inmediata del teorema anterior y la Proposiciéon 4.2.4
pues todas estas son equivalentes a que § = Z (H2 (09Q), H2(9Q)) = 7/2.
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4.3. Extensiones

Como se dijo al principio del capitulo, los resultados obtenidos en estas dos sec-
ciones son el caso limite de teoremas que relacionan de cierta manera el tamano
de € — €* con la regularidad de 2. Sin embargo las nociones de regularidad in-
volucradas son un poco més finas que simplemente dominios Lipschitz o C*®. Una
manera informal de ver esto seria aproximando el circulo unitario por poligonos ins-
critos: Intuitivamente la norma del operador 4 — % deberia ser pequena pues su
nicleo es cercano a cero, mientras que estos dominios no son mejor que Lipschitz.

Por otro lado, si la nociéon de tamano la tomamos como compacidad del operador
€ — € esto estd justificado por el siguiente

Teorema 4.3.1 ([36]). Sea Q C C un dominio suave, entonces € —€™* es compacto.
Ademds existe un dominio Lipschitz Qi tal que € —€* no es compacto en L*(082;).

Para completar esto se introducen los llamados dominios SKT-regulares. Antes
de esto, sin embargo, necesitamos una serie de preliminares interesantes.

Definicién 4.3.1. Sea 2 C R"*! abierto con Q0 # R 1. Decimos que  satisface la
propiedad de separacion si existe rq > 0 tal que para toda x € 02 y r < ry tenemos
que eziste un hiperplano L = L(x,r) y una normal a dicho plano n = n(x,y) tal que

{y+tne B (x):ye L, t<—r/4} CQ,

_ 4.3.1
{y+tne€ B (x):y €L, t>r/4t CR"™\ Q. ( )

No es dificil ver, por ejemplo, que todo dominio Lipschitz satisface esta propiedad,
si usamos L el plano sobre el cual tomamos la funcién Lipschitz que define a 0€2 (tal
vez habria que cambiar el 4 que aparecen la definicion por un s que depende de la
seminorma de dichas funciones, pero esto no afecta mucho la definicion).

Definicién 4.3.2. Sea ¥ C R™™! compacto y § > 0. Decimos que X es §-Reifenberg
plano si existe ro > 0 tal que para toda x € X y r < rqy existe un hiperplano x € L =
L(z,7) con

D(SN B,(z), LN B,(z)) < ér, (4.3.2)
donde recordamos que D(A, B) es la distancia de Hausdorff entre A, B,i.e.
D(A, B) = méax {Sup d(a, B),supd(A, b)} : (4.3.3)
ac€A beB

Si Q C R abierto y acotado, decimos que Q0 es 0-Reifenberg plano si satisface la
propiedad de separacion y 0X) es 0-Reifenberg plano.
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Un resultado sencillo pero ilustrativo de la definicién anterior es

Proposicion 4.3.1. 51 Q) C R"! es C! entonces para toda § > 0 existe o = 19(8, Q)
tal que €2 es 0-Reifenberg plano con constante 1.

Ezisten Q4,89 tal que Q1 es Lipschitz, pero €21 no es d-Reifenberg plano para
ninguna § < 01, (con §; = 61(2)). Qs es 0-Reifenberg plano para alguna § > 0 pero
)y no es Lipschitz.

Demostracion. Como la propiedad de ser §-Reifenberg plano es local, podemos traba-
jar con los dominios arriba de la gréfica de una funcién C}(R"), digamos f : R" — R.
Fijemos xy € 092 y r > 0. Definimos

A=B,(x)N3Q,  B=B,(z)NL, (4.3.4)

donde L es el plano tangente a 0€) en xy. Si tomamos a, b en los respectivos conjuntos
tenemos que

a=, 1), b=(a,f(zxp) — V[f(xp) - (2" — x0)), (4.3.5)

para algunos 2’,y" € R" con |2’ — |, |y —x}| < r (recordando que xj, es la proyeccién
de g en R"). Calculamos

la—b] < (| —y/|>+ |f () = flah) — Vf(wo) - (2 — ap)[*)"/*

Poniendo g(2') = f(2') — f(z) =V f(xy) - (2" — xp) v ' = ¢/ en lo anterior el teorema
del valor medio nos dice que

(4.3.6)

max{d(a, B),d(b,A)} < sup |Vg(2)||z" — xp|. (4.3.7)

|z—xf|<r

Como ¢ es uniformemente continua en R (pues f tiene soporte compacto) y Vg(z') =
Vf(z") =V f(z{) concluimos que para toda d > 0 existe n > 0 tal que si |z — x| <7
entonces |Vg(z)| < §. Tomando el supremo sobre las 2’ en la tltima ecuacién y

tomando r < 1 concluimos
D(A, B) < or (4.3.8)

que es lo que se queria probar.

Lo anterior se generaliza a (2 Lipschitz, con la restriccion de que ahora sélo pode-
mos conluir que 2 es ¢y Reifenberg plano, para algin dy = do(£2) > 0. Para ver que
esto es 6ptimo basta considerar el cono

01 = {(z,t) €R" x Ry : Mlz| < t}. (4.3.9)



4.3. EXTENSIONES 199

En el vértice 0 el plano que mejor aproxima es R" y ademads, con notacién como
antes con zy = 0, tenemos que D(A, B) > Mr/(1 + M?)"/2. Hacemos esto en el caso
n = 1, la generalizacién sera obvia del argumento.

Sean = (1+ M?)~V2(1, M) € 9Qy, si x = (r,0) entonces d(x, A) se alcanza en
la proyeccion ortogonal de de x sobre la recta generada por n, i.e.

M
r - ! (4.3.10)

d(z,A) = |z — (z - n)n| = |(r,0) — 1+ Mz)l/zn (1+ M2)1/2

Para ver el otro ejemplo, de manera informal uno podria poner €25 como el do-
minio arriba de la gréfica de la funcién f(z) = /|z|. De nuevo siendo un poco vagos,
el problema esta en 0, pero tomando n = 1, podemos poner L el eje vertical y ver
que entonces la distancia de puntos en L N B,.(0) a la gréfica de f tienen distancia
dominada por 7% que, a escalas pequeiias estd por debajo de r. Andlogamente po-
drfamos poner f(x) = \/a|z| para o > 0 y concluir que para toda § hay dominios
0-Reifenberg planos que no son Lipschitz.

Para ver un ejemplo todavia mas radical de la regularidad usual de dominios
d-Reifenberg, referimos a [49] donde se d4 un tal dominio con frontera no rectificable
(en particular ni siquiera puede tener perimetro finito). O]

Una manera alternativa de expresar la definicién anterior es pedir que, si

D(B,(z) "%, B.(z)N L)

CURN T
L hiperplano (4311)
O(r) = supb(z,r)
TEN

entonces O(r) < 4. Por otro lado, la prueba de la proposicién anterior muestra que
si 2 es C! entonces lim, o O(r) = 0. A dominios con esta propiedad les llamamos
0-Reifenberg (en la literatura aparecen como Reifenberg vanishing).

Observaciéon 4.3.1. Resumiendo todo esto, vemos que dominios 6-Reifenberg son
dominios localmente aprozimables por hiperplanos, uniformemente a escalas pequenas.
Para 6 = 0, tenemos ademads que esta aproximacion de hecho mejora cuanto mds
pequenia sea la escala. Naturalmente dominios C' satisfacen esto, pero en general
dominios Lipschitz no.

Referimos a [19] para la teoria de conjuntos de perimetro finito. Recordamos
solamente que para tales conjuntos tenemos una normal v bien definida o-c.d.
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Definicién 4.3.3. Sea Q0 C R abierto de perimetro finito y 6 > 0. Decimos que
Q es 0-SKT si es §-Reifenberg plano, OS2 es Ahlfors reqular y existe ro tal que para

toda r < rg
1/2
sup( sup (][ |I/—VA|2dO') ) < 0. (4.3.12)
x€EA \ ACA(z) A

donde A.(x) = B.(x) N0 y A de manera andloga denota un disco superficial.
Definimos

VA :][ vdo. (4.3.13)
A

Ademds decimos que ) es SKT regular si ademds

1/2
lim sup (sup <][ lv — VAT(x)|2dU) ) =0 (4.3.14)
r—0 €O Ar(z)

La udltima condicién la podemos expresar como v € VMO(9S, do). Uno también
deberia notar el parecido de estas condiciones sobre la normal con la aproximacion
por hiperplanos en la definicién de d-Reifenberg. Intuitivamente las dos deberian ser
equivalentes: Si la normal no oscila mucho los planos tangentes no se mueven mucho,
y viceversa. Sin embargo una condicién es completamente geométrica y depende
solamente de la geometria de 9Q y R"*!, mientras que la otra involucra la medida a
través de la construccién de la normal y de la condicién de oscilacién (4.3.12).

De estas observaciones no es dificil convencerse que todo dominio C! es §-SKT
para toda 0 y SKT-regular. Una prueba formal sigue de que

(][A b= VAP) : < sup |v(z) —v(y)l, (4.3.15)

z,yEA

y esta cantidad la podemos controlar siempre que v sea uniformemente continua. De
manera analoga un dominio Lipschitz sera 6o-SKT para algin dy, pero en general no
mejor, y no necesariamente SKT regular (por ejemplo si tomamos €2 un cuarto de
plano entonces fAT(O) v — v, | = 1/2 para toda r > 0).

Para ver algunas de las implicaciones de los distintos conceptos que usamos, ver
la figura 4.4.

El refinamiento del Teorema 4.3.1, en el contexto de algebras de Clifford, es
entonces

Teorema 4.3.2 ([27, Theorem 4.6.8]). Sea Q@ C R™™ abierto tal que satisface una
condicion bilateral local de John y su frontera es Ahlfors regular. Son equivalentes
1. € —€* es compacto en L*(9Q, R"1).
2.0 es SKT regular.
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Por otro lado el resultado aludido al inicio de esta seccion es el siguiente (recor-
damos que 6 es el dngulo entre los subespacios H2(992))

Teorema 4.3.3. Sea Q un abierto tal que Q,R™\ Q son NTA (ver Definicién
3.7.2) y 0 es Ahlfors reqular. Eziste C, que depende solo de las constantes de
Ahlfors reqularidad de €2, tal que

dist(v, VMO(0S, do)) < C cot/™ 6. (4.3.16)

Ademds si /2 — 0 < e = e(Q2) entonces existe § = §(0) tal que Q2 es 0-SKT y o — 0
cuando 0 — /2.

En otras palabras € es més regular cuanto més cercano sea 6 de 7/2. El caso
limite en este contexto esta dado por

Teorema 4.3.4. Sea Q un dominio UR (ver definiciion 2.5.2) tal que 02 = 0Q
entonces son equivalentes

1. Q es una bola, el complemento de una bola o un semiespacio.

2.6 =%¢".
Si asumimos ademds que Q y R"\ Q son dominios NTA entonces estas dos condi-
ctones son también equivalentes a

5. H2(0Q) L H?(09).

En cierto sentido los resultados son éptimos: Si vemos a los dominios NTA como
la clase mas grande en la cual w < 0 < w (recordamos que w es la medida armonica),
entonces esto es lo mejor que podemos esperar pues en otro caso no podriamos definir
HY(09) (aunque tal vez lo podriamos hacer con la medida arménica reeemplazando
a la de superficie). Por otro lado, dominios UR son lo més general que podemos pedir
para que % esté definido.

El punto a resaltar aqui es que los espacios de Hardy, junto con el operador €, dan
bastante informacién geométrica del dominio, pero hay que saber leerla. Como vimos,
los dominios §-SKT y NTA, aunque un poco técnicos de definir, son la herramienta
apropiada para esto.
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SKT regular

1

0-SKT
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0-Reifenberg

2
\

Condicion local
de John

> 0-Reifenberg

UR

Figura 4.4: Implicaciones: 1, 2 y 3 son por definicién. Para 4 ver [34]. 5 estd en [15]

y 6 en [27].
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