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Introduccion

La geometria hiperbdlica analitica se ha desarrollado intensamente en las 1lti-
mas décadas, ya que esta rama interactia con muchas areas de la matematica
y algunas de la fisica. Los trabajos de Ahlfors y Bers impulsaron en la década
de los 70’s la investigacién en esta rama; de manera notable los trabajos de
Thurston y Jgrgensen revolucionaron la topologia en dimensién 3 al observar
que practicamente todas las 3-variedades tienen estructura hiperbdlica (cf.
[3] v [8]). Asi mismo el estudio de los grupos fuchsianos ha coadyuvado en
la teoria de niimeros principalmente en el contexto de los grupos modulares,
véase por ejemplo [7].

En particular el estudio de regiones fundamentales es una poderosa he-
rramienta para el estudio de los cocientes, ya sea las superficies de Riemann
en dimension 2 o las 3-variedades hiperbdlicas en dimension 3, al hacer ac-
tuar un grupo fuchsiano en el plano hiperbdlico o un grupo kleiniano en el
espacio hiperbdlico. El tema central de esta tesis es mostrar que dos de las
mas importantes construcciones para regiones fundamentales, que son la de
Ford y la de Dirichlet, en realidad corresponden a la misma construccién que
se le conoce como poligono de Dirichlet generalizado.

En el segundo capitulo se describen las transformaciones de Mdbius ac-
tuando en R™. Se prueban varios resultados, entre ellos se muestra que
cualquier isometria euclidiana es la composicion finita de reflexiones en planos
(Teorema [2.1.1)). Asimismo, se describe la forma general de una isometria eu-
clidiana (Teorema . Se prueba también que una transformacion es de
Mébius si y sélo si preserva la razén cruzada (Teoremas y . Se
describe la forma general de las transformaciones de Mobius, lo cual permite
introducir el concepto de esfera isométrica.

En el Capitulo 3 se prueba que la esfera isométrica es la tnica esfera
donde una transformaciéon de Mobius, que no es una similitud euclidiana,
actia euclidianamente y se describe la acciéon geométrica de estas transfor-
maciones. En este capitulo se muestra un resultado de suma importancia,
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cualquier transformacion de Mobius se puede expresar como la composicién
de la reflexién en la esfera isométrica seguida de de una isometria euclidiana
(Seccién 3.1).

Posteriormente, se hace un estudio detallado geométrico y analitico en el
caso bidimensional de los circulos isométricos y sus inversas, dependiendo el
tipo de transformacién de Mobius y se concluye que cuando la transformacion
es eliptica y no es de orden 2, estos circulos se intersecan en los puntos fijos,
son tangentes cuando la transformacion es parabdlica o son ajenos cuando
la transformacién es hiperbélica (Terorema [3.2.5]). Cuando se trata de una
transformacion eliptica de orden 2, el circulo isométrico de una transforma-
cion es igual al de su inversa; en el caso de las loxodromicas los circulos
pueden intersecarse en dos puntos, ser tangentes o ser ajenos, dependiendo
de la norma de la traza (Teoremas [3.2.6). También se relaciona este concepto
con los bisectores perpendiculares (Teorema y se generaliza el concepto
de circulo isométrico.

El Capitulo 4 representa la parte medular de este trabajo, donde se cons-
truye el poligono de Dirichlet generalizado. Esencialmente, la construccion
consiste en tomar un punto no fijo w para un grupo fuchsiano G, y para
g € G se toma una geodésica que pasa por dicho punto, que se denota por
L," y se encuentra otra geodésica L, tal que g = 0,%0,, donde oy, 0,* son
las reflexiones en L, y L,*. El poligono de Dirichlet generalizado es la inter-
seccion de los semiplanos Hy, donde cada H, es la componente en el plano
hiperbdlico que contiene a w al remover L, (véase las Figuras y .
Se muestra que en un grupo fuchsiano en donde oo es un punto ordinario, los
radios de los circulos isométricos tienden a cero. Se prueba que el poligono de
Dirichlet generalizado para un grupo fuchsiano es una regiéon fundamental,
y que dependiendo de que si el centro estd en el plano hiperbdlico o si es
infinito, se trata del poligono de Dirichlet o del poligono de Ford (Teorema
4.2.5)).

Se prueban también algunos otros resultados, por ejemplo, la manera en
la que se comportan los radios de los circulos isométricos de las iteraciones
de una transformacién parabdlica (Proposicién .

Posteriormente se introduce el concepto de extensiéon de Poincaré para
generalizar la construccién de Ford al caso tridimensional (Teorema [4.2.8),
aparentemente esta prueba no aparece en la literatura, por lo que de cierta
manera es original.

La tesis concluye con un resultado que permite construir poligonos fun-
damentales convexos para grupos fuchsianos que contienen subgrupos para
los cuales se conoce su region fundamental y que cumplen cierta condicion de
estabilidad (Teorema [4.3.1)). Usando este resultado, se describen detallada-
mente ejemplos de grupos fuchsianos que incluyen grupos ciclicos propios



parabdlicos, hiperbdlicos y elipticos (Ejemplos 1, 2 y 3). En el caso hiperbdli-
co, se aplica en el contexto de las transformaciones simples y se prueban
algunos resultados que permiten la construccion de dominios fundamentales
(Lemas [4.3.2] [4.3.3] [4.3.4] y Teorema [4.3.5)).

También se extienden estos resultados al caso tridimensional para grupos
kleinianos que contienen subgrupos doblemente peridédicos que se les puede
llamar también de Ford, bajo las hipdtesis de que los radios de los circulos
isométricos tienden a cero (Teorema [4.3.6]), por ejemplo el grupo de Picard.
En este caso también, aparentemente, la demostracion no se encuentra en la
literatura.

La tesis finaliza con un teorema que describe en qué casos las transfor-
maciones hiperbdlicas aparean lados de poligonos fundamentales convexos.
Esencialmente, se prueba que las transformaciones hiperbdlicas que aparean
lados de poligonos fundamentales convexos son las simples (Teorema .
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Capitulo 1

Preliminares

Enunciaremos varios resultados sin prueba que se usaran en esta tesis, las
demostraciones se pueden consultar en [2] y [4].

Ciertos subconjuntos de R™ apareceran con frecuencia en este trabajo y
es conveniente introducir la siguiente notacién:

B"={z e R"||z| < 1},

H" ={z e R" |z, > 0},

S = {z e R™||a] = 1}.

En el caso de el plano complejo C se usaran los simbolos A y A para el
disco unitario y el circulo unitario respectivamente. R

Al espacio R™ junto con el punto oo se le denota como R". De esta manera
es posible establecer una biyeccion entre R" y 5™, dicha biyeccion se obtiene
mediante la proyeccion estereogrdfica m : R" — S™ dada por:

7r(:v):< 20, 2w 'x'g_l),

lz2+17 " 2P+ 1 |22+ 1

stz # ooy m(00) = epy1, donde e, = (0,...,0,1).
Definimos la métrica cordal en R™, que denotamos por de(z,y) como
|m(x) — 7(y)|, es decir

2| — y|
1 2. /1 2’
dota) = { VTG IPVIE

T,y # o0;

si gy = oo.
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Hablaremos ahora del caso particular de C. Las métricas cordal y eucli-
diana inducen la misma topologia en C, ademas

de(zp,00) — 0 siysélosi |z,| —> oo (cf. [4], pp. 8, 9).
Llamamos Transformaciones de Mobius de @ en (A: a las transformaciones
de variable compleja de la forma

b
T(z) = Z—td’ a,b,c,d € C, ad—bec#0.

Se pueden definir estas transformaciones en los puntos del plano complejo
extendido en donde no se aplica el algebra:

(i) Si ¢ =0, se define T'(c0) = oc.
(ii) Sic # 0, se define T(00) = a/cy T(—d/c) = .

Si ad — be = 0, se trata de una transformacion constante, pues

ad — be
T(2) = ——.
(2) (cz +d)?
Dos transformaciones de Mobius
az+b a'z+ b
T = S =
(2) cz+d y S) dz+d

son iguales si y solo si existe k € C tal que
a=ka',b=*kV, c=kd, d=kd (cf. [4], pp. 10, 11),

por lo tanto, si ad — be = k, las transformaciones

az+b S

S =47 T(Z):T

SN-Sp
NS

tienen la misma regla de correspondencia, sin embargo

a d _ b ¢
VEVE  VEVE
De este hecho se sigue que las transformaciones de Mobius pueden definirse
por matrices de la forma

1.
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(a b) , a,b,c,deC, ad—bc=1,
c d

y ademas existen exactamente dos matrices unimodulares que determinan
una transformacion de Mobius dada.

A este grupo de matrices se le denota por SL(2,C) y el centro de este
grupo consiste de las matrices +1d. Se usard el mismo simbolo para denotar
a una transformacion de Mobius y a la matriz que la define.

Al cociente de SL(2, C) sobre su centro £1d se le llama su proyectivizacién
y se denota por PSL(2,C). Este grupo cociente es isomorfo al grupo de
transformaciones de Mobius complejas (cf. [4], pp. 11, 12).

Definicién 1. Sea A un abierto en R" y f : A C R* — R" diferenciable
en A, se dice que f es conforme en xg € A, si Df(xg) en un maltiplo es-
calar de una transformacion ortogonal. A dicho escalar se le llama factor de
conformalidad y se denota por jis(xg).

Es conocido que
@) = F o)
T—x0 |:L‘ — $0|
existe y es precisamente el factor de conformalidad (cf. [2], pp. 27, 41).

Dado que una transformacion de Mobius de CenC que no es la identidad
fija a lo mas dos puntos, las transformaciones de M6bius se pueden clasificar
de acuerdo a su conjugacion a formas candnicas.

Definicion 2. Sea T' una transformacion de Mobius que fija exactamente un
punto en C, entonces a T se le llama parabilica.

Proposicion 1. Sea T una transformacion de Mobius. Entonces:
i) Si T es parabdlica, T es conjugada en PSL(2,C) a una traslacion;

it) SiT no es parabdlica, T es conjugada en PSL(2,C) a una transforma-
cion de la forma z — az, a € C.

La proposicion anterior muestra que cualquier transformacion de Mébius
es conjugada a una transformacién canodnica.

Definicién 3. Sea T' € PSL(2,C), tal que fija exactamente dos puntos en
C, supdongase también que T es conjugada en PSL(2,C) a la transformacion
S(z) = az. Entonces

i) Silal =1, a T sele llama eliptica;
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ii) Sia € RY, a T se le llama hiperbdlica;
i) Sila)| #1yagRT aT sele llama lozodrémica.

Se denotara por “discos” a discos o semiplanos en la esfera de Riemann.
Al subgrupo de SL(2,C) con entradas reales se le denota por SL(2,R). Se
puede identificar a las transformaciones de Mo6bius definidas por estas ma-
trices con PSL(2,R), este grupo se obtiene al tomar el cociente de SL(2,R)
sobre su centro, el cual estd formado por las matrices +1d.

Teorema 2. Las transformaciones de Mébius que preservan H? son precisa-
mente aquellas definidas por PSL(2,R).

Se quiere describir ahora las transformaciones de Mébius que preservan al
disco unitario A. Con este objeto, se encuentra una funcién que transforme
H? en A. Dicha transformacién, llamada de Cayley est4d dada por

z—1

T(z) = —. (1.1)

De esta observacién se sigue que las transformaciones de Mobius que preser-
van A son de la forma
az+f3
S()=—— le’=1B°=1,a,p€C.
Bz + «

Definicién 4. Dada T € PSL(2,C),

az+b
T(z) = ——
(2) cz+d
a-+d
se define la traza de T' como iﬁ y se denota por x(T).
ad — be

Teorema 3. Sea T' € PSL(2,C), T # y x la traza de T'. Entonces:
i) T es parabdlica si y solo si x = +2;
ii) T es eliptica si y sélo si x € (—2,2);
iii) T es hiperbolica si y sélo si x € (—00,2) U (2,00);
iv) T es loxodromica si y solo si x € R.

Definicién 5. Sea A una region en R™, una densidad en A es una funcion
continua \ : A — R
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Dada una densidad A en una regién A y ~ una curva de clase C! por
tramos en A, se define la A-longitud de v como

b
() = / () (1) dt

donde 7 : [a,b] — A.

Definicién 6. Sea A\ una densidad en una region A y 21,20 € A, se define
la \-distancia de z1 a zo, como

inf g/\(f}/)a
ol

donde el infimo es sobre todas las curvas v de clase C' por tramos que unen
z1 con zy. A esta distancia se le denota por p,\(zb zz).

Teorema 4. Sea \ una densidad definida en una region A de R™, entonces
la distancia py define una métrica en A.

Dadas dos regiones Ay Ben Ry f: A — B una biyeccién conforme,
supongase que la regién A estd provista de una métrica definida por una
densidad A. Bajo éstas hipotesis, se puede proveer a la region B con una
densidad o de tal manera que f es una isometria. Esto se obtiene definiendo

Alw)
p(z)’

o(f(x)) =

donde p(z) es el factor de conformalidad de f en z.

Definicién 7. Al semiplano superior H? provisto con la métrica definida por
la densidad

Az) = —

Imz
se le llama métrica hiperbolica.

Teorema 5. El grupo PSL(2,R) actiia como un grupo de isometrias en H?
con la métrica hiperbolica.

Se puede demostrar que el grupo completo de isometrias estd dado por
< PSL(2,R),z—Z > .

Teorema 6. Sean z y w puntos en H?, entonces

|2 — wl]?
h =14+ — ——
cosh p(z,w) +2[mz[mw
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Se sigue usando la funcién de Cayley (1.1) y la observacién posterior al
Teorema [ que se puede obtener un segundo modelo del plano hiperbdlico.

Definicién 8. Al disco unitario A provisto con la métrica definida por la

densidad
2

1 —fwl]?
se le conoce como disco de Poincaré y a la métrica inducida se le llama
métrica hiperbolica.

o(w)

Teorema 7. Cualquier isometria hiperbolica del disco de Poincaré es de la

forma
L,z +0 azZ + [

0 Zbr» =

Definicién 9. Se dice que a € C es un punto limite con respecto a un
subgrupo T' de PSL(2,C), si existen z € C y transformaciones distintas
T, €T, neN, tales que T,,(z) — «, cuando n — cc.

El conjunto de puntos limite se denota por IL(T") y el conjunto C-L,
llamado ordinario, se denota por O(I").

Definicién 10. Se dice que un subgrupo I' de PSL(2,C) es discontinuo, si
el conjunto ordinario Q(T") es no vacio.

Teorema 8. Un grupo discontinuo en PSL(2,C) es a lo sumo numerable.

Definicién 11. Sea I' < SL(2,C), se dice que I' es discreto si no existe
una sucesion de matrices distintas, T,, € I', n € N, tal que T,, — T, cuando
n — oo, donde T" es una matriz de 2x 2 con entradas complejas.

Definicién 12. Se dice que I' < PSL(2,C) es discreto, si estd determinado
por un subgrupo discreto I' de SL(2,C).

Teorema 9. Sea I' < PSL(2,C) discontinuo, entonces I' es discreto.
Teorema 10. Sea I' < PSL(2,R) discreto, entonces I' es discontinuo.

Definiciéon 13. Sea G un grupo actuando en un espacio métrico X yY un
espacio invariante bajo G de X, se dice que G actua discontinuamente en'Y,
st dado cualquier compacto K CY, se tiene que

g(EK)NK #0

solamente para un numero finito de transformaciones en G.
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Esta propiedad, que es invariante bajo conjugacién con un homeomorfis-
mo, la satisface el conjunto ordinario de un grupo discontinuo. Si I' es un
subgrupo de PSL(2,C) que actia en un subdominio M de la esfera de Rie-
mann y M interseca al conjunto limite, entonces I' no actiia discontinuamente
en M. No es dificil probar que si I" es un subgrupo discreto de PSL(2,R),
entonces I' acttia discontinuamente en H2.






Capitulo 2

Transformaciones de Mobius en
Rn

2.1. El Grupo de Mobius en R”

La esfera en R™ con centro en a y radio r esta dada por la ecuacion
{xER”Hx—a\ =r},

ésta se denota por S(a,r). Dado z € R™, x # 0, denotamos por z* a x/|z|%. Se
define la reflexion (o inversién) en S(a,r) como la funcién ¢ : R"—{a} — R"
dada por p(z) = a + r*(z — a)*. Esta funcién no estd determinada cuando
= = a, pero es posible extenderla a R" definiendo ¢(a) = 0o y ¢(c0) = a. No
es dificil probar que p?(x) = x para toda x € R" y que p(x) =z siy sélo si
x € S(a,r).
Los planos en R" estdn determinados por la siguiente ecuacién
P(a,t) = {z € R"| (z - a) = t} U {oo},

donde a € R", a # 0, y (x - a) denota el producto escalar usual en R", estos
se denotan por P(a,t). La reflexion (o inversion) en P(a,t) estd definida por
la funcién ¢ : R” — R™ dada por ¢(z) = x + sa, donde s € R se elige de
manera que 3(z + ¢(z)) € P(a,t). De aqui se obtiene la expresién explicita

p(z) = o = 2[(z-a) —t]a’,

y al igual que en el caso de la esfera esta funcion se puede extender a IZ@”
definiendo ¢(00) = co. De nuevo, se tiene que p?(r) = x para toda r € R™
y que ¢(x) =z siy sélo si z € P(a,t).

Notese que una esfera esta determinada por una ecuacién de la forma

lz|* = 2(z - a) + |a]*> = r* =0 (2.1)
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y un plano estd determinado por una ecuacion de la forma

—2(x-a)+2t=0. (2.2)

Se puede unificar a estos conjuntos llamandolos “esferas” y estan descritos
por una ecuacion de la forma

aolz|® — 2(x - a) + apiq =0, (2.3)

donde a = (ay,...,a,). Al vector (ag,a,...,a,, ays1) se le llama el vector
coeficiente. Notese que este vector no estd determinado de manera tnica, sin
embargo todos difieren por un multiplo real distinto de cero. Mas ain, si
(ag,...,ant1) es cualquier vector coeficiente de una “esfera” X, entonces

2
la|® > apani1-
Se definen ahora las transformaciones de Mobius para el caso general.

Definicién 14. Una transformacion de Mobius actuando en R™ es una com-
posicion finita de reflexiones en esferas o planos.

Se puede probar que estas reflexiones son continuas con la métrica cordal
(cf. [2], p. 22). El grupo formado por ellas se denota por GM (R™).

Teorema 2.1.1. Cada isometria euclidiana de R™ es la composicion de a
lo mds n + 1 reflexiones en planos. En particular cada isometria es una
transformacion de Mdbius.

2
p <@(0), 0 )

Figura 2.1: El caso en el que ¢(0) # 0, en el Teorema

DEMOSTRACION. Como cada reflexién en un plano es una isometria eu-
clidiana, es suficiente considerar sélo aquellas isometrias ¢ que satisfacen
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©(0) = 0, ya que si ¢(0) # 0, un célculo sencillo muestra que la reflexién en

el plano
. <¢(0), 0 )

manda ©(0) al 0 (véase la Figura [2.1]).
Dichas isometrias preservan las normas de los vectores puesto que

o(2)] = le(z) = 9(0)] = [z = 0] = ||

y también productos escalares:

2(p(x) - 0(y) = le@)]” + o) = o) — (y)[’
2 2 2
= Jzl" + [yl =z =y
2(z - y).
Esto significa que los vectores ¢(ey), ..., p(e,) son mutuamente ortogonales

y por lo tanto son linealmente independientes: si

Z C]gp(e]) = 07
=1

entonces
0 = o(e)-0
= (&) - Z%"P(ej)
j=1
= ple) - (cple)) = ¢
Como son n vectores, forman una base para R, por lo cual si z = (z1,...,2,)
es un elemento de R”, existen iy, o, ..., i, tales que

p(r) = pyele;).
j=1
Ademas, los vectores ¢(e;) son mutuamente ortogonales:

pi = (Zﬂj@(%))’@(@j)
= (p(x) - ples))

= (z-¢)=¢=u1;.
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Por lo tanto ¢ (Z?:l xj - ej> =1 % ¢(ej) y esto muestra que ¢ es una
transformacién lineal de R™ en R™. Como las isometrias son inyectivas, el
kernel de ¢ tiene dimension cero, asi que ¢ es biyectiva.

Si A es la matriz de ¢ respecto a la base ey, ..., e,, entonces p(x) = Az
y A tiene columnas ¢(e1),. .., p(e,). Esto muestra que la entrada (i, 7) de la
matriz A'A estd dada por (¢(e;) - p(e;)) = (e; - €;), esto es 1 si i = j y cero
si 1 # j. De aqui se concluye que A es una matriz ortogonal.

Figura 2.2: Prueba del Teorema [2.1.1

Se probard ahora que ¢ es composicion de a lo mas n reflexiones en planos.
Primero, sea a1 = p(e1) — e; (véase la Figura [2.2)). Si a; # 0, se toma 1),
como la reflexién en el plano P(ay,0) y entonces se tiene que ¥1¢(e1) = e;.
Esto se sigue, ya que si a} = a;/]a1|*

i(er) = e —2[er-ai]ar”
= e1—2[er - (pler) —er)]ar”
e1 —2[(e1 - p(e1)) — 1ar* (2.4)
= a1+ (ler — p(er)P)ar”

= €1 + (|a1\2)a1*

= e +a = p(e),

y como 1, es una involucion, ¥1p(e1) = e.
Si a; = 0 se toma ¢y = Id, en ambos casos ¥1p(e;) = e;. Por lo cual
p1 = Y1 es una isometria que fija 0 y e;.

Ahora, sea ay = pi(e3) — e5. Como antes, si as = 0 se toma 1y = Id, y si
as # 0 se toma 1y como la reflexién en P(ay,0).
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Se tiene que e; € P(az,0), ya que

(e1-az) = (e1-pi(e2)) — (e1-e2)
= (p1(e1) - pi(e2)) — 0
= (61 . 62) = 0.

Se puede ver como en el caso anterior que 191 (e2) = ey y entonces ps = 1opq
fija 0, e; v es.

De manera inductiva se puede ver que ¢y = Yrpk_1 €s una isometria que
fija 0,e1, ..., e, v andlogamente sea axy1 = @r(€rr1) — €rr1-
De nuevo, se toma 9,1 = Id (si agr; = 0) o como la reflexién en P(ay41,0)
(si ary1 # 0) y el mismo argumento usado en prueba que 51 fija 0

Y €kt
Ademas, si 1 < j < k entonces

(e - ars1) = (& pr(ert1)) — (& - ex1)

= (pr(ey) - erler+r)) — 0

= (& - ert)

= 0,
y entonces e; € P(ag11,0), por lo que ¢,41(ej) = e;.

Como ¢y, también fija 0, eq, . . ., ex deducimos que Vg1 fija0,eq, ..., ep1-

En conclusién, existen transformaciones v; (cada una la identidad o la re-
flexién en un plano) tales que la isometria v, - - - 1 fija 0, €4, .. ., e,. Dicha

isometria es necesariamente una transformacién lineal y por lo tanto es la
identidad. Entonces ¢ = 9y - - -1, es composicion de a lo mas n + 1 reflex-
iones en planos, ya que por la primera observacién si ¢(0) # 0 es necesario
componer con la reflexion en

P <¢(0), 0 )

Teorema 2.1.2. Una funcion ¢ es una isometria euclidiana si y solo si es
de la forma

g

o(x) = Az + x0,

donde A es una matriz ortogonal y xo € R™.

DEMOSTRACION.
=] Si ¢ es una isometria euclidiana, entonces p(z) — ¢(0) es una isometria
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que fija el origen por lo que estd representada por una matriz ortogonal A.
Por lo tanto ¢(x) — ¢(0) = Az y asi se tiene que

p(z) = Az + 9(0).
<] Como las matrices ortogonales preservan normas, se tiene que si
o(z) = Az + x,
entonces
[o(x) = e(y)| = |(Az + z0) — (Ay + 20)| = |[Az — Ay| = [A(z —y)| = |z —yl.

Por lo tanto ¢ es una isometria euclidiana. 0

Definicién 15. Sea A un abierto en R" y f : A C R" — R" diferenciable
en A. Se dice que f es conforme en xy € A, st Dy(zg) es un maultiplo escalar
pe(zo) de una transformacion ortogonal.

Al escalar pf(zo) se le llama factor de conformalidad, un ejemplo de
transformaciones conformes son las de Mobius. No es dificil probar que

_ i M W) = f(@)]
Mf(f)—;%—w_ﬂ :

(2.5)

2.2. Propiedades

Un hecho sobre las transformaciones de Mobius que se usara con frecuencia
en esta seccion es que dada una esfera o plano, su imagen bajo una transfor-
macién de Mobius es otra esfera o plano (cf. [2], p. 28).

Definicién 16. Sean ¥ y X' dos “esferas” con vectores coeficientes (ag, . . ., Gpny1)
y (bo,--.,bas1) respectivamente. El producto inversivo (X,%') de ¥ y X'
esta dado por

12(a - b) — apbpi1 — any1bo|
(la* = agani1)2([b]* — bobny1) /2

(27 Z/) = 2
Es 1til obtener expresiones explicitas para (3, Y') en los siguientes casos.

Caso I. Si ¥ = S(a,r) y ¥ = S(b,t), entonces

r? 4+ 12 — |a — b|?

.Y =
(%, %) 2rt

(2.6)
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Caso II. Si ¥ = S(a,r) y ¥' = P(b,t), entonces

n _ 1la-b) —t]
(3,%) = Ty (2.7)
Caso III. Si ¥ = P(a,r) y X' = P(b,t), entonces
(5,3 = LDl (2.8)

Jallo] -

Ademads, se prueba también que en todos los casos, si ¥ y ¥’ se intersecan
entonces (X,%') = cosf donde 6 es uno de los angulos de interseccion (el
agudo). En particular, (X,%’) = 0 si y sélo si ¥ y ¥’ son ortogonales. Més
aun, en el Caso II,

(Ev E,) = (5/7’7

donde § es la distancia del centro de S(a,r) al plano P(a,t): por lo tanto
(3,%") = 0 siysélosiae P(b,t). Otro hecho es que el producto inversivo
de dos “esferas” tangentes es 1.

Lo anterior se puede consultar en [2], p. 29, y con mas detalle en [I], pp.
25-37 .

Lema 2.2.1. Dadas dos “esferas” ¥ y Y en R™, existe 1) € GM(HA%”) tal que
() =%

DEMOSTRACION. Basta probar que cualquier “esfera” X se puede mandar
mediante alguna ¢ € GM(R™) al plano P(e,,0). Para esto probamos que si
¢ es la reflexién en S(ep, v2), go(f[i”fl) = 5" ! y viceversa (ya que ¢ es
involucién).

Para esto sea z € R"™, como p(x) = e, + 2(z — €,)*, se sigue que

()P = wlz)-p(z)
= 1+4(z—ey)" - (x—e,) +4de, - (x—e,)"
4 4

+|x—enl2+\x—enl2( ) ’

y por lo tanto ¢(z) € S"7L.

Notese también que cualquier esfera se puede mandar mediante trasla-
ciones y homotecias a la esfera unitaria S"~! y que cualquier plano se puede
mandar mediante una traslacién a un plano por el origen. Finalmente, un
plano por el origen se puede mandar mediante una transformacién ortogonal
al plano R"™! (tomando bases ortonormales). O
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Teorema 2.2.2. Sea ¥ cualquier “esfera”, Id la transformacion identidad
y o la reflexion en 3. Si ¢ es cualquier transformacion de Mébius que fija
puntualmente a ¥, entonces ¢ = 1Id o p = 0.

DEMOSTRACION. Primero se considera el caso cuando X es el plano z,, =
0, es decir P(e,,0). Sea ¥/ = S(a,r), donde a € ¥ y r > 0. Como oo € X
y p(00) = 00, asi que ¢ manda ¥’ a otra esfera X" = S(b,t). Como a € ¥
se tiene que (X,%) = 0 (cf. [I], p 35). Como las transformaciones de Mobius
preservan el producto inversivo (cf. [2], p. 30), se tiene que

(%) = (p(5), (X)) = (£,5") = 0,

por lo que b € ¥ y por lo tanto b, = 0. Ahora, si se toma el segmento de recta
por a y b, que esta contenido en X, por ser este convexo, la recta interseca
exactamente en dos puntos a la esfera ¥/, digamos z y w; z,w también estan en
Y ya que ¢ fija puntualmente a Y. Este argumento unidimensional implica
que necesariamente a = by r = t, es decir que p(¥') = ¥

Tomemos ahora = ¢ X y sea y = ¢(x). Ahora se selecciona cualquier
punto a € Xy r = |r — al, por lo que z € S(a,r). Como ¢ preserva las
esferas de este tipo, y € S(a,r) y entonces

2" = 2(z - a) + |a]* = |y* = 2(y - @) + |af?, (2.9)

notese que esto es vélido para cualquier a € . Tomando a = 0 se tiene que
|z| = |y|. Se sigue entonces de [2.9 que para cualquier a € ¥,

(z-a)=(y-a)

Tomando a = ey,...,e,-1, se tiene que z; = y; para j = 1,...,n — 1.
Como |z| = |y|, entonces y, = £z, por lo que p(x) = x o p(z) = o(z).
Como ¥ es invariante bajo ¢, esta transformacién preserva (o intercambia)
las componentes de Rr -3, Finalmente, se sigue por continuidad y conexidad
que

p=1I1d o p=o.

Se prueba ahora el caso general. Primero, dada cualquier “esfera”, se sigue
del Lema que existe una transformaciéon de Mobius ¢ que manda ¥ al
plano P(e,,0). Sea o la reflexién en ¥ y 7 la reflexién en el plano P(e,,0).
La transformacion ¢ot~! fija puntualmente a P(e,,0) y no es la identidad,
por la primera parte de la prueba se tiene que Yoyt = 1.

Si ¢ es ahora cualquier transformaciéon de Mdbius que fija puntualmente 3,
entonces Y1)~ = Id o Yp~! =n, por lo tanto ¢ = Id 0 p = 0. O

Corolario 2.2.3. Cualesquiera dos reflexiones son conjugadas en GM(@").
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DEMOSTRACION. Esto se sigue facilmente del Lema y de los argu-
mentos al final de la prueba del Teorema [2.2.2] Il

Definicién 17. Sea X una “esfera”, se dice que x,y son puntos inversos con
respecto a 2, si o(x) =y, donde o es la reflexion en 3.

Teorema 2.2.4. Sean x,y puntos inversos con respecto a la “esfera” ¥ y
¢ cualquier transformacion de Mdébius. Entonces p(x) y ¢(y) son puntos
inversos con respecto a la “esfera” ¢(X).

DEMOSTRACION. Sea Y una “esfera”’ y o la reflexién en ella, como z,y
son puntos inversos con respecto a X se tiene que y = o(x) y = o(y). Sean
¢ una transformacién de Mobius y o la reflexién en la “esfera” (X)), se
sigue de la prueba del Teorema que ¢ lo1p = o, lo cual es equivalente
a o1 = @o. Por lo tanto ¢(z) y ¢(y) son puntos inversos con respecto a la
“esfera” p(X). O

Definicién 18. Dados x,y € R™ distintos. El bisector perpendicular euclidi-
ano entre x,y es el plano ortogonal a la recta que pasa por x,y y que contiene
a su punto medio, es decir %ﬂ

Lema 2.2.5. Dados x,y € R", x # vy, el bisector perpendicular euclidiano
entre x,y es el lugar de los puntos que equidistan euclidianamente de x,y.

DEMOSTRACION. Un punto p € R” satisface
p =z =|p—yf

si y solo si
=2(p-x) + 2P = =2(p-y) + |y’

si y sélo si
1

p'(x—y):§

(Jzl* = 1yl*).
Como @ (. —y) = 1(|z[* = |y|?), el bisector perpendicular estd dado por
el plano P(x —y,t) donde t = £(|z|* — |y|?), que consiste exactamente de los
puntos que equidistan de z,y. Il

Lema 2.2.6. Sean x,y € R" dos puntos distintos y X una “esfera”. Entonces
x,y son puntos inversos con respecto a la “esfera” X si y solo si toda “esfera”
Y que pasa por x,y es ortogonal a 3.



18 2.2. PROPIEDADES

DEMOSTRACION.

Caso 1. ¥ = P(e,,0).
=| Sean x = (r1,%2,...,%,) y su reflejado y = (1, x9,...,—x,). Ahora si
¥ es un plano P(a,t) por z,y se tiene a-x =a -y, esdecira-(x —y) =0y
a-e, =0, estoes, (3,%") = 0. Se sigue entonces que X y ¥’ son ortogonales
(cf. [, p. 34 o [2], p. 29).

Por otra parte, si 3’ = S(b,r) es una esfera por x y y, entonces el centro
de ¥’ b equidista de z y y. Usando el Lema [2.2.5 se sigue que b € 3, ya que el
bisector perpendicular euclidiano es precisamente ¥, por lo cual (3, %) = 0.

<] Supongamos ahora que toda “esfera” porz = (z1,...,2,) Yy = (Y1, -, Yn)
es ortogonal a X, hay que probar que x y y son inversos con respecto a .

Sea
Tty

2
y r = |z — x|, entonces S(z,r) pasa por x,y (ya que z es el punto medio entre
ellos).

z

Figura 2.3: Esfera con centro en el bisector perpendicular entre z y y.

Por hipétesis S(z,r) es ortogonal a X, por lo que z € ¥ y por lo tanto
Tp = —Y,. Nbtese que x,, = 0 = y,, no puede suceder, ya que tomando una
esfera con centro en el bisector perpendicular entre x y y, pero que no esté en
Y. se contradicen las hipétesis, por lo que x,,y, # 0 (véase la Figura .

Probamos ahora que z; = y; si 1 < j < n — 1, esto es equivalente a que
(x —y) -e; = 0 para toda j. En caso contrario, si * — y no es paralelo a
eén, se construye un plano por x,y que no es ortogonal a e,. Si para alguna
Jj<n,(x—y)- e #0, tomando el vector a = (0,0,...,—2z,,...,z; —y;) se
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tiene
a-x=(=2x,)7; + xp(z; — y;) = —wn(z; +y5)
y
a-y=(—2xn)y; — xn(r; — y;) = —Tn(x; + ;)
Por lo cual a-x = a -y, y se tiene que el plano P(a,t) con normal a, donde

t = a-x, contiene a x y y, sin embargo a - e, # 0, lo cual contradice la
hipétesis. Por lo que x; = y; para toda j < n y x,y son puntos inversos.

La motivacion para la eleccion del vector a = (0,0, ..., —2x,,...,2; — ;)
proviene de la notacion compleja: si 21 = x1 + 122 ¥ 20 = y; + ¥y, donde
ro = —1Yo se tiene que un vector normal a la recta que pasa por z; y 2o

esta dado por

(Zl — Zg)i = (1’1 — U + QZIQ)Z
= (21— )i — 229
= (2w, 21 — 1)
(véase la Figura [2.4)).
€n
a ~
xr

Y

Figura 2.4: 7,9, Z proyecciones de z,y, z en el 2-plano e;, e,.

Caso 2. X es una “esfera” arbitraria. R
=] Se sigue del Lemaﬂ que existe p € GM(R") tal que p(X) = P(e,,0).
Sean x,y puntos inversos con respecto a ¥ y ¥ una esfera que pasa por x,y,
se sigue del Teorema que ¢(x) y ¢(y) son puntos inversos con respecto
ap(X).

En consecuencia, usando el caso anterior, se tiene que (¢(X), p(X)) =0
y por lo tanto, como las transformaciones de Md6bius preservan el producto
inversivo (cf. [2], p. 30 o [1, p. 37), se sigue que (3,%') =0y asi ¥ y ¥ son
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ortogonales (cf. [2], p. 29 o [1], pp. 34-37).

<] Supongamos ahora que las “esferas” ¥ y 3’ son ortogonales y sean
2,y € . Tomando ¢ € GM(R") tal que o(X) = P(en,0), se sigue de
la invariabilidad del producto inversivo que ¢(X’) es una “esfera” ortogo-
nal a ¢(X). Se sigue entonces del caso anterior que ¢(x) y ¢(y) son puntos
inversos con respecto a (). Usando el Teorema 2.2.4]se sigue el resultado. OJ

Dados cuatro puntos distintos x, y, u, v en R", se define su razon cruzada
como

d(xz,u)d(y,v)
d(z,y)d(u,v)’

[‘/I;? y’ u? U] =

donde d denota la distancia cordal. R
De la expresion para la distancia cordal en R™ se obtiene que

2|z —ul . 2|y—v|
VIHPA/ 1+ \/1+]y2/1+[v]?
[#,y,u,0] = 2a—y] 2lu—v]

VP12 /1 ul? /142
por lo cual si x,y,u,v € R” se tiene

_fr—ul-ly—v

[z, y,u,v] = )
|z =yl [u—

En el caso en el que uno de los puntos sea oo, se obtiene la misma expresion
omitiendo los factores que involucran a co. Por ejemplo si x = 0o, se tiene

2 ) 2ly—v|
VIHuP /14y P/ 1+l
R =
VIHBR /TPy 1o
y
—v
[OO, Y, u, U] - M?
|u =

los demés casos se siguen de manera analoga.
Se prueba una 1til formula sobre la distorsién de las reflexiones en esferas.

Lema 2.2.7. Dada una esfera S(a,r) y o la reflexion en ella, entonces

rly — ol (2.10)
Jz—ally—a|’ '

para cualesquiera x,y € R™ — {a}.
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DEMOSTRACION. Usamos la identidad |a — b|? = |a|? + [b]* — 2(a - b). Se
tiene que
lo(z) —o()I* = r*|(z — a)" = (y — )"

:¢<|1 . _gx—@-@—@>

r—al? fy—af lr—afly—af?

#<M—GP+W—GP—%x—®-@—av

|z = af’ly — af?

4 |z — 3/|2
|z —al?ly —al*

g

Como consecuencia de este lema, se sigue que el factor de conformali-
dad de o la reflexion en S(a,r) esta dado por

, |o(x+h)—o(z)] r?
lim = ) 2.11
a0 || |z — al? ( )

Teorema 2.2.8. Una transformacion ¢ : R™ — R™ es de Mobius si y solo si
preserva la razon cruzada.

DEMOSTRACION.
=] La expresién de la razén cruzada implica de manera inmediata que las
similitudes euclidianas preservan la razon cruzada, por lo que basta probar
que la reflexién en la esfera unitaria S(0,1) dada por x — z* preserva la
razén cruzada. Esto se sigue ya que el grupo de Mobius estd generado por
las traslaciones, homotecias, transformaciones ortogonales y x — z* (cf. [2],
p. 22, 23).

Si o es la reflexién en la esfera S(0, 1), usando el Lema se tiene que

=Tl (2.12)

o) —o(y)l = =" =y

Se consideran casos de acuerdo a que 0,00 estén, o no, en {x,y, u,v}.
Caso 1. 0,00 & {x,y,u,v}.
Usando ([2.12) se tiene que

|27 — ] - Jy" — v

[:U*,y*,u*,v*] = |x* — y*| . ]u* . U*|

o —ul-ly— ol _

= [z, y,u,v].
[z —y| - |u— vl
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Nétese que en este caso y en los demds, si zj, 2, € {x,y,u,v}, con
x; # x) y aparece un factor de la forma |z; — z|*! en la razén cruzada
de [z,y,u,v],x;, 2, # 0, entonces por definicién aparece un factor de la for-
ma |z;* — x*[*! en la razén cruzada de [z*, y*, u*, v*], esto se sigue del orden
y seleccion que define la razén cruzada.

Obsérvese también que si aparece un factor de la forma |z;|*', x; estd “apa-
reada” con 0 y entonces z;* estd “apareada” con oo, es decir, no aparece y
viceversa: si x; no aparece en algun factor, es decir, z; estd “apareada” con
o0, entonces debe aparecer un factor de la forma |z;*|*!, ya que z;* estd “apa-
reada” con 0.

Por ejemplo, usando ([2.12))

|:t1

0,y" u, 0] = M
|y*|Ju* — v
ly* — v*[ly||v|
|u* = v*{[ul[v|
o ly—ol
- m = [00, Y, u, v].

Caso 2. 00 € {z,y,u,v},0 € {z,y,u,v};00 # x;,, 2, ;5 € {x,y,u,v}.
Usando ([2.12)) se tiene

‘:Ujl _ sz’ o ‘le* _xj2*ij3*’

|xj1 - 2jj3| B |xj1* - xj3*||$j2*|’

las observaciones anteriores muestran que todos estos factores aparecen en
[z*, y*, u*, v*] y no puede haber més, por lo que esta es la razén cruzada de
las imagenes.

Caso 3.0 € {z,y,u,v},00 & {z,y,u,v},0 # xj,,x),, x; € {x,y,u,v}
La razén cruzada es de la forma

25, — g, oy — 2y,

)

|a7j1 - xj3||xj2| B |xj1* - xj3*|

las observaciones muestran que esta es la razén cruzada de las imagenes.

Caso 4. 0,00 € {x,y,u,v}.
La razén cruzada es de una de las formas siguientes:
‘le - xj2’ ’xj1| |xj1|,
)
|xj1’ ’$J’1 _ij‘ ’xh"

L1y Lo 7"é 0,
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que se transforman en

’$]’2*’ ’x]é*l

|$j2*| ’ |xj1*_xj2*” ’xj1*|’

todos los factores aparecen en [z*, y*, u*, v*] y no puede haber més por lo que
esta es la razén cruzada de las imagenes.

<] Supongamos ahora que ¢ : R* —» R preserva la razoén cruzada, se
sigue de la definicién de razén cruzada que ¢ es necesariamente inyecti-
va. Componiendo ¢ con una transformacién de Mobius, si es necesario, se
puede suponer que ¢(00) = oo, pues ya se prob6 que las transformaciones de

Mobius preservan la razon cruzada.

. 00, Y, U, V ,
Tomando cuatro puntos distintos z,y,u,v € R", como 00,9, u,v] es in-

. . . [’I? y7 OO, /U:I
variante bajo ¢ se tiene que

por lo cual
(@) =)l _ le(w) —p()| _ |
|z =yl [u— vl ’

por lo que ¢ es una similitud euclidiana ya que cumple |p(z)—¢(y)| = k|z—y|
y por lo tanto es una transformacién de Mobius.

Noétese que esto se cumple atn si {z,y} v {u,v} si z,y,u,v no se inter-
secan, ya que se pueden elegir dos puntos a y b distintos de x,y,u,v y al
tomar

[007 y? 0/7 b]
[z,y, 00, b

se tiene que

(@) — )] _ lela) = o) _ le(w) — )] _

le—yl a0l Ju—v

g

Teorema 2.2.9. Sea ¢ una transformacion de Mébius donde ¢(0) = 0 y
©(B™) = B". Entonces ¢(x) = Az, donde A es una matriz ortogonal.

DEMOSTRACION. Como ¢(B™) = B", por continuidad y conexidad, se
tiene que ¢(S"!) = S"7!. De este ultimo hecho y la hipétesis ¢(0) = 0
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se sigue que ¢(co0) = oo en virtud del Teorema [2.2.4] Ahora, la prueba del
Teorema [2.2.8| indica que una transformaciéon de Mobius que fija oo es una
similitud euclidiana, por lo que |p(z) — ¢(y)| = k|x —y|. En particular, como
¢ preserva S"7! si x| = 1 se tiene

o(z) = @(0) = [o(z)]
= k|z|

lo cual implica que £k =1 y ¢ es una isometria euclidiana.
Por lo tanto, usando el Teorema se tiene que p(z) = Az+¢(0) = Ax,
donde A es una matriz ortogonal. O

Teorema 2.2.10. Sea ¢ la reflexion en la esfera S(a,r). Entonces las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

(i) S(a,r) y S™~! son ortogonales,
(ii) p(a*) =0 (equivalentemente ¢(0) = a*),
(iii) p(B") = B".

DEMOSTRACION. Supongamos que S(a,r) y S son ortogonales. De la
férmula para la reflexién en S(a,r) se obtiene que

©0(0) = a —ra* = a*(|a]* — r?).

Ahora, usando el producto inversivo (cf. [2], p. 29), S(a,r) y S™~! son orto-
gonales si y sélo si

r? +1—|al?

(S(a,r), 5" = |

=0

sla?> —r* =1< ¢(0) =a* < pla*) =0,

lo cual prueba que (2) y (¢2) son equivalentes.

Supongamos ahora que ¢(B"™) = B™. Por continuidad y conexidad, se
tiene que p(S™') = S"! y como a y a* son puntos inversos con respecto a
Sm~1 se sigue del Teorema que ¢(a) y ¢(a*) son puntos inversos con
respecto a S""!. Como a es el centro de S(a,r), p(a) = oo, se sigue de la
observacién anterior que ¢(a*) = 0 por lo que (24¢) implica (¢2) .

Probamos ahora que (2) y (¢¢) implican (2¢¢) . Las hipdtesis junto con
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la ecuacién (2.10) implican que

2 *
)] = loto) - ola)| = I
r?|x — a*| la|?r?|z — a*|
o —al| 2] T Jalll = aPlle ]
jal |z — a”|
v —a

Por consiguiente

|z — al® = |a’|z — a*|?
1—|p(z)]* = P . (2.13)
El numerador de [2.13| esta dado por
v —af — aPle — @' = |of —2(z- ) +|af? — |af Kﬂf—w> | (“””_W

= |of* =2(z-a)+|a)® — |a|*|z|* +2(z-a) — 1

= |z =1+ a (1 = |zl*) = (1 = 2[*)(|af* — 1)

= (1= =),
de donde (1~ 2
— |z|*)r
1— R L
o)l =
Esto prueba que (¢) y (¢¢) implican (4i2) , ya que si |z| < 1, entonces
lo(x)] < 1ysi|z| =1, entonces |p(z)| = 1. O

2.3. Forma general de las transformaciones
de Mobius

En esta 1ltima seccion establecemos un resultado que caracteriza a todas las
transformaciones de Mobius, las que fijan oo, las que no lo fijan, asi como
las que preservan la bola unitaria. Esta caracterizacién nos permitira en el
siguiente capitulo introducir la esfera isométrica para aquellas transforma-
ciones que no fijan oco.

)
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Teorema 2.3.1. Sea ¢ una transformacion de Mébius. Entonces,
(i) si p(B™) = B", se tiene
p(x) = Alox),

donde o es la reflexion en alguna esfera ortogonal a S™™' y A es una
matriz ortogonal,

(i1) si p(00) = 00, se tiene
o(x) = r(Azx) + w0,
donde r > 0, xg € R" y A es ortogonal,
(1ii) si p(00) # 00, se tiene
o(z) =rA(ox) + o,

donde A es una matriz ortogonal, r > 0, xog € R™ y o es la reflexion en
alguna esfera de R™.

DEMOSTRACION. (%) Supongamos que ¢ preserva B" y sea o la reflexién
en S(a,r), donde a = ¢~1(c0) y |a|> = 1+72 Por el Teorema[2.2.10|S(a,7) y
S™~1 son ortogonales y por lo tanto o y ¢o preservan B". Ademés o(0) = a*
por lo que ¢(c(0)) = p(a*) = 0 (ya que p(a) = 0o y ¢ preserva puntos inver-
sos). Finalmente, como ¢o(0) = 0 se tiene que po(oco) = oo y en virtud del
Teorema se sigue que po(x) = Az, donde A es una matriz ortogonal.
Como ¢ es una involucidn, se tiene que ¢(x) = A(ox).

(i¢) Si ¢ fija 0o, ¢ manda la esfera unitaria en la esfera S(z¢,r), por lo
que al tomar

Vx e (x—x0)/r,

la composicién e preserva B" y fija co. Més aun, ¥p(0) = 0. Se sigue del
Teorema que Yp(r) = Az, donde A es una matriz ortogonal. Por lo
tanto p(z) = Y1 (Ax) = r(Azx) + 0.

(i2¢) Si p(zg) = oo y X es cualquier esfera con centro en . Tomando
o la reflexién en ¥ se sigue que po(00) = ¢(xy) = co. Se sigue entonces de
(17) que po(x) = r(Az)+x. Finalmente del hecho de que o es una involucién
se sigue el resultado al reemplazar x por oz. ([l



Capitulo 3

Circulos y esferas isométricas

3.1. Esfera isométrica

Sea ¢ una transformacién de Mobius que no fija 0o, se sigue entonces de la
tercera parte del Teorema que

p(z) = rA(oz) + o,

donde o es la reflexién en una esfera S(a,t), donde a = p~!(c0).
Ahora, usando el Lema [2.2.7]

lp(z) —p(y)| = rlo(z)—o(y)]
— M (3.1)

|z — al.ly — a
Por consiguiente, ¢ actia como una isometria euclidiana en la esfera con
ecuacion |r —al = t1, donde t; = t/r. A esta esfera S(a,t1) se le llama esfera
1sométrica. De hecho, si escribimos
2 2
|o(y) = p(@)| rt t

1/ — p—
oo [y —a e —a? |z —ap

POI [iy(z), €s decir el factor de conformalidad, se tiene usando (3.1)) que:

=1, si x € S(a,ty);

>1, si z€intS(aty);
e (95){
<1, si x € extS(a,ty),

denotamos la esfera isométrica de ¢ por I(¢) o I,. Se sigue facilmente de la
regla de la cadena que ¢(1,) = I,-1, p(int I,) = ext I,-1 y por supuesto que
plextI,) =int I, 1.
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Nétese que si o denota la reflexiéon en la esfera isométrica de ¢ entonces po
fija oo y también actiia como una isometria euclidiana en la esfera isométrica.
Se sigue entonces de la segunda parte del Teorema que

po(x) =r(Azx) + o,
donde r > 0, A es una matriz ortogonal y xy € R™. Ahora, si z,y € I(¢0),
po(x) — po(y)| = rlAz — Ay| = rlz —yl,
sin embargo como ¢o actia euclidianamente en I(p), r =1y
po(x) = Ax + x.
Por lo cual, usando el Teorema se sigue que

o(z) = vo(a), (3.2)
donde o es la reflexiéon en la esfera isométrica y ¢ es una isometria euclidiana.
Es decir, cualquier transformacion de Mobius que no fija oo se puede expresar

como la composicion de la reflexion en la esfera isométrica sequida de una
1sometria euclidiana.

Proposicién 3.1.1. Sea ¢ una transformacion de Médbius que no fija oo,
entonces la unica esfera en donde esta transformacion actia euclidianamente
es la esfera isométrica.

DEMOSTRACION. Supongamos que ¢ actia euclidianamente en otra es-
fera S(a,t). Tomemos = € S(a,t)—1(p) y una sucesién de puntos z,, € S(a,t)
que convergen a x, se tiene que

lo cual contradice que = ¢ I(p). Por consiguiente, la tinica esfera en donde
¢ actia euclidianamente es I(¢p). O

En el caso en el que ¢ preserva B", la reflexion o en el Teorema (i)
debe ser la reflexion en la esfera isométrica de ¢, ya que o y A actian como
isometrias euclidianas en esta esfera. Se concluye que, en este caso, la esfera
isométrica es ortogonal a S™ 1.
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3.2. Circulos isométricos
Lema 3.2.1. La traslacion Ty(z) = z+0b, b € C, es conjugada en PSL(2,C)
a la traslacion Ty, (z) = z + xo, o € R.

DEMOSTRACION. Es claro que TyT,, = Ty, T, y por lo tanto se tiene que
Too = Ty ' T, T O

Para definir una recta en el plano complejo extendido usamos el produc-
to punto en R?. Con este producto, los puntos de una recta en R? estdn
determinados por la expresion

R(a,t)={z€R*|z-a=t,a€R*—{0}, t € R} U{oo}.

Lema 3.2.2. La traslacion z — z + xg, xo € R, se puede expresar como la
composicion de la reflexion en la recta R(ei, m) sequida de la reflexion en la
recta R(ey,m + xo/2), donde ey = (1,0) y m € R*.

DEMOSTRACION. Sean 07,0, estas reflexiones, respectivamente, y z =
(x,y). Se tiene que

o1(z,y) = (z,y) = 2(z =m) (1,0) = (=2 + 2m,y)

oo(z,y) = (z,y) —2(x —m — 20/2) (1,0) = (—x + 2m + z0, y).
Finalmente
o901 (2,y) = (—(—x 4+ 2m) + 2m + x9,y) = (x + 20, y).
O

Lema 3.2.3. La rotacion z — €z es la composicion de la reflexion en la
recta L, que pasa por el origen y por €', sequida de la reflexion en la recta
Ly que pasa por el origen y por ¢/®*9/2)  donde a es cualquier real.

DEMOSTRACION. Sean o, y 05 las reflexiones en dichas rectas y a; = ie'®
un vector normal a L. Si z = x+1y y a; = a+1b, un calculo sencillo muestra
que z - a; = Re(zay) y de esta manera se tiene que oy(z) = z — 2Re(zdy)ay,

lo que quiere decir que o4(2) = 2z — (zd; + Za;)a; = —a,?z. Andlogamente, si
)
ay = ie'@t9/2) eg un vector normal a Lo, entonces o05(z) = —ay’z.
Por lo tanto oy01(2) = —ay?(—a?z) = 020 i(=20) 5 — 0, d

Dado u € C,u # 0, denotaremos por u* a u/|ul? y al circulo con centro
en a y radio r por

C(a,r):{Z€C||z—a|:r}.
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Lema 3.2.4. Dadam € R*, la homotecia z — kz, k € RT, se puede expresar
como la composicion de la reflexion en C(0,m), sequida de la reflexion en
C(0,m +1t). Esto se cumple si m +t = km.

DEMOSTRACION. Sean o y oy estas reflexiones. Entonces o1(z) = m2z*
02(2) = (m +t)?z*, y por lo tanto se tiene que

I

m—+t\°
0901(2) = (m +t)*(m*2*)* = (—) z=kz.
m
— . m—+t
Por continuidad, existe t € R tal que m +¢t >0y —— = Vk. 0
m

La siguiente definicién es la misma que se establecid en la primera seccién,
sin embargo es conveniente adaptarla a la notaciéon compleja.

Definicién 19. Sea

az+b
cz+d’

T(z) = ad —bc=1, ¢#0,

una transformacion en PSL(2,C), se define el circulo isométrico de T, de-
notado por I(T), o Iy, como

{zeC||T'(2)] = 1}.

Como T'(z) =

se tiene que
—d 1
z——)|=—=¢.
c c]

De la misma manera que en el caso general, si T' € PSL(2,C) no fija
00, entonces T actia euclidianamente en I(7'), y ademads, es el tinico circulo
donde lo hace.

(cz+d)?

](T):{ZE(C

Teorema 3.2.5. Sea T € PSL(2,C) tal que T no fija co. Supdngase también
que T no es lozodrdmica y que tampoco es eliptica de orden 2, entonces I(T) y
I(T1) se intersecan en dos puntos, son tangentes o son ajenos, dependiendo
si T es eliptica, parabolica o hiperbolica.
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DEMOSTRACION. Consideremos los siguientes casos.

Caso 1: T es eliptica.

Sea T eliptica con puntos fijos a y 8,y ¢ € PSL(2,C) tal que p(a) =0y
¢(B) = co. Se sigue entonces que S = ¢Tp~! es una rotacion.

En la familia de “circulos” ortogonales a los “circulos” fijos para T (cf.
[M], pp. 23-30), uno de ellos es una recta, que denotamos por Ly. Ahora, us-
ando el Lema [3.2.3| existe una recta que pasa por el origen, que denotamos
por M, de tal manera que si ¢ es la reflexién en M; y 1)y es la reflexion en
©(Ls), que denotamos por My, entonces S = 191)1. Nétese que como S no es
de orden 2, M, es distinta de M,. Por consiguiente

T = ¢ a1 = 0 oo 1o,

Resulta que 11/, es la reflexién en Ly, ya que se tiene que

0 "hap(Ly) = o ha(Ms) = ¢ (M) = Ly

y no es la identidad (cf. [4], p. 71). También, por el mismo razonamiento,
o 11h1p es la reflexién en o1 (M), que denotamos por Ly, y es otro “circulo”
ortogonal a un “circulo” fijo para T

p(L2) = My

6/2 ¢

oo(Ly) = I(T71)
Figura 3.1: Circulos isométricos de una transformacion eliptica

Como ¢~y es una isometria euclidiana, ya que es la reflexién en una
recta, se sigue que 1" actia euclidianamente en Ly, por lo cual L; es el circulo
isométrico de T'. Finalmente, si 01 = ¢ 1910 v 09 = 0 11y, se tiene que

Til = 01092 = O'2<O'20'10'2).
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Nétese que 020109 es la reflexion en oy(Ly), por lo cual T—1 acttia euclidi-
anamente en oy(Ly), y asi 03(L;) es el circulo isométrico de T~1. Esto prueba
que I(T) y I(T~1) se intersecan precisamente en o y 3 (véase la Figura|3.1)).

Caso 2: T es parabdlica.
Sea T' parabdlica con punto fijo a y ¢ € PSL(2,C) tal que ¢(a) = co. Se
sigue entonces que S = T'¢ ™! es una traslacién, mas ain, usando el Lema
podemos suponer que S(z) = z + o, con xy € R.

En la familia de “circulos” ortogonales a los “circulos” fijos para T', uno
de ellos es una recta, que denotamos por Lo. Ahora, usando el Lema [3.2.2]
existe una recta vertical, que denotamos por M, de tal manera que si ¥y
es la reflexion en M; y 1) es la reflexién en ¢(Lsy), que denotamos por Mo,
entonces S = 1Y91);. Por consiguiente

T = o "hoth1p = 0 b My 0.

De nuevo ¢~ 11,0 es la reflexién en Lo, por el mismo argumento del caso
eliptico. Asimismo ¢ 11/, es la reflexién en p~!(M; ), que denotamos por L,
que es otro “circulo” ortogonal a un “circulo” fijo para T'. Se sigue entonces
que como ¢~ 11y es una isometria euclidiana, ya que es la reflexién en una
recta, T" actia euclidianamente en Ly, por lo cual Ly es el circulo isométrico

de T.
¢(L1) = My @(Ly) = M,
@

7 TN

oo(Ly) = I(T1)
Figura 3.2: Circulos isométricos de una transformacion parabdlica
Finalmente, si 01 = ¢ 110 v 09 = @ 11y, se tiene que

Til = 0109 = 0'2(0'20'10'2).

Por el mismo argumento del caso eliptico se tiene que T~! actia euclidiana-
mente en 0y(Ly), asi 03(Ly) es el circulo isométrico de T—'. Esto prueba que
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I(T) y I(T~") son tangentes en « (véase la Figura [3.2)).

Caso 3: T es hiperbolica.

Sea T hiperbdlica con puntos fijos ay 5,y ¢ € PSL(2,C) tal que p(a) =0
y ¢(B) = oo. Se sigue entonces que S = ©T'p~! es una homotecia.

En la familia de “circulos” ortogonales a los “circulos” fijos para 7', uno
de ellos es una recta, que denotamos por L. Ahora, usando el Lema|[3.2.4] ex-
iste un circulo con centro en el origen, que denotamos por M, de tal manera
que si Yy es la reflexion en M; y 1), es la reflexién en ¢(Ls), que denotamos
por My, entonces S = 191)1. Por consiguiente

T = ¢ "hothrp = 0 "happ M.

De nuevo, por el mismo argumento de los casos anteriores, = 11,0 es la
reflexién en Ly. Asimismo o1, es la relexién en = (M), que denotamos
por L, que es otro “circulo” ortogonal a un “circulo” para T. Como ¢~ 11y
es una isometria euclidiana, ya que es la reflexiéon en una recta, se sigue que
T actia euclidianamente en Ly, por lo cual L; es el circulo isometrico de T.

L, = I(T)

Figura 3.3: Circulos isométricos de una transformacion hiperbélica

Finalmente, si 01 = ¢ 1910 v 09 = ¢ 1y, se tiene que
,_Z—‘_1 = 0109 = 0'2(0'20'10'2).

Por el mismo argumento de los casos anteriores se tiene que 7T~! actia
euclidianamente en o3(L;), por lo cual oo(L1) es el circulo isométrico de T~
Esto prueba que I(T) y I(T~!) son ajenos (véase la Figura|3.3)). O
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Se exhibe ahora una segunda prueba mas rapida, sin embargo menos
geométrica de este hecho, que también incluye el caso loxodrémico y eliptico
de orden 2. Nétese que de la definicién de I(T') se puede ver que

(D))=

/| e S

Ademss, esto permite observar que I(T) y I(T~!) tienen el mismo radio que
es 1/|c|. Denotaremos por x(7T') a la traza de T.

(T = {z eC

En el caso en el que T' es parabdlica, x(7') = 2, esto quiere decir que

@)

es decir que la distancia entre los centros de I(T) y I(T~!) es exactamente
la suma de sus radios, por lo tanto I(T) y I(T~') son tangentes (véase la

Figura .

la +d| =

Si T es eliptica y no es de orden 2, x(7) € (—2,2) — {0}, 0 sea que

__<d

es decir que la distancia entre los centros de I(T) y I ( 1) es menor que la
suma de sus radios pero no es cero, por lo tanto I(T) y I(T~!) se intersecan
en dos puntos (véase la Figura .

I(T) 1(T)

Figura 3.4: Caso parabdlico

Si T es hiperbolica, x(T') € (2,00) U (—o0, —2), entonces se tiene que

—d 2
|a+d|>2<:>‘9— (—)'>—,
c c |c|
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es decir que la distancia entre los centros de I(T) y I(T~') es mayor que la
suma de sus radios, por lo tanto I(T) y I(T~') son ajenos (véase la Figura

33).

Figura 3.6: Caso hiperbdlico

Teorema 3.2.6. Si T € PSL(2,C) es eliptica de orden 2, entonces I(T') y
I(T™Y) son iguales. Si T es lozodrémica I(T) y I(T~') se intersecan en dos
puntos, son tangentes o son ajenos, dependiendo si |x(T)| es menor que 2,
wqual a 2 0o mayor a 2, respectivamente.

DEMOSTRACION. Si T es eliptica de orden 2, entonces T es conjugada
en PSL(2,C) a S(z) = €2, 0 < § < 27. Como también S es de orden 2,
necesariamente e*® =1y 0 = 7, y la traza de

6'i¢9/2 0
S = ( 0 e i0/2
es cero. Por lo cual

T:<a b) v le(—a —b)’
c —a —c a
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y I(T) = I(TY).

En el caso loxodrémico, si

(ab [ d —b
() ()

se sigue que la distancia entre los centros de los circulos isométricos esta dada
por

Cc Cc Cc

j_(g)‘:‘x(T)"

Finalmente, como los radios de I(T) y I(T~') son 1/|c|, se sigue que es-
tos se intersecan, son tangentes o son ajenos, si |x(7)] < 2, [x(T)] = 2, o
IX(T)| > 2. O

Definicién 20. Dados z,w en el plano hiperbélico A(o H?), se define el bi-
sector perpendicular, o mediatriz hiperbdlica, al segmento de geodésica |z, w],
como la inica geodésica ortogonal a [z, w] que pasa por el punto medio hiperbdli-
co entre z Yy w.

Se puede probar que dados z,w € A(o H?) distintos, el bisector perpen-
dicular al segmento [z, w] consiste en los puntos de A(o H?) que equidistan
hiperbdlicamente de z y w, es decir,

{ueP[p(u,z) = p(u,w)},
P = AoH? (cf. [4], p. 136).

Teorema 3.2.7. Dada g una isometria del plano hiperbolico A y 1, su circulo
1someétrico, entonces

I, = {z € Al p(2,0) = p(z,97'(0)},

es decir el circulo isométrico es el bisector perpendicular hiperbolico de 0 y

971(0).

DEMOSTRACION. Probamos primero el caso en que g € PSL(2,C). De
acuerdo a la prueba del Teorema [3.2.5 se puede expresar a esta isometria
como g = 0901, donde o; es la reflexiéon en una geodésica L;, j = 1,2. Se
prob6 que se puede tomar Lo de tal manera que pase por el origen, por lo
que 03y es una isometria euclidiana (ya que es la reflexiéon en una recta). Se
deduce de la Proposicién m que I, = L1, ya que g actia euclidianamente
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en Ll.
Se sigue entonces que

01(0) = 010(0) = g~ 1(0),

y como o7 es una isometria hiperbdlica, al tomar z € L; se tiene

p(2,0) = p(01(2),01(0)) = p(z,97(0)).

por lo que I, es el bisector perpendicular hiperbdlico de 0y g~1(0).

En el caso en el que g ¢ PSL(2,C), por la primera parte del Teorema
, g se puede expresar de la forma g = A(ox), donde A es una matriz
ortogonal y o es la reflexién en un circulo C'(a, r) ortogonal a A. Deducimos
de la Proposicion que I, = C(a,r), ya que g actia euclidianamente en
este circulo.

Se sigue entonces que

0(0) =00 A7 (0) =g '(0),
y como o es una isometria hiperbdlica, al tomar z € C(a,r) se tiene

p(2,0) = p(o(2),0(0)) = p(z,g7(0)),

por lo que I, es el bisector perpendicular hiperbélico de 0y g~*(0). U

Nétese que la prueba del segundo caso es mas general y de hecho abarca
ambos casos. Se incluye la primera prueba ya que por su naturaleza geométri-
ca es mas ilustrativa.

A continuacion generalizamos el concepto de circulo isométrico. Dado w
en el plano hiperbdlico A o en el circulo al infinito 0A, supongamos que
g(w) # w. Se puede escribir g = 0907, donde w € Ly. Se define a Ly como el
w-circulo isométrico de g y lo denotamos por I,(w). Nétese que este circulo
es unico. Ademas, este circulo es invariante bajo conjugacion, es decir,

Ingn-1(h(w)) = Iy(w),

puesto que

hgh™(h(w)) = hoyh™ hah ™ (h(w)),
donde ho;h™! es la reflexion en h(L;), i = 1,2, y h(w) € h(Ls). De esta
manera el caso w = 0 representa el circulo isométrico. Notese que ¢ actia

de forma simétrica en 0A, por lo que w puede ser cualquier punto del plano
complejo extendido, y entonces

Ly(w) = Iy(1/w),
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esto se sigue del Lema [2.2.6] puesto que al ser Ly ortogonal a 0A, Ly pasa
por w si y sélo si pasa por 1/w.
En particular,
1,(0) = Iy(c0).

Este ultimo hecho se entendera con mas precision en el siguiente capitulo.



Capitulo 4

Poligono de Dirichlet
(Generalizado

Dado un subgrupo I' de PSL(2,C), la accién de I' en C induce una particion
que consiste en las orbitas.

Definicién 21. Sea I' un subgrupo de PSL(2,C) actuando en un subdominio
A de C, un conjunto fundamental F' para la accion de I' en A es cualquier
conjunto que contiene uno y soélo un elemento en A por cada orbita, es decir,

1. siz1,20 € F, no existe T € T, tal que T(z1) = 2,
2. Vz € A existeT €T, tal que T(z) € F.

Un conjunto fundamental no puede ser abierto ya que no puede tener
puntos equivalentes a puntos de su frontera, lo cual motiva a la siguiente
definicién para el caso del plano hiperbélico H? o A, que denotamos por P.

Definicién 22. Sea I' un subgrupo de PSL(2,R), se dice que una region
R es un dominio fundamental en H? para T', si se cumplen las siguientes
condiciones:

1. cualesquiera dos puntos z1,22 € R no son I' - equivalentes;

2. dadow € H?, existe z € R yT €T, tal que T(z) = w, donde R denota
la cerradura de R en H?;

3. OR tiene medida bidimensional de Lebesgue cero.

De manera analoga se define para subgrupos que presevan A.
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4.1. Poligono de Dirichlet

Sea G un grupo discontinuo actuando sobre P y sea w cualquier punto de P
que no es punto fijo de G — {Id}. Para cada g € G — {Id} se define

by(w) = {z € P|p(z,w) = p(z, g(w))}

Ag(w) = {z € P|p(z,w) < p(z,9(w))}.

Nétese que by(w) es una geodésica que no contiene a w y que A,(w) es el
semiplano que contiene a w y estd delimitado por b,(w).

Definicién 23. Sean G, w y Ay(w) como arriba. El poligono de Dirichlet
D¢ (w) para G con centro w se define como

Do(w)= () Ayw).

9€G , g#1d
Si h es cualquier isometria del plano hiperbédlico, no es dificil probar que
h(Ag(w)) = Apgn-1(h(w))
y consecuentemente
h(Dg(w)) = Dpgn-1(h(w)),
en particular, si h € G,
h(Da(w)) = Da(h(w)).

Este poligono resulta ser una regién fundamental para G (cf. [2], pp. 227,
228).

4.2. Poligono de Dirichlet Generalizado

Sea G un subgrupo de PSL(2,C) que actiia discontinuamente en un conjunto
abierto G - invariante ¥ de C. Supongamos que co € Xy que g(00) # 0o
para toda g € G — {Id}. Estas hipdtesis aseguran la existencia del circulo
isométrico I, para g € G — {Id}. Sea H, = ext I,.

Definicién 24. Se define la region fundamental de Ford como

Fe= () H, (4.1)
g€G ,g#ld
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En un sentido estricto, se deberia decir abierto fundamental de Ford, ya
que éste puede no ser conexo. Se puede probar que Fy es esencialmente una
regiéon (o abierto fundamental) para la accién de G. M&s precisamente, el
abierto fundamental es ext (UD,), donde D, = int I,,. La sutileza consiste en
que la igualdad

ext (UDy) = Next D,

se cumple solamente en el conjunto ordinario, por lo que puede ser nece-
sario quitar algunos puntos frontera (cf. [5], capitulo 4 y con mas detalle [6],
capitulo 3).

Volviendo al caso fuchsiano, sea G un grupo actuando sobre A tal que oo
no es punto fijo de G (y por lo tanto el origen tampoco lo es, véase el Teorema
2.2.4). Se pueden construir F; y Dg(0), se probard que A N Fg = Dg(0).

Esto identifica a dos conjuntos, uno de tipo euclidiano y el otro de tipo
hiperbdlico. Ademas el primero no es invariante bajo conjugacién mientras
que el segundo si lo es. La ultima observacion se puede entender con el si-
guiente ejemplo.

Sean . 5 A
z+

= —— h = —

9(2) - v () 2 13

claramente I, es el circulo unitario A. Ahora, la transformacién hgh™
esta determinada por la matriz

o) (G) (&) -G )

18 1}
2+ ===,

In-1 = =
hgh—1 {ZE(C 13 13

sin embargo h transforma I, en el circulo que pasa por 7/5y 1 =5/5, por lo
que h(Ig> 7£ Ihgh_l'

Las dos construcciones (Dirichlet y Ford), aparentemente distintas, son
dos casos de una construccién tnica que se describe a continuacién. Sea P
un modelo del plano hiperbélico, usaremos a A o H 2 indistintamente, y OP
denotard el circulo al infinito, es decir 9A o R y G un grupo fuchsiano ac-
tuando en P. Se puede tomar w € C arbitrario tal que no es punto fijo de
ningin elemento no trivial de G. Ahora Vg € G — {Id} existen geodésicas
Ly y Ly tales que w € Ly y g = 0901, donde 0; : P — P es la reflexion en
L;, v = 1,2. La justificacién de este hecho se deriva facilmente de los Lemas
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[3.2.2] [3.2.3] y [3.2.4] Esto determina de manera tinica a oy, 02, L1 y Lo, las
cuales se denotaran por oy, 0,*, L, y L,*, respectivamente. Por lo cual

_ *
g =04 0.

Por definicién w € L," y esto implica que w ¢ L, ya que de otra manera
o4y 0, fijarfan a w, y se tendrfa que g(w) = w. Con esta observacién se
puede notar que L, divide a P en dos semiplanos: el que contiene a w, que

denotamos por Hy, y su complemento K, =P — f-l\; (véanse las Figuras
y [4-3).

g

L L

Figura 4.1: Caso parabdlico para P = H?

Ly

Figura 4.2: Caso eliptico para P = H?

LS~

Figura 4.3: Caso hiperbélico para P = H?
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Definicion 25. Sea G un grupo fuchsiano actuando sobre P y w € C tal que
g(w) # w para toda g € G — {Id}. Entonces a

e(w)= () H,

geG,g#ld
se le llama el poligono de Dirichlet generalizado con centro en w.

Notese que, por el Teorema si ¢ denota la reflexion en P, entonces
como L,* (extendido) es ortogonal a OP, se tiene que w € L,* si y sélo si
¢(w) € L,*. Por lo tanto, se cumple

g (w) = g (d(w)). (4.2)
En particular, si P = A, entonces
I (o0) = He(0). (4.3)

Lema 4.2.1. Sea G < PSL(2,C) actuando en el plano hiperbolico P y R una
region fundamental para G en P, donde P = A o H?. Supdngase también que
h es la funcion de Cayley (o su inversa), o una isometria hiperbdlica de A,

o de H?, entonces h(R) es una regién fundamental para la accion de hGh™!
en h(P).

DEMOSTRACION. Denotemos por G’ a hGh™! y supongamos que existen
h(z) y h(w) G'-equivalentes en h(R), entonces existe hgh™' € G’ tal que
hgh~'(h(z)) = h(w). Esto implica que g(z) = w, por lo cual z = w, ya que
R es una region fundamental. Como consecuencia de esto, no existen puntos
G'-equivalentes en h(R).

Ahora, dado h(w) € h(P), existen z € Ry g € G tales que g(z) = w,
asi que hgh™(h(z)) = h(w), por lo tanto existen hgh™' € G’ y h(z) € h(R)
tales que hgh™(h(z)) = h(w), ademas h(R) = h(R).

Finalmente, como OR tiene medida de Lebesgue cero, h(OR) = Oh(R)
tiene medida de Lebesgue cero. U

Lema 4.2.2. Sea G < PSL(2,C) fuchsiano actuando en C, y oo € O(G).
Dada una sucesion {g,} de elementos distintos en G — {Id}, donde

_apz +by

n — ) ndn_bnn::l,
9n(2) cnz +d, 4 ¢

entonces |c,| — 0o cuando n — oc.
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DEMOSTRACION. Supongamos que no se cumple |¢,| — oo cuando n —
00, entonces se puede encontrar una subsucesiéon {c,, } tal que ¢,, — v € C.
Como oo € O(G), entonces las sucesiones

n(00) = 5, g, 7N (00) = T g (0) = 2, o MO)=
N Cny, dn Ay,

estan acotadas. Notese que se puede suponer que {ay, } v {c,, } son distintas
de cero, ya que como oo es ordinario, el valor oo es tomado un nimero finito
de veces.

Se pueden tomar entonces subsucesiones convergentes {g,, } (renombran-
do si es necesario) tales que {g,,(00)}, {gn, '(00)}, {gn,(0)} ¥ {gn, ' (0)}
sean convergentes, ademas como la sucesién {c,;} y la sucesién {an,/c,;}
son convergentes, su producto es convergente, por lo que existe a € C tal
que a,, — a.

Este mismo argumento nos indica que podemos encontrar 3,6 € C tales
que b,; — By di; — 9, por lo que la sucesion de matrices distintas

Cij bkj N « ﬁ

ij dk]. Y 0/’
lo cual implica que G no es discreto y por lo tanto no es discontinuo (cf. [4],
p. 102). 0J

Corolario 4.2.3. Sea G como en el Lema[{.2.3, entonces los radios de los
circulos isométricos tienden a cero.

DEMOSTRACION. Se sigue de manera inmediata del Lema ya que
los radios de los circulos isométricos estan dados por 1/|c|, si

az+b

—_— d—bc=1.
cz+d’ @ ¢

9(2) =
O

Corolario 4.2.4. Sea G < PSL(2,C) fuchsiano actuando en P = A o H?
y K C P compacto, entonces K interseca solamente un numero finito de
circulos isométricos I, donde g € G — {Id}.

DEMOSTRACION. Si P = H?2, como los subconjuntos compactos de los
espacios métricos son acotados, existe un nimero r > 0 tal que K estd to-
talmente contenido en el disco hiperbédlico Dy, (i, r), y solamente un nimero
finito de circulos isométricos intersecan a Dy (i,7), ya que dada € > 0 sola-
mente un numero finito de circulos isométricos tienen radio mayor a e.
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El caso P = A es similar, se puede tomar el compacto K como D(0, p),
que es igual a un disco euclidiano de la forma Dg(0,r), como los centros
de los circulos isométricos estdn en el exterior de A (cf. Teorema [2.2.10)), se
sigue el argumento. Ul

Teorema 4.2.5. Sea G un grupo fuchsiano actuando sobre P y w € C un
punto ordinario de G, tal que g(w) # w para toda g € G — {Id}. Entonces

(1) llg(w) es una region fundamental para G en P,

(ii) siw € P, entonces I1g(w) es el poligono de Dirichlet con centro en w. Si
w = 00, entonces lg(w) es la region exterior a los circulos isométricos
de todos los elementos de G — {Id},

(1i1) finalmente, si h es la funcion de Cayley (o su inversa), o una isometria
de A, o de H?, o una composicion de éstas, se tiene
) ) )

h(Ig(w)) = Myan (h(w)). (4.4)

Nétese que se usa P en lugar de A o H? para tratar adecuadamente al
punto co. Esto se debe a que si P = H?, oo € OP, pero si P = A, oo & OP.

DEMOSTRACION. Se prueba primero la igualdad en (24%2) . Nétese que
en virtud del Teorema , si g, es la reflexién en L,, ho,h™! es la re-
flexion en h(L,), andlogamente ho,*h~! es la reflexion en h(L,*). Ahora, co-
mo g = a,*0y, se tiene que hgh™" = (ha,*h~')(hagh™!) = 0}, % 10pgn-1, por
lo cual h(Hy) = Hpgp-1. Esto se sigue ya que, como w € Hy, h(w) € h(H,),
y también w € L,", por lo que h(w) € h(Ly") = L% .

Por consiguiente

hllg(w)) = h( () Hy)

geG ,g#ld
= ﬂ h(Hg) = ﬂ thhfl = Hhthl (h(w)),
geG ,g#ld g€G ,g#Id

donde la segunda igualdad se cumple ya que h es biyectiva, esto prueba (4.4)).

A continuacién se demuestra (é¢2) . Probemos primero que si w € P,
entonces Ilg(w) = Dg(w). Se afirma que basta probar el caso en el que
P = Ay w = 0. Esto se sigue ya que, por una parte, la relacién (4.4) nos
dice que el poligono de Dirichlet generalizado es invariante bajo conjugacion,
ademds no es dificil probar que el poligono de Dirichlet también lo es (cf. [2],
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p. 227). Més ain, para w € P arbitrario existe h tal que h(w) = 0, donde h
es la funcién de Cayley (o su inversa), o una isometria de A, o de H? o una
composicion de algunas de éstas.

En consecuencia, habiendo probado que Il,g,-1(0) = Dpgp-1(0) se tiene

h(Ig(w)) = Mugp-1(0) = Dygp-1(0) = h(Dg(w)).

Probamos ahora el caso en que w =0y P = A. Se tiene que 0 € L," y si
z € Ly, como o, es una isometria hiperbdlica, se tiene

p(z.97(0) = pl(z,04047(0))
= ploy(2),04°(0)) = p(,0).

Usando la notacién del poligono de Dirichlet (seccién 4.1), se sigue de
estas igualdades que L, C b,-1(0), pero al tratarse de geodésicas, necesaria-
mente L, = b,-1(0). Debido a esto, se tiene ademas que A,-1(0) = H,, por
lo cual al tomar a todos los elementos g € G — {Id}

N A= (1 H,

9geG , g#1d 9geqG , g#1d

y por lo tanto 15 (0) = Dg(0).

Siw=o00y P = H? se tiene que L," es una recta, de donde se sigue que
g actua euclidianamente en L,, y por consiguiente L, es el circulo isométrico
de gy Hy = ext I,. Se sigue entonces que

[ (0c0) = ﬂ extI,.
9€G ,g#1d

Noétese que el caso en el que w =00y P = A es el mismo que w =0y
P = A en virtud de . En este caso, como 0 € L,*, dicha geodésica es
una recta, por lo cual g actia euclidianamente en L, y se tiene que L, es el
circulo isométrico de g por lo que en este caso también se cumple

[g(o0) = ﬂ extI,.
9eG , g#1d

Falta probar ahora () , es decir que Ilg(w) es una regién fundamen-

tal para GG en P. Esto es cierto cuando w € P pues se probd que en este caso
IIg(w) = Dg(w). También es cierto cuando w ¢ P U JP en virtud de (4.2)),
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basta probar el caso cuando w € JP, para esto, usando nuevamente ,
podemos suponer en virtud del Lemaque P=H?yw=o00.Siwe€ oH?
existe una isometria hiperbdlica h tal que manda w a oo en el modelo de H2.
Siw € 0A, usando Cayley y se puede mandar w a OH?.

Primero, la frontera hiperbdlica Ilg(w) tiene medida bidimensional de
Lebesgue cero pues estd contenida en la uniéon numerable de geodésicas L,
las cuales tienen medida cero.

Ahora, nétese que

g = 0404
= 0, (04" 040,4"), (4.5)

mds aln, o,%0,0," es la reflexién en 0,*(L,). Por la unicidad de la descom-
posicién de g7t (como oo € L,*), se tiene que

Ly = 04" (Lg)
= Ug*ag(Lg):g(Lg)a

lo cual significa que los semiplanos g(Hy) y g(K,) estan separados por L,-1.
Consecuentemente

H? =g(H,)Ug(Ly) Ug(K,) = Hy1 ULy1 UKy
donde ambas uniones son ajenas, y como
g ' (00) = 0404"(c0)
= O'g(OO) € K97

se tiene que oo € g(K,) C H,-1, por lo cual g(K,) = Hy-1 y g(Hy) = K,-1.
Una prueba mas ilustrativa es la siguiente. Dada cualquier g € PSL(2,C)
que no fije oo, no es dificil probar que

g(Intl,) = ext(l,—1) y glextl,) = int({—1)

(cf. [], pp. 159, 160). Como oo € L,*, se sigue facilmente que L," es una
recta y asi
L, =1,

de donde K, = int(l,) y Hy = ext(ly), por lo cual g(Ky) = ext(l;-1), y
g(H,) = int(I,-1), ademas, g(Ly) = L,~1» = I,-1. Por lo tanto, como

K, 1= int(Ig—1) y Hg—1 = ext(Ig_l),

g
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se sigue que g(Ky) = Hy-1 y g(H,) = K, (véase la Figura [4.4] para el caso
hiperbdlico).
Como H, N K, = (), se tiene que

g(Hg(w)) NTlg(w) = 0,

por lo cual Ilg(w) no contiene puntos G-equivalentes.
Sea z € H? cualquiera. Como oo es un punto ordinario de G, la érbita de
z estd contenida en un compacto K C C por lo que existe 2z’ en la érbita de
z tal que
Im[2'] > Img(2)]

para todas las transformaciones g € G.
Tomemos ahora 2y € K, si

az +b
= d—bc=1
como K, = int I, se tiene
1
/ = — > 1
|g (Z0)| |CZ()+d|2
se sigue que
I'm|zo)
1 =———>1] ,
m[g(20>] |CZO + d|2 m[ZO]

por lo que la accién de g en K, incrementa la parte imaginaria y se sigue
entonces que 2’ € L, U H,, Vg € G.

H, g Q(Kg)

N W\ /

N AN /
Sy | o N

Lg Lg* g(Lg)

Figura 4.4: Caso hiperbdlico de la idea geométrica

Por consiguiente en virtud del Corolario [1.2.4] dado un disco hiperbdli-
co Dy(2',r), dicho disco solamente interseca un nimero finito de circulos
isométricos I,, més aun, haciendo este disco suficientemente pequeno, se
puede suponer que los circulos isométricos I, que lo intersecan pasan por
2, por lo cual 2’ estd en la cerradura hiperbdlica de II;(00). En consecuencia
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cualquier z € H? es equivalente a algiin punto en la cerradura hiperbdlica de
[Ig(w). En particular, se tiene que 15 (w) es no vacio, pues al tomar cualquier
2 € H? y 2 en la 6rbita de z como se describié anteriormente, el segmento
de geodésica (2/,00) C Ilg(w).

Finalmente, dado un punto z € Ilg, en virtud del Corolario [4.2.4]se puede
encontrar un disco hiperbdlico Dy(z,r) que interseque a un nimero finito de
circulos isométricos I,. Sean Iy, ..., I, éstos circulos y ry,...,r, las distan-
cias desde z a cada uno de ellos, por tratarse de un nimero finito se alcanza
el minimo.

Si

= min {r;},
i=1,...,n
entonces el disco Dy(z,7'/2) no interseca a ningun circulo isométrico I,
t=1,...,n, por lo cual Il es abierto.

Por lo tanto Ilg(w) es una regién fundamental para G en P. O

En conclusion, obsérvese que si P = A y w = 0, se sigue del Teorema

v de (£3) que

Dg(0) = Ig(o0)
— ANFg

Usando la notaciéon de esta seccion, nétese que la identidad (4.5)) en la
prueba del Teorema implica que

L, = LS

g )

no solamente si w = oo sino para todo w € C tal que w no es punto fijo de
ningin elemento no trivial de G. Esto se sigue de la unicidad de la descom-
posicién g = o,%0,.

También, escribiendo

-1 _ * * *\ x _/
g =04 (04'040,") = 0y Ogs

se sigue que a; es la reflexién en

9(Ly), (4.6)
ya que
04" (Ly) = 04,"04(Ly) = g(Ly). (4.7)

Estas dos afirmaciones son evidentes en el caso de los circulos isométricos,
sin embargo estos argumentos muestran que se cumplen de manera general.
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Proposiciéon 4.2.6. Sean G, w, g, L, y L, como en el Teorema
entonces g es eliptica, parabolica o hiperbolica dependiendo si L, y L,* se
intersecan, son tangentes o son ajenas, respectivamente. Mds aun

(i) si g es eliptica, entonces g fija el punto en comin en P de Ly y L,* ;
(i7) st g es parabdlica, entonces g fija el punto de tangencia de L, y L,*;

(119) st g es hiperbdlica sus puntos fijos son inversos con respecto a Ly, Lg*
y Lg-1.

DEMOSTRACION. Usando la prueba de la ecuacién (4.4) en el Teorema
podemos suponer que P = H? y w = 0o, ya que esto implica que

h(Lg) = Lpgh— y h(Lg") = Lygp—.

Por consiguiente, L," es una recta y L, = I,. Con estas observaciones el
resultado se sigue como consecuencia del Teorema y de su prueba. En
el caso de las elipticas de orden 2, como I, = I,-1, es claro que L, debe
intersecar a I, ya que de otra manera g no serfa eliptica, evidentemente el
punto de interseccion es fijo. O

Proposicién 4.2.7. Sea g parabdlica tal que g(oco) # oo y ry, el radio del
circulo isométrico de g, entonces r, = r1/|n|.

DEMOSTRACION. Sea

a b
g—(c d)’ ad — bc = 1.

Demostraremos de manera inductiva que

9" = (;ch nd — (*n _ 1)) ’ (4.8)

si n > 0, lo cual prueba la proposicién en este caso.
Como ¢ es parabdlica se puede suponer que a + d = 2. Entonces

o f(a b\ fa b\ * *
9= \e a)\e a) = \ac+de cb+d?
. * *
— \cla+d) ad—1+d?

B * *
 \2c 2d—-1)"
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por lo tanto ro = 1/2c.
Ahora

3 [ * * a b\ * *
9 =\ 2d—1) \¢ d) T \2ac+2ed—c 2bc+24%—d

(% *
 \3¢ 3d-2)’
por lo cual r3 = 1/3c.

Supongamos ahora que se cumple

v ((n D (a1 (o 2>) |

entonces

n n—1

g =9 ©°g

e e o-z) (¢ 4)

* *

(0
- ( (n—1) +cd(n—1) — c(n — 2) bc(n—l)—i—dQ(n—l)—d(n—Z))
(o

*

a+d)( n—l)—c(n—2) (ad—1+d2)(n—1)—d(n—2)>

- (m:nd—;%—n)’

por lo tanto r, = r1/|n|.
El caso n < 0 se sigue al tomar la matriz inversa en ({4.8)). O

Poincaré observo que cada transformacién de Mobius ¢ actuando en R"
se puede extender naturalmente a una transformaciéon de Mobius ¢ actuando
en R”+1 y que de esta manera GM (R”) se puede pensar como un subgrupo
de GM (R”“) mediante la funcién 1 : R" — R" 2 — 7, donde

~

= (11,22, ...,T,) y T=(T1,%2,...,%y,0).

Para cada reflexiéon ¢ actuando en R”, se define la reflexién ¢ actuando en
R de la siguiente manera. Si ¢ es la reflexién en S(a,r), a € R, entonces
@ es la reflexién en S(a,r), y si ¢ es la reflexién en P(a,t), a € R", entonces
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© es la reflexion en P(a,t).
Si x € R", se sigue de las férmulas para reflexiones en “circulos” que

(1/5(337 O) = (90<x)> 0)'

Definicién 26. Dada ¢ € GM(I@”), © = P1p2- - Om, donde p; es la re-
flexion en una “esfera”, j = 1,2,...,m, se define su extension de Poincaré en
GM(R™™) como p = 01Pa** Ppn-

La consistencia de esta definicién se puede checar por ejemplo en [2], pp.
33-35.

Se puede probar que los subgrupos discretos de PSL(2,C) actian dis-
continuamente en H? (cf. [2], p. 95). Por otra parte, si un grupo tiene puntos
ordinarios, entonces es discreto (cf. [4], pp. 104, 105). Dado I' < PSL(2,C)
discreto, al grupo correspondiente de extensiones de Poincaré se le deno-
tara por I'.

Teorema 4.2.8. Sea I' < PSL(2,C) discreto tal que g(co) # oo para
cualquier transformacion g € T' — {Id}. Supdngase también que co € O(T),
entonces

P = ﬂ ext I
geG , g#ld

es una region fundamental para la accion de T’ en H?, donde I; es la semies-
fera isométrica de g.

DEMOSTRACION. Como g(ext I) = int [;-1, se tiene que g(P) NP = ()
para cualquier g € I' = {Id} y por lo tanto no existen puntos I'—equivalentes
en P.

Dada x € H?, esta se puede escribir como x = z + 237, donde z € C,
x3 >0y j=(0,0,1). También, dada g € T' — {Id} se tiene que g = F o 0,
donde o denota la reflexién en I, y E es una isometria euclidiana (véase el
Teorema y la observacion previa a la Proposicién , por lo cual
G=FEoq.

Ahora, geométricamente es claro que la accién de o en int I incrementa
la altura (tercera coordenada), esto también es cierto para g. Para esto basta
probar analiticamente que o cumple con dicha propiedad ya que E preserva
la altura. La tltima afirmacion se sigue ya que el Teorema[2.1.1] dice que cada
isometria euclidiana de R" es la composicion de a lo mas n + 1 reflexiones en
planos y también es claro que la reflexién sobre un plano en R ortogonal a C
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preserva la altura.

Six € int I,
d\|? d \[° 1
zZ — <——> +LE32— €T — (--,0) < ICE
c c ||
por lo tanto
d 2
|c|?|x — (——,O) <1,
c
y usando la férmula para la reflexién en una esfera
o~ T3
[0(x)]3 > I3,

- |c|? <|z + gf + a:32>

Tomemos ahora x € H? cualquiera, como oo € O(T"), la érbita de x no se
acumula en oo, por lo cual existe un compacto K C H? tal que la érbita de
x estd contenida en K. Se sigue entonces que existe ' € H? en la érbita de
x tal que

[2']s = [9(2)]s

para toda g € I'. De esta manera se puede concluir que x’ € f’, donde la
cerradura es con respecto al espacio hiperbdlico tridimensional H 3y por lo
tanto cualquier x € H? es equivalente a algin punto de P.

Como los radios de los circulos isométricos I, tienden a cero (Corolario
, es claro que los radios de las semiesferas isométricas I también tienden
a cero y un argumento tridimensional similar al que se usa al final de la prueba
del Teorema [4.2.5 muestra que P es abierto.

Finalmente, como la frontera de P en H? estd contenida en la unién
numerable de circulos isométricos I, se tiene que la frontera de P en H?
estd contenida en la unién numerable de semiesferas isométricas, por lo cual
la frontera de P con respecto a H? tiene medida tridimensional de Lebesgue
cero. U

4.3. Regiones fundamentales derivadas de clases
laterales

Sea GG un grupo fuchsiano actuando en Py H < G. Se puede construir una
region fundamental para G haciendo referencia a H, supongase que

G=JgH (4.9)
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La esencia de esta construccion es encontrar un conjunto H-invariante X
tal que los conjuntos {g,(X)}, forman una teselacién para P y asi obtener
una region fundamental D C ¥ para la accién de G en P de manera que el
conjunto

H(D) = |J nD)

heH

forme una teselacién para .

Definicién 27. Sea & C C y H < PSL(2,C) actuando en X, se dice que el
conjunto X es estable bajo la accion de H si satisface

1. g(X)=%, sige H;
2.9X5)NE=0,sig¢H.

Bajo estas hipdtesis se dice que X es H-estable.

Notese que si ¥ es H-estable y H < G < PSL(2,C), cada clase lateral
gnH determina g,(3) de manera tnica (e independientemente de la eleccion

del representante). Dicha afirmacién se sigue ya que por ejemplo, al tomar
f, h representantes de gH se tiene que f'h € Hy f(H) = h(H). Mas atin,

Gn(Z) Ngn(X) =0, si n#m, (4.10)
ya que de otra manera (g,,) ‘g, € H, lo cual es una contradiccion.

Se debe suponer también que
g (X) =P

Notese que esta hipotesis junto con nos remiten a la definicion de
region fundamental, sin embargo estas condiciones son sélo sobre las clases
laterales y no sobre todos los elementos de G.

Entenderemos por poligono convexo a un subconjunto del plano hiperbdli-
co definido por la interseccién a lo sumo numerable de semiplanos.

Un dominio fundamental D para un grupo fuchsiano actuando en P se
dice que es localmente finito si cualquier compacto en [P interseca un nimero
finito de imagenes de D.

Resulta que si D es un dominio fundamental convexo localmente finito, D es
un poligono que se le llama poligono fundamental convezo (cf. [2] capitulo 9

o [6]).
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El siguiente teorema es de suma importancia pues proporciona condi-
ciones para obtener una region fundamental para un grupo fuchsiano G que
actia en P a partir de un poligono fundamental convexo para un subgrupo
H < G y un poligono estable bajo la accién de H convexo abierto > de P.

Teorema 4.3.1. Sea G un grupo fuchsiano actuando en P y H < G con la
descomposicion en clases laterales dada por . Supongase que 11 es un
poligono fundamental convexo para H y que un poligono convexo abierto X
de P satisface

(1) X es estable bajo la accion de H y
(i) (Jon(2) =P,

entonces II N Y es una region fundamental para G en IP.

DEMOSTRACION. Es claro que IIN X es convexo y abierto, y su frontera
tiene medida de Lebesgue cero, ya que la frontera hiperbdlica de II N X
estd contenida en OI1 N OY (hiperbdlica). Basta probar que

Jg@nz)=p (4.11)

y que, si f y g son elementos distintos de GG, entonces
gIINL)N f(INX) =0. (4.12)

Si z € P, en virtud de (i%) , existe n tal que g, '(z) € &, y como II es
una region fundamental para H, existe h,, € H tal que

g (2) € I1.

Ademds, como g, !(z) € 3 v X es estable bajo la accién de H,

B (2) € hp(Z) = 2

lo cual prueba (4.11)).
Supongamos ahora que f(ITNX) Ng(ITNY) # (. De acuerdo a (4.9)) se

puede escribir f = g,h, v ¢ = gmhm, donde h,,, h,, € H. Se tiene entonces
que

fANX)ngIng) < f(X)Ng(¥)

gnhn<2) N gmhm(2>
= gu(Z) Ngm(E) # 0,
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y en virutd de (2) y (4.10]), se sigue que g, = G-

De la tltima observacion y del hecho que
fInxE)nginX) c f(I1) N g(I),
se deduce por la biyectividad de g, que
D # g [fIINT)NgIINY)]

= h,(IINX)Nh,(INX)

C  hu(I1) N Ay, (1),

y como II es una region fundamental para H se tiene que h,, = h,,, por lo
cual f = gy esto prueba (4.12)). O

Consideremos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 1. Consideremos un grupo fuchsiano G que contenga un subgrupo
propio H =< h >, donde h es parabdlica. Conjugando se puede suponer que
P = H?y que h(z) = 2z + 1 (véase el Lema [4.2.1)). Como g(c0) # oo, si
g € G— H, es claro que todo elemento de G — H tiene un circulo isométrico.
Bajo estas condiciones se afirma que

Y= ﬂ ext I,

geG—H

N={z€H*:29 < Rez < 9+ 1}

cumplen las condiciones del Teorema |4.3.1
1) X es estable bajo la accién de H. Para probar esto, veamos primero que
si existe g € G — H tal que

d 1
]g:{ze(C| z—l——‘:—}
cl |
entonces existe f € G — H tal que
d 1
If:{zGC] z~|—n+—’:—}.
cl e

Esto se sigue ya que si g € PSL(2,R) se identifica con la matriz

_f(a b
g_Cd’
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al conjugar con h" € H, n € Z,

noo-n _ (1 m\fa b\ [l —n
f=Mmgh _(0 1>(c d)(o 1)
_ (a—nc b—nd 1 —n
- c d 0 1
[ *
- (c —cn—l—d)’

por lo que I; tiene su centro en n — d/c y radio 1/|c|.

Esto prueba que ¥ es H—estable pues si g € G — H, existe f € G — H
tal que h™(I,) = I;, ysig € G — H, g(X) Cint[,-1 C H* — X y se cumple
la propiedad 2 de la definicién de H-estable. Ahora, dada h™ € H, usando la
prueba de i) se tiene que

(B) = h”( N ea:tfg>: () h(eat,)

geG—-H geG—H

= () ext(Tpmgn—n)= () extl; =%,

geG—H feG-H

ya que cualquier f € G — H se puede escribir como h"gh™, g€ G — H.
i1) Se prueba ahora que

Jo(2) = B>

Se afirma que dada z € H? existe 2’ € G(z) tal que Im 2’ > I'm f(z) para

toda f € G. La afirmacién implica que 2z’ € ¥ y se sigue i7). De otra manera
2" € int I, para alguna g € G, donde

az+b
y se tendria que
Im?Z
Img(z') > P > Imz,

lo cual contradice la afirmacion.

Se prueba ahora la afirmacién. Construimos una sucesion de la siguiente
manera, si z € I, escribimos z; = 2y, de otra manera, escribimos z; = h™(z),
donde h"(z) € IL. Si z; € R, donde R = IINY se sigue la afirmacién, de otra
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manera 2z, € int I, para alguna g € G — H. Nétese que el punto z = g(21)
satisface

Imz
Imzy= —— > Im 2y,
2 lc121 + dy|? '
donde b
aiz 1
= — dy — bicg = 1.
9(2> izt dy aiay 1C1

El siguiente paso es trasladar zp a un punto z3 € IL. Si Zy € ﬁ, se toma
29 = 23, Sl 23 € R, entonces z3 € int g,, para alguna g, € G y se procede de
la misma manera que antes.

Se obtiene entonces una sucesion de puntos G-equivalentes

Ry RZ1y Ry e v vy lny
tales que los numeros de la forma zy,,1, n € N estan en II y
Imz=Imzi<Imzm=Imzz<Imzs=...
Finalmente, esta sucesion es necesariamente finita. Esto se sigue ya que existe

M = sup radiol,
geG—H

(cf. [4], pp. 156, 157), lo cual implica que si z € Il y Im z > M, necesaria-
mente z € R. Como el rectangulo compacto

NNn{we H*|Imz < Imw < M}

contiene solamente puntos ordinarios, la sucesion 2s,,1, 7 € N no se puede
acumular en dicho rectangulo, pues de otra manera no habria accién dis-
continua. Asi, necesariamente existe n € N tal que z3,,1 € X y se sigue el
resultado.

Definicién 28. Dado un poligono fundamental convexo P y sea G un grupo
Juchsiano acuando en P, se define un ciclo C' como la interseccion de una de
las G-orbitas con P.

Como P es localmente finito, necesariamente C' es un conjunto finito
{z1,...,2,}. Como consecuencia del ejemplo anterior se afirma que dado
un ciclo C' cuyos elementos estan en 0D, donde D = ¥ N II, entonces C'
esta contenido en un horociclo basado en 0o, es decir, todos los vértices tienen
la misma parte imaginaria. Para probar esto basta ver que dados z1, 2o € 0D
tales que g(z1) = 29, para alguna g € G, se tiene Im z; = Im zy. Esto es
claro si g € H puesto que H esta generado por traslaciones por reales.
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Si g € G — H, entonces g(co) # oo. Ahora, es claro que z; & int I, pues
de otra manera z; tendria una vecindad totalmente contenida en int I,, y se
tendria que z; € 0D. Analogamente se tiene que 2o & int I,.

Ademds, 2, & ext I,, pues si z; € ext I, se tendria que su imagen bajo g,
g(z1) = 2z, € int I;-1. Andlogamente 2, & ext I, (cf. [4], pp. 159-160).

Si z1 € Iy, entonces 2, € I;—1, y si g estd dada por

az+0b
g CZ+d7 a C Y
se tiene que
Imz
Imzy=————==1Imz
27 ez + d? !

lo cual prueba la afirmacién.

Ejemplo 2. Consideramos ahora un grupo fuchsiano G' que contiene un
subgrupo propio H =< h >, donde h es eliptica. Se puede suponer que G

actiia en A y que h(z) = e¥™/"z. Se afirma que
Y= ﬂ ext I,
geG—H

2
H:{z‘9<argz<0+—7r}
n

cumplen las condiciones del Teorema [£.3.1]
1) X es estable bajo la accién de H. Recordamos que si g € Gy ¢(0) # 0,
entonces

Iy ={z]p(z,0) = p(z, 97" (0)}, (4.13)

por lo cual
S = {z € Al p(=,0) < plz,9(0)), g € G — H}.

Se sigue entonces que X es no vacio pues 0 € Y. Dada g € G — H, se
tiene que ¢g(X) C g(extl,) C intl,~1. Como int [,-» N3 = ), se sigue que
gX)nx =0

Si h € H basta probar que dado el circulo isométrico

I, = {z|[cz +a| =1}
de una transformacion

9(z) =

GEXC a2 =1,

cz+a’



60 4.3. REGIONES FUNDAMENTALES DERIVADAS DE CLASES LATERALES

el circulo isométrico de la transformacién conjugada bajo h* tiene el mismo
radio y el centro rotado, es decir, tiene centro en (e***/")(—a/c), donde
k=0,...,n—1. Ya que esto implica que X es invariante bajo la accién de
elementos H.

Para probar esto, sea o = e™*/™ y h¥(z) = e?"*/" representada por la

matriz
a 0
0 @)’
conjugando se tiene

I I = [
(e 1)

lo cual implica que el nuevo circulo isométrico tiene radio igual a

(@] [e] el

e () (3)

Por lo tanto ¥ es H—estable.
i1) Probamos ahora que

y centro

Ugn(i) =A

Seaz € A,z #0yz* € G(z) tal que p(z*,0) < p(g(z),0) paratoda z € G(z).
Esto es posible ya que 0 no es un punto limite de G. Veamos que [0, z*) C X.
Si [0,2*) N1, # () para alguna g € G — H, entonces usando se sigue
que z* €intl, y

plg~'2",0) < p(z",0).

A su vez esto implica que

p(2",0) > p(z*, 9(0))

lo cual es una contradiccion pues esto indicarfa que 2* no es el punto mas
cercano a 0 en su drbita. Esto implica que [0,2*) C ¥ y 2z* € X, ademés
2* = g(z), donde g € G — H y entonces z = g~ (%) € g’l(i), lo cual prueba
esta afirmacion.
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Definicion 29. Sea h un elemento hiperbolico de un grupo fuchsiano G y
sea A el eje de h. Decimos que h es un elemento simple de G si y solo si
para toda g € G, g(A) = A o g(A) N A =10. De otra manera decimos que h
es no simple.

Antes del siguiente ejemplo probamos unos resultados.

Lema 4.3.2. Sea G fuchsiano, h € G hiperbélica simple y K un compacto
en P. Entonces, en toda clase lateral derecha h™g, g € G— < h >, n € Z,
solamente un nidmero finito de circulos h™g(A) interseca a K, donde A es el
eje de h.

DEMOSTRACION. Sean a y b los puntos fijos de h. Se puede suponer sin
pérdida de generalidad que a es el atractor de h y b el repulsor, para toda
z # b e A, se tiene que h"(z) — a uniformemente en compactos de C — {b}
(cf. [2], p. 73).

Se sigue entonces que a partir de cierta n € N, todas las imagenes de
g(A) estén contenidas en un disco euclidiano con centro en a que se puede
suponer disjunto a K. U

Definicién 30. Sea h € PSL(2,C) hiperbdlica simple con eje A y M un
segmento de A. Se dice que M es fundamental si

Ui ()} =4

y para n #m h™(M) N h™(M) consiste a lo mds de un punto.

Lema 4.3.3. Bajo las hipdtesis del Lema[{.3.2, sea M un segmento funda-
mental de A. Si g(A) dista de A menos de 0, existe n € Z tal que h™g(A)
dista de A menos de 0 en M.

DEMOSTRACION. Sean t; € Ay ty € g(A) los pies de la ortogonal comiin
a Ay g(A), entonces p(ty,t2) < d; nétese que p(A, g(A)) se alcanza en esta
ortogonal comin. Tomemos n € Z tal que h"(t;) € M, como h es una
isometria,

p(t1,t2) = p(R"(t1), h"(t2)) <6

y [t1,t2] estd en la ortogonal comin a Ay h"g(A). La distancia p(A4, g(A))
se alcanza en [h"ty, h"ty] (véase la Fig[4.5)). O

Lema 4.3.4. Bajo las hipdtesis de los lemas anteriores p(g, A) < § solamente
para un numero finito de elementos g € G— < h >.
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Figura 4.5: Distancia entre A y g(A).

DEMOSTRACION. Sea r < 1 tal que el disco K C Dg(0,r), donde K es el
compacto K = {z € A|p(z, M) < 6}, donde M es un segmento fundamental
de A. Ahora, si g € G — H, solamente para un ntimero finito de clases late-
rales derechas h"g, h"g(A) interseca a K en virtud del Lema[1.3.2]

Si un numero infinito de clases laterales g1, g2, ..., gn, ..., cumplen que
p(g(A), A) < 6, por el Lema [4.3.3] podemos suponer que tomando represen-
tantes adecuados h*' g, (A), estos intersecan a Dg(0,7). Ademds, estos ejes
h*n g, (A) son todos ajenos y distintos, ya que representan clases laterales dis-
tintas y h es simple. Cada una de estas geodésicas subtiende un arco mayor
a f en OA, en donde (8 es la medida en radianes de un dngulo mayor a 0.
Finalmente, s6lo existe un nuimero finito de geodésicas de este tipo debido a

que la longitud de 0A es igual a 27 (véase la Fig . O

// y /"’\\\ \\

[ )

( K ]

AN ) )

\(—\‘\v__/// , /
"\.\ \' ,/44
S

Figura 4.6: Arco

Teorema 4.3.5. Bajo las hipotesis de los Lemas|4.3.2,14.53.5 y|4.5.4), cualquier
region hiperciclica ) alrededor de A interseca un nimero finito de imdgenes
de A distintas de A.
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DEMOSTRACION. Una regién hiperciclica alrededor de A estd definida
por el lugar de los puntos que distan de A menos que 9, § € R™, por lo que
el teorema es consecuencia del Lema [4.3.4] (véase [4], p. 59, [2], pp. 139 y 145
y la Fig. 4.7)). O

Figura 4.7: Regién hiperciclica
Notese que, en el contexto del teorema anterior,

p(h"g(A), A) = p(g(A), h""(A)) = p(g(A), A),

y si L, es el bisector perpendicular entre A y g(A), entonces
2p(Lg, A) = p(g(A), A) = p(h"g(A), A) = 2p(Lpng, A)

y por lo tanto p(L,, A) = p(Lpng, A), donde Lyng es el bisector perpendicular
entre Ay h"g(A).

Ejemplo 3. Consideremos un grupo fuchsiano G actuando en A y que
contiene un subgrupo propio H =< h >, donde h es una transformacion
hiperbdlica simple. De esta manera el eje de h, A, es H-estable pues todo
elemento de H fija los puntos de ANJA. Si g ¢ H, entonces g(A) N A = ()
y el conjunto

Ky={2€A:p(z,A) <p(z,9(A), g€ G- H}

es un semiplano. Para probar esto, como A y g(A) son ajenas, la distancia
entre ellas se alcanza en la perpendicular comiin, que denotamos como M.
De hecho, la geodésica ortogonal a M por el punto medio entre A y g(A)
equidista de ambas. Una prueba de este hecho aparece en [2], pp. 166-167. En
conclusion K, la regién que contiene a A y delimitada por L, es un semiplano
ya que es abierta, convexa y es la interseccién de semiplanos (véase la Figura
)

Se afirma que II, la regién comprendida entre L y h(L), donde L es una
geodésica ortogonal a A, es una region fundamental para H. No es dificil ver
que IT es no vacio, abierto y convexo (ya que es la interseccién de semiplanos).
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e
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Figura 4.8: El semiplano K, consiste en los puntos mas cercanos a A que a

g(A).

Para probar que
U nm) =
heH

y que no hay puntos equivalentes en II, basta conjugar este subgrupo a un
grupo ciclico de homotecias, donde la afirmacién es inmediata.
Con estas observaciones se puede probar que

(| K,={z€A:p(z,4) <p(z,9(A), Vg € G- H}

geG—H

y II satisfacen las condiciones 2) y i) del Teorema [4.3.1]

1) X es H-estable.

Veamos primero que si h € H, entonces h(X) = X. Sea h € H y Ly,
g € G — H, el bisector perpendicular entre A y g(A), es decir,

Ly={z€Alp(z,A) = p(z,9(A))},

se tiene entonces que
h(Ly) = {w € A|p(w, A) = p(w,hg(A)), g € G — H} = Ly,

puesto que h(A) = A. Se sigue que h(K,) = Ky, en donde f =gh € G- H,
al tomar la interseccién de todos los elementos Ky, g € G — H se tiene que
h(E) =5

Probamos ahora que si g € G — H, g(X)NYX = 0. Si z € X, en particular
z € K,-1, llamemos H, al conjunto de puntos que estdn més cercanos a g(A)
que a A. Se sigue entonces que

p(z, A) < p(z,g7'(A)),
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al aplicar g se tiene que

p(9(2),9(A)) < p(g(2),9(A))

y siw=g(z)
p(w, g(A)) < p(w, A)
por lo tanto w € Hy y g(X)NE = 0.
Se sigue entonces que X es H-estable.
i1) Se prueba ahora que

Jg(E) =A.

Sea z € A — Ay z* € G(z) un punto més cercano a A. Esto es posible
puesto que G es discreto, de otra manera existe una sucesion {z, },en tal que
p(zn, A) — 0. Se puede tomar una vecindad compacta N de un segmento de
geodésica de A de longitud T, donde T4 denota la longitud de traslacién
de h, determinado por dos segmentos de geodésica ortogonales a A y dos
segmentos hiperciclicos (véase la fig. [1.9)).

A

Figura 4.9: Vecindad compacta N

Al usar elementos de H se obtendria una sucesiéon infinita de puntos
distintos en la drbita G(z) que se acumulan en el compacto N (se pueden
suponer distintos suponiendo que la distancia hiperbdlica de z;, a A es menor
que 1/k) y de esta manera no habria accién discontinua.

Se afirma que (2%, P4] C 3, donde Py es el pie de geodésica de z* a A.
Nétese que (2*, P4] no interseca a ninguna L, de otra manera se tendria que

p(z*, gA) < p(z", A),

lo cual es una contradiccién. Esto se sigue ya que p(z*, gA) = p(g~1(2*), A)
y se tendria que existe un punto en G(z) més cercano a A que z*. Se tiene
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Figura 4.10: Las imagenes de 3> cubren A.

entonces que (z*, P4] C ¥ y por lo tanto z* € 3, lo cual prueba i1) (véase
la Figura .

En virtud de los Lemas|4.3.2} [4.3.3|y [4.3.4] la regién descrita tiene interior
no vacio y como consecuencia es abierta, y por lo tanto IIN X es un poligono
fundamental convexo.

Ejemplo 4. Consideremos un grupo fuchsiano G actuando en A y que con-
tiene un subgrupo propio H =< h,o >, donde h es una transformacion
hiperbdlica simple con eje A y ¢ es una transformacién eliptica de orden 2
con un punto fijo o en A.

Tomemos las regiones K, y X como en el ejemplo anterior. Sea ¢ deter-
minada por la ecuacién h = 0, se tiene que ¢ es una transformacién que
intercambia los puntos fijos de h y preserva A, por lo tanto es eliptica de
orden 2.

El eje A divide a A en dos semiplanos, elegimos uno de ellos y tomamos
una geodésica L ortogonal a A, tal que L corta a A a una distancia de T} /2
de « en la direccion de h; donde T}, es la longitud de traslacién de h. De esta
manera h(L) también corta ortogonalmente a A a una distancia T, /2 de o'y
podemos tomar a I como la interseccion de la region comprendida entre L y
h(L) con uno de los semiplanos determinados por A (véase la Figura [1.11)).

La prueba de que ¥ es H-estable es idéntica a la del ejemplo anterior,
pues claramente A es H-estable. Para probar que

Ugn(i) = A,

de nuevo tomamos z € A — Ay 2* € G(z) un punto mas cercano a A, lo cual
es posible porque G es discreto; el punto z* se puede suponer que pertenece
al semiplano en A — A que contiene a II (aplicando o si es necesario).
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La demostracién es similar a la del caso hiperbélico, tomando en cuenta
que para que una sucesién infinita de puntos en G(z) que se acumulen en
una vecindad compacta N (como la del Ejemplo 3), se debe aplicar ¢ a los
elementos de la sucesién que estén en la regién comprendida entre L y h(L)
pero que no estén en II. Se sigue entonces (usando los argumentos del ejemplo
anterior) que z* € 5 y asi I N Y es una regién fundamental para la accion
de G en A.

Repulsor de h

Figura 4.11: Regién II.

Teorema 4.3.6. Sea G un subgrupo discreto de PSL(2,C) (kleiniano) de
tal manera que G es un subgrupo de G doblemente periodico, es decir,
Go =<z z4+ XNz z+pu >, donde \,u € C son vectores linealmente
independientes. Supongase también que los radios de las esferas isométri-
cas I tienden a cero (equivalentemente |c,| — oo). Entonces un dominio

fundamental D para G consiste de D = ¥ N P, donde

Y = ﬂ ext I,

9eG—Gwo

Py = {(z1, 79, 73) € H?| (21, 1) = tA +sp, 0 < t,5 < 1}

DEMOSTRACION. Veamos primero que no existen puntos G-equivalentes
en D.Seaxg € Dy f€G.Sif € Gy, entonces f traslada a g fuera de D.
Si f €G- Gy, como xy € X, xg € ext 4 y por lo tanto f(xg) € int 15,

~

(véase el inicio del Capitulo 3), es decir, f(zo) ¢ D. Se tiene entonces que no
existen puntos G-equivalentes.

Como G es a lo sumo numerable, el conjunto de esferas isométricas es a lo
sumo numerable y cada una de ellas tiene medida tridimensional de Lebesgue
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cero. Por lo tanto 0D tiene medida tridimensional de Lebesgue cero.

Ahora probamos que todo punto en H 3 estd representado por un punto
en D. Nétese primero que dado un compacto K en H? existe un nimero
finito de esferas isométricas que lo intersecan, esto se sigue del hecho de que
los radios de las esferas isométricas tienden a cero. Sea g € PSL(2,C) dada

por
az+b

z) = ,
9(x) =
se probd en el Capitulo 2 que g = F o1, donde 1 es la reflexién en el circulo
isométrico I, y E es una isometria euclidiana. De este hecho se sigue que la

ad —bc =1,

extension de Poincaré de g esta dada por g = Eozﬁ (donde 12 es la reflexién en
la esfera S con centro en (—d/c,0) y radio 1/|c|). Como E es la composicién
finita de reflexiones en planos ortogonales a @, esta funcién también es una
isometria euclidiana. Se sigue entonces que g actia euclidianamente en la
esfera S, por lo cual S = I5.

Probemos ahora que dada € int I, g incrementa la altura de z, es decir,
[g(x)]s > x3. Si @ € int I, escribiendo z = (z,x3), donde z = (z1,x2), se

tiene que
d d
c c
d 2
Pl (~20)
c

< 1.
Se sigue entonces de la féormula para la reflexién en una esfera que

2

2
1
+$32:

el?

€3

|c|? (’z + §|2 ~|—a:32>

[U(x)]s =

> I3.

Se afirma que dada w € H3, existe w’ en la 6rbita de w tal que [w']3 > [f((.d)]g,
para toda f € GG. Para probar esto se construye una sucesion de la siguiente
manera: L

_ Siw € Py, hacemos w; = w; de otra manera se toma T' € G tal que
T(w) € Py. Si T'(w) € D, se sigue el resultado; de otra manera se sigue
de la observacién anterior que 7'(w) € int I; para alguna g € G — G v se
escribe f(w) = w;. Tomemos ahora el punto wy = g(w;), este punto satisface
[wa]s > [w1]s. Trasladamos we a ws € Py, si wy € P, tomamos w; = w. Si
w3 & 13, entonces ws € int I; para alguna g € G — G. Procediendo de la
misma manera que antes, se forma una sucesion w, wy, wa, . .., Wy, .. ., tal que

W]z = [wi]s < [wals = [ws]s < [walz = ...
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Y Wopi1 € ﬁoo, n € N. Se afirma que esta sucesion consta de un nimero finito
de puntos (wa,+1) € D. Esto se sigue ya que si

M = sup radio [y,
gEG*Goo

y se considera el compacto Py, N{a € H?||w]3 < [a]3 < M}, como los puntos
wont1, N € N, pertenecen a dicho compacto y no se pueden acumular por la
accién discontinua de G' en H3, necesariamente para alguna n, [wa, 1|3 > M
y entonces w1 € D (véase [2], p. 95). O

4.4. Transformaciones que aparean lados

Definicién 31. Dado un poligono fundamental convexro P para un grupo
Juchsiano G actuando en el plano hiperbdlico, decimos que un lado de P es
un segmento de geodésica de la forma P N (P), para alguna g € G distinta
de la identidad.

Definicién 32. Un elemento parabolico o hiperbdlico g de un grupo fuchsiano
G se dice que es primitivo si y solo si g genera al estabilizador de alguno de
sus puntos fijos. Si g es eliptica, es primitiva cuando genera al estabilizador
y tiene un dngulo de rotacion de la forma 2w /n.

Notese que en el caso hiperbdlico, si g genera al estabilizador de alguno
de los puntos fijos, g lo hace para los dos puntos fijos (ya que G es discreto,
cf. [2], pp. 86, 87).

Dado un grupo fuchsiano GG y un poligono fundamental convexo P para
GG, se puede probar que los elementos que aparean lados de P generan a
P (ver [2], seccién 9.3). Cada elemento eliptico primitivo y cada elemento
parabdlico primitivo de GG aparea los lados de un dominio fundamental, de
hecho de un poligono de Dirichlet. Esto se sigue de los Ejemplos 3 y 4 de la
seccién anterior, véase también las secciones 9.2 y 9.4 de [2].

El siguiente resultado analiza el caso hiperbdlico.

Teorema 4.4.1. Sea g un elemento hiperbolico primitivo de un grupo fuch-
stano G y A el eje de g. Entonces g aparea lados de un poligono fundamental
convezo P si y sdlo si para toda h € G, h(A) = A o h(A)N A =10, es decir,
g es simple.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que g es simple, es decir que para
toda h € G h(A) = Ao h(A)N A =1. Sea

H={heG|nA)=Al.
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Podemos suponer sin pérdida de generalidad que G actia en H? y que g
estd dada por la homotecia g(z) = kz. Entonces puede ser que H =< h > o
que H =< h,o >, donde o es una transformacién eliptica de orden 2 con un
punto fijo en A.

Se puede construir una region ¥ como en los Ejemplos 3 y 4 de la sec-
cién anterior que satisfaga las condiciones del Teorema [4.3.1] Si H es ciclico
tomamos

M={z€ H*|1<|z| <k}

Si H no es ciclico, conjugando podemos suponer que esta generado por g y
una transformacion eliptica de orden 2 que fija ivk, y en este caso tomamos

IM={z€ H*|1<|z] <k, Re(z) > 0}.

En ambos casos I N Y es una regién fundamental para la accién de G en
H?,y g aparea lados de IINY que contienen arcos de |z| = 1y |z| = k, respec-
tivamente; esto se sigue ya que dada una regién horociclica, esta interseca
a un numero finito de iméagenes de A bajo elementos de G — H, tomandola
suficientemente pequena, esta regién no interseca a ninguna geodésica f(A),

f € G— H (véase la Figura |4.12]).

|z =1 |z| = k
Figura 4.12: Apareamiento de lados de I N X.

Supongamos ahora que g es hiperbdlica con puntos fijos o y 8 y aparea
dos lados s y ¢ de P. Sea w un punto interior de s que no sea fijo de los
elementos no triviales de G y v = [w, g(w)]; entonces v — {w, g(w)} C int P
debido a que g no es eliptica de orden 2, y a que P es convexo.

Ahora, la curva

r=Jg"()
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es una curva simple g-invariante en A que tiene como extremos a los puntos
fijos de g. Notese que el eje A de g también comparte estas propiedades.

Supongamos ahora que para alguna h € G, h(A)NA # (), esto significa que
las geodésicas Ay h(A) se intersecan en un punto o h(A) = A (h(A) no puede
ser paralela a A puesto que h(A) es el eje de hgh™! y dos transformaciones
hiperbdlicas no comparten un punto fijo en comun en un grupo fuchsiano, cf.
[2], Teorema 5.1.2).

Supongamos que h(A) interseca en al menos un punto un punto a A y que
h(A) # A, esto implica por conexidad que las curvas I' y h(I") se intersecan
en al menos un punto zg € A. Para probar esto, se puede observar que I'
divide a A en dos componentes, de manera que una de ellas contiene a h(«)
y la otra a h((). De esta manera h(I') es una curva simple que une a h(«)
con h(f3); recordemos que A y I' tienen los mismos puntos extremos al igual
que los tienen sus respectivas imdgenes bajo h (véase la Figura .

Se sigue entonces quue existen z1, zo € v y enteros n y m tales que

20 =9¢"(z1) = hg™(22),

lo cual implica que z; = g "hg™z;. Debido a que los unicos puntos de
equivalentes bajo elementos de G son w y g(w), puede pasar que z; = zy,
9(z1) = 22 0 z1 = g(22). En todos los casos, se sigue entonces que h es alguna
potencia de g y por lo tanto h(A) = A. O

Figura 4.13: Prueba de la necesidad en el Teorema |4.4.1].
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