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I. Introduccion.

La presente tesina, tiene como objetivo comprender el trabajo de Vasicek
que desarrolla S.M. Rogemar en su articulo “Three Ways to Solve for Bond
Prices in the Vasicek Model” [3] en el cual se estudia el precio de un bono
cupdén cero que incorpora una tasa de interés estocdstica. El punto de vista
que abordamos es estrictamente tedrico, desarrollamos las herramientas y
damos la solucion tedrica de dicho modelo. Bajo este escenario, el precio
del bono se deriva de las implicaciones de la distribucién de probabilidad
de la tasa de interés. En este trabajo se da una revision de las propiedades
estocasticas de las tasas a corto plazo y una ligera introduccién a la teoria
de procesos estocdsticos a tiempo continuo, que serd de gran utilidad a lo
largo del mismo.

Oldrich Alfons Vasicek, de nacionalidad checa fue fundador de la em-
presa KMV y actualmente es asesor de Moody’s KMV. Ha sido profesor
de finanzas en la Universidad de Rochester, la Universidad de California de
Berkeley y en la Ecole Supérieure des Sciences Economiques et Commer-
ciale (ESSEC) en Francia. El profesor Vasicek se dedica a las matematicas
financieras, particularmente al desarrollo de modelos de evaluacion de ins-
trumentos financieros y analisis de mercados financieros; ha publicado mas
de 30 articulos en “Journals” financieros y matematicos y ha recibido varios
premios y reconocimientos por su destacada labor académica. Su modelo de
equilibrio para determinar la estructura de plazos de la tasa de interés (“An
equilibrium Characterization of the Term Structure”) [4], publicado en 1977,
es reconocido como pionero en la teoria de tasas de interés a tiempo continuo.

La hipétesis que se debe corroborar es que bajo el modelo de Vasicek la
tasa de interés a corto plazo tendra una distribucién Normal con media u
y varianza o2 lo cual nos lleva precio del bono usando la distribucién de la
misma.

El Modelo de Vasicek es una versién especial del proceso de Ornstein-
Uhlenbeck, pero Vasicek utiliza una volatilidad constante. Esto implica que
la tasa a corto plazo es a la vez un proceso Gaussiano y de Markov, lo cual
demostraremos més adeante [5]. El modelo considera reversion a la media y



por lo tanto es capaz de capturar el comportamiento de la autoridad mone-
taria al ajustar el rendimiento.

Como veremos, la tasa de interés estocdstica r(t) es una variable alea-
toria Gaussiana con media j; y varianza o2 , esto nos lleva a una de las
debilidades del modelo de Vasicek, ya que las variables aleatorias normales
pueden llegar a ser negativas con probabilidad positiva.

La presente tesina esta organizada en cuatro capitulos a los que antecede
una introduccién que describe las carateristicas més relevantes del trabajo
y el objetivo que se persigue.

En el primer Capitulo se dan la introduccién y el panorama para esta-
blecer la necesidad del modelo de Vasicek, se describe la dindmica de la tasa
de interés, que en capitulos posteriores nos lleva a poder calcular el precio
de un bono cupoén cero. Mas adelante se definen los términos financieros y
caracteristicas de los bonos que seran utilizados a lo largo de ste trabajo.

En el Capitulo dos damos una introduccién a los procesos estocédsticos
a tiempo continuo, estudiamos a los procesos cuyo espacio parametral T’
es un intervalo en R, asi como los conceptos de integral, isometria y regla
diferencial de Ito, todo esto para llegar al desarrollo del tema principal, en
el que se modela la dindmica de la tasa de Interés por una ecuacion diferen-
cial estocastica, haciendo uso de estas herramientas llegamos al modelo de
Vasicek para obtener el precio del bono.

En el tercer Capitulo presentaremos algunos ejemplos utilizando el mo-
delo de Vasicek, en el primero buscamos obtener la volatilidad del Bono, en
este ejemplo vemos que el modelo de vasicek tambient nos facilita la com-
prension sobre la variacién del precio del bono en el mercado. En el segundo
ejemplo consideramos la posiblidad de una opcién de compra europea sobre
un bono cupdn cero, en el cual veremos que el precio de un activo derivado
sobre un Bono esta en funcién del tiempo hasta el vencimiento.

Por ultimo en el capitulo cuatro establecemos nuestras conclusiones de
este trabajo.



Capitulo 1

Bonos cupon cero y el
modelo de Vasicek.

1.1. Introduccion al modelo de Vasicek

Las variaciones de los tipos de interés obtenidos por el uso del dinero
en bancos y otras entidades financieras afectan directamente a los mercados
bursatiles. Asi, por ejemplo, cuando los tipos de interés suben, se produ-
cen bajas en las cotizaciones de las acciones en la bolsa. Estos movimientos
decrecientes pueden explicarse por diferentes razones. En primer lugar, los
altos tipos de interés elevan las cargas financieras de las empresas y, por lo
tanto, empeoran los resultados econémicos, lo que provoca un descenso de
los dividendos repartidos y de las cotizaciones. En segundo lugar, cuando
suben los tipos de interés aumenta la rentabilidad de las inversiones en renta
fija, como las obligaciones, la deuda ptblica o los bonos, por ejemplo. Esto
provoca un desplazamiento de los inversores hacia los titulos de renta fija,
al contrario de los de renta variable, que siempre implica un mayor riesgo.
En tercer lugar, los tipos de interés elevados hacen disminuir el consumo al
encarecerse la financiacion de las ventas a crédito. Esto provoca una dismi-
nucion de las ventas y, por tanto, un empeoramiento de los resultados de las
empresas, lo que afecta a las cotizaciones de las acciones. Desde este sim-
ple razonamiento podemos justificar la importancia del estudio de modelos
apropiados para modelar la evolucién de los tipos de interés.

El modelo, en su primera formulacién fue propuesto por Vasicek en 1977
[4] y pertenece a una clase de modelo estocdstico, denominado de un factor.
El modelo de un tnico factor esta representado por la siguiente ecuacion
diferencial estocastica:

dr(t) = a(b — r(t))dt + odW (1), (1.1)

donde a,b y o son constantes positivas, o esta relacionada con la varia-
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bilidad del tipo de interés y W (t) es un proceso de Wiener con parametro
2
o> 0.

El modelo de Vasicek descrito en [3] asume que el comportamiento de
la tasa de interés tiene un comportamiento regresivo hacia un valor fijo que
define el valor estable de los tipos de interés. Dicho modelo es conocido como
modelo de reversion a la media. El modelo de Vasicek ha sido utilizado con
éxito para modelar tipos de interés denominados a corto plazo. (Ver [1] p.
483).

Los primeros modelos continuos de tipo estocasticos orientados a mode-
lar los tipos de interés se deben a Roll (1970,1971), Merton (1973, 1974) y
Long (1974). Pero fue Vasicek (1977) quien en un trabajo pionero propuso
un modelo estocéstico de reversién a la media para los tipos de interés.

Desde el trabajo de Vasicek se han propuesto otros modelos similares
para modelar los tipos de interés. Sin embargo, hay que subrayar que en
muchos casos la formulacién de Vasicek sigue siendo valida y, por tanto,
estd en plena vigencia. Generalizaciones del modelo de Vasicek son: el mo-
delo de CIR (Cox, Ingersoll y Ross) (1985) y el modelo de Hull-White (1990).
(Ver [1] p. 269-389).

1.2. La importancia de los tipos de interés en los
Mercados Financieros.

Los mercados financieros son el espacio donde se realizan los intercambios
de instrumentos financieros y se obtienen sus precios. En dichos mercados,
podemos encontrar una gama de tipos de interés como: el instrumento de la
politica monetaria, tipos de interés en la banca, tipos de interés nominales
y reales y tipos de interés del mercado.

La tasa de interés fijada por el banco central de cada pais para préstamos
del Estado a otros bancos o para los préstamos entre los bancos, se denomina
tasa interbancaria. Esta tasa corresponde a la politica macroeconémica del
pais para promover el crecimiento econémico, la estabilidad financiera y la
situacién en los mercados de acciones de un pais determinado. Si los precios
de las acciones estan subiendo, la demanda por dinero aumenta, y con ello,
la tasa de interés.

Las principales funciones de los mercados financieros son: establecer la
posibilidad de los mecanismos en el contacto entre los participantes en la
negociacion, fijar los precios de los productos financieros en funcién de su
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oferta y su demanda, reducir los costes de intermediaciéon y administrar los
flujos de liquidez de productos o mercado.

1.3. Conceptos basicos.

Definimos a continuacién algunos conceptos bésicos que seran de utili-
dad para la comprension del modelo.

a. Bono. Es un titulo de renta fija que emiten gobiernos o empresas para
conseguir fondos directamente del mercado. El emisor se compromete
a devolver el principal junto con un interés.

b. Cupén. Proviene de los antiguos titulos fisicos de donde habia que
recortar un cupén para cobrar los dividendos o derechos de suscripcién.
Hoy en dia se denominan asi los pagos de intereses que paga un titulo
de renta fija.

c. Cupédn Cero. Caracteristica de algunos ttulos de renta fija que no pa-
gan intereses durante la vida del titulo, suelen ser a corto plazo y se
negocian a descuento.

El valor de un bono depende basicamente de tres variables: la tasa de
rendimiento libre de riesgo del mercado que implica invertir sin riesgos, la
cual es la tasa de interés de bonos gubernamentales, la segunda es la tasa
de interés correspondiente al riesgo intrinseco de la empresa y su estructura
capital y por ultimo la fecha de término y la estructura de cupones del bono.

El problema que se desea estudiar es la forma de determinar el precio
justo de un bono cuando se acepta que el comportamiento de la tasa de
interés corresponde a una variable aleatoria, por lo que el precio del bono
varia conforme se modifican las condiciones de incertidumbre.

Un bono cupdén cero es una promesa de pago en la que el emisor se com-
promete a pagar incondicionalmente una cantidad preestablecida, el valor
nominal, en una fecha futura (vencimiento del titulo). El interesado en ad-
quirir esta promesa de pago entrega una cantidad inicial en una fecha previa
al vencimiento (fecha de colocacién). En general, la cantidad inicial que se
paga por este titulo es menor que la cantidad que se recibe al vencimiento,
por esto decimos que se compra a descuento.

Cabe destacar que el propietario de este tipo de instrumentos se encuen-
tra expuesto al riesgo de incumplimiento por parte del emisor (Ver [I] p.
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17). Sin embargo en lo que sigue en la presente tesina se supondra que todos
los bonos son libres de riesgo de crédito.

1.4. Caracteristicas de los bonos cupoén cero

Un bono cupdn cero es un instrumento de deuda emitido por un terce-
ro que adquiere la obligaciéon de pago en una fecha futura predeterminada
hacia sus prestamistas. El inversionista le otorga un préstamo al emisor del
bono y dicho inversionista recibe a cambio titulos, una vez cumplido el plazo
pactado, el emisor del bono devuelve el monto prestado mas una cantidad,
los intereses por dicho préstamo.

Las empresas y los gobiernos usualmente emiten bonos cupén cero pa-
ra financiar sus planes de crecimiento y desarrollo. Cada emision tiene sus
propias condiciones, las cuales se detallan en un documento llamado “El
prospecto de la emisién”. Ahi se establece la moneda, la fecha de vencimien-
to y la tasa de interés.

Existen varias clases de bonos. Sus diferencias dependen del emisor, de
su estructura y del mercado donde fueron colocados.

a. Emisor. Los bonos pueden ser emitidos por gobiernos en cuyo caso se lla-
ma deuda soberana, por provincias, municipios u otros entes piiblicos
0 por empresas en cuyo caso recibe el nombre de bonos corporativos
u obligaciones negociables. Cada emisor estd sujeto a un marco regu-
latorio especial.

b. Estructura de plazos. Los bonos también se clasificacon por la tasa
de interés que paga el bono a diferentes plazos.

c. Mercado.Los bonos se pueden emitir en el mercado nacional o inter-
nacional. Estos ultimos pueden ser emitidos en moneda extranjera y
colocados fuera del pais emisor.

El valor de un bono se establece segin la tasa de rendimiento (o de in-
terés) ofrecida por el emisor, a un plazo y nivel de riesgo (de incumplimiento)
determinados. Ademads de las caracteristcas propias del bono influyen otros
factores, como el riesgo pais y el riesgo de crédito del emisor.



Evidentemente, el inversionista no tiene que esperar hasta el vencimiento
para cobrar, puede decidir vender sus bonos en el mercado a un precio pac-
tado entre comprador y vendedor (las libres fuerzas del mercado). Por 1lti-
mo es importante destacar que cuando un inversionista selecciona el bono a
comprar, debe tener en cuenta su liquidez, es decir, su capacidad de reventa.

El mayor riesgo de los bonos es que el emisor incumpla con sus pagos.
Sin embargo, si el emisor tiene la capacidad de pago y el inversionista espera
hasta el vencimiento del papel, entonces se recuperara lo prestado mas el
interés. En contraste, titulos como las acciones (titulos de capital) son afec-
tadas por la situacién de la empresa, el sector al que pertenecen, el entorno
de negocios y la economia. Por esa razén, el inversionista nunca sabe con
certeza si recuperard su dinero en el mercado accionario.

Existen varios beneficios cuando se invierte en bonos cupén cero, entre
los que destacan:

1. Variedad. En el momento de invertir se puede elegir entre diversos bonos
con diferentes vencimientos (cercanos o lejanos) emitidos por gobier-
nos 0 empresas.

2. Capacidad de reventa. A diferencia de otros instrumentos los bonos
se pueden vender y comprar diariamente en el mercado secundario en
el cual se pueden encontrar diferentes cotizaciones.

3. Riesgo. A diferencia de las acciones, los bonos otorgan un retorno co-
nocido a la inversién. Cuando la emisién la realiza un gobierno, usual-
mente el riesgo de incumplimiento es nulo. Sin embargo, si la emisién
la realiza una empresa se requiere una sobretasa que cubra el posible
riesgo de incumplimiento.

Ahora bien, los principales inconvenientes de este tipo de instrumento
son (Ver [1] p. 19):

1. Procedimiento. En muchas ocasiones, los bonos sélo pueden ser com-
prados y vendidos por un agente de bolsa.

2. Dificultades para diversificar. Al comprar bonos de un tnico emisor
se incrementa el nivel de riesgo de la inversién.

En el siguiente capitulo verémos la relacion entre la tasa de interés y el
precio del bono.



Capitulo 2

El Precio de un Bono
obtenido mediante la
distribuciéon de la tasa de
interés a corto plazo.

A continuacién presentaremos algunos conceptos fundamentales de pro-
cesos estocdasticos para el desarrollo del Modelo de Vasicek.

2.1. Procesos a tiempo continuo: Introduccién

En esta seccion damos una introduccién a los procesos estocasticos a
tiempo continuo, en nuestro trabajo consideramos procesos cuyo espacio pa-
rametral 7" es un intervalo en R. En lo que sigue, a menos que se especifique
lo contrario, supondremos que 7 es el intervalo [0, 00).

Veamos a continuacién algunas propiedades bésicas de los procesos a
tiempo continuo. Mismas que posee el Movimienro Browniano, proceso que
se define mas adelante y que serd de gran utilidad a lo largo del trabajo.

La siguiente definicién nos da dos de las caracteristicas mas importantes
del proceso de Wiener.

Definicién 2.1. Sea X (-) := {X(t) : t > 0} un proceso estocdstico. Decimos
que el proceso X () tiene:

(a) Incrementos independientes. Si para cualquier entero n > 1 y cualquier
coleccion de indices 0 < tg < --- < t, se verifica que las variables
aleatorias,

X(t1) = X(to), X(t2) = X(t1), ..., X (tn) = X(tn-1),
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son independientes.

(b) Incrementos estacionarios. Si para cualquier t >0 y h > 0 la distribu-
cion del “incremento” X (t+ h) — X (t) depende sdlo de h, es decir,

X(t+h)—X(t)~ X(s+h)—X(s) para s,t > 0.

Definimos ahora al Proceso de Wiener (también conocido como Movi-
miento Browniano), proceso que es de suma importancia, pues la dindmica
de la tasa de interés se rige mediante una ecuacion diferencial estocéastica
que involucra dicho proceso.

Definicién 2.2. Se dice que el proceso W(-) = {W(t) : t > 0} es un proceso
de Wiener, si satisface las siguientes propiedades.

(a) W(0) =0,
(b) tiene incrementos independientes, y
(c) tiene incrementos estacionarios, con
W(t+h) —W(t) ~ N(0,0%h) para todo t > 0,h > 0, (2.1)

en donde o es una constante positiva. Si 0? = 1 se dice que W (-) es
un proceso de Wiener estandar.

Notemos que como W (t) = W (t) — W (0), se sigue de (2.1)) que
W (t) ~ N(0,0%t) para todo t > 0.

El proceso de Wiener es una martingala y un proceso de Markov, con-
ceptos que revisamos a continuacion.

Definicién 2.3. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y {F; : t > 0} una
familia de sub-c-dlgebras de F. Sea X(-) = {X(t) : ¢ > 0} un proceso es-
tocdstico. Decimos que X (+) es una martingala con respecto a {F; : t > 0} si,

(a) La familia {F; : t > 0} es una filtracion de F (ver definicion [2.7)
(b) El proceso X(-) estd adaptado a {F; : t > 0} (ver definicion[2.7)
(c) X(t) € L1 para todo t > 0, y

(d) E(X(t)|Fs) = X(s) para todo 0 < s < t.
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El concepto de martingala es muy importante ya que mas adelante uti-
lizaremos una medida de probabilidad neutral al riesgo o también llamada
medida de martingala equivalente (ver definicién (2.21))) que nos ayudara a
conocer el valor esperado del precio de un bono cupén cero en el tiempo ¢
con vencimiento 7. De la misma manera la siguiente definiciéon nos ayuda
a comprender porque la tasa de interés r(t) en la integral de It6 (la cual
definimos en el siguiente tema) es un proceso de Markov.

Definicién 2.4. Sea X (-) = {X(t) : t > 0} un proceso estocdstico a tiempo
continuo con espacio de estados (S,S). Decimos que X(-) es un proceso de
Markov si,

P[X(t) € B|X(r)vV0 <r <s] =P[X(t) € B|X(s)], (2.2)
para todo Be S y0<s<t.

Gracias al siguiente resultado, vemos que el proceso de Wiener es un
proceso de Markov y una martingala.

Teorema 2.5. Si X(-) = {X(t) : t > 0} es un proceso estocdstico con
incrementos independientes, entonces

(a) X(-) es un proceso de Markov.

(b) Si_ademds X () € Ly para todo t > 0, entonces el “proceso centrado”
X(t):=X(t) —E(X(t)) es una martingala.

Demostracién. Primero tenemos que probar que si X (-) = {X(¢) : ¢t > 0} es
un proceso estocastico con incrementos independientes, entonces el proceso
estocdstico Y (t) := X (t) — X(0) para t > 0, tiene incrementos independien-
tes y Y(0) = 0.

Para esto sean > 1 ysean 0 < tg < t; < --- < t, una colecciéon de
indices, entonces,

Y(t) = X(t)—

Luego Y (t1) — Y (to) = X(t1) — X (to) v,

Y(tnt) = X(ta1)— X(0),
Y(ta) = X(ta) - X(0).

De manera general Y (t,) — Y(tp—1) = X(tn) — X(tn—1) y como X(t,) —
X (tn—1) es un incremento independiente, esto implica que Y (¢,) — Y (t,,—1)
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es un incremento independiente, por lo tanto Y (t) := X(¢) — X(0) tiene
incrementos independientes y Y (0) = 0 si ¢t = 0.

Como X (-) tiene incrementos independientes por lo anterior podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que,

X(0) =0, (2.3)

Ahora, para demostrar (a), tomamos a n y a la coleccién de indices ;5 y
las vv.aa.
Yy = X(tg41) — X(tx), para k =0,...,n, (2.4)

las cuales son independientes, esto significa que la sucesién

n
Lt ::ZYj, para k=0,...,n,
7=0

es una Cadena de Markov; en particular,

P(Zy11 € Bl|Zo, ..., Zx) = P(Zk+1 € B|Zy) (2.5)

Sin embargo, por (2.3) v (2.4), Zx+1 = X(tx+1) para todo k = 0,...,n,
asi que de hecho la condicién (2.5) es la misma que (2.2). Esto demuestra

(a).

Para demostrar (b), de nuevo supondremos (2.3). Ademds, es inmediato
que el proceso centrado X (t) := X (t) — E(X(¢)) tiene incrementos indepen-
dientes y media E(X ()) = 0. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, pode-
mos suponer que E(X (¢)) = 0 para todo ¢ > 0. Ahora consideremos de nuevo
las vv.aa. independientes Y en . En particular, Y, es independiente de
Yo, ..., Y1y, por lo tanto, Y;, es independiente de X (1), ..., X (¢,). Luego,

escribiendo X (t,41) = X (t,) + Y, vemos que,

E[X (b )IX (1)soo o X (1)) = X(ta) + E[Ya|X (1), X (1)

= X(tn)

Esto comprueba la condicién de (2.2)), de modo que X(+) es una martin-
gala, esto prueba (b). O

Dado que el proceso Wiener tiene incrementos independientes, entonces
por (a) es un proceso de Markov. Ademéds si W(-) es un proceso de Wiener
con pardmetro o2 es claro que W(-) € £1 y como tiene media cero, por el
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inciso (b) se sigue que el proceso de Wiener es una martingala.

Definimos a continuacién los conceptos de proceso de segundo orden y
proceso Gaussiano.

Definicién 2.6. Decimos que un proceso estocdstico X (-) = {X(t) : t > 0}
es un,

(a) Proceso de sequndo orden si para todo t > 0, E(|X (t)|? < 00),

(b) Proceso Gaussiano si las combinaciones lineales,
alX(tl) 4+ -+ anX(tn),

son variables aleatorias Gaussianas para cualquier coleccion finita de
indices 0 < t1 <,...,< t, y cualquier coleccion de numeros reales
Aly...,0n.

De lo anterior se entiende que un proceso de estocéstico es de segundo
orden si para cada t > 0, X (t) € Lao(Q2, F,P).

Dado que W (t) ~ N(0,0?t) para todo t > 0, es facil ver que un proceso
de Wiener es Gaussiano.

2.2. La integral de It6

En este capitulo se presentan el concepto de Integral de It6 e Isometria
de It6, mismos que seran utilizados mas adelante. Comenzamos la seccion
definiendo los siguientes conceptos.

Definicién 2.7. Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad y T un subcon-
junto de R. Sea {Xy,t € T} una familia de variables aleatorias sobre Q y
{Fi,t € T} una familia de sub-o-dlgebras de F. Decimos que:

(a) La familia {Fi,t € T} es una filtracion de F si la familia es no decre-
ciente en el siguiente sentido,

Fs C Fi para todo s, t €T, con s < t.

(b) La familia {X(t),t € T} estd adaptada a la filtracion {F,t € T} si Xy
es Fi-medible para todo t € T.
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Un caso particular de interés es el siguiente. Si X (-) := {X(¢),t € T}
es un proceso estocastico, entonces la familia FX := {FX,t € T} con
FX = 0{X(s),0 < s < t}, es la filtracién natural del proceso X (-). Su in-
terés radica en que todo proceso X (-) siempre estd adaptado a su filtracién
natural. Mas adelante veremos que en una ecuacién diferencial estocastica
(utilizada para modelar la dindmina de la tasa de interés del precio de un
bono) se realiza la diferencial con respecto al proceso de Wiener, por lo cual
se le pide que sea medible.

Ahora, consideremos un proceso de Wiener estdndar, es decir, con pardme-
tro 02 = 1 y sea F" la filtracién natural de W (-).

Definicién 2.8. Para 0 < a < b, sea N|a,b| la familia de procesos estocdsti-
cos X () ={X(t),t > 0} tales que

(a) (t,w) — X(t,w) es medible,

(b) X () estd adaptado a FW, es decir, X(t) es F}V-medible para cada
t>0.

(c) X(-) € L2([a,b] x Q)

Decimos que un proceso X € Nla,b] es un proceso simple o escalonado
si existe una particion a =ty <t; < --- <t, =0b de [a,b] tal que,

X(t) = X(t;) para todo t € [ti,tit1), coni=0,1,...,n—1,

en otras palabras,
n—1

X() = X (i)t 4,41 (1),

1=0
en donde por convencion [tp—1,ty) = [tn—1,b]. Denotaremos por E[a,b] la

subfamilia de procesos estocdsticos escalonados X € Na, b).

Para poder llevar a cabo la construccién de la integral de It6, es impor-
tante la siguiente definicién ya que maéas adelante haremos uso de este tipo
de integrales y su funcion en este trabajo serda mas evidente.

Definicién 2.9 (La integral de Ito para procesos escalonados). Si X €
Ela,b], definimos la integral de Ité6 de X, como

n—1
/ bX(t)dW(t) = X(t;)AW;. (2.6)
a i=0

Algunas veces escribimos la integral de Ité6 como f; XdW o como I(X).
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El siguiente resultado nos da las propiedades bésicas de la integral de It6.

Teorema 2.10 (Propiedades de la Integral de Itd). Sean X,Y € E[a,b] y
a, B € R. Entonces:

(@) [P(aX +BY)dW = [PaXdW + [’ gYaw,

(b) La integral de Ité es una variable aleatoria con media cero, es decir,

E(/bXdW) —0, (2.7)

Y Varianza

E(/bXdW)2 _ /bE[X2(t)]dt:E[/bﬁ(t)dt] (2.8)

a

Al resultado en (2.8) se le conoce como Isometria de Ité.

Demostracion. La demostracién de (a) se sigue de que aX + Y es un pro-
ceso estocéstico en E[a, b].

En la demostracién de (2.7)) y (2.8)) usaremos que por la independencia
de incrementos de W (-), la v.a. AW, := W (t;31) — W(t;) es independiente
de ]—'t‘?/, que a su vez implica,

E(AW;|FY) = E(AW;) = 0. (2.9)
y
E(AW)*|FY] = E[(AW)?] = tiy1 — ti. (2.10)
Ahora, por ,
E[X(t)AW;] = E(E[X(t;)AWi|F])

= E(X(t)EAWI|F)
= Oparat=0,1,...,n—1,

que junto con la definicién de (2.6 da la igualdad (2.7) porque,

n—1

]E(/b XdW) =3 E[X(t)AW] = 0.

=0
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Finalmente, para demostrar (2.8]), usamos de nuevo la definicién ([2.6))
de la integral de It6 para obtener,

b 2
E(/ XdW) = A+ B, (2.11)
donde,
n—1
A=E[ > X(0)*(AaWi)?],
=0
Y,
B = 2E[ZX(ti)X(tj)AWiAWj],
1<J
Usando se puede ver que B = 0 porque, para t; < t;,
B = E[X(t:)X(t;) AW;AW;] = E(E[X(ti)X(tj)AWiAWj]]—"g;v])
= E(X(t:)X (t;) AWE[AW;|F]])
= 0.
Por otra parte,
n—1
A=Y EX(L)2(AW)?,
1=0
¥ COmo
E[X (6:)*(AW:)?] = E(E[X (t:)*(AW:)?|F])

(X(4:)*E[AWE|F)])

= E
= E[X(t:)?](tiy1 — ti)por (2.10).

vemos que

A= /bE[X2(t)]dt.

Sustituyendo estos resultados en ([2.11]) se obtiene la igualdad ({2.8]). O

El teorema anterior precisa dos resultados muy importantes para el desa-
rrollo del tema central de este trabajo, ya que nos indica que la esperanza
de la integral de It6 siempre es cero y gracias a la isometria de It6 podemos
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pasar de una integral estocdstica a una integral deterministica.

El siguiente lema proporciona un recurso para poder definir la Integral
de It6 para procesos en N|a, b, nos dice que dado cualquier proceso X (-) €
Na, b] existe una sucesién {X,,} de procesos en £[a,b] tal que converge a

X (+) en la norma de Lo([a, b] xQ), la cual esta dada por || X|| = E[fab ]X]th]

Lema 2.11. El espacio E[a,b] es denso en Na,b] en la norma de La([a, b] x
Q), es decir, para cada X(-) € Nla,b] existe una sucesion {X,} en E|a, b
tal que,

E[/b | X (t) — X(t)\zdt] — 0 cuando n — oo. (2.12)

Demostracion. Casol: X es acotada y tiene trayectorias t — X (t,w) con-
tinuas para cada w € Q.

Paran=1,2,...,seam, ={a=1ty<t; <--- <t, =b} la particién de
[a, b] definida como t; := a+i(b—a)/n parai=0,...,n,y sea X, € &a, b
la funcién,

Sea ||X|| := sup|X ()| y ndtese que
t

n—1

X(t) = X 1,01 (1)

1=0

Luego,

VE € [t tivr) [ Xn(t) = X (@) < sup  [X(t) — X(¢)|/n < 2/[X]|/n
ti<t<tit+1

y por lo tanto,

n—lo ety
/ X)X (Pt =3 |7 B - x (P < A 6 —a) =0
a i=0 v ti

cuando n — oo. Esto implica (2.12)), por el Teorema de Covergencia
Acotada.

Caso 2: X € Nja,b] es acotada, es decir, existe una constante M tal
que | X (t,w)| < M para todo (¢,w) € [a,b] x Q.
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En este caso, existe una sucesién de funciones X,, € N]a,b] tales que
t — X,(t,w) es continua para todo w € Q y, ademds, |X,(t,w)] < My
X, (t,w) = X (t,w) para todo (t,w) € [a,b] x Q. Esto implica (2.12), por el
Teorema de Convergencia Acotada.

Caso 3: X € Na,b| es arbitraria.

Para cadan =1,2,..., sea X,, € NJa,b] la funcién truncada,
Xn(t) = X(@)si|X(t]<n (e —n<X(t)<n),
= nsiX(t) >n,

= —nsi X(t) < —n.

Nétese que cada X, es acotada (porque |X,| < n), estd dominada por
X(|X,| < |X| para todo n), y X,(t) — X(t) para todo ¢t € [a,b] cuando
n — 00. Esto implica (2.12)), por el Teorema de Convergencia Dominada. [J

Definimos a continuacién la integral de It6, concepto crucial para el desa-
rrollo del trabajo.

Definicién 2.12. Si X € NJa,b], por el Lema existe una sucesion de
procesos {X,,} en Ela,b] que satisface (2.12)). Entonces la sucesion de inte-
grales I(X,) = ff XndW es una sucesion de Cauchy en Lo(Q) = L2(Q, F,P),

pues,

E|I(X,) — [(Xn)? = E‘/b(Xn—Xm)dW‘z

_ E[/b(Xn - Xm)th}

— 0 cuando n,m — oo.

Por lo tanto eziste una variable aleatoria I1(X) € Ly tal que 1(X,) —
I(X) en Ly. Al limite 1(X) se le llama Integral de Ité de X y escribimos,

b b
I(X) = / X)W (t) = (L) lim | X, (t)dW (t).

Ademds la integral 1(X) satisface (2.7) y (2.8)

En resumen vemos que la integral de Ité6 de un proceso X € Nla,b] es
una variable aleatoria en L9 la cual es el limite de una sucesion de integrales
de procesos escalonados que aproximan a X.
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Es posible definir la integral de un proceso no anticipante que no esta en
L2 mediante el paso al limite y una idea similar a lo anterior. Ver, por ejem-
plo el capitulo 23 de [6].

El siguiente teorema es de gran utilidad para conocer la esperanza y la
varianza de la integral de It6, conceptos que seran utilizados mas adelante.

Teorema 2.13. Sean f,g funciones en C'[a,b]. Entonces,

b , . . .
(a) [] fdW es una variable aleatoria con media cero, es decir,

E(/b de) —0, (2.13)

Yy varianza,

Var(/ab de) - E(/ab de)2 _ 2 /ab = (2.14)

(b) Sia<b<eg,

E(/abde/acgdW> — o2 /abf(t)g(t)dt. (2.15)

(c) Sia<b<ec<d,

E(/abde/cdgdW> —0. (2.16)

Demostracion. Ver Poposicién 22.3 de [6]. O

2.3. La regla diferencial de Ito

En esta seccién estudiamos la regla diferencial de It6, misma que sera de
utilidad para encontrar la solucién de una ecuacién diferencial estocéstica,
por ejemplo: la dindmica que describe el comportamiento de las tasas de
interés.
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Revisamos a continuacién algunas condiciones de estabilidad para los
procesos u y v que se ven involucrados en la definicién de diferencial es-
tocédstica. Comenzamos definiendo el concepto de filtraciéon no-anticipante
con respecto al proceso de Wiener.

Definicién 2.14. Sea W(-) = {W(t),t > 0} un proceso de Wiener sobre
(Q,F,P) y sea G(-) = {Gt,t > 0} una familia de sub-c-dlgebras de F. Deci-
mos que G(-) es no-anticipante con respecto a W (-) si:

(a) La familia G(-) es no decreciente en el siguiente sentido,

Gs C Gy para todo s,t €T, con s < t.

(b) El proceso W(+) estd adaptado a G(-), es decir, W (t) es Gy-medible para
todo t > 0.

(c) Para todot>0yh >0, W(t+h)—WI(t) es independiente de G;.

Sea G(-) una filtracién no-anticipante con respecto a W(-). Sean u(t,w),
v(t,w): [0,00) x 2 — R dos procesos estocasticos, adaptados a G(-) tales
que, con probabilidad 1:

t t
/ lu(s)|ds < ooy / v?(s)ds < oo para todo t > 0.
0 0

Definicién 2.15 (Diferencial Estocéstica). Si X (-) := {X(¢),0 <t < T} es
un proceso estocdstico tal que

X(b) —X(a) = /b u(t)dt + /bv(t)dW(t) con0<a<b<T, (217)

decimos entonces que X () es un proceso de Itd, o que X (-) es una ecuacion
diferencial estocdstica en [0,T] y escribimos

dX () = u(t)dt + v(t)dW (2). (2.18)

Las siguientes observaciones seran ttiles mas adelante.

Observacidén 2.16. (a) Considere la regla formal,

<o dt | dW
da | 0 0
dw | 0 | dt
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Entonces, vemos de (2.18) que,

(dX (1)) = u?(dt)* + v*(dW)? + 2uv(dt)(dW) = v?dt. (2.19)

(b) Denotaremos por C12([[0,00) x R]), o simplemente C1 el espacio de
funciones g(t,x) que son de clase C' ent >0 y de clase C? en x € R.
Las derivadas parciales se denotan con subindices, por ejemplo,

gt :=0g/0t , g, := dg/0x, etc.
El siguiente resultado, brinda la herramienta para poder encontrar la

diferencial de procesos estocésticos.

Teorema 2.17 (Regla diferencial de 1t6). Sea X (-) como en (2.18)), y sea
g € CY2. Entonces el proceso estocdstico Y (t) := g(t, X (t)) tiene la diferen-
cial estocdstica,

Y (t) = gi(t, X (£))dt + gu (£, X (£)dX (£) + %gm(t,X(t))(dX(t))z. (2.20)
Es decir, por Y ,

AY () = loplt, X)) + gt X(O)(0) + S00alt, X(0)0?(0))dt
£ galt, X)W (D)

Demostracion. Ver Teorema 4.16.6 de [§]. O

Ejemplo 2.18. Use la regla diferencial de Ité para demostrar que la
diferencial del proceso estocdstico Y (t) = (@87 /W) ¢

dY (t) = Y (t)dt + BY (£)dW (t). (2.21)

Demostracion. Tome Y (t) = g(t, X (1)) con g(t,z) = el@=F*/2tHbz v X () =
W (-). Entonces g; = (a — 8%/2)g, 9= = B9 Y gux = 3%g. Sustituyendo estos
valores en (2.20)) vemos que,
1
dY (t) = [(a« = B*/2)Y () + §B2Y(t)]dt + BY (t)dW (¢),

que se reduce al resultado en (2.21)). O

2.4. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

En esta seccién se presentan las condiciones para la existencia y unici-
dad de la solucién de una ecuaciion diferencial estocéstica (estos conceptos
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se desarrollan en [7] y [9]) de la forma,

dX(t) = f(t, X(t))dt + G(t, X (t))dW(t) para todo to <t < T, (2.22)
con condicién inicial X (t9) = C, o en forma integral,

X(t)=C+ t f(s, X(s))ds + tG(S,X(S))dW(S) para todo tg <t < T,

to to
(2.23)
en donde W(-) € RY X(-) € R™, f(t,x) € R™, G(t,z) € R™*4y C € R™.
Supondremos que la condicion inicial es una variable aleatoria independiente
de W(t) — W(to) para t > to.

A la ecuacién en (2.22)) se le llama ecuacién diferencial estocéstica de Ito.

Sea G(-) = {G:,t > 0} la filtracién no-anticipante con respecto a W(-)
definida como G; := oc{C, W (s),s < t}.

Se dan a continuacién las condiciones necesarias para que un proceso
estocastico sea la solucién de una ecuacion diferencial estocastica. Si las
funciones f y G satisfacen las condiciones que a continuacién se enuncian,
entonces la solucion de la ecuacién en existe y es tnica con probabi-
lidad 1.

Definicién 2.19. Decimos que un proceso estocdstico X (-) es solucion de
la ecuacion (2.22)), si:
(a) X(-) estd adaptado a G(-),

(b) f y G son funciones medibles y tales que satisfacen con probabilidad 1,

T T
/ |f(s,X(s))|ds < o0y / |G(s, X (5))|?ds < oo para todo t > 0,
t

0 to
con |G|? = Traza(GG').
(c) X(-) satisface (2.23) para todo t € [to,T] casi seqguramente.

La unicidad de la solucion de una EDE esta garantizada por el siguiente
resultado:

Teorema 2.20. Suponga que f(t,-) y G(t,-) satisfacen las siguientes hipdte-
sis, llamadas condiciones de Ito, para alguna constante K > 0
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(a) Condicion de Lipschitz. Para todo t € [to,T], X(-) e Y(-) en R™;

[f(&, X(8) = f(£Y ()] + G, X(1) - G, Y (1)) < K|X (1) - Y(2)],

(b) Condicion de crecimiento lineal. Para todo t € [ty,T], X(t) en
Rm;
[f (&, X (@) + |Gt X ()] < K(1+[X(?)]).

Entonces la ecuacion diferencial estocdstica (2.22) tiene una inica solucion
casi sequramente, es decir, si X(-) y Y (-) son dos procesos estocdsticos que

satisfacen (2.22), entonces,

P( sup |X(t)—Y(t)| >0)=0.

to<t<T

Demostracion. Ver Teorema 25.2 de [6]. O

2.5. Precio del bono cupdén cero obtenido por la
tasa de interés estocastica

El modelo de tasa corta de Vasicek es muy 1til debido a sus propiedades
para valuar productos derivados de tasas de interés. El modelo presenta re-
version de la media a un valor constante lo cual es una propiedad deseable
en el andlisis de la dindamica de la tasa de interés.

Para modelar la incertidumbre de la tasa de interés, supongamos que
existe un espacio de probabilidad (€2, F,P) al cual asociamos la filtracién
natural {F;,¢t € T} y consideremos a P como una medida de probabilidad
neutral al riesgo, la cual definimos como:

Definicion 2.21. Se dice que una medida de probabilidad P en Q es una
medida neutral al riesgo, también llamada medida de martingala equivalente
a p st

(a) P(wk) > 0 para todo k =1,...,n,

(b) B(to, T,r(to)) = Eple ™" B(t, T, r(t))].

Adema&s suponemos que la dindmica de la tasa de interés r(t) estd dada
por la siguiente ecuacion diferencial estodstica:

dr(t) = a(b — r(t))dt + odW (t), (2.24)
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donde a,b y o son constantes positivas y W (t) es un proceso de Wiener con
pardmetro o2 > 0.

Por la técnica del factor de integraciéon para ecuaciones diferenciales or-
dinarias deterministicas, verificaremos que la siguiente expresion es una so-

lucién a la ecuacién en ([2.24)).

t t
r(t) = e ™ |:T(O) -l—/ abe®™ du + U/ e““dW(u)} . (2.25)
0 0
Para esto, notemos que,
dr(t) + ar(t)dt = abdt + odW (1), (2.26)

Luego multiplicando ambos lados de (2.26)) por el factor de integracién
e y agrupando tenemos que,

dr(t)e™] = e™[abdt + ocdW (t)].

Integrando ambos lados de la expresién anterior de 0 a t, se sigue que,

t t
r(t) = e {7’0 —i—/ abe™du + a/ e‘”‘dW(u)] .
0 0
Verificando asi que la expresién en (2.25) es la solucién de ([2.24]).

Calculemos ahora el valor esperado de la tasa de interés en el tiempo t,
para esto, notemos que podemos reescribir a r(t) como sigue,

t t
rit) = e ™ [ro +b/ ae™du + a/ e““dW(u)} ,
0 0

t
= ¢ {7‘0 +b(e™ — 1) +/ Uea“dW(u)} ,
0

t
= ,ut—l-cr/ D AW (u).
0

Donde j; 1= e~ [ro + b(e® — 1)] es una funcién deterministica. Por el
teorema tenemos que r(t) es una variable aleatoria gaussiana, con me-
dia E[r(t)] = p.

Otra manera de calcular la esperanza es obteniéndola de la solucién de
r(t) dada arriba, E[r(t)] puede ser determinada sin resolver explicitamente
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la ecuacion diferencial estocastica. Con este fin, integramos ambos lados de

(2.24), para obtener,

r(t) =19 + /0 (a(b—r(u))du + odW (u)).

De donde se sigue que,

wo= RO,
_ E[T(H_/o (a(b—r(u))du+adW(u))],

— r+E [/Ota(b _ r(u))du] LE Uot adW(u)] .

¢ . :
Puesto que fo odW (u) es una v.a. gaussiana, y su esperanza es igual a

cero, entonces,

e =10 + /0 a(b — Elr(u)])du. (2.27)

De (2.27) tenemos que,

S

o [ro + /0 t a(bE[r(u)])du} :

_ di Ma(b— E[r(u)])du] ,
— ),

I
)
N o+
S

la cual es una ecuacién diferencial ordinaria. Entonces, usando el factor

de integracién e,

pe = e “rg + b(e — 1)] (2.28)

En este modelo, b es una especie de nivel de reversiéon que se esta tra-
tando de alcanzar. A esto le llamamos reversién a la media.

Calculamos ahora la varianza de r(t),
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N
|
<

(r(1)),
(r(t) —E[r(D)]),
at

I
&=

= E

_ E<oe—at /0 e““dW(u)>2,

t
= ol 2R ( / 62‘“‘du> por la isometria de 1t6 (2.8)),
0

_ 02 1— 6—2at ‘
2a

Por lo tanto, r(¢) es una variable aleatoria Gaussiana con media p; dada

en (2.28) y varianza % como en ([2.29).

Una de las debilidades del modelo de Vasicek, es que las variables aleato-
rias normales pueden llegar a ser negativas con probabilidad positiva. Utili-
zando el marco de valuacién con una medida neutral al riesgo (ver definicién
, el precio de un bono cupén cero en el tiempo ¢ con vencimiento en el
tiempo 1" estd dado por,

B(LT) = E [emp (- /t Tr(u)du) ' ]-'t] ,

donde F; es la filtracién natural de r(t), i.e. F; := o{r(t),t > 0}.

Ahora sea
X(u) =r(u) —b, (2.30)

donde, X (u) es la solucién de la ecuacién de Ornstein-Uhlenbeck ([2.31]).
Luego,
dX (u) =d(r(u) —b) = dr(u).

Sustituyendo (2.30)) en (2.24]), tenemos que,

dX(t) = —aX(t)dt + cdW (1), (2.31)
con X (0) =r(0) —b.

Para obtener una expresién para X (u) vemos que,
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t t t
e <r0 —|—/ abe™du + 0'/ ea“dW(u)) —e <r0 —i—/ abea“du>] ,
0 0 0

2

(2.29)



r(u) = e |r0)+be™ —1)+ /0 tae““dW(u)],

t
= e ™ |r(0) — b+ be™ +/ Je““dW(u)} ,
0

t
= ¢ X(0)+/ Uea“dW(u)] +0b,
0

ru)—b = e |X(0)+ /0 taea”dW(u)]

X(u) = e~ <X(0) + /0 ’ Je“SdWS> . (2.32)

El proceso X (u) es Gaussiano, ya que para cada n € N, a, X (uy,) es una
n

v.a. Gaussiana con {ax}}_; C Ry {ui}p_, C {T}, asi Z%X(Uk) es una
k=1

v.a. Gaussiana. Ademds es facil ver que X (+) es un proceso con trayectorias

continuas.

De (2.32)), tenemos que,

E[X(u)] = E[e‘““X(O)+ / uaea(s_“)dWS],
0
= e “E[X(0)],
X (0)e ",

por lo tanto,

E [/(:X(u)du] _ /tE[X(u)]du,

_ X0 (1—e ). (2.33)

Calculamos ahora la de covariaza de X (t),
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Cov[X(t), X(u)] = E(X(t) - E[X())])((X(s) — E[X(s)])

t
= E <e_atX(0)+/ ae_ateades—e_atX(O)>
0

<e‘“$X(0) + /Ou oe” e dWs — e_‘“‘X(O)) ]

t u
= E[ea“ﬂ) / oe®dW, - / aeadeS]
0 0
t u
_ 0,267a(u+t)E |:/ eadeS/ eadeS:|
0 0

uNt
= 026_“(“+t)/ e***ds (Ver Teorema [2.13)
0

uNt
0
02

— 2 —a(utt)( 2a(unt) _ 1
55, (e ).

62as
_ 0_26—a(u+t) |:

2a
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De manera que,

Var [/OtX(u)du} = Cov [/OtX(u)du,/OtX(s)ds]
_E [ ([ -] [ xwn])
([ s e] [ xo]) ]

= [ [ Bix) - B QDO) - B D duds
_ /Ot /Ot CjU[X(u),X(S)]dudS
:AA;”W%qumw

) gz Os [ /Ote_a(u+s>(€2au_1)du

+ / t em(uts) (205 _ 1)du] ds

- =/

(1 + 672113 —eTas _ efas)

2

_ 9 (ggq Zeas _ Loat—o _ 1 —asto)
2a? a

a a
0
= U—z(Qat — 34 4e7 % — 720t (2.34)
2a3 ' '
De (2.30)), tenemos que,
t t
E [—/ T(u)du] =K [—/ (X (u)+ b)du] . (2.35)
0 0
Por lo tanto, juntando la ecuacién (2.35)) con (2.33), tenemos,
T
t)—b
E [— / r(u)du] __r (1 — e @T=Dy —p(T —¢). (2.36)
¢ a



Ademas por ([2.34])

Var [— /tTr(u)du} ~ Var [ /tTX(u)du]
2

- 2% <2a(T — ) — 34e~0(T—1)
+ —e*%(T*t)). (2.37)

También se tiene que el proceso definido para la tasa corta r(t) en la in-
tegral de It6, es de Markov. La demostracién puede consultarse en [5] p. 355.

Por lo tanto, el precio del bono esta dado por,

B(t,T)=E [emp (- /t ! r(u)du> ‘ ]—“t] =E [em‘p (- /t Tr(u)du)

Escribimos,

r(t)] i

B(t,T,r(t)) :=E

exp <— /t Tr(u)du)

donde r(u) es una funcién de r(t).

r(t)] _E [e:cp <— /1t " ) (r(t))duﬂ ,

Combinando (2.36)) y (2.37)), el precio del bono estd dado por,

B(t,T,r(t)) = exp <IE [— /t Tr(u)(r(t))du] + %Var [— /t ! r(u)(r(t))duD
(2.38)
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Entonces,

B(t,T,r(t))

donde,

exp < _r) = b(l — e =Dy _ (T —¢)

0.2

4a3

1 — e—T—1) 1 — g—a(T—1)
() o (T
o2 [1— e—a(T—1) o2
22 ( ) T

o2 (1— 2e—a(T—t) + e—2a(T—t)
4a a? ’

(2a(T — t) — 3 + de~*T=t) _ o=2a(T—1)) ) : (2.39)

2

exp | —A(t,T)r(t) + bA(L,T) —b(T —t) — %A(t, T)
o2 o? 9
ﬁ(T —t) — @A(t, T)” |,
exp (—A(t,T)r(t) + D(¢t,T)), (2.40)
1— e—a(T—t)
A(t,T) = — (2.41)
0.2 0.2 2
D(t,T) = <b - M) [A(t,T) — (T —t)] — AZ(;;’T). (2.42)

Como para toda t, el rendimiento w obtenido de ([2.40) esté re-
lacionado con r(t) mediante la funcién exponencial, (2.40]) es llamado modelo
estructural afin temporal, o precio del bono exponencial afin.
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Capitulo 3

Ejemplos.

3.1. Tasas de bonos siguiedo el Modelo de Vasicek.

Supongamos que la dindmica de cierta tasa de interés r(¢) estd dada por
la siguiente EDE,

dr(t) = 0,2(0,02 — 7(t))dt + 0,4dW (¢).

El precio del bono cupén cero se obtiene de un proceso de It6, que,
coincide con la siguiente féormula,

dB = aBdt — ¢BdW,

donde B = B(t,T,r(t)), a es una constante positiva y ¢ es la volatilidad[]
del bono.

Buscamos determinar la volatilidad del bono para un periodo de 5 anos,
estando en t = 0 donde la tasa libre de riesgo es de 20 %.

Esto puede encontrarse usando el modelo de Vasicek con la ecuacion
(12.41))

1 — ¢=0.2(5)
quwTMZA—BE——a:&wa

Dado que la volatilidad de la tasa de interés es 40 %, la volatilidad del
bono es de 1.264. La volatilidad en el precio del bono debido a un cambio
en su rendimiento sera menor cuanto mayor sea el cupén. A esto se le de-
nomina efecto cupén. Asi que cuanto més grandes sean los cupones menor
serd la volatilidad del precio; el caso opuesto es el del bono cupé cero, cu-
yo precio es el que més varia ante los cambios habidos en los tipos de interés.

1Es la variacién que sufre el precio del bono en el mercado, se mide por los cambios
que han experimentado los precios de los bonos en el pasado
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3.2. El Precio de un Bono con opcién de compra
europea

Las opciones son aquellos instrumentos financieros que otorgan al com-
prador el derecho y al vendedor la obligacion de realizar la transaccién a un
precio fijado y en una fecha determinada. Una Opciéon de Compra Europea
(lamada también Opcién Call) es un contrato de opcién que solé puede ser
ejercida en la fecha de expiracién (ver [2] p.19).

Calcularemos el precio de un bono considerando una opcién de compra
europea sobre un bono cupdén cero, para esto ocuparemos las ecuaciones
(2.40), (2.41)) y (2.42) con tiempo de expiracion T' de dos afnos, la volatili-
dad o es del 3%, el nivel de reversién a la media b es del 9%, y la tasa de
reversion a la media a es de 5%, el tiempo de vencimiento 7 es a tres anos
y la tasa inicial 7(0) libre de riesgo del 8 %.

El valor nominalﬂ del bono es de 100 y el precio de ejercicio de la opciérﬁ
es de 92.

De la ecuacién (2.41), con T'=2,t = 0,7 = 3 y a = 0,05 tenemos que,

1 — ¢—0,05:(2-0)

AR, T)=A4(0,2)= ———— =1 2

(t,T) (0,2) 0.05 ,9032,
1 — ¢—0,05:(3-0)

A =A = =2 .

(t,7) (0,3) 0.05 , 7858

De la ecuacién (2.42), con ¢ = 0,03,a = 0,05,b = 0,09,t = 0,7 =2y
T = 3, tenemos que:

0,032 0,0324(0, 2)?
D(t,T) = D(0,2) = — 7 ) [A(0,2)—(2—0)] - 2= = 0,01564
(t,T) = D(0,2) (0,09 2(0’05)2) [A(0,2)—(2-0)] 10.05) 0,015645067,
Dt = D(0.3) = (009 — 293 Y [40.3)- 30y~ L3403 _ 1549566
,T) = ) - ) 2(0705)2 ) 4(0705) - s .

2Es la cantidad de dinero que se recibe al vencimiento.
3El precio de ejercicio es el costo por accién al que el tenedor de una opcién puede
comprar o vender el activo subyacente.
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Por tltimo, la ecuacién (2.40) con r(0) = 0,08 nos permite conocer el
precio del Bono,

B(t,T,r(t)) = exp(—A(¢t,T)r(t) + D(t,T)),
B(t,T,r(t)) = B(0,2,0,08) = exp(—1,9032(0,08)+(—0,015645067)) = 0,735987,
B(t,,r(t)) = B(0,3,0,08) = exp(—2,7858(0,08)+(—0,15428566)) = 0,684330.

Aqui observamos que el precio del Bono varia cuando lo valuamos en la
fecha de expiracién 1" en donde se efectiia la opcién de compra y cuando lo
valuamos en la fecha de vencimiento 7, en la cual se pagan los rendimientos.
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Capitulo 4

Conclusiones.

En el presente trabajo se revisaron los aspectos mas relevantes del mo-
delo de Vasicek, para encontrar el precio un bono cupén cero cuando se
supone que la dindmica de la tasa rige mediante una ecuacién diferencial
estocastica y que la tasa de interés tiene una distribucién Normal con media

u y varianza o2.

Vemos que para comprender modelos de esta naturaleza, es necesario
el acercamiento a la teoria de procesos estocédsticos a tiempo continuo y al
célculo estocastico, por lo que de manera muy general se revisaron algunos
aspectos béasicos de dichos temas para dar paso al desarrollo del modelo de
Vasicek, esto se vié plasmado en el capitulo dos. Posteriormente, aplicamos
el modelo en la valuacién de la volatilidad y el precio de un bono, esto fue
descrito en el capitulo tres.

El Calculo de It6, en particular, de su integral estocastica en términos de
la cual se expresa la soluciéon del modelo de Vasicek, nos da la certeza de la
precision de dicho modelo, el estudio de este tipo de procesos estocasticos,
en los cuales se basan los modelos més importantes y avanzados, se ha ido
desarrollando en la actualidad para modelar numerosos problemas comple-
jos dentro del &mbito de las Finanzas.

En un mundo globalizado la funcién de las finanzas en las empresas es
fundamental para la creacién de valor, para que una empresa crezca necesita
de recursos que pueden provenir de los accionistas o del mercado de valores,
el instrumento mas utilizado por las empresas corresponde a los bonos por-
que representan un crédito de menor costo.

En México, este mecanismo financiero fue utilizado por el gobierno para
apoyar con recursos presupuestales a los estados afectados por fenémenos
climatologicos. En concreto, este esquema del Bono Cupén Cero esta fun-
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cionando bien porque no representa ningun riesgo.

El desarrollo de esta tesina nos dié la oportunidad para extender los
conocimientos adquiridos durante la licenciatura, particularmente en lo que
respecta a las asignaturas relacionadas con el célculo estocastico, mercados
financieros y el modelado de activos mediante técnicas matematicas y es-
tadisticas, este tipo de conocimientos se expresan con abundantes ejemplos
de aplicacién y pueden ser de gran utilidad tanto para estudiantes como
para empresas.
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