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Introducción

El estudio de las ecuaciones diferenciales anaĺıticas fue iniciado por Hen-
ri Poincaré a principios del siglo XX. En los trabajos de Poincaré, Dulac y
Siegel se demuestra que, en los casos genéricos, la clasificación de una ecua-
ción diferencial anaĺıtica depende de la posición en el plano complejo de los
valores propios de la matriz que define a la parte lineal de la ecuación en el
punto singular.
Los casos no genéricos comenzaron a ser estudiados posteriormente y su
complejidad hizo necesaria la introducción de conceptos y resultados liga-
dos a la variable compleja, los haces vectoriales, la teoŕıa de singularidades
y los invariantes topológicos, formales y anaĺıticos fueron paulatinamente
formando parte del lenguaje usual de la teoŕıa de clasificación de campos
vectoriales anaĺıticos en vecindades de los puntos singulares.
Es en este contexto en el que se sitúa la tesis. En ella se analizan, en prime-
ra instancia, las obstrucciones formales para que una ecuación diferencial,
definida por un campo vectorial anaĺıtico sea formalmente equivalente a su
parte lineal. El caso en el que el campo vectorial no tiene parte lineal requie-
re de un análisis más cuidadoso. Por esta razón en la tesis nos concentramos
en desarrollar la herramienta necesaria para analizar este tipo de campos
vectoriales y en particular demostramos el Teorema de Savelev. Este teo-
rema marcó un nuevo enfoque, puramente geométrico, para demostrar la
analiticidad de algunas formas normales de campos vectoriales con singula-
ridades no genéricas. Este enfoque fue introducido en un inicio por Frank
Loray [5] en 2004 para analizar la analiticidad de la forma normal de los
campos vectoriales con singularidad de tipo silla-nodo.

La tesis esta organizada de la siguiente manera:
En el primer caṕıtulo de este trabajo se introduce la teoŕıa de campos vec-
toriales holomorfos en (Cn, 0) y en particular en (C2, 0). Introducimos el
concepto de forma normal de un campo vectorial y observamos bajo qué con-
diciones ésta coincide con la forma normal anaĺıtica. La forma en la que se
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demuestran dichos resultados es encontrar, en una primera instancia, cam-
bios definidos por series formales (series de las cuales no sabemos nada
respecto a su convergencia) que permitan llevar formalmente al campo de
vectores (que define a la ecuación diferencial anaĺıtica) en un campo lineal.
Observamos que las obstrucciones que aparecen para realizar dichos cambios
se les denomina condiciones de resonancia. En los casos en los que no hay
resonancias se dice que la ecuación diferencial es formalmente equivalente a
su parte lineal. La serie formal que la representa es justamente la matriz de
la parte lineal del campo de vectores en el punto singular. Una vez hecho lo
anterior se observa bajo qué condiciones este cambio formal de coordenadas
puede o no ser un cambio de coordenadas anaĺıtico (en una vecindad del
punto singular). Cuando esto se logra, la forma normal formal y la forma
normal anaĺıtica coinciden.

Desafortunadamente, la forma normal formal y la forma normal anaĺıtica
no siempre coinciden. Un ejemplo de lo anterior se puede encontrar en cam-
pos resonantes de tipo silla y silla nodo. En estos casos se tiene que la forma
normal formal está dada por una serie de potencias formal (relativamente
sencilla) mientras que la forma normal anaĺıtica está dada por un conjunto
de funciones (hay moduli funcional).

Sorprendentemente, en el siguiente caso de degeneración, cuando la ex-
presión de la ecuación en una vecindad de un punto singular no tiene parte
lineal, se observa que si la degeneración es de orden dos y la ecuación es
no dicŕıtica, entonces la forma normal formal y la forma normal anaĺıtica
coinciden. Este fenómeno fue observado también en el caso en el que la parte
lineal del campo de vectores en una vecindad del punto singular es nilpoten-
te. En este caso la forma normal formal (llamada forma normal de Takens)
coincide con la forma normal anaĺıtica. La demostración de este hecho fue re-
sultado de muchos años de trabajo y fue dada por Zoladek. Éste demostró la
convergencia de la serie formal. Sin embargo, existe otra prueba meramente
geométrica de este hecho: Frank Loray prueba mediante un procedimiento
geométrico constructivo, y haciendo uso del Teorema de Savelev, que las for-
mas normal formal y anaĺıtica coinciden. Una construcción análoga se pudo
hacer para el caso de degeneración de orden dos.

En el caṕıtulo 2 desarrollamos la teoŕıa preliminar para probar el Teo-
rema de Savelev, introducimos el concepto de haz vectorial y damos una
clasificación de los haces lineales sobre la esfera de Riemann. Basados en
las propiedades de la derivada covariante desarrollamos el concepto de cone-
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xión sobre haces vectoriales y al final de este caṕıtulo damos un invariante
de los haces lineales a traves de las conexiones sobre superficies de Riemann
compactas. Este invariante resulta ser equivalente al ı́ndice de Camacho-Sad
desarrollado en el caṕıtulo 4.

En el caṕıtulo 3 damos una demostración del ya tan mencionado Teore-
ma de Savelev que asegura bajo la hipótesis de que el grado del haz normal
de una esfera de Riemann encajada en una variedad de dimensión 2 es cero,
la existencia de un biholomorfismo entre una vecindad del haz fibrado y el
producto directo (C, 0)× P. Notamos la similitud entre la demostración de
este teorema y el Teorema de Poincaré anaĺıtico demostrado en el caṕıtulo 1.

Finalmente en el caṕıtulo 4 se da una aplicación del Teorema de Savelev
a campos vectoriales en (C2, 0). Damos una idea de la demostración en el
caso en el que la ecuación en una vecindad de un punto singular no tenga
parte lineal, sea no dicŕıtica y la degeneración es de orden dos, entonces la
forma normal formal y la forma normal anaĺıtica coinciden.





Caṕıtulo 1

Campos Vectoriales
Holomorfos en Cn

En este caṕıtulo damos una introducción a la teoŕıa de campos vectoriales
holomorfos en (Cn, 0) definimos equivalencia formal y equivalencia anaĺıtica,
investigamos bajo qué condiciones dado un campo vectorial holomorfo es
formalmente equivalente a su parte lineal en una vecindad de un punto
singular. Introducimos el concepto de resonancias que son restricciones que
encontramos para que dicha equivalencia sea posible, observamos que éstas
juegan un papel fundamental pues dan codiciones necesarias para que un
campo vectorial holomorfo sea anaĺıticamente equivalente a su parte lineal en
una vecindad del punto singular. Más adelante sólo consideraremos campos
vectoriales definidos en (C2, 0).
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Definición 1.1. Un campo vectorial homolorfo definido en el abierto U ⊆
Cn es una n-ada de funciones holomorfas definidas en U

V = (V1, ..., Vn) : U ⊆ Cn −→ Cn (1.1)

con Vi : U ⊆ Cn −→ C holomorfa ∀i = 1, ..., n.

Definición 1.2. Sea U un abierto en Cn y V un campo vectorial holomor-
fo definido en U . Se define la ecuación diferencial holomorfa autónoma1

asociada al campo V como:

dzi
dt

= Vi(z1, ..., zn) i = 1, ..., n (1.2)

donde t denota una variable en C.
En notación vectorial, ż = V (z) con ż = dz

dt , z = (z1, ..., zn) ∈ Cn.

Se dice que ϕ es una solución a la ecuación diferencial (1.2) si ϕ =
(ϕ1, ..., ϕn) : Ũ −→ U ⊆ Cn es una función holomorfa definida en el abierto

Ũ de C tal que para toda t ∈ Ũ , dϕi(t)
dt = Vi(ϕ1(t), ..., ϕn(t)), es decir,

ϕ : Ũ −→ U es una solución de la ecuación si para todo t0 ∈ Ũ , se tiene
que la derivada de ϕ con respecto a t en el punto t0 coincide con el vector
asociado al punto ϕ(t0) por el campo V ,

dϕ(t0)

dt
= V (ϕ(t0)). (1.3)

El teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferen-
ciales anaĺıticas (ver en [3]) garantiza para cada punto p de U , la existencia
de una única solución ϕ de (1.2), la cual satisface ϕ(t0) = p con t0 ∈ Ũ
(por simplicidad asumiremos en la mayoŕıa de los casos t0 = 0). Denotamos
esta solución por ϕ(t, p) para indicar que pasa por el punto p al tiempo t = t0.

De la manera en que ha sido definido un campo vectorial éste asocia a
cada elemento p ∈ U un vector en Cn, de manera que podemos dar una
representación geométrica de este hecho asociando a cada punto p de U el
correspondiente vector V (p) basado en p. Podemos también asociar a cada
punto p ∈ U la recta compleja cuya dirección coincide con la dada por el
vector V (p). A esta asignación se le conoce como campo de direcciones en U .

1Decimos que la ecuación diferencial es autónoma si el campo V no depende del tiempo
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Definición 1.3. Sea V un campo vectorial holomorfo. Decimos que p es un
punto singular de campo V si V (p) = 0.

Si p es un punto singular de V entonces la ecuación diferencial (1.2) aso-
ciada tiene como solución a ϕ(t, p) = p ∀t ∈ C.

1.1. Equivalencia Formal

Hablar del comportamiento global de las ecuaciones diferenciales suele
ser un problema demasiado complicado, sin embargo el comportamiento lo-
cal en general es un problema más accesible y es por esto que recurrimos
primero a él. Por otra parte, es bien conocido que el comportamiento alre-
dedor de los puntos singulares puede ser muy complicado, por esta razón es
necesario encontrar campos vectoriales, equivalentes en algún sentido, que
sean más sencillos de analizar alrededor de los puntos singulares y que pre-
serven algunas propiedades fundamentales del campo original.

Recordemos que toda transformación anaĺıtica en un punto tiene una
expresión en serie de potencias convergente en una vecindad de éste. Esta
expresión es un elemento del anillo de series formales (y de hecho conver-
gentes) en el punto y es, en cierto sentido, la “huella”de la transformación
en el punto. El estudio de los campos vectoriales desde el punto de vista
de la serie que los define ha sido usado reiteradamente desde la época de
Poincaré (ver Teo. 1.6) hasta nuestros d́ıas. Damos a continuación algunas
de las definiciones y resultados más conocidos.

Definición 1.4. Una serie formal en el origen en Cn es una serie

H(z) =
∑
α

aαz
α, α ∈ Zn+, aα ∈ C

de la cual no tenemos información con respecto a su convergencia, es decir,
puede o no converger.

Definición 1.5. Dados dos campos vectoriales V y W en (Cn, 0), decimos
que son formalmente equivalentes si existe una serie formal invertible

H(z) =
∑
α

aαz
α, α ∈ Zn+, aα ∈ C

tal que satisface la igualdad

DzH · V (z) = W (H(z)). (1.4)
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En esta equivalencia la igualdad se entiende coeficiente a coeficiente.

Definición 1.6. Sean V : U ⊆ Cn −→ Cn y W : Ũ ⊆ Cn −→ Cn campos
vectoriales holomorfos, donde U y Ũ son abiertos de Cn, decimos que V y W
son anaĺıticamente equivalentes si existe una transformación H : U −→ Ũ
anaĺıtica, con inversa anaĺıtica, es decir, un biholomorfismo tal que

DzH · V (z) = W (H(z)). (1.5)

Definición 1.7. Sean V : U ⊆ Cn −→ Cn y W : Ũ ⊆ Cn −→ Cn
dos campos vectoriales homolorfos. Decimos que V y W son orbitalmen-
te anaĺıticamente equivalentes si existe un biholomorfismo H : U −→ Ũ tal
que DH · V (H−1(z)) = g(z) ·W (z) donde g es una función anaĺıtica en U
que no se anula.

De la equivalencia formal se puede decir muy poco geométricamente
pues, como mencionamos, la serie no necesariamente es convergente. Por el
contrario de la equivalencia anaĺıtica obtenemos la siguiente interpretación
geométrica:
Dados dos campos vectoriales holomorfos en un abierto U ⊂ Cn, ż = V (z) y
ż = W (z), la condición de que éstos sean anaĺıticamente equivalentes signi-
fica que hay un biholomorfismo H del espacio fase de ż = V (z) en el espacio
fase de ż = W (z), que lleva soluciones de la primera ecuación en soluciones
de la segunda ecuación.

Observemos que de este hecho geométrico obtenemos la definición 1.6:
Sea ϕv(t, z) solución de ż = V (z), es decir, dϕv(t,z)

dt = V (ϕv(t, z)) la cual
satisface ϕv(0, z) = z, entonces de la igualdad

H(ϕv(t, z)) = ϕw(t,H(z)), (1.6)

donde ϕw(t,H(z)) es la solución de ż = W (z) que al tiempo t = 0 satisface
ϕw(0, H(z)) = H(z).

Derivando la ecuación (1.6) con respecto a t y evaluando en t = 0,

d

dt
|t=0H(ϕv(t, z)) =

d

dt
|t=0ϕw(t,H(z))

Dado que ϕv(t, z) y ϕw(t,H(z)) son soluciones de ż = V (z) y de ż = W (z),
respectivamente, obtenemos[

∂H

∂z

]
ϕv(t,z)

· V (ϕv(t, z))|t=0 = W (ϕw(t,H(z)))|t=0;
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evaluando en t = 0 se tiene

∂H(z)

∂z
· V (ϕv(0, z)) = W (ϕw(0, H(z)))

y finalmente

DzH · V (z) = W (H(z)),

que es justamente la expresión dada en (1.5). Observamos que algunas veces
es más utilizada la siguiente expresión equivalente

DH−1(z)H · V (H−(z)) = W (z).

Notemos que dos campos que son anaĺıticamente equivalentes son formal-
mente equivalentes, aśı antes de buscar condiciones para la equivalencia
anaĺıtica de dos campos nos concentraremos en encontrar condiciones para
la equivalencia formal.

Comenzaremos con campos en una variable por ser éstos más sencillos
de analizar.

Decimos que una función es de tipo O(zk), en notación f ∈ O(zk), si

lim
z→0

f(z)
zk

= c donde c es una constante. Diremos también que f es de o(zk),

en notación f ∈ o(zk), si lim
z→0

f(z)
zk

= 0. Aśı es claro que si f ∈ o(zk), entonces

f ∈ O(zk). Además si f ∈ O(zk) entonces f ∈ O(zj) con j ≤ k y f ∈ o(zj)
con j < k.

Tomando en consideración que la función puede estar definida en varias
variables y k = (k1, ..., kn) con |k| = k1 + · · ·+kn y zk = zk11 · · · zknn entonces
las afirmaciones relativas al orden de una función son válidas en el caso
de varias variables, es decir, decimos que F (z) ∈ O(zm) ,con z ∈ Cn, si

lim
z→0

F (z)
|z|k = c y F (z) ∈ o(zm) si lim

z→0

F (z)
|z|k = 0.

Proposición 1.1. Si H(z) = z + hkz
k, entonces H−1(z) = z − hkz

k +
O(z2k−1)

Demostración. Necesitamos encontrar G(z) = z + amz
m +O(zp) tal que se

satisfaga la condición H(G(z)) = G(H(z)) = z, observemos que para que
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esto suceda es necesario que H(z) siempre tenga parte lineal. Calculando la
composición

G(H(z)) = z + hkz
k + am(z + hkz

k)m +O(zp)

= z + hkz
k + amz

m +mamz
m−1hkz

k +O(zm−2+2k) +O(zp)

= z + hkz
k + amz

m +mamhkz
k+m−1 +O(zm−2+2k) +O(zp),

podemos observar que como deseamos que z = G(H(z)) = H(G(z)), enton-
ces hk = −am y m = k. Dado que k > 1 entonces m− 1 + k < m− 2 + 2k,
aśı ningún término de O(zm+2k−2) puede eliminar a mamhkz

k+m−1; dado
que m = k entonces p = 2k−1. Por lo tanto G(z) = z−hkzk+O(z2k−1).

Este resultado es válido también para varias variables y la demostración
sigue esencialmente los mismos pasos.

Consideremos la ecuación diferencial ż = v(z) con v(z) = a1z + O(z2),
con z ∈ C, nuestro objetivo es encontrar condiciones bajo las cuales es po-
sible llevar el campo original formalmente a su parte lineal. La idea es ir
eliminando uno a uno los términos de grado mayor que 1 mediante polino-
mios de la forma Hk(z) = z + hkz

k.

Comencemos con k = 2 y sea H2(z) = z + h2z
2 entonces se debe de

cumplir la igualdad (1.4), es decir,[
∂H2

∂z

]
H−1

2 (z)

· v(H−1
2 (z)) = a1z + b3z

3 +O(z4).

Desarrollando obtenemos

(1 + 2h2z)H−1
2 (z) · (a1z + a2z

2 +O(z3))|H−1
2 (z) = a1z + b3z

3 +O(z4)

y sustituyendo H−1
2 (z) llegamos a la igualdad

1 + 2h2(z − h2z
2 +O(z3)) · [a1(z − h2z

2 +O(z3))

+ a2(z − h2z
2 +O(z3))2 +O(z3)] = a1z + b3z

3 +O(z4).

Nos interesan los coeficientes de los términos de grado 2, desarrollando los
productos presentes en la igualdad anterior tenemos

a1z − a1h2z
2 + a2z

2 + 2a1h2z
2 +O(z3) = a1z +O(z3).
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Nuestro objetivo es eliminar el término a2z
2 para esto es necesario que

a2 − a1h2 + 2a1h2 = 0 lo cual implica que h2 = −a2

a1
.

Dado que a1 6= 0 siempre es posible eliminar el término de grado 2.
De manera más general si vk(z) = a1z+akz

k+O(zk+1) proponemos Hk(z) =
z+hkz

k con k ≥ 2. Hk tiene inversa dada por H−1
k (z) = z−hkzk+O(z2k−1),

por lo que se debe cumplir la condición2[
∂Hk

∂z

]
H−1
k (z)

· v(H−1
k (z)) = a1z +O(zk+1).

Desarrollando esta última ecuación obtenemos

1 + khk(z − hkzk +O(z2k−1))k−1 · (a1(z − hkzk +O(z2k−1)))

+ ak(z − hkzk +O(z2k−1)) +O(zk+1) = a1z +O(zk+1).

Recordemos que nos interesan los coeficientes del término de grado k

a1z + akz
k − a1hkz

k + khka1z
k +O(zk+1) = a1z +O(zk+1),

por lo que para poder eliminar mediante el cambio de coordenadas Hk el
término akz

k del campo vk(z) es necesario que

ak − a1hk + ka1hk = 0 lo cual implica que hk = − ak
a1(k − 1)

.

Aśı, dado que k > 1, siempre es posible eliminar el término de grado k.

Teorema 1.1. Toda ecuación ż = v(z), con v(z) = a1z +O(z2) es formal-
mente equivalente a ż = w(z) con w(z) = a1z.

La demostración consiste en quitar cada uno de los términos de orden
mayor que 1 con polinomios de la forma Hk(z) = z + hkz

k (definiendo
hk = −ak

a1(1−k) como lo hicimos previamente) y considerar la composición
H = lim

k→∞
Hk ◦Hk−1 ◦ ... ◦H2. Hay que observar que la composición de un

número finito de Hk’s es anaĺıtica pero al considerar el ĺımite no podemos
asegurar que siga siendo anaĺıtica, lo que śı es un hecho es que H es una
serie formal.

2Observemos que por ser Hk una expresión en una variable en realidad
[
∂Hk
∂z

]
= H ′k(z).

Conservamos la notación
[
∂Hk
∂z

]
para dejar ya establecida una notación para el caso general
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Teorema 1.2. La ecuación ż = v(z), con v(z) = zk + amz
m +O(zm+1) es

formalmente equivalente a ż = w(z), donde w(z) = zk + bz2k−1

Demostración. Consideremos Hr(z) = z + hrz
r, el objetivo es eliminar el

término amz
m, entonces se debe cumplir la condición[

∂Hr

∂z

]
H−1
r (z)

· v(H−1
r (z)) = zk +O(zm+1)

desarrollando

(1 + rhr(z − hrzr +O(z2r−1))r−1) · (z − hrzr +O(z2r−1))k

+ am(z − hrzr +O(z2r−1))m +O(zm+1) = zk +O(zm+1);

agrupando ahora los términos del mismo grado se tiene

zk−khrzr+k−1+rhrz
r+k−1+amz

m−hramzr+m−1+O(zm+1) = zk+O(zm+1).

Por lo tanto para poder eliminar amz
m es necesario que se cumpla r+k−1 =

m lo cual implica que r = m− k+ 1. Entonces los coeficientes de zm deben
satisfacer am − khm−k+1 + (m − k + 1)hm−k+1 = 0, lo cual implica que
hm−k+1(m − 2k + 1) = −am o hm−k+1 = − am

m−2k+1 . Por lo tanto siempre
es posible definir hr salvo en el caso en el que m = 2k − 1. Aśı la ecuación
original es formalmente equivalente a la ecuación ż = zk + bz2k−1.

Ahora consideraremos un campo vectorial holomorfo definido en (C2,0).
De nueva cuenta buscamos bajo qué condiciones es formalmente equivalente
a su parte lineal alrededor de un punto singular.

Como dijimos antes, una serie formal H(z) =
∑

α aαz
α puede estar defi-

nida en varias variables. Cuando ese sea el caso tendremos en consideración
que k = (k1, ..., km) con |k| = k1 + ...+ kn y zk = zk11 · · · zknn .

Sea ż = V (z) el campo en (C2,0)[
ż1

ż2

]
=

[
λ1 0
0 λ2

] [
z1

z2

]
+

[
a1kz

k

0

]
(1.7)

donde zk = zk11 · zk22 con |k| = k1 + k2 ≥ 2.
De igual manera que hicimos en el caso de una ecuación diferencial definida
en una variable en C tratamos de encontrar bajo qué condiciones podemos
hallar H tal que

[
∂H
∂z

]
H−1(z)

· V (H−1(z)) = W (z) donde

W (z) =

[
λ1 0
0 λ2

] [
z1

z2

]
.
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La idea es la misma y consiste en ir quitando uno a uno los términos de
orden mayor que 1. Para eso proponemos Hk(z) = (z1, z2) + (h1kz

k, 0). No
es dif́ıcil observar que H−1

k (z) = (z1, z2) + (−h1kz
k + O(z2k+1), 0). Al igual

que antes queremos obtener una igualdad del tipo[
∂Hk

∂z

]
H−1
k (z)

· V (H−1
k (z)) = W (z) +

[
O(zk+1)

0

]
.

Primero observemos que[
∂Hk

∂z

]
H−1
k (z)

=

[
1 + k1h1k

zk

z1
k2h1k

zk

z2
0 1

]
y que

V (H−1
k (z)) =

[
λ1(z1 − h1kz

k +O(z2k+1))
λ2z2

]
+

[
a1k(z1 − h1kz

k +O(z2k+1))k1zk22

0

]
=

[
λ1z1 − λ1h1kz

k + a1kz
k1
1 zk22 +O(z2k+1)

λ2z2

]
.

Entonces realizando la multiplicación
[
∂H
∂z

]
H−1(z)

· V (H−1(z)) obtenemos[
λ1z1 − λ1h1kz

k + λ1k1h1kz
k + a1kz

k + λ2k2h1kz
k +O(z2k−1)

λ2z2

]
.

Como queremos que esto último sea igual a

W (z) =

[
λ1 0
0 λ2

] [
z1

z2

]
+

[
O(zk+1)

0

]
,

es necesario que se satisfaga la condición

−λ1h1k + k1h1kλ1 + a1k + λ2k2h1k = 0;

lo cual implica que

h1k(λ1k1 + λ2k2 − λ1) = −a1k ó h1k =
a1k

λ1 − (λ1k1 + λ2k2)
=

a1k

λ1 − 〈λ, k〉

donde λ = 〈λ, k〉 = λ1k1 + λ2k2. Aśı es posible eliminar el monomio a1kz
k

siempre y cuando λ1 − 〈λ, k〉 6= 0, esta última condición motiva una defini-
ción importante.
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Definición 1.8. Decimos que una colección λ = (λ1, ..., λn), λi ∈ C ∀i =
1, ..., n es resonante si existen m1, ...,mn ∈ Z+ ∪ {0} con |m| = m1 + · · ·+
mn ≥ 2 tales que se satisface λj = λ1m1 + · · ·λnmn para algun j ∈ {1, ..., n}.
En este caso decimos que ajmz

m con zm = zm1
1 zm2

2 · · · zmnn es un monomio
resonante.

Teorema 1.3 (Poincaré). Sea ż = V (z) con V (z) = Λz+O(z2) con z ∈ Cn

y donde Λ =

λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn

 . Si la colección de valores propios de Λ es no

resonante entonces ż = V (z) es formalmente equivalente a su parte lineal,
es decir, es formalmente equivalente a ż = W (z) con

W (z) =

λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn


z1

...
zn


Demostración. La demostración consiste en ir eliminando uno a uno los
monomios de grado mayor que 1 del campo.
Expresamos a V(z) como

V (z) =

λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn


z1

...
zn

+


0
...

ajkz
k

...
0

+


O(z2)

...
O(zk)

...
O(z2)

 .

Nuestro objetivo es eliminar el monomio ajkz
k de grado |k| con k =

(k1, · · · , kn) situado en la j-ésima coordenada.

Notemos que en la j-ésima coordenada pueden existir algunos otros mo-
nomios de grado |k| pero con k 6= (k1, · · · , kn) y en las demás coordenadas
tenemos términos de O(z2).

Proponemos Hk(z) = z +


0
...

hjkz
k

...
0

 .
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No es dif́ıcil mostrar que la inversa viene dada por

H−1
k (z) = z +


0
...

−hjkzk +O(z2k−1)
...
0

 .

Observemos que

[
∂Hk

∂z

]
H−1
k (z)

=



1 · · · 0
...

...

k1hjk
zk

z1
1 + kjhjk

zk

zj
knhjk

zk

zn
...

...
0 · · · 1


H1
k(z)

= Id+



0 · · · 0
...

...

k1hjk
zk

z1
kjhjk

zk

zj
knhjk

zk

zn
...

...
0 · · · 0

+


0
...

O(z2k−2)
...
0


y además

V (H−1
k (z)) = Λz +


O(z2)

...
−λjhjkzk + ajkz

k +O(z2k−1)
...

O(z2)

 .

Multiplicando
[
∂Hk
∂z

]
H−1
k (z)

· V (H−1
k (z)) obtenemos

Λz +


0
...

(ajk − λjhjk)zk
...
0

+


O(z2)

...
(k1λ1hjk + · · · knλnhjk)zk +O(z2k−1)

...
O(z2)

 (1.8)
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Es necesario hacer algunas observaciones:

1). Notemos que al componer el campo V (z) con H−1(z) no se modifican
los términos de grado menor o igual |k| en las demás coordenadas, sin
embargo es posible que aparezcan términos de orden mayor a |k| en
dichas coordenadas.

2). Cuando multiplicamos
[
∂Hk
∂z

]
H−1
k (z)

con el campo V (H−1
k (z)) sólo afec-

tamos la coordenada k-ésima y en las demás entradas no aparecen
términos de grado |k|, por lo tanto éste es un buen método para eli-
minar los monomios uno a uno de cada entrada.

Queremos eliminar el monomio zk de la ecuación (1.8). Para que eso sea
posible es necesario que los coeficientes satisfagan la condición

ajk−λjhjk+k1λ1hjk+ · · · knλnhjk = 0 lo cual implica hjk =
ajk

λj − 〈λ, k〉
.

Dado que los valores propios son no resonantes λj −〈λ, k〉 6= 0 y entonces es
posible quitar los monomios de grado |k| para cualquier k.

Aśı la H que nos ayuda a realizar la equivalencia del campo con su parte
lineal es H = lim

k→∞
Hk ◦Hk−1 ◦· · ·◦H2 donde las Hk’s son las que nos ayudan

a ir eliminando los monomios de grado k uno a uno. Observemos que la
composición de un numero finito de Hk’s es anaĺıtica pues es la composición
de un número finito de funciones polinomiales, pero al considerar el ĺımite H
no necesariamente tiene que serlo, lo que si es un hecho es que es una serie
formal. Por lo tanto ż = V (z) es formalmente equivalente a ż = Λz.

Teorema 1.4 (Poincaré-Dulac). Todo campo ż = V (z) con V (z) = Λz +
O(z2), z ∈ Cn donde

Λ =

λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn

 λ = (λ1, ..., λn) ∈ Cn {0}

es formalmente equivalente a un campo W (z) = Λz+W̃ (z) donde W̃ (z) son
los monomios resonantes.

La demostración de este teorema es análoga a la demostración del teore-
ma anterior, y consiste en eliminar los monomios de grado |k| en la j-ésima
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fila que no satisfagan la condición de resonancia λj = 〈λ, k〉. Por la ob-
servación hecha en el párrafo previo al Teorema 1.4 sólo se preservaran los
monomios que son resonantes y la parte lineal del campo.

1.2. Dominio de Poincaré y dominio de Siegel

Ya que las resonancias juegan un papel muy importante para decidir
cuando dos campos son formalmente equivalentes, analizaremos que condi-
ciones sobre los valores propios implican la presencia de resonancias.

Supongamos que λ1, λ2 ∈ C \ {0} son los valores propios de la matriz
asociada a la parte lineal de un campo vectorial holomorfo en C2. Sin perder
generalidad supongamos que λ1 = λ1k1 + λ2k2 con k1, k2 ∈ Z+ ∪ {0} y
k1 + k2 ≥ 2 entonces obtenemos que

λ1 − λ1k1 − λ2k2 = 0 o
λ1

λ2
=

k2

1− k1
.

Por lo tanto para que exista resonancia es necesario que λ2
λ1
∈ Q.

Analicemos algunos casos:

1). Si λ1, λ2 6= 0 y λ1
λ2

> 0 entonces k1 = 0 y λ1 = λ2k2 y sólo hay una

resonancia que ocurre cuando k1 = 0 y k2 = λ1
λ2

.

2). Si λ1, λ2 6= 0 y λ1
λ2

< 0 para k1 ∈ Z+, despejando obtenemos k2 =
λ1
λ2

(1− k1) > 0 de donde obtenemos que los monomios resonantes son{
zk : k = (k1,

λ1
λ2

(1− k1)) ∈ Z+ × Z+

}
y que son una cantidad infini-

ta.

3). Si λ1λ2 ∈ R−Q o C−Q no puede haber resonancias pues una condición

necesaria es que λ1
λ2
∈ Q.

4). Suponiendo que λ1 = 0 o λ2 = 0 pero no ambos, tenemos lo siguiente:
Sin perder generalidad sea λ1 = 0, entonces la igualdad λ1k1 +λ2k2 =
λ1 se logra con k2 = 0 y k1 ∈ Z+ lo cual implica que hay una infinidad
de resonancias.

De manera más general cuando {λ1, ..., λn} es la colección de valores
propios asociados a la matriz de la parte lineal de un campo en Cn, consi-
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deramos la envolvente convexa:

conv {λ1, ..., λn} =

{
n∑
i=1

ciλi, ci ≥ 0 y
n∑
i=1

ci = 1

}
La importancia de este concepto radica en la presencia o no del cero en la
envolvente convexa, pues ésta determina si el número de resonancias es finito
o infinito. Lo anterior da origen a la siguiente definición:

Definición 1.9. Decimos que una colección λ = (λ1, ..., λn) ∈ Cn está en
el dominio de Poincaré si 0 /∈ conv {λ1, ..., λn}.
Definición 1.10. Decimos que una colección λ = (λ1, ..., λn) ∈ Cn está en
el dominio de Siegel si 0 ∈ conv {λ1, ..., λn}.
Proposición 1.2. Si λ = (λ1, ..., λn) está en el dominio de Poincaré, es
decir, 0 /∈ conv {λ1, ..., λn} entonces el número de resonancias es finito.

La demostración de esta proposición puede ser consultada en [3]

Una consecuencia inmediata de la proposición (1.2) es que la forma nor-
mal formal de una ecuación diferencial anaĺıtica en Cn, ż = V (z) tal que
V (z) = Az + · · · y la colección λ = (λ1, ..., λn) está en el dominio de Poin-
caré y es no resonante, es polinomial. La forma normal formal en el caso en
que la parte lineal del campo es nula es sensiblemente más complicado. Este
problema habremos de mencionarlo en el caṕıtulo 4 pero sólo para campos
vectoriales en (C2, 0).

1.3. Equivalencia Anaĺıtica

Después de enfocarnos en la equivalencia formal veamos cuándo un cam-
po vectorial es anaĺıticamente equivalente a su parte lineal.

Sea z ∈ Cn y consideremos C [[z]] el anillo de las series de potencias
formales

∑
k∈Zn+∪{0}

akz
k.

Definición 1.11. Sea C [[z]] el anillo de las series de potencias formales
z ∈ Cn. Definimos el operador µ : C [[z]] −→ C [[z]] como:

µ :
∑

k∈Zn+∪{0}

akz
k −→

∑
k∈Zn+∪{0}

|ak|zk

A este operador lo llamamos el operador mayorante.
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Definición 1.12. Sea f ∈ C [[z]], definimos la norma ρ-mayorante ‖ · ‖ρ
como el funcional en C [[z]] dado por

‖f‖ρ = sup
|z|<ρ
|µ(f(z))| = |µ(f(ρ))|

En el espacio (C [[z]])n donde F ∈ (C [[z]])n si F (z) = (f1(z), ..., fn(z))
y donde cada fi(z) ∈ C [[z]], definimos la norma inducida por la norma
ρ-mayorante

‖F‖ρ = ‖f1‖ρ + · · ·‖fn‖ρ
Denotamos por Bρ = {f ∈ C [[z]] : ‖f‖ρ <∞}. Bρ es llamado el espacio

ρ-mayorante. Una observación importante es que todo elemento de Bρ con-
verge uniformemente y por lo tanto es anaĺıtico.
Si f y g ∈ C [[z]] y an,bn son los respectivos coeficientes, decimos que f � g
si an < bn ∀n ∈ N.

Lema 1.1. Sea z ∈ Cn, entonces se cumple lo siguiente:

1). Si f, g ∈ C [[z]], ‖f · g‖ρ � ‖f‖ρ‖g‖ρ
2). Si f, g ∈ C [[z]] tales que f � g y h es una serie con coeficientes no

negativos entonces h ◦ f � h ◦ g.

3). Si f, g ∈ Cn [[z]] con término constante no nulo, entonces ‖f ◦ g‖ρ �
‖f‖σ donde σ = ‖g‖ρ

Demostración. Sea f =
∑∞

k=0 akz
k, g =

∑
k=0 bkz

k, entonces ya que el ope-
rador mayorante convierte todos los coeficientes negativos en positivos, se
elimina la posibilidad de cancelar términos al multiplicar dos series mayora-
das aśı

µ(
∞∑
k=0

akz
k ·
∞∑
k=0

bkz
k) ≤ µ(

∞∑
k=0

akz
k) · µ(

∞∑
k=0

bkz
k)

El mismo argumento utilizado en uno funciona para demostrar 2.
Para 3 basta considerar el caso n=1:
Usando el mismo argumento que en 1 y 2 tenemos que µ(f ◦g)� µ(f)◦µ(g),
calculando ‖f ◦ g‖ρ = µ(f ◦ g(ρ)), entonces ‖f ◦ g‖ρ = µ(f ◦ g(ρ))� µ(f) ◦
µ(g) = µ(f(σ)) = ‖f‖σ donde σ = ‖g‖.

Definición 1.13. Sea X espacio métrico y φ : X −→ X, decimos que
φ es una contracción si existe α ∈ (0, 1) tal que d(φ(x), φ(y)) ≤ αd(x, y)
∀x, y ∈ X.
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Definición 1.14. Un punto x∗ ∈ X se llama punto fijo de la función φ :
X −→ X si φ(x∗) = x∗.

Teorema 1.5. Sea X un espacio metrico completo, no vaćıo y sea φ : X −→
X una contracción, entonces φ tiene un único punto fijo.

Demostración. Sea x0 un punto cualquiera de X y denotamos por xk =
φk(x0). Vamos a demostrar que xk es una sucesión de Cauchy en X. Calcu-
lemos d(xk, xk−1) = d(φk−1(x1), φk−1(x0)) ≤ αk−1d(x1, x0).
Aśı para j > k se cumple que

d(xj , xk) ≤ d(xj , xj−1) + · · ·+ d(xk+1, xk)

≤ (αj−1 + · · ·+ αk)d(x1, x0)

=
αk(αj−k+1 + · · ·+ 1)(1− α)

1− α d(x1, x0)

=
αk(1− αj−k)

1− α d(x1, x0)

≤ αk

1− αd(x1, x0).

Sea ε > 0. Como α < 1, existe un k0 ∈ N tal que

αk

1− αd(x1, x0) < ε ∀k ≥ k0.

Aśı d(xj , xk) < ε ∀j, k ≥ k0, es decir, la sucesión xk es de Cauchy en X y
como X es completo existe un x∗ ∈ X tal que lim

k→∞
xk = x∗ en X. Como φ es

continua φ(x∗) = lim
k→∞

φ(xk) = lim
k→∞

xk+1 = x∗. Por lo tanto x∗ es un punto

fijo de φ.

Si x∗1 y x∗2 son puntos fijos de φ

d(x∗1, x
∗
2) = d(φ(x∗1), φ(x∗2)) ≤ αd(x∗1, x

∗
2)

dado que α < 1 entonces d(x∗1, x
∗
2) = 0 por lo tanto x∗1 = x∗2.

Lema 1.2. Bρ con la norma ρ-mayorante es un espacio métrico completo.

La demostración de este lema puede ser consultada en [3].

Definición 1.15. Sea S : Bρ −→ Bρ decimos que S es una contracción
fuerte si:
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1). ‖S(0)‖ρ = O(ρ2)

2). S es Lipschitz en una bola de B̃ = {h : ‖h‖ρ < ρ} ⊂ Bρ con constante
de Lipschitz de orden O(ρ), es decir,

‖S(f)‖ρ = cρ‖f‖ρ

con c una constante.

Los lemas y proposiciones previos nos sirven para demostrar uno de los
resultados más interesantes de la clasificación de campos vectoriales anaĺıti-
cos con parte lineal en el punto singular no degenerada. Este resultado se
debe a Henri Poincaré.

Teorema 1.6 (Teorema de Poincaré Anaĺıtico). Sea ż = V (z), z ∈ (Cn, 0),
V (0) = 0, la ecuación definida por el campo vectorial anaĺıtico V (z) =
Az + O(z2) tal que los valores propios de A son no resonantes y están en
el dominio de Poincaré. Entonces ż = V (z) es localmente anaĺıticamente
equivalente a ż = Az, es decir, existe un biholomorfsmo H : (Cn, 0) −→
(Cn, 0) que lleva la ecuación ż = V (z) anaĺıticamente en ż = Az

Demostración. Haremos una transformación del problema en un problema
de punto fijo ż = V (z) con V (z) = Az+ Ṽ (z) con Ṽ (z) = O(z2) y ż = W (z)
con W (z) = Az.
El objetivo es encontrar un biholomorfismo H donde H(z) = z + h(z) tal
que [

∂H

∂z

]
·W (z) = V (H(z)),

entonces

(Id+

[
∂h

∂z

]
) ·Az = A(z + h(z)) + Ṽ (z + h(z))

Az +
∂h

∂z
·Az = Az +Ah(z) + Ṽ (z + h(z))

∂h

∂z
·Az = Ah(z) + Ṽ (z + h(z)).

Finalmente
∂h

∂z
·Az −Ah(z) = Ṽ (z + h(z)).

Definimos el operador LA[h] =
[
∂h
∂z

]
· Az − Ah(z), aśı el problema que

obtenemos es el siguiente LA[h] = Ṽ (z + h(z)). Si existe L−1
A entonces

h = L−1
A ◦ Ṽ (z + h(z)).
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Lema 1.3. Sea Ṽ (z) : (Cn, 0) −→ (Cn, 0) holomorfo Ṽ (z) ∈ O(z2) entonces
el operador TṼ : Bρ −→ Bρ definido como TṼ (h) = Ṽ (Id + h) es una
contracción fuerte.

Demostración. Como Ṽ (z) ∈ O(z2),

‖TṼ (0)‖ρ = ‖Ṽ (Id+ 0)‖ρ = ‖Ṽ ‖ρ entonces ‖TṼ (0)‖ρ = O(ρ2).

Sean h1, h2 ∈ B̃ρ y sea ϕ(τ) = z + τh2(z) + (1− τ)h1(z) con τ ∈ [0, 1]

TṼ (h2)− TṼ (h1) = Ṽ (Id+ h2)− Ṽ (Id+ h1) (1.9)

=

∫ ϕ(1)

ϕ(0)

[
dṼ

dz

]
dϕ (1.10)

=

∫ 1

0

[
dṼ

dz

]
ϕ(τ)ϕ′(τ)dτ (1.11)

=

∫ 1

0

[
dṼ

dz

]
ϕ(z)(h2(z)− h1(z))dτ. (1.12)

Denotamos por σ = ‖ϕ(τ)‖ρ.
Aśı,

‖TṼ (h1)− TṼ (h2)‖ρ =

∥∥∥∥∥
∫ 1

0

[
dṼ

dz

]
ϕ(z)(h2(z)− h1(z))dτ

∥∥∥∥∥
ρ

≤
∫ 1

0

∥∥∥∥∥
[
dṼ

dz

]
ϕ(τ)

∥∥∥∥∥
ρ

· ‖h2(z)− h1‖ρ dτ

≤
∥∥∥∥∥
[
dṼ

dz

]∥∥∥∥∥
σ

· ‖h2(z)− h1‖ρ dτ.

Observemos que

‖ϕ(τ)‖ρ ≤ ‖z‖ρ + 2 ‖max {h1, h2}‖ρ
y

‖z‖ρ = ‖(z1, ..., zn)‖ρ = ‖z1‖ρ + · · ·+ ‖zn‖ρ = nρ.

Además ‖hi‖ρ < ρ, pues hi ∈ Bρ para i = 1, 2. De esta manera
‖max {h1, h2}‖ρ ≤ ρ por lo tanto

‖ϕ(τ)‖ρ ≤ (n+ 2)ρ.
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Por otro lado, como Ṽ ∈ O(z2), entonces
∥∥∥[dṼdz ]

∥∥∥
ρ
∈ O(ρ) por lo que existe

una constante k tal que∥∥∥∥∥dṼdz
∥∥∥∥∥
σ

≤ cρ con c = k(n+ 2).

De todo lo anterior concluimos que∥∥TṼ (h2)− TṼ (h1)
∥∥
ρ
< cρ ‖h2 − h1‖ρ .

Por lo tanto TṼ es una contracción fuerte.

Como la colección de valores propios (λ1, ..., λn) está en el dominio de
Poincaré y es no resonante entonces siempre existe la distancia mı́nima al
origen, es decir, |λj − 〈λ, k〉 | > ε, ∀k ∈ Zn+ y j ∈ {1, ..., n}, esto implica que

1
|λj−〈λ,k〉| <

1
ε .

Observemos que L−1
A está definida como

L−1
A :

∑
n∈Zn+∪{0}

aknz
n ∂

∂zk
−→

∑
n∈Zn+∪{0}

akn
λj − 〈λ, k〉

zn
∂

∂zk
.

Sea h ∈ Bρ, con h =
∑

n∈Zn+∪{0}
akn

λj−〈λ,k〉z
n ∂
∂zk

, entonces

∥∥L−1
A h

∥∥
ρ

= sup
|z|<ρ
|µ(h(z)| = sup

|z|<ρ
|µ(

∑
n∈Zn+∪{0}

akn
λj − 〈λ, k〉

zn
∂

∂zk
)|

≤ 1

ε

∑
|akn|ρn

∂

∂zk
=

1

ε
‖h‖ρ .

Por lo tanto L−1
A h ∈ Bρ para cualquier h ∈ Bρ. Notemos que L−1

A es un
operador lineal.

Lema 1.4. L−1
A ◦ Ṽ (Id+ ·) es una contracción fuerte de B̃ρ.

Demostración. Calculemos∥∥L−1
A ◦ TṼ (Id+ 0)

∥∥ =
∥∥∥L−1

A ◦ Ṽ (Id)
∥∥∥
ρ

=
1

ε

∥∥∥Ṽ (z)
∥∥∥
ρ
∈ O(ρ2)
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Ahora sean h1, h2 ∈ B̃ρ, calculemos
∥∥L−1

A ◦ TṼ (Id+ h2)− L−1
A ◦ TṼ (Id+ h1)

∥∥
ρ
,

dado que L−1
A es un operador lineal obtenemos∥∥L−1

A ◦ [TṼ (Id+ h2)− TṼ (Id+ h1)]
∥∥
ρ
≤ 1

ε

∥∥TṼ (Id+ h2)− TṼ (Id+ h1)
∥∥
ρ

≤ 1

ε
cρ ‖h2 − h1‖ρ

= O(ρ) ‖h2 − h1‖ρ

Por lo tanto L−1
A ◦ TṼ es una contracción fuerte en Bρ y como Bρ es un

espacio métrico completo entonces por el Teorema 1.5, L−1
A ◦ TṼ tiene un

único punto fijo h ∈ Bρ. Entonces existe H(z) = z + h(z) biholomorfismo,
con el cual ż = Az + Ṽ (z) es anaĺıticamente equivalente a ż = Az.

1.4. Foliaciones

Una de la herramientas que nos permite conocer la naturaleza de una
ecuación diferencial es precisamente su retrato de fases. Introduciremos ele-
mentos que nos permitan analizar las propiedades geométricas de éste.

Definición 1.16. Una foliación holomorfa no singular por curvas F de un
abierto U de Cn es una descomposición de U en subconjuntos conexos dis-
juntos {Lα}α∈A donde A es un conjunto de ı́ndices, cada Lα es denominada
hoja de la foliación y se satisface que por cada punto p ∈ U existe una ve-
cindad Up y un biholomorfismo ϕ : Up −→Wp ⊆ Cn, tal que para toda hoja
Lα, las componentes conexas de Up∩Lα quedan descritas por las ecuaciones

w1 = k1, ..., wn−1 = kn−1 en Wp

A las parejas (Up, ϕ) se les denomina cartas coordenadas distinguidas de la
foliación.

Sea V un campo vectorial definido en una abierto U de Cn. Denotemos
por U ′ = {p ∈ U : V (p) 6= 0} al subconjunto abierto de U en donde V no
se anula. Entonces por el teorema de existencia y unicidad de soluciones
de ecuaciones diferenciales anaĺıticas, para cada punto p de U ′ pasa una
única curva solución. Observemos que las soluciones para cada punto en
U ′ constituyen una familia infinita de curvas anaĺıticas cuya intersección
es vaćıa, esto sugiere de manera natural que las soluciones de una ecuación
diferencial de la forma (2.2) constituyen una foliación no singular por curvas.
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wn

w1 = c1, ..., wn−1 = cn−1

Up Wp

ϕ

Figura 1.1: Foliación

Lema 1.5. Sea V un campo vectorial holomorfo nunca nulo, definido en
un abierto U de Cn, entonces las soluciones de la ecuación diferencial (1.2)
asociada a V constituye una foliación no singular por curvas F(V ) de U .
Además, si W es otro campo campo vectorial nunca nulo, entonces las fo-
liaciones F(V ) y F(W ) coinciden si y sólo si existe una función holomorfa
f nunca nula definida en U tal que V = f ·W

La demostración de este lema puede ser consultada en [8]
A continuación extendemos la noción de foliación.

Definición 1.17. Sea U un abierto conexo de Cn. Una foliación por curvas
con singularidades F de U es una foliación no singular de U − A donde A
es un subconjunto anaĺıtico de codimensión mayor que 1.

La siguiente proposición nos permite dar una representación anaĺıtica
de las foliaciones por curvas con singularidades, veremos que toda foliación
por curvas con singularidades da origen localmente a un campo vectorial,
es decir, toda foliación con singularidades puede verse localmente como el
retrato fase de una ecuación diferencial.

Proposición 1.3. Sea U un abierto de Cn, A un subconjunto anaĺıtico de
U de codimensión mayor que 1 y F una foliación no singular por curvas en
U−A. Entonces para todo punto p ∈ U , existe un campo vectorial holomorfo
V definido en una vecindad Up de p tal que V es no nulo en Up − (A ∩ Up)
y es tangente a las hojas de F . El campo es único salvo multiplicación por
una función holomorfa nunca nula en una vecindad de p.

La demostración puede ser consultada en [8]
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1.4.1. Foliaciones en variedades holomorfas

Nuestro siguiente objetivo es extender las nociones mencionadas a varie-
dades complejas

Definición 1.18. Sea M una variedad compleja. Una foliación no singular
por curvas F de M es una descomposición de M en subconjuntos conexos
disjuntos {Lα}α∈A, denominadas hojas de la foliación, tal que todo punto p
de M tiene una vecindad Up y un biholomorfismo ϕ : Up −→ Wp ⊆ Cn que
satisfacen que para toda hoja {Lα}, las componentes conexas de ϕ(Up∩{Lα})
quedan descritas por ecuaciones de la forma

w1 = k1, ..., wn−1 = kn−1 en Wp

Las parejas (Up, ϕ) son denominadas cartas coordenadas distinguidas de la
foliación y a la hoja que contiene al punto p la denotamos por Lp.

Up

M

Wp

ϕ

Figura 1.2: Foliación sobre M

Definición 1.19. Sea M una variedad compleja conexa. Una foliación por
curvas con singularidades F de M es una foliación no singular por cur-
vas de M − N donde N es una subvariedad holomorfa anaĺıtica de M de
codimensión mayor que 1.

Hay ciertas hojas especiales en una foliación que tienen una propiedad
importante, admiten extenderse anaĺıticamente en puntos singulares, a estas
hojas se les llama separatrices y sobre ellas enfocaremos nuestra atención al
hablar de foliaciones.

Definición 1.20. Sea V un germen de foliación holomorfa en (C2, 0) con
0 una singularidad aislada en (C2, 0). Una separatriz compleja de V en 0



Caṕıtulo 1. Campos Vectoriales Holomorfos en Cn 31

es una hoja L ∈ F de la foliación tal que L ∪ {0} es una curva anaĺıtica
γ, es decir, γ está definida por los ceros de una función f anaĺıtica, γ =
{f = 0} ⊂ (C2, 0).





Caṕıtulo 2

Preliminares al teorema de
Savelev

En este caṕıtulo introducimos teoŕıa preliminar al teorema de Savelev,
definimos el concepto de haz vectorial y generalizamos el concepto de fun-
ción vectorial, definimos lo que es una conexión meromorfa haciendo uso
de las propiedades de la derivada covariante y observamos que bajo ciertas
condiciones algunas conexiones corresponden a sistemas lineales definidos
en una variedad. Aśı mismo, clasificaremos los haces lineales sobre la esfera
de Riemann. Al final del caṕıtulo damos un invariante topólogico, que es el
residuo de la conexión, y vemos que éste corresponde con el grado del haz
vectorial. Este teorema es el resultado principal del caṕıtulo y para poderlo
enunciar y demostrar requerimos desarrollar nociones y resultados de haces
vectoriales y conexiones.

33
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2.1. Teoŕıa de sistemas lineales

Sea M una superficie de Riemann, es decir, una variedad 1 compleja di-
mensional conexa, la cual jugará el papel del eje de tiempo complejo. Para lo
que habremos de ver en este caṕıtulo M corresponderá o bien a C, P o subdo-
minios de éstos. Sea n un número natural y ωij ∈ Λ1(M) i, j = 1, ..., n una
colección de n2 1-formas diferenciales holomorfas sobre M , consideremos la
matriz dada por

Ω =

ω11 · · · ω1n
...

. . .
...

ωn1 · · · ωnn

 ∈Mat(n,Λ1(M)). (2.1)

Sea Cn el espacio n-dimensional complejo equipado con las coordenadas
z = (z1, ..., zn) y consideramos el producto cartesiano M ×Cn. La distribu-
ción 1-dimensional sobre M × Cn generada por los ceros de las n 1-formas
holomorfas θi = dzi −

∑n
j=1 ωijzj ∈ Λ1(M × Cn), i = 1, ..., n, define una fo-

liación. Las hojas de esta foliación consideradas como gráficas de funciones
vectoriales holomorfas definidas sobre M , x(·) : M −→ Cn, son soluciones
de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales de Pfaff

dzi =

n∑
j=1

ωijzj , (2.2)

que también denotaremos como

dz = Ωz con Ω = [ωij ] (2.3)

Si V ⊆ M es una carta sobre M, con función coordenada t : V −→ C y
rango U = t(V ), entonces las 1-formas ωij y la respectiva matriz Ω pueden
ser representadas mediante el pullback como

ωij = aij(t)dt, o bien Ω = A(t)dt, (2.4)

donde aij(t) son funciones holomorfas sobre U , es decir, aij(t) ∈ O(U) y
A(t) ∈Mat(n,O(U)). En la carta t el sistema de ecuaciones de Pfaff queda
definido como un sistema lineal de n ecuaciones diferenciales ordinarias

ż(t) = A(t)z(t), t ∈ V ⊆ C, z = (z1, ..., zn) ∈ Cn. (2.5)

Es un hecho sencillo de verificar que las soluciones de (2.5) forman un espacio
vectorial sobre C.
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Definición 2.1. Una n-tupla de soluciones es llamada un sistema funda-
mental de soluciones de (2.2), o (2.5) sobre una base simplemente conexa
M , si ésta es una base en el espacio lineal de todas las soluciones. Una
matriz fundamental de soluciones de la ecuación (2.5) es una matriz de fun-
ciones holomorfas X : M 7→ Mat(n,C) la cual es no degenerada, es decir,
detX(t) 6= 0 para todo t ∈M .

La matriz fundamental de soluciones X es única salvo constantes, es de-
cir, si X̃ es otra matriz fundamental entonces X̃(t) = X(t)C, C ∈Mat(n,C).
Una solución de un sistema no homogéneo puede ser encontrada a partir de
un sistema homogéneo usando el método de variación de constantes. Si X(t)
es una matriz fundamental de soluciones del sistema lineal dX = ΩX, en-
tonces una solución particular del sistema no homogéneo dY = ΩY + Θ,
donde Θ es una matriz de 1-formas conocidas sobre M , está dada por la
fórmula

Y (t) = X(t)C(t), dC = X−1Θ

donde las soluciones de la segunda ecuación puede ser encontrada integrando,
C =

∫
X−1Θ, pues cualquier 1-forma holomorfa sobre una superficie de

Riemann M simplemente conexa es exacta (ver apéndice). Cualquier otra
solución del sistema no homogéneo puede ser obtenida como la suma de la
solución particular Y (t) y una solución general del sistema homogéneo.

2.1.1. Transformaciones de Gauge

Consideremos dos cilindros S = M × Cn y S̃ = M̃ × Cn donde M y
M̃ son superficies de Riemann. Cada cilindro equipado con la proyección
π : S −→M y π̃ : S̃ −→ M̃ .

Definición 2.2. Una transformación de Gauge o mapeo de Gauge entre dos
cilindros S y S̃ es una transformación H : S −→ S̃, que satisface

1). Es lineal sobre cada ”fibra”

H|τa : τa −→ τh(a) es lineal,

τa = π−1(a) = a× Cn, τh(a) = π̃−1(a) = h(a)× Cn

2). Respeta las proyecciones, es decir, existe un mapeo h : M −→ M̃ tal
que se satisface la igualdad

π̃ ◦H = h ◦ π (2.6)



Caṕıtulo 2. Preliminares al teorema de Savelev 36

En coordenadas un mapeo de Gauge puede verse como

(t, z) 7→ (h(t), H(t)z), H ∈ GL(n,O(M)) (2.7)

donde H(·) es una matriz de funciones holomorfas.

En nuestro caso trabajaremos con mapeos fibrados sobre el mapeo iden-
tidad h = id. Las tranformaciones de Gauge actúan de manera natural sobre
sistemas lineales definidos en los respectivos cilindros.
Si X(t) es una matriz fundamental de soluciones del sistema dX = ΩX y
H : (t, z) 7→ (t,H(t)z) es un mapeo de Gauge , entonces X̃(t) = H(t)X(t)
es una matriz fundamental de soluciones para otro sistema lineal dX̃ = Ω̃X̃.
De hecho es posible encontrar expĺıcitamente a Ω̃ derivando la igualdad
X̃(t) = H(t)X(t):

dX̃ = d(HX) = dHX +HdX = dHX +HΩX = dHH−1X̃ +HΩH−1X̃
(2.8)

lo cual implica que

dX̃ = (dHH−1 +HΩH−1)X̃. (2.9)

finalmente Ω̃ = dHH−1 + HΩH−1. Esta fórmula es de suma importancia
pues aparecerá cuando estudiemos el concepto de conexión.

Definición 2.3. Dados dos sistemas lineales dX = ΩX, dX̃ = Ω̃X̃ del
mismo orden definidos sobre la misma superficie de Riemann M , decimos
que son Gauge holomorfamente equivalentes, si existe un mapeo de Gauge
H holomorfo que transforma el sistema dX = ΩX en el sistema dX̃ = Ω̃X̃.

2.2. Haces Vectoriales

En esta sección desarrollaremos una idea intiutiva, bastante importante
en otras áreas de la matemática, que en nuestro caso permitirá encontrar
invariantes topológicos de campos vectoriales. Intuitivamente a cada punto
de una variedad M diferenciable u holomorfa podemos asociarle un espa-
cio vectorial n-dimensional, “pegándolos”de manera tal que localmente los
podemos ver como el producto de M con Rn o Cn, pero que globlalmen-
te tiene una estructura de variedad diferenciable u holomorfa (según sea el
caso), dichos espacios son conocidos como haces vectoriales diferenciables
ó anaĺıticos.

De ahora en adelante consideraremos sólo variedades holomorfas pero
los mismos argumentos son válidos para variedades diferenciables.
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Definición 2.4. Sea π : E −→M un mapeo continuo entre dos espacios to-
pológicos. Un mapeo Φ es llamado una trivialización local (carta trivializante
o simplemente trivialización) de π sobre un subconjunto abierto U ⊆ M , si
Φ : π−1(U) −→ U ×Cn es un homeomorfismo que conjuga a la proyección π
con la proyección del producto cartesiano U × Cn en U , ψ : U × Cn −→ U ,
es decir ψ ◦ Φ = π.

U × Cn ψ // U

π−1(U)

π

;;

Φ

ee

Las trivializaciones juegan el rol de cartas coordenadas especiales.

Definición 2.5. El espacio topológico E junto con un mapeo continuo (pro-
yección) π : E −→ M es llamado el haz vectorial topológico complejo de
rango n sobre un espacio topológico M si:

1). Para cualquier punto a ∈ M de la base hay una pareja (Uα,Φα) tal
que Uα vecindad abierta a ∈ Uα y Φα es una trivialización de π sobre
Uα.

2). La familia de trivializaciones {Φα} respetan la estructura lineal de las
fibras π−1(a):
Si Φα y Φβ son dos trivializaciones de π sobre dos dominios abier-
tos con intersección no vaćıa Uαβ = Uα ∩ Uβ, entonces el mapeo de
transición entre ellos es una transformación de Gauge fibrada sobre el
mapeo identidad, es decir,

Φα ◦ Φ−1
β : Uαβ × Cn −→ Uαβ × Cn, (2.10)

Φα ◦ Φ−1
β (a, x) = (a,Hαβ(a)x), Hαβ ∈ GL(n,Cn), a ∈ Uαβ. (2.11)
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Uα

Uβ

Uα ∩ Uβ

Φα
Φβ

Uβ × Cn

Uα × Cn

Φ−1
β ◦ Φα : Uαβ × Cn −→ Uαβ × Cn

Figura 2.1: Funciones de transición

La tripleta π : E −→ M es llamada haz vectorial holomorfo, si ambas
E y M son variedades holomorfas, π es una proyección holomorfa la cual
admite trivializaciones biholomorfas para cada punto de M . En este caso los
mapeos de transición son transformaciones Gauge biholomorfas. Preimáge-
nes de puntos τa = π−1(a) son llamadas fibras del haz vectorial. El espacio
E es llamado el espacio total y el espacio M es llamado el espacio base del
haz vectorial.

Sea U = {Uα} una cubierta abierta de M . Si π : S −→M es un haz vec-
torial holomorfo, entonces para cada par de trivializaciones definidas sobre
dominios Uα y Uβ tal que Uα ∩ Uβ 6= φ la matriz de funciones

Hβα : Uαβ −→ GL(n,C), Uαβ = Uα ∩ Uβ (2.12)

es holomorfa junto con su inversa H−1
βα . Dado que la construcción es simétrica

con respecto a las dos trivilizaciones, esta inversa es la matriz de transición
Hαβ, es decir, se satisfacen las siguientes identidades

Hαβ ·Hβα ≡ Id sobre Uβα. (2.13)

Mas aún, si Uα,Uβ y Uγ son tres dominios con intersección Uαβγ no vaćıa
dos a dos y la intersección de los tres es no vaćıa, entonces

Hαβ ·Hβγ ·Hγα ≡ Id sobre Uαβγ . (2.14)

En efecto, esta composición corresponde a la transición entre las trivializa-
ciones Φα, Φβ y Φγ regresando a Φα.
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Φγ ◦ Φ−1
α : Uαβγ ×Rn −→ Uαβγ ×Rn

Φβ ◦ Φ−1
γ : Uαβγ ×Rn −→ Uαβγ ×RnΦα ◦ Φ−1

β : Uαβγ ×Rn −→ Uαβγ ×Rn

Figura 2.2: Funciones de transición sobre Uαβγ

Definición 2.6. (Cociclos). Sea U = {Uα} una cubierta abierta de M . Un
cociclo holomorfo es una colección de matrices de funciones H = {Hαβ}
definida sobre Uαβ(cuando ésta es no vaćıa) que satisface (2.13) sobre las
intersecciones dobles y (2.14) sobre las intersecciones triples. Decimos que
el cociclo está subordinado a la cubierta abierta U.

Definición 2.7. Una cocadena de matrices holomorfa G subordinada a la
cubierta U, es una colección de matrices de funciones holomorfas Gα ∈
Mat(n,Uα) definidas y holomorfas en los dominios de la cubierta.

De manera análoga se pueden definir cocadenas meromorfas y otro tipo
de cadenas con sus respectivas modificaciones.

Definición 2.8. Dos cociclos H = {Hαβ} y H′ =
{
H ′αβ

}
inscritos en la

misma cubierta U = {Uα} son equivalentes, si hay una cocadena de matrices
G = {Gα} tales que se satisface la relación

H ′αβGβ = GαHαβ sobre Uαβ (2.15)

2.2.1. Algunos ejemplos

La geometŕıa provee una gran variedad de haces.

Ejemplo 2.1. Sea M una variedad holomorfa y consideremos el conjunto
de todos los espacios tangentes en cada punto de M , TpM :

TM =
⋃
p∈M

TpM = {(p, v) : p ∈M, v ∈ TpM} (2.16)

Los elementos de TM son de la forma (p, v) donde p es un punto de M y
v un vector tangente en p a M . Definimos la proyección π : TM −→ M ,
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asociando a (p, v) ∈ TpM π(p, v) = p. Notemos que π−1(p) = TpM . TM
tiene una estructura natural de haz con π la proyección sobre M y es llamado
el haz tangente.

Ejemplo 2.2. El haz cotagente definido como (TM)∗ =
⋃
p∈M (TpM)∗.

Ejemplo 2.3. Sea π : E −→M un haz vectorial sobre M. Un haz vectorial
π : F −→ M es llamado un subhaz , si F es una subvariedad de E tal que
para cada punto p ∈M , la fibra Fp es un subespacio vectorial de la fibra Ep
de E.

Ejemplo 2.4. Sea N una subvariedad de M . Entonces TN es un subhaz de
TM .

Ejemplo 2.5. Sea F un subhaz de un haz vectorial π : E −→ M . Para
cada punto p ∈ M , consideramos el subespacio cociente Ep/Fp y definimos
E/F =

⋃
p∈M

Ep/Fp entonces π : E/F −→ M es un haz vectorial llamado el

haz cociente de E por F .

Ejemplo 2.6. Sea TN el subhaz de TM definido en el ejemplo 4. El co-
rrespondiente haz cociente es llamado el haz normal de N en M y la fibra
en cada punto p ∈M esta dado por TpM/TpN .

Ejemplo 2.7. El haz vectorial trivial π : M × Cn −→ M , π(a, x) = a, de
un cualquier rango existe sobre cualquier base M y es asociado con el cociclo
trivial {Hαβ = Id} inscrito en una cubierta arbitraria de M.

2.2.2. Operaciones sobre haces

Definición 2.9. Un mapeo holomorfo entre dos haces vectoriales π : E −→
T y π

′
: E

′ −→ T
′

es un mapeo holomorfo F : E −→ E
′

entre los espacios
totales, el cual mapea fibras de π linealmente a fibras de π

′
.

Formalmente esto significa que existe un mapeo f : T −→ T
′

entre las
bases tal que π

′ ◦ F = f ◦ π. Decimos que F es fibrado sobre f .

E
F //

π
��

E′

π
′

��
T

f
// T ′
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Definición 2.10. Un cociclo holomorfo H = {Hαβ} se dice que es soluble,
si hay una cocadena de matriz holomorfa G = {Gα} tal que

Hαβ = GαG
−1
β (2.17)

Observemos que de la definición anterior cociclos solubles corresponden
a haces holomorfamente equivalentes al cociclo trivial, lo cual nos provee el
siguiente lema:

Lema 2.1. Un cociclo H = {Hαβ} es soluble si y sólo si es equivalente al
cociclo trivial.

Demostración. Supongamos que el cociclo H = {Hαβ} es soluble entonces
existe una matriz cocadena holomorfa G = {Gα} tal que Hαβ = GαG

−1
β esto

implica que HαβGβ = GαId y por tanto el cociclo es equivalente al cociclo
trivial.

Ahora supongamos que el cociclo H = {Hαβ} es equivalente al cociclo
trivial entonces existe una matriz cocadena holomorfa G = {Gα} tal que
HαβGβ = GαId y por tanto Hαβ = GαG

−1
β de lo cual se sigue que el cociclo

es soluble.

Las nociones de haces vectoriales holomorfos, cociclos, cocadenas cobran
mucho sentido en el caso de rango n = 1. Este caso es muy importante, dado
que las matrices de 1× 1 conmutan y entonces es mucho mas fácil estudiar
cociclos y por consiguiente equivalencia entre haces.

Para distinguir este caso, haces de rango 1 son llamados haces lineales.

2.2.3. Clasificación de haces lineales sobre P

Procederemos a dar una clasificación completa de los haces lineales sobre
P.

Consideremos la cubierta estándar de la esfera de Riemann P por un
atlas de dos cartas, U0 = {|z| < r0} ⊆ C el disco con la carta z heredada de

C y U1 = {|z| > r1} ∪ {∞} con la carta w =
1

z
; bajo esta carta U1 también

es un disco topológico. La intersección de esas dos cartas es el anillo circular
K = {r1 < |z| < r0}.
Nota: La elección exacta de los parametros r1 < r0 no es importante.

Definición 2.11. Sea {U0, U1} una cubierta estándar de P. Se dice que
un cociclo asociado a la cubierta estándar es de Birkohff-Grothendieck si
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consiste de un par de funciones matriciales H01(z) = H−1
10 (z) holomorfas e

invertibles en el anillo K.

En el caso de rango 1 un cociclo de Birkhoff- Grothendieck es una fun-
ción que no se anula, holomorfa en el anillo K, h(z) = h01(z) = h−1

10 (z).

Denotamos por ξd el haz lineal correspondiente al cociclo estándar de
Birkhoff-Grothendieck

Ld = {h01, h10} , h01(z) = zd = h−1
10 (z), d ∈ Z, (2.18)

en el anillo K.

Definición 2.12. El grado de un haz lineal ξd es el número entero d del
cociclo estándar asociado.

Nuestro objetivo es dar una caracterización de los haces lineales sobre la
esfera de Riemann, para ello requerimos de un lema.

Lema 2.2. Sean U0, U1 ⊆ P dos dominios tales que U0, U1 tienen frontera
suave por pedazos y su intersección V = U0∩U1 también tiene frontera suave
por pedazos. Entonces cualquier función v ∈ A(V ), es decir holomorfa en V
y continua sobre la cerradura V = V ∪ ∂V , puede ser representada como la
diferencia, v = u0 − u1, con u0 ∈ A(U0) y u1 ∈ A(U1).

Demostración. Dado que la ∂V es suave por pedazos, la función v puede ser
representada por la formula integral de Cauchy sobre la frontera de V . Es
posible expresar a la frontera de V, como la unión disjunta de dos conjuntos,
∂V = V0 ∪ V1, con V0 ⊆ ∂U0 y V1 ⊆ ∂U1. Aśı obtenemos

v(z) =
1

2πi

∫
∂V

v(t)

t− z dt =
1

2πi

∫
V0

v(t)

t− z dt−
1

2πi

∫
V1

v(t)

t− z dt (2.19)

donde

ui(z) =
1

2πi

∫
Vi

v(t)

t− z dt i = 0, 1 (2.20)

es holomorfa en Ui ⊂ P \ Vi, y ambas son continuas sobre ∂Ui.

Proposición 2.1. Cualquier cociclo escalar de Birkhoff-Grothendieck L =
{h01(z), h10(z)} sobre P es equivalente a uno de los cociclos estándar (2.18)
de algún grado d. Además cociclos estándar de diferentes grados no son
equivalentes.
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Demostración. Consideremos {U0, U1} la cubierta estándar de P y sea K =
U0 ∩ U1 el anillo que resulta de la intersección de los dos abiertos. Dado
que h(z) = h01(z) = h−1

10 y h(z) es holomorfa sobre K entonces podemos
expresar a h(z) en su serie de Laurent, es decir,

h(z) = cdz
d + cd+1z

d+1 + cd+2z
d+2 + . . . , d ∈ Z, cd 6= 0. (2.21)

De esta última ecuación se observa que existe d ∈ Z tal que z−dh(z) es
holomorfa y no se anula sobre K. De lo anterior podemos definir g(z) =
ln(z−dh(z)), que está bien definida, es holomorfa sobre K y continua sobre
la frontera de K. Por el Lema 2.2.3 podemos expresar a la función g(z)
como la diferencia de dos funciones u0(z), u1(z) holomorfas sobre U0 y U1

respectivamente y que satisfacen la identidad sobre K

ln(z−dh(z)) = g(z) = u0(z)− u1(z). (2.22)

La anterior igualdad es equivalente a

z−dh(z) = eu0(z)−u1(z) = eu0(z)e−u1(z), (2.23)

donde gi(z) = eui(z) son holomorfas y no se anulan sobre Ui. Reescribiendo
la última ecuación obtenemos

h(z)g1(z) = g0(z)zd. (2.24)

De la definición 5 obtenemos que el cociclo L y el cociclo estándar Ld son
equivalentes.

La proposición anterior nos da una clasificación de cociclos escalares
inscritos en la cubierta estándar de la esfera de Riemann P. De hecho, este
caso particular es suficiente para describir todos los cociclos escalares y por
tanto todos los haces lineales holomorfos sobre P como lo muestra el siguiente
teorema.

Teorema 2.1. Cualquier haz lineal sobre la esfera de Riemann P es ho-
lomorfamente equivalente al haz lineal estandar ξd de grado d para algún
d ∈ Z.

Antes de proceder con la demostración de este teorema, enunciaremos
dos lemas que requerimos para la demostración.

Lema 2.3. Sea π : E −→ M un haz vectorial lineal, es decir de rango 1
y sean U y V dos cartas de alguna cubierta de M , tales que U ∩ V 6= φ y
U∪V son conexos y simplemente conexos, entonces el haz es holomorfamente
equivalente al haz trivial sobre U ∪ V .
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Demostración. Sea h el cociclo asociado al haz sobre U ∩ V , h está bien
definida y no se anula sobre U ∩V y como U ∩V es una región simplemente
conexa lnh es una función holomorfa y bien definida sobre la intersección.
Entonces aplicando el Lema 2.2.3 obtenemos dos funciones u y v definidas
sobre U y V respectivamente y mediante las cuales

lnh = u− v. (2.25)

Esto implica que
h = eu−v = eue−v, (2.26)

por lo tanto obtenemos que

hev = euid. (2.27)

Como eu y ev son holomorfas, están bien definidas sobre la intersección y no
se anulan, obtenemos que el cociclo original es equivalente al cociclo trivial
sobre U ∪ V esto implica que por tanto el haz original π es equivalente al
haz trivial como se deseaba probar.

Lema 2.4. Cualquier haz lineal π : E −→ D sobre el disco D es holomorfa-
mente equivalente al haz trivial.

Demostración. Dado U0 = {|z| < r0} ⊆ C, sea ε > 0 y consideremos
U ε = {|z| ≤ r0 + ε} ⊆ C. Tomemos una triangulación1 finita de U ε y consi-
deremos el cociclo L asociado a la cubierta U tal que los dominios Uα sean
ε′-vecindades de la triangulación. Dado que la cubierta es finita, es posible
ordenar las ε′-vecindades de tal manera que los conjuntos

Uk+1 ∩ (U1 ∪ . . . ∪ Uk) y U1 ∪ . . . ∪ Uk (2.28)

sean todos conexos y simplemente conexos.
La demostración es por inducción sobre los elementos de la cubierta. Para

el caso n = 2, sean U1 y U2 abiertos de la cubierta. Por el ordenamiento de
la cubierta U1 ∩U2 y U1 ∪U2 son conexos y simplemente conexos. Entonces
por el Lema 2.3 es posible trivializar el cociclo L sobre U1∪U2. Supongamos
que el resultado es válido para k, es decir el cociclo L es soluble sobre
U ′ = U1 ∪ . . . ∪ Uk y por tanto podemos remplazar el cociclo L por el
cociclo L′ donde las funciones de transición hij entre los dominios U1, . . . , Uk

1Teorema[Cairns, J.H.C.Whitehead] Cualquier variedad C∞ admite una triangulación,
más aún cualquier triangulación de la frontera de una variedad C∞ puede ser extendida
a una triangulación de toda la variedad. Ver [6]
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Uk ∩ Uk+1

Uk+1

Uk

U ǫ

Figura 2.3: Cubierta del disco

son la identidad. Falta por demostrar que el cociclo puede ser trivializado
sobre U ′ ∪ Uk+1. En efecto, sea h una función holomorfa e invertibe sobre
V = U ′ ∩ Uk+1. Como por construcción V es simplemente conexa entonces
el lnh es una función bien definida y holomorfa sobre V . Entonces, por el
Lema 2.2.3, existen g1 y g2 funciones holomorfas sobre V tal que

lnh = g1 − g2, (2.29)

lo que es equivalente a que

h =
eg1

eg2
=
g

g′
(2.30)

y por tanto
hg = g′id. (2.31)

de lo anterior se obtiene que el cociclo original L es soluble sobre U ′∪Uk+1 =
U1∪. . .∪Uk+1. Aśı obtenemos que el cociclo L es equivalente al cociclo trivial
y por consiguiente el haz lineal π es equivalente al haz trivial.

Proposición 2.2. Todo cociclo H = {hij} de rango 1 inscrito sobre una
cubierta abierta de P es holomorfamente equivalente a un cociclo de Birkhoff-
Grothendieck.

Demostración. Sea H = {hij} el cociclo asociado a U = {Uα}, entonces es
posible ordenar dicha cubierta de tal manera que 0 ∈ U0 con U0 = (U1∪ . . .∪
Uk) ∼= D y ∞ ∈ U∞ con U∞ = Uk+1 ∪ . . . bajo la carta w =

1

z
sea un disco
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topológico. Aśı obtenemos una cubierta de Birkhoff-Grothendieck a partir de
la cubierta original. Por el Lema 2.4 el cociclo original H es holomorfamene

equivalente a el cociclo trivial sobre U0 y, bajo la carta w =
1

z
, el cocicloH es

holomorfamente equivalente al trivial sobre U∞, obteniendo como resultado
un cociclo de Birkhoff-Grothendieck.

Con los lemas anteriores y las proposiciones 2.1 y 2.2 estamos en condi-
ciones para demostrar el Teorema 2.1

Demostración. Sea L el cociclo asociado al haz original inscrito en una cu-
bierta abierta U = {Uα} de P, entonces por la proposición 2.2 el cociclo
es equivalente a un cociclo de Birkhoff-Grothendieck y por la proposición
2.1 cualquier cociclo de Birkhoff-Grothendieck es equivalente a un cociclo
estándar Ld para algún d; esto implica que el haz original es equivalente a
un haz estándar de grado d para algún d ∈ Z.

2.3. Secciones y conexiones

Dado que el espacio total de un haz vectorial no es en general un pro-
ducto cartesiano, necesitamos una adecuada generalización de la noción de
funciones vectoriales.

Definición 2.13. Una sección de un haz vectorial holomorfo π : E −→ M
es un mapeo s : M −→ E, tal que π◦s = id, es decir, ∀p ∈M , s(p) ∈ π−1(p).

Las secciones del haz tangente son conocidas como campos vectoria-
les diferenciables u holomorfos (según sea el caso). En notación X(M) =
{s : M −→ TM}.
Las secciones del haz cotangente son llamadas 1-formas diferenciales u holo-
morfas (según sea el caso) y las denotamos como Λ(M) = {s : M −→ (TM)∗}.

Las trivializaciones sobre una cubierta {Uα} de M nos permiten asociar
a cada sección s un vector cocadena holomorfo {xα}, como la colección de
funciones vectoriales

xα : Uα −→ Uα × Cn, xα = Φα ◦ s |Uα . (2.32)

Dados Uα∩Uβ 6= φ, y las trivializaciones asociadas Φα y Φβ, obtenemos una
relación entre los vectores codadena,

xβ = Φβ ◦ s |Uβ∩Uα . (2.33)
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Por otro lado s |Uβ∩Uα= Φ−1
α ◦ xα, lo cual implica

xβ = Φβ ◦ s |Uβ∩Uα= Φβ ◦ Φ−1
α ◦ xα = Hβαxα. (2.34)

De manera equivalente, dado el cociclo H = {Hαβ} y un haz vectorial defini-
do por este cociclo, cualquier vector cocadena holomorfo {xα} que satisfaga
(2.34) sobre las intersecciones dos a dos, define una sección del haz.

Definición 2.14. Una sección meromorfa de un haz vectorial holomorfo
definida por un cociclo holomorfo H = {Hαβ}, es un vector cocadena mero-
morfo {xα} el cual satisface la relación (2.34) sobre Uαβ.

Notemos que las secciones meromorfas de un haz vectorial tienen una
estructura de espacio vectorial infinito dimensional sobre C, es decir, dadas
s y s′ secciones meromorfas del haz y a ∈ C, se satisface

(s+ s′)(p) = s(p) + s′(p), (as)(p) = a · s(p) ∀p ∈M ; (2.35)

mas aún, si f ∈M(M)

f · s(p) = f(p) · s(p), ∀p ∈M. (2.36)

Es decir, el conjunto de secciones del haz forman un módulo sobre las fun-
ciones meromorfas en M . Denotamos el conjunto de todas las secciones
meroformas de un haz π : E −→M por Γ(π). Los correspondientes vectores
cocadena meromorfos satisfacen las siguientes reglas,

s = s′ + s′′ ⇐⇒ xα = x′α + x′′α, s′ = ϕ · s⇐⇒ x′α = ϕ · xα (2.37)

2.3.1. Grado de un haz holomorfo

El orden en cero de una función escalar meromorfa ϕ ∈ M(C, 0) es el
orden (positivo o negativo) del término principal de su serie de Laurent en
una vecindad del cero, es decir, ord0ϕ = ν si y sólo si ϕ(t) = cνt

ν+cν+1t
ν+1+

· · · , con cν 6= 0.

Definición 2.15. Dada función vectorial meromorfa

ϕ(t) = (ϕ1(t), · · · , ϕn(t)) ∈M(M)⊗ Cn,

definimos el orden en el origen de ϕ(t) como el mı́nimo orden de sus com-
ponentes, es decir,

ord0ϕ(t) = min
1≤i≤n

ord0ϕi(t) (2.38)
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Definición 2.16. Sea π un haz vectorial holomorfo sobre una superficie de
Riemann M y sea a ∈ M . Definimos el ordas de una sección meromorfa
s ∈ Γ(π) como el orden de su respectiva función vectorial xα en cualquier
trivialización tal que a ∈ Uα.

En la siguiente proposición se enuncia un hecho muy importante, pues
resulta ser el primer invariante topológico.

Proposición 2.3. Todas las secciones no triviales de un haz lineal sobre
una superficie de Riemann compacta M tienen el mismo orden total, es
decir, para cualquier sección meromorfa s se satisface

degs =
∑
a∈T

ordas, s ∈ Γ(π) (2.39)

es el mismo y depende sólo del haz π.

Demostración. . Sean s, s′ ∈ Γ(π) , dado que el haz es lineal, es decir las
fibras son 1 dimensionales, las secciones son proporcionales, es decir existe
una función ϕ ∈ M(M) tal que s′ = ϕ · s. De las propiedades del orden se
satisface que el ordas

′ = ordas+ ordϕa, entonces

degs′ =
∑
a∈M

ordss
′ =

∑
a∈M

ordas+
∑
a∈M

ordaϕ = degs+
∑
a∈M

ordaϕ. (2.40)

Por el teorema del residuo aplicado a ϕ, obtenemos que
∑

a∈M ordaϕ = 0,
lo cual implica que degs′ = degs.

Definición 2.17. El grado común de todas las secciones meromorfas es
llamado el grado del haz lineal π y es denotado por degπ.

Definición 2.18. Marco de Secciones.
Decimos que si : U −→ M , i = 1, · · · , n es un marco de secciones sobre U ,
si para cualquier punto p ∈ U el conjunto s1(p), · · · , sn(p) forman una base
de Ep.

2.3.2. Derivada covariante

Procederemos a introducir el concepto de derivada covariante que es una
generalización del concepto de derivada de campos vectoriales sobre varie-
dades diferenciables. Este concepto nos ayudará a motivar la definición de
una conexión sobre un haz vectorial.
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Recordemos que si f ∈ C∞(M) y X ∈ X(M), la derivada de f en la
dirección de X está definida como LXf = X · ∇f = 〈X,∇f〉.

Consideremos M una variedad diferenciable, M ⊆ Rn y sea p ∈ M . Sea
X ∈ TpM y Y ∈ X(M) un campo vectorial definido sobre una vecindad U
de p ∈M , definimos la derivada covariante DXY como sigue:
Dado que Y ∈ X(M) podemos pensar a Y como una función vectorial
Y = (Y1, · · · , Yn) donde cada Yi ∈ C∞(M). Entonces definimos el vector
DXY con las componentes DXY = (LXY1, · · · , LXYn), sin embargo DXY
no necesariamente está contenido en TpM . Notemos que

TpRn = TpM +NpM, (2.41)

por lo tanto podemos descomponer a DXY en su componente sobre el es-
pacio tangente y la componente en el espacio normal

DXY = DXY |TpM +DXY |NpM = DXY |TpM+ < DXY, np > np (2.42)

donde np es el vector normal a M en p. Aśı la componente en el espacio
tangente es la derivada covariante

DXY |TpM = DXY −DXY |NpM = DXY− < DXY, np > np (2.43)

Denotamos a dicha derivada como ∇XY .

b

M

p

TpM

NpM

DXY |TpM

DXY |NpM

DXY

Figura 2.4: Derivada covariante
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Definición 2.19. Sean X,Y dos campos vectoriales sobre M , definimos el
operador ∇ ó derivada covariante como sigue

∇ : X(M)× X(M) −→ X(M) (2.44)

donde a cada (X,Y ) le asocia ∇XY ∈ X(M).

Proposición 2.4. Sea M una variedad diferenciable, f ∈ C∞ y sean
X,Y,X1, X2, Y1, Y2 campos vectoriales sobre M , entonces ∇ satisface las
siguientes propiedades

1). ∇X1+X2Y = ∇X1Y +∇X2Y

2). ∇fXY = f∇XY

3). ∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2

4). ∇X(fY ) = f∇XY + (LXf)Y

Demostración. 1)Sean X1, X2, Y campos vectoriales y x = (x1, · · · , xn) un
sistema de coordenadas sobre M, entonces

DX1+X2Y = (LX1+X2Y1, · · · , LX1+X2Yn)

= ((LX1 + LX2)Y1, · · · , (LX1 + LX2)Yn) = DX1Y +DX2Y

lo cual implica

∇X1+X2Y = DX1+X2Y− < DX1+X2Y, np > np

= DX1Y +DX2Y− < DX1Y +DX2Y, np > np

= DX1Y +DX2Y− < DX1Y, np > np− < DX2Y, np > np

= DX1Y− < DX1Y, np > np +DX2Y− < DX2Y, np > np

= ∇X1Y +∇X2Y.

Las demostraciones para los incisos 2) y 3) son análogas y se despendren de
las propiedades de la derivada de Lie y el producto interior.
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4) Sea f ∈ C∞(M), calculemos primero

DXfYj = LXfYj =< X,∇fY >=< X,

n∑
i=1

(
∂fYj
∂xi

) >

= < X,

n∑
i=1

(
∂f

∂xi
Yj +

∂Yj
∂xi

f) >

= < X,
n∑
i=1

∂f

∂xi
Yj > + < X,

n∑
i=1

∂Yj
∂xi

f >

= Yj < X,
n∑
i=1

∂f

∂xi
> +f < X,

n∑
i=1

∂Yj
∂xi

>

= YjLXf + fLXYj .

De las ecuaciones anteriores obtenemos,

DXfY = (LXfY1, · · · , LXfYn)

= (Y1LXf + fLXY1, · · · , YnLXf + fLXYn)

= LXf(Y1, · · · , Yn) + f(LXY1, · · · , LXYn)

= (LXf)Y + fLXY.

Calculando la derivada covariante se tiene que

∇XfY = DXfY− < DXfY, np > np

= (LXf)Y + fLXY− < (LXf)Y + fLXY, np > np

= (LXf)Y + fLXY− < (LXf)Y, np > np− < fLXY, np > np

= f(LXY− < LXY, np > np) + LXf(Y− < Y, np > np)

= f∇XY + (LXf)Y

pues como Y ∈ TM entonces < Y, np >= 0.

2.3.3. Conexiones y Sistemas lineales

Motivados por las propiedades de la derivada covariante damos la si-
guiente definición

Definición 2.20. Una conexión en un haz vectorial π : E −→M donde M
es una variedad diferencible, es un mapeo bilineal

∇ : X(M)× Γ(π) −→ Γ(π)

que satisface las siguientes condiciones:
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1). ∇fXs = f∇Xs

2). ∇Xfs = f∇Xs+ (LXf)s

donde f ∈ C∞(M),X ∈ X(M),s ∈ Γ(π). ∇Xs es llamada la derivada cova-
riante de s relativa a X.

Daremos otra definición equivalente de conexión. Para ello observemos
que si z : M −→ Cn es una función vectorial holomorfa de una variable,
entonces su diferencial dz es una 1-forma vector valuada sobre M . Dado que
las fibras sobre diferentes puntos de la base M son diferentes, como en el caso
de un haz vectorial holomorfo, la noción de derivación de una sección debe
ser modificada apropiadamente. El resultado es la noción de una conexión,
o más especifico conexión meroforma sobre un haz vectorial holomorfo.

Definición 2.21. Una conexión meromorfa sobre un haz vectorial holomor-
fo π : E −→M es un operador C-lineal

∇ : Γ(π) −→ Λ1(M)⊗ Γ(π)

que satisface las siguientes propiedades

∇(λs+ λ̃s̃) = λ∇s+ λ̃∇s̃, ∀s, s̃ ∈ Γ(π), λ, λ̃ ∈ C (2.45)

∇(f · s) = f · ∇s+ df ⊗ s, ∀s ∈ Γ(π), f ∈M(M) (2.46)

Ejemplo 2.8. Si π es un haz trivial con E = M ×Cn, entonces la derivada
exterior

∇x = dx, ∀x : M −→M × Cn (2.47)

satisface las propiedades (2.45) y (2.46).

De hecho, para haces triviales podemos describir fácilmente todos los
operadores lineales que satisfacen las propiedades (2.45) y (2.46). En efecto,
si ∇ y ∇̃ son dos operadores tales que satisfacen (2.45) y (2.46), entonces
su diferencia es un operador lineal en cada fibra:

(∇−∇̃)(f ·s) = ∇(f ·s)−∇̃(f ·s) = f∇s+df⊗s−f∇̃s−df⊗s = f ·[(∇−∇̃)s].
(2.48)

De la ecuación anterior obtenemos que cualquier conexión sobre un haz
trivial puede ser representada mediante una adecuada matriz de 1-formas
meromorfas Ω ∈Mat(n,Λ1(M)⊗M(M)) como la diferencia ∇ = d−Ω, es
decir,

∇x = dx− Ωx, ∀x : M −→M × Cn (2.49)
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La matriz de 1-formas Ω es llamada la matriz de 1-forma de conexión de ∇.
Para haces arbitrarios (haces no triviales) tal caracterización es válida sólo
localmente, en cartas trivializantes. Aunque el concepto de conexión aparen-
ta ser bastante dif́ıcil de entender a continuación daremos ciertas propiedades
que eliminan un poco de la obscuridad del concepto.

Si F : E −→ Ẽ es un mapeo holomorfo e invertible entre dos haces π, π̃,
sobre la misma base, es posible llevar una conexión sobre E a una conexión
sobre Ẽ y viceversa.

Definición 2.22. Dadas dos conexiones ∇, ∇̃ sobre π, π̃ respectivamente se
dice que están F -relacionadas, si

F (∇s) = ∇̃Fs ∀s ∈ Γ(π) (2.50)

Donde Fs denota la sección s̃ ∈ Γ(π̃) obtenida de aplicar F a la sección s.

Asumimos que π : E −→ M y π̃ : Ẽ −→ M son haces triviales del
mismo rango y F es mapeo de gauge definido por la función matricial F (a) ∈
GL(n,C). Dada una función vectorial a 7→ x(a), F (a) transforma x(a) en
x̃(a) = F (a)x(a). Aśı dos conexiones ∇ = d−Ω y ∇̃ = d−Ω̃, definidas por 2
matrices de 1-formas Ω y Ω̃, están F -relacionadas si y sólo si F (dx−Ωx) =
d(Fx) − Ω̃Fx, para cualquier función vector valuada holomorfa x(·). La
última igualdad es equivalente a

F (dx− Ωx) = d(Fx)− Ω̃Fx = dF · x+ Fdx− Ω̃Fx (2.51)

Por otro lado como F es lineal en cada fibra tenemos que F (dx − Ωx) =
Fdx−FΩx. Entonces sustituyendo esta última igualdad en la ecuación (2.51)
obtenemos

Fdx− FΩx = dF · x+ Fdx− Ω̃Fx,

lo cual implica que
Ω̃Fx = dF · x+ FΩx. (2.52)

Esta última ecuación es válida para toda función vector valuada holomorfa
x(·) aśı,

Ω̃ = dF · F−1 + FΩF−1. (2.53)

Cabe destacar que esta última ecuación coincide de manera natural con la
ecuación (2.9).

Esta observación permite representar cualquier conexión sobre un haz
holomorfo vectorial por una colección de matrices de 1-formas asociadas a
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diferentes trivializaciones locales del haz vectorial.

Si Φα es un trivialización local de un haz vectorial holomorfo con una
conexión meromorfa ∇, entonces hay una única conexión meromorfa ∇α
sobre el haz trivial Uα × Cn, la cual es Φα-relacionada a ∇. Consideremos
dos cartas Uα y Uβ tal que Uαβ 6= φ, sobre dichas cartas las trivializaciones
inducen dos diferentes matrices de 1-formas de conexión Ωα,Ωβ. De (2.53)
esas dos matrices de 1-formas están relacionadas por la identidad

dHαβ = ΩαHαβ −HαβΩβ. (2.54)

De manera análoga, dada una colección de trivializaciones de un haz vecto-
rial asociada al cociclo H = {Hαβ} y una colección arbitraria de matrices de
1-forma meromorfas que satisfacen la identidad de transición (2.54) sobre
dos cartas tal que Uαβ 6= φ, es posible definir una matriz de conexión como
el operador que al vector cocadena {xα} asociado a una sección arbitraria
s ∈ Γ(π), le asigna la cocadena de 1-formas vector valuadas θα = dxα−Ωαxα.
Si xα satisface (2.34) entonces θα = Hαβθβ, en efecto

θα = dxα − Ωαxα

= d(Hαβxβ)− Ωα(Hαβxβ)

= dHαβxβ +Hαβdxβ − Ωα(Hαβxβ)

= Hαβdxβ + (dHαβ − ΩαHαβ)xβ

= Hαβdxβ −HαβΩβxβ

= Hαβ(dxβ − Ωβxβ)

= Hαβθβ.

La igualdad obtenida nos dice que la cocadena {θα} define una sección de
Λ1(M)⊗ Γ(π).

Definición 2.23. Un sección horizontal para una conexión ∇ sobre un haz
vectorial homolomorfo π, es una sección que satisface la ecuación ∇s = 0.

Si ∇ es una conexión sobre el haz trivial U × Cn con una forma de
conexión Ω, entonces secciones horizontales t 7→ x(t) satisfacen el sistema
de ecuaciones lineales dx−Ωx = 0. Del análisis anterior observamos que las
conexiones corresponden a sistemas lineales globalmente definidos, es decir,
en un haz trivial una conexión no es más que una ecuación diferencial (2.2).
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2.4. Conexiones sobre haces lineales

Conexiones sobre haces lineales son determinadas por su 1-forma mero-
morfa escalar en cada trivialización, es decir, cada conexión ∇ es determi-
nada por su cocadena de 1-formas escalares {ωα}. Dado que las matrices de
1×1 conmutan, sobre la intersección de dominios Uα y Uβ de dos trivializa-
ciones diferentes, dos formas ωα, ωβ difieren por un término holomorfo, es
decir, de la relación (2.54) obtenemos

dhαβ = ωαhαβ − hαβωβ (2.55)

donde hαβ es el cociclo de transición entre las cartas Uα y Uβ. Como las
matrices conmutan

dhαβ = hαβωα − hαβωβ = hαβ(ωα − ωβ), (2.56)

de la cual obtenemos
dhαβ/hαβ = ωα − ωβ. (2.57)

Dado que trabajamos en dominios cuya intersección es simplemente co-
nexa entonces ln(hαβ) es una función holomorfa y por tanto dln(hαβ) =
dhαβ/hαβ. Esto implica que la ecuación (2.57)se transforma en

ωα = dln(hαβ) + ωβ. (2.58)

Procedemos a dar una definición

Definición 2.24. El conjunto singular de una conexión meromorfa sobre
un haz lineal π : E −→ M es definido como la colección de puntos en los
cuales la 1-forma de conexión ωα en alguna trivialización y por tanto en
cualquier trivialización tiene un polo. Una conexión es holomorfa si ésta no
tiene polos.

La relación (2.58) nos permite definir el residuo de una conexión.

Definición 2.25. Dado a ∈ Uα, definimos el residuo de ∇ en a, resa∇
como el residuo de la forma de conexión ωα, resaωα sobre Uα.

Veamos que la definición es consistente, sean Uα y Uβ tal que Uαβ 6= φ,
entonces de (2.58) tenemos que

ωα = dln(hαβ) + ωβ

y por lo tanto el residuo de la conexión es

resa∇ = resaωα = resa(dln(hαβ) + ωβ) = resadln(hαβ) + resaωβ. (2.59)
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Dado que dln(hαβ) es holomorfa entonces resadln(hαβ) = 0 por lo tanto

resa∇ = resaωα = resaωβ, a ∈ Uαβ. (2.60)

Lema 2.5. Dada una sección meromorfa de una haz lineal, existe una única
conexión para la cual esta sección es horizontal.

Demostración. Basta resolver la ecuación funcional dada por ∇Xs = 0 para
todo X ∈ C∞(M). Sea U = {Uα} una cubierta abierta de M y supongamos
que en cada Uα la sección está dada por s ∼= {xα}. Consideremos en cada
carta la sección canónica s0 = 1 (esto es posible pues el haz es lineal y trivial
en cada abierto, además el marco de secciones consta de un solo elemento).
Entonces tenemos que s|Uα = xα · s0. Dado que la cocadena la podemos ver
como una función escalar obtenemos

0 = ∇Xs = xα∇Xs0 + (LXxα)s0.

Esto último implica que

xα∇Xs0 = (LXxα)s0;

aśı obtenemos

∇Xs0 =
LXxαs0

xα
= X · d(lnxα).

Por lo tanto la 1-forma asociada a la conexión ∇ sobre Uα está dada por
ωα = d(lnxα).

Con esta herramienta estamos preparados para demostrar el siguiente
teorema.

Teorema 2.2. La suma de los residuos de cualquier conexión meromorfa
sobre un haz lineal π sobre una superficie Riemann compacta M es el mismo
para todas las conexiones e igual al grado del haz∑

a∈M
resa∇ = degπ. (2.61)

Demostración. Primero observemos que la diferencia entre dos conexiones∇
y ∇̃ está bien definida. Sean {ωα} y {ω̃α} las 1-formas de conexión asociadas
de ∇ y ∇̃. Entonces sobre Uαβ 6= φ, por (2.58), sabemos que

ωα = dln(hαβ) + ωβ (2.62)
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y
ω̃α = dln(hαβ) + ω̃β; (2.63)

por lo tanto, considerando ∇− ∇̃ obtenemos

ηα = ωα − ω̃α = ωβ − ω̃β = ηβ (2.64)

es decir, sobre la intersección de dos dominios la 1-forma meromorfa η = ηα
está bien definida y por lo tanto es una 1-forma meromorfa globalmente bien
definida sobre M . Dado que el total de residuos de una 1-forma meromorfa
sobre una superficie de Riemann compacta es 0 (ver en apéndice), obtenemos
que

0 =
∑
a∈M

resaη =
∑
a∈M

resa(∇− ∇̃) =
∑
a∈M

resa∇−
∑
a∈M

resa∇̃, (2.65)

lo cual implica que ∑
a∈M

resa∇ =
∑
a∈M

resa∇̃. (2.66)

Aśı la suma de los residuos en efecto no depende de la conexión.
Para mostrar que el residuo de la conexión ∇ es igual al grado, considere-
mos una sección meromorfa arbitraria s ∈ Γ(π) definida por una cocadena
holomorfa s ∼ {xα}. Sea ∇ la única conexión para la cual esta sección es
horizontal (sabemos que esta conexión existe por el Lema 2.5) y sea a ∈ Uα
tal que xα(a) = 0. Esta conexión está definida por la cocadena de derivadas
logaŕıtmicas {ωα},

∇ ∼= {ωα} , donde ωα = dxα · x−1
α . (2.67)

Recordemos que si k = resadxα · x−1
α esto implica que xα tiene un cero

de orden k en a, decir existe una función fα(z) definida en una vecindad
Ũ ⊆ Uα de a tal que xα(z) = (z − a)kfα(z), donde fα es holomorfa y no se
anula en Ũ , por lo que

resadxα · x−1
α = ordaxα. (2.68)

Por lo tanto el residuo de la conexión ∇ es el orden de la sección s en el
punto a, aśı

resa∇ = resaωα = ordaxα = ordas. (2.69)

Sumando sobre todos los puntos en la variedad obtemos∑
a∈M

resa∇ =
∑
a∈M

resaωα =
∑
a∈M

ordaxα =
∑
a∈M

ordas (2.70)

pero
∑

a∈M ordas = degπ, por lo que
∑

a∈M resa∇ = degs.
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Con esta teoŕıa estamos en posición para demostrar el teorema de Save-
lev, bajo la hipótesis de que el grado del haz normal es cero, este teorema
afirma la existencia de un biholomorfismo local entre un haz fibrado de ran-
go 1 y el producto cartesiano de (C, 0)× P. Como hemos mencionado antes
dicho teorema juega un papel importante en este trabajo, como se verá en
el caṕıtulo 4.



Caṕıtulo 3

Teorema de Savelev

En este caṕıtulo damos una demostración al Teorema de Savelev, un teo-
rema que juega un papel fundamental en este trabajo. Antes de pasar a la
demostración introducimos el concepto de haz fibrado. Veremos que un haz
fibrado de rango 1 sobre la esfera de Riemann, es bajo ciertas condiciones
posible linealizarlo y con ello ser identificado con el haz normal. Finalmente
daremos una prueba al teorema de Savelev; como habrá de verse, la demos-
tración de este teorema tiene en algunos aspectos muchas similitudes con la
prueba del teorema de Poincaré anaĺıtico.

59
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Definición 3.1. Sean B, E y M variedades holomorfas y π un mapeo ho-
lomorfo π : E −→ M . Decimos que π : E −→ M es un haz fibrado si se
satisface la siguiente condición:

1). Por cada punto p ∈M hay una vecindad abierta U y un difeomorfismo
ϕ : π−1(U) −→ U ×B tal que para cualquier u ∈ π−1(U) tenemos

π(u) = π1 ◦ ϕ(u), (3.1)

donde π1 : U ×B −→ U denota la proyección sobre la primera compo-
nente.

Al igual que en los haces vectoriales E es llamado el espacio total, M es
llamado el espacio base, B es la fibra, π denota la proyección y Ep = π−1(p)
es la fibra sobre p. Sea π un haz fibrado definido en una cubierta abierta
{Uα} de M y una trivialización

ϕα : π−1(Uα) −→ Uα ×B. (3.2)

Entonces, considerando dos dominios Uα, Uβ tal que Uαβ 6= φ, el mapeo

ϕα ◦ ϕ−1
β : Uα ∩ Uβ ×B −→ Uα ∩ Uβ ×B (3.3)

define un difeomorfismo del haz trivial Uα ∩ Uβ ×B sobre śı mismo.
Sean p ∈M y b ∈ B entonces escribiendo en coordenadas el mapeo ϕα◦ϕ−1

β ,

obtenemos ϕα◦ϕ−1
β (p, b) = (p, q) donde q = gαβ(b)(p) esto implica que existe

un mapeo
gαβ : Uα ∩ Uβ −→ Diff(B) (3.4)

tal que
ϕα ◦ ϕ−1

β (p, b) = (p, gαβ(p)(b)) p ∈ Uα ∩ Uβ, b ∈ B. (3.5)

De nueva cuenta las funciones gαβ son llamadas funciones de transición y
satisfacen la condición de cociclo, es decir,

gαβ(p)gβγ(p) = gαγ(p) p ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ (3.6)

Proposición 3.1. Sea M una 2-variedad complejo dimensional, P la esfera
de Riemann, y consideremos π : M −→ P un haz holomorfo 1-dimensional
(proyección holomorfa de rango constante 1), sobre la esfera de Riemann
encajada P ↪→M . Entonces kerdπ ∼= N , donde N es el haz normal.
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Demostración. Para cada t ∈ M , demostraremos que kerdtπ = Tt(π
−1(t))

Sea π|t : π−1(t) −→ P. Entonces dπ|t : Tt(π
−1(t)) −→ TtP y de aqúı obtene-

mos que kerdπt ⊆ Tt(π−1(t)).
Ahora demostraremos que Tt(π

−1(t)) ⊆ kerdπt. Dado que π−1(t) es una sub-
variedad encajada de M , podemos identificar el espacio tangente a la fibra
Tt(π

−1(t)) con el subespacio dit : Tt(π
−1(t)) ⊆ TtM , donde it : π−1(t) ↪→M .

De lo anterior obtenemos que πt ◦ it es constante con valor constante igual
a t sobre π−1(t) ∩ P, con lo cual

0 = d(πt ◦ it) = dπt(it) ◦ dit. (3.7)

Esto implica que Imdit ⊆ kerdπt, por lo tanto Tt(π
−1(t)) ⊆ kerπt. Aśı

Tt(π
−1(t)) = kerdπt.

De la condición de rango sobre π, el kerdπt es transversal a TtP, ∀t ∈ P
entonces

TtM = TtP⊕ Tt(π−1(t)). (3.8)

Además sabemos que

TtM = TtP⊕Nt donde Nt = TtM/TtP. (3.9)

De esta manera es posible dar un isomorfismo H : kerdπ −→ N , aśı kerdπ ∼=
N , donde N = TM/TP.

Definición 3.2. Una variedad compleja X de dimensión compleja n es una
variedad de Stein si:

1). Para todo p, q ∈ X, p 6= q existe una función holomorfa f en X tal
que f(p) 6= f(q).

2). Para toda sucesión discreta de puntos {pj} ⊆ X existe una función
holomorfa g en X tal que {pj} son polos de g.

Proposición 3.2. Toda superficie de Riemann no compacta M es variedad
de Stein.

La demostración puede ser consultada en el apéndice.
Enunciemos ahora el Teorema de Siu (ver [11]). Dicho teorema nos provee
un corolario de suma importancia dentro de la demostración del teorema de
Savelev.

Teorema 3.1 (Siu,1976). Sea X un espacio complejo, S una subvariedad
de X. Si S es de Stein, entonces existe una vecindad V en X de S tal que
V es de Stein.
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Enunciamos ahora el corolario al Teorema de Siu:

Corolario 3.1. Supongamos que S es una variedad de Stein, M una varie-
dad compleja y i : S −→M una inmersión holomorfa. Sea N el haz normal
de i, es decir, Np = TpM/TpS. Entonces existe una vecindad de Stein abier-
ta V de S en N y una inmersión holomorfa ĩ : V −→ M que extiende a
i.

Como veremos en la demostración del Teorema de Savelev (ver Teorema
3.2) requerimos de dar una cubierta de la esfera de Riemann por dos cartas
cuya intersección es un anillo K. Nuestro interés recae en que en dicho
anillo queremos expresar una función f como una diferencia de funciones
holomorfas acotadas. El siguiente lema nos asegura la existencia de dichas
funciones.

Lema 3.1. Sea K = {z ∈ P : 1/2 < |z| < 3/2} el anillo y P± los operadores
integrales de Cauchy

(P+f)(z) =
1

2πi

∫
|z|=3/2

f(ξ)dξ

ξ − z y (P−f)(z) = − 1

2πi

∫
|z|=1/2

f(ξ)dξ

ξ − z
(3.10)

representado una función f ∈ A(K) como la diferencia de dos funciones
h± = P±f , holomorfas y acotadas en los discos D0 = {z ∈ P : |z| < 3/2},
D1 = {z ∈ P : |z| > 1/2}. Denotamos por

‖f‖ = max
ξ∈K
|f(ξ)| (3.11)

la norma del supremo. Entonces

|P+f(z)| ≤ 3‖f‖ si |z| < 1 y |P−f(z)| ≤ ‖f‖ si |z| < 1 (3.12)

Aśı

|P+f(z)− P−f(z)| ≤ 4‖f‖ (3.13)

Demostración. Sea γ(t) = 3
2e
it, t ∈ [0, 2π] calculemos ahora
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|(P+f)(z)| =

∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|z|=3/2

f(ξ)dξ

ξ − z

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫ 2π

0

f(3
2e
it)3

2 ie
itdt

3
2e
it − z

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 3

4π

∫ 2π

0

f(3
2e
it)eitdt

3
2e
it − z

∣∣∣∣∣
≤ 3 ‖f‖

4π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣ dt
3
2e
it − z

∣∣∣∣∣
≤ 3 ‖f‖

4π

∫ 2π

0
2dt

=
3 ‖f‖

4π
4π

= 3 ‖f‖ .

Observemos que esta última desigualdad se verifica dado que
∣∣3

2e
it − z

∣∣ ≥∣∣3
2e
it
∣∣−|z| = 3

2−|z| y como |z| < 1 entonces − |z| > −1. De aqúı
∣∣3

2e
it − z

∣∣ ≥
1
2 , aśı 1

| 32 eit−z|
≤ 2.

Consideremos ahora γ̃(t) = 1
2e
it, t ∈ [0, 2π] de igual manera calculemos

|(P−f)(z)| =

∣∣∣∣∣− 1

2πi

∫
|z|=1/2

f(ξ)dξ

ξ − z

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣− 1

2πi

∫ 2π

0

f(1
2e
it)1

2 ie
itdt

1
2e
it − z

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

4π

∫ 2π

0

f(1
2e
it)

1
2e
it − z

∣∣∣∣∣
≤ ‖f‖

4π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣ dt
1
2e
it − z

∣∣∣∣∣
≤ ‖f‖

4π

∫ 2π

0
2dt

=
‖f‖
4π

4π

= ‖f‖
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De manera análoga
∣∣1

2e
it − z

∣∣ ≥ ∣∣∣∣12eit∣∣− |z|∣∣ =
∣∣1

2 − |z|
∣∣ y como |z| < 1,

entonces
∣∣1

2e
it − z

∣∣ ≥ 1
2 , por lo tanto 1

| 12 eit−z|
≤ 2.

Por último |P+f(z)− P−f(z)| ≤ |P+f(z)|+ |P−f(z)| ≤ 3 ‖f‖+‖f‖ = 4 ‖f‖.

Con todo lo visto anteriormente contamos ya con los elementos necesa-
rios para demostrar el Teorema de Savelev. Cabe mencionar que este es un
resultado del mismo tipo que el Teorema de Grauert ver [Gra62]. Este ca-
racteriza el haz normal de la esfera cuando su grado es negativo. El Teorema
de Savelev lo hace cuando dicho grado es cero.

Teorema 3.2. [Savelev] [Sa82] Sea M una 2-variedad holomorfa. Con-
sideremos la esfera de Riemann P y π : M −→ P un haz holomorfo 1-
dimensional sobre ella. Suponemos que el haz normal N de la esfera de
Riemann P encajada en M , P ↪→M , tiene grado cero y por lo tanto es tri-
vial. Entonces el haz π es localmente holomorfamente trivial, es decir, hay
un biholomorfismo Ψ entre una vecindad de P en M y un cilindro P× (C, 0)
el cual conjuga π con la proyección cartesiana sobre P, es decir π = π0 ◦ ϕ,
donde π0 : P× (C, 0) −→ P.

Demostración. Consideremos la cubierta estándar de la esfera de Riemann
P, por dos discos U+ y U− tal que la intersección de dichos discos es un
anillo K ⊂ P. Sin perder generalidad trabajaremos en las cartas afines tal
que K = {z ∈ P : 1/2 < |z| < 3/2}. Por el corolario 3.1, el haz puede ser
trivializado sobre esos discos, es decir, para cada uno de los conjuntos Ũ+ =
π−1(U+),Ũ− = π−1(U−) existen coordenadas locales (t±, z±) ∈ U±× (C±, 0)
tal que π es la proyección paralela a la respectiva z±-coordenada sobre el
eje t.

El mapeo de transición F̃ entre las dos cartas debe respetar el mapeo π
definido globalmente, es decir, respeta la proyección en cada fibra o equiva-
lentemente, F̃ es la identidad en la primera coordenada, por tanto debe ser
de la forma

(t, z−) 7→ (t, z+), donde z+ = F (t, z−). (3.14)

Reescribimos a la función F (t, z−) como F (t, z−) = z− + f(t, z−). Nuestro
primer objetivo es demostrar que f(t, z−) no tiene términos lineales en z−,
es decir f(t, z−) ∈ o(z−). Enfocando el problema a nivel del subespacio
tangente a M y teniendo en consideración que de acuerdo a la Proposición
3.1, kerdπ ∼= N , observamos que la derivada de (t, F (t, z−)) evaluada en
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(p, 0) lleva el espacio tangente a la fibra π−1(p) (el normal a la esfera en
cada punto) en el espacio tangente a la fibra π−1(p), aśı

D(t, F (t, z−))|(p,0)

(
0
η

)
=

 Id 0
∂F (p, 0)

∂t
1 +

∂f(p, 0)

∂z−

( 0
η

)

lo cual es equivalente a que

D(t, F (t, z−))|(p,0)

(
0
η

)
=

 0(
1 +

∂f(p, 0)

∂z−

)
η

 , (3.15)

donde η es un vector del espacio normal.

Esto último implica que ϕ(t) :=
∂F (t, 0)

∂z−
= 1 +

∂f(t, 0)

∂z−
es el cociclo asocia-

do al haz normal N .

t+

t−

U− × (C−, 0)U+ × (C+, 0)

(t, F (t, z−))

Figura 3.1: Diagrama

Dado que el haz normal es un haz lineal ϕ(t) define un escalar de Birkhof-
Grothendieck con ϕ : U+∩U− −→ C\{0}. Por hipótesis el haz normal tiene
grado cero y por tanto es trivial y por el Lema 2.1 sabemos que existen dos
funciones holomorfas no nulas ϕ+ y ϕ− sobre U±, tales que ϕ−(t)ϕ(t) =
ϕ+(t).
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U+ × (C+, 0)
(t,ϕ(t)z+)//

ϕ+

��

U− × (C−, 0)

ϕ−
��

(t, ϕ+(t)z+)
(t,Id) // (t, ϕ−(t)z−)

Entonces bajo el cambio de coordenadas (t, z±) 7→ (t, ϕ±(t)z±) el cociclo
asociado al haz normal es la identidad, es decir, Id = ϕ−(t)ϕ(t)ϕ−1

+ (t); esto

último implica que
∂f(t, 0)

∂z−
= 0, con lo cual

f(t, z−) = g(t)z2
− +O(z3

−). (3.16)

Esto prueba que f(t, z−) no tiene parte lineal en z−. Aśı, el problema de
trivialización del haz π : M −→ P se reduce a encontrar 2 nuevas cartas
holomorfas

H̃± : M −→ U± × (C, 0) (3.17)

con H̃±(t, z±) = (t,H±(t, z±)), las cuales que deben de coincidir sobre Ũ+ ∩
Ũ−; observemos que esto se debe a que encontramos cartas donde el cociclo
asociado al haz normal es la identidad.

(Id, Id)

(t, F (t, z−))
(t, z−)

(t, z)
(t, z)

(t, z+)

H̃− H̃+

Figura 3.2: Diagrama

Estas cartas deben satisfacer la identidad

H̃−1
+ (t, z) = F (t, H̃−1

− (t, z)) = H̃−1
− (t, z) + f(t, H̃−1

− (t, z)) (3.18)

Reescribiendo H̃−1
± (t, z) = z + h±(t, z), obtenemos la ecuación

z + h+(t, z) = z + h−(t, z) + f(t, z + h−(t, z)) (3.19)
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ó equivalentemente

h+(t, z) = h−(t, z) + f(t, z + h−(t, z)) (3.20)

Esta última condición es una ecuación funcional, la cual puede ser resuelta
con respecto al par de funciones h±(t, z), holomorfas en U± × (C, 0) respec-
tivamente. El método para encontrar dichas funciones es análogo al teorema
de Poincaré anaĺıtico.
Consideremos primero la ecuación (3.20) y escribamos una nueva ecuación
que obtenemos por su linealización, es decir, ignorando la traslación por z

f(t, h−(t, z)) = h+(t, z)− h−(t, z). (3.21)

Esta ecuación es posible resolverla desarrollando a f en su serie de Laurent
convergente con respecto a t y tomando a h+ como la serie de Taylor y h−
como la serie de las potencias negativas de t.
Consideremos los espacios

B±ρ = {f : f es holomorfa en U± × {|z| < ρ} y continua sobre la cerradura}

B0
ρ = {f : f es holomorfa en K × {|z| < ρ} y continua sobre la cerradura}

Definimos el operador L : B0
ρ −→ B+

ρ × B−ρ como

L : f 7→ h = (h−, h+)

Proposición 3.3. L es un operador acotado

Demostración. Calculemos la norma de L, entonces

‖L‖ = max
f∈B0ρ

|L(f)| = máx
(t,ρ)
|h+(t, z)|+ máx

(t,ρ)
|h−(t, z)|

Por el lema 3.1 este operador es acotado.

Consideremos ahora el operador traslación S = Sf : B+
ρ × B−ρ −→ B0

ρ

S = Sf : (h+, h−) 7→ f ◦ (id+ h−). (3.22)

Proposición 3.4. Sf es una contracción fuerte.

Demostración. De acuerdo a la definición de contracción fuerte debemos
demostrar que

1). ‖Sf (0)‖ρ = O(ρ2)
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2). ‖Sf (h)− Sf (h′)‖ρ ≤ O(ρ) ‖h− h′‖ρ si ‖h‖ρ , ‖h′‖ρ ≤ ρ

En efecto como f(t, z) = g(t)z2 +O(z3) no tiene términos lineales, ni cons-
tantes respecto a z, ∀t,

‖Sf (0)‖ρ = máx
(t,z)∈U±×|z|<ρ

|f(t, z + 0)| = máx
(t,z)∈U±×|z|<ρ

|f(t, z)| = O(ρ2)

Para la segunda condición calculemos la constante de Lipschitz de Sf∥∥Sf (h)− Sf (h′)
∥∥
ρ

= máx
(t,z)∈U±×|z|<ρ

∣∣f(t, id+ h)− f(t, id+ h′)
∣∣ . (3.23)

Si definimos g(t, z) = Sfh(t, z)− Sfh′(t, z)

‖g(t, z)‖ = máx
(t,z)∈U±×|z|<ρ

|g(t, z)|

= máx
(t,z)∈U±×|z|<ρ

∣∣∣∣∫ 1

0

∂f(t, z + τh(t, z)− (1− τ)h′(t, z))

∂z
(h(t, z)− h′(t, z))dτ

∣∣∣∣
≤ máx

(t,z)∈U±×|z|<ρ

∫ 1

0

∣∣∣∣∂f(t, z + τh(t, z)− (1− τ)h′(t, z))

∂z

∣∣∣∣ ∣∣(h(t, z)− h′(t, z))
∣∣ dτ

≤
∥∥∥∥∂f(t, ξ)

∂z

∥∥∥∥
ρ

∥∥h− h′∥∥
ρ

≤ O(ρ)
∥∥h− h′∥∥ .

Las últimas dos desigualdades se satisfacen pues f es de O(ρ2) y como

‖h‖ρ , ‖h′‖ρ ≤ ρ, entonces
∥∥∥∂f(t,z)

∂z

∥∥∥
ρ

es a lo más O(ρ).

Proposición 3.5. L ◦ Sf es una contracción fuerte, para |ρ| � ε

Demostración. Calculemos

‖L ◦ Sf (0)‖ρ ≤ ‖L‖ ‖Sf (0)‖ρ ≤ CO(ρ2) (3.24)

esta desigualdad se satisface pues L es acotado y Sf es una contracción fuer-
te.

De igual manera calculemos∥∥L ◦ Sf (h)− L ◦ Sf (h′)
∥∥
ρ

=
∥∥L ◦ (Sf (h)− Sf (h′))

∥∥
ρ

(3.25)

≤ ‖L‖
∥∥(Sf (h)− Sf (h′))

∥∥
ρ

(3.26)

≤ CO(ρ)
∥∥h− h′∥∥

ρ
. (3.27)

Aśı, L ◦ Sf es una contracción fuerte.
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Entonces resolver la ecuación (3.20) es equivalente a resolver la ecuación
para el punto fijo h = (h+, h−) del operador L ◦ Sf .
Del Teorema 1.5, la ecuación h = L ◦ Sf (h) tiene una única solución, es
decir existe una única función holomorfa h = (h+, h−) ∈ B+

ρ × B−ρ . Aśı h =
(h+, h−) permite dar los cambios de coordenadas necesarios para trivializar
el haz π : M −→ P en una vecindad de P, con lo cual queda demostrado el
Teorema de Savelev.

Una vez demostrado el teorema de Savelev daremos una aplicación de es-
te teorema a campos vectoriales, la cual desarrollamos en el siguiente caṕıtu-
lo.





Caṕıtulo 4

Aplicación del Teorema de
Savelev

En este caṕıtulo damos una aplicación del Teorema de Savelev a campos
vectoriales holomorfos. Como se mencionó al principio de este trabajo ana-
lizar campos vectoriales alrededor de los puntos singulares puede ser muy
complicado, observemos que la tarea se complica aún más si el campo vecto-
rial en cuestión carece de parte lineal. Describiremos un método interesante
para analizar campos vectoriales, este método es conocido como el “blow-
up”ó explosión de singularidades.

71
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La idea es considerar un mapeo holomorfo π : M −→ (C2, 0) de una
variedad compleja M de dimensión 2 tal que “aplaste” una curva compleja
E ⊂ M al punto 0 ∈ C2, que sea inyectiva entre M \ E y (C2, 0) \ {0} y
que además permita “jalar” objetos locales (funciones, curvas, foliaciones,
1-formas, etc.) de (C2, 0) a M y extenderlas sobre E. Aunque nuestro interés
se basa sólo en explosiones complejas, comenzaremos por explicar el método
del “blow-up” a 0 ∈ R2, ya que en este caso es posible ver quienes son M y E.

A cada punto p = (x, y) ∈ R2 le asociamos la recta que pasa por el origen
y el punto p,

F : R2 −→ RP 1 (4.1)

(x, y) 7−→ (x : y). (4.2)

Consideremos la gráfica de F , Gr(F ) =
{

((x, y), (x : y)) ∈ R2 × RP 1
}
⊂

R2×RP 1. Observemos que ésta es una superficie de dimensión 2. Para cada
punto (x : y) ∈ RP 1 hay tantos puntos como en R que están en la recta, es
decir, la preimagen de cualquier punto (x : y) ∈ RP 1 es homeomorfo a R,
F−1(x : y) ∼= R. Entonces Gr(F ) = R× RP 1.
Es claro que la gráfica no es cerrada pues el 0 ∈ R2 y su imagen, que son todas
las rectas {(tx, ty) : t ∈ R} ∼= RP 1, no pertenecen a la gráfica. Consideremos
la cerradura de Gr(F ), como ya dijimos Gr(F ) = R×RP 1 ∪{(0, 0)}×RP 1

y denotemos por M = Gr(F ). Llamaremos a E = {(0, 0)} × RP 1 el divisor
excepcional.
Consideremos π : M −→ R2 la proyección sobre la primera coordenada
π((x, y), (x : y)) = (x, y) y notemos que π−1(0) = E y que π es un difeomor-
fismo entre M \ E y R2 \ {0}.

Aún falta probar que M es una variedad de dimensión 2, para ello dare-
mos un par de cartas que, además, permitirán visualizar quién es M .

Cada recta que pasa por el origen la asociamos con su pendiente o con
la inversa de su pendiente

(x : y) 7→ u =
x

y
si x 6= 0

(x : y) 7→ v =
y

x
si y 6= 0,

con los cambios de coordenadas y = xu con v = u−1 y x = yv con u = v−1.
Dado que todas las rectas pasan por el origen entonces a E se le asocian to-
das las pendientes bajo estas cartas, por ello E se corresponde con la unión
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de los ejes u y v. Aśı M es una variedad diferenciable.

Veamos quién es la tan misteriosa variedad M , para ello consideremos
una vecindad del origen y expresemos los siguientes puntos de M en las
coordenadas (x, u) y (y, v)

a

ã

b

b̃

d c

e

f

1

1−1

−1

((x, y), (x : y)) 7→ (x, u), u =
y

x

a = ((x, x), (x : x)) 7→ (x, 1)

b = ((x,−x)), (x : −x)) 7→ (x,−1)

c = ((1, y), (1 : y)) 7→ (1, y)

d = ((−1, y), (−1 : y)) 7→ (−1,−y)

1
−1

1

−1

aã

b̃ b

cd

u

z

Por otra parte,
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((x, y), (x : y)) 7→ (y, v), v =
x

y

a = ((y, y), (y : y)) 7→ (y, 1)

b = ((y,−y), (y : −y)) 7→ (y,−1)

e = ((x, 1), (x : 1)) 7→ (1, x)

f = ((x,−1), (x : −1)) 7→ (−1,−x).

v

w

aã

b̃b

fe

1

1

−1

1

Haciendo corresponder los segmentos de bb̃ en (x, u) con los de bb̃ en
(y, v) obtenemos

a ã

aã

c

e

d

f

b̃ b



Caṕıtulo 4. Aplicación del Teorema de Savelev 75

Para hacer corresponder los segmentos de aã en ambas coordenadas te-
nemos que torcer esta banda, obteniendo finalmente una banda de Möbius.

v

w

z

u

Notemos que la proyección lleva al punto (x0, u) de M en el punto de
R2 con primera coordenada x0 sobre la recta con pendiente (x0, ux0) y al
punto (y0, v) en el punto de R2 con segunda coordenada y0 y sobre la recta
con pendiente 1

v , (vy0, y0); además se satisface que π−1(0) = E.

Una vez tratado el caso real, el caso complejo es exactamente análogo;
en éste caso la variedad resultante M = C2 × CP 1 ∪ E donde el divisor
excepcional es E = {0} × CP 1 ∼= P. A la variedad M por la similitud con
el caso real la llamaremos la banda de Möbius compleja, además sobre M
tenemos asociado un sistema de coordenadas. En efeto sean z, w ∈ C

((z, w), (z : w)) 7→ u =
w

z
si z 6= 0,

((z, w), (z : w)) 7→ v =
z

w
si w 6= 0,

con los cambios de coordenadas z = uw con u = v−1 y w = vz con v = u−1.
Observemos que bajo estos cambios de coordenadas E se corresponde con
la unión de los ejes u y v que se pegan formando una esfera de Riemann P.
Consideremos la transformación π : M −→ C2 dada por π(z, u) = (z, uz)
y π(v, w) = (vw,w), entonces E = π−1(0) y π : M \ E −→ C2 \ {0} es
un difeomorfismo entre M \ E y C2 \ {0}. El mapeo π−1 = σ es llamado
“blow-up”, explosión de singularidades ó resolución.
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Ejemplo 4.1. Consideremos el siguiente campo y veamos que pasa al ex-
plotarlo

ż = 5z

ẇ = 5w

aśı,

u̇ =
ẇz − żw

z2
v̇ =

żw − ẇz
w2

lo cual implica,

u̇ =
5wz − 5zw

z2
= 0 v̇ =

5zw − 5wz

w2
= 0

Entonces los campos en las coordenadas (z, u) y (w, v) son:

ż = 5z
u̇ = 0

ẇ = 5w
v̇ = 0

Estos campos son orbitalmente anaĺıticamente equivalentes a los siguientes
campos, que resultan de dividir los campos por las funciones f(z) = z y
g(w) = w que no se anulan:

ż = 5
u̇ = 0

ẇ = 5
v̇ = 0

Notemos que es posible utilizar campos orbitalmente anaĺıticamente equiva-
lentes, pues estamos interesados en la foliaciones, además de que no tiene
caso conservar los sentidos de las curvas de fase, pues la banda de Möbius
no es orientable.
Como estos campos ya no tienen puntos singulares no los explotamos, pro-
yectando los campos al plano (z, w) en el caso real obtenemos:
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z

u

w

v

π

z

w

Consideremos ahora el siguiente campo y observemos que sucede al ex-
plotarlo:

Ejemplo 4.2.

V (z, w) =

{
ż = z2 − 2zw

ẇ = w2 − zw

u̇ =
ẇz − żw

z2
v̇ =

żw − ẇz
w2

lo cual implica,

u̇ =
(w2 − zw)z − (z2 − 2zw)w

z2
=
u2z3 − uz3 − uz3 + 2u2z3

z2
= 3zu2 − 2uz

y

v̇ =
(z2 − 2zw)w − (w2 − zw)z

w2
=
v2w3 − 2vw3 − vw3 + v2w3

w2
= 2v2w3−3vw3

además, ż = z2 − 2uz2 ẇ = w2 − vw2.
Consideremos el campo (ż, u̇) = (z2−2uz2, 3zu2−2uz), dividiendo entre

z no queda el campo orbitalmente equivalente

Ṽ (z, u) =

{
ż = z − 2uz

u̇ = 3u2 − 2u
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Recordemos que tratamos de analizar localmente el comportamiento del cam-
po V en una vecindad del origen, pero al explotar el origen éste se trans-
forma en una esfera S1 en el caso real y en el caso complejo en S2 (que
llamamos el divisor excepcional en la variedad M). Entonces para anali-
zar el comportamiento del campo V alredor del origen debemos analizar el
comportamiento del campo los puntos singulares sobre el divisor excepcional.

Notemos que el divisor excepcional en estas cartas es el eje u(z = 0),
además ésta es una hoja invariante del campo Ṽ pues z = 0 es solución
de ż, de esta manera los puntos singulares están dados por las ráıces del
polinomio 3u2 − 2u, las cuales son u1 = 0 y u2 = 2

3 . La matriz asociada a

la parte lineal del campo Ṽ es

DṼ =

[
1− 2u −2z

0 6u− 2

]
evaluando en los puntos singulares p1 = (0, 0) y p2 = (0, 2

3) obtenemos

DṼ(0,0) =

[
1 0
0 −2

]
y DṼ(0, 2

3
) =

[
−1

3 0
0 2

]
Es claro que no podemos hacer uso del teorema de Poincaré pues los valores
propios de las matrices asociadas a la parte lineal del campo están en el
dominio de Siegel. Sin embargo, ya que la parte real de los valores propios
es no cero, podemos hacer uso del teorema de Grobman-Hartman (ver [1])
de equivalencia topológica para decir que los puntos singulares p1 y p2 se
comportan localmente como sillas en la foliación asociada al campo Ṽ .

Ahora veamos que sucede en las coordenadas (w, v). Notemos que el cam-
po que obtenemos es (ẇ, v̇) = (w2 − vw2, 2v2w − 3vw), que es orbitalmente
equivalente, diviendo por w al campo

V̂ =

{
ẇ = w − vw
v̇ = 2v2 − 3v

.

En este caso el divisor excepcional es el eje v(w = 0) y los puntos singulares
sobre el divisor excepcional están dados por las ráıces del polinomio 2v2−3v,
las cuales son v1 = 0 y v2 = 3

2 . La matriz asociada a la parte lineal del campo

Ṽ es

DV̂ =

[
1− v −w

0 4v − 3

]
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evaluando en los puntos singulares p1 = (0, 0) y p2 = (0, 3
2) obtenemos

DV̂(0,0) =

[
1 0
0 −3

]
y DV̂(0, 3

2
) =

[
1
2 0
0 3

]
.

De nueva cuenta no podemos hacer uso del teorema de Poincaré por que los
valores propios de las matrices asociadas a la parte lineal del campo están
en el dominio de Siegel. Sin embargo ya que la parte real de los valores pro-
pios es no cero podemos hacer uso del teorema de Grobman-Hartman (ver
[1]) de equivalencia topólogica para decir que los puntos singulares p1 y p2

se comportan localmente como sillas en la foliación asociada al campo V̂ .
De esta manera obtenemos una foliación sobre la variedad M y a partir de
comportamientos de los puntos singulares elementales podemos conocer el
comportamiento de esta foliación. Cuando estamos en el caso real al proyec-
tar obtenemos:

u

w

v

π

z

w

u = 2
3

En los ejemplos tratados observamos un fenómeno interesante, en el
ejemplo 4.2 el divisor excepcional resulto ser una curva invariante de la
foliación, sin embargo en el ejemplo 4.1 vimos que esto no ocurŕıa.

Analizaremos más a fondo este fenómeno.
Consideremos el siguiente campo:

ż = P (z, w) = Pn(z, w) + Pn+1(z, w) + ...
ẇ = Q(z, w) = Qn(z, w) +Qn+1(z, w) + ...

(4.3)
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Donde Pk y Qk son polinomios homogéneos de grado k ≥ n, con Pk,Qk no
idénticamente cero, P (0, 0) = Q(0, 0) = 0.
Consideremos la carta coordenada (z, u) con w = uz, u = w

z

u̇ =
ẇz − wż

z2
=
Q(z, w)z − P (z, w)w

z2
=
Q(z, uz)z − uzP (z, uz)

z2

=
(Qn(z, uz) +Qn+1(z, uz) + ...)z − (Pn(z, uz) + Pn+1(z, uz)) + ...)uz

z2

y ż = P (z, w) = P (z, uz) = Pn(z, uz) + Pn+1(z, uz) + ....
Notemos que si Pk es un polinomio homogéneo de grado k entonces Pk(z, uz) =
zkP (1, u); de esta manera el campo que obtenemos es

ż = zn(Pn(1, u) + zPn+1(1, u) +O(z2))

u̇ =
zn+1(Qn(1, u)− uPn(1, u) + z(Qn+1(1, u)− uPn+1(1, u) +O(z2)))

z2
.

Caso 1.- Supongamos que Qn(1, u)−uPn(1, u) no es idénticamente cero.
Como n ≥ 1 entonces en u̇, al dividir entre z2, obtenemos

u̇ = zn−1(Qn(1, u)− uPn(1, u) + z(Qn+1(1, u)− uPn+1(1, u) +O(z2))),

luego dividendo ż y u̇ entre zn−1 obtenemos el campo

ż = z(Pn(1, u) + zPn+1(1, u) +O(z2))
u̇ = Qn(1, u)− uPn(1, u) + z(Qn+1(1, u)− uPn+1(1, u) +O(z2)).

(4.4)
Notemos que z = 0 es solución y los puntos cŕıticos del campo de direccio-
nes en la explosión sobre el divisor están dados por las ráıces del polinomio
Qn(1, u)− uPn(1, u). En este caso decimos que (z, w) = (0, 0) es una singu-
laridad no dicŕıtica.
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u

π
z

w

Figura 4.1: Explosión de un campo no dicŕıtico con 3 separatrices

Caso 2.- Supongamos que Qn(1, u) − uPn(1, u) es idénticamente cero.
Entonces de la ecuación (4.4) obtenemos

ż = zn(Pn(1, u) + zPn+1(1, u) +O(z2))

u̇ = zn(Qn+1(1, u)− uPn+1(1, u) +O(z2)).

Diviendo entre zn obtenemos el campo

ż = Pn(1, u) + zPn+1(1, u) +O(z2)

u̇ = Qn+1(1, u)− uPn+1(1, u) +O(z2).

Aśı cuando z=0 tenemos el campo

ż = Pn(1, u)

u̇ = Qn+1(1, u)− uPn+1(1, u).

Por lo que z = 0 no es solución. En éste caso decimos que (z, w) = (0, 0) es
una singularidad dicŕıtica. Si además las ráıces de Pn(1, u) y Qn+1(1, u) −
uPn+1(1, u) no coinciden, entonces las soluciones de este campo atraviesan
transversalmente al divisor en los punto donde Pn(1, u) no se anula y son
tangentes al divisor en los puntos donde Pn(1, u) se anula.
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u1

π
b

b

b

u2

u3

Figura 4.2: Explosión de un campo dicŕıtico con 3 tangencias

4.1. Indice de Camacho-Sad

Procedemos a dar la definición del ı́ndice de Camacho-Sad. Este ı́ndice
resulta ser equivalente a un invariante topológico ya conocido, que permite
decir como está encajada una curva holomorfa compacta y suave en un va-
riedad holomorfa de dimensión compleja 2.

Sea V = (g(z, w),−f(z, w)) un campo vectorial en (C2, 0) con singulari-
dad aislada en el origen y sea F la foliación con singularidades inducida por
V . Consideremos la 1-forma dada por ω = f(z, w)dz+g(z, w)dw no es dif́ıcil
observar que {ω = 0} define la misma foliación F . Sea S una separatriz sua-
ve de la foliación F . Vamos a demostrar que localmente S puede ser vista en
coordenadas apropiadas como un eje coordenado. En efecto por ser S suave
admite una parametrización γ(t) = (z(t), w(t)) con γ̇(t) 6= 0 para toda t; en
particular γ̇(0) 6= 0. Sin perder generalidad podemos suponer que ż(0) 6= 0,
luego por el teorema de la función inversa existe una vecindad (C, 0) y una
función t(z), que es la función inversa de z(t). Componiendo la curva γ(t)
con t(z) obtenemos γ(t(z)) = (z, w(t(z))), que es una reparametrización de
γ. Denotamos como w(t(z)) = γ̃(z).
Aśı, la separatriz S se escribe localmente como (z, γ̃(z)), es decir, como gráfi-
ca de una función.

Sea H : (C2, 0) −→ (C2, 0) definida como H(z, w) := (z, w − γ̃(z)), de



Caṕıtulo 4. Aplicación del Teorema de Savelev 83

esta manera H transforma la curva (z, γ̃(z)), es decir, S∩ (C2, 0) en el eje z.

Observemos que DH(z, w) =

[
1 0

γ̃′(z) 1

]
, lo que implica que H es invertible;

de hecho H es un difeomorfismo local cuya diferenciabilidad es heredada de
γ̃, es decir, es tan diferencible como γ̃. Como S es una curva holomorfa, γ̃
es holomorfa y por tanto H es un biholomorfismo.

Con esto hemos demostrado que cualquier separatriz suave puede verse
localmente como uno de los ejes coordenados.

Con lo anterior en mente, supongamos que la separatriz S es el eje
{w = 0} entonces se tiene que f(z, 0) ≡ 0 pues para cualquier punto p =
(z, 0) en S su vector tangente es de la forma (c, 0), con c 6= 0, aśı

0 = ωp(c, 0) = f(z, 0)dz(c, 0) + g(z, 0)dw(c, 0), (c, 0) ∈ TpS,
= f(z, 0)c+ g(z, 0)0

= f(z, 0)c.

Por lo tanto f(z, 0) = 0 ∀(z, 0) ∈ S.
Esta última igualdad nos permite escribir a f como

f(z, w) = wa(z) +O(w2).

Aśı mismo, podemos expresar a g como

g(z, w) = b(z) +O(w).

De esta manera la ecuación de Pfaff ω = f(z, w)dz + g(z, w)dw = 0 tiene
asociado el campo

V = (g(z, w),−f(z, w)) = (b(z) +O(w),−wa(z)−O(w2)).

Pasaremos a dar la definición del ı́ndice de Camacho-Sad, que es una defi-
nición de carácter local. Para esto consideraremos una vecindad de la sepa-
ratriz y sea

V = (−g(z, w), f(z, w))

el campo asociado a la foliación, entonces V es equivalente a la siguiente
ecuación que resulta de tomar a z como variable independiente

dw

dz
= −f(z, w)

g(z, w)
. (4.5)
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Esta ecuación no depende del tiempo y define la misma foliación que ω = 0.
Para obtener mas información calcularemos en una vecindad de la separa-
triz, la ecuación de primera variación de (4.5) a lo largo de S = {w = 0}.
Con ello tendremos elementos suficientes para dar la definición del ı́ndice de
Camacho-Sad. Para obtener la ecuación de primera variación, derivamos a
−f(z,w)
g(z,w) con respecto a w y evaluamos en un punto de S, entonces:

∂

∂w
(−f(z, w)

g(z, w)
)|(z,0) =

−∂f(z,w)
∂w g(z, w) + f(z, w)∂g(z,w)

∂w

(g(z, w))2
|(z, 0) (4.6)

=
∂f(z,0)
∂w g(z, 0) + f(z, 0)∂g(z,0)

∂w

(g(z, 0))2
(4.7)

=
∂f(z,0)
∂w

g(z, 0)
. (4.8)

Haciendo ∂f(z,0)
∂w = fw(z, 0), obtenemos que la ecuación de primera va-

riación es
dw

dz
= −fw(z, 0)

g(z, 0)
w.

Esta última ecuación se expresa en el lenguaje de formas como

wfw(z, 0)dz + b(z)dw = 0

lo que es igual a wa(z)dz + b(z)dw = 0, donde a(z) = fw(z, 0) y describe el
comportamiento de la foliación F cerca de la separatriz S. por simplicidad
en la notación escribiremos a ω como wa(z)dz + b(z)dw. Denotemos por θ
a la siguiente 1-forma meromorfa en S,

θ = −a(z)

b(z)
dz.

Llamaremos a θ la forma de conexión de ω. Los polos de θ están dados por
los ceros de b(z), que también definen los puntos singulares de ω o de V
sobre S.

Definición 4.1. El ı́ndice ipk(F , S), de una foliación singular F con res-
pecto a una curva invariante holomorfa suave, es decir, una separatriz suave
S en un punto pk = (zk, 0) ∈ S, se define como el residuo de θ en zk,

ipk(F , S) := Reszkθ.
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Notemos que si p no es un punto singular de V entonces ip(F , S) = 0. Da-
do que localmente una separatriz puede verse como uno de los ejes coordena-
dos, el ı́ndice de una foliación F en C2 dada por un campo (P (z, w), Q(z, w))
con Q(z, 0) = 0, en un punto pk = (zk, 0) con respecto a la separatriz
S = {w = 0} se define como

ipk(F , S) := Reszk

[
Qw(z, w)

P (z, w)
|(z,0)

]
.

Proposición 4.1. Sea V un campo holomorfo en (C2, p) con punto singular
elemental p y F la foliación asociada al campo V . Sean λ1 y λ2 los valores
propios correspondientes a la parte lineal del campo en el punto p. Si S es
una separatriz suave que pasa por p y el valor propio λ1 asociado al vector
tangente a S es distinto de cero entonces,

ip(F , S) =
λ2

λ1
.

Demostración. Dado que S = {w = 0} es solución, entonces el campo V
puede expresarse como V = (−b(z)+O(w), wa(z)+O(w2)). Sea pk = (zk, 0)
un punto singular elemental de V sobre S con λ1 6= 0.
La derivada del campo V evaluada en pk se expresa como

DV(zk,0) =

[
bz(z) +O(w)z O(w)w

−waz(z) +O(w2)z −a(z) +O(w2)w

]
(zk,0)

=

[
bz(zk) c(zz)

0 −a(zk)

]
Entonces los valores propios de DV(zk,0) son λ1 = bz(zk) y λ2 = −a(zk),

donde bz(z) = ∂b(z)
∂z .

Por otro lado

Reszk

(
∂(−wa(z)+O(w2))

∂w

b(z) +O(w)
|(z,0)

)
= Reszk

(
−a(z)

b(z)

)
.

Calculemos Reszk

(
−a(z)
b(z)

)
,

Reszk
−a(z)

b(z)
= ĺım

z→zk
(z − zk)

−a(z)

b(z)
= ĺım

z→zk

−a(z)
b(z)−b(zk)
z−zk

=
−a(zk)

bz(zk)
=
λ2

λ1
,

Aśı ip(F , S) = λ2
λ1

.

La proposición anterior nos da un corolario interesante que relaciona el
ı́ndice de Camacho-Sad de dos separatrices.
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Corolario 4.1. Si por un punto singular elemental p de una foliación F
pasan transversalmente dos separatrices suaves S1 y S2 con λ1 6= 0 y λ2 6= 0,
entonces

ip(F , S2) =
λ1

λ2
= [(F , S1)]−1.

Definición 4.2. Sea F una foliación sobre una variedad holomorfa compleja
M de dimensión 2. Sea S una curva invariante holomorfa compacta suave.
Definimos el ı́ndice total a lo largo de S como la suma de los ı́ndices en los
puntos singulares de la foliación que estén sobre S, es decir,∑

p∈S
ip(F , S).

Ejemplo 4.3. Consideremos el siguiente campo

V (z, w) =

{
ż = −3z2 + 6zw

ẇ = −4w2 + 3zw

y denotamos por F la foliación inducida por el campo V . Considerando los
cambios de coordenadas u = w

z y v = z
w obtenemos

u̇ =
ẇz − żw

z2
=
−4w2z + 3z2w + 3z2w − 6zw2

z2
= 6uz − 10u2z,

v̇ =
żw − ẇz
w2

=
−3w2w + 6zw2 + 4w2z − 3z2w

w2
= 10vw − 6v2w.

Aśı en las coordenadas (z, u) obtenemos el campo

ż = −3z2 + 6uz2

u̇ = 6uz − 10u2z
que es orbitalmente equivalente a

ż = −3z + 6uz
u̇ = 6u− 10u2

mientras que en las coordenadas (w, v) obtenemos el campo

ẇ = −4w2 + 3vw2

v̇ = 10vw − 6v2w
que es orbitalmente equivalente a

ẇ = −4w + 3vw
v̇ = 10v − 6v2

Consideremos V1 = (−3z + 6uz, 6u− 10u2) y V2 = (−4w + 3vw, 10v − 6v2)
y sean F1 y F2 las respectivas foliaciones de dichos campos.
Notemos que (0, u) y (0, v) son separatrices de las foliaciones F1 y F2 res-
pectivamente, y forman una esfera en M que es el divisor excepcional E.
Además estas foliaciones definen una foliación sobre M que es tangente a E,
la cual denotaremos por F̃ . Los puntos sigulares de F1 en E son p1 = (0, 0)
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y p2 = (0, 3
5). De manera analóga los puntos singulares de F2 en E son

q1 = (0, 0) y q2 = (0, 5
3). Observemos que el punto p2 en las coordenadas

(z, u) está en correspondencia con el punto q2 bajo las coordenadas (w, v),
aśı que solo calcularemos los ı́ndices de p1, p2 y q1.
Para esto calculemos la derivada de W1 y W2 en los puntos p1, p2 y q1

respectivamente. Entonces

DW1|(0,0) =

[
−3 0
0 6

]
, DW1|(0, 3

5
) =

[
3
5 0
0 −6

]
, DW2|(0,0)

[
−4 0
0 10

]
.

Entonces los puntos p1, p2 y q1 son puntos singulares elementales y además,
son sillas resonantes. De la proposición 4.1 se sigue que ip1(F̃ , E) = −3

6 =

−1
2 ,ip2(F̃ , E) = 3

5
1
−6 = − 1

10 y iq1(F̃ , E) = −4
10 = −2

5 . Finalmente i(F̃ , E) =

−1
2 − 1

10 − 2
5 = −1

El ejemplo nos motiva a preguntarnos que si siempre que hacemos una
primera explosión el ı́ndice total de la foliación sobre el divisor excepcional
E es -1.
Veamos de manera un poco más general qué es lo que sucede, para ello con-
sideremos el campo vectorial

ż = P (z, w) = Pn(z, w) + Pn+1(z, w) + ... (4.9)

ẇ = Q(z, w) = Qn(z, w) +Qn+1(z, w) + ... (4.10)

con Pk y Qk polinomios homogéneos de grado k. Denotamos por F a la fo-
liación inducida por este campo. Para llevar el campo a la banda de Möbius
compleja y verlo en las coordenadas (z, u), consideremos el cambio de coor-
denadas u = z

w . Aśı obtenemos que el campo original es orbitalmente anaĺıti-
camente equivalente al campo

ż = z(Pn(1, u) + zPn+1(1, u) +O(z2))

ẇ = (Qn(1, u)− uPn(1, u) + z(Qn+1(1, u)− uPn+1(1, u) +O(z2))).

Denotemos por F̃ a la foliación inducida por este campo.
Supongamos que la singularidad es no dicŕıtica, aśı el divisor excepcional

E = {z = 0} es separatriz de la foliación F̃ , asociada a este campo y los
puntos singulares están dados por los puntos (0, uj) donde uj , j = 1, ..., n+1
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son la ráıces del polinomio Pn(1, u)− uQn(1, u). Entonces

ipj (F̃ , E) = Resuj

[
∂
∂z

(z(Pn(1, u) + zPn+1(1, u) + O(z2)))

(Qn(1, u)− uPn(1, u) + z(Qn+1(1, u)− uPn+1(1, u) + O(z2)))

]
|z=0

= Resuj

[
Pn(1, u) + zPn+1(1, u) + O(z2)

(Qn(1, u)− uPn(1, u) + z(Qn+1(1, u)− uPn+1(1, u) + O(z2)))

]
|z=0

= Resuj

[
Pn(1, u)

Qn(1, u)− uPn(1, u)

]
y entonces el ı́ndice total es

n+1∑
j=1

ipj (F̃ , E) =

n+1∑
j=1

Resuj

[
Pn(1, u)

Qn(1, u)− uPn(1, u)

]
.

Para conocer esa suma basta calcular (por el teorema del residuo), el residuo
en el infinito

Res∞

[
Pn(1, u)

Qn(1, u)− uPn(1, u)

]
= −Res0

[
1

u2

Pn(1, 1
u)

Qn(1, 1
u)− 1

uPn(1, 1
u)

]

= −Res0

[
1

u2

uPn(1, 1
u)

uQn(1, 1
u)− Pn(1, 1

u)

]

= −Res0

[
Pn(1, 1

u)

u2Qn(1, 1
u)− uPn(1, 1

u)

]

= −lim
u→0

[
u

Pn(1, 1
u)

u2Qn(1, 1
u)− uPn(1, 1

u)

]

= −lim
u→0

[
Pn(1, 1

u)

uQn(1, 1
u)− Pn(1, 1

u)

]

= − Pn(1, u)

−Pn(1, u)
= 1;

entonces

n∑
j=1

Resu=uj

[
Pn(1, u)

Qn(1, u)− uPn(1, u)

]
+Resu=∞

[
Pn(1, u)

Qn(1, u)− uPn(1, u)

]
= 0

lo cual implica que

n∑
j=1

Resu=uj

[
Pn(1, u)

Qn(1, u)− uPn(1, u)

]
= −Res∞

[
Pn(1, u)

Qn(1, u)− uPn(1, u)

]
= −1.
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Esto tiene como consecuencia que para cualquier foliación sobre la banda
de Möbius compleja el ı́ndice total sobre el divisor excepcional {z = 0} es
-1. No es un hecho fácil de demostrar que la suma de los ı́ndices de los
puntos singulares de una foliación en una variedad holomorfa de dimensión
compleja 2 sobre una separatriz compacta y suave no dependa de la foliación,
sin embargo este resultado proporciona un invariante topológico del encaje
de la curva en la variedad, que es fácil de calcular.

Teorema 4.1. Supongamos que S es un curva holomorfa compacta suave
sobre una variedad holomorfa compleja M de dimensión 2. Entonces para
cualquier foliación F sobre M que sea tangente a S, se satisface que la suma
de los ı́ndices de todos los puntos singulares sobre S es el mismo y depende
sólo de S y M ∑

p∈S
ip(F , S) = c(S,M)

La demostración de este teorema es un caso particular del Teorema 2.2,
donde c(S,M) es el grado del haz normal asociado al divisor excepcional, que
es un invariante topológico del encaje de S en M .

El siguiente lema es una consecuencia importante del teorema anterior.

Lema 4.1. Sea M la banda de Möbius compleja y sea E el divisor excep-
cional entonces

c(E,M) = −1

Demostración. Consideremos la foliación dada por dw = 0 o el campo vec-

torial

[
ż
ẇ

]
=

[
1 0
0 0

] [
z
w

]
explotemos el campo en una vecindad del origen

para llevarlo a la banda de Möbius compleja tal que la foliación resultan-
te sea tangente al divisor excepcional E = {z = 0}. Bajo los cambios de
coordenadas u = w

z y v = z
w el campo que obtenemos

ż = z

u̇ = ẇz−wż
z2

= −uz2
z2

= −u (4.11)

y
ẇ = 0

v̇ = żw−zẇ
w2 = vw2

w2 = v
. (4.12)

El punto singular para el campo (4.11) es punto p1 = (0, 0) y el punto
singular para el campo (4.12) es el punto p2 = (0, 0) que ya son puntos
singulares irreducibles bajo explosión. A la foliación obtenida por los campos
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(4.11) y (4.12) la denotamos como F̃ , de lo cual obtenemos que ip1(E, F̃) =
−1 y ip2(E, F̃) = 0. Por lo tanto

ip1(E, F̃) + ip2(E, F̃) = −1

como se queŕıa probar.

4.2. Aplicación del Teorema de Savelev

Sea V ∈ Vn. En las coordenadas (z, w), el campo V tiene la forma

V = P (z, w)
∂

∂z
+Q(z, w)

∂

∂w
, P =

∞∑
k=n

Pk, Q =
∞∑
k=n

Qk (4.13)

donde P (z, w) y Q(z, w) son funciones holomorfas con Pk,Qk polinomios
homogéneos en (z, w) de grado k, k ≥ n, que corresponden a la expansión
de Taylor de P y Q, respectivamente en el origen. Sea Rn+1 := zQn −
wPn. Ahora enunciaremos las hipótesis de genericidad para los teoremas
importantes en este caṕıtulo.

Decimos que un germen de campo vectorial holomorfo no dicŕıtico V ∈
Vn, de la forma (4.13), es genérico no dicŕıtico si satisface las siguientes
hipótesis de genericidad:

1). Los polinomios Rn+1 = zQn − wPn son de grado n + 1 y tienen sólo
factores simples.

2). Todos los exponentes caracteŕısticos en los puntos singulares de la
foliación del “blow-up” no son cero o racionales positivos.

3). Al menos un punto singular, denotado por p∞, de la foliación del
“blow-up” puede ser linealizado en alguna vecindad y su exponente
caracteristico λ∞, no es -1.

Bajo las hipótesis de genericidad daremos una idea de la demostración de
los siguientes dos teoremas

Teorema 4.2. (Forma normal semi polinomial anaĺıtica) Todo germen genéri-
co no dicŕıtico en Vn es orbitalmente anaĺıticamente equivalente a un germen
de campo vectorial de la forma

VP,Q = zP(z, w)
∂

∂z
+ wQ(z, w)

∂

∂w
,
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con singularidad no dicŕıtica en el origen, donde P,Q son polinomios de
grado a lo más n − 1 en la variable w y con coeficientes anaĺıticos en la
variable z.

Teorema 4.3. (Forma normal semi polinomial anaĺıtica para n = 2) Todo
germen genérico no dicŕıtico de V2, es orbitalmente anaĺıticamente equiva-
lente a un germen de campo vectorial de la forma

Van = z(P1(z, w) + z2β(z))
∂

∂z
+ w(Q1(z, w) + z2β(z)))

∂

∂w

donde P1(z, w) = wa0 + b1z, Q1(z, w) = wc0 + d1z son polinomios ho-
mogéneos de grado 1 y β(z) es una función holomorfa en una vecindad del
origen.

Sea V un germen no dicŕıtico de Vn. En las coordenadas (z, w), V tiene
la forma (4.13) y el “blow-up”Ṽ de V está dado en las cartas estándar, por
las ecuaciones

du
dz = zQ(z,uz)−uzP (z,uz)

z2P (z,uz)
dv
dw = wQ(wv,w)−vwQ(vw,w)

w2Q(vw,w)

(4.14)

La condición de que el campo es no dicŕıtico, es decir, Rn+1 ≡ 0 implica
que el “blow-up”puede extenderse, sobre la región de definición de la carta
estándar (z, u), a un campo vectorial generado por el campo vectorial

Ṽ+(z, u) = P̃+(z, u)
∂

∂z
+ Q̃+(z, u)

∂

∂u

donde P̃+ = z[Pn(1, u) + O(z)], Q̃+(z, u) = Rn+1(1, u), cuando z → 0. De
manera análoga, sobre la región de definición de la carta estándar (w, v), Ṽ
se extiende a un campo generado por el campo vectorial

Ṽ−(w, v) = P̃−(w, v)
∂

∂w
+ Q̃−(w, v)

∂

∂v

donde P̃−(w, v) = w[Qn(v, 1) +O(w)], Q̃−(w, v) = Rn+1(v, 1) +O(w), para
w → 0. Las siguientes propiedades son condiciones genéricas para gérmenes
no dicŕıticos:

1). El germen V tiene exactamente n+1 diferentes separatrices, las cuales
son suaves en el origen y la intersección entre cualesquiera dos de ellas
es transversal.
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2). La correspondiente foliación del “blow-up”FṼ tiene exactamente n+1
puntos singulares p1, ..., pn+1 sobre el divisor E ∼ P y los exponentes
caracteŕısticos λ1, ..., λn+1 no son cero o números racionales positivos.

3). Forma prenormalizada. Sin perder generalidad podemos suponer que
el punto singular pn+1 es el punto al infinito (pn+1 = p∞ = 0 en la
carta estándar (w, v)) y denotamos por λ∞ el ı́ndice de Camacho-Sad
con respecto al divisor E. Mas aún podemos suponer que el eje (w = 0)
es la separatriz en el punto p∞. Entonces, supongamos en lo que sigue
que el campo vectorial V está en su forma prenormalizada:

V (z, w) = zP̂ (z, w)
∂

∂z
+ wQ̂(z, w)

∂

∂w
, (4.15)

donde P̂ (z, w),Q̂(z, w) son gérmenes anaĺıticos en el origen de orden
n− 1, P̂ =

∑∞
m=n−1 P̂m, Q̂ =

∑∞
m=n−1 Q̂m donde P̂m,Q̂m son polino-

mios homogéneos de grado m.

4). El subconjunto E\{p1, ..., pn, p∞} es una hoja de la foliación del “blow-
up”FṼ . Mas aún, el polinomio r(u) = Rn+1(1, u) tiene exactamente
n + 1 raices simples, que denotamos por u1, u2, ..., un,r′(uj) 6= 0, y
λ1, ..., λn, λn+1 = λ∞ sus correspondientes exponentes caracteristicos;
observemos que estos exponentes coinciden en este caso con el ı́ndice
de Camacho-Sad de la foliación FṼ en el punto singular con respecto

al divisor E, λj =
Pn(1,uj)

∂Rn+1
∂u

(1,uj)
=

p(uj)
r′(uj)

, j = 1, ..., n y λ∞ = − Qn(0,1)
∂Rn+1
∂v

(0,1)
.

Idea de la demostración del Teorema 4.2.
Sea V ∈ Vn, sin perder generalidad suponemos que el campo está escrito en
su forma prenormalizada (4.15). Sea Cε0 ,

Cε0 :=

{
(z, w) ∈ C2 :

1

ε0
|z| ≤ |w| ≤ ε0

}
. (4.16)

un cono alrededor de la separatriz {z = 0} tal que, en las coordenadas del
“blow-up”(v, w) = ( zw , w) el cono Cε0 toma la forma

Dε0 ×Dε0 := {(v, w) : |v| ≤ ε0, |w| ≤ ε0} .

Dε0 × Dε0 es una vecindad de el punto p∞ (el origen en las coordenadas
(v, w)). Por las hipótesis de genericidad el “blow-up”Ṽ de V (en las coor-
denadas (v, w)) es linealizable en una vecindad U de el punto singular p∞.
Entonces para ε0 � 1 hay un biholomorfismo H,

H : Dε0 ×Dε0 −→ (C2, 0), (4.17)
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v

w

ṽ

w̃

H

H−1 π

σ

z

Cǫ0

w

Figura 4.3: Linealizando el campo V dentro de un cono Cε0

que linealiza Ṽ y tal que preserva la coordenada w.
Denotamos por Vλ la linealización de Ṽ :

Vλ = DH ◦ Ṽ ◦H−1

En las cartas (ṽ, w̃) : H(v, w) el campo vectorial se expresa como:

Vλ = λṽ
∂

∂ṽ
+ w̃

∂

∂w̃
(4.18)

donde λ = 1
λ∞

es el ı́ndice de Camacho-Sad, de Vλ en (0, 0) respecto a
la separatriz {v = 0}, y λ∞ es el ı́ndice de Camacho-Sad de Vλ en (0, 0)
respecto a la separatriz {w = 0}. Como el campo vectorial Vλ es lineal,
podemos extenderlo a la variedad compleja completa M donde

M := (C×Dε) t (C×Dε)

identificada mediante los cambios de coordenadas dados por

(ṽ, w̃) = (ξ = ṽw̃, η =
1

w̃
), w̃ 6= 0

donde H−1(Dε ×Dε) ⊂ Dε0 ×Dε0 para ε� 1.
Sean M+ := {(ṽ, w̃) ∈ Dε × C}, M− := {(ξ, η) ∈ Dε × C}. Sobre M+ el
campo vectorial Vλ está definido mediante (4.18); realicemos algunos cálculos
para ver cómo se escribe este campo en M−

Dado que ξ = ṽw̃ entonces

ξ̇ = ˙̃vw̃ + ˙̃wṽ = λṽw̃ + ṽw̃ = (λ+ 1)ξ, (4.19)
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y

η̇ = −
˙̃w

w̃2
= − w̃

w̃2
= − 1

w̃
= −η, (4.20)

entonces sobre M−, Vλ está dado por

Vλ+1 := (λ+ 1)ξ
∂

∂ξ
− η ∂

∂η
. (4.21)

Entonces hay una foliación sobreM definida por la extensión del campo Vλ,
que no tiene más que 2 puntos singulares: el (0, 0) en las coordenadas (ṽ, w̃)
y el (0, 0) en las coordenadas (ξ, η). Notemos que el ı́ndice de Camacho-Sad
en el origen con respecto al eje w es λ y el respectivo ı́ndice en el origen en
las cartas (ξ, η) con respecto a ξ = 0 es −(λ+ 1). Esto significa que el ı́ndice
de autointersección de de la cerradura {w = 0} en M es -1.
Aśı M es el blow-up de una vecindad de (ṽ, w̃) = (0, 0).

ξ

ṽw̃

η

z

w

H ◦ σ

M+

M−

Cǫ
Cǫ0

Figura 4.4: Extensión del campo Vλ a M

Regresando a las coordenadas (z, w):
Recordemos que el campo vectorial V tiene ı́ndice de Camacho-Sad λ+1 con
respecto al eje w, esto se sigue de la correspondencia de V con Vλ mediante
H ◦ σ, pues el campo Vλ tiene ı́ndice λ y al bajar el campo aumentamos en
1 el ı́ndice. Aśı V tiene ı́ndice λ+ 1.
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El siguiente objetivo es construir una extensión del campo V . Conside-
remos el campo vectorial Vλ y la siguiente construcción:

Definimos en una vecindad del origen en las coordenadas (ṽ, w̃), un anillo
Aµ ⊂M,

Aµ := Dε ×Dε \Dε′ ×Dε′ , ε′ < ε

sea A el anillo cuyo dominio es la preimagen de Aµ bajo H ◦ σ

A := (H ◦ σ)−1(Aµ), A ⊂ Cε (4.22)

Debemos notar que Aµ ⊂M+ ∩M−. Construiremos una variedad a través
de (H ◦ σ)−1, identificando la vecindad U+ del origen en las coordenadas
(z, w), A ⊂ Cε ⊂ U+ con el dominio abierto U− = Dε × D 1

ε
(en las cartas

(ξ, η)). Esto es, definimos Φ como la composición

Φ := β ◦H ◦ σ : A −→ β(Aµ) ⊂ U−, β(ṽ, w̃) = (ξ = ṽw̃, η =
1

w̃
)).

A z

w

w̃

ṽ

Aµ

(H ◦ σ)−1

β−1

β

ξ

Φ− = (H ◦ σ)−1 ◦ β−1

Φ = β ◦H ◦ σ

U+

U−

U− = Dǫ ×D 1
ǫ

η

FW

Fw

Figura 4.5: Extensión del campo V a la superficie compleja W y las folia-
ciones FW y Fw

Denotamos por W la variedad 2-dimensional compleja obtenida de los
dominios U+ y U− y las funciones de transición Φ|A,Φ−1|Φ(A), dondeA ⊂ U+,
Φ(A) ⊂ U−. La foliación FV y FVλ+1

definidas por los campos vectoriales
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V y Vλ+1 en U+ y U− respectivamente, definen una foliación global que de-
notaremos por FW sobre W. Dicha foliación tiene exactamente dos puntos
singulares, que denotaremos por 0+ y 0−, que son los correspondientes pun-
tos singulares de V y Vλ+1. Observemos que el disco {0}×Dε ⊂ U+ está en
correspondencia bajo Φ con el disco {0} × D 1

ε
⊂ U− (η = 1

w̃ ). Esto define

una esfera de Riemann P.

Junto con la foliación FW consideramos la foliación Fw definida por
{w = cte} (η = cte ∈ U−). Esta foliación define un haz lineal sobre P a saber
el haz normal de P enW. Para obtener información sobre cómo está encaja-
da P en W es suficiente calcular el ı́ndice de Camacho-Sad para V en (0, 0)
con respecto a la separatriz P, y sabemos que, el ı́ndice de Camacho-Sad
de Vλ+1 en (0, 0) con respecto a la separatriz {ξ = 0} es −(λ + 1), mien-
tras que el de Vλ con respecto a {z = 0} es λ + 1. Aśı por el ı́ndice de
Camacho-Sad, el ı́ndice de auto-intesección de la esfera de Riemann P es
P · P = (λ+ 1)− (λ+ 1) = 0 y que coincide con el grado del haz normal de
P ↪→W.

Esto último nos permite aplicar el Teorema de Savelev tratado en el
caṕıtulo anterior, de la siguiente manera.

Por el Teorema de Savelev (Teorema 3.2), existe un biholomorfismo Ψ
de una vecindad U de P en W al producto directo (C, 0) × P y tal que
Ψ(P) = {0} × P. Reduciendo si es necesario los dominios U+ y U− podemos
suponer que Ψ está definido en toda W, es decir Ψ :W −→ (C, 0)× P.

Denotamos por F la foliación inducida por FW bajo la transformación
Ψ, F := Ψ(FW). La foliación F está definida en el producto directo (C, 0)×P
teniendo como puntos singulares los puntos Ψ(0+) y Ψ(0−). Dadas las cartas
naturales en W, t+, t− correspondientes a los dominios U+, U− respectiva-
mente, es decir, t+ : t−1

+ (U+) −→ U+, t− : t−1
− (U−) −→ U−, entonces en una

vecindad de Ψ(0+) tenemos que la foliación F es generada por el campo
vectorial

V+ := (Ψ ◦ t−1
+ )∗V.

Aśı mismo una vecindad del punto singular Ψ(0−) la foliación F es generada
por el campo vectorial

V− := (Ψ ◦ t−1
− )∗V.

De esta manera tenemos V+ = ẑP̂+
∂
∂ẑ + Q+

∂
∂w , V− = ẑP̂−

∂
∂ẑ + Q−

∂
∂w son

generadores de la misma foliación F de Ψ(W), entonces para cada ẑ fija
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es posible extender el campo anaĺıticamente sobre P. Esto implica que el
campo original es orbitalmente anaĺıticamente equivalente a un campo que
es polinomial en la variable w. Lo que finaliza la demostración del Teorema
4.2.

Bajo hipótesis adicionales sobre la genericidad de los campos es posible
demostrar el siguiente teorema

Teorema 4.4 (Analiticidad de la forma normal formal para n=2). Para
cualquier germen genérico no dicŕıtico en V2 su forma normal orbital estricta
Vf es anaĺıtica, donde

Vf = (P2 + z3B)
∂

∂z
+ (Q2 + wz2B)

∂

∂w

con P2 y Q2 polinomios homogéneos de grado 2 y B(z) =
∑∞

k=0 bk(z)z
k es

una serie de potencias formal.

Demostración. Por el Teorema 4.3 sabemos que V es orbitalmente anaĺıti-
camente equivalente a un germen de la forma

z(P1(z, w) + z2β(z))
∂

∂z
+ w(Q1(z, w) + z2β(z)))

∂

∂w

donde P1(z, w) = wa0 + b1z, Q1(z, w) = w + d1z, y β(z) es un función
holomorfa en una vecindad del origen. Notemos que siempre es posible definir
una transformación lineal

L : (z, w) 7→ (α0z, α1z + α2w)

tal que para constantes apropiadas a0,b1,d1,

Van = z(wa0 + b1z + z2β(z))
∂

∂z
+ w(w + d1z + z2β(z))

∂

∂w

es linealmente equivalente a

W = (P2 + zB)
∂

∂z
+ (Q2 + wB)

∂

∂w

donde los componentes P2 y Q2 son polinomios homogéneos de grado 2,
P2(0, w) = 0, el grado de Q2 respecto w es 2 y B(z) = z2b(z). La equivalencia
entre V y W es estricta (orbital y anaĺıtica). Entonces por la unicidad de
la equivalencia formal bajo equivalencia estricta orbital, la forma normal de
V ,Vf , y W deben coincidir. Aśı B(z) es anaĺıtica y entonces Vf también lo
es.



Apéndice A

Variedades diferenciables y
superficies de Riemann

Definición A.1. Un espacio topológico M es una variedad topológica de
dimensión n real si satisface las siguientes propiedades:

1). M es un espacio Hausdorff, es decir, ∀p, q ∈M , existen subconjuntos
abiertos disjuntos U , V ⊂M tal que p ∈ U y q ∈ V .

2). Hay una base numerable para la topoloǵıa de M .

3). M puede ser cubierta con una familia de abiertos {Uα}α∈A tal que
para cada Uα existe una función ϕα : Uα −→ Rn tal que ϕα(Uα) es un
abierto de Rn y ϕα es un homeomorfismo sobre ϕα(Uα).

Si en la definición anterior consideramos Cn en lugar de Rn decimos que
M es una variedad de dimensión n compleja.

La pareja (ϕα, Uα) es llamada carta coordenada o sistema de coordena-
das con dominio Uα. Al conjunto de cartas Σ = {(ϕα, Uα)}α∈A se le conoce
como atlas para la variedad.

Si los dominios Uα y Uβ tienen intersección no vaćıa Uα ∩ Uβ 6= φ, en-
tonces ϕβ ◦ ϕ−1

α : ϕα(Uα ∩ Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩ Uβ) es llamada la función de
transición (o de pegado) de la carta (ϕα, Uα) en la carta (ϕβ, Uβ).

Definición A.2. Decimos que una variedad topológica admite una estructu-
ra diferenciable si existe un atlas {(ϕα, Uα)} para el cual todas las funciones

98
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de transición son difeomomorfismos locales. En este caso decimos que M es
una variedad diferenciable y {(ϕα, Uα)} es un atlas diferenciable.

Si en la definición anterior cambiamos difeomorfismos por biholomor-
fismos locales, en ese caso decimos que M es una variedad holomorfa y
{(ϕα, Uα)} un atlas holomorfo.

Dos cartas (ϕα, Uα),(ϕβ, Uβ) se dice que son compatibles si el mapeo ϕβ ◦
ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩Uβ) es un difeomorfismo. Equivalentemente

se dice que (ϕα, Uα), (ϕβ, Uβ) son holomorfamente compatibles si el mapeo
ϕβ ◦ ϕ−1

α : ϕα(Uα ∩ Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩ Uβ) es un biholomorfismo.

Definición A.3. Dos atlas Σ y Σ′ diferenciables son equivalentes si toda
carta de Σ es compatible con toda carta de Σ′. Análogamente decimos que
dos atlas Σ y Σ′ holomorfos son anaĺıticamente equivalentes si toda carta de
Σ es holomorfamente compatible con toda carta de Σ′.

Una variedad M con atlas {(ϕα, Uα)} puede ser reconstruida a partir de
los abiertos Vα = ϕα(Uα) en Rn o Cn como lo muestra el siguiente lema:

Lema A.1. Sea M un conjunto, supongamos que {Uα} es una colección de
subconjuntos de M , y ϕα : Uα −→ Rn un mapeo inyectivo tal que satisface
las siguientes propiedades:

1). Para toda α, ϕα(Uα) es un subconjunto abierto de Rn.

2). Para todo α y β, ϕα(Uα ∩ Uβ) y ϕβ(Uα ∩ Uβ) son abiertos en Rn.

3). Siempre que Uα ∩Uβ 6= φ, ϕα ◦ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩Uβ) −→ ϕα(Uα ◦Uβ) es

un difeomorfismo.

4). Una cantidad de conjuntos numerables Uα cubren a M .

5). Para todo p, q ∈ M distintos, existen subconjuntos disjuntos Uα y Uβ
tal que p ∈ Uα y q ∈ Uβ.

En otras palabras para definir la variedad sólo es necesario dar los abier-
tos y las funciones de transición.

Un caso particular de variedades que juegan un papel fundamental en
este trabajo son las variedades holomorfas de dimensión 1 compleja o dimen-
sión 2 real, dichas variedades son conocidas como superficies de Riemann.
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Definición A.4. Una superficie de Riemman es un par (M,Σ) donde M es
una variedad 1 dimensional compleja, conexa y Σ una estructura compleja
sobre M .

Una de las ventajas de las superficies de Riemman es que al tener local-
mente la estructura de C, podemos aplicar resultados de variable compleja
en una variable.

En el caso de las superficies de Riemann éstas no son más que abiertos
de C identificados con biholomorfismos; por esta razón podemos aplicar las
nociones de variable compleja en el plano (las cuales son invariantes bajo
biholomorfismos).

Ejemplos:

1). El plano complejo, tiene una estructura definida por el atlas cuya única
carta es el mapeo identidad Id : C −→ C.

2). Dominios. Supongamos que M es una superficie de Riemann y N ⊂M
es un dominio, es decir, un subconjunto abierto conexo. Entonces N
tiene una estructura la cual la hace superficie de Riemann; dicha es-
tructura está dada considerando como su atlas todas las cartas coor-
denadas ϕα : Uα −→ Vα sobre M , donde Uα ⊂ N . En particular, todo
dominio de B ⊂ C es una superficie de Riemann.

3). La esfera de Riemann P. Sea P = C ∪ {∞}, introducimos la siguiente
topoloǵıa en P. Los conjuntos abiertos son los conjuntos U ⊆ C tal
que U es un abierto de C y los conjuntos de la forma V ∪ {∞} don-
de V ⊂ C es el complemento de un conjunto compacto K ⊂ C. Con
esta topoloǵıa P es un espacio Hausdorff pues los conjuntos V ∪ {∞}
permiten la condición de Hausdorff para {∞}. Con esta topoloǵıa P
es homeomorfo a la 2-esfera mediante la proyección estereográfica.

Consideremos ahora los abiertos U1 = P \ {∞} = C y U2 = P \ {0} =
C∗ ∪ {∞}. Definimos ϕi : Ui −→ C, i = 1, 2 como ϕ1(z) = z y

ϕ2(z) =

{
1/z, si z ∈ C∗;
0, si z =∞

Claramente estos mapeos son homeomorfismos y aśı P es una variedad
2-dimensional real. Dado que U1 y U2 son conexos y tienen intersección
no vaćıa P es conexo. La estructura compleja sobre P es definida por
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el atlas consistente de las cartas ϕi : Ui −→ C,i = 1, 2. Veamos que
las 2 cartas son holomorfamente compatibles. U1 ∩ U2 = C \ {0} =
C∗, ϕ1(C∗) = C∗ y ϕ2(C∗) = C∗ entonces ϕ2 ◦ ϕ−1

1 : C∗ −→ C∗,
ϕ2 ◦ ϕ−1

1 (z) = 1/z que es un biholomorfismo en C∗.
Por lo tanto P tiene estructura compleja 2 dimensional real, aśı P es
una superficie de Riemann.

Sea M una variedad de dimensión n real con atlas {(ϕα, Uα)}α∈A y sea
p ∈ Uα para algún α ∈ A con ϕα(p) = q ∈ ϕα(Uα). Consideremos una
curva γ : R −→ ϕα(Uα) tal que γ(0) = q. Definamos la curva γ̃ : R −→ M
como γ̃ := ϕ−1

α ◦ γ. Notemos que γ̃(0) = ϕ−1
α (γ(0)) = ϕ−1

α (q) = p y γ̃′(0) =
Dqϕ

−1
γ (γ(0))γ′(0) es un vector tangente a M en el punto p.

R

ϕα(Uα)

Rn

γ

γ

ϕα(p)

p Uα

Mϕα

ϕ−1
α ◦ γ := γ̃

Figura A.1: curva en M

Definición A.5. Decimos que dos curvas diferenciables β : R −→ Rn y
γ : R −→ Rn son equivalentes en un punto q ∈ Rn si β(0) = γ(0) = q y
β′(0) = γ′(0).

Es fácil demostrar que ésta es una relación de equivalencia. Bajo algunas
modificaciones esta última definición permite definir equivalencias de curvas
en una variedad M .

Definición A.6. Decimos que dos curvas diferenciables β : R −→ M y
γ : R −→M son equivalentes en un punto p ∈M si sus imágenes bajo una
carta (ϕα, Uα) que contiene a p son equivalentes en ϕα(Uα).
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R

ϕα

β

γ

p

ϕα(p)

β̃

γ̃

M

Uα

Rn

ϕα(Uα)

Figura A.2: Equivalencia de curvas en M

El problema de esta última definición es que no es claro que la equiva-
lencia de las curvas no dependa del sistema de coordenadas elegido. Veamos
que relación existe entre las curvas bajo dos cartas distintas que la conten-
gan.

Supongamos que p ∈ Uα ∩ Uβ, denotemos ϕβα = ϕβ ◦ ϕ−1
α . Sean qα =

ϕα(p) y qβ = ϕβ(p), γα = ϕα(γ̃) y γβ = ϕβ(γ̃). Como γ̃(0) = p entonces
γα(0) = ϕα(γ̃(0)) = ϕα(p) = qα y γβ(0) = ϕβ(γ̃(0)) = ϕβ(p) = qβ. Sea v =
γ′α(0) y w = γ′β(0), recordemos que de acuerdo a la definición A.5 un punto
y un vector definen una clase de equivalencia. Aśı, tenemos las clases de
equivalencia (qα, v) = [γα] y (qβ, w) = [γβ]. Observemos que γβ = ϕβα(γα),
de donde obtenemos que γ′β(0) = Dqαϕβα(γ(0))γ′α(0). Aśı w = Dqαϕβα(qα)v.

p

ϕβ

ϕα

Uβ

Uα γ̃

γα
γβ

v
w

qα

qβ

ϕβα = ϕβ ◦ ϕ−1
α
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Entonces decimos que

(qα, v) ∼ (qβ, w) si y sólo si ϕβα(qα) = qβ y Dqαϕβα(qα)v = w.
(A.1)

Con esta última relación es posible asegurar que si dos curvas contenidas
en dos cartas son equivalentes en una carta también lo son en la otra. Esto
permite definir

Definición A.7. El espacio tangente de M en el punto p, que denotamos
por TpM es el conjunto de clases de equivalencia de curvas diferenciables en
M que pasan por el punto p

TpM = {[γ̃ : R −→M : γ̃(0) = p]}

Notemos que TpM también puede ser definido como el conjunto de clases
de equivalencia de curvas diferenciables en Rn tal que pasan por ϕα(p) para
cada carta (ϕα, Uα) que contiene a p y tal que donde se intersecten las cartas
se satisfaga la relación (A.1). Bajo esta observación el espacio tangente en
cuaquier punto a M es isomorfo a Rn, donde el isomorfismo esta dado por
Dϕα. De manera equivalente se define el espacio tangente para una variedad
holomorfa con la respectiva modificación de que TpM es isomorfo a Cn

Definición A.8. El haz tangente de una variedad diferenciable M , es unión
de todos sus espacios tangentes

TM =
⋃
p∈M

TpM

.

La misma definición se da para una variedad holomorfa.

Definición A.9. Decimos M que es una variedad de clase Ck si sus trans-
formaciones de transición son de clase Ck. De manera equivalente se dice
que M es una variedad holomorfa si sus transformaciones de transición lo
son.

Notemos que las funciones de pegado en TM están dadas por la relación
de equivalencia ∼, es decir, mediante ϕβα y Dϕβα. Esto último implica que
si M es de clase Ck, entonces ϕβα es de clase Ck y Dϕβα es de clase Ck−1,
por lo que TM es una variedad de clase Ck−1. En el caso de que ϕβα y Dϕβα
sean holomorfas TM también es una variedad holomorfa.
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Definición A.10. Sea M una variedad de dimensión m real con atlas
(ϕα, Uα) y N una variedad de dimensión n real con atlas (ψβ, Uβ), ambas de
clase Ck. Una transformación f : M −→ N se dice que es diferenciable de
clase Ck en p ∈ M si para toda carta (ϕα, Uα) de M que contenga a p, y
(ψβ, Vβ) que contenga a f(p) se tiene que ψβ ◦ f ◦ ϕ−1

α : ϕα(Uα) −→ ψβ(Vβ)
es de clase Ck en el sentido usual de espacios euclideanos. Decimos que una
transformación f es diferenciable en M si lo es en todos sus puntos. En
notación f ∈ C∞(M).

Si consideramos variedades holomorfas M y N con respectivos atlas ho-
lomorfos (ϕα, Uα), (ψβ, Uβ), decimos que una función f : M −→ N es ho-
lomorfa en p ∈ M si para toda carta (ϕα, Uα) de M que contenga a p, y
(ψβ, Vβ) que contenga a f(p) se tiene que ψβ ◦ f ◦ ϕ−1

α : ϕα(Uα) −→ ψβ(Vβ)
es de clase holomorfa en el sentido usual de espacios euclideanos. Decimos
que una transformación f es holomorfa en M si lo es en todos sus puntos.
En notación decimos que f ∈ O(M).

Definición A.11. Decimos que una cubierta {Uα} es localmente finita, para
todo punto de M , hay una vecindad abierta U tal que U ∩ Uα 6= φ para un
número finito de Uα.

Una cubierta {Vβ} es llamada un refinamiento de {Uα} si para cualquier
Vβ, existe un Uα tal que Vβ ⊂ Uα . Recordemos que un espacio topológico
es compacto si cualquier cubierta abierta tiene un refinamiento finito. Una
condición un poco más débil es la de paracompacidad, decimos que M es
paracompacta si hay una cubierta abierta de M que tiene un refinamiento
localmente finito. La siguiente proposición muestra que todas las variedades
son paracompactas.

Proposición A.1. Sea M un variedad topológica. Entonces para cualquier
cubierta abierta de M hay un refinamiento abierto localmente finito numera-
ble {Vi; i = 1, 2, ...} con la propiedad de que ∀i, Vi es compacto. En particular
M es paracompacta.

Definición A.12. Sea X un espacio topólogico y una función continua real
o complejo valuada f : X −→ R(C), definimos el soporte de f como:

supp f = {x ∈ X; f(x) 6= 0}

.

Definición A.13. Sea M una variedad de clase C∞. Una familia de fun-
ciones C∞(M), {fα}α∈A con A un conjunto de indices a lo mas numerable
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es llamada una partición de la unidad sobre M si satisface las siguientes
tres condiciones:

1). 0 ≤ fα(p) ≤ 1, para toda α ∈ A y p ∈M .

2). {sop fα} es localmente finito.

3).
∑

α∈A fα(p) = 1, ∀p ∈M .

Mas aún si el {sop fα} es un refinamiento de una cubierta abierta {Uα},
la partición de la unidad {fα}α∈A se dice que es subordinada a la cubierta
abierta {Uα}

Teorema A.1. Sea M una variedad de clase C∞ y {Uα} una cubierta
abierta de M . Entonces existe una partición de la unidad subordinada a
{Uα}.

Observemos que este teorema es válido para variedades holomorfas pues
en particular las variedades holomorfas son variedades de clase C∞.

Corolario A.1. Supongamos que M es una variedad diferenciable, K un
subconjunto compacto de M y U es una vecindad abierta de K. Entonces
existe una función diferenciable f : X −→ R (o C) tal que sop f b U y
f |K = 1

Pasamos a definir otro concepto importante dentro de este trabajo, las
1-formas diferenciales.

Definición A.14. Una 1-forma ω en un espacio vectorial V sobre R o C es
una función lineal de V en R o C, es decir ω ∈ V ∗(donde V ∗ denota como
es usual el dual de V )

Consideremos V = Rn un ejemplo de 1-formas son las funciones coorde-
nadas

xk : Rn −→ R como xk(x1, x2, ..., xn) = xk

Definición A.15. Sea M una variedad diferenciable. Una 1-forma diferen-
cial en TM es una transformación diferenciable de TM en R como sigue

ω : TM −→ R como (p, v) 7−→ ωp(v)

tal que es lineal en cada TpM es decir ωp ∈ (TpM)∗
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Ejemplo A.1. Sea f : M −→ R, con M = Rn entonces la diferencial de f
es una función df : TM −→ R tal que en cada punto p ∈M es una función
lineal de TpM en R definida como sigue:
Sea γ(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t)) una curva tal que γ(0) = p y γ′(0) = v la
diferencial de f en el punto p aplicada a v es

dpf(v) =
∂f

∂x1
(p)

dx1(t)

dt
|t=0 + · · ·+ ∂f

∂xn(t)
(p)

dxn
dt
|t=0

=
∂f

∂x1
(p)v1 + · · ·+ ∂f

∂xn
(p)vn

= ∇pf · v

Por otro lado la diferencial de xk donde xk : Rn −→ R, xk(x1, ..., xn) = xk
es

dpxk(v) =
n∑
i=1

∂xk
∂xi

(p)vi,

y dado que

∂xk
∂xi

=

{
1, si, i = j;

0, si, i 6= j

entonces dpxk(v) = vk De este modo toda 1-forma diferencial en Rn se puede
escribir como

ωp =
n∑
i=1

fi(p)dpxi (A.2)

con fi : U ⊆ Rn −→ R diferenciable donde U es un abierto.

Definición A.16. Definimos el haz cotangente como (TM)∗ =
⋃
p∈M (TpM)∗

Observemos que df : TM −→ R es una función lineal y por lo tanto
es un elemento del cotangente de M . El ejemplo 9 muestra que es posible
expresar cualquier 1-forma diferencial en un abierto U de Rn mediante la
ecuación (A.2). Como dicha expresión es sencilla de trabajar seŕıa conve-
niente que cualquier 1-forma diferencial sobre una variedad M pudiese ser
expresada con una ecuación equivalente en un abierto de Rn mediante las
cartas coordenadas. Este objeto es conocido como el pullback de la 1-forma
y consiste en lo siguiente:
Sea M variedad diferencial con atlas {(ϕα, Uα)} y ω : TM −→ R una 1-
forma diferencial. Consideramos p ∈ M y Uα una carta que contiene p con
ϕα(p) = q entonces definimos el pullback de ω como

ϕ∗αωq(v) = ωϕ−1
α (q)(Dϕ

−1
α (v))
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donde v ∈ Rn y Dϕ−1
α (v) = ṽ ∈ TpM . Aśı ϕ∗αω es una 1-forma definida

en ϕα(Uα) de Rn y con esto es posible expresar localmente la 1-forma ω
desde un abierto de Rn como la ecuación (A.2). Todo lo anterior funciona
exactamente igual si en lugar de Rn consideramos Cn.

Supongamos que U es un abierto de una superficie de Riemann, sea
a ∈ U y ω una 1-forma holomorfa sobre U \ {a}. Sea (ϕα, Uα) una carta
tal que Uα ⊂ U y ϕα(a) = 0. Entonces sobre U \ {a} podemos escribir la
1-forma como

ωa = fadz

donde f ∈ O(U \ {a}) y ωa = ϕ∗αω.

p

R

ωp

q

v

(ϕ∗
αω)q

Dϕ−1
α (v)

Figura A.3: Pullback de ω

Sea

f =
∞∑

n=−∞
cnz

n

la expansión en serie de Laurent de f alrededor de a con respecto a la
coordenada ϕα. Observemos los casos:

1). Si cn = 0 ∀n < 0, entonces ω puede ser continuada holomorfamente a
todo U . En este caso a es llamada singularidad removible de ω.

2). Si existe un k < 0 tal que ck 6= 0 y cn = 0 ∀n < k, entonces ω tiene
un polo de orden k en a.
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3). Si hay una infinidad de términos cn 6= 0 con n < 0 entonces ω tiene
una singularidad esencial en a.

El coeficiente c−1 es llamado el residuo de ω en a y es denotado por

c−1 = Resaω

El siguiente lema muestra que esta definición tiene sentido

Lema A.2. El residuo es independiente de la elección de la carta (Uα, ϕα).

Demostración. Primero veamos que el pullback también se aplica para fun-
ciones f : M −→ R como sigue:
Sea p ∈ ϕα(Uα)

ϕ∗αg(p) = g(ϕ−1
α (p)).

Denotamos por gα = ϕ∗αg. Aśı el residuo de g es el residuo de su pullback
en el punto correspondiente.
Sea V una vecindad abierta de a, demostraremos dos afirmaciones:

1). Si g es holomorfa sobre V \ {a} entonces el residuo de dg en a es igual
a cero y asi independiente de la elección de la carta.
Para probar esta afirmación consideremos una vecindad coordenada
(ϕα, Uα) de a tal que ϕα(a) = 0. Entonces gα es holomorfa en una
vecindad Ũ \ {0} podemos suponer que

gα =
∞∑

n=−∞
cnz

n

es la expansión en serie de Laurent g bajo lo coordenada (ϕα, Uα).
Entonces

dgα =
∞∑

n=−∞
ncnz

n−1dz

y aśı el coeficiente de z−1dz es igual a cero y este no dependió del
sistema coordenado.

2). Si h es una función holomorfa sobre V la cual tiene un cero de orden
1 en a, entonces Resa(h

−1dh) = 1 y es independiente de la elección de
la carta.
Supongamos que (ϕα, Uα) es una carta tal que ϕα(a) = 0. Entonces
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bajo esta carta coordenada h se escribe como hα = zh̃ donde h̃ es
holomorfa en 0 y h̃(0) 6= 0. Lo anterior implica que dhα = h̃dz+ zdh̃ y

dhα
hα

=
hαdz + zdhα

zhα
=
dz

z
+
dhα
hα

.

Dado que hα(0) 6= 0 la 1-forma h−1dh es holomorfa en 0 y por lo tanto
su residuo es 0. Esto implica que

Res0
dhα
hα

= Res0
dz

z
= 1

y aśı como pudo verse no depende de la elección de la carta coordenada.

Ahora pasemos a la demostración del lema A.2:

Sea (ϕα, Uα) tal que ϕα(a) = 0 entonces ω mediante el pullback puede
escribirse como ωα = fdz donde

f =

∞∑
n=−∞

cnz
n.

Sea

g =
−2∑

n=−∞

cn
n+ 1

zn+1 +
∞∑
n=0

cn
n+ 1

zn+1.

notemos que g es holomorfa en ϕα(Uα)\{0}. Entonces bajo esta carta ωα =
dg + c−1z

−1dz.
Calculando el residuo de ωα se tiene que

Res0(ωα) = Res0(dg) +Res0(c−1z
−1dz) = c−1

pues de (1) y (2) sabemos que Res0(dg) = 0 y Res0(z−1dz) = 1, los cuales
son independientes de la elección de la carta. Aśı c−1 no depende de la
elección de la carta.

Definición A.17. Una 1-forma ω sobre un subconjunto abierto U de una
superficie de Riemann se dice que es una 1-forma diferencial meromorfa
sobre U si hay un subconjunto abierto Ũ ⊂ U tal que las siguientes afirma-
ciones se satisfacen:

1). ω es una 1-forma holomorfa sobre Ũ ,
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2). U \ Ũ consiste solo de puntos aislados,

3). ω tiene un polo en todo punto a ∈ U \ Ũ .

Nuestro objetivo es demostrar el teorema del residuo a superficies de
Riemann compactas

Definición A.18. Supongamos que V es un subconjunto abierto de una
superficie de Riemann M . Una 1-forma ω sobre U es llamada diferenciable
si, con respecto a cualquier carta (U, z), ω puede ser escrita como

ω = fdz + gdz sobre U ∩ V, donde f, g ∈ C∞(U ∩ V ).

Además, decimos que ω es holomorfa si respecto a cualquier carta (U, z), ω
puede escribirse como

ω = fdz sobre U ∩ V, donde f ∈ O(U ∩ V ).

Definición A.19. Supongamos que U es un subconjuno abierto de una su-
perficie de Riemann M . Una 1-forma diferenciable ω es cerrada si dω = 0
y es exacta si existe una función f ∈ C∞(U) tal que ω = df

Proposición A.2. Supongamos que V es un subconjunto abierto de una
superficie de Riemann. Entonces toda 1-forma holomorfa ω ∈ Λ(V ) es ce-
rrada.

Demostración. Supongamos que ω es una 1-forma holomorfa, entonces con
respecto a una vecindad coordenada (Uk, zk) podemos expresar a ω como
ωk = fkdz con fk ∈ O(Uk). Entonces

dω = dfk ∧ dz = (
∂fk
∂z

dz +
∂fk
∂z

dz) ∧ dz =
∂fk
∂z

dz ∧ dz +
∂fk
∂z

dz ∧ dz

pero dz ∧ dz = 0 y ∂fk
∂z = 0 pues fk es holomorfa. Aśı dω = 0.

Si además ω esta definida sobre una superficie de Riemann, entonces es
posible escribir a ω como ω = fdz donde f es un función holomorfa. Si la
superficie es simplemente conexa entonces por el Teorema de Cauchy f tiene
primitiva y entonces ω es exacta.

Pasamos a enunciar caso particular del teorema de Stokes

Teorema A.2 (Stokes). Sea M una variedad de clase C∞ orientable de
dimensión 2 y sea ω una 1-forma sobre M con soporte compacto. Entonces∫

M
dω =

∫
∂M

ω
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Observemos que este teorema es aplicable a superficies de Riemann pues
éstas en particular son variedades de clase C∞ y orientables pues los cambios
de coordenadas son transformaciones conformes. Ahora supongamos que ω
es una 1-forma holomorfa con soporte compacto sobre M donde M es una
superficie de Riemann. Entonces hay un número finito de cartas ϕk : Uk −→
Vk,k = 1, ..., n tal que

sop ω ⊂ ∪nk=1Uk.

Observando esto es posible construir un número finito de funciones diferen-
ciables fk ∈ C∞(M) con las siguientes propiedades:

1). sop fk ⊂ Uk,

2).
∑n

k=1 fk(p) = 1 para toda p ∈ sop ω.

Entonces ωk = fkω es una forma diferencial con sop fkω b U y

ω =
n∑
k=1

fkω (A.3)

Para construir dichas funciones utilizamos el corolario A.1 de la siguiente
manera:

Sea Uk un abierto y seaK = {p} con p ∈ Uk. Notemos queK es compacto
entonces, por el corolario A.1, existe f̃k : M −→ R tal que sop f̃k b Uk y
f̃k(p) = 1 aśı consideramos para k = 1, ..., n las f̃k.
Por la forma en que hemos definido las funciones f̃k, éstas satisfacen (1) pero
no necesariamente se cumple

∑n
k=1 f̃k = 1 para toda p ∈ sop ω. Definamos

las funciones fk como fk = f̃k∑n
k=1 f̃k

.

Notemos que
∑n

k=1 f̃k(p) 6= 0 para toda p ∈ sop ω, de lo contrario, si existiera
p ∈ sop ω tal que

∑n
k=1 f̃k(p) = 0, dado que 0 ≤ f̃k(p) ≤ 1, entonces

f̃k(p) = 0 para toda k = 1, ...n esto implicaŕıa que p ∈ (Uk)
c para toda

k = 1, ..., n, lo cual es una contradicción pues p ∈ sop ω ⊂ ∪nk=1Uk. De esta
manera las fk’s están bien definidas, se satisface sop fk = sop f̃k y

n∑
k=1

fk =

∑n
k=1 f̃k∑n
k=1 f̃k

= 1.

Teorema A.3. Supongamos que M es una superficie de Riemann y ω una
1-forma diferencial sobre M con soporte compacto. Entonces∫

M
dω = 0
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Demostración. Como ω tiene soporte compacto por (A.3) tenemos que

ω = ω1 + · · ·+ ωn

donde cada ωk es una 1-forma diferencial con soporte compacto contenido
en Uk donde (Uk, ϕk) es una carta coordenada de M . Por lo tanto, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que M = C. Sea R > 0 y tal que
sop ω ⊂ {z ∈ C : |z| < R} entonces∫

M
dω =

∫
|z|<R

dω

Aplicando el teorema de Stokes obtenemos∫
|z|<R

dω =

∫
|z|=R

ω

como sop ω ⊂ {z ∈ C : |z| < R} entonces tenemos que∫
|z|<R

dω =

∫
|z|=R

ω =

∫
|z|=R

0 = 0

como se queŕıa probar.

Teorema A.4 (Teorema del Residuo). Sea M una superficie de Riemann
compacta y a1, ..., an distintos puntos en M . Sea M ′ = M \ a1, ..., an. En-
tonces para toda 1-forma holomorfa ω, ω ∈ Λ(M ′) se satisface

n∑
k=1

Resakω = 0

Demostración. Elegimos cartas coordenadas (ϕk, Uk) tal que Uj ∩ Uk = φ
si j 6= k. También suponemos que ϕk(ak) = 0 y ϕk(Uk) ⊂ C es un disco
unitario centrado en el origen.
Para toda k = 1, ..., n elegimos una función fk con soporte compacto sop fk ⊂
Uk tal que hay una vecindad abierta Ũk ⊂ Uk de ak con la propiedad de que
fk|Uk = 1. Definimos g = 1 − (f1 + · · · + fn). Entonces g|Ũk = 0 ya que
fk|Ũk = 1 y fj |Ũk = 0 para k 6= j. De esta manera es posible extender di-
ferenciablemente a gω en el punto ak asignando el valor 0. Aśı gω es una
1-forma diferenciable en M .

Por el teorema A.3 ∫
M
d(gω) = 0 (A.4)
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Dado que ω es holomorfa sobre M ′, dω = 0. Además sobre Ũk ∩M ′ tenemos
que fkω = ω pues fk|Ũk = 1 y aśı d(fkω) = 0. De esta manera también es
posible extender diferenciablemenete a d(fkω) en el punto ak asignando el
valor 0. Calculando d(gω)se tiene que

d(gω) = d(ω − ω(f1 + · · ·+ fn)) = dω − d(ω(f1 + · · ·+ fn))

; entonces, por (A.4), obtenemos

0 =

∫
M
d(gω) = −

∫
M

n∑
k=1

d(fkω) = −
n∑
k=1

∫
M
d(fkω). (A.5)

Para completar la demostración tenemos que mostrar∫
M
d(fkω) = −2πiResakω.

Dado que el sop d(fkω) ⊂ Uk, basta integrar sólo sobre Uk (recordemos que
pedimos que ϕk(Uk) fuera un disco unitario). Podemos suponer también que
ϕk(Ũk) es un disco centrado en el origen de radio 0 < ε < 1. Aśı al considerar
el pullback tenemos que

ϕ∗kfk|{|zk|<ε} = 1.

Sea R > 0 tal que sop fk ⊂ {|zk| < R}, entonces∫
M
d(fkω) =

∫
Uk

d(fkω) =

∫
ε≤|zk|≤R

ϕ∗kd(fkω). (A.6)

Esta última igualdad se da pues d(fkω) = 0 en Ũk, aśı su pullback ϕ∗kd(fkω)
se anula en {|zk| < ε}.

Aplicando el Teorema de Stokes∫
ε≤|zk|≤R

ϕ∗kd(fkω) =

∫
|zk|=R

ϕ∗k(fkω)−
∫
|zk|=ε

ϕ∗k(fkω),

pero
∫
|zk|=R ϕ

∗
k(fkω) = 0 ya que el sopϕk(fkω) ⊂ {|zk| < R} y además∫

|zk|=ε
ϕ∗k(fkω) =

∫
|zk|=ε

ϕ∗kω.

Aśı ∫
M
d(fkω) = −

∫
|zk|=ε

ϕ∗kω.
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Observamos que la última integral es la expresión del residuo de una función
de variable compleja multiplicada por 2πi, es decir,

−
∫
|zk|=ε

ϕ∗kω = −2πiRes0ϕ
∗
kω.

Por la definición del residuo, tenemos que Res0ϕ
∗
kω = Resakω.

Finalmente sustituyendo en A.5 obtenemos que

n∑
k=1

Resakω = 0

.

Nuestro objetivo en esta parte del apéndice es demostrar que toda su-
perficie de Riemann es una variedad de Stein. Recordemos la definición de
variedad de Stein

Definición A.20. Una variedad compleja X de dimensión compleja n es
una variedad de Stein si:

1). Para todo p, q ∈ X, p 6= q existe una función holomorfa en X tal que
f(p) 6= f(q).

2). Para toda sucesión discreta de puntos {pj} ⊆ X existe una función
holomorfa g en X tal que {pj} son polos de g.

Definición A.21 (Divisores). Sea M una superficie de Riemann. Un divisor
sobre M es una función D : M −→ Z tal que para cualquier subconjunto
compacto K ⊂ M hay sólo un número finito de puntos x ∈ K tal que
D(x) 6= 0.

Con respecto a la suma el conjunto de divisores es un grupo abeliano
el cual denotamos por Div(M). Además tenemos orden parcial en Div(M),
para D,D′ ∈ Div(M), D ≤ D′ si D(x) ≤ D′(x) para toda x ∈M .
Supongamos que M es una superficie de Riemann y U un subconjunto abier-
to de M . Para una función meromorfa f ∈M(M) y a ∈ U definimos el orden
de f en a como:

orda(f) =


0, si f es holomorfa y no cero en a,

k, si f tiene un cero de orden k en a,

−k, si f tiene un polo de orden k en a,

∞, si f es identicamente cero en una vecindad de a.
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Aśı para cualquier función meromorfa f ∈ M(M) \ {0} la función x 7→
ordx(f) es un divisor sobre M , éste es llamado el divisor de f y es denotado
por (f).
Para una 1-forma meromorfa ω ∈ Λ1(U) podemos definir su orden en un
punto a ∈ U como sigue:

Elegimos una carta coordenada (ϕ, Ũ) de a. Sobre U∩Ũ podemos escribir
a ω como ω = fdz, con f una función meromorfa. Definimos ordaω =
orda(f). Es posible observar que el orden es independiente de la elección de
la carta. Para 1-formas meromorfas ω ∈ Λ1(M)\{0} la función x 7→ ordx(ω)
es de nuevo un divisor sobre M denotado por (ω).
Para f, g ∈M(M) \ {0} y ω ∈ Λ1(M) \ {0} se satisfacen las relaciones

(fg) = (f) + (g), (1/f) = −(f), (fω) = (f) + (ω).

Un divisor D ∈ Div(M) es llamado un divisor principal si hay una función
f ∈M(M)\{0} tal que D = (f). Dos divisores D,D′ ∈ Div(M) se dice que
son equivalentes si su diferencia D−D′ es un divisor principal. Una función
meromorfa f ∈M(M) se dice que es una solución de D si (f) = D.
Introducimos a continuación la noción de solución débil.
Sea MD := {x ∈M : D(x) ≥ 0} . Por una solución débil entendemos una
función f ∈ C∞(MD) con la siguiente propiedad, para todo punto a ∈M hay
una vecindad coordenada (ϕ,U) tal que ϕ(a) = 0 y una función ψ ∈ C∞(U)
con ψ(a) 6= 0, tal que

f = ψzk sobre U ∩MD, donde k = D(a).

Por una 1-cadena sobre una superficie de Riemann M entendemos una
combinación lineal finita con coeficientes enteros,

c =

n∑
j=1

βjcj , βj ∈ Z

donde las cj : [0, 1] −→ M son curvas. El conjunto de todas las 1-cadenas
sobre M tiene una estructura natural de grupo abeliano el cual denotamos
por C1(M). Definimos el operador frontera

∂ : C1(M) −→ Div(M)

como sigue:
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Dada c : [0, 1] −→M una curva en M , definimos

∂c =


0, en c(0) = c(1),

1, en c(1),

−1, en c(0),

0, en otro caso

Lema A.3. Supongamos que M es una superficie de Riemann, c : [0, 1] −→
M es una curva y U una vecindad abierta relativamente compacta de c([0, 1]).
Entonces hay una solución débil del divisor ∂c con f |M\U = 1, tal que para
toda 1-forma diferencial cerrada ω se satisface∫

c
ω =

1

2πi

∫
M

df

f
∧ ω.

Supongamos que U = {Ui}i∈I es una cubierta abierta de una superficie de
Riemann M . Una familia f = {fi}i∈I de funciones meromorfas fi ∈ M(Ui)
es llamada una distribución de Mittag-Leffler si las diferencias fi − fj son
holomorfas sobre Ui ∩ Uj . Por una solución de f entendemos una función
meromorfa definida globalmente f ∈ M(M) tal que para cada i ∈ I la
diferencia f − fi es holomorfa sobre Ui.

Teorema A.5. Sobre una superficie de Riemann no compacta toda distri-
bución de Mittag-Leffler tiene una solución.

Teorema A.6. Toda superficie de Riemann M tiene una topoloǵıa nume-
rable.

Definición A.22. Sea M una superficie de Riemann. Para cualquier sub-
conjunto Y ⊂M sea h(Y ) la unión de Y con todas las componentes conexas
de M \ Y . Un subconjunto abierto Y ⊂ M es llamado Runge si Y = h(Y ),
es decir, ninguna de las componentes de M \ Y es compacta.

Teorema A.7. Supongamos que Y es un subconjunto de una superficie de
Riemann M . Entonces las siguientes propiedades se satisfacen:

1). Si Y es cerrado entonces h(Y ) es cerrado

2). Si Y es compacto entonces h(Y ) es compacto

Corolario A.2. Supongamos que M es una superficie de Riemann no com-
pacta. Entonces hay una sucesión de Kj,j ∈ N de subconjuntos compactos
de M con las siguientes propiedades:
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1). Kj = h(Kj) para todo j,

2). Kj−1 ⊂ int(Kj) para todo j ≥ 1,

3). ∪∞j=0Kj = M

Demostración. Dado que M tiene una topoloǵıa numerable, hay una suce-
sión de compactos K ′0 ⊂ K ′1 ⊂ K ′2 ⊂ · · · de M los cuales cubren a M . Vamos
a construir por inducción la sucesión Kj .
Sea h(K ′0) = K0. Supongamos que K1, ...,Km con las propiedades (i) y
(ii) han sido construidos. Entonces hay un conjunto compacto X tal que
K ′m∪Km ⊂ int(X). DefinimosKm+1 = h(X). Entonces la sucesiónKj , j ∈ N
satisface (i),(ii) y (iii).

Lema A.4. Todo divisor D sobre una superficie no compacta M tiene una
solución débil .

Demostración. Elegimos una sucesión {Kj}j∈N de compactos de M con las
propiedades:

1). Kj = h(Kj) para toda j ≥ 1

2). Kj ⊂ int(Kj+1) para toda j ≥ 1

3). ∪∞j=1Kj = M

Vamos a demostrar que dado a0 ∈ M \Kj y un divisor A0 con A0(a0) = 1
y A0(x) = 0 para toda x 6= a0, entonces hay una solución débil ϕ de A0 con
ϕ|Kj = 1.
En efecto dado que Kj = h(Kj) implica que el punto a0 ∈ U donde U es
una componente conexa de M \ Kj la cual no es relativamente compacta.
Entonces hay un punto a1 ∈ U \Kj+1 y una curva c0 en U , c0 : [0, 1] −→ U
tal que c0(0) = a1 y c0(1) = a0. Aśı por el lema A.3 hay una solución débil
del divisor ∂c0 con ϕ0|Kj = 1.
Repitiendo la construcción obtenemos una sucesión de puntos an ∈ M \
Kj+n, n ∈ N, curvas cn en M \Kj+n de an+1 a an y soluciones débiles ϕn
de los divisores ∂cn con ϕn|Kj+n = 1. Por lo tanto ∂cn = An −An+1, donde
An es el divisor que toma valor 1 en an y cero en otro caso. Aśı el producto
ϕ0ϕ1 · · ·ϕn es una solución del divisor A0 −An+1. El producto infinito

ϕ :=

∞∏
n=0

ϕn
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converge, dado que sobre cualquier subconjunto compacto de M hay sólo
un número finito de factores los cuales no son idénticamente 1. Entonces ϕ
es la solución débil deseada de divisor A0.
Ahora supongamos que D es un divisor arbitrario sobre M . Para n ∈ N
definimos

Dn(x) =

{
D(x), si, x ∈ Kn+1 \Kn;

0, si x /∈ Kn+1 \Kn

donde K0 = φ. Entonces

D =

∞∑
n=0

Dn.

Dado que Dn es no cero sólo en un número finito de puntos, hay una solución
ψn de divisor Dn con ψn|Kn = 1. El producto

ψ :=
∞∏
n=0

ψn

es una solución de D.

Teorema A.8. Sobre una superficie de Riemann no compacta M todo di-
visor D ∈ Div(M) es el divisor de una función meromorfa f ∈ M∗(M),
donde M∗(M) consiste de todas las funciones meromorfas f ∈ M(M) las
cuales no se anulan sobre cualquier componente conexa de M .

Teorema A.9. Supongamos que M es una superficie de Riemann no com-
pacta y {ak}k∈N es una sucesión de puntos sobre M la cual no tiene punto
de acumulación. Entonces dado un número complejo arbitrario ck ∈ C hay
una función holomorfa f ∈ O(M) con f(ak) = ck para toda k ∈ N.

Demostración. Por el Teorema A.8 hay una función h ∈ O(M) la cual tiene
un cero de orden 1 en ak y en cualquier otro punto es no cero. Para i ∈ N
definimos

Ui := M \ ∪k 6=i {ak} .
Entonces U := {Ui}i∈N es una cubierta abierta de M . Definimos gi ∈M(Ui)
por gi := ci

h .
Para i 6= j

Ui ∩ Uj = M \ {ak : k ∈ N} .
Aśı 1

h es holomorfa sobre Ui ∩ Uj . Entonces {gi}i∈N es una distribución
Mittag- Leffler sobre M la cual por el Teorema A.5 tiene una solución g ∈
M(M). Definimos f := gh. Sobre Ui tenemos

f = gh = gih+ (g − gi)h = ci + (g − gi)h.
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Dado que g − gi es holomorfa sobre Ui y hai = 0, se sigue entonces que
f ∈ O(M) y f(ai) = ci + (g(ai)− gi(ai))h(ai) = ci para toda i ∈ N.

Corolario A.3. Toda superficie de Riemann no compacta M es una varie-
dad de Stein.

Demostración. Sean x, y ∈M ,x 6= y. Consideremos la función f : M −→M ,
f(x) = x entonces f ∈ O(M) con la propiedad de que f(x) 6= f(y).
Sea {ak}k∈N una sucesión de puntos sobre M la cual no tiene punto de
acumulación, por el Teorema A.8 hay una función h ∈ O(M) la cual tiene
un cero de orden 1 en ak y en cualquier otro punto es no cero. Para i ∈ N
definimos

Ui := M \ ∪k 6=i {ak} .
Entonces U := {Ui}i∈N es una cubierta abierta de M . Definimos gi ∈M(Ui)
por gi := ci

h .
Para i 6= j

Ui ∩ Uj = M \ {ak : k ∈ N} .
Aśı 1

h es holomorfa sobre Ui ∩ Uj . Por lo tanto {gi}i∈N es una distribución
Mittag-Leffler sobre M la cual por el Teorema A.5 tiene una solución g ∈
M(M). Aśı toda superficie de Riemann no compacta es una variedad de
Stein.
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