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Resumen

En este trabajo estudiamos materiales superconductores convencionales mediante un modelo
de un gas ternario de fermiones y bosones, éste gas esta compuesto de electrones y huecos no
apareados, de pares de Cooper de electrones 2e-CP y pares de Cooper de huecos 2h-CP. Este
sistema ternario se estudia con la generalizacion del condensado de Bose-Einstein (GBEC) y
considera un gas boson-fermién interactuante del cual surgen tres ecuaciones trascendentales
acopladas que deben resolverse auto-consistentemente, de las cuales dos ecuaciones son tipo-
gap, una para los 2e-CP y otra para los 2h-CP y una tercera que garantiza la conservacion de la
carga eléctrica y que es la densidad de numero total. Las variables del sistema son el potencial
quimico, la densidad de ntmero de pares de electrones y la densidad de ntimero de pares de
huecos, todas en funcién de la temperatura absoluta. El GBEC incluye como casos especiales
otros modelos estadisticos como la teoria de Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) asi como la teoria
del condensado de Bose-Einstein (BEC) ordinaria sin bosones tipo hueco.

En GBEC se tienen los parametros adimensionales fenomenoldgicos que estan relacionados
con pardmetros experimentales. En este formalismo se tiene el pardmetro adimensional de la
intensidad de interacciéon G que esta relacionado con el parametro de acoplamiento adimensional
de los 2e- 2h-CP y que en la teoria BCS es el parametro A, el otro parametro en GBEC es de
que es el cascaréon de energia alrededor de la energia Ey donde interaccionan los pares 2e- 2e-CP
con los electrones no apareados y esta relacionado con la energia de la red iénica Awp, donde
wp es la frecuencia de Debye. Con estos parametros Gy de se construye el diagrama de fases
con la densidad de nimero adimensional en funcién de la temperatura absoluta de la fase pura
de 2e-CP y de 2h-CP encontrando para esta tltima temperaturas de transiciéon del orden de
temperatura ambiente. Fn este diagrama de fases se compara con la curva de la fase BEC y la
teoria convencional BCS con una simetria ideal entre pares de electrones condensados y huecos
condensados y entre pares de electrones excitados y pares de huecos excitados.

El presente trabajo tiene la motivacién de estudiar la curva del gap de energia electrénico
A(T)/A(0) en funcién de la temperatura absoluta 7/T;. en una densidad de nimero diferente
de la unidad, esta curva exhibe un punto de inflexién cercano a T, en contraste con BCS la
cual no muestra ningtn cambio en la curvatura para toda 7'/T.. Como resultado principal se
presenta la curva del gap de energia electrénico en funciéon de la temperatura absoluta para
la fase pura 2e-CP de GBEC de los materiales superconductores Sn, In y Pb, las cuales estan
ligeramente por debajo de la curva de la fase mixta de GBEC que consiste de igual niimero de
pares de electrones condensados que de huecos condensados y que coincide con BCS, mostrando
que la ausencia de pares de huecos condensados son tan importantes como los pares de electrones

condensados en la apariciéon del estado superconductor.
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Hipoétesis

El formalismo GBEC puede ajustarse a datos experimentales reportados del gap de energia

electronico A(T)/A(0) en funcion de la temperatura absoluta T'/T. cerca de la temperatura

critica T, para algunos materiales superconductores convencionales.

Objetivos

a)

El formalismo GBEC [1, 4] puede predecir temperaturas mas altas que BCS cuando se
consideran solamente pares de huecos tipo-pares de Cooper. Se construye el diagrama
de fases n/ny vs. T./Tp para las fases puras 2e- 2h-CP y se comparan con las curvas
ordinarias BEC y BCS.

El gap de energia electronico del formalismo GBEC A(T)/A(0) vs. T/T. tanto de la
fase pura 2e-CP como 2h-CP se pueden ajustar a los datos experimentales de varios
materiales superconductores convencionales, considerando inicialmente una densidad de
nimero n/ny = 1, donde n es la densidad de numero total del sistema mientras que ny es
la densidad de numero de los electrones desapareados en T' = 0, bajo esta consideracién
se tiene la misma cantidad de pares de electrones condensados que de pares de huecos
condensados. Variando la densidad de ntimero aproximadamente entre 0.998512 ny < n <
0.999900 n s se busca un punto de inflexion en la pendiente cercano a T, en contraste con
BCS la cual no muestra ningin cambio en la curvatura de A(T) para toda T/T.. Este
comportamiento se observa en la correspondiente curva del gap de energia obtenidas del

calor especifico experimental del estanio [5, [6].

En el formalismo GBEC se puede encontrar la simetria ideal entre los 2e-CP y los 2h-CP,
es decir la misma cantidad entre los electrones condensados y huecos condensados, a saber
no(T) = mo(T), se construye la curva del gap de energia electronico para esta fase mixta
mostrando que coincide con la teoria BCS que incluye implicitamente a pares de huecos

tipo-pares de Cooper.

Contrastar las curvas del formalismo GBEC, BCS con la curvas experimentales reportadas

para algunos materiales superconductores convencionales (Sn, In, Pb) [7].
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Metodologia

Se pretende que el trabajo de investigacién sea publicado en una revista de circulacion

internacional. Para ello el programa a desarrollar es el siguiente:

1. Construir el diagrama de fases T'//Ty vs n/ny del formalismo GBEC para la fase pura de
2e-CP y la fase pura 2h-CP.

2. Mostrar que el GBEC puede predecir el comportamiento observado por [5] y reportado
en [0]. Para esto se resuelven las ecuaciones tipo-gap para encontrar el gap de energia de
electronico A(T)/A(0) de la fase pura 2e-CP y la fase mixta ideal de pares de electrones
y de huecos condensados asi como los pares de electrones excitados y pares de huecos

excitados.

3. Construir las curvas del gap de energia electréonico para algunos materiales SC conven-
cionales conocidos, tanto para la fase pura 2e-CP asi como para la fase mixta ideal. Se
usan los pardmetros adimensionales G > 0 que se puede correlacionar con la constante de
acoplamiento A, considerando una capa de energia adimensional de/E; donde Ef es una
escala de energfa del sistema GBEC, de se puede relacionar con la energia de Debye de la

red ionica.

3. Las relaciones T'//Ty vs. n/ny y A(T)/A(0) vs. T'/T,, se construiran mediante calculo nu-
mérico resolviendo las 3 ecuaciones trascendentales del formalismo GBEC con los métodos

convencionales conocidos.
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Introduccion

Desde su descubirmiento, los superconductividad ha causado un intrigante estudio en la
fisica del estado sélido, en donde poco a poco han aparecido teorias para explicar no solo su
funcionamiento sino también en predecir nuevos materiales. En este esfuerzo, se presenta un
estudio de materiales superconductores en una generalizacién que subsume las cinco teorias
estadisticas de la superconductividad.

La transicién a la fase superconductora ocurre por debajo de una temperatura llamada tem-
peratura de transicidon 6 temperatura critica T, en la cual la resistencia eléctrica del material es
cero. Este descubrimiento fue hecho en el Hg por Kammerlingh Onnes en 1911 [§]. La resisten-
cia cero solo puede medirse mediante técnicas de laboratorio, pero el efecto méas notable y tan
importante como el anterior es el efecto Meissner [9] en el cudl el campo magnético es expulsado
totalmente del interior del superconductor pode debajo de T, convirtiéndose en un diamagneto
perfecto.

Existen una variedad de SC y con ellos todo un rango en las temperaturas de transicion, desde
algunas décimas por arriba del cero Kelvin como el Be con T, = 0.026 K 6 el Ti con T, = 0.40 K
[10] o tan alta como el superconductor YBaCuO de alta T, = 93 K [11]], mientras que los primeros
SC tales como el Hg tienen una T, = 4.1 K. A raiz del descubrimiento del efecto Meissner en
1933 la teoria de London y London [I2] explica macroscopicamente la relacion entre la corriente
superconductora y el campo magnético, sin embargo no explica el origen microscépico.

En 1950 Ginzburg y Landau formulan la teoria de la superconductividad [I3], la cual esta
combinada con la teoria de Landau de transiciones de fase de segundo orden [14] y explica
macroscoOpicamente las propiedades de los superconductores, prediciendo las categorias de tipo
I y tipo II, materiales que llegan al estado superconductor sibitamente y de forma gradual,
respectivamente. En 1950 Maxwell y Reynolds [15] [I6] encuentran que la temperatura critica
T. de un superconductor esta relacionada con la masa atémica del elemento, llamado efecto
isotopico. Frolich en su trabajo de 1950-52 [17, (I8] describe la conduccién electrénica por la
dispersién de los electrones y las vibraciones de la red iénica, absorbiendo o emitiendo energia de
la red (fonén), descubrimiento que conduce a una interaccion electron-fonén como el mecanismo
microscopico responsable de la superconductividad.

En 1957 Bardeen, Cooper y Schrieffer [19] formulan lo que hoy se conoce como la teoria BCS



de la superconductividad, teoria que microscopicamente explica la corriente en un superconduc-
tor por medio de los pares de Cooper (CP, por sus siglas en inglés), los pares de Cooper [20]
son electrones que estén ligados cuando la diferencia de energia entre los estados electrénicos es
menor que la energia de un fonén hwp, en este estado se puede formar la fase superconductora
cuando la interaccién atractiva domina la repulsién coulombiana. Por la teoria BCS les otor-
garon el premio Nobel en 1972. En 1959 Lev Gor’kov mostrd que la teoria BCS se reduce a la

teoria de Ginzburg-Landau cerca de T, [21].

Se pueden marcar dos etapas claves en la historia de las superconductividad, una que marca
el inicio y estudio a bajas temperaturas con su culminacién con la teoria BCS en 1957 y la
segunda cuando en 1986 Bednorz y Miiller [22] descubren un SC por arriba de los 30K, cota
superior que habia pronosticado BCS, y que un ano despues se encontrarian 7.’s de alrededor
de 93 K [II], a esta etapa se le puede nombrar como superconductividad de alta temperatura.
Sin embargo, estamos lejos de la T, de temperatura ambiente. Los superconductores de alta T,

no son explicados por la teorfa BCS, puesto que predice una cota superior de aproximadamente
40 K.

La generalizacion del condensado de Bose-Einstein (GBEC, por sus siglas en inglés) [I) 4]
es una combinacién entre la teoria BCS de la superconductividad y el condensado de Bose
Einstein (BEC, por sus siglas en inglés), la principal caracteristica en este marco teorico es que se
consideran ademas de los pares de electrones 2e a los pares de huecos 2h. Una de las principales
virtudes en este formalismo es que si se considera a los 2h la temperatura de condensacién
es dramaticamente mayor que la T, de la BEC y atin mas que en la teoria BCS. En GBEC se
propone que los superconductores sean descritos por una gas ternario boséon-fermion mediante el
mecanismo de los pares de Cooper de electrones (2e-CP) asi como pares de Cooper de huecos (2h-
CPs) en equilibrio quimico y térmico con fermiones no-apareados. Gracias a que se consideran
los pares de huecos (2h), ademés de los pares de electrones (2e) tipo-pares de Cooper, las teorias
BCS y BEC ordinaria son casos especiales del formalismo GBEC bajo ciertas consideraciones;

la primera tiene una simetria entre 2e y 2h mientras que la segunda no considera a los 2h.

En este formalismo se propone que BCS es un condensado Bose-Einstein en donde la T,
es evidentemente la misma para ambos, a este modelo se le conoce como el cruce 6 el llamado
“crossover” BCS-Bose. El formalismo GBEC contiene los pardmetros fenomenolégicos tales como
la intensidad de interaccién G y la energia de donde ocurre la interacciéon entre los electrones
y los 2e asi como los 2h, estas cantidades adimensionales se relacionan con los pardmetros
experimentales bien conocidos de un SC como son, la constante de acoplamiento adimensional

A electron-fonén y Awp la energia de Debye de la red idnica, respectivamente.

El presente estudio se centra en la brecha de energia superconductora ¢ “gap” A(T') como se
conoce en la literatura y que depende de la temperatura absoluta y que es del orden de kgT.,

por la relacion A(0) = 1.76 k7., donde kp es la constante de Boltzmann. El gap de energia



electrénico es la diferencia de energia entre el estado base superconductor y el estado excitado
de las cuasi-particulas del sistema [23] experimentalmente se observo de forma cualitativa en
[24] con mediciones del calor especifico de varios superconductores, al mismo tiempo usando
técnicas de microondas [25] se observo un pequeno gap de energia en el aluminio por debajo
de una T, ~ 1.2 K, mientras que otros estudios [26] fueron capaces de estudiar al plomo por
debajo de T, = 7.2 K, las mediciones obtenidas dan una minima energia de 2A(0) para crear
las excitaciones de los estados ligados. El gap de energia esta relacionado directamente con el
apareamiento de los electrones. Sin embargo, esto ultimo no puede medirse directamente.

En el capitulo 2 de manera general, se hara una breve repaso de dos de las teorias fenome-
nolégicas, la teorfa de London y London de un superconductor con la consiguiente descripcién
del efecto Meissner y la teoria de Ginzburg-Landau que muestra que la transicién a la fase su-
perconductora es una transicion de fase de segundo orden. En el capitulo 3, una breve revision
de las teorias BCS de la superconductividad y la condensacién de Bose-Einstein, asi como el
modelo ideal de boson-fermiéon. En el capitulo 4 abordamos el formalismo del GBEC, asi como
los casos especiales de la teoria, se definen la energia Ey, la temperatura Ty y la densidad de
nimero ny, que seran las unidades en el formalismo GBEC. En el capitulo 5 usamos los paréa-
metros fenomenoldgicos de GBEC, la intensidad de interaccién G y el cascarén de energia de
alrededor de Ey para construir la curva del gap de energia A(T) en funciéon de la temperatura
absoluta T'/T, de varios superconductores tales como el Hg, Sn, In y Pb comparados con datos
experimentales. En este mismo capitulo hacemos un breve anélisis sobre la densidad de nimero
y que, al cambiar ligeramente, la curva del gap sufre una desviaciéon minima con respecto de las
curvas conocidas, tanto de BCS como de los datos experimentales. Por dltimo, se presentan las

conclusiones de este estudio.



Capitulo 1

Modelos fenomenologicos de la

superconductividad

En este capitulo se hard un breve repaso de dos de las teorias fenomenoléogicas de la super-
conductividad, la teoria de London y la teoria de Ginzburg-Landau. Los hermanos London en
1935 encuentran la ley de Ohm para un superconductor y de aqui deducen la relaciéon entre la
densidad de corriente y el campo magnético, dando como resultado el efecto Meissner que es la
repulsion del campo magnético del interior del material por debajo de una T,. Sin embargo, este
fenémeno fue comprendido hasta la descripcion de un superconductor con la Teoria de Ginzburg
y Landau (GL) de la superconductividad concluyendo que hay una ruptura de la simetria de
norma dentro del material, motivo por el cual no puede penetrar el campo magnético.

La teoria de GL muestra analiticamente que ocurre una transiciéon de fase de 20. orden al
estado superconductor y que el parametro de orden esta asociado con una funciéon de onda
macroscopica del material. En esta descripcién se muestra que existe un pardmetro de orden
relacionado con una funcién de onda macroscépica y que juega un papel importante en la
superconductividad. Este pardmetro de orden en comparacién con BCS se puede interpretar
como la densidad de los pares de Cooper en el estado base. Sin embargo la teoria GL no puede
explicar el origen de la densidad de corriente superconductora y que posteriormente la teoria

BCS encontraria el mecanismo por el cual ocurre la superconductividad.

1.1. Teoria de London

La teoria de London y London [I0],[12] que data de 1935 logra desde el punto de vista
macroscopico explicar la relaciéon entre la densidad de corriente y el campo eléctrico y establece
la ley de Ohm analoga para los supercondcutores. Ademas, la nulidad del campo magnético
dentro del superconductor, es decir, la existencia del efecto Meissner-Oschenfeld.

En el modelo de London se postula [27] que la densidad de corriente J; que fluye por

4



superconductor es proporcional al vector potencial A, de la forma

1
Js = — A 1-1
S NO)‘% ( )

donde pg es la constante de permeabilidad magnética y Ar, es una constante de proporcionalidad
en unidades de longitud. Esta es la primera ecuacién de London. Se puede expresar tomando el
rotacional en ambos lados )
VxJs=——5B (1-2)
’ ey

podemos usar la expresion de la ley de Ampere y considerando el caso estatico obtenemos

1

Vx(VxB)=—-—
AL

B (1-3)

donde Ay, es la longitud de penetraciéon de London, éste pardmetro es la primer cantidad impor-

tante dentro de la teoria de la superconductividad pues caracteriza a los materiales supercon-

1/2
meplo
e ()
nge

donde nys = n — n, es la densidad de electrones en el estado superconductor como la diferencia

ductores y no es mas que

entre la densidad total de los electrones y el estado normal n,, con m. la masa del electrén.
La longitud de London es la distancia que mide la penetraciéon del campo magnético en el

superconductor. La expresion ((1-3) la podemos reescribir como

nge?

Melbo

VB = —

B. (1-4)

la solucién de esta ecuacion diferencial es una exponencial que decae como 9B /0t de la superficie

hacia la interior y tiene la distancia caracterisitica Ar. La solucién para una dimensién es

B(z) = By exp <_§Ox>
L

donde B, = poH, es el campo magnético externo aplicado, mientras que la longitud de pene-

tracion tiene valores tipicos de Af, ~ (10 — 100) nm.

1.2. Teoria de Ginzburg-Landau

La teoria de Ginzburg-Landau (GL) de la superconductividad [I3] es una teoria fenomeno-

logica, basada en la teoria de las transiciones de fase de segundo orden de Landau [14] cerca de



la temperatura de transiciéon T,.. GL postula la existencia de una funcién de onda macroscépica
que caracteriza el estado superconductor también llamado pardmetro de orden ¥ de tal forma

que
0 si T >1T,

w:{lﬁ(T)#O si T<T. (1-5)

de esta forma GL supone una dependencia de la energia libre con el parametro de orden. Como
el parametro de orden se supone complejo y la energia libre es una cantidad real debemos
tomar [¢|. La energia libre de Gibbs nos permite calcular la diferencia de energia entre el estado
superconductor y el estado normal y puesto que los parametros termodinamicos naturales de la
energia libre de Gibbs son la temperatura 7"y el campo magnético H podemos calcular
H. H?2

Gs(Ta Hc) - Gs(Ta 0) = —uoV ) M- dH = MO?CV (1'6>
donde M= —(1/p0V)(0G/0H) la magnetizacion del sistema y H=B/p el campo magnético
aplicado. En el campo critico las dos fases, superconductora y normal tienen la misma energia
libre de Gibbs G4(T, H.) = G, (T, H.), ademas en el estado normal M = 0, entonces uno podria
tener i

Gn(T, H,) — Go(T,0) = —poV | MdH ~0,
0

entonces la diferencia en las energias libres de Gibbs en el campo cero es

H2
Gs(Ta 0) - Gn(Ta 0) = _/-LUV?C- (1_7)

GL desarrolla la expresion de la energia libre G(T, H) en serie de Taylor en el parametro de
orden, ignorando las potencias impares, a cuarto orden, esto con el proposito de darle simetria

al problema E| y ademas sélo es valida cerca de la temperatura de transiciéon T, entonces
Gy = Gu+alyl* +olyl* (1-8)

donde a = a(T'), b = b(T') son pardametros fenomenologicos y dependen de la temperatura.
Debemos suponer que b(T') > 0 de otra forma la energia no tendria un minimo. Si graficamos
Gs — Gy, normalizada a (a3/bo) en funcién de ¢ obtenemos la Fig. [1-1]

!La razon por la cual Landau toma solo las potencias pares en su desarrollo de Taylor es al parecer, arbitraria.
Sin embargo, se puede justificar que las potencias pares dan estabilidad al sistema, éste analisis se puede consultar
en la Ref.[28] p. 265.



Fig. 1-1: Diferencia de la energfa libre (Gs — Gn/(a3/b?)) en funcién del parametro de orden [t|, se puede
observar los casos i) T/T. = 1 tenemos un minimo en ¥ = 0 y it) cuando T'/T. < 1 tenemos dos minimos.
Figura reproducida por el autor basado en la Ref. [10].

Cuando a(7) > 0 hay un minimo en ¢ = 0, cuando a(7) < 0 tenemos un minimo en
|| = —a(T)/b(T). Si suponemos que los coeficientes cambian lentamente con la temperatura

podemos hacer una serie de Taylor alrededor de 7T, tenemos

Oda
a(T) =~ ﬁ(T—Tc)—i--'-
b(T) ~ b+---

en términos del los parametros @ = da/IT y b podemos reescribir al parametro de orden como

o= 0 T>1, (1.9)
T P -m2<0 T<T,

Se puede encontrar el valor de [¢|? para el cual la energia libre de Gibbs es minima en un

superconductor homogéneo, si G4 es un minimo y

8G80 o
Oly|?
substituyendo en ([1-8)) obtenemos
a
Yol? =~ (1-10)



Entonces el cambio en la energia libre es

(T —T,)? H?
Amﬂzeywaz—“%C):—mil (1-11)

el valor minimo de la energia libre nos conduce al campo termodinamico critico

H, - (MOZ)VQ(TC - (1-12)

De esta expresion pueden calcularse propiedades como la entropia S

(T, — T
Aaﬂ:&&:“t)l

y el calor especifico, el cual tiene una discontinuidad en 7T, de la forma
d2

esto nos remite a que un superconductor tiene una transicion de fase de 20. orden cuando T < T,.

Fig. 1-2: La magnitud del parametro de orden |t| como funcién de la temperatura en el modelo de GL, de
acuerdo a ([1-9)). Posteriormente Gor’kov mostrara que el pardmetro de orden de BCS (gap de energia) se
reduce a la funcién de onda macrosocopica de GL cerca de T, explicando el origen microscopico de [9].

Como el pardmetro de orden es complejo, tenemos un conjunto infinito de minimos que

corresponden a la fase compleja de la forma

= [Ple”, (1-13)

el valor de la fase 6 es arbitraria, sin embargo todos los valores nos llevan a la misma energia



libre. Asi como en un ferromagneto, la direcciéon de la magnetizacion M se escoge de manera
espontanea en un valor particular; en un imén que se calienta por encima de una 7T, y se vuelve
a enfriar, M adopta una direccién aleatoria, lo mismo debiera suceder con el dngulo 6 de un
superconductor. Para incluir los efectos del campo magnético en la energia libre, GL postula

que ¥(r) sea una funcion de onda para las particulas cargadas. El operador de momento p es
p = —ihV — —ihV — A (1-14)

donde ¢ es la carga eléctrica, A el vector potencial magnético. Para los superconductores ¢ =

—2e, entonces la energia libre

K2 b
G :Gn+TW|(—MV+2€A)¢|2+@|¢|2+§|T/J|4a (1-15)

donde m* es la masa efectiva. La energia libre dentro de un campo magnético uniforme [29] es

2

h b B2 B-B
Gs:Gn+W’(—Zhv+2eA)¢‘2+a‘¢|2+2’w‘4+‘ | _ 0

2410 210

(1-16)

donde By es el campo magnético externo, el tltimo término simplemente representa la densidad
de energia magnética. La energia libre de Gibbs de un superconductor considerando el vector

potencial magnético A es

h2 b
G, = Gn+/< (—ihV+2eA)1/1\2+a|zp|2+2!1/1!4> d3r

2m* ’

2 .
N / <]V x AP (VxA) B0> . (117)
2410 2410

la primera integral es la energia dentro del material mientras que la segunda es en todo el
espacio. Se debe encontrar las funciones 1 (r) y A(r) tal que minimizen el valor de G, para

hacer esto debemos resolver el problema variacional con respecto ¥*(r), entonces
* 3 * b 2 *
60, = [ dr (asuty+ Sulyley

2
+ / &r %(—mvaw*
— 2eASYY) - (—ihVY — 2eA) = 0. (1-18)

Usando la identidad de la divergencia sobre la cantidad §1*¢ donde ¢ = —iAV —h?/2mAs),

tenemos

/ Ervote = — / SV odr + / V(5p*p)d>r, (1-19)
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usando el teorema de Gauss y sustituyendo (1-19) en (1-18) obtenemos

h2
Gy = /d?w« [mp + bip|Y)? + 5 (—ihV = 2eA) | Sy
+ 7{ [ihV) — 2e A] 61p*dS =0 (1-20)
S
para cualquier funcién arbitraria dy* esta expresion puede ser cero si ambas expresiones dentro

de los parentésis cuadrados son cero, De aqui obtenemos La primera ecuacion de la teoria GL

con las condiciones de frontera

2

arp + biply|? + (—ihV — 2eA)?p =0, (1-21)

2m*
(ihV — 2eA)) -n=0

donde n es un vector normal a la superficie, de esta expresiéon podemos encontrar la ecuacién
para el parametro de orden. Para encontrar una ecuaciéon para A debemos minimizar la expresion

(1-30)) entonces

4Gy = / h—QM [(—ihVY* — 2e AY*) - (—ihVip — 2eAx))| d>r

2m*
+ / <2;(v x A)(V x 0A) — ;3: (V% 6A)> dr
0 0
2
= / QZL —(2ey)*SA) - (—ihV — 2e Ap)d®r
h?
" / 5 (TIVYT — 2eAY7) - (—2eydA)d’r
+ /Q;(V x A—By)-V x 6A)d’r. (1-22)
0

Podemos extraer de los paréntesis a A y usando la identidad a-Vxb =b-Vxa—V-(axb)

v haciendo la integracién en el ultimo término

1
— [(VxA—-Bgy)- -V x35Adr =
2410

1

240

1
—— P [A XV x A—Byg]-dS (1-23)
210

/6A-(V><V><A)d3r

si usamos el teorema de Gauss para convertir la integral de volumen en una integral de superficie,

vemos que la integral de superficie es cero ya que el campo magnético en la superficie del

10



superconductor es cero y de aqui que A = 0. Sustituyendo (|1-23)) en ((1-22)), tenemos

- 2o
4G = [ g (Y~ uTY) - SAd

2m*

e?h? 9 1 3
+ / A+ —V xV x A | -0Adr. (1-24)
2m* 2p0
Para cualquier A puede ser cero si los paréntesis son cero. Esta condicién determina la
segunda ecuacion de GL para el vector potencial A,
ieh? e’h?

Js = (" Vip —pVyT) —

s =
2m*

2
Al (1-25)

Podemos escribir las ecuaciones de G-L de una forma mas conveniente dejandolas en términos

del vector potencial y del pardametro de orden, escribiendo ¥ = [1)]e?, entonces

2
&2 <z‘V+ZA> Y — 1+l =0 (1-26)
Y2 (o
VXVXA—)\%<27TV9—A> (1-27)

donde £2 = h?/4m*|al|, ¢pg = Thc/e es el cuanto de flujo magnético y 6 es la fase en el parametro
de orden.

De la teorfa completa de GL E| puede obtenerse el parametro de orden en funcion de la
posicion ¥(r), de aqui los efectos del campo magnético en la energia libre y el cuanto de flujo
magnético. Otro parametro fenomenolégicamente importante es la longitud de coherencia &(T')

que depende de la temperatura, de la forma

¢ = (%)m. (1-28)

Este parametro representa la longitud de coherencia de la funcién de onda, es decir, es la longitud

mas corta sobre la cual la funcién de onda se le permite variar sin generar una energia cinética
de ruptura del par. Podemos reescribir (1-28)) como

_1\—1/2
(1) =& { (/T ~ 1) et (1-29)

1-T/T.)"'? T<T,

podemos notar que & diverge conforme nos acercamos a T, podemos notar de (|1-26) que la

2La ecuacién de la energia libre de GL considera los efectos del campo magnético, para encontrar la estabilidad
de este sistema se encuentra la derivada funcional, la funcién de onda que minimiza la energia total tiene la forma
de una ecuacion de Schrédinger no-lineal, una derivacion puede verse en la Ref.[30] p. 74.
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funcién de onda es perturbada por el campo magnético. La longitud &(7") actiia como una
distancia de restauracion sobre la cual el pardmetro 1)(T") recobra su valor total.

Otro pardmetro importante es la longitud de penetracién A puede expresarse a partir de la
segunda ecuaciéon de GL que expresa la densidad de corriente en términos del parametro

de orden y el vector potencial A de la forma

ieh?
- *(—2eA
T o= ut(-2eA)
2
-t ’j"A (1-30)
m

podemos observar que de las expresiones (1-1)) y (1-2)), primera y segunda ecuaciones de London,

respectivamente las podemos dejar en funcion de los potenciales escalar y vectorial (¢, A) de la

forma, i3 ) oA
ne
e _ = 1-31
dt m ( v ot ) (1-31)
nge?
J=— A (1-32)
Me
podemos identificar de (1-30) que
= 1-33
3Pl 153

esto ofrece un mayor significado sobre la longitud de penetracion de London Ar, donde 2e co-
rresponde a la magnitud de la carga de un par de Cooper y m* = 2m, la masa correspondiente
a un par de Cooper, también podemos expresar una cantidad adimensional importante en su-
perconductividad k = A\/£. Otro resultado importante de las ecuaciones de GL es la invariancia
de norma o invariancia “gauge”’, la cual al aplicar una transformacion “gauge” al pardmetro de
orden, se puede mostrar que la teoria satisface la invariancia gauge local. Esta ruptura espon-
tanea de la simetria gauge global implica que el campo magnetico se anule dentro del material,
esto nos conduce al efecto Meissner. La teoria de GL mostré un importante adelanto en la
comprensiéon de los materiales SC, con un tratamiento puramente termodinamico, predice una
funcién de onda macroscopica mientras que se debe satisfacer el principio de minima energia,
esto conduce a resultados importantes como el campo magnetico critico, el efecto Meissner, la
longitud de penetracion, etc. Sin embargo, no puede predecir la temperatura de transicién T, ni
tampoco puede explicar por qué ocurre la superconductividad.

En diferente trabajos [30],[31] abordan con detalle la invariancia de norma para describir el
efecto meissner y en particular la conexion con la superconductividad [32], aqui solo se menciona
como punto clave en el entendimiento de la SC, de la misma forma en los libros de texto
[10],]28],[33] se encuentra el andlisis completo de las transiciones de fase de 20. orden de la
teoria de GL.
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Capitulo 2

Modelos estadisticos de la

Superconductividad

En este capitulo daremos una breve revision de las ecuaciones de la teoria de la superconduc-
tividad de Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) las cuédles han marcado una direccién importante
en la investigacion de los materiales superconductores. Estas ecuaciones que aparecieron en 1957
predicen correctamente algunos resultados experimentales, como el efecto istopico T, o< M ~¢
[15, [I6] en el cual la temperatura de transicién cambia con la masa de los iones de la red cris-
talina, BCS predice que el exponente « es 1/2. La segunda prediccion importante es el gap de
energia 6 2A en el nivel de Fermi. En un metal normal a T = 0 los estados electronicos se
encuentran llenos hasta la energia de Fermi Er donde hay una densidad finita de estados en el
nivel de Fermi g(Er), pero en un superconductor BCS por debajo de T, la densidad electronica
toma un estrecha banda de energia 2A separando los estados ocupados de los desocupados. El
gap de energia de un superconductor a diferencia del gap de un semiconductor que previene
la conduccién eléctrica es la energia necesaria para que ocurra un par de electrones ligados. El
parametro del gap tiene otro papel importante, en 1960 Gor’kov mostré que de la teoria BCS
se puede derivar las ecuaciones de Ginzburg-Landau, y de aqui la explicacién microscodpica del

parametro de orden 1, donde 1 es directamente proprocional al parametro A.

Por otra parte en 1924-25 aparece la estadistica de Bose-Einstein. La prediccién mas notable
es para las particulas indistinguibles que comparten un mismo estado cuantico por debajo de
una temperatura critica también llamada T, a este estado de la materia, se le conoce como
condensado de Bose-Einstein (BEC, por sus siglas en inglés) y que sin embargo pasaron décadas
hasta observarse en 1995 en 4tomos super-frios como el 8’ Rb . Mientras que en los 80’s se mostré
que la BEC es un fenémeno mas general en donde la condensacion solo puede ocurrir cuando
la relacion de dispersion de las particulas es mayor o igual que la dimensiéon de confinamiento,

ademas que se puede considerar también un condensado con particulas de masa efectiva negativa
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con respecto a la de los electrones.

De forma general se presenta el modelo ideal boson-fermion en el cual se estudian a los SC
como un gas binario de bosones y fermiones, donde se incluyen electrones no apareados, pares
de electrones tipo-pares de Cooper, de acuerdo a este modelo los pares de Cooper sufren una
BEC considerando que su vector de momento de centro de masa es K = 0, mientras que la T,
de la BEC es la misma que BCS.

2.1. Teoria BCS de la superconductividad

Hasta la decada de los anos 50’s el mecanismo por el cual ocurria la superconductividad
era desconocido. En 1957 la teoria formulada y propuesta por John Bardeen, Leon Cooper y
John Schrieffer [19] describia de forma microscopica a los superconductores hasta entonces co-
nocidos con un formalismo de segunda cuantizacién y con un método variacional. El formalismo
introducido por BCS esta basado en la interaccién que se produce por la diferencia de energia
entre las fases superconductora y normal y que aparece del intercambio virtual de fonones y el
apantallamiento coulombiano de repulsién entre los electrones. El problema radica en calcular
el estado base y los estados excitados del sistema de fermiones que interactian via el potencial

de dos cuerpos.

La contribucién mas significativa son las expresiones donde se predice una temperatura de
transicion T, al estado superconductor y del gap de energia en funcion de la temperatura de
transicion. Sin embargo, el efecto méas peculiar y distintivo, el efecto Meissner no es descrito por

el formalismo en si mismo.

La primera idea en la teoria BCS es que hay una atraccion efectiva para los electrones cerca
de la superficie de Fermi. Esta idea fue primeramente formulada por Frolich en 1952 [17, 18],
esto parece sorprendente pues los electrones “obviamente” se repelen. La segunda idea es que
los electrones interactiian a través de un intercambio con los fonones de la red cristalina. En el
lenguaje de los diagramas de Feynmann un electron en el estado de Bloch 4,k (r) puede excitar
un fonon del cristal con momento hq, dejando un electron en un estado ¥,k (r’) con momento
hk’ = hk — hq, después un electréon puede absorber el fonén y tomarlo con momento hq, esto
se ilustra en la Fig. la cual corresponde a una interaccion efectiva entre electrones. En el
modelo de Cooper [20] supone una superficie esférica de Fermi a T' = 0, donde todos los estados
k < kp estan ocupados, se colocan entonces dos electrones extra, fuera de la superficie de Fermi,
estos interacttian por la interaccion electron-fonén, de manera que podemos construir la funcién

de onda de estos dos electrones de la forma

Yo(ri —12) = ) gre ek
K
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Fig. 2-1: Interaccion electréon-electréon intercambiando un fonén de la red cristalina. El efecto neto del pro-
ceso es transferir momento /iq de un electrén a otro, esto implicara una interacciéon efectiva entre electrones.

insertando esta ecuacién en la correspondiente ecuacién de Schrodinger, se puede mostrar que

los coeficientes gk y los eigenvalores de la energia estan determinados, resolviendo

(E-2a) gk =Y Viwgw (2-1)
k' >kp
En esta expresion, ek son los estados no-perturbados y Vi, son los elementos de la matriz del

potencial de interaccién

Vige = V1 / V(r)e!& KT gp

donde r es la distancia entre dos electrones y ¥ es la normalizaciéon del volumen. Este Vi
caracteriza la intensidad del potencial para dispersar un par de electrones con momento (k/, —k’)

a (k, —k). Si un conjunto de g satisfacen (2-1)) con E < 2Ep, entonces el par ligado puede existir.

Cooper introdujo una aproximaciéon muy util, que para todos V. = —V para los estados k
fuera de la energia de corte fwp, lejos de Er, y ademés Vi,» = 0 mas alld de hAwp. Entonces el
lado derecho de (2-1]) es una constante, independiente de k y tenemos

Y%
—y =K 22
Ik V2ek .y (2-2)

sumando ambos lados y cancelando ) gi, obtenemos

L= B (23)

\%
k<kp

Cuando reemplazamos la suma por una integral, con N(0) la densidad de estados en el nivel de
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Fermi para los electrones con orientacién de un espin, se tiene

Epthop e 1 2FEpr — E + 2hwp
=N = ZN(0)1 2-4
(0)/EF 2e—g 2V n( 2Er — E > (2-4)

1
Vv

En la mayoria de los superconductores clasicos, se encuentra que N(0)V < 0.3, a esto se le
conoce como aproximacion de acoplamiento débil, valido para N(0)V < 1, entonces la solucion
de la ecuacién de arriba es,

E ~ 2Ep — 2hwpe” YNOV (2-5)

tenemos entonces un estado ligado de energia negativa con respecto a la superficie de Fermi,
hecho de electrones con k < kp, es decir, con energia que excede Er, y su energia es exponen-
cialmente pequena cuando N (0)V es pequeno.

En la soluciéon de BCS la escala de energia para un superconductor es la energia de Debye
hwp. Esto puede explicar porque las temperaturas de transiciéon 7T, son tan pequenas, compa-
radas con escalas en sélidos. Las energias de Debye de la mayoria de los materiales corresponde
a escalas del orden de 100 — 300 K, y tiene un factor exponencial muy pequeno el cual conduce
a una T, ~ 1 K para casi todos los superconductores metalicos.

En este trabajo no se revisara a detalle la funcién de onda BCS ni tampoco el Hamiltoniano
de campo-medio, sin embargo, la funcién BCS es un buen ejemplo de la correlaciéon de muchas
particulas con el estado base y aunque no es una solucién exacta del problema de muchos cuerpos,
para muchos propoésitos se vuelve cercanamente exacto. En la teoria BCS se toma el caso limite
de acoplamiento débil, el cual se supone que el pardmetro de acoplamiento adimensional es
mucho menor que 1. Si esto es cierto, entonces |A| es mucho menor que todas las otras escalas

de energia en el problema, tales como Er y hwp.

2.1.1. El método variacional para deducir A(T)

El método variacional usado en el tratamiento original BCS, es una aproximaciéon directa
para calcular la energia de condensacion del estado base relativo al estado normal. A partir del

hamiltoniano de apareamiento [23]

A= e + Y Viadlgdl i ayay (2-6)
ko ki

donde @', é son los operadores de creacion y aniquilacion, respectivamente de los electrones y
siguen las reglas de anticonmutaciéon de Fermi, {dk, dL,} = O Y {dL, dL,} = {&k, dk,} =0.
Podemos encontrar que la energia esta dada como

(Kg—pN) =2 &oi* (2-7)
k
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donde (Kg — uN) es el promedio de la energia y &k = ex — p es la energia de una sola particula
relativa a la energfa de Fermi, |vi|? es la probabilidad del par (k 1, —k |) esta ocupado, mientras

que si esta desocupado es |uk|?> = 1 — |vy|?. Similarmente el término de interaccion es

= Z Vklukvlu;rvl (2-8)
kl

Minimizando el sistema estamos sujetos a que ui + vi = 1, si ahora definimos las cantidades

— Z Vklulvl (2—9)
1

= (A2 + €)' (2-10)

donde Ey es la energia de excitaciéon de una cuasi-particula de momento Ak, mientras que Ay
esencialmente es independiente de k, y de aqui que es la energia minima de excitacién o el gap
de energia. También es el parametro de orden de la teoria fenomenolédgica, teniendo un factor de

fase de €', donde ¢ es la fase relativa entre uy y vi. Después de un poco de algebra, se puede

_ ! A i
a Z Vkl Z (A + 512) (10

la solucion trivial es justo cuando Ay = 0, entonces vk = 1 para & < 0 y v = 0 para & > 0.

encontrar que

Si tomamos la aproximacion de Cooper

Vi _{ =V st &y &l < hwp
kl —
0 otro caso

con V una constante positiva, la energia relevante que nos interesa es |{ — &| el cambio en la
energia del electrén en el proceso de dispersion, pero para tener una solucién simple necesitamos
tener la restriccion de que |{k| y |&1| por separado y que son mas pequenas que hwp, entonces
encontramos que
Ay — 0 para [&| < hwp
R para |[&k| > hwp

y como en el modelo se considera Ax = A y es independiente de k, podemos cancelar ambos
lados de ([2-11)), con la condicién de autoconsistencia tenemos

Vv 1
1=— — 2-12
52 5 (212

reemplazando la suma por una integral desde —hAwp hasta hwp y usando la simetria de los
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valores 4+ &, tenemos

1 hwp de¢ .1 (hwp
NOW /O (A g <A> (2-13)
esto implica que
__ wp ~ —1/N(0)V
A= Ganii/Nyy]  2hwpe (2-14)

lo ultimo se justifica en el limite del acoplamiento débil N(0)V < 1. La cantidad N(0) es
la densidad de estados en 7' = 0 o bien en Ep, de modo que N(Er)V = X la constante de

acoplamiento adimensional electréon-fonén de la teoria BCS.

2.1.2. Determinacion de 7T, y el gap de energia A(T)

Ya que tenemos las energias de excitacién de un cuasi-particula fermiénica E| Ey vy que debe
ser una cantidad positiva > A. La probabilidad de que sea excitada en equilibrio térmico es la
funcién de Fermi

F(Bi) = (P +1)7! (2-15)

donde 5 = 1/kpT, kp la constante de Boltzmann. En general (2-11)) se convierte en

A = = Viuju[l — 2f(Ey)]
1
B Ay BE
haciendo la aproxiamcién BCS de que Viq = —V/, tenemos que Ax = A} = A y con la condicién
de autoconsistencia tenemos 1 1 . h(,BE /2)
an k
. nbiond ol Y a4 2-17
Loy o

% Ex

donde Ey = ({k + AQ)I/ 2, la expresion l) determina el gap de energia dependiente de la
temperatura.

La temperatura critica T, es la temperatura en la cual A(T) — 0, en este caso Ex — ||

v el espectro de excitaciéon se convierte en el mismo como en el estado normal. T, se encuentra

'La nocion general de cuasi-particula fue primeramente introducida por L.D. Landau [34]-[35] en 1957, la
idea basica de Landau era que un sistema de particulas fuertemente interactuantes, pueda ser posible describir
las propiedades del sistema en términos de particulas que interactiian débilmente, los cuéles representan algin
tipo de excitaciones colectivas de las particulas originales. El tratamiento con estas particulas que interactian
débilmente, es mucho mas simple. Asi que describir el sistema en este lenguaje puede tener muchas méas ventajas.
En particular, algin tipo de tratamiento de teoria de perturbaciones puede ser formulado cuando uno trata con
un sistema de particulas que interactian débilmente, empezando por ejemplo con las particulas no-interactuantes
como en el estado no perturbado. Para méas detalles de este tratamiento ver Ref.[36], p. 65.
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Fig. 2-2: Se muestra la funcién de distribucién de Fermi en 7" = 0 (funcién escalén) para los estados

ocupados, mientras que la curva punteada es la funciéon de Fermi en T, Tambien se muestra la probabilidad

de los estados ocupados vf( y de los estados desocupados ui =1- vi

reemplazando Ey con |{g| en (2-17)) y resolviendo, después de pasar de la suma a la integral y

haciendo cambio de variable en la integral obtenemos

. (2-18)

1 /’80wa/2 tanh x
dx
0 X

NV

Esta integral puede ser evaluada y conduce a In (AS.hwp), donde B. = 1/kpT, y ademas
A = 2¢7 /7 ~ 1.13, donde 7 es la constante de Euler v = 0.577 -, usando N(0)V = X se tiene

entonces

kpT, = 1.13 hwpe™ /A (2-19)
comparando con (2-14)) tenemos
A(0)
=1.764 2-20
T (2-20)

Dada la ec. (2-17)) o su equivalencia en forma integral

Lo de [l5(52 + AQ)I/Q] (2-21)
AT @rayE

A(T) puede calcularse numéricamente para superconductores en el régimen de acoplamiento

débil, en la cual hwp /kpT, > 1, A(T)/A(0) es funcion de T'/T, la cuél decrece mondtonamente

desde 1 en T = 0 hasta cero en T, como se muestra en la figura Cerca de T = 0, la

variacion de la temperatura decrece de forma exponencial ya que e 2/k5T

~ 0, asi que la
tangente hiperbolica de la expresion (2-21)) se acercan a la unidad. Fisicamente hablando, el
gap de energia es cercanamente a una constante hasta que un ntmero significativo de cuasi-

particulas se exciten térmicamente. Por otra parte cerca de T,, A(T) cae hacia cero como una
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tangente y es aproximadamente

=174 (1 - >1/2 (T ~T,). (2-22)

Fig. 2-3: El gap de energia A(T)/A(0) en funcién de la temperatura T'/T.. de acuerdo al formalismo BCS.
Se observa la bien conocida forma de media campana, donde se tiene la proporciéon 2A(0)/kgT. = 3.53.

2.1.3. Distincion entre pares de Cooper y pares BCS

La interacciéon de pares (fermionicos) entre portadores de carga o entre atomos neutrales
tiene un estado de energia 1 (K) y esta caracterizado solamente por un vector de momento de
centro de masa K = k; + ko pero no con un vector de momento relativo k = %(kl — ko), esto

es porque, por ejemplo, la energia F(K) es extraida de la ecuacion de eigenvalores de Cooper
VY (52K m 4+ B2K2/4m — 2Bp — E4(K)] ' =1 (2-23)
k

El concepto de un “par de Cooper” contrasta con aquél llamado “par BCS”, definido en
[19] como un dimero, con K y k fijos 6 equivalentemente (k; y ko) aunque solamente el caso
K = 0 esta considerado en [19]. Los operadores de creacion I;L y aniquilaciéon l;k de BCS no son

completamente bosones ya que siguen las relaciones de [19] ecs. (2.11) a (2.13),
(b bl | = (1= s = ) (2-24)
[iﬁ bl } = [13 b } ~0 (2-25)
ko i 1o i
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_ At . ., .
donde n,, . = a 4k s0ak s SON los operadores de nimero fermibnicos, con los operadores de

creacion dLl s v aniquilacion ay, s que se refieren a los fermiones y
b

{z}k, Bk,} = 2by by (1 — G) (2-26)

el cudl no es completamente fermionico, a menos que k = k’ cuando (2-24)) no sea boson. La

relaciones de conmutacién de Bose son

bl = b (2-27)

[EL,BL,} — [l%k,l}k,} —0 (2-28)

con ([2-27)) que difiere de (2-24)). Por otra parte, los operadores fermiénicos de creaciéon dL sy

aniquilacion a,, , usualmente satisfacen la reglas de anti-conmutacion de Fermi
al al = day ,.a —0 (2-29)
k1,8’ VK s’ k1,50 k] ,s’
{&kl,sa dles,} = 5k1k’1 Oss’ (2-30)

Esta distincion entre los pares BCS y los CP se mantiene, atn en los ordinarios CPs [20].
También se aplica a los CPs generalizados [37] de Bethe-Salpeter definidos més consistentemente
sin excluir los pares de huecos cuando el limite inferior en la interracciéon BCS es tomada como
(k2 — k%)% donde kp esta definida por la energia de Debye fiwp = h?k2,/2m.

Los operadores de creacién y aniquilaciéon de los CPs para cualquier K > 0 son

b = gyl Y bae =0k 40, ) (2-31)

donde d;r(l s Y Gy, , obedecen (2-29) y (2-30), y como antes k = %(kl —k2) vy K =kj + kg son

los vectores de momento relativos y de centro de masa (CMM) respectivamente, asociados con

dos fermiones con vectores de onda
ki =K/2+k y ko =K/2 -k (2-32)

usando lo mismo para derivar 1} a 1} validos para K = 0, los operadores I;kK y BLK son

encontrados [38] para satisfacer i) las relaciones de conmutacion de “pseudo-bosones”
[bk:[o bLK} =(1- NK/2-k| — nK/2+kT)5kk' (2-33)

[ZA)TkKJ;L’K} = [BkKﬂBk’K] =0 (2-34)
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— At - . . e
donde n_ J2ties = 0K 24k 0K j24k,s SOD los operadores de nimero fermionicos, también i) las

relaciones de anti-conmutaciéon de “pseudo-fermiones”

{[;kKa [;k’K} = by bk (1 — Opae’)- (2-35)

Nuestra tnica restriccion es que K = ky + ko = k’l + k). Si K =0 asf como k; = —ky =k (el
tnico caso considerado por BCS) y llamando I;kK:O = l;k, etc., a se vuelven
a como deberfa ser. Asi, ni los pares BCS con K > 0 son bosones como en la relaciéon
que contiene términos adicionales que no [39] estan presentes en las relaciones usuales de
conmutaciéon de bosones analogos a .

A nuestro conocimiento, nadie todavia ha tenido éxito en construir operadores de creacion y
aniquilacién que sigan las relaciones de conmutacién de Bose, empezando por los operadores de
creaciéon dLL s ¥ aniquilacion a,, . como se postula en las Refs.[1} 2] en una teoria generalizada
del condensado BE que contiene la teorfa BCS como caso especial. Este postulado esta bien
fundamentado por los experimentos de cuantizacion de flujo magnético [40]-[42] que establecen
la presencia de pares cargados aunque sin ser capaces [43] de especificar el signo de esas cargas.
Sin embargo, aunque los eigenvalores de I;LKISkK son 0 6 1 manteniendo el Principio de exclusion
de Pauli, aquéllos de ZkBLKEkK son evidentemente 0, 1,2, --- de los muchos valores indefinida-
mente tomados sobre el indice de la suma k. Esto implica que la estadistica BE corrobora las

conclusiones arriba expuestas. Una discusion mas amplia se puede encontrar en las Refs. [44] 45].

2.2. Condensado de Bose-Einstein

La condensacion de Bose-Einstein (BEC, por sus siglas en inglés) es un fenémeno cuéntico
que se presenta en un sistema de particulas en el cual, por debajo de una temperatura critica
T, las particulas empiezan a ocupar el mismo estado cuantico. Su predicciéon teodrica fue hecha
por Einstein en 1925 [46] basada en el trabajo de Bose de 1924 sobre fotones [47], después del
cuél qued6 durante muchas décadas como un ejercicio académico en los libros de texto. El gas
ideal de Bose (IBG, en inglés) sufre una BEC solo para cualquier dimension entera o no d > 2
v s = 2 donde s es el exponente de la relaciéon de dispersiéon energia-momento F ~ k*; con una
singularidad cispide en la dependencia de la temperatura con el calor especifico para 2 < d =4
y un salto finito discontinuo para d > 4 [48]-[50].

La BEC ha sido observada en el laboratorio en nubes de atomos bosénicos ultra-enfriados
mediante laseres en trampas magnéticas. Esto ya se hizo con los atomos de §2Rb [51], ILi [52],
BNa [53], 1H [54], $5Rb [55], 2He [56), 1K [57], 33Cs 58], 154Yb [59], 52Cr [60] donde los
indices superior e inferior indican el nimero de masa nuclear (6 de nucleones en el nucleo) y el
namero de protones respectivamente. La BEC en gases de excitones [61] y de magnones [62]-[64]

también ha sido reportada. Se ha observado la BEC en bajas dimensiones: Gorlitz [65] reporta
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una BEC de atomos de %3 Na en 1D o 2D, Schreck [66] observa con atomos de §Li en 1D; y

Burger [67] estudia la transicién de fase en una nube de atomos de §¢Rb en cuasi-2D.

Podemos encontrar la relacion de la temperatura critica para un gas ideal de bose (GIB)
en cualquier dimension. Para el GIB confinado en un volimen V = L% y con una relacién

energia-momento cuadratica, el gran potencial termodinamico es

9d/2+1(2’)

dy _
Q(M7T7L)_QO+Ad ﬁd/2+1

(2-36)

donde Q es el gran potencial termodinamico en el estado base y g, /2(2) es la integral de Bose

B 1 Ood xd/Z*l 037
9d/2(2)=1W/0 xm (2-37)

con z = exp[u(T)/kpT] la fugacidad y u el potencial quimico del sistema. El ntumero de parti-
culas en el GIB se puede encontrar como N = — (992/ 6M)T7 1.4, derivando 1} encontramos

9as2(2)

N =Nyg+ N, =Ny+ Ay ,Bd/2

(2-38)

donde Ny es el ntmero de bosones en el estado base y N, son los que estdn en los estados
excitados, Ag = (mL2 / 27rh2)d/ ’ La temperatura critica del sistema T, se obtiene cuando Ny =

0, es decir cuando p = 0, esto implica que z — 1, de la ec. (2-38)) encontramos

N 2/d
kpT.,= | ———+— . 2-39
b (Ad gd/z(1)> (2-39)

Ahora, si d = 3, nos lleva a (N8%/2/43) = g3/2(1) = ((3/2) puesto que g3/5(2) = ((3/2) ver
Refs.[68]-[73] donde ((3/2) es la funcién zeta de Riemann de orden 3/2 y A3z = (mL2/27rh2)3/2

entonces podemos encontrar que la temperatura critica es
kpT, = (27h2/mL2)** (N/¢(3/2))*° (2-40)

ésta es la conocida expresion de T, para la BEC tridimensional (d = 3). Podemos observar que
sid<2yz—1lafuncién de Bose g4/2(1) = 0o = T. = 0 no hay temperatura critica y por

tanto no existe la BEC en d < 2 con una relacion de dispersiéon cuadréatica.

Para encontrar la fraccion del condensado, usando (2-38)) tenemos

N, N,
0 _q e (2-41)
N N

usando N de la expresion de T, 1) y dividiendo Ne = A3 g3/2(2)/ 33/2 entre N obtenida de
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(2-39) tenemos

Ne _ (T>3/2 9/2(2) (2-42)
N 1. ¢(3/2)
y como estamos en T' < T., z = 1 entonces la ecuacién anterior la introducimos en (2-41))
obtenemos 3/
Ny T
—=1-{= 2-43
v (x) 49

es la fraccion del condensado BE que puede observarse en la Fig. [3.3

Fig. 2-4: Namero de particulas de la fraccién del condensado de Bose-Einstein, No/N como funciéon de la
temperatura absoluta T'/T¢.

2.3. Modelo Bos6on-Fermion

Los modelos de bosén-fermion (BF) de la superconductividad han sido estudiados desde
mediados de los ano 50’s, incluso antes de la teoria BCS. Estos modelos proponen la existencia
de bosones tipo-pares de Cooper. En los primeros modelos se nota la ausencia del gap electrénico
A(T), quiza el primero en introducir el gap fue Eagles [74], posteriormente la relacion A(T')
\/1n0(T) donde no(T) es la densidad de ntimero del condensado de Bose-Einstein (BEC) aparecié
por primera vez con Ranninger et. al [75] y reaparecida en un modelo BF-BEC de R. Friedberg
y T.D. Lee |76} [T7] aplicada a cupratos superconductores, esta teoria se ajusta muy bien a los

datos experimentales [78].
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Por otro lado, se conjetura en [79]-[81] que la superconductividad en general es una BEC
de pares de Cooper. En este modelo los CPs coexisten en un superconductor con electrones no
apareados (o agujeros) como en un gas binario. La BEC se ha propuesto como un mecanismo
estadistico (méas que dinamico) de superconductividad en [76], [82], [83]. Normalmente la BEC
ocurre en dimensiones d > 2, sin embargo puede ocurrir BEC en d > 1 si la relacién de dispersiéon
es lineal. A continuacion se hara una descripcion general del modelo bosén-fermion en 2D de

acuerdo a [79]-[81], este modelo es para un gas ideal, es decir sin interaccion.

Este modelo estadistico es una mezcla ideal binaria de bosones (los pares de Cooper) y
fermiones no apareados en equilibrio quimico [84], 85] para el cuél la ruptura térmica del par
hacia fermiones no apareables se describe explicitamente en [79]. Suponiendo que la interaccion
del modelo BCS el niimero total de fermiones en 2D a cualquier temperatura es N = L? I{:?J /2w =
N1+ Ny, donde N7 es el nimero de fermiones no-apareables, es decir, no interactuantes, mientras
que Ny es el nimero de fermiones que si son apareables. Los fermiones no-apareables también
obeceden la estadistica de Fermi-Dirac con el potencial quimico del gas ideal p pero los No
aparaeables son simplemente aquéllos que estan en la esfera de interaccién con energia 2hwp,

entonces

o exp[Ble — )] +1

esta expresion es independiente de T'. El acoplamiento interfermiénico A esta fijo al igual que

pthwp
Ny =2 / de 9(¢) = 2ghwp (2-44)
o

T, estos fermiones Ny forman una mezcla ideal de fermiones apareables no-apareados, mas los
pares de Cooper creados cercanamente a la energia de un solo fermion p(7"), con una energia de

enlace Ax(T) < 0y con energia total
Ex(T) = 24(T) — A(T) (2-45)

esta expresion generaliza la ecuacion de los CPs [20] a T' = 0.

La energia libre de Hemlholtz F' = E — TS, donde FE es la energia interna y S es la entropia
de este sistema binario compuesto de bosones-fermiones apareables no-apareados a temperaturas
T < T, se construye de acuerdo a [79] en términos de: (a) el nimero promedio de fermiones
apareables pero no-apareados con energia fija, (b) Np i el nimero de pares de Cooper con
centro de masa cero y con un valor Ky de ruptura de los CPs definido en [8I] por Ag, =0y
(¢) Npo(T) el nimero de pares de Cooper con centro de masa igual a cero a temperatura 7.
La energia libre Fy o s6lo los fermiones apareables debe ser minimizada sujeta a la condicién de
Q9 = F5 — ua Ny con respecto a los incisos (a)-(c) minimizando con respecto a las probabilidades
del ntimero de ocupacion fermiénicos na(e) esto conduce a uan distribuacion de Fermi con el

potencial quimico fermiénico ps, es decir

1

T BE—m) 1 (2-46)

o) (6)
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El nimero de fermiones apareables pero no-apareados N2 g es entonces

pthwp 1
Noo(T) = 2 d
20(T) g/uth “explBle — p) + 1]

2, [1 +exp{—B(p — p2 — hwp)}]
B 1 +exp{—B(p— p2+ hwp)}

(2-47)

hay que notar que si ug = p se convierte nuevamente en el lado derecho de (2-44)). La ecuacion

de niimero para los fermiones apareables es

Ko
Ny = Noo(T)+2[Npo(T)+ > Np i (T))
K>0
= Noo(T) + 2Np(T) (2-48)

donde E[I§O>0 Npk(T) = ?;0 lexp {B(Ex(T) — 2u2)} — 1] es el ntmero total de los pares
de Cooper excitados, es decir, los valores del centro de masa 0 < K < Kj. Se puede re-escribir
Ex(T) —2pus como ex(T) — up(T), con ex(T) = Ao(T) — Ax(T) < 0, que es una energia de

excitacion no negativa como es sugerida en [81] cuando
2 2
Ag —— Ay — —hwpK + O(K ) (2—49)
K—0 ™

donde vrp = \/2Er/m es la velocidad de Fermi. Los CPs agujero-agujero y particula-particula
pueden mostrarse que tienen la misma energia de excitacion e (T) si el potencial quimico pp(T")

(1) = 2[a(T) — ()] + Ao(T) = 0 (2-50)

para 0 < T < T ya que Npo(T) es despreciable para todo T' > T,. Esta es precisamente la
condicion BEC para un gas puro de bosones, aunque ahora es una mezcla binaria de bosones y

fermiones.

2.3.1. Temperaturas criticas en BEC y BCS

Para los bosones Np con masa mp y energia ex = CsK?® con s > 0 y (s una constante, se
tiene una singularidad en la temperatura de BEC en T, # 0 para cualquier dimension [49],[86]
d > 5. En la ecuacion de nimero Np = 3y [exp {(ex — pp)/kpT} — 1]" cuando el potencial

quimico de los bosones es up < 0 cuando K = 0, se tienen la expresion

_ G
C_kB

sT'(d/2)(2m)%np ] /e (2-51)
)

21420 (d/ 5)gays (1
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con ng = Ng/L%y 9a/s(2) la integral de Bose para la cual d/s > 1y ésta se vuelve ((d/s) la
funcion zeta de Riemann de orden d/s, pero diverge cuando d/s < 1. Entonces en T, = 0 para
toda d < s, tomando s = 2 y d = 3 uno tiene ((3/2) ~ 2.612 y como Cys = h?/2mp la expresion
se reduce a la formular conocida de T, ~ 3.31h2n25/3m3k3 de la BEC ordinaria.

Pero para los bosones con una energia de excitaciéon positiva ex = Ag — Ag se aproxima
al término lineal de la ec. para toda K, esto significa que si s = 1y C = a(d)hvp con
a(d) = 2/ y 1/2 para d = 2 y 3 respectivamente, la temperatura critica T, es diferente de
cero para toda d > 1, esto es precisamente el intervalo de la dimensionalidad para todos los
superconductores conocidos como los cuasi-1D o sales organo-metalicas de Bechgard [87]-[39].
Si el trasfondo de fermiones no-apareados no son considerados, se tiene un gas puro de bosones
de CPs pero con la densidad de nimero dependiente de la temperatura ng(T"). Si convertimos
la expresion de los eigenvalores de los CPs [20] para s = 1 y d = 2 en una féormula explicita

permitiendo a los ng ser T-dependientes obtenemos

B 43 hwvp

<= 37 E nB(Tc) (2'52)

Por otra parte, se tiene la expresiéon de la teoria BCS de la temperatura critica y esta
expresada por donde N (0)V es la constante de acoplamiento electro-fonén \. Para deducir
una expresion implicita de T, para un gas binario se tiene que, ademéas de resolver para Ag (7T),
se requiere (2-44)), (2-47) y (2-48) y en T' =T, Npo(T:) ~ 0y pp(1e) ~ 0, asi que de acuerdo

a [81] se tiene

T, 1+exp{—<A~o<T~c>/z—v>>/~Tc}
Vo 1o {~(Bo(T)/2 4+ v)/T. |
N 8(1+v kdk (2-53)

)/NO(TC)
VoS e {(Bo(T) - AT/ T}~ 1

donde las cantidades con tilde son unidades de p(7,) ~ Er 6 T, mientras que K = K /24 /k%7 + K %
yv= © D / TF.

En esta secciéon se ha presentado un panorama general de las teorias estadisticas de la
superconductividad. La teoria BCS mediante el mecanismo de los pares de Cooper, predice una
temperatura de condensacion T, y un gap de energia A(T'), mientras que se puede alcanzar
una BEC ordinaria si la dimensionalidad del sistema es mayor que la relacién de dispersion
energia-momento d > s. Por altimo se ha conjeturado que la superconductividad es una BEC
de pares de Cooper, a partir de un gas binario de bosones (CP) y de fermiones no-apareados,
donde la T, de la BEC es la misma que BCS.
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Capitulo 3

Generalizacion del condensado de
Bose-Einstein (GBEC)

Se ha estudiado a la teoria BCS y la BEC en términos de un modelo bosén-fermion en
un formalismo generalizando la condensacion de Bose-Einstein (GBEC) [I), [4]. Una distincion
fundamental es que los pares de Cooper son de hecho bosones que sufren una BEC, en contraste
con los pares de BCS que no son bosones [90]. Otro ingrediente fundamental (sobre todo en 2D
donde la BEC normal no se produce) es la dispersion lineal “ordinaria” de los CPs, al menos
en el término principal del momento del centro de masa (CMM) de la expansiéon en serie de
potencias de la energia de los CPs. Esto se debe a que los CP no se propagan en el vacio, sino

en el mar de Fermi.

El tratamiento de muchos cuerpos de la ecuacién de Bethe-Salpeter [91] de los CP esta
basado en el gas ideal de Fermi (IFG, por sus siglas en ingés) del cudl se obtiene la expresion
familiar de energia-negativa, y ademaés el estado enlazado de 2h-CPs (dos agujeros tipo-pares
de Cooper) esto es ignorado como en el problema ordinario de CPs. Pero resultan en energias
puramente-imaginarias, y por tanto sin sentido, de esta forma por completez se requiere incluir
a los 2h-CPs. Sin embargo, cuando se usa el estado base BCS en lugar del IFG, ademas de
la solucion trivial conocida de Anderson-Bogoliubov-Higgs del modo de sonido, se legitima el
movimiento de los “CPs generalizados” y surgen con energia-positiva, de vida-media finita, con
soluciones no triviales de resonancia para el CMM diferente de cero. Esto equivale a reemplazar
la energia puramente cinética del hamiltoniano no perturbado por BCS. Los CPs en movimiento
nuevamente tienen una relacién de dispersion lineal en su término principal. La BEC de tales
pares puede ocurrir exactamente en 2D (ya que no puede tener una relacion de dispersion
cuadrética) y de hecho hasta (1 + p)D donde p puede ser infinitesimalmente pequeno, lo que

abarca todos los superconductores empiricamente conocidos.

En este capitulo se introduce el formalismo GBEC que describe un gas ternario compuesto
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de electrones, pares de Cooper de electrones y pares de Cooper de huecos. En esta descripciéon
tenemos una sola banda donde los electrones y los huecos se suponen tienen la misma masa
efectiva [3], ésta aproximacion no es tan realista si consideramos en describir a los materiales
con una teoria multibanda (digamos con bandas de valencia para agujeros y de conducciéon para
electrones) donde estas dos masas son diferentes como se podréa ver més adelante.

Se establece el sistema mediante el hamiltoniano, suponiendo que ya existen pares de Cooper
tanto de electrones 2e como de huecos 2h, se diagonaliza el operador H- /AZ\AT mediante la trans-
formacion de Bogoliubov-Valatin y se obtiene la funcién del gran potencial termodinamico. Para
encontrar estabilidad en el sistema se buscan encuentran las derivadas parciales con respecto
al numero de electrones condensados Ny, el nimero de huecos condensados My y el poten-
cial quimico u. Se obtienen tres ecuaciones trascendentales acopladas que se deben resolver
autoconsistentemente. El formalismo GBEC subsume las principales teorias estadisticas de la

superconductividad.

3.1. El hamiltoniano de GBEC

El formalismo GBEC [11 [4] describe un gas ternario compuesto de fermiones y bosones con
un hamiltoniano H = Hy + H;p;. El hamiltoniano Hy corresponde a una mezcla ideal (es decir,
sin interaccion) de un gas de fermiones desapareados con ambos tipos de CPs, dos electrones
(2e) y dos huecos (2h), suponemos que ya estan formados los CPs en este sistema de tal forma

que tenemos

Ho = Y aainion + B0 - S B (i ()
k1,51 K K

donde k = %(kl — ko) el vector de onda relativo, K = kj + ko es el vector de onda de los CPs
del CMM, mientras que g, = h%k?/2m es la energia de un solo electrén y m su masa efectiva y
Ei(K) = E+(0) £ h2K?/4m las energias de los pares 2e-/2h-CP fenomenologicos, suponiendo
sus masas como 2m. El primer termino de contabiliza a todos los fermiones del sistema
en la descripcion electronica, con la masa efectiva usual del electron [92] el segundo término
corresponde a la ya formados CPs de electrones y el tercero a los ya formados CPs de huecos,
a nuestro conocimiento nadie ha podido construir los operadores de creacién y aniquilaciéon de
los CP que sigan las reglas de conmutacion de Bose [90] a partir de los operadores de Fermi.
Aqui dLh 81(dk1, s,) son los operadores de creacién (aniquilacién) para fermiones, respecti-
vamente, con momento ki y proyecciones de spin s1; similarmente lA)I((lA)K) y ék(éK) son los
operadores para los bosones compuestos de 2e-CPs y 2h-CPs, respectivamente. Un par de agu-
jeros se consideran distintos e independientes cineméticamente de 2e-CP ya que sus relaciones

de conmutacion de Bose involucran un cambio relativo de signo, en contraste con los electrones
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(e) 6 huecos (h) cuyas relaciones de anticonmutacion de Fermi no lo hacen. Este estudio es
no relativista debido a un tratamiento de temperaturas relativamente bajas. Los bosones estan

conformados por dos electrones 6 huecos enlazados y estan caracterizados por la funciéon de onda
Ve(Rx) = L792 KMo (r) (3-2)

donde R es el radio-vector del centro de masa del bosén compuesto y r es el radio-vector entre
los dos electrones o huecos enlazados, se supone solamente un solo estado enlazado. La funcién

de onda ¢4 (r) describe la estructura interna del boson.

El hamiltoniano de interaccién H;,; consta de cuatro vértices de interaccion BF, ver Fig.
cada uno con dos-fermiones/un-boséon de creaciéon o aniquilacion de los operadores, que
representa como los electrones no apareados (subindice +) 6 huecos (subindice -) se combinan
para formar los 2e-/2h-CPs que suponemos existen en un sistema 3D de tamafio L, el tamano

de la “caja” con volimen L3, es decir para tres dimensiones

~

s .t - P ; i
Hipg = L7% f1(k) <Qk+;K,¢ak+;K,¢bK T “k+;K,¢ak+§K,TbK> (3-3)
KK
—-3/2 AT A N A %
+ L Z f- (k) <Qk+;K,Tak+;K,¢CK + ak+§K,¢ak+§K,TCK>
K

donde fi(k) son las transformadas de Fourier de las funciones de onda ¢ (r) de los bosones
compuestos de pares de electrones y pares de huecos respectivamente, multiplicados por un

factor de interaccion.

Las interacciones de H;,; son conocidas como interacciones tipo canal-s [93], las cuales con-
servan el momento del CM y tienen una interaccion de la forma 2e — ¢ — 2e donde ¢ se modela
como un campo de bosones [76], mientras que la forma usual de las interacciones BCS corres-
ponden a una interacciéon tipo canal-t donde la interaccién es del tipo 2e — 2e 4+ phonon — 2e
[76], esencialmente las interacciones GBEC son diferentes a las interacciones BCS, puesto que
en GBEC se asumen formados los CPs de 2e, 2h con momento de centro de masa K = 0, siendo
particulas que siguen la estadistica de Bose-Einstein, mientras que las interacciones BCS para

formar los pares, no lo son.

Justo como la interaccion hamiltoniana de Frohlich (6 de Dirac) (Ref.[94] p. 396 y subsi-
guientes) que es la mas natural para utilizar en un sistema de muchos electrones-fonones (o
fotones), se puede conjeturar que es el mismo para el sistema BF bajo estudio. De hecho,
esta sugerencia ha sido ya formalmente empleada en virtud de diversas formas por varios au-
tores [77], [95]-[98|, pero sin pares de agujeros. Mas recientemente, un similar H;,; de BF ha
sido empleado [99]-[102] para estudiar los gases de Fermi degenerados que consisten en &tomos

neutros de “°K y su llamada “Superfluidez de Resonancia” Feshbach. Sin embargo, estos autores
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asumen una relaciéon de dispersiéon cuadratica para los CPs, ademas excluyendo los 2h-CPs de

tal forma que no se puede relacionar su formalismo con la teoria BCS.

Fig. 3-1: El hamiltoniano de interaccién consta de cuatro vértices de interaccién bosén-fermién, cada uno
con dos-fermiones/un-bosén (creacion y/é aniquilacion), que representan como los electrones no apareados
(subindice +) 6 agujeros (subindice -) se combinan para formar los CPs de 2e-2h, respectivamente. Figura
tomada de la Ref.[103].

Para diagonalizar (ver apéndice A) el hamiltoniano podemos seguir a Bogoliubov [104] re-
emplazando cada operador de creacién y aniquilaciéon de los bosones I;Er), lA)O por el nimero /Ny
dénde Ny es el niimero de bosones compuestos por 2e con K = 0 e igualmente para ég, ¢y por
VMg déonde My es el nimero de bosones compuestos por 2k con K = 0. Ignorando interacciones
entre electrones no apareados y bosones excitados (con K # 0) podemos escribir el operador

dinamico Q = H — ,LLN de la forma

H—pN = Y [e(ka) = plaf, i, 0

k1,51
+ [B4(0) —2u)No + Y [E4 (K) — 20 bl by
K+£0
+ [2n— E_(0)Mo+ Y [2p — E_(K)] éfeexe
K+£0
+ S Wk (k) + vimof-()] (alyal g +agas) (3-4)
k

donde N es el operador asociado al ntmero total de fermiones en el sistema, incluyendo los
desapareados. Es de interés senalar que la aproximacion que se hace en este estudio en las Refs.
[105] esta completo, puesto que se consideran a los bosones excitados con K # 0.

Las funciones fi(k) son caracterizadas por la interaccion entre fermiones no-apareados y
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CPs condensados tipo-BE con K = 0. Como se habia mencionado anteriormente las funciones
f+(k) son las transformadas de Fourier de la funciéon de onda ¢4 (r) que describen la estrucutra
interna de las bosones compuestos por 2e- 2h-CP. Esta transformada de Fourier esta relacionada

con una amplitud de dispersién y que puede estar dada como

f:l:(k:) :/@i(r)ei(k'r)/hdri’)

lo que nos indica que esta amplitud de dispersion al ser evaluada las propiedades del sistema
pueden ser expresadas en un solo parametro que es conocido como ag la longitud de dispersion
[33, p. 574], la cuél es la dispersion provocada por un esfera y que coincide con el radio a de
la misma. Lo que podemos suponer del tratamiento de particulas lentas [33, p. 581] es que la
velocidad se supone tan pequeiia que la longitud de onda de la particula, en este caso el bosén
compuesto por 2e- 2h-CP es grande comparada con el radio de accion de ag del campo fi (k)
vy ademés su energia es pequena respecto de la magnitud del campo dentro de este radio. En
otras palabras, a bajas velocidades serfa imposible conocer la estructura interna de los bosones
2e- 2h-CP, el analisis para determinar esta estructura se deja para otro trabajo. En el apéndice
B se muestra un tratamiento de la longitud de dispersion as para una esfera rigida ver Ref.[106),
pag. 197].

Si tomamos f(€) en [I, 2] con e(k) = A%k%/2m de la forma

| f para 3[EL(0) —de] < e < E[EL(0) + 5e] )
fale) = { 0 para otro caso (3-5)
f() = f para i[E_(0) —de] < e < 3[E_(0) + J¢] (3-6)
- 0 para otro caso

donde E; es la energia de interaccion de los bosones 2e-CP y de los 2h-CP y d¢ es el cascarén

de energfa alrededor de E, definidas como

By = 1[B0)+ B(0)] y be=g[E(0) - B_(O)] (3-7)

donde F4(0) es la energia de los pares 2e- 2h-CP con K = 0, claramente se observa que
E1(0) =2FEf + de.

El operador Q puede diagonalizarse exactamente (ver apéndice A) con la transformacion de
Bogoliubov-Valatin [104],[107|, para la mezcla BF. Podemos escribir el potencial termodinamico

del gran canénico como
(T, L3, j1, No, My) = —kpT In[Tr e BH-1N)) (3-8)
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donde T es la temperatura absouta, 5 = 1/kgT, kp la constante de Boltzmann, i el potencial
quimico del sistema de muchos electrones. Usando (3-4]) en (3-8) obtenemos

QT, L3, u, No, M) /L = /00 deN (e)[e — p — E(e)] — 2kgT /OO deN (e) In{exp[—BE(e)]}
0 0
+ (B (0) = 2uno+ kpT [ M) {1 - exp[-64 (4]}

b 2= B (0)]mo+ kpT /0 T deM () In{1 — exp[—BE_ ()]} (3-9)

donde ng = No/L3, mg = My/L? la densidad de niimero para los 2e- 2h-CP, respectivamente;

ademas
m3/2 2m3/2

N = gimaave M= Tg

la densidad de estados para los fermiones y los bosones 2e- 2h-CP, respectivamente. Denotamos

Ve (3-10)
€ para las energias de los fermiones no-apareados, mientras que ¢ las energias de los bosones 2e-

y 2h-CP. Las energias de estos bosones son

E(e) = et Ba(0)— 2= By (K) — 2%
e—FE (0)42u=FE{(K)+2u (3-11)

R
—~
m
~—
11l

La energia de los fermiones F(e) de la forma

E(e) = v/(e— 1)? + A%(e) (3-12)

donde

Vno(T) f+(€) + vVmo(T) f-(€) = Ale) (3-13)

que relaciona la densidad de ntiimero de los 2e-CP condensados ng(7") multiplicada por la inter-
accion fy(e) y anadlogamente para 2h-CP con mo(T') y f-(e). La expresion es el gap de
energia electronico de GBEC analogo al de la teoria BCS como veremos mas adelante.

Del potencial termodinamico podemos encontrar las propiedades termodinamicas del
sistema, tales como la presion P(T,n) = —Q/L3, la entropia S(T,n)/L? = —kpd(Q2/L3)/0T.
La correspondiente energia de Helmholtz es F (T, L3, N, M) = Q + uN, minimizando F para un

ntmero fijo de electrones NV, sobre Ny y My se requiere que

o0 o) of)
— =0, —=0,y — =—-N (3-14)
8N0 8M0 8,u
mientras que la tercera expresiéon asegura la conservaciéon de carga, donde N incluye a los
fermiones no-apareados asi como los pares de fermiones.

Después de algo de algebra uno obtiene tres ecuaciones trascendentales acopladas que deter-
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minan el formalismo GBEC, dos ecuaciones “tipo-gap” para los pares 2e-CP y 2h-CP

2/no[E+(0) — 2u] = /OOO deN(e)A(eE){:)(e) tanh [ B8E(e)] ; (3-15)
2yt~ B-0)) = [~ et 2P ann [$5500] (3-16)

y una sola “ecuacion de nimero” que garantiza la conservaciéon de carga
n = 2ng(T)—2mp(T) + ns(T) (3-17)

donde n¢(T) son los electrones no apareados del sistema de la forma

np(T) = /0 ~ deN (o) [1 - EE_(;)L tanh 1 BE(e) (3-18)

+

En (3-17), n = N/L? es la densidad de ntimero total del sistema, mientras que ng(T) y mp(T)
representan respectivamente la densidad de 2e-CP y 2h-CP en todos los estados bosonicos tanto
en K =0 como en K > 0. Podemos escribir explicitamente (3-17]) como

n = 2no(T) — 2mo(T) + 2np+(T) — 2mp(T) + ns(T) (3-19)
donde np(T) es

ng(T) = no(T)+npy(T) y
npe(T) = [ deME) lexp B{E4(0) +2 = 2} — 1) (3-20)

y similarmente para mp(7T) el cuél es

mp(T) = mo(T)+mp+(T) donde

mp(T) = /Oio deM () [exp {21 — E_(0) + e} — 1] " (3-21)

Para las dos fases puras 2e-CP y 2h-CP se puede en principio, cambiar de un modelo de una
sola banda a un modelo de dos bandas, permitiendo que las masa de los electrones (m.) sea
diferente de la masa de los agujeros (my,), esto puede hacerse introduciendo dos energias de
Fermi diferentes E% y El}é que difieren precisamente por su masa. Este analisis se deja para otro

trabajo.

En el caso de 3D, en la Fig. 2 de la Ref.[4] se muestra el diagrama de fases de T./TF en
funcion de n/ny para el formalismo GBEC y ademés para BCS con una A = 1/5. Ademas de la

fase normal (n) que consiste del gas ideal Bose-Fermi descrito por Hp, hay tres diferentes fases
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estables BEC mas una fase metaestable, es decir, con mayor energia libre de Helmholtz. Hay
dos fases puras de condensados-BE ya sea 2e-CP (s+) 6 2h-CP (s—) y una fase mixta (ss) con
proporciones arbitrarias de 2e- 2h-CPs. El mayor interés fisico es por supuesto en las dos fases
puras de mas alta-T,. Sin embargo, en este trabajo analizaremos a algunos superconductores

convenciones de baja T, ademas de las fase mixta con proporciones idénticas de 2e- 2h-CP.

Las variables del formalismo GBEC son la densidad de nimero de los 2e-CP condensados
no(7T), la densidad de ntimero de los 2h-CP condensados mg(T') y el potencial quimico u(T')

todos en funcién de la temperatura absoluta 7T'. Para cada fase pura hay una temperatura

critica ya sea A(Tisy) = f/no(Tes+) =0 60 A(Tes—) = fr/mo(Tes—) = 0. Como se mostraré
més adelante la interseccion de estas dos fases corresponde a la simetria ideal entre igual nimero
de 2e-CP como de 2h-CP, da el valor de T, de BCS de T./Tr = 7.64 x 1076 que también se

desprende de la conocida expresion
T./Tr ~ 1.134(hwp/Er) exp(—1/\). (3-22)

para A\ = 1/5 y hwp/Er = 0.001. Ademas las fases puras de 2e- y 2h-CP del GBEC tienen

estabilidad, es decir, la segunda derivada de la energia libre de Helmholtz es positiva [108].

Podemos notar que (3-18) es una funcién que depende de la temperatura y es la cantidad

de electrones no-apareados en el sistema. Cuando tomamos 1" — 0 se tiene que

(2mEf)3/2

ng(T'=0)=ny = 5213

(3-23)

es decir todos los electrones del sistema se han apareado. Esta funcién es mon6tonamente cre-

ciente para toda 7T'. Si dejamos que Ey = EF recuperamos la relacién del gas ideal de Fermi.

3.2. Caso especial: ecuaciones del “crossover” BCS-Bose y BCS

En la teoria BCS de la superconductividad no se hace diferencia entre los pares 2e de los

pares 2h llevando el sistema a un simetria “ideal” (2e = 2h) entre ambos sistemas, de esta manera
con np4(T) = mp(T), mo(T) = no(T) y Ef = p las expresiones (3-15) y (3-16) coinciden,

llamando & = € — u, obtenemos

_ f?N(u) [

1
1 = -
20¢ 0 § /€2 1 A2
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mientras que (3-17) tiene la forma

n—>ade
n — /0 de N(e) [1— tanh (8[e — )]

+ /OO de N(€) [1 — tanh (38[e — )]

+de

+ N(p) /56 de [1 % tanh (%5\/§2+A2)

(3-25)

—de \/52 +A2

Si my = mg, los primeros términos de (3-17)) se cancelan y como &4 () = &_(¢) tambien el

segundo y tercer término, estas son las contribuciones de los electrones y agujeros ligados con
los bosones K # 0. Asi, se pueden dejar solo dos ecuaciones acopladas para determinar A(T) y
w(T) las cuales son esencialmente las ecuaciones del llamado “crossover” BCS-Bose [109]-[127],
ver Fig. E Despreciando la pequetia correcién en debido al gap electrénico, y restaurando

la densidad de estados electronica N (€) conlleva a la relacion del gas ideal de Fermi

h2
Ep = %(377%)2/3 (3-26)

si uno deja p ~ Er como es supuesto por BCS, ([3-24]) es realmente la ecuacion fundamental de
la teoria BCS, nombrando més claramente a

I =v,  se=hwp (3-27)

entonces (|3-24)) se convierte en la ecuacion del gap BCS

hwp 1
1= VN(eF)/ df ————— tanh (lﬂx/@ n A?) . (3-28)
0 V&2 + A2 ?

Es de estas expresiones, que podemos correlacionar la interaccion de GBEC (f2N(Er)/28e) con
el parametro de acoplamiento adimensional de BCS A = N(EF)V, de igual manera el cascaréon
de energia de interaccién cerca de Ey de los bosones 2e- 2h-CP de GBEC Je, con la energia de

la red i6nica Aiwp, donde wp es la frecuencia de Debye.
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Fig. 3-2: El plano gris donde mo(T) = no(T") es el llamado cruce 6 “crossover” BCS-Bose cuando la densidad
de namero es simétrica con respecto a la densidad de los pares de electrones npy (T') y la densidad de pares
de huecos mp (T), esta figura esta inspirada en el cubo de Bronstein. Figura tomada de la Ref.[4].

3.3. Caso especial: Teoria de R. Friedberg & T.D. Lee y
la BEC ordinaria

Considerando el caso completamente asimétrico ignorando los pares de huecos, dejando
f=(e) =0y mo(T) =0, tenemos que (3-16|) queda fuera, dejando solo (3-15) y (3-19)

Ef+56

AE(0) ] = f2 /E de N(e) Eie) tanh [LAE(e)] (3-29)
f

n = 2ng+ /000 de N (e) [1 — < Ftanh (BE(e))

E(e)
= [T de M) len(, () 1) (3-30)
0
donde
E(e) = \/(G_N)2+f2no para Ef <e < Ef+ 0¢
7T e — pl para otro caso
Ei(e) = e+2(Ef—p) (3-31)
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Las ecuaciones (3-29) y (3-31)) son las ecuaciones (4.3) y (4.4) de Friedberg y Lee [76]. Para un
sistema no interactuante [81],[I128] de bosones-fermiones, es decir, para f =0y u = Ey, donde
E(e) = |e — E¢|, &(¢) = ¢, al tomar solo una ecuacion, es decir (3-30), la cual queda como

n=2ng + /OOO de N(€) [1 — tanh (38[e — Ey])] + /000 de M () [exp{Be} —1]! (3-32)

esto determina la cantidad no(T") que esta relacionada con la fraccion del condesado para 0 <
T < T,.. Si tomamos T, justo la fracciéon del condensado es cero, entonces podemos dejar

no(n,Te) = 0, entonces para cualquier n obtenemos

n = /OOO de N(e) [1 — tanh (38:[e — Ef])] + /0°° de M(2) lexpl o) — 1] (3-33)

la primera integral del lado derecho no es mas que ns(7’), entonces si adimensionalizamos con

Er y resolviendo la segunda integral obtenemos

C(3/2) (2mkpT.\>?
n—ng =g - (3-34)
Cuando n > ny con ny la densidad de ntimero de eletrones no apareados, se tiene que de (3-34)
resulta
R o
T, ~2.09
¢ kaB "

o alternativamente si n ~ ny

n? 2/3
T, ~ 2.092ka (n—ny)

la primera aproximacion en (3-35)) es idéntica con (5.26) en [76] mientras que la segunda es la
férmula conocida BEC para un gas ideal de Bose con masa M = 2m y densidad de particulas
Np/L? = 3(n —ny).

Para encontrar el limite conocido de BEC de T../Tr ~ 0.218 cuando ny — 0, podemos
dividir a (3.3) entre Tr y usar Ep = h?(37%n)%/3 /2m entonces

T. 2.09 np\2/3
Tr  22/374/3 < B ?) (3-36)
entonces si ny — 0 tenemos
T. 2.09
= 0.2183 (3-37)

Tr = 52737473
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Fig. 3-3: La teoria unificada en el formalismo de la generalizacién del condensado de Bose-Einstein con el hamiltoniano
H = Ho+ H;pnt (3-1) mas , el cual al diagonalizarse via Bogoliubov-Valatin, se obtienen dos ecuaciones tipo-gap y una
ecuacion para la densidad de nuimero total y que se reduce en casos limite a todo el continuo principal de teorias
estadisticas de la superconductividad. Rama izquierda: si se toma una simetria ideal 2e-CP = 2h-CP se tiene el caso llamado
“crossover” BCS-Bose (1967) y considerando que la interaccién entre los fermiones y bosones f — 0 se tiene la expresion de
BCS (1957). Rama derecha: si consideran solamente los pares 2e-CP se recupera la “BEC” del modelo Friedberg-Lee (1989),
si considera un mezcla ideal, es decir, la interaccion es cero f = 0, se tiene el modelo ideal Bosén-Fermién (1998-2000) y
la bien conocida de 1924-25 del condensado de Bose-Einstein ordinario. Figura tomada de la Ref.[129] y reproducida aqui
en espaifol.
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Capitulo 4

Parametros experimentales del GBEC

En éste capitulo mostramos los parametros adimensionales del formalismo GBEC tales como
Gy de/Ey. Primeramente supondremos un sistema superconductor con valores dados de G'y de
de, conociendo el valor de T;. encontramos el gap de energia A(T")/A(0) en funciéon de T'/T, para
la fase pura de los 2e-CP de GBEC. También encontramos el gap de energia para la fase mixta,
esto es cuando el nimero de 2e-Cp y 2h-CP son el mismo, ng(T") = mo(T) y np+(T) = mp+(T).
El parametro de orden que conecta BCS y GBEC no es mas que la densidad de ntimero de
electrones y de huecos, expresadas como A = f_/ng + f1/mo. Mediante el diagrama de fases
tanto de 2e-CP y de 2h-CP la temperatura de transicién se eleva dramaticamente con respecto

de la T que predice la teoria BCS.

4.1. Densidad de ntimero para las fases puras 2¢e-CP y 2h-CP

De las ecuaciones tipo-gap (3-15) y (3-16) y de la densidad de ntmero (3-17) podemos
encontrar el diagrama de fases para los pares de electrones 2e-CP asi como los pares de huecos

2h-CP. Para encontrar al densidad de ntmero n/ny en funcion de T./Tp para los pares de
electrones tomamos solamente (3-15)) y (3-17)) tomando mo(T) =0y fi(e) = 0. De la ecuacion
tipo-gap, tomando unidades de E¢ en T'/T, = 1 tenemos para 2e-CP

140e/By\/z dx x—v
1+ ——-v=G tanh 4-1
35 L e (2%/1}) -y

de forma analoga para los pares de huecos 2h-CP

de ! Vadr < x—v >
v—1+—=G tanh 4-2
2Ey 1-5¢/E; |z — V| 2T./Ty &2
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Ahora bien, la densidad de niimero en unidades de E; es
RLA 3/00\/§dx = TV n (0
ng 4 Jo lz — v 27T, /Ty
6 [ y+2+ (6e/Ey) — 2v -1
i -1
+ 5372 /0 Vydy [exp ( T

— % /OOO Vi dy [exp (y R }f/;f(&/Ef)> - 1] B (4-3)

donde v = u/Ey, v = €¢/Ey, y = ¢/Ey son cantidades adimensionales en unidades de Ej.

Definimos el parametro adimensional de GBEC

F2m3/2

25/27r2h3E]1/2

G (4-4)

puesto que encontramos que f esta relacionado con el parametro de acoplamiento adimensional
A, G es simplemente la intensidad de interaccion entre electrones para formar los 2e- 2h-CP y
resulta de adimensionalizar las ecuaciones tipo-gap y la densidad de ntimero. Como unidad de
energfa usamos Iy como aparece en , la unidad de temperatura es Ty = Ey/kp. La unidad
que usaremos en la densidad de nimero es la cantidad ny = (2mFE;)3/2/272h% que es el nimero
de electrones no-apareados en T' = 0, esta cantidad se recupera de la expresion . Para la
densidad de ntimero de los pares condensados usamos unidades de npy = mysy = Ey/ f?. Para

transformar a Er v T, podemos usar la 1util relacion

ng \Ey
Puesto que podemos conocer la constante de acoplamiento adimensional electrén-fonén A

podemos encontrar la intensidad de interaccién G. Con estas cantidades podemos encontrar la

densidad de ntimero en funcién de la temperatura para las fases puras 2e-CP y 2h-CP, resolvemos

simultdneamente (4-1) con (4-3)) y (4-2) con , respectivamente. Usando los valores de
G =0.0001 = A =1/5y de = 0.001, donde d¢/E; = de obtenemos la figura [4-1}

En la Fig. (4-1) en este sistema tenemos electrones no-apareados y pares de 2e-CP, 2h-CP
excitados. Si descendemos la temperatura nos encontramos primeramente con una fase pura de

huecos condensados myg, es decir nuestro sistema esta compuesto de
n(T) = ng(T) +np(T) —mo(T) — mp(T)

esta curva en la figura corresponde al 2h-GBEC, donde ng(T.) = 0, en esta fase hay pares de

electrones excitados pero la temperatura no es suficiente para condensar estos pares. Si seguimos
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Fig. 4-1: Se muestra la densidad de nimero n/ny en funcién de T./TF para las fases puras 2e-CP, 2h-
CP del GBEC y la BEC ordinaria en 3D. Se observan tres franjas principales las cuales son de menor a
mayor temperatura, la region de los superconductores convenciones (BCS), la region de los superconductores
exoticos (Uemura [130]) y la regiéon de temperatura ambiente del orden de temperaturas de Tr. En el
recuadro se muestra el cruce entre ambas cuando n/ny = 1 esto implica Te/TFp = 7.64 X 1079, el cual es
el mismo para la densidad de ntmero para BCS, se usan los valores G = 0.0001 = X\ = 1/5y de/E; =
hwp/Ey = 0.001. Los simbolos de la derecha marcan el limite de T./TF cuando n/ny — oo o bien cuando
ny — 0 tanto para las fases puras de 2e-GBEC (0) para 2h-GBEC (0) y para el BEC ordinario (A).

bajando la temperatura nos encontramos con una fase mixta en la cual ya aparecen los 2e-CP
condensados, en esta region tenemos cantidades arbitrarias tanto de 2h-CP como de 2e-CP, es

decir, nuestro sistema es
n(T) =ng(T) +no(T) + np+(T) — mo(T) — mp+(T)

esta fase corresponde a la zona sombreada entre las cruvas 2h-GBEC y 2e-GBEC con una
cantidad arbitraria de ng(T") # mo(T), ademéas de tener npy(T) # mpy(T). Continuando
nuestro descenso en la temperatura nos encontramos con la fase pura de pares de electrones

condensados ny(T), es decir, nuestro sistema esta compuesto de
n(T) =ns(T) + no(T) + np4(T) — mp+(T)
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esta curva en la figura corresponde al 2e-GBEC, donde m(7}) = 0, por debajo de esta T, aunque
hay huecos excitados, ya no hay pares de huecos condensados. A una temperatura menor que
las anteriores se encuentra la curva de la densidad de nimero de la BEC ordinaria en esta
curva las interacciones han cesado y se tiene un gas ideal de bosones. Se tiene que para la BEC
el limite conocido de T./Tr — 0.218 cuando n/ny — oo, es decir, cuando todos los electrones
se han apareado ny¢ (1) — 0.

Mientras que el limite para el 2e-CP del GBEC es T,./Tr — 0.698 y para 2h-CP del GBEC
es Tc/Tr — 1.507. El apareamiento de los pares 2h ocurre justo por arriba de £y, debido a que
se tiene una menor energia para la estabilidad en la formacién de los pares de huecos, mientras
que la menor energia de apareamiento para los pares de electrones ocurre justo por debajo de
Ey, es asi que el valor limite donde todos los huecos estan apareados ny — 0 este por arriba de
Tr dada una T

En el recuadro de la figura se puede observar un punto de cruce en el cuél la densidad de
ntimero de 2e-CP y 2h-CP es la misma, es decir, se tiene la misma cantidad de ng(T") = mo(T)
y de np(T) = mpy(T), ésta corresponde a la prediccion por parte de la teoria BCS con el
valor bien conocido de T,./Tr = 7.64 x 1076 para los valores de A = 0.2 y hwp/E; = 0.001.
Por debajo de este punto se observa nuevamente una fase arbitraria entre no(T") y mo(7T) y
analogamente para los pares excitados mpy(T) = np+(T), en la cual también se tiene una fase
de superconductividad, es en esta region donde se centrara el estudio del gap de energia que a

continuacion se presenta.

4.2. El gap de energia A(T)/A(0) de 2¢-CP

El resultado principal de esta trabajo es el gap de energia electronico A(T)A(0) el cual
esta directamente relacionado con los pares de Cooper tanto de 2e como de 2h. Esta brecha
como se le conoce en la literatura se ha podido medir experimentalmente para la mayoria de los
superconductores convencionales. En este trabajo nos centraremos en el gap de energia para la
fase pura 2e-CP y de la fase mixta con simetria ideal ng = mg con npy = mp4, se dejard para
otro trabajo el gap de la fase pura 2h-CP.

Partimos de la ecuacion tipo-gap para los pares de electrones 2e-CP que es , de tal
forma que si mo(7") = 0 entonces la ecuacion de la densidad de nimero para el sistema 2e-CP

n = 2ng —l—/o de N (e) [1 - mtanh <2/8E(6)>]
+ / de M(e) [exp (BE4()) — 1]
0
- /0 de M(e) [exp (B&-(£)) — 1] (4-5)
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donde el potencial quimico u(7") es el mismo para todo el sistema. Nuevamente, usando unidades

de Ey para el sistema obtenemos para la ecuacion tipo-gap

f2
Se 148¢/Ef /i 1 \/(x —-v)2+ E:Qfo
1+ ——-v=G T dx tanh
¥

(4-6)

y para la densidad de ntimero

n 3 ng 3 (! r—v |z —v|
LB LB dz |1 — tanh
ny SG”f0+4/0 Ve x[ Iw—V!] o <2T/Tf
fQ
3 [1+0c/Ey — v \/(:’3_”)2"' ET;LD
+ 4/ Vodr |1 — tanh ST/T
1 \/(aju)2+f;:220 f

3/OO r—v |z — v
v 3 VT ds [1_] tanh( )
4 J1toe/E, |z — v 2T /Ty
6 [ y+2—2v+ (9e/Ey) -1
-1
i 23/2/0 vy [eXp< T/Ty

[ [ (122 ] =

donde ngy = EJ%/fQ, v=p/Es, x=¢/Ef, y=c/Ef, y ademas A% = ng/npy. Usando unidades

de T'/T. obtenemos la ecuacion tipo-gap para los 2e-CP

Se 14-de 1 (x — )2+ A2
1+ 5 V= G Vrdr — tanh ST T /T (4-8)
1 (x —v)2 4+ A2 /Te
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v la densidad de ntimero total para la fase pura de pares de 2e-CP es

:f _ ;;Az+i/olﬁdx [1— é:ﬂtanh @fT_/;L)
- Z /1H6€ﬁda: - ———%  tanh (ZTV;?AQ
(x —v)2+ A2 ‘
+ Z 1+6e\/5d$ [1 - ,i = Z|] tanh <2|fT_/;|c)
+ 252/000\/§dy [exp <y+2t;/2£+56>_1y1
T R

donde §e = 6¢/Ey, t = T./Tr = 7.64 x 1075 cuando n/ns = 1. Encontrando la solucién de
con para A(T")/A(0) en funciéon de T'/T., obtenemos los valores numericos en la tabla
con los valores de G = 0.0001 = X\ = 1/5y ée/Ef = hwp = 0.001 para la fase pura 2e-CP
del GBEC comparados con BCS experimental [131], cuando n/ny = 1. Graficamente podemos
observarlo en la fig [1-2]

La relacion entre el gap de energia A(0) y la T, para este sistema superconductor suponiendo
las cantidades G = 10~ y de = 1072 para la fase pura 2e-CP del GBEC es 2A(0)/kgT, = 2.42,

mientras que esta misma relacion en la teoria BCS es 2A(0)/kpT. = 3.53.

T/T, | A(T)/A0) | BCS [131]
0.1 1.0000 1.0000
0.2 0.9994 0.9990
0.3 0.9919 0.9971
0.4 0.9694 0.9850
0.5 0.9268 0.9569
0.6 0.8605 0.9070
0.7 0.7660 0.8288
0.8 0.6353 0.7110
0.9 0.4462 0.5263

1 0 0

Tabla 4-1: Solucién numérica de (4-8) y (4-9). Se muestran los valores numéricos de A(7")/A(0) en funcién
de T/T. para la fase pura de 2e-CP, usando los valores de G = 0.0001 = X\ = 1/5 y de/E; = 0.001
comparados con BCS experimental ver Ref.[131].
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Fig. 4-2: El gap de energia para la fase pura 2e-CP de GBEC (curva punteada), A(T")/A(0) en funcién
de T'/T¢, resolviendo numéricamente (4-8) y (4-9), se puede observar el comportamiento bien conocido de
media campana, para la densidad de namero n/ng = 1. Obteniendo 2A(0)/kpT. = 2.42. La curva continua
es BCS.

4.3. El gap de energia de la fase mixta ng(7) = my(7T)

Podemos encontrar el gap de energia para la fase mixta, esto es cuando no(T) = mo(T) y
np+(T) = mpy(T), es decir, tenemos la misma cantidad de pares de electrones 2e-CP que pares
de huecos 2h-CP y la misma cantidad de pares de electrones excitados que de pares de huecos
excitados. De las ecuaciones y observamos que son idénticas y pueden resolverse
exactamente. Si introducimos la simetria “ideal” lo cuéal hace BCS en la vecindad € ~ u, y

renombrando £ = € — i entonces la ecuaciéon tipo gap se vuelve

_ fAN(w) e dg VE+ A2
]. = 2(55 s \/m tanh (W (4-10)

mientras que la densidad de namero (3-17)) se vuelve

n — /OM&N(E)de {1 — tanh <|2k:3;|>}

+ [ N(Ode [1—ta h(’““’)]
u+oe
o [ e (JErm
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usando unidades de Ey y T'/T., tenemos que la ecuacion tipo-gap para la fase mixta es

_G e dg(VE A
C0e s \JE2 + A2 & 2tT/T,

donde t = T./Tp = 7.64 x 107% en n/ny = 1. Resolviendo ntmericamente (4-12)) podemos
comparar con la fase pura 2e-CP de GBEC, obteniendo la figura [1-3]

(4-12)

Fig. 4-3: Se muestra el gap de energia A(T)/A(0) en funcién de T'/T, para la fase pura de 2e-CP del GBEC

(linea a puntos) solucion de (4-8) y (4-9), y la fase mixta no(T") = mo(T) soluciéon de (4-12) del GBEC
(linea continua). Ambas curvas con n/ny = 1, y los valores G = 0.0001, d¢/E; = 0.001.

Nuevamente podemos identificar las cantidades adimensionales del formalismo GBEC tales

como la intensidad de interaccién G con el pardmetro de acomplamiento adimensional A de la

forma

2G
" e
y la energia de Debye de la red iénica con el cascarén de energia de interaccién de los bosones
2e-CP y 2h-CP de la forma hwp = de. En la figura podemos notar que la curva de la fase
mixta con simetria ideal ng(7") = mo(T) y np+(T) = mp4(T') coincide con la curva de la teoria

BCS, mientras que las fase pura de 2e-CP esta ligeramente por debajo.

A (4-13)
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4.4. El Gap de energia A(T) de 2e-CP para n/ny # 1

El gap de energia electronico antes calculado en la Tabla[d-1]es para un sistema superconduc-
tor que suponemos tiene las cantidades adimensionales tales como la intensidad de interaccién
G = 0.0001 que nos conduce a una A = 1/5, asi como de/Ey = hwp/Ey = 0.001 y con una
densidad de nimero adimensional en la unidad, n/ny = 1, esta cantidad da cuenta del numero
total de particulas entre la cantidad de electrones no apareados. Esta cantidad puede cambiar
arbitrariamente tanto para las fases puras 2e- 2h-CP as{ como para la fase mixta, en esta dltima
la cantidades son diferentes una de otra con ng # mg. El interés de cambiar arbitrariamente
la densidad de ntimero es encontrar una T, /TF mayor o menor si aumentamos o disminuimos,

respectivamente n/n fe

Tambien podemos encontrar el cambio del gap de energia electronico A(T')/A(0) en funcion
de la temperatura T'/T, de la fase pura 2e-CP si cambiamos la densidad de ntimero por debajo de
la unidad n/ny = 1, hemos ignorado de inicio la contribucién de los 2h-CP, es decir, mo(T.) = 0.

2/3

Usando la transformacion n/ny = (Er/E;)?/° podemos transformar las expresiones para el

gap de energia de 2e-CP de GBEC obteniendo para los pares de electrones, la ecuacién tipo gap

1/3 14+de(n/ny)?/3 (CE — l/)2 + AQ
n n (de f 1
<n > +n (2 ) / Vide = tanh 2tT/T,

f f (x —v)2+ A2 ¢

(4-14)

y para la densidad de niimero tenemos

= 3w (3)" 2 el e ()

1+3e(n/ns)/3 _ (z — )2+ A2
+ 3/ Vaodr |1 - R tanh
4 1 (.’I] o I/)2 + A2 2t T/TC

3 [ —v |z — v >]
+ - dr |1 - tanh
4 /1+5e(n/nf)2/3 Ve [ |=T —v| (275 T/T:

—1
6 [ 2(n/ng) 3 +y —2v + de

-1
6 /OO —2(n/np)723 4y +2v + de
- = dy |ex -1 4-15
2312 Jo vy dy [ P ( tT/T. (4-15)

donde t = T,/TF es el nuevo valor que depende del cambio en n/ny. Podemos observar

que si dejamos a n/ny = 1 recuperamos las expresiones (4-8)) y (4-9)). Usando estas expresiones

podemos variar la densidad de ntimero entre 0.9999991 < n/ny < 1, ver el recuadro de la Fig.
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[}, entre la densidad de nimero de 2e-CP de GBEC y la BEC misma. Resolviendo numéricamente
las ultimas dos ecuaciones (4-14)) y (4-15)), encontramos los valores en la Tabla Graficamente

lo observamos en la figura [4-4

/T A(T)/A(0)
2e-CP GBEC Tolmachev [I] | Miihlschlege [I31]

n/ny =0.9999999 | n/ny =1 | n/ny = 0.9986 BCS
0.1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.2 0.9993 0.9994 0.9999 0.9999
0.3 0.9920 0.9919 0.9971 0.9971
0.4 0.9698 0.9694 0.9849 0.9850
0.5 0.9278 0.9268 0.9567 0.9569
0.6 0.8623 0.8605 0.9067 0.9070
0.7 0.7689 0.7660 0.8284 0.8288
0.8 0.6396 0.6353 0.7106 0.7110
0.9 0.4541 0.4462 0.5259 0.5263

1 0.0806 0 0 0

Tabla 4-2: Solucién numérica de y para 2e-CP del GBEC para el gap de energia A(T)/A(0)
en funcién de T'/T.. Se muestran los valores numéricos de varias densidades de ntimero entre 0.9999991 <
n/ny < 1 que corresponde a la densidad de nimero entre los 2e-CP del GBEC y la BEC ordinaria. En la
tercera columna se muestran los valores del gap de energia de acuerdo a la Ref.[1], en la cuarta columna para
los valores encontrados en la Ref.[131] para BCS. Para 2e-CP del GBEC se usan los valores de G = 0.0001
y 6¢/Ey = 0.001. En la primera columna se muestra la aproximacion a la fase mixta de GBEC cambiando
al densidad de namero con un valor de n/ny = 0.9999999.

Podemos observar de la tabla que al variar la densidad de ntimero n/ny ligeramente por
debajo de la unidad, los valores numéricos se acercan o alejan de la prediccion BCS. Esto sugiere
que se puede ajustar las curvas de 2e-CP del GBEC a los datos experimentales o bien a la curva
teorica de BCS. Al variar la densidad de niimero por debajo de la unidad, estamos cambiando
arbitrariamente el numero de electrones no-apareados con respecto al nimero total de particulas
y por tanto el nimero de pares de electrones condensados. Si tomamos n/ny # 1 estamos
cambiando T, /TF en el diagrama de fases, es decir, podemos encontrar que para una densidad de
namero dada hay una temperatura de transicion 7. /T diferente. En particular hemos calculado
que cuando n/ny = 1y tomando la simetria ideal entre pares de electrones y pares de huecos
condensados no(T) = mo(T) y ademas npy(T) = mp,(T), obtenemos T./Tr = 7.64 x 1076
que corresponde con la teoria BCS.

Por ejemplo, si cambiamos a una densidad de ntimero por debajo de la unidad, n/ny =
0.9999999 tendremos que de acuerdo al diagrama de fases de la Fig. una T./Tr = 7.60x107°
(ver el recuadro). Pero al variar la densidad de niumero para la fase pura 2e-CP tambien se ha
cambiado la fase pura de 2h-CP obteniendo como consencuencia para la misma densidad de
ntimero una 7,./TF més alta, incluso que BCS dando los valores de T,./Tr = 7.67 x 107% con la

relacion 2A(0)/kpT. = 2.37 y una T,./Tr = 0.433. De esta forma se puede hacer un mapa para
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el cual una densidad de nimero pueda predecir una 7T, méas alta.

El caso que nos ocupa 2e-CP, es cuando la densidad de ntumero total corresponde al sistema,
n=ng(T)+ 2no(T) + 2np+(T) — 2mp4(T)

Las curvas que se presentan en la Fig. se consideran ademaés de los 2e-CP condensados ng (7)),
los pares excitados o como también se les conoce pares “pre-formados” npg4 (T), como también a
los 2h-CP excitados mpy(T'), con este sistema se pretende construir el gap de energia electronico
para algunos superconductores convencionales, es decir, cuya temperatura de transiciéon estan

cercanamente a BCS de acuerdo a la Fig. [i-1]

Fig. 4-4: El gap de energia A(T)/A(0) en funcién de T/Tc, para la fase pura 2e-CP del GBEC, la fase
mixta con simetria ideal de GBEC (curva gris) y BCS (curva a puntos). Resolviendo numéricamente
con , para densidades de nimero entre 0.999995 < n/ny < 1. Se observa el comportamiento bien
conocido de media campana para las fases 2e-CP con densidad de namero n/ny = 1 y BCS. Se observa
que cuando la densidad de ntimero disminuye se puede ajustar a la curva 2e-CP de GBEC con BCS, que
coincide con la fase mixta ng(T") = mo(T) (curva gris), cuando la densidad de ntimero es la unidad. Se usan
los valores G = 0.0001 y d¢/E; = 0.001.
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4.5. El gap de energia para el Hg

A manera de ilustrar el procedimiento que usaremos al comparar el formalismo GBEC con
datos experimentales, usaremos como ejemplo el primer elemento superconductor que se descu-
brid, el mercurio (Hg). Usaremos la fase pura de 2e-CP y la fase mixta cuando 2e-CP = 2h-CP
de GBEC para construir el gap de energia A(T")/A(0) en funcion de la temperatura absoluta en
unidades de T;. El Hg tiene una transicion a la fase superconductora hacia T, = 4.15 K es un SC
del tipo I. Para encontrar el gap de energia de Hg, necesitamos los parametros adimensionales de
la intensidad de interaccion G y el cascarén de energia adimensional de definidos en . Para
determinar los parametros adimensionales del GBEC con los experimentales de los materiales
superconductores necesitamos conocer la energia de Fermi Er 6 la temperatura de Fermi Tr y
la temperatura de Debye, O p.

Una vez determinada la constante de acoplamiento adimensional haciendo uso de la ecuacién
del gap de energia de BCS en T' = 0, obtenemos para el mercurio una Ay, = 0.314. Para
el Hg tenemos que T, = 4.15 K, Op = 88 K [10], Er = 7.13 eV, Tr = 8.29 x 10* K [132], de
esta forma encontramos que de/Er = 0.00106 y conociendo Afy = 0.314 = G = 0.00016.

Entonces, resolviendo (4-8|) con obtenemos los valores niimericos mostrados en la tabla

comparados con la fase mixta ng(7) = mo(7T) cuya solucién nimerica es idéntica a BCS.

T/T: A(T)/A(0)
2¢-CP | fase mixta
0.1 | 1.0000 1.0000
0.2 | 0.9988 1.0000
0.3 | 0.9891 0.9988
0.4 | 0.9623 0.9868
0.5 | 0.9155 0.9582
0.6 | 0.8452 0.9088
0.7 | 0.7480 0.8294
0.8 | 0.6168 0.7127
0.9 0.4321 0.5247
1 0.0449 0

Tabla 4-3: Se muestran los valores numéricos de A(T)/A(0) en funcién de T/T.. para la fase de 2e-CP del
GBEC y la fase mixta la cual es idéntica a la teoria BCS del Hg. De la soluciéon numeérica de (4-8)) y (4-9)
usando los valores de G = 0.00016 y de/Ey = 0.00106.

En la figura [4-5] podemos apreciar el comportamiento de acuerdo a la fase mixta y la fase
de 2e-CP del GBEC para el Hg, obteniendo 2A(0)/kpT, = 2.13 para 2e-CP, contrastada con
aquélla de BCS que es 2A(0)/kpT, = 3.53.

Los pares de huecos condensados m(7") juegan un papel importante en el gap de energia de
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Fig. 4-5: Se muestra el gap de energia A(7T")/A(0) en funcion de T'/T. para el 2e-CP (curva continua), la fase
mixta ng(T) = mo(T') (curva gris) del GBEC y BCS (curva a rayas) para el Hg. Las curvas asociadas a GBEC
estan calculadas con G = 0.00016 y de/E; = 0.00106 cuando n/ns = 1, con la razén 2A(0)/kpT. = 2.13.
La curva 2e-CP describe un gas ternario boséon-fermion de electrones, pares de electrones 2e-CP y pares de
huecos 2h-CP.

un superconductor, aunque permanecen los 2h-CP excitados 2mp (T') en GBEC, la ausencia de
los pares de huecos condensados mo(7") influye en el A(T")/A(0), disminuyendo con respecto a
la fase mixta ng(T") = mo(T") que considera una simetria ideal entre ambos portadores de carga
y que es idéntica con BCS. La curva 2e-CP en la fig. describe un gas ternario fermién-bosoén,
es decir, estan los fermiones no apareados (electrones-huecos) los pares de electrones tipo-pares

de Cooper, asi como pares de huecos tipo-pares de Cooper excitados.
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4.6. Comparaciéon del GBEC con datos experimentales

Podemos ahora comparar el formalismo de los 2e-CP del GBEC con datos experimentales,
en el caso que tenemos electrones no-apareados, pares de electrones condensados no(7"), pares
de huecos excitados mp4(T), asi como el caso de la simetria entre pares de electrones y pares
de huecos ng(T) = mo(T) y np(T) = mpo(T), la cual como se observo en la figura para
el Hg y para el sistema con G = 0.0001 y de/E; = 0.001 en la figura es idéntica a BCS.

Conociendo la temperatura de transicion T, la temperatura de Debye de la red i6nica ©p,
la energia de Fermi Er 6 la temperatura de Fermi T, podemos encontrar la constante de
acoplamiento A la cual implica tener GG del formalismo GBEC, asi como también hwp lo cual
nos conduce a nuestra de. Se han escogido materiales superconductores con un coeficiente Hall
positivo, es decir, aquéllos que sus portadores de carga son huecos y que son los responsables de
la conduccion de la corriente eléctrica. En la figura se tienen varios materiales supercon-
ductores con su inverso del coeficiente Hall, 1/Ry en unidades de [m?/As] y su correspondiente
T en unidades de [K], la figura fue elaborada con los datos de la Ref.[133] y aparecida en la
Ref.[134].

Fig. 4-6: Se muestra la temperatura critica de algunos superconductores en funcién del inverso del coeficiente
Hall a bajas temperaturas y campos intensos. Para construir la grafica los datos se tomaron de la Ref.[133].
Figura tomada de la Ref.[134].

Tomemos como primer ejemplo, el sistema superconductor Sn, donde tenemos una T, = 3.72
K, ©p =200 K [10], Er = 10.2 eV y Tr = 11.8 x 10* K [132], usando la expresién BCS del gap
de energfa (2-18) en T = 0, obtenemos Ag, = 0.24 = G = 0.0002 y de/E; = 0.0016, cuando

n/ny = 1. Usando los datos experimentales del gap de energia obtenidos por tunelaje electronico
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[7] y resolviendo numéricamente y y la expresion (4-12)), obtenemos las curvas de la
fase pura 2e-CP y la fase mixta de GBEC, respectivamente. Estas curvas se muestran en la Fig.
2%}

Como segundo ejemplo, el sistema superconductor In, tenemos una 7, = 3.4 K, ©p = 108
K [10], Er = 8.63 ¢V y Tr = 10 x 10* K [132], usando la expresion BCS del gap de energia
cuando 7" = 0 (2-18)) obtenemos A, = 0.28 = G = 0.00015 y dc/E; = 0.001. Usando los
datos experimentales del gap de energia obtenidos por tunelaje electronico [7] y resolviendo
numeéricamente y y la expresion , obtenemos la curvas 2e-CP y la fase mixta
del formalismo GBEC, respectivamente. Estas curvas se muestran en la fig. {-8

Como tultimo ejemplo el sistema superconductor Pb, tenemos que T, = 7.12 K, ©p = 96
K [10], Er = 9.47 eV y Tr = 11 x 10* K [132],usando la expresién BCS del gap de energia
cuando T' = 0 obtenemos Ap, = 0.36 = G' = 0.00016 y de/Ey = 0.00087. Usando los
datos experimentales del gap de energia obtenidos por tunelaje electronico [7] y resolviendo
numeéricamente y y la expresion , obtenemos las curvas 2e-CP y la fase mixta
del formalismo GBEC, respectivamente. Estas curvas se muestran en la fig. [1-9

Podemos observar en las figuras del gap de energia A(T")/A(0) para los diferentes materiales
superconductores que son Sn, In y Pb que la curva de la fase mixta, coincide con la prediccién
teorica BCS, es decir, BCS es un formalismo que incluye ademas de pares de electrones, pares
de huecos. Se observa que los 2h-CP juegan un papel importante en el gap de energia de los
superconducores pues la ausencia de los huecos condensados, es decir, mo(7") = 0 provoca que

el gap de energia disminuya con respecto de la curva de la fase mixta.
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Fig. 4-7: Se muestra el gap de energia A(T")/A(0) en funciéon de T'/T. para el 2e-CP (curva negra), la fase
mixta no(T) = mo(T) del GBEC (curva gris) y los puntos experimentales para el Sn. La solucén numérica
de las curvas 2e-CP y la fase mixta con densidad de ntimero de n/ny = 1, la intensidad de interaccion del
Sn de GBEC es G’ = 0.0002 con la energia adimensional de/E; = 0.0016 asociada con la energia de Debye.
La curva 2e-CP describe un sistema ternario de bosones-fermiones para el sistema superconductor Sn, en el
cuél hay electrones, pares de electrones condensados 2no(T") y pares de huecos excitados 2mpy (T').
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Fig. 4-8: Se muestra el gap de energia A(T)/A(0) en funcién de T'/Te. para el 2e-CP del GBEC (curva
negra), la fase mixta ng(T) = mo(T) del GBEC (curva gris) y los puntos experimentales para el In. La
solucon numérica de las curvas 2e-CP y de la fase mixta del GBEC con densidad de ntimero de n/ny =1
la intensidad de interacciéon de GBEC es G = 0.00015 y la energia adimensional de/E; = 0.001 asociada
con la energia de Debye. La curva 2e-CP describe un sistema ternario de bosones-fermiones para el sistema
superconductor In, en el cual hay electrones-huecos, pares de electrones condensados 2ng(7T") y pares de
huecos excitados 2mpy (T).
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Fig. 4-9: Se muestra el gap de energia A(T)/A(0) en funcién de T'/Te para el 2e-CP del GBEC (curva
negra), la fase mixta no(T) = mo(T) del GBEC (curva gris) y los puntos experimentales para el Pb. La
solucén numérica de las curvas 2e-CP y de la fase mixta del GBEC con densidad de nimero de n/np =1
la intensidad de interaccion de GBEC es G = 0.00016 y la energia adimensional ée/E¢ = 0.00087 asociada
con la energia de Debye. La curva 2e-CP describe un sistema ternario de bosones-fermiones para el sistema
superconductor Pb, en el cual hay electrones-huecos, pares de electrones condensados 2ng(7T) y pares de
huecos excitados 2mpy (T).
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Capitulo 5

Conclusiones

El sistema SC que se presenta en la figura con la densidad de nimero n/ny en funcién
de la temperatura T./Tr de la fase pura de los 2¢-CP y la otra fase de los 2h-CP se observa
una mayor temperatura de condensaciéon de los pares de huecos con respecto a los pares de
electrones, incluso varios 6rdenes de magnitud con respecto de BCS, indicando que puede ocurrir
superconductividad a temperaturas tan altas como temperaturas de medio ambiente. Los pares
de Cooper de la teoria BCS sufren una BEC, esto se puede observar en la figura donde la
fase mixta ng(7") = mo(7") del GBEC que coincide con la teoria BCS, es decir, la teoria BCS es
un condensado de pares de Cooper de electrones y de pares de Cooper de huecos que por debajo
de una T, el material se convierte al estado superconductor.

El formalismo GBEC toma en cuenta explicitamente los 2e-CP y los 2h-CP, de esta forma
se construye el gap de energia electronico para una fase mixta donde ny(7") = mgy(T"), es decir,
la densidad de nimero de 2e-CP es igual a la densidad de nimero de 2h-CP, coincidiendo con
la prediccion tedrica de BCS, de igual manera se puede construir el gap de energia para una
fase mixta arbitraria con ng(7T") # mo(T), dejando este analisis para un posterior trabajo. Esto
indica que en el sistema completo se cuenta con los 2e-CP asi como 2h-CP y que ambos tipos
de pares son importantes en la aparicién del estado superconductor.

Las curvas del gap de energia electronico A(T)A(0) en funcion T'/T. de los diferentes ma-
teriales superconductores estudiados aqui, son una mezcla de un gas ternario de electrones
no-apareados, pares de electrones condensados ny(7") y pares de huecos excitados o pares “pre-
formados” mp(T) tipo-pares de Cooper. La relacion del gap de energia con respecto a la T,
de la fase pura de 2e-CP de GBEC es de 2A(0)/kpT. = 2.42, esta difiere alrededor de un 1/3
del predicho por BCS que es 2A(0)/kpT. = 3.53 con A = 1/5 y hwp/Er = 0.001 esto se ve
reflejado en la curva del gap de energia que esta por debajo de la fase mixta y que coincide con
BCS.

El objetivo principal de construir la curva del gap de energia electréonico es mostrar que
GBEC se ajusta a los datos experimentales aqui estudiados como son el Sn, Fig.[4-7] el In, Fig.
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y el Pb Fig. con la fase 2e-CP y variando la densidad de ntimero hasta en n/ny = 0.9999991
para un sistema con G = 0.0001 y de = 0.001. Si al sistema se le excluyen los 2h-CP, es decir,
mo(T) = 0 pero dejando los pares de agujeros excitados mpy(T) el gap de energia se reduce
ligeramente con respecto a la fase mixta de GBEC que es idéntica a BCS. Podemos concluir
que hay una contribucion importante de los 2h-CP en la aparicién del estado superconductor,
se deja para un trabajo posterior la curva del gap de energia para la fase pura 2h-CP.

Como continuacién de este estudio se puede mostrar que ajustando la densidad de ntumero
n/ny # 1 en la fase pura de 2e-CP, la curva del gap de energia de GBEC puede ajustarse a la fase
mixta o bien a los datos experimentales, este cambio en la densidad de ntimero muestra que al
cambiar n/ny, la T, /Tr cambia de igual manera de acuerdo al diagrama de fases presentado en
el capitulo 4, el cambio de n/ny sugiere un “ajuste"para describir un sistema SC con solamente
una fase de 2¢-CP ¢ de 2h-CP. El comportamiento anémalo que incluso se observa con los
datos experimentales se podria explicar ajustando la densidad de niimero. De igual forma este
comportamiento anémalo se puede correlacionar con sistemas como el URugSiy [I35] con la

reserva de construir el gap de energia para los 2h-CP del GBEC.

59



Apéndice A

Diagonalizacion del hamiltoniano de
GBEC

El hamiltoniano del formalismo de la generalizaciéon del condensado de Bose-Einstein es

H = Zsklaklslakhsl—i—ZEJr )bl b — ZE

k1,51
—3/2 4l .
+ / Zf+ < et 1 4@ k+1K¢bK+a k+1K,| k+1KTb ) (A-1)

3/2 af i s R R
+ L Zf {ak-',-lKT —k+1K, °K +a—k+%K,¢ak+%K,TCK}'

Podemos seguir a Bogoliubov [104], reemplazando cada operador de creacion y aniquilacion de
los bosones ZA)(T), 130 por el nimero /Ny dénde Ny es el nimero de bosones compuestos por 2e con

K = 0 e igualmente para ég, ¢y por /My donde My es el nimero de bosones compuestos por 2h
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con K = 0. Entonces el operador dindmico Q = H — /J,N lo escribimos como

H—pN = Y (e~ p)af i, + [B4(0) = 2u) No + Y By (K)bkby
k,s K0

+ [2p— E_(0)] My — Y E_(K)élex
K+£0

+ VNoL™ 3/QZ:er <ak Ay +a- k,iak,T)

+ \/ L 3/2Zf (akTa ki—i—a kiakﬁ)

—3/2 ~f ot
LT felk (k+1K,T k+1K¢bK+a e 1K B 1k 4Pk > (A-2)
kK0

—3/2 af AT
+ L Z f( ( Dt Lit? k+§K7¢CK+a k+1K,19 k+1K7T )
K K20

Ignorando interacciones entre electrones no apareados y bosones excitados (con K # 0) podemos

re-escribir el operador dindmico como

O o 37 fe(k) =, i
ki,s1
+ [EL(0) —2ulNo+ > [Ey(K) —2u] blb
+ H]4No + M 9x 9K
K40
+ u—E_(0)Mo+ Y [2u—E_(K) éke
s 0 H KK
K40
+ S Waof (k) + vimof- (k)] (afyal y, + g aoi) (A-3)
k
Para diagonalizar el operador usamos las transformaciones de Bogoliubov-Valatin [104],[107]
dks = Uk OAékys —+ 28 'Uk OAéT_k7_s/
aL s = U o}Ls + 250, Gy g (A-4)

donde s = :I:%, el espin de la particulas 6 bien

axt = ulyqt+ deT_k,¢
il = wb, tudoy
Q| = Ulyy — vde_ij
&Li = udei — U Qg4 (A-5)
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donde los nuevos operadores &, &' siguen las reglas de anticonmutacion {&k,d,t,} = 0pp ¥
ademas {Gy, G} = {o},t, dz,} = 0. Si renombramos & = e, — p y /nof+ (k) + mof-(k) = Ag,
sustituyendo (A-4)) en el primer y tltimo término de (3-4]) tenemos

Q

12

_|_

_|_

> & [U%&L,Sdk,s +2s (25 vl —al, g} — 25w {af al, |+ @k,s@k,s}ﬂ

ks

[E4(0) = 2uINo + > [ (K) — 241] blcbye
K#0

20— B_(0)]Mo + Y [2p1 — E_(K)] éleéx
K#0

2 (At A Aa 2 (At A Aoa
Z Ap{uj, (QLTQEM + oz_kiozm) — v}, (aimam + O‘k:TO‘Tfm)
k

UV, (&T—kid—ki + g 0y — @LT@M - ddekT>}

simplificando terminos tenemos

9)

12

Z [é.k (Ui - UI%) - QAkUkUk] &L,sdk’,s
k,s

1 A L
+ Z 2s |:§kukvk + iAk(ui - UI%):| (aljrc,saik,fs + O‘k,so‘fkﬁs)
k,s

+ Z 2 [f;% + Akukvk]

k,s
+ [B4(0) = 2u]No+ Y [E4 (K) — 24 bl by
K#£0
+ 2p—E_(0)]Mo+ Y [21 — E_(K)] eléx
K#£0

Para diagonalizar Q) debemos tener

si definimos la energia Fj como

E,=¢, (uz - U]%) — 2Apug vy

sustituyendo en (A-§|) tenemos
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como tenemos la condicién de que u% + v,% = 1 tenemos

é‘

2 1 Erék
= = 1 +

£

2 1 Erék
— L 1 —

sustituendo (A-11)) y (A-12) en (A-8) obtenemos que la energia es

By =\/& + AL

entonces _ _
P &k

L V&AL
2 1 &k

Rk R TSy

i & + A

sustituyendo (A-13)), (A-14) y (A-15)) en (A-7)) obtenemos

QO ~ Y F, é‘]t,sdk,s +) (& — Ex)
k,s k

+ [EL(0) = 26 No + ) [B () — 2u) bl by
K+#0

+ 2p—E_(0)]Mo+ Y [2n— E_(K)] eéx
K+#0

usando nuevamente (A-5)) y simlificando terminos tenemos

H—pN =~ Y [e,—pl af

k,s
+ [EL(0) = 26]No + D [E4 () — 2u) bl by
K#0
+ 20— E-(O)IMo+ Y 20— B-(K)) éjeéx
K#0

3 Wak () + vimofil (gl + oo ing)

k
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Los eigenestados de este operador diagonalizado [129] son

|”.nk’5'”NK'”MK>:H(aks>nks H \/—< ) H \/7<CK>MK 0) (A18)

S

donde los exponentes ni s = 0,1, Nx y Mk = 0,1,2,... son los ntmeros de ocupacién, y |0)
es el estado del vacio para las cuasi-particulas fermionicoas con la energia de Ejy de (A-7)) y re-
escrita como E(€) = /(e — )% + A2(e). Los estados del vacio para los bosones 2e-CP y 2h-CP

con los operadores de creaciéon y aniquilaciéon esatn definidos como

Gy 5|0) = bk|0) = ¢ [0) =0 (A-19)

con el hamiltoniano diagonalizado, se puede construir el potencial termodinamico = —PL¢
del GBEC, con L% el volimen del sistema y P la presién, como esta definido en [94) p.228],

quedando para tres dimensiones

(T, 1%, 1, No, My) = —kpTIn [Trexp{—B(T — uN)}| (A-20)

insertando (A-17)) en (A-20) se obtiene el potencial termodinamico

QT, L3, u, No, M) /L = /OO deN (e)[e — p — E(e)] — 2kgT /00 deN (e) In{exp[—BE(e)]}
0 0
+ [P0 = 2no + kT [ deM (@) {1 - exp[-564 (6))

+ 20— E_(0)]mo + ksT /D " deM(2) In{1 — exp[—B& ()]} (A-21)
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Apéndice B

Longitud de dispersion para una esfera

dura

En este apéndice se aborda brevemente la longitud de dispersién as para una esfera dura y

con pozo de potencial cuadrado. Todo el calculo se puede ver en la Ref.[106, Cap. 7|.

B.1. Teoria del alcance efectivo

Como veremos aqui, resulta casi imposible averiguar la forma precisa de un potencial dado si
efectuamos un experimento de dispersiéon a muy bajas energias. Este experimento solo permite
determinar dos caracteristicas globales —dos longitudes— del potencial, a saber el alcance efec-
tivo 1o, y la longitud de dispersion a. Existen, pues, un nimero infinito de formas de potencial
compatibles con cada pareja (a,r9) de estos nimeros.

El resultado para el desfasamiento en el caso de un potencial infinito de radio ¢ (esfera
dura), dp(k) = —ke, valido a toda energia, sugiere que para un potencial (central) completamente

general se defina la longitud de dispersion
(B-1)

De (7.39) de la Ref.[106], la amplitud de dispersion fy en onda S (que no depende de 6 puesto
que Pp(cosf) = 1) sera

_ 1w 0o (k)
fo= e sin 6o (k) = (B-2)
Por lo tanto, (B-1|) equivale a
a = — lim fy. (B-3)
k—0

En términos de la funcion de onda radial ug(r), la longitud de dispersion a tiene un significado
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muy simple. Para un potencial central cualquiera que cumpla con V(r) = 0 para r > R, la

solucion (7.37) de la Ref.[106], se comporta como
uo(r) — Ce™ sin(kr + do),

r>R

Che'% j .
— _ — _
ug(r) 3 Cke (r—a) =
donde usamos la definicion original (B-1)). Es decir, a es el lugar en 7 donde en el limite de bajas
energias la funcion radial ug(r) se anula exactamente. En el ultimo paso de (B-4)) escogimos
la constante arbitraria C' del modo indicado; es decir, C' = —ei‘sok La figura ilustra la

ubicacion de a para un potencial (curvas gruesas) que es:
i) puramente repulsivo (a > 0),
ii) uno atractivo, pero tan débil que no llega a ligar ni un estado S(a < 0),

iii) un potencial que liga su primer estado S con energia de amarre cero (a = +00) y, final-

mente,
iv) un potencial que liga con energia negativa (a > 0).

La recta punteada representa (B-4) extrapolada a toda r, en tanto que la curva delgada es la

funcion ug(r).

uo(T)
V(r) :
A lmuo()
7’ k—0
J r —+ r
o] ,a
4

Fig. B-1

Noétese que cuando r > R, limg_,o uo(r) = 1 — r/a satisface (7.33) con V. =0,1 = 0y k = 0, a saber
1"
ug (r) = 0.

66



B.2. Esfera dura mas pozo rectangular

Es relativamente directo deducir que para el potencial que se grafica en la figura es de
la forma
+oo, r <cg,

V(r)=4q-V, c¢<r<R, (B-5)
0, r> R,
V(r)
A
c R
»
0]
—Vo
Fig. B-2

la longitud de dispersion resultante es

R—c tan \/2uVo(R — )2 /h?
c (1 V(R o)/ )] ' >0

1+

a=c

Esta aparece graficada en la figura [B-3

afc

A

N

>
/2 37/2

2uVo(R — c)2 /12

Fig. B-3

Notamos primero que se reduce a (7.76) de la Ref.[I06] si ¢ — 0, y al resultado anterior
a=csi R— 0o bien Vj — 0. Luego observamos que los polos en (m — 1/2)r, m = 1,2,...
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corresponden justamente a la condicion (5.35) del capitulo 5 de la Ref.[I06] para que el pozo
rectangular, ahora de alcance neto R — ¢, ligue el primero, segundo, ..., estado S, ya que la

presencia del potencial de esfera dura so6lo corre el origen de O hasta c.
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