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Capitulo 1

Introduccion

El término evolucion biolégica denota, en las discusiones contemporaneas, la teoria del
cambio en la descendencia de una especie organica a través del tiempo. En este trabajo
se desarrolla un modelo matematico de la evolucion bioldgica siguiendo principalmente a

U. Dieckmann y R. Law en [1]. Para esto se hace hincapié en los siguientes puntos

1. El proceso evolutivo debe ser considerado dentro de un contexto coevolutivo. Siendo
la coevolucion un mecanismo del proceso evolutivo mediante el cual organismos que
viven dentro del mismo ecosistema influencian reciprocamente la evolucién de cada

uno.

2. La teoria matemdtica de la evolucion debe ser dindmica. Con esto se pretende dar
cuenta de como se llega a los diversos estados evolutivos; y, por ejemplo, no sélo
saber qué estados estan exentos de invasiones mutantes, sin tener siquiera la certeza

de que aquellos estados son asequibles.

3. El proceso evolutivo debe considerarse desde el nivel de las poblaciones. Con esto
se pretende basar el modelo matematico de la evolucién en uno ecolégico que de
cuenta de las interacciones intra-especificas e inter-especificas que se experimentan

dentro de las poblaciones.

4. FEl proceso evolutivo tiene importantes elementos estocdsticos. Primero porque el
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proceso de mutacién, un mecanismo importante del proceso evolutivo, es mejor ex-
plicado como un proceso aleatorio. Y, segundo, debido a que una poblacién mutante
escasa puede ser victima de la extincion accidental, que nuevamente es explicada
adecuadamente como un evento aleatorio. Mas aun, un tercer elemento estocdstico
podria ser la extincién accidental de alguna de las especies residentes; sin embargo
se supone, en lo restante, que el nimero de individuos de las especies residentes es

suficientemente grande como para despreciar aquel evento.

Algunos de estos puntos han sido considerados en el marco matematico de la dindmica de
Juegos evolutivos, que es una extension de la teoria de juegos evolutivos. Esta iltima asocia
el pago de un juego con la adecuacidon (fitness) de una especie, y se basa en el concepto
de estrategia evolutivamente estable [2]. Sin embargo distintas carencias de la tradicional
teoria de juegos evolutivos propiciaron la extension a la dinamica de juegos. Un ejemplo
de esto es que la teoria de juegos evolutivos supone la disponibilidad simultanea de todos
los estados a los que se pueda evolucionar, cuando el caso es que usualmente el proceso
de mutacién resulta en variaciones a estados cercanos al estado promedio presente de la
especie residente respecto a la cual hay mutacion.

Para poder hablar de la evolucion de algiin rasgo de una especie en términos matematicos
se realiza la suposicién de que es posible cuantificarlo y, atin més, que el rasgo en cuestién
tiene alguna influencia sobre la adecuacién que un individuo de dicha especie experimenta
en su ecosistema; a un rasgo con esta tltima caracteristica se le llama rasgo adaptativo y
a su respectiva cantidad se le nombra valor de rasgo adaptativo. Asi la adecuacién de una
especie puede interpretarse como una funcién que tiene como argumentos a los valores
de rasgo adaptativo en cuestion. En estos términos se puede resumir los resultados de
diversas investigaciones sobre procesos coevolutivos basadas en la dinamica de juegos

evolutivos por medio de la siguiente ecuacién candnica



Donde s;, con i € {1,..., N}, es el valor de rasgo adaptativo de una especie dentro de
una comunidad constituida por N especies. Las funciones W;(s},s) dan cuenta de la
adecuacion que experimenta un individuo dentro de la especie correspondiente al indice
i con valor de rasgo adaptativo s; en un ambiente determinado por residentes con valores
de rasgo dados por un vector s; mientras que las funciones k;(s) > 0 sirven para escalar
la tasa de cambio evolutivo. En el presente trabajo se desarrolla la ecuacion 1-1 a partir
de los cuatro puntos previamente mencionados y se realizan un anélisis y extension de
aquel resultado.

El esquema del trabajo es el siguiente: En el capitulo 2 se presentan los conceptos y
suposiciones bdsicos para el analisis del fenomeno coevolutivo; ademas se presenta un
sistema depredador-presa que sirve como ejemplo a lo largo del trabajo. En el capitulo 3
se desarrolla el modelo estocastico para el proceso coevolutivo con base en una secuencia
de substituciones de rasgos y se usa fuertemente el concepto de ecuacion maestra, cuyo
desarrollo se encuentra en el apéndice A. En el capitulo 4 se utiliza la representacién
estocastica del proceso para construir un proceso promedio al cual se le realiza una
aproximacién determinista que brinda la recuperacién de la ecuacion 1-1. En el capitulo
5 se refina el resultado previo mediante correcciones de orden superior. En el capitulo 6 se
discuten diversas generalizaciones a los modelos deterministas previamente desarrollados.
Ademads se presenta en el apéndice B el desarrollo de la probabilidad de escapar a la
extincion accidental, utilizada en el capitulo 3; y en el apéndice C se demuestra el principio

de exclusiéon mutua supuesto como cierto desde el capitulo 2.



Capitulo 2

La comunidad coevolutiva: marco

teorico formal

En este capitulo se introducen los conceptos basicos para realizar el andlisis del
fenémeno coevolutivo. Se discuten la notacién y suposiciones ademas de presentar la
aplicacion al modelo depredador presa. En el presente trabajo se deduce la ecuacion 1-1

haciendo uso de los cuatro puntos anteriormente mencionados.

2.1. Marco conceptual

La comunidad coevolutiva bajo analisis estd conformada por un nimero N de especies,
las especies estédn caracterizadas por un indice ¢ € {1,..., N}. Al nimero de individuos
en la especie i se le denota n; y se define n = (ny,...,ny) como el vector de tamanos
de poblacion. Los individuos dentro de cada especie pueden ser distintos respecto a uno
o mas rasgos adaptativos descritos por una variable real, a fin de considerar rasgos sin
dimensién (por ejemplo pesos sin escala de kilogramos ni otra escala de peso). Para
simplificar el modelo se hace la suposicién de que cada individuo esta determinado por
un solo valor de rasgo adaptativo, s;, tomado de un conjunto :5‘\1 C R que en lo siguiente

serd un intervalo. En general no tiene sentido real hablar de valores de rasgo adaptativo
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infinitos, en consecuencia los conjuntos S; serdan acotados y méas atun se puede realizar
un cambio de escala de tal forma que, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que
S; c (0,1).

Cada especie residente esta constituida por individuos que pueden estar caracterizados
por distintos valores de rasgo. Una especie es llamada monomorfa si cada individuo que la
compone tiene el mismo valor de rasgo; mientras que las especies formadas por individuos
con distintos valores de rasgo son llamadas polimorfas.

El desarrollo de la comunidad coevolutiva es causado por el proceso de mutacion, que
introduce nuevos valores de rasgos adaptativos mutantes s, y el proceso de seleccion,
que determina la supervivencia o extinciéon de los mutantes. El cambio a lo largo del
tiempo en los tamanos de las poblaciones n; constituye la dinamica poblacional, mientras
que el de los valores de los rasgos adaptativos s; constituye la dindmica adaptativa; la
interaccién de ambas conforma la dindmica coevolutiva de la comunidad. En este trabajo,
tanto la dinamica poblacional como la adaptativa estan determinadas por un sistema de
ecuaciones diferenciales sobre los vectores n y s respectivamente. Seguimos la convencion
ampliamente utilizada en la teoria de la evolucion de que la dindmica poblacional ocurre
en una escala de tiempo ecoldgica que es mucho més réapida que la escala de tiempo
evolutiva de la dindmica adaptativa [3]. Dos importantes inferencias pueden hacerse de

esta separacion:

1. El argumento de la escala de tiempo puede usarse en combinacién con un principio
de exclusion mutua para considerar la dindmica coevolutiva en un marco cuasi-
monomorfo. El principio de exclusion mutua dice que no hay un par de valores
adaptativos s; y s; que puedan coexistir indefinidamente en la poblacién de la es-
pecie i € {1, ..., N} cuando no hay renovacién por mutaciones; de los dos valores de
rasgo eventualmente sélo el mas ventajoso sobrevivira. Por el momento suponemos
esta afirmacién como cierta; sin embargo en el apéndice C se presentan condiciones
bajo las cuales el principio de exclusion mutua es véalido. Junto con el argumen-

to de la escala de tiempo sustentamos la suposicion de que habra un solo valor



de rasgo prevaleciendo en cada especie en casi cualquier punto en el tiempo. Esto
no es decir que la coexistencia de varios mutantes no puede suceder en absoluto;
en vez consideramos una poblacion que evoluciona de manera cuasi-monomorfa,
es decir, donde los periodos de coexistencia son despreciables comparados con el
tiempo total de la evolucion [4]. El estado adaptativo de la comunidad coevolutiva
es entonces acertadamente caracterizado por el vector s = (sq,...,sy) de rasgos
prevalecientes o residentes, y el espacio de estados de la dindmica coevolutiva es
el producto cartesiano de los espacios del rasgo monomorfo §Z-, S = I_LN:1 §,~, y el

espacio de tamanos de poblacién N=2Z frv .

Se aplica el argumento de la escala de tiempo junto con la suposicién de que el
sistema de ecuaciones diferenciales que determina la dinamica poblacional tiene
un unico punto estable, n € N ; para conseguir una disociacion entre la dindmica
poblacional y la adaptativa. En general la dindmica poblacional podria tener dis-
tintos atractores que serian alcanzados dependiendo de la condicién inicial en los
diversos tamanos de las especies a considerar. Entonces seria necesario analizar la
dinamica poblacional en el espacio de tamanos N simulténeamente con la dindmica
adaptativa en el espacio de de valores de rasgo S. Esto no es ningtin problema en
principio pero hace la formulacion matematica mas complicada; por simplicidad se
hace la suposicién antes mencionada. Debido a las diferentes escalas de tiempo, los
sistema de ecuaciones diferenciales simultaneos sobre n y s se pueden descomponer;
los valores de rasgo dados por s pueden ser supuestos como constantes en cuanto a
la dindmica poblacional concierne. Los tamanos de poblaciones n = n(s,t) y, mas
en general, funciones arbitrarias F' = F'(s,n) pueden por lo tanto ser promediadas

cuando la dindmica adaptativa es considerada, e.g.,

F(s) = lim 1 /T F(s,n(s,t))dt (2-1)

T—o0

donde n(s,t) es la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales de la dindmica



poblacional, con condicién inicial n(s,0) que es arbitraria por la suposicién de
que hay sélo un atractor. Con la ayuda de estas soluciones n(s,t) se define la
region de coexistencia §C como el conjunto de el espacio de rasgos S que permite

la coexistencia mantenida de todas las especies

~

S, = {se§ lim ny(s,t) > 0V i € {1,...,N}} (2-2)

Si la frontera de la regién de coexistencia, 8§c, es alcanzada por la dindmica adapta-
tiva, entonces la comunidad coevolutiva decrece en niimero de especies y disminuyen
las dimensiones del espacio de tamanos de poblacion N y del espacio de valores de
rasgo S. En lo siguiente no interesa lo que sucede en el exterior de la regién de
coexistencia pues se dejaria de analizar la comunidad coevolutiva en cuestién al

dejar de tenerse un nimero N de especies.

2.2. Especificacién de la dinamica coevolutiva

En esta seccién se definen las caracteristicas de la comunidad coevolutiva que son
relevantes para el andlisis de la misma en términos de cantidades ecolégicamente signifi-
cativas.

Primero se considera el proceso de seleccién. En una comunidad ecolégica el ambiente e;
de una especie 7 es afectado por influencias que pueden ser internas o externas respec-
to a la comunidad considerada. Las internas son funciones que dependen de los valores
de rasgos adaptativos s y tamanos de poblaciones n en la comunidad; mientras que las
externas pueden depender de efectos ajenos a la comunidad, como los de las presiones

estacionales, que convierten al sistema en no-auténomo. Por lo tanto se tiene que

e; = ei(s,n,t) (2-3)

10



Se introducen las cantidades EZ y CZ para denotar respectivamente las tasas de nacimien-
to y muerte per capita de un individuo de la especie i. Estas tasas son interpretadas
estocasticamente mediante los procesos de nacimiento y muerte, que suponemos inde-
pendientes, como probabilidades por unidad de tiempo y pueden ser combinadas para

obtener la tasa de crecimiento per capita de un individuo
fi=bi—d; (2-4)

son afectadas por el valor de rasgo s, del individuo y por su entorno e;. Asi las cosas, se
tiene que

b= bi(s),s,0,t) y d; = di(s},s,0,1) (2-5)
Dado que el interés principal de este trabajo es el fenémeno de la coevolucién, un efecto
interno a la comunidad, no se considerara el efecto de la dependencia temporal en las
ecuaciones (2-5) que resulta de efectos externos impuesto en el ambiente.
Se considera ahora el proceso de mutacion. Para poder describirlo se introducen las
cantidades p; y M;. Las primeras cantidades denotan las fracciones de nacimientos que
dan lugar a una mutaciéon que modifica el valor de rasgo s; y nuevamente pueden ser
interpretadas estocasticamente como las probabilidades de que un evento de nacimiento
produzca un descendiente con un valor de rasgo adaptativo alterado respecto a s;. Estas

cantidades pueden depender del valor de rasgo adaptativo, del fenotipo,

fi = pi(si), (2-6)
aunque no se abordara esta complicacion. Por otro lado, las cantidades

Mi = MZ‘(SZ‘, 8/ — 82‘) (2—7)

i

determinan la funcién de densidad de probabilidad de los valores de rasgo mutante s,

alrededor del valor de rasgo original s;. Si las funciones M; y pu; son independientes de

11



su primer argumento, el proceso de mutacion es llamado homogéneo; si M; es invariante
bajo un cambio de signo en la segunda coordenada el proceso de mutacion es llamado
simétrico.

Con tamanos de poblacién de equilibrio en la dindmica poblacional, n(s), que satisfacen

filsi,s,0(s)) =0V ie{1,...N} el promedio en el tiempo (2-1) estd dado por

_ 1 [T
F(s) = Tlim T / F(s,n(s))dt
—00 0
_ o Flsin(s)) - T
=TT

= F(s,0(s)) (2-8)

En particular podemos definir la tasa de crecimiento per capita de una poblaciéon mutante

escasa conviviendo con una poblacién residente en equilibrio
fi(s}s) = fi(s;,s,7(s)) (2-9)

y analogamente para b; v d;.
Se concluye que bajo las condiciones presentadas para el presente analisis, la comunidad
coevolutiva de N especies es completamente definida al especificar las tasas ecoldgicas,

Zi y CZ‘, y las cantidades del proceso de mutaciéon, u; y M;.

2.3. Ejemplo

Para ilustrar el marco tedrico formal desarrollado, se especifica una comunidad coevo-
lutiva empezando desde una comunidad puramente ecoldgica. El ejemplo describe la
coevolucion dentro de un sistema depredador-presa.

Consideremos una comunidad conformada por dos especies, la presa dada por el indice

1 y el depredador dado por el indice 2, descritas respectivamente por sus tamanos de

12



poblacién, ny v ng, y valores de rasgo adaptativo, s; y s,. Para hacer mas concreto el
ejemplo podemos pensar en s; y so como tamanos, escalados, de cuerpo de la presa y del

depredador respectivamente.

1. Determinamos las tasas ecolégicas en una poblaciéon donde no hay mutantes:

bi(sy,s,n) =r (2-10)
ci(sl,s,n):a-n1+5-n2 (2-11)
by(sy,s,m) =e-f-m (2-12)
dy(sg,8,m) = d (2-13)

Estas tasas determinan un sistema de ecuaciones diferenciales para la dinamica

poblacional a partir de las tasas de crecimiento per capita de la siguiente forma:

d ~
am =ny- f1

(2-14)
d _

—; 12 =n2'f2

dt

Por lo que se tiene un sistema de tipo Lotka-Volterra con capacidad de carga en la

presa

d
anlznl-(r—a-nl—ﬁ-m)

(2-15)

d
an2:n2'<€‘ﬁ'n1—d)

Todos los parametros r, d, e, a y [ son positivos. Estos parametros del sistema
son determinados por las interacciones intra-especificas e inter-especificas de la
especie ademaés de las interacciones con el medio externo. En nuestro caso sélo nos

interesamos por la dependencia respecto a los efectos internos a la comunidad, i.e.,

13



el de los valores de rasgo adaptativo s = (s1, s2).

. Especificamos la dependencia de los parametros de control:

B(Sl, SQ)/U = exp(—512 + 2- Co - (51 . 52 — 522) (2—16)

a(s)/u=a; —ay- s +as-s;° (2-17)

Con 4y = (81 - 01,1)/01,2 y 0y = (52 - C3,1)/03,2; r,d, e, c11, C1,2,C2, C31, C32, U SON
constantes positivas. La constante u es usada para escalar los tamanos de poblacién
de la comunidad.

De acuerdo a la funcién gaussiana 3 el depredador se ve mas beneficiado por la
presa cuando s; = ¢11 ¥ S2 = c31, ademds de que, dado que ca > 0, permanece
particularmente beneficiado a lo largo de la recta dada por s; = s9, i.e., para
depredadores con tamano de cuerpo similar al de la presa. Por otro lado, la funcion
parabdlica « indica que la auto-limitacion de la presa es minima en s; = as/2 - as.

Detalles del sustento bioldgico para la eleccién de estas funciones son discutidos en

[5]

. Observamos que, mas en general, las tasas de nacimiento y muerte para un valor

de rasgo adaptativo mutante s} o s estan dadas por

Estas funciones son la seleccién mds simple en concordancia con (2-15) y pueden

ser inferidas cuando se toma en cuenta que los mutantes son escasos al entrar a la

14
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Figura 2-1: Gréfica de ((sy, s2) con valores tomados de acuerdo a la tabla 2-1

comunidad.

. Completamos la definicién de nuestra comunidad coevolutiva especificando las can-

tidades del proceso de mutacién (2-7)

1 sh—8;)?
M;(si, 8 — i) = o P <—(2—2)) (2-22)

Las cuales determinan que la distribucién de probabilidad del valor de rasgo mu-
tante estara dada por una variable aleatoria normal cuya media es el valor de rasgo
adaptativo de la poblacion residente, s;, y cuya varianza esta dada por la constante

o;. Y por otro lado las cantidades (2-6) que determinan la probabilidad de que

15



2.0

1.5F

%83 ' '

0.2 0.4

0.6 0.8 1.0
51

Figura 2-2: Gréfica de a(s;) con valores tomados de acuerdo a la tabla 2-1

nazca un mutante en la especie ¢ son tomadas como constantes.

Una seleccion de valores numéricos para los parametros que sera analizada esta dada por

la siguiente tabla en la que separamos los parametros que afectan seleccién y los que
afectan mutacion.
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Parametros
r 0.5
e 0.2
d 0.05
C11 0.5
c12 | 0.22
Seleccién | 0.6
C3,1 0.5
c3o | 0.25
ai 2
Qs 8
as 10
u | 0.001
w1 | 0.0001
Mutacién | /2 0-001
o1 | 0.005
oo | 0.005

Tabla 2-1: parametros estandar
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Capitulo 3

E]l modelo estocastico

En este capitulo se establece la descripcion estocéstica de la dindmica coevolutiva me-
diante una secuencia de substituciones en los rasgos, la cual es descrita como un proceso
estocastico de saltos en el espacio de rasgos determinada por los procesos de mutacién y

seleccion. Ademas se discute la simulacion de dicho proceso estocéstico.

3.1. Secuencias de substituciones de rasgos

La nocién de un proceso estocastico de saltos es apropiado por cuatro razones:

1. El estado adaptativo de la comunidad coevolutiva es representado por el vector
s = (s1,...,85) compuesto por los valores de rasgo prevalecientes en cada especie.
Esto debido a la suposicién de evolucién cuasi-monomorfa previamente discutida.
Asi una secuencia de substitucion de rasgos es dada por la dindmica del punto s en

el espacio de rasgos de dimensién N [6].

2. Estas dinamicas incorporan un cambio estocastico cuyas dos fuentes de aleatoriedad
son (i) el proceso de mutacion y (ii) el impacto de la aleatoriedad demogréfica en

mutantes raros.
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3. la dindmica coevolutiva no posee memoria; la mutacién y la selecciéon dependen
solo del estado presente de la comunidad. La secuencia de substitucién de rasgos
serd entonces Markoviana, a condicion de que s determine el estado del sistema
coevolutivo. Para cumplir este requisito en sistemas realistas puede que sea necesa-
rio considerar un nimero suficiente de rasgos; aun asi se prosigue con la suposicion
de que cada individuo de la comunidad esta caracterizado por un solo valor de rasgo

adaptativo.

4. El proceso es homogéneo en el tiempo. Esto debido a la suposiciéon de que no hay

influencias externas, dependientes del tiempo.

En virtud de las propiedad de Markov y de homogeneidad, la dindmica del vector s es

descrita por la siguiente ecuacién maestra para procesos de salto

—P (s, 1) /[w sls’) - P(s',t) —w(s'[s) - P(s,t)]ds’ (3-1)

Aqui P(s,t) denota la densidad de probabilidad del proceso estocastico que modela los
valores de rasgo en el sistema coevolutivo, s, al tiempo t; y w(s’|s) es la probabilidad
de transicién por unidad de tiempo para la substitucién de rasgo s — s’. Notemos que
P(s,t) estd solamente definida en la regién de coexistencia S.. La ecuacién (3-1) es la
ecuacion maestra para procesos de salto en tiempo continuo, markovianos y homogéneos

cuyo desarrollo se encuentra en el apéndice A.

3.2. Probabilidades de transicién por unidad de tiem-

PO

Es de interés la definicién de las probabilidades de transicién por unidad de tiempo.
Dado que el cambio dP en la densidad de probabilidad P(s,t) es considerado solamente

durante el intervalo infinitesimal de tiempo evolutivo dt, se entiende que sélo transiciones
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correspondientes a substituciones de rasgo en una sola especie tienen probabilidad por

unidad de tiempo no nula. Esto se denota como

w(s'ls) = wilsils) - [T (5 = s9) (3-2)
i

donde § es la funcién delta de Dirac. Asi cuando s; # s; para mas de un i € {1,..., N}
se tiene que la ecuacién (3-2) se anula. La derivacién de w;(s}|s), la probabilidad de
transicién por unidad de tiempo para la substitucion de rasgo s; — s}, estd dada por tres

partes.

1. La mutacion y la seleccién estan estadisticamente no correlacionadas. Por esta
razoén la probabilidad por unidad de tiempo w; para una secuencia de substituciéon
de rasgos en especifico esta dada por el producto entre la probabilidad por unidad
de tiempo M; = M,(s},s), de que un mutante con valor de rasgo s, # s; entre a la
poblacién, y la probabilidad £; = £;(s},s), de que un mutante con valor de rasgo
s # s; escape exitosamente de la extincion accidental. Es decir,

wi(si]s) = Mi(s,s) - Li(s};s) (3-3)

2. Los procesos de mutacion en distintos individuos estan estadisticamente no corre-

lacionados. Entonces la probabilidad por unidad de tiempo M; de que un mutante

entre a la poblacion estd dada por el producto de los siguientes tres términos

a) La tasa de mutacién per capita p;(s;) - bi(s;,s) para el valor de rasgo s;. El
término b;(s;,s) es la tasa de nacimiento per capita de la especie i-ésima en la
comunidad determinada por los valores de rasgo residentes s, y p;(s;) denota

la fraccion de nacimientos que dan origen a mutaciones en la especie i.
b) El tamano de poblacién de equilibrio 7;(s) de la especie i-ésima.
c) La densidad de probabilidad M;(s;, s} — s;) para el proceso de mutacién en el
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rasgo s;.

Juntando los resultados de arriba se obtiene que

Mz‘(slw s) = pi(s;) - l_)z'<5i7 s) - ni(s) - Mi(si, S/i — 5;) (3-4)

para la probabilidad por unidad de tiempo de que el mutante entre a la poblacién.

. El proceso de seleccion determina la probabilidad £; de que el mutante escape la
extincion accidental. Dado que los mutantes entran a la poblaciéon como individuos
Unicos, el impacto de la aleatoriedad demografica en su dindmica poblacional no
puede ser ignorada [7]. Se hace la suposicién, sin embargo, de que los tamanos
de poblacién de equilibrio 7; son suficientemente grandes como para que haya un
riesgo despreciable de extincién accidental de la poblacion residente establecida.

Esto tiene dos consecuencias.

a) Efectos dependientes de la frecuencia de los mutantes en su dindmica pobla-
cional pueden ser ignorados cuando el mutante es escaso en comparacién con

el residente.

b) El tamano de equilibrio de la poblacién mutante después de la invasién no im-
porta siempre y cuando sea lo suficientemente grande como para exceder cierta
barrera. Sobrepasando esta barrera el efecto de la aleatoriedad demografica es

despreciable [8].

La probabilidad de que la poblacién mutante alcance el tamano n empezando desde
el tamano 1 depende de sus tasas de nacimiento y muerte per capita, b y d. Basado
en la dindmica poblacional estocéstica del mutante y en el enunciado (a), esta
probabilidad puede ser calculada analiticamente. El resultado estd dado por [1 —
(d/b)]/[1 — (d/b)"] como se muestra en el apéndice B. Se utiliza la consecuencia

dentro del enunciado b) al tomar el limite cuando n — oo, entonces la probabilidad
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L; de escapar de la extincion esta dada por

1 —d;(s,8)/bi(s,,8) para d;(s),s)/bi(s),8) <1
Li(ssy) = (57,8)/bi )/bi( (35)
0 para d;(s},s)/bi(s},s) > 1

=b; ' (s},8) - (fi(s,8))+ (3-6)

donde la funcion

()y:rx—x-H(x)

con

0 para x <0

H(x) =

1 para z >0
es la funcién identidad para argumentos positivos y la funcion constante cero para
argumentos nulos o negativos. Asi, el paso de (3-5) a (3-6) se sigue de la definicién
(2-4).
Se sigue de las ecuaciones (3-5) y (3-6) que mutantes desventajosos, con tasa de
nacimiento per capita mas grande que la tasa de muerte per capita, no tienen

oportunidades de sobrevivir pero incluso mutantes ventajosos experimentan cierto

riesgo de extincion.

Se concluye que las probabilidades de transicién por unidad de tiempo para las sustitu-

ciones de rasgo s; — s} son

wi(sils) = pi(si) - bi(si,8) - Mi(s) - Mi(si, 85 — i) - by (s},8) - (fils},8))+ (3-7)

Esta expresion completa la representacion estocéastica del proceso de mutacién-seleccion
en términos de la ecuacién maestra.
Observamos que w;(s;|s) = 0, pues fi(s;,8) = 0 ya que s; es el valor de rasgo adaptativo

de la poblacion residente que se encuentra en equilibrio; por esto se debe tener que
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w(s|s) = 0.

3.3. Simulacién de procesos estocasticos de salto

Dado un ntimero suficientemente grande r de realizaciones del proceso s*(t) = (s¥(¢), ..., s

con k =1,...,r que empiecen desde el mismo punto inicial; se puede obtener un proceso

de saltos promedio (s)(t) definido por

T
s)(t) = lim — - sk(t -
(0 = i - 32540 (3-9)
Dichas realizaciones pueden ser obtenidas mediante una simulacién del proceso estocasti-
co de mutacién-seleccién sgm(t) = (s1,,,(t), ..., Sn,,, (t)); esto lo hacemos mediante el
método del proceso minimal de Gillespie, [9], cuyo algoritmo es presentado en esta sec-
cién.
Pero primero, para poder implementar el método minimal se necesita desarrollar de for-
ma explicita la funcién de densidad de probabilidad de los tiempos de espera entre dos
eventos dentro de la realizacion estocastica del proceso.
Para esto se supone que el proceso estocastico al tiempo t estd en el estado s con certeza.
Hasta que se cumpla el siguiente evento, s — s’, a un tiempo ¢t + At tenemos que se

cumple
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En el intervalo de tiempo (¢,t + At) la ecuacién maestra se reduce a

%P(s, t) = /w(s|s’) - P(s',t) —w(s'|s) - P(s,t)ds’ (3-9)

= / w(s|s') - H 5(sh — ;) — w(s'|s) - P(s, t)ds’ (3-10)
= w(s|s) — /w(s’]s) - P(s, t)ds’ (3-11)
__ / w(s']s) - P(s, £)ds’ (3-12)
= T s) - P(s,t) (3-13)
En (3-11) se hace uso de que w(s|s) = 0y en (3-13) introducimos la abreviacién T'(s) =

1/ [w(s'|s)ds’. Considerando la condicién inicial P(s,t) = ¢ y resolviendo la ecuacién

diferencial dada por (3-13), tenemos que para el tiempo ¢ + At se cumple

P(s,t+ At) =c-exp {— /H—At T_I(S)dt'} (3-14)
=c-exp{—At/T(s)} (3-15)
= exp{=At/T(s)} /T(s) (3-16)

La funcién P(s, t+ At) sélo puede cambiar en el argumento t+ At, t fijo, para dar cuenta
de un evento s — s';s # §', al tiempo t + At, por lo que la ecuacién (3-16) describe la
funcion de densidad de probabilidad del tiempo de espera At hasta que suceda el siguiente
evento dado que el ultimo evento ocurrié al tiempo ¢; tiempo de espera que se distribuye

exponencialmente con media 7'(s), i.e. con parametro

A=7()" = [l

Un proceso estocastico de saltos cuyos tiempos de espera se distribuyen exponencialmente

puede ser simulado con el “método minimal”’mediante el siguiente algoritmo:
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1. Especificacion del tiempo inicial ¢y, del estado inicial sy y del tiempo de finalizacién
ts.

2. Célculo de todas las probabilidades de transicién por unidad de tiempo que sean

relevantes.
3. Eleccion de un tiempo de espera de acuerdo a una distribucion exponencial.

4. Elecciéon de un evento particular de acuerdo a la probabilidad de transiciéon corres-

pondiente.

5. Actualizacién del tiempo y estado, a menos que se supere el tiempo ¢7, para conti-

nuar desde el paso 2.

Una simulacién del proceso estocéstico hecha con este algoritmo es mas precisa y eficiente
que una simulacién realizada mediante el uso de una malla de tiempos en la cual hay
que simular numerosos pasos en los que no ocurren transiciones en el espacio de estados,
con lo que se pueden producir desviaciones arbitrariamente grandes respecto al resultado
exacto del proceso para tiempos de finalizacién de la simulacién suficientemente grandes
[10]; siendo este el caso de un proceso coevolutivo.

Cabe destacar que tiempos de espera exponencialmente distribuidos y, en consecuencia,
el “método minimal” pueden ser aplicados aproximadamente incluso a procesos estocésti-
cos no homogéneos, correspondientes a sistemas con una dependencia temporal externa,
provisto que el nimero de eventos sea suficientemente grande respecto a la escala de
tiempo de las influencias externas que afecten al ambiente.

Implementamos entonces el “método minimal” para simular el proceso de saltos del mo-
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delo estocastico. Para esto observamos que:

A= /w(s’|s)ds’
:/éwi(s;ys)- [T5(5 - sy)as

7=1

i

N N
:EZ/Q4¢E>II&5—SQ®'

i=1 j=1

J#i

(3-17)

(3-18)

(3-19)

(3-20)

(3-21)

Y hacemos uso de que si X7, ...Xy son variables aleatorias independientes con X; distri-

buida exponencialmente con parametro J\;, entonces

P(XZ = min {Xl, ,XN}) = P(Xl > Xj,j 7& 7,)

[e.9]

[e.e]

P(t > X;,j # i)\e Midt

8

I
S— c\ﬁc\c\

/\Z-e_)‘it H P(X] > t)dt
J#i
e Nt H e Nitdt
J#
=\ /OO e*(>\1+.-.+)\1\7)tdt
0
M4+ A

[e.e]
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(3-23)
(3-24)
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(3-26)

(3-27)

(3-28)
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Por lo que al considerar el proceso coevolutivo de cada especie podemos usar esta tltima
probabilidad para determinar en cual especie hay un cambio evolutivo.

El algoritmo deseado queda determinado de la siguiente forma

1. Especificar los valores de los rasgos adaptativos s; con i € {1, ..., N} al tiempo ¢t = 0

y especificar el tiempo ¢; cuando se detiene la simulacién del proceso.

2. Calcular w; = [w;(s}|s)ds] coni=1,...N y la suma w = 3, w;.

3. Elegir el tiempo de espera /At hasta que suceda el siguiente evento de acuerdo a la

simulacién de una variable aleatoria exponencial con parametro \ = w.
4. Elegir la especie ¢ con probabilidad % - W;.

5. Elegir para la especie ¢ un nuevo valor de rasgo adaptativo s, con probabilidad

w%_ ~w;(Sh]s).

6. Actualizar el tiempo y los valores de rasgo adaptativo de acuerdo at — t+ Aty

Si — Sh.

7. Continuar desde el paso 2 hasta que ¢t > t;.

3.4. Ejemplo

Como ejemplo retomamos la comunidad coevolutiva introducida en la seccién 2.3
para los valores de la tabla 2.1 e implementamos el algoritmo anterior para realizar

simulaciones del proceso estocdastico en el espacio de rasgos adaptativos S.
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Figura 3-1: Se muestran simulaciones del modelo estocédstico; se tienen cinco puntos
iniciales distintos donde, respectivamente, parten diez simulaciones distintas, de las cuales
todas terminan en un punto donde las probabilidades de que haya un cambio evolutivo
son cero. El 6valo denota a la region de coexistencia S..
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Capitulo 4

El modelo determinista

Derivamos a continuacion la ecuacion canénica de la dinamica adaptativa, ampliamen-
te supuesta en la teoria de juegos evolutivos. Para esto desarrollamos una aproximacion

determinista para el proceso de saltos promedio.

4.1. Determinacion del proceso de saltos promedio

Dado que el proceso de saltos promedio resume las caracteristicas esenciales del pro-
ceso coevolutivo, es deseable obtener una expresién explicita para su dindmica. Para esto
podemos emplear la densidad de probabilidad P(s,t) considerada anteriormente para
definir la esperanza de una funcién arbitraria F'(s) como (F(s))(t) = [ F(s) - P(s,t)ds,
donde tanto aqui como en lo siguiente [ fds denota la integral de una funcién f sobre

todo RY. En particular obtenemos para el proceso de saltos promedio

(s)(t) = /s - P(s,t)ds (4-1)

Los diferentes estados s estan ponderados al tiempo ¢ de acuerdo a la densidad de proba-

bilidad P(s,t) de su realizacién por el proceso estocdstico en ese tiempo. Para describir
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la dindmica del proceso de saltos promedio empezamos con la siguiente expresion

%@) (t) = / s %P(s, t)ds (4-2)

donde se supone que P(s,t) y & P(s,t) son funciones continuas para (s, t) € [0,1] x [0, co)
de tal manera que la derivada entra a la integral. Utilizamos la ecuacién maestra para

reemplazar %P(s, t); y asi se encuentra que

(;it / > [/ [w(sls') - P8, £) — w(s'ls) - P(s,1)]ds"]ds (4-3)
- / / s+ [w(sls) - P(s'.t) — w(s']s) - P(s, 1)]]ds'ds (4-4)

= //s-w(s|s’)-P(s’,t)ds’ds+//—S-w(s’|s)-P(s,t)ds’ds (4-5)
//s w(s P(s,t)ds ds—l—//—s w(s'ls) - P(s,t)ds'ds (4-6)
_ / / (' —5) - w(s']s) - P(s, )ds'ds (4-7)

Se observa que

// s; — ;) -w(s'ls) - P(s,t)ds'ds = //(s; —5;) -

. X H5 st — s;j) - P(s,t)ds'ds (4-8)

J#k
—Z//s — 8;) - wi(si|s)

wi(s},]s)-

I

(s — s5) - P(s,t)ds'ds (4-9)

::]2

Jj=1
J7#k
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Ademi3s se tiene

’:]z

(sf —s5) - P(s,t)ds'ds

]:

//s—s wi(s]s)
i
= [ [tsi= s witsls) - Pls.opdsids

Donde (4-11) se debe a la siguiente propiedad de la funcién delta de Dirac

—+00

fF@)o(t —=T)dt = f(T)

—00

::]z

Por otro lado
0(s; — s5) - P(s,t)ds'ds
7j=1

Z//s — 8;) - wi(sy|s)

k;éz jF#k
N

=3 [ s o) atst - s
k=1
ki

- %//(Si — 5;) - wi(sy|s) - P(s, t)ds,ds

=0

—=

6(s — s5) - P(s,t)ds'ds

u.\T{&:-
Il
\ﬁ\-?v —

(4-10)

(4-11)

(4-12)

(4-13)

(4-14)

(4-15)

(4-16)

Donde para pasar de (4-14) a (4-15) se usa nuevamente la propiedad (4-12) de la delta

de Dirac. Juntando (4-11) y (4-16) se concluye que

//5—& (s'|s) - P stﬁ@—//s—&ug\)ﬂwﬂﬁs (4-17)

A fin de tener una notacién maés ilustrativa se introduce el k-ésimo momento de salto de

la especie i-ésima

agi(s) = /(s; — 5;)F - w;(s}]s)ds]
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Y se define el vector a; = (a1, ..., axn). Con esto se sigue de (4-7) y (4-17) la siguiente
expresion

d
318 (t) = (au(s)(t) (4-19)

Si el primer momento de salto a;(s) fuera lineal en s podria hacerse uso de (a;(s)) =
a;((s)) para obtenerse una ecuacién autocontenida para la dindmica del proceso de saltos

promedio
d

38 (1) = ai((s)(2)) (4-20)
Sin embargo, las dindmicas coevolutivas generalmente son no lineales por lo que (a;(s)) =
a;((s)) no siempre se cumple. Pero, si las desviaciones de las realizaciones del proceso
estocastico respecto al proceso promedio son relativamente pequenas o, alternativamente,
la no linealidad es débil; la ecuacién (4-20) da una muy buena aproximacién a la dindmica
del proceso de saltos promedio. Una discusion cuantitativa de este argumento se encuentra

en [11] y [12]. Para distinguir entre el proceso de saltos promedio y la dindmica descrita

por (4-20), la trayectoria de la segunda es llamada camino determinista [13].

4.2. Aproximacion determinista de primer orden

Ahora podemos calcular el camino determinista de la dinamica coevolutiva sustitu-

yendo (3-7) en (4-18)

ari(s) = /(S;_Si>k'ﬂi(5i)' i(sias)'ﬁi(s)'Mi(siasé_si)'[;;l(S;’S)'(ﬁ(sévs>)+dsg (4-21)
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Figura 4-1: Se muestran los procesos promedio respecto a las simulaciones de la figura
3-1.

Dado que desde ahora nos concentraremos sélo en esta aproximacion determinista, se

deja de denotar con (...) y se sustituye (4-21) en (4-20)

G0 = [ 50 o) Bsies) () Mo, = 5 B ()

X 8] (4-22)
= o) Bl s) - ls) - [ (5= ) Mo = 5B ()

X (s8] (4-25)
= o) Bl ) ls) - [ (o) Ml =) B ()

% fi(s) 8)ds! (4-24)
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donde, como alternativa a usar la funcion (...) en el integrando, restringimos el dominio

de integracién a s; € R;(s) con
R;i(s) = {s; €S| fils,s) > 0} (4-25)

Notemos que el proceso de mutacion causa que la evolucion de s; dependa de las tasas
de nacimiento y muerte per cépita de todos los posibles valores de rasgo mutante s’
Esta dependencia se manifiesta tanto en el integrando de (4-24) como en el dominio de
integracion (4-25). Aplicamos una expansién de Taylor alrededor de s} = s; a f;(s},s) y
b; (s}, s) - fi(s),s) para transformar el acoplamiento global en uno local. Hacemos uso de
la siguiente notacion

J - - 0

05! fi (4-26)

y andlogamente para cualquier funcién con argumentos (s, s).

Hacemos la expansion hasta primer orden

filsi,s) =fi(si8) + 0;fi(s1.8) - (] — i) + O[(s] = 5:)°] (4-27)
= 0ifi(si,8) - (s; — s:) + Ol(s; — 5:)°] (4-28)

bz‘_1<827 S) ’ ﬁ‘(S;, S) = Bi_l(si7s) ’ fi(sﬁ S) + 8;[_71_1(317 S) ’ fi(sh S) ’ (S; - 8)
+0;7 ' (50,8) - 0, fils0:8) - (s — 85) + O[(s] — )] (4-29)
=b; '(5::8) - 0/ fi(si,8) - (s — s0) + O[(s} — 5:)*] (4-30)

Donde hemos explotado la condicién de que fi(s;,s) = 0, pues la dindmica poblacional
de la especie residente se supone en equilibrio.
Con la nueva representacién de f;(s},s) dada por (4-28) vemos que el dominio de integra-

cién R;(s) dado por (4-25) esta dado por (s;,+00) 0 (—o0,s;), dependiendo solamente
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del signo de 0. f;(s;,s). Si suponemos que la densidad M; del proceso de mutacién es

simétrica en el argumento s, — s; obtenemos el siguiente resultado en ambos casos:

d - N _
—si(t) = pi(si) - bi(si, 8) - Ni(s) - / (s; = i) - Mi(si, 87 — 1) - b ' (s}, 8)-
. % fi(s},8)ds! (4-31)
= :ui(si) : Ei<3ia S) : ﬁz(S) : / (8; - Si) : Mi(3i7 Sg - 3i) ) l_)i_l(siu S) ) az{ﬁ(si7s>'
R;(s)
. X (8t — s;)ds, (4-32)
= ) B 8) - Bu(s) 0 s8) - Lfss) - [l s
R;(s)
X M;(si, 8, — s;)ds, (4-33)
_ 1 too
= ,LLZ(SZ) . ﬁZ(S> . (‘3{]2(3@, S) . 5 . A8i2 . Mi(Si, ASZ)dASZ (4—34)
1 =N _
=5 pulsi) - Di(s) - o7 (si) - 0 fi(si:8) (4-35)
Donde
As; = s, — s, (4-36)
+o00 +oo
ol(s;) = Asi - M;i(s;, As;)dAs; = 2 - Asi - M;(s;, As;)dAs;
—00 0
+o0 Si
=2- / (s — 8:)% - M;(s;, 8, — 5;)ds; = 2 - / (s) — 8:)% - My(sy, 8, — s;)ds;  (4-37)

La ecuaciéon (4-37) denota el segundo momento dado por la densidad M; asociada al
proceso de mutacién. El primer momento dado por M; se anula debido a la simetria, el
segundo momento es igual a la varianza.

El conjunto de ecuaciones (4-35) provee una aproximacién determinista de primer or-
den para la dinamica coevolutiva. La tasa de crecimiento de la evolucién en el rasgo s;

estd determinada por dos factores

1. Los primeros términos en la ecuacién (4-35) representan la influencia de la mutacién.
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Este producto esta afectado por la fraccién p;(s;) de nacimientos que dan origen a
mutacién y por la varianza o (s;) asociada a la densidad M, asociada al proceso de
mutacion. Para procesos de mutaciéon homogéneos estos términos son constantes.
El factor restante es el tamano de poblacién de equilibrio 7;(s). Estos tres términos
conforman el coeficiente de la tasa evolutiva que es no negativo y sirve para reducir

la escala de la tasa de crecimiento de la evolucién.

2. El dltimo factor da cuenta del impacto de la seleccién. La funciéon

/I a N
9; fi(si,8) = gfi(sp s) (4-38)
= dim Ao [fi(si + Asiys) = filsi,s)] (4-39)
= A, As; filsi+ Lsiss) (4-40)

a la que llamamos la derivada de seleccién, indica la sensibilidad de la tasa de
crecimiento per capita de una especie respecto a un cambio en el valor de rasgo s;.
Es una medida de las presiones en la seleccion generadas por el entorno a través de
las interacciones ecolégicas. En consecuencia, este factor determina la direccién del
cambio adaptativo. Cuando la derivada de seleccién de f; es positiva (negativa),
un incremento (decremento) del valor de rasgo s; serd ventajoso en la vecindad del

valor de rasgo residente.

Definimos

ki(s) = o - pi(si) - M(s) - 07 (s:) (4-41)

1
2
Y sustituyendo en (4-35) finalmente obtenemos la ecuacién candnica de la dindmica

adaptativa.

d .
&Si = k‘l(S) . 8Zfz(sl, S) (4—42)
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4.3. Ejemplo

1. Retomamos la comunidad coevolutiva de la seccion 2.3 para los valores de la tabla
2.1, con lo que se construye la figura 4-2 a partir del retrato de las fases del sistema
de ecuaciones diferenciales que determina 4-42. Esta aproximacion coincide con las
trayectorias promedio expuestas en la figura 4-1; y en ambas se puede apreciar que

la coevolucién dentro del sistema tiende a un tnico punto en S..

0.8

So

0.2

0'%.0 0.2 0.4 0.6 0.8

51

Figura 4-2: Se muestran simulaciones del modelo determinista de primer orden; se tienen
cinco puntos iniciales distintos. El évalo denota, nuevamente, a la frontera de la regién
de coexistencia S,.

2. Se puede realizar un cambio en los parametros de la tabla 2.1 para ejemplificar
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Figura 4-3: Se muestran simulaciones del modelo determinista en primer orden para la
comunidad coevolutiva de la seccion 2.3 usando los parametros de la tabla 2.1 a excepcién
de e = 0.11, a; = 3, as = 10 y 1y = 1073, Se tienen cuatro puntos iniciales distintos
que tienden a un ciclo limite. El 6valo denota, nuevamente, a la frontera de la region de
coexistencia S., y las lineas discontinuas denotan a las isoclinas del sistema.
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el caso en el cual el proceso coevolutivo cambia continuamente; en contraposicion
con el caso anterior, en el que se alcanza un equilibrio coevolutivo. De hecho en
[14] se propone con base en evidencias paleontoldgicas que las interacciones entre
organismos son suficientes para causar un cambio evolutivo continuo; y se le nombra
la hipotesis de la reina roja haciendo referencia al siguiente pasaje de la novela

Alicia a través del espejo y lo que Alicia encontré alli de Lewis Carrol [15]:

Alicia miré alrededor suyo con gran sorpresa. -Pero jcémo? |Si parece
que hemos estado bajo este arbol todo el tiempo! jTodo esta igual que
antes! -jPues claro que si! -convino la Reina-. Y, jcomo si no? -Bueno,
lo que es en mi pais -aclar6 Alicia, jadeando ain bastante, cuando se
corre tan rapido como lo hemos estado haciendo y durante algtin tiempo,
se suele llegar a alguna otra parte... -jUn pais bastante lento! -replico la
Reina-. Lo que es aqui, como ves, hace falta correr todo cuanto una pueda
para permanecer en el mismo sitio. Si se quiere llegar a otra parte hay

que correr por lo menos dos veces mas rapido.

Donde la analogia corresponde a cuando un organismo debe evolucionar constan-
temente para poder permanecer sin extinguirse dentro de su ambiente ecoldgico.
Por esto es que un ciclo limite, como el que se presenta en la figura 4-3, dentro del

contexto coevolutivo es llamado una dindmica de la Reina Roja [16], [5].

. La dindamica dada por 4-42 puede resultar multi-estable, con multiples puntos sin-
gulares estables, por lo que en las realizaciones del modelo estocastico con puntos
iniciales cerca de la frontera de la regién de atraccién de un punto estable puede
haber saltos entre los los puntos singulares a los que tienden las realizaciones. Esto

se ilustra mediante las figuras 4-4 y 4-5.

. Un flujo expansible en la dindmica dada por 4-42 puede indicar una separacién de
las simulaciones del modelo estocastico que parten del mismo punto inicial. Esto se

ilustra en las figuras 4-6 y 4-7
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Del cuarto y tercer ejemplo se puede concluir la existencia de fenémenos en el modelo
estocastico que no pueden detectarse en el modelo determinista. Sin embargo en ambos
casos el modelo determinista en primer orden, a pesar de no aproximar adecuadamente al
proceso de saltos promedio, proporciona predicciones cualitativas para el comportamiento

del modelo estocéstico.
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Figura 4-4: Se muestran simulaciones del modelo determinista en primer orden para la
comunidad coevolutiva de la seccion 2.3 usando los pardametros de la tabla 2.1 a excepcion
dee=1,a; =3, a, =10y p; = 1073. Se tienen dos puntos singulares estables distintos.
El 6valo denota, nuevamente, a la frontera de la regiéon de coexistencia S,, y las lineas
discontinuas denotan a las isoclinas del sistema.
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Figura 4-5: Se muestran diez simulaciones del modelo estocastico para la comunidad
coevolutiva de la seccion 2.3 usando los parametros de la tabla figura 4-4. El punto
inicial de estas simulaciones se halla suficientemente cerca de la frontera de las regiones
de atraccion de los puntos estables; con lo que se presenta una separacion de éstas. El
ovalo denota, nuevamente, a la frontera de la regién de coexistencia S., y las lineas
discontinuas denotan a las isoclinas del modelo determinista.
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Figura 4-6: Se muestran simulaciones del modelo determinista en primer orden para
la comunidad coevolutiva de la seccién 2.3 usando los parametros de la tabla 2.1 a
excepcién de p; = 1073, Se ejemplifica la existencia de un_flujo expansible. El 6valo
denota, nuevamente, a la frontera de la region de coexistencia S, y las lineas discontinuas
denotan a las isoclinas del sistema.
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Figura 4-7: Se muestran diez simulaciones del modelo estocastico para un mismo punto
inicial. Se retoma comunidad coevolutiva de la seccién 2.3 usando los parametros de la
tabla 2.1 a excepcién de 1, = 1073, Se ejemplifica como la existencia de un flujo expansible
provoca que las simulaciones se separen antes de llegar al mismo punto atractor. El évalo
denota, nuevamente, a la frontera de la region de coexistencia S., y las lineas discontinuas
denotan a las isoclinas del sistema.
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4.4. Aproximacion determinista en érdenes superio-

res

La aproximacién de primer orden anteriormente obtenida no es siempre suficiente.
Mejoramos la aproximacién determinista haciendo cuenta de correcciones de orden supe-
rior. El proceso de mutacién ha inducido un acoplamiento global en la ecuacién (4-24) de
la dindmica adaptativa del camino determinista. Para substituirlo de manera precisa por
uno local, un nimero infinito de términos deben de ser considerados en la expansion de
Taylor de f;(s},s) y b; (s}, 8) - fi(s},s) alrededor de s; = s;. El resultado de orden j-ésimo

estd dado por

filsiss) = filsis) + ) (st —s)"- 5 a/ku(szr s) + O[(s; — 5:)"*] (4-43)
=D (si—s)" o5 a/ku(Slv s) +O[(s; — 5:)""] (4-44)
k=1

X O fi(siys) - 00 (s4,8) (4-45)

-0 filsi,s) - 0707 (80,8) + O[(s] — s:)*Y] (4-46)

Donde nuevamente hemos usado que f;(s;,s) = 0. Substituyendo (4-46) en (4-24) obtene-

mos la ecuacién para la aproximacién determinista de la dindmica coevolutiva en orden
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Donde

Lt) = malss) -Bilss,s) - 7uls) - / (s — s) - Milss, 5 — 1) - 5 (sl s

= pi(si) - bi(si, ) - Dy(s) - / (s — i) - Mi(si, ) — si) - Y (sh—s:)"

SOR TR 9cd of (f A O R Al

X O i(sis) - O (s, 9)

mi(s) = / (sh — 5)" - My(si, 8, — 5;)ds]
Ri(s)

El rango de integracién en (4-51) esta dado al substituir (4-44) en (4-25)

. d 1 _
R;i(s) = {3; €S| Z(s; —5;)k. R 0" fi(si,s) > O}
k=1 '

).

(4-47)

(4-48)

(4-49)

(4-50)

(4-51)

(4-52)

La interpretacion de la dindmica adaptativa dada por (4-50) es anédloga a la que se dio para

(4-37) en la seccién 4.2. Las funciones my, ;(s) son llamadas k-ésimo momento de mutacién

de la especie i-ésima. De hecho coinciden con los momentos k-ésimos de la distribucion

dada por la densidad M; sélo si el rango de integracion R;(s) es (—oo, 00). Sin embargo,

como indica (4-52), en general ése no es el caso. Incluso en la aproximacién de primer

orden, el rango de integracién estaba restringido a (s;,00) o (—00, s;), y la situacién se
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vuelve méas complicada cuando se consideran érdenes superiores. Observamos que en el
desarrollo anterior no se tuvo necesidad de ninguna propiedad de simetria sobre el proceso
de mutacién por lo que el resultado (4-50) es independiente de aquellas suposiciones.

Las correcciones de la aproximacion en orden mayor (4-50) con respecto a la de primer

orden (4-37) pueden ser pequenas por dos motivos

1. Las tasas crecimiento y nacimiento per cépita, f;(si,s) y b;(s},s), pueden ser casi
lineales, i.e. difieren muy poco respecto a sus aproximaciones lineales en s, alrededor

de s;.

2. Mas aun, las densidades de probabilidad M; pueden ser estrechas, i.e. sélo pueden
tener varianzas pequenas. Entonces los momentos de mutacion de orden superior

my.i(s) son despreciables comparados con el momento de segundo orden.

Concluimos que en cualquier caso limite, aquel en que no hay no-linealidad o aquel en el
que no hay variabilidad, la aproximacién en primer orden (4-37) de la dindmica adapta-
tiva se convierte en una representacion exacta del camino determinista. La virtud de la
ecuacién (4-37) es su simplicidad combinada, mientras se cumpla una de las dos condi-
ciones anteriores, con buena precisién. La virtud de la ecuacién (4-50) es su generalidad,
ya que permite la no-linealidad en las tasas ecolégicas ademas de varianza grande y asi-
metria en los pasos mutacionales. Sin embargo hay que tener en mente que ambas son
aproximaciones del camino determinista que coincide con el proceso de saltos promedio
bajo las condiciones discutidas en la seccion 4.1. Para ilustrar la importancia de las co-
rrecciones que brinda la aproximacion determinista en 6rdenes superiores investigamos

consecuencias que suceden en circunstancias especificas.

4.5. Desplazamiento de isoclinas evolutivas

Las s;-isoclinas evolutivas son definidas como las variedades en el espacio de rasgos

adaptativos S dadas por %si = (. La interseccion de todas las isoclinas coincide con el
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conjunto de puntos fijos de la dindmica adaptativa.

Primero analizamos la localizacion de las isoclinas evolutivas cuando sélo consideramos
pasos de mutacién infinitesimales, entonces las varianzas asociadas son pequenas y pode-
mos considerar a la aproximacion en primer orden (4-42) como exacta. Asf las s;-isoclinas
estan dadas por la unién de las variedades donde la derivada de seleccién 0.f;(s;,s) o los
tamanos de poblacién n(s) se anulan. Nos referimos a las primeras como isoclinas inte-
riores, ya que son subconjuntos de §C, y a las segundas como isoclinas exteriores. Dado
que la extincion de una especie termina el proceso coevolutivo del sistema de N especies,
nos concentramos solo en las isoclinas interiores. Las isoclinas interiores sobre las cuales
se cumple &7 fi(s;,s) < 0 son llamadas de no-invasién mientras que en las que se tiene
que 9’7 fi(s;,8) > 0 son llamadas de invasién.

Ahora consideramos la aproximacion en segundo orden. De acuerdo a (4-52) el rango de

integracién en este caso esta dado por
. _ 1 _
R;(s) = {s; € Si | (s, —s5) - 0 fi(ss,8) + (s — 55)* - 3 07 fi(si,8) > 0} (4-53)

Para 9. f;(si,s) = 0 este rango se anula si 07 fi(s;,8) < 0 o se extiende a (—o0,00) \ {s;}
si &7 fi(si,8) > 0. Asi cuando una s;-isoclina interior es de no invasién, el momento de
mutacién ms; dado por (4-51) y en consecuencia la correccién en segundo orden en la
ecuacién (4-52) se anulan debido al rango de integracién. Si la s;-isoclina evolutiva fuera
de invasion, la misma afirmacién seria cierta en general para pasos de mutacion simétricos
ya que en ese caso el mg; coincide con el tercer momento de la distribucién del proceso
de mutacion, el cual es cero; mientras tanto para distribuciones de mutacién asimétricas
ya podemos obtener en segundo orden un desplazamiento de las s;-isoclinas evolutivas
de invasion.

Cuando se considera la dindmica adaptativa en términos de las aproximaciones de orden
3 o superior se tiene un caso mas complicado, primero examinamos el caso de s;-isoclinas

evolutivas de invasién. Ya que ahora en general el rango de integracién no es simétrico,
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los momentos impares del proceso de mutaciéon no se anulan, y tampoco los momentos
pares. Aln mas, las derivadas de orden 2 y mayor 0’ i fi(si,8), v las derivadas de orden 1y
mayor &7 b7 en la ecuacién (4-50) usualmente contribuyen. Por lo tanto las correccio-
nes de orden 3 y mayor causan un desplazamiento de las isoclinas interiores de invasion;
los cuales generan desviaciones cuantitativas de la aproximacién en primer orden. Pero
las correcciones de orden superior pueden dar origen incluso a discrepancias cualitativas.
Consideremos por ejemplo una variedad en el espacio de rasgos adaptativos de tal forma
que se cumpla 0. fi(si,8) = &' fi(si,8) = 0 pero 9" fi(s;,8) # 0. En términos del resul-
tado en primer orden (4-37) esta variedad seria considerada una s;-isoclina evolutiva.
En términos del resultado més general (4-50) nos damos cuenta de que estd variedad
de ninguna manera es una isoclina, ya que la tasa evolutiva %si, aunque probablemente
sea pequena, no es nula. Las desviaciones no son tan dramaticas para s;-isoclina de no-
invasion. El rango de integracién no puede contener al valor de rasgo adaptativo s;. Asi el
desplazamiento de la isoclina solo puede ser significativo si la densidad M;(s;, s} — s;) se
extiende considerablemente més alld del cero s, de f;(s},s) que esté mas cercano al cero
dado por s;. En general las iscolinas evolutivas interiores no estan determinadas por la

anulacion de la derivada de seleccion.
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Capitulo 5

Extensiones al modelo determinista

En este capitulo se discuten las generalizaciones y limitaciones del presente analisis al
fenomeno coevolutivo. Se indica como extender el marco tedrico presentado para poder

dar cuenta de escenarios ecolégicos y evolutivos mas complicados.

5.1. Coevolucion polimorfa y ramificacién evolutiva

Hemos supuesto en la seccién 2.1 que sin mutaciones dos o mas valores de rasgo
adaptativo s; en una especie no pueden coexistir indefinidamente, sélo el valor de rasgo
adaptativo mas ventajoso sobrevive, i.e. el principio de exclusion mutua. Este principio
de exclusiéon mutua es probado en el apéndice C. También en la seccién 2.1 se realizé la
suposicién de una separacion respecto a las escalas de tiempo evolutivo y ecoldgico.
Ambas suposiciones fueron el sustento para considerar la dindmica coevolutiva en un
marco cuasi-monomorfo; ahora nos interesamos por las condiciones para el cumplimiento

de éstas y las consecuencias de la violacion de alguno de estos requerimientos.

1. El principio de exclusién mutua puede no ser valido para la especie ¢ en una vecindad
de una isoclina interior que sea idéntica o suficientemente cercana a la variedad dada
por 0. fi(si,s) = 0; lo cual va en contra de una hipétesis para la demostracion del

principio de exclusion mutua dada en el apéndice C. Esta violacién puede conducir a
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polimorfismo mediante un proceso de ramificacién evolutiva; para més informacién

al respecto se puede consultar [17]

2. El argumento de la separacion de escalas de tiempo puede ser violado, como se-
gunda posibilidad, al estar cerca de de una isoclina interior que sea idéntica o
suficientemente cercana a la variedad dada por 9, f;(s;,s) = 0; pues las tasas de cre-
cimiento per capita de una poblacién residente y una poblacién mutante diferiran
por poco. Por esta razén puede que se ocupe un tiempo relativamente largo para

la sustitucién del residente por el mutante.

Ambos casos pueden ser tratados de mejor manera dentro de un marco tedrico polimorfo
que permita distribuciones de probabilidad p;(s;) para describir la probabilidad de que
se tenga el valor de rasgo adaptativo s; en cada especie dada por el indice i; esto se

encuentra presentado en [18] y [19].

5.2. Coevoluciéon con multiples rasgos

Hasta ahora hemos restringido nuestra atencion al caso en que cada especie 7 posee
un tnico rasgo adaptativo s;. Sin embargo, en ecosistemas reales el cambio adaptativo no
solo ocurre simultaneamente respecto a la presencia de multiples especies sino también de
multiples rasgos dentro de cada especie. Permitimos esto convirtiendo a s; en un vector
s; = (8;;) con un indice i = 1,..., N para la especie y un indice | =1, ..., v; para el rasgo.
Atln mas, permitir multiples rasgos adaptativos por especie puede ser un requisito para
la confiabilidad en la suposicién de la propiedad de Markov, introducida en la seccion 3.1;
el conocimiento de todos los valores de rasgo en cierto momento debe de ser suficiente
para determinar el cambio adaptativo en el futuro inmediato.

Una tercera razén para considerar multiples rasgos en la coevolucién fenotipica es debido
a que el camino evolutivo puede estar limitado. Ademas de cotas naturales en ciertos

valores de rasgos, e.g. las tasas de fecundidad o los pesos son necesariamente positivos,
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que deben ser consideradas incluso cuando consideramos sélo un rasgo por especie; el
conjunto de valores de rasgo accesibles queda restringido atin mas debido a limitaciones
en la combinacion de distintos valores de rasgo. Estas limitaciones pueden depender de
simples razones fisicas, e.g. razones de superficie-volumen no pueden decrecer més alla de
cierta barrera. Alternativamente, las limitaciones pueden ser un resultado del proceso de
desarrollo del organismo, e.g. un organismo que madura con un tamano pequeno tiene
pocos recursos que dar a su descendencia. También se puede tener limitaciones debido
al mapeo del genotipo al fenotipo, e.g. si el mismo gen influencia a dos o més rasgos
distintos entonces los valores de rasgos que resultan no son independientes; este efecto se
llama pleiotropia [20]. Para una més detallada discusién de estas limitaciones se puede

consultar [21]. Permitimos dichas limitaciones de la siguiente manera

1. Las limitaciones restringen al conjunto de valores de rasgo accesibles a cada especie
en un subconjunto de §Z al que denotamos @70/. Al producto cartesiano de estos
conjuntos se le llama §c’ = vazl @c/. La dinamica adaptativa de la comunidad de
N especies esta entonces confinada al conjunto §c = :9\0 N §C/, donde §C denota la

regién de coexistencia (2-2).

2. Debido a la pleiotropia los efectos de mutaciones en distintos rasgos pueden estar
correlacionados. Por esta razon escribimos la distribucién de probabilidad de un
cambio al valor s, desde el valor s; debido a una mutacién como una sola distribu-
cién conjunta M;(s;, s, — s;) en vez de un producto de v; distribuciones distintas

Mi,l(5i> Sé,l - Si,l)-

Aqui generalizamos los resultados obtenidos en las secciones previas para que concuerden
con la extension a la coevoluciéon con multiples rasgos. Los resultados para el modelo
estocdstico, en particular la ecuacién maestra (3-1) y las probabilidades de transicién (3-
2) y (3-7), se siguen sin alteracién alguna. Notemos primero que las funciones § en (3-2)
ahora toman vectores como argumento por lo que aplicamos la definicién usual d(s;) =

[12, 6(s44), v, segundo, que la distribucién de probabilidad de la mutacién en (3-7) ahora
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es conjunta. Los resultados para el modelo determinista se generalizan de la siguiente
manera. Para (4-24) y (4-25) sélo hay que observar que la integral es multi-dimensional
por lo que ds; = ds; 1ds;2...ds;,, en (4-24) y por lo tanto el rango de integracion R;(s)
en (4-25) se torna ahora en un subespacio de dimensién v; en vez de un intervalo. La

expansiéon de primer orden (4-30) se convierte en
bi (i, 8) fils}.8) = b (5,8) (01 fi(si,8) (s} 1 —si0) +-+ 0}y, filsi,8) (] = si0)] (5-1)

. - . ) F 0 F
donde seguimos nuestra notacién anterior 9, f; = T fi

Asi las cosas tenemos la siguiente generalizacién de las ecuaciones (4-35) y (4-37)

d 1
e —=(Z.1u(s) 1. . JAN YAN 1 Ji(Si, S Azld
a2 (2 fi(si) - 0y(s) ) sig - Mi(si, Asy) ;811 fi(siys) - (Dsip)
1
g wi(si) - ny(s) - NS, - Mi(si, As;) Z o\ l,f2 S$i,8) - Asipds;)  (5-2)
Ri(s) =1
1 . _
= 5 - pilsi) - Di(s) - 07 (s) - Vifi(si, 8) (5-3)
Con V fi(si,8) = (9} fi(si,8), ..., 0, fi(si,s)), un vector compuesto por las derivadas de

seleccion 0] fi(s:,8) para los rasgos [ = 1, ..., v; de la especie 7; a este vector lo llamamos el
gradiente de seleccién. En el caso de la coevolucién con miiltiples rasgos o? es la matriz
de varianza-covarianza de la distribucién de mutaciéon conjunta M;. Los elementos de

estd matriz cuadrada of = (07, ) estan dados por
o; l o /As” As;p - Mi(s;, As;)dAs; (5-4)

conl,l'=1,...,v;.

Notemos que elementos distintos de cero fuera de la diagonal en o2 causan que la dindmica
adaptativa tome un camino por debajo de lo 6ptimo, i.e., la direccién del cambio adapta-
tivo no es paralela al gradiente de seleccion. Notemos también que hasta primer orden las

isoclinas evolutivas interiores del sistema adaptativo (5-3) para la especie ¢ ahora estan
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dadas por las variedades en S¢ donde el gradiente de seleccion V', fi(s;, s) se anula o yace

en el espacio nulo de la matriz de varianza-covarianza o?.

5.3. Coevoluciéon bajo dinamicas poblacionales fuera
del equilibrio

En esta seccién se discute la cuestion de la coevolucién bajo dinamicas poblacionales
que no se encuentran en equilibrio. Relajando la suposicién de que la dindamica pobla-
cional tiene un unico punto estable, ahora permitimos atractores arbitrarios A que den
origen a dinamicas poblacionales periddicas, cuasi-periddicas o cadticas. Primero des-
cribimos algunos conceptos matematicos que han sido considerados en este contexto y
después investigamos como estos se relacionan con el formalismo estocastico previamente
desarrollado.

Consideremos los tamanos de poblacion n;, correspondiente a individuos con valor de
rasgo adaptativo residente s;, y n}, correspondiente a individuos mutantes con un valor
de rasgo adaptativo s} suficientemente cercano a s;, en un ambiente definido por los va-
lores de rasgo s; y tamanos de poblacién n; con j = 1,..., N, j # i. Llamamos sistema
residente al sistema dindmico restante cuando el mutante esta ausente,n; = 0, sistema
mutante cuando el residente esta ausente,n; = 0, y sistema combinado cuando ambos
estan presentes, n; # 0 y n; # 0. Notemos que asi las cosas la dindmica poblacional y
adaptativa es considerada en un subespacio de dimension N + 1 con lo que los vectores n
y s han aumentado una entrada. Recordemos que n; = n; - f;(sj, s,n) para j =1,..., N,
lo que implica que también tendremos n; = n/ - ﬁ-(s;, s,n) al ser estd la seleccién mas
simple como se ha senalado en la seccion 2.3.

Para decidir cual debe ser el incremento inicial de una poblacién mutante escasa s; en

un ambiente determinado por la poblacién residente s, las siguientes construcciones han
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sido propuestas

T

Ei(s},8) = lim L fi(sh,s,n(t))dt (5-5)
— 00 0
An(T
Bals) = Jim 7 log o] (5-6)
Ey(s),s)= [ fi(s},s;,m)dv(n) (5-7)

A(s)

La primera cantidad F; es el promedio sobre el tiempo de la tasa de crecimiento per capita
de una poblacién mutante escasa a lo largo de la trayectoria n(t) que empieza dentro
del atractor A(s) del sistema residente. Esta construccién se sigue inmediatamente del

marco tedrico desarrollado en la seccién 2.1; generalizando la ecuacién (2-9) escribimos

fisiys) = Eq(si,s). (5-8)

La segunda cantidad Es, véase [6], es el exponente de Lyapunov del sistema combinado
a lo largo de la direccion del tamano de la poblaciéon mutante para un punto en el atrac-
tor A(s) del sistema de la dindmica poblacional. Estd dado por la tasa de crecimiento
logaritmico promedio de la distancia entre dos trayectorias especificas: la primera trayec-
toria n(t) debe empezar desde el punto n(0) en el atractor A(s), la segunda trayectoria
n(t) debe tener como condicién inicial n(0) = n(0) + An(0), donde An(0) debe ser
un desplazamiento suficientemente pequeno en la direccion del tamano de poblacién de
la especie mutante y por consiguiente podamos tomar la evolucién de n(t) evaluada de
acuerdo a la linealizacién de la dindmica del sistema a lo largo del atractor A(s), [22]. La
distancia entre estas dos trayectorias estd dada por |An(t)| con An(t) = n(t) — n(t) y
|...| la métrica usual en RVF1.

Como una conveniente alternativa para la estimacién numérica del exponente de Lyapu-
nov podemos utilizar el sistema combinado directamente para después utilizar un An(t)
y promediar s6lo sobre un intervalo de tiempo finito (0,7"); sin embargo para cubrir sufi-

cientemente al atractor A(s) varias repeticiones de este proceso son usualmente necesarias
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donde cada repeticién debe de ser seguida por un rescalamiento a - An(t), a << 1, [23].
La tercer cantidad Ej, [24], es llamada exponente de invasién y en nuestro caso es sim-
plemente el promedio fase de la tasa de crecimiento per capita del mutante dentro del
atractor A(s) del sistema residente ponderado por la medida natural dv(n) de este atrac-
tor. Al tomar la medida natural en vez de una medidad invariante arbitraria es importante
cuando el atractor A(s) es cadtico, [25].

En este trabajo tomamos como vélida la cantidad Fy, en concordancia con (2-1) y (2-9),
e investigamos si podemos recuperar la condicién F; > 0 para el incremento inicial de
un mutante escaso desde la perspectiva estocdastica anteriormente desarrollada.

Ya en el caso de un unico punto estable en el espacio de tamanos de poblacién teniamos
que distinguir entre las escalas de tiempo evolutivo y ecoldgico; con dindmicas de pobla-
cién que se asientan en un atractor A(s) fuera del equilibrio debemos de introducir un
tercera escala de tiempo para el movimiento dentro de este atractor a la cual llamamos
escala de tiempo del atractor. Suponemos que la escala de tiempo del atractor es mucho
mas rapida que la escala de tiempo ecoldgica. En aquel caso la invasién de un mutante
exitoso sucede lentamente en comparacién a la dindmica del atractor A(s); lo cual es
tipico para mutantes cuyos valores de rasgo adaptativo s, estdn suficientemente cercanos
al valor de rasgo adaptativo residente s;.

Generalizando la ecuacién (3-7) obtenemos para las probabilidades por unidad de tiempo

de la representacion estocastica la siguiente igualdad

wi(sils) = pi(si) - bi(si,8) - ni(s) - Mi(si, 85 — i) - b (s5,8) - (filsi,8))+ (5-9)

Y consecuentemente la aproximacién de la dindmica adaptativa en primer orden (4-35)

se transforma en

o6



La construccion de la aproximacion determinista en érdenes superiores para la dindmi-
ca adaptativa sigue el mismo esquema que en la seccién 4.4. Notemos que en (5-10) el
término b; 1(s;,8) - bi(s;,8) - ny(s) diferird més de 71;(s) entre més grande sea la variacién
del tamano de poblacién residente de la especie i a lo largo del atractor A(s).

Por otro lado un mutante escaso s; puede invadir exitosamente una comunidad determina-
da por valores de rasgo residentes s provisto que exista un probabilidad de transicion por
unidad de tiempo que sea positiva para la substitucién de rasgos s; — s, i.e. w;(s}|s) > 0.
Se concluye de (5-9) y de la definiciones de (...); v fi(s},s) = Ei(s},s) que la perspectiva
estocastica presentada conlleva a la condicion F; > 0 como criterio de invasién, lo cual
es equivalente a lo propuesto anteriormente. Enfatizamos que los resultados obtenidos
en estd secciéon también sirven para poder afrontar el problema de la coevolucién en
ambientes que varian lentamente donde la dependencia temporal adicional se deriva de

influencias externas en vez de internas.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se ha presentado una teoria dinamica de la coevolucion, principalmente
desarrollada por Ulf Dieckmann en [1], [18] y [19]. En contraste con la teoria de juegos evo-
lutivos, los modelos presentados para el fenémeno coevolutivo dan cuenta de la dinamica
del fenémeno, incluyendo los estados coevolutivos transitorios, equilibrios coevolutivos y
atractores coevolutivos fuera del equilibrio. Los modelos reflejan la introduccién conti-
nua de nuevos valores de rasgo y permiten interacciones ecoldogicas arbitrarias que pueden
ser especificadas desde el nivel del individuo. A diferencia de la ecuacién candnica de la
dindmica de juegos evolutivos,1-1, el desarrollo aqui presentado,4-42, da cuenta de los
elementos estocasticos del fenomeno y también se derivan correcciones de orden superior.
A continuacion se enumeran las extensiones presentadas respecto de la ecuaciéon canénica

1-1.

1. Para obtener la ecuacién 4-42 se supuso la simetria de la densidad de probabilidad
de los valores de rasgo mutantes en la seccion 4.2, empezando en el desarrollo 4-31.
Tanto el modelo determinista en érdenes superiores y el modelo estocastico permite

suprimir aquella suposicién.

2. Se ha recuperado la ecuacién candnica como una descripcion del proceso de saltos

promedio que sera exacta cuando los saltos entre valores de rasgo adaptativos son
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considerados como infinitesimales. Y aunque la ecuacién candnica da una buena
aproximacién para densidades de probabilidad de los valores de rasgo mutantes
que tengan varianzas pequenas; la aproximacion se volvera mas inexacta entre mas
crezcan aquellas varianzas, con lo que se vuelve recomendable anadir términos de

orden superior a la aproximacion.

3. La extension en ordenes superiores brinda nuevos fenémenos coevolutivos respecto
a lo presentado por la ecuacién candnica; un ejemplo de esto es el desplazamiento

de isoclinas coevolutivas.

4. La ecuacién candnica no da cuenta de todas las consecuencias de la aleatoriedad

del proceso; como se ha ilustrado en la seccién 4.3.

5. La ecuacién candnica no permite inter-dependencias entre distintos rasgos dentro
de una misma especie. Sin embargo en la seccién 5.2 se muestra como el enfoque
estocastico resulta naturalmente en la introduccién de correlaciones entre estos
mediante la inclusion de la matriz de varianza-covarianza para las distribuciones

de los rasgos mutantes.

6. El alcance de la ecuacién candnica esta restringido a sistemas coevolutivos con
dindmicas de poblacion en equilibrio y un ambiente externo constante. En la seccion

5.3 se ha demostrado como se puede confrontar aquellos escenarios ecoldgicos.

Estas extensiones dan cuenta de la manera en la cual al modelar sistemas dindamicos,
como en el presente caso del fenémenos coevolutivo, uno puede intercambiar capacidad
descriptiva por simplicidad matematica. La ecuacion candnica puede ser suficiente depen-
diendo de los objetivos que uno tenga dentro del andlisis a realizar, sin embargo hay que
considerar si las suposiciones subyacentes se pueden considerar ciertas de manera razo-
nable. Con esto se ha presentado una introduccion a la teoria dindmica de la coevolucion

y a una porcion de los diversos fenomenos evolutivos que se siguen de aquélla.
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Apéndice A

La ecuacion maestra para procesos

de salto

A.1. Introduccion

En este apéndice desarrollamos la ecuacién maestra para X (t) un proceso estocéstico
Markoviano homogéneo respecto a un conjunto de densidades de probabilidad condicio-

nales p con espacio de estados X C R y espacio de tiempos R* i.e.,

P(Tni1s tng1 | Tns tns - o, t0) = P(Tns1, tngr|Tns tn) (A-1)
p($27t2|x17t1> - EQ—t1($2|x1) (A_Q)
con n € N, {Io, ...,l’n+1} CcXC R, {t(], ...,tn+1} C R+,tn+1 > tn > .2 tl > to,

PXni1rXo (Trtts bt 1, Tn, tnj .o; o, to) densidad de probabilidad
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A.2. Ecuacion de Chapman-Kolmogorov

A continuacién desarrollamos la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov; primero consi-

deremos

p(3, 35 09, to; 1, 1) = (s, ts|@a, to; 21, t1) - p(w2, ta; 21, 11) (A-3)
= p(xs, t3|za, ta) - p(x2, te; 1, t1) (A-4)
= p(ﬂ?g,tg‘l‘g,tz) 'p($2,t2’$1,t1) 'p($1,t1) (A_5)

Integrando A-4 respecto a x5 obtenemos

/p(:vg,ts;xz,tz;wl,tl)datz = p(x3,t3; 01, t1) (A-6)
X
= /p($3>753|$2,t2) - (g, ta|xq, t1) - p(a1, t1)das (A-7)
X
= p(x1,t1) - /p($37t3|$2,t2) - p(x2, to|z1, t1)dxy (A-8)
X
Entonces
p(w3,t3; 01, t1) /p(21, t1) = p(x3, t3|71,11) (A-9)
= /p(9537t3|$2,t2) - (g, ta|my, ty)day (A-10)
X
Donde
plxs, ts|xy, ) = /p($37t3|$2,t2) - p(xa, to|xy, t1)day (A-11)
X

es la ecuacion de Chapman-Kolmogorov. El ordenamiento de los tiempos en esta identidad
es esencial para poder pasar de (A-3) a (A-4); t3 > to > t;. En virtud de la propiedad de

homogeneidad del proceso podemos escribir la ecuacion como

Ty (2sl1) = / Tyysa(wsle2) - Tooin (2)1) (A-12)
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A.3. Derivacion de la ecuaciéon maestra

La ecuacién maestra es una version diferencial de la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov.
Para obtenerla empezamos haciendo el siguiente desarrollo de serie de Taylor en primer

orden.

Aty —t1) + Oty — 11)*] (A-13)

to=t1

d
pxg, ta]x, t1) = pag, t1]a1, 1) + Ep(xz, talx, 1)
2

d

Denotamos w(xa|xy,t1) = ==p(2, ta|z1,t1) , la probabilidad instantanea del evento
t

2=l
de transicion x; — x5 por lo que se le llama probabilidad de transicion por unidad de

dto

tiempo. Ademds observamos que p(xo, t1|11,t1) = p(m;(’;ll;zl)’tl) = 6(”;83'2(?1’“) =0

(22 —
x1). Asi las cosas para to suficientemente cercano a t; podemos omitir los términos de

orden superior y obtener
p(.fL'Q,tQ’.I'l,tl) = (5(1’2 — l'1> -+ w(:c2|x1,t1) . (tQ — tl) (A—14)

Sin embargo es claro que en la anterior igualdad se puede tener probabilidad mayor a
uno cuando xy = x1, por lo que hay que estandarizar, y esto se hace anadiendo un factor

f = f(z1,t1) a la delta de dirac. Entonces
p(za, to|zy,t1) = f(21, 1) - (22 — 1) + w(xa|21, 1) - (t2 — 1) (A-15)
Integrando sobre x5 la ecuacién anterior se obtiene que

/p(xg,t2|x1,t1)dx2 = /[f(l‘l,tl) . 5(1‘2 - ZEl) + U}(ZL‘2|ZE1,t1) . (tg - tlﬂdl'g (A-16)

= f(z1,t1) + (ta — t1) - /w(xQ\xl,tl)de =1 (A-17)
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Lo cual implica que f(z1,t1) = 1 — [w(zo]21,t1)dzs, lo que justifica la eleccién de

parametros de dependencia de la funcién f. Asi se obtiene la siguiente ecuacion

p(l’g,t2|$1,t1) = [1—(t2—t1)-/Xw(xglazl,tl)dxg)]-5(3:2—331)+(t2—t1)-w($2|x1,tl) (A-18)

Donde [ w(xa|z1,t1)dzy es la probabilidad por unidad de tiempo de que haya transi-
ciones empezando en z; al tiempo ¢; hacia algin otro valor, por lo que 1 — (to — t1) -
fx w(xa|x1, t1)dzy es la probabilidad de que no haya transiciones empezando en z; al tiem-
po t; hacia algin otro valor durante el intervalo de tiempo (t9,1); v (ta —t1) - w(xs|x1, t1)
es la probabilidad de que haya una transicién de x; a x5 en el intervalo de tiempo (o, ;)
y no suceda otra transicion. Se puede ver que los términos omitidos de la serie de Taylor
dan cuenta de eventos con méas de una transicion, los cuales se han supuesto suficiente-
mente pequenos de tal forma que puedan no ser tomados en cuenta.

Substituimos (A-18) en la ecuacién de Chapman-Kolmogorov,A-11,

p(@s,tslz1, 1) = /X (s ts|2a, 1) - plas, b1, £1 )l (A-19)
= [ (=t = 1) [ wlaafoa.tadaa] - 6 = 22) + (1 = ) waafoa, o)
% (s oy, £1)das (A-20)
= /X[l — (tg —ta) - /Xw(:v4]x2,t2)dx4] <0(x3 — x2) - e, ta|xy, t1)dxs (A-21)
(s —t) - /Xw(xgm,@) P, to]er, 1)ds
=[1—(ts—ta)- /Xw(w4|$37t2)d$4] -p(w3, ta|my, )

..+ (tg - tg) . / w(l’3’$2,t2) : p(l’g,tg‘.’lfl,tl)d.ﬁg (A—22)
X
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Entonces se hace uso de (A.22) para el desarrollo siguiente

p(xs, ts|lz, t1) — p(as, ta]xy, tr)

= _/U}(l'4|$37t2) 'p($37t2|$1,t1)d$4
X

t3 — 13
+ / w(ws|w2, ta) - p(x2, ta|z1, t1)dws (A-23)
X
= / w(x3|Te, ) - P(X2, ta|T1, t1) — w(a|T3, ) - p(T3, to|21, t1)dy (A-24)
X

Finalmente tomando el limite cuando t3 — 5 llegamos a

0
e (w3, ta|z1,t1) = / w(xs|Ta, ta) - p(xe, ta|ry, t1) — w(xa|T3, t2) - P(X3, ta|T1, t1)do
2 X

(A-25)
La cual escribimos por comodidad como

(9p(x,t|x0,t0)

g = / w(zla' t) - p(a', tlxg, to) — w(z'|x, t) - p(x, t|zo, to)da’ (A-26)
X

O maés aun como

Ip(x, 1)
ot

_ /X w(zlal, 1) - plast) — w(@' |z, 1) - pla, £)da’ (A-27)

donde dado un tiempo t; y un valor z, la solucién dada para t > to por (A-27) satisface
la condicién inicial p(z,ty) = 0(x — xp). En el trabajo presente hemos restringido nuestra
atencién al caso en que no hay dependencia temporal en las probabilidades de transicién
por unidad de tiempo por lo que la instancia de la ecuacién maestra que hemos usado es
la siguiente

e [ wtale) - pla' ) = wlelle) - plo. )0 (A-28)

la cual consiste en omitir la dependencia temporal en las probabilidades de transicion por

unidad de tiempo en (A-27), y de hecho coincide con la ecuacién maestra para procesos
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estocdasticos homogéneos obtenida analogamente usando el desarrollo en serie de Taylor
para 7/ = t3 — t alrededor de cero.

Cabe destacar que la ecuaciéon maestra (A-27) sirve para poder afrontar el problema
de la coevolucion en ambientes que varian lentamente donde la dependencia temporal
adicional se deriva de influencias externas en vez de internas; sin embargo en el presente
trabajo se prefiere usar los resultados de la seccién 5.3 como se explica en la observacion

al final de aquella.
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Apéndice B

La probabilidad de escapar la

extincion accidental

B.1. Introducciéon

En este apéndice mostramos que la probabilidad de que la poblacion mutante dada
por el valor de rasgo adaptativo s alcance el tamano n empezando desde el tamano 1

estd dada por

Pin = n (B'l)

B.2. Caminatas aleatorias y analisis del primer paso

Bajo la suposicion de que los procesos de nacimiento y muerte son independientes,
una caminata aleatoria simple provee un modelo para el nimero de habitantes de una
poblacién mutante dada por s} con probabilidades de nacimiento y muerte en un intervalo
de tiempo ecoldgico pequeno,[t,t + At], dadas por by(s}, s) - At y di(sh,s) - At respecti-

vamente, y la probabilidad de més de una muerte o nacimiento en el mismo intervalo de
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tiempo es O(At?) y no contribuye a p;,, en el limite At — 0.
Sea {X;|t € N\ {0}} una secuencia de variable aleatorias independientes idénticamente

distribuidas de la siguiente manera

P(X;=1)=b(s},s)- At =p (B-2)
P(X;=—1)=di(s},s)- At =¢q (B-3)
P(X, = 0) = 1~ (B(shy8) + (sl ) - At =1 —p—q =1 (B4)

Sea Cy un nimero entero arbitrario entonces definimos la caminata aleatoria

Cn=Co+ X1+ ...+ X, param € N\ {0} (B-5)

que claramente es Markoviana. Nos preguntamos por la probabilidad de que la poblacién
alcance el tamano n antes que el tamano 0; para poder responder esto usamos la siguiente

notacién para enteros A y —B

7 =min{m >0|Cn,=AVC, =B} (B-6)

Al tiempo aleatorio 7 se tiene que C, = AV C. = —B por primera vez; asi las cosas la

probabilidad de que la caminata alcance el valor A antes que el valor —B esta dada por

P(C, = A|Cy = 0) (B-7)

Para calcular esta probabilidad utilizamos el método del andlisis del primer paso que
sugiere consideremos la caminata aleatoria C), al tiempo n = 1 donde se ha incrementado
el tamano de la poblacién por un individuo o se ha decrecido por un individuo; después
consideramos lo mismo pero al tiempo n = 2 y vemos que se replica nuestro problema

excepto que el tamano inicial de la poblaciéon ha cambiado. Esta observacion sugiere la

67



bisqueda de una relacion recursiva para la funcién
g(k) = P(C. = A|Cy = k) donde —B<k<A (B-8)

En esta notacién g(0) es precisamente la probabilidad (B-7) que queremos calcular.
En consecuencia a la ley de probabilidad total, P(E|X) =Y P(E|X NY,)- P(Y,|X)
con {Y,| n € N} particién del espacio muestral no mutuamente exclusiva con X, aplicada

a{Cy=h| —B<h< A}y lapropiedad de Markov tenemos que
g(k) = P(C; = A|Cy = k) = ZP(OT = A|Co = k,C1 =h) - P(Cy = h|Co = k) (B-9)
h
= P(C. = A|C) = h)- P(Cy = h|Cy = k) (B-10)
h
=p-gk+1)+q-gk=1)+r-gk) (B-11)

La recursién (B-11) es més facil de entender si se escribe en términos del operador de
diferencias Ag(k —1) = g(k) — g(k —1). Notamos que dado que 1 = p+ ¢+ la ecuacién

(B-11) se puede escribir como
O0=p-{glk+1) —g(k)} —q-{g(k) = g(k = 1)} (B-12)
con lo que obtenemos la siguiente recursién para Ag(k):
Ag(k) = (¢/p) - Dg(k—1) (B-13)

Esta recursiéon junto con las condiciones de frontera g(A) = P(C, = A|Cy = A) =1y
g(—B) = P(C; = A|Cy = —B) = 0 determinan de manera tnica a la funcién g.

Iteramos la ecuacién (B-13) para encontrar

Ag(k+h) = (q/p)" Dg(k) (B-14)
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Por lo que definiendo o« = Ag(—B), usando g(—B) = 0 y haciendo multiples cancelacio-

nes obtenemos

k+B-1 k+B-1

gk)= Y Dgh=B)=a Y (¢/p)" =«

h=0 h=0

Utilizando la condicién de frontera restante

A==

llegamos a que

0o L1—(a/p)
1—(q/p)**?

y concluimos
1—(¢/p)***

W)= T

1—(q/p)***

1—(¢/p)**" )
1—(q/p) (B-15)
(B-16)
(B-17)
(B-18)

Finalmente podemos evaluar g(k) en k = 1 para obtener la probabilidad P(C, = A|Cy =

1) de alcanzar el valor A antes que el valor —B dado que se empieza en el valor:

1—(q/p)°*!
1 —(q/p)A+P

(B-19)

Finalmente para obtener p; ., la probabilidad de que la poblacién mutante inicialmente

compuesta por un individuo esté después de cierto tiempo compuesta por n individuos,
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basta utilizar las barreras A=ny —B =0 en (B-19)
1 - (a/p)
Pin = —~ B-20
1= (a/p) (320
1— d;(s},s)-At

bi(sh,s)-At
_ _ (B-21)

d;(s},s)-At

1—
b;(sh,s)-At
1 _ Ji(sgvs)

bi(s},s)
_ ] (B-22)

di(s},s)

Bi(s;,s)

Como se queria demostrar.
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Apéndice C

El principio de exclusion mutua

C.1. Introduccion

En este apéndice probamos el principio de exclusiéon mutua para comunidades cuyas
dindmicas poblacionales tienen un tinico punto singular atractor en concordancia con la
suposicion hecha en la seccién 2.1. La demostracion de este hecho resulta de la aplicacion
del teorema de Tikhonov, que introduciremos en este apéndice, y se hace en términos del
sistema combinado de la seccion 5.3 escrito a su vez en términos de la tasa de crecimiento

per capita de una segunda poblacién mutante virtual.

C.2. Propiedades del sistema combinado

Recordamos el sistema combinado introducido en la seccién 5.3 e introducimos la no-
tacion NV; = (nq, ..., ni—1, Nix1, s MN) Y Si = (81, -5 Si—1, Sit1, ---» SN ) Vectores de tamanos
poblacién y rasgos residente respectivamente que omiten a la especie ¢ que presenta pobla-

ciones residente y mutante dentro del sistema combinado. Asi las cosas podemos escribir
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el sistema combinado de la siguiente manera

n; = n; - fz‘(Sz', S;, Si, N, nfiv Ni)

dt

d ~
En; = TL; ' fi(sgv S Si7 n;: N, Nz) (C—].)

%Ni = f’i(si, st Siyng,nk, N;)

donde las entradas de F; concuerdan con el hecho de que se tiene que n,; = nj-f;(si, sk, Si,mg, n, N;)
paraj=1,.... N, j # iy lafuncién f; da la tasa de crecimiento per capita de la poblacion
perteneciente a la especie ¢ con valor de rasgo adaptativo y tamano de poblacién dados

de acuerdo a la primera y cuarta entrada correspondientemente.

Observamos ahora algunas de la propiedades de las funciones ﬁ y ﬁ’z En primer lugar
tenemos que si el quinto argumento de f; se anula entonces el segundo argumento no da
dependencia alguna a la funcién; el crecimiento de una poblacion no puede verse afectado

por el rasgo de una poblacién ausente
E(Sh‘s;)‘s)nhoa]\fi) :ﬁ(8i7'787ni707Ni) (0_2)

Donde () representa cualquier valor de rasgo. Por otro lado si el cuarto argumento se

anula el valor de f; sigue afectado por el primer argumento ya que el crecimiento potencial

de una poblacién ausente depende de su valor de rasgo.

Una segunda propiedad se obtiene al considerar una poblacién mutante y residente con el

mismo valor de rasgo, i.e. s; = s}; entonces se tiene una sola poblacién caracterizada por
. ., , o .

el rasgo s; y tamano de poblacién n; +n; por lo que su tasa de crecimiento estd dada por

ﬁ(si, -, Si;ng +n, 0, N;). Si virtualmente dividimos a la especie i en dos sub-poblaciones
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de tamano n; y n; debemos de tener la siguiente igualdad
ﬁ(siv Si, Sia n;, nga NZ) = f;(sia Siy Si; n;ja n;, Nz) (0_3)

ya que las tasas de crecimiento de ambas sub-poblaciones deben de ser simétricas en
la cuarta y quinta entrada pues ambas sufren de los mismo efectos dentro del sistema
combinado al tenerse una poblacién mutante virtual; las interacciones entre residentes y
mutantes es la misma al tener el mismo valor de rasgo.

Por otro lado tenemos que

d ~ ~
a(nz + 1)) =s, = 1 - fi(si, 80, Siy i, gy Ni) + 15 - fi(8, 83, Siy ng, iy N;) (C-4)

= (n; + n;) . E(Su Si, Sy Ny, n;, N;) (C-5)

— (nz—i_n;) }:(8“752,72,2—’—71;,0, NZ) (C_6)

De lo que se sigue que f(s;, s;, Si, i, nh, Ni) = fi(sq, -, Si,ni +nl, 0, N;). Y andlogamente
para 0 < ¢ < 1 si hacemos el desarrollo anterior pensado para dos sub-poblaciones de

tamano (1 — @) - (n; +n}) y ¢ - (n; + n.), podemos concluir la segunda propiedad
Filsis 50, Siyniynly Ni) = fil(siy 50,85, (1= 6) - (s +n), ¢ - (n; + ), Ny) (C-7)
Anélogamente para la funcién Z:;Z tenemos las propiedades
Fi(si, 85, 80,14, 0, N;) = Fy(s4, -, Siyn, 0, Ny) (C-8)

Fi<8i7 Siy Si,”i,n;, Nl) - E(sia Siy S’L (1 - QS) : (n’b + n;)v ¢ : (nl + n;)7 NZ) (C_g)

Y mas aun, dado que el crecimiento de una poblacién interactuando con dos poblaciones

de la misma especie no puede depender del orden en que estas dos sean consideradas; se
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tiene la siguiente propiedad

E(Sb S;ja Sia Uzs nga NZ) - E(S;7 Si, S’i? n;7 ni, N’L) (C—lO)

Finalmente, para fines de ilustracién, escribimos de manera explicita el sistema combinado
en la especie ¢ de la comunidad coevolutiva introducida en el ejemplo de la seccion 2.3.
Empezamos por el sistema combinado para la mutacién en la especie 1; para esto debemos
definir una funcién 7(sq, s}) que denote la competencia entre la poblacién residente y

mutante donde necesariamente y(s1,$1) = a(sy).

d

anl =ny - [r—a(s)) - ng — (s, 3/1) 77/1 — B(s1,52) - o]

d

S = = alsh) - nh = (s, 51) - = Blsh, 52) -l (C-11)
d

—ny =mnsy - [e- B(s1,82) ny+e- B(s],89) - ny —d]

Una seleccion usual es tomar la competencia entre poblaciéon mutante y residente igual a la
competencia intra-poblacional, i.e. v(s1, s}) = a(s;). Por otro lado el sistema combinado
para la mutacion en la especie 2 es mas facil ya que en el caso del ejemplo de la seccion

2.3 no hay competencia intra-poblacional en la especie 2.

d / /

Enl =ny-[r —a(s)) -ny — B(s1, s2)n2 — B(s1, s5)n5)

d

e =ne le- B(s1,82) n1 —d (C-12)
d / /

—nhy =1y [e- 5(3175/2> “ny — d|
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C.3. Teorema de Tikhonov

A continuacién enunciamos el teorema de Tikhonov el cual serd usado en la demos-
tracién del principio de exclusion mutua.
Sea z € R", y € R", n,m € N\ {0}, y un sistema de ecuaciones diferenciales de la

siguiente forma

dx
E:f@?mayvﬂ% 95(0):55'0
(C-13)
d
o d—‘i =9(t,x,y,1),  y(0) = wo
Para p = 0 obtenemos el sistema
dx
E:f@axayao)? 9‘3<O):$0
(C-14)
0 = g(t7x7y70)

Este sistema es llamado el sistema degenerado y su solucién, si es que existe, es llama la
aproximacion de cuasi estado estacionario.
donde la segunda ecuacion es la solucién de g(z,y,t) = 0;
Definimos el sistema adjunto como
dy

= = g(t,2,7,0 C-15
o~ 9t3.0) (C-15)

donde tratamos a x y a t como constantes y t= ﬁ

Definimos el sistema reducido como
dz - - -
E = f(ta x, ¢(t7 iL‘), 0)7 .fC(O) = T (C_16)
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Y finalmente definimos el sistema adjunto inicial, un caso particular de (C-15) al tomar
t=0yz=umx

dy ~ .
E‘* = 9(0755079»0)7 y(O) = Yo (C_17)

Teorema de Tikhonov. Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

1. Supongamos que las funciones f, f :[0,T] x U x V x [0, 0] — R", y g, g
[0, T] x U x V x [0, o] — R™, son continuas y cumplen la condicion de Lipschitz
con respecto a las variables x y y en [0,T] x U x V; donde U es un subconjunto

compacto de R™, V' es un subconjunto abierto y acotado de R™, y T, g > 0.

2. Eziste una solucion y = ¢(t,x) € V de la sequnda ecuacion del sistema degenerado
(C-14), para (t,x) € [0,T] x U, tal que ¢ es continua y es aislada en [0,T] x U, es
decir que existe 6 > 0 tal que g(t,z,y,0) # 0 para 0 < |y — ¢(t,x)| < 9.

3. La solucion yo = ¢(t,z) del sistema adjunto (C-15) es asintdticamente estable de
manera uniforme, es decir que Ve > 03 6 > 0 tal que V(t,z) € [0,T] x U se tiene
que si otra solucion y de (C-14) cumple que |y(0) —o(t, z)| < 0 entonces se cumplen

dos hechos:
a) V7 > 0 se cumple que |y(T,t,z) — o(t,x)| <€
b) lim7—>00 g(7—7 tu I) = ¢(t7 ZE)

4. La funcion (t,x) — f(t,z,¢(t,x),0) satisface la condicion de Lipschitz. Mds ain

existe una unica solucion T = Z(t) del sistema reducido (C-16) tal que Z(t) €

Int(U) vt € [0,T]

5. La solucion y = y(1) del sistema adjunto inicial cumple que lim, ., Y(7) = ¢(0, z¢)
y que Y(1) € V Y1 > 0; se requiere que la condicion inicial yo pertenezca a la region

de atraccion de la solucion o del problema dado por el sistema adjunto.
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Entonces existe po > 0 tal que Vu € [0, po] existe una dnica solucion (z,y) = (z,(t), y.(t))

del sistema (C' — 13) tal que

lim z,(t) = (1) vt € [0,T] (C-18)
Mlggg Yu(t) = o(t,z(t)) = y(?) vt € [0,T] (C-19)

Donde © = Z(t) es la solucion del sistema reducido (C-16). La convergencia en (C-
18) es uniforme para t € [0,T] mientras que la convergencia en (C-19) es uniforme en
cualquier intervalo [¢,T], ¢ > 0. Sin embargo se tiene que el siguiente limite converge
uniformemente en [0, T):

i (3,(6) — (0) = 5(2) + 6(0, 20)) = 0 (C-20)

n—0t

C.4. Poblaciéon mutante virtual

A continuacion desarrollamos el sistema combinado anadiendo una segunda poblacién
mutante virtual caracterizada por el valor de rasgo adaptativo s/ y el tamano de poblacién

n!; con lo que se tiene que la dindmica poblacional del sistema esta dada por

d ~

o roon
ani =n; - fi(8i, 85,57, i, mi, ng, i, Ny)
d/_/"'/ "Gy "N C-21
ani_ni'fi(smsiasia ianiani7ni7 z) ( - )
d-//_//N// ' g "N
ani =n, 'fi(5i73i73i7 iy Ty Ty Ty 2)

d ~
ron roon
&Nz = E(si7$i7siasi>ni7niani7Ni)
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Donde en analogia a la secciéon C.2 se tienen las propiedades

fi(sia S;: Sg: Si7 Ny, O, n;', NZ) = ﬁ(siv ) 52,7 Si7 n;, 07 n;/’ Nl) (0_22)

fi(sia SiyS;y Siyng, g, ny, Ny) = ﬁ'(si, Siy Sty S, (1 =) - (ni +ni), ¢ (n; +nl),n! N;)
(C-23)

fi(sia 827 3;> Sianiangan;/Ni) = }.Vi(sia 3;7 S;» Si>ni> (1 - ¢) . (n; + n;/)a ¢ : (n; + ng’)? NZ)
(C-24)

fi(sia 8;7 32/7 Si7 ni, TL;, TL;-/, NZ) = fi(3i7 32/7 827 Si) ni, ngla n;a Nz) (C'25)
E(Si, Sg, 32/7 Si7 g, 07 n;/7 Nl) = E(Siv E 82/7 Si? ny, 07 n/z‘/7 NZ) (0_26)

E(Sh 327 S;/, Siynhn;?n;,a N’L) = ﬁl(sia Si, 3;/7 Si7 (1 - ¢) . (nz + n;)a ¢ : (nz + n;)a n;/7 Nz)

(C-27)
- roon ' I "o "
E(Si78i7si7Si7ni7ni7ni7Ni) = Fi(siv SiySi 5 My, Mgy Ny Nl) (0_28)
- ron roon oo "o
E(Siasmsi7Si7ni7ni7ni7Ni> = Fz(sz ) 51'7 Si, Si7ni7ni7niNi) (C_29)
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para 0 < ¢ < 1.Y mds aun, el sistema (C-21) se reduce al sistema combinado (C-1) para

n! =0, ie.,
f;(sh S{La ) Si7 n;, n;a Oa NZ) = ﬁ(siv 8;7 Siania 7127 N’L) (C'30)

E(Sia 82, ) Si7 ng, n/iu 07 NZ) - E(‘%? S;’a Si?”i?”é? N’L) (C—?)l)
Asi las cosas sea

78;/) = ﬁ(82/7 Si,S;,Si,O,ni7n;7Ni) (0—32)

/ /
gi<8i7 Si» SZ'7 Ny Ny, Nz

la tasa de crecimiento per capita de la poblacién mutante virtual cuando esta ausente.
En consecuencia, g es la tasa de crecimiento per capita inicial de una segunda poblacién
mutante que aparece cuando la primera poblacién mutante ya es parte de la comunidad.
Dado que consideramos que las mutaciones son eventos raros dentro de la escala de tiempo
ecoldgica, no necesitamos considerar dos poblaciones mutantes presentes al mismo tiempo
en la comunidad. Sin embargo mostramos que la presencia, por lo tanto, virtual de una
segunda poblacién mutante permite rescribir el sistema coombinado, (C-1), en términos
de la funcién g; y de hecho esta nueva formulacion seré de ayuda en la prueba del principio
de exclusiéon mutua.

La funcién g; hereda las siguientes propiedades de (C-22), (C-24) y (C-25):

gi(si> 327 Si7 07 TL;, Ni7 S;/) = g’L<7 327 Si7 07 TL;, Ni7 S;/) (C'33)

gz'(sz', Si, Sz»”z»”& N;, 32/) = gz’(Sz‘, Si, Si, (1 - ¢) : (nz + n;), ¢ - (nz + n;), N, 5;;,) (0‘34)

S/'/) - gi(‘g;?Si?‘si?n;?ni;Ni;S;,) (C-35)

! !
gi($i> Si Si7 ng, n;, Ni> 7
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0 < ¢ < 1. Ademas la funcién g; puede ser usada para obtener las tasas de crecimiento

. ., . . . v ,
per capita de la poblacién residente y mutante al imaginar que s; coincide con s; y s;

respectivamente:

/ /
gi(siv Sis S’h N, Ny, Ni7 Si)

8173178175270 nlan N)

7

fi SZ,SZ,S 51777/170 n N)

Y 17

? 1)

fil
(
l(sl, -, 858, mi, 0,m, N;)
fi(sl,sl, ,Siymiyn, 0, N;)
(

}; 8i78 Slanwn N)

donde usamos la definicién (C-32) para pasar a (C-37), la propiedad (C-23) para pasar a
(C-38), la propiedad (C-22) para pasar a (C-39), la propiedad (C-25) para pasar a (C-40)

y la observacién (C-30) para pasar a (C-41).

Y

/
g(SZ,S SHTL’HTL Niasi)

fi(st, si, 8%, 85,0, n;,nk, N;)

T
fl S’L? ’L7SZ7S’L70 nZ7NZ>

Y ’L7

(
(
Fi(s, 5}, 51, Syl 0,15, ;)
fil

(s5

(s

871,7
/

—

Sz? SZ7SZ7nz70 n’L)N’L)

(2

fz S; 817 7SZ’nz7nZ70 N)

f’L S’HS’L’n’L’n’HNl)

donde usamos la definicién (C-32) para pasar a (C-43), la propiedad (C-25) para pasar a

(C-44), la propiedad (C-23) para pasar a (C-45), la propiedad (C-22) para pasar a (C-46),

la propiedad (C-25) para pasar a (C-47)y la observacién (C-30) para pasar a (C-48).
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Por lo que se puede escribir el sistema combinado (C-1) en términos de la funcién g:

d

ani =Ny g(si7 S;‘v Siv n;, n;v Niv Si)

d

En; = TL; ' g(si7 S;a Si: n;, n;a Nia S;) (0—49)
d

~ , ’
_NZ = E(SZ’S%’, Si7 nq, ni’ N’L)

Se dice que la funcién g genera las tasas de crecimiento per cépita (cita bibblio Vincent
and Brown) ya que al colocar el valor de rasgo adaptativo de la poblacién residente
o mutante en la entrada correspondiente al valor de la poblacién virtual se obtiene la
respectiva tasa de crecimiento.

En términos de la funcién ¢ la tasa de crecimiento de una poblacién mutante escasa

conviviendo con una poblacién residente en equilibrio es
fi(sga 3) = ]71'(3;, 8y ﬁ(s)) = }Vi(sga Si; Sia O7ﬁi(s)7 J/\}Z(S)) = g(sia K Si> ﬁi» 0, Niv 3;) (C'50)

Siendo 7;(s) la entrada i-ésima de 7n(s), el inico punto atractor del sistema combinado

restringido al plano n} = 0, y N;(s) en concordancia con la notacién para NN;.

C.5. Demostracion del principio de exclusién mutua

Queda a demostrar que: dado s € §C si se cumple
0, fi(siys) - (s —s:) >0 (C-51)

Entonces existe 6 > 0 tal que si |s} — s;| < 6, [n;(0) — ni(s)] < 9,0 < ni(0) <y
| N:(0) — Ni(s) ||< & entonces la trayectoria (n(t), ni(t), N;(t)) del sistema combinado

)

81



(C-1) tiende conforme t — oo a (n;,n;, N;) = (O,ﬁi(s),ﬁi(s)).Donde anadimos a la
suposiciéon de que (ﬁl(s),ﬁl(s)) es un punto singular atractor de (C-1) restringido a
n} = 0 la condicién de estabilidad de Lyapunov, Ve > 0 30 = d(¢) tal que si || n(0)—n ||<
d entonces || n(t) —n ||<eVt>0

Para aquel fin, utilizamos el sistema de ecuaciones diferenciales (C-49) junto con un
cambio de variables y un desarrollo en serie de Taylor para conseguir un sistema de
ecuaciones diferenciales que cumpla las hipétesis del teorema de Tikhonov; con lo cual se
llegard al principio de exclusién mutua.

Primero consideramos el sistema combinado de acuerdo a (C-49) y hacemos el siguiente

cambio de variables:

m; = n; + n, (C-52)
n;
= (C-53)

que es invertible a través de las transformaciones

n; =5+ (1—r;) (C-54)

n,=s;-r; (C-55)
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Entonces tenemos que

d d d

&mi - &nz + &n; ="n; - Q(SZ,S Slanmn Nivsi) + n; : g(si7S;7 S’ivni7n;7N’i78;)
(C-56)

d _ aimi - (i +mi) —ng - (i + §m) _ nac gni—ng e g

dt * (ni +nt)2 (n; +n})?

= n; + n;)Q : g(si)8§75i7ni7n;,Ni,3g> — TL,L—|——TL;)2 . g(SZ‘,Sg,SZ',’I'LZ',TZ;,NZ’,SZ)

=1 - (1—1r;) - [g(s4, 85, Siymi,nl, Ny, sh) — g(sq, 85, Siyng, nly Ny, s;)] (C-57)

d

&NZ F(sls Si,ni,n, N;) (C-58)

Segundo, realizamos una expansiéon en serie de Taylor para la funcién g, en (C-56) y
(C-57), y para Fj, en (C-58), respecto a la variable s, alrededor de s;. Comenzamos por

el desarrollo para (C-56).

d

Emi =n;- Q(Su 527 Si7ni7n;7 Ni7 Si) + TL; ' g(s’i7 827 Si? Ny, TL;, Niv S;) (0_59)
= n; - 9(8i, 8i, S5, mi, g, Ny 85) + ;- g(8i, 84, Si, n, g, Ny 8i) + O[(s; — s3)] - (C-60)
= (nl =+ n;) : 9(52'7 Siy Si7ni + n;7 07 Ni? Si) + O[(S{L - Sl)] (C_Gl)

:mz9(8177517ml707NZ781)+O[(8; _Sl)] (C_62)

donde para pasar de (C-60) a (C-61) se utilizé la propiedad (C-34); para pasar de (C-61)
a (C-62) se utilizo la propiedad (C-33).
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Seguimos con el desarrollo para (C-57) que resulta en lo siguiente:

d
Eri =T (1 - Ti) [ (3173 Szanzan szsz) (Sza S SZ,TLZ,TL;, Nia Sz)] (0_63)
=r; - (L—r;) - [9(si, 85, Siy iy, Niysi) — g(si, Sivmi, i, Niy 8;)
0
+ @g(si, st Siyng,ni, Ny, s = sY(s)) = ) o (s: — ;)
o os!’
/ "o N o . (.
+ aS;/g(S“Si’S“n“n vasz - (Sz) - Si) . as; (SZ Sz)
a / ! / / 2
— @g(si, i, Siyng, g, Ny, s;) o (s; — ;)] + Ol(s; — si)°] (C-64)
0 ,
=ri-(1—r)- [Fg(sl, sty Siyni,mi, Ny, 8;) (s; —si)
Si si=s;
+ @9(51‘; Siy S’i7nza n NZ; S;, - SN(S/) - 8;) ) : (S; - S’Z)
0 'S ' N, ! O|(s! 2 C-65
- @g(shsm i i, Wy, Ny, 54) B - (8i = 8i)] + O[(s; — 5:)7] (C-65)
0
=1 (1—1rg)- [Fg(sia Siy Siy N n , Vi, 31) : (32 —8;)] + O[(Sé - Si)Q] (C-66)
Si si=s;

(57— s0)] + Ol(s; — s:)°] (C-67)

/I
si—si

0
=T (1 - Tz‘) ) [?Q(Sz‘, Si, i, My + n§70,Ni,S§>
S;

0
=7 (1—rg)- [@9(3% -, Si,m;, 0, Ny, 57) (s} — 5)] + O[(si — s3)7] (C-68)

I—g.
8;=8i

donde en (C-64) se resalté explicitamente la dependencia de s/ respecto a s, s (s}) = si;

para pasar de (C-64) a (C-65) observamos que los primeros dos términos dentro del

1

Os’ . .. . ., .,
corchete suman 0, que 5+ = 1 e introdujimos la restricciéon s; = s; a la evaluacién de
i

las parciales; para pasar de (C-65) a (C-66) observamos que el primer y tercer términos
dentro del corchete suman 0 y que la parcial del segundo término se puede escribir como

si fuera respecto a s; y el resto del desarrollo es igual a como se pasé de (C-60) a (C-62).
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Por tltimo realizamos el desarrollo para (C-58):

d ~ ~
ENi = F(si, 81, Siyni, nyy, Ni) + O|(s; — si)] = Fi(si, -, Sivmi, 0, N;) + O[(s; — ;)]

(C-69)

Donde se han utilizado las propiedades (C-8) y (C-9) en (C-69).

Notemos que la ventaja de la formulacion en términos de la funcién g es clara en (C-66),
donde se revela la naturaleza rapida-lenta del sistema combinado pues r; es la variable
lenta cuya tasa de crecimiento %ri es proporcional a la pequena cantidad As; = s, — s;,
mientras que las variables m; y IV; son las rapidas. A un sistema con variables lentas y
rapidas se le puede llegar a aplicar el teorema de Tikhonov; esto se ve de manera mas
evidente si se realiza la escala de tiempo 7 = |As;| -t y se escriben las ecuaciones (C-62),

(C-68) y (C-69) en términos de As;:

d
|ASs;| - —m; =m; - g(sq,-,5;,m;;, 0, N, s;) + O[As]

dr
d 0 ASZ‘ 2
=T (1—7g)- [aTsig(Sia -, Si,m;, 0, Ny, 55 + As;) pot : m] + O[(Asq)7]
(C-70)
|Asz| ' d(_jl_TNZ = E(Sia ) Si7mia 07 NZ) + O[ASZ]

Donde en la segunda ecuacién del sistema (C-70) la cantidad |As;|, que resulta del cambio
de escala de tiempo, pasa dividiendo del lado izquierdo de la igualdad al derecho. A este
sistema con dos variables rapidas y una lenta (C-70) se le aplicara el teorema de Tikhonov
de la seccién C.3. Para esto primero observamos cémo queda el sistema degenerado (C-
14) para (C-70) cuando |As;| — 0; lo cual es bastante directo excepto para el primer

término de la segunda ecuacién de (C-70). Observamos que por hipétesis se tiene que
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ai'. fi(s),s) - As; > 0, de lo cual se sigue que

i 32:324

As 1 si 62,_ﬁ»(3§,3) ., >0
et B o7
| Asil —1 siggfi(si,s)| <0
Pero de (C-50) se sigue que

a o -~ > /

@fl‘(sias) / = @g(sifasiani(s)aoa Ni(s)asi) ) (C_72)
= ig(s- Si,7i(s),0, Ni(s), s; + As;) (C-73)

aASZ‘ 1y y M1y T » 1 < 1 Asi—0

Por otro lado se tiene que por continuidad existe §; > 0 tal que si se cumplen las

condiciones

In; 4+ nl — n(s)| < 6 (C-74)
| N; — Ni(s) ||< &, (C-75)

entonces la cantidad a%sig(si, - Si,ni(s),0, Ni(s), si+ As;)

tiene el mismo signo
Ns;=0

que la cantidad %&g(si, S, my, 0, Ny, s + As;) , por lo que bajo estas condiciones

s;=0
se tiene que
0 As; 0
an 1y Ty Py 1T, JNiJ 7 Az : L= iy Ty iy g, 7NZ'7 ) Az
8&81'9(8 S m;, 0 S; + S)ASiZO |AS,L| ’aASzg(s S m;, 0 S; + S) A0
(C-76)
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Entonces tenemos que si no se violan las condiciones(C-74) y (C-75) se tiene el sistema

degenerado siguiente

0= mg - 9(31', ) Siamia 07 Ni> Si)

=T (1—r;)- |8%sig(si’ - Si,mi, 0, Ny, s, + As;) Asi:0| (C-77)

0= ﬁi(‘sia "y Si7 my, 07 Nl)

Como sdlo interesa m; > 0 entonces se sigue de la primera ecuacién del sistema de-
generado que ¢(s;, -, S;,m;, 0, N;,8;) = ﬁ(si,‘,Si,mi,O, N;) = 0 y de la tercera que
E(si, -, S;,m;, 0, N;) = 0; pero esto se cumple solamente para el inico equilibrio atractor
del sistema combinado restringido al plano n; = 0 con tasas de crecimiento nulas deter-
minado por 7;(s) y N;(s). Se sigue que el sistema degenerado también se puede escribir

de la siguiente manera

m; = n;(s)

—ri=ri- (L—r;)- ’%9(% 5 Siymi, 0, Ny, s+ As;) | (C-78)

Ns; =0

=
I
o~
—~
Va)
~—
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También se tiene el sistema adjunto:

d _
=i 9(si, -, Si,m;, 0, N;, 5;)
(C-79)
45 Fy(si, -, Si,m;i, 0, N;)
—=4Vi = L3\ Sy 05 04, T, Uy LV
d7
El sistema reducido:
W o7 =2 g(si 8070, Nesi + As)| (C-80)
=T — 1) |\ a A~ 9\Si, 00, M, U, IV, S5 Si -
dr RN Asi=0

A continuacién verificamos las condiciones del teorema de Tikhonov:

1. SeaV = {mi,Ni tal que |n; —n;(s)] < 61,0 <ni <éyy | NV; — ]/\72(8) ||< 51} yU =
[0,1]. Entonces requerimos que m; - g(s;, -, Si,mi, 0, N;, 8;) v E(si, - S;,my, 0, N;)

sean Lipschitz-continuas en sus respectivos dominios.

2. Ya hemos observado que existe una solucién m; = n;(s), N; = Ni(s) para las
variables rapidas del sistema degenerado; la cual claramente es continua y aislada

(recordemos que n; > 0y || ]/\\fl(s) |> 0 debido a la eleccién del dominio §c)

3. Requerimos que la solucién (7;(s), N;(s)) del sistema adjunto (C-79) sea asintoti-
camente estable de manera uniforme. Cabe destacar que dado que se ha elegido el
dominio S, se tiene que m; # 0, y, por otro lado, que la solucién (7;(s), ]/\\fl(s)) es

por hipotesis equilibrio atractor del sistema:

d _ _
@vmi = g(Si; ) Sz',mz, 0, N;, Si) = fz‘(% " Siamia 0, Ni)

(C-81)
d

E«Nz = E(Si, - S;,my, 0, N;)

De lo cual se sigue que (7;(s), N;(s)) es solucién atractora del sistema adjunto (C-
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79) y méas aiun,de manera uniforme debido a la hip6tesis de estabilidad de Lyapunov

hecha al inicio de esta seccién.

4. Observamos que (t,7;) — ;- (1 — 1) - |8ALsig(si7 S5, 75,0, Ny, 55+ As;) 8.70| es
una funcién que satisface la condicién de Lipschitz pues de (C-51) y (C-73) S(j;sigue
que \%&_g(si, S5, 7,0, Ny, s; + As;) ASFOI # 0y para z1, 22 € [0, 1] se tiene que la
funcién f(x) = x- (1 —x) es diferenciable en (1, x2) por lo que se sigue del teorema
del valor medio que existe ¢ € (x1, z2) tal quef’(c) = % =1-2-¢<1. Con
lo que se concluye la condicién de Lipschitz para la funcion en cuestién. Y més atn,
un andlisis cualitativo de (C-80) muestra que 7; = 0 y 7; = 1 son puntos singulares
del sistema, de lo que se sigue que existe una tnica solucién 7; tal que 7;(t) €

Int(T) Vt € [0, 7.

5. Requerimos que las condiciones iniciales m;(0) y N;(0) sean tal que se hallen
en la regién de atraccién de la solucién, al problema del sistema adjunto (C-
79), (Mi(s), Ni(s)): esto lo logramos eligiendo d; > 0 tal que |n;(0) — nes)| < s,
0 < ni(0) < gy || N:;O)— Nl(s) ||< &2 impliquen que (m;(0), N;(0)) esté en la

region de atraccion de (7;(s), Ni(s)).

Aplicamos el teorema de Tikhonov y concluimos que se tiene que existe d3 tal que para
|As;| € [0,63] se cumple que existe la solucion del sistema (C-70), la solucién 7;(7) a la
segunda ecuacién del sistema converge uniformemente a la solucién de (C-80) y que los

siguiente limites convergen uniformemente en [to, T'):

i (mi(r) = 7(s)) = 0 (C-82)
Jlim (Ni(7) = () = 0 (C-83)

Donde ty es tal que se cumplen las condiciones (C-74) y (C-75) V7 € [0,to]. Entonces
existe 0 < d4 < 03 tal que si |As;| < d4 entonces V7 > 0 se tiene que |m;(7) — n;(s)| < &

y || Ni() — Ny(s) ||< 61, con lo que se cumplen las condiciones (C-74) y (C-75) V7 > to,
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pues T es arbitrario. Concluimos la eleccién § = min {%1, 2, 54} para que se valgan las
condiciones (C-74) y (C-75), y las hipotesis del teorema de Tikhonov.

Asi las cosas resta observar que del sistema reducido (C-80) se tiene que ‘é—ii > 0y dado
que r;(7) converge uniformemente a 7;(7); se sigue que lim, ., 7;(7) ~ 1. Concluimos

que conforme 7 — oo se alcanza el equilibrio

~

(my, i, Ni) =~ (15(s), 1, N;(s)) (C-84)

Y ya en términos del sistema combinado (C-1) se concluye lo que se queria demostrar:

~

(ni’n;’Ni) ~ (Ovﬁi(s)vlaNi(S)) (0‘85)
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