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Introducción

El problema de existencia de grupos abelianos libres de torsión, inescindibles, de
rango arbitrariamente grande es uno de los problemas centrales en la teoría de
grupos abelianos in�nitos. En [13] se demuestra la existencia de grupos abelia-
nos, libres de torsión, inescindibles, de rango 2ℵ0 . Más aún, en [14] se demuestra
la existencia de grupos abelianos, libres de torsión, inescindibles, de rango el
primer cardinal débilmente inaccesible. En este trabajo introducimos un marco
de trabajo en el cuál problemas similares pueden ser tratados. Con este �n intro-
duciremos los conceptos de función de rango, y de problema de rango asociado
a la pareja formada por una función de rango y un cardinal. Será claro que el
concepto de problema de rango provee un marco formal bajo el cual los resulta-
dos antes mencionados tienen formulaciones naturales. Abordaremos problemas
de rango asociados al anillo de cocientes de dominios de Ore y problemas de
rango asociados a cogeneradores inyectivos mínimos en extensiones triviales.
A continuación presentamos el contenido de cada una de las secciones que com-
ponen este trabajo.

Sección 1: En esta primera pequeña sección estableceremos el marco formal bajo
el cual trataremos los resultados centrales que componen este trabajo. Introdu-
ciremos tanto el concepto de función de rango como el concepto de problema
de rango asociado a la pareja formada por una función de rango y un cardinal.
Presentaremos ejemplos relevantes relativos a estos conceptos.

Sección 2: En esta sección estudiamos problemas de rango asociados al anillo
de cocientes de dominios de Ore. Haremos esto mediante el cálculo de clases de
equivalencia unital de elementos irreducibles centrales. Enlistaremos ejemplos
en los que nuestros resultados sean aplicables. Dividiremos los ejemplos rele-
vantes en dos clases, ejemplos conmutativos y ejemplos no conmutativos. Los
ejemplos no conmutativos presentados en esta sección estarán de�nidos median-
te extensiones de Ore de dominios conmutativos neterianos. Los resultados de
esta primera sección serán independientes de las secciones restantes.

Sección 3: En esta sección introducimos el concepto de grá�ca de módulos cí-
clicos. Haciendo uso de esta construcción introduciremos los conceptos de di-
mensión combinatoria y de dimensión fundamental combinatoria de un módulo.
Demostraremos que ambas cantidades, cuando existen y son �nitas, acotan supe-
riormente a la longitud de Krull-Schmidt. Finalmente, presentaremos, haciendo
uso de esto, criterios puramente combinatorios, tanto de inescindibilidad como
de existencia de descomposiciones inescindibles �nitas.

Sección 4: En esta sección presentaremos ejemplos y aplicaciones de conceptos
introducidos en la sección 3. Presentaremos soluciones a problemas de rango
�nito asociados a cogeneradores mínimos en extensiones triviales de dimensión
�nita.
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Sección 5: En esta sección generalizamos construcciones hechas en la sección
4. Presentaremos, involucrando estas construcciones, conjeturas que impliquen
la existencia de soluciones, en rangos arbitrariamente grandes, a problemas de
rango asociados a cogeneradores mínimos en extensiones triviales de dimensión
�nita,

Sección 6: En esta sección presentaremos una reformulación categórica del con-
cepto de grá�ca de módulos cíclicos. Haremos esto de�niendo familias de fun-
tores concretos entre categorías concretas adecuadas, de forma que estas cons-
trucciones generalicen las construcciones hechas en la sección 2. Estudiaremos
propiedades de las categorías involucrados y estudiaremos cuales de estas pro-
piedades son preservadas por los funtores mencionados.

Sección 7: En esta sección presentamos aplicaciones de conceptos introducidos
en la sección 6. Introduciremos criterios que garanticen la existencia, bajo ciertas
condiciones, de soluciones a problemas de rango en rangos arbitrariamente gran-
des y en rangos in�nitos. Probaremos que estos criterios, junto con conjeturas
relacionadas, implican la existencia de soluciones, en rango in�nito, a problemas
de rango asociados a cogeneradores inyectivos mínimos en extensiones triviales
de dimensión �nita

Sección 8: En esta pequeña sección presentaremos dos resultados de aproxima-
ción en el cálculo de grá�cas de módulos cíclicos. Los resultados de esta sección
son versiones de resultados presentados en secciones anteriores, que sin embargo
no tienen aplicaciones directas en el resto del trabajo.

Sección 9: En esta última sección presentamos un estudio de la longitud de
Krull-Schmidt como posible función de rango. Estudiaremos los casos en los
cuales esta función es una función de rango �nita. Caracterizaremos a aquellos
módulos que de�nen, mediante sus conjuntos de sumandos directos, dominios
bajo los cuales la longitud de Krull-Schmidt es una función de rango �nita. Esta
sección es independiente del resto del trabajo.

Asumiremos que el lector está familiarizado con conceptos de la teoría de módu-
los sobre anillos no conmutativos, incluyendo conceptos relacionados a dimensio-
nes en categorías de módulos, conceptos básicos relacionados a descomposiciones
de módulos, y conceptos relacionados a dominios de Ore y sus anillos de cocien-
tes. Referiremos al lector a [1], [23], [11], y a [21] en lo que respecta a de�niciones
y notación relacionada a estos conceptos. Asumiremos también que el lector está
familiarizado con lo más básico de la teoría de categorías concretas y con lo más
básico de la teoría de grá�cas. Referimos al lector a [2] y a [5] respectivamente
en lo que respecta a de�niciones y notación relacionadas a estos conceptos.
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1. Problemas de rango

En esta sección introducimos el concepto de problema de rango asociado a la
pareja formada por una función de rango y un cardinal. Este concepto será
fundamental en secciones subsecuentes. El concepto de problema de rango pro-
veerá el marco formal bajo el cual serán tratados los resultados de el resto de
este trabajo.
A lo largo de esta sección la letra R denotará un anillo asociativo con 1. La pa-
labra módulo signi�cará R-módulo izquierdo, y la palabra mor�smo signi�cará
mor�smo en la categoría de R-módulos izquierdos R-Mod.
Dada una clase de módulos Ω, diremos que una función ρ, con dominio Ω, y
codominio la clase de todos los cardinales, es una función de rango si:

1. ρ(N) ≤ ρ(M) para todo N,M ∈ Ω tales que N es isomorfo a algún
submódulo de M .

2. ρ(M ⊕N) ≤ ρ(M) + ρ(N) para todo M,N ∈ Ω tales que M ⊕N ∈ Ω

En este caso, para cada M ∈ Ω, llamaremos al cardinal ρ(M), el rango de M ,
con respecto a la función de rango ρ.
Funciones de rango, así de�nidas, de�nen invariantes salvo por isomor�smos en
sus dominios de de�nición, es decir, si ρ es una función de rango con dominio
Ω y M,N ∈ Ω son isomorfos, entonces ρ(M) = ρ(N). Funciones de rango, en
general, sirven propósitos de organización y estrati�cación en sus dominios de
de�nición. En general, se considera que mientras más grande sea el rango de un
módulo, más �dimensiones de complejidad� tiene éste.

Las funciones Gdim y dGdim, que a cada móduloM , le asocian su dimensión
de Goldie, GdimM , y su dimensión dual de Goldie, dGdimM , respectivamente,
son funciones de rango con dominio R-Mod. Más generalmente, si ρ es una
función aditiva (i.e. ρ(M ⊕ N) = ρ(M) + ρ(N)) tal que ρ(N) ≤ ρ(M) para
todo N,M tales que N es isomorfo a algún submódulo de M , entonces ρ es una
función de rango. En particular, la función `, que a cada módulo M le asocia
su longitud, `(M), es una función de rango con dominio R-Mod. Las funciones
|Kdim| y |dKdim|, que a cada módulo M , con dimensión de Krull, le asocian
la cardinalidad de su dimensión de Krull, |KdimM |, y la cardinalidad de su
dimensión dual de Krull, |dKdimM |, respectivamente, son funciones de rango,
no aditivas, con dominio la clase de todos los módulos con dimensión de Krull.

Dado un módulo E, denotaremos por ΩE la clase de todos aquellos módulos
que son isomorfos a submódulos de sumas directas de copias de E. De�nimos la
función rkE , con dominio ΩE como sigue: Si M ∈ ΩE , rkE(M) será el mínimo
cardinal κ tal que M es isomorfo a algún submódulo de la suma directa de κ
copias de E. La función rkE así de�nida es una función de rango, no necesa-
riamente aditiva, con dominio ΩE . Obsérvese que en el caso en el que R = Z y
E = Q, la clase ΩQ es igual a la clase de todos los grupos abelianos libres de
torsión, y para cada grupo abeliano libre de torsión G, el cardinal rkQ(G) es
igual al rango de G.
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Dados, una función de rango ρ, con dominio Ω, y κ un cardinal, diremos que
un módulo M es solución al problema de rango asociado a la terna (Ω, ρ, κ), si
M ∈ Ω, M es inescindible, y ρ(M) = κ. Si ρ es igual a la función de rango rkE ,
asociada a un módulo E, diremos simplemente que el módulo M es solución al
problema de rango asociado a la pareja (E, κ) cuando M sea solución al pro-
blema de rango asociado a la terna (ΩE , rkE , κ). En este caso, el enunciado: El
problema de rango asociado a la pareja (E, κ) tiene solución, deberá traducirse
como: Existe un módulo inescindible M tal que M es isomorfo a algún submó-
dulo de E(κ), y κ es el mínimo cardinal con esta propiedad. Así, si E es un
módulo semisimple, entonces el problema de rango asociado a la pareja (E, κ)
tiene solución si y sólo si κ = 1. Más generalmente, si R es igual al anillo de
enteros p-ádicos, Zp, entonces el problema de rango asociado a la pareja (Qp, κ)
tiene solución en Zp si y sólo si κ = 1. Más aún, en [16] se demuestra que si R
es un dominio de valuación, con campo de cocientes E, entonces el problema de
rango asociado a la pareja (E, κ) tiene solución solamente en el caso en el que
κ = 1 si y sólo si R es un dominio de valuación discreta máximo. En el caso
en el que R = Z y E = Q, los resultados de [13] pueden traducirse como: El
problema de rango asociado a la pareja (Q, κ) tiene solución para todo cardinal
κ tal que κ ≤ 2ℵ0 . Más aún, los resultados de [14] pueden traducirse como: El
problema de rango asociado a la pareja (Q, κ) tiene solución para todo cardinal
κ tal que κ es menor que el primer cardinal débilmente inaccesible.
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2. Problemas de rango sobre dominios de Ore

En esta sección presentamos, en ciertos casos, soluciones a problemas de rango
asociados al anillo de cocientes izquierdo de dominios de Ore izquierdos. Utili-
zaremos técnicas similares a las usadas en [13] y [14], y así generalizaremos los
resultados ahí obtenidos. Referimos al lector a [21] o [24] en todo lo referente a
dominios de Ore y sus anillos de cocientes
A lo largo de esta sección la letra D denotará un dominio de Ore izquierdo. La
palabra módulo, signi�cará ahora, D-módulo izquierdo, y la palabra mor�smo
signi�cará, mor�smo en D-Mod. Denotaremos por E al anillo de cocientes iz-
quierdos de D. Así, E es un D-módulo izquierdo y derecho, E, como D-módulo
izquierdo, es igual a la cápsula inyectiva, E(D), de D como D-módulo izquierdo,
y para cualquier módulo M , E ⊗DM es un E-espacio vectorial. Obsérvese que
en este caso la clase ΩE de�nida en la sección anterior coincide con la clase de
todos los módulos libres de torsión.
Diremos que a ∈ D \ {0} es irreducible si la ecuación a = bc con b, c ∈ D,
implica que b es una unidad en D o que c es una unidad en D. Dados a, b ∈
D, irreducibles y centrales, diremos que a y b son unitalmente equivalentes, o
equivalentes salvo por unidades, si existe una unidad u en D tal que a = ub.
Obsérvese que esta es una relación de equivalencia. El siguiente teorema será el
resultado principal de esta sección.

Teorema 2.1. Sean κ1, κ2 ≥ 1 cardinales. Supóngase que D admite conjuntos
formados por 2κ1 + κ2 ireducibles centrales no unitalmente equivalentes dos a
dos. Entonces el problema de rango asociado a la pareja (E, 2κ1) admite al menos
2κ2 − 1 soluciones salvo por isomor�smos.

A continuación reducimos la demostración de (2.1) a la demostración de una
serie de lemas. El primero de éstos caracteriza a la función de rango rkE en ΩE
en términos de propiedades de E en D-Mod.

Lema 2.2. Sean M ∈ ΩE y κ un cardinal. Las siguientes condiciones son
equivalentes.

1. rkE(M) = κ.

2. M es isomorfo a algún submódulo escencial de E(κ).

3. dimEE ⊗D M = κ.

Demostración. Sea M ∈ ΩE . Obsérvese que M = D ⊗D M es submódulo
escencial de E ⊗D M . De esta observación se sigue 3⇔2. Se sigue también, de
esta observación, el hecho de que M es isomorfo a algún submódulo escencial
de E(dimEE⊗DM), es decir, rkE(M) ≤ dimEE ⊗D M . Obsérvese también, que
si M es isomorfo a algún submódulo de E(κ), entonces E ⊗D M es isomorfo a
algún submódulo de E(κ). De esto se sigue que dimEE ⊗D M ≤ rkE(M). Esto
demuestra 1⇔3. Esto concluye la demostración. �
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Se sigue de (2.2) que un módulo M es solución al problema de rango asociado
a la pareja (E, κ) para algún cardinal κ si y sólo si M es isomorfo a algún
submódulo esencial de E(κ). Es decir, en este caso, el enunciado: El problema de
rango asociado a la pareja (E, κ) tiene solución, deberá traducirse como: E(κ)

admite submódulos inescindibles y esenciales.

Lema 2.3. Sea {Mλ : λ ∈ Λ} una colección de módulos. Sea λ0 ∈ Λ y para cada
λ ∈ Λ tal que λ 6= λ0, sean aλ ∈Mλ, bλ ∈Mλ0 , y ξλ ∈ D \ {0}. Supóngase que

1. Mλ es inescindible para todo λ ∈ Λ.

2. Hom(Mλ,Mµ) = {0} para todo λ, µ ∈ Λ con λ 6= µ.

3. Para cada λ ∈ Λ, ξλ no divide a aλ en Mλ.

4. Para cada λ ∈ Λ, ξλ no divide a bλ en Mλ0 .

Entonces el D-submódulo

M =
⊕
λ∈Λ

Mλ +
∑

λ∈Λ\{λ0}

Dξ−1
λ (aλ + bλ)

de
⊕

λ∈Λ(E ⊗D Mλ) es inescindible. Más aún, si Mλ ∈ ΩE para todo λ ∈ Λ,
entonces M ∈ ΩE y

rkE(M) = |Λ|
∑
λ∈Λ

rkE(Mλ)

Demostración. Sea M = N ⊕L una descomposición de M . Es fácil ver, de la
de�nición deM , queM∩(E⊗DMλ) = Mλ para todo λ ∈ Λ. De esta observación
y de 2 se sigue que Mλ es fuertemente invariante en M para cada λ ∈ Λ. Se
sigue que Mλ = (Mλ ∩ N) ⊕ (Mλ ∩ L) para todo λ ∈ Λ. Así, ya que por la
condición 1 cada Mλ es inescindible, se sigue que Mλ está contenido en N o
L para cada λ ∈ Λ. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que Mλ0 ≤ N .
Supongamos ahora que existe λ ∈ Λ tal que Mλ ≤ L. La ecuación

ξ−1
λ (aλ + bλ) = x+ y

con x ∈ N y y ∈ L implica que ξλ divide a aλ en N y a bλ en L lo cual implica
a su vez que ξλ divide tanto a aλ como a bλ en M , una contradicción, ya que
por las condiciones 3 y 4, ni aλ ni bλ son divisibles por ξλ en

⊕
λ∈ΛMλ. De esto

y de la de�nición de M se sigue que ni aλ ni bλ son divisibles por ξλ en M . Se
sigue que Mλ ≤ N para todo λ ∈ Λ. Ahora, ya que

⊕
λ∈ΛMλ es claramente

escencial en M , concluimos que M es inescindible. La conclusión sobre el rango
de M se sigue del hecho de que si todos los Mλ's están cogenerados por E, M
claramente es escencial en E(|Λ|

∑
λ∈Λ rk(Mλ)). �

Lema 2.4. Sean κ1, κ2 ≥ 1 cardinales. Supóngase que D admite conjuntos
formados por 2κ1 + κ2 irreducibles centrales no unitalmente equivalentes dos a
dos. Entonces existen, una colección de módulos {Mλ : λ ∈ Λ}, de cardinalidad
2κ1 , un elemento λ0 ∈ Λ, y elementos aλ ∈ Mλ, bλ ∈ Mλ0

, y ξλ ∈ D \ {0},
λ ∈ Λ \ {λ0}, tales que satisfacen las condiciones de (2.3).

12



Demostración. Sean {aγ : γ ∈ Γ}, {bγ : γ ∈ Γ}, y {cδ : δ ∈ ∆} tres conjuntos
ajenos, formados por irreducibles centrales en D, no unitalmente equivalentes
dos a dos. Supóngase que |Γ| = κ1 y que |∆| = κ2. Sea Θ la colección de todos
los conjuntos de la forma {dγ : dγ ∈ {aγ , bγ} ∀γ ∈ Γ}. Claramente |Θ| = 2κ1 .
Ahora, para cada θ ∈ Θ, sea Mθ el siguiente submódulo de E∑

dγ∈θ

Dd−1
γ

Entonces, para cada θ ∈ Θ,Mθ, por ser submódulo del módulo uniforme E, es a
su vez uniforme, y entonces inescindible, es decir, la colección {Mθ : θ ∈ Θ} satis-
face la condición 1 de (2.3). Ahora, sean θ, θ′ ∈ Θ tales que θ 6= θ′. Demostramos
que Hom(Mθ,Mθ′) = {0}. De la de�nición de Θ es claro que ni θ está contenido
en θ′, ni θ′ está contenido en θ. Así, sea dγ ∈ θ \ θ′. Sea Φ ∈ Hom(Mθ,Mθ′).
Del hecho de que los aγ 's y los bγ 's son centrales, irreducibles, y dos de ellos no
son equivalentes salvo por unidades, se sigue fácilmente que ningún elemento de
Mθ′ \ {0} es divisible por dγ . De esto y del hecho de que 1D es divisible por
dγ en Mθ se sigue que Φ(1D) = 0. De esto concluimos, ya que D es escencial
en Mθ, que Φ = 0. Así, la colección {Mθ : θ ∈ Θ} satisface la condición 2 de
(2.3). Finalmente, hágase Θ igual a Λ, cualquier θ0 ∈ Θ igual a λ0, y cualquier
sucesión formada por elementos del conjunto {cδ : δ ∈ ∆} igual a la sucesión ξλ,
λ ∈ Λ \ {λ0} en (2.3). Es inmediato que en este caso la colección {Mθ : θ ∈ Θ},
junto con la correspondiente sucesión de elementos de {cδ : δ ∈ ∆}, θ y θ0 sa-
tisfacen las condiciones de (3.2). Esto concluye la demostración. �

Demostración de 1.1 Sean {aγ : γ ∈ Γ}, {bγ : γ ∈ Γ}, y Θ como en la de-
mostración de (2.4). Se sigue, de (2.3) y de la demostración de (2.4), que toda
sucesión, con indices en Θ, formada por elementos de cualquier subconjunto no
vacío de cualquier conjunto {cδ : δ ∈ ∆} como en la demostración de (2.4), de-
�ne un módulo inescindible de rango 2κ1 . Sean S, T subconjuntos no vacíos de
{cδ : δ ∈ ∆}. Supóngase que S 6= T . Sean s y t dos sucesiones, con indices en Θ,
formadas por elementos de S y T respectivamente. Finalmente, sean Ms y Mt

módulos inescindibles de rango 2κ1 de�nidos como en la demostración de (2.4)
por las sucesiones s y t respectivamente. Supóngase, sin pérdida de generalidad,
que S \ T 6= ∅. Sea a ∈ S \ T . Entonces, por la forma en que fueron construi-
dos, Ms admite elementos distintos de 0, divisibles por a, mientras que ningún
elemento de Mt, distinto de 0, es divisible por a. Se sigue que en este caso Ms

y Mt no son isomorfos. Concluimos, de esto, de (2.3) y (2.4), que existen al
menos 2κ2 − 1 módulos inescindibles no isomorfos de rango 2κ1 . Esto concluye
la demostración. �

Así, en el caso en el que D admita conjuntos formados por 2κ1 +κ2 irreducibles
centrales no unitalmente equivalentes dos a dos, se puede asegurar que el pro-
blema de rango asociado a la pareja (E, 2κ) admite al menos 2κ2 − 1 soluciones
salvo por isomor�smos sobre D, para todo cardinal κ tal que κ ≤ κ1. Es decir,
en este caso se puede asegurar que E(2κ), la suma directa de 2κ copias de E
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admite al menos 2κ2 − 1 submódulos inescindibles escenciales no isomorfos dos
a dos para todo cardinal κ tal que κ ≤ κ1.
Dominios conmutativos, dominios neterianos izquierdos, y por lo tanto domi-
nios artinianos izquierdos y dominios de ideales principales por la izquierda son
ejemplos de dominios de Ore izquierdos. Dominios de Bezout izquierdos tam-
bién son dominios de Ore izquierdos. Los siguientes son ejemplos de dominios
conmutativos que satisfacen las condiciones de (2.1).

1. D = Z: Z admite conjuntos de ℵ0 irreducibles no unitalmente equivalen-
tes dos a dos, a saber, cualquier conjunto in�nito de números primos. Así,
el problema de rango asociado a la pareja (Q, 2ℵ0) admite al menos 2ℵ0

soluciones salvo por isomor�smos sobre Z. Más generalmente. Sea a ∈ Z
libre de cuadrados. La extensión cuadrática, D = Z [

√
a], de Z admite

conjuntos de ℵ0 irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos, a sa-
ber, cualquier conjunto de divisores primos, en D, de enteros primos. Así,
para cada a libre de cuadrados, el problema de rango asociado a la pa-
reja (Q(

√
a), 2ℵ0) tiene al menos 2ℵ0 soluciones salvo por isomor�smos

sobre Z [
√
a]. En particular, en el caso en el que a = −1, el problema

de rango asociado a (Q(i), 2ℵ0) admite al menos 2ℵ0 soluciones salvo por
isomor�smos sobre el anillo de enteros Gaussianos, Z [i]. Esto demuestra
en particular, que Z[

√
a] no es un anillo de valuación máximo para ningún

a libre de cuadrados. Más aún, si denotamos por ω a e2πi/3, la extensión
Z[ω], de Z, es el anillo de enteros de Eisenstein. En este caso Z[ω] también
admite conjuntos de ℵ0 irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos,
a saber cualquier conjunto in�nito de primos racionales congruentes con -1
mod 3. Así, el problema de rango asociado a la pareja (Q(ω), 2ℵ0) admite
al menos 2ℵ0 soluciones salvo por isomor�smos sobre Z[ω].

2. D = Z(m). Sea m ∈ Z. Sea k el número de divisores primos distintos de m.
La localización, Z(m) de Z en el ideal mZ es un dominio conmutativo con
exactamentem irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos, a saber,
divisores primos de m. Así, en este caso, el problema de rango asociado a
la pareja (Q, 2n) admite solución, sobre Z(m), para todo n ≤ bk/2c − 1.
En particular, ya que 2310 es igual al producto de los primeros 5 primos
racionales, el problema de rango asociado a la pareja (Q, 4) admite solu-
ción sobre Z(2310). Más generalmente, sean R un dominio de factorización
única, y a ∈ R. Sea k el número de divisores primos distintos de a en R.
La localización R(a) de R en el ideal Ra nuevamente es un dominio con-
mutativo, con exactamente k irreducibles no unitalmente equivalentes dos
a dos, a saber, los divisores primos distintos de a en R. Así, nuevamen-
te, en este caso, si E denota al campo de cocientes de R, el problema de
rango asociado a la pareja (E, 2n) admite solución sobre R(a), para todo
n ≤ bk/2c − 1. En particular, en el caso en el que R es igual a Z[i] o Z[ω]
y a es igual a 100947 en el primer caso y a 43010 en el segundo caso, ya
que a es, en ambos casos, el producto de los primeros 5 primos racionales
positivos en R, el problema de rango asociado a la pareja (E, 4) admite
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solución sobre Z[i](100947) y sobre Z[ω](4310) donde E denota a Q(i) en el
primer caso y a Q(ω) en el segundo caso.

3. D = R[X]: Sean R un dominio conmutativo y X un conjunto algebrai-
camente independiente sobre R. El anillo de polinomios R[X] es un do-
minio conmutativo. A�rmamos que R[X] admite conjuntos de al menos
ℵ0 |R| |X| irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos. Supóngase
primero que R es un dominio �nito. En este caso R = Fq para alguna
potencia de primo q. En este caso, para cada x ∈ X, R[x] admite ℵ0 po-
linomios irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos. Cada uno de
estos polinomios es irreducible como polinomio en R [X], y dos de estos
polinomios son unitalmente equivalentes en R[x] si y sólo si son unitalmen-
te equivalentes en R[X]. Así, en el caso en el que R es un dominio �nito,
R [X] admite conjuntos de al menos ℵ0 |X| = ℵ0 |R| |X| irreducibles salvo
por unidades. En el caso en el que R sea in�nito, para cada x ∈ X, el
conjunto de todos los polinomios mónicos de grado 1 es un conjunto de
irreducibles en R [x], no unitalmente equivalentes dos a dos. Nuevamente,
estos polinomios son irreducibles y no unitalmente equivalentes dos a dos
en R[X]. Así, nuevamente en este caso R [X] admite conjuntos de irredu-
cibles no unitalmente equivalentes, de cardinalidad |R| |X| = ℵ0 |R| |X|.
Concluimos que, si E denota al campo de cocientes de R, el problema de
rango asociado a la pareja (E(X), 2κ) admite al menos 2ℵ0|R||X| soluciones
salvo por isomor�smos para todo κ ≤ ℵ0 |R| |X|. En particular, si R es
igual a Fp, Z[i], Z[ω], Z, o Q, y X = {x}, el problema de rango asociado
a la pareja (E(x), 2ℵ0) admite al menos 2ℵ0 soluciones salvo por isomor-
�smos, sobre R[x], donde E denota a Fp, Q(i), y Q(ω) en los primeros
tres casos respectivamente, y a Q en los dos casos restantes. Más aún, en
el caso en el que R es igual a R o C, el problema de rango asociado a
la pareja (E(x), 2κ) admite al menos 2c soluciones salvo por isomor�smos
sobre R[X] para todo κ ≤ c, donde E denota a R en el primer caso y a C
en el segundo caso.

4. D = R + XS [X]: Sean R y S dominios conmutativos. Sea X un conjun-
to algebraicamente independiente sobre S. Supóngase que R es subanillo
de S. Entonces el subanillo, R + XS [X], de S [X], admite conjuntos de
al menos ℵ0 |R| |X| irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos.
Efectivamente, todo polinomio irreducible en R [X] es a su vez irreducible
como polinomio en R + XS [X], y dos de estos polinomios son unital-
mente equivalentes en R [X] si y sólo si son unitalmente equivalentes en
R + XS [X]. Así, si E denota al campo de cocientes de R y F denota
al campo de cocientes de S, entonces el problema de rango asociado a la
pareja (E + XF (X) , 2κ) admite al menos 2ℵ0|R||X| soluciones salvo por
isomor�smos sobre R + XS[X] para todo κ ≤ ℵ0 |R| |X|. En particular,
si R es igual a Z, X = {x} y S es igual Z[i], Z[ω], Q, R, o C, entonces el
problema de rango asociado a la pareja (Q+xF [x] , 2ℵ0) admite al menos
2ℵ0 soluciones salvo por isomor�smos sobre Z + xS [x] en todos los casos.
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5. D = R[[X]]. Sea R un dominio conmutativo. Sea X un conjunto �nito,
algebraicamente independiente sobre R. El anillo de series formales de po-
tencias R[[X]] es un dominio conmutativo. A�rmamos que si R admite
conjuntos formados por 2κ1 + κ2 irreducibles no unitalmente equivalentes
dos a dos, entonces R[[X]] admite conjuntos formados por 2κ1 + κ2 irre-
ducibles no unitalmente equivalentes dos a dos. Sean x ∈ X y f ∈ R[[x]].
Obsérvese que f es una unidad en R[[x]] si y sólo si f(0) es una unidad
en R. Más aún, si f(0) es irreducible en R, entonces f es irreducible en
R[[x]]. La a�rmación se sigue de esto y del hecho de que toda serie formal
de potencias irreducible en R[[x]] es irreducible como serie formal de po-
tencias en R[[X]], junto con el hecho de que dos de estas series formales
de potencias son unitalmente equivalentes en R[[x]] si y sólo si estas son
unitalmente equivalentes como series formales de potencias en R[[X]]. Así,
si se supone que el dominio R admite conjuntos formados por 2κ1 + κ2

irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos, y denotamos por E al
campo de cocientes de R[[X]], entonces el problema de rango asociado a la
pareja (E, 2κ) admite al menos 2κ2 − 1 soluciones salvo por isomor�smos
sobre R[[X]] para todo κ ≤ κ1. En particular, si R es igual a Z, Z[i], o
Z[ω] y X = {x}, el problema de rango asociado a la pareja (E, 2ℵ0) ad-
mite al menos 2ℵ0 soluciones salvo por isomor�smos sobre R[[x]], donde
E denota al campo de cocientes de Z[[x]], Z[i][[x]], y Z[ω][[x]] respectiva-
mente. Más aún, si R es igual a R o C, el problema de rango asociado a la
pareja (E, 2κ) admite al menos 2c soluciones salvo por isomor�smos sobre
R[[x]] para todo κ ≤ c, donde E denota al campo de cocientes de R[[x]]
y C[[x]] respectivamente. Finalmente, supóngase que R es un dominio de
factorización única, y que a ∈ R admite k divisores primos distintos. En
este caso el problema de rango asociado a la pareja (E, 2n) admite solu-
ción sobre R(a)[[x]] para todo n ≤ bk/2c − 1. Así, si hacemos R igual a Z,
Z[i], o Z[ω], y hacemos a igual a 2310, 100947, o 43010 respectivamente,
entonces el problema de rango asociado a la pareja (E, 4) admite solu-
ción sobre R[[x]], donde E denota el campo de cocientes de Z(2310)[[x]],
Z[i](100947)[[x]], o Z[ω](43010)[[x]] respectivamente.

6. D = E(U): Sea U una región en C. El anillo de funciones holomorfas
en U , E(U), es un dominio conmutativo. A�rmamos que E(U) admite
conjuntos de al menos c irreducibles no equivalentes salvo por unidades
dos a dos. Para cada a ∈ U sea fa ∈ E(U) la función polinomial, en U ,
de�nida por el polinomio z − a. fa así de�nida es un elemento irreducible
de E(U). Más aún, si b ∈ U , entonces fa y fb son unitalmente equivalentes
en E(U) si y sólo si a = b. Esto demuestra la a�rmación. Así, si E denota
al campo de cocientes de E(U), el problema de rango asociado a la pareja
(E, 2κ) admite al menos 2c soluciones salvo por isomor�smos sobre E(U)

para todo κ ≤ c. En particular, en el caso en el que U es igual a C, D̊2,
H̊+, H̊−, o cualquiera de estas regiones menos algún subespacio discreto,
el problema de rango asociado a la pareja (E, 2κ) admite al menos 2c

soluciones salvo por isomor�smos sobre E(U) para todo cardinal κ ≤ c.
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7. D = OV,a. Sea V una variedad algebráica irreducible. Sea a ∈ V . Supón-
gase que V es suave en a. En este caso el anillo de gérmenes de funciones
de V en a, OV,a, es un dominio local regular. Se sigue, del teorema de
Auslander-Buchsbaum [3], que OV,a es un dominio de factorización úni-
ca. Supóngase ahora que existen 2κ1 + κ2 subvariedades irreducibles de
V , que contienen a a. Se sigue, en este caso, que OV,a admite conjuntos
de 2κ1 + κ2 ideales primos. Concluimos que OV,a admite conjuntos de
2κ1 + κ2 irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos. Así, si E de-
nota al campo de cocientes de OV,a, el problema de rango asociado a la
pareja (E, 2κ) admite al menos 2κ2 − 1 soluciones salvo por isomor�smos,
sobre OV,a, para todo cardinal κ ≤ κ1.

Finalizamos esta sección presentando ejemplos de dominios no conmutativos que
satisfacen las condiciones de (2.1). Sean R un anillo conmutativo y σ ∈ Aut(R).
Diremos que δ ∈ EndZ(R) es una σ-derivación en R si

δ(ab) = σ(a)δ(b) + δ(a)b

para todo a, b ∈ R. Dados, un automor�smo σ ∈ Aut(R) y δ una σ-derivación en
R, de�nimos la extensión de Ore de R, por σ y δ, R [y, σ, δ], como sigue: Como
grupo abeliano, R [y, σ, δ] será R [y], con coe�cientes escritos por la izquierda, es
decir, R [y, σ, δ] será el conjunto de expresiones formales de la forma

∑n
i=0 aiy

i

donde n ≥ 0 y ai ∈ R para todo i. De�nimos ahora el producto en R [y, σ, δ]
mediante la expresión

ya = σ(a)y + δ(a)

para todo a ∈ R, junto con sus consecuencias. Es fácil ver que con esta estructura
R [y, σ, δ] es un anillo, no conmutativo en el caso en el que σ 6= idR o δ 6= 0.
Más aún, si R es dominio entero entonces R [y, σ, δ] es un dominio entero, y
si R es neteriano, R [y, σ, δ] también es neteriano (véase [21]). En el caso en
el que σ = idR, δ es una derivación y R [y, σ, δ] es el anillo de polinomios
diferenciales en el anillo diferencial (R, δ). En el caso en el que δ = 0, R [y, σ, δ]
es simplemente el anillo de polinomios torcidos en R con respecto a σ (véase
[8] en los dos casos). Obsérvese que todo elemento irreducible en R es a su vez
irreducible como polinomio de grado 0 en R [y, σ, δ]. Obsérvese también que un
elemento a ∈ R, es central en R[y, σ, δ], como polinomio de grado 0 si y sólo si
se satisfacen las igualdades

δ(a) = 0 y σ(a) = a

Finalmente, obsérvese que dos irreducibles centrales en R son equivalentes sal-
vo por unidades en R si y sólo si estos son equivalentes salvo por unidades en
R [y, σ, δ]. Así, si R es un dominio neteriano conmutativo, σ ∈ Aut(R), δ es una
σ-derivación, y R admite conjuntos formados por 2κ1 + κ2 irreducibles no uni-
talmente equivalentes dos a dos satisfaciendo las igualdades antes mencionadas,
entonces R [y, σ, δ] será un dominio de Ore izquierdo y derecho admitiendo con-
juntos de al menos 2κ1 + κ2 irreducibles centrales no unitalmente equivalentes
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dos a dos. Los siguientes son ejemplos de extensiones de Ore no conmutativas
que satisfacen las condiciones de (2.1).

1. D = R [X] [y, δd,Φ]: Sean R un dominio neteriano conmutativo y X un
conjunto �nito y algebraicamente independiente sobre R. Sean d una deri-
vación en R y Φ : X → R [X] una función. Existe una única derivación δd,Φ
en R [X] tal que δd,Φ(a) = d(a) para todo a ∈ R y tal que δd,Φ(x) = Φ(x)
para todo x ∈ X (véase [18]). Si d 6= 0 o Φ 6= 0, el anillo de polino-
mios diferenciales sobre el anillo diferencial (R [X] , δd,Φ), R [X] [y, δd,Φ],
es un dominio de Ore no conmutativo. Sea Rd el anillo de constantes de
R con respecto a d. Todo elemento irreducible en Rd es constante con
respecto a δd,Φ e irreducible en R[X] como polinomio de grado 0, y dos
elementos de Rd son unitalmente equivalentes en R si y sólo si estos son
unitalmente equivalentes en R[X]. Así, si se supone que Rd admite con-
juntos formados por 2κ1 + κ2 irreducibles no unitalmente equivalentes en
R dos a dos, entonces R[X] admite conjuntos formados por 2κ1 + κ2 irre-
ducibles centrales, constantes con respecto a δd,Φ, no equivalentes dos a
dos. Se sigue que en este caso, si denotamos por E al anillo de cocien-
tes izquierdo de R[X][y, δd,Φ], el problema de rango asociado a la pareja
(E, 2κ) admite al menos 2κ2 − 1 soluciones salvo por isomor�smos so-
bre R[X][y, δd,Φ] para todo κ ≤ κ1. En particular, si X = {x1, ..., xn},
d = 0, y existe 1 ≤ i ≤ n tal que Φ(xj) = δi,j para todo 1 ≤ i ≤ n,
donde δi,j denota la función delta de Kronecker, entonces Φd,Φ coincide
con la i-ésima derivada parcial formal, ∂/∂xi en R[x1, ..., xn]. En particu-
lar, si n = 1, δd,Φ coincide con la derivada formal en R[x]. Así, si R es
igual a Z, Z[i], o Z[ω], entonces el problema de rango asociado a la pare-
ja (E, 2ℵ0) admite al menos 2ℵ0 soluciones salvo por isomor�smos sobre
R[x1, ..., xn][y, ∂/∂xi], donde E denota al anillo de cocientes izquierdo de
Z[x1, ..., xn][y, ∂/∂xi], Z[i][x1, ..., xn][y, ∂/∂xi], o Z[ω][x1, ..., xn][y, ∂/∂xi]
respectivamente. Supóngase ahora que existe x ∈ X tal que Φ(x) = 0. En
este caso, todo polinomio irreducible en Rd[x] es constante con respecto a
δd,Φ, e irreducible en R[X]. Más aún, dos polinomios en Rd[x] son unita-
lente equivalentes en R[x] si y sólo si, estos son unitalmente equivalentes
en R[X]. Así, si Rd[x] admite conjuntos formados por 2κ1 + κ2 irreduci-
bles no unitalmente equivalentes dos a dos en R[x], entonces R[X] admite
conjuntos formados por al menos 2κ1 + κ2 irreducibles no unitalmente
equivalentes dos a dos, constantes con respecto a δd,Φ. Se sigue, que en
este caso, si E denota al anillo de cocientes izquierdo de R[X][y, δd,Φ], el
problema de rango asociado a la pareja (E, 2κ) admite al menos 2κ2 − 1
soluciones salvo por isomor�smos sobre R[X][y, δd,Φ] para todo κ ≤ κ1. En
particular, supóngase nuevamente que δd,Φ = ∂/∂xi para algún i, y que
n ≥ 2. En este caso, si R es igual a Q o Fq, el problema de rango asociado
a la pareja (E, 2ℵ0) admite al menos 2ℵ0 soluciones salvo por isomor�smos
sobre R[X][y, ∂/∂xi], donde E denota al anillo izquierdo de cocientes de
Q[X][y, ∂/∂xi] y Fq[X][y, ∂/∂xi] respecivamente. Más aún, si R es igual
a R o C, el problema de rango asociado a la pareja (E, 2κ) admite al me-
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nos 2c soluciones salvo por isomor�smos sobre R[X][y, ∂/∂xi] para todo
κ ≤ c, donde E denota al anillo izquierdo de cocientes de R[X][y, ∂/∂xi]
y C[X][y, ∂/∂xi] respectivamente.

2. D = R [X] [y, σ̃]: Sean R un dominio neteriano conmutativo y X un con-
junto �nito y algebraicamente independiente sobre R. Sea σ ∈ Aut(R) \
{idR}. Extendemos σ a σ̃ : R [X] → R [X] de la siguiente forma: σ̃(a) =
σ(a) para todo a ∈ R y σ̃(x) = x para todo x ∈ X. Es fácil ver que σ̃
así de�nido es un automor�smo de R [X]. El anillo de polinomios torcidos
en R [X], con respecto a σ̃, R [X] [y, σ̃], es un dominio de Ore no conmu-
tativo. Sea Rσ el subanillo de R formado por aquellos elementos de R
�jados por σ. Todo polinomio irreducible en Rσ[X] es irreducible como
polinomio en R[X], y ya que σ es un automor�smo, dos de estos polino-
mios son unitalmente equivalentes en Rσ[X] si y sólo si son unitalmente
equivalentes en R[X]. Se sigue que si Rσ[X] admite conjuntos formados
por 2κ1 + κ2 irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos, entonces
R[X] admite conjuntos formados por 2κ1 + κ2 irreducibles, �jados por σ,
no unitalmente equivalentes dos a dos. Concluimos que en este caso, el
anillo de pilinomios en R[X], torcidos con respecto a σ̃, R[X][y, σ̃], admi-
te conjuntos formados por 2κ1 + κ2 irreducibles centrales no unitalmente
equivalentes dos a dos. Así, en este caso, si denotamos por E al anillo
izquierdo de cocientes de R[X][y, σ̃], el problema de rango asociado a la
pareja (E, 2κ) admite al menos 2κ2 − 1 soluciones salvo por isomor�smos
sobre R[X][y, σ̃], para todo κ ≤ κ1. En particular, en el caso en el que R
es igual a C y σ es la conjugación compleja, el problema de rango asociado
a la pareja (E, 2κ) admite al menos 2c soluciones salvo por isomor�smos
sobre C[X][y, σ̃] para todo κ ≤ c, donde E denota al anillo izquierdo de
cocientes de C[X][y, σ̃]. Finalmente, supóngase que R es igual a Fpm para
algún m o igual a la cerradura algeraica F̄p, de Fp. Sea σ el automor�smo
de Frobenius. Sea k tal que k y m son primos relativos. En ambos casos,
si E denota al anillo izquierdo de cocientes de R[X][y, σ̃k], el problema de
rango asociado a la pareja (E, 2ℵ0) admite al menos 2ℵ0 soluciones salvo
por isomor�smos sobre R[X][y, σ̃k].
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3. Dimensiones combinatorias

En esta sección introducimos los conceptos de dimensión combinatoria y di-
mensión fundamental combinatoria de un módulo. Presentamos, usando estos
conceptos, en ciertos casos, criterios de inescindibilidad, puramente combina-
torios. En secciones posteriores presentaremos ejemplos y aplicaciones de estos
conceptos.

A lo largo de esta y las siguientes secciones, la letra R denotará nuevamente
un anillo asociativo con 1, que no necesariamente es un dominio de Ore izquierdo.
La palabra ideal signi�cará ideal bilateral en R, la palabra módulo signi�cará
nuevamente, R-módulo izquierdo, y la palabra mor�smo signi�cará mor�smo
en la categoría de R-módulos izquierdos, R-Mod.

De�nición 3.1. Sean I un ideal, M un módulo, y Σ ⊆ M \ {0}. De�nimos la
I-grá�ca de módulos cíclicos de Σ en M , ΓI(M,Σ), como sigue:

1. El conjunto de vértices, |ΓI(M,Σ)| de ΓI(M,Σ) será el conjunto de todos
los submódulo cíclicos, Rx, de M , generados por elementos de Σ.

2. Si Rx y Ry son vértices de ΓI(M,Σ), entonces diremos que Rx y Ry son
adyacentes en ΓI(M,Σ) si Ix ∩ Iy 6= {0}.

Más aún, si Σ = M \ IM , escribiremos ΓI(M) en lugar de ΓI(M,Σ), y en este
caso diremos que ΓI(M) es la I-grá�ca de módulos cíclicos de M

Así, en el caso en el que I = {0}, la I-grá�ca de módulos cíclicos de Σ en M ,
ΓI(M,Σ), es la grá�ca discreta generada por el conjunto de todos los submódulos
cíclicos Rx de M , generados por elementos de Σ. Si M es semisimple, ΓI(M,Σ)
será, para cualquier ideal I, nuevamente la grá�ca discreta generada por el
conjunto de todos los submódulos cíclicos Rx deM , generados por elementos de
Σ. Si I = R yM es ahora un módulo uniforme, entonces ΓI(M,Σ) será la grá�ca
completa generada por todos los submódulos cíclicos Rx, de M , generados por
elementos de Σ. En particular, las grá�cas

Γ{0}(Z,Z \ {0}), ΓZ(F2
2,F2

2 \ {0}), ΓZ(Z,Z \ {0})

son, la grá�ca discreta generada por un conjunto numerable de vértices, la grá-
�ca discreta generada por tres vértices, y la grá�ca completa generada por un
conjunto numerable de vértices respectivamente.
Dados un ideal I y un móduloM , denotaremos por annIM al conjunto anulado
por I enM , es decir, annIM denotará al conjunto de todos los elementos a ∈M
tales que Ia = {0}. Denotamos también por ann∗IM al conjunto anulado por
I, puntualmente en M , es decir, ann∗IM denotará al conjunto de todos los
elementos a ∈ M tales que existe r ∈ I \ {0} tal que ra = 0. Es claro que,
en general, annIM ⊆ ann∗IM , y que I2M = {0} si y sólo si IM ⊆ annIM .
Diremos que el ideal I es ideal de descomposición de M si estas últimas dos
contenciones son igualdades, es decir, diremos que I es ideal de descomposición
de M si se cumplen las igualdades
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IM = annIM = ann∗IM

Denotaremos por D(I) al dominio de descomposición del ideal I, es decir, D(I)
denotará a la clase de todos los módulos M tales que I es ideal de descompo-
sición de M . Asimismo, denotaremos por D−1(M) al codominio de descompo-
sición del módulo M , es decir, D−1(M) denotará al conjunto de ideales I tales
que M ∈ D(I). Si I ∈ D−1(M), de�nimos la I-dimensión combinatoria de M
(cdimIM) como el número de componentes de la I-grá�ca de módulos cíclicos,
ΓI(M), de M . Si D−1(M) 6= ∅, de�nimos entonces la dimensión combinatoria
deM (cdimM) como el mínimo del conjunto de I-dimensiones combinatorias de
M , con I ∈ D−1(M). Presentaremos ejemplos de estos conceptos en secciones
posteriores.
De�nimos la longitud de Krull-Schmidt de un módulo M , KS`(M), como el
supremo del conjunto de cardinalidades de descomposiciones de M (véase [23]).
Así, KS`(M) es un cardinal, acotado superiormente por la cardinalidad deM , y
que a su vez acota superiormente a la cardinalidad de cualquier descomposición
de M . Obsérvese que si M tiene longitud de Krull-Schmidt �nita, entonces M
admite descomposiciones inescindibles �nitas, y que KS`(M) = 1 si y sólo siM
es inescindible. El siguiente será el resultado principal de esta sección.

Teorema 3.2. Sea M un módulo. Si cdimM existe y es �nita, entonces

KS`(M) ≤ cdimM

.

A continuación reduciremos la demostración de (3.2) a la demostración de una
serie de lemas. Antes el siguiente corolario.

Corolario 3.3. Sea M un módulo.

1. Si cdimM existe y es �nita entonces M admite descomposiciones inescin-
dibles �nitas.

2. Si cdimM = 1 entonces M es inescindible.

Dados un ideal I, un módulo M , y un submódulo N de M , diremos que N es
submódulo I-puro de M (N ≤I M) si se cumple la igualdad

IN = IM ∩N

Si N es submódulo I-puro de M para todo ideal I, entonces diremos simple-
mente que N es un submódulo puro de M . Sumandos directos son ejemplos de
submódulos puros.

Lema 3.4. Sea I un ideal. Sean M y N dos módulos. Si N ≤I M , entonces

1. Si M ∈ D(I), entonces N ∈ D(I).

2. ΓI(N) es subgrá�ca completa de ΓI(M)
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Demostración. Supóngase queM ∈ D(I). Del hecho de que IM ⊆ annIM se
sigue que IN ⊆ annIN . Ahora, ann∗IN = ann∗IM∩N , y esto, ya queM ∈ D(I),
es igual a IM ∩ N , que a su vez, ya que N ≤I M , es igual a IN . Claramente
se sigue que IN = annIN = ann∗IN . Concluimos que N ∈ D(I). Ahora, del
hecho de que N ≤I M claramente se sigue que N \ IN ⊆ M \ IM , de lo
que se sigue que |ΓI(N)| ⊆ |ΓI(M)|. Es claro que la relación de adyacencia en
ΓI(N) es la restricción de la relación de adyacencia en ΓI(M). Esto concluye la
demostración. �

Lema 3.5. Sean M un módulo y M = A⊕B una descomposición de M . Sean
I ∈ D−1(M) y Rx un vértice de ΓI(M). Si existe Ra vértice de ΓI(A) tal que
Rx y Ra son adyacentes en ΓI(M), entonces x ∈ A⊕ IB.

Demostración. Supóngase que Rx y Ra son adyacentes en ΓI(M). Entonces
existen r, r′ ∈ I, con r, r′ 6= 0 tales que rx = r′a. Si hacemos x = α + β, con
α ∈ A y β ∈ B, entonces rx = rα + rβ = r′a. Se sigue que rβ = r′a − rα, por
lo que rβ ∈ A∩B = {0}. Así, β ∈ ann∗IM , de lo que se sigue que β ∈ IB. Esto
concluye la demostración. �

Lema 3.6. Sea M un módulo. Sea M = A ⊕ B una descomposición de M .
Sea I ∈ D−1(M). Si Rx1, ..., Rxn es una trayectoria en ΓI(M) tal que x1 ∈ A,
entonces existe una trayectoria Ra1, ..., Ran en ΓI(A) tal que x1 = a1 y tal que
Ixi = Iai para todo 1 ≤ i ≤ n.

Demostración. Hacemos inducción sobre n. El caso en el que n = 1 es trivial.
Supongamos ahora que el resultado es cierto para n, y sea Rx1, ..., Rxn+1 una
trayectoria en ΓI(M) tal que x1 ∈ A. Por la hipótesis de inducción existe una
trayectoria Ra1, ..., Ran en ΓI(A) tal que x1 = a1 y tal que Ixi = Iai para todo
1 ≤ i ≤ n. Del hecho de que Ian = Ixn se sigue, ya que Rxn y Rxn+1 son
adyacentes en ΓI(M), que Ran y Rxn+1 son adyacentes en ΓI(M). Se sigue, de
(3.5), que xn+1 ∈ A ⊕ IB. Así, si xn+1 = α + β, con α ∈ A y β ∈ B, entonces
β ∈ IB = ann∗IB, de lo que se sigue que Ixn+1 = I(α + β) = Iα. De esto se
sigue que si hacemos an+1 = α, entonces Ian+1 = Ixn+1, y Ran y Ran+1 son
adyacentes en ΓI(A). Esto concluye la demostración �

Corolario 3.7. Sea M un módulo. Sea M = A⊕B una descomposición de M .
Sean I ∈ D−1(M) y Rx vértice de ΓI(M). Si existe Ra, vértice de ΓI(A) tal
que Rx y Ra están en la misma componente de ΓI(M), entonces x ∈ A⊕ IB

Demostración. Supóngase que Rx y Ra están en la misma componente de
ΓI(M). Entonces existe una trayectoria Rx1, ..., Rxn tal que x1 = a y xn = x.
De (3.6) se sigue que existe una trayectoria Ra1, ..., Ran en ΓI(A) tal que a1 = a
y tal que Ixi = Iai para todo 1 ≤ i ≤ n. En particular Ix = Ian. De esto, y de
(3.5) se sigue que x ∈ A⊕ IB. Esto concluye la demostración �

Corolario 3.8. Sea M un módulo. Sea M = A ⊕ B una descomposición de
M . Sea I ∈ D−1(M). Si Ra,Rb son vértices de ΓI(A), entonces Ra y Rb están
en la misma componente de ΓI(M) si y sólo si Ra y Rb están en la misma
componente de ΓI(A).
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Demostración. Supóngase que Ra y Rb están en la misma componente de
ΓI(M). Entonces existe una trayectoria Rx1, ..., Rxn en ΓI(M) tal que x1 = a
y xn = b. De (3.6) se sigue que existe una trayectoria Ra1, ..., Ran en ΓI(A)
tal que a1 = x1 = a y tal que Iai = Ixi para todo 1 ≤ i ≤ n. En particular
Ian = Ib. Así, la trayectoria Ra1, ..., Ran−1, Rb es una trayectoria en ΓI(A)
entre Ra y Rb, de lo que se sigue que Ra y Rb están en la misma componente
de ΓI(A). La implicación contraria es trivial. �

Lema 3.9. Sea M un módulo. Sea I ∈ D−1(M). Si ΓI(M) es conexa, entonces
M es inescindible.

Demostración. Supóngase que I ∈ D−1(M) y que ΓI(M) es conexa. Sea
M = A⊕B una descomposición de M . Supongamos que A 6= {0}. |ΓI(A)| 6= ∅
ya que si A fuera igual a IA, entonces A sería super�uo en M . Sea x ∈M \{0}.
Del hecho de que la grá�ca ΓI(M) es conexa, y del hecho de que |ΓI(A)| 6= ∅,
se sigue, de (3.5), que x ∈ A⊕ IB. De esto concluimos que M = A⊕ IB, de lo
que se sigue que B = IB. Concluimos, ya que I2B = {0}, que B = {0}. Esto
concluye la demostración. �

Demostración de 3.2 Supóngase que cdimIM existe y es �nita. Hacemos in-
ducción sobre cdimIM . La base de la inducción es (3.9). Supóngase que la propo-
sición es cierta para n ≥ 1. Supóngase que cdimIM = n+1. SeaM =

⊕
α∈AMα

una descomposición de M tal que Mα 6= {0} para todo α ∈ A. Sea α0 ∈ A.
Por (3.8) cada componente tanto de ΓI(Mα0

) como de ΓI(
⊕

α∈A\{α0}Mα) está

contenida en exactamente una componente de ΓI(M). Se sigue, ya que ΓI(Mα0)
tiene al menos una componente, que

cdimI

⊕
α∈A\{α0}

Mα ≤ n

De la hipótesis de inducción se sigue que |A \ {α0}| ≤ n, es decir, que |A| ≤ n+1.
Esto concluye la demostración.�

Así, la I-dimensión combinatoria, cdimIM de un módulo M con respecto a
algún ideal I ∈ D−1(M), cuando es �nita, es cota superior para la longitud
de Krull-Schmidt, KS`(M), de M . A continuación mejoramos esta cota en los
casos en los que la I-grá�ca de módulos cíclicos, ΓI(M), de M satisface ciertas
condiciones. Dados un ideal I, un módulo M , y x ∈M \ IM , denotaremos por
CIx a la componente generada por Rx en ΓI(M). Diremos que un subconjunto Σ
de M \ IM es un subconjunto fundamental de M , con respecto a I si Σ genera
a M pero la suma de |ΓI(M)| \CIx es submódulo propio de M para todo x ∈ Σ.
Denotaremos por F(I) al dominio fundamental de descomposición del ideal I,
es decir, F(I) denotará a la clase de todos los módulos M ∈ D(I) tales que M
tiene subconjuntos fundamentales con respecto a I. Asímismo, denotaremos por
F−1(M) al codominio fundamental de descomposición del módulo M , es decir,
F−1(M) denotará al conjunto de todos los ideales I tales que M ∈ F(I). El
siguiente lema dice que el conjunto de componentes de ΓI(M) generadas por
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un conjunto fundamental de M , con respecto a I, no depende de la elección de
éste.

Lema 3.10. Sean I un ideal y M un módulo. Sean Σ,Σ′ subconjuntos funda-
mentales de M con respecto a I. Entonces{

CIx : x ∈ Σ
}

=
{
CIy : y ∈ Σ′

}
Demostración. Supongase que x ∈ Σ es tal que no existe x′ ∈ Σ′ tal que
CIx = CIx′ . Entonces

∑
x′∈Σ′ Rx′ ≤

∑
Ry∈|ΓI(M)|\CIx

Ry. El lado izquierdo de
esta desigualdad es igual aM , mientras que el lado derecho es submódulo propio
de M , una contradicción. Esto concluye la demostración. �

Así, dados un ideal I y un módulo M , si I ∈ F−1(M), de�nimos la I-dimensión
fundamental combinatoria de M (fcdimIM) como la cardinalidad del conjunto
de componentes de ΓI(M) generadas por los elementos de cualquier subconjun-
to de M , fundamental con respecto a I. Si F−1(M) 6= ∅, de�nimos entonces la
dimensión fundamental combinatoria deM (fcdimM) como el mínimo del con-
junto de I-dimensiones fundamentales combinatorias de M , con I ∈ F−1(M).

Teorema 3.11. Sean I un ideal y M un módulo. Si fcdimIM existe y es �nita,
entonces

KS`(M) ≤ fcdimIM ≤ cdimIM

Demostración. Sea Σ ⊆M \IM fundamental con respecto a I. Sean Y1, ..., Yn
las componentes de ΓI(M) de�nidas por Σ. Sea M =

⊕
α∈AMα una des-

composición de M tal que Mα 6= {0} para todo α ∈ A. Del hecho de que∑⋃
α∈A |ΓI(Mα)| = M se sigue que existen α1, ..., αn ∈ A, no necesariamente

distintos, tales que Yi ∩ |ΓI(Mαi)| 6= ∅ para todo 1 ≤ i ≤ n. De (3.10) se sigue
que Yi ⊆ |ΓI(Mαi)| para todo 1 ≤ i ≤ n. Así,

∑
x∈ΣRx ≤

⊕n
i=1Mαi . Del hecho

de que el lado izquierdo de esta desigualdad es igual a M se sigue que |A| ≤ n.
Concluimos que KS`(M) ≤ fcdimIM . La parte derecha de esta desigualdad es
claramente menor o igual que cdimIM . �

Corolario 3.12. Sea M un módulo. Si fcdimM existe y es �nita, entonces

KS`(M) ≤ fcdimM

Corolario 3.13. Sea M un módulo.

1. Si fcdimM existe y es �nita, entonces M admite descomposiciones ines-
cindibles �nitas.

2. Si fcdimM = 1, entonces M es inescindible.
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4. Problemas de rango sobre extensiones triviales

En esta sección aplicaremos los conceptos introducidos en la sección anterior a
la solución de problemas de rango �nito asociados a cogeneradores inyectivos
mínimos en extensiones triviales de dimensión �nita.
Dados un campo k y un k-espacio vectorial V , de�nimos la extensión trivial de
k por V , kn V , como sigue: Como k-espacio vectorial kn V será k× V . Dados
(a, v), (b, w) ∈ knV , de�nimos (a, v)(b, w) como (ab, bv+aw). Es claro que con
esta estructura k n V es una k-álgebra conmutativa y unital, con (1k, 0) como
1. La dimensión de k n V como k-álgebra es dimkV + 1. El grúpo de unidades,
U(knV ), de knV es el conjunto k××V . Se sigue que knV es un anillo local,
con radical de Jacobson {0}×V . Así, salvo por isomor�smos S = knV/J(knV )
es el único k n V -módulo simple, y un k n V -módulo M es simple si y sólo si
dimkM = 1. Más aún, ya que J(k n V ) es claramente semisimple, se tiene la
igualdad

J(k n V ) = Soc(k n V )

de lo que se sigue que k n V es semiartiniano con Gdim(k n V ) = dimkV . De
esto último se sigue que si E0 = E(S) es el cogenerador inyectivo mínimo en

k n V -Mod, entonces E(M) = E
(dimkSoc(M))
0 para todo k n V -módulo M .

El siguiente será el resultado principal de esta sección.

Teorema 4.1. Sea k un campo. Sea V un k-espacio vectorial de dimensión
�nita.

1. Si k tiene caracteristica 6= 2, entonces el problema de rango asociado a la
pareja (E0,m) tiene solución para todo 1 ≤ m ≤ 3dimkV − 2.

2. Si k tiene caracteristica 2, entonces el problema de rango asociado a la
pareja (E0,m) tiene solución para todo m tal que 1 ≤ m ≤ dimkV ,
dimkV + bdimkV/2c < i ≤ 2dimkV − 1 o 2dimkV + bdimkV/2c− 1 < i ≤
3dimkV − 2.

A continuación reducimos la demostración de (4.1) a la demostración de una
serie de lemas.

Lema 4.2. Supóngase que R es un anillo neteriano. Sea E un módulo inyectivo
e inescindible. Sean M ∈ ΩE y κ un cardinal. Las siguientes condiciones son
equivalentes

1. rkE(M) = κ.

2. M es isomorfo a algún submódulo esencial de E(κ).

3. E(M) = E(κ).

Demostración. Supongamos que R es neteriano. Sea E un módulo inyectivo e
inescindible. SeaM ∈ ΩE . Ya que R es neteriano y E inyectivo, E(ℵ) es inyectivo
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para todo cardinal ℵ. De esto se sigue claramente que 2 y 3 son equivalentes.
Supongamos ahora que rkE(M) = κ. Ya que M es isomorfo a algún submódulo
de E(κ) se sigue que E(M) es sumando directo de E(κ). De esto, y del hecho
de que E es inyectivo e inescindible, se sigue que E(M) = E(ℵ) para algún
cardinal ℵ ≤ κ. De esto claramente se concluye que E(M) = E(κ). Supongamos
ahora que E(M) = E(κ). Sea ℵ un cardinal tal que M es isomorfo a algún
submódulo de E(ℵ). Se sigue que E(M) = E(κ) es sumando directo de E(ℵ) de
lo que claramente se sigue que κ ≤ ℵ. Esto concluye la demostración. �

Así, en el caso en el que R sea un anillo neteriano y E sea un módulo inyectivo e
inescindible, el enunciado: El problema de rango asociado a la pareja (E, κ) tiene
solución, nuevamente deberá traducirse como: Existen submódulos esenciales e
inescindibles de E(κ). En particular, si V es un k-espacio vectorial de dimensión
�nita, el anillo knV es neteriano. En este caso, el cogenerador inyectivo mínimo
E0 = E(S), es el único k n V -módulo inyectivo e inescindible. Se sigue que la
función de rango rkE0 es igual a la función Gdim, y el enunciado: El problema de
rango asociado a la pareja (E0, κ) tiene solución, es ahora equivalente al enun-
ciado: El problema de rango asociado a la terna (ΩE0

, Gdim, κ) tiene solución,
y este enunciado es a su vez equivalente al enunciado: Existen k n V -módulos
inescindibles M , tales que dimkSoc(M) = κ.
Dados un ideal I y un módulo M , en el siguiente lema, denotaremos por I ∗M
al conjunto

⋃
a∈M Ia.

Lema 4.3. Sea I un ideal.

1. Sea {Mα : α ∈ A} una colección de módulos. Si Mα ∈ D(I) para todo
α ∈ A, entonces

⊕
α∈AMα ∈ D(I).

2. Sea M un módulo. Sea N un submódulo de M . Supóngase que

(I ∗M) ∩N = {0}

Si M ∈ D(I) entonces M/N ∈ D(I).

Demostración. Sea {Mα : α ∈ A} una colección de módulos tales que Mα ∈
D(I) para todo α ∈ A. Es claro, ya que I2Mα = {0} para todo α ∈ A, que
I2
⊕

α∈AMα = {0}. Sea a ∈ ann∗I
⊕

α∈AMα. Sea r ∈ I \ {0} tal que ra = 0.
Para cada α ∈ A sea πα la proyección de

⊕
α∈AMα enMα. Entonces rπα(a) = 0

para todo α ∈ A. Es decir, πα(a) ∈ ann∗IMα para todo α ∈ A. Se sigue que
πα(a) ∈ IMα para todo α ∈ A, es decir, a ∈ I

⊕
α∈AMα. Esto concluye la

demostración de 1.
Ahora, sean M ∈ D(I) y N un submódulo de M tal que (I ∗M)∩N = {0}.

Es claro, ya que I2M = {0}, que I2M + N/N = N . Sea a + N ∈ ann∗IM/N .
Sea r ∈ I \ {0} tal que ra ∈ N . Ya que ra ∈ (I ∗M) ∩N , se tiene que ra = 0,
es decir, a ∈ ann∗IM . Se sigue que a ∈ IM , es decir a+N ∈ IM +N/N . Esto
concluye la demostración de 2. �
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Así, dado un ideal I, el dominio de descomposición de I, D(I), es cerrado bajo
sumas directas, bajo cocientes que satisfacen la condición 2 de (4.3), y por (3.4),
bajo submódulos I-puros. Se sigue que si R está en el dominio de descomposición
de I, entonces todo módulo M que se pueda expresar como un cociente que
satisfaga la condición 2 de (4.3) de algún submódulo I-puro de algún módulo
libre, está también en el dominio de descomposición de I. En particular, en este
caso, I es ideal de descomposición de P para todo módulo proyectivo P . El
siguiente lema establece un criterio bajo el cual I es ideal de descomposición de
R.

Lema 4.4. Supóngase que R es un anillo local. Entonces J(R) ∈ D−1(R) si y
sólo si J(R)2 = {0}.

Demostración. Es claro que si J(R) ∈ D−1(R), entonces J(R)2 = {0}. Ahora,
si a ∈ R\J(R), entonces a ∈ U(R). Se sigue fácilmente de esto que ann∗J(R)R ⊆
J(R). Así, si suponemos que J(R)2 = {0}, claramente J(R) ∈ D−1(R). �

Dado V , un k-espacio vectorial, es inmediato que

J(k n V )2 = Soc(k n V )2 = {0}

Es decir, por (4.4), J(knV ) = Soc(knV ) es ideal de descomposición de knV .
Se sigue que, en este caso, Soc(k n V ) es ideal de descomposición de P para
todo módulo proyectivo P . En particular, en el caso en el que k = F2 y V = F2

2,
Soc(F2 n F2

2) es ideal de descomposición tanto de F2 n F2
2 como de (F2 n F2

2)2.
Ahora, es fácil ver que

ΓSoc(F2nF2
2)(F2 n F2

2)

tiene un único vértice, mientras que la grá�ca

ΓSoc(F2nF2
2)((F2 n F2

2)2)

tiene tres componentes. Así, mientras que cdim(F2 n F2
2) = 1, se tiene que

cdim((F2 n F2
2)2) = 3. Concluimos que la función cdim que a cada módulo M ,

tal que D−1(M) 6= ∅, le asocia su dimensión combinatoria, cdimM , no es, en
general, una función de rango.

Demostración de 4.1 A lo largo de la demostración denotaremos por n a
dimkV e identi�caremos a todo k-espacio vectorial W con k(dimkW ). Sea m ≤
n. Sea W un subespacio de V tal que dimkW = n − m. Del teorema de la
correspondencia se sigue que knV/ {0}⊕W es un módulo local con dimensión de
Goldie m. Así, el problema de rango asociado a la pareja (E0,m) tiene solución
para todo 1 ≤ m ≤ n.

Ahora, supóngase que W es un k-espacio vectorial tal que n ≤ dimkW . Sea
i tal que 1 ≤ i ≤ n−1. Denotaremos porW (i) al subespacio deW ⊕V generado
por todos los vectores de la forma

29



(0dimkW−n+i, v,−v, 0i)

con v ∈ kn−i, y donde 0m denotará el vector 0 en km para cualquier m. Para
cada i tal que 1 ≤ i ≤ n− 1, denotaremos por Mi al módulo

(k n V )2/Soc(k n V )(i)

Es fácil ver que dimkSoc(Mi) = n+ i, de lo que se sigue que GdimMi = n+ i,
es decir, rkE0

(Mi) = n + i. Ahora, Soc(k n V ) ∗ (k n V )2 es igual al conjunto
de todos los vectores de la forma (v, v), (v, 0), o (0, v), con v ∈ V , mientras que
Soc(knV )(i) es el conjunto de todos los vectores de la forma (0i, v,−v, 0i), con
v ∈ kn−i. Obsérvese que la intersección de estos dos conjuntos es igual a {0}
en el caso en el que k tiene característica 6= 2, o en el caso en el que k tiene
característica 2 e i > bn/2c. Se sigue que si k tiene característica 6= 2, o k tiene
caracteristica 2 e i > bn/2c, se tiene la igualdad

Soc(k n V ) ∗ (k n V )2 ∩ Soc(k n V )(i) = {0}

De esto, de (4.3), de (4.4), y de las igualdades

Soc(k n V )2 = {0} y Soc(k n V ) = J(k n V )

se sigue que, en los casos mencionados, Mi ∈ D(Soc(k n V )). Ahora, sea j ∈
{0, 1}. Si αij es un elemento de En+i

0 tal que annknV α
i
j = {0} y tal que para

todo v ∈ V

vαij =

{
(v, 0i) sij = 0

(0i, v) sij = 1

entonces, Mi y el submódulo

(k n V )αi0 + (k n V )αi1

de En+i
0 tienen presentaciones iguales. Se sigue que son módulos isomorfos.

Identi�camos aMi con este módulo. Ahora, si identi�camos submódulos cíclicos
deMi con soclos iguales, los submódulos cíclicos deMi, generados por elementos
deMi \Soc(knV )Mi son precisamente (knV )αi0, (knV )αi1, y (knV )αi0 +αi1,
con soclos V ⊕0i, 0i⊕V , y el conjunto {(v, 0i) + (0i, v) : v ∈ V } respectivamente.

Ahora, de la de�nición de αi0 y αi1 se sigue que la existencia de elementos
distintos de 0 en

Soc(k n V )αi0 ∩ Soc(k n V )αi1, en Soc(k n V )αi0 ∩ Soc(k n V )αi0 + αi1

y en

Soc(k n V )αi1 ∩ Soc(k n V )αi0 + αi1
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es equivalente a la existencia de soluciones no triviales, en k, de los sistemas de
ecuaciones homogéneos

x1 = 0
...

...
...

xi = 0
xi+1 − y1 = 0
...

...
...

xn − yn−i = 0
−yn−i+1 = 0
...

...
...

−yn = 0

,

x1 − y1 = 0
...

...
...

xi − yi = 0
xi+1 − yi+1 − y1 = 0
...

...
...

xn − yn − yn−i = 0
−yn−i+1 = 0
...

...
...

−yn = 0

y

−y1 = 0
...

...
...

−yi = 0
x1 − y1 − yi+1 = 0
...

...
...

xn−i − yn−i − yn = 0
xni+1 − yn−i+1 = 0
...

...
...

xn − yn = 0

respectivamente. Es fácil ver que cada uno de estos sistemas tiene soluciones no
triviales en k. Se sigue que la grá�ca ΓSoc(knV )(Mi) es completa para todo i. Es
decir cdimMi = 1. Concluimos que el problema de rango asociado a la pareja
(E0,m) tiene solución para todo n ≤ m ≤ 2n − 1 en el caso en el que k tiene
caracteristica 6= 2, y para todo n + bn/2c < i ≤ 2n − 1 en el caso en el que k
tiene caracteristica 2.

Ahora, para cada i tal que 1 ≤ i ≤ n− 1, denotamos por Mn−1,i al módulo

(Mn−1 ⊕ k n V )/soc(Mn−1(i))

Es fácil ver, nuevamente, que dimkSoc(Mn−1,i) = 2n+ i− 1, de lo que se sigue
que GdimMn−1,i = 2n+i−1. Nuevamente, en este caso, si k tiene característica
6= 2, o k tiene característica 2 e i > bn/2c, se tiene que

Soc(k n V ) ∗ (Mn−1 ⊕ k n V ) ∩ Soc(Mn−1)(i) = {0}

de lo que nuevamente se sigue que Mn−1,i ∈ D(Soc(k n V )) en los casos antes
mencionados. Se sigue también que, la proyección canónica de Mn−1⊕knV en
Mn−1,i, restringida aMn−1, es un isomorfísmo. Identi�camos así aMn−1 con su
imágen bajo esta proyección.Mn−1 es así, bajo esta identi�cación, un submódulo
Soc(knV )-puro deMn−1,i, y por (3.4), ΓSoc(knV )(Mn−1) es subgrá�ca completa
de ΓSoc(knV )(Mn−1,i).

Sea αn−1,i ∈ E2n+i−1
0 tal que annknV αn−1,i = {0} y tal que

vαn−1,i = (0n+i−1, v)

para todo v ∈ V . Identi�cando αn−1
j ∈Mn−1 con αn−1

j ⊕0i en E
2dimkV+i1
0 para

todo j ∈ {0, 1}, es fácil ver, ya que tienen presentaciones iguales, que Mn−1,i es
isomorfo al submódulo

(k n V )αn−1
0 + (k n V )αn−1

1 + (k n V )αn−1,i
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de E2n+i−1
0 . Nuevamente identi�cando módulos cíclicos con el mismo soclo, es

fácil ver que los submódulos cíclicos de Mn−1,i, generados por elementos de
Mn−1,i \ soc(kn V )Mn−1,i, son entonces los módulos cíclicos generados por las
sumas dos a dos de αn−1

0 , αn−1
1 , y αn−1

0 + αn−1
1 , con αn−1,i, junto con (k n

V )αn−1,i. Es decir, los vértices de ΓSoc(knV )(Mn−1,i), identi�cando vértices con
el mismo soclo, son los vértices de ΓSoc(knV )(Mn−1), junto con (kn V )αn−1,i y
los módulos cíclicos generados por sumas de αn−1,i y los generadores de vértices
en ΓSoc(knV )(Mn−1).

Ahora, la existencia de elementos distintos de 0 en

(k n V )αn−1
1 ∩ (k n V )αn−1,i, y (k n V )αn−1

1 ∩ (k n V )αn−1
1 + αn−1,i

es equivalente a la existencia de soluciones no triviales, en k, de los sistemas
homogéneos

x1 = 0
...

...
...

xi = 0
xi+1 − y1 = 0
...

...
...

xn − yn−i = 0
−yn−i+1 = 0
...

...
...

−yn = 0

y

x1 − y1 = 0
...

...
...

xi − yi = 0
xi+1 − yi+1 − y1 = 0
...

...
...

xn − yn − yn−i = 0
−yn−i+1 = 0
...

...
...

−yn = 0

respectivamente. Es inmediato que estos dos sistemas tienen soluciones no tri-
viales en k. De esto y del hecho de que ΓSoc(knV )(Mn−1) es completa, se sigue
que ΓSoc(knV )(Mn−1,i) tiene a lo más tres componentes, a saber, la compo-

nente generada por (k n V )αn−1
0 , posiblemente la componente generada por

(knV )αn−1
0 +αn−1,i, y posiblemente la componente generada por (knV )αn−1

1 +
αn−1

0 + αn−1,i.
Así, ya que todos los vértices en la componente de ΓSoc(knV )(Mn−1,i), gene-

rada por (knV )αn−1
0 +αn−1,i, tienen el mismo soclo, y todos los vértices en la

componente generada por (k n V )αn−1
1 + αn−1

0 + αn−1,i tienen el mismo soclo,
el submódulo generado por la unión de estas dos componentes tiene dimensión
de Goldie 2n. Se sigue que si i ≥ 1, es decir, si Gdim(Mn−1,i) > 2n, entonces el
conjunto

{
αn−1

0 , αn−1,i

}
, es un conjunto fundamental en Mn−1,i, con respecto

a Soc(k n V ), de lo que se sigue que, en este caso, que fcdim(Mn−1,i) = 1.
De esto y de (3.13) concluimos que el problema de rango asociado a la pareja
(E0,m) tiene solución para todo 2n < m ≤ 3n− 2 en el caso en el que k tenga
caracteristica 6= 2, y para todo m tal que 2n + bn/2c − 1 < m ≤ 3n − 2 en el
caso en el que k tenga característica 2 y n > 2.

Finalmente, la existencia de elementos distintos de 0 en

(k n V )αn−1
0 + αn−1,i ∩ (k n V )αn−1

1 + αn−1,i
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es equivalente a la existencia de soluciones no triviales, en k, del sistema de
ecuaciones homogeneas

x1 = 0
...

...
...

xn−1 = 0
xn − y1 = 0
−y2 = 0
...

...
...

−yi = 0
x1 − yi+1 − y1 = 0
...

...
...

xn−i − yn − yn−i = 0
xn−i+1 − yn−i+1 = 0
...

...
...

xn − yn = 0

que en el caso en el que i = 1, tiene soluciones no triviales. Se sigue que,
en este caso, la grá�ca ΓSoc(knV )(Mn−1,i) tiene a lo más dos componentes, a

saber, la componente generada por (k n V )αn−1
0 , que en este caso contiene

al vértice (k n V )αn−1
0 + αn−1,i, y posiblemente la componente generada por

(k n V )αn−1
0 + αn−1

1 + αn−1,i. Nuevamente, ya que todos los vértices en la
componente generada por (k n V )αn−1

0 + αn−1
1 + αn−1,i tienen el mismo soclo,

el submódulo generado por esta componente, tiene dimensión de Goldie n. Se
sigue, nuevamente, que el conjunto

{
αn−1

0 , αn−1,i

}
, es fundamental en Mn−1,i,

con respecto a Soc(k n V ), de lo que se concluye que fcdim(Mn−1,i) = 1. De
(3.12) se concluye, �nalmente, que, en el caso en el que k tiene característica
6= 2, el problema de rango asociado a la pareja (E0, 2n) tiene solución en knV .
Esto concluye la demostración.�

Desafortunadamente el autor no sabe aún si en el caso en el que k tiene ca-
racteristica 2, el problema de rango asociado a la pareja (E0,m), tiene so-
lución, para m dentro los intervalos dimkV ≤ m ≤ dimk V + bdimkV/2c y
2dimkV + bdimkV/2c − 1 ≤ m ≤ 3dimkV − 2. Existen casos en los que
el problema de rango asociado a la pareja (E0,m) tiene solución para algún
m > 3dimkV − 2, sin embargo, el autor no sabe aún en que casos exactamente
es que esto ocurre.
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5. Problemas de rango en rangos arbitrariamente
grandes

En esta sección generalizamos las construcciones hechas en la demostración de
(4.1). Presentaremos conjeturas relacionadas a estas construcciones y probare-
mos que estas conjeturas implican una versión generalizada de (4.1). Generali-
zamos las construcciones hechas en la demostración de (4.1) como sigue:
Sean k un campo y V un k-espacio vectorial de dimensión �nita. Diremos que
una sucesión �nita, posiblemente vacía, de enteros no negativos, s = {i1, ..., im},
es admisible, si ij ≤ dimkV − 1 y si ij ≤ ij−1 para todo 1 ≤ j ≤ m en el caso
en el que k tiene caracteristica 6= 2. En el caso en el que k tiene característica
2, asumiremos además que todos los términos de una sucesión admisible s =
{i1, ..., im} satisfacen la desigualdad bdimkV/2c < ij .
Para cada sucesión admisible s, de�nimos el knV -módulo Ms, recursivamente,
como sigue:

1. Hacemos M∅ igual a k n V .

2. Supóngase que el móduloMs ha sido de�nido. Sea im+1 tal que la sucesión
s ∪ {im+1} es admisible. Hacemos entonces Ms∪{im+1} igual a

(Ms ⊕ k n V )/Soc(Ms)(im+1)

Haciendo inducción sobre la longitud m de s = {i1, ..., im} se sigue que:

1. dimkSoc(Ms) = dimkV +
∑m
j=1 ij

2. Soc(k n V ) ∗M ⊕ V ∩ soc(Ms)(im+1) = {0} para todo im+1 tal que la
sucesión s ∪ {im+1} es admisible.

Obsérvese que para cada 1 ≤ i ≤ dimkV − 1, M{i} es igual a Mi y M{n−1,i} es
igual aMn−1,i, como fueron de�nidos en la demostración de (4.1). De 1 se sigue
la igualdad

GdimMs = dimkV +
m∑
j=1

ij

De 2, junto con (4.3) y (4.4), se sigue queMs ∈ D(soc(knV )) para toda sucesión
admisible s.
Dada una sucesión admisible s, de longitud m, y n ≤ m, denotaremos por sn a
la n-ésima truncación de s, es decir, si s = {i1, ..., im}, entonces sn denotará a
la sucesión {i1, ..., in} . Se sigue, nuevamente de 2 arriba, que para cada sucesión
admisible s, de longitud m, y para cada n ≤ m, el módulo Msn se puede
identi�car, salvo por isomo�smos con un submódulo Soc(k n V )-puro de Ms.
Asumiremos siempre que esta identi�cación ha sido realizada.

Ahora, para cada sucesión admisible s = {i1, ..., im}, sea αs ∈ E
(dimkV+

∑m
j=1 ij)

0

tal que
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vαs = (0∑m
j=1 ij

, v)

para todo v ∈ V . De�nimos ahora, recursivamente, para cada sucesión admisible

s = {i1, ..., im}, el subconjunto Σs, de E
(dimkV+

∑m
j=1 ij)

0 como sigue:

1. Haremos Σ∅ igual a {α∅}

2. Supóngase que el conjunto Σs ha sido de�nido. Sea im+1 tal que la sucesión
s ∪ {im+1} es admisible. Hacemos Σs∪{im+1} igual al conjunto

Σs ×
{

0im+1

}
+
{
αs∪{im+1}

}
Es fácil ver queMs y el submódulo de E

(dimkV+
∑m
j=1 ij)

0 , generado por Σs tienen
presentaciones iguales. Se sigue que estos dos módulos son isomorfos. Obsérvese
que el conjunto Σs asociado a la sucesión s = {i} es igual al conjunto de ge-
neradores de Mi de�nidos durante la demostración de (4.1), y que el conjunto
Σs asociado a la sucesión s = {n− 1, i} es igual al conjunto de generadores de
Mn−1,i de�nidos durante la demostración de (4.1).
El conjunto de vértices,

∣∣ΓSoc(knV )(Ms)
∣∣, de la Soc(k n V )-grá�ca de módulos

cíclicos, ΓSoc(knV )(Ms), de Ms, es igual al conjunto Σ̃s de sumas de diferentes
elementos de Σs. Esta observación, junto con la construcción recursiva de Σs,
establece, después del cálculo de soluciones de todos los sistemas de ecuaciones
homogeneos de la forma

va = vb, v ∈ V \ {0}

con a, b ∈ Σ̃s, una descripción recursiva de la Soc(k n V )-grá�ca de módulos
cíclicos de Ms.
Dada una sucesión in�nita de enteros no negativos s, diremos que s es admisible
si todas sus truncaciones son admisibles. Conjeturamos lo siguiente:

Conjectura 5.1. Sea k un campo. Sea V un k-espacio vectorial de dimensión
�nita. Si dimkV es su�cientemente grande, entonces existen, un entero κV ,
una sucesión admisible in�nita s, y una subsucesión in�nita t de s tales que
cdimMtm ≤ κV para todo m.

Conjectura 5.2. Sea k un campo. Sea V un k-espacio vectorial de dimensión
�nita. Si dimkV es su�cientemente grande, entonces existen, un entero φV ,
una sucesión admisible in�nita s, y una subsucesión in�nita t de s tales que
Mtm ∈ F(Soc(k n V )) y fcdimMtm ≤ φV para todo m.

Finalmente, la siguiente proposición dice que ambas conjeturas, (5.1) y (5.2),
implican la existencia de k n V -módulos inescindibles con dimensión de Goldie
arbitrariamente grande, es decir, la siguiente proposición dice que tanto la conje-
tura (5.1) como la conjetura (5.2) implican que el problema de rango asociado a
la pareja (E0,m) tiene solución param arbitrariamente grande. Consideraremos
a este resultado como una versión generalizada de (4.1).
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Proposición 5.3. Sea k un campo. Sea V un k-espacio vectorial de dimensión
�nita. Ambas conjeturas, (5.1) y (5.2), implican que si dimkV es su�cientemen-
te grande, entonces, para cada n ≥ 1 existe m ≥ n tal que el problema de rango
asociado a la pareja (E0,m) tiene solución en k n V .

Demostración. Supóngase cierta la conjetura (5.1) para V , con constante κV ,
sucesión admisible in�nita s y subsucesión in�nita t de s. Sea n ≥ 1. Sea u tal
que

nκV ≤
u∑
j=1

ij

De las observaciones hechas anteriormente se sigue que nκV ≤ GdimMtu . Del
hecho de que cdimMtu ≤ κV , junto con (3.2) se sigue que KS`(Mtu) ≤ κV . Sea
Mtu =

⊕r
i=1Mi una descomposición inescindible de Mtu . Entonces r ≤ κV , y

ya que

nκV ≤ GdimMtu =
r∑
i=1

GdimMi

se sigue que existe 1 ≤ j ≤ r tal que GdimMj ≥ n. Así, Mj es un knV -módulo
inescindible tal que GdimMj ≥ n. Concluimos que existe m ≥ n tal que el
problema de rango asociado a la pareja (E0,m) tiene solución en k n V . La
demostración de que (5.2) implica la proposición, es análoga. �
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6. Categori�cación

En esta sección presentamos una reformulación categórica del concepto de grá-
�ca de módulos cíclicos. Haremos esto de�niendo familias de funtores concretos
entre ciertas categorías concretas, de forma que esta construcción generalice las
construcciones hechas en la sección 2. Referimos al lector a [2] en todo lo refe-
rente a la teoría de categorías concretas. A continuación de�nimos el dominio y
el codominio de nuestra construcción.
De�nimos la categoría C como sigue:

1. La clase de objetos ObC de C será la clase de todas las ternas (M,Σ,Σ′)
tales que M es un módulo, Σ ⊆M \ {0} y Σ′ ⊆ Σ.

2. Dados dos objetos (M,Σ,Σ′) y (N,Λ,Λ′) en C, el conjunto de C-mor�smos
HomC((M,Σ,Σ′), (N,Λ,Λ′)) será el conjunto de todos los f ∈ Hom(M,N)
tales que f(Σ) ⊆ Λ, f(Σ′) ⊆ Λ′.

Hacemos que C, así de�nida, sea una categoría concreta sobre R-Mod. La cate-
goría C será el dominio de nuestra construcción.
En lo que resta de esta y las siguientes secciones, denotaremos por Gr a la
categoría de grá�cas con exactamente un lazo en cáda vértice, y sus mor�smos.
Obsérvese que Gr es una categoría concreta sobre la categoría de conjuntos y
sus funciones. Dado un ideal I, un módulo M y un subconjunto Σ de M \ {0},
consideraremos, en el resto de esta y las siguientes secciones, que la I-grá�ca
de módulos cíclicos, ΓI(M,Σ), de Σ, en M , es un objeto de Gr. Obsérvese que
bajo esta consideración, los resultados de las secciones 2, 3, y 4 siguen siendo
ciertos.
Denotaremos por G a la siguiente categoría:

1. La clase de objetos, ObG , de G será la clase de todas las parejas (Γ,∆)
donde Γ es un objeto en Gr y ∆ es un conjunto, posiblemente vacío, de
vértices de Γ.

2. Dados dos objetos, (Γ,∆) y (Γ′,∆′), en G, el conjunto de G-morfísmos
HomG((Γ,∆), (Γ′,∆′)) será el conjunto de todos los mor�smos, en Gr,
f ∈ HomGr(Γ,Γ

′), tales que f(∆) ⊆ ∆′.

Hacemos que G así de�nida, sea una categoría concreta sobre Gr. La categoría
G será el codominio de nuestra construcción.
Finalmente, dado un ideal I, de�nimos el funtor ΓI : C → G como sigue:

1. Sea (M,Σ,Σ′) un objeto en C. Hacemos ΓI(M,Σ,Σ′) igual a la pareja

(ΓI(M,Σ),
⋃
x∈Σ′

CIx)
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2. Dados dos objetos (M,Σ,Σ′) y (N,Λ,Λ′) en C, y un C-morfísmo f ∈
HomC((M,Σ,Σ′), (N,Λ,Λ′)), hacemos

ΓI(f) : |ΓI(M,Σ)| → |ΓI(N,Λ)|

de forma que ΓI(f)(Rx) = Rf(x) para todo x ∈ Σ, y extendemos ΓI(f)
a un mor�smo en G.

Obsérvese que ΓI así de�nido, es un funtor concreto, bien de�nido, entre las
categorías concretas C y G. Obsérvese también que la imágen de una terna de
la forma (M,Σ, ∅) bajo el funtor ΓI es igual a la I-grá�ca de módulos cíclicos
ΓI(M,Σ), de Σ en M , estudiada en las secciones 2 y 3. Así, consideraremos a
la familia de funtores de la forma ΓI como una categori�cación del concepto de
grá�ca de módulos cíclicos.
A continuación procedemos al estudio de las categorías concretas C y G. El
siguiente lema dice que C es una categoría concretamente completa, que además
admite coproductos concretos y límites directos concretos.

Lema 6.1. C es una categoría concretamente completa, admite coproductos
concretos, y admite límites directos concretos.

Demostración. Demostramos primero que C es concretamente completa. De-
mostramos que C admite productos concretos. Sea {(Mα,Σα,Σ

′
α) : α ∈ A} una

colección no vacía de objetos en C. Demostraremos que la terna

(
∏
α∈A

Mα,
∏
α∈A

Σα,
∏
α∈A

Σ′α)

junto con las proyecciones canónicas πα, α ∈ A, de
∏
α∈AMα enMα, es produc-

to, en C, de {(Mα,Σα,Σ
′
α) : α ∈ A}. Obsérvese primero que para cada α ∈ A,

la proyección πα es un mor�smo en C. Ahora, sea (N,Λ,Λ′) un objeto en C, y
sean µα : (N,Λ,Λ′) → (Mα,Σα,Σ

′
α), α ∈ A, mor�smos en C. Exíste un único

mor�smo µ : N →
∏
α∈AMα tal que παµ = µα para todo α ∈ A. De estas

identidades, junto con el hecho de que µα(Λ) ⊆ Σα y µα(Λ′) ⊆ Σ′α para todo
α ∈ A se sigue que µ(Λ) ⊆

∏
α∈A Σα, y que µ(Λ′) ⊆

∏
α∈A Σ′α, es decir, se sigue

que µ es un mor�smo en C. Concluimos que C admite productos concretos.
Demostramos ahora que C admite igualadores concretos. Sean (M,Σ,Σ′) y

(N,Λ,Λ′) dos objetos en C, y sean f, g : (M,Σ,Σ′)→ (N,Λ,Λ′) dos mor�smos
en C. El móduloK = ker(f−g), junto con la inclusión ι deK enM es igualador,
en R-Mod de la pareja f, g. Demostramos que la terna

(K,K ∩ Σ,K ∩ Σ′)

junto con ι, es igualador de la pareja f, g en C. Obsérvese que ι claramente es
un mor�smo en C tal que fι = gι. Ahora, sea (L,∆,∆′) un objeto en C, y sea
µ : (L,∆,∆′) → (M,Σ,Σ′) un mor�smo en C tal que fµ = gµ. Ya que K,
junto con ι es igualador, en R-Mod, de la pareja f, g, existe un único mor�smo
ν : L→ K tal que ιν = µ. De esta ecuación, junto con el hecho de que µ(∆) ⊆ Σ
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y µ(∆′) ⊆ Σ′, se sigue que ν(∆) ⊆ K ∩ Σ y ν(∆′) ⊆ K ∩ Σ′, es decir, se sigue
que ν es un mor�smo en C. Concluimos que C admite igualadores concretos. De
esto y de [2,12.3] se sigue que C es concretamente completa.

Demostramos ahora que la categoría C admite coproductos concretos. Sea
{(Mα,Σα,Σ

′
α) : α ∈ A} una colección no vacía de objetos en C. Para cada α ∈ A,

denotaremos por ια a la inclusión canónica de Mα en
⊕

α∈AMα. Demostramos
que la terna

(
⊕
α∈A

Mα,
⋃
α∈A

ια(Σα),
⋃
α∈A

ια(Σ′α))

junto con mor�smos ια, α ∈ A, es coproducto, en C, de {(Mα,Σα,Σ
′
α) : α ∈ A}.

Obsérvese que para cada α ∈ A, ια es un mor�smo en C. Ahora, sea (N,Λ,Λ′)
un objeto en C, y sean µα : (Mα,Σα,Σ

′
α) → (N,Λ,Λ′), α ∈ A, mor�smos en

C. Exíste un único mor�smo µ :
⊕

α∈AMα → N , en R-Mod tal que µια = µα
para todo α ∈ A. De estas ecuaciones, junto con el hecho de que µα(Σα) ⊆ Λ
y µα(Σ′α) ⊆ Λ′ para todo α ∈ A, se sigue que µ(

⋃
α∈A ια(Σα)) ⊆ Λ y que

µ(
⋃
α∈A ια(Σ′α)) ⊆ Λ′, es decir, se sigue que µ es un mor�smo en C. Concluimos

que C admite coproductos concretos.
Finalmente, demostramos que en C todo sistema dirigido admite límite direc-

to concreto. Sea
{

((Mα,Σα,Σ
′
α), ϕβα) : α, β ∈ A

}
un sistema dirigido en C. Para

cada α ∈ A, denotaremos por ϕ∞α al mor�smo canónico, de Mα en lim−→Mα, en
R-Mod. Demostraremos que la terna

(lim−→Mα,
⋃
α∈A

ϕ∞α (Σα),
⋃
α∈A

ϕ∞α (Σ′α))

junto con ϕ∞α , α ∈ A, es límite directo, en C, de
{

((Mα,Σα,Σ
′
α), ϕβα) : α ∈ A

}
.

Obsérvese que para cada α ∈ A, ϕ∞α es un mor�smo en C. Sea (N,Λ,Λ′) un
objeto en C, y sean µα : (Mα,Σα,Σ

′
α) → (N,Λ,Λ′), α ∈ A, mor�smos en C,

tales que µβϕ
β
α = µα para todo α, β ∈ A tales que α ≤ β. Existe un único

mor�smo µ : lim−→Mα → N en R-Mod tal que µϕ∞α = µα para todo α ∈ A. De
estas ecuaciones, junto con el hecho de que µα(Σα) ⊆ Λ y µα(Σ′α) ⊆ Λ′ para
todo α ∈ A, se sigue que µ(

⋃
α∈A ϕ

∞
α (Σα)) ⊆ Λ y que µ(

⋃
α∈A ϕ

∞
α (Σ′α)) ⊆ Λ′,

es decir, se sigue que µ es un mor�smo en C. Concluimos que C admite límites
directos concretos sobre R-Mod. Esto concluye la demostración.

�

Dada una colección no vacía de objetos, {(Mα,Σα,Σ
′
α) : α ∈ A}, en C, denota-

remos por ∏
α∈A

(Mα,Σα,Σ
′
α) y por

∐
α∈A

(Mα,Σα,Σ
′
α)

al producto y al coproducto respectivamente, en C, de {(Mα,Σα,Σ
′
α) : α ∈ A}.

Dado un sistema dirigido
{

((Mα,Σα,Σ
′
α), ϕβα) : α ∈ A

}
en C, denotaremos por

lim−→(Mα,Σα,Σ
′
α)
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al límite directo, en C, de
{

((Mα,Σα,Σ
′
α), ϕβα) : α ∈ A

}
.

Obsérvese que en general, no todo par de mor�smos en C admite coigualador
concreto en C. Para ver esto obsérvese que si k es un campo de característica
6= 2, entonces {0} es coigualador, en k-Mod, de la pareja idk,−idk. Así, en C,
la pareja de endomor�smos de (k, k \ {0} , ∅), idk,−idk, no admite coigualador
concreto en C.
El siguiente lema dice que la categoría G es concretamente completa y concre-
tamente cocompleta sobre Gr.

Lema 6.2. G es una categoría concretamente completa y concretamente cocom-
pleta.

Demostración. Demostramos primero que G es concretamente completa.
Demostramos que G admite productos concretos. Sea {(Γα,∆α) : α ∈ A} una
colección no vacía de objetos en G. De�nimos la grá�ca

∏
α∈A Γα como sigue:

1.
∣∣∏

α∈A Γα
∣∣ =

∏
α∈A |Γα|

2. Si a, b ∈
∏
α∈A |Γα|, entonces a y b son adyacentes en

∏
α∈A Γα si πα(a)

y πα(b) son adyacentes en Γα para todo α ∈ A, donde πα denota la
proyección canónica de

∏
α∈A |Γα| en |Γα| para cada α ∈ A

Es fácil ver que la grá�ca
∏
α∈A Γα, junto con las proyecciones canónicas πα,

α ∈ A, es producto, en Gr, de la familia {Γα : α ∈ A}. Demostramos que la
pareja

(
∏
α∈A

Γα,
∏
α∈A

∆α)

junto con los mor�smos πα, α ∈ A, son producto, en G, de {(Γα,∆α) : α ∈ A}.
Obsérvese primero que πα es mor�smo, en G para todo α ∈ A. Ahora, sea (Γ,∆)
un objeto en G, y sean µα : (Γ,∆) → (Γα,∆α), α ∈ A, mor�smos en G. Existe
un único mor�smo µ : Γ→

∏
α∈A Γα, en Gr tal que παµ = µα para todo α ∈ A.

De estas ecuaciones, junto con el hecho de que µα(∆) ⊆ ∆α para todo α ∈ A
se sigue que µ(∆) ⊆

∏
α∈A ∆α, es decir, se sigue que µ es un mor�smo en G.

Concluimos que G admite productos concretos sobre Gr.
Demostramos ahora que G admite igualadores concretos. Sean (Γ,∆) y (Γ′,∆′)

dos objetos en G. Sean f, g : (Γ,∆) → (Γ′,∆′) dos mor�smos en G. De�nimos
la grá�ca Γf,g como sigue:

1. |Γf,g| = {a ∈ |Γ| : f(a) = g(a)}.

2. Sean a, b ∈ |Γf,g|. Diremos que a y b son adyacentes en Γf,g si a y b son
adyacentes en Γ.

Es decir, Γf,g es la subgrá�ca completa de Γ, generada por el igualador, en la
categoría de conjuntos y funciones, de la pareja f, g. Denotaremos por ι a la
inclusión canónica, en Gr, de Γf,g en Γ. Demostramos que la pareja
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(Γf,g, |Γf,g| ∩∆)

junto con ι, es igualador, en G, de la pareja f, g. Es fácil ver que ι es un mor�smo
en G. Sea (Γ′′,∆′′) un objeto en G, y sea µ : (Γ′′,∆′′) → (Γ,∆), un mor�smo,
en G, tal que fµ = gµ. Existe un único mor�smo ν : Γ′′ → Γf,g, en Gr, tal que
ιν = µ. De esta ecuación, junto con el hecho de que µ(∆′′) ⊆ ∆ se sigue que
ν(∆′′) ⊆ |Γf,g|∩∆, es decir, se sigue que ν es un mor�smo en G. Concluimos que
G admite igualadores concretos. De esto y de [2,12.3] se sigue que la categoría
G es concretamente completa.
Demostramos ahora que G es una categoría concretamente cocompleta.
Demostramos que G admite coproductos concretos. Sea {(Γα,∆α) : α ∈ A} una
colección no vacía de objetos en G. De�nimos la grá�ca

∐
α∈A Γα como sigue:

1.
∣∣∐

α∈A Γα
∣∣ =

∐
α∈A |Γα|

2. Sean a, b ∈
∐
α∈A |Γα|. a y b serán adyacentes en

∐
α∈A Γα si existe α ∈ A

tal que a, b ∈ |Γα| y tal que a y b son adyacentes en Γα.

Es decir,
∐
α∈A Γα es la grá�ca de�nida por la unión ajena tanto de los conjuntos

de vértices, como de las relaciones de adyacencias de los elementos de la familia
{Γα : α ∈ A}. Denotaremos por ια a la inclusión canónica de |Γα| en

∐
α∈A |Γα|

para todo α ∈ A. Es fácil ver que ια se extiende a un mor�smo en Gr para
todo α ∈ A, y que la grá�ca

∐
α∈A Γα, junto con los mor�smos ια, α ∈ A, es

coproducto, en Gr, de la colección {Γα : α ∈ A}. Demostramos que la pareja

(
∐
α∈A

Γα,
⋃
α∈A

ια(∆α))

junto con ια, α ∈ A, es coproducto, en G, de {(Γα,∆α) : α ∈ A}. Es fácil ver
que ια es un mor�smo en G para cada α ∈ A. Ahora, sea (Γ,∆) un objeto en
G, y sean µα : (Γα,∆α) → (Γ,∆), mor�smos en G. Existe un único mor�smo
µ :

∐
α∈A Γα → Γ, en Gr, tal que µια = µα para todo α ∈ A. De estas

ecuaciones, junto con el hecho de que µα(∆α) ⊆ ∆ para todo α ∈ A, se sigue
que µ(

⋃
α∈A ια(∆α)) ⊆ ∆, es decir, se sigue que µ es mor�smo en G. Concluimos

que G admite coproductos concretos.
Finalmente, demostramos que G admite coigualadores concretos. Sean (Γ,∆)
y (Γ′,∆′) dos objetos en G. Sean f, g : (Γ,∆) → (Γ′,∆′) dos mor�smos en G.
De�nimos la grá�ca Γf,g como sigue:

1. El conjunto de vértices,
∣∣Γf,g∣∣, de Γf,g, será el conjunto de clases de equi-

valencia de elementos de |Γ′| bajo la mínima relación de equivalencia que
identi�ca a f(a) con g(a) para todo a ∈ |Γ|.

2. Sean a, b ∈
∣∣Γf,g∣∣. a y b serán adyacentes en Γf,g si existen representantes

x, y de a y b, respectivamente, en Γ′, tales que x y y sean adyacentes en
Γ′.
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Es decir Γf,g será la grá�ca coinducida por la relación de equivalencia que de�ne
al conjunto

∣∣Γf,g∣∣. Denotaremos por π a la proyección canónica de |Γ′| en
∣∣Γf,g∣∣.

Es fácil ver que π es un mor�smo en Gr, que πf = πg, y que Γf,g, junto con π,
es coigualador, en Gr, de la pareja f, g. Demostramos que la pareja

(Γf,g, π(∆′))

junto con π, es coigualador, en G, de la pareja f, g. Obsérvese que π es un
morfísmo en G. Ahora, sean (Γ′′,∆′′) un objeto en G, y µ : (Γ′,∆′)→ (Γ′′,∆′′)
tal que µf = µg. Existe un único mor�smo ν : Γf,g → Γ′ tal que νπ = µ. De esta
ecuación, junto con el hecho de que µ(∆′) ⊆ ∆′′ se sigue que ν(π(∆′)) ⊆ ∆′′, es
decir, se sigue que ν es mor�smo en G. Concluimos que G admite coigualadores
concretos sobre Gr. De esto y de [2,12.3] se concluye que G es una categoría
cocompleta. Esto concluye la demostración.

�

Dada una colección no vacía de objetos {(Γα,∆α) : α ∈ A} en G, denotaremos
por ∏

α∈A
(Γα,∆α) y por

∐
α∈A

(Γα,∆α)

al producto y al coproducto respectivamente, en G, de {(Γα,∆α) : α ∈ A}. Ob-
sérvese que de (6.2) se sigue que todo conjunto dirigido en G admite límite
directo concreto en G. Si

{
((Γα,∆α), ϕβα) : α, β ∈ A

}
es un sistema dirigido en

G, denotaremos por

lim−→(Γα,∆α)

al límite directo, en G, de
{

((Γα,∆α), ϕβα) : α, β ∈ A
}
. Procedemos ahora al

estudio de funtores de la forma ΓI . El siguiente lema dice que funtores de esta
forma preservan límites directos. Recuérdese antes que la unión,

⋃
α∈A Γα, de

una colección de grá�cas {Γα : α ∈ A}, se de�ne de la siguiente manera:

1.
∣∣⋃

α∈A Γα
∣∣ =

⋃
α∈A |Γα|.

2. Si a, b ∈
⋃
α∈A |Γα|, entonces a y b son adyacentes en

⋃
α∈A Γα si existe

α ∈ A tal que a, b ∈ |Γα| y a y b son adyacentes en Γα.

Obsérvese que para cada α ∈ A, la grá�ca Γα está contenida, como subgrá�ca,
en la grá�ca

⋃
α∈A Γα. Más aún, obsérvese que

⋃
α∈A Γα es mínima con respecto

a esta propiedad.

Lema 6.3. Sean I un ideal y M un módulo. Sea {Mα : α ∈ A} una colección
de submódulos de M . Sea {Σα : α ∈ A} una colección de conjuntos tales que
Σα ⊆Mα \{0} para todo α ∈ A. Si tanto {Mα : α ∈ A} como {Σα : α ∈ A} son
conjuntos dirigidos con el orden dado por la contención en M , entonces

ΓI(
⋃
α∈A

Mα,
⋃
α∈A

Σα) =
⋃
α∈A

ΓI(Mα,Σα)
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Demostración. Sea {Mα : α ∈ A} una colección de submódulos de M y sea
{Σα : α ∈ A} una colección de conjuntos tales que Σα ⊆ Mα \ {0} para todo
α ∈ A. Supóngase que tanto {Mα : α ∈ A} como {Σα : α ∈ A} son conjuntos
dirigidos con el orden dado por la contención en M . Claramente∣∣∣∣∣ΓI( ⋃

α∈A
Mα,

⋃
α∈A

Σα)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ⋃
α∈A

ΓI(Mα,Σα)

∣∣∣∣∣
Así, basta con demostrar que las relaciones de adyacencia correspondientes
son iguales. Ahora, ya que, para cada α ∈ A, ΓI(Mα,Σα) es subgrá�ca de
ΓI(
⋃
α∈AMα,

⋃
α∈A Σα), la relación de adyacencia en

⋃
α∈A ΓI(Mα,Σα), es-

tá contenida en la relación de adyacencia de ΓI(
⋃
α∈AMα,

⋃
α∈A Σα). Aho-

ra, sean x, y ∈
⋃
α∈A Σα tales que los vértices Rx y Ry son adyacentes en

ΓI(
⋃
α∈AMα,

⋃
α∈A Σα). Supóngase que x ∈ Σα y que y ∈ Σβ . Sea γ ∈ A tal

que Mα,Mβ ≤ Mγ y Σα ∪ Σβ ⊆ Σγ . Ya que Rx,Ry ∈ |ΓI(Mγ ,Σγ)|, y ya que
Rx y Ry son adyacentes en ΓI(

⋃
α∈AMα,

⋃
α∈A Σα), se sigue que Rx y Ry son

adyacentes en ΓI(Mγ ,Σγ), de lo que se sigue que Rx y Ry son adyacentes en⋃
α∈A ΓI(Mα,Σα). Esto concluye la demostración. �

Lema 6.4. Sea I un ideal. Si
{

(Mα,Σα,Σ
′
α), ϕβα) : α, β ∈ A

}
es un sistema

dirigido en C, entonces

ΓI(lim−→(Mα,Σα,Σ
′
α)) = lim−→ΓI(Mα,Σα,Σ

′
α)

Demostración. Sean I un ideal y
{

((Mα,Σα,Σ
′
α), ϕβα) : α, β ∈ A

}
un siste-

ma dirigido en C. Demostramos que ΓI(lim−→(Mα,Σα,Σ
′
α)), junto con mor�smos

ΓI(ϕ
∞
α ), α ∈ A, es límite directo del sistema

{
(ΓI(Mα,Σα,Σ

′
α),ΓI(ϕ

β
α) : α, β ∈ A

}
Del hecho de que ϕ∞β ϕ

β
α = ϕ∞α para todo α, β ∈ A con α ≤ β se sigue que

ΓI(ϕ
∞
β )ΓI(ϕ

β
α) = ΓI(ϕ

∞
α ) para todo α, β ∈ A con α ≤ β.

Ahora, sea (Γ,∆) un objeto en G, y sean µα : ΓI(Mα,Σα) → (Γ,∆), α ∈ A,
mor�smos en G, tales que µβΓI(ϕ

β
α) = µα para todo α, β ∈ A con α ≤ β. De la

demostración de (6.1) se tiene que

lim−→(Mα,Σα,Σ
′
α) = (

⋃
α∈A

ϕ∞α (Mα),
⋃
α∈A

ϕ∞α (Σα),
⋃
α∈A

ϕ∞α (Σ′α))

De esto, del hecho de que el conjunto de componentes de�nidas por el conjunto⋃
α∈A ϕ

∞
α (Σ′α) en ΓI(

⋃
α∈AMα,

⋃
α∈A Σα) es claramente igual al conjunto de

componentes de
⋃
α∈A ΓI(Mα,Σα) de�nidas por

⋃
α∈A ΓI(ϕ

∞
α )(Σ′α), y de (6.3)

se sigue que

ΓI(lim−→(Mα,Σα,Σ
′
α)) =

⋃
α∈A

ΓI(ϕ
∞
α )(ΓI(Mα,Σα,Σ

′
α))

El lado derecho de esta igualdad es igual a⋃
α∈A

ΓI(ϕ
∞
α (Mα), ϕ∞α (Σα), ϕ∞α (Σ′α))
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Así, de�nimos µ : lim−→ΓI(Mα,Σα,Σ
′
α) → (Γ,∆) como sigue: Si Rϕ∞α (x) ∈∣∣∣lim−→ΓI(Mα,Σα)

∣∣∣, con x ∈ Σα, hacemos µ(Rϕ∞α (x)) = µα(Rx) y extendemos

a µ a un mor�smo en Gr. Es claro que de�nido así µ es un mor�smo en G,
es claro también que µΓI(ϕ

∞
α ) = µα para todo α ∈ A, y que µ es único con

respecto a esta propiedad. Esto concluye la demostración. �

La siguiente proposición dice que funtores de la forma ΓI preservan además
coproductos.

Proposición 6.5. Sea I un ideal. Si {(Mα,Σα,Σ
′
α) : α ∈ A} es una colección

no vacía de objetos de C, entonces

ΓI(
∐
α∈A

(Mα,Σα,Σ
′
α)) =

∐
α∈A

ΓI(Mα,Σα,Σ
′
α)

Demostración. Sea {(Mα,Σα,Σ
′
α) : α ∈ A} una colección no vacía de objetos

en C. Por (6.1) el coproducto, en C, de {(Mα,Σα,Σ
′
α) : α ∈ A} está dado por la

terna

(
⊕
α∈A

Mα,
⋃
α∈A

ια(Σα),
⋃
α∈A

ια(Σ′α))

Donde ια denota la inclusión canónica de Mα en
⊕

α∈AMα para todo α ∈ A.
Demostramos que

ΓI(
⊕
α∈A

Mα,
⋃
α∈A

ια(Σα),
⋃
α∈A

ια(Σ′α))

junto con los mor�smos ΓI(ια), α ∈ A, es coproducto, en C, de la colección
de objetos {ΓI(Mα,Σα,Σ

′
α) : α ∈ A} en G. Sea (Γ,∆), un objeto en G. Sean

µα : ΓI(Mα,Σα,Σ
′
α)→ (Γ,∆), α ∈ A, mor�smos en G. De�nimos

µ : ΓI(
⊕
α∈A

Mα,
⋃
α∈A

ια(Σα),
⋃
α∈A

ια(Σ′α))→ (Γ,∆)

como sigue: Si x ∈ Σα, hacemos µ(Rια(x)) = µα(Rx). Así, ya que la unión⋃
α∈A ια(Σα) es ajena, µ se extiende a

µ :

∣∣∣∣∣ΓI(⊕
α∈A

Mα,
⋃
α∈A

Σα)

∣∣∣∣∣→ |Γ|
Extendemos ahora µ a un mor�smo en Gr. Claramente, µ, así de�nido, es un
mor�smo en G, y satisface la igualdad µΓI(ια) = µα para todo α ∈ A. Es fácil
ver que µ es único con respecto a esta propiedad. Esto concluye la demostración.
�

Finalmente, obsérvese que funtores de la forma ΓI , en general, no preservan
productos. Para ver esto obsérvese que mientras la grá�ca
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(ΓF3(F3,F3 \ {0} , ∅))2

tiene un sólo vértice, la grá�ca

ΓF3
(F2

3, (F3 \ {0})2, ∅)

tiene dos vértices, a saber, los subespacios de F2
3 generados por (1, 1) y (1,−1)

respectivamente.
Obsérvese también que en general, funtores de la forma ΓI , tampoco preservan
igualadores. Para ver esto obsérvese que mientras el igualador de la pareja de
morfísmos en C

idF3 ,−idF3

como endomor�smos de (F3,F3 \{0} , ∅), es igual a la terna ({0} , ∅, ∅), la pareja
de mor�smos en C

ΓF3
(idF3

),ΓF3
(−idF3

)

como endomor�smos de ΓF3(F3,F3 \ {0} , ∅) es igual a la pareja

idΓF3 (F3,F3\{0},∅), idΓF3 (F3,F3\{0},∅)

cuyo igualador, en G, es igual a ΓF3
(F3,F3 \ {0} , ∅).
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7. Problemas de rango en rango in�nito

En esta sección aplicamos lo hecho en la sección anterior a la generalización y
extensión de los resultados obtenidos en la sección 4. En los resultados principa-
les de esta sección presentamos criterios para la solución de problemas de rango
asociados a enteros arbitrariamente grandes y a cardinales in�nitos.

A lo largo de esta sección consideraremos solamente funciones de rango con
codominio el conjunto de todos los cardinales ≤ ℵ0. A continuación establece-
remos condiciones que garanticen soluciones a problemas de rango en rangos
arbitrariamente grandes y en rango in�nito.

Diremos que un sistema dirigido
{

(Mα, ϕ
β
α) : α, β ∈ A

}
en R-Mod es nume-

rable si el conjunto A es numerable. Diremos que una clase de módulos Ω es
una clase completa si Ω es cerrada bajo sumas directas �nitas, bajo sumandos
directos, y bajo límites directos de sistemas dirigidos numerables. Tanto R-Mod
como la clase de todos los módulos con dimensión de Krull son ejemplos de cla-
ses completas. Dada una clase de módulos, no necesariamente completa, Ω, es
fácil ver que la clase de todas las clases completas que contienen a Ω es cerrada
bajo intersecciones. De�nimos así la cerradura completa Ω̃ de la clase Ω como
la intersección de todas las clases completas que contienen a Ω. La clase Ω̃, así
de�nida, es una clase completa, y es la mínima clase completa que contiene a Ω.
La clase de todos los módulos numerablemente generados es una clase completa,
y esta clase es igual a la cerradura completa de la clase de todos los módulos
�nitamente generados.

Ahora, dados, un ideal I y módulos M y N , diremos que un mor�smo f :
M → N es I-puro si f(M) es submódulo I-puro de N . Más aún, diremos
que un sistema dirigido

{
(Mα, ϕ

β
α) : α, β ∈ A

}
, en R-Mod, es I-puro si ϕβα es

un monomor�smo I-puro para todo α, β ∈ A tales que α ≤ β. El siguiente
es un ejemplo de un sistema dirigido numerable I-puro: Sea M1 ≤ M2 ≤ ...
una cadena de módulos tales que Mn es submódulo I-puro de Mn+1 para todo
n ≥ 1. Si para cada n,m tales que n ≤ m denotamos por ϕmn a la inclusión de
Mn en Mm, entonces el sistema {(Mn, ϕ

m
n ) : n,m ≥ 1} es un sistema dirigido

numerable I-puro. Recuérdese que en la sección 4 se de�nió una cadena Ms1 ≤
Ms2 ≤ ... para cada sucesión in�nita admisible s. Bajo estas condiciones se
observó que Msn es submódulo Soc(k n V )-puro de Msn+1 para todo n ≥ 1.
Así, en este caso, el sistema {(Msn , ϕ

m
n ) : n,m ≥ 1} es un sistema numerable

Soc(k n V )-puro en k n V . Más aún, para cada subsucesión in�nita t de s,
el sistema {(Mtn , ϕ

m
n ) : n,m ≥ 1} es también un sistema dirigido numerable

Soc(k n V )-puro en k n V -Mod. El siguiente será el resultado principal de esta
sección.
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Teorema 7.1. Sea Ω una clase de módulos. Sea ρ una función de rango con
dominio Ω. Si Ω es una clase completa y existen, un ideal I, y un sistema
dirigido numerable I-puro

{
(Mα, ϕ

β
α) : α, β ∈ A

}
en R-Mod tal que:

1. Mα ∈ Ω ∩D(I) para todo α ∈ A.

2. Existen α1, α2, ... ∈ A tales que ρ(Mαi) < ρ(Mαi+1) para todo i.

3. Existe un entero κ ≥ 1 tal que cdimIMα ≤ κ para todo α ∈ A

Entonces

1. Para todo n ≥ 1 existe m ≥ n tal que el problema de rango asociado a la
terna (Ω, ρ,m) tiene solución.

2. El problema de rango asociado a la terna (Ω, ρ,ℵ0) tiene solución.

Obsérvese que las observaciones hechas antes de (7.1) implican que (7.1), junto
con una respuesta positiva a (5.1), implican, en el caso en el que dimkV sea
su�cientemente grande, la existencia de soluciones a problemas de rango, en
kn V , asociados a parejas (E0,ℵ0) y (E0,m) con m arbitrariamente grande. A
continuación reducimos la demostración de (7.1) a la demostración de una serie
de lemas.

Lema 7.2. Sea I un ideal. Sea
{

(Mα, ϕ
β
α) : α, β ∈ A

}
un sistema dirigido en

R-Mod. Supóngase que ϕβα es monomor�smo para todo α, β ∈ A con α ≤ β. Si
Mα ∈ D(I) para todo α ∈ A, entonces lim−→Mα ∈ D(I)

Demostración. Del hecho de que para todo α ∈ A, I2ϕ∞α (Mα) = ϕ∞α (I2Mα),
e I2M = {0} se sigue que I2 lim−→Mα = {0}. Ahora, si x ∈ Mα es tal que

ϕ∞α (x) ∈ ann∗I lim−→Mα, entonces, ya que del hecho de que ϕβα es monomor�smo
para todo α, β ∈ A con α ≤ β se sigue que ϕ∞α es monomor�smo para todo
α ∈ A, concluimos que x ∈ ann∗IMα, de lo que se sigue que x ∈ IMα, y por lo
tanto que ϕ∞α (x) ∈ Iϕ∞α (Mα). Concluimos que ann∗I lim−→Mα ⊆ I lim−→Mα. Esto
concluye la demostración. �

Lema 7.3. Sea
{

(Γα, ϕ
β
α) : α, β ∈ A

}
un sistema dirigido en Gr. Sea n ≥ 1.

Si el número de componentes de Γα es menor o igual que n para todo α ∈ A,
entonces el número de componentes de lim−→Γα es menor o igual que n.

Demostración. Del hecho de que ϕ∞α es mor�smo en Gr para todo α ∈ A se
sigue, claramente, que el número de componentes de la subgrá�ca ϕ∞α (Γα) de
lim−→Γα es menor o igual que n para todo α ∈ A. Sean X1, ..., Xk componentes

de lim−→Γα. Sean α1, ..., αk ∈ A tales que Xi ∩
∣∣ϕ∞αi(Γαi)∣∣ 6= ∅. Sea γ ∈ A tal que

αi ≤ γ para todo 1 ≤ i ≤ k. Entonces Xi ∩
∣∣ϕ∞γ (Γγ)

∣∣ 6= ∅. Es claro que los

conjuntos Xi ∩
∣∣ϕ∞γ (Γγ)

∣∣ están en componentes distintas de ϕ∞γ (Γγ). Se sigue
que k ≤ n. Esto concluye la demostración �
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Lema 7.4. Sea I un ideal. Sea
{

(Mα, ϕ
β
α) : α, β ∈ A

}
un sistema dirigido en R-

Mod. Supóngase que
{

(Mα, ϕ
β
α) : α, β ∈ A

}
es I-puro. Sea n ≥ 1. Si cdimIMα

existe y es menor o igual que n para todo α ∈ A, entonces cdimI lim−→Mα existe
y es menor o igual que n.

Demostración. Del hecho de que ϕβα es monomor�smo para todo α, β ∈ A
con α ≤ β se sigue, por (7.2) que cdimI lim−→Mα existe. Ahora, del hecho de que

ϕβα(Mα) ≤I Mβ para todo α, β ∈ A con α ≤ β se sigue que ϕβα es un mor�smo
en

HomC((Mα,Mα \ IMα, ∅), (Mβ ,Mβ \ IMβ , ∅))

para todo α, β ∈ A con α ≤ β. Así{
((Mα,Mα \ IMα, ∅), ϕβα) : α, β ∈ A

}
es un sistema dirigido en C. El límite directo de este sistema es

(lim−→Mα, lim−→Mα \ I lim−→Mα, ∅)

ya que
⋃
α∈A Iϕ

∞
α (Mα) = I

⋃
α∈A ϕ

∞
α (Mα). De esto y de (7.3) se sigue que el

número de componentes de ΓI(lim−→Mα, lim−→Mα \ lim−→Mα) es menor o igual que
n, es decir, que cdimI lim−→Mα ≤ n. �

Demostración de 5.1 Sea I un ideal. Sea
{

(Mα, ϕ
β
α) : α, β ∈ A

}
un sistema

dirigido I-puro tal que Mα ∈ Ω para todo α ∈ A. La demostración de 1 es
análoga a la demostración de (5.3). Demostramos 2. Del hecho de que la clase Ω
es completa se sigue que lim−→Mα ∈ Ω. De 1 y de (7.2) se sigue que lim−→Mα ∈ D(I).
De esto, de 2, y de (7.4) se sigue que cdimI lim−→Mα ≤ κ. De esto, de (3.2) y de
(3.3) se sigue que lim−→Mα admite descomposiciones inescindibles �nitas y que
toda descomposición inescindible de lim−→Mα tiene cardinalidad menor o igual

que κ. Sea lim−→Mα =
⊕n

i=1Ni una descomposición inescindible de lim−→Mα. De 3
se sigue que ρ(lim−→Mα) = ℵ0. El lado izquierdo de esta igualdad es menor o igual

que
∑n
i=1 ρ(Ni). Se sigue que existe 1 ≤ t ≤ n tal que ρ(Nt) = ℵ0. Se sigue,

ya que la clase Ω es completa, que Nt ∈ Ω. Así, Nt ∈ Ω, Nt es inescindible, y
ρ(Nt) = ∞, es decir, el problema de rango asociado a la terna (Ω, ρ,ℵ0) tiene
solución. Esto demuestra 2. �

A continuación demostramos una versión de (7.1) en la que, bajo ciertas hipó-
tesis, se sustituye la I-dimensión combinatoria por la I-dimensión fundamental
combinatoria. Antes demostramos versiones, en dimensión fundamental combi-
natoria, de (7.2) y (7.4). En lo que resta de esta sección diremos que un sistema
dirigido

{
((Mα,Σα,Σ

′
α), ϕβα) : α, β ∈ A

}
en C, es fundamental con respecto a un

ideal I, si:
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1. El sistema
{

(Mα, ϕ
β
α) : α, β ∈ A

}
es I-puro.

2. Σα = Mα \ IMα para todo α ∈ A

3. Σ′α es fundamental en Mα para todo α ∈ A

4. Para todo ϕ∞α (x) ∈
⋃
α∈A ϕ

∞
α (Σ′α) existen β ∈ A y u ∈ Mβ tales que,

para todo γ ∈ A con γ ≥ α, β, se tiene que

ϕγβ(u) /∈
∑

|GI(Mγ)|\CI
ϕ
γ
α(x)

Ry

Lema 7.5. Sea I un ideal. Sea
{

((Mα,Σα,Σ
′
α), ϕβα) : α, β ∈ A

}
un sistema di-

rigido en C. Si
{

((Mα,Σα,Σ
′
α), ϕβα) : α, β ∈ A

}
es fundamental con respecto a

I, entonces lim−→Mα ∈ F(I) y
⋃
α∈A ϕ

∞
α (Σ′α) es fundamental en lim−→Mα, con

respecto a I.

Demostración. Del hecho de que ϕβα sea monomor�smo para todo α, β ∈ A
con α ≤ β, de (7.2), y del hecho de que Mα ∈ F(I) para todo α ∈ A, se sigue
que lim−→Mα ∈ D(I). Demostramos ahora que

⋃
α∈A ϕ

∞
α (Σ′α) es fundamental en

lim−→Mα con respecto a I. Es claro, ya que Σ′α genera a Mα para todo α ∈ A,
y ya que lim−→Mα =

⋃
α∈A ϕ

∞
α (Mα), que

⋃
α∈A ϕ

∞
α (Σ′α) genera a lim−→Mα. Basta

entonces demostrar que para todo ϕ∞α (x) ∈
⋃
α∈A ϕ

∞
α (Σ′α) se tiene que∑

∣∣∣ΓI(lim−→Mα)
∣∣∣\CIϕ∞

α (x)

Ry 6= lim−→Mα

Esto se sigue del hecho de que
{

((Mα,Σα,Σ
′
α), ϕβα) : α, β ∈ A

}
es fundamental

con respecto a I, junto con la identidad CIϕ∞
α (x) =

⋃
β≤α ΓI(C

I
ϕβα(x)

), que se sigue

fácilmente de (6.4). Esto concluye la demostración. �

Lema 7.6. Sea I un ideal. Sea
{

(Mα, ϕ
β
α) : α, β ∈ A

}
un sistema dirigido en

R-Mod tal que ϕβα(Mα \ IMα) ⊆Mβ \ IMβ para todo α, β ∈ A tales que α ≤ β.
Supóngase que existe una colección de conjuntos {Σα : α ∈ A} tal que

1. Σα ⊆Mα \ IMα para todo α ∈ A.

2. ϕβα(Σα) ⊆ Σβ para todo α, β ∈ A tales que α ≤ β.

3. El sistema
{

((Mα,Mα \ IMα,Σα), ϕβα) : α, β ∈ A
}
es fundamental con res-

pecto a I.

Sea n ≥ 1. Si fcdimIMα ≤ n para todo α ∈ A, entonces fcdimI lim−→M ≤ n.

Demostración. De (7.5) se sigue que lim−→Mα ∈ F(I) y que
⋃
α∈A ϕ

∞
α (Σα) es

fundamental en lim−→Mα. Ahora, si para cada α ∈ A hacemos que Γα sea la sub-

grá�ca de ΓI(lim−→Mα), generada por
⋃
x∈Σα

CIx, entonces, ya que ϕ
β
α es mor�smo
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en Gr y ϕβα(Σα) ⊆ Σβ para todo α ≤ β, se tiene que
{

(Γα, ϕ
β
α) : α, β ∈ A

}
es

un sistema dirigido en Gr. Ya que, para cada α ∈ A, fcdimIMα es el número
de componentes de Γα, por (7.3), el número de componentes de lim−→Γα es menor
o igual que n. El resultado se sigue de esto y del hecho de que lim−→Γα es la
subgrá�ca de ΓI(lim−→Mα) generada por

⋃
α∈A ϕ

∞
α (Σα). �

El siguiente resultado es una versión de (7.1) en el que se sustituye la I-dimensión
combinatoria por la I-dimensión fundamental combinatoria.

Teorema 7.7. Sea Ω una clase de módulos. Sea ρ una función de rango con
dominio Ω. Si Ω es una clase completa, y existen, un ideal I, y un sistema
dirigido numerable I-puro

{
(Mα, ϕ

β
α) : α, β ∈ A

}
en R-Mod tales que:

1.
{

(Mα, ϕ
β
α) : α, β ∈ A

}
satisface las condiciones de (7.6).

2. Existen α1, α2, ... ∈ A tales que ρ(Mαi) < ρ(Mαi+1
) para todo i

3. Existe φ ≥ 1 tal que fcdimIMα ≤ φ para todo α ∈ A

Entonces

1. Para todo n ≥ 1 existe m ≥ n tal que el problema de rango asociado a la
terna (Ω, ρ,m) tiene solución.

2. El problema de rango asociado a la terna (Ω, ρ,ℵ0) tiene solución.

Demostración. La demostración es análoga a la demostración de (7.1) susti-
tuyendo (7.2) y (7.4) por (7.5) y (7.6). �

Obsérvese que los sistemas dirigidos de�nidos en las observaciones hechas antes
de (7.1) satisfacen la primera parte de las condiciones de (7.6). Más aún, si
asumimos que la sucesión in�nita t satisface las condiciones de (5.2) con respecto
al k-espacio vectorial V , entonces el sistema {(Mtn , ϕ

m
n ) : n,m ≥ 1} satisface

además las condiciones 2 y 3 de (7.1). No asumimos sin embargo, que el sistema
{(Mtn , ϕ

m
n ) : n,m ≥ 1} satisfaga las condiciones de (7.6) con respecto a ninguna

colección {Σtn : n ≥ 1} . Conjeturamos lo siguiente:

Conjectura 7.8. Sea k un campo. Sea V un k-espacio vectorial de dimensión
�nita. Si dimkV es su�cientemente grande, entonces existen, un entero φV , una
sucesión admisible in�nita s, una subsucesión in�nita t de s, y una colección
de conjuntos {Σtn : n ≥ 1} tales que Mtn ≤ φV para todo n, y tal que el sis-
tema {(Mtn , ϕ

m
n ) : n,m ≥}, junto con la colección {Σtn : n ≥ 1} satisfacen las

condiciones de (7.6).

Obsérvese que (7.7) junto con una respuesta positiva a (7.8), implican, en el
caso en el que dimkV sea su�cientemente grande, la existencia de soluciones a
problemas de rango, en k n V , asociados a parejas (E0,ℵ0) y (E0,m), con m
arbitrariamente grande.
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8. Cálculos �nales

En esta sección presentaremos dos resultados de aproximación en el cálculo de
grá�cas de módulos cíclicos. Los resultados de esta sección se pueden consi-
derar como resultados del mismo tipo de (6.3), (6.4), y (6.5). Consideramos a
(6.3), (6.4), y a (6.5) como resultados de aproximación en el cálculo de grá�cas
de módulos cíclicos en el siguiente sentido: (6.3) establece que si una pareja
(M,Σ) se puede aproximar como la unión, (

⋃
α∈AMα,

⋃
α∈A Σα), de una co-

lección dirigida de parejas {(Mα,Σα) : α ∈ A}, entonces, para cualquier ideal
I, el cálculo de la I-grá�ca de módulos cíclicos, ΓI(M,Σ), se reduce al cálculo
de cada una de las I-grá�cas de módulos cíclicos, ΓI(Mα,Σα), α ∈ A, junto
con el cálculo de su unión. Más aún, (6.4) y (6.5) establecen que si un objeto
(M,Σ,Σ′) en C se puede aproximar como el límite directo de un sistema diri-
gido

{
((Mα,Σα,Σ

′
α), ϕβα) : α, β ∈ A

}
en C, o como el coproducto de una colec-

ción no vacía de objetos {(Mα,Σα,Σ
′
α) : α ∈ A} en C, entonces, para cualquier

ideal I, el cálculo de la I-grá�ca de módulo cíclicos, ΓI(M,Σ,Σ′), del objeto
(M,Σ,Σ′), se reduce al cálculo de cada una de las I-grá�cas de módulo cíclicos,
ΓI(Mα,Σα,Σ

′
α), α ∈ A, junto con el cálculo de su limite directo en el primer

caso, y junto con el cálculo de su coproducto en el segundo caso. Obsérvese que
el primero de estos dos últimos casos implica que el cálculo de la I-grá�ca de
módulos cíclicos, ΓI(M,Σ,Σ′), de un objeto (M,Σ,Σ′) en C, se reduce al cálculo
de I-grá�cas de módulos cíclicos de objetos, en C, de la forma (Mα,Σα,Σ

′
α),

dondeMα es submódulo �nitamente generado deM , y Σα es subconjunto �nito
de Σ, y donde Σ′α es subconjunto �nito de Σ′.
Consideraremos al siguiente resultado como una versión de (6.3) y (6.4) en donde
las aproximaciones se llevan a cabo ahora en ideales en lugar de en objetos en
C.

Proposición 8.1. Sea (M,Σ,Σ′) un objeto en C. Sea {Iα : α ∈ A} una colec-
ción de ideales. Si {Iα : α ∈ A}, con el orden dado por la contención, es un
conjunto dirigido, entonces

Γ∑
α∈A Iα

(M,Σ,Σ′) = Γ⋃
α∈A Iα

(M,Σ,Σ′) =
⋃
α∈A

ΓIα(M,Σ,Σ′)

Demostración. Supóngase que la colección de ideales {Iα : α ∈ A}, con el or-
den dado por la contención, es un conjunto dirigido. Es trivial que en este caso∑
α∈A Iα =

⋃
α∈A Iα. De esto se sigue la parte izquierda de la igualdad. Ahora,

es inmediato que

∣∣∣Γ∑
α∈A Iα

(M,Σ,Σ′)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ⋃
α∈A

ΓIα(M,Σ,Σ′)

∣∣∣∣∣
Por lo que basta con demostrar que las relaciones de adyacencia correspon-
dientes son iguales. Es fácil ver que la relación de adyacencia de la grá�ca⋃
α∈A ΓIα(M,Σ,Σ′) está contenida en la relación de adyacencia de la grá�ca
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Γ∑
α∈A Iα

(M,Σ,Σ′). Ahora, sean x, y ∈ Σ. Supóngase que Rx y Ry son adya-

centes en Γ∑
α∈A Iα

(M,Σ,Σ′). Existen α1, ..., αn ∈ A tales que

(
n∑
i=1

Iαi)x ∩ (
n∑
i=1

Iαi)y 6= {0}

Ahora, si α0 ∈ A es tal que
∑n
i=1 Iαi ≤ Iα0 , entonces Iα0x ∩ Iα0y 6= {0}. Así,

en este caso, Rx y Ry son adyacentes en ΓIα0
(M,Σ,Σ′). Se sigue que Rx y Ry

son adyacentes en
⋃
α∈A Γα(M,Σ,Σ′). Esto concluye la demostración. �

Consideraremos al siguiente resultado como una versión de (8.1) en el que las
aproximaciones se llevan acabo por productos e intersecciones en lugar de por
sumas y uniones. Recuérdese antes que la intersección,

⋂
α∈A Γα, de una familia

de grá�cas {Γα : α ∈ A} se de�ne como sigue:

1.
∣∣⋂

α∈A Γα
∣∣ =

⋂
α∈A |Γα|.

2. Sean a, b ∈
∣∣⋂

α∈A Γα
∣∣, entonces a y b son adyacentes en

⋂
α∈A Γα si a y b

son adyacentes en Γα para todo α ∈ A.

Obsérvese que, para cada α ∈ A, la grá�ca
⋂
α∈A Γα es subgrá�ca de Γα, y que⋂

α∈A Γα es máxima con respecto a esta propiedad.

Proposición 8.2. Supóngase que R es un dominio conmutativo. Sea (M,Σ,Σ′)
un objeto en C. Sea {I1, ..., In} una colección �nita de ideales. Si M es libre de
torsión, entonces

Γ∏n
i=1 Ii

(M,Σ,Σ′) = Γ⋂n
i=1 Ii

(M,Σ,Σ′) =
n⋂
i=1

ΓIi(M,Σ,Σ′)

Demostración. Supóngase que R es un dominio conmutativo. Supóngase tam-
bién que M es un módulo libre de torsión. Nuevamente es fácil ver que

∣∣Γ∏n
i=1 Ii

(M,Σ,Σ′)
∣∣ =

∣∣Γ⋂n
i=1 Ii

(M,Σ,Σ′)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
n⋂
i=1

ΓIi(M,Σ,Σ′)

∣∣∣∣∣
Por lo que nuevamente basta con demostrar que las relaciones de adyacencia co-
rrespondientes son iguales. Sean x, y ∈ Σ. Es claro que si Rx y Ry son adyacentes
en Γ∏n

i=1 Ii
(M,Σ,Σ′), entonces Rx y Ry son adyacentes en Γ⋂n

i=1 Ii
(M,Σ,Σ′),

y que si Rx y Ry son adyacentes en Γ⋂n
i=1 Ii

(M,Σ,Σ′) entonces Rx y Ry son

adyacentes en
⋂n
i=1 ΓIi(M,Σ,Σ′). Supóngase ahora que Rx y Ry son adyacentes

en
⋂n
i=1 ΓIi(M,Σ,Σ′). Para cada 1 ≤ i ≤ n sea ai ∈ Ii \ {0} tal que aix = aiy.

Sea a = a1 · · · an. Entonces a ∈
∏n
i=1 Ii \ {0}, ax = ay, y ax 6= 0. Es decir Rx

y Ry son adyacentes en Γ∏n
i=1 Ii

(M,Σ,Σ′). Esto concluye la demostración. �

Así, en el caso en el que R sea un dominio conmutativo, si el ideal I se pue-
de aproximar ahora como la intersección de una colección �nita de ideales
{I1, ..., In}, entonces, para cualquier objeto, (M,Σ,Σ′), en C, tal que M es
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libre de torsión, el cálculo de la I-grá�ca de módulos cíclicos, ΓI(M,Σ,Σ′),
de (M,Σ,Σ′), se reduce al cálculo de cada una de las grá�cas ΓIi(M,Σ,Σ′),
1 ≤ i ≤ n, junto con el cálculo de su intersección. En particular, si R es un
dominio de Lasker (eg. R es un dominio neteriano), el cálculo de grá�cas de mó-
dulos cíclicos sobre módulos libres de torsión se reduce al cálculo de un número
�nito de grá�cas de módulos cíclicos con respecto a ideales primarios, junto con
el cálculo de su intersección.
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9. Apéndice: Longitud de Krull-Schmidt

En esta última sección estudiamos los casos en los cuales la función KS`, que a
cada móduloM le asocia su longitud de Krull-Schmidt,KS`(M), es una función
de rango �nita.
Dada una clase de módulos Ω, diremos que una función ρ, con dominio Ω, es
�nita (en Ω), si ρ(Ω) ⊆ N. Diremos que la clase de módulos Ω, escinde, si para
cualesquiera N,M ∈ Ω, tales que N es submódulo de M , N es sumando directo
de M . Ejemplos de clases de módulos que escinden son, la clase de todos los
módulos semisimples, la clase de todos los módulos inyectivos, y el conjunto de
sumandos directos, S(M), de un módulo M . Si la clase Ω, escinde, la función
KS`, con dominio Ω, satisface la condición 1 en la de�nición de función de
rango, es decir, satisface la condición de que KS`(N) ≤ KS`(M) siempre que
N,M ∈ Ω y N es isomorfo a algún submódulo de M . En el caso en el que Ω
sea la clase de todos los módulos semisimples o la clase de todos los módulos
inyectivos, la funciónKS` es una función de rango aditiva. Más aún, en el caso en
el que Ω sea la clase de todos los módulos semisimples, la función KS` coincide
tanto con la función Gdim, que a cada módulo M le asocia su dimensión de
Goldie, GdimM , como con la función dGdim, que a cada módulo M le asocia
su dimensión dual de Goldie, dGdimM . Más aún, si Ω es la clase de todos los
módulos semisimples artinianos, entonces KS` coincide también con la función
`, que a cada módulo M le asocia su longitud `(M), y en este caso, KS` es una
función de rango �nita y aditiva.

Existen módulosM tales que la función KS`, con dominio el conjunto de su-
mandos directos, S(M), deM , no es una función de rango. Para ver esto usamos
el siguiente teorema. Una demostración de este resultado se puede encontrar en
[4]. Antes, recuérdese que todo monoide conmutativo A es, de forma natural, un
conjunto preordenado, con el orden de�nido por la siguiente relación: a ≤ b con
a, b ∈ A si existe c ∈ A tal que b = a+ c. Diremos que un monoide conmutativo
A es reducido, si para todo a, b ∈ A, la ecuación a+b = 0 implica que a = b = 0.
Diremos también que u ∈ A es una unidad de orden en A si para todo a ∈ A
existe n ∈ N tal que a ≤ nu. Dado un módulo M , denotaremos por add(M) a
la colección de todas las clases de isomor�smos de sumandos directos de sumas
directas �nitas de copias de M . Es fácil ver que add(M) junto con la operación
[N ] + [L] = [N ⊕ L] es un monoide conmutativo y reducido y que la clase [M ]
es una unidad de orden para add(M).

Teorema 9.1. Sea A un monoide conmutativo y reducido. Sea u ∈ A una uni-
dad de orden en A. Entonces existen un anillo R y un isomor�smo de monoides
Ψ del monoide add(RR) en A tal que Ψ([RR]) = u.

De (9.1) se sigue que existen módulos M tales que la función KS`, con dominio
el conjunto de sumandos directos, S(M), de M no es una función de rango.
Efectivamente, sea A el submonoide aditivo de N generado por 2 y 3, con 6 como
unidad de orden. Por (7.1) existen un anillo R y un isomor�smo de monoides
Ψ de add(RR) en A tal que Ψ([RR]) = 6. Así, salvo por isomor�smos Ψ−1(2) y
Ψ−1(3) son sumandos directos inescindibles de R. Más aún, R = Ψ−1(2)3 y R =
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Ψ−1(3)2 son dos descomposiciones inescindibles de R. Se sigue que KS`(R) ≥ 3,
pero que KS`(Ψ−1(3)) + KS`(Ψ−1(3)) = 2. Así, la función KS` no es una
función de rango en S(RR).
Dedicaremos el resto de esta sección a la caracterización de módulos M , tales
que la función KS` es una función de rango �nita en S(M). El siguiente es el
resultado principal de esta sección

Teorema 9.2. Sea M un módulo. Supóngase que M tiene longitud de Krull-
Schmidt �nita. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. KS`, con dominio S(M), es una función de rango.

2. KS`, con dominio S(M), es una función aditiva.

3. Cualesquiera dos descomposiciones inescindibles de M tienen la misma
cardinalidad.

Más aún, si M satisface las condiciones anteriores, entonces para todo N ∈
S(M), KS`(N) es la cardinalidad de cualquier decomposición inescindible de
N .

A continuación reducimos la demostración de (9.2) a la demostración de un par
de lemas. Recuérdese que si un móduloM tiene longitud de Krull-Schmidt �nita,
entoncesM admite descomposiciones inescindibles �nitas. El siguiente lema dice
que en este casoM satisface una condición, en general, estrictamente más fuerte.
Si M =

⊕
α∈AMα y M =

⊕
β∈B Nβ son dos descomposicones de M , diremos

que la descomposición M =
⊕

α∈AMα de M se re�na en la descomposición
M =

⊕
β∈B Nβ de M si para todo α ∈ A existe una descomposición Mα =⊕

αγ∈Cα Nαγ de Mα tal que las descomposiciones M =
⊕

α∈A(
⊕

αγ∈Cα Nαγ ) y

M =
⊕

β∈B Nβ de M son iguales.

Lema 9.3. Sea M un módulo. Si M tiene longitud de Krull-Schmidt �nita,
entonces todas las descomposiciones de M se re�nan en descomposiciones ines-
cindibles �nitas.

Demostración. Sea M un módulo con longitud de Krull-Schmidt �nita. Sea
M =

⊕
α∈AMα una descomposición de M . Es claro que la descomposición

M =
⊕

α∈AMα de M se re�na en alguna descomposición inescindible �nita de
M si y sólo si el conjunto A es �nito y Mα tiene descomposiciones inescindibles
�nitas para todo α ∈ A. El conjunto A es �nito ya que M tiene longitud de
Krull-Schmidt �nita, y del hecho de que Mα tiene longitud de Krull-Schmidt
�nita para todo α ∈ A, se sigue que Mα tiene descomposiciones inescindibles
�nitas para todo α ∈ A. Esto concluye la demostración. �

La condición de que todas las descomposiciones de un módulo M se re�nen en
descomposiciones inescindibles �nitas es estrictamente más fuerte que la con-
dición de que M solamente admita descomposiciones inescindibles �nitas. Para
ver esto necesitamos el siguiente teorema. Una demostración de este resultado
se puede encontrar en [12]
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Teorema 9.4. Para todo A submonoide aditivo de N, existen, un anillo R y
un R-módulo M tal que el R-módulo Mn tiene descomposiciones inescindibles
�nitas si y sólo si n ∈ A

De (9.4) se sigue que existen módulos con descomposiciones inescindibles �nitas,
tales que no todas sus descomposiciones se re�nan en descomposiciones inescin-
dibles �nitas. Efecivamente, si hacemos A = 2N, entonces por (9.4), existen un
anillo R y un R-módulo M tal que el R-módulo M2 tiene descomposiciones
inescindibles �nitas, mientras que M no tiene descomposiciones inescindibles
�nitas. Así, M2 es un módulo con descomposiciones inescindibles �nitas, pero
tal que la desocmposición M = M ⊕M de M2 no se re�na en ninguna descom-
posición inescindible �nita. Esto prueba también que, en general, ni la clase de
todos los módulos con longitud de Krull-Schmidt �nita, ni la clase de todos los
módulos que cumplen con la condición de que todas sus descomposiciones se re-
�nan en descomposiciones inescindibles �nitas, aun siendo claramente cerradas
bajo sumandos directos, son cerradas bajo sumas directas �nitas.

Lema 9.5. Sea M un módulo. Sea N sumando directo de M . Supóngase que M
tiene longitud de Krull-Schmidt �nita. Si todas las descomposiciones inescindi-
bles de M tienen la misma cardinalidad, entonces todas las descomposiciones
inescindibles de N tienen la misma cardinalidad.

Demostración. Sea M un módulo con longitud de Krull-Schmidt �nita tal
que todas sus descomposiciones inescindibles tienen la misma cardinalidad.
Sea N ∈ S(M). Sean N =

⊕n
i=1Ni, y N =

⊕m
j=1N

′
j dos descomposiciones

inescindibles de N . Sea L ∈ S(M) tal que M = N ⊕ L. Sea L =
⊕l

k=1 Lk
una descomposición inescindible de L. Las descomposiciones inescindibles M =
(
⊕n

i=1Ni)⊕ (
⊕l

k=1 Lk), y M = (
⊕m

j=1N
′
j)⊕ (

⊕l
k=1 Lk) de M tienen cardina-

lidad n + l y m + l respectivamente, de lo que se sigue que n + l = m + l, es
decir n = m. Esto concluye la demostración. �

Demostración de 2.4 Obsérvese primero que el último enunciado del teorema,
junto con (9.5) implican 2. Supóngase ahora que KS` es una función de rango
en S(M). Demostramos, haciendo inducción sobre k, que si N1, ..., Nk ∈ S(M)

son inescindibles y tales que
⊕k

i=1Ni ∈ S(M), entonces KS`(
⊕k

i=1Ni) = k.
La base es trivial. Supóngase ahora que la a�rmación es cierta para k. Sean
N1, ..., Nk+1 ∈ S(M), inescindibles, tales que

⊕k+1
i=1 Ni ∈ S(M). De la hipótesis

de inducción se sigue que KS`(
⊕k

i=1Ni) = k. De esto y del hecho de que

KS`(Nk+1) = 1 y k < KS`(
⊕k+1

i=1 Ni) ≤ k + 1, se sigue que KS`(
⊕k+1

i=1 Ni) =
k+1. Esto demuestra la a�rmación. De esto y de (9.5) se concluye que 1 implica
el último enunciado del teorema. Es fácil ver que 3, nuevamente, junto con
(9.5), implica también el último enunciado del teorema. De esto se siguen las
implicaciones 1 ⇒ 2 y 3 ⇒ 2. Las implicaciones 2 ⇒ 1 y 2 ⇒ 3 son triviales.
Esto concluye la demostración. �

Dedicaremos el resto de esta sección a la caracterización de aquellos módulosM ,
tales que la longitud de Krull-Schmidt deM , KS`(M), es �nita. Es fácil ver que
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siM tiene longitud de Krull-Schmidt �nita, entonces N tiene longitud de Krull-
Schmidt �nita para todo N ∈ S(M). Así, el siguiente teorema caracteriza a los
módulos M tales que la función KS`, con dominio S(M) es una función �nita.
Recuérdese antes que una colección de submódulos {Mα : α ∈ A} de un módulo
M se dice que es independiente si Mα 6= {0} y Mα ∩ (

⊕
β∈A\{α}Mβ) = {0}

para todo α ∈ A, y obsérvese que el conjunto de sumandos directos S(M) es un
conjunto parcialmente ordenado con el orden dado por la contención.

Teorema 9.6. Sea M un módulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. M tiene longitud de Krull-Schmidt �nita.

2. Existe n ≥ 1 tal que todo subconjunto independiente de S(M) tiene cardi-
nalidad menor o igual que n.

3. Existe n ≥ 1 tal que toda cadena estrictamente ascendente en S(M) tiene
longitúd menor o igual que n.

4. Existe n ≥ 1 tal que toda cadena estrictamente descendente en S(M) tiene
longitúd menor o igual que n.

5. Existen funciones estrictamente crecientes de S(M) en N.

Más aún, si M satisface las condiciones anteriores, entonces KS`(M) es la ma-
yor de las cardinalidades de subconjuntos independientes de S(M), es la mayor
de las longitudes de cadenas estrictamente ascendentes en S(M), y es la mayor
de las longitudes de cadenas estrictamente descendentes en S(M), y si denota-
mos por X al conjunto de todas las funciones estrictamente crecientes de S(M)
en N, ordenado en términos de las imágenes de sus elementos (e.d. α ≤ β si
α(N) ≤ β(N) para todo N ∈ S(M), con α, β ∈ X), entonces X tiene mínimo,
y este es igual a la función KS` con dominio S(M).

Demostración. Las equivalencias 1⇔ 2 y 3⇔ 4 son triviales.
1 ⇔ 4: Supóngase primero que M tiene longitud de Krull-Schmidt �nita.

Sea M1 > ... > Mm una cadena estrictamente descendente en S(M). Supónga-
se, sin pérdida de generalidad, que M1 = M . Si para cada 1 ≤ i ≤ m − 1, M ′i
es tal que Mi = M ′i ⊕Mi+1, y hacemos M ′m = Mm, entonces M =

⊕m
i=1M

′
i

es una descomposición de M , de cardinalidad m. Se sigue que m ≤ KS`(M).
Supóngase ahora que toda cadena estrictamente descendente en S(M) tiene lon-
gitud menor o igual que n. Demostramos que KS`(M) ≤ n. Sea M =

⊕m
i=1Mi

una descomposición de M , con Mi 6= {0} para todo 1 ≤ i ≤ m. Si hacemos

M ′j =
⊕n−j

i=1 Mi para todo 1 ≤ j ≤ m, entonces M ′1 > ... > M ′m es una ca-
dena estrictamente descendente en S(M), de longitud m. Se sigue que m ≤ n.
Concluimos que KS`(M) ≤ n.

1 ⇔ 5: Supóngase que M tiene longitud de Krull-Schmidt �nita. Se sigue
claramente que todo sumando directo de M tiene longitud de Krull-Schmidt �-
nita. Así, la función KS`:S(M)→ N que a cada sumando directo deM le asocia
su longitud de Krull-Schmidt, está bien de�nida. La función KS` así de�nida
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es una función de S(M) en N, estrictamente creciente. Supongamos ahora que
existen funciones estrictamente crecientes de S(M) en N. Sea η : S(M) → N
una función estrictamente creciente. Haremos inducción sobre η(M) para de-
mostrar que toda descomposición de M tiene cardinalidad menor o igual que
η(M). El caso en el que η(M) = 0 es trivial. Supongamos ahora que el resultado
es cierto para todo 1 ≤ k ≤ η(M). Sea M =

⊕m
i=1Mi una descomposición de

M . Claramente η(M) ≥ η(
⊕m−1

i=1 Mi)+1, es decir η(
⊕m−1

i=1 Mi) ≤ η(M)−1. Se

sigue, de la hipótesis de inducción, que toda descomposición de
⊕m−1

i=1 Mi tiene
cardinalidad menor que η(M), en particular m−1 < η(M), es decir m ≤ η(M).
Concluimos que M tiene longitud de Krull-Schmidt �nita.

El último enunciado del teorema se sigue de 1⇔ 3, 2⇒ 4 y 4⇒ 1.
�

De (9.6) se sigue que si un módulo M es tal que existe una función de rango
aditiva y �nita ρ, con dominio S(M), tal que ρ(N) 6= 0 para todo N ∈ S(M),
entoncesM tiene longitud de Krull-Schmidt �nita y la funciónKS`, con dominio
S(M) es �nita. Más aún, en este caso, para todo N ∈ S(M) se cumple la
desigualdad

KS`(N) ≤ ρ(N)

En particular, si un módulo M tiene longitud �nita, es artiniano, neteriano,
tiene dimensión de Krull, tiene dimensión de Goldie �nita o tiene dimensión
dual de Goldie �nita, entonces M tiene longitud de Krull-Schmidt �nita y la
funciónKS`, con dominio S(M) es �nita. Más aún, en cualquiera de estos casos,
para todo N ∈ S(M), se cumple la desigualdad

KS`(N) ≤ min {GdimN, dGdimN, `(N)}

La siguiente proposición caracteriza la condición de que un módulo M ten-
ga longitud de Krull-Schmidt �nita, en términos del anillo de endomor�smos,
EndR(M), de M . Antes, recuérdese que el conjunto de idempotentes de un ani-
llo E es un conjunto parcialmente ordenado con el siguiente orden: Dados dos
idempotentes e, e′ en E, se dice que e ≤ e′ si ee′ = e = e′e, o equivalentemente,
si ime es sumando directo de ime′ en E-Mod. De�nimos la longitud de Krull-
Schmidt del anillo E, KS`(E), como el supremo de las longitudes de cadenas
estrictamente descendentes en el conjunto de idempotentes de E.
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Proposición 9.7. Sea M un módulo. Sea E = End (M). Las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

1. M tiene longitud de Krull-Schmidt �nita.

2. EE tiene longitud de Krull-Schmidt �nita.

3. EE tiene longitud de Krull-Schmidt �nita.

4. E tiene longitud de Krull-Schmidt �nita

5. Existe n ≥ 1 tal que E no tiene cadenas estrictamente ascendentes de
idempotentes, de longitud mayor que n.

6. Existe n ≥ 1 tal que E no tiene subconjuntos de idempotentes ortogonales
de cardinalidad mayor que n.

Más aún, si M cumple con las condiciones anteriores, entonces

KS`(M) = KS`(EE) = KS`(EE) = KS`(E)

y este número es tanto la mayor de las longitudes de cadenas estrictamente
ascendentes de idempotentes en E como la mayor de las cardinalidades de sub-
conjuntos de idempotentes ortogonales en E.

Demostración. Sean e, e′ dos idempotentes en E. Entonces e ≤ e′ si y sólo
si para cualquier anillo S y cualquier S-módulo N tal que E = EndS(N), el
sumando directo e(N) de N , es sumando directo del sumando directo e′(N) de
N . El resultado se sigue de esto y del hecho de que para cualquier anillo S y
cualquier S-módulo N tal que E = EndS(N), todo sumando directo de N es
imágen e(N) de algún idempotente e ∈ E. �

De (9.7) se sigue que anillos con dimensión de Goldie izquierda (derecha) �nita y
anillos con dimensión dual de Goldie izquierda (derecha) �nita tienen longitud de
Krull-Schmidt �nita. En particular, anillos Goldie izquierdos (derechos), anillos
artinianos izquierdos (derechos), anillos neterianos izquierdos (derechos) y más
generalmente anillos con dimensión de Krull izquierda (derecha) y dominios de
Ore izquierdos (derechos), en particular, dominios conmutativos, tienen longitud
de Krull-Schmidt �nita. Más aún, cualquier módulo M con la propiedad de
que el anillo de endomor�smos de M , End(M), satisface cualquiera de estas
condiciones, tiene longitud de Krull-Schmidt �nita.
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