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Introduccion

El problema de existencia de grupos abelianos libres de torsién, inescindibles, de
rango arbitrariamente grande es uno de los problemas centrales en la teoria de
grupos abelianos infinitos. En [13] se demuestra la existencia de grupos abelia-
nos, libres de torsion, inescindibles, de rango 280, M4s afin, en [14] se demuestra
la existencia de grupos abelianos, libres de torsién, inescindibles, de rango el
primer cardinal débilmente inaccesible. En este trabajo introducimos un marco
de trabajo en el cuél problemas similares pueden ser tratados. Con este fin intro-
duciremos los conceptos de funcién de rango, y de problema de rango asociado
a la pareja formada por una funcién de rango y un cardinal. Sera claro que el
concepto de problema de rango provee un marco formal bajo el cual los resulta-
dos antes mencionados tienen formulaciones naturales. Abordaremos problemas
de rango asociados al anillo de cocientes de dominios de Ore y problemas de
rango asociados a cogeneradores inyectivos minimos en extensiones triviales.

A continuacion presentamos el contenido de cada una de las secciones que com-
ponen este trabajo.

Seccion 1: En esta primera pequena seccidon estableceremos el marco formal bajo
el cual trataremos los resultados centrales que componen este trabajo. Introdu-
ciremos tanto el concepto de funcién de rango como el concepto de problema
de rango asociado a la pareja formada por una funcién de rango y un cardinal.
Presentaremos ejemplos relevantes relativos a estos conceptos.

Seccion 2: En esta secciéon estudiamos problemas de rango asociados al anillo
de cocientes de dominios de Ore. Haremos esto mediante el calculo de clases de
equivalencia unital de elementos irreducibles centrales. Enlistaremos ejemplos
en los que nuestros resultados sean aplicables. Dividiremos los ejemplos rele-
vantes en dos clases, ejemplos conmutativos y ejemplos no conmutativos. Los
ejemplos no conmutativos presentados en esta secciéon estarédn definidos median-
te extensiones de Ore de dominios conmutativos neterianos. Los resultados de
esta primera seccién seran independientes de las secciones restantes.

Seccion 3: En esta seccién introducimos el concepto de grafica de médulos ci-
clicos. Haciendo uso de esta construccién introduciremos los conceptos de di-
mensién combinatoria y de dimensién fundamental combinatoria de un médulo.
Demostraremos que ambas cantidades, cuando existen y son finitas, acotan supe-
riormente a la longitud de Krull-Schmidt. Finalmente, presentaremos, haciendo
uso de esto, criterios puramente combinatorios, tanto de inescindibilidad como
de existencia de descomposiciones inescindibles finitas.

Seccion 4: En esta seccién presentaremos ejemplos y aplicaciones de conceptos
introducidos en la seccién 3. Presentaremos soluciones a problemas de rango
finito asociados a cogeneradores minimos en extensiones triviales de dimensién
finita.



Seccion 5: En esta seccién generalizamos construcciones hechas en la seccién
4. Presentaremos, involucrando estas construcciones, conjeturas que impliquen
la existencia de soluciones, en rangos arbitrariamente grandes, a problemas de
rango asociados a cogeneradores minimos en extensiones triviales de dimensién
finita,

Seccion 6: En esta seccién presentaremos una reformulaciéon categoérica del con-
cepto de grafica de médulos ciclicos. Haremos esto definiendo familias de fun-
tores concretos entre categorias concretas adecuadas, de forma que estas cons-
trucciones generalicen las construcciones hechas en la seccién 2. Estudiaremos
propiedades de las categorias involucrados y estudiaremos cuales de estas pro-
piedades son preservadas por los funtores mencionados.

Seccion 7: En esta secciéon presentamos aplicaciones de conceptos introducidos
en la seccién 6. Introduciremos criterios que garanticen la existencia, bajo ciertas
condiciones, de soluciones a problemas de rango en rangos arbitrariamente gran-
des y en rangos infinitos. Probaremos que estos criterios, junto con conjeturas
relacionadas, implican la existencia de soluciones, en rango infinito, a problemas
de rango asociados a cogeneradores inyectivos minimos en extensiones triviales
de dimension finita

Seccion 8: En esta pequena seccién presentaremos dos resultados de aproxima-
cién en el calculo de gréaficas de médulos ciclicos. Los resultados de esta seccién
son versiones de resultados presentados en secciones anteriores, que sin embargo
no tienen aplicaciones directas en el resto del trabajo.

Seccion 9: En esta dltima seccién presentamos un estudio de la longitud de
Krull-Schmidt como posible funcién de rango. Estudiaremos los casos en los
cuales esta funcién es una funcién de rango finita. Caracterizaremos a aquellos
modulos que definen, mediante sus conjuntos de sumandos directos, dominios
bajo los cuales la longitud de Krull-Schmidt es una funcién de rango finita. Esta
seccion es independiente del resto del trabajo.

Asumiremos que el lector esté familiarizado con conceptos de la teoria de méodu-
los sobre anillos no conmutativos, incluyendo conceptos relacionados a dimensio-
nes en categorias de médulos, conceptos basicos relacionados a descomposiciones
de moédulos, y conceptos relacionados a dominios de Ore y sus anillos de cocien-
tes. Referiremos al lector a [1], [23], [11], y & [21] en lo que respecta a definiciones
y notacién relacionada a estos conceptos. Asumiremos también que el lector esta
familiarizado con lo més béasico de la teoria de categorias concretas y con lo més
bésico de la teoria de graficas. Referimos al lector a [2] y a [5] respectivamente
en lo que respecta a definiciones y notacion relacionadas a estos conceptos.
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1. Problemas de rango

En esta seccién introducimos el concepto de problema de rango asociado a la
pareja formada por una funcién de rango y un cardinal. Este concepto sera
fundamental en secciones subsecuentes. El concepto de problema de rango pro-
veerd el marco formal bajo el cual seran tratados los resultados de el resto de
este trabajo.

A lo largo de esta seccion la letra R denotara un anillo asociativo con 1. La pa-
labra mddulo significard R-moédulo izquierdo, y la palabra morfismo significara
morfismo en la categoria de R-moédulos izquierdos R-Mod.

Dada una clase de mddulos €2, diremos que una funcién p, con dominio €, y
codominio la clase de todos los cardinales, es una funcién de rango si:

1. p(N) < p(M) para todo N,M € Q tales que N es isomorfo a algin
submoédulo de M.

2. p(M®N) <p(M)+ p(N) para todo M, N € Q tales que M & N € Q

En este caso, para cada M € Q, llamaremos al cardinal p(M), el rango de M,
con respecto a la funcién de rango p.

Funciones de rango, asi definidas, definen invariantes salvo por isomorfismos en
sus dominios de definicién, es decir, si p es una funcién de rango con dominio
Qy M,N € Q son isomorfos, entonces p(M) = p(N). Funciones de rango, en
general, sirven propoésitos de organizacion y estratificacion en sus dominios de
definicion. En general, se considera que mientras mas grande sea el rango de un
modulo, més “dimensiones de complejidad” tiene éste.

Las funciones Gdim y dGdim, que a cada médulo M, le asocian su dimensién
de Goldie, GdimM , y su dimensiéon dual de Goldie, dGdimM , respectivamente,
son funciones de rango con dominio R-Mod. Mas generalmente, si p es una
funcion aditiva (i.e. p(M & N) = p(M) + p(N)) tal que p(N) < p(M) para
todo N, M tales que N es isomorfo a algin submédulo de M, entonces p es una
funcién de rango. En particular, la funcién ¢, que a cada moédulo M le asocia
su longitud, ¢(M), es una funcion de rango con dominio R-Mod. Las funciones
|Kdim| y |dKdim|, que a cada médulo M, con dimension de Krull, le asocian
la cardinalidad de su dimension de Krull, |KdimM|, y la cardinalidad de su
dimension dual de Krull, |dKdimM|, respectivamente, son funciones de rango,
no aditivas, con dominio la clase de todos los médulos con dimension de Krull.

Dado un moédulo F, denotaremos por Qg la clase de todos aquellos médulos
que son isomorfos a submodulos de sumas directas de copias de E. Definimos la
funcién rkg, con dominio Qg como sigue: Si M € Qg, rkg(M) serd el minimo
cardinal x tal que M es isomorfo a algin submédulo de la suma directa de &
copias de E. La funcién rkg asi definida es una funcién de rango, no necesa-
riamente aditiva, con dominio 2. Obsérvese que en el caso en el que R=7Zy
E = Q, la clase (g es igual a la clase de todos los grupos abelianos libres de
torsion, y para cada grupo abeliano libre de torsion G, el cardinal rkg(G) es
igual al rango de G.



Dados, una funcién de rango p, con dominio €, y x un cardinal, diremos que
un moédulo M es solucion al problema de rango asociado a la terna (€, p, ), si
M € Q, M es inescindible, y p(M) = k. Si p es igual a la funcion de rango rkg,
asociada a un moédulo E, diremos simplemente que el médulo M es solucién al
problema de rango asociado a la pareja (F, k) cuando M sea solucion al pro-
blema de rango asociado a la terna (Qg, kg, x). En este caso, el enunciado: El
problema de rango asociado a la pareja (E, k) tiene solucion, debera traducirse
como: FExiste un mddulo inescindible M tal que M es isomorfo a algin submo-
dulo de E® | y k es el minimo cardinal con esta propiedad. Asi, si F es un
modulo semisimple, entonces el problema de rango asociado a la pareja (E, k)
tiene solucién si y solo si kK = 1. Mas generalmente, si R es igual al anillo de
enteros p-adicos, Z,, entonces el problema de rango asociado a la pareja (Q,, k)
tiene solucién en Z,, si y solo si k = 1. Mas aun, en [16] se demuestra que si R
es un dominio de valuacién, con campo de cocientes F, entonces el problema de
rango asociado a la pareja (F, k) tiene solucién solamente en el caso en el que
k = 1 si y s6lo si R es un dominio de valuacién discreta maximo. En el caso
enel que R=7Zy E = Q, los resultados de [13] pueden traducirse como: El
problema de rango asociado a la pareja (Q, k) tiene solucion para todo cardinal
k tal que k < 2%0. M4s atn, los resultados de [14] pueden traducirse como: El
problema de rango asociado a la pareja (Q, k) tiene solucion para todo cardinal
k tal que k es menor que el primer cardinal débilmente inaccesible.
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2. Problemas de rango sobre dominios de Ore

En esta seccién presentamos, en ciertos casos, soluciones a problemas de rango
asociados al anillo de cocientes izquierdo de dominios de Ore izquierdos. Utili-
zaremos técnicas similares a las usadas en [13] y [14], y asi generalizaremos los
resultados ahi obtenidos. Referimos al lector a [21] o [24] en todo lo referente a
dominios de Ore y sus anillos de cocientes

A lo largo de esta seccion la letra D denotard un dominio de Ore izquierdo. La
palabra mddulo, significard ahora, D-médulo izquierdo, y la palabra morfismo
significard, morfismo en D-Mod. Denotaremos por E al anillo de cocientes iz-
quierdos de D. Asi, E es un D-moédulo izquierdo y derecho, E, como D-mdédulo
izquierdo, es igual a la capsula inyectiva, E(D), de D como D-médulo izquierdo,
y para cualquier médulo M, E ®@p M es un E-espacio vectorial. Obsérvese que
en este caso la clase Qg definida en la seccién anterior coincide con la clase de
todos los médulos libres de torsion.

Diremos que a € D \ {0} es irreducible si la ecuacion a = be con b,¢c € D,
implica que b es una unidad en D o que c¢ es una unidad en D. Dados a,b €
D, irreducibles y centrales, diremos que a y b son unitalmente equivalentes, o
equivalentes salvo por unidades, si existe una unidad « en D tal que a = ub.
Obsérvese que esta es una relacion de equivalencia. El siguiente teorema serd el
resultado principal de esta seccién.

Teorema 2.1. Sean k1,k2 > 1 cardinales. Supdngase que D admite conjuntos
formados por 2k1 + ko ireducibles centrales no unitalmente equivalentes dos a
dos. Entonces el problema de rango asociado a la pareja (E,2%') admite al menos
272 — 1 soluciones salvo por isomorfismos.

A continuacién reducimos la demostracion de (2.1) a la demostracién de una
serie de lemas. El primero de éstos caracteriza a la funcién de rango kg en Qg
en términos de propiedades de E en D-Mod.

Lema 2.2. Sean M € Qg y k un cardinal. Las siguientes condiciones son
equivalentes.

1. rkg(M) = k.
2. M es isomorfo a algin submddulo escencial de E%).

3. dimpE ®p M = k.

Demostracion. Sea M € Qg. Obsérvese que M = D ®p M es submédulo
escencial de £ ®p M. De esta observacion se sigue 3<2. Se sigue también, de
esta observacion, el hecho de que M es isomorfo a algin submédulo escencial
de E@meE®DM) og decir, rkg(M) < dimpE ®@p M. Obsérvese también, que
si M es isomorfo a algian submodulo de E*), entonces E @p M es isomorfo a
algtin submoédulo de E(*). De esto se sigue que dimpE ®@p M < rkg(M). Esto
demuestra 1<-3. Esto concluye la demostracion. |
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Se sigue de (2.2) que un modulo M es solucién al problema de rango asociado
a la pareja (E, k) para algun cardinal x si y sélo si M es isomorfo a algin
submédulo esencial de E(). Es decir, en este caso, el enunciado: El problema de
rango asociado a la pareja (E, k) tiene solucion, debera traducirse como: E®)
admite submodulos inescindibles y esenciales.

Lema 2.3. Sea {M) : A € A} una coleccion de mddulos. Sea Mg € A y para cada
A € A tal que X # o, sean ay € My, by € My, y &x € D\ {0}. Supdngase que

1. M) es inescindible para todo \ € A.

2. Hom(My, M,) = {0} para todo A\, € A con X # p.
3. Para cada \ € A, &\ no divide a ay en M.

4. Para cada A € A, &5 no divide a by en M), .

FEntonces el D-submddulo

M = @M,\ + Z D& (ay +by)
AeA AeA\{Xo}
de @,ca(E ®p M) es inescindible. Mds atn, si My € Qg para todo \ € A,
entonces M € Qp y

rkp(M) =AY rkp(My)
AEA

Demostracion. Sea M = N @ L una descomposicion de M. Es facil ver, de la
definicion de M, que MN(E®p M) = M), para todo A € A. De esta observacion
y de 2 se sigue que M) es fuertemente invariante en M para cada A € A. Se
sigue que My = (M) N N) @ (M, N L) para todo A € A. Asi, ya que por la
condicién 1 cada M) es inescindible, se sigue que M) estd contenido en N o
L para cada A € A. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que M), < N.
Supongamos ahora que existe A € A tal que M) < L. La ecuacion

Ellax+by) =z +y

con x € N y y € L implica que ¢, divide a ay en N y a by en L lo cual implica
a su vez que &) divide tanto a ay como a by en M, una contradicciéon, ya que
por las condiciones 3 y 4, ni ay ni by son divisibles por £ en @, , M. De esto
y de la definicién de M se sigue que ni ay ni by son divisibles por £, en M. Se
sigue que My < N para todo A € A. Ahora, ya que Py, Mx es claramente
escencial en M, concluimos que M es inescindible. La conclusién sobre el rango
de M se sigue del hecho de que si todos los M)’s estdn cogenerados por E, M
claramente es escencial en E(AM Zaea 7R(Mx)) [ |

Lema 2.4. Sean k1,ks > 1 cardinales. Supongase que D admite conjuntos
formados por 2k, + ko irreducibles centrales no unitalmente equivalentes dos a
dos. Entonces existen, una coleccion de médulos {My : X € A}, de cardinalidad
251 un elemento N\g € A, y elementos ayx € My, by € My, y & € D\ {0},
A€ A\ {\o}, tales que satisfacen las condiciones de (2.3).
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Demostracion. Sean {ay :v €T}, {by,:v €T}, y {c;: € A} tres conjuntos
ajenos, formados por irreducibles centrales en D, no unitalmente equivalentes
dos a dos. Supongase que |I'| = k1 y que |A| = ka. Sea © la coleccion de todos
los conjuntos de la forma {d, : d, € {ay,by}Vy € I'}. Claramente |©] = 2",
Ahora, para cada 0 € ©, sea My el siguiente submodulo de F

Y Ddt

d, €0

Entonces, para cada 6 € O, My, por ser submodulo del modulo uniforme F,| es a
su vez uniforme, y entonces inescindible, es decir, la coleccion { My : 6 € O} satis-
face la condicién 1 de (2.3). Ahora, sean 0,60’ € © tales que 6 # 6'. Demostramos
que Hom(My, My:) = {0}. De la definicion de O es claro que ni 0 esté contenido
en 0, ni ¢ esta contenido en 6. Asi, sea d, € 6\ 0'. Sea ® € Hom(My, My/).
Del hecho de que los a,’s y los b,’s son centrales, irreducibles, y dos de ellos no
son equivalentes salvo por unidades, se sigue facilmente que ningan elemento de
My \ {0} es divisible por d,. De esto y del hecho de que 1p es divisible por
dy en My se sigue que ®(1p) = 0. De esto concluimos, ya que D es escencial
en My, que & = 0. Asi, la coleccion {My : § € ©} satisface la condicion 2 de
(2.3). Finalmente, higase © igual a A, cualquier 6y € © igual a Ao, y cualquier
sucesion formada por elementos del conjunto {cs : § € A} igual a la sucesion &y,
A€ A\ {Xo} en (2.3). Es inmediato que en este caso la coleccion {Mpy : § € O},
junto con la correspondiente sucesion de elementos de {cs : § € A}, 0y 6y sa-
tisfacen las condiciones de (3.2). Esto concluye la demostracion. |

Demostracion de 1.1 Sean {a,:vy €T}, {by,:v€T}, y © como en la de-
mostracion de (2.4). Se sigue, de (2.3) y de la demostracion de (2.4), que toda
sucesion, con indices en O, formada por elementos de cualquier subconjunto no
vacio de cualquier conjunto {cs: 0 € A} como en la demostracion de (2.4), de-
fine un moédulo inescindible de rango 2%'. Sean S, T subconjuntos no vacios de
{cs5 : 6 € A}. Supongase que S # T. Sean s y t dos sucesiones, con indices en ©,
formadas por elementos de S y T respectivamente. Finalmente, sean M y M,
modulos inescindibles de rango 2%t definidos como en la demostracion de (2.4)
por las sucesiones s y t respectivamente. Supdngase, sin pérdida de generalidad,
que S\ T # 0. Sea a € S\ T. Entonces, por la forma en que fueron construi-
dos, M, admite elementos distintos de 0, divisibles por a, mientras que ningin
elemento de M;, distinto de 0, es divisible por a. Se sigue que en este caso M
y M; no son isomorfos. Concluimos, de esto, de (2.3) y (2.4), que existen al
menos 272 — 1 médulos inescindibles no isomorfos de rango 271. Esto concluye
la demostracién. l

Asi, en el caso en el que D admita conjuntos formados por 2k + kg irreducibles
centrales no unitalmente equivalentes dos a dos, se puede asegurar que el pro-
blema de rango asociado a la pareja (F,2") admite al menos 272 — 1 soluciones
salvo por isomorfismos sobre D, para todo cardinal k tal que k < k1. Es decir,
en este caso se puede asegurar que E"), la suma directa de 2* copias de E
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admite al menos 272 — 1 submodulos inescindibles escenciales no isomorfos dos
a dos para todo cardinal x tal que k < Kq.

Dominios conmutativos, dominios neterianos izquierdos, y por lo tanto domi-
nios artinianos izquierdos y dominios de ideales principales por la izquierda son
ejemplos de dominios de Ore izquierdos. Dominios de Bezout izquierdos tam-
bién son dominios de Ore izquierdos. Los siguientes son ejemplos de dominios
conmutativos que satisfacen las condiciones de (2.1).

1. D = Z: 7Z admite conjuntos de R, irreducibles no unitalmente equivalen-
tes dos a dos, a saber, cualquier conjunto infinito de nimeros primos. Asi,
el problema de rango asociado a la pareja (Q,2%°) admite al menos 2%
soluciones salvo por isomorfismos sobre Z. Més generalmente. Sea a € Z
libre de cuadrados. La extension cuadratica, D = Z[+/a], de Z admite
conjuntos de ¥g irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos, a sa-
ber, cualquier conjunto de divisores primos, en D, de enteros primos. Asi,
para cada a libre de cuadrados, el problema de rango asociado a la pa-
reja (Q(y/a),2%0) tiene al menos 2% soluciones salvo por isomorfismos
sobre Z[y/a]. En particular, en el caso en €l que a = —1, el problema
de rango asociado a (Q(i),2"°) admite al menos 2%° soluciones salvo por
isomorfismos sobre el anillo de enteros Gaussianos, Z [i]. Esto demuestra
en particular, que Z[/a] no es un anillo de valuacién maximo para ningan
a libre de cuadrados. Mas aun, si denotamos por w a €27%/3 la extension
Z|w], de Z, es el anillo de enteros de Eisenstein. En este caso Z[w] también
admite conjuntos de g irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos,
a saber cualquier conjunto infinito de primos racionales congruentes con -1
mod 3. Asi, el problema de rango asociado a la pareja (Q(w), 2%°) admite
al menos 2% soluciones salvo por isomorfismos sobre Z[w].

2. D = Zy)- Seam € Z. Sea k el nimero de divisores primos distintos de m.
La localizacion, Z(,,) de Z en el ideal mZ es un dominio conmutativo con
exactamente m irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos, a saber,
divisores primos de m. Asi, en este caso, el problema de rango asociado a
la pareja (Q,2") admite solucién, sobre Z(,,), para todo n < [k/2] — 1.
En particular, ya que 2310 es igual al producto de los primeros 5 primos
racionales, el problema de rango asociado a la pareja (Q, 4) admite solu-
cion sobre Z(2310). Mas generalmente, sean R un dominio de factorizacion
unica, y a € R. Sea k el nimero de divisores primos distintos de a en R.
La localizacién R,y de R en el ideal Ra nuevamente es un dominio con-
mutativo, con exactamente k irreducibles no unitalmente equivalentes dos
a dos, a saber, los divisores primos distintos de ¢ en R. Asi, nuevamen-
te, en este caso, si F¥ denota al campo de cocientes de R, el problema de
rango asociado a la pareja (£,2") admite solucién sobre R,), para todo
n < |k/2] — 1. En particular, en el caso en el que R es igual a Z[i] o Z[w]
y a es igual a 100947 en el primer caso y a 43010 en el segundo caso, ya
que a es, en ambos casos, el producto de los primeros 5 primos racionales
positivos en R, el problema de rango asociado a la pareja (F,4) admite
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solucion sobre Z[i](100947) y sobre Z[w] 4310y donde E denota a Q(i) en el
primer caso y a Q(w) en el segundo caso.

. D = R[X]: Sean R un dominio conmutativo y X un conjunto algebrai-
camente independiente sobre R. El anillo de polinomios R[X] es un do-
minio conmutativo. Afirmamos que R[X] admite conjuntos de al menos
Vg |R||X] irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos. Supéngase
primero que R es un dominio finito. En este caso R = F, para alguna
potencia de primo ¢. En este caso, para cada x € X, R[z] admite Ry po-
linomios irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos. Cada uno de
estos polinomios es irreducible como polinomio en R[X], y dos de estos
polinomios son unitalmente equivalentes en R[z] siy solo si son unitalmen-
te equivalentes en R[X]. Asi, en el caso en el que R es un dominio finito,
R [X] admite conjuntos de al menos Ry | X| = g |R| | X| irreducibles salvo
por unidades. En el caso en el que R sea infinito, para cada x € X, el
conjunto de todos los polinomios ménicos de grado 1 es un conjunto de
irreducibles en R [x], no unitalmente equivalentes dos a dos. Nuevamente,
estos polinomios son irreducibles y no unitalmente equivalentes dos a dos
en R[X]. Asi, nuevamente en este caso R[X] admite conjuntos de irredu-
cibles no unitalmente equivalentes, de cardinalidad |R||X| = R |R||X|.
Concluimos que, si F/ denota al campo de cocientes de R, el problema de
rango asociado a la pareja (E(X),2") admite al menos 282X soluciones
salvo por isomorfismos para todo x < Ng|R||X|. En particular, si R es
igual a Fp,, Z[t], Zw], Z, 0 Q, y X = {z}, el problema de rango asociado
a la pareja (E(x),2%) admite al menos 2% soluciones salvo por isomor-
fismos, sobre R[z], donde E denota a F,, Q(i), y Q(w) en los primeros
tres casos respectivamente, y a Q en los dos casos restantes. Mas adn, en
el caso en el que R es igual a R o C, el problema de rango asociado a
la pareja (E(x),2") admite al menos 2°¢ soluciones salvo por isomorfismos
sobre R[X] para todo k < ¢, donde E denota a R en el primer caso y a C
en el segundo caso.

. D=R+ XS[X]: Sean Ry S dominios conmutativos. Sea X un conjun-
to algebraicamente independiente sobre S. Supéngase que R es subanillo
de S. Entonces el subanillo, R + XS [X], de S[X], admite conjuntos de
al menos Yo |R||X]| irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos.
Efectivamente, todo polinomio irreducible en R [X] es a su vez irreducible
como polinomio en R + XS [X], y dos de estos polinomios son unital-
mente equivalentes en R[X] si y solo si son unitalmente equivalentes en
R + XS [X]. Asi, si F denota al campo de cocientes de R y F' denota
al campo de cocientes de .S, entonces el problema de rango asociado a la
pareja (E + X F (X),2%) admite al menos 2%/ soluciones salvo por
isomorfismos sobre R + X S[X] para todo £ < R |R||X|. En particular,
si Resigual aZ, X = {x} y S esigual Z[i], Z|w], Q, R, o C, entonces el
problema de rango asociado a la pareja (Q+ xF [z],2%°) admite al menos
280 soluciones salvo por isomorfismos sobre Z + z.S [x] en todos los casos.

15



5. D = R[[X]]. Sea R un dominio conmutativo. Sea X un conjunto finito,
algebraicamente independiente sobre R. El anillo de series formales de po-
tencias R[[X]] es un dominio conmutativo. Afirmamos que si R admite
conjuntos formados por 2k1 + ko irreducibles no unitalmente equivalentes
dos a dos, entonces R[[X]] admite conjuntos formados por 2k; + ko irre-
ducibles no unitalmente equivalentes dos a dos. Sean = € X y f € R][z]].
Obsérvese que f es una unidad en R[[z]] si y solo si f(0) es una unidad
en R. Més aun, si f(0) es irreducible en R, entonces f es irreducible en
R[[z]]. La afirmacioén se sigue de esto y del hecho de que toda serie formal
de potencias irreducible en R][[z]] es irreducible como serie formal de po-
tencias en R[[X]], junto con el hecho de que dos de estas series formales
de potencias son unitalmente equivalentes en R[[z]] si y sélo si estas son
unitalmente equivalentes como series formales de potencias en R[[X]]. Asi,
si se supone que el dominio R admite conjuntos formados por 2«1 + k2
irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos, y denotamos por E al
campo de cocientes de R[[X]], entonces el problema de rango asociado a la
pareja (F,2") admite al menos 22 — 1 soluciones salvo por isomorfismos
sobre R[[X]] para todo x < k. En particular, si R es igual a Z, Z[i], o
Zlw] y X = {x}, el problema de rango asociado a la pareja (E,2%) ad-
mite al menos 2%0 soluciones salvo por isomorfismos sobre R[[z]], donde
E denota al campo de cocientes de Z[[x]], Z[i][[z]], y Z|w][[x]] respectiva-
mente. Méas atn, si R es igual a R o C, el problema de rango asociado a la
pareja (E,2%) admite al menos 2° soluciones salvo por isomorfismos sobre
R][x]] para todo k < ¢, donde E denota al campo de cocientes de R[[z]]
y C[[z]] respectivamente. Finalmente, supongase que R es un dominio de
factorizaciéon tnica, y que a € R admite k divisores primos distintos. En
este caso el problema de rango asociado a la pareja (E,2™) admite solu-
cién sobre R(q)[[z]] para todo n < |k/2] — 1. Asi, si hacemos R igual a Z,
Z[i], o Z]w], y hacemos a igual a 2310, 100947, o 43010 respectivamente,
entonces el problema de rango asociado a la pareja (F,4) admite solu-
ci6n sobre R[[z]], donde E denota el campo de cocientes de Z(a310)[[]],
Zi) (100947 [[%]], 0 Z]w](43010)[[%]] respectivamente.

6. D = E(U): Sea U una region en C. El anillo de funciones holomorfas
en U, E(U), es un dominio conmutativo. Afirmamos que E(U) admite
conjuntos de al menos ¢ irreducibles no equivalentes salvo por unidades
dos a dos. Para cada a € U sea f, € E(U) la funcién polinomial, en U,
definida por el polinomio z — a. f, asi definida es un elemento irreducible
de E(U). Mas atn, si b € U, entonces f, y f, son unitalmente equivalentes
en E(U) siy solo si a = b. Esto demuestra la afirmacion. Asi, si E' denota
al campo de cocientes de E(U), el problema de rango asociado a la pareja
(E,2") admite al menos 2° soluciones salvo por isomorfismos sobre E(U)
para todo £ < ¢. En particular, en el caso en el que U es igual a C, ]IGDQ,
H,y, H_, o cualquiera de estas regiones menos algin subespacio discreto,
el problema de rango asociado a la pareja (E,2"%) admite al menos 2°
soluciones salvo por isomorfismos sobre E(U) para todo cardinal « < c.
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7. D = Oy,. Sea V una variedad algebraica irreducible. Sea a € V. Supén-
gase que V' es suave en a. En este caso el anillo de gérmenes de funciones
de V en a, Oy, es un dominio local regular. Se sigue, del teorema de
Auslander-Buchsbaum [3], que Oy, es un dominio de factorizacién tuni-
ca. Supongase ahora que existen 2k; + ko subvariedades irreducibles de
V, que contienen a a. Se sigue, en este caso, que Oy, admite conjuntos
de 2k; + Ko ideales primos. Concluimos que Oy, admite conjuntos de
2Kk1 + k9 irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos. Asi, si E de-
nota al campo de cocientes de Oy, el problema de rango asociado a la
pareja (E,2%) admite al menos 22 — 1 soluciones salvo por isomorfismos,
sobre Oy, para todo cardinal £ < k.

Finalizamos esta seccién presentando ejemplos de dominios no conmutativos que
satisfacen las condiciones de (2.1). Sean R un anillo conmutativo y o € Aut(R).
Diremos que § € Endz(R) es una o-derivacion en R si

§(ab) = o(a)d(b) + d(a)b

para todo a,b € R. Dados, un automorfismo o € Aut(R) y 6 una o-derivacion en
R, definimos la extension de Ore de R, por o y 6, R [y, 0,0, como sigue: Como
grupo abeliano, R [y, 0, d] sera R [y], con coeficientes escritos por la izquierda, es
decir, R[y, 0, 6] serd el conjunto de expresiones formales de la forma > a;y’
donde n > 0 y a; € R para todo i. Definimos ahora el producto en R [y, o, ]
mediante la expresion

ya = o(a)y +d(a)

paratodo a € R, junto con sus consecuencias. Es facil ver que con esta estructura
R[y,0,d] es un anillo, no conmutativo en el caso en el que o # idr 0 § # 0.
Més atin, si R es dominio entero entonces R [y, o,d] es un dominio entero, y
si R es neteriano, R[y,o,d] también es neteriano (véase [21]). En el caso en
el que 0 = idg, ¢ es una derivacion y R|[y,o,d] es el anillo de polinomios
diferenciales en el anillo diferencial (R, ). En el caso en el que 6 =0, Ry, 0, 9]
es simplemente el anillo de polinomios torcidos en R con respecto a o (véase
[8] en los dos casos). Obsérvese que todo elemento irreducible en R es a su vez
irreducible como polinomio de grado 0 en R [y, o, 0]. Obsérvese también que un
elemento a € R, es central en R[y,c,d], como polinomio de grado 0 si y sélo si
se satisfacen las igualdades

0(a)=0yo(a)=a

Finalmente, obsérvese que dos irreducibles centrales en R son equivalentes sal-
vo por unidades en R si y sé6lo si estos son equivalentes salvo por unidades en
Rly,o,0]. Asi, si R es un dominio neteriano conmutativo, o € Aut(R), § es una
o-derivacién, y R admite conjuntos formados por 2k; + kg irreducibles no uni-
talmente equivalentes dos a dos satisfaciendo las igualdades antes mencionadas,
entonces R [y, 0, d] serd un dominio de Ore izquierdo y derecho admitiendo con-
juntos de al menos 2k1 + ko irreducibles centrales no unitalmente equivalentes
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dos a dos. Los siguientes son ejemplos de extensiones de Ore no conmutativas
que satisfacen las condiciones de (2.1).

1. D = R[X][y,d4,0): Sean R un dominio neteriano conmutativo y X un
conjunto finito y algebraicamente independiente sobre R. Sean d una deri-
vacibnen Ry ® : X — R[X] una funcién. Existe una unica derivacion 6,4,
en R [X] tal que d4,0(a) = d(a) para todo a € Ry tal que dq.0(x) = ®(z)
para todo x € X (véase [18]). Sid # 0 o ® # 0, el anillo de polino-
mios diferenciales sobre el anillo diferencial (R[X],da,¢), R[X][y,da,a],
es un dominio de Ore no conmutativo. Sea Ry el anillo de constantes de
R con respecto a d. Todo elemento irreducible en R4 es constante con
respecto a dq,¢ € irreducible en R[X] como polinomio de grado 0, y dos
elementos de R4 son unitalmente equivalentes en R si y sélo si estos son
unitalmente equivalentes en R[X]. Asi, si se supone que R, admite con-
juntos formados por 2k; + ko irreducibles no unitalmente equivalentes en
R dos a dos, entonces R[X] admite conjuntos formados por 2k + k2 irre-
ducibles centrales, constantes con respecto a 4,4, no equivalentes dos a
dos. Se sigue que en este caso, si denotamos por E al anillo de cocien-
tes izquierdo de R[X][y,dq4.3], €]l problema de rango asociado a la pareja
(E,2%) admite al menos 2%2 — 1 soluciones salvo por isomorfismos so-
bre R[X][y,dq4,0] para todo x < k1. En particular, si X = {z1,...,2,},
d=0,yexiste 1 <i < n tal que ®(z;) = d;; para todo 1 < i < n,
donde d; ; denota la funcién delta de Kronecker, entonces ®4 4 coincide
con la i-ésima derivada parcial formal, 9/0x; en R[z1, ..., z,]. En particu-
lar, si n = 1, 04,6 coincide con la derivada formal en R[z]. Asi, si R es
igual a Z, Z]i], o Z|w], entonces el problema de rango asociado a la pare-
ja (E,2%0) admite al menos 2% soluciones salvo por isomorfismos sobre
Rlx1,...,xp][y, 0/0x;], donde E denota al anillo de cocientes izquierdo de
Zlz1, ..., xn]y, 0/0x;), Zli][x1, ..., xnl[y, 0/0x;], 0 Z|w][z1, ..., xn][y, O] Ox;]
respectivamente. Supongase ahora que existe z € X tal que ®(z) = 0. En
este caso, todo polinomio irreducible en R;[z] es constante con respecto a
d4,0, € irreducible en R[X]. Mas atn, dos polinomios en Ry[z] son unita-
lente equivalentes en R[x] si y solo si, estos son unitalmente equivalentes
en R[X]. Asi, si R4[z] admite conjuntos formados por 2k + ko irreduci-
bles no unitalmente equivalentes dos a dos en R[z], entonces R[X] admite
conjuntos formados por al menos 2k; + kg irreducibles no unitalmente
equivalentes dos a dos, constantes con respecto a d44. Se sigue, que en
este caso, si E denota al anillo de cocientes izquierdo de R[X][y, dq4,0], €l
problema de rango asociado a la pareja (E,2") admite al menos 272 — 1
soluciones salvo por isomorfismos sobre R[X][y, d4.6] para todo x < k1. En
particular, supéngase nuevamente que g6 = 0/0z; para algiun i, y que
n > 2. En este caso, si R es igual a Q o F,, el problema de rango asociado
ala pareja (E, 2%0) admite al menos 2%0 soluciones salvo por isomorfismos
sobre R[X][y,0/0x;], donde E denota al anillo izquierdo de cocientes de
Q[X][y,0/0z;] y Fq[X]ly, 0/0x;] respecivamente. Mas atn, si R es igual
a R o C, el problema de rango asociado a la pareja (F,2") admite al me-
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nos 2¢ soluciones salvo por isomorfismos sobre R[X][y,d/0x;] para todo
k < ¢, donde E denota al anillo izquierdo de cocientes de R[X][y, 9/0x;]
y C[X]ly, 0/0x;] respectivamente.

. D =R[X][y,d]: Sean R un dominio neteriano conmutativo y X un con-
junto finito y algebraicamente independiente sobre R. Sea o € Aut(R) \
{idr}. Extendemos o a ¢ : R[X] — R[X] de la siguiente forma: &(a) =
o(a) para todo @ € Ry &(x) = x para todo x € X. Es facil ver que &
asi definido es un automorfismo de R [X]. El anillo de polinomios torcidos
en R[X], con respecto a &, R[X][y, 7], es un dominio de Ore no conmu-
tativo. Sea R, el subanillo de R formado por aquellos elementos de R
fijados por o. Todo polinomio irreducible en R,[X] es irreducible como
polinomio en R[X], y ya que o es un automorfismo, dos de estos polino-
mios son unitalmente equivalentes en R,[X] si y solo si son unitalmente
equivalentes en R[X]. Se sigue que si R,[X] admite conjuntos formados
por 2k1 + ko irreducibles no unitalmente equivalentes dos a dos, entonces
R[X] admite conjuntos formados por 2k; + k4 irreducibles, fijados por o,
no unitalmente equivalentes dos a dos. Concluimos que en este caso, el
anillo de pilinomios en R[X], torcidos con respecto a &, R[X][y, ], admi-
te conjuntos formados por 2k1 + ko irreducibles centrales no unitalmente
equivalentes dos a dos. Asi, en este caso, si denotamos por E al anillo
izquierdo de cocientes de R[X][y, 5], el problema de rango asociado a la
pareja (E,2") admite al menos 22 — 1 soluciones salvo por isomorfismos
sobre R[X][y, 5], para todo k < k1. En particular, en el caso en el que R
esigual a C y o es la conjugaciéon compleja, el problema de rango asociado
a la pareja (F,2") admite al menos 2° soluciones salvo por isomorfismos
sobre C[X][y, 5] para todo k < ¢, donde E denota al anillo izquierdo de
cocientes de C[X][y, ¢]. Finalmente, supoéngase que R es igual a F,m para
algin m o igual a la cerradura algeraica ]Fp, de [F,,. Sea o el automorfismo
de Frobenius. Sea k tal que k y m son primos relativos. En ambos casos,
si F denota al anillo izquierdo de cocientes de R[X][y, "], el problema de
rango asociado a la pareja (F,2%0) admite al menos 28 soluciones salvo
por isomorfismos sobre R[X][y,5*].
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3. Dimensiones combinatorias

En esta seccién introducimos los conceptos de dimensién combinatoria y di-
mension fundamental combinatoria de un moédulo. Presentamos, usando estos
conceptos, en ciertos casos, criterios de inescindibilidad, puramente combina-
torios. En secciones posteriores presentaremos ejemplos y aplicaciones de estos
conceptos.

A lo largo de esta y las siguientes secciones, la letra R denotard nuevamente
un anillo asociativo con 1, que no necesariamente es un dominio de Ore izquierdo.
La palabra ideal significaré ideal bilateral en R, la palabra mddulo significard
nuevamente, R-mddulo izquierdo, y la palabra morfismo significara morfismo
en la categoria de R-moédulos izquierdos, R-Mod.

Definicién 3.1. Sean I un ideal, M un moédulo, y ¥ C M \ {0}. Definimos la
I-grafica de modulos ciclicos de ¥ en M, I'; (M, X)), como sigue:

1. El conjunto de veértices, |[I'r(M,X)| de T'7(M, X) sera el conjunto de todos
los submoédulo ciclicos, Rz, de M, generados por elementos de 3.

2. Si Rz y Ry son vértices de 't (M, X), entonces diremos que Rz y Ry son
adyacentes en I'y (M, X) si Tz N Iy # {0}.

Mas ain, si ¥ = M \ IM, escribiremos I';(M) en lugar de T';(M, ), y en este
caso diremos que I'; (M) es la I-grafica de médulos ciclicos de M

Asi, en el caso en el que I = {0}, la I-gréafica de modulos ciclicos de ¥ en M,
'/ (M,Y), es la gréafica discreta generada por el conjunto de todos los submo6dulos
ciclicos Rx de M, generados por elementos de X. Si M es semisimple, I'; (M, X)
serd, para cualquier ideal I, nuevamente la grafica discreta generada por el
conjunto de todos los submodulos ciclicos Rx de M, generados por elementos de
Y. Si I = Ry M es ahora un médulo uniforme, entonces I'y (M, X) serd la grafica
completa generada por todos los submédulos ciclicos Rz, de M, generados por
elementos de . En particular, las graficas

Loy (Z,Z\ {0}), Tz(F3,F3\ {0}), Tz(Z,Z\ {0})

son, la grafica discreta generada por un conjunto numerable de vértices, la gra-
fica discreta generada por tres vértices, y la grafica completa generada por un
conjunto numerable de vértices respectivamente.

Dados un ideal I y un médulo M, denotaremos por annyM al conjunto anulado
por I en M, es decir, anny M denotard al conjunto de todos los elementos a € M
tales que Ja = {0}. Denotamos también por annjM al conjunto anulado por
I, puntualmente en M, es decir, annjM denotard al conjunto de todos los
elementos a € M tales que existe » € I\ {0} tal que ra = 0. Es claro que,
en general, annyM C anniM, y que I?°M = {0} si y sélo si IM C annM.
Diremos que el ideal I es ideal de descomposiciéon de M si estas tltimas dos
contenciones son igualdades, es decir, diremos que [ es ideal de descomposicién
de M si se cumplen las igualdades
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IM = anniM = annj M

Denotaremos por ©(I) al dominio de descomposicion del ideal I, es decir, ©(I)
denotara a la clase de todos los médulos M tales que I es ideal de descompo-
sicion de M. Asimismo, denotaremos por ®~1(M) al codominio de descompo-
sicion del modulo M, es decir, D1 (M) denotara al conjunto de ideales I tales
que M € D(I). Si I € D~1(M), definimos la I-dimensién combinatoria de M
(cdimiM) como el numero de componentes de la I-grafica de modulos ciclicos,
(M), de M. Si D~ 1(M) # (), definimos entonces la dimensién combinatoria
de M (cdimM) como el minimo del conjunto de I-dimensiones combinatorias de
M, con I € D71(M). Presentaremos ejemplos de estos conceptos en secciones
posteriores.

Definimos la longitud de Krull-Schmidt de un modulo M, KS¢(M), como el
supremo del conjunto de cardinalidades de descomposiciones de M (véase [23]).
Asi, KS¢(M) es un cardinal, acotado superiormente por la cardinalidad de M, y
que a su vez acota superiormente a la cardinalidad de cualquier descomposiciéon
de M. Obsérvese que si M tiene longitud de Krull-Schmidt finita, entonces M
admite descomposiciones inescindibles finitas, y que K.S¢(M) =1 si y solo si M
es inescindible. El siguiente sera el resultado principal de esta seccién.

Teorema 3.2. Sea M un mddulo. Si cdimM existe y es finita, entonces

KSeM) < edimM

A continuacion reduciremos la demostracion de (3.2) a la demostracion de una
serie de lemas. Antes el siguiente corolario.

Corolario 3.3. Sea M un mddulo.

1. SicdimM existe y es finita entonces M admite descomposiciones inescin-
dibles finitas.

2. SicdimM =1 entonces M es inescindible.

Dados un ideal I, un médulo M, y un submédulo N de M, diremos que N es
submoédulo I-puro de M (N <; M) si se cumple la igualdad

IN=IMNN

Si N es submoédulo I-puro de M para todo ideal I, entonces diremos simple-
mente que N es un submédulo puro de M. Sumandos directos son ejemplos de
submodulos puros.

Lema 3.4. Sea I un ideal. Sean M y N dos mddulos. St N <; M, entonces
1. Si M € ©(I), entonces N € D(I).
2. T1(N) es subgrdfica completa de T'r(M)
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Demostracion. Supongase que M € ©(I). Del hecho de que IM C annyM se
sigue que IN C ann;N. Ahora, annjN = ann}MNN,y esto, ya que M € D(I),
es igual a IM N N, que a su vez, ya que N <; M, es igual a IN. Claramente
se sigue que IN = annyN = annjN. Concluimos que N € ©(I). Ahora, del
hecho de que N <; M claramente se sigue que N \ IN C M \ IM, de lo
que se sigue que |I';(N)| C [T'7(M)|. Es claro que la relacion de adyacencia en
I';(N) es la restriccion de la relacion de adyacencia en I';(M). Esto concluye la
demostracion. |

Lema 3.5. Sean M un mddulo y M = A® B una descomposicion de M. Sean
I € D YM) y Rx un vértice de T';(M). Si existe Ra vértice de T'1(A) tal que
Rz y Ra son adyacentes en T';(M), entonces v € A® IB.

Demostracion. Supongase que Rz y Ra son adyacentes en I';(M). Entonces
existen 7,7’ € I, con r,7’ # 0 tales que rx = r’a. Si hacemos z = a + 3, con
a € Ay B € B, entonces rz = ra + rf = r’a. Se sigue que rf8 = r’'a — ra, por
lo que r8 € AN B = {0}. Asi, 8 € annjM, de lo que se sigue que § € IB. Esto
concluye la demostracion. |

Lema 3.6. Sea M un mddulo. Sea M = A & B una descomposicion de M.
Sea I € ®~1(M). Si Rxy, ..., Rw,, es una trayectoria en I'r(M) tal que x1 € A,
entonces existe una trayectoria Ray, ..., Ra, en I't(A) tal que 1 = a1 y tal que
Ix; = Ia; para todo 1 <i < n.

Demostracion. Hacemos induccion sobre n. El caso en el que n = 1 es trivial.
Supongamos ahora que el resultado es cierto para n, y sea Rx1,..., Rz, 1 una
trayectoria en I';(M) tal que 21 € A. Por la hipotesis de induccion existe una
trayectoria Ray, ..., Ra, en I';(A) tal que 1 = a; y tal que Ix; = Ia; para todo
1 < ¢ < n. Del hecho de que Ia, = Iz, se sigue, ya que Rz, y Rz, son
adyacentes en I'; (M), que Ra,, y Rz, 1 son adyacentes en I';(M). Se sigue, de
(3.5), que x,11 € ADIB. Asi, si ,41 = a+ 3, con a € Ay 8 € B, entonces
B € IB = ann}B, de lo que se sigue que Ix,41 = I(o + 8) = Ia. De esto se
sigue que si hacemos a,4+1 = a, entonces Ia,+1 = Ixpy1, ¥y Ran ¥ Rapny1 son
adyacentes en I';(A). Esto concluye la demostracion ]

Corolario 3.7. Sea M un médulo. Sea M = A® B una descomposicion de M.
Sean I € D Y(M) y Rx vértice de T';1(M). Si existe Ra, vértice de T';(A) tal
que Rx y Ra estdin en la misma componente de I'r(M), entonces x € A® IB

Demostracion. Supdngase que Rr y Ra estdn en la misma componente de
[';(M). Entonces existe una trayectoria Rx1, ..., Rz, tal que z1 = a y x, = x.
De (3.6) se sigue que existe una trayectoria Ray, ..., Ra, en I'1(A) tal que a1 = a
y tal que Ix; = Ia; para todo 1 < i < n. En particular Iz = Ia,. De esto, y de
(3.5) se sigue que z € A @ IB. Esto concluye la demostracion |

Corolario 3.8. Sea M un mddulo. Sea M = A @ B una descomposicion de
M. Sea I € D71 (M). Si Ra, Rb son vértices de I'1(A), entonces Ra y Rb estdn
en la misma componente de T'r(M) si y solo si Ra y Rb estén en la misma
componente de T'r(A).
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Demostracion. Supongase que Ra y Rb estan en la misma componente de
I';(M). Entonces existe una trayectoria Rx1, ..., Rz, en I'r(M) tal que 21 = a
y &, = b. De (3.6) se sigue que existe una trayectoria Raq, ..., Ra, en T';(A)
tal que a1 = x1 = a y tal que Ia; = Iz; para todo 1 < i < n. En particular
Ia, = Ib. Asi, la trayectoria Ray, ..., Ra,—1, Rb es una trayectoria en I';(A)
entre Ra y Rb, de lo que se sigue que Ra y Rb estan en la misma componente
de I';(A). La implicacién contraria es trivial. |

Lema 3.9. Sea M un mddulo. Sea I € D~1(M). SiT[(M) es conexa, entonces
M es inescindible.

Demostracion. Supéngase que I € D Y(M) y que T';(M) es conexa. Sea
M = A @ B una descomposicion de M. Supongamos que A # {0}. |[I'7(A)| # 0
ya que si A fuera igual a T A, entonces A seria superfluo en M. Sea x € M\ {0}.
Del hecho de que la gréafica I';(M) es conexa, y del hecho de que [T';(A)] # 0,
se sigue, de (3.5), que x € A @ IB. De esto concluimos que M = A® IB, de lo
que se sigue que B = IB. Concluimos, ya que I°B = {0}, que B = {0}. Esto
concluye la demostracion. |

Demostracion de 3.2 Supongase que cdimy M existe y es finita. Hacemos in-
duccion sobre cdimy M. La base de la induccion es (3.9). Supéngase que la propo-
sicion es cierta paran > 1. Supéngase que cdim;M = n+1.Sea M = @ .4 Mq
una descomposicion de M tal que M, # {0} para todo o € A. Sea oy € A.
Por (3.8) cada componente tanto de I';(Ma,) como de I'1(B e 4\ (g} Ma) estd
contenida en exactamente una componente de I';(M). Se sigue, ya que I'y (M, )
tiene al menos una componente, que

cdimgy @ M, <n
a€A\{ao}

De la hipotesis de induccion se sigue que [A \ {ag}| < n, es decir, que |A] < n+1.
Esto concluye la demostracion.ll

Asi, la I-dimension combinatoria, cdim;M de un modulo M con respecto a
algtin ideal I € ®~!(M), cuando es finita, es cota superior para la longitud
de Krull-Schmidt, K.S¢(M), de M. A continuacién mejoramos esta cota en los
casos en los que la I-grafica de modulos ciclicos, I'y (M), de M satisface ciertas
condiciones. Dados un ideal I, un moédulo M,y x € M \ IM, denotaremos por
C! ala componente generada por Rz en I'7(M). Diremos que un subconjunto X
de M\ IM es un subconjunto fundamental de M, con respecto a I si ¥ genera
a M pero la suma de [[';(M)|\ CL es submoédulo propio de M para todo z € .
Denotaremos por §(I) al dominio fundamental de descomposicion del ideal I,
es decir, §(I) denotara a la clase de todos los modulos M € D(I) tales que M
tiene subconjuntos fundamentales con respecto a I. Asimismo, denotaremos por
§~Y(M) al codominio fundamental de descomposicién del médulo M, es decir,
§~Y(M) denotara al conjunto de todos los ideales I tales que M € F(I). El
siguiente lema dice que el conjunto de componentes de I';(M) generadas por
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un conjunto fundamental de M, con respecto a I, no depende de la eleccion de
éste.

Lema 3.10. Sean I un ideal y M un mddulo. Sean X,Y subconjuntos funda-
mentales de M con respecto a 1. Entonces

{clizex}={C]:yex}

Demostracion. Supongase que z € X es tal que no existe 2/ € ¥ tal que
cl = Ci, Entonce?s Y osesy R;p.’ < ZRye\Fr(M)I\Ci Ry. El lado izquierdo (.ie
esta desigualdad es igual a M, mientras que el lado derecho es submédulo propio
de M, una contradicciéon. Esto concluye la demostracion. |

Asi, dados un ideal I y un médulo M, si I € (M), definimos la I-dimensién
fundamental combinatoria de M (fedim;M) como la cardinalidad del conjunto
de componentes de I'; (M) generadas por los elementos de cualquier subconjun-
to de M, fundamental con respecto a I. Si §~1(M) # 0, definimos entonces la
dimensién fundamental combinatoria de M (fedimM) como el minimo del con-
junto de I-dimensiones fundamentales combinatorias de M, con I € F~1(M).

Teorema 3.11. Sean I un ideal y M un mddulo. Si fedimiM existe y es finita,
entonces
KSUM) < fedimiM < edimiM

Demostracion. Sea ¥ C M\ IM fundamental con respecto a I. Sean Y7, ..., Y,
las componentes de I';(M) definidas por ¥. Sea M = @, ., M, una des-
composicion de M tal que M, # {0} para todo o € A. Del hecho de que
> Uaca IT1(Ma)| = M se sigue que existen ar,...,a, € A, no necesariamente
distintos, tales que Y; N |T';(My,)| # 0 para todo 1 < i < n. De (3.10) se sigue
que Y; C |T;(M,,)| paratodo 1 <i < n.Asi, > . Rx < @) ; M,,. Del hecho
de que el lado izquierdo de esta desigualdad es igual a M se sigue que |A| < n.
Concluimos que KS¢(M) < fedim;M. La parte derecha de esta desigualdad es
claramente menor o igual que cdim;M. | |

Corolario 3.12. Sea M un mddulo. Si fedimM existe y es finita, entonces
KSU(M) < fedimM
Corolario 3.13. Sea M un mddulo.

1. Si fedimM existe y es finita, entonces M admite descomposiciones ines-
cindibles finitas.

2. Si fedimM = 1, entonces M es inescindible.
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4. Problemas de rango sobre extensiones triviales

En esta seccion aplicaremos los conceptos introducidos en la seccién anterior a
la solucién de problemas de rango finito asociados a cogeneradores inyectivos
minimos en extensiones triviales de dimension finita.

Dados un campo k y un k-espacio vectorial V', definimos la extension trivial de
k por V, k x V, como sigue: Como k-espacio vectorial k x V serd k x V. Dados
(a,v), (byw) € kx V, definimos (a, v)(b,w) como (ab, bv + aw). Es claro que con
esta estructura k x V es una k-algebra conmutativa y unital, con (1x,0) como
1. La dimensién de k£ x V como k-dlgebra es dimiV + 1. El grapo de unidades,
U(kx V), de kxV es el conjunto £ x V. Se sigue que k X V es un anillo local,
con radical de Jacobson {0} x V. Asi, salvo por isomorfismos S = kx V/J(kx V)
es el tinico k x V-modulo simple, y un k£ x V-moédulo M es simple si y sélo si
dimiM = 1. Mas ain, ya que J(k x V) es claramente semisimple, se tiene la
igualdad

J(kx V)= Soc(k x V)

de lo que se sigue que k X V es semiartiniano con Gdim(k x V') = dim;V. De
esto ultimo se sigue que si Ey = E(S) es el cogenerador inyectivo minimo en

k x V-Mod, entonces E(M) = E{"™5°) para todo k x V-médulo M.
El siguiente sera el resultado principal de esta seccién.

Teorema 4.1. Sea k un campo. Sea V un k-espacio vectorial de dimension
finita.

1. Si k tiene caracteristica # 2, entonces el problema de rango asociado a la
pareja (Eg,m) tiene solucion para todo 1 < m < 3dimiV — 2.

2. Si k tiene caracteristica 2, entonces el problema de rango asociado a la
pareja (Eg,m) tiene solucion para todo m tal que 1 < m < dim;V,
dimpV + |dimV/2]| <i < 2dimiV —1 0 2dimgV + |dimiV/2]| —1 < i <
SdimkV — 2.

A continuacion reducimos la demostracion de (4.1) a la demostracién de una
serie de lemas.

Lema 4.2. Supongase que R es un anillo neteriano. Sea E un modulo inyectivo
e inescindible. Sean M € Qg y k un cardinal. Las siguientes condiciones son
equivalentes

1. k(M) = k.
2. M es isomorfo a algin submddulo esencial de E*).

8. BE(M)=E®,

Demostracion. Supongamos que R es neteriano. Sea E un moédulo inyectivo e
inescindible. Sea M € Qp. Ya que R es neteriano y E inyectivo, E®) es inyectivo
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para todo cardinal N. De esto se sigue claramente que 2 y 3 son equivalentes.
Supongamos ahora que rkg(M) = k. Ya que M es isomorfo a algin submoédulo
de E®) se sigue que E(M) es sumando directo de E(). De esto, y del hecho
de que E es inyectivo e inescindible, se sigue que E(M) = E®) para algin
cardinal X < k. De esto claramente se concluye que E(M) = E()_ Supongamos
ahora que E(M) = E®*). Sea X un cardinal tal que M es isomorfo a algtn
submédulo de E®). Se sigue que E(M) = E*) es sumando directo de E®) de
lo que claramente se sigue que x < N. Esto concluye la demostracion. |

Asi, en el caso en el que R sea un anillo neteriano y E sea un médulo inyectivo e
inescindible, el enunciado: El problema de rango asociado a la pareja (E, k) tiene
solucion, nuevamente deberd traducirse como: Existen submddulos esenciales e
inescindibles de E(). En particular, si V es un k-espacio vectorial de dimensién
finita, el anillo & x V es neteriano. En este caso, el cogenerador inyectivo minimo
Ey = E(9), es el tnico k x V-moédulo inyectivo e inescindible. Se sigue que la
funcién de rango rkg, es igual a la funcién Gdim, y el enunciado: El problema de
rango asociado a la pareja (Ey, k) tiene solucidn, es ahora equivalente al enun-
ciado: El problema de rango asociado a la terna (Qg,, Gdim, k) tiene solucion,
y este enunciado es a su vez equivalente al enunciado: Fxisten k x V-mddulos
inescindibles M, tales que dimySoc(M) = k.

Dados un ideal I y un modulo M, en el siguiente lema, denotaremos por I x M
al conjunto (J ¢ fa-

Lema 4.3. Sea I un ideal.

1. Sea {M, : o € A} una coleccion de médulos. Si M, € D(I) para todo
a € A, entonces @0 Mo € D(I).

2. Sea M un mddulo. Sea N un submddulo de M. Supdngase que

(I+M)NN = {0}
Si M € ©(I) entonces M/N € ©(I).

Demostracion. Sea {M, : @ € A} una coleccién de modulos tales que M, €
D(I) para todo a € A. Es claro, ya que I>M, = {0} para todo a € A, que
IP@®,ca My = {0}. Sea a € ann} @,c 4 Ma. Sea r € I\ {0} tal que ra = 0.
Para cada a € A sea 7, la proyeccion de @, ., Mo en M, . Entonces rm,(a) =0
para todo @ € A. Es decir, m,(a) € annjM, para todo o € A. Se sigue que
mol(a) € IM, para todo a € A, es decir, a € I P M. Esto concluye la
demostracion de 1.

Ahora, sean M € ©(I) y N un submoédulo de M tal que (I« M)NN = {0}.
Es claro, ya que I?M = {0}, que I?M + N/N = N. Sea a + N € ann}M/N.
Sea r € I\ {0} tal que ra € N. Ya que ra € (I * M) N N, se tiene que ra = 0,
es decir, a € annjM. Se sigue que a € IM, es decir a + N € IM + N/N. Esto
concluye la demostraciéon de 2. |

a€cA
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Asi, dado un ideal I, el dominio de descomposicion de I, D(I), es cerrado bajo
sumas directas, bajo cocientes que satisfacen la condicion 2 de (4.3), y por (3.4),
bajo submoédulos 7-puros. Se sigue que si R estd en el dominio de descomposiciéon
de I, entonces todo moédulo M que se pueda expresar como un cociente que
satisfaga la condicion 2 de (4.3) de algtin submoédulo I-puro de algin modulo
libre, esta también en el dominio de descomposiciéon de I. En particular, en este
caso, I es ideal de descomposicion de P para todo médulo proyectivo P. El

siguiente lema establece un criterio bajo el cual I es ideal de descomposicién de
R.

Lema 4.4. Supdngase que R es un anillo local. Entonces J(R) € D 1(R) si y
solo si J(R)? = {0}.

Demostracion. Es claro que si J(R) € D !(R), entonces J(R)? = {0}. Ahora,
sia € R\ J(R), entonces a € U(R). Se sigue facilmente de esto que ann’y p R C

J(R). Asi, si suponemos que J(R)? = {0}, claramente J(R) € D~}(R). |
Dado V, un k-espacio vectorial, es inmediato que

J(k x V)? = Soc(k x V)* = {0}

Es decir, por (4.4), J(kx V) = Soc(k x V) es ideal de descomposicion de k x V.
Se sigue que, en este caso, Soc(k x V) es ideal de descomposicion de P para
todo médulo proyectivo P. En particular, en el caso en el que k = Fo y V = F2,
Soc(Fy x F2) es ideal de descomposicion tanto de Fy x F3 como de (Fy x F3)2.
Ahora, es facil ver que

T goc(,xr2) (F2 X F3)

tiene un tnico vértice, mientras que la grafica

FSOC(FQ KF%)((FQ X F%)Q)

tiene tres componentes. Asi, mientras que cdim(Fy x F3) = 1, se tiene que
edim((Fy x F3)?) = 3. Concluimos que la funcién cdim que a cada médulo M,
tal que D~ 1(M) # 0, le asocia su dimensién combinatoria, cdimM, no es, en
general, una funcién de rango.

Demostracion de 4.1 A lo largo de la demostracion denotaremos por n a
dimyV e identificaremos a todo k-espacio vectorial W con k(@m&W) Sea m <
n. Sea W un subespacio de V tal que dimiW = n — m. Del teorema de la
correspondencia se sigue que kx V/ {0} ®W es un moédulo local con dimension de
Goldie m. Asi, el problema de rango asociado a la pareja (Eg, m) tiene solucién
para todo 1 < m <mn.

Ahora, supongase que W es un k-espacio vectorial tal que n < dimgW. Sea
i tal que 1 <14 < n—1. Denotaremos por W (i) al subespacio de W&V generado
por todos los vectores de la forma
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(Odimp W —n+i> v, —v,0;)

con v € k"%, y donde 0,,, denotara el vector 0 en k™ para cualquier m. Para
cada i tal que 1 <14 < n — 1, denotaremos por M; al moédulo

(k x V)?/Soc(k x V) (i)

Es facil ver que dimySoc(M;) = n + 1, de lo que se sigue que GdimM; = n + 1,
es decir, rkg,(M;) = n + i. Ahora, Soc(k x V) x (k x V)? es igual al conjunto
de todos los vectores de la forma (v,v), (v,0), o (0,v), con v € V, mientras que
Soc(kx V)(i) es el conjunto de todos los vectores de la forma (0;,v, —v,0;), con
v € k"% Obsérvese que la interseccién de estos dos conjuntos es igual a {0}
en el caso en el que k tiene caracteristica # 2, o en el caso en el que k tiene
caracteristica 2 e ¢ > |n/2]. Se sigue que si k tiene caracteristica # 2, o k tiene
caracteristica 2 e ¢ > |n/2], se tiene la igualdad

Soc(k x V) * (kx V)2 N Soc(k x V)(i) = {0}
De esto, de (4.3), de (4.4), y de las igualdades

Soc(k x V)* = {0} y Soc(k x V) = J(kx V)
se sigue que, en los casos mencionados, M; € ©(Soc(k x V')). Ahora, sea j €

{0,1}. Si @ es un elemento de EJ™ tal que anngyyaf = {0} y tal que para

todov eV
i (v,0;) sij=0
val =
! (Oia U) SIJ =1
entonces, M; y el submédulo
(kx V)ah + (kx V)ai

de Eg” tienen presentaciones iguales. Se sigue que son moédulos isomorfos.
Identificamos a M; con este modulo. Ahora, si identificamos submodulos ciclicos
de M; con soclos iguales, los submaédulos ciclicos de M;, generados por elementos
de M;\ Soc(k x V)M; son precisamente (k x V)ag, (kx V)ai,y (kx V)ad+ai,
con soclos V@0;, 0,8V, y el conjunto {(v,0;) + (0;,v) : v € V'} respectivamente.

Ahora, de la definicién de o} y o! se sigue que la existencia de elementos
distintos de 0 en

Soc(k x V)i N Soc(k x V)at, en Soc(k x V)i N Soc(k x V)ag + o}
y en

Soc(k x V)i N Soc(k x V)ah + o
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es equivalente a la existencia de soluciones no triviales, en k, de los sistemas de
ecuaciones homogéneos

1 = 0 mi—-u = 0 -un =0
z; = 0 z-y = 0 —wu =0
Tivi—yn = 0 mpr—vipi—y1 = 0 21 —y1 —vir1 = 0
: R oY Do
Tn —Yn—i = 0 Tn —Yn — Yn—i = 0 Tn—i — Yn—i —Yn = 0
~Yn—i+1 = 0 —yYn_iq1 = 0  ZTp41— Yn—it1 = 0
—Yn = 0 —Yn = 0 Tn — Yn = 0

respectivamente. Es facil ver que cada uno de estos sistemas tiene soluciones no
triviales en k. Se sigue que la gréfica I'goc(kxv) (M;) es completa para todo i. Es
decir edimM; = 1. Concluimos que el problema de rango asociado a la pareja
(Eo,m) tiene solucién para todo n < m < 2n — 1 en el caso en el que k tiene
caracteristica # 2, y para todo n + [n/2] < i < 2n — 1 en el caso en el que k
tiene caracteristica 2.

Ahora, para cada i tal que 1 <4 < n — 1, denotamos por M,,_;; al médulo

(Myp—1 @k x V) /soc(M,_1(7))

Es facil ver, nuevamente, que dimySoc(M,_1 ;) = 2n+i— 1, de lo que se sigue
que GdimM,,_1; = 2n+i—1. Nuevamente, en este caso, si k tiene caracteristica
# 2, 0 k tiene caracteristica 2 e i > |n/2], se tiene que

Soc(k x V)« (My—1 ®k x V)N Soc(M,_1)(i) = {0}

de lo que nuevamente se sigue que M,,_1,; € D(Soc(k x V')) en los casos antes
mencionados. Se sigue también que, la proyeccién canénica de M, _1 @k x V en
M, 1, restringida a M,,_1, es un isomorfismo. Identificamos asi a M,,_; con su
imégen bajo esta proyeccion. M,,_1 es asi, bajo esta identificacion, un submédulo
Soc(kxV)-purode M, 14,y por (3.4), U'soc(xnv)(My—1) es subgrafica completa
de FSOC(kD(V) (Mn—l,i)-

Sea a1, € Eg"“'*l tal que anngxyvan—1,; = {0} y tal que

vap—1,; = (Opqi1,0)

para todo v € V. Identificando a?_l € M, _1 con a?_l @0; en Egd”mk”“ para

todo j € {0,1}, es facil ver, ya que tienen presentaciones iguales, que M,,_1 ; es
isomorfo al submoédulo

(ExV)ad™ + (kx V)aP ™ + (kx V)a,_1,
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de E2"T~! Nuevamente identificando modulos ciclicos con el mismo soclo, es
facil ver que los submoédulos ciclicos de M,;,—1;, generados por elementos de
My, —1,; \ soc(k x V)M,,_1 ;, son entonces los modulos ciclicos generados por las
sumas dos a dos de ag_l, oy ag_l +a ! con a,_14, junto con (k x
V)an -1, Es decir, los vértices de I'goc(kx vy (Mn—1,:), identificando vértices con
el mismo soclo, son los vértices de I'goe(rnv)(Mp—1), junto con (kX V)a, 1y
los médulos ciclicos generados por sumas de o, —1,; ¥ los generadores de vértices
en FSoc(kle) (Mn—l)-
Ahora, la existencia de elementos distintos de 0 en

(kx V)a? ' n(kx V)ag_14, vy (kx V)ad ™ 0 (kx V)a! ™ + a1,

es equivalente a la existencia de soluciones no triviales, en k, de los sistemas
homogéneos

Ty =0 z—un = 0
T =0 z—y =0
Tipr—y1 = 0 zpa—yipi—y1 = 0
: R A s
Tp—Yn—i = 0 Tn — Yn — Yn—i = 0
~Yn—i+1 = 0 —Yn—iq1 =0
—Yn =0 —Yn = 0

respectivamente. Es inmediato que estos dos sistemas tienen soluciones no tri-
viales en k. De esto y del hecho de que I'goe(ixvy(Mpn—1) es completa, se sigue
que Tgoconv)(Mn—1,;) tiene a lo mas tres componentes, a saber, la compo-
nente generada por (k V)agfl, posiblemente la componente generada por
(kx V)ag*1 +ay,—1,4, ¥ posiblemente la componente generada por (kx V)ah 4
ag ™+ an 1

Asi, ya que todos los vértices en la componente de I'goe(kx vy (Mn—1,i), gene-
rada por (k x V)agfl + aup—1,4, tienen el mismo soclo, y todos los vértices en la
componente generada por (k x V)a} ! + ag—l + ay,—1,; tienen el mismo soclo,
el submoédulo generado por la unién de estas dos componentes tiene dimensién
de Goldie 2n. Se sigue que si ¢ > 1, es decir, si Gdim(M,,_1 ;) > 2n, entonces el
conjunto {agflmzn,l,i}, es un conjunto fundamental en M,,_; ;, con respecto
a Soc(k x V), de lo que se sigue que, en este caso, que fedim(M,—1,) = L.
De esto y de (3.13) concluimos que el problema de rango asociado a la pareja
(Fo,m) tiene solucion para todo 2n < m < 3n — 2 en el caso en el que k tenga
caracteristica # 2, y para todo m tal que 2n + [n/2] —1 < m < 3n — 2 en el
caso en el que k tenga caracteristica 2 y n > 2.

Finalmente, la existencia de elementos distintos de 0 en

(k X V)Oég_l +anp_1,;N (k‘ X V)Oz?_l +an-_1,
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es equivalente a la existencia de soluciones no triviales, en k, del sistema de
ecuaciones homogeneas

X1 = 0
Tn—1 = 0
Tn — U1 - 0
—Y2 = 0
—Yi = 0
T1—Yi+1 — N = 0
Tn—i—Yn —Yn—i = 0
Tp—it1 = Yn—it1 = 0
Ty — yn == 0
que en el caso en el que ¢ = 1, tiene soluciones no triviales. Se sigue que,

en este caso, la grafica I'goc(pwy)(My—1,;) tiene a lo méas dos componentes, a
saber, la componente generada por (k X V)ag_l, que en este caso contiene
al vértice (k x V)ozg_l + ap—1,4, y posiblemente la componente generada por
(k x V)ag_l + o' + a,_1,. Nuevamente, ya que todos los vértices en la
componente generada por (k x V)ay '+ a} "' + a,_1, tienen el mismo soclo,
el submédulo generado por esta componente, tiene dimension de Goldie n. Se
sigue, nuevamente, que el conjunto {ag ™", a,_1,}, es fundamental en M,_1;,
con respecto a Soc(k x V'), de lo que se concluye que fedim(M,—1,) = 1. De
(3.12) se concluye, finalmente, que, en el caso en el que k tiene caracteristica
# 2, el problema de rango asociado a la pareja (Fy, 2n) tiene solucién en k x V.
Esto concluye la demostracion.ll

Desafortunadamente el autor no sabe atn si en el caso en el que k tiene ca-
racteristica 2, el problema de rango asociado a la pareja (Fy,m), tiene so-
lucién, para m dentro los intervalos dimiV < m < dimi V + |dimgV/2]| y
2dimiV + |dimiV/2] =1 < m < 3dim;V — 2. Existen casos en los que
el problema de rango asociado a la pareja (Ep,m) tiene solucién para algin
m > 3dimV — 2, sin embargo, el autor no sabe atin en que casos exactamente
es que esto ocurre.
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5. Problemas de rango en rangos arbitrariamente
grandes

En esta seccién generalizamos las construcciones hechas en la demostracion de
(4.1). Presentaremos conjeturas relacionadas a estas construcciones y probare-
mos que estas conjeturas implican una version generalizada de (4.1). Generali-
zamos las construcciones hechas en la demostracion de (4.1) como sigue:

Sean k un campo y V un k-espacio vectorial de dimensién finita. Diremos que
una sucesion finita, posiblemente vacia, de enteros no negativos, s = {iy, ..., im },
es admisible, si i; < dimgV — 1y sii; <i;_1 paratodo 1 < j < m en el caso
en el que k tiene caracteristica # 2. En el caso en el que k tiene caracteristica
2, asumiremos ademas que todos los términos de una sucesiéon admisible s =
{i1, ..., % } satisfacen la desigualdad |dim;V/2] < i;.

Para cada sucesién admisible s, definimos el k£ x V-mo6dulo M, recursivamente,
como sigue:

1. Hacemos My igual a k x V.

2. Supoéngase que el médulo M ha sido definido. Sea 4,41 tal que la sucesiéon
5 U {im1} es admisible. Hacemos entonces M,yy;, ..} igual a

(Mg @k x V)/Soc(M;)(imi1)
Haciendo induccion sobre la longitud m de s = {i1, ..., i, } se sigue que:
1. dimgSoc(M,) = dimV + E;nzl i

2. Soc(k x V) x M &V N soc(Ms)(im+1) = {0} para todo i,,41 tal que la
sucesion s U {i;,4+1} es admisible.

Obsérvese que para cada 1 < i < dimiV — 1, My es igual a M; y My, _; ;3 es
igual a M,,_1 ;, como fueron definidos en la demostracion de (4.1). De 1 se sigue
la igualdad

m
GdimM, = dimV +_ i

j=1
De 2, junto con (4.3) y (4.4), se sigue que M € D(soc(kxV)) para toda sucesion
admisible s.
Dada una sucesion admisible s, de longitud m, y n < m, denotaremos por s,, a
la n-ésima truncacion de s, es decir, si s = {i1,...,%m }, entonces s, denotaré a
la sucesion {iy, ..., i, } . Se sigue, nuevamente de 2 arriba, que para cada sucesion
admisible s, de longitud m, y para cada n < m, el médulo M, se puede
identificar, salvo por isomofismos con un submoédulo Soc(k x V)-puro de M.
Asumiremos siempre que esta identificacion ha sido realizada. N
Ahora, para cada sucesion admisible s = {41, ...,%, }, sea a; € Eédlmkwrzj:l )
tal que
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bas = (OZ}”:l i)
para todo v € V. Definimos ahora, recursivamente, para cada sucesion admisible

(dim V43 )

s ={i1,...,im }, €l subconjunto X, de E, como sigue:

1. Haremos Yy igual a {oy}

2. Supéngase que el conjunto X4 ha sido definido. Sea 4,1 tal que la sucesion
s U {imy1} es admisible. Hacemos X ;) igual al conjunto

X X {Oim+1} + {asu{im+1}}
. . (dimy V32T 45) :
Es facil ver que M, y el submédulo de E ! , generado por X, tienen
presentaciones iguales. Se sigue que estos dos médulos son isomorfos. Obsérvese
que el conjunto X, asociado a la sucesion s = {i} es igual al conjunto de ge-
neradores de M; definidos durante la demostracion de (4.1), y que el conjunto
¥, asociado a la sucesion s = {n — 1,i} es igual al conjunto de generadores de
M,,_1 ; definidos durante la demostracion de (4.1).

El conjunto de vértices, |goekxvy(Ms)|, de la Soc(k x V)-grafica de modulos
ciclicos, I'soc(kxv)(Ms), de M, es igual al conjunto ¥, de sumas de diferentes
elementos de X;. Esta observacién, junto con la construcciéon recursiva de X,
establece, después del calculo de soluciones de todos los sistemas de ecuaciones
homogeneos de la forma

va = vb,v € V'\ {0}

con a,b € X, una descripcion recursiva de la Soc(k x V)-grafica de modulos
ciclicos de M.

Dada una sucesion infinita de enteros no negativos s, diremos que s es admisible
si todas sus truncaciones son admisibles. Conjeturamos lo siguiente:

Conjectura 5.1. Sea k un campo. Sea V' un k-espacio vectorial de dimension
finita. Si dimyV es suficientemente grande, entonces existen, un entero Ky,
una sucesién admisible infinita s, y una subsucesién infinita ¢ de s tales que
cdimM;,, < Ky para todo m.

Conjectura 5.2. Sea k& un campo. Sea V un k-espacio vectorial de dimension
finita. Si dimyV es suficientemente grande, entonces existen, un entero ¢y,
una sucesién admisible infinita s, y una subsucesién infinita ¢ de s tales que
M, € F(Soc(k x V))y fedimM,, < ¢y para todo m.

Finalmente, la siguiente proposiciéon dice que ambas conjeturas, (5.1) y (5.2),
implican la existencia de k x V-mo6dulos inescindibles con dimensién de Goldie
arbitrariamente grande, es decir, la siguiente proposicién dice que tanto la conje-
tura (5.1) como la conjetura (5.2) implican que el problema de rango asociado a
la pareja (Ep, m) tiene solucion para m arbitrariamente grande. Consideraremos
a este resultado como una version generalizada de (4.1).
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Proposicion 5.3. Sea k un campo. Sea V' un k-espacio vectorial de dimension
finita. Ambas conjeturas, (5.1) y (5.2), implican que si dimiV es suficientemen-
te grande, entonces, para cada n > 1 existe m > n tal que el problema de rango
asociado a la pareja (Eg,m) tiene solucion en k x V.

Demostracion. Supongase cierta la conjetura (5.1) para V', con constante Ky,
sucesion admisible infinita s y subsucesion infinita ¢ de s. Sea n > 1. Sea u tal
que

u
nky < g i
j=1

De las observaciones hechas anteriormente se sigue que nky < GdimM,. Del
hecho de que cdimM,, < Ky, junto con (3.2) se sigue que K.S¢(M;,) < ky. Sea
M, = @;_, M; una descomposicién inescindible de M;,. Entonces r < kv, y

ya que

T
nky < GdimM,;, = ZGdimMi
i=1
se sigue que existe 1 < j < r tal que GdimM; > n. Asi, M; es un k x V-médulo
inescindible tal que GdimM; > n. Concluimos que existe m > n tal que el
problema de rango asociado a la pareja (Ep, m) tiene soluciéon en k x V. La
demostracion de que (5.2) implica la proposicion, es analoga. |
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6. Categorificacion

En esta seccién presentamos una reformulacion categorica del concepto de gra-
fica de modulos ciclicos. Haremos esto definiendo familias de funtores concretos
entre ciertas categorias concretas, de forma que esta construccién generalice las
construcciones hechas en la seccién 2. Referimos al lector a [2] en todo lo refe-
rente a la teoria de categorias concretas. A continuaciéon definimos el dominio y
el codominio de nuestra construccion.

Definimos la categoria C como sigue:

1. La clase de objetos Obc de C sera la clase de todas las ternas (M, X, %)
tales que M es un modulo, ¥ C M\ {0} y ¥’ C X.

2. Dados dos objetos (M, %, %) y (N, A, A") en C, el conjunto de C-morfismos
Home((M,2,%), (N, A, A")) seré el conjunto de todos los f € Hom(M, N)
tales que f(X) C A, f(X') CA.

Hacemos que C, asi definida, sea una categoria concreta sobre R-Mod. La cate-
goria C serd el dominio de nuestra construccion.

En lo que resta de esta y las siguientes secciones, denotaremos por Gr a la
categoria de graficas con exactamente un lazo en cada vértice, y sus morfismos.
Obsérvese que Gr es una categoria concreta sobre la categoria de conjuntos y
sus funciones. Dado un ideal I, un modulo M y un subconjunto ¥ de M \ {0},
consideraremos, en el resto de esta y las siguientes secciones, que la [-grafica
de modulos ciclicos, T';(M,X), de X, en M, es un objeto de Gr. Obsérvese que
bajo esta consideracion, los resultados de las secciones 2, 3, y 4 siguen siendo
ciertos.

Denotaremos por G a la siguiente categoria:

1. La clase de objetos, Obg, de G sera la clase de todas las parejas (', A)
donde T" es un objeto en Gr y A es un conjunto, posiblemente vacio, de
vértices de T'.

2. Dados dos objetos, (I, A) y (IV,A’), en G, el conjunto de G-morfismos
Homg((T, A), (I, A")) sera el conjunto de todos los morfismos, en Gr,
f € Home,(T,TV), tales que f(A) C A"

Hacemos que G asi definida, sea una categoria concreta sobre Gr. La categoria
G seré el codominio de nuestra construccion.
Finalmente, dado un ideal I, definimos el funtor I'; : C — G como sigue:

1. Sea (M, %,¥') un objeto en C. Hacemos 'y (M, 3, %) igual a la pareja

r;(,x), | e

rex’
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2. Dados dos objetos (M,%,5) y (N,A,A’) en C, y un C-morfismo f €
Home((M,%,%'), (N, A,A")), hacemos

Ir(f) T2 (M, )| = [Tr(N, A

de forma que T';(f)(Rx) = Rf(z) para todo « € ¥, y extendemos I'z(f)
a un morfismo en G.

Obsérvese que I'; asi definido, es un funtor concreto, bien definido, entre las
categorias concretas C y G. Obsérvese también que la imdgen de una terna de
la forma (M, 3, 0) bajo el funtor T'; es igual a la I-grafica de modulos ciclicos
I';(M,Y), de ¥ en M, estudiada en las secciones 2 y 3. Asi, consideraremos a
la familia de funtores de la forma I'; como una categorificacién del concepto de
grafica de moédulos ciclicos.

A continuacién procedemos al estudio de las categorias concretas C y G. El
siguiente lema dice que C es una categoria concretamente completa, que ademés
admite coproductos concretos y limites directos concretos.

Lema 6.1. C es una categoria concretamente completa, admite coproductos
concretos, y admite limites directos concretos.

Demostracion. Demostramos primero que C es concretamente completa. De-
mostramos que C admite productos concretos. Sea {(My, Xq,X,) : @ € A} una
coleccion no vacia de objetos en C. Demostraremos que la terna

(1] Mo T] = TT %0

acA a€A a€A

junto con las proyecciones canénicas 7o, a € A, de [[,c 4 Mo en My, es produc-
to, en C, de {(M,,%,,%") : a € A}. Obsérvese primero que para cada «a € A,
la proyeccién 7, es un morfismo en C. Ahora, sea (N, A, A’) un objeto en C, y
sean fig @ (N, A A) — (Mg, X4,%)), @ € A, morfismos en C. Existe un tnico
morfismo p : N — [[,c4 Mo tal que mopu = o para todo a € A. De estas
identidades, junto con el hecho de que puo(A) C X, y pua(A) C X7, para todo
a € Asesigue que u(A) C [[,ca Ba, y que p(A") C T, ca X5, es decir, se sigue
que p es un morfismo en C. Concluimos que C admite productos concretos.

Demostramos ahora que C admite igualadores concretos. Sean (M, %, ¥) y
(N,A,A\’) dos objetos en C, y sean f,g: (M,3%, %) — (N,A, A’) dos morfismos
en C. El médulo K = ker(f—g), junto con la inclusiéon ¢ de K en M es igualador,
en R-Mod de la pareja f, g. Demostramos que la terna

(K,KNX,KNY)

junto con ¢, es igualador de la pareja f,g en C. Obsérvese que ¢ claramente es
un morfismo en C tal que fi = gi. Ahora, sea (L, A, A’) un objeto en C, y sea
o (LAJA)Y — (M,X,%Y) un morfismo en C tal que fu = gu. Ya que K,
junto con ¢ es igualador, en R-Mod, de la pareja f, g, existe un tnico morfismo
v: L — K tal que tv = u. De esta ecuacion, junto con el hecho de que u(A) C 2
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y (A" C %) se sigue que v(A) C KNX yv(A') C KNY, es decir, se sigue
que v es un morfismo en C. Concluimos que C admite igualadores concretos. De
esto y de [2,12.3] se sigue que C es concretamente completa.

Demostramos ahora que la categoria C admite coproductos concretos. Sea
{(My,X0,X.) : @ € A} una coleccion no vacia de objetos en C. Para cada o € A,
denotaremos por ¢, a la inclusién canoénica de M, en @aeA M,,. Demostramos
que la terna

(@ M, U ta(Za), U ta(2,)

a€cA acA acA

junto con morfismos ¢y, o € A, es coproducto, en C, de {(My, Yo, X)) : o € A}
Obsérvese que para cada « € A, ¢, es un morfismo en C. Ahora, sea (N, A, A’)
un objeto en C, y sean py : (My, 20, 20) — (N, A A), o € A, morfismos en
C. Existe un tnico morfismo p : @, . 4 Mo — N, en R-Mod tal que ptq = fio
para todo « € A. De estas ecuaciones, junto con el hecho de que pq(X,) C A
Y Ha(X,) € A para todo a € A, se sigue que u((Jycqta(Xa)) € Ay que
(Uaen ta(X4)) € A, es decir, se sigue que p es un morfismo en C. Concluimos
que C admite coproductos concretos.

Finalmente, demostramos que en C todo sistema dirigido admite limite direc-
to concreto. Sea {((Ma, Xa,%,),¢5) : o, B € A} un sistema dirigido en C. Para
cada a € A, denotaremos por ¢5° al morfismo canénico, de M, en lignMa, en
R-Mod. Demostraremos que la terna

(lim Ma, [ 02 (Za)s | 27 (1))
acA acA
junto con ¢, a € A, es limite directo, en C, de {((Ma,¥a,%)),05) : v € A}.
Obsérvese que para cada o € A, ¢ es un morfismo en C. Sea (N, A, A’) un
objeto en C, y sean pg, : (Mg, X0, %) = (N,A,A'), a € A, morfismos en C,
tales que pgpl = po para todo o, 3 € A tales que o < . Existe un tnico
morfismo p : li_rr>1Ma — N en R-Mod tal que po2® = u, para todo a € A. De
estas ecuaciones, junto con el hecho de que pq(3s) C Ay pa(X) C A’ para
todo a € A, se sigue que p(Uyeq 937 (Ea)) € Ay que p(Uqeq 9o’ (X0)) € A,
es decir, se sigue que p es un morfismo en C. Concluimos que C admite limites

directos concretos sobre R-Mod. Esto concluye la demostracion.
|

Dada una coleccion no vacia de objetos, {(My, Xq, X)) : @« € A}, en C, denota-
remos por

H (MOHZOHE:)) y por H (MOHEOHZ;)
acA acA

al producto y al coproducto respectivamente, en C, de {(My, Yo, XL) : o € A}.
Dado un sistema dirigido {((Ma,¥a,%,),¢5) : @« € A} en C, denotaremos por

lim (Mo, Lo, 3)
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al limite directo, en C, de {((Ma,Za,%5),¢5) : o € A}.

Obsérvese que en general, no todo par de morfismos en C admite coigualador
concreto en C. Para ver esto obsérvese que si k es un campo de caracteristica
# 2, entonces {0} es coigualador, en k-Mod, de la pareja idy, —idy. Asi, en C,
la pareja de endomorfismos de (k, k \ {0},0), idg, —idg, no admite coigualador
concreto en C.

El siguiente lema dice que la categoria G es concretamente completa y concre-
tamente cocompleta sobre Gr.

Lema 6.2. G es una categoria concretamente completa y concretamente cocom-
pleta.

Demostracion. Demostramos primero que G es concretamente completa.
Demostramos que G admite productos concretos. Sea {(I'n,Ay) : @ € A} una
coleccién no vacia de objetos en G. Definimos la grafica || T',, como sigue:

L. |Ha€A FO" = HaGA |F06|

2. Sia,b € [[,callal, entonces a y b son adyacentes en [] 4o si ma(a)
y 7ma(b) son adyacentes en I', para todo a € A, donde 7, denota la
proyeccion canoénica de [] ITw| en |T'y| para cada o € A

a€cA

acA

Es facil ver que la grafica [], .4 I'a, junto con las proyecciones canénicas mq,
a € A, es producto, en Gr, de la familia {T',, : « € A}. Demostramos que la
pareja

(I e TT A0)

acA acA

junto con los morfismos 7., @ € A, son producto, en G, de {(T'n, Ay) : @ € A}.
Obsérvese primero que 7, es morfismo, en G para todo o € A. Ahora, sea (I', A)
un objeto en G, y sean g, : (I A) = (T, Ay), @ € A, morfismos en G. Existe
un tnico morfismo p : I' = [[,c 4 e, en G tal que mop = pio para todo o € A.
De estas ecuaciones, junto con el hecho de que puo(A) C A, para todo a € A
se sigue que (A) C [[,ca Aa, es decir, se sigue que p es un morfismo en G.
Concluimos que G admite productos concretos sobre Gr.
Demostramos ahora que G admite igualadores concretos. Sean (I', A) y (I, A')

dos objetos en G. Sean f,g: (I',A) — (I", A’) dos morfismos en G. Definimos
la grafica I'¢ ; como sigue:

L [Tygl ={a€ll|: f(a) = g(a)}.

2. Sean a,b € |T's 4|. Diremos que a y b son adyacentes en I'y ; si a y b son
adyacentes en I'.

Es decir, I'y 4 es la subgrafica completa de I', generada por el igualador, en la
categoria de conjuntos y funciones, de la pareja f,g. Denotaremos por ¢ a la
inclusién canénica, en Gr, de I'y ; en I'. Demostramos que la pareja
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(Trg: Trgl N A)

junto con ¢, es igualador, en G, de la pareja f, g. Es facil ver que ¢ es un morfismo
en G. Sea (I, A”) un objeto en G, y sea u : (I',A”) — (I, A), un morfismo,
en G, tal que fu = gp. Existe un tnico morfismo v : I — I'y 4, en Gr, tal que
ww = p. De esta ecuacion, junto con el hecho de que p(A”) C A se sigue que
V(A") C Ty 4|NA, es decir, se sigue que v es un morfismo en G. Concluimos que
G admite igualadores concretos. De esto y de [2,12.3] se sigue que la categoria
G es concretamente completa.

Demostramos ahora que G es una categoria concretamente cocompleta.
Demostramos que G admite coproductos concretos. Sea {(I'y, Ay) : @ € A} una
coleccion no vacia de objetos en G. Definimos la gréafica [[,. 4 '« como sigue:

L. |HaeA Fa’ = HaeA Lol

2. Sean a,b € [, 4 [Tal- ay bseran adyacentes en [] . 4 'y si existe a € A
tal que a,b € |T',| y tal que a y b son adyacentes en I',.

Es decir, [ ,c 4 T'a es la grafica definida por la unién ajena tanto de los conjuntos
de vértices, como de las relaciones de adyacencias de los elementos de la familia
{T'a : @ € A}. Denotaremos por ¢, a la inclusién canénica de [I'q| en [],c 4 [Tl
para todo o € A. Es facil ver que ¢, se extiende a un morfismo en Gr para
todo a € A, y que la gréafica [, 4 I'a, junto con los morfismos to, @ € A, es
coproducto, en Gr, de la coleccion {T', : & € A}. Demostramos que la pareja

(H [y, U ta(Ad))

acA aEA

junto con ¢y, a € A, es coproducto, en G, de {(I'y,A,) : @ € A}. Es facil ver
que ¢, es un morfismo en G para cada o € A. Ahora, sea (I', A) un objeto en
G, y sean g : (I'a, Ay) — (I, A), morfismos en G. Existe un tnico morfismo
p: [acala — T, en Gr, tal que puta = pio para todo o € A. De estas
ecuaciones, junto con el hecho de que po(A,) € A para todo « € A, se sigue
que p(Uyea ta(Aa)) € A, es decir, se sigue que u es morfismo en G. Concluimos
que G admite coproductos concretos.

Finalmente, demostramos que G admite coigualadores concretos. Sean (', A)
y (I", A’) dos objetos en G. Sean f,g: (I',A) = (I',A’) dos morfismos en G.
Definimos la grafica I'/+9 como sigue:

1. El conjunto de vértices, |1"f’9’, de T'F+9, sera el conjunto de clases de equi-
valencia de elementos de |I| bajo la minima relaciéon de equivalencia que
identifica a f(a) con g(a) para todo a € |T'|.

2. Sean a,b € |T/9|. a y b seran adyacentes en I'/9 si existen representantes
z,y de a y b, respectivamente, en I, tales que x y y sean adyacentes en
IV
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Es decir I'/9 sera la grafica coinducida por la relacién de equivalencia que define
al conjunto |I'/9|. Denotaremos por  a la proyeccion canénica de [I'| en |T/9|.
Es facil ver que 7 es un morfismo en Gr, que 7f = mg, y que I'/*9, junto con ,
es coigualador, en Gr, de la pareja f,g. Demostramos que la pareja

(I79, w(A"))

junto con m, es coigualador, en G, de la pareja f,g. Obsérvese que 7 es un
morfismo en G. Ahora, sean (I, A”) un objeto en G, y p: (I',A") — (T, A")
tal que puf = pg. Existe un tnico morfismo v : I'f*9 — I’ tal que vm = p. De esta
ecuacion, junto con el hecho de que u(A’") C A” se sigue que v(7w(A’)) C A", es
decir, se sigue que v es morfismo en G. Concluimos que G admite coigualadores
concretos sobre Gr. De esto y de [2,12.3] se concluye que G es una categoria
cocompleta. Esto concluye la demostracion.

|

Dada una colecciéon no vacia de objetos {(I'y, Ay) : o € A} en G, denotaremos
por

[T A0) ypor [ (T, Ad)

acA acA
al producto y al coproducto respectivamente, en G, de {(T'y, Ay) : @ € A}. Ob-
sérvese que de (6.2) se sigue que todo conjunto dirigido en G admite limite
directo concreto en G. Si {((Fa,Ad),¥5) : a, 3 € A} es un sistema dirigido en
G, denotaremos por

lim (T, A)
al limite directo, en G, de {((I'a,An),5) : a, 8 € A}. Procedemos ahora al
estudio de funtores de la forma I';. El siguiente lema dice que funtores de esta

forma preservan limites directos. Recuérdese antes que la unién, (J .4 o, de
una coleccion de graficas {T'y, : o € A}, se define de la siguiente manera:

L. |Ua€A FO‘| = UaEA ‘FOC|'

2. Sia,b € Jyeq Tal, entonces a y b son adyacentes en |J,. 4 I'a si existe
a € Atal que a,b € |T',| y ay bson adyacentes en T,,.

Obsérvese que para cada o € A, la grafica I, estd contenida, como subgréfica,
en la grifica (J,c 4 I'a- Més afin, obsérvese que J I', es minima con respecto
a esta propiedad.

acA

Lema 6.3. Sean I un ideal y M un mddulo. Sea {M, : a € A} una coleccion
de submddulos de M. Sea {¥, : o € A} una coleccion de conjuntos tales que
Yo € Mo\ {0} para todo o € A. Si tanto {M, : o € A} como {3, : o € A} son
conjuntos dirigidos con el orden dado por la contencion en M, entonces

FI( U Mou U Za) = U FI(MaaEa)

a€cA acA acA
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Demostracion. Sea {M, : « € A} una coleccion de submoédulos de M y sea
{4 : @ € A} una coleccion de conjuntos tales que X, C M, \ {0} para todo
a € A. SupoOngase que tanto {M, : o € A} como {X, : a € A} son conjuntos
dirigidos con el orden dado por la contencién en M. Claramente

Uy Ma, | Za)

a€cA acA

U rr(M,. 20)
aEA

Asi, basta con demostrar que las relaciones de adyacencia correspondientes
son iguales. Ahora, ya que, para cada a € A, I';(M,,X,) es subgréfica de
Fr(Upea MasUgea Xa), la relacion de adyacencia en (J,c 4 I'1(Ma, Xa), es-
ta contenida en la relacion de adyacencia de I'r(U,ecs Mo, Upea Ea). Aho-
ra, sean z,y € (J,cq Yo tales que los vértices Rx y Ry son adyacentes en
Ir(Uoca MasUgea Xa)- Supéngase que = € X, y que y € Xg. Sea v € A tal
que My, Mg < M,y X£,UXz C X,. Ya que Rz, Ry € [I';(M,,X,)|, y ya que
Rx y Ry son adyacentes en I'r(U,c s Ma»Uqea Za), s sigue que Rr y Ry son
adyacentes en I';(M,,3,), de lo que se sigue que Rz y Ry son adyacentes en
Uaea T'1(Ma, ¥4). Esto concluye la demostracion. |

Lema 6.4. Sea I un ideal. Si {(My,%0,%,),05):a,B € A} es un sistema
dirigido en C, entonces

FI(M(MOM EO&? Z/a)) = liEFI(]\4OH Zav 2:/oz)

Demostracion. Sean I un ideal y {((Ma,X0,%5),¢5) :a, 3 € A} un siste-
ma dirigido en C. Demostramos que I‘I(liﬂ(Ma, Yus2L)), junto con morfismos
L(p), o € A, eslimite directo del sistema {(I';(Ma, X0, %5),T1(02) : a, 8 € A}
Del hecho de que 97 ¢, = ¢ para todo a,8 € A con a < 3 se sigue que
Tr(e3)C1(0h) = () para todo o, 3 € A con a < 3.

Ahora, sea (I'; A) un objeto en G, y sean p, : I'1(M,y, %) — (T, A), a € A,
morfismos en G, tales que 507 (2) = p, para todo o, 3 € A con a < . De la
demostracion de (6.1) se tiene que

lim(Ma, S0, 55) = (| 02 (Ma), | 92 (Za), [ ¢ (20)

acA acA acA

De esto, del hecho de que el conjunto de componentes definidas por el conjunto
Usea ¢ (X,) en Tr(Upea MasUyea Xa) es claramente igual al conjunto de
componentes de (J, 4 ['1(Mq, Xo) definidas por (J,c 4 I'r(¢2)(27,), y de (6.3)
se sigue que

Lr(im(Ma, o, 24)) = | Tr(@2) (1 (Mas Sa, )
acA

El lado derecho de esta igualdad es igual a

U (e (M), 93 (Sa), 02 (21)
a€cA
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Asi, definimos p : @F;(MQ,ZQ,ZQX) — (I',A) como sigue: Si RpX°(x) €
@FI(MQ,EQ) , con © € X, hacemos u(RpX(x)) = po(Rx) y extendemos
a 4 a un morfismo en Gr. Es claro que definido asi 1 es un morfismo en G,

es claro también que pl';(p2°) = p, para todo o € A, y que p es Gnico con
respecto a esta propiedad. Esto concluye la demostracién. |

La siguiente proposicion dice que funtores de la forma I'; preservan ademés
coproductos.

Proposicion 6.5. Sea I un ideal. Si {(M,,%,2,) : a € A} es una coleccion
no vacia de objetos de C, entonces

T[] (Mo, %0, 50)) = [ T1(Ma, T, )
a€cA acA

Demostracion. Sea {(M,,X,,X,): a € A} una coleccién no vacia de objetos
en C. Por (6.1) el coproducto, en C, de {(M,, X, %)) : a € A} esta dado por la
terna

(@ M., U ta(ZBa), U ta(2y))

acA a€cA a€A

Donde ¢, denota la inclusién canénica de M, en @aeA M, para todo a € A.
Demostramos que

F[(@Ma, U La(za)7 U LQ(E;))

acA a€A acA

junto con los morfismos I'r(ta), @ € A, es coproducto, en C, de la coleccion
de objetos {T'j(My,Xq, %)) € A} en G. Sea (I',A), un objeto en G. Sean
to : T1(My, 20,%L) = (T, A), a € A, morfismos en G. Definimos

M FI(@ M, U ta(Ea), U ta(25)) = (T, A)
acA acA a€A

como sigue: Si ¢ € ¥,, hacemos p(Rio(z)) = po(Rx). Asi, ya que la union
Uaea ta(Xa) es ajena, u se extiende a

r/(E Ma, | Za)

a€cA acA

I — |[|

Extendemos ahora p a un morfismo en Gr. Claramente, pu, asi definido, es un
morfismo en G, y satisface la igualdad pl';(to) = pa para todo a € A. Es facil

ver que /4 es Gnico con respecto a esta propiedad. Esto concluye la demostracion.
|

Finalmente, obsérvese que funtores de la forma I';, en general, no preservan
productos. Para ver esto obsérvese que mientras la grafica
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(Tr, (F3,F3\ {0},0))

tiene un sélo vértice, la grafica

F]Fs (F?’)v (FB \ {0})2’ Q))

tiene dos vértices, a saber, los subespacios de F3 generados por (1,1) y (1,—1)
respectivamente.

Obsérvese también que en general, funtores de la forma I';, tampoco preservan
igualadores. Para ver esto obsérvese que mientras el igualador de la pareja de
morfismos en C

idg,, —idg,

como endomorfismos de (F3,F3\ {0}, ), es igual a la terna ({0}, 0, (), la pareja
de morfismos en C

F]Fz (id]Fs )7 FF3 (_id]Fa)

como endomorfismos de I'y, (F3,F3 \ {0} ,0) es igual a la pareja

drg, (F5,%5\{0}.,0) 105, (F F\ {0},0)
cuyo igualador, en G, es igual a T'y, (F3,F3 \ {0}, 0).
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7. Problemas de rango en rango infinito

En esta seccién aplicamos lo hecho en la seccién anterior a la generalizacion y
extension de los resultados obtenidos en la seccién 4. En los resultados principa-
les de esta seccién presentamos criterios para la solucién de problemas de rango
asociados a enteros arbitrariamente grandes y a cardinales infinitos.

A lo largo de esta seccién consideraremos solamente funciones de rango con
codominio el conjunto de todos los cardinales < Ry. A continuacién establece-
remos condiciones que garanticen soluciones a problemas de rango en rangos
arbitrariamente grandes y en rango infinito.

Diremos que un sistema dirigido {(Ma, <p§) ta, B € A} en R-Mod es nume-
rable si el conjunto A es numerable. Diremos que una clase de médulos €2 es
una clase completa si € es cerrada bajo sumas directas finitas, bajo sumandos
directos, y bajo limites directos de sistemas dirigidos numerables. Tanto R-Mod
como la clase de todos los médulos con dimensién de Krull son ejemplos de cla-
ses completas. Dada una clase de modulos, no necesariamente completa, €2, es
facil ver que la clase de todas las clases completas que contienen a €2 es cerrada
bajo intersecciones. Definimos asi la cerradura completa Q de la clase Q como
la interseccién de todas las clases completas que contienen a €. La clase €2, asf
definida, es una clase completa, y es la minima clase completa que contiene a 2.
La clase de todos los médulos numerablemente generados es una clase completa,
y esta clase es igual a la cerradura completa de la clase de todos los médulos
finitamente generados.

Ahora, dados, un ideal I y médulos M y N, diremos que un morfismo f :
M — N es I-puro si f(M) es submodulo I-puro de N. Més aun, diremos
que un sistema dirigido {(Ma,¢5): a, 3 € A}, en R-Mod, es I-puro si ¢5 es
un monomorfismo I-puro para todo o, € A tales que a@ < (. El siguiente
es un ejemplo de un sistema dirigido numerable [-puro: Sea M; < My < ...
una cadena de moédulos tales que M,, es submédulo I-puro de M, 41 para todo
n > 1. Si para cada n,m tales que n < m denotamos por ¢;" a la inclusién de
M,, en M,,, entonces el sistema {(M,, ") : n,m > 1} es un sistema dirigido
numerable I-puro. Recuérdese que en la seccion 4 se definié una cadena M,, <
M, < ... para cada sucesion infinita admisible s. Bajo estas condiciones se
observé que M, es submoédulo Soc(k x V)-puro de M, ., para todo n > 1.
Asi, en este caso, el sistema {(Ms, ,¢"):n,m > 1} es un sistema numerable
Soc(k x V)-puro en k x V. Mas ain, para cada subsucesion infinita ¢ de s,
el sistema {(M, ,¢p):n,m > 1} es también un sistema dirigido numerable
Soc(k x V)-puro en k x V-Mod. El siguiente sera el resultado principal de esta
seccion.
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Teorema 7.1. Sea ) una clase de mddulos. Sea p una funcion de rango con
dominio Q. Si Q) es una clase completa y existen, un ideal I, y un sistema
dirigido numerable I-puro {(Ma,gag) ta, B € A} en R-Mod tal que:

1. M, € QND(I) para todo o € A.

2. Ezisten oy, Qa, ... € A tales que p(M,,) < p(M,

i Q41

) para todo i.
3. Euiste un entero k > 1 tal que cdimiM, < k para todo o € A
Entonces

1. Para todo n > 1 existe m > n tal que el problema de rango asociado a la
terna (€, p,m) tiene solucidn.

2. El problema de rango asociado a la terna (Q, p,Ro) tiene solucion.

Obsérvese que las observaciones hechas antes de (7.1) implican que (7.1), junto
con una respuesta positiva a (5.1), implican, en el caso en el que dim;V sea
suficientemente grande, la existencia de soluciones a problemas de rango, en
k x V, asociados a parejas (Eg,Ng) y (Eo, m) con m arbitrariamente grande. A
continuacion reducimos la demostracion de (7.1) a la demostracion de una serie
de lemas.

Lema 7.2. Sea I un ideal. Sea {(Ma,gog) ta, 3 € A} un sistema dirigido en
R-Mod. Supdngase que ©° es monomorfismo para todo o, 3 € A con o < 3. Si
M, € ©(I) para todo o € A, entonces lim M, € D(I)

Demostracion. Del hecho de que para todo a € A, I2¢p(M,) = ¢ (I*°M,),
e I’M = {0} se sigue que I*lim M, = {0}. Ahora, si z € M, es tal que
P2 (x) € ann} ligMm entonces, ya que del hecho de que <p§ es monomorfismo
para todo o, 8 € A con o < [ se sigue que ¢2° es monomorfismo para todo
o € A, concluimos que x € annjM,, de lo que se sigue que x € IM,, y por lo
tanto que p°(z) € IpS° (M, ). Concluimos que annj lim My, € I'lim M,. Esto
concluye la demostracion. [ |

Lema 7.3. Sea {(Ta,¢2):a,8 € A} un sistema dirigido en Gr. Sea n > 1.
Si el nimero de componentes de I, es menor o igual que n para todo o € A,
entonces el nimero de componentes de li_n}Fa es menor o igual que n.

Demostracion. Del hecho de que ¢2° es morfismo en Gr para todo « € A se
sigue, claramente, que el nimero de componentes de la subgréfica ¢°(T,) de
liﬂFa es menor o igual que n para todo a € A. Sean Xy, ..., X} componentes
de ligl“a. Sean aq, ...,ar € A tales que X; N |¢§°(Fa)| # (). Sea v € A tal que
a; < ~y para todo 1 < i < k. Entonces X; N |@§°(F7){ # . Es claro que los
conjuntos X; N |ga,°;°(F,y)| estdn en componentes distintas de p3°(T',). Se sigue
que k < n. Esto concluye la demostracion |
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Lema 7.4. Sea I un ideal. Sea {(Ma,©5) : o, B € A} un sistema dirigido en R-
Mod. Supéngase que {(Ma,gog) ca,B € A} es I-puro. Sea n > 1. Si cdimiM,
eziste y es menor o igual que n para todo o € A, entonces cdimI@Ma existe
Y es menor o igual que n.

Demostracion. Del hecho de que 2 es monomorfismo para todo a, 3 € A
con o < f se sigue, por (7.2) que cdim; hﬂMa existe. Ahora, del hecho de que
©B(M,) <1 Mg para todo o, 8 € A con o < 3 se sigue que ©? es un morfismo
en

HomC(<MouMa \IMOHQ))? (M,BvMﬁ \]MB7®)>

para todo a, 8 € A con a < . Asi

{((MOHMQ \IMm@)ng) ta, B € A}

es un sistema dirigido en C. El limite directo de este sistema es

(@Maatha \IHA"IMO”@)
ya que Uy 10" (Mo) = ITUycq 5 (My). De esto y de (7.3) se sigue que el
numero de componentes de I‘[(lig M,, @Ma \ hAlMa) es menor o igual que
n, es decir, que cdimr h_r}nMa <n. [ |

Demostracion de 5.1 Sea I un ideal. Sea {(Ma,¢5): a, 3 € A} un sistema
dirigido I-puro tal que M, €  para todo a € A. La demostracién de 1 es
andaloga a la demostracion de (5.3). Demostramos 2. Del hecho de que la clase Q
es completa se sigue que lim M, € 2. De 1y de (7.2) se sigue que lim M, € D(I).
De esto, de 2, y de (7.4) se sigue que cdim; hﬂMa < k. De esto, de (3.2) y de
(3.3) se sigue que ligMa admite descomposiciones inescindibles finitas y que
toda descomposicién inescindible de lim M, tiene cardinalidad menor o igual
que k. Sea li_n)lMa = @._, N, una descomposicion inescindible de lim M,,. De 3
se sigue que p(hﬂ M,) = Xy. El lado izquierdo de esta igualdad es menor o igual
que >, p(N;). Se sigue que existe 1 < ¢ < n tal que p(N;) = Ng. Se sigue,
va que la clase Q es completa, que Ny € Q. Asi, Ny € Q, N, es inescindible, y
p(N;) = oo, es decir, el problema de rango asociado a la terna (€2, p, Rg) tiene
solucion. Esto demuestra 2. B

A continuacion demostramos una version de (7.1) en la que, bajo ciertas hipo-
tesis, se sustituye la I-dimension combinatoria por la I-dimension fundamental
combinatoria. Antes demostramos versiones, en dimension fundamental combi-
natoria, de (7.2) y (7.4). En lo que resta de esta seccion diremos que un sistema
dirigido {((Ma,2a,%4),¢5) : o, B € A} en C, es fundamental con respecto a un
ideal I, si:

ol



1. El sistema {(Ma,¢2): a,8 € A} es I-puro.
2. ¥y = My \ IM, para todoa € A
3. X/, es fundamental en M, para todo oo € A

4. Para todo ¢ (x) € U,eca 9o’ (X),) existen f € Ay u € Mg tales que,
para todo v € A con v > a, 3, se tiene que

ppu) & > Ry

IGI(MV)I\C;X(T,)

Lema 7.5. Sea I un ideal. Sea {((MQ,ZQ,E;),QOQ) ca, B € A} un sistema di-
rigido en C. Si {((Ma,Za,Efl),gog) ta, € A} es fundamental con respecto a
I, entonces lim M, € SU) y Ugen 0 (X7,) es fundamental en lim Mo, con
respecto a 1.

Demostracion. Del hecho de que ¢? sea monomorfismo para todo a, 3 € A
con a < 3, de (7.2), y del hecho de que M, € F(I) para todo o € A, se sigue
que lim M, € D(I). Demostramos ahora que (J,c 4 o7 (¥7,) es fundamental en
lim M, con respecto a I. Es claro, ya que ¥/ genera a M, para todo a € A,
y ya que lim Mo = yeyq 027 (Ma), que Uyeq 927 (X7,) genera a lim M, Basta
entonces demostrar que para todo ¢3°(z) € (J,c4 057 (X7,) se tiene que

> Ry # lim M,
|0l M) \C L

Esto se sigue del hecho de que {((Ma,Za,3h),¢5) : a, 3 € A} es fundamental
con respecto a I, junto con la identidad Cicc(;c) = U5<a FI(CiB(m)), que se sigue

facilmente de (6.4). Esto concluye la demostracion. |

Lema 7.6. Sea I un ideal. Sea {(Ma,¢5): o, € A} un sistema dirigido en
R-Mod tal que o2 (M, \ IM,) C Mg\ IMg para todo o, 3 € A tales que o < 3.
Supdngase que eziste una coleccion de conjuntos {X, : o € A} tal que

1. ¥, C My \ IM, para todo a € A.
2. p2(S,) C Xg para todo o, B € A tales que o < 3.

3. Elsistema {((Ma, Mo \ IMa,%0),95) : o, B € A} es fundamental con res-
pecto a I.

Sean > 1. Si fedim;M, <n para todo o € A, entonces fcdim;liglM <n.

Demostracion. De (7.5) se sigue que li%Ma € () y que Upye s 93 (Xa) es
fundamental en liﬂMa. Ahora, si para cada « € A hacemos que I',, sea la sub-

graficade I'y (hgl M,), generada por |5 CI, entonces, ya que ¢ es morfismo
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en Gry ¢5(2,) C S para todo o < 3, se tiene que {(Ta,¢2): a,3 € A} es
un sistema dirigido en Gr. Ya que, para cada a € A, fedimM, es el nimero
de componentes de I, por (7.3), el nimero de componentes de lim T, es menor
o igual que n. El resultado se sigue de esto y del hecho de que @Fa es la
subgréfica de I’y (hgl M) generada por |J,c 4 0o (Ea)- |

El siguiente resultado es una version de (7.1) en el que se sustituye la I-dimension
combinatoria por la I-dimensiéon fundamental combinatoria.

Teorema 7.7. Sea Q) una clase de mddulos. Sea p una funcion de rango con
dominio Q. Si Q es una clase completa, y existen, un ideal I, y un sistema
dirigido numerable I-puro {(Ma,¢5) : o, B € A} en R-Mod tales que:

1. {(Ma,¢8) : o, B € A} satisface las condiciones de (7.6).

2. Ezisten oy, g, ... € A tales que p(M,,) < p(M,,,,) para todo i

3. Existe ¢ > 1 tal que fedimpM, < ¢ para todo o € A

FEntonces

1. Para todo n > 1 existe m > n tal que el problema de rango asociado a la
terna (€, p,m) tiene solucidn.

2. El problema de rango asociado a la terna (Q, p,Ro) tiene solucion.

Demostracion. La demostracion es andloga a la demostracion de (7.1) susti-
tuyendo (7.2) y (7.4) por (7.5) y (7.6). |

Obsérvese que los sistemas dirigidos definidos en las observaciones hechas antes
de (7.1) satisfacen la primera parte de las condiciones de (7.6). Méas atn, si
asumimos que la sucesion infinita ¢ satisface las condiciones de (5.2) con respecto
al k-espacio vectorial V/, entonces el sistema {(M;,, @) :n,m > 1} satisface
ademas las condiciones 2 y 3 de (7.1). No asumimos sin embargo, que el sistema
{(My,, ") : n,m > 1} satistfaga las condiciones de (7.6) con respecto a ninguna
coleccion {¥;, :m > 1}. Conjeturamos lo siguiente:

Conjectura 7.8. Sea k un campo. Sea V un k-espacio vectorial de dimension
finita. Si dimV es suficientemente grande, entonces existen, un entero ¢y, una
sucesion admisible infinita s, una subsucesion infinita ¢ de s, y una coleccién
de conjuntos {3, :n > 1} tales que M;, < ¢y para todo n, y tal que el sis-
tema {(M,, ) : n,m >}, junto con la coleccion {3, : n > 1} satisfacen las
condiciones de (7.6).

Obsérvese que (7.7) junto con una respuesta positiva a (7.8), implican, en el
caso en el que dimV sea suficientemente grande, la existencia de soluciones a
problemas de rango, en k x V, asociados a parejas (Fo,Ng) y (Eg,m), con m
arbitrariamente grande.
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8. CAlculos finales

En esta seccién presentaremos dos resultados de aproximacion en el calculo de
graficas de moédulos ciclicos. Los resultados de esta seccién se pueden consi-
derar como resultados del mismo tipo de (6.3), (6.4), y (6.5). Consideramos a
(6.3), (6.4), y a (6.5) como resultados de aproximacion en el célculo de graficas
de modulos ciclicos en el siguiente sentido: (6.3) establece que si una pareja
(M, %) se puede aproximar como la union, (Uyecs Mo, Ugeca Ea), de una co-
leccion dirigida de parejas {(M,, %X, ) : @ € A}, entonces, para cualquier ideal
1, el célculo de la I-grafica de modulos ciclicos, T'; (M, X), se reduce al calculo
de cada una de las I-gréficas de modulos ciclicos, T';(M,, X, ), a € A, junto
con el calculo de su union. Mas aun, (6.4) y (6.5) establecen que si un objeto
(M,%,%') en C se puede aproximar como el limite directo de un sistema diri-
gido {((Ma,%0,%,),¢5) : o, € A} en C, 0 como el coproducto de una colec-
cion no vacia de objetos {(My, X0, X)) : a € A} en C, entonces, para cualquier
ideal I, el calculo de la I-grafica de moédulo ciclicos, T'; (M, X, Y), del objeto
(M, X%,%), se reduce al calculo de cada una de las I-graficas de médulo ciclicos,
I'r1(My,Xa,X), a € A, junto con el calculo de su limite directo en el primer
caso, y junto con el calculo de su coproducto en el segundo caso. Obsérvese que
el primero de estos dos dltimos casos implica que el calculo de la I-gréfica de
modulos ciclicos, T'y (M, X, Y), de un objeto (M, 3, 3') en C, se reduce al calculo
de I-graficas de modulos ciclicos de objetos, en C, de la forma (M,, 3., %)),
donde M, es subméddulo finitamente generado de M, y 3, es subconjunto finito
de 3, y donde X, es subconjunto finito de X'.

Consideraremos al siguiente resultado como una version de (6.3) y (6.4) en donde

las aproximaciones se llevan a cabo ahora en ideales en lugar de en objetos en
C.

Proposicion 8.1. Sea (M,%,Y') un objeto en C. Sea {I, : o € A} una colec-
cion de ideales. Si {I,: a € A}, con el orden dado por la contencion, es un
conjunto dirigido, entonces

Iy .(MSY) =Ty _ 1. (M3Y)= U I (M,%,%)
acA

Demostracion. Supongase que la coleccion de ideales {I,, : « € A}, con el or-
den dado por la contencién, es un conjunto dirigido. Es trivial que en este caso
Y acala = Uaca la- De esto se sigue la parte izquierda de la igualdad. Ahora,
es inmediato que

Iy, r.(M,55)

U Tr (M, 5,5
acA

Por lo que basta con demostrar que las relaciones de adyacencia correspon-
dientes son iguales. Es facil ver que la relacién de adyacencia de la grafica
Uaca T'1. (M, %,5) estd contenida en la relacion de adyacencia de la grafica
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aneA 1. (M,%,%). Ahora, sean z,y € 3. Supongase que Rz y Ry son adya-
centes en I'ss 1, (M,%,%). Existen oy, ..., a, € A tales que

(Z Io)z N (Z Io,)y # {0}

i=1 i=1

Ahora, si ag € A es tal que > i | I, < I, entonces I,z N I,y # {0}. Asi,
en este caso, Rz y Ry son adyacentes en I'y, (M,%,Y). Se sigue que Rz y Ry
son adyacentes en (J, 4 I'o(M, %, %). Esto concluye la demostracion. |

Consideraremos al siguiente resultado como una version de (8.1) en el que las
aproximaciones se llevan acabo por productos e intersecciones en lugar de por
sumas y uniones. Recuérdese antes que la interseccion, [ I'y, de una familia
de graficas {T'y : @ € A} se define como sigue:

1. |ﬂaeA 1—‘Of| = maEA ‘Fal

2. Sean a,b € |ma6A Fa|, entonces a y b son adyacentes en (),c o siayd
son adyacentes en I'y, para todo a € A.

acA

Obsérvese que, para cada o € A, la grafica (), .4 ' es subgrafica de Ty, y que
Naca L' €s maxima con respecto a esta propiedad.

Proposicién 8.2. Supdngase que R es un dominio conmutativo. Sea (M, 3, Y")
un objeto en C. Sea {Iy,...,I,} una coleccion finita de ideales. Si M es libre de
torsion, entonces

n
T, (M5, %) =T 1, (M3, %) = (T, (M, £,%)
i=1
Demostracion. Supdngase que R es un dominio conmutativo. Supéngase tam-
bién que M es un moédulo libre de torsién. Nuevamente es facil ver que

n

(77 (M, %,%)
i=1

’FH?ZI Ii(M7E7EI)| = ‘qun:1 Ii(MuE>E/)‘ =

Por lo que nuevamente basta con demostrar que las relaciones de adyacencia co-
rrespondientes son iguales. Sean =,y € X. Es claro que si Rz y Ry son adyacentes
en I'rpr 7, (M, %,%), entonces Rz y Ry son adyacentes en ' 1, (M, X, %),
y que si Rz y Ry son adyacentes en I'nn_ f, (M,%,Y) entonces Rz y Ry son
adyacentes en (;_, 'y, (M, X, ¥'). Supéngase ahora que Rz y Ry son adyacentes
en ﬂ?:l I, (M,%,Y). Para cada 1 < i <nseaa; € I;\ {0} tal que a;x = a;y.
Sea a = ay - - - a,. Entonces a € [[;—, I; \ {0}, ax = ay, y ax # 0. Es decir Rz
y Ry son adyacentes en I'rj» 7, (M, %,%). Esto concluye la demostracion. W

Asi, en el caso en el que R sea un dominio conmutativo, si el ideal I se pue-
de aproximar ahora como la intersecciéon de una coleccién finita de ideales
{I1,...,I,,}, entonces, para cualquier objeto, (M,X,%’), en C, tal que M es
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libre de torsion, el calculo de la I-grafica de modulos ciclicos, T'7(M, X, 3),
de (M,%,%’), se reduce al célculo de cada una de las graficas 'y, (M, X, %),
1 <4 < n, junto con el calculo de su interseccién. En particular, si R es un
dominio de Lasker (eg. R es un dominio neteriano), el calculo de graficas de mo-
dulos ciclicos sobre moédulos libres de torsion se reduce al célculo de un niimero
finito de graficas de médulos ciclicos con respecto a ideales primarios, junto con
el calculo de su interseccion.
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9. Apéndice: Longitud de Krull-Schmidt

En esta ultima seccion estudiamos los casos en los cuales la funcién K SY, que a
cada médulo M le asocia su longitud de Krull-Schmidt, K. S¢(M), es una funcién
de rango finita.

Dada una clase de médulos €2, diremos que una funcién p, con dominio €, es
finita (en Q), si p(©2) C N. Diremos que la clase de modulos €2, escinde, si para
cualesquiera NV, M € (Q, tales que N es submoédulo de M, N es sumando directo
de M. Ejemplos de clases de médulos que escinden son, la clase de todos los
modulos semisimples, la clase de todos los méddulos inyectivos, y el conjunto de
sumandos directos, S(M), de un médulo M. Si la clase , escinde, la funcion
K S, con dominio €2, satisface la condicién 1 en la definicién de funcion de
rango, es decir, satisface la condicion de que KS¢(N) < KS¢(M) siempre que
N, M € Qy N es isomorfo a algin submédulo de M. En el caso en el que Q2
sea la clase de todos los modulos semisimples o la clase de todos los moédulos
inyectivos, la funcién K .S¢ es una funcién de rango aditiva. Mas atn, en el caso en
el que (2 sea la clase de todos los modulos semisimples, la funcién K S¢ coincide
tanto con la funcién Gdim, que a cada modulo M le asocia su dimensiéon de
Goldie, GdimM , como con la funcién dGdim, que a cada modulo M le asocia
su dimensién dual de Goldie, dGdimM . Mas aun, si €2 es la clase de todos los
mobdulos semisimples artinianos, entonces K S? coincide también con la funcién
¢, que a cada modulo M le asocia su longitud ¢(M), y en este caso, K.S¢ es una
funcion de rango finita y aditiva.

Existen modulos M tales que la funcién K S¥, con dominio el conjunto de su-
mandos directos, S(M), de M, no es una funcion de rango. Para ver esto usamos
el siguiente teorema. Una demostracion de este resultado se puede encontrar en
[4]. Antes, recuérdese que todo monoide conmutativo A es, de forma natural, un
conjunto preordenado, con el orden definido por la siguiente relacion: a < b con
a,b € A siexiste ¢ € A tal que b = a + ¢. Diremos que un monoide conmutativo
A es reducido, si para todo a,b € A, la ecuacién a+b = 0 implica que a = b = 0.
Diremos también que u € A es una unidad de orden en A si para todo a € A
existe n € N tal que a < nu. Dado un modulo M, denotaremos por add(M) a
la coleccion de todas las clases de isomorfismos de sumandos directos de sumas
directas finitas de copias de M. Es facil ver que add(M) junto con la operacién
[N] + [L] = [N & L] es un monoide conmutativo y reducido y que la clase [M]
es una unidad de orden para add(M).

Teorema 9.1. Sea A un monoide conmutativo y reducido. Sea u € A una uni-
dad de orden en A. Entonces existen un anillo R y un isomorfismo de monoides
U del monoide add(gR) en A tal que V([rR]) = u.

De (9.1) se sigue que existen méodulos M tales que la funcion K S¢, con dominio
el conjunto de sumandos directos, S(M), de M no es una funcién de rango.
Efectivamente, sea A el submonoide aditivo de N generado por 2 y 3, con 6 como
unidad de orden. Por (7.1) existen un anillo R y un isomorfismo de monoides
U de add(rR) en A tal que ¥([rR]) = 6. Asi, salvo por isomorfismos ¥~1(2) y
U ~1(3) son sumandos directos inescindibles de R. Mas atn, R = ¥~1(2)3 y R =
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U~1(3)? son dos descomposiciones inescindibles de R. Se sigue que K S/(R) > 3,
pero que KS¢(VU~1(3)) + KS¢(¥~1(3)) = 2. Asi, la funcién KS/¢ no es una
funcion de rango en S(rR).

Dedicaremos el resto de esta seccién a la caracterizacion de moédulos M, tales
que la funciéon K S¢ es una funcion de rango finita en S(M). El siguiente es el
resultado principal de esta secciéon

Teorema 9.2. Sea M un mddulo. Supingase que M tiene longitud de Krull-
Schmidt finita. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. KS¢, con dominio S(M), es una funcion de rango.
2. KS¢t, con dominio S(M), es una funcion aditiva.

3. Cualesquiera dos descomposiciones inescindibles de M tienen la misma
cardinalidad.

Mas ain, si M satisface las condiciones anteriores, entonces para todo N €
S(M), KSU¢(N) es la cardinalidad de cualquier decomposicion inescindible de
N.

A continuacién reducimos la demostracion de (9.2) a la demostracion de un par
de lemas. Recuérdese que si un moédulo M tiene longitud de Krull-Schmidt finita,
entonces M admite descomposiciones inescindibles finitas. El siguiente lema dice
que en este caso M satisface una condicién, en general, estrictamente mas fuerte.
SiM =@ caMay M= 69[363 Npg son dos descomposicones de M, diremos
que la descomposicion M = @, ., M, de M se refina en la descomposicion
M = EBﬁeB Ng de M si para todo a € z.él.existe una descomposicién M, =
Do, cc., Na, de M, tal que las descomposiciones M = @ ,c 4 (Do, e, Na,) ¥
M =g p Ng de M son iguales.

Lema 9.3. Sea M un mddulo. Si M tiene longitud de Krull-Schmidt finita,
entonces todas las descomposiciones de M se refinan en descomposiciones ines-
cindibles finitas.

Demostracion. Sea M un moédulo con longitud de Krull-Schmidt finita. Sea
M = @,c4 Ma una descomposicion de M. Es claro que la descomposicion
M =@, c 4 Mo de M se refina en alguna descomposicién inescindible finita de
M si y solo si el conjunto A es finito y M, tiene descomposiciones inescindibles
finitas para todo o € A. El conjunto A es finito ya que M tiene longitud de
Krull-Schmidt finita, y del hecho de que M, tiene longitud de Krull-Schmidt
finita para todo a € A, se sigue que M, tiene descomposiciones inescindibles
finitas para todo a € A. Esto concluye la demostracion. |

La condicion de que todas las descomposiciones de un modulo M se refinen en
descomposiciones inescindibles finitas es estrictamente mas fuerte que la con-
dicién de que M solamente admita descomposiciones inescindibles finitas. Para
ver esto necesitamos el siguiente teorema. Una demostracion de este resultado
se puede encontrar en [12]
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Teorema 9.4. Para todo A submonoide aditivo de N, existen, un anillo R y
un R-mddulo M tal que el R-mddulo M™ tiene descomposiciones inescindibles
finitas si y solo sin € A

De (9.4) se sigue que existen mddulos con descomposiciones inescindibles finitas,
tales que no todas sus descomposiciones se refinan en descomposiciones inescin-
dibles finitas. Efecivamente, si hacemos A = 2N, entonces por (9.4), existen un
anillo R y un R-mé6dulo M tal que el R-moédulo M? tiene descomposiciones
inescindibles finitas, mientras que M no tiene descomposiciones inescindibles
finitas. Asf, M? es un médulo con descomposiciones inescindibles finitas, pero
tal que la desocmposicion M = M @ M de M? no se refina en ninguna descom-
posiciéon inescindible finita. Esto prueba también que, en general, ni la clase de
todos los médulos con longitud de Krull-Schmidt finita, ni la clase de todos los
moédulos que cumplen con la condicién de que todas sus descomposiciones se re-
finan en descomposiciones inescindibles finitas, aun siendo claramente cerradas
bajo sumandos directos, son cerradas bajo sumas directas finitas.

Lema 9.5. Sea M un mddulo. Sea N sumando directo de M. Supongase que M
tiene longitud de Krull-Schmidt finita. Si todas las descomposiciones inescindi-
bles de M tienen la misma cardinalidad, entonces todas las descomposiciones
inescindibles de N tienen la misma cardinalidad.

Demostracion. Sea M un moédulo con longitud de Krull-Schmidt finita tal
que todas sus descomposiciones inescindibles tienen la misma cardinalidad.
Sea N € S(M). Sean N = @;_, Ni, y N = @}, Nj dos descomposiciones
inescindibles de N. Sea L € S(M) tal que M = N @ L. Sea L = @2:1 Ly,
una descomposicién inescindible de L. Las descomposiciones inescindibles M =
(D) Ni) & (Bjey Li), y M = (D1 N)) & (Bj—, Li) de M tienen cardina-
lidad n + [ y m + [ respectivamente, de lo que se sigue que n +1 = m + [, es
decir n = m. Esto concluye la demostracion. |

Demostracion de 2.4 Obsérvese primero que el iltimo enunciado del teorema,
junto con (9.5) implican 2. Supéngase ahora que K.S¢ es una funcion de rango
en S(M). Demostramos, haciendo inducciéon sobre k, que si Ny, ..., Ny € S(M)
son inescindibles y tales que @le N; € S(M), entonces KS@(@f:l N;) = k.
La base es trivial. Supéngase ahora que la afirmacién es cierta para k. Sean
Ny, ...y N1 € S(M), inescindibles, tales que @fill N; € §(M). De la hipotesis
de induccién se sigue que KSE(@le N;) = k. De esto y del hecho de que
KSl(Np1) =1y k< KSZ(@?;I N;) < k+1, se sigue que KS@(EB?LI N;) =
k+1. Esto demuestra la afirmacion. De esto y de (9.5) se concluye que 1 implica
el dltimo enunciado del teorema. Es féacil ver que 3, nuevamente, junto con
(9.5), implica también el tltimo enunciado del teorema. De esto se siguen las
implicaciones 1 = 2 y 3 = 2. Las implicaciones 2 = 1 y 2 = 3 son triviales.
Esto concluye la demostracion. B

Dedicaremos el resto de esta seccién a la caracterizacion de aquellos médulos M,
tales que la longitud de Krull-Schmidt de M, K.S¢(M), es finita. Es facil ver que
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si M tiene longitud de Krull-Schmidt finita, entonces N tiene longitud de Krull-
Schmidt finita para todo N € S(M). Asi, el siguiente teorema caracteriza a los
modulos M tales que la funcién K S¢, con dominio S(M) es una funcion finita.
Recuérdese antes que una colecciéon de submodulos {M,, : a € A} de un modulo
M se dice que es independiente si Mo # {0} y Mo N (Dgea oy M) = {0}
para todo o € A, y obsérvese que el conjunto de sumandos directos S(M) es un
conjunto parcialmente ordenado con el orden dado por la contencion.

Teorema 9.6. Sea M un mddulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. M tiene longitud de Krull-Schmidt finita.

2. Eziste n > 1 tal que todo subconjunto independiente de S(M) tiene cardi-
nalidad menor o igual que n.

3. Eziste n > 1 tal que toda cadena estrictamente ascendente en S(M) tiene
longitid menor o igual que n.

4. Existe n > 1 tal que toda cadena estrictamente descendente en S(M) tiene
longitid menor o igual que n.

5. Emisten funciones estrictamente crecientes de S(M) en N.

Mas ain, si M satisface las condiciones anteriores, entonces KS((M) es la ma-
yor de las cardinalidades de subconjuntos independientes de S(M), es la mayor
de las longitudes de cadenas estrictamente ascendentes en S(M), y es la mayor
de las longitudes de cadenas estrictamente descendentes en S(M), y si denota-
mos por X al conjunto de todas las funciones estrictamente crecientes de S(M)
en N, ordenado en términos de las imdgenes de sus elementos (e.d. o < 3 si
a(N) < B(N) para todo N € S(M), con o, 8 € X), entonces X tiene minimo,
y este es igual a la funcion KS¢ con dominio S(M).

Demostracion. Las equivalencias 1 < 2 y 3 < 4 son triviales.

1 & 4: Supéngase primero que M tiene longitud de Krull-Schmidt finita.
Sea M; > ... > M, una cadena estrictamente descendente en S(M). Supénga-
se, sin pérdida de generalidad, que M; = M. Si para cada 1 <i <m — 1, M/
es tal que M; = M/ @® M,41, y hacemos M, = M,,, entonces M = @.", M/
es una descomposicion de M, de cardinalidad m. Se sigue que m < KS¢(M).
Supoéngase ahora que toda cadena estrictamente descendente en S(M) tiene lon-
gitud menor o igual que n. Demostramos que K S¢(M) < n. Sea M = @, M;
una descomposicion de M, con M; # {0} para todo 1 < i < m. Si hacemos
M; = @7 M; para todo 1 < j < m, entonces M{ > ... > M), es una ca-
dena estrictamente descendente en S(M), de longitud m. Se sigue que m < n.
Concluimos que KS¢(M) < n.

1 < 5: Supéngase que M tiene longitud de Krull-Schmidt finita. Se sigue
claramente que todo sumando directo de M tiene longitud de Krull-Schmidt fi-
nita. Asi, la funcién K.S¢:S(M) — N que a cada sumando directo de M le asocia
su longitud de Krull-Schmidt, esta bien definida. La funcién KS? asi definida
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es una funcion de S(M) en N, estrictamente creciente. Supongamos ahora que
existen funciones estrictamente crecientes de S(M) en N. Sea n : S(M) —» N
una funcién estrictamente creciente. Haremos induccion sobre n(M) para de-
mostrar que toda descomposiciéon de M tiene cardinalidad menor o igual que
n(M). El caso en el que n(M) = 0 es trivial. Supongamos ahora que el resultado
es cierto para todo 1 < k < n(M). Sea M = @], M, una descomposicion de
M. Claramente n(M) > n(@:';? M;)+1, es decir n(@y:ll M;) <n(M)—1. Se
sigue, de la hipoétesis de induccién, que toda descomposiciéon de @7;—11 M; tiene
cardinalidad menor que n(M), en particular m —1 < n(M), es decir m < n(M).
Concluimos que M tiene longitud de Krull-Schmidt finita.
El dltimo enunciado del teorema se sigue de 1 < 3,2 =4y 4= 1.
|

De (9.6) se sigue que si un modulo M es tal que existe una funcién de rango
aditiva y finita p, con dominio S(M), tal que p(IN) # 0 para todo N € S(M),
entonces M tiene longitud de Krull-Schmidt finita y la funcién K5S¢, con dominio
S(M) es finita. Mas atn, en este caso, para todo N € S(M) se cumple la
desigualdad

KSUN) < p(N)

En particular, si un médulo M tiene longitud finita, es artiniano, neteriano,
tiene dimensién de Krull, tiene dimensién de Goldie finita o tiene dimensiéon
dual de Goldie finita, entonces M tiene longitud de Krull-Schmidt finita y la
funcion KS¢, con dominio S(M) es finita. Mas aun, en cualquiera de estos casos,
para todo N € S(M), se cumple la desigualdad

KSUN) < min{GdimN,dGdimN,{(N)}

La siguiente proposicién caracteriza la condicién de que un moédulo M ten-
ga longitud de Krull-Schmidt finita, en términos del anillo de endomorfismos,
Endgr(M), de M. Antes, recuérdese que el conjunto de idempotentes de un ani-
llo E es un conjunto parcialmente ordenado con el siguiente orden: Dados dos
idempotentes e, e’ en E, se dice que e < ¢’ si ee/ = e = €’e, 0 equivalentemente,
si ime es sumando directo de ime’ en E-Mod. Definimos la longitud de Krull-
Schmidt del anillo F, KS¢(E), como el supremo de las longitudes de cadenas
estrictamente descendentes en el conjunto de idempotentes de E.
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Proposicion 9.7. Sea M un médulo. Sea E = End (M). Las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

1. M tiene longitud de Krull-Schmidt finita.
g tiene longitud de Krull-Schmidt finita.
Eg tiene longitud de Krull-Schmidt finita.

E tiene longitud de Krull-Schmidt finita

Svo o e

Eziste n > 1 tal que E no tiene cadenas estrictamente ascendentes de
idempotentes, de longitud mayor que n.

6. Existe n > 1 tal que E no tiene subconjuntos de idempotentes ortogonales
de cardinalidad mayor que n.

Mads ain, st M cumple con las condiciones anteriores, entonces

KSU(M) = KSI(pE) = KSI(Egp) = KSI(E)

y este mumero es tanto la mayor de las longitudes de cadenas estrictamente
ascendentes de idempotentes en E como la mayor de las cardinalidades de sub-
conjuntos de idempotentes ortogonales en E.

Demostracion. Sean e, e’ dos idempotentes en E. Entonces e < €’ si y so6lo
si para cualquier anillo S y cualquier S-médulo N tal que E = Endg(N), el
sumando directo e(N) de N, es sumando directo del sumando directo e'(N) de
N. El resultado se sigue de esto y del hecho de que para cualquier anillo S y
cualquier S-moédulo N tal que E = Endg(N), todo sumando directo de N es
iméagen e(N) de algin idempotente e € E. [ |

De (9.7) se sigue que anillos con dimension de Goldie izquierda (derecha) finita y
anillos con dimension dual de Goldie izquierda (derecha) finita tienen longitud de
Krull-Schmidt finita. En particular, anillos Goldie izquierdos (derechos), anillos
artinianos izquierdos (derechos), anillos neterianos izquierdos (derechos) y mas
generalmente anillos con dimension de Krull izquierda (derecha) y dominios de
Ore izquierdos (derechos), en particular, dominios conmutativos, tienen longitud
de Krull-Schmidt finita. Mas adin, cualquier médulo M con la propiedad de
que el anillo de endomorfismos de M, End(M), satisface cualquiera de estas
condiciones, tiene longitud de Krull-Schmidt finita.
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