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-... Esta férmula, traducida al lenguaje vulgar,
dirfa poco més o menos asi: Algo se mueve.
Estas tres palabras son la sintesis del pensamiento humano...

- i Le sorprende—anadié— la aparente sencillez

de este resultado supremo? ;Millares de anos de
investigaciones y de teorias para llegar a una conclusiéon
que parece un lugar comun de la experiencia mas vulgar?
Reconozco que no estd del todo equivocado. Sin embargo,
el esfuerzo de sintesis de tantos genios de la ciencia

lleva a esto y nada més. Algo se mueve.

Al principio—dice San Juan— era el Verbo. Al
principio—contesta Goethe— era la Accion.

Al principio y al fin—digo yo— era el Movimiento.

Giovanni Papini, en Gog
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Introduccion

Cuando uno se pasa horas leyendo niumeros, comienza a pensar cosas que NuNca se
le habian ocurrido. He empezado a ver en los numeros formulas mdgicas, armonias
simétricas, repeticiones, matrices, formas.

Orhan Pamuk, en El libro negro.

Para presentar este trabajo, he decidido comenzar exponiendo la motivacion que
me llevd a iniciar el estudio del atractivo mundo de las bifurcaciones. Sin embargo,
tratar de enunciar todas y cada una de estas inspiraciones solo me llevaria a algo
parecido a la paradoja de Lewis Carroll del mapa completo!.

En definitiva puedo afirmar que los cursos de Biologia Matematica I y II, a cargo
de Faustino Sanchez Garduno fueron la introduccién ideal al estudio de la emergencia
de patrones en sistemas vivos, asi como sus cursos de ecuaciones diferenciales (II, I11
y parciales I) que proporcionaron a mi formacién académica la teoria y el rigor nece-
sarios para justificar la dindmica de los modelos matematicos, en particular cuando
éstos provienen de fenémenos de la materia viva.

'En la obra Sylvie and Bruno, Carroll habla sobre lo inttil que es retratar la realidad en su
totalidad. En palabras de su personaje Mein Herr: “We actually made a map of the country, on the
scale of a mile to the mile!l... It has never been spread out yet... The farmers objected: they said it
would cover the whole country, and shut out the sunlight! so we now use the country itself, as its
own map, and I asure you it does nearly as well.”

13



Esto, aunado a las charlas fuera del aula que he sostenido con muchos bioma-
tematicos, entre ellos el mismo Faustino Sanchez y con Pedro Miramontes, fomenta-
ron mi curiosidad por la lectura de aquellos cldsicos en el tema: D’Arcy W. Thom-
pson, Alan M. Turing, Ludwig Von Bertalanffy, René Thom, Ilya Prigogine, entre
otros. La lectura de algunos de sus textos me han dejado ver retos académicos, algu-
nos de los cuales ya han sido resueltos y otros atin siguen siendo fuente de inspiraciéon
para generar nuevas matematicas. Y a decir verdad, no conozco otra satisfaccion ma-
yor que el tener un problema abierto por delante...

Sin lugar a dudas, el espacio de mayor influencia en el area de la Biologia Ma-
tematica en México ha sido, y apuesto a que seguira siéndolo, la Escuela de Otono
en Biologia Matematica (EOBM) y el Encuentro Nacional de Biologia Matemaética
(ENBM); eventos que, desde 1999 y 2005 respectivamente, han servido como una
invitacion a jévenes estudiantes de Matematicas, Fisica, Biologia y otras carreras
afines, a involucrarse en la modelacién de los fenémenos de la materia viva?. Fue en
la edicién XI de la EOBM y en la V del ENBM cuando encontré la conviccién. En
la bella ciudad de Querétaro, quizas un tanto bajo sus arcos, quizas otro tanto entre
sus calles coloniales y su evidente progreso, fue alli donde hice de la biomatematica
mi amante.

El tema de la multidisciplina ha trascendido los corredores de la Facultad de
Ciencias de la UNAM, en particular, y por influencia de la colaboracién académica,
ha empezado a brotar en otras universidades tanto de la Ciudad de México como
en el resto del pais. Sin embargo, parece inevitable que investigadores de diversas
ciencias trabajen en conjunto para resolver los problemas del siglo XXI.

Ejemplo de ello es el Seminario de Investigacién Interdisciplinaria en Biomedicina,
llevada a cabo en la Facultad de Medicina de la UNAM vy dirigida por el Dr. David
Kershenobich Stalnikowitz, al cual asisti desde febrero de 2012 a principios de 2013.
Este espacio ha sido de gran inspiraciéon para mi, no solo por los retos planteados
en el drea, sino también por los distintos enfoques que cada asistente aporta para

2Para una mejor reseiia histérica de ambos eventos anuales el lector puede acceder a la pagina
http://eobm.mx/eobm2011/index.php/historia (vigente el 1° de septiembre de 2013).



resolverlos. Es en este espacio donde como cientificos, muchos hemos comenzado a
tomar compromisos hacia uno de los aspectos que mas habrian de importarnos a
ultima instancia: la sociedad.

Una vez hecha esta suerte de confesion de las motivaciones que dieron origen a
este trabajo, vamos ahora a describir el tema especifico que se aborda en esta tesis.

La idea original de trabajar con bifurcaciones secundarias en sistemas de reaccion-
difusion nacio al tratar de analizar la bifurcacion de Hopf-Turing. Es bueno aclarar
en este momento que estaremos hablando de ella como una ruta entre ambas bifurca-
ciones, ya que una de las condiciones para que se satisfaga la Inestabilidad de Turing
es que trJ < 0, donde J es la matriz de Jacobi del sistema homogéneo asociado. Por
otro lado, la parte que nos interesa es hallar un ciclo limite asintéticamente estable
emergente de una bifurcacion de Hopf, el cual s6lo puede estar presente si trJ > 0
(véanse los Apéndices B y C).

El inicio de este trabajo fue la lectura del articulo Interactions of Turing and Hopf
bifurcations in chemical systems, de Rovinsky y Menzinger ([19]), cuyo contenido
en principio parecia poco claro. En los intentos por aclarar el contenido de esta
referencia, acudi al propio Menzinger, a través de correo electrénico. En éste me
confesé no poder ser de ayuda con “este articulo muy técnico”, pues no siguio la
literatura del tema.

Entonces tuve mucha confusion, mas aun cuando al leer el articulo de la autoria
de De Wit et al., [32], encontré una frase devastadora en donde afirman que: This
[su propio resultado] invalidates the conclusions of Rovinsky and Menzinger stating
that the Mized Mode® is always unstable in the Brusselator; mismo que encontraron
estable en la forma normal que ellos obtuvieron.

Si bien era verdad que las conclusiones de Rovinsky no eran correctas, el error
debia provenir del método empleado. El problema vino cuando intentamos trabajar
en dicho método, el cual no era claro desde el mismo articulo de Rovinsky y Men-

3Se refiere al modo mixto entre el de Hopf y el de Turing.



zinger (se menciona la técnica empleada, pero no se dice cémo se hizo); sin embargo,
el método referido caia en manos de J. P. Keener ([8]). Al acceder a este ultimo,
comencé a investigar el procedimiento de los métodos de multi-escala temporal?.
Al reproducir los calculos encontré errores, asi como afirmaciones no justificadas. A
pesar de ello, realizamos el analisis de las bifurcaciones secundarias planteado por
Keener haciendo las correcciones necesarias.

Una vez descrito el escenario, ahora si vayamos a la descripcion del contenido de
este trabajo.

En el Capitulo 2 comenzamos con un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales
parciales (EDP) de tipo reaccién-difusién (RD), que describe la dindmica espacio-
temporal de la interaccion de dos morfégenos. Supondremos que éste presenta un
cambio de estabilidad a través de una bifurcacion secundaria, esto es que se cum-
plen para dos niimeros naturales consecutivos la condiciéon de bifurcacion del sistema
lineal asociado, al expresar a la solucién del sistema como una serie de Fourier. El
analisis nos condujo a la construccion de un sistema infinito de ecuaciones diferencia-
les ordinarias (EDO). Usando el método de multi-escala temporal, podemos reducir
el sistema no lineal a dos EDOs no lineales acopladas que involucran sélo los térmi-
nos relevantes. Estas son las formas normales de cada problema de bifurcaciones
que trabajaremos (esto es cuando los términos reactivos estdn dados por polinomios
homogéneos de segundo y tercer grado).

En el Capitulo 3 haremos el andlisis cualitativo de las formas normales obtenidas
en el Capitulo 2. Esto se realizé usando: el andlisis local alrededor de los puntos
de equilibrio, técnicas geométricas y, en varias ocasiones, el teorema de Poincaré-
Bendixson. Los resultados se pueden verificar en los ejemplos de retratos fase, en
los cuales se hizo un uso intensivo del software Pplane®. El andlisis cualitativo del
sistema es exhaustivo para las distintas combinaciones de valores que pueden tomar
los parametros.

4Traduccién que hacemos del término en inglés multi-time scale.
5Este software fue desarrollado por John Polking y es accesible de forma gratuita en la red.



En el Capitulo 4 aterrizaremos los resultados en los dos capitulos anteriores en un
sistema particular: el Oscilador de Bruselas. Aunque no es posible llegar a resultados
contundentes para bifurcaciones secundarias, si lo es para la bifurcacion de Hopf-
Turing de este sistema en especial.

En el dltimo capitulo exponemos las conclusiones, principalmente desde el punto
de vista matematico, sin dejar de lado las observaciones hechas hacia la interpretaciéon
del sistema de EDP’s. Posterior a ello, el lector puede consultar los apéndices que
incluyen, en primera instancia, resultados del analisis matemaético relacionados con el
intercambio de limites o series con derivadas o integrales; resultados ttiles al usarlos
con series de Fourier. También calculamos la serie de Fourier de un producto de
funciones, en término de los coeficientes de Fourier de las funciones originales. En
segunda instancia, se exponen las bifurcaciones de Hopf y Turing por separado.






Capitulo 1

Antecedentes

El descubrimiento de las ideas no puede programarse. Esta es la razon de que las
revoluciones y otros cataclismos sociales tengan frecuentemente una influencia
positiva en la ciencia.

David Ruelle, en Casualidad y caos.

1.1. Un poco de historia

1.1.1. Inicio del auge de las oscilaciones quimicas

1893, la Rusia zarista y una familia que recibe el 19 de febrero a un nuevo inte-
grante: Boris Pavlovich Belousov. Estudié quimica en Ziirich, Suiza, debido a que su
familia fue obligada a dejar el pais después de la oleada de movimientos politicos y
sociales que ocurrian en el Imperio Ruso en el ano de 1905.

19



20 CAPITULO 1. ANTECEDENTES

Figura 1.1: Boris Pavlévich Belousov en su escritorio entre 1956 y 1958. Figura
tomada de [29]

Interesado en la bioquimica, y estando de vuelta a la Unién Soviética como pro-
fesor de quimica antes de la Segunda Guerra Mundial, Belousov comenzé a modelar
en el laboratorio el ciclo de Krebs. Este, también conocido como el ciclo del dcido
citrico, es una sucesion de reacciones quimicas que se realizan en todas las células
aerébicas. En las células eucariontes este proceso se da en la mitocondria. El proceso
consta principalmente de la oxidacién de carbohidratos, dcidos grasos y aminoacidos,
con liberacion de biéxido de carbono.

El modelo experimental realizado por Belousov en su laboratorio sustituia algunos
iones metélicos, cominmente encontradas en enzimas celulares, por iones metalicos
de Cerio. Belousov no tenia del todo claro el mecanismo, y presenté tan sélo un
esquema tentativo de esta reaccion. Sin embargo, sus estudios estdn complementados
con analisis de temperatura y acidez. Pero quizas Belousov vivié un tiempo que no
le correspondia; enviando su manuscrito a revision, los arbitros argumentaron que
debia estar equivocado, que su mecanismo era imposible y que, de ser cierto, habria
de venir acompanado de una demostracién de que la teoria existente era defectuosa.
De vuelta al laboratorio, a la investigacion, y vuelta al rechazo por segunda ocasion,
contando con 64 anos, Belousov decide no volver a publicar.



1.1. UN POCO DE HISTORIA 21

Fue Simon Elerich Schnoll quien encargé a Anatoli Zhabotinsky, un alumno de
posgrado con formacién en bioquimica, la tarea de investigar experimentalmente una
receta de acido citrico de origen desconocido. Al afio siguiente (1962), Zhabotinsky
compartié sus descubrimientos con su asesor e informé a Belousov sus resultados.
Este mostré satisfaccién al saber de la continuidad de su trabajo, dio a conocer la
existencia de su manuscrito a Zhabotinsky, pero jamés pudieron reunirse. Todavia
mas, Belousov murié sin haber recibido reconocimiento en vida, puesto que le fue
entregado el Premio Lenin en 1980 de manera péstuma, mismo que fue compartido
con Zhabotinsky y otro par de cientificos. Esto hecho diez anos después de su muerte.

Figura 1.2: Anatoli Zhabotinsky. Tomada de Obituary: Anatol Zhabotinsky (1938 —
2008 ), en Nature 455.

1.1.2. Osciladores, ondas y rollos en Occidente

Era verano de 1968, la ciudad de Praga recibia a investigadores de todo el mun-
do al Simposio en osciladores biologicos y bioquimicos. Zhabotinsky y sus colegas
asistieron, dando a conocer a los presentes la, en ese entonces llamada, reaccion de
Zhabotinsky. Entre el publico, Arthur Winfree.



292 CAPITULO 1. ANTECEDENTES

Winfree, siendo ingeniero fisico en su formacién basica pero doctorado en biologia,
al inicio dedicaba su investigaciéon al tema de la sincronizacion colectiva. ;Cdémo
pueden estridular los grillos al unisono? ;Coémo logran las luciérnagas emitir su luz
al mismo tiempo? ;Cémo es esto posible sin un lider que conduzca al grupo a llevarlo
a cabo? Preguntas como las anteriores motivaron durante anos a Winfree, y propuso
algunos de los primeros ejemplos de un fenémeno conocido como sincronizacion.

Figura 1.3: Arthur Winfree. Fotografia tomada de http://www.siam.org/news/
news.php?id=617 (consultada el 1° de septiembre de 2013).

Pero después del Simposio de 1968, Winfree mostré interés por la reaccion de
Belousov-Zhabotinsky, siendo el principal promotor de dicha reacciéon en Occidente.
Esto no es un hecho aislado, recordemos que los origenes de Winfree se hallaban en los
procesos de sincronizacion en sistemas biologicos, entre ellos podemos ubicar aquellos
relacionados con la fisiologia humana como los ritmos cardiacos y la propagacién
de ondas eléctricas a través de tejido nervioso. Estamos hablando de los sistemas
excitables.

Llevando sus ideas al laboratorio, Winfree descubrié que la reaccién anterior
exhibia ondas que se propagan a través del medio con geometrias variadas, entre
ellas las ondas en espiral. Y no sélo eso, sino que propuso un sistema de EDPs no
lineales que simulaban numéricamente lo observado en la caja de Petri en la que se
efectuaba la reaccién. Lo anterior abrié las puertas a muchos matematicos quienes
tomaron como tarea la demostraciéon de la existencia de soluciones de este tipo.
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Fueron Cohen, Neu y Rosales quienes encontraron ([4]), bajo condiciones de suavidad
en el origen donde suponen que se encuentra el polo de la espiral, soluciones regulares
de tipo onda espiral rotatoria en sistemas de dos ecuaciones no lineales acopladas de
tipo RD, en un dominio espacial de dimension 2.

A raiz de ello hubo una explosién en las investigaciones sobre el tema. Tyson,
Keener, Kuramoto, Kopell y Levine son solo algunos de los que posteriormente inda-
garon mas sobre el tema. El mismo Winfree continué buscando este tipo de patrones
emergentes, saltando a una dimensién mayor. Lo que posteriormente descubrié fue
lo que llamé ondas enrolladas', que son el equivalente a ondas en espiral tridimen-
sionales. A la fecha, estos fenémenos no son del todo comprendidos.

Figura 1.4: Ondas en espiral. A la izquierda una imagen de la reaccion de la Belousov-
Zhabotinsky. A la derecha, patrén en espiral que exhibe una colonia de bacterias Dict-
yostelium Discoideum cuando se presentan condiciones hostiles del medio. Tomado
de http://wuw.pnas.org/content/103/43/15727/F1.expansion.html (consulta-
da el 1° de septiembre de 2013).

'Del inglés scroll waves


http://www.pnas.org/content/103/43/15727/F1.expansion.html
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1.1.3. El problema de la morfogénesis

Del pensamiento més influyente en los estudios sobre el problema del origen de
las formas vivas podemos mencionar a D’Arcy Wentworth Thompson quien, en su
libro On growth and form ([23]), comenzé a discutir la necesidad de incluir el uso de
matematicas para entender los fenémenos biolégicos: un Galileo para la biologia. Su
obra no sélo esta llena de ejemplos, uno tras otro, donde se exhiben las propiedades
geométricas del crecimiento y las relaciones de equivalencia inducidas por las trans-
formaciones continuas entre especies, sino que plantea con absoluta claridad que la
explicacién de las formas vivas hay que buscarla en los procesos fisicos que obedece
toda la materia viva.

Si bien D’Arcy Thompson buscaba principalmente motivar a la comunidad cientifi-
ca de recurrir al uso de las matematicas en los problemas de crecimiento y forma, no
muchos se aventuraron a tomar esta linea de trabajo. No fue sino hasta 1952 cuando
se publica The chemical basis of morphogenesis (véase [26]) donde se exponen las
primeras teorias matematicas de la morfogénesis. El autor: Alan Mathison Turing.

Nacido el 23 de junio de 1912, curioso desde edades tempranas, y amante eterno
de las matematicas, Alan Turing es considerado una “figura lider” de la ciencia del
siglo XX (segin P.N. Furbank, en el prefacio de [25]). Habilidoso en el drea de la
probabilidad, la légica matematica y la teoria de ntimeros, entre otras, no sélo fue
uno de los fundadores de las ciencias de la computaciéon y la inteligencia artificial,
también fue el primero en proponer, motivado por la lectura de On growth and form,
un mecanismo dinamico para el estudio del origen de las formas.

Aunque actualmente se incluya a la propuesta turingiana dentro del estudio de la
emergencia de patrones, Turing pretendié proponer que los genes no eran los tinicos
elementos involucrados en el fenémeno de la morfogénesis. Fisica y quimica son la
utileria de la escena. Su modelo incorpora dos sustancias (a las que llamé morfégenos)
que son las actrices de la obra y, finalmente, la matematica es la directora del montaje.
El nombre de la obra esta contenido en el titulo de su ya clasico trabajo.
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Figura 1.5: Alan Mathison Turing en fotografias pasaporte. No se encontro la edad
que tenia al serle retratado. Imagen tomada de www.turingarchive.org/viewer/
71d=526&title=10 (consultada el 1° de septiembre de 2013).

Lo que Turing hallé fue, a partir del estudio de bifurcaciones de estos sistemas de
tipo RD, la posibilidad de un cambio de estabilidad de la solucién estacionaria y ho-
mogénea. Trabajando en dominios circulares y esféricos, lo que Turing encontré fue el
rompimiento de estabilidad de este estado de equilibrio bajo perturbaciones espacio-
temporales que conducen finalmente a un estado inestable en espacio pero estable en
tiempo.

Los resultados que Turing encontré pudieron tener muchas més conclusiones y
vertientes de investigacion. Sin embargo, su repentina muerte nos arrebatd anos
fructiferos de su trabajo. Bajo la influencia de la depresién, causada principalmente
por la imposiciéon de un tratamiento de estrogenos que el gobierno britanico le im-
puso por ser homosexual, Turing se suicida? el 7 de junio de 1954, dos afios después

2; 0 no? Muchas teorias se han creado alrededor de su muerte. Su madre, Sara Turing, aseguraba,
que debié ser un accidente pues trabajaba en su laboratorio con cianuro. Existen otras hipétesis


www.turingarchive.org/viewer/?id=526&title=10
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de la publicacién de su tnico articulo en el tema de la morfogénesis?.
Alguien, eventualmente, tomaria la batuta en esta linea de investigacion, tal vez

con otra perspectiva; de esto se encargd la Fscuela de Bruselas, liderada por quien
seria Premio Nobel de Quimica en 1977, y del que hablaremos en la siguiente seccion.

- O
9

Figura 1.6: Dibujo que Turing emplea en [26] como ejemplo de patrones emergente
de un sistema de morfégenos en interaccién.

1.1.4. El Grupo de Bruselas

Interesado por textos filoséficos desde la adolescencia, Ilya Prigogine quedd, en
sus propias palabras, hechizado por el texto La evolucién creadora* de Henri Bergson
que dice

donde se cree que fue mas bien asesinado por el gobierno inglés. Quizas no es una hipétesis aventu-
rada, sobre todo si se considera el papel de Turing durante la Segunda Guerra Mundial y el tiempo
de Guerra Fria en la que “tomé la decisién de suicidarse”.

3 A pesar de ello, dejé dos trabajos sin publicar en el tema de filotaxia. Peter Saunders, en calidad
de editor, se dio a la tarea de completar sus notas, junto con lo que los colaboradores de Turing
podfan sumar. Estos trabajos pueden revisarse en [25].

4 L’evolution créatrice, por su nombre original en francés.



1.1. UN POCO DE HISTORIA 27

Mientras mas profundo estudiamos la naturaleza del tiempo, enten-
demos mejor que la duracién significa invencién, creacion de formas, con-
tinua elaboracién de lo absolutamente nuevo.

Nacido el 25 de enero de 1917 en la ciudad de Moscti, migrante en Alemania por
unos anos desde 1921 hasta que finalmente se asenté su familia en Bruselas, Bélgica.
Asi como su padre y su hermano mayor, siguié la linea del estudio de la Quimica,
obteniendo su primer grado doctoral en 1941.

Figura 1.7: Ilya Prigogine. Imagen tomada de http://en.wikipedia.org/wiki/
Ilya_Prigogine (consultada el 2 de septiembre de 2013)

Influenciado por Théophile De Donder, por su contribuciéon a la termodinamica
quimica al proponer una nueva formulacién de la sequnda ley de la termodindmi-
ca basada en la afinidad y el grado de evolucion de una reaccién, y también in-
fluenciado por Jean Timmermans, por dedicarse a los aspectos experimentales de la
termodinamica aplicada a soluciones liquidas y sistemas complejos, sumo su interés
particular sobre el concepto del tiempo. Como resultado de esta suma de influen-
cias, Prigogine se interes6 inmediatamente en la sequnda ley de la termodindmica en
sistemas quimicos.


http://en.wikipedia.org/wiki/Ilya_Prigogine
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A través de sus estudios sobre los procesos irreversibles, se han podido encontrar
muchas aplicaciones en distintas areas. Una de ellas: la biologia. La relacién que Pri-
gogine hizo es clara, y que en sus palabras dice®: “El hecho es que me parecié que
los seres vivos nos proporcionaban ejemplos notables de sistemas que eran altamente
organizados y donde los fenémenos irreversibles jugaban un papel esencial”. La inter-
relacion de todas estas ideas condujo a Prigogine a estudiar la teoria de los sistemas
fuera del equilibrio (termodindmico), y en consecuencia, de los sistemas no lineales.

El crecimiento en el grupo de trabajo del tema en la Universidad Libre de Bru-
selas, la creacion del concepto de estructura disipativa y la formulacion del modelo
matemadtico llamado oscilador de Bruselas (estos dos tltimos trataremos con mayor
detalle en el Capitulo 4) son unos de los motivos que fueron conduciendo a la creacién
del famoso “Grupo de Bruselas”, liderado—como ya lo senalamos— por Prigogine.

Fueron sus convicciones humanisticas las que condujeron a Prigogine a estudiar
problemas mas complejos, con la esperanza de que se fueran revelando los requeri-
mientos tedricos para poder saltar formalmente de los modelos fisicos, y poder acceder
a entender con suficiente rigor los fenémenos bioldgicos, e incluso los sociales.

1.2. Los preliminares tedricos

1.2.1. Deduccién de las ecuaciones de tipo RD

En el presente trabajo estudiaremos principalmente un sistema de dos EDPs no
lineales y acopladas. Este tipo de sistemas conocidas con el nombre de reaccién-
difusién (RD) son en esencia la famosa ecuacién de calor, a la cual se le suman
términos no lineales que estan dados por interacciones autéonomas entre las funciones

5Prigogine afirmé esto en la autobiografia que publicé en conmemoraciéon de la entrega del
premio Nobel. El texto completo se puede leer en www.nobelprize.org/nobel_prizes/chemistry/
laureates/1977/prigogine-autobio.html, que es una lectura ampliamente recomendable.


www.nobelprize.org/nobel_prizes/chemistry/laureates/1977/prigogine-autobio.html
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desconocidas.

En cuanto a la modelacion del problema, para poder emplear este tipo de ecua-
ciones, supondremos que en la reaccién la temperatura y la presion son constantes,
ademds la concentracion de las sustancias (que seran nuestras funciones desconoci-
das) obedecen la ley de Fick la cual establece que

El flujo de la sustancia se da en direccion contraria al gradiente de la
concentracion.

Lo anterior en términos matematicos dice que si denotamos por j(f, t) al flujo de
sustancia por unidad de volumen (o de drea) y a la concentracién de la sustancia
en el punto Z y al tiempo t por u(Z,t), si las sustancias se difunden en un medio
isotropico:

7(Z,t) = —DVu(Z,t), (1.1)
donde D > 0 y es el coeficiente de difusion de la sustancia y Vu es el operador gra-
diente, donde las derivadas parciales se toman sélo respecto a las variables espaciales.

Ademas de lo anterior, supondremos que las sustancias reaccionan obedeciendo
la ley de accion de masas, esto es

La velocidad de una reaccién quimica® al tiempo ¢, es directamente
proporcional al producto algebraico de potencias de la concentracion de
las sustancias reaccionantes en ese instante.

En términos mateméticos, si [4;(t)] denota a la concentracién de la sustancia A;
al tiempo t, entonces
d[Ai(1)]
dt

6Estamos pensando sélo en un paso de la serie paralela de reacciones, es decir, esto pasara para
cada sustancia involucrada en la serie acoplada de reacciones.

= ki[A1]" [Ag]® - - - [Ag]™,
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donde k; es la constante de la velocidad de la reaccién, y k; < 0 cuando A; es un
reactivo, siendo k; > 0 cuando es un producto. Ademas, «o; (j = 1,2,...,k), son
enteros no negativos, y representan el orden de la reaccion de la sustancia corres-
pondiente. Por otra parte, esto determina la cinética de una reaccion; si se tiene una
serie de reacciones paralelas, tendremos que sumar la relaciéon correspondiente a cada
reaccién involucrada en el sistema.

Calculamos la cantidad total de sustancia en la regién €2 al tiempo ¢, que estd dada
por la expresiéon fQ u(Z, t)dz. Supondremos que la velocidad instantdnea de cambio
de la sustancia total en €2 de la sustancia depende sélo del flujo de la sustancia en la
frontera y de lo que se produce de dicha sustancia en toda €2 al tiempo . En términos
matematicos,

a4 u(f,t)dV:—/ j(f,t)-ﬁds+/f(u,f,t)dv, (1.2)
dt Jo 09 Q

donde 7@ = 7i(Z) es el vector normal exterior en cada punto de 92 al tiempo t y f

dicta el comportamiento cinético de la sustancia’.

Del lado izquierdo de la ecuacion (1.2), supondremos que se puede intercambiar
la derivada con la integral. Del lado derecho empleamos el teorema de la divergencia,
por lo que 1.2 se escribe:

a —
/ Ty = —/v . dV+/f(u,f,t)dV.
o Ot Q Q
Debido a que esto es cierto para toda region {2, la conclusién es que
ou

E:—VJ—I—f.

Finalmente, utilizando la ley de Fick expresada en (1.1), tenemos

— = DV*u -+ f, (1.3)

7Si la cinética se rige por la interaccién de varias sustancias, éstas deberdn estar incluidas en f.
Por simplicidad omitiremos este hecho, aunque posteriormente lo emplearemos.
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donde V2u es el operador laplaciano, donde las derivadas parciales se toman sélo
sobre las variables espaciales.

1.2.2. Bifurcaciones y las formas normales

Todos hemos conocido a personas que reciben apodos que perduran mucho tiem-
po. Quizas nosotros mismos hemos sido objetivo de dichos sobrenombres, incluso
algunos habran permanecido tanto en la memoria de los demas que ni siquiera recor-
demos el nombre original de aquel a quien le fue impuesto. Lo que hay que remarcar
de los apodos es que no describen en la totalidad a la persona, sino que simplemente
destacan una caracteristica que nosotros queremos hacer notar.

El estudio de las formas normales de los sistemas dinamicos funcionan como el
apodo de familias de sistemas. Lo que se busca es reducir al sistema a estudiar en
uno mas simple y que conserve (al menos localmente) las caracteristicas importantes
y que también refleje las propiedades del sistema fisico o bioldgico a estudiar. En
términos mas técnicos: que el sistema a estudiar sea topolégicamente equivalente
localmente a un sistema mas féacil de analizar.

Uno de los objetivos principales del desarrollo del método de las formas normales
es entender las bifurcaciones de los sistemas dinamicos. A grosso modo, una bifurca-
cién ocurre cuando hay un cambio cualitativo en la dinamica de un sistema al variar
un parametro de éste. En los sistemas bidimensionales de EDOs, estos pardmetros
son principalmente la traza y el determinante de su matriz de Jacobi. Al nimero
total de parametros de los que depende esencialmente una bifurcacién es a lo que se
le conoce como la codimension de dicha bifurcacién.

Para introducirse al tema, el lector puede consultar el Apéndice B de este trabajo,
en donde se deduce un sistema mas sencillo para estudiar los sistemas de dos EDO’s

que cumplen con la propiedad de que la traza de su matriz de Jacobi se anula.

El hecho de que las formas normales sean un “apodo” implica inmediatamente
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que no hay una tnica forma normal para cada sistema. Para empezar, depende
de la caracteristica que estemos resaltando de él; en segunda instancia podemos
elegir distintas formas de destacar dicha caracteristica®, asi que la “facilidad” de los
sistemas dependera de quién los trabaje.

En el siguiente capitulo, se buscard encontrar una forma normal para sistemas
de tipo RD que presenten bifurcaciones secundarias, que es cuando se presentan dos
valores criticos consecutivos de inestabilidad espacio-temporal. Un sistema de dos
EDPs parabdlicas acopladas las “apodaremos” como un par de EDOs acopladas.
Eso es lo que nosotros entenderemos como “facil de analizar” en este trabajo.

1.2.3. Analisis de retrato fase

En el Capitulo 3 haremos el analisis exhaustivo de una familia de sistemas de dos
EDOs no lineales y acopladas, determinada por varios parametros. Lo que haremos
siempre en primera instancia serd el analisis local del sistema alrededor de los puntos
de equilibrio. Esto se reduce a analizar la matriz de Jacobi asociada al sistema en
términos de su traza y determinante, es decir, si J denota dicha matriz, entonces los
valores propios de J estan dados por las raices del polinomio caracteristico

P(A) = A2 — trJA + det J. (1.4)

Igualando a cero y resolviendo la ecuacion se tiene que los valores propios estan dados

por
_trJ £VitrJ? —4det J
= > .
La ecuacion anterior determina todos los casos posibles de los sistemas lineales de
dos EDOs. Invitamos al lector a revisar [7], en donde se explica detalladamente cada
caso.

Ax

(1.5)

Sin embargo, no nos gustaria quedarnos tinicamente con el analisis local: haremos
la investigacion global del sistema. Aunque existen muchas técnicas para realizar esto,

8La relacién ser topoldgicamente equivalente a es una relacién de equivalencia.
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en esta seccion hablaremos brevemente de las que emplearemos con mayor frecuencia
en este trabajo. Tomemos el sistema

X = F(X) (1.6)
donde F : Q c R — R? es un campo vectorial tal que todo problema de condiciones

iniciales asociado con (1.6) tenga una tunica solucién ¥ = ¢(t). Comencemos con
algunas definiciones:

Definicién 1.1 Considere el flujo ®; asociado al sistema (1.6). Decimos que Y € R2
es un punto w-limite a través de X si existe una sucesion t, tal que lim,,_,.,t,, = 00

Y que
lim @, (X) =Y.

n—oo

Por otro lado, decimos que Y es un punto a-limite a través de X si

lim ®_, (X) =Y.

n—oo
Definicién 1.2 Sea A un subconjunto de R?, entonces A es:

1. invariante, si para cada X € A y toda t € R, CIDt()?) c A
2. positivamente invariante, si para cada X € A y toda t > 0, (Dt()Z') e A

3. negativamente invariante, si para cada X € A y toda t <0, @t()?) c A

El objetivo de estas definiciones es el de hablar de qué pasa a lo largo del tiempo
con el sistema dindmico inducido por el sistema de EDOs (1.6). Uno de los objetivos
principales de los sistemas planos es el de hallar érbitas periddicas, o bien, ciclos
heteroclinicos u homoclinicos. El siguiente teorema, y que puede consultarse con de-
talle en [7], es uno de los més importantes en el estudio de este tipo de sistemas. Este
teorema puede ser enunciado en varias formas equivalentes (nosotros presentamos
una de ellas), y caracteriza la dindmica de sistemas de EDOs auténomos planos.
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Teorema 1.1 (de Poincaré-Bendixson) Supongamos que Q@ C R? es un conjunto
limite compacto y no vacio del sistema (1.6) y que no tiene puntos de equilibrio.
Entonces ) es una drbita cerrada.

Como puede notar el lector, el teorema de Poincaré-Bendixson no deja muchas
opciones para el comportamiento a tiempos grandes de las soluciones de (1.6)°. Esto
lo revisaremos en los siguientes dos corolarios, que ademés emplearemos a menudo
en el Capitulo 3.

Corolario 1.1 Un conjunto compacto K que es positiva o negativamente invariante
contiene un ciclo limite o un punto de equilibrio.

Corolario 1.2 Sea v una orbita cerrada, y sea U la region abierta constituida por
el interior de . Entonces U contiene un ciclo limite o un punto de equilibrio.

Mucho de lo que haremos en adelante sera buscar esas regiones positiva o nega-
tivamente invariantes para descubrir si existen o no ciclos limite en el retrato fase
de (1.6). Las técnicas para hallarlas son més especificas, requiere de analizar las
ceroclinas y otros conjuntos en donde ya conozcamos el comportamiento de (1.6).
Sin embargo, no son técnicas generales por lo que se mencionard el procedimiento
empleado en el momento de ocuparlo.

9En particular, excluye la posibilidad de comportamientos caéticos.



Capitulo 2

Una forma normal para
bifurcaciones secundarias

La naturaleza posee una perfeccion propia sorprendente, que es el resultado de una
suma de limites. La naturaleza es perfecta porque no es infinita. St uno comprende
los limites, comprende como funciona el mecanismo.

Alessandro Baricco, en Océano mar.

2.1. Introduccion

En este capitulo consideramos un modelo mateméatico que describe la dindmica
de dos sustancias quimicas que se difunden y reaccionan en un dominio conexo y
compacto. Este es suficientemente angosto como para suponer que es subconjunto
de la recta real. Como lo mencionamos en el Capitulo 1, el problema se traduce
matematicamente en un sistema de EDPs de tipo RD cuyo dominio, reescalandolo

35
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adecuadamente, es el intervalo [0, 7]; con condiciones iniciales positivas, suficiente-
mente suaves y cercanas a la solucion de equilibrio, y con condiciones de frontera de
tipo Dirichlet homogéneas.

Si la concentracion de cada sustancia en el punto = al tiempo t se denota por
u(z,t) y v(z,t) respectivamente, estas variables satisfacen el par de EDPs:

Uy = Dl% +.f(u7'U)

(2.1)
v = Dg% + g(u,v).
definido V (z,t) € (0,7) x R,.
El problema matematico se completa con las condiciones iniciales
u(z,0) = up(z) ; v(x,0) =vo(x) Vo el0,n], (2.2)
donde ugy y vy son funciones dadas, y las condiciones de frontera
u(0,t) = u(m,t) = v(0,t) = v(m,t) =0Vt >0. (2.3)

Las funciones f y § que aparecen en (2.1) contienen la informacién de la cinéti-
ca quimica entre las dos sustancias. Ademds de ser no lineales, en ellas aparecen
parametros cinéticos con importante interpretacion quimica.

Una vez hecho el planteamiento, el estudio del problema (2.1)-(2.2)-(2.3) serd el
siguiente: haremos el analisis lineal del sistema para determinar las funciones propias
asociadas al sistema (2.1) con las condiciones iniciales y de frontera (2.2) y (2.3).
A partir de lo anterior, podremos identificar las condiciones para que se presente
un cambio de estabilidad, es decir, una bifurcacién. Teniendo la expresién de las
soluciones del sistema en serie de funciones propias, construiremos un sistema infinito
y acoplado de EDOs, el cual simplificaremos un poco a partir de transformaciones
lineales. Finalmente, haremos uso del método de perturbaciones para determinar los
términos relevantes en la dindmica del problema.
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2.2. Analisis lineal

Supongamos que el sistema homogéneo asociado a (2.1) tiene como punto de
equilibrio, es decir una solucién estacionaria y homogénea, a' (0,0). Suponiendo que
f y ¢ son suficientemente suaves en una vecindad del origen, entonces localmente el
sistema (2.1) puede aproximarse por el siguiente sistema no lineal:

%:Dl% + anu -+ a120 + f(U, U)

(2.4)

2

%:DQ% “+ ag1u + agv + g(u, ’U),
donde a;; son las entradas de la matriz de Jacobi del campo vectorial que define al
sistema homogéneo asociado a (2.1) evaluada en (0,0). Las funciones f y g que apa-
recen en (2.4),~ contienen todos los términos no lineales, que provienen del desarrollo
de Taylor de f y g alrededor del origen, a partir del término cuadratico en adelante,
respectivamente. Por ello, f y ¢ satisfacen

f(U,U) — h/m g<u7v) — 0
(u0)(0,0) [[(u, V)| (uw)—=(0,0) || (w, v)]|

Es importante mencionar que las bifurcaciones secundarias requieren de dos
parametros de degeneracién, esto es que su codimension es dos. Tomando en cuenta
lo anterior, a continuacién consideraremos el sistema particular de tipo RD, en su
notacién vectorial

% Dl% U f(ua U)

— +(A+AB +0C) ( ) + , (2.5)
81} 821) v
ot Dy 9(u,v)

donde A, B,C € Mjys vy la matriz (A + AB + ¢C') indica que la matriz de Jacobi
del sistema anterior se descompone de esta forma, dependiendo de los parametros A

1Si fuera un punto de equilibrio distinto, digamos (u*,v*), entonces se hace el cambio de variables
u=u—u"yv=v—v*" ycon éste se garantiza que el origen sea el equilibrio garantiza que el
punto de equilibrio sea el origen.
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y 0. Este es un caso muy particular, y en muchos casos esto podria no ser asi; sin
embargo, si las entradas de la matriz de Jacobi, a;;(A, o), son funciones de dichos
parametros y éstas son suficientemente suaves, entonces alrededor de (A*, 0*) se tiene
que
(9aij()\*,a*) (9aij()\*,a*)
A+ o,

O\ do

que, para valores de A y o cercanos a (A\*,0*), tiene la forma que planteamos.

aij()\,a) =~ aij()\*,a*) +

Ademés de lo anterior, se satisfacen las condiciones iniciales y de frontera (2.2)
y (2.3), donde las funciones f y g son polinomios homogéneos. Para los fines de este
trabajo f y g seran polinomios de grado 2 y 3, respectivamente?.

Enseguida haremos el analisis local lineal de (2.5) alrededor de la solucién estacio-
naria y homogénenea u = v = 0. Buscamos funciones propias adecuadas al problema
provenientes del sistema lineal asociado a (2.5), por lo que proponemos por solucién
de (2.5) al par de funciones u(z,t) = e’ ¢(x) y v(x,t) = e’p(z) con u € C. Sustitu-
yendo estas expresiones en el sistema lineal que resulta de eliminar los términos f y
g obtenemos que u, ¢ y v satisfacen el par de EDOs

po(z) D1 ¢" () ()
= + (A+ AB+0C) ( ) , (2.6)
pb(z) Doy ()
donde, como consecuencia de las condiciones de frontera (2.3), se tiene que ¢ y ¥
deben, ademads, cumplir que

¢(0) = o(m) = ¢(0) = ¢h(m) = 0. (2.7)

Segun la teoria de Sturm-Liouville, el problema de condiciones de frontera (2.6)-
(2.7), las funciones propias de éste son las funciones trigonométricas

on(z) = sen(nz) , P, (x) =sen(nz), n € N

2Podemos considerar lo anterior sélo como ejemplos , sin embargo es posible también pensar que
si integramos en un trabajo posterior ambos casos podriamos tratar de entender las bifurcaciones
secundarias para funciones con aproximacién en serie de Taylor hasta orden 3.
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con valor propio u,, el cual satisface la igualdad
det (A+ AB +0C — p,I —n’D) =0, (2.8)

donde D = diag(Dy, D3) e I es la matriz identidad de 2 x 2.

Recordemos que la solucién estacionaria y homogénea del sistema (2.5) es asint6ti-
camente estable localmente (a.e.l.) si Re(u,) < 0 para toda n. Suponiendo que una
bifurcacién se da justo en o = 0 y que implique que A = 0 es el minimo ntimero® A
que haga que Re(u,,) > 0 para alguna n, entonces la estabilidad de dicha solucién se
rompera. Lo anterior nos motiva a obtener el polinomio caracteristico en la variable
iy para A = o = 0, sustituyendo estos valores en (2.8). Se obtiene la férmula:

P(uy) = pi + py [tr (nD — A)] + det (A —n?D), (2.9)

cuyas raices son:

tr(A—n?D) + \/tr (A —n2D)* — 4det(A — n2D)
2

k= (2.10)

2.3. Construccion de la forma normal

A fin de determinar la frontera (en la regién de los pardmetros) en la que se da
la bifurcacién, buscamos las raices (2.10) que tengan parte real nula. Si la matriz
de Jacobi, con entradas (a;;), no es la matriz nula, analizaremos el caso en que la
bifurcacién ocurra cuando®:

tr(A —n?D) < 0 ydet(A —n*D) =0 (2.11)

3Si esto ocurriera en puntos oy con \g diferentes de cero, se hacen los cambios de variable
ocf=0—0gy A" =X— ).

“En [8] se mencionan otras formas en que pudiera ocurrir esta bifurcacién. Para fines de este
trabajo, sélo analizaremos las condiciones (2.11), aunque, como veremos mas adelante, valdré la
pena revisar los otros casos ahi mencionados.
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De lo anterior’ es de notar que si se cumple (2.11) entonces p, = 0. Como
queriamos destruir la estabilidad de la solucion estacionaria y homogénea, pedire-
mos que para toda n que no cumpla los casos anteriores, ésta satisfaga el par de
condiciones

tr(A—n?) <0y det(4 —n?D) > 0. (2.12)

En [8], Keener menciona que hay cinco formas de volver inestable a la solucién.
Dos de ellas dan origen a bifurcaciones de codimensién uno. Para fines del presente
trabajo, inicamente consideraremos el siguiente caso:

Las condiciones (2.11) se satisfacen para n = my,ms con |m; —msy| = 1. Para
todo n # my, my se satisfacen las condiciones (2.12).

Ahora retomemos el sistema (2.5). Siendo el conjunto de funciones trigonométri-

cas {sen(nz)} completo en el intervalo [0, 7], entonces la solucién general del sistema
(2.5) se puede expresar como

w(z,t) = > 77 ug(t) sen(kz)

v(x,t) = > 0, vg(t) sen(kx),

donde las funciones u; y vy son desconocidas.

(2.13)

Si denotamos por 4 = (uy(t),us(t),...) y v = (v1(t),va(t),...) también podemos
expresar a las funciones f y ¢ de la siguiente manera®:

f(w7t) = f(u(x,t),v(a:,t)) = 220:1 fk(aa@) Sen(km)

g(l‘,t) = g(u(m,t),v(w,t)) = Zz; gk(aﬂ_)) Sen(km)v

donde fi y gi son los coeficientes de Fourier de las funciones f y g, respectivamente.

(2.14)

®Nétese que se pide que tr(A —n?) < 0 ya que si fuera positivo se tendrfa un valor propio con
parte real positiva, y por tanto la solucion seria inestable de antemano.

6Esto serfa cierto si f y g fueran impares, sin embargo como estan definidas en [0, 7] es posible
hacer una extensién impar a [—7, 7] al definir f(z) = —f(—2) y g(z) = —g(—x) para x € [, 0]
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Sustituyendo (2.13) y (2.14) en (2.5), suponiendo que se pueden intercambiar las
sumas con las derivadas parciales’, se tiene el siguiente sistema compuesto por un
numero infinito de EDOs para uy y vg:

Uy ugsen(kx)
= k1 -
vy vpsen(kx)
Dyugsen(kx) frsen(kx)
_y | e +aaoc) (W)
Dyvysen(kx) F grsen(kx)

(2.15)

Por ser {sen(kx)}32; un conjunto linealmente independiente en el intervalo [0, 7],
entonces a fin de que la igualdad se dé para todo = € [0, 7] los respectivos coeficientes
de la izquierda deben ser los mismos que los correspondientes del lado derecho en
(2.15). Esto conduce al sistema infinito de EDOs acopladas para uy y vy

<:§:>:(A—k2D+AB+aC)<z:>+(§Z), (2.16)

para cada k € N.

Como ya lo mencionamos anteriormente, supondremos que A y D son tales que
para m = mq, mo se cumple (2.11) y que, en otro caso, se satisface (2.12). Buscamos
una transformacién que diagonalice la matriz (A — m?D) para m = mq, my. Para
ello consideremos la transformacion definida por la matriz

2 2
Tm _ a2 m D2 a1 m D1 (217)
—a21 as1
cuya inversa es
B 1 as; —aqy; +m2D
71 — 21 11 1 2.18
™ agtr(A—m2D) [ g1 ag —m?Dy |’ (2.18)

"Puede referirse a los teoremas A.1 y A.2 del Apéndice A del presente trabajo en el cual se dan
condiciones bajo las cuales se puede realizar dicho intercambio.
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de donde, al calcular T,'(A — m?D)T,, considerando que por hipétesis det(A —

m?D) = 0 y definiendo z = m, obtenemos:

det(A —m?D) (a1; — m2D1)? + ajpas

" 0 azi(ay — m2D1) + ag (as — m2D2)

T Y A—-m?D)T,, = 2T,! [

0 ag det(A —m?2D)
=~ “lo an tr?’(A —m?2D)

B { 8 tr(A —0m2D) }
(2.19)

Para toda n # mj, my definamos® T, = I. Para cada ecuacién diferencial del
sistema infinito dado por (2.16) hagamos el cambio de variable:

< %’: ) =T ( z’; > (2.20)

y el sistema (2.16) se convierte en el sistema:
Us \ _ Uk Fy (U, V)
(5) oo (B )+ (BCDY, oo
P =T-Y(A—m2?D)Ty, ; B, =T BT, ; C\=T-'CT,,
e e 2.22
( (0. 7) ) e ( f(0.7) ) (2:22)
Gr(U,V) F\ U V) )

Haremos el andlisis del sistema (2.21) para A = o = 0. Para ello, supondremos que
en una vecindad de este punto A = €2y 0 = €?v, donde 0 < € < 1. Aprovechando

donde

]
<<

8De esta forma estamos dando generalidad a lo que diremos més adelante, claramente no estamos
haciendo cambio alguno en estos casos. Sin embargo, debido a que satisfacen las propiedades (2.12)
sabemos lo necesario en estos casos.
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la introduccion del parametro pequeno € nos propondremos hallar un desarrollo de
la solucién de (2.21) por medio de una técnica de perturbacién en multiescala (doble
tiempo)?. Es decir, supondremos que la solucién de (2.21) es una funcién de dos
variables temporales independientes dadas por:

rT=¢ct y tt=t. (2.23)

De lo anterior, se tendrd que las soluciones de (2.21) se pueden expresar como
serie de potencias del pardmetro € en la forma'®

U(t,7) = Y5, 0t 7)

p—
) ) (2.24)
Vit = 3% PP (* 7)
Por (2.23) y usando la regla de la cadena, se tiene que
dX,  0X,  ,0X
= ;X Vi 2.2
It o +€ oy Nk € {Uk, Vi }, (2.25)

que, al emplearlo en (2.21), tomando en cuenta que Uy = > 2 U y Vi, =
Do €7V, para cada k € N se obtiene:

0 Ul U}
(1))
0 ( U} U2\ Ul o ( U} F (UL VY
ot* ( Vk2 ) — ( Vk2 B (uBk * VCk) Vkl B E Vkl * Gk(Ul,Vl)
(2.27)

De (2.26) podemos observar que para k # mq, ms, las soluciones U} y V;! son
asintoticamente estables localmente en la variable t*; esto se sigue al consider la

9Esta es la traduccién que hicimos del término en inglés two-timing.
1075 notacién usada aqui se ha de entender asi: para el pardmetro e significa elevar a la potencia
2p + 1; mientras que para U es un superindice, una etiqueta.
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condicién (2.12). Por otra parte, observemos que por (2.11) y por (2.26) para m =
mq, Mo se tiene

0 (U, 0 0 oo
%(VJM)_[O tr(A—ng)KvT;)’ =12 (2.28)

De lo anterior concluimos que U,}n y UT}U son funciones que dependen tinicamente
de 7; por ello, las denotaremos como Uy}, = a(7) y U, = b(7) respectivamente. Por
otra parte, V! Ly anw son asintéticamente estables en la variable t*. De forma parecida
también esto pasa con V2 y V.2 . Ademds, debido a que en las matrices P, y P,
hay un cero en la diagonal (véase (2.19)), entonces Uy U2 son no acotadas en la
variable t*.

Eliminando los términos de (2.27) que no dependen de t*, pues ahi no se exhi-
be cambio en la estabilidad, obtenemos que a y b satisfacen la siguiente ecuacién

diferencial: .
d ( a ) _ < (1B +V71)G+me1(aa b) ) (2.29)
dT b (MBQ + V’YQ)b + fm2 (a7 b) ’ .
donde 5 (B,..) 3 (B.,)
1= m1)11y 2 = mo )11y
Y1 = (Cray)11, Y2 = (Ciz)11, (230)

y las funciones fml y me son las partes de F},, v F,,, que no dependen de t*.

2.3.1. Un caso particular: polinomios homogéneos ciibicos

En seguida nos apartamos del analisis general realizado en las paginas anteriores
y consideramos un campo vectorial particular. Para ello, consideraremos el corres-
pondiente problema de condiciones iniciales y de frontera asociado al sistema (2.4)
y calcularemos los términos de fm1 y fmz, suponiendo que f y ¢ son polinomios
homogéneos ciibicos, es decir,

flu,v) = cud + couPv + czuv? + cqv?

g(”? U) = d1U3 —+ d2u2v + ng’U2 + d41}3, (231)
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donde ¢;,d; € R para i,j = 1,...,4. Emplearemos la solucién en serie (2.13) para
determinar la expresion de f y ¢ en términos de dicha solucién. Para ello emplea-
remos el teorema del producto de dos series de Fourier (véase el Apéndice A). En
efecto, segin dicho teorema, si se tienen funciones arbitrarias y(z,t) y z(x,t) ex-
presadas en términos de sus respectivas series de Fourier como » >~ y,(t) sen(nx)
¥ > oo zn(t) sen(nx), que en nuestro caso tomaran el papel de las funciones u y v.
Entonces, al usar el teorema A.3, se tiene

v (z,t) = Z (% Zyk(yk+m + ykm)> cos(mu) (2.32)

m=1 k=1

y, en consecuenciall
b o [ (T e v b :
Y = p=1 12 2um=1 \2 2uk=1 Ye\Yk4m T Y m)) (Zmtn — Zm-n) Sen(nx)}

= % Z;?mkzl (yk:yk-‘rmzm-i-p — YkYk+mZm—p + YkYk—miZm—p — ykyk—mzm—p) sen(px).
(2.33)

Es conveniente detenernos aqui a fin de dar a conocer el guién que llevaremos
a lo largo de esta subseccién. En primera instancia, tomaremos la expresién (2.33)
y la simplificaremos, pues haremos uso de ella para aplicarla con las funciones u y
v. Ya en este segundo punto, tomaremos aquellos términos de esta misma serie que
contengan tunicamente subindices m; y ma, y que agruparemos en los términos f, ,
Jomas Gy Y G, Finalmente, obtendremos las expresiones de fml y fm2 con el cambio
de variable que indicamos en (2.22).

Procederemos, como lo mencionamos, a simplificar la expresién anterior, primero
suponiendo que (m — p) > 0y (kK —m) > 0. Del primer término, yxYkrm2m+p,
de la serie (2.33), observemos que si m* = k+ m y n = m + p entonces se tiene
que k — m* +n = p. De forma andloga para el segundo término, YxYi+m2m—p, Sl
m* =k+m yn=m— p entonces k —m* +n = —p. Si juntamos ambos casos se
tiene que |k —m* 4+ n| = p. Por lo tanto, podemos agrupar todos estos términos en

"Tomando am = 3 Y ooy Yk Yktm + Y—m), Am = by =0y By = 2.
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la suma

Z sgn(k —m” + n)ypYm= 2, sen(px). (2.34)
|k—m*+n|=p

Para el tercer término denotemos por m* = k — m y n = m + p, y para el cuarto
término haremos m* = k — m y n = m — p. Luego, como lo hicimos anteriormente,
tendremos que |—k + m* + n| = p, por lo que agrupamos estos términos en

Z sgn(—k +m* + n)ygYm= 2z, sen(px). (2.35)
| —k+m*+n|=p
Ahora bien, si (m—p) < 0y recordando que entonces z,,—, = —2,_m, tendremos que,

del segundo término de (2.33) si m* = k+m y n=p—m, entonces —k+m-+n =p
y por lo tanto este caso pasa a formar parte de los sumandos de (2.35).

Por otro lado, cuando (k —m) < 0 obtenemos que del tercer término de (2.33),
Ykem = —Ym—k y que sim* =m—k y n = m-+p entonces k+m*—n = —p. Ademas,
cuando (m — p) < 0 al mismo tiempo que (k —m) > 0 entonces del cuarto término
de (2.33) haciendo m* = m — k' y n = m — p tenemos que k + m* — n = p. Luego,
ambos conjuntos de términos los agrupamos en el sumando:

Z sgn(k +m* — n)yYrYm=2zn sen(pz). (2.36)
|k+m* —n|=p

Cuando (m —p) <0y (k—m) > 0, del cuarto término de (2.33) tenemos que si
m*=k—myn=p—m, entonces k —m* +n = p, por lo que todos estos términos
quedarian incluidos en (2.34).

Finalmente cuando (m —p) < 0y (k —m) < 0, del cuarto término de (2.33) se
tiene, haciendo m* = m — ky n = p —m, que k +m* + n = p. Luego, todos estos
términos se agrupan en

> YkYme2n sen(pz). (2.37)

k+m*+n=p
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Sumando (2.34), (2.35), (2.36) y (2.37) y quitando los asteriscos por comodidad
en la notacién, y?z se escribe asf

y22 = 3 A hmtni=p SI(E — M+ N)YrYim 2t
Z —k+m+n|= Sgn(_k +m+ n)ykymzn + Z k4+m—n|= Sgn(k +m— n)ykymzn+
\ |=p \ [=p

Zk+m+n:p ykymzn}‘
(2.38)

Recordemos que u y v, para nuestros fines, tomaréan el papel ya sea de y o de z,
seguin sea el caso. Por ejemplo, de lo anterior podemos obtener que

W= Y i SR — M )W+ D0 ey S9R(—K M ) U+

+ Z|k+mfn\:p Sgn<k +m — n>ukumun + Zk+m+n:p U U U, -
(2.39)

Para calcular los términos en f,,, que sélo tienen términos uy,, y vm,, (i = 1,2),
se puede tomar los sumandos de (2.38) que corresponden a hacer p = m;.

Asi, para u3, del primer término de la serie, tomando en consideracién lo ante-
rior, tenemos |k —m +n| = m;. Cuando m = m; entonces, si s6lo queremos los
subindices con m; y mao, esta forzado a que k = n = m;. Cuando m = msy, las posi-
bilidades son que k = mq,n = msy, 0 que k = my,n = my. Por lo tanto, los términos

. ’ 3 2
correspondientes serdn wu;, + 2y, U, .

Ahora para el segundo término, procedemos de forma andloga. Como |—k +m + n| =
mq, entonces si k = my, se tiene m = n = my. Si k = msy, entonces m = mq,n = Mo,
o bien m = my,n = my; por lo que los términos correspondientes seran nuevamente

3 2
Upy, + 2Upm Uy, -

Haciendo los mismos calculos para el tercer término de la serie, los términos

correspondientes coinciden nuevamente siendo u?, + 2u,, u?, . Obsérvese que para el
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cuarto término de la serie, no hay combinacién posible de nimeros k, m,n € {m, ms}
tal que k+m +n = myq, de alli que si sumamos los tres términos obtenidos, se tenga
que para u?, los términos que s6lo tienen a u,,, y vy, (1 = 1,2) son ?)uihb1 + 6um1u,2m.

Una vez hechos los calculos detallados para expresar la parte relevante de u?, a
partir de los términos correspondientes de la serie (2.33), podemos decir que, siguien-
do un procedimiento anlogo, se obtienen las expresiones para los términos u?v, uv?
y v3. Los resultados que se obtienen son:

Para v*v:  3u2, Uy + 4y Uiy Uy + 202, U, -

Para uv?: B, V2, + Wi, U, Uy + 2, 02,
3. 3 2

Para v°: 3vp,, + 6Um, vy, -

En conclusién, la parte de f,,, que sélo contiene a uy,, ¥ Uy, €s

rer (3ud, + Gup,u2,,)) + oo (3ul, Uy + Yy Uy + 2u2, Uy, ) +
(2.40)

1 2 2 1 3 2
+5¢3 (3um1vml + AUy Vny Uy, + 2um1vm2) + 5C (3vm1 + 6vmlvm2)

Lo anterior es necesario para conocer las partes de F),, (véase (2.29)) que son
constantes en t*, es decir aquellas que sélo dependen de a(7) y b(7). Sustituyendo en
los términos de (2.40) por las variables obtenidas en (2.20) se tiene:

BU?,“ = 3 [(CLQQ — m%Dg)a + (all — m%D1>le]3
= 3[(&22 — me2)3a3 + 3(@22 — m%D2)2(a11 — mel)aQle
+3(CL22 — TTL%DQ)(CLH — m%Dl)aVTil + (CLH — me1)3Vn3;l]
(2.41)
6um1ufm = 6[(asy — m3Dy)(ase — m3Ds)?ab® + .. ]

2 _ 271 12,3
3uy, Uy, = 3agi(ag —miDy)%a’ + ...
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M Uy Uy, =  —4ag1 (a2 — M2 Do) (ag — m3aDy)ab® + . ..
20, uZ, = —2a91 (a2 —m3Dy)%ab® + ...
302 U, = 3a3(aze —miDy)*a’® + ...
A Uy Uy = 4ad (age — m3Ds)ab® + . .. (2.42)
2, V2, = 2a3(ax —miDy)ab® + ...
3vi, = —3ada*+ ...
6V, 02, = —6a3ab®+ ...

Se realizé el calculo explicito para el primer término a manera de ejemplo, pero
hay que recordar que sélo deseamos conocer los términos que dependen de a(7) y b(7).
Por ello, en los términos posteriores solo se escribi6 el sumando relevante. Finalmente
los términos relevantes resultan ser:

fr*nl = %[Cl(am - m%DQ)(all - m%Dl)Q - 02@21(6122 - m%DQ)Z

+c3a3; (a — 22 — miDy) — cya3]a® + [2e1(age — m3D,)?
—Czagl(agg — m%Dg)(agg — m%Dg) — %Cgagl((lgg — m%Dg)Q + ng%l (CL — 22 — m%DQ)

+1csa3,(a — 22 — miD,) — 2cy4a3;|ab’.

(2.43)

Andlogamente obtenemos la ecuacién para f,,, que resulta de intercambiar el
papel de m; con ms, por lo que
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+c3a3, (a — 22 — m3Ds) — cyad]a® + [2e1(az — m3D,)?
—C20921 (a22 — m%Dg)(agg — m%Dg) — %Cgagl (a22 — m%Dg)Q + 03a§1 (CL — 22— m%Dg)

+3c3a3, (@ — 22 — m3Ds) — 3cqad;ab’.
(2.44)

Finalmente obtenemos g, vy g,,,, simplemente cambiando ¢; por d; con i =
1,2,3,4:

g,ﬁu = %[dl(am - m%D2)(Gl1 - m%D1)2 - 52CL21(CL22 - m%D2)2
+dsa}, (a — 22 — miDs) — daady]a® + [3¢i(ase — miDs)?
—d2a21 (a22 — m%D2)<a22 — m%Dz) — %dg(lgl (a/22 — ngQ)Q + dg@%l (CL — 22 — m%Dg)

—i—%dga%l(a — 22 —m3iD,) — %d4a§1]a62
(2.45)

Gy = %[d1(a22 - m%D2)(a11 - ngl)Q — daaz (ags — ngz)Q
+d3a%1 ((l — 22— m%Dg) — d4a§1]a3 + [%dl (CLQQ — m§D2)3
—d2a21 (a22 — m%D2)<Cl22 — m%Dg) — %dgagl (a22 — me2)2 + dg@%l (CL — 22 — m%Dg)

—i—%dga%l(a — 22 —miD,) — %d4a§1]a62
(2.46)

Por tltimo tenemos que por la transformacién (2.22), las funciones fm1 y fm2 de
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(2.29) son'?

fm1(ayb> = (51a3+n1ab2

gmz (CL7 b) = (52(126 + 772[)3, (2.47)

donde
01 = % [F1(0l22 - m%D2)3 - F2a21(a22 - m%DQ)Q + F3a§1(a22 - m%Dz) - F4a?2’1] )
m = 3Fi(a22 — miDs)(ag — m3D,)?
—Fya01[(a — 22 — miD,)(aszs — m3Ds) + 1(ass — m3Ds)?

+F3a§1[a22 — ngQ + %(agg — m%DQ)} — %Fz;@%l,

0 = % [Gl(a22 - m%D2)3 - G2a21(a22 - m%DQ)Q + Ggaél(am - ngz) - G4a§1] )
T2 = gGl ((122 — ngQ)(a/QQ — m%Dg)z
—Ggagl[(a — 22— m%DQ)(a/QZ — m%DQ) + %(CLQQ — m%Dg)Q]
+G3a3, [azs — miDsy + %(CLQQ —m3Ds)] — %ngl,

(2.48)
y ademas,

F = w00 i — gi(an —miDy)]

2.49
Gj = W—m%D)[achj — gj(a11 —m3Dy)]. 249

12Qbserve que 62 v 12 resultan de intercambiar el papel de m; y ma.
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Para concluir, de (2.29) y (2.47) se tiene que la forma normal a estudiar es:

a = (up1 +vy)a+ 01a° 4+ nrab®

i? = (MﬁQ + V’Yz)b + 52a2b + 772()3 (250)

Dependiendo del valor de los pardmetros que aparecen en (2.50) se presentaran
dindmicas distintas. Parte del andlisis cualitativo del sistema de EDOs (2.50) se
presentara en el Capitulo 3.

2.3.2. Otro caso particular: polinomios homogéneos cuadrati-
cos

Supongamos ahora que las funciones f y g de (2.5) son polinomios homogéneos de
grado dos. Procediendo de forma idéntica a como lo hemos hecho hasta este momento
(hasta (2.21)) propondremos que la solucién del sistema anterior sea una funcién que
dependa de dos variables independientes, dadas por

tr =t

51

T = €t (2.51)

donde 0 < € < 1. De lo anterior, se tiene que las soluciones de (2.21) se pueden
expresar como series de potencias en el parametro € en la forma

Uts,r) = Y2, Ut 1)
(2.52)

V(t, 1) = Z;ilepf/p(t*,T).

Usando la regla de la cadena, tenemos que se vale la igualdad

AX, _ 90X, | 0%,
a o | “or
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donde X}, € {Ug, Vi }. Usando lo anterior y sutituyendo (2.52) en (2.21) obtenemos
exactamente las ecuaciones (2.26) y (2.27). Mas ain, podemos deducir exactamente
de la misma forma que V;} .V, v UL, V' (para k # my, my) son asintGticamente
estables localmente en la variable ¢t*. Nuevamente, por el mismo argumento del caso
anterior, UL my Y U}nz dependen tnicamente de la variable 7, asi como el hecho de que
Uz, Ufnz son no acotados en t*.

De nueva cuenta, buscaremos a las funciones fml y me, que son las partes de
F,., y F,,, con la propiedad de ser constantes en t* (o que dependen sélo de 7), que
surgen de Ui” y U;m. Si se tiene que la expresién de fy g es

flu,v) = cu®+ couv + czv?

g(u,v) = dyu? 4 dyuv + dso?, (2.53)

entonces la expresion de estas funciones en su respectiva serie de Fourier se puede
deducir del siguiente resultado.

Lema 2.1 Supongamos que y(x,t) y z(x,t) son funciones reales, definidas en el do-
minio [0, 7] X Ry, donde y(0,t) = y(m,t) = 2(0,t) = z(w,t) = 0 Vt > 0. Supongamos
también que se expresan en serie de Fourier como

Z Yp(t) sen(pz); i 2,(t) sen(px),

p=1
entonces,
o0
yz = Z Vp sen(px)
p=1
donde'

Z Yizk [ — (= 1)p—k+j B 1— (—1)p—j+k N 1 — (_1)j—p+k; - 1— (_1)p+j+k

et p—Fk+j p—J+tk J—p+k p+ij+k

13Note que en [8], el tinico término de la serie obtenida con signo negativo es aquel con denomina-
dor p+ j + k. En ese sentido estamos corrigiendo los resultados de ese trabajo en éste; sin embargo,
el cambio no es sustancial pues se modifica iinicamente por algunos signos y coeficientes. Al final
del procedimiento, las formas normales obtenidas son las mismas.
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Demostracién. Partiendo de que la expresién para y(z,t) y z(z,t) es como lo
expresa el enunciado, entonces

yz = Z yjz sen(jz) sen(kw), (2.54)

J,k=1

donde y; y 2 son los coeficientes de Fourier de y(x,t) y z(z,t) respectivamente.

Por otra parte, supongamos que el producto yz se expresa en serie de Fourier en
senos como

yz = Z Y sen(nx). (2.55)

n=1
De esta forma, multiplicando las expresiones (2.54) y (2.55) por sen(px), e integrando
respecto de la variable espacial sobre el intervalo [0, 7] se tiene que

/ Z% sen(nx) sen(px) dr = / Z yjz, sen(jz) sen(kx) sen(pz) de,

7,k=1

por lo que, intercambiando la suma con la integral en ambos lados de la igualdad,
s o0 T
’yp/ sen’(px) dx = Z yjzk/ sen(jz) sen(kz) sen(px) dx.
0 Py 0
Finalmente!'*

Z Yizh ( / sen(jz) sen(k) sen(pz) dx).

]kl

Procederemos a calcular el valor de la integral del lado derecho. Para ello, el lector
puede verificar que se cumplen las siguientes igualdades:

[ sen(ax)sen(bx) dv = Senz(((s_—li’))z) _ 88112(((515))1) 10,

(2.56)

[ sen(ax) cos(bx) de = —Coz(((g__f))z) — COS(((;ILE + Oy,

Recordando que foﬂ sen®(z) do = 5.
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donde C' y C5 son constantes.

Lo anterior ocurre siempre que a # |b|; entonces, el valor explicito de 7, lo
podemos encontrar de la siguiente forma:

Z%Zk/ sen(jx)sen(kx) sen(pzx)dr+— Zy]zk/ sen(jx)sen(kx) sen(pzx)dx,
0

J#k i=k

donde las integrales que aqui aparecen seran calculadas por el método de integracién
por partes. En efecto, hagamos u = sen(px) y dv = sen(jx)sen(kz)dx. Observemos
que, de esta forma, la segunda serie se anula, por lo que sélo nos quedaremos con
aquellos términos correspondientes a los subindices 7,k que sean distintos. De lo
anterior obtenemos

2 ™ cos(px)sen((j + k)x) ™ cos(px)sen((j — k)x)
”p_%;yjz’“ [/0 SENETTEYD dx_/o TR

Nuevamente podemos separar la suma en dos, los términos de la suma cuyos
subindices satisfacen que p = j £k y los que no. Uno puede convencerse de que en el
primer caso, todos los términos se anulan, por lo que basta hacer el calculo cuando

p#jERD

Efectuando las integrales, obtenemos que

) 1—(—1)Itk-p 1—(—1)itk+p
T = FZQW%ﬂm(zm%w + wmw>)
(2.57)
1—(—1)ptk—J 1—(—1)i—k+tp
+yjzk2(ﬂk)( 2(pth—J)  2G—ktp) )

Notemos que la paridad de (=k+p+7), (k—p+j), (k+p—j)y (k+p+]) es
la misma, por lo que podemos agrupar las sumas dentro de los paréntesis en (2.57),

15En adelante no haremos explicito esto en la serie, el lector deberd tenerlo presente, asi como
que j # k.
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obteniéndose
1 — (_1)j+kz—p) P (1 — (_1)p+k—j)
J+k p)Gi+k+p) (p+k—5p—Fk+j)

=Y

Agrupando el primer término con el segundo, asi como el tercero con el cuarto,
de esta expresion uno puede convencerse de que se obtiene justamente lo que el
enunciado del lemaindica.

Z [ — (= 1)p—kz+j 1 — <_1)p—j+k N 1 — (_1)j—p+k 1 — (_1)p+j+k}
Yjz - . : - .
Jk1] p—Fk+j p—j+k j—p+k p+ijtk

Con esto concluimos la demostracion.
O

Nuevamente, asi como en el caso en que f y g eran polinomios de tercer grado,
buscamos aquellos términos no lineales que sélo incluyen a wy,, y vy, (1 = 1,2). En
general, suponiendo que m; es par, podemos calcular +,,, de la siguiente manera:

Ymi = — 27rm1 Srmy Cma (yml Zmy Tt Ymy Zml)
(2.58)
Yme = —% <Cm1ymlzm1 + %ymzzmz) !

8m?2
donde Cmy = Wm
Como f(u,v) = c1u?® + couv + c3v? y g(u,v) = dyu® + dyuv + d3v?, tenemos que
por (2.58) fr v g, las partes de f,, y gm, que sélo incluyen a w,, y vy, (i = 1,2),
son

* _ m 1 1
Sy = — i Cmy (C1Uiny Uiny + 52U, Uy + 502Uy Uy + C30m, Uy ),

* _ Cmy 2 2 8 2 2
me - T (Clum1 + CoUm,y U,y + Cg'Uml) T 37me (Clum2 + CoUpy Ums + 03/Um2)7

(2.59)



2.3. CONSTRUCCION DE LA FORMA NORMAL 57

Y gy, se obtiene al intercambiar ¢; por d; (j = 1,2,3).

Recordemos que

2 a2
(Um):{am m*“Dy  an le}{gm};me{mth}’

Um —as 21

pero sélo nos interesan aquellos términos que tengan unicamente a U, = a(7) y

U,., = b(7), ya que los demés términos son exponencialmente decrecientes. Entonces
2 Y

se tiene que

2 _ 27.\2,,2 _ 2 2
uy, = (ax —miDy)%a® 4 ..., Uy Uy = —@o1(ag2 — miDo)a® + ...,
V2, =a3 a4 ..., Upny Uy, = (@22 — M2 Dy)(aze — m3Ds)ab + .. .,
_ 2 _ 2
Uy Umy = —@o1(aoe — m3Dg)ab + ..., Uy, Uy, = a5yab+ ...,
_ 27 )22 _ 2 2
Um% = (0/22 — m2D2) b —+ ... s UmoUmy = —agl(agg — mQDg)b + ... R

— 42 12
/Um%—a/21b +....

(2.60)

Ademsds, ya que F,, = m[aglfm + (—ay +m%D1)gm] (m € {my, my}),
sustituyendo (2.60) en (2.59), y posteriormente calculando F,,, y F,,,, como se indica
anteriormente, obtenemos fm al suprimir los términos exponencialmente decrecientes.
Al final, tenemos las expresiones para ellas dadas por

AR
donde
op = _%[01(6122 — miDs)(az — m3Ds) — 5Chas1(2a2 — miDy — m3 D) + Caas,]
no= _C%[Hl<a22 —miDa)? — Haag(ag — miDs) + Haas,]
0y = _ﬁ[ffl(%z —m3Dy)? — Haaz (agy — m3Dy) + Hsas,],

(2.62)
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y
Cj = m[aglcj — dj(au - m%Dl)]
(2.63)
Hj = M[aglcj — dj(au — m%Dl)]
Por tltimo, si sustituimos(2.61) en (2.29) obtenemos la forma normal
Z_Z = (uBy + vy1)a + 61ab = p*a+ d1ab
(2.64)

% = (uBs + vy2)b+na® + 60> = N*b+na® + d.b°.

El andlisis del sistema de EDOs (2.64) se hara de forma exhaustiva en el Capitulo
3. A diferencia del sistema (2.50), las ecuaciones (2.64) parecen no haber sido anali-
zadas de forma detallada en algtin otro trabajo, por lo que consideramos pertinente
hacerlo parte de este trabajo. Por supuesto que no todas las combinaciones de va-
lores de los pardmetros tienen interpretacién quimica (por ejemplo, no en cualquier
caso las soluciones del sistema son acotadas); sin embargo, consideramos importante
analizar todos los casos pues son utiles para la comprension de toda la dinamica, en
particular de los casos que quimicamente son relevantes. Esto es lo que haremos en
el Capitulo 3.



Capitulo 3

Analisis de las formas normales

En todo caso cambiaria “lacayo” por “vasallo”, que igual lo ubicaria pero sin
afrontarlo. O inventaria otro apodo, a la medida del efecto buscado.

Xavier Velasco, en Puedo explicarlo todo.

3.1. Introducciéon

A continuacién presentaremos el analisis cualitativo de las formas normales ob-
tenidas en el capitulo anterior. Comenzaremos por la forma normal (2.64), cuyo
andlisis desarrollaremos con sumo cuidado y detalle. Por otro lado, analizaremos el
sistema (2.50) en la dltima seccién de este capitulo, para sélo algunas combinaciones
de valores de los parametros.

99
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Asi, consideremos entonces el sistema de ecuaciones diferenciales (2.64):

a = Aa + 61ab = Fi(a,b)

b = pb+na®+ 00> = Fy(a,b) (3.1)

El analisis de este sistema lo empezamos obteniendo sus ceroclinas. La horizontal,
Cr, = {(a,b) € R?*|a = 0}, tiene dos ramas, a saber:

a,:()yb:—i. (3.2)
01

Anialogamente obtenemos la ceroclina vertical C, = {(a,b) € R%|b = 0}, la cual es el
conjunto de puntos que satisfacen:

na® + dob® + pub =0 (3.3)

Notemos que la ceroclina vertical, C,, es una elipse o una hipérbola dependiendo del
signo de los parametros 1 y ds. De hecho, si nd, > 0 se tiene que C, es una elipse,
mientras que si 79y < 0 entonces es una hipérbola. Habrd que tener en cuenta lo
anterior para el analisis que realizamos posteriormente.

La interseccién de las ceroclinas del sistema (3.1) nos da los puntos de equilibrio
de éste, los cuales son:

Py=(0,0); P=(0,—%) (3.4)

AA A
Q= <“77_5%’_6_1> ; (3.5)

Para simplificar el andlisis notamos que (3.1) es simétrico con respecto al eje
vertical en el siguiente sentido:

donde A = pd; — \ds.
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Observacién 3.1 Para todo (a,b) € R? se tiene que Fi(—a,b) = —Fi(a,b) y que
F2<_(I, b) = FQ(aa b)

Por la Observacién 1.1, bastard hacer el analisis considerando a > 0.

A continuacién haremos un andlisis exhaustivo de todas las posibilidades, segin
los valores de los parametros, esto con la finalidad de obtener el retrato fase del
sistema (3.1). Tomaremos a A y u como los parametros de bifurcacion y el resto los
consideramos fijos.

3.2. Analisis local y restricciones a ciertas rectas

El andlisis local lineal se basa en aproximar (3.1) por el sistema lineal que define
la matriz de Jacobi del campo vectorial F(a,b) = (Fi(a,b), Fa(a,b)) en cada punto
de equilibrio. Para cualquier punto (a,b) del plano, la matriz de Jacobi asociada al
sistema (3.1) es

— _ A + 51b 51@
Jap) = I Folap) = ma i+ 205b | (3.6)
de donde!
trdiay = (A =+ ) +b(61 + 202) (3.7)
y
det J(a,b) = )\M + 6(61M + 252)\) + 2(51(52()2 — 27751@2. (38)

'Notemos de la expresién (3.7) que no es facilmente aplicable el criterio negativo de Bendixson,
el cual dice que si tr.J(, ;) no cambia de signo en una regién conexa, entonces el sistema (3.1) no
exhibe curvas cerradas en dicha region.
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Restringiremos el campo vectorial que define al sistema (3.1) a algunos subcon-
juntos del plano a fin de tener una idea de como es.

Sia=0, entonces a =0, b= ub+ db* (3.9)
Sib=0, entonces @ = \a , b=na*; (3.10)
A .
Sib= —ﬁ, entonces 4 = —— , b=mna*; (3.11)
2 2
~ AA
sia=——entonces a =0, b=na® — —. (3.12)
9 07

En los apartados siguientes analizaremos la dindmica del sistema (3.1) correspon-
diente a los distintos signos que pueden tomar A y i, asi como a todas las posibilidades
de diferentes combinaciones de los demas parametros involucrados en el sistema.

3.3. Casol: \,u>0

De calcular trJp, y det Jp, se tiene:
trdp, =A+p (3.13)
det Jp, = A\ (3.14)

En este caso trJp, > 0y det Jp, > 0, por lo que F, es inestable. Mas aun, F, es
nodo pues

(trdp,)? — ddet Jp,=(A + pu)? — 4\ = A2 = 20 + p? =

>0, (3.15)

Ahora, sabemos que el eje vertical del plano ab es una rama de la ceroclina hori-
zontal y que P se encuentra sobre esta recta. De nuevo tenemos dos casos: P puede
encontrarse arriba o abajo de Py, que corresponde a d, < 0 0 3 > 0, respectivamente.
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3.3.1. 0 <0, A>0yn>0

Aqui P se encuentra por arriba de Fy. Veamos hacia dénde apunta el campo
vectorial sobre la recta a = 0.

1. Sio<b< —%, se tiene que p 4 dob > 0 y por tanto b> 0.
2. Sib> —%, entonces b < 0.

3. Sib <0, entonces b < —g‘; y, en consecuencia, b < 0.

Ahora hagamos el anélisis lineal local alrededor de P:

5
trdp = A+ p) — 2 (6, +20) = (A= EL) —p (3.16)
(52 52
2
det Jp = A — L (udy + 2)\0) + 26,55 (“—2) _ e (3.17)
(52 62 62

Observemos que, variando los parametros A, i, 01 y 02, el signo del determinante
de Jp puede cambiar. De hecho
01

det Jp <0 & —)\+(5—)M<0 < A>0.
2

Como supusimos que A > 0, P es punto silla. Mas atn, las ramas de la variedad
estable de (3.1) en P, son verticales; mientras que las ramas inestables de (3.1) son
tangentes a la recta b = —(fs‘;. Lo anterior se debe a que un vector propio corres-

pondiente al valor propio —u de la matriz de Jacobi evaluada en P, Jp, es el vector
(1,0).

Retomando de la condicién (3.10), sobre la recta b = 0 el sistema (3.1) se reduce

a=MXa>0
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b= na’,
mientras que sobre la recta b = —%, por la condicién (3.11), se tiene que
al
a=——>0
02
b= na’.

En este caso, dado que n > 0, ambas componentes del campo vectorial sobre las

rectasb =0y b= —% son positivas, por lo que F' apunta hacia arriba y a la derecha.
Ademas, como Q = “/% , —%) entonces Q existe. Hagamos ahora el analisis local
lineal alrededor de QQ. En este punto

A A2 AA AA
det Jo = A\ — 5—1(51,u + 209A) + 20162 (5—%) — 21, (77—5%) = —25—1 (3.19)

Para que lo anterior tenga sentido pedimos que ambos, d; y 1 sean distintos de cero.
Dependiendo del signo de 9, se tienen dos casos:

a) 51 >0
Notemos que se cumple también que A > 0. Aqui tenemos que det.Jy < 0, por lo

que Q es punto silla. El campo vectorial sobre la ceroclina horizontal b = —% tiene
las siguientes caracteristicas:

1. Sia< )‘—%, entonces
7751
)\,LL /\,u51 — /\2(52 (52

/ 2
-+ — = 0. 2
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2. De forma andloga, si a > , JEEN 52, entonces b > 0.

Dado que n > 0y d2 > 0, entonces la ceroclina vertical (3.3) es una hipérbola
con vértices en Py y en P; haremos uso de ello para probar la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1 El conjunto a-limite de la rama izquierda de la variedad estable

de (3.1) en Q es Fy.

Demostracion. Bastara con probar que la variedad estable de ) no puede entrar
desde la regién ubicada a la derecha de la hipérbola y por arriba de (). Definamos
las siguientes regiones:

a,b) € R*na® + 630> + pub > 0;b € [ ,—%]}

a,b) € R2[na? + 6,62 + b < 0:b € [o,—g}}

=
{
{ab ) € R%|na® + 6ob® + b < 0; b<—6&}
=]

a,b) € R2[na? + 6sb% + b > 0; b<—5i}

Estas pueden verse en la figura 3.1.

En términos de las regiones definidas habra que probar que las ramas de la va-
riedad estable de (3.1) en () permanecen (al aumentar el tiempo) en las regiones B
y D;. Demostraremos lo anterior por reduccién al absurdo.

Supongamos que la variedad estable, W¢), converge a () desde algin punto con-

dicién inicial perteneciente a la region A;. Como b € (O, —%), entonces a > 0. Para
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Figura 3.1: Regiones Ay, By, C1 v D;

a=Kcon K > f‘]TA% la regién definida por A;NH, donde H = {(a,b) € R*|a < K},

es decir, H es el semiespacio cerrado izquierdo definido por la recta a = K, satisface
que no tiene puntos de equilibrio excepto por Fy y @, por lo que W§ no genera una
trayectoria homoclinica (de ser asi habria un punto de equilibrio en el interior de
dicha curva).

Ahora bien, por las propiedades del campo vectorial sobre la frontera de A; N H,
A

Wé necesariamente intersecta a C, o a la recta b = —5

Si intersecta a C, en un punto R, consideremos la solucién, @(t), del sistema
(3.1) que parte de una condicién inicial sobre C,, situada entre @) y R. Por el Teo-
rema de Poincaré-Bendixson, por ser la region delimitada por C'y W§ compacta y
positivamente invariante, entonces

lim G(t) = Q

t—o00

lo cual contradice el hecho de que @ era punto silla, pues hallamos una solucién

distinta a W§ que converge a (). Usando los mismos argumentos se demuestra que

W§ no puede intersectar la recta b = —ﬁ. Con esto terminamos la demostracién.
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Corolario 3.1 FEl conjunto a-limite de la rama izquierda de la variedad estable de
(3.1) en Q es Py.

Anélogamente, se prueba que la segunda rama de la variedad estable permanece
en la region D;. Un ejemplo de la dindmica en este caso se puede ver en la figura 3.2.

A I I g g
))))) A R L R
B e T P SR .=9"‘

wdal ah e W e wh s o om

,,,,,

Figura 3.2: Retrato fase para A=pu=1,0,=1,0o=—-1yn=1.
b) )\—32 < (51 < 0.

De (3.19) se tiene que det Jg > 0. Ahora bien, de (3.18) observamos que trJg < 0,
pues
0.
trdg =p— 2)\5—2 <p—=2p=—-pu<o0, (3.21)
1

por lo que @ es asintéticamente estable localmente, pudiendo ser foco o nodo. Véase
la figura 3.3.
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Figura 3.3: Retratos fase para: a) Del lado derecho A\ = pu=1,6; = 08,0 = -1y
n = 1. b) Del lado izquierdo A =4, u =2, §; = —1, 0 = -1y n = 5.

3.3.2. <0, A>0yn<0

En este caso el punto de equilibrio () no existe, por lo que el retrato fase se
obtiene, recordando que el campo vectorial sobre las rectas b = —% y b= 0 apunta
hacia abajo, como lo ilustra la figura 3.4.

3.3.3. <0, A<0yn>0

Retomando la expresién (3.17), tenemos que det Jp > 0. M&s atin, calculando la
traza de (3.16) obtenemos

ter:)\—,u(%)—,u<0(:))\52—u51<,u52(:)A>—,u52>0, (3.22)
2
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Figura 3.4: Retrato fase para A\=p=1,01 =1, =—-1yn=1

para cualesquiera i > 0y dy < 0; luego P es asintoticamente estable localmente. De
hecho, P es nodo, pues?,

e

(trJp)? — 4deth:[>\ iy ( + 1)]2 — 4y (—)\ + g—;u)
} > 0.

) [A . (1 ) §—) ) (3.23)

En este caso, siendo n > 0, el punto de equilibrio ) no existe, ya que justo la
ceroclina (3.2) estd entre los vértices de la hipérbola (3.3). Probaremos que toda
trayectoria que parte asintéticamente de P, converge a P. Para esto tomemos una
condicién inicial 2 = (K, —ﬁ) para cualquier K > 0. De esta forma, si la la curva
solucién @(t) de 3.1 con condicién inicial Z'intersecta a (ay, by) y a (ag, by) parat > 0

y t < 0 respectivamente, entonces definimos las regiones:

1. Ay = {(a,b) ER2]O<a<K;—% < byna® + 6% + pb > 0},

2Lo anterior se puede confirmar de inicio al notar que una ceroclina horizontal es la recta a = 0.
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2. By ={(a,b) €e R*|0 < a < ay;b < by;na® + 520* + pub < 0},
3. Cy={(a,b) € R?*|0 < a < K; =2 > byna® 4 620° 4 ub > 0},

4. Dy = {(a,b) € R0 < a < ag; b > by;na’ + 6b* + ub < 0},

Es claro que no necesariamente existen (a1, b1) y (az, b2), pero si no existen entonces
J(t) converge a P. Dicho esto, se puede probar la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.2 P es un atractor global

Demostracion. Como vimos, basta demostrarlo para cuando las regiones anteriores
estan bien definidas, esto es, que (ay,by) y (ag, by) existan.

Como By es positivamente invariante, y por construccion existe ¢ tal que g(t) €
Ba, entonces el conjunto w-limite de @(t) es P. Pero esto es cierto para toda K > 0,
por lo que P es atractor global.

De hecho podemos decir mas, ya que de forma similar se demuestra que el con-
junto a-limite de J(t) es Fy. El lector puede ver la figura 3.5 para ver las regiones
que se definieron, asi como un ejemplo de las soluciones.

3.34. 0, <0, A<0yn<0

El punto de equilibrio @) existe. Mas atin, como A < 0 se tiene que d; < 0 y ya

que det Jg = —% < 0, entonces () es punto silla.
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Figura 3.5: Retrato fase para A\=pu=1,61 = -2, 0o = -1y n=1.

Proposicién 3.3 El conjunto a-limite de la variedad estable izquierda de (3.1) en

Q, W5, es Py. Ademds, el conjunto w-limite de la variedad inestable izquierda de
(3.1) en Q, W, es P.

Demostracion. Empezamos definiendo las regiones siguientes, que se observan en
la figura 3.6:

(a,b)|na® + db* + ub < 050 € [—%,—%]}

= {

{ab na® + 0sb% + b > 0;b € [_ﬁ’_%}}
{ab na +52b2+ub>0b€[ ]
= {

J
(a,b)|na +52b2+ub<oz)e[ ”
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Figura 3.6: Regiones As, B3, C3 y Ds.

Afirmamos que la rama izquierda de la variedad estable de (3.1) en Q, W§, per-
manece en la regién C3. En efecto, como la region Bj es positivamente invariante del
flujo asociado a (3.1), entonces W no puede converger a () desde un punto condicién
inicial en B3 pues, por el teorema de Poincaré-Bendixson, como P es asintéticamente
estable localmente entonces W§ intersecta a la ceroclina (3.2) o a la ceroclina (3.3).
Analogamente al Caso 3.2.1.a, () no seria punto silla.

Lo mismo ocurre con la regién D3, y como no hay ciclos heteroclinicos (de existir,
habria un punto de equilibrio en el interior del supuesto ciclo distinto de Py, Py @),
las variedades estables permanecen en las regiones C3 y A3z. En consecuencia, ya que
la region C3 es negativamente invariante, se tiene que el conjunto a-limite de W es
P.

De la misma forma se puede probar, acotando la region Az con la recta a = K con
K > 0, que las variedades inestables permanecen en las regiones B3 y D3. Siendo Bj
positivamente invariante, por el teorema de Poincaré-Bendixson, el conjunto w-limite
de W§ es P. Un retrato fase ilustrativo se encuentra en la imagen 3.7.
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Figura 3.7: Retratos fase para A=pu=1,01 = -2, 0, = -1y n=—1.

3.35. 8, <0,A=0,7>0

En este caso tenemos que () = P. En principio podriamos pensar que se dé una
bifurcacién de tipo nodo-silla. Sin embargo, al recordar que, por la simetria del campo
vectorial, en realidad colapsan () y su simétrico respecto al eje vertical precisamente
en P (seria mdas apropiado pensar en una bifurcacion de tenedor). En este caso

5
det Jp = p —>\+u6—1 = A =0,
2

asi que P es punto de equilibrio no hiperbélico, por lo que no se satisfacen las hipdtesis
del teorema de Hartman-Grobman. De hecho, no podemos asegurar la existencia de
una vecindad abierta de P en la que la dindmica local del sistema no lineal (3.1) sea
topoldgicamente equivalente a la del sistema lineal que lo aproxima en P.
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Como lim 5y 20 A = 0, por la continuidad respecto de los parametros del campo

N
vectorial que define al sistema (3.1), la dindmica del Caso 3.2.1.b se preserva, por lo
que P es foco o nodo.

Ahora, del Caso 3.2.1.b podemos observar lo siguiente:
2
ltma o (trJ? — 4det.Jp)=lima {(u ) A§—§> 4 (_2%”

2
— lfma_g (u - 2A§—j) >0

es decir, a medida que A tiende a cero, para alguna € > 0 siempre que A € (0,¢€) se
tiene en el Caso 3.2.1.b que @ es nodo, por lo que cuando A = 0, se preserva dicha
dindmica (observe un ejemplo de la dindmica de este caso en la figura 3.8).

(3.24)
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Figura 3.8: Retrato fase para A\=pu=1,0; = —1,0, = -1y n=1.

3.3.6. 0, <0,A=0,n7<0

En este caso la dindmica del sistema es analoga a la del caso anterior. Esto se
fundamenta en el hecho de que el campo vectorial que define al sistema (3.1) es
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Figura 3.9: Retrato fase para A=pu=1, 0, =—-1,6=—-1yn=—1.

continuo respecto a los parametros. Luego se preserva la dinamica en P del Caso
2.2.4, y entonces P es punto silla. Para tener idea de como es la dinamica en este
caso, observe la figura 3.9.

3.3.7. Caso 6y >0

Los casos subsecuentes de la hipotesis planteada son analogos a los casos presen-
tados anteriormente, por lo que omitiremos su escritura. El lector puede referirse a
la siguiente tabla para consultar dichas similitudes con los casos anteriores.
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Signo de A y n \ Otros parametros \ Anélogo a

A <0

n<0 01 <0 3.2.1.a
01 >0 3.2.1.b

n>0 3.2.2

A>0

n<0 3.2.3

n >0 3.2.4

A=0

n <0 3.2.5

n >0 3.2.6

3.4. Casoll: A >0; u<0

Notemos que det Jp, = A < 0, por lo que Fp es punto silla. Ademas sabemos
que la recta a = 0 es un conjunto invariante del sistema (3.1).

3.4.1. 0,>0,A>0yn>0

Si hacemos el analisis como en el Caso 3.2.1 podemos ver que la recta antes
mencionada es la variedad estable del sitema citado asociado al punto F,. De la
ecuacion (3.17), tenemos que det Jp < 0, por lo tanto P es punto silla. También
podemos notar que ¢; < 0.

En este caso la ceroclina vertical es una elipse, pues n > 0. Ademas, recordando
de las condiciones (3.10) y (3.11), el campo vectorial restringido a los siguientes
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conjuntos satisface lo que a continuacién presentamos:

a) b=0:a=Mxa>0;b=mna>0
b) b=—£:a=—% <0;b=na’>0
También para este caso se tiene que ) (véase la ecuacién (3.5)) existe y, por la

ecuacion (3.19), cumple que det Jgy > 0. Analizando la traza de la matriz de Jacobi
de (3.1) en el punto @, se observa que hay las siguientes tres posibilidades distintas:

a) trJo = 0.

Si la hipétesis anterior es cierta, se tiene que los parametros satisfacen la siguiente
igualdad:

(52 % 2\
rdo = 5, 0< 5 5, (3.25)
de donde
B 2209
ILL - 51 .

Ya que, como observamos anteriormente, det J > 0 para la relacién de pardmetros
dada por (3.25), @ es punto de equilibrio no hiperbdlico justo cuando la rama de la
ceroclina horizontal (3.2) contiene al centro de la cénica C, de la ceroclina vertical.
La ecuacién (3.25) implicara que hay una simetria en el campo vectorial en el sentido
expresado por la siguiente proposiciéon:

Proposicién 3.4 El campo vectorial que define al sistema (3.1) satisface que, para
todo € > 0

A A
Fila, -2 4 6) = —Fy(a, -2 —
1(a, 5 +¢€) 1(a, 5, €)
A A
Fy(a, =5 +€) = Fy(a, ~5 €)
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Demostracion. Sea ¢ > 0, entonces:

Fi(a, —(% +e€) = Xa+da (—(53 + e> = +edia;

1 1

mientras que para la componente vertical se tiene

Fyla,—2 +€) = =3¢ +ep+na® + 635/2\ F 252 + €20 =
- AM £ 204 pa? + ‘sté F B+ 20, = (3.26)
= A“ + na® + ‘m + 6252

O

Lo anterior nos es sumamente 1til para determinar la dinamica del sistema en
este caso. Lo siguiente que debemos notar es que la rama derecha de la variedad
estable del sistema (3.1) en P, W} coincide con la rama inestable del mismo pero en
el punto Py, Wy ; es decir,

Proposicién 3.5 Para las hipotesis del caso presente, el sistema exhibe una trayec-
toria heteroclinica que conecta a Py con P (en ese orden)

Demostracion. Por la simetria descrita en la Proposicion 3.4, basta demostrar que
u 3 N S u :
W, intersecta a la recta b = 5 Afirmamos que W3 y W§ no intersectan a C,.

En efecto, supongamos que esto no es cierto. Luego, si W} intersecta a la ceroclina
vertical® C, en un punto R nos tomamos cualquier condicién inicial sobre C, entre
Ay P. La solucién del sistema (3.1) con condicién inicial P, por el teorema de
Poincaré-Bendixson, tiene como conjunto w-limite a P, lo cual es una contradiccién
al hecho de que P es punto silla.

3Por la simetria, es equivalente a suponer que Wi, intersecta a C,.
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Ahora bien, por los valores que toma el campo vectorial que define al sistema
(3.1), W3 permanece en la regién delimitada por b € [0, —£]. Por la continuidad de

dicho campo vectorial en todo punto (a,b) € R?, como sobre la recta b = —% se
tiene que a = 0y b>0<a> AL - entonces W3 intersecta a la recta b = —2.
nd; 01

Con esto concluimos la demostracion.
O

Finalmente, basta demostrar que el punto de equilibrio () es un centro. En princi-
pio esto es viable, ya que los valores propios de la matriz de Jacobi son imaginarios con

parte real nula. Sea S = ( ag, —%) y tomemos una condicién inicial T = (aT, —%)
con ar < ag. Como sobre la recta b = —ﬁ tenemos que b > 0 entonces la solucion

de (3.1) asociada a S no puede converger a ), pues por la simetria se formaria un
ciclo homoclinico y deberia tener un cuarto punto de equilibrio en el interior de la
region delimitada por dicho ciclo.

Como la solucion no puede converger a P, entonces intersecta al interior del
segmento OQ), donde O es el centro de C'. Por la simetria descrita por la Proposicion
1.4 la solucién de (3.1) asociada a T' es una curva cerrada. Puede verse un ejemplo
de la dinamica de este caso en la figura 3.10.

Note que no existe una bifurcaciéon de Hopf en este caso (véase el Apéndice B),

ya que la condicién de no degeneracién, es decir, aquella que pide que ¢ <%) #0,
no se satisface. En efecto, considere el sistema traslado al origen, con los cambios de

variable A = a — 7’7\7% yB=b+ ﬁ. Por lo tanto, el sistema resultante es
1

A = —\/%2B+6,AB
(3.27)

B = 22 J2A4nA% 46,8



80 CAPITULO 3. ANALISIS DE LAS FORMAS NORMALES
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Figura 3.10: Retrato fase para A =1, u= -2, 6, =—1,0o =1y n=1.

Consideremos el cambio de variable
o vz )[5]-[5]
2 ~ - (328)
o /3 |5]=15
que al sustituir en (3.27), omitiendo las tildes de ambas variables por comodidad en
la notacién, obtenemos:
. 2
A = -)\/%%B-1AB
(3.29)
B = A\/3%A+1PA% 46,8

A fin de calcular ¢, segtiin lo indica el Apéndice B, introduzcamos la siguiente
notacion:
oF

AB ; q(A,B) = n*A* + 6, B>,

De ésta se sigue que

DAAA = PABB = PAA = DBB = qaAB = qBBB = qaB = 0.
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De lo anterior se concluye que no se cumplen las hipotesis del teorema de la
bifurcacién de Hopf*, por lo que no tenemos (por el momento) la garantfa de la
existencia de un ciclo limite’.

b) tTJQ > 0.
t?”JQ

Debido a que % = 1, al aumentar el valor de este parametro se tiene que el
valor de trJg aumenta.

En particular, fijando el valor A y suponiendo que p* es el valor para el cual

x Ady

V5 ) se tiene que® @ es inestable. M4s atin, es

trJo = 0, entonces, para p € (u
foco.

Enseguida haremos uso de una técnica que consiste en ver el cambio del angulo
que forma el campo vectorial con el eje horizontal, a medida que el parametro p
crece. Note que

pb + na? + d,b?
tanf(a,b) =
an6(a, b) Aa + d,ab
de donde ,
@ — )\a+§1ab (3 30)
o 4 pbina2 5,02 \ 2 '
+ ( Aa+d1ab >

por lo que, si nos restringimos al conjunto del plano donde b > 0,

00 b A
— >0 —>0&b< ——. 3.31
ou Ve Aa + 01ab sUeos Wt (3:31)

4En realidad, el calculo que se hizo es una aproximacién del valor ¢ del Apéndice B. Sin embargo,
notemos que derivadas de orden superior de p y ¢ se anulan, por lo que en este caso el valor de c es
exactamente 0

SHemos encontrado aqui un ejemplo de un sistema de EDO’s para el cual, si se suprime la
hipdtesis de la no degeneracién del Teorema de la Bifurcaciéon de Hopf, como un poco mas adelante,
no hay emergencia de un ciclo limite al variar el signo de la traza de la matriz de Jacobi evaluada
en (). Como consecuencia de ello, es una hipétesis que no se puede suprimir.

6Note que si pu = ’\5—‘12, entonces A = 0 y no corresponde al caso que estamos analizando.
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Ahora, demostraremos que el sistema (3.1), para la presente combinacién de va-
lores de los parametros, no tiene ciclos limite.

Proposicién 3.6 El sistema (3.1), para los valores de los parametros supuestos, no
exhibe soluciones periodicas.

Demostracion. Lo haremos por reduccion al absurdo. Supongamos que el sistema
(3.1) tiene una trayectoria cerrada L, correspondiente a una solucién periédica de
(3.1). Observe que, de existir, @ € intL. Sean R; y Ry la interseccién de £ con la
recta b = —%, y considere la curva cerrada O, definida por la solucién al sistema
(3.1) con condicién inicial R; del caso anterior (esto es cuando trJg = 0).

Afirmamos que |£ N O] < 2. En efecto’, si se intersectaran en un punto Z # R,
(1 =1,2), la curva cerrada formada por O y £ entre Ry y Z define una regién positiva
o negativamente invariante (dependiendo de la posicién de Z, uno puede facilmente
convencerse de este ultimo hecho) y que ademds no tiene puntos de equilibrio en
el interior, lo cual no es posible por el Teorema de Poincaré-Bendixon. Podemos
concluir entonces que O esta contenida en el interior de L, o viceversa.

Veremos que en ambos casos se tiene un absurdo. Sea Ry, la interseccién de O con
la recta b = —é, a la derecha de @), y consideremos la region, K, que se encuentra por
debajo de la recta b = —%, acotada por O, Ly el segmento Ry R),. Si O esta contenida
en el interior de L, entonces esta region es negativamente invariante y no contiene

puntos de equilibrio (cuanto menos un ciclo limite), lo cual es una contradiccién®.

De forma similar se puede demostrar que esto no es posible cuando £ esta con-
tenida en el interior de O

O

"La interseccién es R; y, quizds, Ry en cuyos casos son tangentes.
8Pues toda curva solucién tiene como conjunto a-limite a un punto de equilibrio o un ciclo limite,
cosa que no seria cierta para las trayectorias con condicién inicial en IC
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La proposicion anterior nos conduce al siguiente resultado:

Corolario 3.2 Euxiste una trayectoria heteroclinica que conecta @Q con P (en ese
orden).

Demostracién. Sea T la curva que define a la trayectoria heteroclinica entre Py y @

del caso en que trJg = 0, y sea S el punto de interseccion entre 7 y la recta b = —%.
Observe que P se encuentra abajo del punto donde T intersecta al eje vertical. A

continuaciéon veremos que no existe una trayectoria que conecte a Py con P.

Supongamos, por el contrario, que la variedad inestable de (3.1) en Fy, Wg,
permanece en el interior de la regién acotada por T y el eje vertical. A esta region
la llamaremos 7. Por los valores que toma el campo vectorial que define a (3.1), se
tiene que Wy intersecta al segmento QS en un punto M. Si tomamos una condicién
inicial 2" en la regién acotada por Wpg , el segmento QS y la curva T desde 5 hasta
S, entonces, como esta tultima es negativamente invariante, y por la Proposicion
anterior, al no tener ciclos limite, tenemos que el conjunto a-limite de la solucién de
(3.1) asociada a la condicién inicial Z' es Py, lo cual contradice que P, fuera punto
silla. Por lo tanto, Wy permanece en el exterior de J.

Como la variedad estable de (3.1) en P, W3, converge a P desde J, consideremos
el conjunto JU J' donde J' es la regién acotada por la trayectoria 7 de Fy a S, W,
y el segmento SR, donde R es la interseccion de Wy con la recta y = —ﬁ. Notemos
que J U J' es compacto y negativamente invariante, luego, por la Proposicién 2.7, al
no haber ciclos limite, el conjunto a-limite de W} es un punto de equilibrio. Pero Fy
es punto silla, por lo tanto
lim Wi =@

t——o0

O

Note que con todas las observaciones hechas anteriormente, es posible decir como
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es el retrato fase de (3.1) en el caso en que trJg > 0. Un ejemplo de ello se ve en la
figura 3.11.

c)trdg <0

En este caso, ) es un foco estable. El anélisis de este caso es analogo al anterior,
por lo que omitiremos los detalles del mismo.

a=1 b=15 n=1 X = an oy a=1 b=28 n=1
=1 o=t ¥'= byt dy® =1 &=
NENEUEN T
R - pa ST R N
Mooy " P
NRORR N
B Rethe iR  Erarae N e
N 15 (STMET T A~ <
'\‘\‘\ 15&6¢44:z S Rk
L T ife i3 4 4 § ¥
S L LY L [ ST O S S S ¥ F e ¢+ 0
v LU yDELssx»\» A i
[ By iR e 2 o
4 - & N e e . A A
0 s
’ ~ T e e e R
T I S SN S e See_ S - [} KX P SAR A B A
-~ Sl -~ A A A A
,,,,,,, = P o (Rl A ~ o i i
¥ - - 1 KR b A A A A
. & G o AR A gl AAAF AT
il AR A A TR A 7 7 b i e
4 7 A AAAAAA 5 "t ? i Vs A R
01 a 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1 11 12 13 14 145 0 0z 0.4 06 08 1 1.2 14 168 18 2

Figura 3.11: Retrato fase para: del lado izquierdo A = 1,y = —1.5, 61 = —1, o = 1
y n =1 (caso b); del lado derecho A = 1,u = —2.5, 5y = —1, 9 =1y n =1 (caso c).

3.4.2. 0,>0,A>0yn<0

Aqui se tiene que ) no existe; para determinar la dindmica asociada al sistema
(3.1) empecemos por evaluar el campo vectorial sobre las siguiente rectas:

Sib=0, entoncesd<0yb<0. Sib:—éﬁ, entoncesa>0yb<0.
2

Por lo anterior, el retrato fase se determina como lo muestra la figura 3.12.
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a=1 b=25 n=1
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Figura 3.12: Retrato fase para A =1,y = —-25, 0 =—-1,00 =1y n=—1.

3.43. 02>0,A<0yn

/
2
Pl
bl
]

0.8 1 1.2 14 16 18 2

<0

Bajo los supuestos que dan el titulo de esta subseccion, trJp > 0 ydet Jp > 0,
por lo que P es nodo inestable. Tenemos también que el punto () existe, ademas

puede ser de dos tipos:

a) Si 9; < 0, @ es punto silla. En este caso, la siguiente proposicién su cumple:

Proposicion 3.7 El conjunto a-limite de la rama izquierda de la variedad inestable

del sistema en Q) es P.

Demostracién. Definamos las siguientes regiones:

1A= {(a.b) € R2a + 6 + b > 00 < M;b e [0, -2

2. By = {(a,b) € R%na® + 520 + ub < 0;b € [—ﬁ,K} }
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3 Ca= {(a>b> € R%|na® + 5,0 + ub < 0;b € [O, —ﬁ} }
61

4. Dy = {(a,b) € R2[na? + 6,b% + b > 0;a < M;b € [0,—1}}.

La demostracion es andloga a la Proposicion 1.1, por lo que omitiremos los deta-
lles. Un ejemplo de este caso lo ilustra la figura 3.13.

¥ = @y a=1  b=1 2

V= Dy+smEdy® =05 o=1
s 6t 91 9 NRNR NN N
- B B R Ly G O
[ T L KRR N e e
< ([ P N § KR e
vl Bk W 8 5 - e g
L R R I B 1 P R
e O 7 e
S Tl T T T i ¥ ST R
nl e i Fioi
- E e b Yoy
; 4 Ve
\\\\\\\ N Ny
0s M AVERTERS
\\\\\\\\\\ N NN
0 e T S Ny
N
-05 \\
o N
-1 Y

1 s

Figura 3.13: Retrato fase para A =1, u= -1, = —05,0=1yn=— —2.

b) Si §; > 0, se tiene en este caso, por (3.19), que det Jg > 0. Ademas @) es
asintoticamente estable localmente, pues por (3.18) se llega a que trJg < 0. De
hecho, () puede ser nodo o foco segin los valores de los parametros. Esto se muestra
en la figura 3.14
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Figura 3.14: Retrato fase para: a) Del lado derecho A =1, p=—1,0; =2,d, =1y
n = —2. b) Del lado izquierdo A =1,y =—1,0;=1,0 =3y n=—2

3.44. 0,>0,A<0yn>0

El punto () no existe, asi que el retrato fase del sistema queda como lo ilustra la
figura 3.15

3.45. 6>0,A=0,7n<0

Por el mismo argumento de la continuidad del campo vectorial respecto de los
parametros que define al sistema (3.1), la dindmica local de P se preserva de @) al
ser en este caso que P = Q.

Los argumentos de los siguientes casos son idénticos a los del Caso 3.2.5 y 3.2.6,
por lo que s6lo mencionaremos lo esencial de cada uno.
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X = an oy a1 h=1 =t
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Figura 3.15: Retrato fase para A =1,y =—1, 6, = —0.5, =1y n=2.

Siendo n < 0, como lz'mpH ro,—A =0, la dindmica alrededor del punto P = @) se
5

preserva del Caso 3.3.3.a, siendo éste punto silla (véase figura 3.16)

3.46. 0>0,A=0,n>0

Aqui limuﬁ s+ A = 0, entonces la dindmica alrededor del punto P = @ se
o1

preserva del Caso 3.2.1.b.

Mas aun, como

. Ady
lzmu_)%ﬁﬂ]@ = —5—1 >0

por lo que P es nodo inestable (véase la figura 3.16)
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34. CASOTIL: )\ >0; <0

1y

1y n=1(Caso

bajo la restriccion

)

3.1

(

1a/'L - _]-a 51 = _17 52
09 < 0 y los correspondientes que hemos estudiado anteriormente.

n = —1 (Caso 3.3.5); del lado derecho A = 1,y = —1, §; = —1,

3.3.6).

52 <0
lativa a las analogias entre el retrato fase del sistema

.z

De la misma forma que en el Caso 3.2.7, las tablas siguientes concentran la infor-
macion re

Figura 3.16: Retrato fase para: del lado izquierdo A

3.4.7.



90 CAPITULO 3. ANALISIS DE LAS FORMAS NORMALES

Signo de A y n ‘ Otros parametros ‘ Anélogo a

A<O
n<0 trJg =20 3.3.1.a
trdg >0 3.3.1.b
trdg <0 3.3.1.c
n>0 3.3.2
A>0
n>0 01 >0 3.3.3.a
01 <0 3.3.3.b
n<0 3.3.4
A=0
n<0 3.3.5
n>0 3.3.6

3.5. Caso III: A <0; u>0

La dindamica de cada caso es andloga a la de los casos generales I y II. En la
siguiente tabla el lector podréd notar las analogias que hay entre ellos, y confirmarlo
por su cuenta.

Para 9, < 0:
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Signo de A y ‘ Otros parametros | Andlogo a

A>0
n<0 trJg =0 3.3.1.a
trJg >0 3.3.1.b
trJg <0 3.3.1.c
n>0 3.3.2
A<O0
n >0 01 >0 3.3.3.a
01 <0 3.3.3.b
n <0 3.34
A=0
n >0 3.3.5
n <0 3.3.6
Para d, > 0:
Signo de A y i | Otros parametros | Andlogo a
A <O
n>0 trJg =20 3.3.1.a
trJg >0 3.3.1.b
trJg <0 3.3.1.c
n <0 3.3.2
A>0
n <0 01 <0 3.3.3.a
01 >0 3.3.3.b
n >0 3.34
A=0
n <0 3.3.5
n >0 3.3.6
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3.6. CasolIV: A<0; u<0

Pedimos nuevamente al lector que siga las analogias mostradas por las siguientes tablas
y se convenza de ellas.

Para do < O:

Signo de A y i ‘ Otros parametros ‘ Anélogo a

A <O

n>0 01 >0 3.2.1.a
01 <0 3.2.1.b

n <0 3.2.2

A>0

n>0 3.2.3

n <0 3.2.4

A=0

n>0 3.2.5

n <0 3.2.6




3.7. ANALISIS DEL SISTEMA (2.50) 93

Para 5 > 0:

Signo de A y n | Otros parametros | Andlogo a

A>0

n <0 01 <0 3.2.1.a
01 >0 3.2.1.b

n>0 3.2.2

A<O0

n <0 3.2.3

n>0 3.2.4

A=0

n<0 3.2.5

n >0 3.2.6

3.7. Analisis del sistema (2.50)

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales (2.50), obtenido en el Capitu-
lo 2:
a = Aa+6a®+mat®* = Fi(a,b)

i) = ,ub + 52@26 + 7]2b3 (332)

I
5
—
R

=
SN~—

El andlisis completo de este sistema se puede consultar en [9]. En el siguiente
apartado unicamente consideraremos el caso en que ¢;,7; < 0 para i,7 € {1,2};
donde® X\, u > 0y A= dym — domy < 0.

Observemos que Fi(—a,b) = —Fi(a,b) y Fi(a,—b) = Fi(a,b), por lo que basta

9En [19] aparece la misma forma normal. En dicho texto se trata sélo estos casos sin detalle, por
lo cual consideramos oportuno clarificar la dindmica para esta combinaciéon de pardmetros.
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analizar el sistema (3.32) cuando a > 0. Una vez conociendo la dindmica para los
valores de a mencionados, basta con reflejar el retrato fase respecto al eje vertical.
Por otro lado, como Fy(—a,b) = Fy(a,b) y Fy(a,—b) = —F,(a,b), ocurre lo mismo
con la variable b. En conclusién, basta con analizar el sistema en ]Ri.

Los puntos de equilibrio del sistema son:

Po=(0,0); P=(y/-2,0) s @=(0,,/-£) :
R— (\/)\nfm,u’\/u&gr)\ég)'

Notese que Py (), dadas las hipdtesis, siempre existen. Sin embargo, no podemos
decir lo mismo de R; de hecho para que exista, es necesario que —Any +mpu < 0y
que —ud; + Adg < 0, es decir, que

(3.33)

J
% < % < 5—? (3.34)

Para determinar el retrato fase de (3.32), empezamos obteniendo sus ceroclinas.

. 2 . 2
Horizontal: a = 0 y a® = _%; vertical: b= 0y b? = _M;ja

Calculamos ahora la matriz de Jacobi asociada al sistema (3.32) para cualquier
punto (a,b) € R%. Esta es

A+ 771b2 + 3(51@2 27]10,()

J(a,b) = J[Fh FQ](@,b) - 2(52@() 12 + 52&2 + 37}2[)2 <335)
de donde!?
trdapy = A+ p) + (301 + d2)a® + (3n2 + m)b?, (3.36)

det Jupy = (A4 ma® + 3016%)(p + 020% + 3m2a?) — 4n102a%b>.

10Nuevamente la expresién de trJ(a,p) N0 nos permite aplicar tan facilmente el criterio negativo
de Bendixson, por lo que haremos un analisis distinto.
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Observe que, sin ninguna hipétesis adicional, Py es siempre nodo
efecto, para empezar se cumple que

trJp, =A+pu >0y det Jp, = A > 0.

Mas aun,
tr?Jp, —4det Jp, = (A + p)* — 4 \u = (A — pu)* > 0.

Por lo tanto, P es nodo inestable.
- SB 02
a) Primer caso: § > 2.

Note que en este caso P es punto silla. En efecto,

A2
det Jp=2 (22 dp) <0 2
o \

lo cual es cierto.

Ademas @) es asintéticamente estable localmente, pues

n T2 H
trdJog=\— —+2)<0@—<—
N : (772 m+2n A
pero
0.
m__m b _p
m+2n om0 A
por lo tanto, trJg < 0. Por otro lado,
detJQ:2(u2m—)\u) >O<:>H > §,
2 A0

inestable. En

(3.37)

(3.38)

(3.39)

lo cual es cierto. Por lo tanto () es asintéticamente estable localmente. De hecho,
como una rama de la ceroclina horizontal es a = 0, entonces no le queda a @) otra

opcion mas que ser nodo asintoticamente estable localmente.

El siguiente lema determina la dindmica global del sistema (3.32).



96 CAPITULO 3. ANALISIS DE LAS FORMAS NORMALES

Lema 3.1 Q es atractor global en R?.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Definimos los rayos

Li:{(a,b)ERi|a:w/—§+e;b20}

1

2 _ 2 oy [_H

LG—{(a,b)ERJJCLZO,b— —n—+e}
2

y consideremos la region cerrada €2, delimitada por el cuadrado FPySTM; donde

S = (« / —% + €, O), T es el punto de interseccién de L' y L2y M = (O, A /_n% + e).

Afirmamos que {2 es positivamente invariante.

Como las rectas a = 0 y b = 0 son ramas de las ceroclinas horizontal y ver-
tical respectivamente, basta analizar el comportamiento del campo vectorial, F =
(F1, Fy), que define al sistema (3.32) en los segmentos ST y TQ) para demostrar
que, en efecto, () es positivamente invariante. Analicémoslo primero en ST'; sea

nl = (, /—51 + €, O) un vector ortogonal a la recta L!. Entonces
1

N 2
Pyt = 2(9 e (Gegera()
= e(mb® — \) + €20, — FBb2

Como cada sumando es negativo, para toda € > 0, entonces el 4ngulo'! en cada punto
de L!, entre i1l , y F, es mayor a Z. Por lo tanto, F apunta hacia la izquierda. En
partlcular, sobre el segmento ST, apunta al interior de €.

Usando la misma técnica, definimos 712, = (0, A /—% + e), que es un vector

ortogonal al segmento T'Q). Entonces se tiene que

0—2
P2 <o,

2 - ﬁgmt =€ (—u + 52a2) + 62772 —
) 2

HRecuerde la férmula geométrica del producto interior (euclidiano) en R™: 7 - 7 = ||z|| ||y|| cos0;
donde @ es el angulo entre los vectores T y .
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por lo que el campo vectorial sobre T'() apunta hacia el interior de €.

En consecuencia, como no hay ciclos limite (de haber, existiria otro punto de
equilibrio distinto), toda solucién con condicién inicial en el interior de 2 converge a
. Como lo anterior ocurri6é para toda € > 0, entonces se concluye que ) es atractor

global en R?.

Corolario 3.3 La variedad inestable de P converge a Q).

Para ejemplificar la dindmica del sistema
tros, véase la figura 3.17

(3.32) para estos valores de los parame-

X = kR k1 med =2
V' = mysdyeocy =1 b1 d=
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Figura 3.17: Retrato fase para A =1, u = 3,

b)Segundo caso:

>I=

< 2
m

51:—1,(52:—1,771:—2}77]2:—1.
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Figura 3.18: Retrato fase para A =3, u=1,0; = -1, 00 = -1, )y = -2y np = —1.

Este caso es analogo al anterior, tomando en consideracion que ahora el atractor
global es P y el punto silla es ). Observe la figura 3.18

5

c)Tercer caso: B < £ <
SCICEL €as0. 50 < X < 5,

Como observamos anteriormente, R existe en este caso. También podemos ver
facilmente que tanto P como () son asintéticamente estables localmente. En efecto,
para el caso de P, por (3.37), sabemos que det.J, > 0. Por otro lado, trJp cumple
que

- (52 % 52
ter—u—)\(2+5—1) <0<:>X<2+5—1,

i B O
lo cual es cierto, pues § < 5

Ahora bien, por (3.38) y (3.39), se tiene el mismo resultado para @, siendo, en
conclusion, ambos puntos de equilibrio asintéticamente estables localmente.

A continuacién vamos a demostrar que no existen soluciones periédicas de (3.32)
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en R% . Deberd ser claro que si se demuestra que R es punto silla, entonces no habré so-
luciones periddicas de (2.1). Esto se debe a que de existir alguna, entonces R estaria
en el interior de dicha curva solucion, y como eso lo hace una regién invariante, se
tendria una trayectoria homoclinica. Esto ultimo contradice el hecho de que tenemos
a lo mas 4 puntos de equilibrio.

Dicho esto, procedemos a demostrar que R es punto silla. Después de realizar
muchas operaciones, se llega a que

ANu(0Fn3 — d3ni) B 4(N*6am2 + 1170102)
A2 A

luego,
det JR <0< )\[L((S%ng — (Sg?’/%) < ()\2527]2 + M25152)(51772 — 52771)

Verificamos que lo anterior se cumple:

(A202m + p126102) (179 — d2m) = N*(0102m5 — m3m2) + p?(97mma — 611702)
> 02 (k023 - 4na3) + gt (20hE — 2ia3)
= 2\u(6in; — n3o3)

> Au(0tns — n3o3).
(3.42)

Por lo tanto, R es punto silla. De hecho, podemos conocer los conjuntos a-limite
y w-limite de la variedad estable e inestable, respectivamente, de (2.1) en R. Obser-
vemos que R € int(2), donde la region €2 esta definida como en el primer caso. Mdas
aun, () es positivamente invariante por los argumentos ya expuestos.

Como consecuencia del Teorema de Poincaré-Bendixson, la rama izquierda de la
variedad inestable de (3.32) converge a (), mientras que la rama derecha converge
a P. Por otro lado, la rama izquierda de la variedad estable tiene como conjunto
a-limite a Fy. El lector puede verificar un ejemplo de la dindmica en la figura 3.19
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Capitulo 4

El oscilador de Bruselas, un
ejemplo

“Un ejemplo ayudard a aclarar lo que quiero decir mds que un volumen entero de
generalidades”

E. A. Abbott, en Planilandia.

4.1. Introduccion

En los dos capitulos anteriores hemos expuesto la teoria que fundamenta la exis-
tencia de bifurcaciones secundarias en una amplia familia de sistemas de tipo RD.
El objetivo del capitulo que estamos iniciando es exponer un ejemplo con el que
queremos retomar la motivacion original del presente trabajo, esto es la bifurcacion
de Hopf-Turing. Ademas expondremos la aplicacion del material contenido en los
capitulos anteriores a un modelo matematico especifico: el oscilador de Bruselas.

101
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El material que contiene este capitulo esta organizado como sigue: en la seccién
4.2 haremos la deduccién del sistema de EDPs correspondiente al modelo cinético
que presentaremos. En la seccion 4.3 demostraremos la existencia de una bifurcacion
de Hopf supercritica del sistema homogéneo asociado, mientras que en la seccion
4.4 daremos las condiciones bajo las cuales se exhibe una inestabilidad de Turing
mas general'. En la seccién 4.5 daremos condiciones necesarias y suficientes para
que ambas bifurcaciones coexistan, dando origen a una bifurcacion de Hopf-Turing
generalizada (en el sentido que mencionamos anteriormente para la inestabilidad de
Turing). En la seccién 4.6 haremos los célculos indicados del Capitulo 2 para deter-
minar los casos presentes de bifurcaciones secundarias. Finalmente, en la seccién 4.7
presentamos unas simulaciones numeéricas que teniendo como mecanismo subyacente
a una bifurcacion de Hopf-Turing, nos muestran los patrones espacio-temporales que
aparecen.

4.1.1. Una breve historia de este oscilador quimico

El modelo matematico de un tipo de reacciones quimicas que se presentara a
continuacion fue propuesto por Ilya Prigogine, Réné Lefevre y Grégoire Nicolis, los
tres, miembros del llamado Grupo de Bruselas. El modelo que presentaremos y estu-
diaremos en las siguientes paginas, es 1til en el sentido de que ejemplifica la riqueza
matematica detras de la dinamica espacio-temporal que el mecanismo propuesto ge-
nera.

El modelo propuesto, llamado por John Tyson el oscilador de Bruselas® (véase
[27]), en su simplicidad tanto algebraica como quimica, ejemplifica perfectamente, en
la linea de pensamiento del matematico inglés Alan Turing, lo que Prigogine sostenia:
el proceso de la difusion, junto con un proceso reactivo, no conduce necesariamente
a la homogeneizacion de la concentracién de las sustancias. De hecho, no sélo eso,

! Estaremos pensando que no necesariamente ocurre que trJ < 0. Hablaremos de la inestabilidad
de Turing aunque no contemos con la hipétesis mencionada.
2Esta es la traduccién que hicimos del término Brusselator
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sino que produce patrones (a los cuales llamé estructuras disipativas®) que en el
laboratorio, con los reactivos adecuados, pueden ser evidentes y vistosos.

En palabras de Prigogine y de Lefevre (véase [16]), “Mas alld de la transicion
inestable, uno puede tener una situaciéon que podria ser apropiadamente llamada
estructura disipativa, ya que es caracterizada por un orden estructural y funcional y
por un orden bajo de entropia”. En el mismo articulo, estos autores explican:

En principio parece que la difusion solo puede conducir a la homo-
geneizacion del sistema. Aqui, por el contrario, vemos que la difusion
es necesaria para obtener una estructura disipativa correspondiente a un
estado independiente del tiempo, en el que las concentraciones son depen-
dientes del espacio. Esta aparente paradoja se resuelve, como mostramos,
que la difusion tiene un doble papel: por un lado, incrementa la estabili-
dad del estado estacionario, pero por el otro, incrementa la variedad de
perturbaciones compatibles con las ecuaciones macroscopicas del cambio.

En consonancia con lo expresado por el personaje principal del libro Flatland,
y que presentamos como epigrafe del presente capitulo, enseguida desarrollaremos
nuestro ejemplo: el oscilador de Bruselas.

4.2. Planteamiento del problema

Como hipdtesis generales, supondremos que tendremos en un mismo dominio (el
espacio fisico) reacciones quimicas paralelas e independientes (posiblemente reversi-
bles). La ley que rige la cinética de las reacciones quimicas se establece empiricamente

3Este término se contrasta con el nombre de sistema conservativo, el cual supone que, como su
nombre lo indica, tiene la caracteristica de conservar algunas magnitudes. Casi siempre se maneja
en términos mecanicos, y lo que se conserva es la energia total.
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bajo las hipotesis que rigen la ley de accion de masas, asi como lo desarrollamos en
el capitulo introductorio.

Ahora bien, si ademas las sustancias se difunden en el medio siguiendo la ley de
Fick, que estipula que el flujo se da en direcciéon contraria al gradiente de la con-
centracion, entonces se tiene que la dinamica espacio-temporal del sistema esta dado
por un sistema de EDPs no lineales de tipo RD.

4.2.1. Deduccion del modelo del osctlador de Bruselas

El mecanismo subyacente del oscilador de Bruselas consta de las siguientes reac-
ciones paralelas

A X
B+X 2 v+D (1)
2X +Y 2 3x '
X M B

Estaremos suponiendo que las reacciones no son reversibles*, ademés de supo-
ner que la concentracion de los reactivos A y B, y la de los productos D y F es
constante. Es importante hacer notar en este momento que la tercer reaccién hace
quimicamente imposible este sistema®. Sin embargo, no hay que olvidar que se bus-
ca ejemplificar algunos tipos de dindmicas en esta clase de ecuaciones, asi como los
resultados contenidos en los Capitulos 2 y 3.

Por la ley de accion de masas, tenemos que el sistema de EDPs que determina la
dindmica espacio-temporal del sistema de reacciones quimicas que aparecen en (4.1)

4Esta hipdtesis no es tan arriesgada, ya que en cada caso se puede suponer que el experimento
se modifica para garantizar lo anterior. Por ejemplo, para la primer reaccién se puede suponer que
la concentracién de A sea excesivamente grande.

SEsto es porque para poder producir 3X sin hacer otro producto, Y tendria que ser idénticamente
la sustancia X
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es

2% DiV2X + kA — (ko B + k) X + ks X2Y

(4.2)
9 — D,V?Y + kyBX — ks X?Y,
donde k; >0 (i=1,..,4),D; >0 (j =1,2) y X, Y denotan la concentracién de los
reactivos X y Y respectivamente.

A continuacién haremos la adimensionalizacion del sistema, proponiendo las nue-
vas variables

_ T _ ks v . _ k3vr.

t=Fkyt 3 X =4/2X ; Y =,/2Y;

- . (4.3)
A= /"4 . B=kp . D=5
4 4 4
que al sustituirlas en (4.2), dan el sistema adimensionalizado
& = DiVPX+A—(B+1)X + X%
(4.4)
& = D,V* + BX — X?.

A este sistema parabdlico de EDPs se le anaden las condiciones iniciales y de
frontera a fin de completar el problema matematico a estudiar. Esto lo haremos més
adelante, cuando se requiera.

4.3. Existencia de una bifurcacion de Hopf

Consideremos el sistema homogéneo asociado a (4.4), esto es el sistema de EDOs

X = A-(B+1)X + X% (45)
Y = BX -X?% '
del cual podemos observar que la ceroclina horizontal tiene dos ramas, éstas son

B
X=07yY==
y X?
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mientras que la ceroclina vertical es

(B+1)X —A

Y = e

A partir de la rama no trivial de las ceroclinas, uno se convence que el sistema (4.5)
. 7 . o1 . o . . B
tiene un dnico punto de equilibrio positivo: (A, Z)'

Trasladando el punto de equilibrio al origen, esto es, haciendo el cambio de va-
riableu = X —Ayv=Y — %, obtenemos el siguiente sistema en términos de u y
v

u = (B=1u+ A%+ Zu? + 24w +v?v = plu,v)
(4.6)

v o= —Bu — A%v — §u2 — 2Auv — v*v

q(u,v).
De lo anterior, tenemos que el sistema lineal que aproxima a (4.6) en cualquier
punto (u,v) lo define la matriz de Jacobi

(B—1)+2u+24v+2uv A% + 24u + u?

J(u,v) = J[ 7(]] (u,0) —
—B — %u — 2Av — 2uv —A? —2Au — u?

Al evaluarla en el origen se obtiene la matriz

B—-1 A?
J6:|: -B _A2:|7 (47)

cuyos valores propios son

(B—1— A%+ B2+ 1+ AT —2B — 2A2B — 2A?

A = 5

(4.8)

Para demostrar la existencia de una bifurcacion de Hopf, segin la técnica expuesta
en el Apéndice B, es necesario averiguar si existen valores de los pardmetros (en este
caso, A y B) para los cuales hay un cambio de estabilidad del punto de equilibrio;
es decir, para los que el signo de la traza, tr.J;, cambia.
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Notemos que
det J; = A* > 0,

mientras que, por otro lado,
trJazB—l—AQ.
De lo anterior se tiene que trJz > 0 si, y sélo si,
B> A*+1=By. (4.9)

La figura 4.1 ilustra un diagrama en el plano de los parametros relevante en términos
dindmicos. En efecto, para valores de B correspondientes a la region arriba de la
pardbola A% + 1 en el plano de los pardmetros (plano AB) el origen es inestable. De
la misma forma, por debajo de ella, el origen es asintéticamente estable; mientras que
para toda combinacién de pardmetros A y B que estén sobre la pardbola B = A% +1,
trJz = 0, por lo que los valores propios tienen parte real nula.

Estable

Figura 4.1: Diagrama de parametros. Se ilustra la regién en la que se da la bifurcacion
de Hopf.

Veamos si se cumple la condicién de transversalidad. Al calcular la derivada de
la parte real de los valores propios respecto a B y evaluarla en el valor critico (o de
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bifurcacién) By = A% + 1, se tiene

2
dRe(A(A* 4+ 1)) —140.
dB
Una vez que la condicion de transversalidad se satisface, es necesario, segin el teo-
rema de la bifurcacion de Hopf (véase el Apéndice B), verificar que se cumple la
condicién de no degeneracion.

Para ello, es necesario hacer una transformacién que lleve a la parte lineal definida
por (4.7) a su forma canénica de Jordan. De (4.8), si denotamos por a = Re(\4)
y B = Im(Ay), al hacer los calculos, obtenemos que un vector propio de la matriz
(4.7) correspondiente a A_ es

1
1_)’*:(_&4“42)—{-@‘( 05 )Eﬁl—i-iﬁg, (410)

A2 Az

por lo que construimos la matriz () € My cuyas columnas son los vectores o y s;
es decir

1 0
Q= ; (4.11)
_atA? B
A2 A2
matriz que claramente es invertible, pues det () = —% =% 0. De hecho
af w0
Ql=-=> (4.12)
6 a+A2 1
A2

Con el célculo anterior, tenemos que la matriz Q~'JQ es la forma canénica de
J5. Esto es,

«

Q' JQ = [g b } . (4.13)

Haciendo el cambio de variable
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obtenemos el sistema
o\ UYN , o OV
(V>—Q1JQ(V)+Q1(9(U,V))’ (4.14)

donde f(U,V) = —g(U,V) = —AUS — LU2V 4 [%] U2 — 20UV, que, en

otros términos, es la parte no lineal de (4.6) evaluado en las variables U y V. Su
forma explicita esta dada por

p(U, V) 1 1
= f(U,V -1 = f(U,V o |
oy | SOV (L) ( )
y por consecuencia
p(UV) = f(UV); ¢(U,V) = —%f(U, V). (4.15)

Para calcular la constante que determina si la bifurcacion es doblemente dege-
nerada o no, es importante conocer los términos no lineales anteriores cuando los
pardmetros A y B estan relacionados por B = 1 + A% Si entendemos o = a(B) y
B = B(B), entonces a1l + A?) = 0y (1 + A%) = A?, siendo ¢(U, V), en este caso,
idénticamente cero.

Siguiendo el procedimiento que se expone en el Apéndice B, calculamos la cons-

tante (B.16). Esta es
3 1
_ 1 41
c (SA + 4) <0, (4.16)

desigualdad que se da, pues A > 0.

Como ¢ # 0, las hipétesis del teorema de la bifurcacién de Hopf se cumplen. Mas
atn, como ¢ < 0, para valores de B cercanos a A2 + 1, se tiene que la bifurcacion
es supercritica. De esta forma, el ciclo limite del sistema (4.14) que surge de la
bifurcacion de Hopf es asintoticamente estable.
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A continuacién se muestra el retrato fase de (4.5) con valores de los pardmetros
que hacen posible la presencia de un ciclo limite de (4.5) debido a la bifurcacion de
Hopf. Véase la figura 4.2

¥ = A B X = ARy
¥ = By Y= BREY
5 1

it
z
i

=1

TR T R Y

L
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Figura 4.2: Retrato fase de (4.5): del lado izquierdo se exhibe el ciclo limite estable
para A =1y B = 3. Del lado derecho el ciclo se destruye, esto para los valores de
A=3yB=1

4.4. Presencia de inestabilidad de Turing genera-
lizada

A continuacion demostraremos la existencia de bifurcaciones, dadas por la ines-
tabilidad espacio-temporal de las soluciones del oscilador de Bruselas en su parte
lineal. La llamamos inestabilidad de Turing generalizada, en el sentido de que no
estamos suponiendo que trJ < 0 como lo indica el Apéndice C. Consideraremos el
caso unidimensional, de hecho, supondremos sin pérdida de generalidad que el domi-
nio espacial es el intervalo (0, 7). Entonces la ecuacién (4.2), al trasladar el punto de
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equilibrio estacionario y homogéneo (a saber, el punto (A, %)) al origen, obtenemos
el sistema de EDPs°

u = Dl% + (B = 1u+ A% + Zu? + 24w + v
(4.17)

2
vy = Dg% — Bu— A%v — %uQ — 2Auv — u?v,

Bastard con analizar el sistema lineal asociado a (4.17), es decir, consideraremos
en adelante el sistema

w = D244+ (B—1)u+ A%
(4.18)
v, = Dz% — Bu — A?v,

donde para completar el problema, tomaremos condiciones iniciales arbitrarias pero
suficientemente cercanas a la solucién estacionaria y homogénea, y condiciones de

frontera de tipo Dirichlet homogéneas’.

Siguiendo la idea presentada en el Apéndice C, que no es exactamente igual,
propondremos por solucién de (4.18) a

( i ) -y < o > ik (4.19)

m

donde a,, by, Am € C y Ky, es el m-ésimo ntiimero de onda de las soluciones®.

Bajo la misma filosoffa del Apéndice C, bastaria con que un sumando de (4.19)
fuera inestable para garantizar que la solucién lo fuera también. Por ello tomaremos

6Véase (4.6)

"Hay que remarcar que las condiciones de frontera pueden no ser necesariamente esas para hallar
inestabilidades de Turing, por ejemplo, pudiéramos cambiarlas por condiciones de tipo Neumann
homogéneneas. Sin embargo, a fin de continuar la linea de razonamiento seguida en los capitulos
anteriores convendrd considerar estas condiciones.

8En general, por las condiciones del problema, k,, es un miltiplo de m. De hecho, k,, = 17’"
donde [ es la longitud del intervalo. Por lo tanto en nuestro problema particular se tiene que [ = 7
y por tanto k,, = m.
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un unico sumando, digamos

u _ A eAmt+ikmm
) b, ’

que, al sustituirlo en la ecuacién (4.18) obtenemos que a,, by, A y ki deben de ser
tales que se cumpla la igualdad

am | _ | Am + Dik% — (B —1) —A? am | [0
M[bm]:{ B A+ k2Dy+ A% | | by | | O - (4.20)

Este sistema de ecuaciones algebraicas tiene solucién no trivial siempre que det M =
0, igualdad que conduce a la ecuacién caracteristica en A,

X2 4 (B — ) A + A’B — a,, = 0, (4.21)
donde o, = B—1— k2D y B, = A% + k2 Ds.

Las soluciones de (4.21) estan dadas asi

O — B £ A/ (i, + B )2 — 4A%2B
AE = O £V 5 fm) : (4.22)
De esta expresién, podemos considerar un primer caso cuando ), € C. Esto ocurre
si, y sélo si,

[(B —1— k2D + A* + k2 Dy)? — 4AZB} <0,
lo cual es equivalente a que
[B*> = 2B(A* 4 0,,) + (A —6,,)°] <0, (4.23)
donde 4,, = 1+ k2 (Dy — D>).

Notemos que el polinomio en B que esta del lado izquierdo en la desigualdad
(4.23) determina condiciones para que se cumpla dicha desigualdad. De hecho, los
valores del parametro B deberan estar entre las raices del polinomio mencionado, es
decir, pertenecer al intervalo (B_, By) donde

O 2(A% 4 0,) £ A(A2+6,)% — 4(A2 - 6,)2)
N 2

B, =A%+ 6, £2A/ 6. (4.24)
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Nétese que en (4.24), necesitamos que d,, sea positiva’, teniendo una condicién
de degeneracion cuando su valor es nulo. De lo anterior, la desigualdad (4.23) se
satisface si, y sélo si, B < B < B,. Equivalentemente

(A= /0,)? < B<(A+/6n)% (4.25)

Finalmente, tendremos que Re(A\X) > 0 si, y s6lo si, a, — B > 0; 0 lo que es lo
mismo que
B> A*+ 1+ k2 (D, + Do). (4.26)

Siendo B el parametro de bifurcacién, el valor critico, B,,, esta dado por la curva

B, = A2 + 1+ k2(Dy + Dy). (4.27)

B=A2+1+KfnfDl +D2

Figura 4.3: Inestabilidad espacio-temporal debida al valor positivo de algin valor
propio de las funciones propias de (4.18). Visto en el plano k,,B.

9Hay que notar que si no lo fuera, es decir, si (Dy — D) > ,%2 para toda k,,, entonces no se
tendrian valores propios complejos conjugados. En nuestro caso particular, como k,, = m, bastaria
con que (Dy — D7) > 1.
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Concluyendo, a fin de garantizar que la perturbacion espacio-temporal desesta-
bilice a la distribucién estacionaria y homogénea, bastara!’ que B > Bj.

Analicemos ahora el caso en el que uno de los valores propios (de hecho en ese
caso serfan ambos) es un numero real. Para que exista inestabilidad de la solucién
trivial de (4.18), serd necesario que éste sea positivo. Observando de (4.21) vemos
que para tener una rafz positiva, entonces necesitamos que (a3, — A*B) > 0, lo
cual nos lleva a la desigualdad

2

D
B>14+"22A2+

k2 D,. 4.28
D, T Dz et (4.28)

Por lo que el valor critico de bifurcacion esta dado en términos de k,, y B por

2

D
By =1+224%4+

k2 Dy. 4.2
D, T Dz Tt (4.29)

Analizaremos a continuacion céomo es la curva B,,. Afirmamos que tiene por
grafica a una curva convexa. En efecto, como

dB 2A?
M 9k Dy —
dky, T Dok

entonces el punto critico, p, satisface que p? = \/% y, entonces

d*B,, 4A?
— 2D1 +

2
) Dot > O 7 ko

de donde se concluye que en p esta el minimo absoluto de B,,, y que la grafica de
B,, es convexa.

1ONote que en este caso By = A% 4 1, lo cual coincide con la bifurcacién de Hopf que obtuvimos
anteriormente.
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Figura 4.4: Inestabilidad espacio-temporal de la solucién de equilibrio de (4.18) de-
bido al valor positivo de los valores propios en el plano k,,B.

Evaluando B,, en p
5 2
B, = <1+ —1A> . (4.30)
D,

Finalmente, si m. es el entero tal que B, es el mas proximo a B,, si B > B, ,
entonces el valor propio es positivo y también hay una condicién de inestabilidad.

Por (4.27) y (4.30), concluimos que si B > min{ By, By, }, entonces garantizamos
la inestabilidad de la solucién trivial de (4.17). En [17] se puede consultar el hecho
de que si By < B,,, vy By < B < B,,,, entonces la dinamica estd regida por la
bifurcacién de Hopf; por lo que si buscamos estructuras disipativas, o patrones de
Turing, deberemos encontrar valores de B tales que B,,,, < B < By.
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4.5. Presencia de bifurcacion de Hopf-Turing ge-
neralizada

De las dos secciones anteriores se tiene que existe una bifurcacion de Hopf siempre
que B > 1+ A? = By, mientras que ocurre una inestabilidad de Turing generalizada
si se satisface que B > B,, . La pregunta que surge naturalmente es: ; Existen valores
de los parametros para los que coexistan ambas bifurcaciones? En términos geométri-
cos esto ocurre si ambas curvas de bifurcacion se intersectan de forma transversal en
el plano de los pardametros AB.

Recordemos que (4.27) no es exactamente el punto de bifurcacién que buscamos
en (4.29), sino el valor B,,, . Este tltimo estd dado al evaluar B, en m o en m + 1
tal que p € [m, m + 1].

Luego, podemos definir a la curva By como B,, evaluada en la m que menciona-
mos anteriormente. Esto es
Dy A?

Br =1+ —A?
r + DQ * D2m2

+ Dym?. (4.31)

Hasta este momento, en las secciones anteriores, hemos visto las condiciones para
que el sistema (4.17) exhiba una bifurcacion de Hopf y una inestabilidad de Turing
generalizada. Respecto a esta ltima, aligeramos las hipdtesis que se exponen en el
Apéndice C, en el cual se expone el andlisis que conduce a las condiciones para que
se dé la tradicional bifurcacion de Turing. Sin embargo, la ruta para que se dé la
bifurcacion de Hopf debe ser tal que los pardmetros, al variar, hagan pasar la traza
de la matriz de Jacobi evaluada en el origen de negativa a positiva (probamos que
su determinante es siempre positivo). Justo en la parte donde no se exhibe un ciclo
limite (cuando trJ < 0), se pueden satisfacer las condiciones de la inestabilidad de
Turing como se exhibe en el Apéndice C, pudiendo ser como antesala a la emergencia
del ciclo limite.

El siguiente teorema da condiciones para la existencia de una bifurcacion de Hopf-
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Turing para el sistema (4.17).

Teorema 4.1 Considere el sistema (4.17), entonces By y Br se intersectan trans-
versalmente si, y solo si, m? > D;D Mds aun, st no se intersectan, entonces
solo puede haber bifurcacion de Hopf o bifurcacion de Hopf-Turing generalizada, pero
no inestabilidad de Turing generalizada. En cambio, si se intersectan, pueden haber

comportamientos de los tres tipos.

Demostracion. Como mencionamos al inicio de la seccién, estaremos pensando en
hallar la interseccién de la grafica de By con la de By. Igualando ambas expresiones
se tiene

D, , A? 9
1+D—2A +D2m2 + Dym?,
de lo cual se concluye que
D, Dym*
A2 = el (4.32)

<D2 - Dl)m2 — 1
Lo anterior tiene sentido si, y s6lo si, (Dy — D;)m?* — 1 > 0. Dicho en otros téminos

m2 L
Dy— Dy

Afirmamos que lo hacen de forma transversal, esto es que en el punto de intersec-

cién sus derivadas son distintas. En efecto, dado que < dBT = 2D L A4 -2 D2m2 dBf =2A,
dBr _ dBy
entonces 7 = <7 si, y solo si,
1
m2

e

Para la segunda parte, sélo basta ver que las graficas de By y B son parabolas
en el plano AB, y cuando A = 0 tenemos que Br > By.
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O

El método aqui presentado da condiciones necesarias y suficientes para que el
sistema (4.17) presente una bifurcacion de Hopf-Turing generalizada. Sin embargo,
no tenemos el valor explicito de la m necesaria para el teorema anterior. Esta, en
cambio, es calculable cuando tenemos valores particulares de A, Dy y Ds.

4.6. Bifurcaciones secundarias

Utilizaremos los resultados del Capitulo 1, segin los cuales para algunos my y ma,
tales que |my — my| = 1, det(J — m2D) = 0. Para el caso del oscilador de Bruselas,
explicitamente tenemos que

det(J —n?D) = A* + A*n’D; — Bn®Dy +n?Dy +n'Dy Dy = 0,
y, al despejar B, se tiene para cada n € N

A? n A%D,

B, =
n2D2 D2

+1+n*D. (4.33)

Debido a que la igualdad anterior se cumple para m; y ms, entonces
A? A?

B, —
m%DQ m% D2

— Bm2 = —+ m%Dl — m%Dl = O,

1

por lo que, al despejar a A2, obtenemos su valor critico. Este estd dado por la expre-
sion
A% = Dy Dymim3. (4.34)

Si de (4.33) despejamos A, obtendremos para cada nimero natural n, un valor
de A expresado como
(B —1—n%D;)(n*D,)

A, =
1 + n2D1
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Andlogamente, A,,, — A,,, = 0, por lo que podemos obtener el valor critico para B,
el cual es
B, =1+ (m? +m3)D; + mim3iD?. (4.35)

De acuerdo a (2.17) y (2.18), tenemos

T — —Ag—m2D2 Bc—l—m2D1:| T1:L|:—BC —Bc+1+m2D1

B, _B, Do | =B, —A2—m2D,
(4.36)
donde m € {my,ma} y Dy, = —B.(B. — 1 — A2 — m?(D; + Dy)).

Haremos una traslacion en el espacio de los parametros, de tal suerte que el valor
de los parametros criticos sea cero. Para esto, definamos A y 0 asi: A = B — B,y
o = A% — A% En ese caso tenemos

B.—1 A 10 011

Como f; = (Bp,)y; Y B = Tk_lBTk para k € N, entonces

1 [—BC (1—Bc—|—m2D1)] l—Az—mZDQ B,—1—-m?D,

B = D, | =B. —A?—m?2D, A2+ m?Dy  —B.+1+m?D, |-

De lo anterior podemos concluir que

1

Anélogamente, como v; = (Cp,)y, v Cr = T} LCTy, entonces

o _ B [-B 1— B.+m2D, 1 -1
" Dm _Bc —Az - m2D2 —1 1 ’

por lo que

B.
Vi = D—(l +miDy). (4.38)

m;
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Para poder aplicar lo obtenido en la primera parte de este trabajo, vamos a
considerar el sistema (4.17) en una vecindad del punto de equilibrio tal que los
términos ctibicos sean despreciables. Asi, tomemos el sistema de tipo RD

U = Dlg% + (B = Du+ A% + Zu? 4+ 2Auv
(4.39)

2
v o= Dg% — Bu— A%v — Bu? — 2Au,

el cual tiene la estructura necesaria para aplicar los resultados del Capitulo 2.

Comenzaremos por calcular C; y H;, cuyas expresiones estan dadas por las ecua-
ciones (2.63). Luego

Cr=-HrbiB . o= HmiDigy (4.40)
Hl prmnd ——1+DW:§2Dl% ’ HQ = _—1+l;nj2Dl 2AC ‘
Con la informacién anterior, podemos calcular d1, d2 v 1 de (2.62). Esto es
Cm, M2 B, 2 2 2
= ——|A%(-A D, —D 1
! My Aec D, [ (et (D 2Jmi )} ’
de lo que podemos concluir que, al sustituir (4.34) en la ecuacién anterior,
sgn(01) = sgn(Dy,, )sgn(—DyDymims + (Dy — Do)mi + 1). (4.41)
Anélogamente,
—Cmy Be(1 +m3D1)(AZ +miDs) 2 2
= : - AZ —miD
T] ﬂ_ACsz [ c ml 2]7
y
5, — ~8Be( A+ m3Ds)(1+miDy) (AL = m3Ds)
2 3mmo Dy, A ’
concluyéndose que

sgn(ds) = sgn(Dy,,)sgn(1 — Dym?).
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Finalmente, el calculo del signo de A = ud; — A involucra expresiones engo-
rrosas, por lo que serd conveniente analizar en cada caso particular de valores de
parametros. A partir de los signos obtenidos anteriormente, segin el Capitulo 2,
podemos determinar la estabilidad generada por bifurcaciones secundarias.

Ahora bien, la interpretacion de los resultados en la geometria de las soluciones no
es inmediata. En efecto, si queremos entender mas de las cualidades de la dinamica
es necesario desarrollar técnicas nuevas que puedan describir los comportamientos
dindmicos de los sistemas de tipo RD. En el siguiente capitulo, a modo de perspectiva,
hablaremos un poco sobre las herramientas desarrolladas por A. De Wit para exhibir
la existencia de bifurcaciones de Hopf-Turing en sistemas muy generales.

4.7. Simulaciones numéricas

En esta seccion presentamos algunos ejemplos visuales del comportamiento de
las ecuaciones que describen al oscilador de Bruselas. Para ello, antes hablaremos
del método empleado para posteriormente ilustrar este proyecto de tesis con algunas
graficas de las soluciones numéricas de este modelo, con distintos valores de los
parametros. El cédigo utilizado para el sistema (4.17) es una modificacién al que
se utiliza en [3], el cual fue desarrollado bajo la asesoria de Jorge Castillo que se
logré adaptar a las necesidades del problema.

4.7.1. El método

Las simulaciones numéricas se hicieron usando el método de diferencias finitas en
el sistema (4.17). Este método consiste en discretizar el operador laplaciano en una
malla regular, del intervalo en consideracion que en nuestro caso es el intervalo (0, 7).
Los valores obtenidos de dicha discretizacion se sustituyen en la ecuacién diferencial
parcial que se esté resolviendo y, utilizando algiin otro método, se resuelven las
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ecuaciones diferenciales ordinarias resultantes. Veamoslo con un poco més de detalle:

Consideremos el sistema de EDPs

Uy = Duuxx + f(uv U)

V¢ = vavv+g<u>v)7 (443>

entonces u y v se pueden aproximar por el método de Euler, el cual utiliza el hecho

de que
1y o J (4 AL — f(E)

donde At es un salto de tiempo suficientemente pequeno. De lo anterior, se concluye
para (4.43) que

u(z, t+ At) ~ u(z, t) + Atug(x, t) = u(z, t) + At(Dytg, + f(u(z, t),v(z,t))), (4.44)
y analogamente
v(x,t+ At) = v(x,t) + At(Dyvg, + g(u(z, t),v(z, t))); (4.45)

lo cual, con las condiciones iniciales, podemos actualizar la informacién en cada salto
de tiempo y construir la soluciéon de forma aproximada.

Ahora falta discretizar la parte espacial del problema. Partimos el intervalo que
se esté trabajando en una coleccién de puntos equidistantes{x;} (i =1,2,...n), con
distancia x;.1 — x; = h, entonces la discretizacion del laplaciano en una dimension
puede expresarse como

0u ~ U,({L' - hvt) _ QU(ZL‘,t) + U,(l‘ + h> t)
o2 h? ’

que, al sustituir esto en (4.44) y (4.45), tenemos

w(wi_1,t) — 2u(x;, t) + u(wity, t)
12

(g, t+AL) = u(zy, t)+At | D, + f(u(ws, t), v(z;, t))]

(4.46)
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Ahora bien, conociendo las condiciones iniciales en los puntos z; es posible de-
terminar en adelante el valor de la funcién en dichos puntos. De esta forma se puede
aproximar la solucién del sistema. A continuacién aplicaremos este método en el
modelo matematico del oscilador de Bruselas.

4.7.2. Los ejemplos

A continuacién resolveremos el sistema (4.17) con condiciones de frontera de tipo
Dirichlet homogéneas. Cada paso de tiempo es de 0.01, y el tamano de la rejilla en
donde se realizé la simulacion es de 40. Las condiciones iniciales estan dados por
nimeros aleatorios entre 0 y 0.0025.

Segun el Teorema 4.1, la bifurcacion de Hopf-Turing generalizada se exhibe de-
pendiendo de la forma de By y Br. Podemos elegir valores de Dy y Dy para que esto
no pase. Comencemos por exhibir que el sistema puede presentar una bifurcacion de
Hopf. El resultado de las simulaciones numéricas se ve en la figura 4.5.

5000

Figura 4.5: Patrones oscilatorios homogéneos. Se tomaron los valores de los parame-
tros A=15 B=38, D, =15y Dy =4.

Por otro lado, presentamos los patrones de Turing emergentes de una inestabilidad
de Turing generalizada. El resultado se muestra en la figura 4.6.
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Figura 4.6: Patrones espacio-temporales fijos en el tiempo. Se tomaron los valores de
los pardmetros A =25, B=6.8, D; =15y Dy =4.

Finalmente, con lo anterior, podemos mostrar que el tipo de patrones generados
por la bifurcacion de Hopf-Turing generalizada no puede explicarse sin la presencia de
ambas, ésta no surge de la presencia de s6lo una de ellas. Eligiendo pardmetros para
que se cumplan tanto la bifurcacion Hopf como la de Turing generalizada, podemos
exhibir este tipo de comportamiento dindmico como en la figura 4.7.

Ahora bien, los resultados numéricos pueden ser enganosos ya que en ocasiones
pueden exhibirse patrones de Turing en el modelo discretizado cuando en el modelo
continuo no existen; o bien pueden no aparecer estos patrones en las simulaciones
cuando el sistema de EDPs garantiza su existencia.

Este tipo de comportamientos pueden consultarse en [15], donde se presentan
estas observaciones. Dejaremos pendiente este andlisis para un trabajo posterior.
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001

Figura 4.7: Patrones de tipo Hopf-Turing. Se tomaron los valores de los pardmetros
A=19, B=476, D, =15y Dy =4.
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Capitulo 5

Perspectivas y conclusiones

Coming to the end of the book, but not quite yet. Maybe when we reach the bottom.

Leonard Cohen.

Después de estos cuatro capitulos, hemos llegado al final del cuerpo central de
este trabajo. El objetivo de este capitulo final es doble, por un lado presentamos
las conclusiones del trabajo desarrollado, y por el otro intentamos ofrecer al lector
un panorama reciente de los temas de investigacién que se estan desarrollando en
esta area interdisciplinaria. Esto nos llevard a dar un salto de escala, para dejar de
lado las reacciones quimicas y asomarnos a la dinamica de poblaciones y a la fisio-
logia. Ademas, revisaremos algunos modelos matematicos propuestos y estudiados
por investigadores mexicanos que estan relacionados con las bifurcaciones que hemos
analizado a lo largo de esta tesis.

Por otro lado, vamos a comparar la investigacién de las bifurcaciones secundarias
que presentamos en el Capitulo 2 con las correspondientes que se han desarrollado
en la Universidad Libre de Bruselas (donde trabajé Prigogine) y en la Universidad
de la Habana, respectivamente.

127
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5.1. La ecologia, un salto de escala

5.1.1. De la cinética quimica de Lotka y las poblaciones de
Volterra

La ecologia, como disciplina, no es joven. Quizas el primer modelo matematico
propuesto para describir la dinamica de una poblacion, fue el propuesto por Leo-
nardo de Pisa (mejor conocido como Fibonacci), quien vivié de 1170 a 1250, y que
estd contenido en su libro titulado Liber abaci; modelo que dio origen a la famosa
sucesion de Fibonacci.

Sin embargo, no fue sino hasta 1925 que Alfred James Lotka publica su Elements
of Physical Biology'. En esta obra, su autor analiza un modelo en ecuaciones diferen-
ciales para describir una relaciéon de tipo presa-depredador. Lotka nacié en Lemberg
en 1880 (antes parte del Imperio Austrohiingaro, hoy se encuentra en Ucrania), y
estudi6 fisica y quimica en la Universidad de Birmingham y después en Leipzig.
Hacia 1934, dej6 de lado la academia para trabajar para la Metropolitan Life— una
compania de seguros— y posteriormente a su retiro, muriendo dos anos después de
esto ultimo en 1949. Durante su actividad cientifica, Lotka publicé articulos de fisi-
ca, quimica, biologia, epidemiologia, entre otros; siendo su especialidad los temas
referentes a poblaciones.

Por otro lado, en 1927 el matematico italiano Vito Volterra, trabajando de for-
ma independiente, generaliza los resultados de Lotka. Nacido en Ancona en 1860,
Volterra se interesé desde pequeno en las matematicas y en la fisica. Considerado
uno de los precursores en el analisis funcional, en su opinién consideraba necesario
incluir los métodos matematicos en la biologia y las ciencias sociales, dedicandose
¢él mismo a la modelacion matematica de la dindamica de poblaciones. También po-
demos destacar su labor dentro del senado italiano, oponiéndose al régimen fascista
de Mussolini, lo cual le caus6 su expulsién como catedréatico de la Universidad de

! Posteriormente llamado Elements of Mathematical Biology.
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Figura 5.1: Alfred James Lotka. Imagen tomada de http://www.theenergylibrary.
com/node/10410. Consultada el 1° de octubre de 2013.

Roma y le impidié toda actividad cientifica en el pais. Por esta razén tuvo trabajos
temporales en Espana y en Inglaterra.

Figura 5.2: Vito Volterra. Imagen tomada de http://es.wikipedia.org/wiki/
Vito_Volterra. Consultada el 1° de octubre de 2013.

En términos cinéticos, el modelo original que propusieron en principio Lotka y


http://www.theenergylibrary.com/node/10410
http://www.theenergylibrary.com/node/10410
http://es.wikipedia.org/wiki/Vito_Volterra
http://es.wikipedia.org/wiki/Vito_Volterra
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después Volterra se deduce del sistema de ecuaciones quimicas

A+X — 2X
X+Y — 2V (5.1)
Y —» P,

donde supondremos A constante, y las variables importantes seran la concentraciéon
de X y de Y (en términos ecolégicos pueden ser la densidad de presas y de depreda-
dores, respectivamente), que denotaremos con las mismas literales. De esta forma,
usando la ley de accion de masas y demés hipotesis planteadas en el Capitulo 1 de
este trabajo, el modelo matematico en EDQO’s resultante es un caso particular de

X = aX —bXY

Y = XY —dY, (5:2)

donde los parametros, siendo positivos, tienen una importante interpretacion, pues a
y d dicen qué tan rapido se reproduce la presa y muere el depredador respectivamente
en ausencia de la otra especie; mientras que b y ¢ representan la proporcion de
encuentros perjudiciales para las presas y benéficos para los depredadores.

Vito Volterra publicé un articulo en la revista Nature por invitacion de D’Arcy
Thompson, quien estaba interesado en el andlisis que habia realizado. Lotka al leerlo,
le envio copias de su libro para exigir la prioridad del estudio. No hay mejores palabras
que las de Antonio Lazcano para describir el final de este cuento (véase [10]):

Un ano es un ano, y el apellido de Lotka quedé como el primer nombre
en un binomio que dejé unidos para la posterioridad a dos hombres que
se detestaban.

En efecto, el sistema (5.2) es el modelo mas bésico a partir del cual se hicie-
ron generalizaciones para describir diferentes tipos de interacciones entre n especies.
Genéricamente a tales sistemas se les llama sistemas de Lotka-Volterra. En la siguien-
te subseccion presentaremos algunos aspectos dinamicos de una extension de estos
sistemas.
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5.1.2. Una bifurcacién Turing-Hopf y la presencia de una de
Takens-Bogdanov

A continuacién analizaremos un modelo matematico para describir una relacién
de tipo presa-depredador de la autoria de Baurmann, Gross y Feudel (véase [2]).
Nuestro objetivo es dar una mirada a posibles analisis de bifurcaciones futuros los
cuales presentan mayor grado de degeneracién, esto es, que no sélo se presenta una
bifurcacion de Hopf y de Turing, sino que también puede presentar otras como la
bifurcacion de Takens-Bogdanov.

Supondremos que los organismos se mueven de forma aleatoria en una region 2 C
R™ (n = 1,2,3). La hipdtesis anterior nos permite plantear un modelo matematico
en EDPs de tipo RD, en donde las funciones desconocidas son U(Z,7) y V(Z, 1)
las cuales representan la densidad en el punto ¥ € R™ al tiempo 7 de presas y
depredadores, respectivamente.

El modelo matemético lo escribimos como

U, = D,NVU+SU)—-F(U,V)
(5.3)
U. = D,V2V — M(V)+nF(U,V),

donde las funciones S(U) y M (V) dan la dindmica intrinseca de cada poblacién,
F(U,V) da la tasa de depredacién, n es la fraccién de biomasa de la presa que se
vuelve biomasa del depredador y D, y D, son los coeficientes de difusién de las
presas y los depredadores, respectivamente.

Supdngase que existe una solucién positiva, estacionaria y homogénea en el sis-
tema (5.3), con coordenadas (Us, Vs). El andlisis empieza por normalizar el modelo.
Asi, introduzcamos los cambios de variable

u(@r) = Y5 s o(@T) = K5
5.4
_ F(uUs,wVs) _ S(uUs) M(vVs) ( )
Flu,v) = Fmowy s s(w) =Sy + m) = Fwy
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Sustituyendo (5.4) en (5.3), tenemos

oU 0 F U57 Vi
5 = USa—z = U,D,V?u + s(u)S(U,) — %f(uav)
aV a'U F U87 VS
B = VSE =V.D,V?v — m(v)M(Vy) + U%f(ua v),
o bien,
% = DUVQU + ay, <S(U> - f(u7 U)>
(5.5)
% = D,V + a, (f(u,v) —m(v)),
donde? a, = S = FOTE) o = MOR) — p FET),

A continuacién normalizamos las variables temporales y espaciales a través de los

cambios
«Q o D
Z=]=T;t=0a,T; p=—; pi= —. 5.6
Dv y T p U Pa Dv ( )

Utilizando (5.6) en (5.5), llegamos finalmente al sistema

% = pdV2u + pr (S(u) - f<u’ U))
(5.7)
% = V% — m(U) + f(uv U)'

Este ultimo sistema sera el que analizaremos con detalle. Vamos a iniciar el anéli-
sis lineal del sistema homogéneo asociado, a través de la matriz de Jacobi que la
define, evaluada en el punto de equilibrio que, en el sistema (5.7), es el punto (1,1).
Esta matriz es

pr(¢ - 7) _pr¢
J = ) 5.8
gl Y —p 5:8)

2La segunda igualdad se da debido a que como (Us, V;) es solucién de equilibrio, entonces este
punto satisface S(Us) — F(Us,Vs) =0y —M(Vs) + nF(Us, V5) = 0.
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donde
ds(1)

du

dm(l) _ 0f(LY) _ OfLY _
" v '

:¢7

De esta forma, el modelo lineal asociado a (5.7) en (1, 1) es

W = pgV2u+p(¢—7)u— pabv
) (5.9)
% = Vutout(d—po,

y como lo hemos hecho en el capitulo anterior, buscaremos las condiciones para que
una bifurcacién de Turing se presente. Aqui seguiremos la estrategia del Apéndi-
ce C, proponiendo que la soluciéon es una serie de exponenciales complejas y nos
quedaremos con un término, digamos el término

u :e)\tJrz'E-Z C1
v Co

Al sustituir en (5.9) y siendo ||k|[> = k2, llegamos a que A, ¢; y ¢; deben ser tales

que?

€1 (pr(¢ - 7) - pdk2 - )\) —copp = 0

ay+e(—p—k -\ =0, (5.10)
o de forma equivalente, que A sea valor propio de la matriz
2\ pr(gb - ’7) - pde _pﬂ/}

Ja (K?) = ; b—p— k2 | (5.11)

Retomando la ecuacién (C.10) del Apéndice C, tenemos que

A (k) = det Jg (k*) = pak™* — [pa(¥ — p) + pr(¢ — V)E* + pr (¢ — 7) (¥ — p);

de lo que
A (k) = 2pak® — [pa(¥ — p) + pr(d — )] = 0

3Observemos que Jy(0) = J
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si, y soélo si,

k’2 _ pd<w - p>2+ pr(¢ B ’7) = kg (512)
Dd

Ahora, k2 > 0 (que es equivalente a det J > 0, lo cual es una condicién para que
se de una bifurcacion de Turing) si, y sélo si,

Prio—v)>p—uv. (5.13)
Pd

En general, suele suponerse que p > 1 (véase [2]) lo cual, para que se satisfaga
(5.13), se requiere que ¢ > -, de donde se sigue que Jy; > 0y Jo < 0; de ahi que la
presa se comporta como un “activador” y el depredador como un “inhibidor”. Otra
de las condiciones para que se presente una inestabilidad de Turing es que trJ < 0,
o equivalentemente que p,(¢ — ) < p — 1. Utilizando (5.13), concluimos que pg < 1.

Observemos que Ji5 < 0y Jo; > 0, por lo que el sistema es de tipo activador-
inhibidor cruzado de cumplirse la condicién 5 del teorema de la bifurcacion de Turing
que enunciamos al final del Apéndice C. Esto tltimo ocurre si, y sélo si?,

v (VOO —dp+7p+y7p)"

P (6 —7)? >4

Regresemos por un momento al sistema lineal homogéneo asociado a (5.7), el cual
estd determinado por la matriz de Jacobi (5.7). En el capitulo anterior observamos
la posibilidad de que haya una transicién de una inestabilidad de Turing a una
bifurcacion de Hopf. Parte del objetivo de esta seccién es observar que ademés pueden
presentarse otro tipo de bifurcaciones, complicando y enriqueciendo la dinamica del
problema.

4Note que las expresiones dentro de las raices del lado derecho de la ecuacién (5.14) siempre
tienen sentido ya que ¢ — ¢pp+ yp = % >0y vy >0.
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Notemos que el sistema (5.7) también presenta una bifurcacion de Hopf. En efecto,
calculemos la traza trJ e igualémosla a cero. Considerando a v como el pardmetro
de bifurcacién obtenemos que su valor critico, vy, es

Y—p
=9+ : (5.15)

r

Ademas, se debe cumplir que det J > 0, por lo que ~ debe satisfacer la desigualdad

vsp- 2 (5.16)
P
Veamos que la condicién de transversalidad se satisface. En efecto, 83’;‘] = —p, #

YH
0. En tanto se satisfaga la condicién de no degeneracién (consiltese el Apéndice B

de este trabajo) la bifurcacién de Hopf se exhibe en el sistema®. Ahora veremos que
también se presenta otra bifurcacion. Esta es la bifurcacion transcritica.

La condicién para que se presente una bifurcacion transcritica, es que uno de los
valores propios se anule. Para el caso de los sistemas bidimensionales de EDOs esto
ocurre cuando det J = 0. De ser asi, el parametro v debe satisfacer

oY
=¢— —. 5.17
INS P ( )

Las bifurcaciones anteriores son de codimensidn 1; sin embargo, el sistema (5.7)
es suficientemente rico como para que también encontremos bifurcaciones de codi-
mensién 2. Estas se dan, pensando que los valores criticos de v son curvas en el plano
de los parametros v¢, en las interseccién de los valores criticos de cada una de las
anteriores. Por ejemplo, analicemos primero la bifurcacion de Takens-Bogdanov, que
es cuando los dos valores propios de la matriz de Jacobi del sistema lineal se anulan.
En este caso, debe satisfacerse (5.15) y (5.17), ddndonos como condicién que

p(p —1p)
Up,

5La estabilidad del ciclo limite que surge depende de las condiciones que se exhiben en el Apéndice

¢r =

B.
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que, al sustituirlo en (5.15), da un valor critico, yrp, para v dado por

AV
YrB = % (5.18)

Por otro lado, veremos en qué casos se presenta la interseccion entre los valores
criticos de la bifurcacién transcritica y la bifurcacién de Turing (que llamaremos
simplemente bifurcacion de Turing-transcritica) en donde k? = 0, recordando (5.12),
y se cumple (5.17). Para que k2 = 0 se debe cumplir que

7:¢+Pd(¢—0)
pr

que en conjunto con (5.17) obtenemos un valor critico para ¢ dado por

_ ppalp — 1))
Prec = vpr

Si sustituimos lo anterior en (5.17), obtenemos

VTte = ;i—‘;b(p —)>. (5.19)

Finalmente, veremos en dénde se encuentra la bifurcacién de Hopf-Turing®. Un
valor critico de la bifurcacion de Turing se presenta cuando en (5.14) se da la igualdad.
Como lo hemos venido realizando al despejar la condicién para el parametro -,
obtenemos que el valor critico para éste es

2
_ Pa _ Pr
= (\/z_b p+ pd¢> . (5.20)

6Es importante notar que, a diferencia del Capitulo 4, aqui no estamos pensando en una inesta-
bilidad de Turing generalizada, en cuyo caso estaremos pensando en la bifurcacion de Hopf-Turing
como una ruta de una en la otra al variar trJ.
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Aunada a esta condicién, tomando el valor critico de la bifurcacion de Hopf dada
por (5.15) podemos encontrar el valor de ¢ para el cual coinciden. Este es

(oot

bro =

que, al sustituirlo en (5.15), da

(p—=)? ((pa—1)
YTH = o) ( Iy + 1) : (5.21)

En la figura (5.3) el lector puede ver un ejemplo de diagrama de pardmetros que
muestra donde se exhiben las bifurcaciones que hemos expuesto en esta seccion.

0.8 T
Turing 1
Hapf
06T
ragidn
TH
= 04
iing 2
transcritica
B
02T
teT region A
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
O

10

Figura 5.3: Diagrama de pardmetros ¢—=. Tomado de [2] para los pardmetros p, = 3,

V=1,p=2yps=0.3.
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5.1.3. Discusion y problemas

Que hay un nexo entre los sistemas de reacciones quimicas, y los sistemas de
interaccién de especies como lo puede ser la dindmica presa-depredador, es claro. En
esencia las hipotesis en estos sistemas son similares: no aparece ni desaparece materia
de la nada. Una bondad de las matematicas es ésta, la de poder entender una gran
cantidad de sistemas bajo un mismo lenguaje y hasta bajo un mismo marco tedrico,
tratando de conseguir lo que en la Biologia ha tenido deficiencias: el generalizar con
propiedad.

En la subseccién anterior hicimos el anélisis de un sistema de RD con dinamica
del tipo presa-depredador. Mas aun, la interaccién entre estas poblaciones en prin-
cipio fue muy general, garantizando que la emergencia de patrones puede exhibirse
en sistemas ecologicos de diversa indole. Baurmann, et al. realizaron una serie de
simulaciones numéricas en el modelo de Rosenzweig-McArthur para observar este
tipo de comportamientos.

Una de las cosas interesantes que arroja su analisis es la presencia de la bifurca-
cion de Takens-Bogdanov en el modelo. Las bifurcaciones de codimensiones mayores
enriquecen la dindmica, ofreciéndonos un mayor espectro de comportamientos cuali-
tativos. Por ejemplo, al exhibirse una bifurcacion de Takens-Bogdanov se garantiza
mayor riqueza dindmica en el sistema debido a esta bifurcacién homoclinica’. Sin
embargo, jcémo son cualitativamente estos comportamientos? Para poder tratar de
predecir qué patrones emergen del sistema es necesario desarrollar nuevas técnicas
que no sélo nos dicte la existencia de bifurcaciones, sino que nos diga de qué forma
lo hacen. A continuacién presentaremos unas ideas que abordan esta problematica
en el caso de la bifurcacion de Hopf-Turing.

"La bifurcacion de Takens-Bogdanov se da, bajo ciertas hipStesis extras, cuando la matriz de
Jacobi tiene dos valores propios nulos, pero no es la matriz nula. En este caso el retrato fase puede
exhibir una trayectoria homoclinica que, variando los pardmetros, puede romperse generando un
ciclo limite. Para mds detalles véase [12]
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5.2. Las ecuaciones de amplitud

Como lo mencionan De Wit et al. en [32], los sistemas quimicos han sido un buen
punto de partida para entender el rompimiento de la estabilidad (es decir, estudiar
bifurcaciones) ya que presentan inestabilidades espaciales y temporales, asi como
combinacion de ellas. El trabajo que el lector tiene en sus manos en gran parte se ha
enfocado al estudio de las bifurcaciones que se generan por una doble degeneracion,
ya sea del tipo de la estudiada en los Capitulos 2 y 3, o aquellos formados por una
bifurcacion de Hopf-Turing.

En la presente seccién haremos una breve discusién de lo que este “nuevo Grupo
de Bruselas” han trabajado a partir de las ecuaciones de amplitud. Haremos una com-
paracién con la teoria desarrollada en los capitulos anteriores de este trabajo, para
después presentar lo que podria ser una posibilidad de continuacién, una perspectiva
para investigaciones posteriores.

5.2.1. Selecciéon de patrones y analisis débil no lineal

La emergencia de patrones en sistemas de reaccion-difusién puede generar dis-
tintos tipos de geometrias. En ese sentido, la teoria de seleccién de patrones busca
determinar bajo qué condiciones se observaran ciertos patrones de entre todos los
posibles. Entre las caracteristicas que interesa determinar estdn su orientacién y su
rapidez, en el caso de que éstos se muevan, asi como su estabilidad.

Matematicamente reducimos el problema a determinar la existencia y estabilidad
de estos comportamientos, que en el sistema de reaccién-difusion corresponden a
soluciones especificas. En principio, el sistema se rige de forma equivalente al lineal
asociado, por lo que si tomamos una condicién inicial cercana al equilibrio homogéneo
y estacionario serd la bifurcacion de Turing la que determina el comportamiento para
tiempos pequenos. A medida que el tiempo avanza, los términos no lineales comienzan
a ser parte importante de la dindamica, por lo que se debe estudiar el comportamiento
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asintotico en tiempo. Esto nos motiva a buscar un analisis global, para complementar
el local.

Consideramos nuevamente el sistema
U, = DV?U + F(U; ), (5.22)

definido en un dominio espacial rectangular, donde X es el vector que tiene por entra-
das las concentraciones u; (&, t) en el punto @ y al tiempo t, D = diag(Dy, Dy, ..., D,,)
es la matriz de coeficientes de difusién de las sustancias con concentracién u;, V2 =
(V2uy,...,V?u,) y v es el pardmetro de bifurcacién. Si tomamos N modos de (5.22),
entonces U se aproxima como

N
O@t) =3 {ijeikﬂ + TH()e i+ O - ), (5.23)

Jj=1

donde, sin pérdida de generalidad, U=0esel equilibrio estacionario y homogéneo,
T; es la amplitud del modo j (* denota al conjugado complejo), @ el vector propio
de la matriz de Jacobi en el punto de bifurcacién y 7 = ut. Si 4. es el punto de
bifurcacion se tiene p = v — 7.

En la vecindad del punto de bifurcacién, trataremos de determinar U como un
desarrollo asintético, es decir, en términos de potencias de un parametro pequeno €
y funciones Uy, Us,..., como

U=el,+Uy+Us+- - -, (5.24)

donde U; son funciones desconocidas y el parametro € esta relacionado a p al expre-
sarse como serie de potencias de la siguiente forma

U=y —Ye=eyi+ ey + - (5.25)

para algunos valores 71, 7s,...
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Dando un desarrollo en serie de potencias de e del operador % y de la matriz de
Jacobi del sistema (5.22), se puede llegar a las ecuaciones de amplitud (véase [30])

dT;
d—tJZME+G3(T17T277TN)7 (526)

donde G; son polinomios no lineales de las variables 11,75, ..., Tx.

Enseguida consideramos el caso en dos dimensiones.

5.2.2. Patrones bidimensionales

Haremos un breve resumen de la seleccién de patrones que podemos ver en siste-
mas de reaccion-difusion. Los patrones que tienen sélo una direccién espacial y que
por lo tanto corresponden a franjas, son aquellos resultantes de tomar N = 1. De
esta forma (5.23) se reduce a

—

0 = [1(r)ei® e + T*(T)e’i’zl‘f] @ K| = ke (5.27)

con k. el nimero de onda critico para el cual se desestabiliza la solucién estacionaria
y homogénea. De ésta podemos obtener la ecuacién diferencial para T' € C a partir
de (5.22), la cual estd dada por

T =ul —g|T?|T,

Si aqui suponemos que T(7) = R(7)e?(") obtenemos las ecuaciones diferenciales
para Ry 0 .
R = uR-—gR?
. 5.28
o = 0 (5.28)
donde g € R. Notemos que los puntos de equilibrio corresponden al equilibrio es-
tacionario y homogéneo cuando R = 0, y por el otro a R = \/g le corresponde el

patrén de franjas.
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Consideremos ahora arreglos que generen angulos de +: radianes entre sus vectores
de onda. Para N = 2 corresponde a patrones con geometria de cuadrados, y que al
tomarlo en (5.23) tenemos

—

U= [Tl(T)eiEI'f F ()t c.c} @ |k = k(i = 1,2), (5.29)

y estamos denotando por c.c. a los complejos conjugados de los sumandos asociados
a T1 y TQ.

En este caso se llega a las ecuaciones para la amplitud j
; 2 2
Ty = pTy — g |T; " T; = h [T T,

con j,1 = 1,2 pero j # l. Tomando la expresién polar Tj(7) = R;(7)e?(™” de cada T}
obtenemos las ecuaciones

5 o3 2R,

0, = 0,=0.
De este sistema buscaremos los puntos de equilibrio en las variables R; y Ry, que
corresponde a N = 2. Notemos que nuevamente R; = Ry = 0 es el punto de equilibrio
correspondiente al estado homogéneo y estacionario. Por otra parte, si Ry = 0y

Ry = \/g tendremos franjas perpendiculares al vector de onda El; de forma analoga,

si Ry = § y Ry = 0, entonces las rayas seran perpendiculares a ko. Finalmente, los

cuadrados emergen si g # h para

_ _ H
Ry = Ry = —g+h'

De forma similar, para hallar patrones en forma de hexagonos, basta tomar N = 3
y proceder de manera similar. A través de la estabilidad local o global, uno puede
detectar cudndo son compatibles la interaccién entre los puntos de equilibrio (o en
otros términos, la intermitencia entre el tipo de patrones).
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5.2.3. Ecuaciones de amplitud para la bifurcacién de Hopf-
Turing

Para hallar las ecuaciones de amplitud correspondientes a los patrones de tipo
Hopf y Turing en un dominio unidimensional y analizar su interacciéon propondremos
que

U = T(r, x)e™* @y + H(r, x)e“" Ty + c.c. (5.31)
donde 7 = ut, x = ex, wr y Wy son los vectores criticos de Turing y Hopf respectiva-
mente del sistema lineal asociado a (5.22), w, es la frecuencia critica del ciclo limite
y Ec es el vector de onda critico de Turing. Estamos entendiendo que los modos (en

variable compleja) asociados a los patrones de Turing y Hopf estdn dados por el
sistema de EDQO’s

T, = prT —g|T?T = XNH?T + D"T,,
(5.32)
H, = pgH —B|H?H —6|T)°H + D"H,,,

donde pu7 v pg son la distancia al punto de bifurcacion de Turing y Hopf, respecti-
vamente. Ademés g, \, DT € Ry 3,0, D € C.

El analisis de la estabilidad de los equilibrios del sistema anterior es lo que deter-
minard la interaccién entre los patrones de Hopf-Turing en el sistema (5.22)

5.2.4. Discusion

En esta seccién hemos observado las bondades de las ecuaciones de amplitud de
un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de tipo reaccién-difusion, dentro de
las que, de las més importantes y que para fines practicos nos interesa, es la de poder
darnos informacién geométrica de la dindmica.

Cuando el sistema se encuentra en vecindades de los parametros cercanos el pun-
to de bifurcacion de Hopf-Turing, se garantiza que el sistema puede exhibir caos
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espaciotemporal. Esto estd documentado, por ejemplo, en [31]. La pregunta que nos
surge es, jpueden las ecuaciones de amplitud prever este comportamiento? ; Qué otro
tipo de comportamientos pueden describir fuera de los anteriormente mencionados?

En consonancia con la seccién anterior, podriamos ir pensando de qué forma las
ecuaciones de amplitud pueden ajustarse para cuando el sistema exhibe bifurcaciones
de codimensién mayor, como cuando se exhiben bifurcaciones de Takens-Bogdanov
como la revisada en la seccion anterior.

Por otra parte, de la misma forma que en sistemas de tipo convectivo podemos
ver la emergencia de celdas o, como ya vimos, la formacién de patrones poligonales
en sistemas de reaccion-difusién, la pregunta que nos surge es: jpuede extenderse el
método a sistemas mas generales como, por ejemplo, los que involucran un término
quimiotactico? De ser esto posible, mucho nos gustaria poder decir bajo qué condicio-
nes se presentan fenémenos de ramificacion en sistemas que modelan el crecimiento
de tumores cancerigenos, que son de los casos mas dificiles de erradicar

5.3. Teoria de Floquet y la bifurcacion de Hopf-
Turing

En esta seccion usaremos otra técnica para determinar la emergencia de patrones
espaciotemporales debido a una bifurcacion de Hopf-Turing. Esta técnica ha sido
desarrollada en parte por el matematico cubano Mariano R. Ricard, basado en prin-
cipio en la teoria de Floquet. El resumen que se hard en esta parte estd basado en
[18] debida a Mariano R. Ricard, quien labora en la Universidad de la Habana y S.
Mischler, de la Université Paris IX-Dauphine.
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5.3.1. La bifurcacion de Hopf bajo la lupa de las perturba-
ciones

Como ya lo hemos hecho antes, procederemos con un sistema de tipo RD con dos
ecuaciones diferenciales parciales acopladas

w = D,NV?*u+ f(u,v;a)

vy = D,V*v+ g(u,v;a), (5.33)
que en su forma vectorial se escribe como
X, = DV*X + F(X;a), (5.34)
donde a es el parametro de bifurcacion.
Consideremos el sistema homogéneo asociado de (5.34)
X = F(X;a), (5.35)

y supongamos que el sistema anterior tiene un ciclo limite que surge de una bifur-
cacion de Hopf, para un valor critico ag. Para nuestros fines, supondremos que este
ciclo limite es estable, es decir, supondremos que éste proviene de una bifurcacion de
Hopf supercritica. Méas ain, podemos suponer que el punto de equilibrio XO del que
hay un cambio de estabilidad es un foco inestable para a < ap; mientras que es un
foco estable si a > ag.

Si denotamos por @(t) al ciclo limite, como solucién de la parte reactiva del
sistema (5.34), entonces hacemos una perturbacién alrededor de esta soluciéon como
X = 6(t) + Z(t). Al linealizar alrededor de ©(t), obtenemos el sistema lineal no
auténomo

Z=Jst)Z, (5.36)

donde Jg es la matriz de Jacobi de (5.34) evaluada en O(t). Cabe notar en este punto
que Jg es periddica, por lo cual se antoja que podamos usar la Teoria de Floquet, a
fin de estudiar la estabilidad del ciclo.
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De hecho, sabemos que O(t) es una solucién de (5.36) ya que como © = F(6;a),
por ser solucién de (5.35), entonces

d = d - -
%@(t—i-T) = EF(@(t%—T),a).

Al evaluar en 7 = 0, tenemos que

d = 5
—0 = J5(1)06;
dt @( ) ;
por lo que uno de los exponentes de Floquet, p;, es cero; o equivalentemente que uno
de los multiplicadores de Floquet es 1 (véase [12]). Si el periodo fundamental de O(t)

es T, la expresion del exponente de Floquet, no nulo estda dado por

e L / (0f(@(s)) . ag@(s))) i (537

T ou ov

que no es otra cosa que el promedio de trJé(t) calculado en un periodo. Se conclu-
ye que si py < 0, entonces si J(t) es una solucién de (5.35) con condicién inicial
suficientemente cercana a ©(t), entonces

1G(t) — Ot + o)l < Ce™,

que quiere decir que é(t) es orbitalmente asintoticamente estable.

Reescribamos ahora (5.35) como

X = J,X +9(X), (5.38)

donde J, es la matriz de Jacobi evaluada en el punto de equilibrio (y que esta depende
del pardmetro a), y ¥ tiene todos los términos no lineales de F'. Haciendo un cambio
de variable no lineal como Y = H(X) y si ademas

entonces podemos llegar a una ecuacion diferencial no lineal de segundo orden en la
variable z. Eso se resume en el siguiente resultado:
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Proposicién 5.1 (Ricard y Mischler, [18]) Supongamos que en el punto de equilibrio
de (5.38) se cumple que (tr*J,—4det J,) < 0, entonces existe un cambio de variables
invertible H como se propuso anteriormente, tal que la variable z(t) satisface la EDO

Z—1trd,z+det J,z = G(z, 2), (5.39)

en donde G no tiene términos lineales.

Ahora proponemos el cambio de variable z(t) = e5(t), que al sustituirlo en (5.39)
obtenemos
§—trd.s +det J,6 = €G(s, S €).

Para dar una expresion asintética de la solucién periddica emergente de la Bifurcaciéon
de Hopf, usaremos el método de promedios de Krylov-Bogoliubov-Mitropolski (el
método KBM) al proponer las variables, como en ([21]),

¢(t) = r(t)cos(t+0(t))

() = —r(t)sen(t +0(t). (5.40)
de donde las ecuaciones promediadas son
ro= —% fo% seng (—trJ,rseng + €G(rcosp, —rseng;e€)) do
0 = —ﬁ 0% coso (—trd,rseng + eG(rcosp, —rseng;€)) de;
de las que concluimos que
Po= g (trd.—p(rie)
0 = q(r;e) 541
con )
p(rie) = = fow sengG(rcosp, —rseng; €)do,
(5.42)

q(r;e) = ﬁf;ﬂ cospG(rcosp, —rseng; €)do.

Suponiendo que hay una solucién a la ecuacién

p(r;e) —trJ, =0,
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entonces esta raiz tiene la forma

1

trJ,|\ =¥
r:To(|62N‘) + O(€),

donde N es tal que
p(rie) = weNrg2Np?N 4 O (V222

es la expresion en serie de Taylor de la funcién p(r;e€)®

5.3.2. Clasificaciéon de la bifurcacion de Hopf-Turing y su
teorema

Ahora combinaremos lo anteriormente expuesto con la inestabilidad de Turing
a través del sistema (5.33) y (5.34). Supongamos entonces que la solucién O(t) =
(u(t),v(t)) es solucién periddica de (5.33), la cual emerge de una bifurcacion de Hopf.
Haremos una perturbacion de la solucion anterior al proponer

u(t,z) = a(t)+U(x,t)
ot.r) = o)+ V(a0 (5:43)
que al sustituir en (5.33) y linealizando, obtenemos el sistema
Z,=DV*Z +JgZ ; Z = (U,V). (5.44)

Como ya lo mencionamos, no es el fin de este capitulo exponer los detalles de
todo lo que aqui se presenta. Después de proponer este tipo de solucién a (5.33),
podemos ir directamente a los resultados obtenidos.

Tomemos como base lo siguiente: sea ¢ un valor propio, es decir, una solucién
de la ecuacién det(J, — \pD — o) = 0. Supongamos que el sistema homogéneo de

8Los detalles que conducen a esta expresién para p(r;e) pueden verse en [18].
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(5.33) exhibe una bifurcacién de Hopf para 0 < trJ, < 1. Luego, inestabilidades
de Hopf-Turing emergen del ciclo limite si Re(o) > 0. Hecho esto, introducimos la
siguiente definicion:

Definicién 5.1 Decimos que la bifurcacion de Hopf-Turing es débil si existe al me-
nos una raiz real o > 0. Si las raices son complejos conjugados, o = o, + i0;, con
o, > 0, entonces lo llamamos una bifurcacion de Hopf-Turing fuerte.

En términos de la Definicion 5.1, enunciamos el siguiente teorema:

Teorema 5.1 Sea A\, un valor propio espacial positivo. Supongamos que el sistema
homogéneo de (5.33) exhibe una bifurcacion de Hopf. Sitr(J, — A\eD) < 0 y det(J, —
i) < 0, entonces la bifurcacion de Hopf-Turing emergente es débil.

Por otro lado, sitr(J, — D) > 0, esta bifurcacién aparece, y es débil si tr*(J, —
\eD) — 4det(J, — \.D) > 0, mientras que son fuertes si tr*(J, — \pyD) — 4 det(J, —

Finalmente si los coeficientes de difusion son iguales, o suficientemente cercanos,
solo bifurcaciones de Hopf-Turing fuertes pueden aparecer.

La demostracion de este teorema no se incluye en este trabajo ya que haria falta
un trabajo mas extenso en este tema, por lo cual se invita al lector interesado a que
revise, como lo hemos estado mencionando, el articulo de M. Ricard y S. Mischler
([18]). En este mismo texto, ademds de los aspectos tedricos, se aplican los resultados
generales a un modelo particular: el modelo de Schnackenberg.

5.3.3. Discusion

La caracterizacion de bifurcaciones de Hopf-Turing en débiles o fuertes lo que
nos dicta es, por un lado para las débiles, que ligeras oscilaciones interactian con
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patrones no homogéneos dominantes. Por otro lado, para las bifurcaciones fuertes se
exhiben principalmente patrones intermitentes.

La desventaja en este tipo de andlisis es que nos es muy complicado detectar
qué geometrias tienen los patrones emergentes, aunque podemos decir a grosso modo
ciertas caracteristicas de la dindmica, justamente por su caracteristica de ser débil o
fuerte.

Sin embargo, el Teorema 5.1 nos da condiciones relativamente sencillas para cono-
cer estos detalles del sistema que estamos analizando. Aunque no es muy exhaustivo,
al menos da condiciones de existencia de las distintas formas de la bifurcacion de
Hopf-Turing.

Para determinar algunos detalles en la geometria de los patrones, convendria
retomar las ecuaciones de amplitud del sistema. Sin embargo, su analisis conduce a
una mayor complejidad pues el niimero de variables del sistema de EDO’s resultante
aumenta.

5.4. Discusion y conclusiones generales

5.4.1. De las aplicaciones a las ciencias de la vida

A lo largo de este trabajo me han preguntado en muchas ocasiones: ; Para qué sirve
esta investigacion? Considero que es una pregunta valida, tanto lo es que generaciones
van y generaciones vienen y en la educacion basica siguen preguntando lo mismo a
propdsito de cosas menos técnicas, que para los que estudiamos carreras de ciencias
exactas nos pueden resultar muy naturales®.

9Se dice que hay una anécdota en donde uno de los alumnos de Euclides le pregunta que de
qué le serviria estudiar la geometria, a lo que éste le pide a su esclavo “Dale tres peniques, pues
debe sacar provecho de lo que aprende”. Independientemente de si fue real o es ficcién, lo que es un
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Vale la pena decir que la gran mayoria de los modelos de tipo reaccién-difusion
estan fundamentados en principios bioquimicos. El primer ejemplo que damos surge
del problema de explicar la formacion de patrones de colores en los seres vivos. Los
mecanismos de Turing que hemos planteado a lo largo de este trabajo (por ejemplo,
véase el Apéndice C) dan una buena explicacién a la emergencia de estos patrones.

Debido a que el modelo sélo nos permite cambiar la parte cinética, las ecuaciones
propuestas por Barrio, et al, conocidas como el modelo BVAM (véase [1]), han re-
sultado ser precisas en la coloracién de la mantarraya Potomatrygon motoro incluso
para distintas edades y sexo del organismo.

El modelo propuesto es resultado de tomar términos de la parte reactiva hasta
términos cubicos, y que al adimensionalizar, queda en la forma

w, = DV?u-+n(u+av— Cuv — uv?)

v = V4 n(bv + hu + Cuv + UUQ). (5.45)

Los siguientes ejemplos provienen de procesos fisioldgicos. El primero de ellos es
el modelo de Gray-Scott, que es una simplificacion del proceso de la glucdlisis. Este
par de EDP’s de tipo reaccién-difusion tienen la propiedad también de presentar
emergencia de patrones muy vistosos, ademas de tener una cinética muy sencilla. En
su forma original, el sistema de Gray-Scott es

w = D,V?u+ F(1—u)—uv?
9 9 (5.46)

v = D,V?vu— (F+k)v+uv?,

el cual tiene gran parecido con el oscilador de Bruselas (véase el Capitulo 4). La

gama de patrones emergentes del sistema (5.46) es amplia, ademés de exhibir entre

otras cosas, una bifurcacion de Hopf-Turing en una region muy particular de los

pardmetros (véase [11]).

hecho es que demuestra que desde hace siglos la gente se sigue preguntando por la practicidad de las
matematicas, y a pesar de todo no podemos responderla atin. Considero que esto tiene trascendencia
cientifica, econdémica, social y hasta politica.
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El 1ltimo ejemplo que mencionamos en esta parte es uno muy interesante pro-
veniente de las neurociencias. Se ha observado la emergencia de bifurcaciones de
Hopf-Turing en un sistema propuesto para analizar la interaccién espacio-temporal
del voltaje somatico excitatorio e inhibitorio. Las ecuaciones estan dadas por

ne = DIV VI = Vo + [petbec®ec + pithicPic]

(5.47)

T = DoV + V)P = Vi + [pethei®er + pittaPial,

donde 7. ; son constantes temporales, V,';” son los voltajes de reposo, y las funciones
Palaprlap (con a,b € {e,i}) estdn dadas por perturbaciones voltaicas, cuya deduccién
se puede consultar en [22].

La relevancia de este modelo recae en el hecho de que hay evidencia clinica que
sugiere que las interacciones dadas por (5.47) estdn relacionadas con enfermedades
cerebrales como la esquizofrenia v el mal de Parkinson. La dopamina es un neu-
rotransmisor involucrado en ambas disfunciones, por un lado se presenta en exceso
en pacientes con esquizofrenia, y por el otro es deficiente en pacientes con mal de
Parkinson. Por un lado, se sugiere que la presencia de patrones de Turing generen
los movimientos involuntarios asociados al mal de Parkinson; mientras que su au-
sencia puede romper la correlacion de largo alcance en la actividad neuronal de la
esquizofrenia.

Las dos tltimas aplicaciones a fenémenos fisiologicos son clinicamente impor-
tantes, ya que entender el proceso de la glucélisis o de la actividad eléctrica en el
cerebro de forma matemaética nos puede indicar si es posible revertir alguna enferme-
dad. jPodemos entender una cuestion de la diabetes a través de los modelos actuales
de glucolisis? ;jSe puede introducir un pardmetro controlable y clinicamente viable
para disminuir las cantidades de azicar en la sangre? Por otro lado, ;se puede intro-
ducir un medicamento o una corriente externa que revierta la formacion de patrones
daninos en la actividad neuronal?
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5.4.2. De la generalizacion matematica

Inicialmente, el objetivo del trabajo presente era entender la forma normal aso-
ciada a la bifurcacion de Hopf-Turing que propusieron Rovinski y Menzinger en [19].
Sin embargo, entender su articulo me llevé a investigar un caso muy particular, a
saber las formas normales descritas por Keener en [8].

Las conclusiones de A. de Wit et al. de [32] me hicieron pensar que el método de
Rovinski no podia estar del todo bien, y menos cuando el procedimiento de andlisis
no estaba claramente explicado.

A pesar de todo, los resultados aqui expuestos son una forma interesante de
aproximarse a las formulaciones de las ecuaciones de amplitud, pues a partir de un
caso particular podemos entender mucho de la filosofia que hay detras de la bisqueda
de bifurcaciones en EDP’s de reaccién-difusién. Mas ain, hicimos todo lo posible para
que este trabajo fuera autocontenido y se pudiera entender sin la necesidad de buscar
demasiados resultados en otros textos. De hecho, podria ser posible que la relacién
entre la bifurcacion de Hopf-Turing y las bifurcaciones secundarias se encuentren en
los casos restantes que Keener plantea en [8] y que, en apariencia, Rovinsky retoma
en [19].

Las demostraciones contenidas en el Capitulo 3 son originales, pues el anélisis
global de las formas normales (2.50) y (2.64) no las encontramos en otras referencias.
La ventaja es que todas las demostraciones de dicho capitulo son principalmente
de caracter geométrico, utilizando el Teorema de existencia y unicidad, asi como el
Teorema de Poincaré-Bendixson.

Por todo lo que se ha expuesto en este capitulo, parece evidente que la linea de
trabajo para el analisis de bifurcaciones mas complicadas en EDP’s parabdlicas es
a través del método de perturbaciones y analizando las ecuaciones de amplitud. En
particular, podemos utilizar las ecuaciones (5.32) para el andlisis de la bifurcacion
de Hopf-Turing, e incluso podriamos intentar generalizarlas, como en dimensiones
espaciales mayores o para la interaccién con otras bifurcaciones como la de Takens-
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Bogdanov.

Un problema relativamente reciente es el de la emergencia de patrones en sistemas
de tipo reaccion-difusion, pero en este caso se considera que la dindmica se da en
dominios que crecen. Este tipo de modelos son mas precisos para explicar la formacién
de patrones de color en los seres vivos, considerando que la reaccion y la difusién de
los morfégenos se lleva a cabo en una variedad de dimensién dos contenida en R3
que crece debido a los procesos metabdlicos del organismo.

Nos surge una pregunta: ;podemos describir unas ecuaciones de amplitud como
las de (5.32) que describan la geometria de los patrones en estos dominios que cre-
cen? De ser asi, jpodriamos entender procesos biolégicos como el de la filotaxia? O
bien, ;podriamos explicar alguna formacion de patrones en sistemas ecolégicos don-
de el dominio decrece? En ese sentido estariamos pensando ecosistemas que se vean
comprometidos por diversos factores como la invasién humana o la desertificacién.

Resolver los problemas anteriores no parecen tener una forma facil de resolver-
se. Incluso determinar condiciones para la emergencia de inestabilidades de Turing
en dominios crecientes se vuelve un problema dificil. Sin embargo, los principios
tedricos fueron planteados por Plaza, et al. (véase [14]), en donde ademas el lector
podra encontrar las condiciones para la existencia de una bifurcacion de Turing en
una superficie arbitraria.

Una propuesta alternativa para abordar el problema anterior fue hecha por M.
Golubitsky y A. Comanici en [6], en donde se busca la formacién de patrones, desde la
perspectiva de las simetrias. La investigacion hecho por estos autores estuvo basada
en parte por un trabajo realizado principalmente por mateméaticos mexicanos (véase
[14]). A partir de ello, pudieron demostrar la transicién entre patrones cuadrados,
franjas y otros. Sin embargo, el problema queda en gran medida abierto, pues este
ultimo trabajo utilizé como hipétesis que el dominio creciente era cuadrangular.

Con este panorama amplio bien planteado concluimos que ain queda un largo
camino que recorrer.



Apéndice A
Resultados de Analisis Matematico

“Nadie puede enfrentarse al infinito sin sentir vértigo”

En Moébius (1996), dirigida por Gustavo R. Mosquera.

En el primer capitulo se desarrollaron las técnicas analiticas necesarias para po-
der construir una forma normal del sistema (2.1) bajo la condicién de que presentara
bifurcaciones secundarias. Algunos resultados de andlisis mateméatico fueron emplea-
dos, por lo que en el presente apéndice los presentaremos y demostraremos.

El primero de ellos es un teorema que nos da condiciones bajo las cuales es posible
intercambiar series (que mds en general, son sucesiones) con el operador derivada.
El segundo de ellos es andlogo al anterior, donde la serie esta dada por el desarrollo
en serie de Fourier de alguna funcién. El tercero de ellos nos da una expresiéon de la
serie de Fourier del producto de dos funciones, en términos de los coeficientes de la
serie de Fourier de cada una de ellas.

Es importante remarcar que el problema planteado en este trabajo de tesis invo-
lucra el dominio espacial (0, 7), mientras que algunos de los resultados que aqui pre-
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sentaremos son véalidos en [—m, 7]. Esto no debe causar ruido, pues siempre podemos
hacer una extensién periédica de cualquier funcién en el intervalo [0, 7| y de periodo
2m. Sin més preambulo procederemos a enunciar y demostrar dichos resultados.

A.1. Intercambio de derivada con limite de suce-
siones de funciones.

Teorema A.1 Si (f,)nen €s una sucesion de funciones reales, derivables en (a,b)
tal que (fn(x0)) converge para algin xy € (a,b) y (f),) converge uniformemente en

(a,b), entonces f, unif f, f es derivable y se cumple que f! it f"en (a,b)

Demostracién. Sea ¢ > 0, como f,(xy) converge, entonces es una sucesiéon de
Cauchy. Por ello, existe N € N tal que para n,m > N, entonces

[Faw0) = fulwo)| < 5 (A1)

Por otro lado, ya que f! converge uniformemente en [a,b], para n,m > N! se
tiene que

Fal@o) = ful@o) < 5, a<t<b. (A.2)

n

1Si no fuera la misma N sino una Ny, se define N* = mdxz{N, N} para que cumpla ambas.
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Entonces, utilizando el Teorema del Valor Medio? y (A.2) respectivamente,

|fu(@) = f(@) = fa(t) + [ (O] = [y =t fa(y) = [r(¥)]
(A.3)

ely—t|
< 2(b—a) =

N

Ahora, por (A.1) y (A.3)
(@) = fm(@)] = |fa(2) = fin(@) = (ful@0) = fin(20)) + (fu(20) = fin(w0))|
< fal@) = fin(@) = fa(@o) + frn(o)| + [(fa(0) = frn(20))]
< $+5=k¢
(A.4)

por lo que f, converge uniformemente a alguna funcién f.

Fijemos un z € [a,b] y definamos

¢n<t) _ fn(t) B fn(x)

t—x
luego, usando (A.3),

f(t) = f(=)

t—=x

; B(t) =

Y

(1) < O = @) = I + fl@)] e

‘(bn(t)_qsm |t—SL‘| 2(()—(1).

Por lo anterior, ¢,(t) converge uniformemente, lo que nos permite hacer el si-
guiente calculo,

lim f)(t) = lim lim ¢, (t) = lim lim ¢, (¢t) = lm¢(t) = f'(t).

n—00 n—oo t—x t—x n—00 t—x

O

2Sea f una funcién continua en [a, b] y derivable en (a,b), entonces existe y € (a,b) tal que

1010 _ g
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A.2. Intercambio de derivada con series de Fou-
rier

Teorema A.2 Sea f(x) una funcion continua y tal que f'(x) no ezista en a lo mds
un niumero finito de puntos (en cada periodo), ambas condiciones en el intervalo
[0,7]. Si f(x) tiene un desarrollo en serie de Fourier cuyos términos son unicamen-
te senos o cosenos, entonces si la serie de Fourier es de cosenos se puede derivar
término a término; mientras que si es de senos se puede derivar término a término

siempre que f(0) = f(m) =0

Demostracién. Supongamos que

f(z) = % + i ancos(nx) + bysen(nzx) ; f'(z) = %6 + i a, cos(nx) + b, sen(nx).

n=1 n=1

Primero,

Ahora, usando integracién por partes, calculamos los coeficientes de Fourier de f(x):

ar, == [T f(x)cos(nx)de = Lf ( Jeos(n )|7r7r + 2 [T f(x)sen(nz)dx = nby,
b, =2 [T fl(x)sen(nz)de = L f(x)sen(nz)|”  — f f(x)cos(nx)dx = —nay,,
(A.5)

que si nos damos cuenta, da lo mismo que haber derivado término a término.
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A.3. Multiplicacion de series de Fourier

Teorema A.3 (Tolstov, [24]) Sean f: R — R y F': R — R dos funciones cuadrado
integrables® en (a,b). Supongamos que las series de Fourier de f y F estin dadas
por

flx) = L4377 (ancos(nz) + bysen(nz))
(A.6)
F(z) = 20+ 3% (Ancos(nz) + Bysen(nx))
Entonces la serie de Fourier de fF es
f(x)F(z) = % + Z (apcos(nz) + Busen(nz)) (A7)
n=1
donde
Qp = aOTA" =+ % Z;jzl [am(Am+n + Amfn) =+ bm(Bm+n =+ Bmfn>]7
(A.8)

Bn = % + % Zfr?:l [am<Bm+n - Bmfn) - bm<Am+n - Am*n)]

Demostraciéon. Enunciaremos el siguiente lema que nos ayudara a hacer el calculo
deseado.

Lema A.1 Sean f y F' cuadrado integrables, definidas en [—m, | tales que sus series
de Fourier estin dadas por (A.6). Entonces

1 T . aoAO >
= / ) f@)F(2)de = == + ; an Ay + b, B (A.9)

3f es cuadrado integrable en (a, b) si Hf||§ = ff 1f(z)? dz < oo
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La demostracién de este lema puede consultarse en [24]. Ahora bien, en cuanto
al problema que en este momento nos compete, sabemos que el producto fF' tiene
una serie de Fourier que escribimos como

% + Z ansen(nx) + f,cos(nx),

n=1

por lo que sélo necesitamos hallar los coeficientes de dicha expresion. Primero, ag
puede calcularse por el lema como

o0
ao Ao

1 K
an = — /7r f(x)F(z)dx = 5 + ;anAn + b, B, (A.10)

Ahora bien, por la ortogonalidad de las funciones sen(nz) en Ly, podemos calcular
facilmente o,

a, = %/W f(z)F(x)cos(nx)dx, (A.11)

que para poder realizar dicho calculo, usando el lema anterior, bastara con conocer los
coeficientes de Fourier de la funcién F'(z)cos(nz). Estos estdn dados en términos de
los coeficientes de Fourier de F'(x), suponiendo que F'(x)cos(nx) tiene un desarrollo

A &
F(z)cos(nx) = 70 + Z Ay cos(mz) + By, sen(mx),
m=1

entonces

A = ! /Tr F(z)cos(nx)cos(mz)dz.

™

—T

[cos((m + n)x) + cos((m —

N

Usando la identidad trigonométrica cos(nx)cos(mz) =
n)x)] concluimos que

A =1 [% [T F(z)cos((m +n)z)dx + L [T F(z)cos((m — n)x)dac]

m

(A.12)
= %(Aern + Amfn)a
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donde acordamos que B_, = —By.

Anélogamente,
1 ™
B = —/ F(z)cos(nx)sen(mx)dzx,

m
™ —T

pero cos(nx)sen(ma) = 3[sen((m + n)z) + sen((m — n)x)], por lo que

B = % [% f:r F(z)sen((m + n)x)dx + % f:r F(z)sen((m — n)x)dx
(A.13)
= %(Bm+n + Bmfn)a
donde nuevamente B_, = —By,.

Finalmente, usando el lema enunciado al inicio y las ecuaciones (A.12) y (A.13),
podemos calcular

oy =

CL[)An 1 >
—t 3 m; A (Amin + Amn) + bm(Biin + Be). (A.14)

Siguiendo el mismo procedimiento podemos encontrar el valor de 3, como

Qo

B, 1&
+35 > am(Busn — Bin) = bin(Amsn — Amn). (A.15)

671: D)

m=1
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Apéndice B

La Bifurcacion de Hopf

Volverd toda noche de insomnio: minuciosa.

La mano que esto escribe renacerd del mismo
vientre. Férreos ejércitos construirdn el abismo.
(David Hume de Edinburgo dijo la misma cosa.)

No sé si volveremos en un ciclo sequndo

como vuelven las cifras de una fraccion periddica;
pero S€ que una oscura rotacion pitagorica

noche a noche me deja en un lugar del mundo

Jorge Luis Borges, fragmento de La noche ciclica.
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B.1. Introducciéon

Bien conocido es que la dindmica de un sistema no lineal alrededor de un punto de
equilibrio hiperbdlico es topolégicamente equivalente a la del sistema lineal inducido
por la matriz de Jacobi asociada al sistema de EDO al que nos estemos refiriendo en
una vecindad de dicho punto. Por su importancia, el resultado anterior es conocido
como el teorema de Hartman-Grobmann. Sin embargo, este resultado no es valido
alrededor de los puntos de equilibrio no hiperbdlicos, por lo cual es necesario desarro-
llar una teoria alterna que nos permita entender el comportamiento de las soluciones
del sistema en vecindades de los puntos de equilibrio mencionados.

La teoria de las formas normales, que es la que desarrollaremos en esta seccién, es,
en principio, un analisis de caracter no lineal de los términos de orden superior de la
serie de Taylor del campo vectorial que define al sistema de ecuaciones diferenciales.
El problema anterior genera dos preguntas de gran interés:

1. ;A partir de qué orden los términos de la serie de Taylor son despreciables, de
manera que la dindmica se conserve al eliminar los términos de orden superior?

2. ({Como obtener una version distinta del sistema de forma que el andlisis cuali-
tativo sea mas facil de interpretar?

La técnica que se presenta a continuacion fue formalizada por el fisico y ma-
tematico Aleksandr Andronov, quedando la labor de hacer la teoria mas concisa en
manos de Vladimir Arnol’d.

La motivacién de lo anterior es la siguiente, supongamos que en un sistema no
lineal de EDO dependiente de parametros se tiene un punto de equilibrio cuyo com-
portamiento pasa de ser un atractor a repulsor, al variar el valor de los parametros.
El valor de la traza es la que determina este cambio de comportamiento, siendo el
valor de bifurcacién cuando la traza tiene valor cero y, como consecuencia, se tiene la
presencia de un punto de equilibrio no hiperbdlico. Se antoja entonces que podamos
aplicar el método de las formas normales.
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Este tipo de bifurcacién conocido con el nombre de la bifurcaciéon de Poincaré-
Andronov-Hopf (que por comodidad nos referiremos a ella simplemente como bifur-
cacion de Hopf) tiene como consecuencia la emergencia de un ciclo limite, dandonos
la oportunidad de interpretar nuestros resultados en términos de oscilaciones fisicas,
quimicas o biolégicas (entre otros) muy importantes, ;o no lo es un comportamiento
periddico de especies en competencia para, por ejemplo, la ecologia?

B.2. Formas normales y el operador homolégico

Para fines del presente apéndice, y siguiendo la linea del trabajo en general,
trabajaremos en sistemas de EDO bidimensionales, aunque hay que recordar que se
puede generalizar a n dimensiones (consiltese [12]).

Sea Hl;, el espacio vectorial formado por los polinomios homogéneos de orden k y
consideremos el espacio Hi = Hy, x Hj,. A manera de ejemplo consideremos el caso en
el que se tienen dos variables, u y v. Aqui el espacio Hj, estd generado por el conjunto

{ub by, o uoRT ok
Observacién B.1 H,, como H: son espacios vectoriales de dimension finita.

Comencemos por proponer un sistema de ecuaciones arbitrario

u = f(u,v)
0 = gluv) (B.1)

donde podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el punto de equilibrio es

el origen. Supongamos que f y g son funciones que tienen el siguiente desarrollo en
serie de Taylor alrededor del punto de equilibrio

m

flu,v) = ka(u,v) +O0(m+1)

k=1
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m

g(u,v) = ng(u,v) +O0(m+1)

k=1
donde
(fu(u, v), gr(u,v)) € Hy 5 fulu,v) = u™v® 5 gp(u,v) = u™v”
€= (€1,€2) ; 0 = (01,02)
el=e+e=|0=0+0=k

y O(m + 1) denota a los demés términos de orden mayor o igual a m + 1.

Como se mencioné anteriormente, lo que buscamos es reducir el mayor nimero
de términos de orden superior posibles. La expresion en serie de f y ¢ nos motiva a
introducir la siguiente definicion.

Definicién B.1 Sea A € M, «,,. Definimos el operador homoldgico como la funcion
Ly :H2 — H2 cuya regla de correspondencia es

La(h) = Ah — Dy Ax (B.2)

donde h € H y Dy es la matriz derivada de h.

Notemos que el operador homolégico es un operador lineal en Hz. Por lo anterior?,
H? = rng(La) ® rng™(La). (B.3)

Nuestro principal objetivo es utilizar el operador homolégico para transformar el
sistema (B.1) a una “forma normal” en la que éste toma una expresién mas sencilla,
en el sentido de determinar cudl es su dindmica.

-

Para lograr lo anterior proponemos el cambio de variable (U, V) = h(u,v) =
(u,v) + hy(u,v) donde hy = (fx,gx) € Hi. Por (B.3), sabemos que fr = fi+ fo ¥y
gr = g1 + g2 donde f1, g1 € rng(La) y fa, g2 € rng™(La).

IEsta descomposicién no siempre es conveniente y depende del producto interior que se de, pero
para fines de este apéndice bastara considerar esa forma.
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Definicién B.2 Al campo vectorial (fs,g2) se le llama la parte resonante de (f,g).

Es inmediato del parrafo anterior que la parte no resonante, ( f1, g1), estd generada
por los vectores propios de L4, asi que mediante una h adecuada se puede probar
que el sistema se puede simplificar, dejando tnicamente la parte resonante (véase

[12])

B.2.1. El caso particular: la matriz diagonal

Supongamos que la matriz de Jacobi del sistema (B.1) es J[F] = J. Trabajare-
mos con el operador homolégico L; = L suponiendo, ademas, que J es diagonal,
digamos J = diag(Aq, ..., \,). Si calculamos el operador homolégico actuando sobre
un monomio de orden k, es decir sobre (fx,0) o en (0, gx), obtenemos:

L(fi,0) = [h—(ah+he)e = M-

LO0,ge) = [Xo— (1A + 02)9)] Do — (X-)]E, (B.4)

De lo anterior, tenemos que (fx,0 y (0,gx) son vectores propios del operador L
siempre y cuando su valor propio pz; = A; — (A - €) sea distinto de cero, en otro caso,
es un término resonante.

B.3. Cambio de estabilidad y emergencia de ciclos
limite

En esta secciéon nos restringimos a sistemas auténomos planos. En la segunda
parte vamos a permitir que las EDO dependan de un pardmetro pu que toma valores
reales.
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A continuacién presentaremos la bifurcacién de Hopf en un sistema bidimensional.
Como siempre que se quiera trabajar con bifurcaciones, es necesario hacer un anélisis
en el parametro de bifurcacion, en este caso estaremos suponiendo que la estabilidad
del punto de equilibrio cambia mediante una variacion de los parametros, que se
puede observar cuando en la aproximacién lineal hay un cambio de signo en la traza
de la matriz de Jacobi. Primero consideremos nuevamente el sistema

u = f(u,v)
o = glu,v) (B.5)

Supongamos que el origen es punto de equilibrio? del sistema anterior, el cual es de
tipo centro en su aproximacién lineal, es decir, la matriz de Jacobi J = J[f, g5 es
tal que su traza y determinante satisfacen

detJ >0
trJ =0

De ahi, el sistema se puede expresar mediante una transformacién lineal como

W= pv+p(u,v)

0 = —Fu+ q(u,v) (B.6)

donde p y ¢ son todos los términos de orden mayor o igual a 2 de f y g respectiva-
mente.

Transformamos el sistema anterior a variable compleja por el cambio
Z=u-+1 (B.7)

De esta forma, obtenemos el sistema en variable compleja®

i o= ifz 4 p(EE, ) +ig(3HE, 52)
(B.8)

E — _iﬁz‘i‘p(zgz,zgf)_iQ(ZJQFE,Z;iE)

2En caso contrario se hace una traslacién al mismo.
3Estamos considerando a z y Z como variables independientes, sin embargo hay que notar que
la segunda ecuacién es redundante
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Es necesario observar que habiendo realizado el cambio de variable (B.7) hemos
logrado que la matriz de Jacobi del sistema (B.8) sea diagonal, de hecho

J= HB _25] (B.9)

Desarrollamos la funcién p + iq en serie de Taylor alrededor del origen

Z=1ifz+ E azzZ%?
\

a>2

En este momento emplearemos el operador homoldgico para reducir el sistema.
Como la segunda ecuacién de (B.8) es irrelevante, bastara analizar lo que ocurre
con los vectores ﬁmn = (2"2z",0) bajo el operador Lj, pero, como observamos en
la seccién anterior, éstos son vectores propios del operador L j, siempre y cuando el
valor propio pz = i85 — ife; + 1€ sea distinto de cero.

En este caso podemos notar que puz = 0 si y sélo si e = € — 1, asi que me-
diante transformaciones no lineales podemos eliminar los términos no resonantes y
quedarnos con la ecuacién

t=z(if+alz* +blz[* +--) (B.10)
Ahora, supongamos que tenemos un sistema cuyo campo vectorial que lo define

depende, ademas, de un parametro u que toma valores reales. Asi, la aproximacion
lineal alrededor del origen la define la matriz

7 { a(p) 5(#)] (B.11)
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donde (sin pérdida de generalidad)? a(0) =0y B(0) = #0

Siendo A(u) = a(p) +i8(w), hay que notar que si procedemos de forma andloga
con el nuevo sistema, la matriz de Jacobi del sistema en variable compleja es digonal.
Més ain, J = diag(\, ) y por lo tanto, al implementar la técnica de las formas
normales todos los términos se pueden eliminar (incluso aquellos donde €5 = ¢; — 1)
al no haber solucién a la ecuacién A(1 — ;) = Aey. Asi que un sistema que aproxima
bien la dindmica de (B.10) (véase [12]) es

. 2 4
2=z(Ap) +a(p) [2]” +b(p) |2]" +--+) (B.12)
Si expresamos a z en coordenadas polares, siendo z = re?, se tiene primeramente
que
r? = 2z
z B.13
0 = Lin(z) (B-13)
de donde, en general, se tiene el sistema en coordenadas polares:
. 2Z+2%
LT B.14
0 = 5=(22—2%) (B-14)

y en particular para nuestro sistema, y si a(p) = c(p) +ie(u) y b(p) = d(p) +if (1),
obtenemos
= Re(A)r + c(u)r® + d(p)® + O(r")
0 =Im(\) + e(p)r? + f(u)r' + O(r°)

Un ciclo limite corresponde a un cero de la ecuacion en r. Notemos que r = 0 nos
da el punto de equilibrio original. Si 7 no es cero y eliminando los términos de orden

—Re()\)

(B.15)

mayor o igual a cuatro®, entonces 7 se anula cuando r = r* = , para lo cual
es necesario que ¢(0) # 0 y que Re(A)c < 0. Todo lo expuesto en esta seccion lo

sintetiza el siguiente teorema:

4Si ocurriera lo mencionado en g distinto de cero hacemos el cambio de variable v = p — juo

°Se puede demostrar (véase [28]), utilizando el teorema de Poincaré-Bendixson y usando el hecho
de que para valores suficientemente pequenos de r y u los términos eliminados tienen menor peso,
que el resultado sigue siendo cierto si no se remueven de la ecuacién
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Teorema B.1 (de la bifurcacion de Hopf) Supongamos que el sistema (B.5) tiene
un punto de equilibrio en el origen, para todo valor de . Ademds, supongamos que
cuando p1 = 0 los valores propios de J son de la forma +if3. Si ¢(0) # 0 y ademds
cumple la condicion de transversalidad, esto es,

d
@Re(A(O)) 70

entonces eziste una bifurcacion de Hopf (emergencia de un ciclo limite) siempre que
Re(M)e < 0.

El analisis de la estabilidad del ciclo limite emergente puede deducirse directa-
mente del signo de Re()). Si este pardmetro es mayor que cero, entonces c(u) tiene
que ser negativo y por tanto 77 > 0 siempre que r € (0,7*), andlogamente se puede
ver que 7 < 0 si r € (r*,00). En este caso el ciclo limite es asintéticamente estable,
entonces diremos que la bifurcacion de Hopf es supercritica.

Por el contrario, si Re(\) es negativo, de la misma forma que en el andlisis anterior
conduce a que el ciclo limite es inestable. En este caso diremos que la bifurcacién es
subcritica.

Para determinar la emergencia de un ciclo limite debida a una bifurcacion de
Hopf, el trabajo complicado se resume a calcular el valor ¢(0). Para la suerte de la
practicidad, Guckenheimer y Holmes dedujeron una férmula que calcula el valor de
c(u) en términos de p y q y que en [12] se puede consultar dicha expresion. Esta es

¢ = Tlﬁ(pxm: + Payy T Quay + nyy)
(B.16)

_ﬁ(%ﬁy((hx + ny) - pxy(pxx + pyy) + PraQeax — pnyyy)
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Apéndice C

La Inestabilidad de Turing

jHombres, leones, aguilas codornices, ciervos astados, gansos, aranas, silenciosos
peces de las profundidades, estrellas de mar y tantas otras criaturas que el ojo
humano no alcanza a ver;...!

Anton Chéjov, en La Gawviota.

C.1. Introduccién

Cuando observamos regularidades en la naturaleza, es casi inmediato que nos
preguntemos el por qué de su existencia. En particular, tratar de explicar el fenémeno
de la emergencia de patrones en los seres vivos ha sido de gran interés para muchos
cientificos, asi como generador de posiciones encontradas en cuanto a los mecanismos
en que estas estructuras ordenadas se originan.
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Sanders afirma! que antes de la publicacién de The chemical basis of morphogene-
sis en 1952, escrito por el matemético y computdlogo inglés Alan Mathison Turing,
no muchos cientificos trabajaban en el problema del origen de las formas vivas. Es
asi como el mecanismo morfogenético propuesto por Turing inspirado en el postulado
de otro gran pensador, D’arcy W. Thompson; segiin el cual “Los problemas de la
forma organica son en primera instancia problemas matematicos, los problemas del
desarrollo son esencialmente problemas fisicos...”?; se convierte en un parteaguas en

la biologfia.

Mucho puede decirse sobre la historia del estudio de la morfogénesis y la teoria
de la evolucién (temas cominmente relacionados), sin embargo no es éste el fin del
presente apéndice®. A continuacién haremos una revisién de los aspectos mateméaticos
de la propuesta turingiana, planteada a partir de un conjunto de sustancias (llamadas
morfégenos) que son sometidas a dos procesos fisicos que ocurren simultdneamente:
difusion y reaccion.

C.2. Planteamiento del problema

Turing formulé la siguiente propuesta morfogenética:*

Se sugiere que un sistema de sustancias quimicas, llamadas morfoge-
nos, reaccionando y difundiéndose a través de un tejido, es adecuado para
explicar el principal fenomeno de la morfogénesis. Dicho sistema, aunque
originalmente pueda ser muy homogéneo, puede posteriormente desarro-
llar un patron o una estructura debida a una inestabilidad del equilibrio
homogéneo, el cual es provocado por perturbaciones aleatorias...

LCollected works of A.M.Turing: Morphogenesis. Véase [25)]

20n growth and form; [23]

3El lector puede referirse a la literatura de la escuela mexicana en este tema como en algunos
capitulos de [5] y [20].

4The chemical basis of morphogenesis; [26]
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Para fines de este apéndice pensemos en dos morfégenos que reaccionan al mismo
tiempo que se difunden y denotemos la concentraciéon de ellas al tiempo ¢ y en el
punto Z, de una regiéon® Q C R", como u(Z,t) y v(Z,t).

Bajo el supuesto de que el proceso difusivo de los morfégenos sigue la ley de Fick
y que la cinética quimica obedece la ley de accién de masas representada por las

funciones f y g para cada morfégeno respectivamente, entonces u y v satisfacen la
EDP de tipo reaccién-difusién (RD)

9u—D,V*u+ f(u,v)
(1)
=D,V + g(u,v)

con D, y D, parametros positivos, V? es el operador laplaciano sobre la parte espa-
cial.

A fin de completar el problema matematico a estudiar, debemos agregar las con-
diciones iniciales, es decir

8y

w(Z,0) = wup(
Z,0

)
o (C2)

3

donde ug y vg son funciones dadas para todo ¥ € €2; y las condiciones de frontera de
tipo Neumann homogéneas

(%) - Vu =1(Z) - Vo =0 (C.3)

para todo ¥ € 0 y para todo t > 0; donde 02 denota a la frontera de la regién 2,
7(Z) es el vector normal a 92 en el punto Z, y V es el operador gradiente que actia
solo en la parte espacial.

Claramente tendra sentido biolégico si se define en el espacio euclideano de dimensién menor o
igual a 3, aunque matematicamente tiene sentido en cualquier dimensién.
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C.3. Emergencia de inestabilidad espacio-temporal

Supongamos que en el sistema homogéneo asociado a (C.1) el punto (u*,v*) =
(0,0) (sin pérdida de generalidad) es un punto de equilibrio asint6ticamente estable.
Para ello, analizando el sistema homogéneo asociado

uo= fu, ”; (C.4)

v = g(u,v

donde, a fin de que (u*,v*) sea asintGticamente estable localmente, pediremos que la
matriz de Jacobi, J = J[f, g]u=+) = (Jij), que define al sistema lineal que aproxima
a (C.4) en (u*,v*) satisfaga:

trJ <0

det J >0 (C.5)

Observemos ahora que (u*,v*) es una solucién estacionaria y homogénea del
sistema (C.1). Bajo estas hipétesis el sistema mencionado se aproxima por
% = DUV2U + JHU + J12U
(C.6)

% = DUVQU + J21u + JQQU

Nuestro objetivo en adelante seré hallar condiciones para las cuales el sistema
anterior es inestable bajo perturbaciones espacio-temporales alrededor del equilibrio
estacionario y homogéneo (u*, v*).

Consideremos una solucién de la EDP (C.6) dada en su serie de Fourier, esto es:

w(@t) = Ygege AptT
(C.7)
VE ) = Ypegn Bt

donde Az, By y A son ntimeros complejos.
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Como buscamos las condiciones bajo las cuales (u*, v*) sea inestable, bastard que
uno solo de los sumandos sea inestable. Observemos que la parte espacial es siempre
acotada, asi que el problema se reduce a analizar bajo qué condiciones ReA > 0.
Tomemos pues un tnico sumando:

u(f, t) :AeAt—&-iE':E‘
(C.8)

o(Z, t):BeM'HE'f

que al sustituirlo en la ecuacién (C.6) se obtiene el problema de valores propios:

Ji1 — Dy|[k]]2 = A Ji2
or oz — Dy|||[? — A

{g} _ (C.9)

Para encontrar soluciones no triviales de (C.9) bastara con que
det [ J — ||K|]2D — M] —0,

es decir,

A2+ Atr(D||E|?) — trJ) + A(]|E|]?) =0 (C.10)

donde . . .
A(|[k]1?) = DuDy|E|[* = [[K][*(DyJoz + DyJr1) + det J

Como trJ < 0 entonces tr(D||k|[2) —trJ < 0, asf que para que la parte real de
sea positiva se pide que para algin k, A(]|k?|]) < 0.

Haciendo z = ||k||?, notemos que A(z) es una pardbola céncava hacia arriba.
Adem&s A(z) se anula si y sélo si

DyJis + Duly 1/ (DoJiy + Do) — 4det D - det J
B 2det D

(C.11)

2+
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Observemos que cuando z; = z_ = z.., es este valor el punto critico de A (de hecho
es un minimo absoluto), por tanto si A(z+) < 0, se cumple que A(z) < 0 para todo
z € (2-,24)

Por ser z..;; > 0 entonces Ji1+9.J29 > 0, que si consideramos, ademas, la hipotesis
inicial de que trJ = Ji; + Jog < 0 resulta que Jy; v Joo tienen signos contrarios. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que Ji; es positivo, de donde se deduce que

_ Dy

Otro valor critico es cuando A, = A(2eie) = 0, lo cual determinard un valor
critico para 0. En este caso, se tiene el polinomio cuadratico en d:

62T 4 6(2J11 9y — ddet J) + J2, (C.12)

cuya solucién es

det J — J12J21 + 2\/ —J12J21 det J
Jh

(C.13)

5cr7;t =

Para que lo anterior tenga sentido, como por hipdtesis det J > 0, es necesario que
J12 v Jo1 tengan signos contrarios. Y por tanto sera necesario que

§ > Suri (C.14)

Resumamos lo anteriormente desarrollado en el enunciado de un teorema:

Teorema C.1 (de la bifurcacion de Turing) Considere el sistema (C.1) con la matriz
de Jacobi J|f, gl(w.0) = (Jij)asociada al sistema homogéneo (C.4). Supongamos que
Ji1 > 0, entonces el sistema (C.1) exhibe una bifurcacion de Turing (inestabilidad
de las soluciones cercanas a la solucion homogénea y estacionaria asintoticamente
estable) si se cumplen las condiciones:

1. trJ <0
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det J >0
Jog < 0

Ji2 y Jo1 tienen signos contrarios

o> 5crit

El arreglo de la matriz de Jacobi debe tener entonces una de las siguientes confi-

guraciones:
][ 7] -

El primer arreglo corresponde a la forma conocida como activador-inhibidor cruzado,
mientras que al segundo se le conoce como activador-inhibidor puro.

El resultado anterior sélo demuestra la existencia de dicha bifurcacién, pudiendo
ser ésta de diferentes formas. El estudio de las geometrias formadas por este meca-
nismo morfogenético es un problema més complicado, de la cual hemos hablado en
el Capitulo 5. Una breve introduccion a ello se puede encontrar en [13].
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