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1. Introduccién

Sea D = (V,F) una digréfica, esto es, un conjunto V distinto del vacio
con una relacion antireflexiva F© C V x V. Llamamos vértices a los elementos
de V y flechas a los elementos de F. Un torneo es una digréfica tal que exis-
te exactamente una flecha entre cualesquiera dos vértices. Llamamos C3 (alt.
T3) a un torneo con tres vértices z,y y z tal que (z,v), (y,2), (z,z) € F (alt.
(z,9), (y,2), (z,2z) € F). Un camino dirigido en D es una sucesion de vértices
(v1,v2, ..., vy,) tales que (v;,v;41) € F para todo i € {1,...,n —1). Una trayecto-
ria dirigida es un camino dirigido en el cual v; # v; para toda ¢,j € {1,...,n},
i 7.

Un conjunto de vértices N C V en una digrafica D es independiente si entre
cualesquiera dos vértices v y v en IV, no existe una flecha que los une; es decir,
(u,v) ¢ F'y (v,u) ¢ F. Decimos que un conjunto independiente N C V' es un
nicleo si ademas se tiene que para todo vértice x que no esti en IV, existe una
flecha de x a algun vértice de N.

Una k-coloracion de las flechas de D es una funcion ¢ : F' — [k] que asigna
a cada flecha un color de un conjunto de k colores distintos. Una trayectoria
monocromatica en D es una trayectoria dirigida (v, va, ..., v,,) tal que todas las
flechas (v;,v;11) € F, i € {1,..,n—1}, son del mismo color. Un conjunto N C V
es ¢-independiente si para cualesquiera dos vértices © y v en N no existe una
trayectoria monocromatica que los une. Si ademas se tiene que para todo vértice
x que no esta en N existe una trayectoria monocromatica de x a algtin vértice en
N, decimos que NN es un nucleo por trayectorias monocromaticas, o simplemente
un ¢-nacleo. La existencia de niucleos por trayectorias monocrométicas en una
digrafica D depende fuertemente de su coloracion. Existen digraficas que tienen
ntucleos por trayectorias monocromaticas para algunas coloraciones de sus flechas
pero para otras no.

El ntimero pancromético de una digrafica D, denotado 7(D), es el mayor
natural k para el cual toda coloraciéon de las flechas de D, con k colores, admite
un ndcleo por trayectorias monocromaticas. Llamamos digraficas pancromati-
cas a las digraficas que admiten nticleos por trayectorias monocrométicas con
todas sus posibles coloraciones. Esto es, no importa con cuantos colores o como
se coloreen las flechas de una digréafica pancromatica, ésta siempre tendra un
ntcleo por trayectorias monocromaéticas.

Los conceptos de ¢-independencia y de niicleo por trayectorias monocromé-
ticas nacen como generalizaciones de conceptos conocidos previamente; a saber,
los conceptos de independencia y niicleo. El estudio de niicleos en digraficas
comienza en 1944, cuando Von Neumann y Morgenstern introducen el concepto
en el marco de la teoria de juegos en [13]. En este contexto, un nucleo repre-
senta un conjunto de estrategias ganadoras (otras aplicaciones interesantes de
nicleos en la teoria de juegos pueden encontrarse en [2]| y [4]). Casi cuarenta
anos después, en 1982, el niicleo por trayectorias monocrométicas hace su prime-
ra aparicion, aunque no con ese nombre, en [12]. En este trabajo Sands, Sauer y



Woodrow prueban la existencia de nicleos por trayectorias monocroméaticas en
digraficas 2-coloreadas por flechas. En [12] también se demuestra que un torneo
T 3-coloreado cuyos vértices han sido divididos en conjuntos ajenos de modo
que dos vértices en distintos conjunto estan unidos por flechas rojas, mientras
que vértices en un mismo conjunto estan unidos con flechas azules o verdes,
tiene un niucleo por trayectorias monocromaticas. Es facil ver que ningtn torneo
coloreado de este modo tiene ciclos tricolores de longitud 3 (Cs3). Esto motivd
a Sand et al. a plantear el siguiente problema: ;Si T es un torneo coloreado
de modo que no tiene ciclos tricolores de longitud 3, entonces sera cierto que
existe un vértice v en T tal que para cuaquier otro vértice x en T existe una
trayectoria monocromatica de x a v? Claramente, este vértice seria un nicleo
por trayectorias monocromaéticas.

En 1988, Minggang determina en [11] que en el problema de Sands et al., si
se pide ademés que el torneo 7" no tenga subtorneos transitivos tricolores de tres
vértices (T3) entonces T tiene un nucleo por trayectorias monocromaéticas, que
consiste en un solo vértice. Ademas, Minggang muestra que este resultado no se
puede mejorar para torneos m-coloreados con m > 5. A la fecha, la pregunta de
Sands et al. con 3 colores sigue abierta.

En 1996 Galeana-Sénchez introduce el término nicleo por trayectorias mo-
nocromdticas en [5] y establece condiciones suficientes para su existencia en
torneos m-coloreados. Concretamente, si en un torneo 7" todos los ciclos de lon-
gitud a lo mas 4 son cuasi-monocromaticos -i.e. todas sus flechas, a excepciéon
de a lo mas una, son de un mismo color- entonces T tiene un ntucleo por trayec-
torias monocromaticas. En [5] también se prueba, mediante dos contraejemplos,
que esta condicién para la existencia de nidcleos por trayectorias monocroma-
ticas no implica la condicién de Minggang, ni viceversa. Esto es, los resulta-
dos de Minggang y Galeana-Sanchez son independientes uno del otro. Ademas,
Galeana-Sanchez prueba que es necesario pedir que los ciclos de longitud 4 sean
cuasi-monocromadticos para que su resultado sea cierto. Si no se piden que los
ciclos de longitud 4 sean cuasi-monocromaticos, entonces es necesario pedir que
los ciclos de longitud 3 sean completamente monocromaticos.

En [6], Galeana-Sanchez extiende el resultado principal obtenido en [5] pa-
ra digréaficas que son cuasi-torneos, es decir, digraficas resultantes de sustraer
una flecha a un torneo. Concretamente, se prueba que si D es un cuasi-torneo
m-coloreado y todos los ciclos de D de longitud menor o igual a 4 son cuasi-
monocrométicos, entonces D tiene nticleo por trayectorias monocromaéticas. No-
temos que en este caso, el ¢-niicleo de D puede constar de dos vértices.

Un afio més tarde, en 2001, Galeana-Sanchez y Garcia Ruvalcaba [7] prueban
que si D es un cuasi-torneo m-coloreado y D no contiene a C3 ni a T3, entonces
D tiene un nucleo por trayectorias monocromaticas, extendiendo el resultado de
Minggang a cuasi-torneos. También se dan ejemplos de digraficas que no tienen
Cs5 (alt. T's) y que no tienen ¢-niicleos, lo que prueba que este resultado es lo
mejor posible.

En 8], se dan condiciones necesarias para que una digrafica tenga nicleo por
trayectorias monocromaticas para toda coloracién sin C3 ni T3.

Notemos que todos los resultados obtenidos en [5], [6], [7], [8] ¥ [11] para la



existencia de ¢-nucleos en digréficas, son validos unicamente para coloraciones
sin subtorneos tricolores de orden 3 (C3 y T3). Los resultados [5], [6], [7] ¥
[11] son validos s6lo para torneos o casi-torneos. Resultados interesantes sobre
niucleos por trayectorias monocrométicas en otras clases de digraficas pueden
encontrarse en [9].

En [10] Galeana-Sanchez y Strausz introducen el concepto de digrafica pan-
cromética y nimero pancromatico, temas de la actual tesis. Entre los resultados
obtenidos en [10] se dan condiciones suficientes para que digréaficas m-coloreadas
de algunas clases tengan niicleo por trayectorias monocromaéticas, sin poner res-
tricciones a la coloracion de sus flechas. En particular, se caracterizan a los
torneos pancromaticos en términos de su ntimero pancromaético, se muestra que
digraficas quasi-transitivas con nicleo, digréaficas aciclicas y digraficas sin ciclos
ni trayectorias de longitud 3 admiten un ¢-niicleo para toda coloracién. También
se establecen cotas para el nimero pancromético de digraficas sin ntcleo (en el
sentido de Von Neumman). Todo estos resultados se discuten a detalle en esta
tesis.

En el Capitulo 2 de este trabajo se definen conceptos elementales de la teoria
de digraficas y se demuestran algunos resultados conocidos que serén de utilidad
en las secciones posteriores.

En el Capitulo 3 se definen coloraciones por vértices y flechas. Se introduce
al lector al concepto de ntcleo por trayectorias monocrométicas y se demuestra
su existencia en digraficas 1-coloreadas asi como su relacién con los nicleos.

En el Capitulo 4 se define el nimero pancromético de una digrafica colo-
reada por flechas y el concepto de digrafica pancromaética. En la seccién 4.1 se
determinan algunas clases de digraficas pancromaéticas y se caracterizan los tor-
neos pancromaéticos en relacién con su nimero pancromético. En particular, se
prueba que digraficas sin ciclos ni trayectorias de longitud 3, digraficas aciclicas
y digraficas cuasitransitivas con nicleo son pancromaéticas. También tenemos,
como unico resultado original de esta seccién, que los ciclos de longitud par son
pancrométicos. Finalmente, también se muestra que un torneo 7' es pancromé-
tico si y solo si w(T") > 2.

En la seccion 4.2 se establecen algunas condiciones suficientes que tiene que
cumplir sélo localmente una digrafica para que ésta sea pancromatica. Se de-
muestra que si todos los bloques de una digrafica D son transitivos y asimétricos,
entonces D es pancromatica. También se prueba que la uniéon de digraficas pan-
cromaticas que comparten soélo vértices de exgrado 0 (alt. ingrado 0) es una
digrafica pancromética. Finalmente, en la ultima proposicién de esta seccion se
muestra que la suma de Zykov sobre una digrafica transitiva y asimétrica K
es pancromatica si los sumandos correspondientes al nicleo de K son digrafi-
cas pancromaéticas. Se muestran mediante contraejemplos que ninguno de estos
resultados puede mejorarse. Todos las proposiciones y contraejemplos de esta
seccién son resultados originales.

En la seccién 4.3, se demuestra que el nimero pancromatico de ciclos im-
pares y digraficas cuasi-transitivas sin nicleo es exactamente 2. Como resul-
tados originales en esta seccién, tenemos que digraficas sin nucleo de orden



menor o igual a 4 y digraficas sin niicleo, que no contienen determinadas sub-
digraficas (mostradas en la fig. 4.16), tienen nimero pancromatico 2. Tam-
bién se determinan cotas superiores del nimero pancromético para digraficas
sin nicleo en general. Concretamente, si D no tiene nucleo, entonces 7(D) <
min{2y/x (D), x(L(D)),2y/7(D) + 1}, donde x(D) es el nimero cromético de
D, L(D) es la digrafica de lineas de D y 7(D) es la minima particién de D en
digréficas transitivas.

En el Capitulo 5, que cierra este trabajo, encontramos comentarios respecto
a la conjetura sobre el nimero pancromético enunciada por Galeana-Sénchez
y Strausz en [10] de qué tanto nos acerca este trabajo a su demostraciéon o a

su refutacion. La conjetura dice: si D es una digrafica con m flechas, entonces
(D) € {2,m}.



2. Conceptos preliminares

Una gréfica simple G = (V, A) consiste en un conjunto finito V' distinto del
vacio, junto con un conjunto A C V x V de parejas no ordenadas de distintos
elementos de V. Llamamos vértices a los elementos de V, y aristas a los ele-
mentos de A. Esto es, a cada arista de G corresponde un subconjunto de V' de
cardinalidad 2.

Una grafica dirigida, o simplemente una digrafica, D = (V, F) consiste en
un conjunto finito V' distinto del vacio, junto a un conjunto F* C V x V de
parejas ordenadas de V, tal que Yv € V, (v,v) ¢ F. Llamaremos vértices a
los elementos de V, y flechas a los elementos de F. Si D tiene n vértices y
m flechas, decimos que D es de orden n y tamano m. En adelante usaremos
siempre la letra n para referirnos al orden de una digrafica y la letra m para
referirnos a su tamano. Para evitar ambigiiedad en la notacién, siempre que
se tengan dos digraficas D y D’, usaremos V(D) y V(D') para referirnos a sus
respectivos conjuntos de vértices, y F/(D) y F(D’) para sus conjuntos de flechas.

Oo+—0O

L7 N

Figura 2.1: Una digrafica de orden 4 y tamafio 6 (izq.) junto a una digrafica de
orden y tamafio 3 (der.).

Dada una digrafica D y dos vértices u,v € V, decimos que v y v son adya-
centes cada vez que (u,v) € F o (v,u) € F. Siempre que se tenga una flecha
(u,v) € F, diremos que u es su vértice inicial, y v su vértice final. Si sucede que
(u,v) € F'y (v,u) € F, decimos que la flecha (u,v) es una flecha simétrica de
D. Llamaremos digraficas asimétricas a las digraficas sin flechas simétricas.

Definicién 2.1. La gréfica subyacente de una digrafica D, denotada por Gp
es la tnica grafica simple tal que:

= V(Gp) = V(D)
= (u,v) € A(Gp) siy sdlosi (u,v) € F(D) o (v,u) € F(D).

Definiciéon 2.2. Si dos digraficas D y D’ son tales que V(D) C V(D) y
F(D") C F(D), decimos que D’ es una subdigrafica de D. Si ademaés se tie-
ne que para cualesquiera u,v € V(D'), (u,v) € F(D') siy solo si (u,v) € F(D),



entonces decimos que D’ es una subdigrafica inducida de D.

Si D es una digrafica y U C V un conjunto de vértices, llamamos a la subdigra-
fica inducida D’ cuyos vértices son los vértices de U, la digrafica inducida por
U CV,y sedenota por D' = [U].

Definicion 2.3. La exvecindad o vecindad exterior de un vértice v € V es el
conjunto I'* (v) = {u € V : (v,u) € F}. Similarmente, la invecindad o vecindad
interior de v es '~ (v) = {u € V : (u,v) € F}.

Llamamos vecinos exteriores de v a todos los vértices u € 't (v), y vecinos
interiores de v a todos los vértices u € T'~ (v). Los vecinos exteriores (interiores)
de v también son llamados exvecinos (invecinos). El exgrado o grado exterior
0% (v) de un vértice v € V es la cardinalidad de su exvecindad I'"(v); el ingrado
o grado interior 6~ (v) de un vértice v € V es la cardinalidad de su invecin-
dad I'~(v). Definimos el grado méximo de una digrafica D como el natural
A(D) = maz{dt(vo) + 0~ (vg) : vg € V'}.

Para graficas simples, definimos el grado de un vértice v, d(v), como la car-
dinalidad del conjunto {u € V : vu € A}. El grado méximo de una grafica

simple G es el natural A(G) = max{d(vy) : vo € V'}. Es facil ver que para toda
digrafica A(D) > A(Gp), dandose la igualdad cuando D es asimétrica.

] [2,1]

Oir\

[1.3] < o
[2,2] [l

[1,0] [1,1]

(L1

1]

Figura 2.2: Una digrafica de orden 7. Junto a cada vértice, su ingrado y su
exgrado.

Dado que toda flecha en una digrafica tiene exactamente un vértice inicial y un
vértice final, es facil ver que en toda digrafica, >, ., 67 (v) = >, oy 07 (v) = m.



Definiciéon 2.4. Un camino no dirigido en una grafica simple G es una suce-
sion C' = (vg, v1, ..., vg) de vértices de G, tales que para todo i € {0,1,...,k — 1},
v;V;+1 € A. Similarmente, un camino no-dirigido en una digrafica D es una su-
cesion C = (vg, vy, ..., vg) de vértices de D, tales que para todo 4,5 € {0, 1, ..., k},
(vi,vj) € F es una flecha de D, con |t —j| = 1. Si ademas se tiene que
(vi,vi41) € F para todo i,5 € {0,1,...,k — 1} entonces decimos que C es un
camino dirigido de longitud k. Es claro que cada flecha de D es un camino di-
rigido de longitud 1.

Diremos que un camino dirigido C es cerrado si vy = vg. Sea C' = (vg, v1, ..., Vk)
un camino dirigido cerrado en una digrafica D. Si para todo 4,5 € {1, ...,k — 1},
v; # v; siempre que ¢ # j, diremos que C' es un ciclo dirigido de D. Llamamos
aciclica a una digrafica que no tiene ciclos dirigidos.

Una trayectoria dirigida T es un camino dirigido C = (v, v1, ..., k) que 1o
repite vértices -i.e. v; # v; si ¢ # j, para ¢,j € {0,1,2,....k}.

0.’
“ E E \

{
Y b

Figura 2.3: Una digrafica con tres ciclos (v1,vq,v3,v4,v1), (v1,02,05,01) ¥
(vs,v6,v7); (v1,v2,vs,v6,V7,05,01) €8 un camino cerrado que no es un ciclo;
(v1,vs,v6,v7) €s un camino no-dirigido.

Dada una trayectoria dirigida T en D, si u € V es su vértice incial y v € V
su vértice final, diremos que T es una wuv-trayectoria dirigida. Generalizando
esta idea, dado un conjunto de vértices N C V' y un vértice u € V, diremos que
T es una ulN-trayectoria dirigida si T es una uwv-trayectoria dirigida para algin
v e N.

Para facilitar la notacion, en adelante nos referiremos a caminos dirigidos,
ciclos dirigidos y trayectorias dirigidas, simplemente como caminos, ciclos y
trayectorias.

Proposicion 2.5. Si D es una digrifica aciclica, entonces {v € V : §t(v) =

0} # @.



Demostracion. Sea D una digréafica aciclica y supongamos que A = {v € V :
dt(v) =0} = @. Sea T' = (vg, v1, ..., Vg ) una trayectoria de longitud méxima en
D. Dado que A = @, tenemos que 6 (vg) > 0, es decir, existe un vértice u € V
tal que (vg,u) € F. Dado que D es aciclica, u # v; para toda i € {0,1, ..., k}.
Notemos que la trayectoria T/ = (vg, vy, ..., g, u) es de longitud mayor que T,
lo que nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto, A # @. O

Definicion 2.6. Una digrafica D es cuasi-transitiva si para cada trayectoria de
longitud dos (u,v,w), se tiene que u y w son vértices adyacentes. Mas ain, si
cada vez que se tenga una trayectoria (u,v,w) sucede que (u,w) € F, entonces
decimos que D es transitiva.

Se sigue de la definicién que toda digrafica transitiva es cuasitransitiva. La
proposicion 2.26 da una equivalencia entre digraficas transitivas y una clase de
digréficas cuasitransitivas.

Proposicion 2.7. Sea D una digrifica cuasi-transitiva. Si eziste una uv-trayectoria,
entonces u es adyacente a v, o existen dos vértices x,y € V tales que (u,z,y,v)
es una trayectoria y (v, ), (y,v) € F (ver figura 2.4).

u v

Figura 2.4: Si u no es adyacente a v, esta digrafica es subdigrafica inducida de
D.

Demostracion. Sea D una digréfica cuasi-transitiva. Probaremos primero que:

Afirmacion 1: Si T = (u = xo, Z1, ..., T, = v) €s una uv-trayectoria en D de
longitud n > 2 tal que (x;, ;) ¢ Fsit+1 < j,coni € {2,...,n},j € {0,...,n—1},
entonces (,,x;) € Fsii<n—1.

Probaremos esta afirmaciéon por induccién sobre n.

Si T es de longitud 2, entonces T' = (u = xg, 21,22 = v). Como D es cuasi-
transitiva, u y v son adyacentes, pero (u,v) ¢ F, entonces (v,u) € F, quedando
asi demostrado el caso base.

Supongamos que si T = (u = xg,x1,...,Lx = v) €8 una uv-trayectoria de
longitud k < ntal que (z;,z;) ¢ Fsii+1 < j,coni € {2,...,k},j € {0,....k—1},
entonces (zp,x;) € Fsii<k—1.



Sea T' = (u = g, 1, ..., Ty, = v) una uv-trayectoria de longitud n en D. No-
temos que como D es cuasi-transitiva y (x;,z;) ¢ F si i+ 1 < j, tenemos que
(Tig2, ;) € F,Vi € {0,...,n — 2}. En particular (v = z,,2,-2) € F. Conside-
remos a T" = (u = xg, X1, ...,Tn—2). T es una trayectoria de longitud n — 2, y
por hipétesis inductiva (z,—2,x;) € F para toda i € {0, ...,n — 4}. Tenemos en-
tonces que (zn,—2,2;) € F para toda i € {0,...,n—4} y que (v =y, Tp_2) € F,
de donde se sigue que (z,,x;) € F para toda i € {0,...,n — 2}, ya que es D
cuasi-transitiva y (z;,z;) ¢ Fsii+1<j.

Ahora, tomemos una digrafica cuasi-transitiva D que no contiene a B, la
digréfica de la figura 2.4, como subdigrafica inducida. Demostraremos que para
toda wv-trayectoria en D, con u,v € V, se tiene que v y v son adyacentes.
Procedemos por induccién sobre n, la longitud de la uv-trayectoria.

Si T es de longitud 1, no hay nada que probar; si es de longitud 2, la cuasi-
transitividad de D nos garantiza que u y v son adyacentes. Entonces, para el
caso base tomaremos T = (u,x,y,v) una trayectoria en D. Como D es cuasi-
transitiva, x es adyacente a v, y u es adyacente a y. Como D no contiene a
B, (u,y) € F o (x,v) € F. En cualquiera de los dos casos se tiene que u es
adyacente a v por ser D cuasi-transitiva.

Ahora, supongamos que si T es una uv-trayectoria de longitud k£ < n, en-
tonces u es adyacente a v.

Sea T' = (u = zg, 21, ..., £, = v) Una uv-trayectoria de longitud n en D, n >
3. Como D es cuasi-transitiva, x; es adyacente a x; o para toda i € {0,..,n — 2}.
Si existe la flecha (z;,2;) € F con i+ 1 < j, entonces tenemos una trayectoria
(v =, 21, ..., Ti, Tj, Tj41, ... Tn = v) de longitud menor que n, y por hipotesis
inductiva, u es adyacente a v. Supongamos entonces que (z;, x;) ¢ F'sii+1 < j.
Por la Afirmacion 1, tenemos que (z,,z;) € F para toda i € {0,...,n — 2}. En
particular (v,u) € F.

Asi, si D es una digrafica cuasi-transitiva y si existe una uv-trayectoria,
entonces u y v son adyacentes o la digrafica de la figura 2.4 es una subdigréfica
inducida de D. O

Proposicion 2.8. Sea D una digrdfica transitiva y sean u,v € V. Si eziste una
uwv-trayectoria en D, entonces (u,v) € F.

Demostracion. Sea D una digrafica transitiva y sea T’ una uv-trayectoria para
algin par de vértices u,v € V.

Procedemos por induccién sobre la longitud de 7. Si T es de longitud 2
se tiene que (u,v) € F, ya que D es transitiva. Supongamos que si 7' es una
uv-trayectoria de longitud k£ < n para algin par de vértices u,v € V, entonces
(u,v) € F.

Sea T = (u = zg,z1,...,£, = v) una uv-trayectoria de longitud n. Con-
sideremos 77 = (u = xg, 21, ..., Tn—1). Por hipotesis inductiva, (u,z,-1) € F.
Entonces (u,zn—1,Z, = u) es una uv-trayectoria de longitud 2 y como D es
transitiva, entonces (u,v) € F. O



Proposicion 2.9. Si D es una digrifica transitiva y C = (v, 1, ..., U, = V)
es un ciclo de D, entonces existe una flecha simétrica entre cualesquiera dos
vértices v; y v;, i,j € {0,...,n}.

Demostracion. Sea D una digrafica transitiva y sea C' = (vg, U1, ..., Uy, = ¥p) Un
ciclo de D. Sean v; y vj, i,j € {0,...,n — 1} dos vértices del ciclo C. Es claro
que existe una v;vj-trayectoria y una v;v;-trayectoria en D y por proposicién
2.8 ('l}i7’()j) cely (’Uj,’l)i) eF. O

Definicién 2.10. Un torneo es una digrafica D en la cual hay una flecha, y
s6lo una, entre cualquier par de vértices. Notemos que todos los torneos son
cuasi-transitivos.

Figura 2.5: Una digrafica que no es cuasitransitiva (izq), una digrafica cuasi-
transitiva que no es transitiva (centro) y una digrafica transitiva (der)

Definicion 2.11. Una grafica simple G es conexa si para cualesquiera dos
vértices u,v € V existe un camino no-dirigido entre u y v. Andlogamente, una
digréafica D es conexa si para cualesquiera dos vértices u, v € V existe un camino
no dirigido entre u y v. Decimos que D es 2-conexa si para todov € V, D — v
es una digrafica conexa 6 consta de un tnico vértice.

Llamamos bloques de D a las subdigraficas inducidas de D que son 2-conexas
y maximas por contencién con esta propiedad.

Importante: a partir de este punto todas las digréaficas consideradas son
digréficas conexas, salvo que se indique lo contrario.

Definicién 2.12. Una digrafica D es fuertemente conexa (o fuerte) si para
cualesquiera dos vértices u,v € V, existe una uv-trayectoria y una vu-trayectoria
en D.

Llamamos componentes fuertemente conexas de D, o simplemente compo-
nentes fuertes, a las subdigraficas inducidas de D que son fuertemente conexas
y son maximas por contencién con esta propiedad. Se sigue de la definicién que
una digrafica es fuertemente conexa si y so6lo si tiene una tnica componente
fuertemente conexa (ella misma).
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Es claro que si Dy y Dy son componentes fuertes de D, entonces pueden
existir flechas de Dy a Dy, 6 de Dy a Dy, pero nunca ambas, pues entonces
[V(D1) UV (Dg)] seria fuertemente conexa, contradiciendo que las componentes
son maximas por contencion.

Decimos que una componente fuerte D es terminal si no salen flechas de
Dq; es decir, si para todo par de vértices u € V(D) y v € V' \ V(Dy), se tiene
que (u,v) ¢ F(D).

Figura 2.6: Los bloques (arriba) y las componentes fuertemente conexas de una
digrafica.

Definicién 2.13. Sea D una digrafica. Su digrafica de lineas, denotada L(D),
es la digrafica definida como sigue:

= Los vértices de L(D) son las flechas de D.

» Dados dos vértices (u1,v1), (u2,v2) € V(L(D)), ((u1,v1), (u2,v2)) es una
flecha de L(D) si y solo si v = us.
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Figura 2.7: Una digrafica D y su digrafica de lineas L(D).

La siguiente proposicion es consecuencia directa de la definicion 2.13.

Proposicion 2.14. D es un ciclo par (impar) si y sélo si L(D) es un ciclo par
(impar).

Proposicion 2.15. Si L(D) es una digrdfica de lineas con mds de 4 vértices,
entonces L(D) no es un torneo.

Demostracion. Procedemos por contradiccion. Supongamos que L(D) es un tor-
neo. Sea U C V(L(D)) un conjunto de cuatro vértices de L(D) y sea G la
subdigrafica inducida por U. Es claro que G es un torneo de cuatro vértices.
Como existe una flecha entre cada pareja de estos vértices, tenemos que|F(G)| =
(3) = 6. Entonces Y_, ;67 (v) = 3, oy 0~ (v) = 6. Se sigue que existe un vér-
tice v € U tal que 67 (v) > 2. Sean u,w € U dos de los vecinos exteriores de
v. Esto es (v,u), (v,w) € F(G), lo que implica que (v,u), (v,w) € F(L(D)).
Ademés, como G es un torneo, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
(u,w) € F(L(D)). Entonces, en D las flechas v y u forman una trayectoria de
longitud 2 (recordemos que los vértices de L(D) corresponden a flechas de D).
Analogamente, las flechas v y w forman otra trayectoria trayectoria de longitud
2 en D. Se sigue que en D, las flechas u y w tienen el mismo vértice inicial. Pero
como (u,w) € F(L(D)), en D las flechas u y w forman una tercera trayectoria
de longitud 2, lo que contradice que tengan el mismo vértice inicial. Por lo tanto,
L(D) no es un torneo. O

Un argumento completamente andlogo muestra que:

Proposicion 2.16. Si L(D) es una digrdfica de lineas con mds de 4 vértices,
entonces L(D) no es una digrifica semi-completa.

Definicién 2.17. Sea D una digrafica y N C V un conjunto de vértices de D.
Decimos que N absorbe a un vértice u € V' \ N si existe la flecha (u,v) € F'
para algtn vértice v € N. En este caso decimos que (u,v) es una uN-flecha.

Por ejemplo, en la figura 2.7, tenemos que el conjunto {w,z} C V absorbe
a los vértices u y y.
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Decimos que un conjunto N C V es absorbente si absorbe a todos lo vértices
de V'\ N; esto es, si para todo vértice u que no estd en N, existe una uN-flecha.

Naturalmente, toda digréfica tiene al menos un conjunto absorbente ya que
V siempre es absorbente.

Sea D una digrafica. Si un conjunto N C V es tal que para cualesquiera dos
vértices u,v € N, (u,v) no es una flecha de D, entonces decimos que N es un
conjunto independiente.

Es claro que un conjunto que consta de un sélo vértice siempre es indepen-
diente puesto que un vértice nunca esté relacionado consigo mismo. En la figura
2.7, los conjuntos {u,z} y {w, v} son conjuntos independientes.

Definicion 2.18. Un nicleo N C V es un conjunto de vértices que es a la vez
absorbente e independiente.

La existencia de un nucleo tnico en una digréafica nunca es algo garantizado:
algunas digraficas no tienen nicleo (e.g. ciclos de longitud impar), y otras tienen
mas de uno (e.g. ciclos de longitud par). Las siguientes proposiciones dan algunas
condiciones suficientes para que una digrafica tenga un nicleo.

&

Figura 2.8: Los nicleos en digréficas, de existir, no necesariamente son tnicos.
Coloreados de negro, los vértices de dos ntcleos distinto de la misma digréfica.

Proposicion 2.19. Si D es una digrdfica aciclica, entonces D tiene nicleo.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre el orden de D. Es claro que
K3, la digrafica que consta de un sélo vértice, tiene ntcleo. Supongamos ahora
que toda digrafica aciclica de orden k, con k < n, tiene un nicleo. Sea D una
digréfica aciclica de orden n. Como D es aciclica entonces el conjunto K =
{veV :6(v) =0} es distinto del vacio (proposicion 2.5). Claramente K es
una conjunto independiente. Definimos la invecindad de K, como el conjunto
K~ = UyexI'(v). Ahora , sea D’ la subdigrafica inducida por V' \ (K UK ™).
Notemos que si V' \ (K U K~) = &, entonces K es un nucleo de D. Entonces
podemos suponer que V \ (K U K7) es no vacio. Dado que K # &, D’ tiene
menos de n vértices y entonces, por hipétesis inductiva, tiene un ntcleo N.
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Afirmacion: N U K es un niicleo de D.

Consideremos un vertice v € V' \ (N U K). Claramente v € K~ 6 v €
V(D')\ N. En el primer caso, K absorbe a v. En el segundo caso, N absorbe
a v, ya que N es nicleo de D’. Asi, N U K es absorbente. Ademés, K y N son
independientes. Como §*(v) = 0 para todo v € K, tenemos que no hay flechas

de K hacia N; y como por construccion N N K~ = &, tenemos que no hay
flechas de N hacia K. Entonces K U N es independiente. Por lo tanto K UN es
un nucleo de D. O

Proposicion 2.20. Si D es un ciclo de longitud par, entonces D tiene nicleo.

Demostracion. Sea D = (vg,v1,...,v, = vg) un ciclo de longitud par. Es facil
ver que los conjuntos Vi = {v; € V :iespar}y Vo = {v; € V : 4 es impar} son
los dos tinicos niicleos de D. O

Proposicion 2.21. Si D es un ciclo de longitud impar, entonces D no tiene
nicleo.

Demostracion. Sivg € N, entonces V. C N, lo que contradice la independencia
de N, ya que vp,—1,v9 € Vi y (vn—1,v9) € F.

Si vy ¢ N, entonces V_ C N, lo que contradice la absobencia de N, ya que
Up—1 No es absorbido por N.

Sea D = (vg,v1,...,up = vg) un ciclo de longitud impar y sean V, = {v; €
Vi:iespar,i € {1,...,n}} y Vo = {v; € V : i es impar, ¢ € {1,...,n}}.
Supongamos que D tiene un nicleo N C V. Claramente, v; ¢ N si y solo si
vi+1 € IN. Tenemos entonces dos casos posibles. O

Proposicion 2.22. Sea D una digrifica. Si todo ciclo de D tiene una flecha
simétrica, entonces D tiene nicleo.

Demostracion. Probaremos primero que para toda digréafica D en la que todo
ciclo tiene una flecha simétrica, existe una subdigrafica D’ aciclica que cumple
las siguientes condiciones:

1. V(D)) = V(D)
2. (u,v) € F(D)\ F(D') = (v,u) € F(D') N F(D)

Procedemos por induccion sobre la cantidad de ciclos en D. Si D tiene un s6lo
ciclo v = (x¢,...,&; = xo) con una flecha simétrica (zs,xs+1), para alguna
s € {0,...,j — 1}, tomamos D’ = D \ {(xs,xs41)}. Es claro que D’ cumple las
condiciones (1.) y (2.).

Supongamos que toda digrafica D con k ciclos, k < n, contiene una subdi-
grafica aciclica que cumple las condiciones (1.) y (2.) siempre que todo ciclo de
D tenga una flecha simétrica.

Sea D una digrafica con n ciclos, en la que todo ciclo tiene una flecha simé-
trica. Sea C' el conjunto de ciclos de D con s6lo una flecha simétrica.
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Si C' = @, todo ciclo en D tiene al menos dos flechas simétricas. Consi-
deremos v = (zo,...,x; = wo) un ciclo arbitrario en D. Entonces, para al-
guna s € {0,..,5 — 1}, (zs,2541) es una flecha simétrica de . Consideremos
Dy = D\ {(zs,25+1)}. Es claro que todo ciclo en D; tiene al menos una flecha
simétrica y que D1 tiene menos de n ciclos. Entonces, por hipotesis inductiva, D,
tiene una subdigrafica D’ tal que V(D') = V(D1) y (u,v) € F(D1)\ F(D') =
(v,u) € F(D'YNF(D) .

Si C # @. Consideremos v, = (zo, ..., £ = xo) un ciclo con una soéla flecha
simétrica. Sea (xs,xs+1), para alguna s € {0, .., h— 1}, la flecha simétrica de ~,.
Consideremos D; = D\ {(2s,Zs+1)}-

Veamos que todo ciclo en Dy tiene una flecha simétrica. En busca de una
contradiccioén, supongamos que existe un ciclo v, = (yo, ..., 41 = Yo) en Dy sin
flechas simétricas. Esto implica que (zs4+1,2,) es una flecha de v, y ésta es la
unica flecha simétrica de 7, en D. Sin pérdida de generalidad x5 = yo y Ts+1 =
yi—1. Sear € {1,...,1 — 1} el menor entero para el cual y,. € V(v;) NV (7,). Este
namero existe ya que y;_; = xs41. Entonces y, = z; para alguna t € {0, ..., h}.
Consideremos el camino cerrado ¢ = (Yo, Y1, ooy Yr—1s Yr = Tty Tt 1y evey Ls—1, T =
Yo). Notemos que yo # y,. Ademés, por la elecciéon de r, y; # x; con i €
{2,...,7r—1} y j € {0,...,h — 1}. Se sigue que ( es un ciclo y por lo tanto debe
tener una flecha simétrica distinta de (y;—1,¥o). Esto implica la existencia de
una segunda flecha simétrica en v, o en ,, llevindonos a una contradiccién.

Figura 2.9: Una posible representacion de los ciclos v, (flechas en negro) y
vy (flechas punteadas). En esta configuracion, zs = 3, ¥ = Yo y ¢ =
(Y0, Y1, -+, Y5, Y6 = T5,T0, T1, T2, T3 = Yo)-

Se tiene que todo ciclo en D; tiene una flecha simétrica y que D; tiene menos
de n ciclos. Por hipétesis inductiva, existe una subdigrafica aciclica D’ de D;
tal que V(D') =V (D1) y (u,v) € F(D1)\ F(D') = (v,u) € F(D')NF(D). Es
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claro que V(D) = V(D) y (u,v) € F(D)\ F(D') = (v,u) € F(D')NF .

Ahora, como D’ no tiene ciclos, tiene un nicleo N. Veamos que N es también
nucleo de D. Claramente N es absorbente en D, ya que es absorbente en D’.
Supongamos que N no es independiente en D, entonces existen u,v € N tales
que (u,v) € F(D)\ F(D'). Entonces, por (2.), tenemos que (v,u) € F(D’), lo
que contradice que N sea independiente en D’. Por lo tanto N es nicleo de D.[

Definicion 2.23. Una digréafica D es ndcleo-perfecta si para toda subdigrafica
inducida D’ C D, se tiene que D’ tiene un ntcleo.

Se sigue de la definicién anterior que toda digrafica ntcleo-perfecta tiene
ntcleo.

Proposicion 2.24. Si D es una digrdfica transitiva, entonces D es nicleo-
perfecta.

Demostracion. Sea D una digrafica transitiva y sea D’ C D una subdigréfica
inducida de D. Como D es transitiva, entonces D’ también lo es. Por proposicién
2.9 todo ciclo de D’ tiene una flecha simétrica y por proposicion 2.22 tenemos
que D’ tiene nicleo. O

Proposicion 2.25. Si D es un torneo transitivo, D tiene un inico niicleo.

Demostracion. Sea D un torneo con n vértices y sea z € V un vértice de ingrado
méximo. Sid~ (z) =n—1, {z} esnicleo de D. Sid~ (z) < n—1 entonces existe un
vértice 2’ € V tal que (z,2') € F. Consideremos I' " (z) = {v € V : (v,z) € F}.
Dado que D es transitivo, tenemos que para todo v € I'"(z), (v,2') € F es
una flecha de D y entonces 6~ (2') > §~(x) + 1, lo que contradice que x sea de
ingrado méximo. Asi, 6~ (x) = n — 1. Ademas, = no es absorbido por ningin
vértice en D ya que D no tiene flechas simétricas, lo que garantiza que el nicleo
{z} es unico. O

Proposicion 2.26. Una digrifica D es transitiva si y solo si es cuasitransitiva
y niucleo-perfecta.

Demostracion. Para la condicién necesaria, recordemos que toda digrafica tran-
sitiva es por definicién cuasitransitiva. Por proposiciéon 2.24 tenemos que las
digréaficas transitivas son nicleo-perfectas.

Para la otra implicacion, sea D una digréfica cuasitransitiva y ntcleo-perfecta.
Sea T' = (vg,v1,v2) una trayectoria de longitud dos en D. Como D es cuasi-
transitiva, vy debe ser adyacente a vy. Si (vg,v2) ¢ F entonces (va,vg) € F
y entonces la subgrafica inducida por el conjunto de vértices {vg,v1,v2} es un
ciclo de longitud 3, lo que contradice que D sea nucleo-perfecta. Entonces ne-
cesariamente (vg, v3) es una flecha de D y como la eleccion de T fue arbitraria,
queda probado que D es una digrafica transitiva. O
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3. Nicleos por trayectorias monocromaticas

Definicién 3.1. Sea [k] := {1,2,...,k} un conjunto de k elementos que llama-
remos colores. Una coloracién de los vértices de una digrafica D, es una funcién
¢: V — [k], que asigna un color a cada vértice.

Una k-coloracién de los vértices de una digrafica D es una coloracién de sus
vértices con k colores. Llamamos clase cromatica al conjunto de todos los vértices
de D que estan coloreados con un mismo color. Formalmente, un conjunto de
vértices U C V es la clase cromética correspondiente a i € [k] si U = ¢71(4). Asi,
una k-coloracién es una particiéon del conjunto de vértices V' con k elementos
disjuntos (las clases cromaéticas de D).

Definicién 3.2. Decimos que una coloracién de los vértices de una digrafica
es propia si no existen dos vértices adyacentes del mismo color, es decir, si las
clases crométicas son conjuntos independientes.

(5]

Figura 3.1: Una 3-coloraciéon propia de los vértices de una digréfica con el con-
junto de colores {1, 2, 3}

Definicién 3.3. El nimero croméatico x(D), de una digrafica D, es el minimo
nimero natural k para el cual D tiene una k-coloracién propia.

Se tiene que para toda digrafica D de orden n, 1 < x(D) < n. Se da la
igualdad 1 = x(D) cuando D no tiene flechas, y x(D) = n cuando D es una
digrafica semi-completa. Es claro que para todo natural [ tal que x(D) <1 <mn,
existe una [-coloracién propia de los vértices de D.

Se sigue de las definiciones 2.1 y 3.3 que x(D) = x(Gp). Este hecho es de
particular utilidad cuando tomamos en cuenta el Teorema de Brooks, que da
una cota del nimero cromatico de graficas simples y por extension, de digraficas
cuando se conoce el grado maximo de la digrafica subyacente. La demostraciéon
de este teorema puede encontrarse en [3].

Teorema 3.4. (Brooks) Si G es una grifica conexa simple distinta de un ciclo
de longitud impar o una grdfica completa, entonces x(G) < A(G).
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De manera anédloga a como se colorean los vértices de una digréfica, también
se pueden colorear sus flechas. Lo que motiva las siguientes definiciones.

Definicién 3.5. Sea [k] := {1,2,...,k} un conjunto de k elementos que llama-
remos colores. Una coloraciéon de las flechas de una digrafica D, es una funcién
¢ : F — [k], que asigna un color a cada flecha.

En este caso llamaremos clase cromética al conjunto de todas las flechas de
D que estan coloreadas con un mismo color. Formalmente, si D es una digrafica
con una coloracién ¢ : F — [k] de sus flechas, E C F es la clase cromética
correspondiente a i € [k] si B = ¢71(4).

Definicién 3.6. Sea D una digrifica y T = (vg,v1,...,v,) una trayectoria
en D. Decimos que T es una trayectoria monocromatica si para toda ¢ €
{0,1,2,...,n — 1}, las flecha (v;, v;41) son del mismo color -i.e. estan en la misma
clase cromatica.

Diremos que una coloracion de las flechas de una digrafica D es propia si
todas las trayectorias monocrométicas de D son de longitud 1. El indice cromé-
tico de una digrafica D, denotado x’(D), es el minimo nimero natural k para
el cual D tiene una k-coloracién propia de sus flechas. Es claro que para toda
digrafica D, x'(D) = x(L(D)).

Definiciéon 3.7. Sea D una digrafica y ¢ una coloraciéon de sus flechas. Un
conjunto de vértices A C V es un conjunto ¢-absorbente si para todo v € V'\ A,
existe una vA-trayectoria monocromética.

Decimos que A C V es un conjunto ¢-independiente si para cualesquiera
u,v € A, se tiene que no existe una uv-trayectoria monocromatica en D.

Dado que toda flecha es una trayectoria monocromética de longitud 1, todo
conjunto ¢-independiente es independiente, pero el converso no necesariamente
es cierto.

Notemos que tampoco los conceptos de absorbencia y ¢-absorbencia son
equivalentes: todo conjunto absorbente (en el sentido tradicional) también es
¢-absorbente, pero el reciproco no siempre es cierto.

Definicion 3.8. Sea D una digrafica y ¢ una coloracién de sus flechas. Decimos
que N C V es un nucleo por trayectorias monocroméaticas, o simplemente un
¢-nucleo, si N es ¢-absorbente y ¢-independiente.

La existencia de ¢-ntcleos en una digrafica depende fuertemente de la co-
loracién de sus flechas. Asi, una digréafica puede tener un ¢-nticleo con algunas
k-coloraciones y con otras no.

Si bien nucleo y ¢-nicleo son conceptos similares, la existencia de ntcleos en
una digrafica no garantiza la existencia de ¢-ntucleos, y viceversa. La relacion,
cuando la hay, entre ntcleos y ¢-nicleos en ciertas clases de digraficas va a ser
explorada en las siguientes secciones.

Notemos que en toda digrafica D con una coloracién ¢, los nucleos y los
¢-nucleos coinciden si ¢ es una coloracién propia.
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Figura 3.2: Dos coloraciones de las flechas de una digrafica D. Con la coloracién
de la izquierda, D tiene un nicleo por trayectorias monocromaticas (vértices
negros), mientras que con la coloracion de la derecha no.

Proposicion 3.9. Si D es una digrdfica 1-coloreada por flechas, entonces D
tiene un ¢ — nicleo.

Demostracion. Sea D una digrafica y sea ¢ una l-coloracién de sus flechas.
Notemos que con esta coloracion, todas las trayectorias de D son trayectorias
monocrométicas. Empezaremos probando que para todo vértice vy € V' que no
estd en una componente terminal, existe una trayectoria T' = (vg, v1, ..., v;) don-
de v; es el Gnico vértice de T' que estd en una componente terminal. Procedemos
por induccién sobre n, la cantidad de componentes fuertemente conexas de D.

Si D es fuertemente conexa, todos sus vértices estdn en una misma compo-
nente terminal y por lo tanto cualquier vértice es un ¢ — ntcleo. Entonces, para
el caso base, consideremos una digréfica con dos componentes conexas D1 y Do,
donde D5 es terminal pero D; no. Consideremos un vértice vg € V(D;). Como
D es conexa, existe una flecha (u,w), con v € V(D) y w € V(D3). Ademas,
existe una vgu-trayectoria en D; ya que es una componente fuerte. Asi, existe
una vow-trayectoria T en D. Es claro que w es el tnico vértice de T' que esta
en Dg.

Supongamos que si D tiene k componentes fuertemente conexas, k < n,
entonces para todo vy € V que no esta en una componente terminal, existe una
vgvj-trayectoria T', donde v; es el inico vértice de T' que est4 en una componente
terminal de D.

Sea D una digrafica con n componentes fuertemente conexas Dy, D, ..., Dy,.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que D,, es una componente termi-
nal. Sea D’ la digrafica inducida por V(D) \ V(D,,). Es claro que D’ tiene n — 1
componentes fuertes: Dy, D, ..., D,,_1. Consideremos un vértice vy € V(D) que
no esta en una componente terminal de D. Por hipétesis inductiva, existe una
trayectoria T' = (vg, v1, ..., v;) en D’ donde v; es el inico vértice de T' que esta en
una componente terminal Dy, de D’. Si D, es una componente terminal de D,
aqui concluye esta parte de la prueba. Entonces, supongamos que Dy no es una
componente terminal de D. Esto es, existe una flecha (y, z) € F(D)\ F(D'), con
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y € Dy yze D, Comoyy v, estdn en la misma componente fuerte, existe una
trayectoria T} = (vj,Vj41, ..., vj4n = y) en Dy. Ahora, consideremos el camino
T, = (’Uo, Vly ooy Ujy Ujgly ooy Vjth = Y, Z) Notemos que v; € V(D) \ V(Dk) para
todo i € {0,...,5 —1}; v; € V(Dy,) paratodoi € {j,j+1,...,5+h}; 2 € V(D).
Se sigue que Ty es una vgz-trayectoria, donde z es el tnico vértice de To que
estd en una componente terminal de D.

Figura 3.3: Una posible representacion de D con cinco componentes fuertes don-
de se muestran la trayectoria T5. Las flechas onduladas representan trayectorias
dentro de las componentes conexas de D.

Teniendo este resultado, consideremos un conjunto N C V tal que:

1. NNV (D;)| = 1si D; es una componente terminal de D.
2..NNV(D;)| = 0si D; no es una componente terminal de D.

Esto es, N tiene exactamente un vértice de cada componente terminal de D.
Probemos que N es un ¢-ntcleo de D.

Para ver que N es ¢-absorbente, tomemos un vértice u € V(D) \ N. Si u
estd en una componente terminal, entonces claramente es absorbido por algin
vértice w € N. Si u no estd en una componente terminal, entonces existe una
uv-trayectoria T donde v es el tinico vértice de T que esté en alguna componente
terminal de D. Sea D, esta componente terminal. Tenemos que existe una vw-
trayectoria donde w € NNV (Dy) (o v € NNV (Dy)) lo que implica que existe
una uw-trayectoria con w € N. Asi, N es ¢-absorbente.

Por otro lado, como no salen flechas de las componentes terminales de D,
no puede existir una uwv-trayectoria para dos vértices v y v en componentes
terminales distintas. Asi, N también es ¢-independiente y por lo tanto, es un
¢-ntcleo de D. O

Definicién 3.10. Definimos la cerradura transitiva de una digrafica D colorea-
da por flechas como la tnica digrafica C(D) tal que:
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2. (u,v) € F(C(D)) siy solo si existe una uv-trayectoria monocromatica en
D.

Observacion. Para toda digrafica, D C C(D).

Proposicion 3.11. Sea D una digrifica y sea ¢ una coloracion de sus flechas.
D tiene un s-nicleo si y sdlo si C(D) tiene un nicleo.

Demostracion. Sea D una digrafica coloreada por flechas y sea N un ¢-nticleo de
D. Por definicién tenemos que V(D) = V(C(D)). Como N es ¢-independiente
en D, entonces N es independiente en C(D). Basta entonces probar que N
es absorbente en C(D). Supongamos que existe v € V(C(D)) \ N que no es
absorbido por N -i.e. no existe una vN-flecha. Entonces no existe una vIN-
trayectoria monocromética en D, y por lo tanto N no es ¢-absorbente en D,
llevdndonos a una contradiccion. Por lo tanto, N es nucleo de C(D).

Para la condicién de suficiencia, sea D una digrafica coloreada por flechas
tal que su cerradura transitiva C(D) tiene un ntcleo N. Claramente N es inde-
pendiente en D. Probaremos que N es ¢ — absorbente en D. Consideremos un
vértice v € V(C(D)) \ N. Como N es un nucleo, existe una vN-flecha en C(D),
lo que implica la existencia de una vN-trayectoria monocromética en D. Por lo
tanto IV es ¢-absorbente en D. O

Corolario 3.12. N es un ¢-niicleo de D si y sélo si N es un nicleo de C(D).

El siguiente teorema, demostrado por Sands, Sauer y Woodrow [12], garantiza
la existencia de ¢-nudcleos en digraficas 2-coloreadas.

Teorema 3.13. Si D es una digrifica 2-coloreada, D tiene un ¢-nicleo.

Este resultado es en general falso para k-coloraciones con k > 2. Los ejem-
plos de digraficas coloreadas que no admiten ¢-niicleos con algunas coloraciones
abundan y son muy diversos en su tamafio y orden. Por ejemplo, es facil ver
que un ciclo de longitud 3 no admite un ¢-ntucleo si la coloracién ¢ es propia.
Entonces no resulta asunto trivial el preguntarse qué caracteristicas tiene que
tener una digrafica para que admita un ndcleo por trayectorias monocromaticas
cuando se colorean sus flechas con 3 colores, 4 colores, etc. No menos trivial es
encontrar criterios que nos permitan determinar el maximo natural k£ para el
cual toda k-coloracion de las flechas de una digrafica admite ¢-nucleos. Estos
problemas se abordaran en la seccion siguiente.
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4. El ntimero pancromatico

Definicién 4.1. Sea D una digrafica. Su numero pancromatico m(D) es el mayor
natural k para el cual toda k-coloraciéon de las flechas de D admite un ntucleo
por trayectorias monocromaéticas.

El teorema de Sands, Sauer y Woodrow nos garantiza que el ntimero pan-
cromético de una digrafica D siempre existe y que 2 < w(D). Evidentemente
m(D) < m, donde m = |F|. Asi, para toda digrafica tenemos que 2 < 7(D) < m.

Si bien puede parecer contraintuitivo a primera vista, el hecho de que 7(D) =
k no garantiza que toda k’-coloracion, con k' < k, admita un nicleo por trayec-
torias monocromaticas. Mostraremos que la digrafica D de la figura 1 admite
nucleos por trayectorias monocromaticas para cada coloracion de sus flechas con
1,2, 8 y 9 colores, pero existen coloraciones con 3, 4, 5, 6 y 7 colores sin ntcleos
por trayectorias monocromaéticas.

0

V3

Figura 4.1: Digrafica D con niimero pancromatico 9.

Notemos que el conjunto de vértices {v1,vs,v5} es un nicleo, en el sentido
de Von Neumann, de la digrafica. Esto garantiza que tiene nucleo por trayec-
torias monocrométicas con cada 9-coloracion -i.e. w(D) = 9. La proposicion 3.9
y el teorema 3.13 nos garantizan que D tiene ntcleo por trayectorias mono-
crométicas para toda 1- y 2-coloracién, respectivamente. Consideremos ahora
una 8-coloracion ¢. Observemos que con ¢, D tiene a lo més una trayectoria
monocromatica y ésta, de existir, es de longitud 2. También es facil ver que si
{v1,v3,v5} es ¢-independiente, entonces {v1,v3,v5} es un ¢-nicleo de D. Pode-
mos suponer que la Unica trayectoria monocromatica posible bajo ¢ une a dos
vértices de {v1,vs,v5}. Sin pérdida de generalidad, esta trayectoria es una vy vs-
trayectoria monocromatica. Pero entonces tenemos que {vg,v3} es un ¢-nicleo.
Asi, D admite un nucleo por trayectorias monocromaticas con toda 8-coloracion.
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Figura 4.2: Coloraciones de D que no admiten ntucleos por trayectorias mono-
cromaticas.

La figura 4.2 muestra 3-, 4-, 5-, 6- y 7-coloraciones sin ntucleo por trayectorias
monocromaticas. Empecemos probando que con la coloracion del inciso (a), D
no tiene nicleo por trayectorias monocromaticas. Para esto, supongamos que
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D si tiene un nicleo por trayectorias monocrométicas N. Supongamos también
que vg € N. Como vy no absorbe a vo mediante una trayectoria monocroma-
tica, entonces necesariamente v3 € N 6 vq4 € N. En ambos casos llegamos a
una contradiccion ya que (v3, v4,vg) es una trayectoria monocromética de color
3. Entonces vg ¢ N. Dado que la digrafica (con esta coloracion) es altamente
simétrica, un argumento completamente anélogo muestra que vo ¢ N y vy ¢ N.
Ahora, supongamos que v; € N. Notemos que los tnicos vértices que absorben
a vo mediante una trayectoria monocromética son vz y v4. Entonces v3 € N 6
v4 € N. Pero tenemos, que (v1,v2,v3) y (v1,v2,v4) son trayectorias monocro-
maéticas de color 2, lo que contradice la ¢-independencia de N. Un argumento
analogo muestra que vs ¢ N y vs ¢ N. Asi, D no tiene nticleos por trayectorias
monocromaticas con esta coloracioén.

Para probar que D no tiene niicleos por traycetorias monocromaticas con las
coloraciones de los incisos (b), (c), (d) y (e), notemos que con estas cuatro colo-
raciones, D tiene la misma cerradura transitiva C(D) (ver figura 4.3). Entonces
basta probar que C(D) no tiene nicleo. Supongamos que C(D) si tiene un nicleo
N. Sivyg € N, entonces v ¢ N y vz ¢ N , de donde se sigue que N no absorbe
a vy. Asi, vg ¢ N. Si v; € N, necesariamente vy € N (si no, vy no es absorbido
por N). Pero entonces tenemos que vs no es absorbido por N. Se sigue v; ¢ N.
Finalmente si vo € N, entonces v3 no es absorbido por N. Asi, vy ¢ N. Hemos
probado que ningtn vértice en ' (vg) = {v1,v2} puede estar en un niicleo de
C(D) y que vy tampoco puede estar en un nacleo de C(D). Se sigue que C(D) no
tiene nicleo y por lo tanto, D no tiene nicleo por trayectorias monocromaticas.

\I[]
\
\:5 m \‘I]

N \ Vz
Vq

Figura 4.3: La cerradura de D.

Proposicion 4.2. Sea D una digrdfica con m flechas. D tiene nicleo si y sélo
si w(D) = m.

Demostracion. Sea D una digrafica y sea N C V(D) un nuacleo de D. Como
N es por definicién absorbente, se tiene que es también ¢-absorbente. Dotemos
de una m-coloraciéon a las flechas de D. Dado que hay exactamente m flechas
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y m colores, es claro que no hay dos flechas del mismo color. Asi, todas las
trayectorias monocromaticas de D son de longitud uno, lo que nos garantiza la
independencia de N con esta coloracién. Por lo tanto N es ¢-ntucleo para toda
m-coloracién.

Si w(D) = m, entonces D tiene un ¢-nicleo N. Como todo conjunto ¢-
independiente es también independiente, basta probar que N es absorbente.
Como bajo toda m-coloraciéon, toda trayectoria monocrématica es de longitud
1, se tiene que N es absorbente y por lo tanto es un nicleo. O

Definicién 4.3. Una digrafica D con m flechas es pancromatica si para todo
natural k£ € {1,...,m}, toda k-coloraciéon de las flechas de D admite un ntcleo
por trayectorias monocromaéticas.

4.1. Algunas digraficas pancromaticas

Las proposiciones 4.4, 4.5, 4.6, 4.8 se deben a Galeana-Sanchez y Strausz
[10]

Proposicion 4.4. Si D es una digrifica que no contiene ciclos o trayectorias
de longitud 3, entonces D es pancromdtica.

Demostracion. Comencemos dando una 3-coloracion ¢ : F — {r,a,v} a D.
Nos referiremos a los colores como rojo, azul y verde respectivamente. Ahora,
identifiquemos las clases cromaéticas azul y roja, fusiondndolas en una sola clase
que llamaremos purpura. Asi, obtenemos una 2-coloracion ¢’ : F' — {p,v} de D.
Por proposicién 3.13 D tiene un ¢’-nticleo N. Si N es un ¢-nticleo aqui termina
la prueba. Supongamos entonces que no lo es. Notese que la independencia de
N es heredada de ¢ a ¢’-i.e., U C V es s-independiente siempre que sea ¢'-
independiente. Simplemente tenemos que probar que N es ¢-absorbente.

Sea u € V' \ N un vértice que no es ¢-absorbido por N con la coloracion .
Como N si es ¢’-absorbente, debe haber una uN- trayectoria purpura de longi-
tud 2: claramente no puede ser de longitud 1, y no puede ser de longitud mayor
o igual a 3, ya que por hipotesis D no contiene dichas trayectorias. Supongamos
entonces que T = (u, v, w) es esa trayectoria. Podemos suponer que N U{u} no
es ¢-independiente. Entonces, existe un vértice w’ € N y una w'u-trayectoria,
o (w,u) es una flecha de D. El ultimo caso no es posible ya que D no admite
trayectorias de longitud mayor a 2, y el primer caso induce un tridngulo di-
rigido, también prohibido por hipotesis. Concluimos entonces que N -o bien,
N U{uq,...,u;} para alguna [- es ¢-absorbente y por lo tanto, un ¢-nicleo. Ade-
més, como las flechas verdes no jugaron ningin papel, podemos argumentar de
manera similar con cualquier k-coloracion, k € {2,..,m} y entonces se tiene que
D es pancromética. O

Proposicion 4.5. Si D es una digrifica aciclica, entonces D es pancromdtica.

Demostracion. Sea D una digrafica aciclica y sea ¢ una coloracién de sus flechas.
Empezaremos probando que C(D), la cerradura transitiva de D, es una digrafica
aciclica. Para esto, supongamos que C(D) tiene un ciclo C. Entonces, existe una
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flecha (u,v) € F(C(D)) en el ciclo C' que no es una flecha de D. Como (u,v)
estd en un ciclo tenemos que existe una uv-trayectoria y una vu-trayectoria en
C(D). Esto implica la existencia de una uv-trayectoria y una vu-trayectoria en
D, que a su vez implica la existencia de un ciclo en D, contradiciendo que D es
aciclica.

Como C(D) es aciclica, C(D) tiene un nucleo (prop. 2.22) y por proposicion
3.11 D tiene un ¢-nicleo. O

Proposicion 4.6. Una digrifica cuasi-transitiva tiene nicleo si y sélo si es
pancromdtica.

Demostracion. Sea D una digrafica pancromatica, entonces w(D) = m y por lo
tanto D tiene nucleo.

Para la otra implicaciéon, sea D una digrafica cuasitransitiva y con niucleo y
sea ¢ una coloracion de sus flechas. Sea N C V un niucleo de D. Claramente
N es g-absorbente, entonces basta ver que NV sea ¢-independiente. Supongamos
que existe una uwv-trayectoria, con u,v € N, y supongamos que es de longitud
minima. Por la proposicién 2.7 sabemos que la digréafica de la figura 2.4, que
denotaremos por B, es subdigrafica de D o u es adyacente a v.

Si B C D, como N es un nucleo, debe existir una flecha de z (ver figura 2.4)
a algin vértice de N; digamos que es (z,w). Si w € {u,v} entonces u y w son
adyacentes, lo que contradice la independencia de N.

De otro modo, u y v son adyacentes, lo que también nos lleva a una contra-
diccion. O

Dado que toda digrafica transitiva tiene ndcleo, obtenemos que:
Corolario 4.7. Si D es una digrdfica transitiva, entonces D es pancromdtica.

Proposicion 4.8. Un torneo T con mas de dos vértices es pancromdtico si y
sdlo si m(T) > 2.

Demostracion. Sea T un torneo pancromatico con méas de dos vértices. Es claro
que T tiene al menos tres flechas, y como es pancromatico, n(T) = m > 3,
quedando asi desmostrada esta implicacion.

Para la otra implicacién, supongamos que 7' no es pancromaético y por lo
tanto, no tiene nicleo. Mostraremos que 7(7T') = 2. Sea B el conjunto de vértices
de un torneo transitivo maximal contenido en 7. B es distinto de V' ya que T'
no tiene nucleo.

Definimos N*(B) = {(u,v) € F: u€ Byv¢ B}y N~ (B) ={(u,v) € F:

u¢ Bywvée B}

Asignemos el color rojo a las flechas en N+ (B), el color verde a las flechas en
N~=(B), y el azul a todas las demés flechas en F(T)\(NT(B)UN~(B)). Veamos
que T no tiene niicleo por trayectorias monocromaéticas con esta coloracion.
Recordemos que como 7T es un torneo, un niicleo debe consistir de un sélo vértice.
Supongamos que {x} C V es un nucleo por trayectorias monocromaticas de D.

Supongamos que x esta en B. Notemos que toda trayectoria de V'\ B a B de
longitud mayor que 1, tiene una flecha azul y una verde. Asi, x debe absorber
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a todos los vértices de V' \ B por una flecha verde, es decir, (v, x) es una flecha
de T para todo v € V' \ B. Ademas, existe un va-trayectoria monocromética
para cada v € B\ {z}, pero como T [B] es transitivo, (v,x) € F para todo
v € B\ {z}. Asi, tenemos que {x} absorbe por una flecha a todo vértice de
V\ {z} -i.e. z es un niicleo de T- lo que contradice la hipotesis. Por lo tanto
no puede estar en B.

Ahora, supongamos que z € V' \ B. Tenemos que toda trayectoria de B a
V'\ B de longitud mayor que 1, tiene una flecha roja y una azul. Entonces x debe
absorber a cada vértice de B por una flecha roja. Notemos que T'[B U {z}] es
un torneo transitivo, ya que para cada una trayectoria {u,v,z}, con u,v € B, se
tiene que (u, ) es una flecha de T'[B U {z}]. Esto contradice que B sea maximal.

Hemos probado asi que con esta coloracién 7' no tiene nucleo por trayecto-
rias monocromaticas. Es decir, 7(T) # 3. Podemos simplemente subdividir las
clases cromaticas para mostrar que 7(7T") # k para cada k € {4,5,...,m}. Asi,
necesariamente 7(T) = 2, lo que contradice la hipotesis. Por lo tanto, T' debe
ser pancromatico.

Figura 4.4: Dos posibles trayectorias en D. De V\ B a By de B a V' \ B. Junto
a cada flecha, una letra indicando su color.

Proposicion 4.9. Si D es un ciclo de longitud par, entonces D es pancromadtica.

Demostracion. Sea D un ciclo de longitud par y sea ¢ una coloracién de sus
flechas. Si ¢ es una coloraciéon propia de las flechas de D, entonces D tiene
un ¢-nicleo ya que tiene niicleo. Si ¢ es una 1-coloracién, entonces D tiene ¢-
nicleo por proposicion 3.9. En lo que queda de la prueba, podemos suponer
que ¢ no es una coloracién propia ni una 1-coloraciéon. Sea {vg,v1,...,v, = vg}

27



el conjunto de vértices de D, etiquetados de modo que (v;,v;41) € F, para to-
da i € {0,1,...,n — 1}. Decimos que una uv-trayectoria T es monocromética
no-aumentante si es monocromatica y toda flecha en N~ ({u}) U N*({v}) esta
coloreada con un color distinto que las flechas de T'. Notemos que dos trayec-
torias monocrométicas no-aumentates 77 y Ts, de color 1 y 2 respectivamente,
no pueden tener mas de un vértice en comiun. De lo contrario, necesariamente
tendrian que compartir una flecha f (recordemos que D es un ciclo) que seria
de color 1 y de color 2 simultaneamente, lo cual no es posible. Definimos M
como la clase de todas las trayectorias monocromaéticas no-aumentantes en D
de longitud mayor o igual a dos.

Decimos que una wuwv-trayectoria T es un enlace heterocromatico si u es el
vértice final de una trayectoria 7" € M, v es el vértice inicial de una trayectoria
T" € M,y no hay dos flechas consecutivas de T' del mismo color. Informalmente,
un enlace heterocromético es una trayectoria heterocroméatica que no esta en M
pero que une a dos trayectorias en M, formando una séla trayectoria. Llama-
remos H™' a la clase de todos los enlaces heterocrométicos de longitud par en
D,y H™ alaclase de todos los enlaces heterocromaticos de longitud impar en D.

Figura 4.5: Un ciclo de longitud par descompuesto en elementos de 7. T7 y T3
estdn en M, mientras que Ty y T4 estan en H~ y HT respectivamente. En negro,
los vértices de N.

Sea 7 = M UH* U H~. Para facilitar la notacién, etiquetamos a los ele-
mentos de 7 de modo que 7 = {7}, T1,...,T,} donde el vértice final de T; es el
vértice inicial de T;4; para toda i € {0,1,...,p}. Como ¢ no es una coloracién
propia ni una 1l-coloraciéon, 7 tiene al menos dos elementos. Notemos que D
puede expresarse como la unién de los elementos de 7. Esto es, todo vértice de
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D estéa en al menos una trayectoria T; € T.

Para cada trayectoria T; € T, T; = (vj, Uj+1, ..., Uj+x) definimos un conjunto
(posiblemente vacio) segtn los siguientes casos:

z

= {vj+17vj+37 ...,’()jJrk,l} siT; € o+

= {’l}j+27’l)j+4, ...,’UjJrk,l} siT; € H™

= {Uj+k_1} siT; e My Ti—i—l EMUHT.
= {Uj+k} sil; e M y Ti+1 e H™.

Z2Z2ZEZ

Afirmacion: N = U?_| N; es un ¢-nicleo de D.

Para probar que N es g-absorbente, consideremos un vértice v; € V' \ N.
Procedemos caso por caso.

Caso 1: v; es un vértice de una trayectoria T; € H* -i.e T; es un enlace
heterocromatico de longitud par.
Claramente v; es c-absorbido por v;1.

Caso 2: v; es un vértice de una trayectoria 7; € H~ -i.e T; es un enlace
heterocromatico de longitud impar.

Tenemos que v; es g-absorbido por vj41, 6 v; es el vértice inicial de T;. En
el ultimo caso, v; es el vértice final de T;_;. Claramente 7;_; no puede ser un
enlace heterocromético. Esto es, T;_1 € M y por lo tanto v € N;_; C N.

Caso 3: v; es un vértice de una trayectoria 7; € M y T;11 € H™ -i.e. T; esuna
trayectoria monocromatica no-aumentante y 7; 1 es un enlace heterocromaético.
Claramente v; es g-absorbido por el vértice final de Tj.

Caso 4: v; es un vértice de una trayectoria T; € M y T;41qy € M U H*t-
i.e. T; es una trayectoria monocromética no-aumentante y 7;11 es un enlace
heterocromético.

Tenemos que v; es absorbido por el péniltimo vértice de T; 6 v; es el ltimo
vértice de 7. En el ultimo caso, tenemos que v; es el vértice inicial de Tjy;.
Si T;41 € M, entonces v; es g-absorbido por el pentltimo o el dltimo vértice
de T;+1 (ninguno de estos vértices es igual a v;, ya que en este caso T;11 es
longitud al menos dos). Si T;,; € H' nos remitimos al caso 1. Si Tj 1 € H™
nos remitimos al caso 2.

Para probar la s-independencia de IV, consideremos dos vértices v;,v; € N
y supongamos que existe una v;v;-trayectoria monocromatica P. Notemos que,
por la manera en que construimos el conjunto N, v; y v; no pueden estar en
una misma trayectoria 7; € M. Entonces P consta de una séla flecha. Esto es,
vj = V41 lo cual nos lleva a una contradiccion, por la construccién de N. Por
lo tanto N es un ¢-ntucleo de D. O
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Observemos que en la demostracion de la proposicién anterior sélo se uso6
la hipotesis de que la longitud de D es par en el caso en que la coloraciéon de
sus flechas es propia. La construccién del ¢-nicleo de D es valida para cualquier
coloracién que no sea propia en cualquier ciclo, sin importar cual sea su longitud.
Asi obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.10. Si D es un ciclo y < es una coloracion de sus flechas que no
es propia, entonces D tiene un ¢-nicleo.

4.2. Digréaficas localmente pancromaticas

En la seccién 3.1 hemos definido algunas clases de digraficas pancrométi-
cas identificando condiciones suficientes para la pancromaticidad. En todos los
casos, pedimos a las digraficas que tuvieran alguna propiedad global (e.g. ser
transitiva, ser aciclica, etc). En esta seccion estudiamos la pancromaticidad de
digraficas que cumplen ciertas condiciones sélo localmente. Es decir que basta
con que una digrafica dada contenga subdigraficas con ciertas propiedades para
garantizar su pancromaticidad. En todos los casos, pediremos que contengan
alguna subdigrafica pancromatica. Diremos que estas digraficas son localmente
pancrométicas. Comenzamos definiendo algunas operaciones entre digraficas.

Definicion 4.11. Sean D; y Ds dos digraficas. La unién D; U Do es la tnica
digrafica que cumple las siguientes condiciones:

1. V(Dl U DQ) = V(Dl) U V(DQ)
2. F(DyUDy) = F(Dy) U F(Dy).

Definicién 4.12. Dada una familia indicada de digraficas {Dy, Da,..., Dy} y
una digrafica K, con V(K) = {v1,vs,...,0,}, decimos que la suma de Zykov
> i Di es la digrafica D que cumple las siguientes condiciones:

1. V(D) =V (D) UV (D) U...UV(Dy,).
2. Para toda i € {1,...,n}, D; es una subdigréfica inducida de D.

3. Dadosu € V(D;) yw € V(Dj), i # j, se tiene que (u, w) € F(D) siy solo si (v;,v;) €
F(K).

La figura siguiente ilustra como se obtiene la suma de Zykov de una familia de
digraficas { D1, Do, D3, D4} sobre una digrafica K de cuatro vértices.

Esta definicién motiva el siguiente teorema cuya demostraciéon puede encon-
trarse en [1]

Teorema 4.13. (Bang Jensen y Huang) Sea D una digrifica cuasitransitiva.

Si D no es fuertemente conexa, entonces D = EUGV(K) D; donde K es una
digrdfica transitiva y cada D; es una digrdfica fuerte y cuasitransitiva.
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Si D es fuertemente conexa, entonces D = ZUGV(K) D; donde K es una
digrdfica fuerte semi-completa y cada D; es una digrifica que no es fuertemente
conexa.

Figura 4.6: En dos pasos la construccion de ), D;.

Proposicion 4.14. Sea D = U]' | E; donde cada E; es una digrifica pancro-

mdtica. Si para todo v € E; N E;, coni,j € {1,...,n}, se tiene que é,(v) =0,
entonces D es una digrifica pancromdtica.
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Demostracion. Procedemos por induccién sobre la cantidad de uniendos de D =
U ,E;. Si D = L, entonces D es pancromética.

Supongamos que si D = UE_ | E;, k < n, donde {E; : i € {1,...,k}} es una
familia de digraficas que satisfacen la hipotesis, entonces D es pancromética.

Consideremos una digrafica D = U"| E;, donde {E4, Es, ..., E,} es una fa-
milia de digraficas que satisfacen la hipétesis. Sea D1 = E; y Dy = UL, E;.
Dotemos a las flechas de D de una coloraciéon ¢. Por hipotesis, D es una di-
grafica pancromatica y por hipétesis inductiva D> lo es también. Entonces D,
tiene un ¢-niucleo N; y Ds tiene un ¢-nicleo Ns. Consideremos a los conjuntos
Up={veV(D)NV(Ds):ve Ny yvé¢ NatysealUs ={veV(D)NV(Ds):
vE Nyyw ¢N1} Sea N = (Nl UNQ)\(UlUUQ).

Afirmacién: N es un ¢-nucleo de D.

Empecemos probando que N es un conjunto ¢-independiente. Supongamos
que no lo es, entonces existe una uw-trayectoria monocromética 17" en D para
algtn par de vértices u, w € V(N). Claramente, no pueden estar ambos en Ny o
en Ny, ya que estos conjunto son ¢-independientes. Sin pérdida de generalidad
u€ Ny ywé€ No. Estoes, u € V(D1)\ V(D) y we V(Ds)\ V(D1). Notemos
que toda trayectoria de V(D;) \ V(D2) a V(D2) tiene que pasar por algin
v € V(D1)NV(Dy). En particular, T pasa por algtin vértice v € V(D1)NV (Ds),
lo que contradice que 6, (v) = 0. Por lo tanto N es ¢-independiente.

Figura 4.7: Diagrama de la ¢-absorbencia de N. Las flechas gruesas representan
trayectorias monocromaticas.
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Para probar que N es ¢-absorbente, consideremos un vértice w € V(D1)\N y
sea v € V(D1)NV(D3). Como ¢, (v) = 0 entonces no existen trayectorias de u a
v en D. En particular, no existen trayectorias de w a ningun vértice v’ € (U;UU>),
ya que (U; UUy) C V(Dy) NV (D3). Recordemos que Np es un nucleo de Dj.
Esto implica que existe una uw-trayectoria monocromatica para algin w € Nj.
Ahora, w no puede estar en (U; U Us), entonces w € Ny \ (Uy UUsz) C N. Asi,
u es absorbido mediante una trayectoria monocromética por V. El caso en que
u € V(D3) \ N es anélogo. Por lo tanto N es g-absorbente. O

La proposicion anterior es falsa si no se pide que todos los vértices en las
intersecciones de los uniendos tengan ingrado cero. La digrafica de la figura 4.8
es la union de dos digréaficas pancromaticas, D1 y D2, que comparten un vértice
de ingrado 3, pero no tiene ¢-ntcleo con la coloraciéon dada.

D]
/F -
G \'u O

PP

Figura 4.8: Una unién de digraficas pancromaticas que no es pancromaética.

Puede decirse que la siguiente proposicién es, en cierta manera, dual a la
proposicion 4.14. Su demostracién es muy similar.

Proposicion 4.15. Sea D = U", E; donde cada E; es una digrdfica pancro-

mdtica. Si para todo v € E; N Ej, con i,j € {1,...,n}, se tiene que 55 (v) =0,
entonces D es una digrifica pancromdtica.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre la cantidad de uniendos de D =
U E;. Si D = LI entonces D es pancromaética.

Supongamos que si D = UF_ | E;, k < n, donde {E; : i € {1,...,k}} es una
familia de digraficas que satisfacen la hipotesis, entonces D es pancromética.

Consideremos una digrafica D = U™ | E;, donde {E1, Eo, ..., E,,} es una fa-
milia de digraficas que satisfacen la hipdtesis. Sea D1 = Ey y Dy = U2, FE;.
Dotemos a las flechas de D de una coloracién ¢. Por hipétesis, D; es una
digrafica pancromética y por hipétesis inductiva Dy lo es también. Entonces
D, tiene un ¢-ntcleo Ny y Dy tiene un ¢-ntcleo Ny. Consideremos un vér-
tice v € V(D;1) N V(Dg). Como §*(v) = 0, tenemos que v no es absorbido
mediante una trayectoria monocromatica por ningtn otro vértice de D. En-
tonces, v € Ny y v € Ns. Como la elecciéon de v fue arbitraria, tenemos que
V(D1) NV (Ds2) € Ny N Ny. Es facil ver que N = N; U N» es un ¢-ntacleo de
D. O

Proposicion 4.16. Si D es una digrdfica asimétrica tal que todos sus blogques
son transitivos, entonces D es pancromdtica.
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Demostracion. Procedemos por inducciéon sobre la cantidad de bloques de D.
Si D consta de un sélo bloque, entonces D es transitiva y por lo tanto es pan-
cromaética.

Supongamos que si D es una digrafica asimétrica con k bloques, k < n, y
todos sus bloques son transitivos, entonces D es una digrafica pancromaética.

Sea D una digrafica asimétrica con n bloques, donde cada bloque es transi-
tivo. Sea ¢ una coloracion de las flechas de D. Sea {Bj, Bs, ..., B, } el conjunto
de bloques de D. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que B tiene
un solo vertice de corte. Definimos Vo = {v € V : v € V(B;),i € {2,...,n}} y
consideramos Dy = [V3]. Es claro que D tiene n — 1 bloques distintos. Para
mantener congruencia en la notaciéon, Dy = Bj.

Tenemos que ¢ es una coloracién de las flechas de Dy y Dy. Como D1 es tran-
sitiva por hipdtesis, se sigue que tiene un ¢-nicleo Ny. Y por hipétesis inductiva
D tiene un ¢-ntcleo Ns. Sea v = V(D1)NV,. Hacemos un anélisis caso por caso.

Caso 1: v ¢ Ny U Na.

Sea N = N; U N,. Claramente N es ¢-absorbente en D. Veamos que N
es ¢-independiente. En busca de una contradiccién, supongamos que existe una
uw-trayectoria monocromatica, con u € N1 y w € Na. Esto implica la existencia
de una uv-trayectoria T. Como v € V(D;), v es absorbido mediante una trayec-
toria monocromatica por algin vértice v’ € N -i.e. existe una vu'-trayectoria
monocromatica T” en D;. La existencia de Ty T” implica la existencia de las
flechas (u,v) € F(D1) y (v,u’) € F(D1) ya que Dy es transitiva.

Si u = o/, entonces la flecha (u,v) es simétrica, lo que esta prohibido por
hipétesis.

Si u # 4/, entonces, como D; es transitiva, se tiene que (u,u’) € F(Dy), lo
que contradice que N7 sea ¢-independiente.

Asi, N es ¢-independiente y por lo tanto es un ¢-ntcleo de D.

Caso 2: v € Ny y v ¢ No.

Definimos A como el conjunto de vértices en V(D;)\ N1 que son absorbidos
unicamente por v mediante una trayectoria monocromética. Esto es:

A={ueV(D;y)\ Ny : } uw-trayectoria monocromatica, w € Ny \ {v}}

Ahora, definimos A" € A como el conjunto de vértices en A que no son
absorbidos mediante una trayectoria monocromaética por Ny. Mas formalmente,

A" = {u € A : P uw-trayectoria monocroméatica, w € Ny}

Notemos que, como D; es transitiva, [A’] lo es también. Asi, [A’] tiene un
¢-nicleo N4/.
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b N ON

Figura 4.9: Diagrama de la ¢-absorbencia de N segin el caso 2. Las flechas
representan trayectorias monocromaticas.

Afirmaciéon: N = (N7 \ {v}) U Nas U N3 es un ¢-niicleo de D.

Empecemos probando que N es ¢-independiente.

Supongamos que existe una wuv-trayectoria T, con u € Ns. Tenemos que
T pasa por al menos un vértice de corte de D (a saber, v). Sea v’ el primer
vértice de corte visitado por T distinto de u. Es claro que ambos vértices u y
v’ estan en algun bloque Bj, con j € {2,...,n}. Entonces, v' es absorbido por
una trayectoria monocromética por algan vértice en Ny N V(B;). Esto implica
la existencia de una flecha simétrica en B; o de una flecha entre dos vértices de
Ny NV(B;), llevandonos en ambos casos a una contradiccion. Asi, no existen
trayectorias monocromaticas de Ny a Ny \ {v}1, ni a Na.

Ahora, supongamos que existe una uw-trayectoria, u € N1 \ {v} y w € Na.
Por construccién, existe una wv-trayectoria en D;. Entonces existe una wuv-
trayectoria en Dy, lo que implica que existe la flecha (u,v) € F(Dy), contradi-
ciendo que N; sea ¢-independiente. Por lo tanto, no hay trayectorias monocro-
maticas de Ny \ {v} a Ny.

Notemos que como toda trayectoria de V(D;) \ {v} a Ny tiene que pasar
por v, tenemos que no existen trayectorias monocromaticas de Ny \ {v} a N
(recordemos que N es ¢-independiente). Ademas, por construccién no hay tra-
yectorias monocromaticas de N4 a N1\ {v}, ni de N4/ a Na. Finalmente, como
Ni \ {v}, Nas y Ns son ¢-independientes, tenemos que N es ¢-independiente.

Veamos que N es ¢-absorbente. Claramente, cada vértice en V5 es absorbi-
do mediante una trayectoria monocromética por algin vértice en Ny. Ademés,
por construccién existe una au-trayectoria monocromatica, u € No, para cada
a € A\ A’; y cada vértice en A’ es ¢-absorbido por N4/. Finalmente, también por
cons truccién, existe una wu-trayectoria monocromatica, u € Ny \ {v}, para ca-
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da vértice w € V(D7) \ ((N1\{v}UA). Tenemos entonces que N es ¢-absorbente
y por lo tanto es un ¢-nicleo de D.

Caso 3: v € N1 N Ns.

Es claro que N = Ny U N5 es un ¢-niicleo de D.

En cualquiera de los tres posibles casos, D tiene un ¢-niicleo. Por lo tanto,
D es pancromatica. O

Aunque las condiciones que tienen que cumplir los bloques de D parezcan
algo fuertes, la proposicién 4.16 es falsa si se debilita cualquiera de ellas. Note-
mos que pedir que los bloques sean transitivos y asimétricos, es equivalente a
pedir que sean cuasitransitivos, asimétricos y nucleo-perfectos (ver proposicion
2.26). En la figura 4.10 tenemos dos digraficas que no son pancromaéticas: en
(a) se muestra una digrafica con bloques cuasitransitivos y asimétricos; en (b)
los bloques son cuasitransitivos y ntcleo-perfectos. Esto prueba que es necesario
pedir que los bloques de D sean asimétricos y ndcleo-perfectos.

D, D,
(a) El bloque D; tiene na- (b) Los bloques Dy y D3 tie-
cleo pero no es una digrafica nen flechas simétricas.

nucleo-perfecta

Figura 4.10: Dos digréficas con coloraciones de sus flechas sin nicleos por trayec-
torias monocromaticas. Esto muestra que no pueden debilitarse las condiciones
de la proposicion 4.16.

Para ver que la cuasitransitividad de lo bloques es necesaria, haremos un
breve andlisis de D, la digrafica 8-coloreada por flechas que se muestra en la
figura 4.11. Notemos que D es 2-conexa -i.e consta de un sélo bloque- y asimé-
trica. Mostraremos que D es nucleo-perfecta y que no admite ¢-nucleos con la
coloracion dada.

Definimos para cada i € {1,2,3,4}, al conjunto V; = {v;,u;}. Notemos que
cada vértice de V; estd unido a cada vértice de V;;, mediante una trayectoria
monocromatica de longitud 2, tomando los indices médulo 4 (e.g. existe una

36



usvo-trayectoria y una vovp-trayectoria, ambas de color 1). Ademaés, en D no hay
trayectorias monocromaticas de longitud mayor o igual a 3. Asi, si suponemos
que D tiene un ¢-nucleo N y que v; € N (o u; € N), entonces v;j12 ¢ N
y uir2 ¢ N. Se tiene entonces que N no absorbe mediante una trayectoria
monocromatica a ningun vértice del conjunto V;, 1, y por lo tanto no puede ser
un ¢-nucleo. Se sigue que D no admite niicleos por trayectorias monocromaticas.

Figura 4.11

Veamos que D es una digrafica nucleo-perfecta. Como es fécil verificar, D
es la suma de Zykov ) V; donde C es un ciclo de longitud 4. No es dificil ver
que los ciclos de longitud par son digrafica nucleo-perfectas. Sea {c1, ¢a, c3, ¢4} €l
conjunto de vértices de C', donde V; es el sumando correspondiente al vértice c;.
Dado que cada V; es un conjunto independiente, tenemos que si K es un ntucleo
de C, entonces los vértices de los sumandos correspondientes a los vértices K
forman un nicleo de D, que llamaremos N. Esto es, si ¢; € K entonces los
vértices de V; estan en N.

Sea D’ una subdigréfica inducida de D. Si para cada i € {1,2,3,4} se tiene
que V; NV (D') # &, entonces D’ sigue siendo una suma de Zykov de conjuntos
independientes sobre un ciclo de longitud 4, y por lo tanto D’ tiene niucleo. Si
para al menos una i € {1,2,3,4} se tiene que V; N V(D’) = & entonces D’
es una suma de Zykov de conjuntos independientes sobre una trayectoria T,
6 D’ es una digrafica sin flechas. En el primer caso, D’ tiene un ntcleo N y
sus vértices son los vértices de los sumandos correspondientes a los vértices del
nacleo de T' (recordemos que toda trayectoria tiene nucleo ya que no contiene
ciclos dirigidos). En el segundo caso, V(D’) es un nucleo de D’. Asi, tenemos
que D es una digrafica nicleo-perfecta.
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Resumiendo, tenemos que D es una digrafica asimétrica, nucleo-perfecta y
que no es cuasitransitiva, y no admite nicleos por trayectorias monocromaticas.
Concluimos que la cuasitransitividad de los bloques de una digréifica es una
hipétesis necesaria para que la proposicion 4.16 sea verdadera.

Proposicion 4.17. Sea K una digrifica transitiva y asimétrica con conjunto
de vértices V.= {vy,...,vn}, y {D; : i € {1,..,n}} una familia indicada de
digrificas. Sea Nk un nicleo de K y sea J = {i € {1,...,n} : v; € Ng}. Si D;
es pancromdtica para todo j € J, entonces D =), D; es pancromdtica.

Demostracion. Consideremos ¢ una coloracién de las flechas de D. Para cada
j € J, sea Nj un ¢-nicleo de D;. Consideremos N = U;csIV;.

Afirmacion: N es un ¢-nicleo de D.

Para probar que N es ¢-absorbente, consideremos un vértice u € V(D). Si
u € V(Dj), para alguna j € J, entonces claramente u es absorbido mediante
una trayectoria monocromaética por algin vértice en N; C N. Podemos suponer
que para toda j € J, u ¢ D;. Esto es, u € D; para alguna i € {1,...,n} \ J.
Como Nk es un nicleo de K, existe un vértice v; € V(K), j € J, tal que
(vi,vj) € F(K). Entonces, si D; es el sumando correspondiente a v;, tenemos
que existe una flecha (u,w) € F(D), para cada w € V(D;). En particular, existe
una flecha (u,w) € F(D) para alguin w € Nj. Por lo tanto, N es un conjunto
¢-absorbente.

Ahora, en busca de una contradiccion, supongamos que N no es ¢-independiente.
Es decir, existen dos vértices u € V(D;) y w € V(Dy), 5,k € J, unidos por
una uw-trayectoria monocromatica en D. Si j # k, entonces existe una v;vj-
trayectoria en K. Esto implica que (v;,vx) € F(K) (ya que K es una digrafica
transitiva) lo que contradice que N sea independiente. Si j = k, entonces existe
un ciclo en K que contiene al vértice v;. Pero los ciclos en digraficas transitivas
tienen flechas simétricas, lo que esta prohibido por hipotesis. Asi, no existen
dos vértices en N unidos por una trayectoria monocromatica. Por lo tanto N es
¢-independiente. O

El siguiente colorario es un debilitamiento de la proposicién anterior con un
enunciado mucho mas simple.

Corolario 4.18. La suma de digrificas pancromdticas sobre una digrdifica tran-
sitiva y asimétrica es una digrifica pancromdtica.

Aun si la clase de las digraficas transitivas es una subclase de las digraficas
pancrométicas, el resultado anterior no puede generalizarse para sumas sobre
digraficas pancromaéticas. Es decir, no es verdadero que la suma de digraficas
pancromaéticas sobre una digrafica pancromética es una digréafica pancromatica.
Ya hemos visto que la grafica de la figura 4.11 es una suma de Zykov de digraficas
pancromaticas sobre un ciclo par (pancromatico), con una coloracién que no
admite nucleo por trayectorias monocromaticas.
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Figura 4.12: La suma de Zykov de cinco digraficas sobre una digrafica transitiva
K. Los sumandos Ds y Dy, correspondientes al ntcleo de K, son pancromaticos.

Se sigue de la proposicién 4.17 que las digréficas pancromaéticas no pueden
caracterizarse por medio de subdigréaficas prohibidas, ya que cuando se consi-
dera la suma de Zykov sobre una digrafica transitiva K, no es necesario dar
condiciones para los sumandos que no corresponden al nicleo de K para que
la suma de Zykov sobre K sea una digrafica pancromética. En la digréfica de
la figura 4.12, podemos reemplazar al sumando D; con cualquier digréfica, y la
suma de Zykov sobre K seguira siendo pancromatica.

4.3. Digraficas sin niicleos

En las secciones 3.1 y 3.2 hemos estudiado varias familias de digraficas pan-
cromaticas. En esta seccion estudiaremos el nimero pancromatico de digraficas
tales que w(D) # m. Evidentemente ninguna de estas digraficas tiene nucleo.
Determinaremos de manera exacta el nimero pancromatico de algunas clases
de digraficas y daremos cotas superiores para digraficas sin ntcleo en general.

La siguiente proposicién nos serd util para establecer cotas superiores en las
proposiciones 4.22, 4.23 y 4.26. Estas proposiciones junto con las proposiciénes
4.28, 4.29 aparecen por primera vez en [10].

Proposicion 4.19. Sean ¢,k € N = {1,2,...}. Sic # {ﬂ + 1, para toda | €
{1,2,...,k}, entonces ¢ < 2v/k.

Demostracion. Comencemos esta prueba definiendo un par de funciones y ana-
lizando su comportamiento. Para algin k£ € N, consideremos la funcién fj :
[1,00) — R dada por fy(z) = £ + z. Derivando esta funcién, obtenemos que
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alcanza su valor minimo en 2 = v/k. Evaluando, fi(vVk) = 2vk. Ademas, es
facil ver que f es creciente en el intervalo [vk, c0).
Ahora consideremos la funcién f; : N — N dada por f;(z) = [£] + 2. Se

sigue que 2vEk < fr(n) < f7(n) para toda n € N. Notemos que si Vk es un
entero, entonces

1 VE]) = 5l [VE]) = 5(vVB) = 2vE = [2VE|.

Por otro lado, si vk no es un entero, tenemos que

7([VE]) < WEJ FVEH1S bt V22V 42

obteniendo 2vEk < f( [\/ﬂ) < 2vk+1 lo que implica que f,’j([\/k—‘) = [2\/?‘

Esto es, f; alcanza su minimo en [\/E-I

Ademas, como f; es creciente en [\/E, 00), entonces claramente f; también
lo es en [Vk,00) NN -ie. fi(n) > fi(m)sin >m > {\/E—‘ Asi, paran > [\/E—‘ ,
fi(n+1) > f#(n) de donde sigue que 0 < fi(n+1) — f(n). Desarrollando esta

expresion, obtenemos 0 < [niﬂ—‘ +n+1-[2]-n= ["L“W ~[El+1<1

Esto implica que para todo m > [2\/?‘ existe n tal que f;(n) = m.

Ahora, tomemos un natural ¢ € N tal que ¢ < ky ¢ # (ﬂ + [, para
toda I € {1,2,...,k}. Supongamos que se cumple que ¢ > 2vk. Como c es
un natural, también se cumple que ¢ > {2\/?‘ Entonces existe un natural n

tal que f;(n) = c. Es facil ver que n < k. Asi, se tiene que [£] +n = ¢,
con n € {1,2,..,k}, lo que contradice el comportamiento de f;. Por lo tanto
c < 2Vk. O

Proposicion 4.20. Sea D una digrdfica sin nicleo. Si D tiene a lo mds 4
vértices, entonces (D) = 2.

Demostracion. Mostraremos primero que existe una 3-coloracién propia de las
flechas de la digréafica completa de cuatro vértices, es decir la digrafica de or-
den cuatro que tiene un flecha simétrica entre cualesquiera dos vértices. Sea
K4 esa digrafica y sean vy, vq,v3,v4 € V sus vértices. Llamemos C1, Cy y Cs
a las clases cromaticas de K4 bajo una 3-coloraciéon. Definimos ¢ como la 3-
coloracion con clases cromaticas: C; = {(v1, v2), (v2,v1), (vs, va), (v, v3)}; Co =
{(v1,v4), (va,v1), (v3,02), (v2,v3) }; C3 = {(v1,v3), (v, 1), (V2,v4), (va, v2)} (ver
figura 4.13). Es facil ver que esta coloracién es propia, y que toda digrafica de
orden menor o igual a cuatro es subdigréafica de K4. En particular D es una sub-
digréafica de K4. Entonces tenemos que D tiene una 3-coloracion propia, y como
D no tiene nucleo, entonces (D) # 3. Subdividiendo las clases cromaticas de D
obtenemos que (D) # k para toda k € {3,...,m}. Por lo tanto n(D) =2. O
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Figura 4.13: Coloraciéon propia de Ky

En lo que resta de esta seccién, consideraremos sélo digréaficas con mas de
cuatro vértices. Es decir, siempre que se tenga una digrafica D, queda sobren-
tendido que D tiene al menos 5 vértices.

Proposicion 4.21. Si D es un ciclo de longitud impar, entonces w(D) = 2.

Demostracion. Sea D un ciclo de longitud impar con conjunto de vértices V =
{vo,v1, ..., 0, }. Sabemos que D no tiene nicleo. Mostraremos entonces una
3-coloracion propia de F. Definimos Fy = {(v;,v;41) € F : 1 es par, i €
{2,...,n—1}}, F» = {(vs,vi41) € F(D) : i es impar, ¢ € {1,...,n—2}}. Co-
loreamos de rojo todas las flechas en Fi, de verde todas las flechas F5, y de
color azul a (vg,v1) € F. Con esta coloracion, D no tiene nucleo por trayectoria
monocromaticas puesto que no tiene ntcleo. Asi w(D) # 3. Subdividiendo las
clases cromaéticas bajo esta coloracion, obtenemos que para cada k € {4, ..., m},
existe una k-coloracion propia de D. Por lo tanto w(D) = 2. O

Proposicion 4.22. Una digrdfica D no tiene nicleo si y solo si (D) < 24/x(D)

Demostracion. Para la condicién de suficiencia, observemos que:

1. Si D es un torneo con n vértices, x(D) =n < m.
2. Si la gréfica subyacente de D es un ciclo impar, x(D) = 3 < m.

Por teorema 3.4 tenemos que si la grafica subyacente de D no es un ciclo im-
par o una grafica completa x(D) < A(D). Ademas, es facil ver que A(D) < m,
excepto cuando D es una estrella, caso que no esta en consideracién puesto las
estrellas, no teniendo ciclos, tienen niucleo. De las dos dltimas desigualdades ob-
tenemos x (D) < m. Asi, si 7(D) < x(D), entonces (D) < m y por proposicion
4.2 D no tiene ntcleo.

Para la otra implicacion, sea D una digrafica sin ntcleo y sea k = x(D).
Demos una k-coloracion ¢ : V' — [k] propia a los vértices de D. Denotemos por
V; = ¢ 1(i), para cada i € [k], a las clases cromaticas de D.

Ahora, coloreemos a las flechas de D con k colores de la siguiente manera: a
cada flecha le asignamos el color de vértice inicial. Es decir, la flecha (u,v) € F
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tendra el mismo color que v € V. Como la coloracién de los vértices ¢ es una
coloracion propia, cada V; es independiente. Denotemos por F; a las clases cro-
maticas de las flechas de D. Es claro que no se anade estructura a las trayectorias
monocrométicas de D con esta coloracion, es decir, no hay trayectorias mono-
crométicas de longitud 2. Asi, como por hipétesis D no tiene niicleo, entonces D
tampoco tiene nicleo por trayectorias monocromaéticas, probando que w(D) # k.

Figura 4.14: Una digrafica 3-coloreada en la que cada flecha tiene el color de su
vértice inicial. Los circulos representan las clases crométicas.

Podemos simplemente subdividir las clases cromaticas de las flechas de D
para probar que w(D) # I, para [ = {k,...,m}. Asi, 7(D) < k = x(D).

Para mejorar esta cota, refinemos la coloracién de las flechas de D. Recor-
demos que ¢ es una coloraciéon propia de V. Sea [ un natural tal que | < k.
Definimos una particion del conjunto {V; : i € [k]} en [ partes de cardinalidad
“casi” k/l:

Ul = {‘/13‘/27 sy VLk/lJ}a
Uz = {Viksij+1> Vikji)+25 - Va ki) 1

U= {Vu—vre/n+1 Va=1)re/i+2> -+ Vit

Para cada i € [k], denotamos ahora por A; = {(u,v) € F : u,v € UU;} al
conjunto de flechas contenidas en la parte U;. Asi, podemos colorear las flechas
de cada una de los conjuntos U; de esta particion con [k/l] colores, digamos
{1,2,...,[k/I]}, y con otros [ colores distinto, digamos {1’,2',...,1'}, podemos
colorear las flechas que “unen” a los conjuntos U;.
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Esto es, las flechas en:
N+(V1) NA;j, N+(VUV/U+1) NA,, .., N+(Vv(l,1)(k/”+1) N A; reciben el color

N*T(Va)N Ay, NT(Vigjij+2) N Az, ooy NY(Vi_1y[k/174+2) N Aq reciben el color

NJF(VLk/[J) NAi, NJF(VQUC/H) NAs, .., N+(Vk) N A; reciben el color [k/”

Mientras que las flechas en N (U;) reciben el color i'.

Figura 4.15: Diagrama de la coloraciéon de las flechas de D

Como las clases V;, ¢ € {1,..,k}, son conjuntos independientes, esta colora-
cion no altera la estructura de las clases monocrométicas de D -i.e. D no tiene
trayectorias monocrométicas de longitud 2 o mayor. Asi, dado queD no tiene
nucleo, D no tiene nicleo por trayectorias monocromaéticas con esta coloracién.
Entonces 7(D) # [k/l] + . Como se puede definir una coloracion aniloga para

cada ! € {1,...,k}, tenemos que 7(D) < 2¢/x(D). O

Proposicion 4.23. Una digrdfica D no tiene nicleo si y sélo siw(D) < x(L(D))

Demostracion. Sea D una digrafica sin ntcleo y sea k = x(L(D)). Sea s :
V(L(D)) — [k] una coloracién propia de los vértice de L(D). Claramente, < es
también una coloracion de las flechas de D. Esta coloracion para F(D) también
es propia, ya que si existieran dos flechas (u,v) y (v,w) en D coloreadas con el
mismo color, entonces los vértices (u,v) € V(L(D)) y (v,w) € V(L(D)) serian
adyacentes y estarian coloreados con el mismo color, lo que contradice que ¢ es
una coloracion propia de V(L(D)). Asi, con esta coloracion no existen trayecto-
rias monocromaéticas de longitud 2 en D. Ahora, por hipotesis D no tiene nicleo,
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entonces tampoco tiene nicleo por trayectorias monocromaéticas con esta colo-
racion. Asi, w(D) # k. Subdividiendo las clases crométicas, podemos encontrar
una l-coloracién que no admite ntcleos por trayectorias monocromaticas, para
cada | € {k,...,m}, obteniendo asi que 7(D) < x(L(D)).

Para la otra implicacion, sea D una digrafica tal que (D) < x(L(D)) y sea
m = |F(D)|. Es claro que x(L(D)) < |V(L(D))| = m. Asi, si 7(D) < x(L(D)),
entonces 7(D) < m y por lo tanto D no tiene nucleo. O

Definicién 4.24. Sea D una digréfica con conjunto de vértices V. Una parti-
cion de D en subdigraficas transitivas es un conjunto P = {V;, Vs, ..., Vi.} que
cumple las siguientes condiciones:

LV =Ur,V;
2.V,NV,; =@ paratodo i,j € {1, ..., k}.
3. [V;] es una digrafica transitiva para todo i € {1, ..., k}.

Definiciéon 4.25. Sea D una digrafica, definimos 7(D) = min{|P| : P es una
particion transitiva de D}

Proposicion 4.26. Una digrifica D no tiene nicleo si y sélo si m(D) <
24/7(D) + 1.

Demostracion. Para la condicién de suficiencia, considera D una digrafica sin
ntcleo. Probaremos que 7(D) < 24/7(D)+ 1. Sea V = V1 U...UV(p) de modo
que cada V; induce una subdigrafica transitiva de D. Para cada i € {1,...,7(D)},
asignemos el color i a las flechas en N*(V;). Usemos un color adicional para
colorear todas las flechas restantes (aquellas en el “interior” de las clases V;).
Tenemos entonces una (7(D) + 1)-coloraciéon. Observemos que si w € V; y v €
Vi, © # j, entonces las tnicas uv-trayectorias monocromaticas posibles tienen
longitud 1. Mas audn, si u,v € V; se tiene que existe una wv-trayectoria si y
solo si (u,v) € F(D), ya que V; es transitiva. Asi D = C(D), su cerradura
por trayectorias monocrométicas. Entonces D tiene ntcleo si y sélo tiene ntcleo
por trayectorias monocromaticas. Como por hipotesis D no tiene nicleo, hemos
probado que 7(D) < 7(D) + 1.

Para mejorar esta cota, utilizamos un argumento completamente analogo al
usado en la prueba anterior, obteniendo que 7(D) < 2+/7(D) + 1.

Para el reciproco, consideremos una digrafica D tal que 7(D) < 24/7(D) + 1.
Claramente cualquier digrafica con dos vértices es transitiva, entonces 7(D) <
[n/2]. Si sucediera que m = n— 1, donde n es el orden de D, entonces D es una
digrafica aciclica, y w(D) = m (proposicion 4.5). Asi obtenemos que 7(D) =
m = n — 1 y entonces, como D tiene al menos 5 vértices, n < 2,/7(D)+1 <
24/In/2] +1 < n lo cual es imposible. Asi, podemos suponer que m # n — 1
y como D es conexa, necesariamente m > n. Ademas, [n/2] < n—1 < m.
Asi, 7(D) +1 < m y por lo tanto 2,/7(D) + 1 < m. Finalmente, como 7(D) <
24/7(D) + 1, se tiene que (D) < m y por lo tanto D no tiene nicleo. O

La siguiente proposicién nos servird para la demostracién de la proposicion
4.28.
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Proposicion 4.27. Si D es un torneo y G C D es una subdigrifica inducida
aciclica de D, entonces G es transitiva

Demostracion. Sean u,v,w € V(G) tales que (u,v) € F(G) y (v,w) € F(G).
Como D es un torneo y G es una subdigréfica inducida, entonces u y w son
adyacentes en G. Si (w,u) € F(G) entonces (u,v,w,u) seria un ciclo, lo que
esta prohibido por hipotesis. Entonces necesariamente (u, w) € F(G), probando
asi que G es transitiva. O

Proposicion 4.28. Sea D = ZUEV(G) D, la suma de digrificas D, sin nicleo

sobre una digrifica G cualquiera. D no tiene niicleo si y sélo si m(D) < |V (G)|+
maz {w(D,)} + 1.

Demostracion. Para la condicién de suficiencia, sea D = Zvev(c) D, una di-
grafica sin nucleo y sea k = maz {n(D,)} + 1. Es claro que para cada D,, se
tiene que 7(D,) < k. Asi, para cada D, existe una k-coloracién de sus flechas
que no admite un nicleo por trayectorias monocromaticas (si |F(D,)| < k la
coloracion sélo tendra |F(D,)| colores). Coloreemos asi a cada término de la
suma. Extendamos esta coloracion a todas las flechas de D, usando |V (G)| co-
lores adicionales, de la siguiente manera: para cada v € V(G) y cada u € T+ (v),
coloreamos a todas flechas de D, a D, con el color v.

Afirmacioén: con esta coloracién D no tiene ntcleo por trayectorias monocro-
maticas.

En busca de una contradiccién, supongamos que D si tiene un niicleo por
trayectorias monocromaéticas K C V(D). Para cada v € V(G), definimos K, =
K n D,. Claramente existe vg € V(G) tal que K,, es distinto del vacio. Como
D, no tiene ntcleo por trayectorias monocromaticas, debe existir un vértice
w € D, que no es absorbido por K,,, de lo contrario K,, serfa un nicleo por
trayectorias monocromaéticas de D,,,. Como estamos bajo la suposicién que K es
un nicleo por trayectorias monocromaéticas, debe existir un v € V(G), u # vy,
tal que el término K, es distinto del vacio y absorbe a w. Esto es, existe una
flecha de w a algtn vértice en D, lo que implica que (vg,u) es una flecha de
G y entonces cada vértice de K, es adyacente a cada vértice de K,, lo que
contradice que K sea independiente.

Asi, D no admite nucleos por trayectorias monocromaticas con esta colo-
racion, y por lo tanto 7(D) # |[V(G)| 4+ max {n(D,)} + 1. Subdividiendo las
clases cromaticas de las flechas de D, se obtiene que (D) # k', para toda
kK € {k,...,m}, y por lo tanto n(D) < |V(G)| + max {m(D,)} + 1.

Para la condicién de necesidad, sea D una digrafica tal que D = > e D,
y (D) < |[V(GQ)| + maz {m(D,)} + 1. Si sucediera que G tiene un solo vértice,
entonce D = D,,, que por hipdtesis no tiene nicleo y aqui concluiria la demos-
tracion. Podemos suponer que G tiene mas de un vértice. Notemos que como
ninguna D, tiene nucleo, entonces |F(D,)| > 3, para cada v € V(G) . Asi,
|U{F(D,) :v e V(G)} > maz{|F(D,)|:veV(G)}+3.

Ademas, maz{|F(D,)| : v € V(G)} > max {r(D,)}, entonces
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|U{F(D,) : v e V(G)} >mazx{r(D,)} + 3.
Por otro lado, como D es conexa, G debe serlo también y por lo tanto
F(@)| = V(@) - 1.

Claramente, como cada D, tiene mas de un vértice,

m > |U{F(D,) : v e V(G)}| + |F(G)| y entonces
m > max{m(Dy)} + 3+ |V(G)| — 1 > max{n(D,)} + V(G) + 1 > n(D).

Por lo tanto, D no tiene niucleo. O

Proposicion 4.29. Una digrifica asimétrica (sin flechas simétricas) y cuasi-
transitiva D no tiene nicleo si y sélo si m(D) = 2.

Demostracion. Para la condicién necesaria, consideremos una digrafica D tal
que (D) = 2. Por la proposicién 4.20 podemos suponer que D tiene al menos
5 vértices y como es conexa, tenemos que m = |F| > 2. Entonces 7(D) < m, y
por lo tanto D no tiene niicleo, concluyendo esta parte de la demostracion.
Para la otra implicacién, procederemos por induccién sobre el orden de D.
Para el caso base, consideremos D una digrafica de orden 3, asimétrica,
cuasitransitiva y sin nidcleo. La tnica digrafica con méas de dos flechas y con
estas caracteristicas es un ciclo de longitud tres. Es claro que w(D) = 2.
Ahora, supongamos que si D es una digrafica de orden menor que n, cuasi-
transitiva, asimétrica y sin nucleo, entonces 7 (D) = 2.
Sea D una digréfica de orden n, cuasitransitiva, asimétrica y sin nucleo. Ha-
remos un and lisis caso por caso.

Casol: D es fuertemente conexa.

Por teorema 4.13 tenemos que:

D =", D;, donde K es una digrafica semicompleta y fuertemente conexa,
y cada D; es cuasitransitiva pero no es fuertemente conexa. Tenemos entonces
dos posibilidades.

Caso 1.1: K tiene nicleo. Como K es semicompleta, un niicleo debe consistir
en un solo vértice que llamaremos v. Mas atn, como D es asimétrica, K también
debe serlo, entonces K es un torneo y su nicleo es tnico. Sea D, el término
de D = ), D; correspondiente a v. Notemos que como v absorbe a todo
vértice en V(K) \ {v}, entonces cada vértice de D,, absorbe a todos los vértices
en V(D) \ V(D,). Entonces N*(V(D,)) = @. Esto contradice que D sea una
digréfica fuertemente conexa. Asi, K no puede tener nicleo. Pasamos al siguiente
caso.

Caso 1.2: K no tiene nicleo. Ya hemos probado que si K es un torneo y
no tiene nucleo, necesariamente w(K) = 2 (proposiciéon 4.8), y por lo tanto
para cada k € {3,...,m}, existe una k-coloracion sin nucleo por trayectorias
monocromaticas en K.
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Dotemos a las flechas de K de una coloracion sin ¢-nticleo. Definimos una
coloracion de D de la siguiente manera: por cada flecha coloreada (u,v) € F(K)
en K, coloreamos las flechas de D, a D, con el mismo color; las flechas en el
interior de D, y D, son coloreadas de manera arbitraria.

Afirmacion: D no tiene g-nicleo con esta coloracion.

En busca de una contradiccion, supongamos que D si admite un ¢-nicleo
N C V(D). Como estamos considerando la suma sobre una digrafica semi-
completa K, dados dos términos D, y D, tenemos que cada vértice de D, es
adyacente a cada vértice de D,,. Entonces debe existir un término D, tal que
N C V(D,); sino, N no seria independiente. Pero entonces, el vértice v € V(K)
seria un ¢-nacleo de K, lo que es una contradiccién. Por lo tanto w(D) = 2.

Caso 2: D no es fuertemente conexa.

Por teorema 4.13 tenemos que:

D =3, D;, donde T es transitiva y aciclica, y cada D; es cuasitransitiva y
fuertemente conexa. Esto es, T es la digrafica de condensacion de D.

Notemos que como T es transitiva y aciclica, todo vértice en V(D) es absorbi-
do por un vértice en alguna componente terminal de D. Asi, si toda componente
terminal D; de D tiene un nucleo N; C V(D), entonces claramente UN; es un
niicleo de D. Pero por hipétesis D no tiene ntcleo, entonces debe existir una
componente terminal D, de D, sin nicleo. Es claro que N*(D,) = &, ya que
D, es terminal. Ahora, como D, es fuertemente conexa, pero D no lo es, sa-
bemos que D # D, -i.e. |V(D,)| < |V(D)| = n. Ademas, D, es asimétrica,
cuasi-transitiva, y no tiene nicleo, entonces por hipotesis inductiva tenemos
que 7(D,) = 2. Esto es, para cada k' € {3, ..., |F(D,)|}, existe una k’-coloracion
de D, que no admite niicleos por trayectorias monocrométicas. Extendemos de
manera arbitraria esta coloracion a D. Notemos que D, no tiene ntcleos por tra-
yectorias monocromaticas con esta coloracién extendida, ya que N*(D,) = @.

Afirmacion: Con esta coloracion D no tiene nicleo por trayectorias mono-
cromdticas.

Supongamos que N C V(D) es un ¢-nicleo de D. Como N*(D,) = &,
entonces N N D, es un ¢-nicleo de D, lo que contradice la manera de colorear
aD,.

Observemos que dada una colecciéon de k colores, k € {|F(D,)], ..., |[F'(D)|},
podemos colorear a D,, con k' colores de modo que no tenga ¢-ntcleo, y al resto
de la digrafica con los k — k' colores restantes. Asi, D no tendra niicleo por
trayectorias monocromaticas. Concluimos que w(D) = 2. O

Proposicion 4.30. Sea D una digrdfica asimétrica sin nicleo. Si D no contiene
a una de las siguientes digrdficas como subdigrifica, entonces w(D) = 2.
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Figura 4.16: Subdigraficas no contenidas en D.

Demostracion. Sea D una digrafica sin niicleo que no contiene a ninguna de
las digraficas de la figura 4.16. En la proposiciéon 4.21 probamos que lo ciclos
de longitud impar tienen nimero pancromético 2. Para lo que resta de la de-
mostraciéon podemos suponer que D no es un ciclo de longitud impar. Ahora,
consideremos L(D), la digrafica de lineas de D. Como D no es un ciclo im-
par, entonces L(D) tampoco lo es. Por proposicion 2.16 (L(D)) tampoco es una
digréafica semi-completa.

Probaremos que, dado que D no contiene a ninguna de las digraficas de
la figura 4.16, tenemos que no existe un vértice v € V(L(D)) tal que §(v) =
1 (v)+ 67 (v) > 3 (de existir D contendria a alguna de las digraficas prohibidas
por hipotesis). Para esto, supongamos que existe un vértice v € V(L(D)) tal
que §(v) = 6T (v) + 6 (v) > 4. Analicemos cada posible caso.

Si % (v) > 4, entonces existen u,w € V(D) tales que v = (u,w) € F(D) y
ot (w) > 4. Asi, la digrafica (a) de la figura 4.16 seria una subdigrafica de D.

Si 6~ (v) > 1y dt(v) > 3, entonces existen u,w € V(D) tales que v =
(u,w) € F(D), 6 (u) > 1y 6 (w) > 3. Asi, la digréfica (b) o (c) de la figura
4.16 seria una subdigrafica de D.

Si 67(v) > 2y dt(v) > 2, entonces existen u,w € V(D) tales que v =
(u,w) € F(D), 6 (u) > 2y 6 (w) > 2. Asi, la digréafica (d), (e) o (f) de la
figura 4.16 seria una subdigrafica de D.

Si o (v) > 1y dt(v) > 3, entonces existen u,w € V(D) tales que v =
(u,w) € F(D), 6~ (u) > 1y dt(w) > 3. Asi, la digrafica (g) o (h) de la figura
4.16 seria una subdigrafica de D.

Si §~(v) > 4, entonces existen u,w € V(D) tales que v = (u,w) € F(D) y
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0~ (w) > 4. Asi, la digrafica (i) de la figura 4.16 seria una subdigrafica de D.

Es facil ver que estos son los tnicos casos posibles, y entonces se tiene que
no existe un vértice v € V(L(D)) tal que §(v) = 6T (v) + 4 (v) > 4.

Entonces, si Gp(p) es la gréafica subyacente de L(D) tenemos que el gra-
do méximo de Gp(py es menor o igual que 3. Por teorema 3.4 tenemos que
X(Gr(p)) < A(GL(p)) y entonces obtenemos x(L(D)) < A(L(D)) < 3. Ademas
sabemos que el nimero cromético de la digrafica de lineas de D es igual al indice
cromatico de D. Asi, x'(D) < 3 -i.e. existe una 3-coloracion propia de las flechas
deD. Sea ¢ dicha coloracion. Como por hipétesis D no tiene ntcleo, entonces
D no tiene ¢-nicleo, de donde se sigue que w(D) # 3. Subdividiendo las clases
croméaticas de D, obtenemos que 7(D) # k, para toda k € {3,...,m}. Por lo
tanto 7(D) = 2. O
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5. Notas sobre una conjetura

En el Capitulo 3 hemos demostrado que el nimero pancromatico de una, di-
gréfica con nucleo es m = | F|. En particular, en las subsecciones 4.1 y 4.2 hemos
probado que digréaficas aciclicas, digréficas sin ciclos ni trayectorias de longitud
3, digraficas cuasitransitivas con nicleo y ciclos de longitud par tiene nimero
pancromético m. Este resultado también es cierto para digraficas asimétricas
con bloques transitivos, uniones de digraficas pancromaticas que comparten sé-
lo vértices de ingrado 0, y sumas de Zykov de digraficas pancromaticas sobre
digraficas transitivas y asimétricas. La proposicién 4.8 garantiza que si D es un
torneo, entonces 7(D) € {2,m}. En la secciéon 4.3 se demostré que las digra-
ficas de orden menor o igual a cuatro, los ciclos impares, digraficas sin nicleo
que no contiene a cierta subdigraficas (ver figura 4.16) y digraficas cuasitransi-
tivas sin nucleo tienen ntimero pancromaético 2. Los mismo vale para digraficas
3-coloreables sin ntcleo.

Resumiendo los resultados de el Capitulo 4, salta a la vista el hecho de que
en todos los casos en que se pudo calcular el nimero pancromético exacto de
una digrafica D con m flechas, resulté que w(D) € {2, m}. Observaciones de este
tipo motivaron a Galeana-Sanchez y Strausz a enunciar la siguiente conjetura

Conjetura. Si D es una digrifica con m flechas, entonces w(D) € {2, m}.

De ser verdadera la conjetura, obtendriamos que una digrafica D con mas
de dos flechas no tiene nucleo si y solo si m(D) = 2. Esto reduciria la tarea
de buscar k-coloraciones que no admiten ¢-ndcleos, 2 < k < m, a la tarea, en
general mucho méas simple, de probar que D no tiene ntcleo.

De ser falsa la conjetura, tendriamos que existe una digrafica D tal que
2 < m(D) < m. De existir, esta digrafica tendria que cumplir todas las siguientes
propiedades:

= D no tiene nicleo de donde se sigue que no es un ciclo de longitud par,
pero contiene al menos un ciclo asimétrico

= D no es un ciclo de longitud impar
= D no es cuasitransitiva asimétrica de donde se sigue que no es un torneo

D tiene mas de cuatro vértices

D no es 3-coloreable por flechas

D contiene a alguna de las digraficas de la figura 4.16

Gp tiene un vértice de grado mayor o igual a 4.
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