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1. Introducción

Sea D = (V, F ) una digrá�ca, esto es, un conjunto V distinto del vacío
con una relación antire�exiva F ⊆ V × V . Llámamos vértices a los elementos
de V y �echas a los elementos de F . Un torneo es una digrá�ca tal que exis-
te exactamente una �echa entre cualesquiera dos vértices. Llamamos C3 (alt.
T3) a un torneo con tres vértices x, y y z tal que (x, y), (y, z), (z, x) ∈ F (alt.
(x, y), (y, z), (x, z) ∈ F ). Un camino dirigido en D es una sucesión de vértices
(v1, v2, ..., vn) tales que (vi, vi+1) ∈ F para todo i ∈ {1, ..., n− 1). Una trayecto-
ria dirigida es un camino dirigido en el cual vi 6= vj para toda i, j ∈ {1, ..., n},
i 6= j.

Un conjunto de vértices N ⊆ V en una digrá�ca D es independiente si entre
cualesquiera dos vértices u y v en N , no existe una �echa que los une; es decir,
(u, v) /∈ F y (v, u) /∈ F . Decimos que un conjunto independiente N ⊆ V es un
núcleo si además se tiene que para todo vértice x que no está en N , existe una
�echa de x a algún vértice de N .

Una k-coloración de las �echas de D es una función ς : F → [k] que asigna
a cada �echa un color de un conjunto de k colores distintos. Una trayectoria
monocromática en D es una trayectoria dirigida (v1, v2, ..., vn) tal que todas las
�echas (vi, vi+1) ∈ F , i ∈ {1, .., n−1}, son del mismo color. Un conjunto N ⊆ V
es ς-independiente si para cualesquiera dos vértices u y v en N no existe una
trayectoria monocromática que los une. Si además se tiene que para todo vértice
x que no está en N existe una trayectoria monocromática de x a algún vértice en
N , decimos que N es un núcleo por trayectorias monocromáticas, o simplemente
un ς-núcleo. La existencia de núcleos por trayectorias monocromáticas en una
digrá�ca D depende fuertemente de su coloración. Existen digrá�cas que tienen
núcleos por trayectorias monocromáticas para algunas coloraciones de sus �echas
pero para otras no.

El número pancromático de una digrá�ca D, denotado π(D), es el mayor
natural k para el cual toda coloración de las �echas de D, con k colores, admite
un núcleo por trayectorias monocromáticas. Llamamos digrá�cas pancromáti-
cas a las digrá�cas que admiten núcleos por trayectorias monocromáticas con
todas sus posibles coloraciones. Esto es, no importa con cuántos colores o cómo
se coloreen las �echas de una digrá�ca pancromática, ésta siempre tendrá un
núcleo por trayectorias monocromáticas.

Los conceptos de ς-independencia y de núcleo por trayectorias monocromá-
ticas nacen como generalizaciones de conceptos conocidos previamente; a saber,
los conceptos de independencia y núcleo. El estudio de núcleos en digrá�cas
comienza en 1944, cuando Von Neumann y Morgenstern introducen el concepto
en el marco de la teoría de juegos en [13]. En este contexto, un núcleo repre-
senta un conjunto de estrategias ganadoras (otras aplicaciones interesantes de
núcleos en la teoría de juegos pueden encontrarse en [2] y [4]). Casi cuarenta
años después, en 1982, el núcleo por trayectorias monocromáticas hace su prime-
ra aparición, aunque no con ese nombre, en [12]. En este trabajo Sands, Sauer y
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Woodrow prueban la existencia de núcleos por trayectorias monocromáticas en
digrá�cas 2-coloreadas por �echas. En [12] también se demuestra que un torneo
T 3-coloreado cuyos vértices han sido divididos en conjuntos ajenos de modo
que dos vértices en distintos conjunto están unidos por �echas rojas, mientras
que vértices en un mismo conjunto están unidos con �echas azules o verdes,
tiene un núcleo por trayectorias monocromáticas. Es fácil ver que ningún torneo
coloreado de este modo tiene ciclos tricolores de longitud 3 (C3). Esto motivó
a Sand et al. a plantear el siguiente problema: ¾Si T es un torneo coloreado
de modo que no tiene ciclos tricolores de longitud 3, entonces será cierto que
existe un vértice v en T tal que para cuaquier otro vértice x en T existe una
trayectoria monocromática de x a v? Claramente, este vértice sería un núcleo
por trayectorias monocromáticas.

En 1988, Minggang determina en [11] que en el problema de Sands et al., si
se pide además que el torneo T no tenga subtorneos transitivos tricolores de tres
vértices (T3) entonces T tiene un núcleo por trayectorias monocromáticas, que
consiste en un solo vértice. Además, Minggang muestra que este resultado no se
puede mejorar para torneos m-coloreados con m ≥ 5. A la fecha, la pregunta de
Sands et al. con 3 colores sigue abierta.

En 1996 Galeana-Sánchez introduce el término núcleo por trayectorias mo-
nocromáticas en [5] y establece condiciones su�cientes para su existencia en
torneos m-coloreados. Concretamente, si en un torneo T todos los ciclos de lon-
gitud a lo más 4 son cuasi-monocromáticos -i.e. todas sus �echas, a excepción
de a lo más una, son de un mismo color- entonces T tiene un núcleo por trayec-
torias monocromáticas. En [5] también se prueba, mediante dos contraejemplos,
que esta condición para la existencia de núcleos por trayectorias monocromá-
ticas no implica la condición de Minggang, ni viceversa. Esto es, los resulta-
dos de Minggang y Galeana-Sánchez son independientes uno del otro. Además,
Galeana-Sánchez prueba que es necesario pedir que los ciclos de longitud 4 sean
cuasi-monocromáticos para que su resultado sea cierto. Si no se piden que los
ciclos de longitud 4 sean cuasi-monocromáticos, entonces es necesario pedir que
los ciclos de longitud 3 sean completamente monocromáticos.

En [6], Galeana-Sánchez extiende el resultado principal obtenido en [5] pa-
ra digrá�cas que son cuasi-torneos, es decir, digrá�cas resultantes de sustraer
una �echa a un torneo. Concretamente, se prueba que si D es un cuasi-torneo
m-coloreado y todos los ciclos de D de longitud menor o igual a 4 son cuasi-
monocromáticos, entonces D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. No-
temos que en este caso, el ς-núcleo de D puede constar de dos vértices.

Un año más tarde, en 2001, Galeana-Sánchez y García Ruvalcaba [7] prueban
que si D es un cuasi-torneo m-coloreado y D no contiene a C3 ni a T3, entonces
D tiene un núcleo por trayectorias monocromáticas, extendiendo el resultado de
Minggang a cuasi-torneos. También se dan ejemplos de digrá�cas que no tienen
C3 (alt. T 3) y que no tienen ς-núcleos, lo que prueba que este resultado es lo
mejor posible.

En [8], se dan condiciones necesarias para que una digrá�ca tenga núcleo por
trayectorias monocromáticas para toda coloración sin C3 ni T3.

Notemos que todos los resultados obtenidos en [5], [6], [7], [8] y [11] para la
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existencia de ς-núcleos en digrá�cas, son válidos unicamente para coloraciones
sin subtorneos tricolores de orden 3 (C3 y T3). Los resultados [5], [6], [7] y
[11] son válidos sólo para torneos o casi-torneos. Resultados interesantes sobre
núcleos por trayectorias monocromáticas en otras clases de digrá�cas pueden
encontrarse en [9].

En [10] Galeana-Sánchez y Strausz introducen el concepto de digrá�ca pan-
cromática y número pancromático, temas de la actual tesis. Entre los resultados
obtenidos en [10] se dan condiciones su�cientes para que digrá�cas m-coloreadas
de algunas clases tengan núcleo por trayectorias monocromáticas, sin poner res-
tricciones a la coloración de sus �echas. En particular, se caracterizan a los
torneos pancromáticos en términos de su número pancromático, se muestra que
digrá�cas quasi-transitivas con núcleo, digrá�cas acíclicas y digrá�cas sin ciclos
ni trayectorias de longitud 3 admiten un ς-núcleo para toda coloración. También
se establecen cotas para el número pancromático de digrá�cas sin núcleo (en el
sentido de Von Neumman). Todo estos resultados se discuten a detalle en esta
tesis.

En el Capítulo 2 de este trabajo se de�nen conceptos elementales de la teoría
de digrá�cas y se demuestran algunos resultados conocidos que serán de utilidad
en las secciones posteriores.

En el Capítulo 3 se de�nen coloraciones por vértices y �echas. Se introduce
al lector al concepto de núcleo por trayectorias monocromáticas y se demuestra
su existencia en digrá�cas 1-coloreadas así como su relación con los núcleos.

En el Capítulo 4 se de�ne el número pancromático de una digrá�ca colo-
reada por �echas y el concepto de digrá�ca pancromática. En la sección 4.1 se
determinan algunas clases de digrá�cas pancromáticas y se caracterizan los tor-
neos pancromáticos en relación con su número pancromático. En particular, se
prueba que digrá�cas sin ciclos ni trayectorias de longitud 3, digrá�cas acíclicas
y digrá�cas cuasitransitivas con núcleo son pancromáticas. También tenemos,
como único resultado original de esta sección, que los ciclos de longitud par son
pancromáticos. Finalmente, también se muestra que un torneo T es pancromá-
tico si y sólo si π(T ) > 2.

En la sección 4.2 se establecen algunas condiciones su�cientes que tiene que
cumplir sólo localmente una digrá�ca para que ésta sea pancromática. Se de-
muestra que si todos los bloques de una digrá�caD son transitivos y asimétricos,
entonces D es pancromática. También se prueba que la unión de digrá�cas pan-
cromáticas que comparten sólo vértices de exgrado 0 (alt. ingrado 0) es una
digrá�ca pancromática. Finalmente, en la última proposición de esta sección se
muestra que la suma de Zykov sobre una digrá�ca transitiva y asimétrica K
es pancromática si los sumandos correspondientes al núcleo de K son digrá�-
cas pancromáticas. Se muestran mediante contraejemplos que ninguno de estos
resultados puede mejorarse. Todos las proposiciones y contraejemplos de esta
sección son resultados originales.

En la sección 4.3, se demuestra que el número pancromático de ciclos im-
pares y digrá�cas cuasi-transitivas sin núcleo es exactamente 2. Como resul-
tados originales en esta sección, tenemos que digrá�cas sin núcleo de orden
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menor o igual a 4 y digrá�cas sin núcleo, que no contienen determinadas sub-
digrá�cas (mostradas en la �g. 4.16), tienen número pancromático 2. Tam-
bién se determinan cotas superiores del número pancromático para digrá�cas
sin núcleo en general. Concretamente, si D no tiene núcleo, entonces π(D) <
min{2

√
χ(D), χ(L(D)), 2

√
τ(D) + 1}, donde χ(D) es el número cromático de

D, L(D) es la digrá�ca de líneas de D y τ(D) es la mínima partición de D en
digrá�cas transitivas.

En el Capítulo 5, que cierra este trabajo, encontramos comentarios respecto
a la conjetura sobre el número pancromático enunciada por Galeana-Sánchez
y Strausz en [10] de qué tanto nos acerca este trabajo a su demostración o a
su refutación. La conjetura dice: si D es una digrá�ca con m �echas, entonces
π(D) ∈ {2,m}.
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2. Conceptos preliminares

Una grá�ca simple G = (V,A) consiste en un conjunto �nito V distinto del
vacío, junto con un conjunto A ⊆ V × V de parejas no ordenadas de distintos
elementos de V . Llamamos vértices a los elementos de V , y aristas a los ele-
mentos de A. Esto es, a cada arista de G corresponde un subconjunto de V de
cardinalidad 2.

Una grá�ca dirigida, o simplemente una digrá�ca, D = (V, F ) consiste en
un conjunto �nito V distinto del vacío, junto a un conjunto F ⊆ V × V de
parejas ordenadas de V , tal que ∀v ∈ V, (v, v) /∈ F . Llamaremos vértices a
los elementos de V , y �echas a los elementos de F . Si D tiene n vértices y
m �echas, decimos que D es de orden n y tamaño m. En adelante usaremos
siempre la letra n para referirnos al orden de una digrá�ca y la letra m para
referirnos a su tamaño. Para evitar ambigüedad en la notación, siempre que
se tengan dos digrá�cas D y D′, usaremos V (D) y V (D′) para referirnos a sus
respectivos conjuntos de vértices, y F (D) y F (D′) para sus conjuntos de �echas.

Figura 2.1: Una digrá�ca de orden 4 y tamaño 6 (izq.) junto a una digrá�ca de
orden y tamaño 3 (der.).

Dada una digrá�ca D y dos vértices u, v ∈ V , decimos que u y v son adya-
centes cada vez que (u, v) ∈ F o (v, u) ∈ F . Siempre que se tenga una �echa
(u, v) ∈ F , diremos que u es su vértice inicial, y v su vértice �nal. Si sucede que
(u, v) ∈ F y (v, u) ∈ F , decimos que la �echa (u, v) es una �echa simétrica de
D. Llamaremos digrá�cas asimétricas a las digrá�cas sin �echas simétricas.

De�nición 2.1. La grá�ca subyacente de una digrá�ca D, denotada por GD
es la única grá�ca simple tal que:

V (GD) = V (D)

(u, v) ∈ A(GD) si y sólo si (u, v) ∈ F (D) o (v, u) ∈ F (D).

De�nición 2.2. Si dos digrá�cas D y D′ son tales que V (D′) ⊂ V (D) y
F (D′) ⊂ F (D), decimos que D′ es una subdigrá�ca de D. Si además se tie-
ne que para cualesquiera u, v ∈ V (D′), (u, v) ∈ F (D′) si y sólo si (u, v) ∈ F (D),
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entonces decimos que D′ es una subdigrá�ca inducida de D.

Si D es una digrá�ca y U ⊂ V un conjunto de vértices, llamamos a la subdigrá-
�ca inducida D′ cuyos vértices son los vértices de U , la digrá�ca inducida por
U ⊂ V , y se denota por D′ = [U ].

De�nición 2.3. La exvecindad o vecindad exterior de un vértice v ∈ V es el
conjunto Γ+(v) = {u ∈ V : (v, u) ∈ F}. Similarmente, la invecindad o vecindad
interior de v es Γ−(v) = {u ∈ V : (u, v) ∈ F}.

Llamamos vecinos exteriores de v a todos los vértices u ∈ Γ+(v), y vecinos
interiores de v a todos los vértices u ∈ Γ−(v). Los vecinos exteriores (interiores)
de v también son llamados exvecinos (invecinos). El exgrado o grado exterior
δ+(v) de un vértice v ∈ V es la cardinalidad de su exvecindad Γ+(v); el ingrado
o grado interior δ−(v) de un vértice v ∈ V es la cardinalidad de su invecin-
dad Γ−(v). De�nimos el grado máximo de una digrá�ca D como el natural
∆(D) = max{δ+(v0) + δ−(v0) : v0 ∈ V }.

Para grá�cas simples, de�nimos el grado de un vértice v, δ(v), como la car-
dinalidad del conjunto {u ∈ V : vu ∈ A}. El grado máximo de una grá�ca
simple G es el natural ∆(G) = max{δ(v0) : v0 ∈ V }. Es fácil ver que para toda
digrá�ca ∆(D) ≥ ∆(GD), dándose la igualdad cuando D es asimétrica.

Figura 2.2: Una digrá�ca de orden 7. Junto a cada vértice, su ingrado y su
exgrado.

Dado que toda �echa en una digrá�ca tiene exactamente un vértice inicial y un
vértice �nal, es fácil ver que en toda digrá�ca,

∑
v∈V δ

+(v) =
∑
v∈V δ

−(v) = m.
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De�nición 2.4. Un camino no dirigido en una grá�ca simple G es una suce-
sión C = (v0, v1, ..., vk) de vértices de G, tales que para todo i ∈ {0, 1, ..., k − 1},
vivi+1 ∈ A. Similarmente, un camino no-dirigido en una digrá�ca D es una su-
cesión C = (v0, v1, ..., vk) de vértices de D, tales que para todo i, j ∈ {0, 1, ..., k},
(vi, vj) ∈ F es una �echa de D, con |i− j| = 1. Si además se tiene que
(vi, vi+1) ∈ F para todo i, j ∈ {0, 1, ..., k − 1} entonces decimos que C es un
camino dirigido de longitud k. Es claro que cada �echa de D es un camino di-
rigido de longitud 1.

Diremos que un camino dirigido C es cerrado si v0 = vk. Sea C = (v0, v1, ..., vk)
un camino dirigido cerrado en una digrá�ca D. Si para todo i, j ∈ {1, ..., k − 1},
vi 6= vj siempre que i 6= j, diremos que C es un ciclo dirigido de D. Llamamos
acíclica a una digrá�ca que no tiene ciclos dirigidos.

Una trayectoria dirigida T es un camino dirigido C = (v0, v1, ..., vk) que no
repite vértices -i.e. vi 6= vj si i 6= j, para i, j ∈ {0, 1, 2, ..., k}.

Figura 2.3: Una digrá�ca con tres ciclos (v1, v2, v3, v4, v1), (v1, v2, v5, v1) y
(v5, v6, v7); (v1, v2, v5, v6, v7, v5, v1) es un camino cerrado que no es un ciclo;
(v1, v5, v6, v7) es un camino no-dirigido.

Dada una trayectoria dirigida T en D, si u ∈ V es su vértice incial y v ∈ V
su vértice �nal, diremos que T es una uv-trayectoria dirigida. Generalizando
esta idea, dado un conjunto de vértices N ⊆ V y un vértice u ∈ V , diremos que
T es una uN -trayectoria dirigida si T es una uv-trayectoria dirigida para algún
v ∈ N .

Para facilitar la notación, en adelante nos referiremos a caminos dirigidos,
ciclos dirigidos y trayectorias dirigidas, simplemente como caminos, ciclos y
trayectorias.

Proposición 2.5. Si D es una digrá�ca acíclica, entonces {v ∈ V : δ+(v) =
0} 6= ∅.
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Demostración. Sea D una digrá�ca acíclica y supongamos que A = {v ∈ V :
δ+(v) = 0} = ∅. Sea T = (v0, v1, ..., vk) una trayectoria de longitud máxima en
D. Dado que A = ∅, tenemos que δ+(vk) > 0, es decir, existe un vértice u ∈ V
tal que (vk, u) ∈ F . Dado que D es acíclica, u 6= vi para toda i ∈ {0, 1, ..., k}.
Notemos que la trayectoria T ′ = (v0, v1, ..., vk, u) es de longitud mayor que T ,
lo que nos lleva a una contradicción. Por lo tanto, A 6= ∅.

De�nición 2.6. Una digrá�ca D es cuasi-transitiva si para cada trayectoria de
longitud dos (u, v, w), se tiene que u y w son vértices adyacentes. Más aún, si
cada vez que se tenga una trayectoria (u, v, w) sucede que (u,w) ∈ F , entonces
decimos que D es transitiva.

Se sigue de la de�nición que toda digrá�ca transitiva es cuasitransitiva. La
proposición 2.26 da una equivalencia entre digrá�cas transitivas y una clase de
digrá�cas cuasitransitivas.

Proposición 2.7. Sea D una digrá�ca cuasi-transitiva. Si existe una uv-trayectoria,
entonces u es adyacente a v, o existen dos vértices x, y ∈ V tales que (u, x, y, v)
es una trayectoria y (v, x), (y, v) ∈ F (ver �gura 2.4).

Figura 2.4: Si u no es adyacente a v, esta digrá�ca es subdigrá�ca inducida de
D.

Demostración. Sea D una digrá�ca cuasi-transitiva. Probaremos primero que:

A�rmación 1: Si T = (u = x0, x1, ..., xn = v) es una uv-trayectoria en D de
longitud n ≥ 2 tal que (xi, xj) /∈ F si i+1 < j, con i ∈ {2, ..., n}, j ∈ {0, ..., n−1},
entonces (xn, xi) ∈ F si i < n− 1.

Probaremos esta a�rmación por inducción sobre n.
Si T es de longitud 2, entonces T = (u = x0, x1, x2 = v). Como D es cuasi-

transitiva, u y v son adyacentes, pero (u, v) /∈ F , entonces (v, u) ∈ F , quedando
así demostrado el caso base.

Supongamos que si T = (u = x0, x1, ..., xk = v) es una uv-trayectoria de
longitud k < n tal que (xi, xj) /∈ F si i+1 < j, con i ∈ {2, ..., k}, j ∈ {0, ..., k−1},
entonces (xk, xi) ∈ F si i < k − 1.
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Sea T = (u = x0, x1, ..., xn = v) una uv-trayectoria de longitud n en D. No-
temos que como D es cuasi-transitiva y (xi, xj) /∈ F si i + 1 < j, tenemos que
(xi+2, xi) ∈ F,∀i ∈ {0, . . . , n− 2}. En particular (v = xn, xn−2) ∈ F . Conside-
remos a T ′ = (u = x0, x1, ..., xn−2). T ′ es una trayectoria de longitud n − 2, y
por hipótesis inductiva (xn−2, xi) ∈ F para toda i ∈ {0, ..., n− 4}. Tenemos en-
tonces que (xn−2, xi) ∈ F para toda i ∈ {0, ..., n− 4} y que (v = xn, xn−2) ∈ F ,
de donde se sigue que (xn, xi) ∈ F para toda i ∈ {0, ..., n − 2}, ya que es D
cuasi-transitiva y (xi, xj) /∈ F si i+ 1 < j.

Ahora, tomemos una digrá�ca cuasi-transitiva D que no contiene a B, la
digrá�ca de la �gura 2.4, como subdigrá�ca inducida. Demostraremos que para
toda uv-trayectoria en D, con u, v ∈ V , se tiene que u y v son adyacentes.
Procedemos por inducción sobre n, la longitud de la uv-trayectoria.

Si T es de longitud 1, no hay nada que probar; si es de longitud 2, la cuasi-
transitividad de D nos garantiza que u y v son adyacentes. Entonces, para el
caso base tomaremos T = (u, x, y, v) una trayectoria en D. Como D es cuasi-
transitiva, x es adyacente a v, y u es adyacente a y. Como D no contiene a
B, (u, y) ∈ F o (x, v) ∈ F . En cualquiera de los dos casos se tiene que u es
adyacente a v por ser D cuasi-transitiva.

Ahora, supongamos que si T es una uv-trayectoria de longitud k < n, en-
tonces u es adyacente a v.

Sea T = (u = x0, x1, ..., xn = v) una uv-trayectoria de longitud n en D, n >
3. Como D es cuasi-transitiva, xi es adyacente a xi+2 para toda i ∈ {0, .., n− 2}.
Si existe la �echa (xi, xj) ∈ F con i+ 1 < j, entonces tenemos una trayectoria
(u = x0, x1, ..., xi, xj , xj+1, ..., xn = v) de longitud menor que n, y por hipótesis
inductiva, u es adyacente a v. Supongamos entonces que (xi, xj) /∈ F si i+1 < j.
Por la A�rmación 1, tenemos que (xn, xi) ∈ F para toda i ∈ {0, ..., n − 2}. En
particular (v, u) ∈ F .

Asi, si D es una digrá�ca cuasi-transitiva y si existe una uv-trayectoria,
entonces u y v son adyacentes o la digrá�ca de la �gura 2.4 es una subdigrá�ca
inducida de D.

Proposición 2.8. Sea D una digrá�ca transitiva y sean u, v ∈ V . Si existe una
uv-trayectoria en D, entonces (u, v) ∈ F .

Demostración. Sea D una digrá�ca transitiva y sea T una uv-trayectoria para
algún par de vértices u, v ∈ V .

Procedemos por inducción sobre la longitud de T . Si T es de longitud 2
se tiene que (u, v) ∈ F , ya que D es transitiva. Supongamos que si T es una
uv-trayectoria de longitud k < n para algún par de vértices u, v ∈ V , entonces
(u, v) ∈ F .

Sea T = (u = x0, x1, ..., xn = v) una uv-trayectoria de longitud n. Con-
sideremos T ′ = (u = x0, x1, ..., xn−1). Por hipótesis inductiva, (u, xn−1) ∈ F .
Entonces (u, xn−1, xn = u) es una uv-trayectoria de longitud 2 y como D es
transitiva, entonces (u, v) ∈ F .
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Proposición 2.9. Si D es una digrá�ca transitiva y C = (v0, v1, ..., vn = v0)
es un ciclo de D, entonces existe una �echa simétrica entre cualesquiera dos
vértices vi y vj, i, j ∈ {0, ..., n}.

Demostración. Sea D una digrá�ca transitiva y sea C = (v0, v1, ..., vn = v0) un
ciclo de D. Sean vi y vj , i, j ∈ {0, ..., n − 1} dos vértices del ciclo C. Es claro
que existe una vivj-trayectoria y una vjvi-trayectoria en D y por proposición
2.8 (vi, vj) ∈ F y (vj , vi) ∈ F .

De�nición 2.10. Un torneo es una digrá�ca D en la cual hay una �echa, y
sólo una, entre cualquier par de vértices. Notemos que todos los torneos son
cuasi-transitivos.

Figura 2.5: Una digrá�ca que no es cuasitransitiva (izq), una digrá�ca cuasi-
transitiva que no es transitiva (centro) y una digrá�ca transitiva (der)

De�nición 2.11. Una grá�ca simple G es conexa si para cualesquiera dos
vértices u, v ∈ V existe un camino no-dirigido entre u y v. Análogamente, una
digrá�ca D es conexa si para cualesquiera dos vértices u, v ∈ V existe un camino
no dirigido entre u y v. Decimos que D es 2-conexa si para todo v ∈ V , D − v
es una digrá�ca conexa ó consta de un único vértice.

Llamamos bloques deD a las subdigrá�cas inducidas deD que son 2-conexas
y máximas por contención con esta propiedad.

Importante: a partir de este punto todas las digrá�cas consideradas son
digrá�cas conexas, salvo que se indique lo contrario.

De�nición 2.12. Una digrá�ca D es fuertemente conexa (o fuerte) si para
cualesquiera dos vértices u, v ∈ V , existe una uv-trayectoria y una vu-trayectoria
en D.

Llamamos componentes fuertemente conexas de D, o simplemente compo-
nentes fuertes, a las subdigrá�cas inducidas de D que son fuertemente conexas
y son máximas por contención con esta propiedad. Se sigue de la de�nición que
una digrá�ca es fuertemente conexa si y sólo si tiene una única componente
fuertemente conexa (ella misma).
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Es claro que si D1 y D2 son componentes fuertes de D, entonces pueden
existir �echas de D1 a D2, ó de D2 a D1, pero nunca ambas, pues entonces
[V (D1)∪V (D2)] sería fuertemente conexa, contradiciendo que las componentes
son máximas por contención.

Decimos que una componente fuerte D1 es terminal si no salen �echas de
D1; es decir, si para todo par de vértices u ∈ V (D1) y v ∈ V \ V (D1), se tiene
que (u, v) /∈ F (D).

Figura 2.6: Los bloques (arriba) y las componentes fuertemente conexas de una
digrá�ca.

De�nición 2.13. Sea D una digrá�ca. Su digrá�ca de líneas, denotada L(D),
es la digrá�ca de�nida como sigue:

Los vértices de L(D) son las �echas de D.

Dados dos vértices (u1, v1), (u2, v2) ∈ V (L(D)), ((u1, v1), (u2, v2)) es una
�echa de L(D) si y sólo si v1 = u2.
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Figura 2.7: Una digrá�ca D y su digrá�ca de líneas L(D).

La siguiente proposición es consecuencia directa de la de�nición 2.13.

Proposición 2.14. D es un ciclo par (impar) si y sólo si L(D) es un ciclo par
(impar).

Proposición 2.15. Si L(D) es una digrá�ca de líneas con más de 4 vértices,
entonces L(D) no es un torneo.

Demostración. Procedemos por contradicción. Supongamos que L(D) es un tor-
neo. Sea U ⊆ V (L(D)) un conjunto de cuatro vértices de L(D) y sea G la
subdigrá�ca inducida por U . Es claro que G es un torneo de cuatro vértices.
Como existe una �echa entre cada pareja de estos vértices, tenemos que|F (G)| =(
4
2

)
= 6. Entonces

∑
v∈U δ

+(v) =
∑
v∈U δ

−(v) = 6. Se sigue que existe un vér-
tice v ∈ U tal que δ+(v) ≥ 2. Sean u,w ∈ U dos de los vecinos exteriores de
v. Esto es (v, u), (v, w) ∈ F (G), lo que implica que (v, u), (v, w) ∈ F (L(D)).
Además, como G es un torneo, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
(u,w) ∈ F (L(D)). Entonces, en D las �echas v y u forman una trayectoria de
longitud 2 (recordemos que los vértices de L(D) corresponden a �echas de D).
Análogamente, las �echas v y w forman otra trayectoria trayectoria de longitud
2 en D. Se sigue que en D, las �echas u y w tienen el mismo vértice inicial. Pero
como (u,w) ∈ F (L(D)), en D las �echas u y w forman una tercera trayectoria
de longitud 2, lo que contradice que tengan el mismo vértice inicial. Por lo tanto,
L(D) no es un torneo.

Un argumento completamente análogo muestra que:

Proposición 2.16. Si L(D) es una digrá�ca de líneas con más de 4 vértices,
entonces L(D) no es una digrá�ca semi-completa.

De�nición 2.17. Sea D una digrá�ca y N ⊆ V un conjunto de vértices de D.
Decimos que N absorbe a un vértice u ∈ V \ N si existe la �echa (u, v) ∈ F
para algún vértice v ∈ N . En este caso decimos que (u, v) es una uN -�echa.

Por ejemplo, en la �gura 2.7, tenemos que el conjunto {w, x} ⊆ V absorbe
a los vértices u y y.
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Decimos que un conjunto N ⊆ V es absorbente si absorbe a todos lo vértices
de V \N ; esto es, si para todo vértice u que no está en N , existe una uN -�echa.

Naturalmente, toda digrá�ca tiene al menos un conjunto absorbente ya que
V siempre es absorbente.

Sea D una digrá�ca. Si un conjunto N ⊆ V es tal que para cualesquiera dos
vértices u, v ∈ N , (u, v) no es una �echa de D, entonces decimos que N es un
conjunto independiente.

Es claro que un conjunto que consta de un sólo vértice siempre es indepen-
diente puesto que un vértice nunca está relacionado consigo mismo. En la �gura
2.7, los conjuntos {u, x} y {w, v} son conjuntos independientes.

De�nición 2.18. Un núcleo N ⊆ V es un conjunto de vértices que es a la vez
absorbente e independiente.

La existencia de un núcleo único en una digrá�ca nunca es algo garantizado:
algunas digrá�cas no tienen núcleo (e.g. ciclos de longitud impar), y otras tienen
más de uno (e.g. ciclos de longitud par). Las siguientes proposiciones dan algunas
condiciónes su�cientes para que una digrá�ca tenga un núcleo.

Figura 2.8: Los núcleos en digrá�cas, de existir, no necesariamente son únicos.
Coloreados de negro, los vértices de dos núcleos distinto de la misma digrá�ca.

Proposición 2.19. Si D es una digrá�ca acíclica, entonces D tiene núcleo.

Demostración. Procederemos por inducción sobre el orden de D. Es claro que
K1, la digrá�ca que consta de un sólo vértice, tiene núcleo. Supongamos ahora
que toda digrá�ca acíclica de orden k, con k < n, tiene un núcleo. Sea D una
digrá�ca acíclica de orden n. Como D es acíclica entonces el conjunto K =
{v ∈ V : δ+(v) = 0} es distinto del vacío (proposición 2.5). Claramente K es
una conjunto independiente. De�nimos la invecindad de K, como el conjunto
K− = ∪v∈KΓ−(v). Ahora , sea D′ la subdigrá�ca inducida por V \ (K ∪K−).
Notemos que si V \ (K ∪ K−) = ∅, entonces K es un núcleo de D. Entonces
podemos suponer que V \ (K ∪ K−) es no vacío. Dado que K 6= ∅, D′ tiene
menos de n vértices y entonces, por hipótesis inductiva, tiene un núcleo N .
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A�rmación: N ∪K es un núcleo de D.
Consideremos un vértice v ∈ V \ (N ∪ K). Claramente v ∈ K− ó v ∈

V (D′) \ N . En el primer caso, K absorbe a v. En el segundo caso, N absorbe
a v, ya que N es núcleo de D′. Asi, N ∪K es absorbente. Además, K y N son
independientes. Como δ+(v) = 0 para todo v ∈ K, tenemos que no hay �echas
de K hacia N ; y como por construcción N ∩ K− = ∅, tenemos que no hay
�echas de N hacia K. Entonces K ∪N es independiente. Por lo tanto K ∪N es
un núcleo de D.

Proposición 2.20. Si D es un ciclo de longitud par, entonces D tiene núcleo.

Demostración. Sea D = (v0, v1, ..., vn = v0) un ciclo de longitud par. Es fácil
ver que los conjuntos V+ = {vi ∈ V : i es par} y V− = {vi ∈ V : i es impar} son
los dos únicos núcleos de D.

Proposición 2.21. Si D es un ciclo de longitud impar, entonces D no tiene
núcleo.

Demostración. Si v0 ∈ N , entonces V+ ⊆ N , lo que contradice la independencia
de N , ya que vn−1, v0 ∈ V+ y (vn−1, v0) ∈ F .

Si v0 /∈ N , entonces V− ⊆ N , lo que contradice la absobencia de N , ya que
vn−1 no es absorbido por N .

Sea D = (v0, v1, ..., vn = v0) un ciclo de longitud impar y sean V+ = {vi ∈
V : i es par, i ∈ {1, ..., n}} y V− = {vi ∈ V : i es impar, i ∈ {1, ..., n}}.
Supongamos que D tiene un núcleo N ⊆ V . Claramente, vi /∈ N si y sólo si
vi+1 ∈ N . Tenemos entonces dos casos posibles.

Proposición 2.22. Sea D una digrá�ca. Si todo ciclo de D tiene una �echa
simétrica, entonces D tiene núcleo.

Demostración. Probaremos primero que para toda digrá�ca D en la que todo
ciclo tiene una �echa simétrica, existe una subdigrá�ca D′ acíclica que cumple
las siguientes condiciones:

1. V (D′) = V (D)

2. (u, v) ∈ F (D) \ F (D′)⇒ (v, u) ∈ F (D′) ∩ F (D)

Procedemos por inducción sobre la cantidad de ciclos en D. Si D tiene un sólo
ciclo γ = (x0, ..., xj = x0) con una �echa simétrica (xs, xs+1), para alguna
s ∈ {0, ..., j − 1}, tomamos D′ = D \ {(xs, xs+1)}. Es claro que D′ cumple las
condiciones (1.) y (2.).

Supongamos que toda digrá�ca D con k ciclos, k < n, contiene una subdi-
grá�ca acíclica que cumple las condiciones (1.) y (2.) siempre que todo ciclo de
D tenga una �echa simétrica.

Sea D una digrá�ca con n ciclos, en la que todo ciclo tiene una �echa simé-
trica. Sea C el conjunto de ciclos de D con sólo una �echa simétrica.
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Si C = ∅, todo ciclo en D tiene al menos dos �echas simétricas. Consi-
deremos γ = (x0, ..., xj = x0) un ciclo arbitrario en D. Entonces, para al-
guna s ∈ {0, .., j − 1}, (xs, xs+1) es una �echa simétrica de γ. Consideremos
D1 = D \ {(xs, xs+1)}. Es claro que todo ciclo en D1 tiene al menos una �echa
simétrica y queD1 tiene menos de n ciclos. Entonces, por hipótesis inductiva,D1

tiene una subdigrá�ca D′ tal que V (D′) = V (D1) y (u, v) ∈ F (D1) \ F (D′) ⇒
(v, u) ∈ F (D′) ∩ F (D) .

Si C 6= ∅. Consideremos γx = (x0, ..., xh = x0) un ciclo con una sóla �echa
simétrica. Sea (xs, xs+1), para alguna s ∈ {0, .., h−1}, la �echa simétrica de γx.
Consideremos D1 = D \ {(xs, xs+1)}.

Veamos que todo ciclo en D1 tiene una �echa simétrica. En busca de una
contradicción, supongamos que existe un ciclo γy = (y0, ..., yl = y0) en D1 sin
�echas simétricas. Esto implica que (xs+1, xs) es una �echa de γy y ésta es la
única �echa simétrica de γy en D. Sin pérdida de generalidad xs = y0 y xs+1 =
yl−1. Sea r ∈ {1, ..., l − 1} el menor entero para el cual yr ∈ V (γx)∩V (γy). Este
número existe ya que yl−1 = xs+1. Entonces yr = xt para alguna t ∈ {0, ..., h}.
Consideremos el camino cerrado ζ = (y0, y1, ..., yr−1, yr = xt, xt+1, ..., xs−1, xs =
y0). Notemos que y0 6= yr. Además, por la elección de r, yi 6= xj con i ∈
{2, ..., r − 1} y j ∈ {0, ..., h− 1}. Se sigue que ζ es un ciclo y por lo tanto debe
tener una �echa simétrica distinta de (yl−1, y0). Esto implica la existencia de
una segunda �echa simétrica en γx o en γy, llevándonos a una contradicción.

Figura 2.9: Una posible representación de los ciclos γx (�echas en negro) y
γy (�echas punteadas). En esta con�guración, xs = x3, yr = y6 y ζ =
(y0, y1, ..., y5, y6 = x5, x0, x1, x2, x3 = y0).

Se tiene que todo ciclo en D1 tiene una �echa simétrica y que D1 tiene menos
de n ciclos. Por hipótesis inductiva, existe una subdigrá�ca acíclica D′ de D1

tal que V (D′) = V (D1) y (u, v) ∈ F (D1) \ F (D′)⇒ (v, u) ∈ F (D′) ∩ F (D). Es
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claro que V (D′) = V (D) y (u, v) ∈ F (D) \ F (D′)⇒ (v, u) ∈ F (D′) ∩ F .

Ahora, como D′ no tiene ciclos, tiene un núcleo N . Veamos que N es también
núcleo de D. Claramente N es absorbente en D, ya que es absorbente en D′.
Supongamos que N no es independiente en D, entonces existen u, v ∈ N tales
que (u, v) ∈ F (D) \ F (D′). Entonces, por (2.), tenemos que (v, u) ∈ F (D′), lo
que contradice que N sea independiente en D′. Por lo tanto N es núcleo de D.�

De�nición 2.23. Una digrá�ca D es núcleo-perfecta si para toda subdigrá�ca
inducida D′ ⊆ D, se tiene que D′ tiene un núcleo.

Se sigue de la de�nición anterior que toda digrá�ca núcleo-perfecta tiene
núcleo.

Proposición 2.24. Si D es una digrá�ca transitiva, entonces D es núcleo-
perfecta.

Demostración. Sea D una digrá�ca transitiva y sea D′ ⊆ D una subdigrá�ca
inducida deD. ComoD es transitiva, entoncesD′ también lo es. Por proposición
2.9 todo ciclo de D′ tiene una �echa simétrica y por proposición 2.22 tenemos
que D′ tiene núcleo.

Proposición 2.25. Si D es un torneo transitivo, D tiene un único núcleo.

Demostración. Sea D un torneo con n vértices y sea x ∈ V un vértice de ingrado
máximo. Si δ−(x) = n−1, {x} es núcleo deD. Si δ−(x) < n−1 entonces existe un
vértice x′ ∈ V tal que (x, x′) ∈ F . Consideremos Γ−(x) = {v ∈ V : (v, x) ∈ F}.
Dado que D es transitivo, tenemos que para todo v ∈ Γ−(x), (v, x′) ∈ F es
una �echa de D y entonces δ−(x′) ≥ δ−(x) + 1, lo que contradice que x sea de
ingrado máximo. Así, δ−(x) = n − 1. Además, x no es absorbido por ningún
vértice en D ya que D no tiene �echas simétricas, lo que garantiza que el núcleo
{x} es único.

Proposición 2.26. Una digrá�ca D es transitiva si y sólo si es cuasitransitiva
y núcleo-perfecta.

Demostración. Para la condición necesaria, recordemos que toda digrá�ca tran-
sitiva es por de�nición cuasitransitiva. Por proposición 2.24 tenemos que las
digrá�cas transitivas son núcleo-perfectas.

Para la otra implicación, seaD una digrá�ca cuasitransitiva y núcleo-perfecta.
Sea T = (v0, v1, v2) una trayectoria de longitud dos en D. Como D es cuasi-
transitiva, v0 debe ser adyacente a v2. Si (v0, v2) /∈ F entonces (v2, v0) ∈ F
y entonces la subgrá�ca inducida por el conjunto de vértices {v0, v1, v2} es un
ciclo de longitud 3, lo que contradice que D sea nucleo-perfecta. Entonces ne-
cesariamente (v0, v2) es una �echa de D y como la elección de T fue arbitraria,
queda probado que D es una digrá�ca transitiva.
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3. Núcleos por trayectorias monocromáticas

De�nición 3.1. Sea [k] := {1, 2, ..., k} un conjunto de k elementos que llama-
remos colores. Una coloración de los vértices de una digrá�ca D, es una función
ς : V → [k], que asigna un color a cada vértice.

Una k-coloración de los vértices de una digrá�ca D es una coloración de sus
vértices con k colores. Llamamos clase cromática al conjunto de todos los vértices
de D que están coloreados con un mismo color. Formalmente, un conjunto de
vértices U ⊆ V es la clase cromática correspondiente a i ∈ [k] si U = ς−1(i). Así,
una k-coloración es una partición del conjunto de vértices V con k elementos
disjuntos (las clases cromáticas de D).

De�nición 3.2. Decimos que una coloración de los vértices de una digrá�ca
es propia si no existen dos vértices adyacentes del mismo color, es decir, si las
clases cromáticas son conjuntos independientes.

Figura 3.1: Una 3-coloración propia de los vértices de una digrá�ca con el con-
junto de colores {1, 2, 3}

De�nición 3.3. El número cromático χ(D), de una digrá�ca D, es el mínimo
número natural k para el cual D tiene una k-coloración propia.

Se tiene que para toda digrá�ca D de orden n, 1 ≤ χ(D) ≤ n. Se da la
igualdad 1 = χ(D) cuando D no tiene �echas, y χ(D) = n cuando D es una
digrá�ca semi-completa. Es claro que para todo natural l tal que χ(D) ≤ l ≤ n,
existe una l-coloración propia de los vértices de D.

Se sigue de las de�niciones 2.1 y 3.3 que χ(D) = χ(GD). Este hecho es de
particular utilidad cuando tomamos en cuenta el Teorema de Brooks, que da
una cota del número cromático de grá�cas simples y por extensión, de digrá�cas
cuando se conoce el grado máximo de la digrá�ca subyacente. La demostración
de este teorema puede encontrarse en [3].

Teorema 3.4. (Brooks) Si G es una grá�ca conexa simple distinta de un ciclo
de longitud impar o una grá�ca completa, entonces χ(G) ≤ ∆(G).
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De manera análoga a como se colorean los vértices de una digrá�ca, también
se pueden colorear sus �echas. Lo que motiva las siguientes de�niciones.

De�nición 3.5. Sea [k] := {1, 2, ..., k} un conjunto de k elementos que llama-
remos colores. Una coloración de las �echas de una digrá�ca D, es una función
ς : F → [k], que asigna un color a cada �echa.

En este caso llamaremos clase cromática al conjunto de todas las �echas de
D que están coloreadas con un mismo color. Formalmente, si D es una digrá�ca
con una coloración ς : F → [k] de sus �echas, E ⊆ F es la clase cromática
correspondiente a i ∈ [k] si E = ς−1(i).

De�nición 3.6. Sea D una digrá�ca y T = (v0, v1, ..., vn) una trayectoria
en D. Decimos que T es una trayectoria monocromática si para toda i ∈
{0, 1, 2, ..., n− 1}, las �echa (vi, vi+1) son del mismo color -i.e. están en la misma
clase cromática.

Diremos que una coloración de las �echas de una digrá�ca D es propia si
todas las trayectorias monocromáticas de D son de longitud 1. El índice cromá-
tico de una digrá�ca D, denotado χ′(D), es el mínimo número natural k para
el cual D tiene una k-coloración propia de sus �echas. Es claro que para toda
digrá�ca D, χ′(D) = χ(L(D)).

De�nición 3.7. Sea D una digrá�ca y ς una coloración de sus �echas. Un
conjunto de vértices A ⊆ V es un conjunto ς-absorbente si para todo v ∈ V \A,
existe una vA-trayectoria monocromática.

Decimos que A ⊆ V es un conjunto ς-independiente si para cualesquiera
u, v ∈ A, se tiene que no existe una uv-trayectoria monocromática en D.

Dado que toda �echa es una trayectoria monocromática de longitud 1, todo
conjunto ς-independiente es independiente, pero el converso no necesariamente
es cierto.

Notemos que tampoco los conceptos de absorbencia y ς-absorbencia son
equivalentes: todo conjunto absorbente (en el sentido tradicional) también es
ς-absorbente, pero el recíproco no siempre es cierto.

De�nición 3.8. Sea D una digrá�ca y ς una coloración de sus �echas. Decimos
que N ⊆ V es un núcleo por trayectorias monocromáticas, o simplemente un
ς-núcleo, si N es ς-absorbente y ς-independiente.

La existencia de ς-núcleos en una digrá�ca depende fuertemente de la co-
loración de sus �echas. Así, una digrá�ca puede tener un ς-núcleo con algunas
k-coloraciones y con otras no.

Si bien núcleo y ς-núcleo son conceptos similares, la existencia de núcleos en
una digrá�ca no garantiza la existencia de ς-núcleos, y viceversa. La relación,
cuando la hay, entre núcleos y ς-núcleos en ciertas clases de digrá�cas va a ser
explorada en las siguientes secciones.

Notemos que en toda digrá�ca D con una coloración ς, los núcleos y los
ς-núcleos coinciden si ς es una coloración propia.
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Figura 3.2: Dos coloraciones de las �echas de una digrá�ca D. Con la coloración
de la izquierda, D tiene un núcleo por trayectorias monocromáticas (vértices
negros), mientras que con la coloración de la derecha no.

Proposición 3.9. Si D es una digrá�ca 1-coloreada por �echas, entonces D
tiene un ς − núcleo.

Demostración. Sea D una digrá�ca y sea ς una 1-coloración de sus �echas.
Notemos que con esta coloración, todas las trayectorias de D son trayectorias
monocromáticas. Empezaremos probando que para todo vértice v0 ∈ V que no
está en una componente terminal, existe una trayectoria T = (v0, v1, ..., vj) don-
de vj es el único vértice de T que está en una componente terminal. Procedemos
por inducción sobre n, la cantidad de componentes fuertemente conexas de D.

Si D es fuertemente conexa, todos sus vértices están en una misma compo-
nente terminal y por lo tanto cualquier vértice es un ς −núcleo. Entonces, para
el caso base, consideremos una digrá�ca con dos componentes conexas D1 y D2,
donde D2 es terminal pero D1 no. Consideremos un vértice v0 ∈ V (D1). Como
D es conexa, existe una �echa (u,w), con u ∈ V (D1) y w ∈ V (D2). Además,
existe una v0u-trayectoria en D1 ya que es una componente fuerte. Así, existe
una v0w-trayectoria T en D. Es claro que w es el único vértice de T que está
en D2.

Supongamos que si D tiene k componentes fuertemente conexas, k < n,
entonces para todo v0 ∈ V que no está en una componente terminal, existe una
v0vj-trayectoria T , donde vj es el único vértice de T que está en una componente
terminal de D.

Sea D una digrá�ca con n componentes fuertemente conexas D1, D2, ..., Dn.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Dn es una componente termi-
nal. Sea D′ la digrá�ca inducida por V (D) \V (Dn). Es claro que D′ tiene n− 1
componentes fuertes: D1, D2, ..., Dn−1. Consideremos un vértice v0 ∈ V (D) que
no está en una componente terminal de D. Por hipótesis inductiva, existe una
trayectoria T = (v0, v1, ..., vj) en D

′ donde vj es el único vértice de T que está en
una componente terminal Dk, de D

′. Si Dk es una componente terminal de D,
aqui concluye esta parte de la prueba. Entonces, supongamos que Dk no es una
componente terminal de D. Esto es, existe una �echa (y, z) ∈ F (D)\F (D′), con
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y ∈ Dk y z ∈ Dn. Como y y vj están en la misma componente fuerte, existe una
trayectoria T1 = (vj , vj+1, ...., vj+h = y) en Dk. Ahora, consideremos el camino
T2 = (v0, v1, ..., vj , vj+1, ...., vj+h = y, z). Notemos que vi ∈ V (D) \ V (Dk) para
todo i ∈ {0, ..., j− 1}; vi ∈ V (Dk) para todo i ∈ {j, j+ 1, ..., j+ h}; z ∈ V (Dn).
Se sigue que T2 es una v0z-trayectoria, donde z es el único vértice de T2 que
está en una componente terminal de D.

Figura 3.3: Una posible representación de D con cinco componentes fuertes don-
de se muestran la trayectoria T2. Las �echas onduladas representan trayectorias
dentro de las componentes conexas de D.

Teniendo este resultado, consideremos un conjunto N ⊆ V tal que:

1.|N ∩ V (Di)| = 1 si Di es una componente terminal de D.
2.|N ∩ V (Di)| = 0 si Di no es una componente terminal de D.

Esto es, N tiene exactamente un vértice de cada componente terminal de D.
Probemos que N es un ς-núcleo de D.

Para ver que N es ς-absorbente, tomemos un vértice u ∈ V (D) \ N . Si u
está en una componente terminal, entonces claramente es absorbido por algún
vértice w ∈ N . Si u no está en una componente terminal, entonces existe una
uv-trayectoria T donde v es el único vértice de T que está en alguna componente
terminal de D. Sea Dk esta componente terminal. Tenemos que existe una vw-
trayectoria donde w ∈ N ∩ V (Dk) (o v ∈ N ∩ V (Dk)) lo que implica que existe
una uw-trayectoria con w ∈ N . Así, N es ς-absorbente.

Por otro lado, como no salen �echas de las componentes terminales de D,
no puede existir una uv-trayectoria para dos vértices u y v en componentes
terminales distintas. Así, N también es ς-independiente y por lo tanto, es un
ς-núcleo de D.

De�nición 3.10. De�nimos la cerradura transitiva de una digrá�ca D colorea-
da por �echas como la única digrá�ca C(D) tal que:

1. V (D) = V (C(D))
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2. (u, v) ∈ F (C(D)) si y sólo si existe una uv-trayectoria monocromática en
D.

Observación. Para toda digrá�ca, D ⊆ C(D).

Proposición 3.11. Sea D una digrá�ca y sea ς una coloración de sus �echas.
D tiene un ς-núcleo si y sólo si C(D) tiene un núcleo.

Demostración. Sea D una digrá�ca coloreada por �echas y sea N un ς-núcleo de
D. Por de�nición tenemos que V (D) = V (C(D)). Como N es ς-independiente
en D, entonces N es independiente en C(D). Basta entonces probar que N
es absorbente en C(D). Supongamos que existe v ∈ V (C(D)) \ N que no es
absorbido por N -i.e. no existe una vN -�echa. Entonces no existe una vN -
trayectoria monocromática en D, y por lo tanto N no es ς-absorbente en D,
llevándonos a una contradicción. Por lo tanto, N es núcleo de C(D).

Para la condición de su�ciencia, sea D una digrá�ca coloreada por �echas
tal que su cerradura transitiva C(D) tiene un núcleo N . Claramente N es inde-
pendiente en D. Probaremos que N es ς − absorbente en D. Consideremos un
vértice v ∈ V (C(D)) \N . Como N es un núcleo, existe una vN -�echa en C(D),
lo que implica la existencia de una vN -trayectoria monocromática en D. Por lo
tanto N es ς-absorbente en D.

Corolario 3.12. N es un ς-núcleo de D si y sólo si N es un núcleo de C(D).

El siguiente teorema, demostrado por Sands, Sauer y Woodrow [12], garantiza
la existencia de ς-núcleos en digrá�cas 2-coloreadas.

Teorema 3.13. Si D es una digrá�ca 2-coloreada, D tiene un ς-núcleo.

Este resultado es en general falso para k-coloraciones con k > 2. Los ejem-
plos de digrá�cas coloreadas que no admiten ς-núcleos con algunas coloraciones
abundan y son muy diversos en su tamaño y orden. Por ejemplo, es fácil ver
que un ciclo de longitud 3 no admite un ς-núcleo si la coloración ς es propia.
Entonces no resulta asunto trivial el preguntarse qué características tiene que
tener una digrá�ca para que admita un núcleo por trayectorias monocromáticas
cuando se colorean sus �echas con 3 colores, 4 colores, etc. No menos trivial es
encontrar criterios que nos permitan determinar el máximo natural k para el
cual toda k-coloración de las �echas de una digrá�ca admite ς-núcleos. Estos
problemas se abordarán en la sección siguiente.
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4. El número pancromático

De�nición 4.1. SeaD una digrá�ca. Su número pancromático π(D) es el mayor
natural k para el cual toda k-coloración de las �echas de D admite un núcleo
por trayectorias monocromáticas.

El teorema de Sands, Sauer y Woodrow nos garantiza que el número pan-
cromático de una digrá�ca D siempre existe y que 2 ≤ π(D). Evidentemente
π(D) ≤ m, dondem = |F |. Así, para toda digrá�ca tenemos que 2 ≤ π(D) ≤ m.

Si bien puede parecer contraintuitivo a primera vista, el hecho de que π(D) =
k no garantiza que toda k′-coloración, con k′ < k, admita un núcleo por trayec-
torias monocromáticas. Mostraremos que la digrá�ca D de la �gura 1 admite
núcleos por trayectorias monocromáticas para cada coloración de sus �echas con
1, 2, 8 y 9 colores, pero existen coloraciones con 3, 4, 5, 6 y 7 colores sin núcleos
por trayectorias monocromáticas.

Figura 4.1: Digrá�ca D con número pancromático 9.

Notemos que el conjunto de vértices {v1, v3, v5} es un núcleo, en el sentido
de Von Neumann, de la digrá�ca. Esto garantiza que tiene núcleo por trayec-
torias monocromáticas con cada 9-coloración -i.e. π(D) = 9. La proposición 3.9
y el teorema 3.13 nos garantizan que D tiene núcleo por trayectorias mono-
cromáticas para toda 1- y 2-coloración, respectivamente. Consideremos ahora
una 8-coloración ς. Observemos que con ς, D tiene a lo más una trayectoria
monocromática y ésta, de existir, es de longitud 2. También es fácil ver que si
{v1, v3, v5} es ς-independiente, entonces {v1, v3, v5} es un ς-núcleo de D. Pode-
mos suponer que la única trayectoria monocromática posible bajo ς une a dos
vértices de {v1, v3, v5}. Sin pérdida de generalidad, esta trayectoria es una v1v3-
trayectoria monocromática. Pero entonces tenemos que {v0, v3} es un ς-núcleo.
Así,D admite un núcleo por trayectorias monocromáticas con toda 8-coloración.
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Figura 4.2: Coloraciones de D que no admiten núcleos por trayectorias mono-
cromáticas.

La �gura 4.2 muestra 3-, 4-, 5-, 6- y 7-coloraciones sin núcleo por trayectorias
monocromáticas. Empecemos probando que con la coloración del inciso (a), D
no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Para esto, supongamos que
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D sí tiene un núcleo por trayectorias monocromáticas N . Supongamos también
que v0 ∈ N . Como v0 no absorbe a v2 mediante una trayectoria monocromá-
tica, entonces necesariamente v3 ∈ N ó v4 ∈ N . En ambos casos llegamos a
una contradicción ya que (v3, v4, v0) es una trayectoria monocromática de color
3. Entonces v0 /∈ N . Dado que la digrá�ca (con esta coloración) es altamente
simétrica, un argumento completamente análogo muestra que v2 /∈ N y v4 /∈ N .
Ahora, supongamos que v1 ∈ N . Notemos que los únicos vértices que absorben
a v2 mediante una trayectoria monocromática son v3 y v4. Entonces v3 ∈ N ó
v4 ∈ N . Pero tenemos, que (v1, v2, v3) y (v1, v2, v4) son trayectorias monocro-
máticas de color 2, lo que contradice la ς-independencia de N . Un argumento
análogo muestra que v3 /∈ N y v5 /∈ N . Así, D no tiene núcleos por trayectorias
monocromáticas con esta coloración.

Para probar que D no tiene núcleos por traycetorias monocromáticas con las
coloraciones de los incisos (b), (c), (d) y (e), notemos que con estas cuatro colo-
raciones, D tiene la misma cerradura transitiva C(D) (ver �gura 4.3). Entonces
basta probar que C(D) no tiene núcleo. Supongamos que C(D) sí tiene un núcleo
N . Si v0 ∈ N , entonces v2 /∈ N y v3 /∈ N , de donde se sigue que N no absorbe
a v1. Así, v0 /∈ N . Si v1 ∈ N , necesariamente v4 ∈ N (si no, v2 no es absorbido
por N). Pero entonces tenemos que v5 no es absorbido por N . Se sigue v1 /∈ N .
Finalmente si v2 ∈ N , entonces v3 no es absorbido por N . Así, v2 /∈ N . Hemos
probado que ningún vértice en Γ+(v0) = {v1, v2} puede estar en un núcleo de
C(D) y que v0 tampoco puede estar en un núcleo de C(D). Se sigue que C(D) no
tiene núcleo y por lo tanto, D no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

Figura 4.3: La cerradura de D.

Proposición 4.2. Sea D una digrá�ca con m �echas. D tiene núcleo si y sólo
si π(D) = m.

Demostración. Sea D una digrá�ca y sea N ⊆ V (D) un núcleo de D. Como
N es por de�nición absorbente, se tiene que es también ς-absorbente. Dotemos
de una m-coloración a las �echas de D. Dado que hay exactamente m �echas
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y m colores, es claro que no hay dos �echas del mismo color. Así, todas las
trayectorias monocromáticas de D son de longitud uno, lo que nos garantiza la
independencia de N con esta coloración. Por lo tanto N es ς-núcleo para toda
m-coloración.

Si π(D) = m, entonces D tiene un ς-núcleo N . Como todo conjunto ς-
independiente es también independiente, basta probar que N es absorbente.
Como bajo toda m-coloración, toda trayectoria monocrómatica es de longitud
1, se tiene que N es absorbente y por lo tanto es un núcleo.

De�nición 4.3. Una digrá�ca D con m �echas es pancromática si para todo
natural k ∈ {1, ...,m}, toda k-coloración de las �echas de D admite un núcleo
por trayectorias monocromáticas.

4.1. Algunas digrá�cas pancromáticas

Las proposiciones 4.4, 4.5, 4.6, 4.8 se deben a Galeana-Sánchez y Strausz
[10]

Proposición 4.4. Si D es una digrá�ca que no contiene ciclos o trayectorias
de longitud 3, entonces D es pancromática.

Demostración. Comencemos dando una 3-coloración ς : F → {r, a, v} a D.
Nos referiremos a los colores como rojo, azul y verde respectivamente. Ahora,
identi�quemos las clases cromáticas azul y roja, fusionándolas en una sola clase
que llamaremos púrpura. Así, obtenemos una 2-coloración ς ′ : F → {p, v} de D.
Por proposición 3.13 D tiene un ς ′-núcleo N . Si N es un ς-núcleo aquí termina
la prueba. Supongamos entonces que no lo es. Nótese que la independencia de
N es heredada de ς a ς ′-i.e., U ⊆ V es ς-independiente siempre que sea ς ′-
independiente. Simplemente tenemos que probar que N es ς-absorbente.

Sea u ∈ V \ N un vértice que no es ς-absorbido por N con la coloración ς.
Como N sí es ς ′-absorbente, debe haber una uN - trayectoria púrpura de longi-
tud 2: claramente no puede ser de longitud 1, y no puede ser de longitud mayor
o igual a 3, ya que por hipótesis D no contiene dichas trayectorias. Supongamos
entonces que T = (u, v, w) es esa trayectoria. Podemos suponer que N ∪ {u} no
es ς-independiente. Entonces, existe un vértice w′ ∈ N y una w′u-trayectoria,
o (w, u) es una �echa de D. El último caso no es posible ya que D no admite
trayectorias de longitud mayor a 2, y el primer caso induce un triángulo di-
rigido, también prohibido por hipótesis. Concluimos entonces que N -o bien,
N ∪ {u1, ..., ul} para alguna l- es ς-absorbente y por lo tanto, un ς-núcleo. Ade-
más, como las �echas verdes no jugaron ningún papel, podemos argumentar de
manera similar con cualquier k-coloración, k ∈ {2, ..,m} y entonces se tiene que
D es pancromática.

Proposición 4.5. Si D es una digrá�ca acíclica, entonces D es pancromática.

Demostración. Sea D una digrá�ca acíclica y sea ς una coloración de sus �echas.
Empezaremos probando que C(D), la cerradura transitiva de D, es una digrá�ca
acíclica. Para esto, supongamos que C(D) tiene un ciclo C. Entonces, existe una
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�echa (u, v) ∈ F (C(D)) en el ciclo C que no es una �echa de D. Como (u, v)
está en un ciclo tenemos que existe una uv-trayectoria y una vu-trayectoria en
C(D). Esto implica la existencia de una uv-trayectoria y una vu-trayectoria en
D, que a su vez implica la existencia de un ciclo en D, contradiciendo que D es
acíclica.

Como C(D) es acíclica, C(D) tiene un núcleo (prop. 2.22) y por proposición
3.11 D tiene un ς-núcleo.

Proposición 4.6. Una digrá�ca cuasi-transitiva tiene núcleo si y sólo si es
pancromática.

Demostración. Sea D una digrá�ca pancromática, entonces π(D) = m y por lo
tanto D tiene núcleo.

Para la otra implicación, sea D una digrá�ca cuasitransitiva y con núcleo y
sea ς una coloración de sus �echas. Sea N ⊂ V un núcleo de D. Claramente
N es ς-absorbente, entonces basta ver que N sea ς-independiente. Supongamos
que existe una uv-trayectoria, con u, v ∈ N , y supongamos que es de longitud
mínima. Por la proposición 2.7 sabemos que la digrá�ca de la �gura 2.4, que
denotaremos por B, es subdigrá�ca de D o u es adyacente a v.

Si B ⊆ D, como N es un núcleo, debe existir una �echa de x (ver �gura 2.4)
a algún vértice de N ; digamos que es (x,w). Si w ∈ {u, v} entonces u y w son
adyacentes, lo que contradice la independencia de N .

De otro modo, u y v son adyacentes, lo que también nos lleva a una contra-
dicción.

Dado que toda digrá�ca transitiva tiene núcleo, obtenemos que:

Corolario 4.7. Si D es una digrá�ca transitiva, entonces D es pancromática.

Proposición 4.8. Un torneo T con más de dos vértices es pancromático si y
sólo si π(T ) > 2.

Demostración. Sea T un torneo pancromático con más de dos vértices. Es claro
que T tiene al menos tres �echas, y como es pancromático, π(T ) = m ≥ 3,
quedando asi desmostrada esta implicación.

Para la otra implicación, supongamos que T no es pancromático y por lo
tanto, no tiene núcleo. Mostraremos que π(T ) = 2. Sea B el conjunto de vértices
de un torneo transitivo maximal contenido en T . B es distinto de V ya que T
no tiene núcleo.

De�nimos N+(B) = {(u, v) ∈ F : u ∈ B y v /∈ B} y N−(B) = {(u, v) ∈ F :
u /∈ B y v ∈ B}

Asignemos el color rojo a las �echas en N+(B), el color verde a las �echas en
N−(B), y el azul a todas las demás �echas en F (T )\(N+(B)∪N−(B)). Veamos
que T no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas con esta coloración.
Recordemos que como T es un torneo, un núcleo debe consistir de un sólo vértice.
Supongamos que {x} ⊆ V es un núcleo por trayectorias monocromáticas de D.

Supongamos que x está en B. Notemos que toda trayectoria de V \B a B de
longitud mayor que 1, tiene una �echa azul y una verde. Así, x debe absorber
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a todos los vértices de V \B por una �echa verde, es decir, (v, x) es una �echa
de T para todo v ∈ V \ B. Además, existe un vx-trayectoria monocromática
para cada v ∈ B \ {x}, pero como T [B] es transitivo, (v, x) ∈ F para todo
v ∈ B \ {x}. Así, tenemos que {x} absorbe por una �echa a todo vértice de
V \ {x} -i.e. x es un núcleo de T - lo que contradice la hipótesis. Por lo tanto x
no puede estar en B.

Ahora, supongamos que x ∈ V \ B. Tenemos que toda trayectoria de B a
V \B de longitud mayor que 1, tiene una �echa roja y una azul. Entonces x debe
absorber a cada vértice de B por una �echa roja. Notemos que T [B ∪ {x}] es
un torneo transitivo, ya que para cada una trayectoria {u, v, x}, con u, v ∈ B, se
tiene que (u, x) es una �echa de T [B ∪ {x}]. Esto contradice que B sea maximal.

Hemos probado así que con esta coloración T no tiene núcleo por trayecto-
rias monocromáticas. Es decir, π(T ) 6= 3. Podemos simplemente subdividir las
clases cromáticas para mostrar que π(T ) 6= k para cada k ∈ {4, 5, ...,m}. Así,
necesariamente π(T ) = 2, lo que contradice la hipótesis. Por lo tanto, T debe
ser pancromático.

Figura 4.4: Dos posibles trayectorias en D. De V \B a B y de B a V \B. Junto
a cada �echa, una letra indicando su color.

Proposición 4.9. Si D es un ciclo de longitud par, entonces D es pancromática.

Demostración. Sea D un ciclo de longitud par y sea ς una coloración de sus
�echas. Si ς es una coloración propia de las �echas de D, entonces D tiene
un ς-núcleo ya que tiene núcleo. Si ς es una 1-coloración, entonces D tiene ς-
núcleo por proposición 3.9. En lo que queda de la prueba, podemos suponer
que ς no es una coloración propia ni una 1-coloración. Sea {v0, v1, ..., vn = v0}
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el conjunto de vértices de D, etiquetados de modo que (vi, vi+1) ∈ F , para to-
da i ∈ {0, 1, ..., n − 1}. Decimos que una uv-trayectoria T es monocromática
no-aumentante si es monocromática y toda �echa en N−({u}) ∪N+({v}) está
coloreada con un color distinto que las �echas de T . Notemos que dos trayec-
torias monocromáticas no-aumentates T1 y T2, de color 1 y 2 respectivamente,
no pueden tener más de un vértice en común. De lo contrario, necesariamente
tendrían que compartir una �echa f (recordemos que D es un ciclo) que sería
de color 1 y de color 2 simultáneamente, lo cual no es posible. De�nimos M
como la clase de todas las trayectorias monocromáticas no-aumentantes en D
de longitud mayor o igual a dos.

Decimos que una uv-trayectoria T es un enlace heterocromático si u es el
vértice �nal de una trayectoria T ′ ∈M , v es el vértice inicial de una trayectoria
T ′′ ∈M , y no hay dos �echas consecutivas de T del mismo color. Informalmente,
un enlace heterocromático es una trayectoria heterocromática que no está enM
pero que une a dos trayectorias en M , formando una sóla trayectoria. Llama-
remos H+ a la clase de todos los enlaces heterocromáticos de longitud par en
D, yH− a la clase de todos los enlaces heterocromáticos de longitud impar enD.

Figura 4.5: Un ciclo de longitud par descompuesto en elementos de T . T1 y T3
están enM , mientras que T2 y T4 están en H− y H+ respectivamente. En negro,
los vértices de N .

Sea T = M ∪ H+ ∪ H−. Para facilitar la notación, etiquetamos a los ele-
mentos de T de modo que T = {T0, T1, ..., Tp} donde el vértice �nal de Ti es el
vértice inicial de Ti+1 para toda i ∈ {0, 1, ..., p}. Como ς no es una coloración
propia ni una 1-coloración, T tiene al menos dos elementos. Notemos que D
puede expresarse como la unión de los elementos de T . Esto es, todo vértice de
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D está en al menos una trayectoria Ti ∈ T .

Para cada trayectoria Ti ∈ T , Ti = (vj , vj+1, ..., vj+k) de�nimos un conjunto
Ni (posiblemente vacío) según los siguientes casos:

Ni = {vj+1, vj+3, ..., vj+k−1} si Ti ∈ H+

Ni = {vj+2, vj+4, ..., vj+k−1} si Ti ∈ H−
Ni = {vj+k−1} si Ti ∈M y Ti+1 ∈M ∪H+.
Ni = {vj+k} si Ti ∈M y Ti+1 ∈ H−.

A�rmación: N = ∪pi=1Ni es un ς-núcleo de D.

Para probar que N es ς-absorbente, consideremos un vértice vj ∈ V \ N .
Procedemos caso por caso.

Caso 1: vj es un vértice de una trayectoria Ti ∈ H+ -i.e Ti es un enlace
heterocromático de longitud par.

Claramente vj es ς-absorbido por vj+1.

Caso 2: vj es un vértice de una trayectoria Ti ∈ H− -i.e Ti es un enlace
heterocromático de longitud impar.

Tenemos que vj es ς-absorbido por vj+1, ó vj es el vértice inicial de Ti. En
el último caso, vj es el vértice �nal de Ti−1. Claramente Ti−1 no puede ser un
enlace heterocromático. Esto es, Ti−1 ∈M y por lo tanto v ∈ Ni−1 ⊆ N .

Caso 3: vj es un vértice de una trayectoria Ti ∈M y Ti+1 ∈ H− -i.e. Ti es una
trayectoria monocromática no-aumentante y Ti+1 es un enlace heterocromático.

Claramente vj es ς-absorbido por el vértice �nal de Ti.

Caso 4: vj es un vértice de una trayectoria Ti ∈ M y Ti+1 ∈ M ∪ H+-
i.e. Ti es una trayectoria monocromática no-aumentante y Ti+1 es un enlace
heterocromático.

Tenemos que vj es absorbido por el pénúltimo vértice de Ti ó vj es el último
vértice de T . En el último caso, tenemos que vj es el vértice inicial de Ti+1.
Si Ti+1 ∈ M , entonces vj es ς-absorbido por el penúltimo o el último vértice
de Ti+1 (ninguno de estos vértices es igual a vj , ya que en este caso Ti+1 es
longitud al menos dos). Si Ti+1 ∈ H+ nos remitimos al caso 1. Si Ti+1 ∈ H−
nos remitimos al caso 2.

Para probar la ς-independencia de N , consideremos dos vértices vi, vj ∈ N
y supongamos que existe una vivj-trayectoria monocromática P . Notemos que,
por la manera en que construimos el conjunto N , vi y vj no pueden estar en
una misma trayectoria Ti ∈ M . Entonces P consta de una sóla �echa. Esto es,
vj = vi+1 lo cual nos lleva a una contradicción, por la construcción de N . Por
lo tanto N es un ς-núcleo de D.

29



Observemos que en la demostración de la proposición anterior sólo se usó
la hipótesis de que la longitud de D es par en el caso en que la coloración de
sus �echas es propia. La construcción del ς-núcleo de D es válida para cualquier
coloración que no sea propia en cualquier ciclo, sin importar cual sea su longitud.
Así obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.10. Si D es un ciclo y ς es una coloración de sus �echas que no
es propia, entonces D tiene un ς-núcleo.

4.2. Digrá�cas localmente pancromáticas

En la sección 3.1 hemos de�nido algunas clases de digrá�cas pancromáti-
cas identi�cando condiciones su�cientes para la pancromaticidad. En todos los
casos, pedimos a las digrá�cas que tuvieran alguna propiedad global (e.g. ser
transitiva, ser acíclica, etc). En esta sección estudiamos la pancromaticidad de
digrá�cas que cumplen ciertas condiciones sólo localmente. Es decir que basta
con que una digrá�ca dada contenga subdigrá�cas con ciertas propiedades para
garantizar su pancromaticidad. En todos los casos, pediremos que contengan
alguna subdigrá�ca pancromática. Diremos que estas digrá�cas son localmente
pancromáticas. Comenzamos de�niendo algunas operaciones entre digrá�cas.

De�nición 4.11. Sean D1 y D2 dos digrá�cas. La unión D1 ∪D2 es la única
digrá�ca que cumple las siguientes condiciones:

1. V (D1 ∪D2) = V (D1) ∪ V (D2)

2. F (D1 ∪D2) = F (D1) ∪ F (D2).

De�nición 4.12. Dada una familia indicada de digrá�cas {D1, D2, ..., Dn} y
una digrá�ca K, con V (K) = {v1, v2, ..., vn}, decimos que la suma de Zykov∑
K Di es la digrá�ca D que cumple las siguientes condiciones:

1. V (D) = V (D1) ∪ V (D2) ∪ ... ∪ V (Dn).

2. Para toda i ∈ {1, ..., n}, Di es una subdigrá�ca inducida de D.

3. Dados u ∈ V (Di) y w ∈ V (Dj), i 6= j, se tiene que (u,w) ∈ F (D) si y sólo si (vi, vj) ∈
F (K).

La �gura siguiente ilustra como se obtiene la suma de Zykov de una familia de
digrá�cas {D1, D2, D3, D4} sobre una digrá�ca K de cuatro vértices.

Esta de�nición motiva el siguiente teorema cuya demostración puede encon-
trarse en [1]

Teorema 4.13. (Bang Jensen y Huang) Sea D una digrá�ca cuasitransitiva.

Si D no es fuertemente conexa, entonces D =
∑
v∈V (K)Di donde K es una

digrá�ca transitiva y cada Di es una digrá�ca fuerte y cuasitransitiva.

30



Si D es fuertemente conexa, entonces D =
∑
v∈V (K)Di donde K es una

digrá�ca fuerte semi-completa y cada Di es una digrá�ca que no es fuertemente
conexa.

Figura 4.6: En dos pasos la construcción de
∑
K Di.

Proposición 4.14. Sea D = Uni=1Ei donde cada Ei es una digrá�ca pancro-
mática. Si para todo v ∈ Ei ∩ Ej, con i, j ∈ {1, ..., n}, se tiene que δ−D(v) = 0,
entonces D es una digrá�ca pancromática.
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Demostración. Procedemos por inducción sobre la cantidad de uniendos de D =
Uni=1Ei. Si D = E1, entonces D es pancromática.

Supongamos que si D = Uki=1Ei, k < n, donde {Ei : i ∈ {1, ..., k}} es una
familia de digrá�cas que satisfacen la hipótesis, entonces D es pancromática.

Consideremos una digrá�ca D = Uni=1Ei, donde {E1, E2, ..., En} es una fa-
milia de digrá�cas que satisfacen la hipótesis. Sea D1 = E1 y D2 = Uni=2Ei.
Dotemos a las �echas de D de una coloración ς. Por hipótesis, D1 es una di-
grá�ca pancromática y por hipótesis inductiva D2 lo es también. Entonces D1

tiene un ς-núcleo N1 y D2 tiene un ς-núcleo N2. Consideremos a los conjuntos
U1 = {v ∈ V (D1)∩V (D2) : v ∈ N1 y v /∈ N2} y sea U2 = {v ∈ V (D1)∩V (D2) :
v ∈ N2 y v /∈ N1}. Sea N = (N1 ∪N2) \ (U1 ∪ U2).

A�rmación: N es un ς-núcleo de D.

Empecemos probando que N es un conjunto ς-independiente. Supongamos
que no lo es, entonces existe una uw-trayectoria monocromática T en D para
algún par de vértices u,w ∈ V (N). Claramente, no pueden estar ambos en N1 o
en N2, ya que estos conjunto son ς-independientes. Sin pérdida de generalidad
u ∈ N1 y w ∈ N2. Esto es, u ∈ V (D1) \ V (D2) y w ∈ V (D2) \ V (D1). Notemos
que toda trayectoria de V (D1) \ V (D2) a V (D2) tiene que pasar por algún
v ∈ V (D1)∩V (D2). En particular, T pasa por algún vértice v ∈ V (D1)∩V (D2),
lo que contradice que δ−D(v) = 0. Por lo tanto N es ς-independiente.

Figura 4.7: Diagrama de la ς-absorbencia de N . Las �echas gruesas representan
trayectorias monocromáticas.
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Para probar que N es ς-absorbente, consideremos un vértice u ∈ V (D1)\N y
sea v ∈ V (D1)∩V (D2). Como δ−D(v) = 0 entonces no existen trayectorias de u a
v enD. En particular, no existen trayectorias de u a ningún vértice v′ ∈ (U1∪U2),
ya que (U1 ∪ U2) ⊆ V (D1) ∩ V (D2). Recordemos que N1 es un núcleo de D1.
Esto implica que existe una uw-trayectoria monocromática para algún w ∈ N1.
Ahora, w no puede estar en (U1 ∪ U2), entonces w ∈ N1 \ (U1 ∪ U2) ⊆ N . Así,
u es absorbido mediante una trayectoria monocromática por N . El caso en que
u ∈ V (D2) \N es análogo. Por lo tanto N es ς-absorbente.

La proposición anterior es falsa si no se pide que todos los vértices en las
intersecciones de los uniendos tengan ingrado cero. La digrá�ca de la �gura 4.8
es la unión de dos digrá�cas pancromáticas, D1 y D2, que comparten un vértice
de ingrado 3, pero no tiene ς-núcleo con la coloración dada.

Figura 4.8: Una unión de digrá�cas pancromáticas que no es pancromática.

Puede decirse que la siguiente proposición es, en cierta manera, dual a la
proposición 4.14. Su demostración es muy similar.

Proposición 4.15. Sea D = Uni=1Ei donde cada Ei es una digrá�ca pancro-
mática. Si para todo v ∈ Ei ∩ Ej, con i, j ∈ {1, ..., n}, se tiene que δ+D(v) = 0,
entonces D es una digrá�ca pancromática.

Demostración. Procedemos por inducción sobre la cantidad de uniendos de D =
Uni=1Ei. Si D = E1 entonces D es pancromática.

Supongamos que si D = Uki=1Ei, k < n, donde {Ei : i ∈ {1, ..., k}} es una
familia de digrá�cas que satisfacen la hipótesis, entonces D es pancromática.

Consideremos una digrá�ca D = Uni=1Ei, donde {E1, E2, ..., En} es una fa-
milia de digrá�cas que satisfacen la hipótesis. Sea D1 = E1 y D2 = Uni=2Ei.
Dotemos a las �echas de D de una coloración ς. Por hipótesis, D1 es una
digrá�ca pancromática y por hipótesis inductiva D2 lo es también. Entonces
D1 tiene un ς-núcleo N1 y D2 tiene un ς-núcleo N2. Consideremos un vér-
tice v ∈ V (D1) ∩ V (D2). Como δ+(v) = 0, tenemos que v no es absorbido
mediante una trayectoria monocromática por ningún otro vértice de D. En-
tonces, v ∈ N1 y v ∈ N2. Como la elección de v fue arbitraria, tenemos que
V (D1) ∩ V (D2) ⊆ N1 ∩ N2. Es fácil ver que N = N1 ∪ N2 es un ς-núcleo de
D.

Proposición 4.16. Si D es una digrá�ca asimétrica tal que todos sus bloques
son transitivos, entonces D es pancromática.
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Demostración. Procedemos por inducción sobre la cantidad de bloques de D.
Si D consta de un sólo bloque, entonces D es transitiva y por lo tanto es pan-
cromática.

Supongamos que si D es una digrá�ca asimétrica con k bloques, k < n, y
todos sus bloques son transitivos, entonces D es una digrá�ca pancromática.

Sea D una digrá�ca asimétrica con n bloques, donde cada bloque es transi-
tivo. Sea ς una coloración de las �echas de D. Sea {B1, B2, ..., Bn} el conjunto
de bloques de D. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que B1 tiene
un sólo vértice de corte. De�nimos V2 = {v ∈ V : v ∈ V (Bi), i ∈ {2, ..., n}} y
consideramos D2 = [V2]. Es claro que D2 tiene n − 1 bloques distintos. Para
mantener congruencia en la notación, D1 = B1.

Tenemos que ς es una coloración de las �echas de D1 y D2. Como D1 es tran-
sitiva por hipótesis, se sigue que tiene un ς-núcleo N1. Y por hipótesis inductiva
D2 tiene un ς-núcleo N2. Sea v = V (D1)∩V2. Hacemos un análisis caso por caso.

Caso 1: v /∈ N1 ∪N2.
Sea N = N1 ∪ N2. Claramente N es ς-absorbente en D. Veamos que N

es ς-independiente. En busca de una contradicción, supongamos que existe una
uw-trayectoria monocromática, con u ∈ N1 y w ∈ N2. Esto implica la existencia
de una uv-trayectoria T . Como v ∈ V (D1), v es absorbido mediante una trayec-
toria monocromática por algún vértice u′ ∈ N1 -i.e. existe una vu′-trayectoria
monocromática T ′ en D1. La existencia de T y T ′ implica la existencia de las
�echas (u, v) ∈ F (D1) y (v, u′) ∈ F (D1) ya que D1 es transitiva.

Si u = u′, entonces la �echa (u, v) es simétrica, lo que está prohibido por
hipótesis.

Si u 6= u′, entonces, como D1 es transitiva, se tiene que (u, u′) ∈ F (D1), lo
que contradice que N1 sea ς-independiente.

Así, N es ς-independiente y por lo tanto es un ς-núcleo de D.

Caso 2: v ∈ N1 y v /∈ N2.
De�nimos A como el conjunto de vértices en V (D1) \N1 que son absorbidos

unicamente por v mediante una trayectoria monocromática. Esto es:
A = {u ∈ V (D1) \N1 : @ uw-trayectoria monocromática, w ∈ N1 \ {v}}
Ahora, de�nimos A′ ⊆ A como el conjunto de vértices en A que no son

absorbidos mediante una trayectoria monocromática por N2. Más formalmente,
A′ = {u ∈ A : @ uw-trayectoria monocromática, w ∈ N2}
Notemos que, como D1 es transitiva, [A′] lo es también. Así, [A′] tiene un

ς-núcleo NA′ .
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Figura 4.9: Diagrama de la ς-absorbencia de N según el caso 2. Las �echas
representan trayectorias monocromáticas.

A�rmación: N = (N1 \ {v}) ∪NA′ ∪N2 es un ς-núcleo de D.
Empecemos probando que N es ς-independiente.
Supongamos que existe una uv-trayectoria T , con u ∈ N2. Tenemos que

T pasa por al menos un vértice de corte de D (a saber, v). Sea v′ el primer
vértice de corte visitado por T distinto de u. Es claro que ambos vértices u y
v′ están en algún bloque Bj , con j ∈ {2, ..., n}. Entonces, v′ es absorbido por
una trayectoria monocromática por algún vértice en N2 ∩ V (Bj). Esto implica
la existencia de una �echa simétrica en Bj o de una �echa entre dos vértices de
N2 ∩ V (Bj), llevándonos en ambos casos a una contradicción. Así, no existen
trayectorias monocromáticas de N2 a N1 \ {v}1, ni a NA′ .

Ahora, supongamos que existe una uw-trayectoria, u ∈ N1 \ {v} y w ∈ NA′ .
Por construcción, existe una wv-trayectoria en D1. Entonces existe una uv-
trayectoria en D1, lo que implica que existe la �echa (u, v) ∈ F (D1), contradi-
ciendo que N1 sea ς-independiente. Por lo tanto, no hay trayectorias monocro-
máticas de N1 \ {v} a NA′ .

Notemos que como toda trayectoria de V (D1) \ {v} a N2 tiene que pasar
por v, tenemos que no existen trayectorias monocromáticas de N1 \ {v} a N2

(recordemos que N1 es ς-independiente). Además, por construcción no hay tra-
yectorias monocromáticas de NA′ a N1 \{v}, ni de NA′ a N2. Finalmente, como
N1 \ {v}, NA′ y N2 son ς-independientes, tenemos que N es ς-independiente.

Veamos que N es ς-absorbente. Claramente, cada vértice en V2 es absorbi-
do mediante una trayectoria monocromática por algún vértice en N2. Además,
por construcción existe una au-trayectoria monocromática, u ∈ N2, para cada
a ∈ A\A′; y cada vértice en A′ es ς-absorbido por NA′ . Finalmente, también por
cons trucción, existe una wu-trayectoria monocromática, u ∈ N1 \ {v}, para ca-
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da vértice w ∈ V (D1)\((N1 \{v}∪A). Tenemos entonces que N es ς-absorbente
y por lo tanto es un ς-núcleo de D.

Caso 3: v ∈ N1 ∩N2.
Es claro que N = N1 ∪N2 es un ς-núcleo de D.
En cualquiera de los tres posibles casos, D tiene un ς-núcleo. Por lo tanto,

D es pancromática.

Aunque las condiciones que tienen que cumplir los bloques de D parezcan
algo fuertes, la proposición 4.16 es falsa si se debilita cualquiera de ellas. Note-
mos que pedir que los bloques sean transitivos y asimétricos, es equivalente a
pedir que sean cuasitransitivos, asimétricos y núcleo-perfectos (ver proposición
2.26). En la �gura 4.10 tenemos dos digrá�cas que no son pancromáticas: en
(a) se muestra una digrá�ca con bloques cuasitransitivos y asimétricos; en (b)
los bloques son cuasitransitivos y núcleo-perfectos. Esto prueba que es necesario
pedir que los bloques de D sean asimétricos y núcleo-perfectos.

(a) El bloque D1 tiene nú-
cleo pero no es una digrá�ca
nucleo-perfecta

(b) Los bloquesD1 yD2 tie-
nen �echas simétricas.

Figura 4.10: Dos digrá�cas con coloraciones de sus �echas sin núcleos por trayec-
torias monocromáticas. Esto muestra que no pueden debilitarse las condiciones
de la proposición 4.16.

Para ver que la cuasitransitividad de lo bloques es necesaria, haremos un
breve análisis de D, la digrá�ca 8-coloreada por �echas que se muestra en la
�gura 4.11. Notemos que D es 2-conexa -i.e consta de un sólo bloque- y asimé-
trica. Mostraremos que D es núcleo-perfecta y que no admite ς-núcleos con la
coloración dada.

De�nimos para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}, al conjunto Vi = {vi, ui}. Notemos que
cada vértice de Vi está unido a cada vértice de Vi+2 mediante una trayectoria
monocromática de longitud 2, tomando los índices módulo 4 (e.g. existe una
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u2v0-trayectoria y una v2v0-trayectoria, ambas de color 1). Además, enD no hay
trayectorias monocromáticas de longitud mayor o igual a 3. Así, si suponemos
que D tiene un ς-núcleo N y que vi ∈ N (o ui ∈ N), entonces vi+2 /∈ N
y ui+2 /∈ N . Se tiene entonces que N no absorbe mediante una trayectoria
monocromática a ningún vértice del conjunto Vi+1, y por lo tanto no puede ser
un ς-núcleo. Se sigue que D no admite núcleos por trayectorias monocromáticas.

Figura 4.11

Veamos que D es una digrá�ca núcleo-perfecta. Como es fácil veri�car, D
es la suma de Zykov

∑
C Vi donde C es un ciclo de longitud 4. No es difícil ver

que los ciclos de longitud par son digrá�ca núcleo-perfectas. Sea {c1, c2, c3, c4} el
conjunto de vértices de C, donde Vi es el sumando correspondiente al vértice ci.
Dado que cada Vi es un conjunto independiente, tenemos que si K es un núcleo
de C, entonces los vértices de los sumandos correspondientes a los vértices K
forman un núcleo de D, que llamaremos N . Esto es, si ci ∈ K entonces los
vértices de Vi están en N .

Sea D′ una subdigrá�ca inducida de D. Si para cada i ∈ {1, 2, 3, 4} se tiene
que Vi ∩ V (D′) 6= ∅, entonces D′ sigue siendo una suma de Zykov de conjuntos
independientes sobre un ciclo de longitud 4, y por lo tanto D′ tiene núcleo. Si
para al menos una i ∈ {1, 2, 3, 4} se tiene que Vi ∩ V (D′) = ∅ entonces D′

es una suma de Zykov de conjuntos independientes sobre una trayectoria T ,
ó D′ es una digrá�ca sin �echas. En el primer caso, D′ tiene un núcleo N y
sus vértices son los vértices de los sumandos correspondientes a los vértices del
núcleo de T (recordemos que toda trayectoria tiene núcleo ya que no contiene
ciclos dirigidos). En el segundo caso, V (D′) es un núcleo de D′. Así, tenemos
que D es una digrá�ca núcleo-perfecta.
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Resumiendo, tenemos que D es una digrá�ca asimétrica, núcleo-perfecta y
que no es cuasitransitiva, y no admite núcleos por trayectorias monocromáticas.
Concluímos que la cuasitransitividad de los bloques de una digrá�ca es una
hipótesis necesaria para que la proposición 4.16 sea verdadera.

Proposición 4.17. Sea K una digrá�ca transitiva y asimétrica con conjunto
de vértices V = {v1, ..., vn}, y {Di : i ∈ {1, .., n}} una familia indicada de
digrá�cas. Sea NK un núcleo de K y sea J = {i ∈ {1, ..., n} : vi ∈ NK}. Si Dj

es pancromática para todo j ∈ J , entonces D =
∑
K Di es pancromática.

Demostración. Consideremos ς una coloración de las �echas de D. Para cada
j ∈ J , sea Nj un ς-núcleo de Dj . Consideremos N = ∪j∈JNj .

A�rmación: N es un ς-núcleo de D.
Para probar que N es ς-absorbente, consideremos un vértice u ∈ V (D). Si

u ∈ V (Dj), para alguna j ∈ J , entonces claramente u es absorbido mediante
una trayectoria monocromática por algún vértice en Nj ⊆ N . Podemos suponer
que para toda j ∈ J , u /∈ Dj . Esto es, u ∈ Di para alguna i ∈ {1, ..., n} \ J .
Como NK es un núcleo de K, existe un vértice vj ∈ V (K), j ∈ J , tal que
(vi, vj) ∈ F (K). Entonces, si Dj es el sumando correspondiente a vj , tenemos
que existe una �echa (u,w) ∈ F (D), para cada w ∈ V (Dj). En particular, existe
una �echa (u,w) ∈ F (D) para algún w ∈ Nj . Por lo tanto, N es un conjunto
ς-absorbente.

Ahora, en busca de una contradicción, supongamos queN no es ς-independiente.
Es decir, existen dos vértices u ∈ V (Dj) y w ∈ V (Dk), j, k ∈ J , unidos por
una uw-trayectoria monocromática en D. Si j 6= k, entonces existe una vjvk-
trayectoria en K. Esto implica que (vj , vk) ∈ F (K) (ya que K es una digrá�ca
transitiva) lo que contradice que NK sea independiente. Si j = k, entonces existe
un ciclo en K que contiene al vértice vj . Pero los ciclos en digrá�cas transitivas
tienen �echas simétricas, lo que está prohibido por hipótesis. Así, no existen
dos vértices en N unidos por una trayectoria monocromática. Por lo tanto N es
ς-independiente.

El siguiente colorario es un debilitamiento de la proposición anterior con un
enunciado mucho más simple.

Corolario 4.18. La suma de digrá�cas pancromáticas sobre una digrá�ca tran-
sitiva y asimétrica es una digrá�ca pancromática.

Aún si la clase de las digrá�cas transitivas es una subclase de las digrá�cas
pancromáticas, el resultado anterior no puede generalizarse para sumas sobre
digrá�cas pancromáticas. Es decir, no es verdadero que la suma de digrá�cas
pancromáticas sobre una digrá�ca pancromática es una digrá�ca pancromática.
Ya hemos visto que la grá�ca de la �gura 4.11 es una suma de Zykov de digrá�cas
pancromáticas sobre un ciclo par (pancromático), con una coloración que no
admite núcleo por trayectorias monocromáticas.
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Figura 4.12: La suma de Zykov de cinco digrá�cas sobre una digrá�ca transitiva
K. Los sumandos D2 y D4, correspondientes al núcleo de K, son pancromáticos.

Se sigue de la proposición 4.17 que las digrá�cas pancromáticas no pueden
caracterizarse por medio de subdigrá�cas prohibidas, ya que cuando se consi-
dera la suma de Zykov sobre una digrá�ca transitiva K, no es necesario dar
condiciones para los sumandos que no corresponden al núcleo de K para que
la suma de Zykov sobre K sea una digrá�ca pancromática. En la digrá�ca de
la �gura 4.12, podemos reemplazar al sumando D1 con cualquier digrá�ca, y la
suma de Zykov sobre K seguirá siendo pancromática.

4.3. Digrá�cas sin núcleos

En las secciones 3.1 y 3.2 hemos estudiado varias familias de digrá�cas pan-
cromáticas. En esta sección estudiaremos el número pancromático de digrá�cas
tales que π(D) 6= m. Evidentemente ninguna de estas digrá�cas tiene núcleo.
Determinaremos de manera exacta el número pancromático de algunas clases
de digrá�cas y daremos cotas superiores para digrá�cas sin núcleo en general.

La siguiente proposición nos será útil para establecer cotas superiores en las
proposiciones 4.22, 4.23 y 4.26. Estas proposiciones junto con las proposiciónes
4.28, 4.29 aparecen por primera vez en [10].

Proposición 4.19. Sean c, k ∈ N = {1, 2, ...}. Si c 6=
⌈
k
l

⌉
+ l, para toda l ∈

{1, 2, ..., k}, entonces c < 2
√
k.

Demostración. Comencemos esta prueba de�niendo un par de funciones y ana-
lizando su comportamiento. Para algún k ∈ N, consideremos la función fk :
[1,∞) → R dada por fk(x) = k

x + x. Derivando esta función, obtenemos que
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alcanza su valor mínimo en x =
√
k. Evaluando, fk(

√
k) = 2

√
k. Además, es

fácil ver que fk es creciente en el intervalo [
√
k,∞).

Ahora consideremos la función f∗k : N → N dada por f∗k (x) =
⌈
k
x

⌉
+ x. Se

sigue que 2
√
k ≤ fk(n) ≤ f∗k (n) para toda n ∈ N. Notemos que si

√
k es un

entero, entonces

f∗k (
⌈√

k
⌉
) = fk(

⌈√
k
⌉
) = fk(

√
k) = 2

√
k =

⌈
2
√
k
⌉
.

Por otro lado, si
√
k no es un entero, tenemos que

f∗k (
⌈√

k
⌉
) <

⌈
k

d√ke

⌉
+
√
k + 1 ≤ k

d√ke +
√
k + 2 ≤ 2

√
k + 2.

obteniendo 2
√
k ≤ f∗k (

⌈√
k
⌉
) ≤ 2

√
k+1 lo que implica que f∗k (

⌈√
k
⌉
) =

⌈
2
√
k
⌉
.

Esto es, f∗k alcanza su mínimo en
⌈√

k
⌉
.

Además, como fk es creciente en [
√
k,∞), entonces claramente f∗k también

lo es en [
√
k,∞)∩N -i.e. f∗k (n) ≥ f∗k (m) si n > m ≥

⌈√
k
⌉
. Así, para n ≥

⌈√
k
⌉
,

f∗k (n+ 1) ≥ f∗k (n) de donde sigue que 0 ≤ f∗k (n+ 1)−f∗k (n). Desarrollando esta

expresión, obtenemos 0 ≤
⌈

k
n+1

⌉
+ n + 1 −

⌈
k
n

⌉
− n =

⌈
k

n+1

⌉
−
⌈
k
n

⌉
+ 1 ≤ 1.

Esto implica que para todo m ≥
⌈
2
√
k
⌉
existe n tal que f∗k (n) = m.

Ahora, tomemos un natural c ∈ N tal que c < k y c 6=
⌈
k
l

⌉
+ l, para

toda l ∈ {1, 2, ..., k}. Supongamos que se cumple que c ≥ 2
√
k. Como c es

un natural, también se cumple que c ≥
⌈
2
√
k
⌉
. Entonces existe un natural n

tal que f∗k (n) = c. Es fácil ver que n ≤ k. Así, se tiene que
⌈
k
n

⌉
+ n = c,

con n ∈ {1, 2, .., k}, lo que contradice el comportamiento de f∗k . Por lo tanto

c < 2
√
k.

Proposición 4.20. Sea D una digrá�ca sin núcleo. Si D tiene a lo más 4
vértices, entonces π(D) = 2.

Demostración. Mostraremos primero que existe una 3-coloración propia de las
�echas de la digrá�ca completa de cuatro vértices, es decir la digrá�ca de or-
den cuatro que tiene un �echa simétrica entre cualesquiera dos vértices. Sea
K4 esa digrá�ca y sean v1, v2, v3, v4 ∈ V sus vértices. Llamemos C1, C2 y C3

a las clases cromáticas de K4 bajo una 3-coloración. De�nimos ς como la 3-
coloración con clases cromáticas: C1 = {(v1, v2), (v2, v1), (v3, v4), (v4, v3)}; C2 =
{(v1, v4), (v4, v1), (v3, v2), (v2, v3)}; C3 = {(v1, v3), (v3, v1), (v2, v4), (v4, v2)} (ver
�gura 4.13). Es fácil ver que esta coloración es propia, y que toda digrá�ca de
orden menor o igual a cuatro es subdigrá�ca de K4. En particular D es una sub-
digrá�ca de K4. Entonces tenemos que D tiene una 3-coloración propia, y como
D no tiene núcleo, entonces π(D) 6= 3. Subdividiendo las clases cromáticas de D
obtenemos que π(D) 6= k para toda k ∈ {3, ...,m}. Por lo tanto π(D) = 2.
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Figura 4.13: Coloración propia de K4

En lo que resta de esta sección, consideraremos sólo digrá�cas con más de
cuatro vértices. Es decir, siempre que se tenga una digrá�ca D, queda sobren-
tendido que D tiene al menos 5 vértices.

Proposición 4.21. Si D es un ciclo de longitud impar, entonces π(D) = 2.

Demostración. Sea D un ciclo de longitud impar con conjunto de vértices V =
{v0, v1, ..., vn}. Sabemos que D no tiene núcleo. Mostraremos entonces una
3-coloración propia de F . De�nimos F1 = {(vi, vi+1) ∈ F : i es par, i ∈
{2, ..., n− 1}}, F2 = {(vi, vi+1) ∈ F (D) : i es impar, i ∈ {1, ..., n− 2}}. Co-
loreamos de rojo todas las �echas en F1, de verde todas las �echas F2, y de
color azul a (v0, v1) ∈ F. Con esta coloración, D no tiene núcleo por trayectoria
monocromáticas puesto que no tiene núcleo. Así π(D) 6= 3. Subdividiendo las
clases cromáticas bajo esta coloración, obtenemos que para cada k ∈ {4, ...,m},
existe una k-coloración propia de D. Por lo tanto π(D) = 2.

Proposición 4.22. Una digrá�ca D no tiene núcleo si y sólo si π(D) < 2
√
χ(D)

Demostración. Para la condición de su�ciencia, observemos que:

1. Si D es un torneo con n vértices, χ(D) = n < m.
2. Si la grá�ca subyacente de D es un ciclo impar, χ(D) = 3 < m.

Por teorema 3.4 tenemos que si la grá�ca subyacente de D no es un ciclo im-
par o una grá�ca completa χ(D) ≤ ∆(D). Además, es fácil ver que ∆(D) < m,
excepto cuando D es una estrella, caso que no está en consideración puesto las
estrellas, no teniendo ciclos, tienen núcleo. De las dos últimas desigualdades ob-
tenemos χ(D) < m. Así, si π(D) < χ(D), entonces π(D) < m y por proposición
4.2 D no tiene núcleo.

Para la otra implicación, sea D una digrá�ca sin núcleo y sea k = χ(D).
Demos una k-coloración ς : V → [k] propia a los vértices de D. Denotemos por
Vi = ς−1(i), para cada i ∈ [k], a las clases cromáticas de D.

Ahora, coloreemos a las �echas de D con k colores de la siguiente manera: a
cada �echa le asignamos el color de vértice inicial. Es decir, la �echa (u, v) ∈ F
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tendrá el mismo color que u ∈ V . Como la coloración de los vértices ς es una
coloración propia, cada Vi es independiente. Denotemos por Fi a las clases cro-
máticas de las �echas deD. Es claro que no se añade estructura a las trayectorias
monocromáticas de D con esta coloración, es decir, no hay trayectorias mono-
cromáticas de longitud 2. Así, como por hipótesis D no tiene núcleo, entonces D
tampoco tiene núcleo por trayectorias monocromáticas, probando que π(D) 6= k.

Figura 4.14: Una digrá�ca 3-coloreada en la que cada �echa tiene el color de su
vértice inicial. Los círculos representan las clases cromáticas.

Podemos simplemente subdividir las clases cromáticas de las �echas de D
para probar que π(D) 6= l, para l = {k, ...,m}. Así, π(D) < k = χ(D).

Para mejorar esta cota, re�nemos la coloración de las �echas de D. Recor-
demos que ς es una coloración propia de V . Sea l un natural tal que l < k.
De�nimos una partición del conjunto {Vi : i ∈ [k]} en l partes de cardinalidad
�casi� k/l:

U1 = {V1, V2, ..., Vbk/lc},
U2 = {Vbk/lc+1, Vbk/lc+2, ..., V2bk/lc},
...
Ul = {V(l−1)dk/le+1, V(l−1)dk/le+2, ..., Vk}

Para cada i ∈ [k], denotamos ahora por Ai = {(u, v) ∈ F : u, v ∈ ∪Ui} al
conjunto de �echas contenidas en la parte Ui. Así, podemos colorear las �echas
de cada una de los conjuntos Ui de esta partición con dk/le colores, digamos
{1, 2, ..., dk/le}, y con otros l colores distinto, digamos {1′, 2′, ..., l′}, podemos
colorear las �echas que �unen� a los conjuntos Ui.
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Esto es, las �echas en:

N+(V1)∩A1, N
+(Vbk/lc+1)∩A2, ..., N

+(V(l−1)dk/le+1)∩Al reciben el color
1

N+(V2)∩A1, N
+(Vbk/lc+2)∩A2, ..., N

+(V(l−1)dk/le+2)∩Al reciben el color
2

...
N+(Vbk/lc) ∩A1, N

+(V2bk/lc) ∩A2, ..., N
+(Vk) ∩Al reciben el color dk/le

Mientras que las �echas en N+(Ui) reciben el color i′.

Figura 4.15: Diagrama de la coloración de las �echas de D

Como las clases Vi, i ∈ {1, .., k}, son conjuntos independientes, esta colora-
ción no altera la estructura de las clases monocromáticas de D -i.e. D no tiene
trayectorias monocromáticas de longitud 2 o mayor. Así, dado queD no tiene
núcleo, D no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas con esta coloración.
Entonces π(D) 6= dk/le+ l. Como se puede de�nir una coloración análoga para
cada l ∈ {1, ..., k}, tenemos que π(D) < 2

√
χ(D).

Proposición 4.23. Una digrá�ca D no tiene núcleo si y sólo si π(D) < χ(L(D))

Demostración. Sea D una digrá�ca sin núcleo y sea k = χ(L(D)). Sea ς :
V (L(D)) → [k] una coloración propia de los vértice de L(D). Claramente, ς es
también una coloración de las �echas de D. Esta coloración para F (D) también
es propia, ya que si existieran dos �echas (u, v) y (v, w) en D coloreadas con el
mismo color, entonces los vértices (u, v) ∈ V (L(D)) y (v, w) ∈ V (L(D)) serían
adyacentes y estarían coloreados con el mismo color, lo que contradice que ς es
una coloración propia de V (L(D)). Así, con esta coloración no existen trayecto-
rias monocromáticas de longitud 2 en D. Ahora, por hipótesis D no tiene núcleo,
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entonces tampoco tiene núcleo por trayectorias monocromáticas con esta colo-
ración. Asi, π(D) 6= k. Subdividiendo las clases cromáticas, podemos encontrar
una l-coloración que no admite núcleos por trayectorias monocromáticas, para
cada l ∈ {k, ...,m}, obteniendo asi que π(D) < χ(L(D)).

Para la otra implicación, sea D una digrá�ca tal que π(D) < χ(L(D)) y sea
m = |F (D)|. Es claro que χ(L(D)) ≤ |V (L(D))| = m. Así, si π(D) < χ(L(D)),
entonces π(D) < m y por lo tanto D no tiene núcleo.

De�nición 4.24. Sea D una digrá�ca con conjunto de vértices V . Una parti-
ción de D en subdigrá�cas transitivas es un conjunto P = {V1, V2, ..., Vk} que
cumple las siguientes condiciones:

1.V = ∪ki=1Vi
2. Vi ∩ Vj = ∅ para todo i, j ∈ {1, ..., k}.
3. [Vi] es una digrá�ca transitiva para todo i ∈ {1, ..., k}.

De�nición 4.25. Sea D una digrá�ca, de�nimos τ(D) = min{|P | : P es una
partición transitiva de D}

Proposición 4.26. Una digrá�ca D no tiene núcleo si y sólo si π(D) <
2
√
τ(D) + 1.

Demostración. Para la condición de su�ciencia, considera D una digrá�ca sin
núcleo. Probaremos que π(D) < 2

√
τ(D) + 1. Sea V = V1 ∪ ...∪Vτ(D) de modo

que cada Vi induce una subdigrá�ca transitiva de D. Para cada i ∈ {1, ..., τ(D)},
asignemos el color i a las �echas en N+(Vi). Usemos un color adicional para
colorear todas las �echas restantes (aquellas en el �interior� de las clases Vi).
Tenemos entonces una (τ(D) + 1)-coloración. Observemos que si u ∈ Vi y v ∈
Vj , i 6= j, entonces las únicas uv-trayectorias monocromáticas posibles tienen
longitud 1. Más aún, si u, v ∈ Vi se tiene que existe una uv-trayectoria si y
sólo si (u, v) ∈ F (D), ya que Vi es transitiva. Así D = C(D), su cerradura
por trayectorias monocromáticas. Entonces D tiene núcleo si y sólo tiene núcleo
por trayectorias monocromáticas. Como por hipótesis D no tiene núcleo, hemos
probado que π(D) < τ(D) + 1.

Para mejorar esta cota, utilizamos un argumento completamente análogo al
usado en la prueba anterior, obteniendo que π(D) < 2

√
τ(D) + 1.

Para el recíproco, consideremos una digrá�caD tal que π(D) < 2
√
τ(D) + 1.

Claramente cualquier digrá�ca con dos vértices es transitiva, entonces τ(D) ≤
dn/2e. Si sucediera que m = n−1, donde n es el orden de D, entonces D es una
digrá�ca acíclica, y π(D) = m (proposición 4.5). Así obtenemos que π(D) =
m = n − 1 y entonces, como D tiene al menos 5 vértices, n ≤ 2

√
τ(D) + 1 <

2
√
dn/2e+ 1 < n lo cual es imposible. Así, podemos suponer que m 6= n − 1

y como D es conexa, necesariamente m ≥ n. Además, dn/2e ≤ n − 1 < m.
Así, τ(D) + 1 ≤ m y por lo tanto 2

√
τ(D) + 1 ≤ m. Finalmente, como π(D) <

2
√
τ(D) + 1, se tiene que π(D) < m y por lo tanto D no tiene núcleo.

La siguiente proposición nos servirá para la demostración de la proposición
4.28.
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Proposición 4.27. Si D es un torneo y G ⊂ D es una subdigrá�ca inducida
acíclica de D, entonces G es transitiva

Demostración. Sean u, v, w ∈ V (G) tales que (u, v) ∈ F (G) y (v, w) ∈ F (G).
Como D es un torneo y G es una subdigrá�ca inducida, entonces u y w son
adyacentes en G. Si (w, u) ∈ F (G) entonces (u, v, w, u) sería un ciclo, lo que
está prohibido por hipótesis. Entonces necesariamente (u,w) ∈ F (G), probando
asi que G es transitiva.

Proposición 4.28. Sea D =
∑
v∈V (G)Dv la suma de digrá�cas Dv sin núcleo

sobre una digrá�ca G cualquiera. D no tiene núcleo si y sólo si π(D) < |V (G)|+
max {π(Dv)}+ 1.

Demostración. Para la condición de su�ciencia, sea D =
∑
v∈V (G)Dv una di-

grá�ca sin núcleo y sea k = max {π(Dv)} + 1. Es claro que para cada Dv, se
tiene que π(Dv) < k. Así, para cada Dv existe una k-coloración de sus �echas
que no admite un núcleo por trayectorias monocromáticas (si |F (Dv)| < k la
coloración sólo tendrá |F (Dv)| colores). Coloreemos así a cada término de la
suma. Extendamos esta coloración a todas las �echas de D, usando |V (G)| co-
lores adicionales, de la siguiente manera: para cada v ∈ V (G) y cada u ∈ Γ+(v),
coloreamos a todas �echas de Dv a Du con el color v.

A�rmación: con esta coloración D no tiene núcleo por trayectorias monocro-
máticas.

En busca de una contradicción, supongamos que D sí tiene un núcleo por
trayectorias monocromáticas K ⊆ V (D). Para cada v ∈ V (G), de�nimos Kv =
K ∩Dv. Claramente existe v0 ∈ V (G) tal que Kv0 es distinto del vacío. Como
Dv0 no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas, debe existir un vértice
w ∈ Dv0 que no es absorbido por Kv0 , de lo contrario Kv0 sería un núcleo por
trayectorias monocromáticas de Dv0 . Como estamos bajo la suposición que K es
un núcleo por trayectorias monocromáticas, debe existir un u ∈ V (G), u 6= v0,
tal que el término Ku es distinto del vacío y absorbe a w. Esto es, existe una
�echa de w a algún vértice en Du, lo que implica que (v0, u) es una �echa de
G y entonces cada vértice de Kv0 es adyacente a cada vértice de Ku, lo que
contradice que K sea independiente.

Así, D no admite núcleos por trayectorias monocromáticas con esta colo-
ración, y por lo tanto π(D) 6= |V (G)| + max {π(Dv)} + 1. Subdividiendo las
clases cromáticas de las �echas de D, se obtiene que π(D) 6= k′, para toda
k′ ∈ {k, ...,m}, y por lo tanto π(D) < |V (G)|+max {π(Dv)}+ 1.

Para la condición de necesidad, sea D una digrá�ca tal que D =
∑
v∈V (G)Dv

y π(D) < |V (G)|+max {π(Dv)}+ 1. Si sucediera que G tiene un sólo vértice,
entonce D = Dv, que por hipótesis no tiene núcleo y aquí concluiría la demos-
tración. Podemos suponer que G tiene más de un vértice. Notemos que como
ninguna Dv tiene núcleo, entonces |F (Dv)| ≥ 3, para cada v ∈ V (G) . Así,
|∪{F (Dv) : v ∈ V (G)}| ≥ max{|F (Dv)| : v ∈ V (G)}+ 3.

Además, max{|F (Dv)| : v ∈ V (G)} > max {π(Dv)}, entonces
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|∪{F (Dv) : v ∈ V (G)}| ≥ max {π(Dv)}+ 3.

Por otro lado, como D es conexa, G debe serlo también y por lo tanto

|F (G)| ≥ |V (G)| − 1.

Claramente, como cada Dv tiene más de un vértice,

m > |∪{F (Dv) : v ∈ V (G)}|+ |F (G)| y entonces
m > max {π(Dv)}+ 3 + |V (G)| − 1 > max {π(Dv)}+ V (G) + 1 > π(D).

Por lo tanto, D no tiene núcleo.

Proposición 4.29. Una digrá�ca asimétrica (sin �echas simétricas) y cuasi-
transitiva D no tiene núcleo si y sólo si π(D) = 2.

Demostración. Para la condición necesaria, consideremos una digrá�ca D tal
que π(D) = 2. Por la proposición 4.20 podemos suponer que D tiene al menos
5 vértices y como es conexa, tenemos que m = |F | > 2. Entonces π(D) < m, y
por lo tanto D no tiene núcleo, concluyendo esta parte de la demostración.

Para la otra implicación, procederemos por inducción sobre el orden de D.
Para el caso base, consideremos D una digrá�ca de orden 3, asimétrica,

cuasitransitiva y sin núcleo. La única digrá�ca con más de dos �echas y con
estas características es un ciclo de longitud tres. Es claro que π(D) = 2.

Ahora, supongamos que si D es una digrá�ca de orden menor que n, cuasi-
transitiva, asimétrica y sin núcleo, entonces π(D) = 2.

Sea D una digrá�ca de orden n, cuasitransitiva, asimétrica y sin núcleo. Ha-
remos un aná lisis caso por caso.

Caso1: D es fuertemente conexa.
Por teorema 4.13 tenemos que:
D =

∑
K Di, donde K es una digrá�ca semicompleta y fuertemente conexa,

y cada Di es cuasitransitiva pero no es fuertemente conexa. Tenemos entonces
dos posibilidades.

Caso 1.1: K tiene núcleo. Como K es semicompleta, un núcleo debe consistir
en un sólo vértice que llamaremos v.Más aún, como D es asimétrica, K también
debe serlo, entonces K es un torneo y su núcleo es único. Sea Dv el término
de D =

∑
K Di correspondiente a v. Notemos que como v absorbe a todo

vértice en V (K) \ {v}, entonces cada vértice de Dv absorbe a todos los vértices
en V (D) \ V (Dv). Entonces N

+(V (Dv)) = ∅. Esto contradice que D sea una
digrá�ca fuertemente conexa. Así,K no puede tener núcleo. Pasamos al siguiente
caso.

Caso 1.2: K no tiene núcleo. Ya hemos probado que si K es un torneo y
no tiene núcleo, necesariamente π(K) = 2 (proposición 4.8), y por lo tanto
para cada k ∈ {3, ...,m}, existe una k-coloración sin núcleo por trayectorias
monocromáticas en K.
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Dotemos a las �echas de K de una coloración sin ς-núcleo. De�nimos una
coloración de D de la siguiente manera: por cada �echa coloreada (u, v) ∈ F (K)
en K, coloreamos las �echas de Du a Dv con el mismo color; las �echas en el
interior de Du y Dv son coloreadas de manera arbitraria.

A�rmación: D no tiene ς-núcleo con esta coloración.
En busca de una contradicción, supongamos que D si admite un ς-núcleo

N ⊆ V (D). Como estamos considerando la suma sobre una digrá�ca semi-
completa K, dados dos términos Du y Dw tenemos que cada vértice de Du es
adyacente a cada vértice de Dw. Entonces debe existir un término Dv tal que
N ⊆ V (Dv); si no, N no sería independiente. Pero entonces, el vértice v ∈ V (K)
sería un ς-núcleo de K, lo que es una contradicción. Por lo tanto π(D) = 2.

Caso 2: D no es fuertemente conexa.
Por teorema 4.13 tenemos que:
D =

∑
T Di, donde T es transitiva y acíclica, y cada Di es cuasitransitiva y

fuertemente conexa. Esto es, T es la digrá�ca de condensación de D.
Notemos que como T es transitiva y acíclica, todo vértice en V (D) es absorbi-

do por un vértice en alguna componente terminal de D. Así, si toda componente
terminal Dj de D tiene un núcleo Nj ⊂ V (D), entonces claramente ∪Nj es un
núcleo de D. Pero por hipótesis D no tiene núcleo, entonces debe existir una
componente terminal Dv de D, sin núcleo. Es claro que N+(Dv) = ∅, ya que
Dv es terminal. Ahora, como Dv es fuertemente conexa, pero D no lo es, sa-
bemos que D 6= Dv -i.e. |V (Dv)| < |V (D)| = n. Además, Dv es asimétrica,
cuasi-transitiva, y no tiene núcleo, entonces por hipótesis inductiva tenemos
que π(Dv) = 2. Esto es, para cada k′ ∈ {3, ..., |F (Dv)|}, existe una k′-coloración
de Dv que no admite núcleos por trayectorias monocromáticas. Extendemos de
manera arbitraria esta coloración a D. Notemos que Dv no tiene núcleos por tra-
yectorias monocromáticas con esta coloración extendida, ya que N+(Dv) = ∅.

A�rmación: Con esta coloración D no tiene núcleo por trayectorias mono-
cromáticas.

Supongamos que N ⊆ V (D) es un ς-núcleo de D. Como N+(Dv) = ∅,
entonces N ∩Dv es un ς-núcleo de Dv lo que contradice la manera de colorear
a Dv.

Observemos que dada una colección de k colores, k ∈ {|F (Dv)| , ..., |F (D)|},
podemos colorear a Dv con k

′ colores de modo que no tenga ς-núcleo, y al resto
de la digrá�ca con los k − k′ colores restantes. Así, D no tendrá núcleo por
trayectorias monocromáticas. Concluimos que π(D) = 2.

Proposición 4.30. Sea D una digrá�ca asimétrica sin núcleo. Si D no contiene
a una de las siguientes digrá�cas como subdigrá�ca, entonces π(D) = 2.
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Figura 4.16: Subdigrá�cas no contenidas en D.

Demostración. Sea D una digrá�ca sin núcleo que no contiene a ninguna de
las digrá�cas de la �gura 4.16. En la proposición 4.21 probamos que lo ciclos
de longitud impar tienen número pancromático 2. Para lo que resta de la de-
mostración podemos suponer que D no es un ciclo de longitud impar. Ahora,
consideremos L(D), la digrá�ca de líneas de D. Como D no es un ciclo im-
par, entonces L(D) tampoco lo es. Por proposición 2.16 (L(D)) tampoco es una
digrá�ca semi-completa.

Probaremos que, dado que D no contiene a ninguna de las digrá�cas de
la �gura 4.16, tenemos que no existe un vértice v ∈ V (L(D)) tal que δ(v) =
δ+(v) + δ−(v) > 3 (de existir D contendría a alguna de las digrá�cas prohibidas
por hipótesis). Para esto, supongamos que existe un vértice v ∈ V (L(D)) tal
que δ(v) = δ+(v) + δ−(v) ≥ 4. Analicemos cada posible caso.

Si δ+(v) ≥ 4, entonces existen u,w ∈ V (D) tales que v = (u,w) ∈ F (D) y
δ+(w) ≥ 4. Así, la digrá�ca (a) de la �gura 4.16 sería una subdigrá�ca de D.

Si δ−(v) ≥ 1 y δ+(v) ≥ 3, entonces existen u,w ∈ V (D) tales que v =
(u,w) ∈ F (D), δ−(u) ≥ 1 y δ+(w) ≥ 3. Así, la digrá�ca (b) o (c) de la �gura
4.16 sería una subdigrá�ca de D.

Si δ−(v) ≥ 2 y δ+(v) ≥ 2, entonces existen u,w ∈ V (D) tales que v =
(u,w) ∈ F (D), δ−(u) ≥ 2 y δ+(w) ≥ 2. Así, la digrá�ca (d), (e) o (f) de la
�gura 4.16 sería una subdigrá�ca de D.

Si δ−(v) ≥ 1 y δ+(v) ≥ 3, entonces existen u,w ∈ V (D) tales que v =
(u,w) ∈ F (D), δ−(u) ≥ 1 y δ+(w) ≥ 3. Así, la digrá�ca (g) o (h) de la �gura
4.16 sería una subdigrá�ca de D.

Si δ−(v) ≥ 4, entonces existen u,w ∈ V (D) tales que v = (u,w) ∈ F (D) y
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δ−(w) ≥ 4. Así, la digrá�ca (i) de la �gura 4.16 sería una subdigrá�ca de D.

Es fácil ver que estos son los únicos casos posibles, y entonces se tiene que
no existe un vértice v ∈ V (L(D)) tal que δ(v) = δ+(v) + δ−(v) ≥ 4.

Entonces, si GL(D) es la grá�ca subyacente de L(D) tenemos que el gra-
do máximo de GL(D) es menor o igual que 3. Por teorema 3.4 tenemos que
χ(GL(D)) ≤ ∆(GL(D)) y entonces obtenemos χ(L(D)) ≤ ∆(L(D)) ≤ 3. Además
sabemos que el número cromático de la digrá�ca de líneas de D es igual al índice
cromático de D. Asi, χ′(D) ≤ 3 -i.e. existe una 3-coloración propia de las �echas
deD. Sea ς dicha coloración. Como por hipótesis D no tiene núcleo, entonces
D no tiene ς-núcleo, de donde se sigue que π(D) 6= 3. Subdividiendo las clases
cromáticas de D, obtenemos que π(D) 6= k, para toda k ∈ {3, ...,m}. Por lo
tanto π(D) = 2.
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5. Notas sobre una conjetura

En el Capítulo 3 hemos demostrado que el número pancromático de una di-
grá�ca con núcleo es m = |F |. En particular, en las subsecciones 4.1 y 4.2 hemos
probado que digrá�cas acíclicas, digrá�cas sin ciclos ni trayectorias de longitud
3, digrá�cas cuasitransitivas con núcleo y ciclos de longitud par tiene número
pancromático m. Este resultado también es cierto para digrá�cas asimétricas
con bloques transitivos, uniones de digrá�cas pancromáticas que comparten só-
lo vértices de ingrado 0, y sumas de Zykov de digrá�cas pancromáticas sobre
digrá�cas transitivas y asimétricas. La proposición 4.8 garantiza que si D es un
torneo, entonces π(D) ∈ {2,m}. En la sección 4.3 se demostró que las digrá-
�cas de orden menor o igual a cuatro, los ciclos impares, digrá�cas sin núcleo
que no contiene a cierta subdigrá�cas (ver �gura 4.16) y digrá�cas cuasitransi-
tivas sin núcleo tienen número pancromático 2. Los mismo vale para digrá�cas
3-coloreables sin núcleo.

Resumiendo los resultados de el Capítulo 4, salta a la vista el hecho de que
en todos los casos en que se pudo calcular el número pancromático exacto de
una digrá�ca D con m �echas, resultó que π(D) ∈ {2,m}. Observaciones de este
tipo motivaron a Galeana-Sánchez y Strausz a enunciar la siguiente conjetura

Conjetura. Si D es una digrá�ca con m �echas, entonces π(D) ∈ {2,m}.

De ser verdadera la conjetura, obtendríamos que una digrá�ca D con más
de dos �echas no tiene núcleo si y sólo si π(D) = 2. Esto reduciría la tarea
de buscar k-coloraciones que no admiten ς-núcleos, 2 < k < m, a la tarea, en
general mucho más simple, de probar que D no tiene núcleo.

De ser falsa la conjetura, tendríamos que existe una digrá�ca D tal que
2 < π(D) < m. De existir, esta digrá�ca tendría que cumplir todas las siguientes
propiedades:

D no tiene núcleo de donde se sigue que no es un ciclo de longitud par,
pero contiene al menos un ciclo asimétrico

D no es un ciclo de longitud impar

D no es cuasitransitiva asimétrica de donde se sigue que no es un torneo

D tiene más de cuatro vértices

D no es 3-coloreable por �echas

D contiene a alguna de las digrá�cas de la �gura 4.16

GD tiene un vértice de grado mayor o igual a 4.
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