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Abstract

In this work we study some properties of the dark degeneracy, which is the fact that the
dark sector of the Universe can only be probed by gravitational experiments, and as a
consequence, any split of it, as in dark matter and dark energy, could be arbitrary. We
show that a single fluid, known as the dark fluid, is capable to give exactly the same
phenomenology as the ACDM model, at least at zero and first order in cosmological
perturbation theory. We also construct the dark fluid from a collection of fluids with
interactions between them. Accordingly, there exists an infinity of models which give the
same cosmology. If the dark sector components do not interact at all with the standard
model of particles, it is difficult to decide which model is correct. This leads us to give
new meaning to the search for the right model: models which are exactly degenerate
to a certain level in cosmological perturbation theory may be, no longer, to be at the
next level. For this reason we explore several scenarios that break the dark degeneracy

at different levels in cosmological perturbation theory.

By using the formalism of Geometrothermodynamics, we find a two free parameter model
which reduces to the Chaplygin gas, to the polytropic fluids and to the dark fluid in some
given limits. We describe its cosmology at zero and first order perturbation theory and

in order to constrain its free parameters, we make comparisons to current observations.

We also explore the possibility that the dark fluid interacts with baryons. To do this,
complying with the Bianchi identities, we develop a very general class of couplings.
We let the background cosmology to stay in degeneracy with the ACDM model by
forbidding energy transfers in the interactions, but by allowing momentum transfers,
the interactions show observational signatures at first order in perturbation theory. We

then constrain these interactions by comparing their signatures to observations.

Finally, we show a mechanism in which interactions between a quintessence-like scalar
field and baryonic matter can give rise to the effects of dark matter. In doing this, we also
show that modifications to the theory of General Relativity, as Scalar Tensor Gravity,
are equivalent to couplings of scalar fields and matter under some identifications. We
describe a specific model that can emulate all the dark matter in the Universe at the
background cosmological level. We show how these models can also give rise to a similar
growth of the density contrast of baryonic matter to that of the ACDM model, showing

that they are plausible alternatives to dark matter.
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Resumen

En este trabajo estudiamos algunas propiedades de la degeneraciéon oscura, que es el
hecho de que las propiedades del sector oscuro del universo sélo pueden ser probadas
por experimentos gravitacionales, y como consecuencia, cualquier divisién del mismo,
como en materia oscura y energia oscura, puede ser arbitraria. Demostramos que de un
sélo fluido, llamado fluido oscuro, se obtiene la misma fenomenologia que en el modelo
ACDM, al menos a ordenes cero y primero en teoria de perturbaciones cosmoldgicas.
Luego, construimos éste a partir de una coleccién de fluidos con interacciones entre
ellos. Por consiguiente, existe una infinidad de modelos de los que se obtiene la misma
cosmologia. Si las componentes del sector oscuro no interactian en absoluto con el
modelo estandar de particulas, es dificil decidir cudl modelo es el correcto. Esto nos
lleva a darle un nuevo sentido a la busqueda del modelo correcto: modelos que estian
degenerados de manera exacta hasta cierto nivel perturbativo podrian ya no estarlo al
siguiente nivel. Por esta razén exploramos varios escenarios que rompen la degeneracién

parcialmente a diferentes grados en teoria de perturbaciones cosmolégicas.

Utilizando el formalismo de geometrotermodinamica, encontramos un modelo de dos
parametros libres que se reduce al gas de Chaplygin, a los fluidos politrépicos y al
fluido oscuro en ciertos limites dados. Describimos su cosmologia a cero y primer orden
en teoria de perturbaciones y hacemos comparaciones con observaciones cosmoldgicas

recientes para acotar sus parametros libres.

También exploramos la posibilidad de que el fluido oscuro interactiie con la materia
bariénica. Para ello, respetando las identidades de Bianchi, desarrollamos una clase muy
general de acoplamientos. Dejamos que la cosmologia de fondo permanezca en degene-
racién con el modelo ACDM al no permitir transferencia de energia, pero, al permitir
transferencia de momento, las interacciones mostraran signaturas a primer orden en la

teoria de perturbaciones, las cuales usamos para acotar las interacciones.

Finalmente, mostramos un mecanismo en el que interacciones entre un campo escalar de
energia oscura con materia bariénica pueden emular a la materia oscura. Al hacer esto,
mostramos también que modificaciones a la teoria de relatividad general, como teorias
escalares tensoriales, son equivalentes a estos acoplamientos bajo algunas identificacio-
nes. Describimos un modelo especifico que emula toda la materia oscura en el universo
en la cosmologia homogénea e isotropica. Mostramos también cémo estos modelos pue-
den dar lugar a un crecimiento similar del contraste de densidad de la materia bariénica
al del modelo ACDM, lo que los convierte en alternativas plausibles al problema de la

materia faltante en el universo.
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Capitulo 1

Introduccion

En el ano 1933 el astrénomo suizo F. Zwicky estudié el movimiento de ocho galaxias
del cimulo Coma con la finalidad de inferir su masa usando el teorema del virial. En-
contré que las velocidades peculiares de las galaxias eran mucho mayores a lo esperado,
lo que lo llevé a concluir que el ciimulo contenia al menos 200 veces mas masa de la
inferidad por la luminosidad de las galaxias [1]. El mismo acuiio el término materia
oscura para referirse a esta masa faltante. La segunda evidencia de la existencia de la
materia oscura provino de las observaciones de galaxias individuales por V. Rubin [2].
Ella midi6 las velocidades orbitales de la materia interestelar en alrededor de 60 galaxias
espirales como funcion de sus distancias al centro de ellas. Sus observaciones estaban en
contradiccion con el movimiento kepleriano: al incrementarse la distancia, las velocida-
des no caian, sino que se mantenian aproximadamente constantes incluso mas alld de
la regién galactica visible. Su hipdtesis fue que las galaxias estdn rodeadas de un halo
esférico de materia “invisible”, cuya masa total es unas 10 veces mayor a la de la materia

luminosa y a los gases interestelares.

Desde esa época a la fecha, usando las técnicas descritas en el parrafo anterior, se han
encontrado multiples evidencias de la existencia de una materia faltante. Catalogos de
galaxias espirales y sus curvas de rotaciéon superan los miles de casos, mostrando una

razén de masa-luminosidad de M /L = (10 — 20) My /Le; véase por ejemplo [3].

Una observacion sorprendente es la del gigantesco ciimulo Abell 2029 que se encuentra a
una distancia de alrededor de 100 Mpc y contiene miles de galaxias. Imagenes de rayos
X tomadas por el satélite Chandra muestran que éste se encuentra rodeado por una
nube de gas que alcanza temperaturas de hasta 10°K. Para poder mantener este gas
confinado es necesario que el camulo tenga una masa 10 veces mayor a la inferida por

consideraciones dindmicas [4].



Introduccion 2

Un importante trazador de la materia oscura en nuestro universo se obtiene del efecto
de lentes débiles gravitacionales. El ejemplo méas conocido de esta técnica fue empleada
en el llamado Bullet Cluster, que se encuentra a una distancia aproximadamente de
1 Gpc. Este es la fusién de dos ctmulos de galaxias con una alta velocidad relativa
entre ellas de alrededor de 4.5 x 103 km/s. Durante el encuentro los gases intergaldcticos
son calentados a 10°K. La consecuente emisién de rayos X fue medida por el satélite
Chandra y muestra como el gas queda rezagado del movimiento de las galaxias, las cuales
pasan las unas a través de las otras sin sufrir colisiones. El uso de lentes gravitacionales
permitié reconstruir los halos de cada cimulo, concluyendo que éstos contribuyen con

49 veces la masa encontrada en las galaxias y el gas caliente interestelar [5]!.

1.1. Contenido energético del universo

Las ecuaciones de la relatividad general de Einstein implican que en un universo ho-
mogéneo e isotrépico los pardmetros de densidad €;(t) = 87Gp;(t)/3H? de las distintas

especies de energia cumplen con la ecuaciéon

ZQi(t): 1—%, (1.1)

donde K es un factor de curvatura (constante) de las hipersuperficies espaciales de
tiempo constante, a = a(t) es el factor de escala del universo y H = a~'da/dt el
factor de expansién de Hubble. Esta es una ecuacién de constriccién que implica que las
distintas formas de materia evolucionan de acuerdo al comportamiento de las demas.
A continuacién presentamos las principales componentes energéticas del universo y sus

abundancias inferidas por observaciones astrofisicas y cosmoldgicas.

1.1.1. Bariones

Como es costumbre en cosmologia y astrofisica muchos términos son deformados a con-
veniencia y por costumbres. Cuando hablamos de bariones en cosmologia nos referimos
a toda particula, fundamental o compuesta, del modelo estandar de particulas que no

sea relativistaZ.

! Aunque algunos autores aseveran que el Bullet Cluster es un claro indicador de la invalidez del
modelo ACDM; véanse por ejemplo [6, 7].

2En el modelo estdndar de particulas se define al barién como una particula compuesta por tres
quarks, como lo son el protén, el neutrén, las particulas A, las particulas =, las particulas X, entre otras.
Los electrones, por ejemplo, son leptones, sin embargo en cosmologia se les considera bariones siempre
que no sean relativistas.



Introduccion 3

La teoria de nucleosintesis ha sido muy exitosa en predecir la abundancia relativa de los
ntcleos de atomos ligeros que se formaron durante los primeros minutos de la historia
del universo [8, 9]. Los resultados dependen de diversos pardmetros: la diferencia entre
las masas del neutrén y el proton, @@ ~ 1.293 MeV, la constante gravitacional G =~
6.7 x 10739 GeV~2, la constante de Fermi Gp~117x107° GeV~2, el nimero efectivo
de grados de libertad relativistas durante nucleosintesis, g, = 10.75, la vida media del
neutrén 7y =~ 885.7s y de dos pardmetros que podemos ajustar mediante observaciones
cosmolégicas, la tasa de expansién del universo al momento de nucleosintesis y la razén
barién-fotén parametrizada por el factor nig = 10'%n;/n, = 2.7 x 102Q,h% donde ny, y ny
son las densidades de niimero de baridnes y fotones, respectivamente, {2, es el pardmetro
de densidad de bariones evaluado hoy en dia 'y h = H(/(100 km/s/Mpc) parametriza la
constante de Hubble. En general, Q; = Q;(to).
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FigurA 1.1: Abundancia primordial de atomos ligeros como funcién del pardmetro
n = np/n,. las cajas horizontales muestran las abundancias observadas a un nivel
de confianza de 20 (las grandes incluyen errores estadisticos y sistemdticos, mientras
las pequenas sélo estadisticos). Las barras verticales muestran la fraccién de bariones
inferida por experimentos de la radiacién césmica de fondo. Imagen extraida de [9].

La figura 1 muestra las abundancias relativas de De, *He, “He y "Li como funcién de

110, de donde se infiere que el parametro de densidad bariénica tiene un valor
0.017 < Qh* < 0.024, (1.2)

a un nivel de confianza de 20 [9].
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1.1.2. Radiacién

La temperatura de los fotones provenientes de la radiaciéon césmica de fondo ha sido
medida con gran precisién por el instrumento FIRAS del satélite COBE, obteniendo un
valor T, = 2.725 £ 0.002K [10]. De esta observacién se obtiene

&G

Q=0
7 3H?

(NyaspTy) ~ 2.47 x 107°h ™2, (1.3)
donde N, = 2 es el ntimero de grados de libertad de espin para fotones y asp =

72k% /(30h3¢?) es la constante de Stefan-Boltzmann.

Los neutrinos también contribuyen a la cantidad total de radiacion en el universo, siem-
pre que éstos sean relativistas. Dado que se espera una masa total de los neutrinos
mp =Y. m; < leV, dejaron de ser relativistas hace relativamente poco tiempo. Si bien
éstos se comportan como materia oscura en el universo tardio, no asi en el universo
temprano por lo que no contribuyeron a la formacién de estructura, podemos enton-
ces simplificar la discusiéon considerando sus masas iguales a cero, de esta manera los

neutrinos contribuyen al contenido relativista con un parametro de densidad

74\
Q, = g (11> QW? (14)

por especie. Si consideramos tres especies de neutrinos se obtiene (2, ~ 0.681€2,. Es
comun parametrizar la cantidad total de materia relativista presente en las épocas tem-

pranas del universo, una vez que neutrones y protones dejan de ser relativistas, con la

7 (4\"?
Qrad = 1 + Neffg ﬁ Q/y, (15)

donde Nys es el ntimero de grados relativistas efectivos. Para tres especies de neutrinos

ecuacion

Nepp = 3.046, la desviasion del valor N.ry = 3 se obtiene si se considera que el des-
acoplamiento de los neutrinos y el plasma primordial de fotones y bariones no sucede
de manera instantdnea [11]. Sin embargo, medidas recientes de las anisotropias en la
radiacién césmica de fondo infieren un valor N.sr = 4.347755 (10) [12]. Esto ha abierto
nuevas lineas de investigacién para explicar el exceso de radiacion, llamado genérica-
mente radiacion oscura, que no es esperado dentro del modelo estandar de particulas;
véanse por ejemplo [13, 14]. Los tltimos resultados de WMAP (9 anos) cuando son ana-
lizados conjuntamente con mediciones de oscilaciones actisticas de bariones y el valor de
la constante de Hubble hoy en dia muestran un valor de Nsr = 3.26 4 0.35 (10), valor

consistente con el modelo estandar [15].
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1.1.3. Curvatura

La geometria espacial de un universo homogéneo e isotrépico estd determinada por
el pardmetro Q = K/a?H?, de aqui que la ecuacién (1.1) pueda ser escrita como
> Qu(t) + Qx = 1, donde el indice i corre sobre las distintas especies de energfa. La
inferencia mas precisa de la curvatura proviene de las posicién de los picos acusticos en

el espectro de potencias de la radiaciéon césmica de fondo, principalmente del primero.

Justo antes de recombinacién, fotones y bariones estaban fuertemente acoplados y se
comportaban como un sélo fluido que desarrollaba oscilaciones actusticas debido a la
fuerza atractiva producida por la gravitacién, cuya fuente principal eran inhomogenei-
dades en la materia oscura que crecian al no interactuar con los fotones, y una fuerza
repulsiva producida por la presién de radiaciéon. Desde nuestro lugar en el universo, ob-
servamos la proyeccion de estas oscilaciones en la esfera de iltima dispersién. En escalas
angulares por debajo de alrededor de 1°, es decir, mas pequenas que el horizonte de
sonido en la época de tltima dispersion, observamos modos de oscilacién que tuvieron
suficiente tiempo de hacer oscilaciones completas, y éstos son reflejados en unas serie de
picos y valles en la radiacién césmica de fondo. Modos que se encontraban al maximo de
compresién o rarefaccion corresponden a picos, mientras que los valles corresponden a
modos que se encontraban a velocidad maxima. El niimero de onda de cada uno de estos
modos k,, esta relacionado con el multipolo [ de la descomposicién de las anisotropias
en la radiacién césmica de fondo en armédnicos esféricos por la relacién [ ~ k,,, D,, donde
la distancia diametral angular comévil es D, = K —1/2g6n [K 1/ 2(70 — 7'*)], y To — T« €S la
distancia conforme a la época de dltima dispersién. De esta manera el tamafio del primer
pico acustico representa una regla estdndar y su posicion se mostrarda a un multipolo
16]

1~ 20 (1.6)

vV1-—Qk

Esta relacién se encuentra muy poco degenerada con los demas parametros cosmoldgicos.
Sin embargo, una técnica mas robusta para medir la curvatura espacial del universo
consiste en usar ademds el espaciamiento entre los distintos picos acusticos [17]. De

aqui se infiere que la curvatura contribuye con un pardametro de densidad
Qr = —0.0057 £ 0.0068, (1.7)

lo que es consistente con un universo espacialmente plano; véase figura 1.2.
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FiGgura 1.2: Espectro de potencias angular en la radiacién césmica de fondo. Se observa
que el primer pico actstico aparece a un multipolo ~ 200. Imagen tomada de [18].

1.1.4. Energia oscura

A finales del siglo pasado, dos grupos independientes, el Supernova Cosmology Project
[19] v el High-z Supernova Team [20], midieron la expansién del universo a tiempos
tardios usando supernovas tipo Ia como candelas estandar hasta corrimientos al rojo
z ~ 1.5. Estos encontraron que el universo actualmente se encuentra en una etapa de
expansion acelerada, en vez de una expansion desacelerada como es de esperarse para un
universo dominado por materia. Poco tiempo después, las observaciones de supernovas
alcanzaron corrimientos al rojo z ~ 1.7, mostrando que la presente etapa acelerada es

precedida de una etapa de desaceleracién [21].

Suponiendo que existe un fluido responsable de la aceleracién del universo con una
ecuacion de estado P = wp, genéricamente llamado energia oscura, las ecuaciones de
Finstein muestran que el pardmetro de la ecuaciéon de estado debe estar en el rango
w < —1/3. Mdas atn, si consideramos que este fluido debe ser altamente homogéneo,
para no estropear el éxito de la teoria de formacion de estructura producida por la

materia oscura, se deduce que w debe tener un valor muy cercano a —1.

Las observaciones de supernovas tipo Ia no sélo indican la cantidad de energia oscura que
debe haber en el universo, sino también la cantidad de materia total. Concluyendo que
aproximadamente 73 % del contenido energético del universo es compuesto por energia
oscura y 27 % por materia. Recientemente la colaboracién PLANCK reporté valores
Oum = 0.315 £ 0.017 a un valor de confianza del 68 % [22], en clara tensién con los
resultados de mediciones de supernovas. Otra comprobacién independiente de la energia
oscura se obtiene de un andlisis conjunto de las anisotropias de la radiacién césmica

de fondo y de medidas de la constante de Hubble Hy realizadas por el satélite Hubble

3El descubrimiento de la aceleracién césmica del universo galardoné a S. Perlmutter, B.P. Schmidt y
A.G. Riess con el premio Nobel de fisica en el afio 2011.
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[12, 23]. Més recientemente, la existencia de la energfa oscura ha sido confirmada usando
Unicamente observaciones de la radiacion cosmica de fondo, esto a distintas escalas: a
escalas angulares pequenas por el telescopio Atacama [24], y a escalas grandes por T.

Giannantonio y colaboradores usando el efecto Sachs-Wolfe integrado [25].

1.1.5. Modelo de la concordancia

De las secciones anteriores se deduce que la gran mayoria del contenido energético del
universo es no bariénico. El modelo de la concordancia dice que vivimos en un universo
espacialmente muy plano y que aproximadamente el 73 % de su energia estd constituido

por energfa oscura, el 23 % por materia oscura y el 4 % por materia bariénica.

1.2. Candidatos de energia oscura

La teoria de la relatividad general de Einstein parte de dos principios fundamentales:
el principio de covariancia generalizada y el principio de equivalencia. De acuerdo al
primero de éstos, las ecuaciones que describen a la gravitacién deben ser invariantes ante
transformaciones de coordenadas; el segundo dice que la materia libre de toda fuerza,
sigue geodésicas del espacio-tiempo. Ademas, siempre es posible encontrar coordenadas
en las que la métrica es localmente la métrica de Minkowski y son validas las leyes de
la relatividad especial, y en estas coordenadas las particulas que siguén geodésicas de la
métrica se encuentran en reposo. De estos dos principios se sigue que la conservacién local
del tensor de energia momento en relatividad especial, 9,7 = 0, deba ser sustituida en
espacios curvos por su forma covariante V,T"” = 0. Si buscamos ecuaciones de campo
que relacionen la métrica y sus derivadas con el contenido energético en el espacio-tiempo,
digamos E,, (9,4, ...) = T, debemos imponer V,E* = 0. De aqui, es posible encontrar
una infinidad de distintas ecuaciones de campo. Sin embargo, si imponemos ademas que
las ecuaciones dependan de hasta las segundas derivadas de la métrica, (casi) la tnica
posibilidad que existe son las ecuaciones de campo de Einstein: G, = R, — g R/2 =
87G T, donde el factor 8mG es escogido para obtener un limite newtoniano correcto.
Sin embargo, dado que la métrica es covariantemente constante, V,g*” = 0, podemos
anadir un término Ag,,, con A una constante, a las ecuaciones de campo de Einstein,
obteniendo

R, — %gw,R —Ag =87G T, (1.8)
Si el término A, llamado constante cosmoldgica, es positivo, éste actiia como una fuente
repulsiva en un universo homogéneo e isotrépico y produce una expansién acelerada.

De hecho, la solucién de vacio en dicho universo es el espacio de Sitter si A > 0 y el
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espacio anti-de Sitter si A < 0. Més atn, si colocamos el término del lado derecho de
la ecuacién (1.8), éste puede ser interpretado como un fluido perfecto con densidad de

energia py = A/87G y con ecuacién de estado Py = —py

La constante cosmoldgica es entonces un candidato natural, con una sélida interpretacion
tedrica, a ser responsable de la expansion acelerada del universo. Como vimos en las
secciones pasadas, el hecho de que wp = —1 hace que la constante cosmoldgica se
encuentre en concordancia con todas las observaciones existentes siempre que ésta tenga

un valor

A~ (1073 eV)2 (1.9)

1.2.1. Problemas con la constante cosmolégica

A pesar de que el modelo ACDM precedido por un periodo inflacionario es hasta ahora
el modelo cosmoldgico mas existoso al compararlo con observaciones, sufre de varios
problemas, tanto conceptuales como computacionales. Tanto referentes a la constante

cosmolodgica como a la materia oscura fria.

Los problemas conceptuales y tedricos de la constante cosmolégica son dos: el problema

de la constante cosmoldgica y el problema de la coincidencia.

Segtn el principio de equivalencia todas las formas de energia deben gravitar. Esto in-
cluye a la contribucién de vacio de los campos cuanticos, cuya existencia ha sido compro-
bada a través del efecto Casimir (aunque cabe decir que los experimentos relacionados
miden la diferencia de la energia del vacio de campos electromagnéticos en distintas

configuraciones y no la energia misma).

Si en efecto, esta energia gravita, debe ser introducida en las ecuaciones de Einstein

de la relatividad general a través de un tensor de energia momento. En el espacio de

Minkowsky este tensor debe tener la misma forma para todos los observadores Lorentz,
(vac) . . -z

por lo que Ty~ = pyactuw, €D espacios curvos generalizamos esta expresion, usando el

principio de covariancia generalizada, a

T,Eﬁac) = Pvac Juv, (1.10)

donde pyae = (Too)vace s la densidad de energia del vacio de los campos cuanticos dada

por

* drk?dk 1
pmc:/ Ak dk L e, (1.11)
0

(2m)3 2
Esta integral diverge como k* y la contribucién del vacio es infinita. Sin embargo, se espe-

ra que esta descripcion sea incorrecta a altas energias, por ejemplo a la escala de Planck.
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Si escogemos a ésta como una escala de corte kpgp ~ Mp = /1/87G ~ 108 GeV, la

energia del vacio tiene el valor enorme
Pvac = Avac/87rG ~ C5/G2h ~ 1076G6V4, (112)

donde ademas en la primera igualdad hemos definido la constante A, qc.

Por orto lado, como fue expuesto en la seccién anterior, las identidades de Bianchi

permiten anadir una constante cosmolédgica A a las ecuaciones de Einstein, obteniendo
G — Mg = 87GT + NpacGuw- (1.13)

La densidad de la energfa oscura observada es p ~ 10747GeV*, por lo que las contri-
buciones de la constante cosmolégica y la energia del vacio deben ajustarse a (véase

[26]) At A

~ 107123, 1.14
Avac ( )

Un segundo problema conceptual es que la razén de las contribuciones energéticas de
materia oscura y constante cosmoldgica decae con la tercera potencia del factor de escala,
O/Qa o (14 2)3, por lo que estas dos resultan comparables desde corrimientos al rojo
de alrededor de z ~ 1.2. Antés de esa época, la constante cosmoldgica es despreciable
y después, y hasta tiempo césmico infinito, la densidad de materia lo es. Sélo hay una
pequena ventana en el tiempo en que ambas son comparables, y es justo ahora, en

nuestros tiempos. Este es el llamado problema de la coincidencia.

En [27] E. Bianchi y C. Rovelli hacen una fuerte critica al uso de estos problemas como
motivacion a modelos de energia oscura alternativos a la constante cosmoldgica. Basica-
mente argumentan que el problema del tamano de la constante cosmolégica pertenece al
campo de la fisica fundamental: atin no comprendemos lo suficiente a la teoria cudntica
de campos y sus interacciones con la gravitacién, es un error identificar a la energia del
vacio con una constante cosmolégica.* Segtin ellos el problema de la coincidencia simple-
mente no existe, la edad en que empieza la constante cosmoldgica a ser no despreciable

es aproximadamente la mitad de la edad del universo hoy en dia’.

4Notemos, ademds, que para obtener la ecuacién (1.12) hemos usado un espacio de Minkowsky, a
diferencia de un espacio curvo en el cual el vacio de campos cudnticos no estd bien definido. También
hemos roto invariancia de Lorentz al escoger un marco de Lorentz particular para definir kmqqz-

5Si bien esto es cierto, el argumento de los autores en [27] no toma en cuenta que si la constante
cosmolégica hubiera dominado antes no se hubiera dado la formacién de estructura.
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1.2.2. Alternativas a la constante cosmolégica

Dados los problemas con la constante cosmolégica expuestos en la pasada seccién, en los
ultimos anos han aparecido decenas de clases distintas de modelos que intentan explicar
la aceleraciéon actual del universo. En general, éstos asumen que la energia del vacio no
gravita, o que es nula, y se concentran en explicar el problema de la coincidencia. Hay

dos grandes géneros, fluidos dindmicos y modificaciones a la relatividad general.

El prototipo de fluido dindmico es el de un campo escalar con término cinético candnico
que no interactia con la materia, genéricamente llamado quintaesencia [28-30]. Estos
aminoran el problema de la coincidencia al hacer su densidad de energia dependiente
del tiempo, las caracteristicas particulares de la dinamica dependen de un potencial de
autointeraccién. La idea general es que el campo escalar se encuentre evolucionando
hacia el minimo del potencial, posiblemente en el limite ¢ — oo, mientras su densidad
de energia decae, finalmente el campo escalar entra en una fase de rodamiento lento
impuesta por la competencia entre la pendiente del potencial y la “friccién” dada por la
misma expansién del universo. En este momento el pardametro de la ecuacién de estado
del campo escalar es wy ~ —1, comportandose como constante cosmoldgica. Este es el

esquema general de la teoria de inflacién.

Modificaciones a la relatividad general

Otra alternativa a la constante cosmoldgica es que ésta la inferimos mediante el uso
de una teoria gravitacional incorrecta. Las ecuaciones de campo de Einstein deben ser
sustituidas por otras a escalas cosmoldgicas. Al respecto, muchos modelos han aparecido

en la literatura en tiempos recientes.

Las teorias escalares tensoriales suponen que existe un campo escalar no minimamente
acoplado a la gravitacién [31-33]. Estas han sido usadas en diversas ocasiones para
imitar la fenomenologia cosmoldgica de la energia oscura; véanse por ejemplo [34, 35].
La importancia de estos modelos radica en su justificaciéon, que es mas tedrica que
fenomenoldgica. Aunque no fue la motivacién original, ahora son interpretados como
limites de bajas energias en teoria de cuerdas, y el campo escalar es identificado con el
dilatén [36, 37].

Un tipo de estas teorias que ha tenido especial atencién durante los dltimos diez anos
son los modelos camaleénicos [38, 39]. Consideremos una teoria escalar tensorial en
el marco de Einstein, las particulas de prueba en el espacio-tiempo siguen geodésicas
de la métrica conforme, en lugar de geodesicas de la metrica asociada al escalar de

Ricci que aparece en la accién de Einstein-Hilbert, S = [ d*z\/—gR. Esto produce una
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quinta fuerza efectiva mediada por el campo escalar con una intensidad del orden de la
fuerza gravitacional newtoniana. Experimentos terrestres acotan fuertemente el alcance
de estas fuerzas [40, 41], por lo que el campo escalar debe tener una masa muy grande.
Sin embargo, para tener influencia cosmoldgica su masa debe ser muy pequena. Una
caracteristica de los campos camalednicos es que su masa depende de la densidad de
energia ambiente en que éste se encuentra; heuristicamente podemos argumentar que
a bajas energias como las encontradas a escalas cosmoldgicas la masa es muy ligera,
mientras que a densidades grandes, como las presentes en laboratorios terrestres, ésta
es muy grande, mediando fuerzas de corto alcance. Aunque dichos experimentos son
relizados en camaras de vacio, los instrumentos de prueba son masivos y contribuyen al
perfil del campo dentro de dicha cdmara [39]. Sin embargo, en [42] L. Kraiselburd et al.
objetan que la quinta fuerza mediada por los camaleones depende de la composicion de
los cuerpos de prueba y, ademads, que éstos son descartados por experimentos recientes

tipo Eotvos.

Otras teorfas muy atendidas modifican la densidad lagrangiana de relatividad general
por una funcién general del escalar de Ricci f(R) [43-45]. Las ecuaciones resultantes
son de cuarto orden en la métrica, por lo que su tratamiento es considerablemente
mas complicado. De hecho, muy pocas soluciones exactas han sido encontradas. En la
cosmologia homogénea e isotropica, hemos encontrado la solucién del vacio de f(R)
R™, obteniendo que el factor de escala es a(t) o t%, con a = (2n%? —3n +1)/(2 — n), si

n # 2,y a(t) occ exp(Ht), con H una constante, si n = 2 [46].

Un problema principal de estas teorias, es el encontrar una funcién f(R) que ademds
de cumplir con las observaciones cosmolégicas tenga un limite newtoniano correcto. Se
puede demostrar que estas teorias tienen una equivalencia matemdtica con las teorias
escalares tensoriales [47], por tanto se han buscado teorias f(R) que posean un efecto
camalednico como el arriba descrito. Varios trabajos han sido exitoso en hacerlo; véanse

por ejemplo [48, 49].

Existen otros tipos de modelos, una lista no extensiva incluye teorfas hologréficas [50-52],

mundos branas [53], teorfas con torsién f(T') [54], entre muchas otras.

1.3. Candidatos de materia oscura

En el modelo estdndar de cosmologia, la materia oscura es fria. Esto significa que las
“particulas” que la constituyen, en su mayoria deben ser no relativistas desde épocas

tempranas en la historia del universo. Esto es importante para la formacion de estructura,
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dado que particulas relativistas, como es el caso de materia oscura caliente, no pueden

formar estructura a pequenas escalas.

Los candidatos més populares de materia oscura consisten en péarticulas muy masivas
de origen térmico llamadas WIMP (Weakly Interaction Massive Particles), que fueron
creadas en el universo temprano y rapidamente se desacoplaron de la materia ordinaria
dando origen a la formacion de estructura. Entre éstas se encuentran neutralinos, sneu-
trinos, gravitinos, axiones, entre otros. Estas son predichas por extensiones del modelo
estandar de particulas. Sin embargo, a la fecha no se han encontrado experimentalmen-
te. Aunque cabe decir que el experimento DAMA reporté algunos eventos que podrian
indicar su existencia [55], resultados que han sido recibidos con gran escepticismo por la
comunidad cientifica al no ser verificados por experimentos similares, como los realizados
por la colaboracién XENON100 [56].

A pesar de su éxito, el modelo estdndar de cosmologia con materia oscura fria sufre
de algunos problemas observacionales. Estos son principalmente los problemas de halos
picudos en galaxias [57] y de excesos de subestructura en ctimulos de galaxias [58], que

aparecen en simulaciones numéricas de N cuerpos pero no son observados.

Un modelo de materia oscura compuesta de particulas que interaccionan a través de
la fuerza nuclear fuerte ha sido propuesta por D.N. Spergel y P.J. Steinhardt en [59].
Ha sido mostrado que estos modelos pueden resolver el problema de halos picudos [60].
Sin embargo, no es claro cémo este tipo de materia pueda ser oscura dado que una

interaccién fundamental fuerte implica interacciones efectivas con la radiacién.

Otro candidato de materia oscura es un campo escalar con una masa muy ligera, si éste
oscila alrededor de un minimo cuadratico su densidad de energia promedio decae con
la tercera potencia del factor de escala [61], como sucede con la materia ordinaria. Mdas
recientemente estos modelos han sido estudiados por distintos grupos de la comunidad
[62-65].

Un enfoque totalmente diferente para resolver el problema de la materia faltante es
MOND (Modified Newton Dynamics), propuesta por M. Milgrom en 1983 [66]. La idea
es que la segunda ley de Newton es incorrecta para pequenas aceleraciones y debe ser
sustituida por F = md para |d@| > |do| y F = mdld|/|d| para |d@| < |do|, donde
ap ~ 1.2 x 1071%m/s?. Es facil ver que estrellas distantes al bulbo de una galaxia con
la geometria adecuada tendran velocidades v = (GMag)/%. De tal manera, MOND re-
produce las observaciones de curvas de rotacién planas de materia en galaxias espirales.
Dado el éxito observacional de la teoria de MOND, han sido exploradas distintas ex-
tensiones relativistas, entre las que figuran TeVeS (Tensor-Vector-Scalar Theory) [67],

teorfas bimétricas [68], y teorfas f(R) oc R3/? [69).
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1.4. Modelos unificados

En la literatura reciente han aparecido una amplia gama de modelos que unifican mate-
ria oscura y energia oscura. Por ejemplo, los modelos de k-esencia consisten en campos
escalares con términos cinéticos no candnicos, fueron introducidos inicialmente como
mecanismos para generar inflacién [70], y més adelante estudiados como modelos unifi-
cados [71-73]. Modelos cercanos a éstos son el gas de Chaplygin, compuesto de materia

exdtica, y sus distintas generalizaciones [74-78].

Otros modelos asumen modificaciones a la relatividad general, entre estos figuran las

teorias escalares tensoriales [79] y las teorias holograficas [52].

La holografia estd basada en la idea de que la entropia de un sistema fisico no es extensiva,
sino que escala con el drea de su superficie. Al extender este postulado a la cosmologia
diversos autores interpretan que la densidad de energia oscura debe ser proporcional
a una escala de corte infraroja [50, 80], digamos L, y que ésta pueda ser escrita como
px o L72. En [50] C.Gao y colaboradores mostraron que al hacer la escala de corte

172 produce

proporcional al inverso de la raiz cuadrada del escalar de Ricci, L o« R~
un modelo que provee de energia oscura. El fallo de ese trabajo es que no se percatan
que su modelo también predice la existencia de materia oscura, como se puede inferir
de la evolucién del parametro de la ecuacién de estado wx (ver figura 1 de [50]). En
[52] hemos trabajado estos modelos usando invariantes de curvatura de segundo orden,
especificamente los invariantes de Kretschmann, I; = RQBV‘;RQBW; y de Euler, I3 =
[*R*]am(gRaﬁw, donde *R* es el doble dual del tensor de Riemann. De esta manera, la

densidad de energia del modelo es igual a

3o
= ——/|1;], 1.15
pX G |1 ( )

con « una constante en un principio arbitraria, pero que se ajusta de manera que las
soluciones homogéneas e isotrépicas en el vacio sean variedades de méxima simetria.
Mostramos que este modelo funciona como una alternativa a energia oscura, y ademas
provee de una fraccién de la materia faltante en el universo. Actuando entonces como

un modelo unificado.

1.5. Cosmografia como herramienta para estudiar la ex-

pansion del universo

Cuando comparamos modelos con observaciones, usualmente asumimos que estos son

correctos y ajustamos sus pardmetros libres, por ejemplo, a través de un analisis de
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la funcién de verosimilitud o de la estadistica x?. Esto crea degeneracién estadistica
entre los modelos y resulta dificil decidir que modelo es realmente favorecido por las
observaciones. La cosmografia es una rama de la cosmologia disenada para estudiar la
expansiéon del universo de una manera independiente del modelo [81]. De esta manera,
cualquier modelo propuesto puede ser comparado con los resultados obtenidos a través
de la cosmografia. Las premisas que asume la cosmografia son el principio cosmolégico
y que la teoria gravitacional es métrica. La idea es expandir cantidades relacionadas con
la expansion del universo en potencias del corrimiento al rojo z, o alguna funcién de éste
como y = z/(1+ z) [81] 0 ya = arctan z [82]; el valor de los coeficientes de tal expansion
son ajustados usando mediciones “cinematicas” como observaciones de supernovas o del

factor de Hubble.

Los parametros usados generalmente, llamados statefinders, son definidos a través de las

derivadas del factor de escala césmica como

1da 1 d3a
H=-— =
adt’ =" H2 a2
1 da 1 d*a
= —— =—— 1.16
T = LH A 5= GHY it ( )
1 d° 1 dba
~ aH5 dt5 M= LHS diS

En la literatura estos son conocidos como el factor de Hubble H, el pardmetro de des-

aceleracion q, jerk j, snap s, lerk | [83] y el pardmetro m introducido en [82].

Por ejemplo, podemos hacer una expancién de la distancia luminosa en potencias del
corrimiento al rojo w4, cuyos coeficientes son los pardmetros statefinders evaluados hoy

en dia, para el caso espacialmente plano (K = 0) la expansién es

1 1 qo /1 jo q @
i) = ety -3) oty 48
L(ya) o yatyilyg =5 ) ti 6 6+6+2
5 5jo 50 bjogo HgE  bg s )
a( 5 5jo 5% 54 5%, s
4“1/4(124r 94 12 T 12 8 8 24
1 47jo 32 b 13q0  11joqo
s(_ 1 470 Jg o | 130 _
+y4( 12120 T12 120 T 60 12
47q5  Tjogs | Mg | Tap  1lso o)
40 8 8 8 120 8

+yd

3 45 72 720 720 3

(1 L 2o _ 1955, 19l _ mo  qo

_Tidao  Thao 235  133joad 4 5 Tiods
18 240 15 48 QD+ ™y

_133q§ _ % 870 _ 7j050 19q050 7q(2)50>] (1 17)
48 16 5 144 48 24 /17 ‘

Una expansién similar puede ser hecha para el factor de Hubble H(z). Esto lo hemos
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hecho en [82] y hemos ajustados los pardmetros cosmograficos con el catdlogo Union2 de
supernovas [84], el valor de la constante de Hubble, Hy = 74+3.6 km/s/Mpc, encontrado
por el telescopio espacial Hubble [23], y con observaciones del factor de Hubble como
funcién del corrimiento al rojo [85]. Hemos obtenido las constricciones que se muestran

en los contornos de confianza mostrados en la figura 1.3.

Los parametros statefinders estan relacionados con los parametros del modelo ACDM,

en la ausencia de curvatura espacial, por las ecuaciones

3
qgo = _1+§Qm7
Jo = 1,
9
so = 1=, (1.18)
27
ly = 1+3§2m—?§2§n,
27 81
my = 1—59%—819%—393,

por lo que nuestros resultados son consistentes con el modelo ACDM a un nivel de
confianza del 68 %.

Aplicaciones diversas han sido estudiadas recientemente. Por ejemplo, en [86] hemos
encontrado constricciones a las teorias f(R) a través de la cosmografia. El valor de los

pardametros statefinders estd relacionado con las derivadas df /dz por

fo
L )
2H? t 4,
sz .
- _92_
f220:_2—4qo—(2+%)j0—80,
6H?2
J:0 _ 43234 T 13+5
oz = ~ 430t 0+ j0[2 + q0(13 + 5q0)]
0 (1.19)
+ 1550 + qo[2 + 2q0(5 + 2q0) + 9s0] ,
Jaz0 _g 1 30521 6lo(5 + 3 3 66
2H§_ + Jo( +QO)— o( + qo)— mop — 00Sg

— jo[22 + qo (46 + qo(38 +29q0)) — 1550
—qo [].8 + 848() + qo (4 + 2(]0(—9 + 2(10)
+ 3380)] .

donde f;.o es la i-ésima derivada de f(z) evaluada hoy en dia. Los contornos de confianza
son mostrados en la figura 1.4, y muestran que la cosmografia de estds teorias son

consistentes con la relatividad general.
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So

F1aUraA 1.3: Contornos de confianza de los parametros cosmograficos, usando la funcién

y4 = arctan z. Las observaciones usadas son el catdlogo UNION 2 de supernovas tipo

Ta y observaciones de la constante de Hubble como funcién del corrimiento al rojo.

Las curvas sélidas muestran las densidades de probabilidad posteriores marginalizadas

y las curvas punteadas y los sombreados muestran la verisimilitud de los muestreos.

Estos resultados son compatibles con el modelo ACDM, como se puede inferir de las
ecuaciones (1.18).
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F1aUurA 1.4: Contornos de confianza de los pardmetros cosmograficos para las teorias
f(R). Las observaciones usadas son el catdlogo UNION 2 de supernovas tipo Ia y
observaciones de la constante de Hubble como funcién del corrimiento al rojo. Las
curvas sélidas muestran las densidades de probabilidad posteriores marginalizadas y las

curvas punteadas y los sombreados muestran la verisimilitud de los muestreos.






Capitulo 2

Cosmologia estandar

2.1. Cosmologia homogénea e isotrdpica

A grandes escalas, de algunos cientos de megaparsecs, el universo parece muy homogéneo,
observamos una densidad promedio uniforme en la distribucién, tipo y composicién de
galaxias y cimulos de galaxias [87, 88]. Mds atn, es altamente isotrépico a nuestro al-
rededor; sin importar en qué direccién apuntemos, observamos esencialmente lo mismo,
una distribucion aleatoria aparentementemente uniforme de componentes extragaldcti-
cos. Existe una radiacion césmica de fondo que nos llega de todas direcciones con un
mismo espectro de cuerpo negro a una temperatura 7,9 ~ 2.725K con pequenas va-
riaciones del orden de 107° K [89], calculadas una vez restada la contribucién dipolar
de estas variaciones, la cual es indistinguible en la practica de entre un dipolo en la

radiacién césmica de fondo y de nuestra velocidad peculiar respecto a ella.!

Concluimos que el universo es altamente homogéneo y altamente isotrépico a nuestro
alrededor. Bajo la creencia de que nuestra posicién en el universo no es particular,
postulamos el principio cosmoldgico: el universo es homogéneo e isotrépico a escalas
muy grandes. Como consecuencia, la métrica del espacio-tiempo estd dada por la métrica
Friedmann-Robertson-Walker (FRW),

dr?

d82 = gl“/df'u‘d.fﬂy = —dtZ + a2(t) m

+r2d0?| (2.1)

donde la funcién adimensional a(t) es llamada factor de escala y es funcién inicamente

del tiempo cosmico t. Esencialmente, solo hay tres de estos espacios: K = 0, donde todas

De ser este dipolo consecuencia tnicamente de nuestra velocidad peculiar, mostrarfa que nuestra
galaxia se mueve a una velocidad de 552 km/s con respecto al marco en reposo de la radiacién césmica
de fondo [90]; este valor es tipico de las velocidades peculiares medidas para otras galaxias.

19
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las hipersuperficies de tiempo césmico constante son euclidianas; K = 1, hiperesferas; y
su contraparte negativa, K = —1, correspondiente a hiperboloides. Es facil ver que las
curvas integrales de los vectores base J; son geodésicas de la métrica FRW. Es decir,
los observadores con coordenadas espaciales constantes ()? = constante) son los que se
encuentran en caida libre; para ellos su tiempo propio coincide con el tiempo cdésmico,

y son éstos los que ven el mismo universo homogéneo e isotrépico.

La cosmologia estdndar asume la validez de las ecuaciones de Einstein?
_ 1
G = Ry — §gu,,R =87GT,, (2.2)

aunque més adelante tendremos la oportunidad de trabajar con una gravitacién distinta.
Por consistencia, el tensor de energia momento debe preservar las simetrias de la métrica,

es decir, debe tener la forma de un fluido perfecto
THV = puyy + P(g,ull + u,u,ulz)- (23)

Supongamos que tenemos una coleccién de fluidos interactuantes o no; de la constriccion
hamiltoniana de las ecuaciones de Einstein se obtiene la ecuacion de Friedmann

I\ 2
o _ (d\"  8rG K
"= <> =Ty T (24)

donde la densidad de energia pr es la suma de las densidades de las distintas componentes
cosmicas consideradas. Prima significa derivada respecto al tiempo cdésmico. Dadas las
simetrias del problema, sélo queda una ecuacion de Einstein independiente, extraible de
sus componentes espaciales. Equivalentemente, ésta es consecuencia de la conservacién
local del tensor de energfa momento, V, Th" = 0; como resultado se obtiene la ecuacién
de continuidad

pr +3H(pr + Pr) = 0. (2.5)

Por diversos motivos, especialmente para poder acercarse al tiempo ¢ = 0 con buena
precisién numérica, es comun definir el tiempo conforme 7 a través de dr = dt/a; de

esta manera la métrica FRW para el caso espacialmente plano puede ser escrita como
ds? = a(1)*(—dr* + 6;dz"dx?). (2.6)

Como hemos visto en la seccién (1.1.3), bajo el modelo ACDM, las observaciones cos-
moldgicas apuntan a un universo espacialmente plano; por este motivo, y por simpli-

cidad, a lo largo de este trabajo consideraremos K = 0. En la tabla 2.1 presentamos

2Escogemos unidades de fisica de particulas, también llamadas unidades naturales, en las que i =
c = kp = 1; véase apéndice A.
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algunos fluidos barotrépicos con ecuacién de estado P = wp, donde w es constante, y
su evolucién tanto en el tiempo conforme como en el tiempo césmico.
TABLA 2.1: Evolucién del factor de escala para distintos fluidos como funcién del tiempo

césmico y del tiempo conforme. (dec-ace) se refiere a la frontera en la evolucién de un
universo acelerado o desacelerado.

a oc 2B+ o p2/(143w) w = constante

a t x  exp(HT) w=—1/3 (dec-ace)

a t2/3 x 72 w=0 (polvo)

a t1/2 x T w=1/3 (radiacién)

a t1/3 x /2 w=1 (Stiff)

a o exp(Ht) 1/7 w = —1 (constante cosmoldgica)

2.2. Teoria de perturbaciones lineales

A escalas menores a aproximadamente 150 Mpc hoy en dia, la descripcién homogénea e
isotropica del universo expuesta en la seccién anterior no es vélida. Si bien la descripciéon
exacta de condiciones iniciales y de su subyacente evolucion es imposible técnicamente,
esperamos que en ciertos regimenes las desviaciones respecto de la cosmologia de fondo
sean pequenas. Por este motivo expandimos la métrica del espacio-tiempo alrededor de

la métrica FRW (©) g en potencias de una desviacion At < 1, en componentes esto es

g = Dgu + At Vg, + A2 Pg,, + ... (2.7)

Estamos interesados en teoria de perturbaciones lineales, entonces truncamos la expan-

sién hasta orden lineal, obteniendo

g,ul/ = (O)g/u/ + azhuyy (28)

donde hemos absorbido At en la definicién de h,,, por lo que hy, ~ O(At).

Es conveniente —y siempre es posible hacerlo— escribir la métrica completa de la siguiente

forma:

ds?® = a*[—(1+2)dr* +2(B,; + S;)dx'dr + (1 —2¢)8;; +2E ;; + Fi +Fj¢+h§?)dﬂdxj],
(2.9)

— a1 — D% _ 0 De esta manera la métrica g tiene 10

i jsi
grados de libertad. Esta forma de escribir la métrica hace evidente su descomposicién
B

ij

imponiendo S°, = F%
b b

en perturbaciones escalares (¢,1, E, B), vectoriales (S%, F) y tensoriales (h;,’), en el
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sentido de que son invariantes ante el grupo de difeomeorfismos que deja invariante a
la métrica de fondo FRW. Es decir, es una descomposicién irreducible del grupo de
rotaciones SO(3) y de traslaciones temporales y espaciales. La importancia de esta
descomposicién se debe a la observacion de E. Lifshitz de que en el regimen lineal en
teoria de perturbaciones las distintas componentes no se mezclan [91]. La invariancia ante
difeomorfismos de la teoria métrica implica que tenemos libertad en escoger coordenadas:
dada una métrica g, (x) que describa un espacio-tiempo, la métrica

_ . 0x% 028
G (T) = %@gaﬁ(ﬂc), (2.10)

dada por una transformacién de coordenadas, describe al mismo espacio-tiempo. Ahora,
supongamos una transformacién de coordenadas xz# — T = x# + € con € ~ O(At).
Llamamos transformacion de norma a la transformacién de coordenadas escrita en las

coordenadas originales, es decir

)

g,uu(l') + a2h;w - (O)Quozeofy - (0).9041/‘507[# —-0

guu(l‘) = guy,g(l')ﬁg. (2.11)

De esta manera la métrica de fondo es invariante ante la transformaciéon de norma y la

métrica perturbada absorbe todos los cambios, es decir,

(O)g,w(ﬁ) N (0)§uu($)= (O)Q;W(f)a

a2hW — a2i~z,“, = a2hW —(O)gumaea — (O)QWE?‘V — (O)gayeo"#.

Es conveniente usar el lenguaje de geometria diferencial, de manera que sea mas sencillo
calcular la transformacién de norma de un tensor arbitrario. Dado que la teoria es
invariante ante difeomorfismos, las perturbaciones no son unicas. Para un difeomorfismo
arbitrario ¢ y su pushforward asociado ¢, las dos métricas g y ¢«(g) describen la misma
geometria. Dado que hemos fijado la métrica de fondo (?g, tnicamente permitimos
difeomorfismos que la mantengan invariante, es decir, que se desvien sélo en primer
orden en la identidad. Tal difeomorfismo puede ser descrito por el flujo infinitesimal de
un campo vectorial e. En términos de este campo vectorial, el pushforward es de la forma
¢« = I +tL.+ O(t?), donde I es la identidad, ¢ parametriza las curvas integrales de ¢ y
L. es la derivada de Lie en la direccién €. De esta manera la transformaciéon de norma

de un tensor arbitrario S = (05 + ¢ (1S es

g — O, (2.12)
Mg - Wg4 1.0 (2.13)

Notemos que siempre es posible absorber el parametro ¢ en las perturbaciones, como



Cosmologia estandar 23

hemos hecho en (2.8). Supongamos el cambio de coordenadas z — = + € donde € =
%9y + (' + x*")9; con x una funcién real y € un vector transverso, es decir que €’ ;.
Aplicando la ecuacién de transformacién de norma (2.13) a la métrica (2.9) es facil ver

que los respectivos cambios en las perturbaciones escalares son

Voo =y HE -

¢ = ¢ =¢+HE, (2.14)
B — B=B+ -y,

E - E=E—x

Las perturbaciones vectoriales decaen rapidamente con la expansién del universo (ver,
por ejemplo, capitulo 7 de [92]), por lo que en los modelos que tratamos no son importan-
tes y no las consideraremos en este trabajo. Por otro lado, las perturbaciones tensoriales
son invariantes de norma; éstas describen la propagacion de ondas gravitacionales que

no trataremos en este trabajo.

A partir de las ecuaciones (2.14) podemos escribir perturbaciones escalares invariantes

de norma ¥ y & como

1d dE
dE
o = — B——. 2.16
o-n(6-F) (216)
Estas perturbaciones coinciden con los potenciales de Bardeen &4 = ¥V y &y = —®

[93]. Usualmente uno trabaja en una norma fija para hacer calculos y luego expresa sus
resultados en términos puramente fisicos. Una de las normas mas usadas en cosmologia
es la norma sincrona, definida por g = Bg = 0 (el subindice S se usa sélo para recordar
que es el valor de la perturbacién en la norma sincrona). Entonces la métrica puede ser
escrita como ds? = a?(—d7? + (8;; + hij)dz'dx?), donde las perturbaciones escalares se
encuentran en la parte espacial h;; que contiene a dos potenciales h y 7, que en espacio

de Fourier® se definen a través de
hii(7.7) = [ ke L | koken(i Kk — 20,82 ) 60k )| - 2.17
ZJ(fL’vT)— € 72 13(77)"‘ g~ 3% n(k,7)|; (2.17)

véase [94]. Las transformaciones entre los potenciales descritos son ES(E, 7) = —(h+
61)/2k2 y ¢g(k, ) = 1. Existe una sutileza que debe ser tomada en cuenta al usar la nor-
ma sincrona: ésta no estd fijada totalmente. La transformacién €V — € +Cq(2%)/a, x —

x + Ci(2%) [ a=tdr + Cz(z") mantiene a las perturbaciones en la misma norma. Los

3La convencién usada para transformaciones de Fourier se encuentra en el Apéndice A.
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cédigos mas usados para evolucionar las ecuaciones de Boltzmann, como CMBFAST
[95], CAMB [96] y CMBEasy [97], usan la norma sincrona y explotan la libertad de
norma para fijar la materia oscura a puntos coordenados constantes; es decir, hacen su

velocidad peculiar igual a cero (ver apéndice C.2).

Otra norma de nuestro interés en este trabajo es la norma newtoniana conforme (también
llamada norma longitudinal). Es definida por E; = B; = 0. Su importancia radica en
que a escalas por debajo del horizonte (k > H) el potencial ¢ coincide con el potencial
newtoniano y por ello su interpretacién fisica es mas directa. Notamos de las ecuaciones
(2.15) y (2.16) que los potenciales en la norma longitudinal coinciden con los potenciales
invariantes de norma, es decir, ® = ¢; y ¥ = ;. Por esto escribimos la métrica con

perturbaciones escalares en la norma newtoniana conforme como
ds* = a® [—(1+20)dr* + (1 — 2®)5;;dz"da’] . (2.18)

Nosotros trabajaremos la parte tedrica en esta norma. Sin embargo, usaremos también
la norma sincrona al hacer el trabajo numérico en el cédigo CAMB. La transformacién
entre los potenciales para ambas normas esta dada por

1 r. .
W(E,T) = 5o |+ 6+ MO+ 6]

- h + 61

O(E,7) = n-H— (2.19)

2.2.1. Ecuaciones de Einstein

Las ecuaciones de Einstein, G, = 87G1T),,, son separadas en parte de fondo y parte
perturbada. Un célculo directo para las perturbaciones invariantes de norma lleva al

sistema, de ecuaciones en el espacio de Fourier

K20+ 3H(® + HT) = 4rGa5T (2.20)
E2(® +HT) = 4nGa®(p+ p)b, (2.21)

. o C k2 P capa—
b+ H(WY +20) + QHAH)O+ (V- 0) = —=a'0T, (2.22)
E(®—0) = 121Ga*(p+p)o,  (2.23)

donde la etiqueta 67 significa que las variables son invariantes de norma, las cuales
coinciden con las variables en la norma longitudinal. Ademaés, hemos definido la velocidad

0 y el esfuerzo escalar o del fluido particular como

(p+p)0 = ikioT?, (2.24)
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1 S B 1 =k
Las ecuaciones equivalentes para la norma sincrona pueden ser encontradas en [94]. El
cambio de unas a otras no estd dado simplemente por la sustitucién de las ecuaciones
(2.19) en las ecuaciones de Einstein obtenidas con la norma longitudinal, dado que
éstas son componentes de tensores. Asi que se debe tener cuidado al hacerlo; véase, por

ejemplo, [98].

2.2.2. Ecuaciones de hidrodinamica

Definimos las perturbaciones a las variables de los fluidos a través de las ecuaciones

% = —p(1+9), (2.26)
Ty = —(p+ P, (2:27)
T'; = P((1+m)d;+11Y), (2.28)

donde Hij es el tensor anisotrépico de esfuerzos, el cual no tiene traza. La densidad
de energia p y la presion P son cantidades que sdlo dependen del tiempo conforme 7.
El vector v* es llamado velocidad peculiar del elemento de fluido y esta relacionado
con su cuadrivelocidad u# por la ecuacién v* = u'/u’. En el espacio de Fourier re-
cuperamos las definiciones (2.24) y (2.25) mediante las identificaciones § = —ik;v’ y
o = 2k;ik; 9w /3(1 + w).

Supongamos ahora que tenemos un fluido aislado de interacciones con otros campos no
gravitacionales, las ecuaciones de movimiento estdn dadas por la conservacién del tensor
de energia momento V,T"” = 0. A orden cero en teoria de perturbaciones se obtiene la
ecuacién de continuidad, encontrada en la seccién anterior, p+3H(p+ P) = 0. A primer

orden se obtienen el par de ecuaciones

. . P
§=—(1+w)®—3d) - 3H <(;0—w> 6, (2.29)
' ' §P/§
6=—H(1-3w)0— ——0+ /9025 + k20 — ko, (2.30)

1+w 1+w
donde 0P = Pryp, 6p = pd, y las derivadas son tomadas respecto al tiempo conforme.
Estas ecuaciones deben ser suplementadas con las ecuaciones de gravitaciéon de Eins-
tein; no todas son necesarias, dado que la condicién V,T*” = 0 es equivalente a las
identidades de Bianchi, y por tanto hay redundancias. Asi que s6lo deben ser escogidas

dos ecuaciones del sistema (2.20-2.23). Sin embargo, esto no basta para poder resolver
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el sistema completo de ecuaciones. Ademds, necesitamos conocer la ecuacién de estado
del fluido particular —lo que es indispensable para resolver la cosmologia de fondo en
primera instancia— y, mas aun, es necesario conocer caracteristicas particulares de las
perturbaciones, explicitamente cémo se relacionan dP y dp. Lo mas comin es escoger
perturbaciones adiabéticas para las que §P = c2§p, donde hemos definido la velocidad

del sonido adiabdtica cs con

,_ dP
S dp’

que no necesariamente coincide con la velocidad a la que viajan las perturbaciones dentro

c (2.31)

del medio, aunque si en el caso de fluidos barotrépicos. Perturbaciones mas generales

son caracterizadas por la variable invariante de norma [93]

?

I'=mp— 25 (2.32)

que es proporcional a la divergencia del flujo de entropia de las perturbaciones [99]. Las
perturbaciones adiabéaticas son caracterizadas por I' = 0. El valor de I' debe ser consi-
derado como un pardmetro libre de la teoria que debe ser ajustado con observaciones.

A lo largo de este trabajo usamos I' = 0 para fluidos barotrépicos.

Si tenemos una coleccién de fluidos interactuando en la forma V, T/ = QY las ecua-
ciones (2.29) y (2.30) ya no seran vélidas. Este caso es de nuestro especial interés y lo

abordaremos en los capitulos 3 y 5.

2.3. Ecuacion de Boltzmann

Segin el modelo estdandar de cosmologia, el universo antes de la época de recombina-
cién estaba compuesto principalmente por fotones, neutrinos, materia oscura, nicleos de
hidrégeno y electrones. Los fotones colisionaban frecuentemente con los electrones libres,
lo cual no permitia que éstos fueran capturados por los nucleos atémicos. Eventualmente
con la expansion del universo, el camino libre de los fotones se fue haciendo més grande
y con ello las colisiones menos comunes, hasta la época de ultima dispersion. Si estamos
interesados en anisotropias en la distribucién de fotones e inhomogeneidades en la dis-
tribucién de materia, debemos seguir la evolucién de la distribucién de estas particulas
f(x, P) alo largo de la historia del universo. Para esto es necesario usar la ecuacién de
Boltzmann. Definimos el momento peculiar p de una particula en la distribucion a través
de su cuadrimomento P* como p? = gz-jPin, ambos momentos estan relacionados por

Pt =a Y (E(1-T),pp'(1+ ®)), donde p indica la direcciéon del momento peculiar p. La
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ecuacion de Boltzmann la escribimos en términos de estas variables como

df(x,p) _ Of  da'Of  Ofdp  dp' Of

dr  — 0r  dr 0x'  Opdr ' dr Op

= C1fl, (2.33)

donde CIf] es un término de colisiones que depende de la interaccién en particular.
El dltimo término de la segunda igualdad es cero a primer orden, debido a que las
distribuciones iniciales a orden cero no dependen de la direccion de la velocidad de las
particulas y por tanto el término 0f/0p’ es de primer orden; también lo es el término
dp®/dr dado que la direccién de las particulas tinicamente cambia ante una colisién o la

presencia de potenciales gravitacionales.

Supongamos la siguiente colisién de dos particulas A(p) + B(q) +— C(p') + D(¢') —en
situaciones en que los conglomerados de particulas estan suficientemente diluidos, las
colisiones de tres o méas particulas son muy raras—. El término de colisién esta dado por

(véanse, por ejemplo, [100, 101])

ol = [ oyns | e | oo MECR PG a7 1)
< 8(By + By — By — E,) (100 1(@) ~ [(P) /(@) (230

2.3.1. Ecuaciones de Boltzmann para fotones, bariones y materia os-

cura fria

Justo antes de la época de recombinacién, a temperaturas de algunos electronvoltios o
menores, el inico proceso de dispersion relevante era la dispersion elastica Thomson, la
cual sélo cambia la trayectoria del foton incidente, mientras su energia no es modificada.

La tasa de dispersién Thomson esta dada por
FT = 0TMNeTe, (2.35)

donde o7 = 6.65 x 1072°cm? es la seccién eficaz de la dispersién Thomson, n. es la

densidad de nimero de electrones y x. es su fraccién de ionizacion.

La distribucion de fotones la escribimos a primer orden como una distribucion de Bose-

Einstein perturbada

6007 = oo (pgtemmy) 1] =1 e
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donde f© es la distribucién de Bose-Einstein y hemos afiadido una perturbacién © a
la temperatura
@(f7ﬁ77) = 7(f7ﬁ77)' (237)

Ahora, dado el proceso de dispersién Thomson

vP) +e (@) «— (@) + e (7), (2.38)

el término de amplitud de la interaccion M puede ser calculado y su valor es

IM|? = 8rorm? (1+ (5-§)?) . (2.39)
Finalmente, usando las ecuaciones (2.33) y (2.34) obtenemos la ecuacién de evolucién
de @(E, 7, 1) en el espacio de Fourier con p = p ]Af, el coseno del angulo entre el foton

incidente y el nimero de onda,

H—-— — +

ar TPigy Py

of _ of af[ oD axy

or 8
8 |
= —p— anexeaT ( D)+ p- vy — 2P2(/,L)H> , (2.40)
con
1
II= @2 + Z(GWO + sz). (2.41)

Los subindices 0 y 2 indican el monopolo y el cuadrupolo de la variable en cuestién
y P>(u) es el segundo polinomio de Legendre. GW(E, T, ) es la diferencia entre los dos
modos de polarizacién lineal de la radiacién incidente. Aunque en este trabajo no estemos
particularmente interesados en la polarizacién de la radiacién césmica de fondo, ésta
estd acoplada a la intensidad © a través de los términos G,. Estos provienen (en realidad
todo el factor II) del término angular en la amplitud de la interaccién (2.39). A orden

cero la ecuacién de Boltzmann (2.40) se traduce en

afO " a0

1
— =0 T x — 2.42
or p op - x ( )

es decir, expresa simplemente el hecho de que T crece linealmente con el corrimiento al

rojo.* A primer orden la ecuacién resultante es

. . 0 1
© + ikp® = @ — ikpV + anezeor (G)o - 0O(p) + ui - 2P2(p)H> ) (2.43)

4Una vez fuera del equilibrio, después de recombinacién, 7' no es propiamente una temperatura, sino
sélo un parametro de la distribucién de los fotones. Después del congelamiento térmico, o freeze-out,
particulas relativistas mantienen la misma distribucién térmica, por lo que la ecuacién (2.36) a orden
cero sigue siendo vélida.
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donde hemos vuelto al espacio de Fourier. Ahora es conveniente expandir @(E, T, ) en

un desarrollo multipolar para quitar la dependencia en el factor p

@(Ev T ) = Z(_i)l(% + 1)@l(E’ T)Pi(1), (2.44)
- it ol -
Of.r) =5 [ dnolE.r A, (2.45)

Insertando esta expansién multipolar en la ecuaciéon de Boltzmann para fotones y usan-
do las relaciones de recurrencia para los polinomios de Legendre [102] obtenemos la
Jerarquia de Boltzmann [103, 104]

. 4 .
0y = —507 + 49, (2.46)
. 1
0, = k* <457 — av) + k20 + anexeor (0 — 65, (2.47)
. 8 12 9 1
20, = 1—507 - gk@g ~ 5 MeTe0TOy + ToanexeaT(Gyg + G2) (2.48)
. k
@l = —— [l@l,1 - (l + 1)6l+1] - anea:eaT@l (l > 2). (2.49)
20+ 1
donde
0y =40y, (2.50)
0, = 3kO1, (2.51)
oy, = 20s. (2.52)

Para neutrinos sin masa se obtiene un sistema igual de ecuaciones, con la diferencia de
que los términos de interaccién con bariones no aparecen debido a las escalas considera-
das, T' < MeV. No consideraremos neutrinos masivos. De igual forma podemos expandir

la polarizacién Gy(l_ﬂ', 7, 1v) en multipolos G,YZU;, 7) y obtener las ecuaciones, véase [94],

. k
Gy = 2+ 1 1Gya—1) — (14 DGyarn)] + anezeor

1
X |:—le + 211 ((5[0 + 5(512):| . (253)

Finalmente, escribimos las ecuaciones de perturbacion para bariones cuando estan aco-

plados con la radiacién electromagnética

oy = —0 + 30 (2.54)
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. 4
Oy = —HOp + k26, + ?’:anexe@(@ —0)) + K20, (2.55)
b

Estas dos tltimas ecuaciones pueden ser obtenidas de la ecuacion de Boltzmann para

bariones, pero también del formalismo desarrollado en la seccién 3.5; ver ecuaciones

(3.61) v (3.62).

A tiempos tempranos y longitudes de onda pequenas, la velocidad del sonido de los
bariones puede no ser despreciable y tener un efecto. Esta es aproximada en [94] co-
mo ¢? ~ kpTy(3 — dlogTy/dloga)/3p, donde i ~ 1.27 es el peso molecular prome-
dio y la temperatura de los bariones resuelve la ecuacién diferencial T, = —2HT, +

8upyanereor(Ty — Ty)/3mepp.

Para materia oscura se pueden obtener las ecuaciones de evolucién también de la ecuacion
de Boltzmann, pero es considerablemente mas sencillo sustituir w = 0 y considerar

perturbaciones adiabéticas en las ecuaciones (2.29) y (2.30)

e = —0. + 30 (2.56)

. = —HO. + k>, (2.57)
donde el subindice ¢ refiere a variables de materia oscura fria. En la norma sincrona
podemos fijar la norma completamente de manera que la ecuacién para la velocidad de
la materia oscura, 6., sea idénticamente cero y la ecuacién para el contraste de densidad

es 0. = —%h [94]; véase apéndice C.2.

2.4. Espectro de potencias en la radiacién céosmica de fon-
do

Dado que la descripcion de las oscilaciones actusticas en la seccién anterior tuvo lugar
en el espacio de Fourier, la proyeccién de las inhomogeneidades en la época de recombi-
nacién en anisotropias hoy en dia es particularmente compleja. Un observador mide las
oscilaciones acusticas como temperaturas efectivas desde el centro de una esfera a una
distancia comovil D, = 19 — 7y, donde el subindice * indica que la cantidad es evaluada
en la época de ultima dispersion. Por ello es conveniente expandir éstas en armoénicos

esféricos

S0 = 3 anYin (i), (259)
Im
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Hemos quitado la dependencia en la posicién y en el tiempo pues sélo podemos tomar
mediciones en ¥ = Zy y 7 = 79. Més ain, supondremos que los procesos que generan las
perturbaciones iniciales son isotrépicos, por lo que la matriz de covarianza de los modos

armonicos es diagonal, esto es,
<a’2kmal’m’> = 6ll’5mm’ Ci. (259)

Es importante notar que para cada multipolo [ dado, los distintos modos a;,, tienen la
misma varianza, esto debido a que son realizaciones de una misma distribucién. Para
cada [ tenemos 2/ + 1 modos, por lo que al encontrarlos estamos también haciendo un
muestreo de la distribucién subyacente. Las observaciones més recientes de la radiacién
c6smica de fondo [12] no muestran ninguna desviacién de distribuciones gaussianas,

aunque algunas teorias de inflacién predicen cierto grado de no gaussianidad en éstas.

El hecho de que tengamos un ntmero finito de a;,,, para un multipolo dado [ significa que
no podemos obtener la distribucion con exactitud. Entonces tenemos una incertidumbre
de naturaleza estadistica en el conocimiento de los valores Cj y, por tanto, del espec-

tro angular de potencias. Este efecto es mas evidente a bajos multipolos y es llamado

varianza césmica. Cuantitativamente obtenemos un error®
AC; = C 2 (2.61)
P oyt '

Si las distribuciones son gaussianas, toda la informacion estadistica en las anisotropias
de la temperatura de la radiacién césmica de fondo se encuentra en la funcién de co-
rrelacion de dos puntos (aj,,aym/). Esto es una consecuencia del teorema de Wick [105]
(o teorema de Isserlis [106]), que expresa que la funcién de correlacién de N puntos se
puede expandir en funciones de correlaciéon de 2 puntos si y sélo si éstas son gaussianas.

Ahora, calcularemos la correlacion

AT AT N ANk
(T@TE) = Y (i) Vim0
-/ =p LU m,m/

_ % S @+ 1)CP(p). (2.62)
l

SFormalmente este resultado se cumple dnicamente para distribuciones gaussianas. Puede obtenerse
de un teorema estandar de la estadistica: consideremos una serie de niimeros aleatorios x; obtenidos de
una distribucién normal, si esta serie es infinita tenemos (z;x;) = d;;. Sin embargo, si la serie es finita,
digamos de tamafio N, el promedio a orden primero en 1/N estd dado por

1+ 6
(zizj)n = 0ij + 4/ N Laij, (2.60)

donde a;; son nimeros aleatorios de distribucién normal no correlacionados.
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Hemos usado en la ultima igualdad la ecuacién (2.59) y el teorema de la adicién de los
armonicos esféricos [102]. A su vez, los valores C; estan relacionados con el espectro de

potencias primordiales del potencial gravitacional a través de
) = (4m)2 / K2dk Py (k)| 04k, 70) . (2.63)

El espectro de potencias favorecido por las observaciones es un espectro plano de Harrison-
Zel’dovich

k nsfl

k3 Py (k) = As () (2.64)
ko

con el indice espectral ng cercano a 1 [107, 108]. En esta ecuacién A es la amplitud

de las perturbaciones y ko es una escala pivote arbitraria. Cabe decir que un espectro

cercanamente plano es predecido por los modelos de inflacién estdndar [109-111].

Tenemos ahora todos los elementos necesarios para encontrar el espectro angular de
potencias de la radiacién césmica de fondo. Por ejemplo, supongamos que queremos
calcular los C} hasta un multipolo [ = 1000. Debemos resolver las ecuaciones para la
materia oscura; las ecuaciones para los bariones acoplados a la radiacién; alrededor de
1100 ecuaciones acopladas para los distintos multipolos de fotones —para obtener una
buena aproximacion, la jerarquia de Boltzmann debe ser cortada a valores mayores
de los requeridos—; otras 1100 ecuaciones para neutrinos no masivos y 1100 més para la
polarizacién. En total debemos integrar méas de 3000 ecuaciones acopladas desde tiempos
tempranos en el universo, z ~ 107, hasta la presente época y finalmente calcular la
integral (2.63) para cada valor Cj. Esta laboriosa tarea fue usada en los primeros cédigos
que se escribieron [94, 112] y tomaban horas o decenas de horas de computo para calcular

los valores C; del espectro angular de potencias.

A continuacién presentamos un método desarrollado por U. Seljak y M. Zaldarriaga en
[95] que permite encontrar los coeficientes C; en un tiempo de cémputo considerable-

mente menor.

2.4.1. Meétodo de la integral de linea de vision

Definimos la profundidad éptica

70
K,(T):/ dr’'anezeor. (2.65)

A tiempos tempranos la densidad de electrones libres es muy grande, asi que k > 1.

Diferenciando tenemos £(7) = —anereor. Podemos transformar la ecuacién diferencial
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(2.43) en una ecuacioén integral [113]

Ok, u, 7 =1) = @(Ti)elk“(”m)e“(”)—i—/ dretFH(T=m0) g =r(7)

Ti

X [cb — iku¥ — & (@0 + Mf—]: — ;PQ(M)H)} . (2.66)
Si ponemos la condicién inicial a tiempos 7; muy tempranos, el primer término del lado
derecho de la ecuacién anterior es despreciable. Ahora nos encontramos con la dificultad
de que la integral depende del angulo u. Para deshacernos de estos términos multipli-
camos ambos lados de la ecuacién por los polinomios de Legendre P;(u) e integramos
sobre p. Después de una integraciéon temporal por partes y el uso de la ecuacién (2.45)

llegamos al resultado
— 70 —
Or(F.m) = [ drS(E.milk(r - 7)), (2.67)
Ti
donde j; son las funciones esféricas de Bessel; ademas hemos usado la relacién [102]

1l .
5 [ duP0E ) = (). (2.68)
1

La funcién S estd dada por

L 6, I 3II (6, 31\ .31
S(k,7)=e"(2+¥)+g <@0+‘1’+ 2Tt 4k2> +9 (kg + 21<;2> +G s (2.69)
y hemos definido la funcion de visibilidad
g(1) = —ke ", (2.70)
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FIGURA 2.1: Funcién de visibilidad (2.70) como funcién del corrimiento al rojo. Imagen
tomada de [114].

Esta funcién es la densidad de probabilidad de que un fotén sea dispersado por ultima
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vez en un intervalo de tiempo d7. Ademaés su valor es muy pequeno a tiempos tempra-
nos cuando la profundidad éptica es muy grande y decae muy rapidamente después del
desacoplamiento de los fotones de la radiacién csomica de fondo, dado que la tasa de
dispersion —# es despreciable. Por lo tanto la funcién de visibilidad y sus derivadas son
casi cero en todo su dominio a excepciéon de un pico alrededor de la época del desaco-
plamiento. Por su importancia, la graficamos en la figura 2.1. Notamos que después de
la etapa de ultima dispersion sélo el primer término en la ecuacién (2.69) es importante;
este término muestra el efecto Sachs-Wolfe integrado [115], e implica que cuando €2, es
apreciablemente menor que 1, se produce un aumento en la potencia de las anisotropias
a grandes escalas. También es reconocible el término O + ¥, que expresa la tempera-
tura efectiva de los fotones. Los términos que incluyen la velocidad de los bariones son
fuente de efecto Doppler y tienden a aumentar el momento dipolar foténico, mientras los
términos que contienen II son producidos por polarizaciones y por anisotropias en la dis-
persién Thomson; ademas son fuente de polarizacion en la radiacion césmica de fondo.
Ecuaciones similares se pueden encontrar para neutrinos sin masa y para los términos

de polarizacién [95].

Esta técnica para encontrar los picos acusticos en la radiacién césmica de fondo es
llamado método de integral de vision, y fue encontrada e implementada en el cédigo
CMBFAST por U. Seljak y M. Zaldarriaga en [95]. También es el método usado por el
c6digo CAMB [96].

Las ventajas computacionales del método de la integral de linea de visiéon sobre el ex-
puesto al final de la seccién anterior son considerables, de aproximadamente dos 6rdenes
de magnitud en tiempo de cémputo. Como se puede ver de las ecuaciones (2.67) y (2.69),
s6lo es necesario encontrar los momentos foténicos y de polarizacién hasta el cuadrupolo,
asi que resolver la jerarquia de Boltzmann hasta un momento multipolar [ = 10 resulta
en un error inferior a 0.1 % en sus valores. Las funciones esféricas de Bessel pueden ser
calculadas una sola vez y almacenadas. El espectro angular de potencias es muy suave (a
excepcién de las mayores escalas), asi que no es necesario calcular la integral (2.67) para
todos los multipolos. Se hace cada 10-100 multipolos y luego se utiliza algiin método de

interpolacién; particularmente en CAMB se utiliza un método spline ctibico [116].

En este capitulo hemos expuesto sucintamente los fundamentos de la teoria de per-
turbaciones cosmoldgicas y su relacién con la radiacion césmica de fondo ya que en
los siguientes capitulos compararemos modelos con observaciones mediante el uso de
c6digos numéricos como CAMB. Para la estimacién de parametros usaremos el cédi-
go CosmoMC, que usa cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC), y cuyo formalismo

tedrico exponemos en el apéndice B.



Capitulo 3

La degeneracion oscura y el fluido

oscuro

Aproximadamente 96 % del contenido energético del universo es de origen desconocido.
Usualmente, este fluido oscuro es separado en dos componentes: una parte llamada
materia oscura, que colapsa gravitacionalmente y es responsable de formar estructura
en el universo, y una componente no aglutinante llamada energia oscura, la cual induce

la expansién césmica acelerada hoy en dia.

En este capitulo mostraremos que esta separacién es arbitraria, al menos en lo que
respecta a la teoria de perturbaciones cosmolégicas. Las componentes oscuras pueden ser
tan sélo una entidad o incluso una gran cantidad de distintos fluidos con interacciones
entre ellos. Esto se debe a que la gravedad sdlo es influida por el tensor de energia
momento total de las componentes oscuras. Tanto fotones como materia bariénica son
detectados a través de sus interacciones no gravitacionales, y su contribucion al tensor

de energia momento puede ser medida directamente.

Creemos que esta divisién del sector oscuro en materia y energia oscuras se debe prin-
cipalmente a un motivo histérico: cronolégicamente, primero fueron encontradas las
propiedades atractivas de este nuevo fluido y tiempo después sus propiedades de energia

oscura.

Otro motivo es conceptual: para algunos cosmoélogos, y fisicos en general, es mas con-
veniente tener dos fluidos con ecuaciones de estado sencillas que una cantidad grande
de ellos (o uno solo) con ecuaciones de estado complicadas. En el modelo cosmoldgico
estandar, la energia oscura aparece como una constante fundamental en las ecuaciones

de Einstein, lo cual se explica por si mismo. Por otro lado, el origen de la materia oscura

35
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es hasta ahora desconocido, aunque se cuenta con una amplia gama de posibles candi-
datos provenientes de extensiones al modelo estandar de fisica de particulas. Explicar
el origen de esta materia faltante abre un amplio campo de investigacién en fisica de

particulas y en cosmologia.

3.1. La degeneracién oscura

Supongamos un universo espacialmente plano, compuesto de materia bariénica y oscura
con parametro de densidad €2y, y de energia oscura con parametro de ecuacién de estado
w(z), desconocido por el momento. Dado un factor de Hubble H(z) arbitrario, usando

la ecuacién de Friedmann

1+ w(?
H2(Z) = Hg Om (1 + Z)3 + QpEg exp <3/0 Hydz’)] , (3.1)

podemos encontrar w(z) [117, 118]

_ H(2)* - (2/3)H(2)(1+ 2)dH (z)/dz
R 7 N U E 75 PR (32)

Esto significa que para cualquier Q) que escojamos siempre serd posible encontrar la
funcién w(z) que reproduzca la historia de la expansién del universo medida; més ain,
la ecuacién (3.2) no depende de Hy. Debido a esto, Qy y w(z) no pueden ser medi-
das simultdneamente. La ecuacién (3.2) puede ser generalizada de manera que incluya
curvatura [119]. Otra manera de ver esto es si tenemos un modelo cosmolégico con un

paradmetro de densidad de materia total Qy y un fluido con una ecuacién de estado [120]

W(z) = — L= (3.3)
(1— ) + (1 — Q) (1 + 2)3

la expansién del universo serd la misma que en el modelo ACDM con densidad de materia
total Q. Esta degeneracion se debe a que estamos tratando de medir mas grados de
libertad que los encontrados en el tensor de energia momento; sélo podemos medir una
presién. En lugar de eso estamos intentando medir la presiéon misma y la cantidad de

materia oscura.

La razén de fondo de esta degeneracién es el principio de equivalencia. La manera en que

definimos las componentes oscuras del universo es a través de las ecuaciones de Einstein

Tdark _ 1

- G, — T% 34
v ST} 122 ( )

uv
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donde G, es inferido de la geometria observada en el universo, y Tl‘jfﬁs de su contenido
energético baridnico observado. De hecho el sector oscuro, representado por 7T’ g;”"k, puede
estar descrito por un gran nimero de diversas particulas con interacciones entre si, o
incluso puede ser un tnico, desconocido, fluido oscuro. Esta propiedad ha sido llamada

degeneracion oscura por M. Kunz en [120].

3.2. La velocidad del sonido de la materia oscura y el fluido

oscuro

Por un momento consideremos valida la gravitacién newtoniana; los modos de Fourier de
los contrastes de densidad de la materia en un universo en expansién siguen la ecuacién

8" +2H8 + (cIklyys — 4mGp) 6 =0, (3.5)

donde la frecuencia kpyys estd relacionada con la escala [,y de longitud fisica por
lphys = 27/ kphys, c? es la velocidad del sonido del fluido bajo consideracién, y prima
significa derivada respecto al tiempo cdésmico. En escalas astrofisicas podemos despre-
ciar la expansion del universo y hacer H = 0. La ecuacién (3.5) tiene un comportamiento
distinto de acuerdo con el signo del término entre paréntesis. Hay una escala umbral,

llamada longitud de Jeans, dada por

ly=csq]/ =, 3.6
J ] Gp ( )
para la que perturbaciones con longitud fisica por debajo de ella, I,Lys < [7, desarrollan
oscilaciones actsticas, mientras perturbaciones con longitud fisica mayores, lpnys > 17,

crecen por colapso gravitacional.

Esperamos tener materia oscura a un amplio rango de escalas, desde las méas grandes
escalas cosmolégicas medidas hasta galaxias. Incluso galaxias enanas necesitan de es-
ta materia oscura para estabilizar sus discos y para obtener las fuentes necesarias de

gravitacion que expliquen sus curvas de rotacion.

La tinica manera de garantizar que las perturbaciones de materia oscura crezcan a todas

las escalas es imponiendo que su longitud de Jeans sea igual a cero.

Definimos al fluido oscuro como un fluido barotrépico (para el cual P = P(p)) con

velocidad del sonido adiabatica igual a cero,

=0, (3.7)
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vy que, en una primera aproximacién, no interactia con el modelo estandar de particulas.
Para fluidos barotrépicos la velocidad del sonido adiabéatica coincide con la velocidad a
la que las perturbaciones del medio se propagan. La condiciéon barotrépica no considera,
por ejemplo, campos escalares, para los cuales su velocidad del sonido adiabatica incluso
puede ser cero aunque la velocidad a la que se propagan sus perturbaciones es siempre
igual a la velocidad de la luz; véase [121]. Con la definicién (3.7) aseguramos que el fluido
oscuro se comporte como materia oscura y sea capaz de formar estructura. Sin pérdida

de generalidad podemos escribir la ecuacién de estado del fluido oscuro como

P(p) = w(p)p, (3-8)

donde el pardmetro de la ecuacién de estado w es funcién tnicamente de la densidad de
energia p. Usando la ecuacién (3.7) y la definicién (2.31) obtenemos que el pardmetro

de la ecuacién de estado es resuelto por la ecuacién

dw
=0 3.9
rg, tv=>0 (3.9)
cuya solucion es
C
w=——, (3.10)
p

con C una constante y el signo menos es escogido por futura conveniencia. Esto significa

que el valor de la presién del fluido oscuro es igual a una constante,
P=PFP=-C. (3.11)

Observaciones astrofisicas restringen este valor a ser muy pequeno, |P| < p4, donde p4
es la densidad de energia de una escala astrofisica tipica donde la materia oscura haya
sido detectada [122, 123]; por ejemplo, con el uso de mediciones de curvas de rotacién
de galaxias de bajo brillo superficial, Barranco et al. han encontrado que el pardmetro
de la ecuacién de estado de la materia oscura esta acotado por |wpy| < 1076 [123].
Usualmente se asume que la presién de la materia oscura es igual a cero, pero esto no
es necesario. Por ejemplo, puede ser el caso que |P| ~ pc, donde p. es la densidad
de energia cosmoldgica tipica en el presente, y no estar en contradiccién con alguna
observacién astrofisica. De hecho, ésta es la entrada que nos permitird usar el fluido

oscuro no sélo como materia oscura, sino también como energia oscura.

3.3. Fluido oscuro como energia oscura

Consideremos un universo cuya geometria es descrita por una métrica FRW plana y

estd dotado de las particulas del modelo estandar (bariones b, fotones -, neutrinos v,...)
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y del fluido oscuro que definimos en la seccién anterior; a partir de ahora incluiremos
siempre un subindice d al referirnos a las variables de este fluido. Las ecuaciones de

evolucion de este universo son la ecuacién de Friedmann

rG

H? = T(pb + py + pa) (3.12)
y las ecuaciones de continuidad
p,+3Hp, = 0, (3.13)
p+4Hp, = 0, (3.14)
P+ 3H(1+wg)pg = O. (3.15)

Las ecuaciones para bariones y para radiacién se pueden integrar inmediatamente y se
obtienen las densidades de energia como funciones del factor de escala, pp = pyoa ™ y
Py = pr0a~%. El subindice 0 indica que la cantidad en consideracién es evaluada hoy en
dia. También hemos normalizado el factor de escala de manera que su valor sea igual a

uno en la presente época, ag = 1. Usando la ecuacién (3.10) podemos resolver la ecuacién

(3.15), obteniendo
K
g = fjﬂlc (1 + a3> : (3.16)

donde hemos definido la constante

K = (pao —C)/C. (3.17)

La expresion (3.16) es justo lo que esperamos de la evolucién de un fluido oscuro unifi-
cado. Contiene un sumando constante, el cual se comporta como energfa oscura, y otro
que cae con la tercera potencia del factor de escala, justo como lo hace la materia oscura.
Esta ecuacién ha aparecido varias veces en la literatura de fluidos unificados, como en
la referencia [124], donde se estudia el gas de Chaplygin [74-76] en un limite en que
se reduce al modelo ACDM, o en el estudio de fluidos barotrépicos con velocidad del
sonido constante [125-127]. De hecho, en el lenguaje de E. Linder y R. Scherrer [127], el
término proporcional a a~3 en la ecuacién (3.16) es una componente éter de un fluido

barotrépico, ya que ésta define una cuadrivelocidad en el espacio-tiempo.

El pardmetro de la ecuacién de estado del fluido oscuro es entonces

1

_— 1
1+ Ka=3 (3.18)

Wq =

W. Hu y D. Eisenstein se dieron cuenta de que un fluido que cumpla con esta ecuacién

de estado y cuya velocidad del sonido adiabatica igual a cero es indistinguible del modelo
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ACDM en la cosmologia homogénea e isotrépica [128]; ellos no supusieron fluidos ba-
rotrépicos por lo que ambas condiciones son necesarias. Al imponer fluidos barotrépicos,

como sucede en nuestro caso, la ecuacién (3.18) es una consecuencia de c2 = 0.
El fluido oscuro es proporcional al inverso del pardmetro de su ecuacién de estado

___pao 1

y su presion, expresada en términos de la constante /C en lugar de la constante C, es

Pdo
P, =— . 3.20
d 1+ K (3.20)

Para asegurar que la densidad de energia del fluido oscuro sea positiva a todo tiempo,
debemos imponer que K sea un nuimero positivo. Esto implica que su presiéon deba ser
negativa, y esta cualidad es la que permite al fluido oscuro acelerar el universo. Como
vimos en la seccién anterior, la presion puede tomar valores del orden de la densidad
critica del universo (~ 87G/3H?) sin afectar su comportamiento como materia oscura

en escenarios astrofisicos.

La ecuacién de Friedmann (3.12) se puede reescribir como

H2

87G [ pao Kpao _s _3 —4
= 21
3 <1+IC+1+lca +poa Tt py0a (3.21)

la cual es la misma ecuacion de evolucion para el factor de escala que en el modelo ACDM.
Esto no es un accidente, si se asume ACDM como el modelo vélido y se considera la
densidad de energia total de sus componentes oscuras, pr = ppm + pa, €l pardmetro de

la ecuacion de estado total de las componentes oscuras, wp, definido por

Za WaPa

S (3.22)

wr =

donde el subindice a indica materia oscura (DM) y constante cosmolégica (A), estda dado

por
1

- Qpwm -3
1+ Sita

wr = (3.23)

donde Qpy = SWGPDMo/SHg y Qp = A/SH&. Claramente, la ecuacién ppr = —3H (1 +
wr)pr se cumple para la densidad de energia total. Entonces, comparando los resultados
de las ecuaciones (3.18) y (3.21), notamos que bajo las identificaciones

Qpwm
= - .24
=2 (3.24)
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Qg = Qpm + Qa, (3.25)

donde Q; = 87Gpgo/3HE, la evolucién cosmolégica es exactamente la misma en ambos

modelos, al menos para el universo homogéneo e isotrépico.

Esta propiedad es de hecho mas general que para el caso de un solo fluido que hemos
tratado aqui. Cualquier colecciéon de fluidos cuyo pardmetro de ecuacién de estado sea
igual a la ecuacién (3.23) y que no interactie con bariones y fotones se comportard de
la misma manera, estando en degeneracién con el modelo ACDM. En la seccién 3.5

construiremos el fluido oscuro a partir de diversas componentes interactuantes.

Cabe mencionar que ha habido diversos intentos por encontrar una teoria fundamental
de la cual se pueda obtener el fluido oscuro [129, 130]. En el capitulo 4 nosotros usaremos

el formalismo de la geometrotermodindmica [131] para obtener el fluido oscuro.

3.4. Perturbaciones del fluido oscuro

En esta seccion mostramos explicitamente que la degeneracion se preserva cuando vamos
mas alld de la cosmologia homogénea e isotrépica, bajo algunas suposiciones muy gene-
rales que han sido obviadas en trabajos anteriores [120, 124, 132]. Dividimos la discusién

en perturbaciones cosmoldgicas de orden lineal y de mayores 6rdenes.

3.4.1. Orden lineal

Consideremos perturbaciones escalares en la norma newtoniana conforme; la métrica

estd dada por la ecuacién (2.18),
ds* = a®(1)[ — (1 + 20)dr? + (1 — 2®)4;;da'dz’ |. (3.26)

Las perturbaciones al tensor de energia momento del fluido oscuro estan dadas por
(2.26), (2.27) y (2.28). Usando las ecuaciones de hidrodindmica para un fluido general
(2.29) y (2.30), y la ecuacién

Wy

2 _ _ =0 3.27
ST S A wa) (3.27)
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obtenemos
. . 0Py
(5d - —(1 + wd)(ed — 3(1)) + 3de5d — 3Hﬁ(5d7 (3.28)
d
. P,
0 = —HOg+ET+ L/épdm — K20y, (3.29)
1+ wy

mientras que para bariones después de la época de recombinacion, cuando el acopla-

miento con fotones puede ser despreciado,

oy = —0p+ 39, (3.30)
Oy = —HO,+E V. (3.31)

Debemos anadir las ecuaciones de Einstein, que aqui escribimos de la siguiente manera

F® = —4rGa® Y pil;, (3.32)

(2

K (® - U) = 12rGa® Y (p; + Pi)os, (3.33)

3
donde la suma es sobre todas las contribuciones de fluidos y
0;
A =06; +3H(1+ wz)ﬁ (3.34)
es la densidad de energia en reposo del i-ésimo fluido [93]. En escalas por debajo del

horizonte (k> H) vemos que A; =~ §;.

Para resolver estas ecuaciones tenemos que anadir informacién sobre la naturaleza del
fluido oscuro. La condicién barotrépica implica que P = c26p y por tanto 6P; =
0, y dado que es un fluido perfecto, los estreses anisotrépicos son cero, o4 = 0. De
aqui que el ultimo término del lado derecho de la ecuacién (3.28) se hace cero, mientras
en la ecuacién (3.29) sélo los dos primeros términos sobreviven. Ademas, en el siguiente
andlisis despreciamos los estreses generados por los campos de fotones y neutrinos, por

lo que los dos potenciales gravitacionales son iguales, = V.

En la figura 3.1 mostramos las evoluciones de las variables perturbadas para un modo
k = 0.05 Mpc~!. Las lineas entrecortadas muestran los resultados para el modelo ACDM,

para el cual hemos usado las ecuaciones de perturbacion de materia oscura

Spm = —6pu + 39, (3.35)
Opm = —Hbpum + k>, (3.36)
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en lugar de las ecuaciones (3.28) y (3.29). Al evolucionar las ecuaciones de perturbacion

para ambos modelos hemos impuesto a un tiempo 7; las condiciones iniciales siguientes:

Sa(ri) = a‘SDM(;;)(’;SM(”), (3.37)
Oulrs) = a-0M DM (T) (3.38)

(1 4+ wq(7:))pa(Ti)’

para los contrastes de densidad y para las velocidades del fluido oscuro; « es una cons-
tante que permitimos tome distintos valores. Estas condiciones iniciales estan dadas a un
tiempo suficientemente tardio, después de la época de tltima dispersién, de tal manera

que podamos usar las ecuaciones (3.30) y (3.31) y se cumpla la relacién §, ~ dpyy.

Notamos que la evolucion de los contrastes de densidad para bariones son indistinguibles
para ambos modelos si tomamos o = 1. Aunque el espectro de potencias sea el observable
cosmoldgico que incluye un amplio espectro de frecuencias, la figura 3.1 sugiere que de
hecho este resultado es el mismo para cualquier nimero de onda, como demostraremos

a continuacién.

En el contexto cosmoldgico, imponer las condiciones iniciales (3.37) y (3.38) con a =1
equivale a pedir que a primer orden en teoria de perturbaciones las componentes (00)
y (07) de los tensores de energia momento del fluido oscuro y del modelo ACDM sean
iguales a un tiempo inicial 7;. Notemos que de la ecuacién de Poisson (3.32), en el caso
«a = 1, ambas condiciones iniciales se preservan a todo tiempo. Esto significa que al
obtener las soluciones con o = 1 en la figura 3.1 hemos impuesto que a todo tiempo (ver
apéndice C.1)

pddd = PDMODM, (3.39)

pa(1 +wa)ba = pombpm. (3.40)

De ahora en adelante supondremos vélidas estas ecuaciones, de manera que estemos en

degeneracién con el modelo ACDM. De nuestros resultados previos, se sigue que

pom = pa(l + wa). (3.41)

Entonces la ecuacién (3.40) implica Opy = 64, lo cual explica el comportamiento en la
figura 3.1(d). Més atn, de la ecuacién (3.32) se sigue que los potenciales gravitacionales

son iguales para ambos modelos, de ahi el comportamiento de la figura 3.1(a).

Finalmente, insertando las ecuaciones (3.39) y (3.40) en las ecuaciones (3.35) y (3.36),
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FI1GURA 3.1: Evolucién de las variables perturbadas para un modo k& = 0.05 Mpc™'. Las
curvas so6lidas son obtenidas para el fluido oscuro con diferentes valores del parametro
« en las condiciones iniciales §4(7;) = appm(7:)dpm(7i)/pa(7i). @ toma valores de 0.8 a
1.2. Las curvas entrecortadas denotan la evolucién de las variables en el modelo ACDM.
Los paneles muestran: (a) El potencial gravitacional ®. (b) El contraste de densidad de
materia bariénica d. (c) Los contrastes de densidad del fluido oscuro (lineas sélidas) y
materia oscura (linea cortada), d4 y dpm, respectivamente. (d) Velocidades del fluido
oscuro (lineas sélidas) y materia oscura (linea cortada), 84 y Opm, respectivamente.
Las soluciones para el caso a = 1, que corresponden a que las condiciones iniciales
son iguales para ambos modelos, son mostradas con lineas angostas (rojas), las cuales
para los péneles (a), (b) y (d) coinciden con las soluciones en el modelo ACDM (lineas
entrecortadas).
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respectivamente, y usando la ecuacién (3.20), obtenemos que las ecuaciones hidrodindmi-

cas del fluido oscuro son

Sd — —(1 + wd)(gd — 3(13) + 3Hwgdq, (3'42)
0 = —Hby+ K0, (3.43)

Pero estas ecuaciones son iguales que las ecuaciones (3.28) y (3.29) para un fluido perfecto
barotrépico. Esto confirma que la degeneracién oscura se preserva a orden lineal en teoria

de perturbaciones, si consideramos el caso o = 1.

Es interesante notar el comportamiento del contraste de densidad del fluido oscuro en la
figura 3.1(c). Inicialmente crece como una componente de materia oscura para después
caer asintéticamente a cero. De hecho, este comportamiento es natural para todas las
longitudes de onda, como puede ser inferido de las ecuaciones (3.42) y (3.43): a tiempos
tardios, cuando wy tiende a —1, el término fuente de b4 se vuelve independiente de 0y y
es una cantidad negativa que tiende a cero. Mientras tanto, a tiempos tempranos, para
wqg — 0, se tiene Hwy — 0 y las ecuaciones se vuelven las mismas que las de materia
oscura fria, (3.35) y (3.36).

3.4.2. Mas alla del primer orden

Para estudiar los casos a 6rdenes mayores en teoria de perturbaciones, expandamos los
tensores de energia momento del fluido oscuro y del sector oscuro en el modelo ACDM

alrededor de los fluidos cosmolégicos de fondo (a cero orden) como

T = (g) + 7t

1 2
p A TD 4+ (3.44)

Si el tensor de energia momento total en ambos modelos es igual (Tudl, = TIfVCDM), clara-
mente cada uno de los términos de la expansién serd también igual (Tudl,(i) =T, ,fVCDM (i)).
Este argumento es usado en [120] para notar que la degeneracién es preservada a todos

los 6rdenes en teoria de perturbaciones. Ciertamente, esto es correcto.

Sin embargo, nosotros estamos interesados en otro enfoque (que abordaremos en el
capitulo 5 para romper la degeneracién oscura o orden lineal). Nuestros experimentos
son afectados gravitacionalmente por el tensor de energia momento total, pero cuando
comparamos observaciones cosmoldgicas con modelos, realizamos la expansién de la
ecuacién (3.44), y no es hasta después de eso cuando asignamos valores numéricos a
cada uno de los términos perturbativos. El hecho de que ambos tensores de energia
momento sean iguales a un orden %, no implica que lo sean al siguiente orden, 7 + 1.

En esta situacién, ecuaciones como (3.39) y (3.40) son condiciones de la teoria y no
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consecuencias de ella, y si no son impuestas, la degeneracién se rompe, como se puede

observar en la figura 3.1 para los casos « # 1.

Existe una sutileza con la expansién perturbativa (3.44). El hecho de que el universo
sea tan suave a muy grandes escalas es lo que nos permite hacer dicha expansién. El
término de orden cero es un promedio espacial en hipersuperficies de tiempo conforme
(o césmico) constante a escalas cosmolégicas grandes, Tf},}’ = (Tyw); después de esto
asumimos que la teorfa de relatividad general es vélida en la forma G, (¢(?) = (T},).
Esto es falso debido al caracter no lineal de la gravedad; es bien sabido que efectos de
back-reaction contribuyen a esta tultima ecuacién [133, 134]. Lo usual en cosmologia es
suponer que estos efectos son despreciables; ejemplos de trabajos recientes sobre estos
temas son [135, 136].

Para el caso especifico que nos concierne, hay un problema relacionado. Consideremos un
fluido con una ecuacion de estado P = P(p) que conduce a una descripcién unificada del
sector oscuro. Claramente la ecuacién (P) = P({(p)) no siempre se cumplird; de hecho,

correcciones de mayores érdenes entraran en esta ecuacién obteniendo

dP

(P)=P((p) + i

(p)5+ - . (3.45)

De manera que cuando una escala crece y deja el régimen lineal, el procedimiento simple
de tomar promedios en la ecuacion de estado ya no es vélido. Este efecto no lineal ha sido
investigado por diversos grupos; véanse [135] y [137-139]. Particularmente, se ha mos-
trado que pueden ocurrir inestabilidades incluso a las més grandes escalas cosmoldgicas,
produciendo que la transicién de régimen de tipo materia a tipo energia oscura no sea
suave; en algunas regiones puede ocurrir antes de lo esperado, mientras en otras puede
no suceder nunca [137]. La excepcién a esto es cuando la presién es una funcién lineal
de la densidad de energia, como para un fluido P = wp con w constante, o para el fluido
oscuro que hemos estudiado en este capitulo, donde la presion es constante. Sin embargo,
es importante subrayar que en los modelos que difieran de éstos —aunque sea de manera
indistinguible por las observaciones actuales cuando los célculos son llevados a cabo con
el procedimiento usual de promedios— los efectos mencionados idealmente deberian ser
considerados, aunque cabe decir que esto implica una considerable complicacién en el
andlisis de los modelos. Tales son los casos del gas de Chaplygin generalizado [74-76] y
de su extensién proveniente de la geometrotermodindmica [78], que encontraremos en el

capitulo 4.
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3.5. Miiltiples componentes interactuantes

En esta seccién exploramos la posibilidad de que el fluido oscuro esté hecho de una colec-
ciéon de componentes oscuras con posibles interacciones entre ellas. Las ecuaciones que
obtengamos seran generalizadas en el capitulo 5 para incluir interacciones con bariones.

Consideremos las ecuaciones de Einstein
GH = 8nG (Z TH + Téﬁ) : (3.46)
a

donde el subindice a etiqueta las diferentes componentes oscuras. Si prohibimos que éstas
interactien con el modelo estiandar de particulas, las identidades de Bianchi implican
ViTeai =0y

V. T =Q, (3.47)

a’

donde los vectores de transferencia de energia momento, ()%, obedecen la constriccién
Y Qu=o. (3.48)
a

Consideremos por el momento la cosmologia homogénea e isotrdpica, la ecuacion de

continuidad para cada fluido es
pa + 3H(1 + wa)pa = qa, (3.49)

donde las cantidades ¢, denotan la transferencia de energia entre las distintas componen-
tes oscuras. Esto implica que a orden cero (ignorando los subindices a por el momento)

Q0 = Lg.0), (3.50)

a

si definimos Q = /—g,,Q"Q", entonces QO = g/ay Q'O = ail(Q(O),(_)‘). Ahora,

siguiendo [140, 141], descomponemos el vector de interaccién como

Qv = Quy + fo, (351)

donde la transferencia de momento, f¥, es de primer orden y es ortogonal a la cuadri-
velocidad u” del fluido particular, f“u, = 0. Por lo tanto, bajo rotaciones espaciales @)
transforma como un escalar y f* como un vector. De acuerdo con esto, descomponemos
f* como

fi=rfite (3.52)
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con f un escalar y ¢; un vector transverso, e’Z = 0. Ademas, definimos la perturbacién
0Q a través de
1

(¢ +09), (3.53)

a

Q=Q"+6Q=

donde en la ultima igualdad definimos g = ad@. De (3.51) se sigue que a primer orden

Q" = (a1 W) +dq) (3.54)
i Lo, by, 1y
Q' = ﬁqv +¥ ' +¥6. (3.55)

Finalmente, de la ecuacién (3.48) se obtienen (reinsertando los subindices a) las ecua-

ciones de constriccién

> 6qa = 0, (3.56)
g = 0, (3.57)

y a?y, Qb =Y, (qavl + 4 €t), la cual, si le sacamos la divergencia y cambiamos a

espacio de Fourier, se vuelve
Z (Qaea + kaa) =0. (358)
a

Ahora, a primer orden en teoria de perturbaciones, la divergencia del tensor de energia

momento para cada fluido —omitiendo nuevamente los subindices a— es, para la compo-

nente 0
v, T = %(1 +6—20)(p+ 3H(1 + w)p)
+ % 54 (14 w)(dp' — 30) + 3H ((;1; - w> 5], (3.59)
y, para la componente 1,
v, T = a—f;ajﬂif + %(;‘) +3H(1+w)p)v' + 2 ;P i
+ H (1 + ,H(lpfw)p> vt + i fwvi - 1“’:%1 + Wt (3.60)

Noétese que si la interaccién es cero, ambas ecuaciones se reducen a las usuales. Tomamos

la divergencia de la ecuacién (3.60) para aislar el modo escalar, por lo que la ecuacién
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(3.47) implica

. . 0P, o 0qq
So + (14 we) (00 — 30) + 34 ( - wa> ot Lo, —wy - — o (361
6pa pa pa
y
1 Ga Wq wa
O +H|1—-3wg+ ———— 16, 04
* ( v +’H(1+wa),0a> T 1w,
2
_MkQ(ga A ]fsza + kif“ =0, (3.62)
1+ w, Pa(l +wa)

donde hemos vuelto al espacio de Fourier y reinsertado los indices a. También hemos
usado la descomposicién del tensor II¥ en modos escalares, vectoriales y tensoriales.
Multiplicando por k;k;, sélo el estrés anisotrépico escalar sobrevive y el primer término
del lado derecho de la ecuacién (3.60) se vuelve 2k*II) P/3 = (p + P)k?c. 3.61 y 3.62

son entonces las ecuaciones hidrodindmicas para la coleccién de fluidos interactuantes.

Definiendo la densidad de energia total de los fluidos oscuros como pr = > pg, se sigue

que el contraste de densidad tot al, (ST7 es la suma pesada de las componentes individuales
or = — E a(sa (3 63)
T P s .
PT =y

y la “velocidad” total es

1
Or =

= T za: pa(l + wa)ba, (3.64)

donde wr = ), Wapa/ Y, Pa- Usando estas tltimas ecuaciones, es directo demostrar

que las ecuaciones hidrodindmicas para el fluido oscuro total son

. . 0P,
5T + (1 + U)T)(QT — 3‘13) + 3H ((;pT - wT) 5T =0 (365)
T
y
] wr 6Pr/dpr o 2 2 _
Or + H(1 — 3wr)0r + 1+ZUT9T+ 1+ wr k%0 — k*U + k*op = 0, (3.66)

donde dPp = > 0 PF,. Estas son exactamente las ecuaciones que encontramos para una
sola componente no interactuante, (2.29) y (2.30). La velocidad del sonido adiabatica
del fluido total es ¢, = Pr/pr = 3 pac2,/pr. Entonces, forzando la condicién ¢2, = 0,
obtenemos wr = wy, y si cada una de las componentes tiene densidad de energia positiva
(pa > 0), es condicién necesaria y suficiente ¢, = 0 y §P, = 0. Hemos obtenido que

las ecuaciones de perturbacion hidrodinamicas del fluido compuesto son las mismas que
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las del fluido oscuro ((3.42) y (3.43)), bajo la sustitucion T" — d. Justamente, hemos

construido el fluido oscuro a partir de un niimero arbitrario de fluidos e interacciones.

Si consideramos el caso no fisico en que alguna componente tiene densidad de energia
negativa, la velocidad del sonido de algunas de ellas puede ser diferente de cero, y la

perturbacién de la presién es igual a

1 .
§Pr = cipdpr — Hpr > bapv(ciy — €2)Sab, (3.67)
a,b

donde
Oa Op

Sup = -
ab 14+ w, 14wy

(3.68)

es la entropia relativa entre los fluidos a y b [142]. Entonces, para obtener el fluido oscuro
en el caso en que algunas componentes tengan densidad de energia negativa, debemos
imponer que las perturbaciones de presién, dadas por la ecuacion (3.67) sean igual a

Ccero.

3.6. Ruptura de la degeneraciéon oscura

De la secciones anteriores resulta claro que el fluido oscuro puede ser la suma de com-
ponentes de materia oscura y energia oscura, o bien puede ser compuesto de un gran
numero de fluidos distintos. Sin embargo, si la interaccién con las particulas del modelo
estandar es unicamente gravitacional —la cual es considerada la definicién méas radical
de componente oscura— debido a la universalidad de esta fuerza, la naturaleza del fluido
oscuro no esposible de elucidar con la teoria de perturbaciones cosmoldgicas. Las com-
ponentes del modelo estandar de particulas interactiian de una manera bien conocida,

lo que nos permite encontrar su contribucién al tensor de energia momento total.

Al dia de hoy el modelo cosmoldgico mas exitoso en cosmologia es el modelo ACDM. Y
debido a la degeneracién oscura, el modelo de fluido oscuro tiene exactamente el mismo

éxito al compararlo con observaciones.

En los siguientes capitulos mostraremos modelos cercanos al fluido oscuro que rompen la
degeneracién en distintos niveles. Realizamos andlisis numérico y encontramos sus sig-
naturas observables, que podrian ser encontradas en futuras observaciones cosmoldgicas.
En el capitulo 4 mostramos una extensién al gas de Chaplygin, que tiene al fluido oscuro
como un caso particular. En el capitulo 5 hacemos acoplamientos del fluido oscuro con
la materia bariénica a nivel perturbativo lineal, dejando intacta la cosmologia de fondo
y en degeneracién con el modelo ACDM. En el capitulo 6 estudiamos modificaciones a

relatividad general y acoplamientos entre campos escalares de energia oscura y materia



La degeneracion oscura y el fluido oscuro 51

bariénica, que pueden emular parte de la materia oscura en el universo. Estos tltimos
modelos no estan exactamente degenerados con el modelo ACDM; sin embargo, las di-

ferencias se pueden hacer tan pequenas como se quiera al nivel homogéneo e isotrépico.






Capitulo 4

Extension al gas de Chaplygin

usando geometrotermodinamica

En el contexto de fluidos oscuros unificados, el gas de Chaplygin [74, 76] y su genera-
lizacién [75] han recibido especial atencién en la literatura. Estos modelos se obtienen

con la introduccién de una ecuacién de estado dada por
P=—— (4.1)

con Ay 0 < a <1 constantes. El modelo @ = 1 corresponde al gas de Chaplygin
original y el modelo con @ # 1 al gas de Chaplygin generalizado. La densidad de energia

en un espacio-tiempo FRW evoluciona como
B Tra

Para el caso a = 1, este modelo describe una interpolacién suave entre una fase temprana
dominada por polvo, con p ~ /Ba~3, y una fase temporalmente asintética de Sitter
dominada por una constante cosmolégica Acpapiygin = 871GV/A, con una fase intermedia
descrita por un gas stiff con ecuacién de estado P ~ p. En el modelo generalizado (4.2) el
comportamiento es muy similar, con la diferencia de que la fase intermedia esta descrita

por la ecuacion de estado P = ap.

El modelo del gas de Chaplygin admite una representaciéon en el contexto de campos

escalares complejos. Dado el campo escalar complejo

® - \/%mqbexp(—imQ), (4.3)

53
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consideremos la densidad lagrangiana

L=—g"® @, - V(2]

1 1
= _i.gw/ <¢20,u9,y + TnQ(ﬁ,ud),V) - V(¢2)a (4'4)
con un potencial
L (e A
V= 5 (1/} + 1/}2) , (4.5)

con ¢ = Blm)/(1+a)g3(1=2) 42 Pary el caso del gas de Chaplygin original, el potencial

no depende del factor de escala y ademés es invariante ante transformaciones ¢ — A/¢.

Notemos que esta descripcién impone una escala de homogeneidad [76]; es decir, para el

caso en que las variaciones de ¢ en el espacio-tiempo sean pequenas y cumplan con
O u K mo, (4.6)

la ecuacién de estado (4.1) se obtiene de la densidad lagrangiana (4.4), como se muestra
en [75, 76].

Diversos aspectos de los gases de Chaplygin han sido estudiados en la literatura. En
particular, cotas provenientes de observaciones cosmolégicas imponen constricciones en

el pardmetro a.

En [143] un anélisis del efecto Sachs-Wolfe integrado constrifie el factor o a o < 1073,
a 2 350. En [144], haciendo un andlisis puramente cinemadtico, con el uso de observa-
ciones de supernovas [145, 146], oscilaciones acusticas de bariones [147], H(z) [23, 85]
y del pardmetro shift de la radiacién césmica de fondo [148], se obtienen constricciones
o = 0.04370131 (20). Las constricciones més fuertes en el pardmetro a provienen de
comparaciones del espectro de potencias con datos de SDSS [149], en [150] encuentran

la constriccién o < 107%, a > 3.

Ademas de su estudio como fluidos unificados, los modelos Chaplygin han sido usados

unicamente para describir la energfa oscura [151-153].

En este capitulo estudiaremos una extensién del gas generalizado de Chaplygin pro-
veniente del formalismo de geometrotermodindmica [131]. Veremos también como el
fluido oscuro, estudiado en el capitulo 3, se obtiene como un caso particular de esta ex-
tensién. Una vez estudiados sus aspectos termodindmicos, constrenimos sus parametros
libres usando observaciones recientes de supernovas tipo la y anisotropias en la radiacién

cosmica de fondo.



Ezxtendiendo el gas generalizado de Chaplygin usando geometrotermodindmica 55

4.1. Aspectos basicos de la geometrotermodinamica

La geometrotermodindmica (GTD) es un formalismo desarrollado durante los tltimos
anos por H. Quevedo y colaboradores para describir sistemas termodindmicos con el uso
de geometria diferencial [131]. En esta seccién revisaremos los aspectos bésicos de este

formalismo.

En la termodindmica clésica [154], el método estdndar para describir un sistema termo-
dindmico consiste en especificar un conjunto de n variables extensivas E* (a = 1,...,n),
sus correspondientes variables intensivas I y algtin potencial termodindmico ®. El en-

tero n determina el nimero de grados de libertad del sistema.

Por ejemplo, en el caso del gas ideal con un ntmero fijo de particulas N tenemos n = 2;
si escogemos la energia interna como el potencial termodinamico, ® = U, las variables
extensivas serdan E* = (S, V) y las intensivas I* = (T, —P); de tal manera la tempera-
tura T es la variable dual a la entropia S y el negativo de la presiéon P es la variable
dual al volumen V. Todas las propiedades del gas ideal en equilibrio termodindmico se
encuentran contenidas en la ecuacién fundamental U(S, V) = (e%/V)?? y en la primera
ley de la termodinamica dU = T'dS — PdV, de donde se extraen las ecuaciones de estado
que relacionan la presién y la temperatura con las variables S y V. Dado que los estados
de equilibrio del gas ideal pueden ser representados por los correspondientes valores de
Sy V, todos los posibles estados de equilibrio forman un espacio £ cuyos puntos pueden

ser representados por las coordenadas Sy V.

Usando esta notacion, la ecuaciéon fundamental de un sistema termodindmico arbitrario
puede ser escrita como ® = ®(E?), la primera ley de la termodindmica como d® = I,dE*
con I, = 0417, y las coordenadas del espacio de equilibrio £ son E®. Esta notacién puede
ser usada para describir el sistema con cualquier potencial termodinamico. Por ejemplo,
para describir el gas ideal en la representacién de la entropia, sélo se reescribe la primera
ley de la termodindmica como dS = (1/T)dU +(P/T)dV, de tal manera que las variables
termodindmicas son ahora ® = S, E? = (U, V) y I* = (1/T,P/T).

Una propiedad fundamental de la termodinamica clasica es que es invariante ante trans-
formaciones de Legendre, es decir, para la descripcion de un sistema termodinamico, por
ejemplo un gas ideal, puede ser usada la energia libre de Helmholtz F(T,V) =U —T'S,
la entalpia H(S,P) = U + PV o el potencial de Gibbs G(T,P) = U — TS + PV. Las
transformaciones de Legendre que generan los potenciales F' y H son llamadas transfor-

maciones parciales, mientras G es generado por una transformacién total.!

'Después de una transformacién de Legendre se mezclan las variables extensivas y las intensivas.
Sin embargo, como notacién, seguiremos llamando extensivas a las variables que describen el espacio de
equilibrio bajo un potencial termodindmico determinado e intensivas a sus variables duales.
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La idea principal en GTD consiste en asociar una estructura diferencial al espacio de
equilibrio de un sistema termodindmico dado de tal manera que ésta no dependa del
potencial termodindmico escogido para su descripcion, es decir, debe ser invariante de
Legendre. Definamos el espacio fase como una variedad diferencial 7 de dimensién 2n+1,
con coordenadas Z4 = {®, B¢, 1%}, A =0, ...,2n, equipada con la 1-forma fundamental
de Gibbs © = d®—I,dE“ [155], y una métrica G que debe ser invariante ante transforma-
ciones de Legendre. A la estructura (7, O) se le llama variedad de contacto y a (7,0, G)
variedad riemanniana de contacto. A cualquier variedad de contacto riemanniana cuyas
componentes sean invariantes de Legendre se le llama variedad fase termodinamica. Es
importante mencionar que la métrica G = d4pdZ4dZ® no es invariante de Legendre,
por lo que la variedad fase termodindmica no es ecuclidiana, o de Minkowsky. En esta

notacién, una transformacién de Legendre estd dada por [156]
{27} = {27} = {9, E*, 1%, (4.7)

con
=0 6yEr', EF=-I' I'=E, E =F,6 [=D. (4.8)

Aqui, i,k,l €Iy jeJ, donde I UJ es cualquier descomposicion disjunta del conjunto
de indices {1,...,n}, en particular los casos I = {1,...,n} e I =) corresponden a una
transformacion total de Legendre y a la identidad, respectivamente. Por invarianza de
Legendre de un tensor arbitrario F(Z) entendemos que F(Z) = F(Z = Z). Notemos que
la 1-forma de Gibbs, ©, es también un invariante de Legendre. Ademas, si © satisface la
condicién © A (dO)™ # 0 se puede demostrar que si existe una segunda forma diferencial
© que cumpla © A (d(:))” # 0, ambas estan relacionadas por una transformacién de

Legendre [155].? La métrica [157] (suma sobre todos los indices repetidos)
G = (d® — I,dEY)? + A(E,I,)** dE*dI?, (4.9)

donde k es un nimero entero y A es una funcién real invariante de Legendre, es la métrica
mas general que se ha encontrado hasta ahora que es invariante ante transformaciones

parciales y totales de Legendre.

La subvariedad de estados de equilibrio £ C T es definida por un mapeo suave p : £ — T,
o en coordenadas ¢ : {E*} — {®(E), B I*(E*)}, bajo la condicién

¢*(©) =0, (4.10)

es decir que

0%
T 0B

La condicién © A (d©)™ # 0 implica que el elemento de volumen en 7 sea diferente de cero.

d® = I[,dE* con 1, (4.11)
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donde ¢* es el pullback asociado al encaje ¢. Estas ecuaciones son equivalentes a la
primera ley de la termodinamica y a las condiciones de equilibrio termodinamico. Note-
mos que en el espacio fase T, las transformaciones de Legendre estan definidas por las
ecuaciones (4.8) y (4.8) y no es hasta la subvariedad de espacios de equilibrio &£, debido

a la condicién (4.10), que toman el sentido usado en termodindmica.

La métrica inducida por el mapeo ¢ en el espacio &£ es

oo\ 9%0
= o"(Q)=A( E,— — —_§%JE*dE° 4.12
0 en componentes esto es
0z4 07"
b = o . 4.1
9ab = 5 gEb AP (4.13)

Uno de los principales objetivos en GTD es encontrar relaciones entre las propiedades
geométricas del espacio de equilibrio £ y las propiedades termodindmicas del sistema
descrito por la ecuacién fundamental & = ®(E?), que a su vez es determinada por el
mapeo . En particular, la curvatura intrinseca de £ puede ser usada como una medida
de interaccion termodindmica: la interpretacion que damos a interaccién termodindmica
esta basada en el enfoque estadistico de la termodinamica, en el cual las propiedades del
sistema son derivadas de la forma explicita del correspondiente hamiltoniano y la inter-
accién entre las particulas del sistema estdn descritas por el potencial del hamiltoniano.
Por ejemplo, en el caso de cero potencial en el hamiltoniano, decimos que la interaccién
termodinamica es cero y esperamos que la curvatura de la variedad £ sea igual a cero.
Esta equivalencia entre la curvatura y la interaccién termodindamica ha sido mostrada en
el caso de sistemas clasicos termodinamicos, como el gas ideal y el gas de Van der Waals
[157], y también para agujeros negros en diferentes teorias [158]. Mds atin, singularidades
en la curvatura de £ corresponden a transiciones de fase del sistema termodinamico. Otra
propiedad de interés de la geometrotermodindmica es que las geodésicas en el espacio

de equilibrio € representan procesos termodindmicos cuasiestaticos [157].

Para encontrar explicitamente la métrica g de la variedad de equilibrio £ se necesita
especificar la ecuacién fundamental & = ®(E?), la cual en principio debe ser obtenida
por el experimento. Un ingrediente adicional en el formalismo de GTD nos permite
generar ecuaciones de estado. Supongamos que el espacio de equilibrio £ es una superficie

extremal del espacio fase T, es decir, la variacién del elemento de volumen es cero:

52/5 Vdet(g)d"E = 0. (4.14)

Dado que ¢ es la métrica inducida por la métrica G que depende de las coordenadas

74 se puede mostrar [157] que de esta variacién se obtiene el sistema de ecuaciones
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diferenciales

1
0z4 = (Vaetlglgzs) , +The 25 255" =0, (4.15)

Jdet(g) ,

donde [ es el operador d’Alembertiano de la métrica g. Por tanto, la variacién impli-
ca que el potencial termodinamico ® debe satisfacer un conjunto de ecuaciones cuyas
soluciones pueden ser escritas como funciones de las variables extensivas ® = ®(E?),
obteniendo ecuaciones fundamentales. En adelante consideraremos el caso k = 1y A
una constante. Dos soluciones particulares con & = S y E% = {U,V} encontradas en
[157] son

S=cilnU+caInV, (4.16)

S = Syln (UW + cv1+5) , (4.17)

donde c1, c2, Sp, a y B son constantes reales. Dedicaremos las siguientes secciones a

estudiar las propiedades fisicas de estas ecuaciones fundamentales.

El gas ideal y los fluidos de la cosmologia estandar

La eleccién ¢; = 3/2 y ¢ = 1 en la ecuacién (4.16) obtiene la ecuacién fundamental
del gas ideal, por lo que el método variacional y el formalismo de GTD reproducen la
termodinamica del gas ideal. Usando esta ecuacién en la métrica del espacio de equilibrio
€ (4.12) con k =1y A constante, obtenemos la métrica

dU*? dv?

La curvatura de esta métrica es cero, lo que se puede observar facilmente bajo la trans-
formacién de coordenadas & = AY2¢;InU y n = AY2¢,In 'V, en la que la métrica toma
la forma euclidiana g = —(d¢2 + dn?). Como hemos mencionado, en GTD interpretamos
la curvatura como una medida de la interaccién termodindmica, de tal manera que la
métrica plana corresponde a los sistemas maés sencillos sin interaccién termodindmica.

De la ecuacién fundamental (4.16) también se obtiene la ecuacién de estado
P = wp, (4.19)

con w = cy/c; una constante. Es decir, que se han generado los fluidos barotrépicos
usuales de la cosmologia estandar. De esta manera podemos modelar las distintas épocas

cosmoldgicas escogiendo las constantes ¢; y co apropiadamente.
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Es interesante notar que la capacidad calorifica a volumen constante estd dada por
Cy = c1. Esto abre la posibilidad de considerar a la energia oscura como un sistema
con capacidad calorifica negativa, en el caso cs > 0. La mayoria de los sistemas fisicos
tienen una capacidad calorifica positiva. Sin embargo, muchos sistemas fisicos presen-
tan capacidades calorificas negativas, como es el caso de sistemas autogravitantes como
estrellas o ctimulos de estrellas [159]. Mas atin, se ha demostrado [160] que los siste-
mas con capacidad calorifica negativa nunca son extensivos. Concluimos que el fluido
de energia oscura puede ser considerado como un sistema fisico no interactuante con

variables termodinamicas no extensivas.

4.2. Descripcion unificada de materia y energia oscura

En esta seccién estudiaremos la ecuacién fundamental (4.17), la cual conduce a un flui-
do unificado de materia y energia oscura con propiedades cosmolégicas atractivas. En
cierto rango de parametros este fluido, se reduce al gas de Chaplygin generalizado y
especialmente al fluido oscuro estudiado en el capitulo 3. También es posible obtener
los fluidos politrépicos, ampliamente usados en la literatura para modelar sistemas as-
trofisicos [161]. De acuerdo con la ecuacién (4.12), esta ecuacién fundamental genera la
métrica termodindmica
_ ASE
I 7 ([Utre 1 cVith)
+ 1+ B2V Ut — cVIHPv?

S |1+ )2 U [acV P — UtHe)du?

— (14 a)(1+B) U™V + a)U' + (1 + B)eVITFdUdV |, (4.20)
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sobre la variedad de estados de equilibrio £. El escalar de Ricci de la métrica (4.20) es

R—28 [3 U3+aV5+3’803B2 _ytetty2, 543 [rAt2ay4+28,2.2
+14 U5+3 av3+5a c+14 U3+av5+3 ,3036 +3 U5+3o¢v3+,3ca2
+24 U4+2 av4+2 BOZ 62 + U5+3 av3+ﬁ062 + 24 U4+20¢v4+2 6026
FUBTOVIHIBA3a2 4 3UPV IO 4+ 5 UV IO
—6 U4+2O‘V4+26ﬁoz C2 —4 U3+av5+3ﬂc3alﬁ —4 U5+3av3+ﬁa Cﬁ
+18 U5+3 av3+5cﬂ 118 U3+av5+3ﬁc3a + U2V4B+6C4/82
+3 U4a+6v2a +5 U4O‘+6V25 + U4a+6v2a2 _ U2v4,3+6c4a6
+3 U4+2 av4+2 ,30252:| > |:U2V2502 (2 Ul+aOé CV1+66
_4a62vz+2,3 _ 4 U2+2a6 + 2 Ul—l—avl-i—ﬁc _ U2+204 ) U2+2aa
—9 Ul—‘rocvl-‘rﬁa c— V2+2 ,362 ) V2+2 ,3626 _ V2+2 BCQBQ

~1

_opylteyl+Beg U2+2aa2)2] ’ (4.21)

la cual es en general distinta de cero, lo que indica la presencia de interaccion ter-
modindmica. Por ejemplo, para el caso particular « = 1 y 8 = 1, que como veremos

corresponde al gas de Chaplygin, ésta se reduce a

_BUWAR + AUV 2+ AUV + Vi 4 U

R 2 2
S() (62V4 + U4)

(4.22)

De la primera ley de la termodindmica, ecuacién (4.11), en equilibrio termodindmico se

obtienen S0 )
1 o1+ a)U®
T~ Ulta 4 cVi+s (4.23)
Y B
P 1
P Socl+BVE (4.24)
T Ulte 4 cVits
De aqui puede ser escrita una ecuacion de estado
PU,V) = M (4.25)
O 4+ a)Ue '

Consideraremos ahora la evolucién a gran escala de un universo que contiene el modelo
estandar de particulas y el sector oscuro descrito por la geometrotermodinamica; el
subindice gtd denotard las variables de este fluido. Podemos escribir la ecuaciéon de
estado (4.25) en términos del factor de escala a(t) y su densidad de energia pgtq como

P

a = —Ca=3@=) . (4.26)
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donde hemos usado V' = Vpa®. También, definimos la constante C = —c(1+8)Vy “/(1+
a). De esta ecuacion se ve de inmediato que el caso a = (3 en el intervalo 0 < o < 1
corresponde al gas de Chaplygin generalizado. Mds aun, si a = 8 = 0 recuperamos el
fluido oscuro que hemos estudiado en el capitulo anterior. El caso e = 1, conocido como
gas de Chaplygin variable, ha sido estudiado en [77, 162] y tiene la ventaja sobre el gas
de Chaplygin estandar de poder generar grandes perturbaciones inhomogéneas. También

pueden ser obtenido los fluidos politrépicos si a = 8 cuando a < 0.

Es interesante notar de la ecuacién (4.21) que la curvatura de la métrica termodindmica
del fluido oscuro (o = = 0) se hace cero idénticamente, por lo cual éste también

corresponde a un fluido sin interaccién termodindmica.

La ecuacién de continuidad p;td = —3H (pgtd + Pyta) puede integrarse para obtener
T4a, g - 1/(1+a)
_ Ca=3=8) 1 c,q=30+a) 4.27
Pytd [1 5 a +Cra , (4.27)

donde C7 es una constante de integracién. Es conveniente reescribir esta expresion como

1/(14a)
P = Pgtdo <Aa_3(a_6) +(1-— A)a_3(1+o‘)) , (4.28)

donde hemos definido py:q0 como el valor de la densidad de energfa del sector oscuro hoy

en dia. Las constantes estan relacionadas por las ecuaciones

C l+a 1/(1+e)
A‘c+¢yu+5ya+ay pW”_<1+BC+CO
1 + /8 (6% a
C=17a? Potio: Cr = pgig (1= A). (4.29)

Para asegurar que la densidad de energia pyq sea un ntimero real positivo a todos los
tiempos es necesario imponer la condiciéon A > 0, lo cual a su vez implica la desigualdad
c(1+5)/(1+a) < 0. Nétese que para 1+a < 0y Sy positivo, se sigue que (05/9U )y < 0
obteniendo una capacidad calorifica negativa. Este caso no lo estudiaremos aqui, por lo
que de la ecuacién (4.17) se obtiene que la entropia del fluido disminuye si el espacio de
configuracién crece a energia constante, y como consecuencia el fluido unificado obtenido
a partir de la geometrotermodinamica tiene una presién negativa que es responsable de

acelerar el universo.

El céalculo del pardametro de la ecuacién de estado da

145 1
l+al+(1—Aa30+t8/4°

wyta(a) = (4.30)
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el cual tiene el siguiente comportamiento:

wgta(a — 0) — 0,
1+
wgtd(a — 00) — “1ta (4.31)
1+8
wgd(a = 1) “1Tta A (4.32)

La figura 4.1 muestra la evolucién de wy;q como funcién del corrimiento al rojo z para
diferentes combinaciones de o y f; A es mantenida fija al valor A = 0.76 ~ 1/(1 +
Qpm/Qn).

FIGURA 4.1: Evolucién del pardmetro wg:q como funcién del corrimiento al rojo z. La

curva sdlida (negra) corresponde a a« = 8 = 0 (el modelo ACDM, o el fluido oscuro); la

curva entrecortada (azul) a o = 0.06 y 8 = —0.06; la curva punteada (roja) a o = 0.1

y B8 =0.2; la curva punteada y cortada (gris) a @« = 8 = 0.5 (un gas de Chaplygin). El
pardmetro A = 0.76 estd fijo en todos los casos.

Para completar la descripcién homogénea e isotrépica resolvemos numéricamente la ecua-
ciéon de Friedmann y en la figura 4.2 graficamos el factor de escala como funcién del
tiempo césmico. Para esto, escogemos los mismos valores de «, 5y A que en la figura
4.1.

Una cantidad importante para la investigacién de las perturbaciones del fluido, pero que
puede ser encontrada con puras variables de orden cero, es la velocidad adiabatica del

sonido (2.31), que en este caso estd dada por

aPyiq + Bpgtd

2
c, = —w 4.33
gud Pgtd + Pgtd ( )
0, escrita en funcién del factor de escala,
s 1+8 1 (B—a)/(1+a)+B(1—A)a3018 /4 (4.34)

ST l¥al+t(l-Aa30 /A (a—p)/(1+a)+ (1 A)a—30+A/A



Ezxtendiendo el gas generalizado de Chaplygin usando geometrotermodindmica 63

30—
25}
20F

© 1.5;

10F

05F 2 1

P .'::.- 1

0.0 A AR
-05 0.0 0.5 1.0 15 20 25

t (x10%° years)

£

FI1GURA 4.2: Evolucién del factor de escala a en funcién del tiempo césmico ¢. La curva

sélida (negra) corresponde a a = 8 = 0 (el modelo ACDM, o el fluido oscuro); la curva

entrecortada (azul) a @ = 0.06 y 8 = —0.06; la curva punteada (roja) a & = 0.1 y

B = 0.2; la curva punteada y cortada (gris) a o = 8 = 0.5 (un gas de Chaplygin). Los

pardmetros A = 0.76 y Qg = 0.96 estan fijos en todos los casos. La linea vertical denota
el tiempo presente.

Los limites de esta expresién son c2(a — 0) = 0, y c2(a — =) = —(1+ B)/(1 + ),
sia# B,y cta— o0) = a,si a =p. Este resultado implica una importante dife-
rencia entre el gas generalizado de Chaplygin y la extensién que nosotros encontramos
usando geometrotermodinamica. En la cosmologia de fondo este hecho no tiene ninguna
consecuencia pero, como veremos, es de gran importancia si consideramos perturbacio-
nes. Para no violar la causalidad, requerimos que ¢2 < 1; consecuentemente condiciones

adicionales pueden ser impuestas a los pardmetros a y .

En el caso particular del gas de Chaplygin la velocidad del sonido adiabatica estd dada
por ¢ = —QWwgq, mientras que para el fluido oscuro c2 =0, que fue el punto de partida

para definirlo en el capitulo 3.

Notamos que si a < [ aparece una singularidad en la velocidad del sonido en a =
[(14a)(1—A)/A(B— )] /30+8); ésta coincide con el momento en el cual el pardmetro

de la ecuacién de estado cruza la barrera phantom, definida por wyiq = —1.

4.3. Perturbaciones al fluido GTD

Para proseguir con el estudio de este fluido unificado, debemos hacer suposiciones adi-
cionales acerca de sus perturbaciones. Consideramos al fluido GTD unificado como un

fluido perfecto con perturbaciones adiabaticas. Considerando por el momento tiempos
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tardios, tenemos ® = ¥, y las ecuaciones de perturbacion son entonces
dgta = —(1 + wyra) (Ogra — 38) — 3H (€2 — wyra) Sgua (4.35)
Y 2 25
. cik
Oga = —H(1L — 3))0gpq + > 4 123, (4.36)
1 wgtd

donde wytq y ¢ estdn dadas por las ecuaciones (4.30) y (4.34), respectivamente.
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FIGURA 4.3: Evolucién de los contrastes de densidad de la materia bariénica (panel
izquierdo) y del fluido GTD (panel derecho) como funciones del factor de escala a. La
linea sélida (negra) corresponde a oo = 8 = 0 (el fluido oscuro). La linea cortada larga
(azul) a a = § = 0.0001. La linea cortada corta (verde) a a« = § = 0.0006. La linea
entrecortada y punteada (gris) a & = 0.0001 y 8 = —0.0001. Los pardmetros A = 0.76

y Q4 = 0.96 estan fijos para todos los casos.
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FiGURA 4.4: Evolucién de la velocidad del sonido adiabatica para los casos considerados

en la figura 4.3.

La figura 4.3 muestra la evoluciéon de los contrastes de densidad de los bariones y del

fluido unificado, 0y y d4¢4, respectivamente, para diferentes valores de los parametros o

y B. Notamos que en los casos en que o = 3, correspondientes al gas de Chaplygin, los

contrastes de densidad decaen més rapido que los casos a # (5. Esto se debe a que, como

se muestra en la figura 4.4, el cuadrado de la velocidad del sonido adiabéatica es positivo

para los casos que son Chaplygin y negativo para los que no lo son. Véase también la

discusién que precede a la ecuacién (4.34).
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Una vez explicado el andlisis cualitativo del crecimiento de las perturbaciones de las
densidades de energia, estudiamos el conjunto completo de ecuaciones usando el cédigo
CAMB [96] y obtenemos el espectro angular de potencias en la radiacién césmica de
fondo. En la figura 4.5 lo graficamos para distintos valores de o y 8 dejando fijos los
demas parametros del modelo. Notamos que las méas grandes desviaciones al modelo
ACDM se dan a escalas grandes (o multipolos pequenos). Esto es facil de explicar a
partir del parametro de la ecuacién de estado y de la velocidad del sonido adiabdtica,
dado que ambas son escencialmente cero a corrimientos al rojo grandes (mayores que
en la época de recombinacién), se comportan como materia oscura en estos tiempos,
luego a corrimientos al rojo menores, empiezan a diverger de sus valores igual a cero.
Consecuentemente, las diferencias se muestran sobre todo a través del efecto Sachs-Wolfe
integrado. Este exceso de potencia a bajos multipolos ha sido encontrado en el pasado
para el gas de Chaplygin [152], y en general para modelos de unificacién de materia y

energfa oscura [163].
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Figura 4.5: Espectro angular de potencias en la radiacién cdésmica de fondo para
diferentes valores de o y 5. El pardmtero A = 0.76 se mantiene fijo.

Usamos el cédigo CosmoMC [164] para constreqir los pardmetros de la teoria mediante
un andlisis de Cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC, por sus siglas en inglés); véase el
apéndice B.2. El espacio de pardmetros considerado es M = {Q,h2,0, 7, ng, log As, a, 3, A}.
0 es definido como 100 veces el cociente entre el horizonte de sonido y la distancia dia-
metral angular en la época de recombinacién, 7 es la profundidad éptica en reionizacién,
ns es el indice espectral de las perturbaciones escalares primordiales y A es su amplitud
a una escala base ko = 0.05 Mpc™!; véase la ecuacién (2.64). Tomamos probabilidades

previas uniformes en los intervalos —0.01 < o, 8 < 0.02 y 0.2 < A < 0.99.

Para el analisis estadistico escogemos las siguientes observaciones: los resultados de siete

anos de observaciones de las anisotropias de la radiacién césmica de fondo por el satélite
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WMAP [165] y las observaciones de 557 supernovas del proyecto Supernova Cosmology
Project Union 2 [84]. Adicionalmente, imponemos una probabilidad previa gaussiana
en la constante de Hubble, Hy = 74 £+ 3.6 km/s/Mpc, obtenida por el satélite Hubble
(Hubble Space Telescope, HST) [23].

En la figura 4.6 graficamos los intervalos de confianza marginalizados a 0.68 y 0.95 en
el subespacio a — . Representamos con una linea recta sélida la regién de pardametros
correspondiente al gas de Chaplygin generalizado, con una linea recta entrecortada los

casos correspondientes a fluidos politrépicos y con un circulo el fluido oscuro.

En la figura 4.7 mostramos las probabilidades posteriores marginalizadas para los ocho
pardmetros del espacio M, y para el pardmetro derivado {2:4. Para hacer comparaciones,
graficamos también los resultados obtenidos para el fluido oscuro. Para traducir las
cantidades obtenidas al lenguaje del modelo ACDM, se usan las ecuaciones A = 1/(1 +
Qprr /)y Qa = Qpar + Q4. En el cuadro 4.1 presentamos los resultados a un nivel de

confianza de 0.68.

3
a (x107%)

F1cURA 4.6: Contornos de confianza en el subespacio a — 3 a niveles de confianza de

68 % y 95%. La linea sélida corresponde al gas generalizado de Chaplygin, la corta-

da a los fluidos politrépicos y el circulo al fluido oscuro El sombreado representa la
verosimilitud de los muestreos.
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FiguraA 4.7: Probabilidad marginalizada unidimensional para el conjunto completo
de pardmetros explorados con el método MCMC y el pardmetro derivado 4:4. Los
datos usados son las observaciones de siete anos de WMAP, la compilacién Union 2 de
supernovas y el valor de la constante de Hubble inferido por observaciones del telescopio
espacial Hubble. Las curvas entrecortadas corresponden al fluido oscuro (o = 8 = 0).
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TABLA 4.1: Sumario de las constricciones. El panel superior corresponde a los pardme-

tros explorados con el método MCMC. El panel inferior muestra los pardmetros deri-

vados. Los datos usados son las observaciones de siete anos de WMAP, la compilacion

Union 2 de supernovas y el valor de la constante de Hubble inferido por observaciones
del telescopio espacial Hubble.

Parametro

Mejor ajuste®

10%2Q,h?
0
T
103
10°3

ns

log[1010A]

2.231#»0‘163

—0.123

1.038+9.07

—0.005

0.0892+0.0038

—0.0036
_ +11.92
3'21—5.00

—1.56+5:52

—2.38

0.768+9-031

—0.047

0.963+9:017

—0.027

3.0754»0,086

—0.085

Qgtcl
to®

Hy¢

0.955+5:90

—0.004

13.84+0-23

0.35

70.41+5:58

a. El valor maximo de la funcion de verosimilitud del muestreo. Los errores muestran un nivel

de confianza de 0.68.
b. La edad del universo (¢) estd dada en 109 afios.
c. Hy estd dado en km/s/Mpc.

Obtenemos que los parametros del fluido unificado derivado de la geometrotermodinami-
ca debe tomar valores del orden de 10™3 o menores, aunque en principio puedan ser tan
grandes como la causalidad lo permita. Estas constricciones se encuentran en concor-

dancia con cotas encontradas para el gas de Chaplygin anteriormente en la literatura;

véanse, por ejemplo, [143, 144, 150].



Capitulo 5

Interacciones del fluido oscuro

con bariones

Interacciones dentro del sector oscuro han sido estudiadas ampliamente en la literatura
[166-169], principalmente como un mecanismo para resolver el problema de la coinci-
dencia. Por otro lado, interacciones entre la materia oscura y el modelo estandar de
particulas son esperadas y han sido estudiadas en diversas ocasiones. Después de todo,
la similitud entre sus abundancias hace presumir un origen comun. Mas ain, todos los
experimentos disenados para detectar directamente a la materia oscura parten de esta
premisa [170, 171]. De hecho, particulas que interactiian con bariones a través de la fuer-
za nuclear débil, o WIMPs (Weakly Interacting Massive Particles) han emergido como
el paradigma predominante para resolver el problema de la materia faltante [172, 173];
sin embargo, a la fecha no ha sido detectado un solo evento que pruebe convincentemen-
te su existencia. También han surgido otras alternativas, especial atencién han tenido
los escenarios en que las particulas de materia oscura interactian a través de la fuerza
nuclear fuerte [59, 60, 174-178], tanto con ellas mismas como con bariones [174]. Ha sido
mostrado [60] que esta alternativa puede disminuir los problemas de halos picudos y de
la sobreabundancia de subestructura que aparece en simulaciones de N cuerpos basadas
en el modelo ACDM [57].

En este capitulo, guiados por el principio de conservacién del tensor de energia momento
v bajo el esquema de relatividad general, desarrollamos una clase de acoplamientos muy
general del fluido oscuro con el modelo estandar de particulas, y mostramos que éstas
pueden ser comprendidas como interacciones entre materia oscura y bariénica, lo que

representa que la degeneracién oscura es preservada en cierto grado.

El enfoque que adoptamos es muy cercano y, de hecho, se inspira en el seguido en muchas

investigaciones sobre gravedad modificada, las cuales dejan la cosmologia de fondo fija,

69
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igual a la obtenida con el modelo ACDM, pero difieren de ésta a nivel perturbativo,
dejando huellas que puedan ser parametrizadas y comparadas con observaciones pre-
sentes y futuras [179-182]. De hecho, si alguno de tales huellas fuese detectada, podria
ser consecuencia no de que la teoria de la relatividad general sea incorrecta, sino de la
existencia de interacciones en el sector oscuro, o incluso entre el sector oscuro y bariones,

como las estudiadas en este capitulo.

5.1. Acoplamientos

Las interacciones que consideramos no influyen en la cosmologia de fondo homogénea
e isotrépica, siendo ésta la misma que en el modelo ACDM; esto lo conseguimos al no
permitir transferencia de energia entre las distintas componentes cosmicas. Sin embargo,
permitiremos transferencias de momento distintas de cero, por lo que la evolucion de los

fluidos serd afectada a nivel perturbativo.

No consideraremos interacciones del fluido oscuro con el electromagnetismo. Nuestra
motivacion no es unicamente la simplicidad: muchos modelos tedricos presentan aco-
plamientos conformes, como las teorias camaleénicas [38, 39] (y en general las teorias
escalares tensoriales [31-33]), o incluso acoplamientos directos con la traza del tensor de
energia momento [183-188] como los que estudiaremos en el capitulo 6. También esto
es esperado en los escenarios donde la materia oscura interacciona a través de la fuerza

nuclear fuerte [59, 174], para la cual los fotones no tienen carga.

En la seccion 3.5 dedujimos las ecuaciones hidrodindamicas para un sistema de componen-
tes oscuras interactuantes. Es inmediato generalizar esos resultados para el acoplamiento
entre bariones y el fluido oscuro. Las ecuaciones de conservacion para las perturbaciones

del fluido oscuro son

. . 5
by = —(1+wy)(0y — 30) + 3Hwady + %, (5.1)
d
; k* fa
0 = —HOs+ k¥ — —2C 5.9
! at pa(1+ wgq) (5:2)

y para las perturbaciones de bariones

) .S
5 = —0p+30+ 22 (5.3)
Pb
: k2 f,
0, = —HO,+ kU + k20, — ——2° 5.4
b b Coblt O pu(1 + wp) (5:4)

Estas ecuaciones deben cumplir con las constricciones (3.56), (3.57) y (3.58). Los puntos

suspensivos en la ecuacién (5.4) indican que falta escribir las interacciones de los bariones
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con el electromagnetismo que se muestran en la ecuacién (2.55) y que por brevedad
aqui omitimos. Notamos que no hemos considerado un término cgdkzéd en la ecuacion

(5.2), de acuerdo con la definicién del fluido oscuro.

En ausencia de una teoria fundamental para estas interacciones, nosotros decidimos
parametrizar el acoplamiento. Antes de hacerlo, hagamos una comparacién con el elec-
tromagnetismo. Bajo el esquema desarrollado en el capitulo 3, las ecuaciones hidro-
dindmicas para la dispersién Thomson pueden ser obtenidas, despreciando momentos

foténicos mas alla del cuadrupolo, si escogemos

gy, =0 (5.5)

k2f’Y = _p’Y(l + wv)axeneUTc(gb - 97), (5.6)

donde hemos reinsertado la velocidad de la luz, ¢ = 1. Usando esta analogia con el
electromagnetismo, escogemos para nuestro acoplamiento los términos de interaccién
como

0gqa =0 (5.7)

fa = pa(l + wa)angS1 (0, — 04) /K>, (5.8)

donde el pardmetro X; tiene unidades de area por velocidad, o de seccién eficaz ter-
malizada (ov), la cual nosotros identificamos con el limite de bajas energias de alguna
interaccién fundamental desconocida. ng es la densidad de ntimero de particulas oscuras,

el cual hacemos igual a
Pdo
3 Y
mpa

ng = (5.9)

donde hemos usado la masa del protén, m, = 0.938 GeV, como una escala de masa
arbitraria y pqo es la densidad de energia del fluido oscuro evaluada hoy en dia. No hemos
introducido un término andlogo a una fraccién de ionizacién, x., esto es en empatia con

interacciones universales.

Las constricciones f, = —f; y 0g4 = —dq, = 0 (ver ecuaciones (3.56) y (3.58)) deben
considerarse en las ecuaciones para bariones. Dada la relacién ppy = (1 + wg)pag, €l
término de interaccion es proporcional a (g — 6)a~2. Por lo tanto, las desviaciones més
grandes del modelo estandar de cosmologia provienen del universo temprano. En conse-
cuencia, esperamos que éstas resulten muy acotadas por observaciones de la radiacién
césmica de fondo, como de hecho lo veremos en la siguiente secciéon. Hemos modificado

el codigo CAMB [96] para estudiar la interaccién propuesta.
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Ficura 5.1: Espectro de potencias angulares en la radiacién césmica de fondo para
diferentes valores del parametro de interaccién ¥; en unidades de 1076o¢. Los demés
parametros son dejados fijos.

6000

5000 - -

4000

3000

(+1)C; (LK)

2000

1000 [, . .o

10 100 1000

FiguraA 5.2: Espectro de potencias angulares en la radiacién césmica de fondo para
diferentes valores del parametro de interaccién ¥;; en unidades de op. Los demés
parametros son dejados fijos.

En la figura 5.1 mostramos el espectro angular de potencias de la radiacion césmica de
fondo. Mostramos algunas curvas para distintos valores de X, la cual estd expresada
en unidades de 107° veces la seccién eficaz de la dispersién Thomson multiplicada por
la velocidad de la luz (¢ = 1). Notamos que las mas grandes diferencias con el modelo
ACDM aparecen a multipolos altos, lo cual era esperado debido a que la interaccién
rapidamente decae y sélo los modos que entraron al horizonte a tiempos tempranos son

afectados por ella.

Por otro lado, es bien sabido que las interacciones entre el sector oscuro y bariones estan
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muy restringidas por experimentos del principio de equivalencia y del sistema solar
[40, 41]. Sin embargo, dichas interacciones son predichas por algunos modelos teéricos
basados en supersimetrias o teorias de cuerdas [36, 37], lo cual hace necesario algin efecto
de apantallamiento para evadir estas constricciones experimentales [38, 39, 189-191]. En
las teorias camalednicas, de las que volveremos a hablar en el siguiente capitulo, el rango
de la interaccién depende de la densidad de energia del medio en el que las particulas se
encuentren, obteniendo fuerzas de largo alcance cuando la densidad del medio es baja
y de corto alcance cuando es alta. Inspirados en estas teorias, damos una dependencia
a los modos k, de manera que en la interaccion responda a un numero de onda efectivo
dado por

kg = K9(p), (5.10)

donde g es una funciéon adimensional mondtona creciente de la densidad de energia
ambiente. Notando que p cae con el factor de escala, escogemos una ley de potencia
k'gﬂ = k%/a™ con n > 0. En adelante nos especializamos en el caso n = 2 por los motivos
que adelante exponemos. Hacemos entonces la sustitucion k — keg en la ecuacién (5.8)

y obtenemos'

fa=pa(1+ wd)zll%(eb —04)/k>. (5.11)
P

Ciertamente, también podemos entender estas interacciones con una dependencia de
la seccién eficaz en la densidad de energia ambiente. En la figura 5.2 mostramos el
espectro angular de potencias para diferentes valores del parametro X;;. Notamos que,
en contraste con la interaccién Xj, en este caso todas las escalas son afectadas en cierto
grado. Esto se debe a que la interaccién permanece constante cuando crece el factor de
escala y todos los modos son afectados por ella cuando entran al horizonte; ésta es la

razon por la que hemos escogido n = 2.
Es posible tratar ambas parametrizaciones juntas y escoger

Sr + Srra
( I+mlé2a )P0 o ) /K2, (5.12)
P

fa = pa(l +wyq)

Notemos que al parametrizar las interacciones hemos dejado su descripcién covariante
y nos enfocamos en encontrar desviaciones al modelo estandar. Esto es similar a lo que

se hace en parametrizaciones a gravedad modificada; véase por ejemplo [180].

1Las teorfas camalednicas son modificaciones a relatividad general y sus ecuaciones de perturbacién
son diferentes de las que usamos aqui; estd fuera del interés de este trabajo tratar con las ecuaciones
correspondientes. Para dicho tratamiento véanse [192, 193].
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Las ecuaciones hidrodinamicas para el fluido oscuro son entonces

Sd = —(1 + wd)(ﬁd — 3(13) -+ 37‘[111d5d7 (5'13)
: X1+ X6’
by = Mo+ 2w ELEEUC)0w0 g (5.14)
Mpa
y para bariones
& = —0,+ 30, (5.15)
éb = —HO,+ k2 + Cgbkj(sb
Pd (31 + X116?) pao
_ra 1 — cee .]_
,Ob( + wa) a2 (0a — 0p) + (5.16)

Si uno asume la descomposicién del fluido oscuro en materia oscura y constante cos-
moldgica encontrada en el modelo ACDM, usando las identidades (3.39), (3.40), (3.63)

y (3.64), se sigue que las ecuaciones (5.1) y (5.2) se vuelven:

. .9
opm = —Opm+3P+ QDM, (517)
PDM
. k2
font = —HOpu + k2w — FIDM (5.18)
PDM

con los términos de transferencia de energia y momento relacionados por

dgpm = dqq y fom = fa. (5.19)

Por lo tanto, aunque la degeneracién con el modelo ACDM ha sido rota a primer orden
debido a las interacciones, existen degeneraciones con otros modelos, en este caso con el
modelo ACDM con las mismas interacciones. Esto significa que la clase de interacciones
dada por las ecuaciones (5.1) y (5.2) no ayuda a elucidar la descomposicién real del fluido
oscuro, si es que ésta existe. Esto también implica que podemos tratar las interacciones
arriba descritas como acoplamientos entre materia oscura y materia bariénica. Esto lo
haremos asi en el tratamiento numérico. Al final, si uno lo desea, puede moverse entre

los resultados de ambos modelos usando las ecuaciones (3.24) y (3.25).

5.2. Comparacién con observaciones

En esta seccién constrenimos las interacciones expuestas en la seccién anterior. Para esto,
realizamos un anélisis MCMC (véase apéndice B.2) sobre el espacio de nueve parametros
(Modelo A)

A = {h% Qpuh?, 0,7, 04, log Ag, Ay, X1, 311}, (5.20)
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Figura 5.3: Probabilidad posterior marginalizada para el conjunto completo de
pardmetros. Las lineas sélidas (rojas) corresponden al modelo A, las lineas punteadas
(azules) al modelo B, y las punteadas dobles (negras) al modelo C. Los datos usados
son los resultados de siete anos de observaciones de WMAP, la compilacién de obser-
vaciones de supernovas Union 2 y una probabilidad previa en la constante de Hubble
obtenida por el telescopio Hubble (HST).
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TABLA 5.1: Sumario de las constricciones. El panel superior contiene los pardmetros

explorados con el método MCMC para cada uno de los tres modelos. El panel inferior

muestra parametros derivados. Los datos usados son las observaciones de siete anos de

WMAP, supernovas de la compilacién Union 2 y observaciones de HST. Notemos que
el modelo C corresponde al modelo ACDM.

Parameter Modelo A @ Modelo B¢ Modelo C*
102Q,h? 2.420+9-00¢ 2.219+5.0%¢ 2.243+99%
Q.h? 0.1114+9:0961 0.1046+9:9947 0.1089+9:0941
9 1.039+0-008 1.037+9-908 1.039+9:993

T 0.08712:+0-00565 0.08646+0-0061 0.08797+0-00618
1085, ° 291071353 0.484573353 -
St —7.169%3 315 - -

N 0.9869+0-0192 0.9551+0-0135 0.9651+0-0123
log[1019A] 3.118+9051 3.039+9-040 3.070+0-031
Agz© 1.054 4 0.578 0.9544 4 0.5911 1.040 4 0.574
Qg 0.952+0-033 0.956+0-031 0.955+0-027
K 0.296%5033 0.270+5-05% 0.291+5:033
to 13.64+912 Gyr 13.85+9-11 Gyr 13.79+9:12 Gyr
Qa 0.734+0-024 0.754+0-022 0.740+0-010
Hy? 71.55+1-80 71.95+2.09 71.14+172

Notas.

a. Los valores medios de la distribucién posterior de cada pardmtero. Los errores muestran el intervalo de confianza a 68 %.
b. X1 Y X5 estdn dadas en unidades de la seccién eficaz de la dispersién Thomson multiplicada por la velocidad de la luz,
o =6.65x 10725 cm? y ¢ = 1.

c. Los errores mostrados en Ag, son las desviaciones estandar de las distribuciones.

d. Hp estd dado en km/s/Mpc.

usando el cédigo CosmoMC [164] y donde CAMB fue modificado de acuerdo a las sec-
cién anterior. 6 es definido como 100 veces la razon entre el horizonte de sonido y la
distancia angular en la época de recombinacién, 7 es la profundidad 6ptica en la época
de reionizacion, ng es el indice espectral del espectro de potencias primordial y As es su

1

amplitud a una escala pivote de kg = 0.05 Mpc™", véase la ecuacién (2.64).

Hemos impuesto probabilidades previas planas para los dos parametros de interaccién:
0<Yr <107 xor y —11 X op < ¥57 < 10 x op. Los datos de las anisotropias en
la radiacion césmica de fondo son obtenidos de los siete afios de observacion del satélite
WMAP [165]. Para el andlisis conjunto usamos también las medidas de 240 estrellas ce-
feidas variables del telescopio espacial Hubble [23], que imponen una probabilidad previa
en la constante de Hubble de Hy = 74 + 3.6km/s/Mpc, y los datos de la compilacién
Union 2 de 557 supernovas tipo la por el grupo Supernova Cosmology Project [84].
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F1GaURA 5.4: Curvas de confianza posteriores y marginalizadas para X; contra 3j; a ni-
veles de confianza de 68 % y 95 %. Los sombreados muestran la verosimilitud proyectada
de los muestreos.

Estudiamos otros dos modelos: modelo B, el cual sélo considera la interaccion Xr; este

es un espacio de ocho parametros,
B = {h2, Qpmh?, 0,7, n,, log Ag, Ay, 21} (5.21)
y modelo C, que no considera ninguna interaccién, un espacio de siete pardmetros
C = {Qph%, Qpmh?, 0, 7,n,, log As, A}, (5.22)

correspondiente al modelo estindar ACDM model.

Los resultados de las probabilidades posteriores unidimensionales marginalizadas se
muestran en la figura 5.3 y en la tabla 5.1. En la figura 5.4 mostramos los contor-
nos de confianza marginalizados en el subespacio ¥;— X7 del modelo A a niveles de
confianza de 0.68 y 0.95. Se observa una alta degeneraciéon entre ambos pardametros:

mientras Y;; toma valores cercanos a cero, Xy también lo hace. Es interesante notar que
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FIGURA 5.5: Curvas de confianza posteriores y marginalizadas para Q,h? contra X;

a niveles de confianza de 68 % y 95 %. Panel izquierdo: considera ambas interacciones

(modelo A). Panel derecho: considera tnicamente la interaccién ¥; (modelo B). Los
sombreados muestran la verosimilitud proyectada de los muestreos.
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FIGURA 5.6: Curvas de confianza posteriores y marginalizadas para 2,h2 contra Qph?

a niveles de confianza de 68 % y 95 %. Las curvas sélidas (rojas) son para el modelo

A las curvas entrecortadas punteadas (azules) para el modelo B, las curvas angostas
entrecortadas (negras) para el modelo C.
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Figura 5.7: Curvas de confianza posteriores y marginalizadas para ns contra A, a

niveles de confianza de 68% y 95%. Las curvas sélidas (rojas) son para el modelo

A las curvas entrecortadas punteadas (azules) para el modelo B, las curvas angdstas
entrecortadas (negras) para el modelo C.

valores distintos de cero para las interacciones (si son introducidas) son consistentes y

favorecidos por los datos considerados a un nivel de confianza de 0.95.

Notamos también que la adicién de las interacciones >y y X5 a la teoria produce con-
siderables diferencias entre la estimaciones de parametros para los modelos A y C. Esto
es més evidente para la densidad de energia de la Q3h%, como puede ser observado en
las figuras 5.3, 5.5 y 5.6 o leido directamente de la tabla 5.1. Por este motivo estudiamos
el modelo B, que considera unicamente la interaccién ;. En este caso las tensiones
entre los pardmetros son disminuidas. Estas discrepancias también son evidentes para
los parametros del espectro primordial de potencias Ag y ns, las cuales pueden ser ob-
servadas en las figuras 5.3 y 5.7. Sin embargo, éstas no son aminoradas si se considera

el modelo B.

En lugar de usar la masa del protéon como la escala en las interacciones, podemos usar
cualquier escala arbitraria asociada con la masa de las particulas materia oscura o del
fluido oscuro, mgy. Obtenemos las siguientes constricciones a un nivel de confianza de

0.68 en la razén ¥/my (usamos el valor de la velocidad de la luz ¢ = 2.998 x 10%m/s):

Para el caso en que consideramos ambas interacciones (modelo A):

E 3
358 x 10°2 « 2L < g8 x 10-22 S/

mq GeV/c2 (5:23)
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y
_ Xrr 43 cm3/s
—1.94x 1078 <« T2 < —1.05 x 10713 L= 5.24
% < mq < 8 GeV/c? (5:24)
Mientras que para el modelo B:
_ X 99 cm3/s
22 %1072 < == < 1. 1072 . 2
0.22 x 107 < o < 1.66 x 10 GeV /2 (5.25)

Hemos obtenido cotas en la masa mg y en la seccién eficaz termalizada Y tinicamente
en la combinacién ¥ /my. Es posible encontrar constricciones por separado, incluso para
la seccién eficaz y la velocidad térmica de las particulas, obteniendo constricciones en el
espacio o — my. Sin embargo, para hacerlo debemos permitir ¢2 # 0 al menos a energias
muy altas, y, mas aun, debemos hacer suposiciones adicionales acerca de la naturaleza de
la materia oscura (o del fluido oscuro). En el escenario de interacciones nucleares fuertes
aparece una interaccién similar a Xj; justamente las suposiciones arriba descritas son

usadas para imponer cotas en el plano o — mgy en [176].

Notemos que la seccién eficaz termalizada efectiva para la interaccién I1 es a’py, y
ésta es igual a X7 alrededor de un corrimiento al rojo z ~ 10°. Antes de esta época la
interaccién I dominaba, y después, la interaccion I1 comenzé a ser predominante. Justo
antes de la recombinacién, en z ~ 1100, las interacciones I y I1 eran mas pequenas
en intensidad que la interaccién Thomson por alrededor de nueve y cinco 6rdenes de
magnitud, respectivamente. Después de esa época la fraccién de ionizacién z. cayd ex-

ponencialmente y la dispersién Thomson se volvié subdominante muy rapidamente.

En la figura 5.8 graficamos el espectro de potencias angulares de la radiaciéon césmica
de fondo para los valores medios estimados por el analisis MCMC y reportados en la
tabla 5.1. La diferencia que reportamos esta dada por A = (I + 1) (CIACDM — Cl). Las
curvas predichas por los tres modelos se encuentran dentro de las barras de error de
las medidas promedio de siete afios de observaciones de WMAP. Sin embargo, a més
grandes multipolos (I > 1000) los tres modelos empiezan a tener discrepancias notables.
Las mayores aparecen en la regién 1000 < I < 2000, justo dentro de la ventana en que se
espera que el espectro primordial de potencias sea medido con mayor precisién (1000 <
[ < 3000), lo que también explica el comportamiento de la figura 5.7. A escalas menores,
[ > 3000, anisotropias secundarias dominan el espectro de potencias, especialmente las
obtenidas debido al efecto Sunyaev-Zel’dovich [194]. Multipolos I > 1000 serén medidos
por la misiéon PLANCK [195], asi que esperamos tener mayores constricciones en el

futuro cercano.

Hasta ahora no hemos considerado el efecto que las interacciones I y II puedan tener

sobre el proceso de nucleosintesis. Esto es debido nuestro modelo fenomenolégico sélo
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F1aUurA 5.8: Espectro angular de potencias de la radiacion césmica de fondo para los
valores estimados con el analisis MCMC por el codigo CosmoMC para los tres modelos.
La diferencia reportada es A = [(I + 1) (CAOPM — ).

contiene secciones eficacez X7 y Xjj, cuyas intensidades son al menos 9 érdenes de
magnitud mas débiles que la dispersion Thomson en esa época, y més importante atin,
son eldsticas (¢ = d¢ = 0) por lo que no aniquilan bariones y no alteran la razén barién-
fotén. Por estos motivos, esperamos que los efectos sobre el proceso de nucleosintesis

sean bastante débiles.

5.3. Estructura a gran escala

En esta seccién constreniremos las interacciones ¥y y ¥ usando, ademas de las obser-
vaciones ya empleadas (que aqui llamaremos Set 1: Union 2, WMAP siete afios, HST),
observaciones de la distribucién de materia bariénica a grandes escalas compiladas en
el catdlogo DR7 LRG del proyecto SDSS, que contiene 110576 galaxias luminosas rojas
entre los corrimientos al rojo 0.02 < z < 0.5 agrupados en bandas de tamano Az = 0.005
[196]. La razon por la cual realizamos las constricciones por separado es que este método
no es tan confiable debido al sesgo galactico (galazy bias) y a que es calibrado usando

simulaciones numéricas de formacion de estructura con el modelo ACDM.
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La estadistica principal para el andlisis de la distribucion espacial de galaxias es la

funcién de correlacion de dos puntos
§(r) = (6(F 4 7)6(Z)), (5.26)

donde hemos asumido homogeneidad e isotropia estadistica en la muestra, por lo que la
funcién de correlacion sélo depende de la magnitud de la separacién r = |7]. Supongamos
que la muestra en la regién de interés tiene una densidad de niimero promedio de galaxias
7n; la funcién de correlacién de dos puntos () determina la probabilidad dP de encontrar
simultdaneamente dos objetos en la muestra a una distancia r el uno del otro dentro de

dos elementos de volumen dV; y 65 a través de la ecuacion

dP = a%(1 4 £(r)) V16V, (5.27)

Es comun trabajar en el espacio de Fourier. Es facil ver, asumiendo isotropia espacial,

que de la funcién de correlaciéon de dos puntos se obtiene el espectro de potencias
(8(k)s™ (k") = (2m)*dp(k — k') P(k), (5.28)

donde (k) es la transformada de Fourier de §(Z) y

P(k) = 4r / drr2§(r)smkfkr). (5.29)
T
La relacién inversa es ()
1 9 sin(kr

Es decir, P(k) es la transformada de Fourier de £(r).

5.3.1. El problema del sesgo galactico

El sesgo galdctico [197] es la diferencia entre las distribuciones de materia (o del fluido
oscuro en el caso que aqui estudiamos) y la distribucién de materia bariénica contenida

en las galaxias.

A grandes escalas el sesgo b estd determinado por un sesgo lineal estocéstico

(O atazics)
h— galaxies ) 5.31
<52 ( )

matt6r>

Esto es debido a que las perturbaciones de modos con longitud de onda grandes sélo

interactian entre ellos gravitacionalmente y de manera lineal. A pequenas escalas, k >
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0.2hMpc™!, ademds del cardcter no lineal o cuasi-lineal de las perturbaciones, efectos
no disipativos como el enfriamiento radiativo del gas intergalactico caliente, los cuales

no afectan a la materia oscura, cuestionan el caracter lineal del sesgo galactico.

Sin embargo, generalmente el espectro de potencias de la distribucién de galaxias es

relacionado con el de materia por la ecuacién

Pgalaxies(E) = (b + f(z),u%)2pmatter(lg>7 (532)

donde pp =n - k es el coseno del angulo entre la linea de visién y el niimero de onda de
la perturbacién, y f(z) = d(Ind)/d(Ina) es llamdado factor de crecimiento [198]. En el
modelo ACDM, f ~ €] con v =~ 0.55 [199]. El término f(z)u? se debe a efectos produ-
cidos por las velocidades peculiares de las galaxias, llamados redshift space distortions
[200].

5.3.2. Comparaciones con observaciones

Las observaciones recientes de catdlogos de galaxias se encuentran en el limite de pertur-
baciones lineales. Particularmente, el catdlogo DR7 LRG consta de 47 bandas de observa-
cién igualmente espaciadas en escala logaritmica en el intervalo 0.02 < k < 0.2h Mpc™!.
Por lo anterior, usaremos el método lineal expresado en la ecuacién (5.32) y particular-
mente la técnica de ajustes empleada en [196], que incluye efectos no lineales. Es impor-
tante recalcar que esta técnica asume que es valido el modelo ACDM y usa catdlogos
producidos por simulaciones para comparar con las observaciones y ajustar sus parame-
tros libres. Al final, el parametro de sesgo b, que se asume constante, es marginalizado.
El método resulta ser entonces dependiente del modelo y de la parametrizacién para el

sesgo galdctico.

Comparamos los modelos A, B y C descritos en la secciéon 5.2 con observaciones de
WMAP siete anos, HST, Union 2 y el catdlogo DR7 LRG del SDSS. Para esto usamos
el cédigo CosmoMC y el médulo MPK [196]. En el cuadro 5.2 mostramos el mejor
ajuste para cada uno de los modelos, dado por el maximo de la funcién de verosimilitud;

reportamos los errores a un nivel de confianza de 0.68.

Es esperado que el valor de la constante de Hubble sea subestimado, aunque consistente,
en este ajuste en comparacién con otros métodos. Por ejemplo, en [196] obtienen Hy =
69.4 + 1.6 km/s/Mpc para el modelo ACDM, combinando las observaciones de WMAP
con las de SDSS DR7 LRG. Este resultado es consistente con el encontrado en [23],
Hy = 74 £ 3.6km/s/Mpc a 1o, al igual que los resultados que nosotros encontramos

para los tres modelos explorados; véase la tabla 5.2.
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TABLA 5.2: Sumario de constricciones. El panel superior contiene los parametros ex-

plorados con el método MCMC para cada uno de los tres modelos. El panel inferior

muestra parametros derivados. Los datos usados son las observaciones de siete anos

de WMAP, la compilacién Union 2, observaciones de HST y el catdlogo de galaxias
luminosas rojas DR7 LRG.

Parametro Modelo A @ Modelo B¢ Modelo C¢
102Q,h? 2.247+0.047 2.264+0-057 2.270+0-054
Q.h? 0.1201+0-0041 0.1147+0-0030 0.1133+0-0031
0 1.043+0.003 1.040+0-002 1.040+9-003
T 0.08733+9-00380 0.08879+9-0035 0.08797+9-00618
1085, ° 0.344+9293 0.0894+9-9498 ——
St —3.133%1455 - -

N 0.9813+0-0136 0.9658+0-0130 0.9686+9-0125
log[1019A] 3.134+9040 3.095+0-030 3.089+0-032
Asy 1.091 + 0.563 0.872 4 0.562 0.927 4 0.564
Qg 0.951+0-023 0.952+0.021 0.953+0.010
K 0.373+0.038 0.336+0-030 0.322+0.020
to 13.74+911 Gyr 13.79+9-11 Gyr 13.77+912 Gyr
Qa 0.693+0-010 0.713+0.015 0.721+0-010
Hy? 68.15+1:32 69.22+1-39 69.89+1-32

Notas.

a. Los valores medios de la distribucién posterior de cada pardmetro. Los errores muestran el intervalo de confianza a 68 %.
b. X1 Y X5 estdn dadas en unidades de la seccién eficaz de la dispersién Thomson multiplicada por la velocidad de la luz,
o =6.65x 10725 cm? y ¢ = 1.

c. Los errores mostrados en Ag, son las desviaciones estandar de las distribuciones.

d. Hp estd dado en km/s/Mpc.

En las figuras 5.9 y 5.10 mostramos el espectro de potencias para los modelos A y B,
respectivamente. También mostramos los mejores ajustes del modelo C y las barras de
error experimentales. Notamos que éstos no deben coincidir con las curvas de mejor
ajuste debido a que las perturbaciones son evolucionadas en coordenadas espaciales,
mientras las observaciones miden el angulo al que se encuentran las galaxias y la distancia
radial es inferida a través del corrimiento al rojo, como se explica en [201]. Para subrayar
este hecho, en las notas al pie de las figuras pedimos hacer comparaciones con dicho

articulo.

En las figuras 5.11 y 5.12 mostramos las curvas de confianza, probabilidades posterio-
res marginalizadas, en los subespacios ;-X;7 v X7-Qph? para el modelo A. La escala

escogida es la misma que en las figuras 5.4 y 5.5 con el fin de simplificar su comparacién.

Observamos que la interaccién ¥ es constrefiida alrededor de un orden de magnitud
ma&s con la inclusién del catdlogo DR7 LRG, mientras las constricciones sobre Y7 la

acotan a la mitad de los valores, aproximadamente. Esto es de esperarse, a tiempos
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FiauraA 5.9: Espectro de potencias para el modelo A. Utilizamos el set 1 de observa-
ciones: Union 2, WMAP siete anos y HST; También usamos observaciones de SDSS
DR7 LRG. Comparese con la figura 12 de [201].

Modelo B

T —— ;
Set | + DR7 LRG =——
Set |
s . LCDM =+
PR - ) ~ DR7 LRG data * -

10000 -

P(k) [h3 Mpc?]

0.01
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Figura 5.10: Espectro de potencias para el modelo B. Utilizamos el set 1 de obser-
vaciones: Union 2, WMARP siete afios y HST; También usamos observaciones de SDSS
DR7 LRG. Compérese con la figura 12 de [201].
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FigurA 5.11: Curvas de confianza posteriores y marginalizadas para X; contra X; a

niveles de confianza de 68 % y 95 %. Los sombreados muestran la verosimilitud proyec-

tada de los muestreos. Las observaciones usadas son Union 2, WMAP siete anos, HST
y SDSS DR7 LRG. Compérese con la figura 5.4.
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FIGURA 5.12: Curvas de confianza posteriores y marginalizadas para Qyh? contra X;
a niveles de confianza de 68 % y 95 %. Las observaciones usadas son Union 2, WMAP
siete anos, HST y SDSS DR7 LRG. Compérese con la figura 5.5.
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tardios la interaccién Thomson es despreciable, mientras las interacciones ¥; y Xj;
siguen presentes debido a su caracter universal y modifican la distribucién de galaxias
a grandes escalas. En las figuras 5.11 y 5.12 también observamos que el caso especial

1 = X7 = 0 es aceptado por las observaciones a un nivel de confianza de 0.95.

En la parametrizaciéon de las interacciones hemos supuesto arbitrariamente que las
particulas del fluido oscuro tiemen una masa mg igual a la masa del protén, por lo
que el andlisis numérico da constricciones en la razén ¥/mgy. A un nivel de confianza de

0.68 obtenemos:

Para el caso en que consideramos ambas interacciones (modelo A):

_ ¥ _ cm3/s
021 x 107 < == < 117 x 107% = 5.33
X mq X GeV/c? (5-33)
y 3/
_ Yir _ cm®’/s
—0.96 x 10718 <« == < —0.35 x 10713 —— 5.34
% md 8 GeV/c? (5:34)
Mientras que para el modelo B:
3 3
010 x 1072 < =L < .29 x 10-22 /5 (5.35)

mq GeV/c?

Con estos resultados se completa el analisis y constricciones de los parametros cosmologi-

cos en los modelos de interaccion entre materia bariénica y el fluido oscuro.






Capitulo 6

Campos escalares y
modificaciones a relatividad

general

Los campos escalares han tenido un papel predominante en la fisica durante las tltimas
décadas. En particular en cosmologia, éstos son usados principalmente para modelar las
etapas de expansién acelerada tanto en el universo temprano como en el universo tardio.
En la forma inicial de la teoria de la inflaciéon, un campo escalar fundamental con término
cinético canénico, minimamente acoplado a la materia y a la gravitacién, es responsable
de acelerar el universo temprano [202, 203]. Dado que la teorfa de la inflacién, en su
forma mas sencilla, ya estaba desarrollada cuando se descubrié la expansion acelerada
del universo hoy en dia, la teoria de quintaesencia emergié como una alternativa natural
a la constante cosmoldgica, que como vimos en la seccién (1.2.2), aminoran el problema

de la coincidencia.

Sin embargo, en la gran mayoria de los modelos existentes en la literatura los campos
escalares aparecen acoplados a la materia o a la gravitacién no minimamente. Tanto en
teorias cldsicas, como en teorias efectivas a teorias fundamentales. Por ejemplo, en el
limite de bajas energias en teorias de cuerdas, después de realizar compactificaciones de
las dimensiones espaciales extras, aparece acoplado al escalar de Ricci un campo escalar
llamado dilatén [36, 37].

El prototipo de estos modelos son las teorias escalares tensoriales [31-33], cuya accién

puede escribirse como

5= [atey=g [fﬁ - “’fb‘l’)a%aaqb V()] + W4, (6.1)

89
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donde w(¢) y V(¢) son funciones arbitrarias del campo escalar ¢ y Sy, es la accién de
los campos de materia W. En el limite en que w tiende a infinito, esta teoria se reduce
a relatividad general. Es facil demostrar que bajo una transformacion conforme de la
métrica, se puede obtener la accién de relatividad general més una accién del campo
escalar acoplado minimamente y una accién de materia acoplada a la gravitaciéon a través
de la métrica original [47, 204]. A esta descripcién de las teorias escalares tensoriales se
le llama descripcion en el marco de Finstein, a diferencia de la accién en el marco de

Jordan (también llamado marco de cuerdas) definida en la ecuacién (6.1).

A. Starobinsky propuso un modelo de inflacién que no requeria de un campo escalar,
en el que a la acciéon de Einstein-Hilbert se le suman términos cuadréticos del escalar
de Ricci [205], estos términos son esperados por correcciones cuanticas de la gravitacién
[206] y pueden ser importantes al comienzo del universo [207]. La idea es que a tiempos
tempranos la curvatura es grande y domina el término cuadratico, y éste produce una
expansion acelerada en el factor de escala de un universo homogéneo e isotrépico. De he-
cho, la solucién de vacio de la teorfa gravitacional con densidad lagrangiana £ x /—gR?
es el espacio de Sitter [46, 207]. Aparte de su relevancia como un modelo de inflacién,
este trabajo tuvo un segundo repunte ya que modificaciones similares pueden ayudar a
modelar la expansién acelerada del universo hoy en dia. Esto se obtiene facilmente si se
anade un término 1/R a la accién de Einstein-Hilbert [43, 44]; cuando las densidades de
energia decaen, la curvatura del espacio-tiempo también lo hace y este término produce
una expancion de tipo ley de potencia. Sin embargo, aunque esta tltima teoria no es
adecuada ya que no posee un limite newtoniano correcto [208], en los afios recientes ha

habido un gran auge de teorias generales en que la gravitacion es descrita por la accién

5= / dhr g (R), (6.2)

donde f(R) es una funcién del escalar de curvatura de Ricci [45]. Dado que el escalar de
curvatura contiene segundas derivadas de la métrica, las ecuaciones de campo resultantes
son de cuarto orden en la métrica; en el caso particular de relatividad general los 6rdenes
superiores son colectados en una divergencia total en el proceso variacional y no aparecen
en las ecuaciones de campo. Sin embargo, es posible mapear estas teorias a una teoria
escalar tensorial como la descrita por la accién (6.1) siempre que se cumpla la condicién
df /dR # 0 [47]. Y, por tanto, el nimero de grados de libertad de las teorfas f(R) es el
mismo que el de la métrica del espacio-tiempo en relatividad general mas el de un campo
escalar. Ademds, se obtienen ecuaciones de campo de segundo orden en la métrica y en
el campo escalar. Varias funciones f(R) son capaces de reproducir el éxito del modelo

ACDM vy a su vez cumplir con las constricciones derivadas del sistema solar [48, 49].
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La dificultad de construir estos modelos se puede entender més facilmente si considera-
mos el caso de una teoria escalar tensorial en el marco de Einstein. El acoplamiento de
la materia con el campo escalar a través de la métrica produce una quinta fuerza cuyo
alcance es inversamente proporcional a su masa y cuya intensidad es similar a la de la
gravitacion; experimentos en las desviaciones de la ley del inverso del cuadrado limitan
esta longitud a unos cuantos micrémetros [40, 41]. Sin embargo, para tener un alcance
cosmologico, el campo escalar debe tener una masa muy ligera, comparable con la escala
de la constante de Hubble (my ~ 10733 eV). Este conflicto puede ser resuelto si la teorfa
tiene algin mecanismo de apantallamiento [191] en el que la masa del campo escalar
dependa de condiciones externas. El mas conocido de estos mecanismos se encuentra en
los modelos de campos camalednicos [38, 39], en los que la masa del campo escalar de-
pende de la densidad de energia ambiente en la que éste se encuentre. De tal manera, en
densidades de energia muy bajas, como las que ocurren a escalas cosmoldgicas, el campo
tiene una masa muy pequena, mientras a densidades altas, como las que se presentan en
laboratorios terrestres, el campo escalar adquiere una masa muy grande y por tanto la
quinta fuerza asociada a él es de alcance corto. El efecto camaleénico también ha sido
estudiado en las teorfas f(R) [48, 209] y en las teorfas escalares tensoriales en el marco

de Jordan [210, 211].

Otro tipo de teorias estudiadas en la literatura acoplan campos escalares de energia
oscura a la materia de manera directa por medio de algiin lagrangiano de interaccién.
Esto se ha hecho principalmente con la materia oscura con la finalidad de resolver el
problema de la coincidencia [168, 212, 213]. Sin embargo, motivados en parte por los

efectos camalednicos se han disenado acoplamientos también con la materia bariénica.

En este capitulo introducimos interacciones de un campo escalar de energia oscura, tipo
quintaesencia, con la traza del tensor de energia momento de la materia ordinaria. Las
ecuaciones de campo resultantes son similares a las de teorias camalednicas, sin embargo
tienen la ventaja de que no se requiere la introduccién de métricas adicionales —que como
veremos en los camaleones se introducen tres—. De esta manera, nuestro formalismo
es mas directo y no requiere de interpretaciones que resultan controvertidas. Ademas
mostraremos cémo estas interacciones son capaces de explicar parte de la materia oscura
inferida por las observaciones. Particularmente, presentamos un modelo cosmolégico que
no requiere de materia oscura. Este modelo resulta ser tan degenerado como se quiera con
el modelo ACDM al nivel homogéneo e isotrépico, estando en una degeneracion efectiva
con el modelo estandar. También estudiamos el régimen de perturbaciones lineales para
tiempos posteriores a la época de tultima dispersién y mostramos cémo se obtiene un

crecimiento aceptable de las perturbaciones de la materia bariénica.
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6.1. Teorias escalares tensoriales

Consideremos la siguiente accién, propuesta en [36]:

1 1 N

= / d'ov/=g| TR = 59" 0u:60,0 — V(9)] + Sml¥DigD],  (63)
167G 2

donde ¢ es la métrica del espacio-tiempo, R = R(g) es el escalar de Ricci y ¢ es un
campo escalar. Los campos ¥(®) representan diversos campos de materia y cada uno de

ellos se encuentra conformemente acoplado a la gravitacién a través de la métrica

3t = exp (20i(9)) gyu (6.4)
donde las «;(¢) son funciones que dependen tnicamente del campo escalar ¢. Si los
factores conformes son iguales para todas las especies de materia i, la accion es la
de teorias escalares tensoriales en el marco de Einstein. Notamos que aunque la parte
gravitacional de la accién es la de relatividad general, las particulas de prueba no siguen
geodésicas de la métrica g, sino geodésicas de la métrica conforme, por lo que esta teoria
es una modificacién a relatividad general. Més aun, si las funciones «;(¢) son distintas
para las diferentes especies de materia, se viola el principio de equivalencia. La accién

(6.3) es entonces la suma de tres pedazos
S = Spnlgl + So[@, 9] + Sm[¥V: gV, (65)

El primer término es la accién de Einstein-Hilbert [214], de la cual se obtiene la variacién
8gS = [ dtey—g— : 5g" + TF
9SEeH[g] = =96 Ry — §guuR g + Lk, (6.6)

donde T.F. denota un término de frontera. Este puede ser anulado de distintas maneras.
Una es compensarlo al anadir a la accién el término de frontera de Gibbons-Hawking
[215]. Otra es usar la formulacién de Palatini [216], en la que la métrica y las conexiones
son independientes en un principio. Otra tercera es considerar no sélo las variaciones de
la métrica iguales a cero en la frontera, sino también las variaciones de sus derivadas.
Esta tltima es similar al caso aplicado en mecanica cldsica para un lagrangiano ordinario

que incluye segundas derivadas temporales de las coordenadas [217].

De la variacién del segundo término del lado derecho de la ecuacién (6.5) se obtiene

09S¢y = —;/d4x\/—gT£‘f,)5g“”, (6.7)
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donde el tensor de energia momento del campo escalar estd dado por

7@ = __2 05
=T g

1
= ¢,u¢,u - ig;w(ﬁaé,a - guuv((b)- (6'8)

Haciendo variaciones del dltimo término de la ecuacién (6.5) se obtiene

5gSm:/55m(59Wd4x:—;/d4x /7_9(

gt
dghv 9

2 5Sm) 258 /=3
V=§03°" ) dghv \/—g
1 .
— 5 [ @0V Tast35] exp (~2a(0)) exp (da(6) g™

-3 / A/ =g Ty exp (20(6)) 69 (6.9)

En la primera igualdad hemos usado la definicién de la variaciéon de un funcional. En la
segunda, las relaciones g = exp (—2a(p))g" y g = exp (8a(¢))g. Ademas hemos

definido el tensor de energia momento en el marco de Einstein,

- 2 0Sm
Tog = ———7% 1
af /= §goB’ (6.10)

el cual es covariantemente conservado en el marco de Einstein,

VT =0, (6.11)

y estd relacionado con el tensor de energia momento en el marco de Jordan T,z =

—(2/v/=9)(85/69°") por
Ty = Ty exp (2a(9)) . (6.12)

TH = T exp (6a()) . (6.13)

Notamos que la métrica g sube y baja indices de los tensores con tilde y la métrica g
de los tensores sin tilde. Las ecuaciones de campo gravitacionales que se obtienen del

problema variacional son entonces
G = 871G (eh(‘f’)T,w + Tf;@). (6.14)

Haciendo variaciones de la accién (6.3) con respecto al campo escalar se obtiene la

ecuacion de Klein-Gordon

O¢ — Vig(¢) = —a,g(¢)e )T, (6.15)

)
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donde la traza estd dada por T = g’“’f’w. Notamos que tanto la ecuacién (6.14) como

la (6.15) mezclan las dos métricas hasta ahora definidas, g y g.

Definamos ahora una tercera métrica [38, 39

1
g(;fzg) = €xp <2OJ(¢)> 9uv (6'16)
y un tensor de energia momento
2 0Sm

K
T = (6.17)

\/ g(K) 59(;}1(/) '
Un breve célculo relaciona los tensores de energia momento y sus trazas respecto a las

tres métricas usadas:

T — exp (;aw)) Ty = exp (§a<¢>) Ty (6.18)

TE) = exp (—a(¢)) T = exp (3a(¢)) T. (6.19)

A continuacién veremos la utilidad de esta nueva métrica ). Consideremos un fluido

de polvo con tensor de energia momento

T = putu? = @) pE) iy, (6.20)
donde en la dltima igualdad usamos p&) = —TK) = _=a(O) = g=a(d) .
De las identidades de Bianchi,

VuGH = V(T + T ) =0, (6.21)
y de la ecuacién de Klein-Gordon (6.15) se obtiene

u”V#(p(K)u“) + p(K)u"V“u” + a,¢(q§)p(K)u“u”6ﬂq§ + a7¢(q§)p(K)8”¢ = 0. (6.22)

Contrayendo esta ultima ecuacion con u, se obtiene la ecuacién de continuidad

Viu(pFut) = 0, (6.23)

y proyectédndola en el subespacio perpendicular a u” (esto se logra contrayendo con el

tensor (g%, + u®u,)) se obtiene la ecuacién de geodésicas

u'Vu® = —ag(9) (g™ + uut)0,¢. (6.24)
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Vemos que la fuente de la ecuacion de geodésicas es distinta de cero sélo si el campo
escalar tiene gradientes perpendiculares a la cuadrivelocidad u* del fluido de polvo. Por
ejemplo, si consideramos un espacio-tiempo FRW, la cuadrivelocidad define las hiper-
superficies de tiempo propio constante de los observadores comoviles con la expansion.
Bajo estas condiciones el campo escalar no tiene gradientes espaciales y el lado derecho
de la ecuacién (6.24) es cero. Es decir, los observadores comdviles con la expansion,
X = constante, siguen geodésicas en el espacio-tiempo y son éstos los que observan
el mismo universo homogéneo e isotrépico, justo como sucede en el modelo ACDM.
También observamos que de la ecuacién de continuidad (6.23) se sigue en este mismo
espacio-tiempo que ,o'(K ) +3’H,0(K ) = 0, por lo que la densidad de materia p(K ) decae con
la expansién como a(t)~3. Estas ideas son usadas por numerosos autores que estudian
los campos escalares camalednicos e interacciones entre materia y energia oscuras para
argumentar que la densidad de energia fisica —aquella medida por los experimentos— es
p) [38, 39, 192, 193, 218, 219].

Por completitud, escribimos las ecuaciones de campo considerando un fluido de polvo
en términos de la densidad p); éstas son

G = 811G <ea(¢)p(K)uuul, + T(’;s)y), (6.25)

D¢ — Vg (9) = ar6(¢)e* @) pl5). (6.26)

6.2. Dualidad con interacciones de campos escalares con

materia

En esta seccién mostraremos cémo es posible obtener las ecuaciones de campo de las
teorias desarrolladas en la seccién anterior a través de acoplamientos entre materia
y campos escalares. Estos métodos tienen la ventaja de que de ellos se obtienen las
ecuaciones de continuidad (6.23) y de geodésicas (6.24), asi como las ecuaciones de
campo (6.25) y (6.26), sin necesidad de introducir métricas adicionales como g y g<).
Estudiaremos dos tipos de acoplamientos; el primero es un acoplamiento entre la traza del
tensor de energia momento de la materia y un campo escalar [185-188, 220], y el segundo
es un acoplamiento entre el lagrangiano de materia y un campo escalar [221-223]. Estas
interacciones dan los mismos resultados que los obtenidos en la seccién anterior para el
caso especial de un fluido de polvo, aunque para fluidos generales éstos pueden diferir.
La mayor ventaja de los modelos que tratamos en esta seccién sobre el visto en la seccién

pasada es que no tenemos que decidir cudl es la densidad de energia fisica, que diversos
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autores escogen es p(K ) de manera sino arbitraria, al menos controvertida; aquf la tnica

densidad de energia es definida a través de la métrica que aparece en el lagrangiano.

6.2.1. Acoplamientos con la traza del tensor de energia momento

Consideremos la densidad lagrangiana de interaccién

1r1t \/714( ) (627)

donde T es la traza del tensor de energia momento de los campos de materia y A(¢) es
una funcién arbitraria de un campo escalar ¢. Estos acoplamientos han sido estudiados
en astrofisica con distintos propésitos. En [184, 185] se desarrolla una teoria donde el
campo gravitacional es un escalar y es acoplado a la traza del tensor de energia momento
de la materia ordinaria y del mismo campo gravitacional. En esta teoria la luz no es
afectada por la gravitacion, por lo que es incorrecta. Sin embargo, el objetivo de estos
trabajos es mostrar una version de la gravitacion que, ademds de ser mediada por un
campo escalar, sea invariante de Lorentz. En [186], un campo escalar se acopla a la
constante cosmolégica con el intento de explicar su pequeno tamano numérico. Adema4s,
el acoplamiento ha servido como base de un modelo cosmolégico de energia oscura en
el cual el campo escalar interacciona con toda la materia, incluyendo el mismo, con un
acoplamiento A(¢) x ¢ [187].

La interaccién considerada en la ecuacién (6.27) tiene algunas propiedades atractivas. El
campo no se acopla con el electromagnetismo (7' = 0) y por tanto es oscuro; ademés, no
se acopla a la materia ultrarelativista, por lo que la cosmologia en el universo temprano
no se ve afectada por él, aunque si puede acoplarse al campo del inflatén. También, como
veremos, las ecuaciones de continuidad y geodésicas son las mismas que en el modelo

ACDM si consideramos la cosmologia homogénea e isotrdpica.

La accién total de la teoria es

S = / Aoy 1o B = 560,00, = V(6)] + Sul85] + S ;9,6 (6.28)

Existe una dificultad debido a que los campos de materia no sélo aparecen en la accién
de materia, sino también en la accion de interaccién. Debemos entonces definir la traza

del tensor de energia momento de la materia como

2 5(Slnt+sm)
V=g  og*

T=— 9" (6.29)

definicién que es autoreferente.
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A continuacién estudiaremos el acoplamiento con distintos campos de materia.

Acoplamiento con fermiones

Estudiaremos estos acoplamientos en un espacio-tiempo de Minkowski. Esta es una bue-
na aproximacion para fermiones con longitud de onda de Compton mucho menor que
el radio de curvatura del espacio-tiempo, my > H, como asumimos sucede en las fases

cosmoldgicas que aqui tratamos. La densidad lagrangiana estd dada por

L=Ly+ Lint + L = —P(—in",, + m)1p + A(G)T + Ly, (6.30)

En este caso podemos usar la definicién del tensor de energia momento

oL

T+, = 6K, L —
ok 0(0,V,)

0V, (6.31)

la cual en este caso es autorreferente ya que el lagrangiano de materia incluye al tensor
de energia momento. Si los fermiones no estdn acoplados al campo escalar, la traza del
tensor de energia momento es T = —ipy*91) = —maptp, donde en la tltima igualdad

usamos la ecuaciéon de Dirac. Para el caso con interaccién proponemos el ansatz
T = —me® @y, (6.32)
Con éste, la densidad lagrangiana se puede escribir
L = iyt — m(1 + e A(¢)) i + Ly, (6.33)

y la ecuacién de Dirac modificada resulta iv*d,90 = m(1 + e®? A(¢))y. Usando la
ecuacién (6.31) tenemos T = TH, = —itpy*0up = —m(1 + e®) A(¢))rp. Igualando

este resultado con el ansatz (6.32) obtenemos

1
(@) —
e = . 6.34
) .
Finalmente, la densidad lagrangiana (6.30) se puede escribir
L= —P(=iy"d, + e*Pm)y + Ly, (6.35)

El efecto de la interaccién del campo escalar con los fermiones es cambiar su masa de m
a e@m. Més adelante compararemos este resultado con el de un fluido de polvo. Cabe
mencionar que esta densidad lagrangiana es el punto de partida de algunos trabajos
que estudian acoplamientos de fermiones con campos escalares (véanse como ejemplos

[79, 212)).
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Acoplamiento con campos escalares

Ahora consideremos un campo escalar adicional ¢. La densidad lagrangiana es

1
L=Lp+ Lt + Lo = | =50 0updup = W(p)| V=g + AS)TV=g+ Ly (6.36)

La traza del tensor de energia momento del lagrangiano sin interaccién L, estd dada
por TO) = g (—2/\/=g)(65,/5g"") = —0%pdap —4W (). Para el caso con interaccién
proponemos el ansatz

T = —g(6)0°00a — Ah(O)W (), (6.37)

que incluye dos funciones del campo escalar ¢. Insertando el ansatz en el lagrangiano
(6.36) y sacando la traza del tensor de energia momento con la ecuacién (6.29) se obtiene
T =—(1429(¢)A(¢))0%00ap —4(1+4h(p)A(¢))W (¢). Comparando este resultado con
el ansatz (6.37) se obtienen las funciones g(¢) y h(¢) en términos de la funcién A(¢),

1
9 = 5475 24(0) (6.38)
Y 1
h(¢) = 1 “IA(G) (6.39)
y el lagrangiano (6.36) es finalmente
L= ot 1 MY 9,00 —¥W( ) vV=g+L (6.40)
T 24(p) 29 VYT qag) WV TIT e '

Acoplamiento con fluidos barotrépicos

Consideremos ahora el efecto del acoplamiento del campo escalar con un fluido barotrépi-

co con parametro de ecuacién de estado constante,
P =wp, con w = constante. (6.41)
La densidad lagrangiana para un fluido perfecto estd dada por [224, 225]
Lo = —pv/ =9, (6.42)

donde p es la densidad de energia en un marco de referencia localmente inercial donde el
fluido se encuentra en reposo. Asumiremos que la traza del tensor de energia momento

depende tinicamente de la densidad de energia p, T'= T'(p), por lo que 6T = (dT'/dp)dp;

!Se puede demostrar [226] que esta densidad lagrangiana y, la mas convencional, £,, = P/—g [227]
estan relacionadas por una divergencia total.
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también T depende de ¢, pero dado que g y ¢ son campos independientes al variar la
accién respecto a la métrica, como a continuacion haremos, esta dependencia se vuelve

irrelevante. La parte de la accién que incluye al fluido perfecto es

Sint + S = /d%\/fg (A()T — p). (6.43)

Haciendo variaciones respecto a la métrica, obtenemos

T
T = pupty, + wp(upty + guw) + A(@) g — A(gf))d—pp(l +w)(upuy + guv),  (6.44)
donde usamos la identidad [225, 228]
1 L
6/0 = i(p + P)(u,uuu + g,uu)(sg ) (6'45)

véase también el apéndice C. Sacando la traza de la ecuacién (6.44) se obtiene la ecuacién
diferencial
ar
3A(p)(1 + w)pd—p + (1 —4A(¢))T + (1 — 3w)p =0, (6.46)

cuya solucion general es

(1 —3w) —(1-44)/3A
_ Cp( )/3A(+w) 6.47
- (1 —3w)a(p) " (6.47)
con C' una constante de integracién que debemos escoger igual a cero si queremos que
para un fluido de particulas ultrarelativistas w = 1/3 obtengamos T' = 0. Obtenemos la

ecuacion de la traza

1-—3w
T—=— A4
1—(1-3w)A(¢)” (6.48)
y la accién (6.43) se puede escribir
1-3w
Sint + 5, /d T/ 97— = 3w)A(¢)p' (6.49)

Para el caso de un fluido de polvo, w = 0, la densidad lagrangiana es L, + Lint =
—e(®) p,/=g con la funcién e*(?) definida en la ecuacién (6.34). Una derivacién alterna-
tiva de este resultado, aplicable inicamente a un fluido de polvo, puede ser encontrada
en [186, 187].

De este resultado interpretamos que la accién del campo escalar es modificar la masa de
las particulas de polvo, m — e®m, justo como sucede en el caso de fermiones. De hecho,
G. Farrar y J. Peebles demuestran que la accién que se obtiene del lagrangiano (6.35)
converge a la accién (6.49), con w = 0, en la situacién limite, que se asume aplica en
cosmologia, en que la longitud de onda de de Broglie de los fermiones es mucho menor

que la escala de variacién del campo escalar [212].



Campos escalares y modificaciones a relatividad general 100

6.3. Generacion de materia oscura a través de interaccio-

nes con campos escalares

Tomemos la accion

R 1

S = / d'zy/—g [WG — 50%00ad = V(9) — e*p| | (6.50)

la cual, como vimos en la seccién anterior, puede ser obtenida de las interacciones A(¢)T.
Alternativamente, esta accion es el resultado de modelos donde hay una interaccién del
tipo

Ling = f()Lm = —f(d)pV—9; (6.51)
véanse por ejemplo [221-223].

Las ecuaciones de campo obtenidas al hacer variaciones respecto a la métrica g son
G = 87G (DT + T()), (6.52)
con T ,%) dado por la ecuacién (6.8) y consideramos un fluido de polvo con tensor de

energia momento

T/(ﬁ}) = pu,uy. (6.53)

Al hacer variaciones con respecto al campo escalar se obtiene la ecuacién de evolucion

O¢ — Vg (¢) = av,6(¢)e* ) p. (6.54)

De aqui que la evolucién del campo escalar estd regida por un potencial efectivo
Ver(9) = V(9) + . (6.55)

Vemos que estas ecuaciones de campo son idénticas a las ecuaciones (6.25) y (6.26)
encontradas en teorfas escalares tensoriales bajo la identificacién de p con p(&). Esto
muestra la dualidad entre teorias escalares tensoriales en el marco de Einstein y entre
las interacciones entre la materia y campos escalares aqui descritas cuando consideramos
polvo o materia ultrarelativista, por lo que el resto de este capitulo puede ser entendido

en el marco de teorias escalares tensoriales.

A partir de la ecuacién de geodésicas (6.24) se obtiene en el limite no relativista

d2X

= ~Vey —a,Ve, (6.56)
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donde X denota la posicién espacial de la particula y &5 = —hgo/2 es el potencial
newtoniano. Esta ecuacién muestra que una particula de masa m esta sujeta a una
quinta fuerza dada por

—

Fy = —mV(a(9)). (6.57)

En esta seccion estudiaremos como estos modelos pueden emular parte de la materia
oscura del universo. Consideremos un fluido de materia bariénica con parametro de
densidad €2 y un fluido de materia oscura fria con parametro €2.. Inicialmente veremos
la situacion general en que cada uno de los fluidos interacciona con el campo escalar de
manera distinta, con funciones de acoplamiento ayp y a.. Més adelante consideraremos

una teoria especifica en que no hay materia oscura, €2, = 0.

6.3.1. Cosmologia de fondo

Las ecuacion de Friedmann es

_87TG
3

7 (;dz + V() + py + pee®® + pbeab(¢)> (6.58)

v las ecuaciones de continuidad

oy, +3Hp, =0, (6.59)
pl.+3Hp. =0, (6.60)
pl,+4Hp, =0, (6.61)
¢" + 3HG + V(9) + aep(0)e® D p. + ap g (9)e P p, = 0. (6.62)

Las ecuaciones (6.59) y (6.60) son consecuencia de la ecuacién de conservacién (6.23),
como se discute después de la ecuacién (6.24). Pueden éstas ser integradas inmediata-
mente y obtenemos p, = ppoa >, pe = peoa” >y Py = pvoa_‘l, donde el subindice 0 indica

el valor de la variable hoy en dia.

Las ecuaciones de conservacion sugieren interpretar la interaccién como una caracteristi-

ca puramente oscura. Definimos entonces

Pdark = Pp T eaepc + (eab - 1)pb7 (663)

donde py = ¢ 2/2 +V(¢). La densidad de energia total es entonces pr = paark + b + P~

y la conservacion del fluido oscuro es

p:iark = _3H(1 + wdark)pdark (664)



Campos escalares y modificaciones a relatividad general 102

con
¢”?/2-V(9)
#2/2+ V(¢) + [e%pey + (e* — 1) ppo] a=3"

Si el campo escalar se encuentra en rodamiento lento podemos despreciar los términos

Wdark = (6.65)

cuadraticos en su velocidad y el parametro de la ecuacién de estado del sector oscuro es
1

1 + eacpc0+(eab_1)pb0 a73.

V(¢)

Wdark — — (666)

Entonces, el siguiente escenario cosmoldgico es plausible. Durante la época de radiacién,
la traza del tensor de energia momento es igual a cero y la cosmologia de fondo es muy
similar a la del modelo estandar de la gran explosion. A tiempos tempranos de la época
dominada por la materia, la densidad de energia es alta y el término de interaccién,

3 es muy grande y domina el pardmetro de la ecuacién de estado del

proporcional a a™
sector oscuro, dando lugar a wqa,x ~ 0. Mientras el tiempo pasa la densidad de materia se
va diluyendo y cae con la tercera potencia del factor de escala, y finalmente el potencial
comienza a dominar sobre el término de interaccién, y en este limite wg,x — —1. Hemos
obtenido que el fluido oscuro, aqui definido con (6.63), estd tan degenerado con el sector
oscuro del modelo ACDM a nivel homogéneo e isotrépico como tanto el campo escalar
esté en rodamiento lento. En el limite en que el campo escalar se encuentre a un valor

constante, los dos modelos estardn totalmente degenerados. Compérense las ecuaciones
(3.18) y (6.66).

La cantidad total de materia oscura que es inferida hoy en dia de las observaciones
usando el modelo ACDM —o quintaesencia sin interacciones— (Qpyp), es comparada con
la cantidad de materia oscura fria (£2.) y materia bariénica (£2) con la presencia de
interacciones con

Qpm = ¥ Q. + (eab — I)Qb (667)

Notemos que estamos usando letras maytusculas para referirnos a cantidades en el modelo
estandar y mintsculas para los modelos que aqui describimos. En el caso de bariones y

fotones, las cantidades son las mismas en ambos modelos.

Definimos los parametros:

e+ (e — 1),

O =Ty Gymn (009
y
Co(6) = gze% b1, (6.69)
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Para obtener una cosmologia de fondo aceptable, es necesario imponer las siguientes

constricciones a estos parametros

_Qpy 023

Ci(¢) ~ Qe 073 (6.70)

y para obtener la cantidad correcta de materia oscura observada

Q 0.23

Con el fin de proveer la cantidad correcta de aceleracién hoy en dia, combinamos las

constricciones anteriores y obtenemos

V(¢o) = 3M7H§ Q. (6.72)

6.3.2. Acoplamiento universal

Para un acoplamiento universal, como sucede en las teorias escalares tensoriales, las

interacciones son las mismas, e = e®. De acuerdo con esto, podemos usar la constriccién
e“Qe(2) + (6% — 1) (2) = Qpm(z) (6.73)

Sin embargo, notemos que la condicién (6.73) puede cumplirse exactamente en un solo
tiempo en la historia césmica, que debe ser escogido. Esto se debe a que el lado derecho de
la ecuacién evoluciona como a2 H 2, mientras el lado izquierdo lo hace como e®a ™3 H ~2.
Por lo tanto, la cantidad total de materia oscura cambia con el tiempo si hay interacciones
de este tipo. De acuerdo con esto, el campo debe estar en un régimen de rodamiento lento,
de manera que e*(®) varfe muy lentamente en comparacién con a >H 2. En la figura
6.1 mostramos una grafica de la funcién e*(Q.) = (Qpm + ) /(2 + Q¢). En principio,
toda la hipérbola en el espacio de pardmetros debe dar (casi) la misma expansién del
universo que el modelo ACDM con una cantidad Qpy de materia oscura; las diferencias
las dard la evolucién del factor e®. La regién sélida (azul) muestra la parte en que la

desigualdad 0 < Q. < Qpn se cumple.

Maés adelante estudiaremos con detalle el modelo con 2. = 0 [220].
6.3.3. Cotas provenientes de nucleosintesis
Aunque la evolucion del factor de escala es la misma en la época de nucleosintesis

(2 ~ 10'0), cotas fuertes son impuestas dado que un efecto de la interaccién es cambiar

las masas de los fermiones de m a m(¢) = e*®m, como hemos demostrado en la seccién
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-y Qpm

FiGURA 6.1: Constriccién en los parametros con el fin de emular la cantidad correcta
de materia oscura

anterior. A continuacion, hacemos una estimacion aproximada de cuénto pueden cambiar

estas masas desde la época de nucleosintesis hasta nuestros dias.

La abundancia fraccional de He primordial estd dada por

x
Y, = 6.74
P42’ (6.74)
con x definida por
— t
T = exp <—mnTTfW)> exp <—%> , (6.75)

donde Ty ~ 0.8 MeV es la escala de congelamiento de las interacciones débiles y 7y es la
vida media de un neutrén. Ni T ni el factor exp(ty/7n) ~ 1.5 dependen de la masa de
los fermiones; véase por ejemplo [229]. En modelos como el nuestro, en el que la masa

de los fermiones varia por la misma cantidad, tenemos

A
A(my —myp) ~ Wm(mno — Mpp). (6.76)

Por tanto, una incertidumbre en la abundancia fraccional de *He, AY), se traduce en

una incertidumbre en la masa de los fermiones de

= 082222 (6.77)

donde hemos usado my,0—my,, ~ 1.3MeV y Y, ~ 0.25. La abundancia de 4He primordial
se encuentra en el rango de 0.22 a 0.25 [8], lo que se traduce en 12 %. Usando la tltima

ecuacién obtenemos una variacién méxima de las masas de alrededor de 10% desde
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la época de nucleosintesis hasta hoy en dia. Este resultado coincide con el usado para

estudiar la cosmologia del modelo camalednico original en [192].
Obtenemos que la variacién del campo escalar debe ser tal que se cumpla la desigualdad

Am((b) ea(d)N) — ea(d)o) <
= 1 .
o) G SO0L, (6.78)

donde ¢y es el valor del campo escalar en la época de nucleosintesis. De acuerdo con

esto, el campo escalar ha tenido que estar en rodamiento lento desde esa época.

6.4. Modelo sin materia oscura

En los modelos camaleénicos el potencial es del tipo runaway (V o< ¢~!) y el acopla-
miento con la materia es lineal (a o ¢); de esta manera el pardmetro de la ecuacién de
estado es Wyark = —(1 + ¢(exp(Be) — 1)(pro + peo)a=3)"L, y los argumentos dados en
la seccién anterior son aplicables siempre que el campo esté en rodamiento lento. Sin
embargo, en este trabajo, aunque estd inspirado en los modelos camalednicos, nuestro
proposito es explorar modelos con el tnico fin de imitar el modelo ACDM y estar en
degeneracion con él —este enfoque es retomado por D. Mota et al. en [230]>—; para esto

escogemos las funciones libres

@) =1+ %egﬁQ (6.79)
Y 1
V(9) = 5mid”, (6.80)

donde € es una constante con unidades del inverso de masa cuadrada y my es la masa

del campo escalar libre.

En la figura 6.2 mostramos el factor de escala como funcion del tiempo para el modelo
que presentamos en esta seccion para distintos valores de €).. En la figura 6.3 mostramos
la evolucion del campo escalar en este modelo. Se muestra como después de una ligera

caida inicial el campo se mantiene en rodamiento lento.

A partir de ahora fijaremos 2. = 0, de tal manera que la interaccién entre el campo

escalar y la materia baridénica debe proveer el efecto de toda la materia oscura.

Con las elecciones de la funcién de acoplamiento y el potencial dadas por las ecuaciones

(6.79) y (6.80), respectivamente, el minimo del potencial efectivo (6.55) se encuentra en

2En este trabajo se usan modelos de este tipo como una alternativa a materia oscura a escalas
astrofisicas, obteniendo resultados positivos en cimulos de galaxias y en galaxias de bajo brillo superficial.
Sin embargo, no son capaces de reproducir las mediciones cosmoldgicas de supernovas.
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FiGURA 6.2: Factor de escala como funcién del tiempo coésmico. Las condiciones son
tales que en rodamiento lento exacto (¢ = 0) el modelo tiene Qpy = 0.23 y Qpg = 0.73.
La flecha indica que las curvas caen cuando 2. crece, esto es debido a que las condiciones
iniciales de ¢ deben tener un valor mas pequeno y el campo deja el rodamiento lento. La

curva cortada es el resultado en el modelo ACDM. El valor del pardmetro de intensidad

es f=0.01.
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Figura 6.3: Campo escalar como funcién del tiempo cdsmico. El rodamiento lento
debe ser preservado, por lo que la condicién €sow—ront < 1 se traduce en ¢ > M,,.

¢ = 0 a todo momento, y la ecuacién de Klein-Gordon del campo escalar es
O¢ — (m?z, +epp)p = 0. (6.81)

De esta ecuacion es explicito que el campo tiene una masa efectiva dependiente del
ambiente dada por

mg = mi + €py, (6.82)

y por tanto la quinta fuerza mediada por el campo tiene un rango 1/meg. Aunque ésta es
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una de las caracteristicas de los campos camalednicos, la ecuacion de evolucién es lineal,
por lo que no esperamos obtener el efecto de supresion de cascarén delgado, también

caracteristico de estos modelos [38, 39].

Las dos constricciones (6.70) y (6.71) se vuelven

Q
Cy =P~ 2P 315 (6.83)
my QpE
Y 1 Q
Co(¢) = —e¢? ~ —2M ~ 575, (6.84)
2 Qp
La ecuacién que relaciona la masa del campo escalar con la constante cosmolégica es
M, 2
m ~ 2A ( > . (6.85)
b0

6.4.1. Analisis numérico

Con la eleccién hecha de las funciones libres y €. = 0, las ecuaciones de evolucién son

G Po /00
H? = 2 ( ¢+ X Sm3e’ + 5 ¢2 3) (6.86)
y
¢ +3HY +mié+eop = 0. (6.87)
a

Es conveniente definir el parametro adimensional de intensidad en la interaccion

B=eM. (6.88)

Usando la ecuacién (6.85) y los valores Hy = 70.4km/s/Mpc, A/3HE = Qp = 0.73 [12],

el valor requerido de la masa del campo escalar como funcién de 5y de Ca(¢g) es

p -1
o (o0) Mpc™". (6.89)

me = 3.6 x 107*

Evolucionamos las ecuaciones (6.86) y (6.87) para diferentes valores de  usando las

constricciones numéricas (6.83) y (6.84).

La figura 6.4 muestra los resultados de wqark (ecuacién (6.65)). La ecuacion de estado que
se encuentra oscilando proviene de un campo que oscila alrededor de ¢ = 0, y entonces

no se encuentra en rodamiento lento. Las curvas que no oscilan provienen de campos
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FIGURA 6.4: Muestra la evolucién del pardmetro de la ecuacién de estado del sector

0SCuro, wqyark- La linea cortada es el resultado en el modelo ACDM. La curva sdlida

oscilante corresponde a § = 1; la curva cortada corta a § = 0.2; y la curva sélida no
oscilante a 5 = 0.04.
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FiGurA 6.5: Evolucién del factor de escala como funcién del tiempo césmico. Las

curvas cortadas son los resultados en el modelo ACDM. Las lineas verticales denotan

el tiempo presente. Nétese que el valor numérico de la escala temporal es diferente en
cada caso dado que my es diferente para cada valor de .

I
0.15

que estdn en rodamiento lento. Queremos hacer notar que la curva con § = 0.04, que

corresponde a € ~ (G, viene de un campo en rodamiento lento.

Graficamos el factor de escala como funcién del tiempo césmico para intensidades 8 =
0.01 y 8 = 0.04, resultado que mostramos en la figura 6.5. También mostramos el modelo
ACDM, las condiciones iniciales son tales que, a un momento temprano, ambos modelos
tienen la misma cantidad de materia oscura, aqui dada por la interaccién. Notemos que
el factor de escala crece mas lentamente que en el modelo ACDM. Esto es debido a
que la materia oscura emulada cae como ¢?a~3 en lugar de caer como a~3. La edad del
universo es alrededor de 3 % més grande que en el modelo estdndar para el caso 8 = 0.01
y alrededor de 10 % en el caso 3 = 0.04.
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FIGURA 6.6: Evolucién de C3(¢) como funcién del factor de escala usando: 8 = 0.01,
curva sélida; y 8 = 0.04, curva cortada.
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FIGURA 6.7: Evolucién de los parametros de densidad como funcién del nimero de
e-folds, N = Ina, usando 8 = 0.01. La curva superior es Qqark; la curva punteada p;
la curva cortada, Qine; y la curva sélida, €.

En la figura 6.6 graficamos Cs(¢) como funcién del factor de escala para intensidades

8 =0.01y 8 = 0.04, con un valor inicial Ca(¢;). Notamos que, como sucede en los casos

mostrados en la figura 6.3, después de un tiempo transitorio ambas funciones se vuelven

menos empinadas.

La figura 6.7 muestra la evolucién de los diferentes pardmetros de densidad en funcién

del nimero N de e-folds, N = Ina. Estos estan dados por

Qani(s) = o (567 +3mid + pe?ls ).
M(z) = %Z—g,

Qint(2) = %%6¢2?7

0(2) = gos (507 + 32 )

Notemos que Qgark = Qint + Q¢ v Qdark + Qp = 1.
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6.4.2. Ajuste a supernovas tipo Ia

Como hemos mencionado en la introduccién, hasta ahora la evidencia més directa de
la expansion acelerada del universo proviene de observaciones de supernovas tipo la

[19, 20, 84].

La magnitud aparente m de un objeto astronémico con magnitud absoluta M? estd re-

lacionada con la distancia luminica (en un universo espacialmente plano)

dz) = (142 [ 97 (6.90)
T 0 H() '
por la ecuacién
dr(2)
wu(z) = 5logyg ( Mpe ) + 25, (6.91)

donde p(z) = m — M, llamada distancia médulo, es obtenida de las observaciones; de
hecho, se miden las magnitudes aparentes m de las supernovas, mientras sus magnitudes
absolutas se infieren de las propiedades de sus curvas de luz usando la relacion de Phillips
[231].

Comparamos nuestro modelo con los datos de la compilacién Union 2 [84], que consta de
557 supernovas entre los corrimientos al rojo z = 0.015 y z = 1.414, usando la estadistica
x? (véase el apéndice B). Fijamos los valores de los pardmetros 3y Hp a 3 = 0.01 y
Hy =74.2km/s/Mpc [23], y dejamos libres los pardmetros Cy y Ca(¢g). En la figura 6.8
mostramos las curvas de confianza a 1o y a 20. El mejor ajuste esta dado por C; = 0.305
y Ca(¢o) = 4.66, que corresponden a un valor de la funcién x? por grado de libertad de
X3¢ = 0.98.

En la figura 6.9 mostramos la curva de expansién en el espacio u-z que proviene del

mejor ajuste obtenido, las barras de error corresponden a los datos observacionales.

6.4.3. Perturbaciones lineales

En las secciones anteriores demostramos que la dindmica homogénea e isotrépica puede
hacerse muy similar al modelo ACDM. De hecho, tanto como se quiera, estando en una
degeneracién efectiva con este modelo. Esto se debe sobre todo a que los fluidos son
afectados por el campo escalar solo gravitacionalmente, ya que tinicamente gradientes
espaciales del campo escalar, respecto al observador u* que define las hipersuperficies
de tiempo constante, aparecen en la fuente de la ecuacién de geodésicas (6.24). En la

cosmologia de fondo sélo se consideran variaciones temporales del campo escalar; de otra

3Se define magnitud absoluta M como la magnitud aparente m medida para una estrella, o cualquier
objeto astronémico, a una distancia de 10pc; por definicidn, la estrella Vega tiene una magnitud M = 0.
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FIGURA 6.8: Curvas de confianza a 1o y 20. El punto central es C; = 0.305 y Ca(¢p) =
4.66, que corresponde a un valor minimo Xﬁ.o.f. =0.98.
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FiGurA 6.9: Datos de supernovas de la compilacién Union 2 y la prediccién del mejor
ajuste de nuestro modelo.
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manera se romperian las simetrias de rotacién y de traslacién, y por lo tanto éste no
ejerceria ninguna fuerza sobre los fluidos césmicos. Esto no es cierto en la cosmologia
inhomogénea, donde se deben tener en cuenta gradientes espaciales. De acuerdo con esto,
uno espera que la evolucién de los campos de bariones a nivel perturbativo difiera de la
obtenida en el modelo ACDM, rompiendo con la degeneracién. Sin embargo, en esta sec-
ciéon demostraremos que el modelo tiene un crecimiento aceptable de las perturbaciones

de materia baridénica a partir de la época de ultima dispersién.

Consideraremos perturbaciones escalares después de la etapa de la dltima dispersion.
Inicialmente trabajaremos en la norma newtoniana conforme, descrita por el elemento

de linea
ds® = a® (—(1 + 2¥)dr* + (1 — 2®)d;;dz"da’) . (6.92)

Las perturbaciones en la densidad de energia de los campos de materia estdn dadas por
T, o = —p(T)(1 + (7, &), (6.93)

y las perturbaciones de sus velocidades (escritas en las coordenadas definidas por la

métrica (6.92)),

1
I
a

(1—0,0"). (6.94)

Aligual que en la seccién 2.2.2, definimos la variable 8 como la divergencia de la velocidad
peculiar de los fluidos de polvo en el espacio de momentos, § = —ik;v. Las perturbaciones

del campo escalar estan dadas por

&(1,Z) = ¢o(7) + dp(T, T). (6.95)

Las ecuaciones gravitacionales perturbadas se obtienen de las ecuaciones de campo

(6.52). De la ecuacién (00) se obtiene

K2® + 3H (cb + qu) = 471G [—dso&b +UGR — a2V (h0)0p — a%e®p(6 + ov.o(0)00) | -
(6.96)

Contrayendo la ecuacién (0i) con el niimero de onda k’ obtenemos
K2 (<i> n H\If) — 4G [k%’so(sgb n a2e°‘p9} . (6.97)

La traza de la parte espacial da la ecuacion

2
615+H(¢/+2¢>)+(27{+H2)\11+%(<1>—\1;) — 4nC [—w}% + odd — aQV/(qbo)égZ)] . (6.98)
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La cuarta ecuacion gravitacional la obtenemos de la parte espacial sin traza, después de

contraer con el proyector (k;k; — k25;;/3)/k?,
k2(® — W) = 127Ga*(p + P)o, (6.99)

donde p y P son la densidad de energfa y la presién de todas las fuentes de materia,

incluyendo al campo escalar, y
_ 1 . o .
(p+ P)o = 5 (kik? + K261)(TY; — 65T") (6.100)

es el escalar de estreses anisotrépicos. Para un campo escalar o = 0, lo mismo sucede
para el fluido perfecto acoplado al campo escalar. De aqui que los dos potenciales gravi-
tacionales sean iguales, ¥ = &, simplificando las ecuaciones gravitacionales perturbadas.

Las ecuaciones hidrodindmicas se obtienen de la ecuacién de continuidad (6.23)
0— 30 +6=0, (6.101)
de la ecuacién de geodésicas (6.24)
0+ (2H + o (¢0)do)0 — k2 (T + & (¢9)d¢) = 0 (6.102)

y de la ecuacién de Klein-Gordon (6.54)

O+ 2H3 + |k* + a*Vigg(do) + a’e™(a? + v 40) |06
= —2a>UV 4(¢o) — a’a 4e“p(d + 20) + 4o 0. (6.103)

Escogemos ahora la funcién de acoplamiento e(®) y el potencial V' (¢) dados por las ecua-
ciones (6.79) y (6.80), respectivamente. Evolucionamos el sistema de ecuaciones usando
el tiempo césmico con ayuda del software Mathematica. Dado que en el sistema de ecua-
ciones (6.96-6.99) y (6.101-6.103) no todas son independientes, escogemos evolucionar
las ecuaciones (6.97) y (6.101-6.103). Es decir, evolucionamos el sistema

2k?

k> 1 0
?(@’ + H®) = 871G [ag¢’06¢ +p (1 + Qeqbg) a] , (6.104)

1
§ —3®' + =6 =0, (6.105)
a

1 / 1 k?
P 2H+6¢+¢02 L% @+%5¢ (6.106)
a 1+ 5ep5 | a a 1+ 5€edq
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ki2
§¢" +3HS¢ + LZ +m3 + ep] 5 = —2m3ho® — epgo( + 2®) + 4¢(P".  (6.107)

Recoredemos que en la notacién que hemos seguido prima significa derivada respecto al
tiempo césmico t y punto derivada respecto al tiempo conforme 7, ambos relacionados
por d/dt = a(t) d/dt. Hemos decidido usar el tiempo césmico dado que éste es més con-
veniente para simular las épocas tardias, a diferencia del tiempo conforme, que permite

acercarse a la singularidad, a — 0, con mayor precision.

Evolucionamos las ecuaciones para un nimero de onda comévil k = 0.05 Mpc~! y para
intensidades de acoplamiento § = 0.01 y 5 = 0.04. Las condiciones de la cosmologia de
fondo son tales que ambos modelos tienen la misma cantidad de materia oscura emulada
al inicio de la evolucién, en z = 100, que la que tiene el modelo ACDM; ademads tomamos
0; = 0.0001, ®; = —0.01, 6; = 0, d¢; = 0.01 M), y 5@ = 0. Estas condiciones iniciales
son arbitrarias, es decir, no son obtenidas a partir de una simulacién previa, por lo que
el andlisis es cualitativo. En las figuras 6.10 y 6.11 graficamos los resultados obtenidos;

las curvas cortadas muestran los resultados en el modelo ACDM.

Para la discusién siguiente reescribimos la ecuacién (6.96) usando las elecciones del

modelo particular que ahora estudiamos, obteniendo la ecuacién de Poisson:

2
]i<1> +3H(®' + HD) = 47TG[¢02¢ P06’ — m3pode

) <1+2e¢g> (5+ i i ¢)] (6.108)

Un pardmetro interesante de estudiar es la velocidad del sonido de las perturbaciones

del campo escalar, dada por ¢? = dpg/0pe,

) P00 — GFW — m2 oo
Cg = ——= - " .
D006 — 3 ¥ + m3d0d6 + 3edf(0 + S FL=06)poa

(6.109)

Para un campo escalar libre con término cinético candnico, la velocidad del sonido en un
marco de referencia en el cual éste se encuentre en reposo es exactamente igual a uno,
independientemente del potencial (véase el apéndice A de [121] para una demostracién
de este resultado). Esto pone en duda la formacién de estructura de campo escalar a

escalas por debajo del horizonte, k > H.

En este modelo particular, definido por Q. = 0 y las ecuaciones (6.79) y (6.80), el campo

escalar actia tanto como energia oscura como materia oscura a través del acoplamiento
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FiquraA 6.10: Evolucién de las perturbaciones iniciales para un niimero de onda comévil

con la expansién k = 0.05Mpc™!, usando 8 = 0.01. Para escalas por debajo del ho-

rizonte k > H se cumple aproximadamente la relacion 6(kq)/d(k1) = ki /ki para el

contraste de densidad. Las curvas entrecortadas muestran los resultados en el mode-

lo ACDM vy las lineas verticales corresponden al tiempo presente. La dindmica de la
cosmologia de fondo es la misma que en la figura 5.1.
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FiGurA 6.11: Igual que en la figura 6.10 pero con 5 = 0.04, que corresponde a € ~ G.
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con los bariones. Como componente de energia oscura, las perturbaciones del campo
escalar tienden a desaparecer, pero por otro lado la interaccién produce que la velocidad
del sonido se vaya a cero, debido al dltimo término en el denominador de la ecuacién
(6.109), permitiendo que las perturbaciones de campo escalar crezcan. Debido a estos
dos efectos, las perturbaciones del campo escalar no son borradas completamente, en
lugar de esto, las perturbaciones pueden crecer, o al menos mantenerse alrededor de un
valor distinto de cero. Este comportamiento se puede observar en las figuras 6.10 y 6.11,
donde las perturbaciones del campo no caen a cero, sino que se mantienen oscilando

alrededor de un valor negativo.

Las perturbaciones del campo escalar son fuente del potencial gravitacional, como puede
observarse de la ecuacién (6.108), que actia sobre la materia bariénica a través de la
ecuacién (6.105). Esta es una caracterfstica de la materia oscura. Notamos que el signo
del promedio de las perturbaciones del campo escalar es negativo y de la ecuaciéon de
Poisson (6.108); éstas actiian como una fuente repulsiva. Sin embargo, como se puede
observar de las figuras 6.10 y 6.11, la evolucién del potencial gravitacional es muy si-
milar a la del modelo ACDM. Esto se debe a que la densidad de energia de la materia
bariénica se encuentra multiplicada por el factor (1 + e¢?/2) en la ecuacién (6.79), con-
tribuyendo como una fuerza gravitacional atractiva. Por otro lado, el factor de escala
crece més lentamente que en el modelo ACDM, como se puede observar de la figura 6.5,
lo que produce un incremento en las perturbaciones gravitacionales a través del segun-
do término de la ecuacién (6.108). Como resultado neto de estos efectos, la intensidad
del potencial gravitacional es ligeramente mas grande (® més negativa), y por tanto el

contraste de densidad crece mas rapido que en el modelo ACDM.






Capitulo 7

Conclusiones

En la definicién mas radical de las componentes oscuras del universo, éstas interactiian
Unicamente de manera gravitacional con el modelo estandar de particulas. Como conse-
cuencia del cardcter universal de la gravitacién, mediante un tnico experimento sélo es
posible inferir el tensor de energia momento de las componentes oscuras en su totalidad.
Por lo tanto, descomposiciones del sector oscuro, como sucede con el modelo ACDM,
pueden ser arbitrarias. Si de hecho las componentes oscuras no interactiian de otra ma-
nera, su composiciéon es fundamentalmente imposible de elucidar. A esta propiedad se
le ha llamado degeneracién oscura, y si bien el sector oscuro puede estar compuesto de
materia oscura y energia oscura, igualmente podria ser un solo fluido o una gran canti-
dad de fluidos con acoplamientos entre ellos. En este trabajo hemos estudiado algunos

aspectos de la degeneracion oscura.

Primero, en el capitulo 3, hemos definido el fluido oscuro como un fluido perfecto ba-
rotrépico cuya velocidad del sonido adiabatica es igual a cero. Demostramos que con
esta sencilla caracterizacion se obtiene la misma cosmologia de fondo que la del modelo
ACDM. Nuestra definiciéon es motivada por constricciones astronémicas de la materia
oscura. Al hacer la velocidad del sonido igual a cero, la escala de Jeans del fluido oscuro
es igual a cero, lo que permite que sus perturbaciones crezcan a todas las escalas, como
sucede con la materia oscura fria; ademds, permite que el fluido tenga una presién dis-
tinta de cero. Escenarios astrofisicos y cosmoldgicos impiden que esta presion sea muy
grande, pero bien puede tomar valores similares a la densidad critica del universo hoy
en dia. Imponiendo que la densidad de energia del fluido oscuro sea positiva en todo
momento, resulta como consecuencia que esta presiéon debe ser negativa, lo que produce
la expansién acelerada del universo. Mas atn, bajo la suposicién de adiabaticidad de las
perturbaciones, mostramos que el modelo del fluido oscuro es idéntico al ACDM a todos

los niveles en teoria de perturbaciones. Por tanto, el fluido oscuro estd en degeneracién
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con el modelo ACDM en teoria de perturbaciones cosmoldgicas. En este capitulo mos-
tramos también cémo es posible construir el fluido oscuro bajo el esquema de relatividad
general usando una cantidad arbitraria de fluidos con interacciones entre ellos, pero no

con las particulas del modelo estandar.

La degeneracion oscura motiva a buscar modelos cercanos al fluido oscuro, los cuales
tengan signaturas ligeramente diferentes que puedan ser detectadas en presentes o futu-
ras observaciones; por ejemplo, modelos que presenten degeneracion exacta hasta cierto
nivel perturbativo, pero que ésta se rompa al siguiente nivel, como hacemos en el capitulo
5.

El resto del trabajo lo dedicamos a estudiar modelos cercanos al fluido oscuro, poniendo

especial atencion a sus predicciones observacionales.

El gas de Chaplygin ha sido largamente estudiado en la literatura. Este es caracteriza-
do totalmente por una ecuacién de estado P «x —p~% y una escala de homogeneidad
(ecuacién (4.6)). Por debajo de esta escala, podemos asumir un universo homogéneo
e isotropico regido por la ecuacién de estado arriba escrita. Las propiedades de la ex-
pansion del factor de escala imitan a las del modelo ACDM en las regiones asintéticas
temporales pasadas y futuras; sin embargo, la etapa intermedia, cuando es comparada
con observaciones, acota fuertemente el valor del pardmetro « hasta el orden de 1073
o menor. En el capitulo 4 presentamos una extensién del gas de Chaplygin obtenida
de la geometrotermodindmica (GTD). Este formalismo ha sido disehado para describir
sistemas termodinamicos con el uso de geometria diferencial, y también provee de ecua-
ciones fundamentales que son soluciones de un problema variacional. En la seccién 4.1
presentamos una introduccion a este formalismo. Una de las ecuaciones fundamentales
encontradas deriva en un nuevo fluido al que llamamos fluido oscuro GTD, cuya ecuacién
de estado estd dada por P ox —a®@=8)p=_ El caso a = 3 se reduce al gas de Chaplying
cuando 0 < « < 1; a los fluidos politropicos cuando « < 0, y al fluido oscuro cuando

a=0.

Mostramos que es posible interpretar este nuevo fluido como un fluido unificado de
energia oscura y materia oscura. Para probar esto usamos las ecuaciones de Friedmann
con el fin de realizar un detallado anélisis del comportamiento del factor de escala césmico
y del parametro de la ecuacién de estado. Los resultados obtenidos se encuentran en
concordancia con observaciones cosmolégicas actuales. La principal diferencia entre el
gas de Chapligyn y el fluido oscuro GTD consiste en el comportamiento de la velocidad
del sonido. Aunque en el plano de la cosmologia homogénea e isotrépica esto no tenga
ninguna implicacion, las perturbaciones a la cosmologia de fondo muestran una diferencia
sustancial. El cuadrado de la velocidad del sonido siempre es positivo para el gas de

Chaplygin, mientras es negativo en general para el fluido oscuro GTD, lo que produce
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un mayor crecimiento de los contrastes de densidad en el dltimo caso. Un analisis del
espectro de la radiacion césmica de fondo muestra que las desviaciones del modelo ACDM
se dan principalmente a grandes escalas. Esto es debido a que antes de la época del
desacoplamiento los dos fluidos son esencialmente iguales; el fluido GTD se comporta
como materia oscura, por lo que las desviaciones son producto de la cosmologia a tiempos
tardios y en el espectro angular de potencias de la radiacién césmica de fondo éstas son

reflejadas por el efecto Sachs-Wolfe integrado.

Encontramos constricciones a los parametros libres del fluido GTD usando observaciones
de las anisotropias en la radiacién césmica de fondo, supernovas tipo Ia y el valor de la
constante de Hubble, y obtenemos que o'y 3 deben ser del orden de 1072 o menores, en
concordancia con cotas encontradas para el gas de Chaplygin en la literatura. Ademas,

encontramos una fuerte degeneracién en los parametros a lo largo de la recta § = 3a.

La naturaleza microscoépica del fluido GTD es desconocida, tanto como la de la materia
oscura y la energia oscura en el modelo ACDM, y a diferencia del modelo de Chaplygin,
el cual estd fundamentado en campos escalares complejos o con términos cinéticos no

canonicos.

Por otro lado, se esperan interacciones entre la materia oscura y los bariones debido
a que sus abundacias son similares, lo que apunta a que tienen un origen comun. De
hecho, ésta es la esperanza de diversos experimentos terrestres que buscan detectar
directamente la materia oscura. Ademads, si estas interacciones existieran, en principio
podria ser rota la degeneracion oscura. Distintas teorias de fisica de particulas predicen
tales acoplamientos. Los candidatos de materia oscura que quiza han sido mas estudiados
son los WIMP; sin embargo, otras alternativas como los escenarios donde la materia
oscura actia sobre el modelo estdndar a través de la fuerza nuclear fuerte han sido
consideradas ampiamente. Esta 1iltima tiene la propiedad de ser oscura en el sentido de

que no interactua con los fotones.

En el capitulo 5, basados en la conservacion local del tensor de energia momento, desa-
rrollamos una clase muy general de interacciones entre el fluido oscuro y los bariones.
Mantenemos la degeneracién oscura a nivel cero en teoria de perturbaciones al no permi-
tir transferencia de energia entre las componentes, por lo que la cosmologia de fondo es
la misma que en el modelo ACDM (este enfoque estd inspirado en una serie de articulos
donde se parametrizan las desviaciones a relatividad general por efectos a primer orden
en teoria de perturbaciones). Permitimos una transferencia de momento en la interac-
cién, por lo que la cosmologia difiere en general de la del modelo ACDM. Sin embargo,
demostramos que estas mismas interacciones pueden ser entendidas como acoplamien-
tos entre la materia oscura y la materia bariénica. Por lo anterior, aunque hemos roto

la degeneracion con el modelo ACDM, estos modelos estan degenerados con el modelo
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ACDM con las mismas interacciones. En conclusién, de esta manera no es posible romper

la degeneracion oscura.

En ausencia de una teoria fundamental proponemos dos parametrizaciones para la in-
teraccion. La primera, llamada Xj, estd inspirada en el electromagnetismo y presenta
la misma estructura en la ecuacion de Euler que la dispersién Thomson; cabe decir que
las ecuaciones de los fluidos son iguales a las obtenidas en los modelos de interaccion a
través de fuerza nuclear fuerte. La segunda, .7, estd inspirada en los modelos cama-
lednicos; a grandes densidades del medio, la interaccién es mayor que a bajas densidades,
y ésta, por lo tanto, decae con la expansién del universo. Comparaciones con observa-
ciones de la radiacion césmica de fondo, supernovas tipo Ia y la constante de Hubble
imponen constricciones fuertes en la razén X /mg, donde my es la masa de las particulas
del fluido oscuro. Si parametrizamos arbitrariamente la interacciéon con esta masa igual
a la masa del protén, obtenemos que ¥; debe ser del orden de 10~® veces la seccién
eficaz de Thomson por la velocidad de la luz o menor, mientras que la interaccién Xj;
es del mismo orden que la interaccién Thomson. Sin embargo, la interaccién I1 efec-
tiva es X77a?, por lo que a tiempos tempranos es despreciable. Afiadimos al conjunto
de observaciones el catdlogo de galaxias luminosas rojas DR7 del SDSS, lo que acota
las interacciones por un orden de magnitud maéas. Sin embargo, el método usado para
hacer estas comparaciones observacionales no es tan confiable, debido a que usa técnicas
de ajuste de parametros espurios que consideran valido el modelo ACDM, ademas del

problema del sesgo galactico.

Es plausible que, de ser detectadas signaturas observacionales de interacciones en el
sector oscuro, éstas sean debidas a una razén distinta: a la validez de una teoria gravi-
tacional diferente a la relatividad general. En el capitulo 6 discutimos las teorias f(R)
y las teorias escalares tensoriales, especificamente la equivalencia matematica entre es-
tas teorias. Luego demostramos que interacciones de un campo escalar con la materia
bariénica son equivalentes a las teorias escalares tensoriales en el marco de Finstein,
bajo la suposicién de que la densidad de energia fisica de un fluido de polvo esta dada
por pF) = ¢=(@)p donde el acoplamiento conforme con la métrica se da a través de la
funcién e2%(9). En especial, estudiamos una clase de teorfas donde el acoplamiento se da
a través de la traza del tensor de energia momento de las particulas del modelo estandar
al nivel de la densidad lagrangiana. Vemos que la consecuencia de la interaccién sobre
los fermiones es la de cambiar su masa; lo mismo sucede con un fluido perfecto de polvo.
Para materia ultra-relativista y radiacién, el acoplamiento es cero, por lo que el campo

escalar no interactia con fotones.

Mostramos un mecanismo en el que interacciones de intensidad similar a la gravitacional

de un campo escalar tipo quintaesencia con materia bariénica da lugar a efectos similares
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a los de la materia oscura. Esto puede explicar parte, o la totalidad, de la materia
faltante en el universo. En un modelo especifico no usamos nada de materia oscura; sus
efectos son dados por la interaccién. Hemos descrito la cosmologia de fondo y, ajustando
los parametros libres del modelo con observaciones de supernovas, podemos mimetizar
tanto como queramos al modelo ACDM en sus soluciones homogéneas e isotrépicas, por
lo que ambos modelos se encuentran en degeneraciéon parcial. La razén de esto es que
el acoplamiento con los bariones produce que el parametro de la ecuacién de estado
del sector oscuro (compuesto del campo escalar en rodamiento lento y la interaccion)
se vaya a cero a tiempos tempranos. Luego, a tiempos tardios tiende a su valor en
quintaesencia, es decir, a —1. Al estudiar la cosmologia perturbada a primer orden,
hemos demostrado que estos modelos son capaces de formar estructura sin la necesidad
de materia oscura. La velocidad del sonido de las perturbaciones de un campo escalar
con término cinético canoénico es igual a uno independientemente de su potencial, lo que
provoca que cualquier perturbacion inicial de éste con longitud de onda menor que el
radio de Hubble rapidamente decaiga, impidiendo que crezcan y se forme una estructura
de campo escalar. Un efecto de la interaccién es hacer tender a cero la velocidad del
sonido del campo escalar, permitiendo que sus perturbaciones no decaigan. En el modelo
particular que estudiamos, esto induce que las perturbaciones del campo escalar oscilen
alrededor de un valor negativo, contribuyendo con una gravitacion repulsiva. A pesar
de ello, mostramos que las perturbaciones de materia bariénica pueden crecer tanto
como en el modelo ACDM. Esto se debe a que el acoplamiento incrementa la intensidad

gravitacional de los bariones.

Cabe mencionar que para que estos modelos no afecten la historia muy temprana del uni-
verso, como la etapa de nucleosintesis, el campo escalar debe encontrarse en rodamiento

lento al menos desde esa época.






Apéndice A

Convenciones, constantes y

relaciones utiles

Unidades

En este trabajo usamos unidades de fisica de particulas (o unidades naturales):
h=c=kp=1. (A.1)

Con esta eleccién las unidades de masa, energia, tiempo, distancia y temperatura se

relacionan por

. . -1 . 1
[energia] = [masa] = [temperatura] = [longitud]™" = [tiempo] . (A.2)
En el cuadro A.1 mostramos una tabla de conversiones para estas unidades.
TABLA A.1: Tabla de conversiones. i = ¢ = kg = 1.
GeV K kg m~1t st Mpc !t Ho/h
GeV 1 1.16 x 103 1.78 x 1036 5.07 x 10'° 1.52 x 1024 1.56 x 103% | 4.69 x 10*!
K 8.62 x 10~ 14 1 1.53 x 1049 4.37 x 102 1.33 x 101 1.34 x 102° | 4.04 x 1028
kg 5.61 x 1027 6.52 x 1048 1 2.85 x 10°! 8.54 x 10°9 8.76 x 1073 | 2.63 x 1077
m~—1! 1.97 x 10~ 16 2.29 x 1073 3.51 x 10752 1 3.00 x 108 3.09 x 1022 | 9.25 x 103°
s—1 6.58 x 1025 7.53x 10712 | 1.17 x 1076° 3.34 x 1079 1 1.16 x 10'* 3.08 x 1017
Mpc 1! 6.39 x 10739 7.44 x 10726 | 1,14 x 1077* | 3.24 x 10723 | 9.14 x 10717 1 3.00 x 103
Ho/h 2.13 x 10742 2,47 x 10722 | 3.79x 10778 | 1.08 x 10736 | 3.24 x 10718 | 3.34 x 1073 1
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Geometria

Un espacio-tiempo es un par (M, g) donde M es una variedad diferencial de cuatro di-
mensiones y ¢g es una métrica riemanniana no degenerada. Las funciones coordenadas de
las variedades sobre los reales son denotadas por los simbolos x, ¥, - - - . Indices griegos de-
notan todas sus componentes, mientras indices latinos denotan inicamente componentes

espaciales. También usaremos la descomposicién del tipo z = (¢, ) o z* = (20, z?).

Usamos la signatura (—, +, +, +) para la métrica del espacio-tiempo. El tensor de Riem-

mann y el tensor de Ricci estan dados por

Ragwj = aufaﬁl, — 5‘VP“5u + FaauFagu — I‘O‘WF"ﬁM (A3)

Ry = R o (A.4)
Usando la métrica
ds* = a(r) [—(1+ 2W)dr? + (1 — 2<I>)5ijd$id:nj], (A.5)

se obtienen los simbolos de Christoffel dados en el cuadro A.2

TABLA A.2: Simbolos de Christoffel para la métrica (A.5).

[ = H+V

Tigy = §*W,

My = T,

Ty = (H—®)d

I0; = Hbij — 2H(V + ) + 6y,
Thyy = —[0%6' + 840% 5 — 6;;6")®,

Convenciones

La transformada de Fourier de una funcién espacial f(Z) estd dada por

F(R) = / B ()6, (A.6)
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y su inversa es
1

(2m)?

Usamos la misma letra para f(Z) y para su transformada de Fourier f (E)

f(@) =

/ Bl f (R)e=iF7 (A7)

La funcion delta de Dirac estd dada por

Sp(k) = (271r)3 / d3re T, (A.8)

Constantes

En el cuadro A.3 presentamos algunas constantes fundamentales en unidades naturales

y en unidades convencionales.

TABLA A.3: Constantes fundamentales.

Constante Unidades naturales Unidades convencionales
Constante de Planck h= 1 = 1.0546 x 1073 kg m/s
Velocidad de la luz c= 1 = 29979 x 10®m/s
Constante de Boltzmann kg = 1 = 8.6170 x 107" GeV/K
Constante de Newton G= 67071 x107*GeV™2 = 6.6732x 107" m/(kg s)
Masa del electrén — m. = 5.1099 x 1072 GeV = 9.1094 x 1073 Kg
Masa del protén  m, = 0.9383 GeV = 1.6726 x 107" Kg
Masa del neutrén My = 0.9396 GeV = 1.6749 x 10?7 Kg
Seccién eficaz de Thomson or = 1.7100 x 103 GeV—2 = 6.6525 x 107%° cm?

Constante de Stefan-Boltzmann asp = 72/30 = 7.7223 x 10?* GeVm *K~*







Apéndice B

Métodos estadisticos en

cosmologia

Con la llegada de grandes cantidades de datos de diversas observaciones en las tltimas
décadas, como son aquellos de supernovas tipo la, catalogos de galaxias y anisotropias en
la radiacién césmica de fondo, entre otras, la importancia de los métodos estadisticos en
cosmologia se ha vuelto evidente. Hoy en dia los modelos mas exitosos en la descripcién
del universo son el modelo ACDM o cualquiera degenerado con éste. Si tomamos en
cuenta que éstos tienen al menos seis parametros libres, notamos que la complicacién
que implica el analisis de datos requiere de més y mejores métodos estadisticos. Por este
motivo, su estudio se ha vuelto un area de investigacion de frontera en cosmologia; véase
por ejemplo [232]. En este apéndice nos concentramos uinicamente en aquellos métodos

que usamos en este trabajo.

B.1. Teorema de Bayes y la funcion de verosimilitud

Supongamos que recolectamos ciertos datos D de un experimento y los queremos inter-
pretar en términos de un modelo el cual asumimos correcto. Este tiene ciertos pardmetros
0, los cuales pretendemos determinar. El objetivo de la estimacién de pardmetros es en-
contrar estimados de los parametros, de sus errores e idealmente la distribucién de 6

dados los datos D. Esta es llamada distribucidn posterior de probabilidad P(6|D).

Sin embargo, a menudo lo que es mas simple de calcular es la distribucién de probabilidad
de los datos dados los pardmetros 0, P(D|f). Estas dos cantidades estédn relacionadas

por el teorema de Bayes
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P(D|0)P(0)
P(D)

La probabilidad £(0) = P(D|0) es llamada funcion de verosimilitud (likelihood en inglés).

P(O|D) = (B.1)

P(0) es llamada densidad de probabilidad previa, o simplemente previa, y expresa nues-
tros conocimientos sobre los pardmetros inferidos de experimentos anteriores o de alguna
teoria fisica; a menudo, si no se tiene informacién previa, usualmente se considera una
probabilidad uniforme. P(D) es llamada evidencia, y para la estimacién de parametros
no tiene gran relevancia ya que no depende de los parametros 6 y simplemente actiia

como una constante de normalizacion. Para distribuciones previas uniformes tenemos

P(6|D) o L(6).

Las observaciones, evidentemente, incluyen un error sistematico de medicién caracte-
rizado por un valor ¢ y posiblemente un error estadistico que depende del modelo.
Supongamos que los N datos D son una realizacién de un proceso aleatorio gaussiano,

de tal manera que su funcién de verosimilitud esta dada por

L(0) =

. (B2

S S X (Di- Di(9))C;;' (Dj — Dj(9))
(2m)N det C P 2

donde D(6) son los datos modelados con los pardmetros fijos 8 y Cij = ((D;—D;(0))(D;—
ﬁj (0))) esla matriz de covarianza. Si la matriz de covarianza es diagonal, las mediciones
no estan correlacionadas y los elementos de la diagonal estdan dados por las desviasiones

estandar o;.

El punto del espacio de parametros con mayor posibilidad de ser el correcto es el que
maximiza la distribucién posterior de probabilidad. Sin embargo, si el ajuste es lo sufi-
cientemente bueno alrededor de este punto, la distribucién previa puede ser aproximanda
con una constante, de tal manera que a menudo, cuando se estiman parametros uno sim-

plemente busca el maximo de la funcién de verisimilitud.

B.1.1. Estadistica \?

Una técnica ampliamente usada para estimacién de parametros y sus intervalos de con-

fianza es la llamada prueba chicuadrada. Definimos la funcién x? como

X2 =Y (Di — Di(#))C; (D; — D;(6)). (B.3)
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TaBLA B.1: Ax? como funcién del nimero de pardmetros M y del nivel de confianza
p a lo, 20 y 30. Tabla extraida de [116].

D 1 2 3 | 4

68.27% | 1.00 | 2.30 | 3.53 | 4.72
95.45% | 4.00 | 6.18 | 8.02 | 9.72
99.73% | 9.00 | 11.8 | 14.2 | 16.3

El mejor ajuste es dado por los parametros que minimizan esta funcion. Es evidente que
en los casos en que la verosimilitud es gaussiana, tenemos £ o exp(—x?/2) y maximizarla

es equivalente a minimizar la funcién x?2.

La probabilidad de que el valor observado x exceda por una cantidad x al modelo
esperado es Q(v,x) = 1 — I'(v/2,x/2) donde T' es la funcién gamma incompleta y
v =N — M son los grados de libertad —IV es el nimero de datos y M es el nimero de
pardametros libres— [116]. Aunque este método aplica para mediciones con errores con

distribuciones gaussianas, en la practica es usada para un amplio rango de distribuciones.

Las regiones de parametros para los cuales x? < min(x?)+Ax? se obtienen a partir de la
igualdad Q (v, min(x?)+Ax?) = p. Estos intervalos de confianza son regiones del espacio
de parametros N-dimensional que contienen la fraccién p del total de la distribucion de
probabilidad. En la tabla B.1 mostramos los valores de Ay? para distintos valores de

nivel de confianza p y para distintos nimeros de pardmetros M.

Si la distribuciéon de errores no es cercanamente gaussiana, los métodos Monte Carlo

como los que describimos a continuacién son recomendados.

B.2. Cadenas de Markov Monte Carlo (MCMCQ)

Las cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC, por sus siglas en inglés) fueron introduci-
das por primera vez en los anos cincuenta por N. Metropolis et al. [233] para muestrear
el espacio de pardmetros de un modelo con probabilidad proporcional a una distribucién
de probabilidad desconocida. En lugar de calcular la probabilidad en cada sitio de una
malla que cubre el espacio de parametros en su totalidad, los métodos MCMC usan
caminantes aleatorios. Esto produce que el tiempo de computo escale apréximadamente
de manera lineal con el nimero de pardmetros, a diferencia de exponencialmente. Por
tal motivo, estos métodos han sido ampliamente usados en muchas ramas de la fisi-
ca, incluyendo en cosmologia. Si tenemos una probabilidad previa P(f), el teorema de
Bayes indica que la distribucién posterior de probabilidad P(0|D) es proporcional a la
distribucién w(0) = P(D|0)P(6).
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Una de las principales caracteristicas del método es explorar el espacio de pardmetros
con una cadena de Markov, que es una secuencia de eventos tal que la probabilidad de
que se encuentre en un estado a un tiempo n depende tinicamente del estado al tiempo
n — 1 y no de anteriores estados. La cadena de Markov queda completamente definida

por una funcién de probabilidad de transicién de un estado ¢ a otro 7 + 1

Pi—sit+1 = P(0i+1|0;) = p(6;, 0i11). (B.4)

Si escogemos la probabilidad de transicién de manera que se cumpla la ecuacion de

balance detallado
w(0:)p(0;,0i1) = m(0i41)p(Oix1,0:), (B.5)

entonces la cadena visitard cada punto en el espacio de parametros de manera propor-
cional a (), es decir, hard un muestreo de la distribucién de manera ergddica, con

medida 7(0)df. De esta manera, si la distribucién de ;47 es 7(6;4+1), tenemos que

T (0it1) = /p(9i+1|9¢)7r(9i)d9i = /P(9i|9i+1)7f(9z‘+1)d9i = W(9i+1)/P(9il9i+1)d9i
=m(0iy1), (B.6)

lo que implica que la funcién de transicién p(6,6’) deja invariante a la distribucién m(9).

W. Hastings [234] propuso una manera de escoger la funcién de probabilidad de transi-
cién p(60;,0;+1), de manera que se cumpla la ecuacién de balance detallado (B.5). Prime-
ro, se debe escoger una densidad de propuesta ¢(6;,6;11) para proponer un nuevo punto
0;+1, la cual es en principio arbitraria, siempre y cuando la sucesion generada por ella
pueda alcanzar cualquier punto del espacio de parametros en la regién de interés. Luego

este nuevo punto es aceptado con probabilidad

7(0i41) ¢(i11,05)
7(0:) q(0,0i11)

O[(Hi, 9i+1) = min 17 (B?)
de tal manera que la probabilidad de transicién es p(0;,60;+1) = (6, 0i+1)q(0;,0i+1),
lo que asegura que se cumpla con la ecuacién (B.5). A este método se le conoce como
algoritmo Metropolis-Hastings. Al permitir que la cadena visite lugares con menor pro-
babilidad, el algoritmo explora regiones en la vecindad del maximo y samplea de manera

eficiente la distribucién posterior de probabilidad.

Una manera usual de simplificar los cdlculos considerablemente es escogiendo una den-
sidad de propuesta simétrica. La opcién més usada es una gaussiana en n dimensiones

[235, 236]; comenzando en 6; se escoge una direccién angular uniformemente aleatoria y
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se mueve una distancia r en esa direccion con probabilidad
_ 2
Py (r) oc r e " /2 (B.8)

reescalada como r — r/s. Se usan diferentes valores de s; el valor s = 2.4 ha sido

recomendado en [236].

Los distintos pasos en la cadena de Markov quedan correlacionados, lo que es mas
evidente si el punto propuesto es rechazado, en cuyo caso se tiene 6;11 = 6;. Por este
motivo es conveniente tomar en cuenta solo uno de cada determinado ntimero de pasos

(adelgazamiento de cadenas).

Durante un periodo inicial de tiempo, burn-in, el caminante aleatorio busca a través del
espacio de parametros el valor méximo de la funcién de verosimilitud. Eventualmente la
cadena de Markov alcanza el equilibrio y comienza a muestrear el espacio de parametros
de acuerdo con la densidad posterior de probabilidad. Una objecién contra los métodos
MCMC es que no existe una prueba formal de la convergencia de las cadenas, asi que
debe edivinarse el tiempo de burn-in. Al final de la rutina, la densidad de nimero
de los muestreos tomados después del burn-in representa (ya marginalizada pero no

normalizada) la distribucién posterior de probabilidad.

El algoritmo Metropolis-Hastings puede ser resumido como sigue:

1. Escéjase un punto inicial en el espacio de pardmetros, o tantos como cadenas sean

usadas.

2. Propéngase un salto aleatorio. Cualquier funcién puede hacerlo siempre que cum-
pla con la condicién de balance detallado. Calcilese la verosimilitud en este nuevo
punto y multipliquese el resultado por la probabilidad previa para obtener la pro-

babilidad posterior.

3. Sila probabilidad del nuevo punto es mas alta, acéptese el salto. De otra manera, se
acepta el salto con probabilidad igual a la razén de las probabilidades posteriores
de ambos puntos. Si el salto no es aceptado, el nuevo punto de la cadena serd igual

al anterior.

4. Repitase desde el paso 2 hasta que las cadenas hayan muestreado de manera sa-
tisfactoria la densidad de probabilidad posterior. Es posible hacer esto revisando
las distribuciones, pero es recomendable utilizar un criterio de convergencia, como

el de Gelman-Rubin.

Otra ventaja del uso de los métodos MCMC es que el proceso de marginalizacién (i.e.

obtener la distribucién para algunos de los pardmetros) resulta muy simple; sélo se
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ignoran los otros parametros en las cadenas y se grafica la densidad de puntos de los
parametros en que uno esta interesado. En contraste, con un método de malla se debe

integrar sobre los pardmetros que no son de interés.

B.2.1. Diagnéstico de Convergencia Gelman-Rubin

Aunque no hay una manera determinante para saber si una cadena ha alcanzado esta-
cionaridad y por lo tanto se encuentra muestreando la densidad posterior 7(6), algunos
criterios de convergencia han aparecido en la literatura. Nosotros estamos interesados
en el diagnéstico Gelman-Rubin [237, 238], aplicable al uso de multiples cadenas. La
idea es comenzar cada cadena desde puntos dispersos sobre el espacio de parametros y
después comparar sus estados posteriores. Consideremos M cadenas cada una con 2N
puntos, de los cuales descartamos los primeros V. GIJ representa el punto en el espacio

de parametros en la posicién I de la cadena J. Calculamos la media de cada cadena J,

=|

nJ 1 al J
07 == 67, (B.9)
I=1

v la media de todas las cadenas

1 N M
n __ J
0= NM;;@[' (B.10)

La varianza entre las M medias es

b__1 i(e— 57y (B.11)
N M-1 =
y la varianza promedio de cada cadena es
W= 1ZN: - @ — 612, (B.12)
M(N —1) I=1J=1 !

La cantidad

SW + £ 1+ )
w

es la razén de dos estimadores de la varianza de la distribucién buscada: el numerador

R= (B.13)
es un estimador no sesgado si la distribucién es estacionaria, pero sobrestimado si no lo

es. Mientras tanto, el denominador es subestimado si las cadenas individuales no han

convergido. De tal manera que R —4 1 cuando las series comienzan a muestrear la
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densidad posterior de probabilidad. Un criterio estdndar es detener las series cuando

éstas hayan alcanzado R < 1.03.






Apéndice C
Algunas demostraciones

C.1. Demostracién ecuaciones (3.39) y (3.40)

Las ecuaciones de Einstein relevantes son

E® = —4nGa? Z Pala, (C.1)

donde la suma es sobre todos los fluido involucrados, y hemos definido el contraste de

densidad invariante de norma

0
A=0+3H(1+w); (C.2)

y
K (® 4+ HT) = 47Ga® Y " pa(l + wa)ba. (C.3)

Las ecuaciones de hidrodindmica son

§=—(14w)(0 —3d) — 3K <(;];—w> 6, (C.4)
' ' 5P/5
b= —H( — 3wy — —2 g4 SLOPy2s oy g2, (C.5)

1+w 1+w

A continuacién consideramos que no hay estreses anisotrépicos, por lo que o, = 0 y
o =0

137
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Queremos demostrar que las condiciones iniciales para dos distintos modelos (ACDM y

fluido oscuro),

opM (T i
da(Ti) DM(;d)(pT];)M(T ) (C.6)
) = o ey e
se preservan a todo tiempo 7 en el caso particular a = 1.
La ecuacion de Bardeen, despreciando estreses anisotrépicos esta dada por
O+ 3H(1+ )P+ [3(c? —wr)H + 2k*] & = 0. (C.8)

Para los modelos ACDM y fluido oscuro chCDM = C?d = 0 y wp = Constante/pr, por
lo que la ecuacién (C.8) describe la misma dindmica tanto para ®cpy como para .
Nétese que para el modelo ACDM el pardametro de la ecuacién de estado en la ecuacion
de Bardeen es el del fluido total, es decir wr = ), wapa/ D pa- Para demostrar que
®,(7) = Ppacpm(T) solo falta ver si las condiciones iniciales son iguales, i.e, ®4(7;) =

Dprcpm(Ti) y éﬁd(n) = @ACDM(Ti) son iguales a un tiempo inicial 7;.

Evaluando p(7;)A(7;) en las condiciones iniciales (C.6) y (C.7) se obtiene ppy(7;) Apm(7)
pa(1:)A4(Ti), por lo que usando la ecuacién (C.1) tenemos ®4(7;) = Ppym(7;). Notando
ahora que Ay = 0 tenemos el resultado deseado, i.e, ®4(7;) = ®Parcpm(7i). Ahora, de la
ecuacién (C.3) se sigue que también se cumple ®4(7;) = ®acpm (), por lo que hemos
demostrado

Dy(7) = Pacom(T). (C.9)

Ahora, usando la ecuacién (C.5) con la identidad (C.9) obtenemos

C%_(QDM —ba) = —S(QDM —04), (C.10)
por lo que
Bon(7) — 6a(r) = 2T (B0 (7) — Bul)). (C.11)

a(t)
Usando la relaciéon ppm = pa(1 + wg) obtenemos que la condicién inicial (C.7) implica

que Opn (i) = 04(7;). Por lo que hemos demostrado que
Opm(T) = 04(7). (C.12)

y, en particular

_ Obmppm .
0ulr) = o) (C.13)
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Finalmente, de (C.4) y usando los resultados (C.9) y (C.12) y la relacién ppm = pa(l +

wgq), se obtiene

d da
—(pabq — ) = —3—(padq — ) .14
I (pada — ppmdpm) S (pada — pomdpM) (C.14)
con solucién
a(r)\
(pada — ppmdpm)(T) = a(r) (pada — ppmdpm)(Ti), (C.15)
y usando la condicién inicial (C.6) obtenemos
J
palr) = PN (), (C.16)

con lo que completamos la demostracion.

C.2. Fijando la norma sincrona

A continuacién demostraremos que es posible fijar la norma sincrona de tal manera que
la velocidad de las particulas de la materia oscura proyectada en el nimero de onda sea

igual a cero, es decir, de tal manera que 6, =0

En el pérrafo siguiente a la ecuacién (2.17) mencionamos que la norma sincrona, definida
por ¢ = Bs; = 0, no esta totalmente fija, sino que dado una transformacién de norma
descrita por el vector € = €’y + (¢,' + x*)0;, la transformacién conjunta €® — € +
Ci(z%)/a, x = x + C1(2%) [ a~'dr + C2(2") mantiene la norma sincrona, como se puede
observar de las ecuaciones (2.14). Trabajaremos en el espacio de Fourier por lo que la

transformacion se escribe

Ok, 1) — eO(E,THC;((j), (C.17)
YRr) = () + (R / o~ (r) dr + Co(F) (C.18)

Ante transformaciones de norma, el tensor de energia momento transforma como la
ecuacién (2.13), es decir, dada la descomposicién TH = OT% + §T% las componentes

(0,1) de la perturbacién transforman como
0T — 6T, = 6T+ OTY, 4 OO (C.19)

Si consideramos materia oscura fria, el tltimo término de la ecuacién anterior es cero.

Ahora, escribimos la transformacién en el espacio de Fourier:

5T — 67", = 679 — ik; 790, (C.20)
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o, multiplicando por &,
kT ), = ik 6T + k2O T, (C.21)

Usando la definicién de 6 (2.24) y (OT9 = —p obtenemos

-

Oc(k,7) = 0c(k,7) — K2 (k, ) (C.22)

Ahora consideremos dos transformaciones de norma que llevan tensores de una norma
arbitraria a la norma sincrona y de las cuales se obtienen 0.g1 y .52, ambas en la norma

sincrona. De la ecuacién (C.22) tenemos .51 = 0. — k2€) y Oe50 = 0, — k%€Y, y entonces
Ocso(k, ) = Oes1 (K, 7) + K2 (€3 (k, 7) — 9 (K, 7). (C.23)

Para mantener la norma sincrona, vemos de la ecuacién (C.17) que €] y €3 deben es-
tar relacionadas por €3 — ¢ = C1(k)/a(7). Consideremos un tiempo fijo 7, escogiendo
C1(k) = —a(7;)0.51(k, 7;) /k? en la ecuacién (C.23) obtenemos que 0.g2(k, 7;) = 0. Hemos
demostrado que es posible hacer 0.52, que de ahora en adelante llamaremos 6., igual a

cero a un tiempo fijo dado especificando la norma sincrona de manera adecuada.

Ahora, las ecuaciones hidrodindmicas para un fluido perfecto en la norma sincrona son

§=—(1+uw) (9 + ;‘) — 3 (‘?; — w> s, (C.24)

[ P
S 0+5 /9P
1+w 1+w

0= —H(1—3w)h 6 — k%o, (C.25)

las cuales corresponden a las ecuaciones (2.29) y (2.30) escritas en la norma newtoniana

conforme. Para materia oscura fria w = §P = ¢ = 0, y las ecuaciones son
: h
50 - — 90 + 5 ) (026)

.= —H0,. (C.27)

Esta tultima ecuacién la podemos escribir como

d
Cuya solucién es 0.(k, 7) = 0.(k, :)a(7;) /a(r). Hemos visto que siempre es posible hacer
HC(E, 7;) = 0, por lo que dada la libertad de la norma sincrona podemos fijar GC(E, T)=0

a todo tiempo. Con esto concluimos la demostracién.
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C.3. Variacién de p

En esta seccién demostraremos la ecuacién (6.45). Es decir, queremos demostrar que

para un fluido perfecto con cuadrivelocidad u* se cumple
1 "
op = §(p + P)(uuuy + g )0g", (C.29)

donde p y P son la densidad de energia y la presién del fluido medidas por un observador
comovil con él, respectivamente. Definamos la densidad vectorial de flujo de ntimero de

particulas

n® = nuy/—g, (C.30)

con n la densidad de niimero de particulas. De esta manera

n= (W;m)m. (C.31)

Un fluido perfecto es una configuracion de fluido sin viscosidad y sin conducciéon de
calor. Pedimos que las variaciones deben cumplir con el requerimiento de que las tasas

de produccién de entropia y produccién de particulas son conservadas, es decir,

ds =0 (C.32)

on® =0. (C.33)

De la ecuacion (C.30) tenemos d,n* = 0,(v/—gnu*) = \/—gV ,(nu*), por lo que (C.33)
y el hecho de que 60 = 99 implican

(Y u(m#))V/=G = 5 V(i) g0

La condicién (C.33) es entonces méas débil que pedir que la tasa de produccién de particu-

las sea cero.

Consideremos una ecuacién de estado p = p(n, s). De la relacién termodindmica
dp
= C.34

dp = won, (C.35)

y de ds = 0, se tiene

donde w es la entalpia del fluido

(C.36)
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Calculemos ahora dn:

B GuwonFny,\1/2 11 (gunny
on = 5( ) N 2n5

g g
— lln“ny (59/“’ o gl“’59> — lln“nl/ <5gl“’ o gl“/gaﬁégaﬂ>
2n g g2 2n g g

1 » 1
= —§nu“u (5g,uu - g,uugaﬁ5goc,8 = _in(gaﬁ + uauﬁ)‘sgaﬂ

1
= —§n(gaﬁ + uu?)5gug

1
= §n(ga5 + U tg)dg®h. (C.37)
Usando (C.35) y (C.36) obtenemos el resultado buscado

1
0p = 5(p+ P)(uptty + guv)og™". (C.38)

Notamos que de la accién

S =— / d*z/=gp, (C.39)

de la definicién T}, = —(2/1/—9)dS/6g"" y el uso de la ecuacién (C.38), obtenemos
TMV = PuUyUy + P(uy,uy + guy)a (040)

es decir, el tensor de energia momento para un fluido perfecto.



Apéndice D

La degeneracion oscura no es

fundamental

En este apéndice demostramos que la degeneracién oscura no es fundamental. Contra-
riamente a lo que se afirma en la literatura; véanse por ejemplo [120, 183]. Esta demos-
tracion es autoria de Daniel Sudarsky y surgié a partir de discusiones que tuvimos hace

unos meses.
El argumento es el siguiente:

Supongamos que existen campos de materia interaccionan con la materia comin (lep-
tones, hadrones, fotones, etcétera) tinicamente de manera gravitacional. Por lo que s6lo
podemos inferir sus propiedades mediante la medicién de efectos gravitacionales y el uso

de las ecuaciones de Einstein

X 1 , ‘
Tk = %T[jbb — T (D.1)

La pregunta que contestaremos es si se pueden distinguir teorias con multiples compo-
nentes de teorias con sélo componente. Consideremos, por simplicidad, teorias de materia
que se modelan como fluidos perfectos con ecuaciones de estado barotrépicas. Si tenemos

N componentes tendremos N ecuaciones de estado
P; = Fi(pi), (D.2)

con i = 1,...,N. Donde P; es la presiéon de la i-ésima componente con densidad de

energia p;.
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Mediante un conjunto de M observaciones, cada una de las cuales distinguimos con letras
mayusculas latinas 4, B, C, ..., medimos los M pares (p?, P4), (pB, PB), (p%, PY),
.... Debido a la ecuacién (D.1) tenemos p = 3.7 p;. El modelo sugerido se adaptaré a

las observaciones siempre que se tenga una solucion al sistema de M ecuaciones

N N
PA=3"F(p") com pt=) pi (D.3)
) [

A primera vista, dada la libertad que no conocemos las funciones F;, pareciera que
tenemos suficiente libertad para resolver el sistema. Sin embargo, supongamos que N = 1
y M > 2,y que entre las M mediciones tenemos dos con igual densidad p? = pZ y

diferente presion P4 # PB. El sistema a resolver es

P = Fi(p}) con pt =i,
PP = Fi(p?) con p"” = pf. (D.4)

Claramente este sistema de ecuaciones no es posible resolverlo bajo la suposicion de que
pd = pB y PA #£ PB. En este caso el modelo de una séla componente es rechazado
independientemente de la funcién Fj. Pero esto no ocurre si consideramos un modelo

con dos componentes, en este caso el sistema a resolver es

P4 = Fi(p}) + Fa(p3) con pt = pi + 3
PP = Fi(p7) + Fx(p3) con pP = pi + 5. (D.5)

Inclusive si tomamos las funciones lineales Fi(p) = Ap y Fa(p) = Bp con A # B el
sistema tiene soluciéon. Vemos entonces que bajo un cojunto de mediciones podemos
descartar el modelo de una componente oscura. Este es entonces un contraejemplo a la

aseveracion de que la degeneracién oscura es fundamental.
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