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LA DEGENERACIÓN OSCURA, EL FLUIDO OSCURO

Y MODIFICACIONES A RELATIVIDAD GENERAL

TESIS

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

DOCTOR EN CIENCIAS (FÍSICA)
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Abstract

In this work we study some properties of the dark degeneracy, which is the fact that the

dark sector of the Universe can only be probed by gravitational experiments, and as a

consequence, any split of it, as in dark matter and dark energy, could be arbitrary. We

show that a single fluid, known as the dark fluid, is capable to give exactly the same

phenomenology as the ΛCDM model, at least at zero and first order in cosmological

perturbation theory. We also construct the dark fluid from a collection of fluids with

interactions between them. Accordingly, there exists an infinity of models which give the

same cosmology. If the dark sector components do not interact at all with the standard

model of particles, it is difficult to decide which model is correct. This leads us to give

new meaning to the search for the right model: models which are exactly degenerate

to a certain level in cosmological perturbation theory may be, no longer, to be at the

next level. For this reason we explore several scenarios that break the dark degeneracy

at different levels in cosmological perturbation theory.

By using the formalism of Geometrothermodynamics, we find a two free parameter model

which reduces to the Chaplygin gas, to the polytropic fluids and to the dark fluid in some

given limits. We describe its cosmology at zero and first order perturbation theory and

in order to constrain its free parameters, we make comparisons to current observations.

We also explore the possibility that the dark fluid interacts with baryons. To do this,

complying with the Bianchi identities, we develop a very general class of couplings.

We let the background cosmology to stay in degeneracy with the ΛCDM model by

forbidding energy transfers in the interactions, but by allowing momentum transfers,

the interactions show observational signatures at first order in perturbation theory. We

then constrain these interactions by comparing their signatures to observations.

Finally, we show a mechanism in which interactions between a quintessence-like scalar

field and baryonic matter can give rise to the effects of dark matter. In doing this, we also

show that modifications to the theory of General Relativity, as Scalar Tensor Gravity,

are equivalent to couplings of scalar fields and matter under some identifications. We

describe a specific model that can emulate all the dark matter in the Universe at the

background cosmological level. We show how these models can also give rise to a similar

growth of the density contrast of baryonic matter to that of the ΛCDM model, showing

that they are plausible alternatives to dark matter.
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Resumen

En este trabajo estudiamos algunas propiedades de la degeneración oscura, que es el

hecho de que las propiedades del sector oscuro del universo sólo pueden ser probadas

por experimentos gravitacionales, y como consecuencia, cualquier división del mismo,

como en materia oscura y enerǵıa oscura, puede ser arbitraria. Demostramos que de un

sólo fluido, llamado fluido oscuro, se obtiene la misma fenomenoloǵıa que en el modelo

ΛCDM, al menos a ordenes cero y primero en teoŕıa de perturbaciones cosmológicas.

Luego, construimos éste a partir de una colección de fluidos con interacciones entre

ellos. Por consiguiente, existe una infinidad de modelos de los que se obtiene la misma

cosmoloǵıa. Si las componentes del sector oscuro no interactúan en absoluto con el

modelo estándar de part́ıculas, es dif́ıcil decidir cuál modelo es el correcto. Esto nos

lleva a darle un nuevo sentido a la busqueda del modelo correcto: modelos que están

degenerados de manera exacta hasta cierto nivel perturbativo podŕıan ya no estarlo al

siguiente nivel. Por esta razón exploramos varios escenarios que rompen la degeneración

parcialmente a diferentes grados en teoŕıa de perturbaciones cosmológicas.

Utilizando el formalismo de geometrotermodinámica, encontramos un modelo de dos

parámetros libres que se reduce al gas de Chaplygin, a los fluidos politrópicos y al

fluido oscuro en ciertos ĺımites dados. Describimos su cosmoloǵıa a cero y primer orden

en teoŕıa de perturbaciones y hacemos comparaciones con observaciones cosmológicas

recientes para acotar sus parámetros libres.

También exploramos la posibilidad de que el fluido oscuro interactúe con la materia

bariónica. Para ello, respetando las identidades de Bianchi, desarrollamos una clase muy

general de acoplamientos. Dejamos que la cosmoloǵıa de fondo permanezca en degene-

ración con el modelo ΛCDM al no permitir transferencia de enerǵıa, pero, al permitir

transferencia de momento, las interacciones mostrarán signaturas a primer orden en la

teoŕıa de perturbaciones, las cuales usamos para acotar las interacciones.

Finalmente, mostramos un mecanismo en el que interacciones entre un campo escalar de

enerǵıa oscura con materia bariónica pueden emular a la materia oscura. Al hacer esto,

mostramos también que modificaciones a la teoŕıa de relatividad general, como teoŕıas

escalares tensoriales, son equivalentes a estos acoplamientos bajo algunas identificacio-

nes. Describimos un modelo espećıfico que emula toda la materia oscura en el universo

en la cosmoloǵıa homogénea e isotrópica. Mostramos también cómo estos modelos pue-

den dar lugar a un crecimiento similar del contraste de densidad de la materia bariónica

al del modelo ΛCDM, lo que los convierte en alternativas plausibles al problema de la

materia faltante en el universo.
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5.3.1. El problema del sesgo galáctico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

5.3.2. Comparaciones con observaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

6. Campos escalares y modificaciones a relatividad general 89
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Caṕıtulo 1

Introducción

En el año 1933 el astrónomo suizo F. Zwicky estudió el movimiento de ocho galaxias

del cúmulo Coma con la finalidad de inferir su masa usando el teorema del virial. En-

contró que las velocidades peculiares de las galaxias eran mucho mayores a lo esperado,

lo que lo llevó a concluir que el cúmulo conteńıa al menos 200 veces más masa de la

inferidad por la luminosidad de las galaxias [1]. Él mismo acuño el término materia

oscura para referirse a esta masa faltante. La segunda evidencia de la existencia de la

materia oscura provino de las observaciones de galaxias individuales por V. Rubin [2].

Ella midió las velocidades orbitales de la materia interestelar en alrededor de 60 galaxias

espirales como función de sus distancias al centro de ellas. Sus observaciones estaban en

contradicción con el movimiento kepleriano: al incrementarse la distancia, las velocida-

des no cáıan, sino que se manteńıan aproximadamente constantes incluso más allá de

la región galáctica visible. Su hipótesis fue que las galaxias están rodeadas de un halo

esférico de materia “invisible”, cuya masa total es unas 10 veces mayor a la de la materia

luminosa y a los gases interestelares.

Desde esa época a la fecha, usando las técnicas descritas en el párrafo anterior, se han

encontrado multiples evidencias de la existencia de una materia faltante. Catálogos de

galaxias espirales y sus curvas de rotación superan los miles de casos, mostrando una

razón de masa-luminosidad de M/L = (10− 20)M�/L�; véase por ejemplo [3].

Una observación sorprendente es la del gigantesco cúmulo Abell 2029 que se encuentra a

una distancia de alrededor de 100 Mpc y contiene miles de galaxias. Imagenes de rayos

X tomadas por el satélite Chandra muestran que éste se encuentra rodeado por una

nube de gas que alcanza temperaturas de hasta 106K. Para poder mantener este gas

confinado es necesario que el cúmulo tenga una masa 10 veces mayor a la inferida por

consideraciones dinámicas [4].
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Introducción 2

Un importante trazador de la materia oscura en nuestro universo se obtiene del efecto

de lentes débiles gravitacionales. El ejemplo más conocido de esta técnica fue empleada

en el llamado Bullet Cluster, que se encuentra a una distancia aproximadamente de

1 Gpc. Éste es la fusión de dos cúmulos de galaxias con una alta velocidad relativa

entre ellas de alrededor de 4.5×103 km/s. Durante el encuentro los gases intergalácticos

son calentados a 106K. La consecuente emisión de rayos X fue medida por el satélite

Chandra y muestra como el gas queda rezagado del movimiento de las galaxias, las cuales

pasan las unas a través de las otras sin sufrir colisiones. El uso de lentes gravitacionales

permitió reconstruir los halos de cada cúmulo, concluyendo que éstos contribuyen con

49 veces la masa encontrada en las galaxias y el gas caliente interestelar [5]1.

1.1. Contenido energético del universo

Las ecuaciones de la relatividad general de Einstein implican que en un universo ho-

mogéneo e isotrópico los parámetros de densidad Ωi(t) ≡ 8πGρi(t)/3H
2 de las distintas

especies de enerǵıa cumplen con la ecuación

∑
i

Ωi(t) = 1− K

a2H2
, (1.1)

donde K es un factor de curvatura (constante) de las hipersuperficies espaciales de

tiempo constante, a = a(t) es el factor de escala del universo y H ≡ a−1da/dt el

factor de expansión de Hubble. Esta es una ecuación de constricción que implica que las

distintas formas de materia evolucionan de acuerdo al comportamiento de las demás.

A continuación presentamos las principales componentes energéticas del universo y sus

abundancias inferidas por observaciones astrof́ısicas y cosmológicas.

1.1.1. Bariones

Como es costumbre en cosmoloǵıa y astrof́ısica muchos términos son deformados a con-

veniencia y por costumbres. Cuando hablamos de bariones en cosmoloǵıa nos referimos

a toda part́ıcula, fundamental o compuesta, del modelo estándar de part́ıculas que no

sea relativista2.

1Aunque algunos autores aseveran que el Bullet Cluster es un claro indicador de la invalidez del
modelo ΛCDM; véanse por ejemplo [6, 7].

2En el modelo estándar de part́ıculas se define al barión como una particula compuesta por tres
quarks, como lo son el protón, el neutrón, las part́ıculas Λ, las part́ıculas Ξ, las part́ıculas Σ, entre otras.
Los electrones, por ejemplo, son leptones, sin embargo en cosmoloǵıa se les considera bariones siempre
que no sean relativistas.



Introducción 3

La teoŕıa de nucleośıntesis ha sido muy exitosa en predecir la abundancia relativa de los

núcleos de átomos ligeros que se formaron durante los primeros minutos de la historia

del universo [8, 9]. Los resultados dependen de diversos parámetros: la diferencia entre

las masas del neutrón y el protón, Q ' 1.293MeV, la constante gravitacional GN '
6.7× 10−39GeV−2, la constante de Fermi Gf ' 1.17× 10−5GeV−2, el número efectivo

de grados de libertad relativistas durante nucleośıntesis, g∗ = 10.75, la vida media del

neutrón τN ' 885.7 s y de dos parámetros que podemos ajustar mediante observaciones

cosmológicas, la tasa de expansión del universo al momento de nucleośıntesis y la razón

barión-fotón parametrizada por el factor η10 = 1010nb/nγ = 2.7×102Ωbh2 donde nb y nγ
son las densidades de número de bariónes y fotones, respectivamente, Ωb es el parámetro

de densidad de bariones evaluado hoy en d́ıa y h = H0/(100 km/s/Mpc) parametriza la

constante de Hubble. En general, Ωi ≡ Ωi(t0).

Figura 1.1: Abundancia primordial de átomos ligeros como función del parámetro
η = nb/nγ . las cajas horizontales muestran las abundancias observadas a un nivel
de confianza de 2σ (las grandes incluyen errores estad́ısticos y sistemáticos, mientras
las pequeñas sólo estad́ısticos). Las barras verticales muestran la fracción de bariones
inferida por experimentos de la radiación cósmica de fondo. Imagen extraida de [9].

La figura 1 muestra las abundancias relativas de De, 3He, 4He y 7Li como función de

η10, de donde se infiere que el parámetro de densidad bariónica tiene un valor

0.017 < Ωbh
2 < 0.024, (1.2)

a un nivel de confianza de 2σ [9].
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1.1.2. Radiación

La temperatura de los fotones provenientes de la radiación cósmica de fondo ha sido

medida con gran precisión por el instrumento FIRAS del satélite COBE, obteniendo un

valor Tγ = 2.725± 0.002K [10]. De esta observación se obtiene

Ωγ =
8πG

3H2
0

(NγaSBT
4
γ ) ' 2.47× 10−5h−2, (1.3)

donde Nγ = 2 es el número de grados de libertad de esṕın para fotones y aSB =

π2k4B/(30~3c2) es la constante de Stefan-Boltzmann.

Los neutrinos también contribuyen a la cantidad total de radiación en el universo, siem-

pre que éstos sean relativistas. Dado que se espera una masa total de los neutrinos

mT =
∑
mi < 1eV, dejaron de ser relativistas hace relativamente poco tiempo. Si bien

éstos se comportan como materia oscura en el universo tard́ıo, no aśı en el universo

temprano por lo que no contribuyeron a la formación de estructura, podemos enton-

ces simplificar la discusión considerando sus masas iguales a cero, de esta manera los

neutrinos contribuyen al contenido relativista con un parametro de densidad

Ων =
7

8

(
4

11

)4/3

Ωγ , (1.4)

por especie. Si consideramos tres especies de neutrinos se obtiene Ων ' 0.681Ωγ . Es

común parametrizar la cantidad total de materia relativista presente en las épocas tem-

pranas del universo, una vez que neutrones y protones dejan de ser relativistas, con la

ecuación

Ωrad =

(
1 +Neff

7

8

(
4

11

)4/3
)
Ωγ , (1.5)

donde Neff es el número de grados relativistas efectivos. Para tres especies de neutrinos

Neff = 3.046, la desviasión del valor Neff = 3 se obtiene si se considera que el des-

acoplamiento de los neutrinos y el plasma primordial de fotones y bariones no sucede

de manera instantánea [11]. Sin embargo, medidas recientes de las anisotroṕıas en la

radiación cósmica de fondo infieren un valor Neff = 4.34+0.86
−0.88 (1σ) [12]. Esto ha abierto

nuevas ĺıneas de investigación para explicar el exceso de radiación, llamado genérica-

mente radiación oscura, que no es esperado dentro del modelo estándar de part́ıculas;

véanse por ejemplo [13, 14]. Los últimos resultados de WMAP (9 años) cuando son ana-

lizados conjuntamente con mediciones de oscilaciones acústicas de bariones y el valor de

la constante de Hubble hoy en d́ıa muestran un valor de Neff = 3.26± 0.35 (1σ), valor

consistente con el modelo estándar [15].
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1.1.3. Curvatura

La geometŕıa espacial de un universo homogéneo e isotrópico está determinada por

el parámetro ΩK ≡ K/a2H2, de aqúı que la ecuación (1.1) pueda ser escrita como∑
iΩi(t) + ΩK = 1, donde el ı́ndice i corre sobre las distintas especies de enerǵıa. La

inferencia más precisa de la curvatura proviene de las posición de los picos acústicos en

el espectro de potencias de la radiación cósmica de fondo, principalmente del primero.

Justo antes de recombinación, fotones y bariones estaban fuertemente acoplados y se

comportaban como un sólo fluido que desarrollaba oscilaciones acústicas debido a la

fuerza atractiva producida por la gravitación, cuya fuente principal eran inhomogenei-

dades en la materia oscura que crećıan al no interactuar con los fotones, y una fuerza

repulsiva producida por la presión de radiación. Desde nuestro lugar en el universo, ob-

servamos la proyección de estas oscilaciones en la esfera de última dispersión. En escalas

angulares por debajo de alrededor de 1◦, es decir, más pequeñas que el horizonte de

sonido en la época de última dispersión, observamos modos de oscilación que tuvieron

suficiente tiempo de hacer oscilaciones completas, y éstos son reflejados en unas serie de

picos y valles en la radiación cósmica de fondo. Modos que se encontraban al máximo de

compresión o rarefacción corresponden a picos, mientras que los valles corresponden a

modos que se encontraban a velocidad máxima. El número de onda de cada uno de estos

modos km está relacionado con el multipolo l de la descomposición de las anisotroṕıas

en la radiación cósmica de fondo en armónicos esféricos por la relación l ' kmDa, donde

la distancia diametral angular comóvil es Da = K−1/2sen
[
K1/2(τ0 − τ∗)

]
, y τ0− τ∗ es la

distancia conforme a la época de última dispersión. De esta manera el tamaño del primer

pico acústico representa una regla estándar y su posición se mostrará a un multipolo

[16]

l ' 200√
1− ΩK

. (1.6)

Esta relación se encuentra muy poco degenerada con los demás parámetros cosmológicos.

Sin embargo, una técnica más robusta para medir la curvatura espacial del universo

consiste en usar además el espaciamiento entre los distintos picos acústicos [17]. De

aqúı se infiere que la curvatura contribuye con un parámetro de densidad

ΩK = −0.0057± 0.0068, (1.7)

lo que es consistente con un universo espacialmente plano; véase figura 1.2.
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Figura 1.2: Espectro de potencias angular en la radiación cósmica de fondo. Se observa
que el primer pico acústico aparece a un multipolo ∼ 200. Imagen tomada de [18].

1.1.4. Enerǵıa oscura

A finales del siglo pasado, dos grupos independientes, el Supernova Cosmology Project

[19] y el High-z Supernova Team [20], midieron la expansión del universo a tiempos

tard́ıos usando supernovas tipo Ia como candelas estándar hasta corrimientos al rojo

z ∼ 1.5. Estos encontraron que el universo actualmente se encuentra en una etapa de

expansión acelerada, en vez de una expansión desacelerada como es de esperarse para un

universo dominado por materia. Poco tiempo después, las observaciones de supernovas

alcanzaron corrimientos al rojo z ∼ 1.7, mostrando que la presente etapa acelerada es

precedida de una etapa de desaceleración [21].3

Suponiendo que existe un fluido responsable de la aceleración del universo con una

ecuación de estado P = wρ, genéricamente llamado enerǵıa oscura, las ecuaciones de

Einstein muestran que el parámetro de la ecuación de estado debe estar en el rango

w < −1/3. Más aún, si consideramos que este fluido debe ser altamente homogéneo,

para no estropear el éxito de la teoŕıa de formación de estructura producida por la

materia oscura, se deduce que w debe tener un valor muy cercano a −1.

Las observaciones de supernovas tipo Ia no sólo indican la cantidad de enerǵıa oscura que

debe haber en el universo, sino también la cantidad de materia total. Concluyendo que

aproximadamente 73% del contenido energético del universo es compuesto por enerǵıa

oscura y 27% por materia. Recientemente la colaboración PLANCK reportó valores

ΩM = 0.315 ± 0.017 a un valor de confianza del 68% [22], en clara tensión con los

resultados de mediciones de supernovas. Otra comprobación independiente de la enerǵıa

oscura se obtiene de un análisis conjunto de las anisotroṕıas de la radiación cósmica

de fondo y de medidas de la constante de Hubble H0 realizadas por el satélite Hubble

3El descubrimiento de la aceleración cósmica del universo galardonó a S. Perlmutter, B.P. Schmidt y
A.G. Riess con el premio Nobel de f́ısica en el año 2011.
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[12, 23]. Más recientemente, la existencia de la enerǵıa oscura ha sido confirmada usando

únicamente observaciones de la radiación cósmica de fondo, esto a distintas escalas: a

escalas angulares pequeñas por el telescopio Atacama [24], y a escalas grandes por T.

Giannantonio y colaboradores usando el efecto Sachs-Wolfe integrado [25].

1.1.5. Modelo de la concordancia

De las secciones anteriores se deduce que la gran mayoŕıa del contenido energético del

universo es no bariónico. El modelo de la concordancia dice que vivimos en un universo

espacialmente muy plano y que aproximadamente el 73% de su enerǵıa está constituido

por enerǵıa oscura, el 23% por materia oscura y el 4% por materia bariónica.

1.2. Candidatos de enerǵıa oscura

La teoŕıa de la relatividad general de Einstein parte de dos principios fundamentales:

el principio de covariancia generalizada y el principio de equivalencia. De acuerdo al

primero de éstos, las ecuaciones que describen a la gravitación deben ser invariantes ante

transformaciones de coordenadas; el segundo dice que la materia libre de toda fuerza,

sigue geodésicas del espacio-tiempo. Además, siempre es posible encontrar coordenadas

en las que la métrica es localmente la métrica de Minkowski y son válidas las leyes de

la relatividad especial, y en estas coordenadas las part́ıculas que siguén geodésicas de la

métrica se encuentran en reposo. De estos dos principios se sigue que la conservación local

del tensor de enerǵıa momento en relatividad especial, ∂µT
µν = 0, deba ser sustituida en

espacios curvos por su forma covariante ∇µTµν = 0. Si buscamos ecuaciones de campo

que relacionen la métrica y sus derivadas con el contenido energético en el espacio-tiempo,

digamos Eµν(g, g
′, ...) = Tµν , debemos imponer∇µEµν = 0. De aqúı, es posible encontrar

una infinidad de distintas ecuaciones de campo. Sin embargo, si imponemos además que

las ecuaciones dependan de hasta las segundas derivadas de la métrica, (casi) la única

posibilidad que existe son las ecuaciones de campo de Einstein: Gµν ≡ Rµν − gµνR/2 =

8πGTµν , donde el factor 8πG es escogido para obtener un ĺımite newtoniano correcto.

Sin embargo, dado que la métrica es covariantemente constante, ∇µgµν = 0, podemos

añadir un término Λgµν , con Λ una constante, a las ecuaciones de campo de Einstein,

obteniendo

Rµν −
1

2
gµνR− Λgµν = 8πGTµν . (1.8)

Si el término Λ, llamado constante cosmológica, es positivo, éste actúa como una fuente

repulsiva en un universo homogéneo e isotrópico y produce una expansión acelerada.

De hecho, la solución de vaćıo en dicho universo es el espacio de Sitter si Λ > 0 y el
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espacio anti-de Sitter si Λ < 0. Más aún, si colocamos el término del lado derecho de

la ecuación (1.8), éste puede ser interpretado como un fluido perfecto con densidad de

enerǵıa ρΛ = Λ/8πG y con ecuación de estado PΛ = −ρΛ

La constante cosmológica es entonces un candidato natural, con una sólida interpretación

teórica, a ser responsable de la expansión acelerada del universo. Como vimos en las

secciones pasadas, el hecho de que wΛ = −1 hace que la constante cosmológica se

encuentre en concordancia con todas las observaciones existentes siempre que ésta tenga

un valor

Λ ∼ (10−33 eV)2. (1.9)

1.2.1. Problemas con la constante cosmológica

A pesar de que el modelo ΛCDM precedido por un periodo inflacionario es hasta ahora

el modelo cosmológico más existoso al compararlo con observaciones, sufre de varios

problemas, tanto conceptuales como computacionales. Tanto referentes a la constante

cosmológica como a la materia oscura fŕıa.

Los problemas conceptuales y teóricos de la constante cosmológica son dos: el problema

de la constante cosmológica y el problema de la coincidencia.

Según el principio de equivalencia todas las formas de enerǵıa deben gravitar. Esto in-

cluye a la contribución de vaćıo de los campos cuánticos, cuya existencia ha sido compro-

bada a través del efecto Casimir (aunque cabe decir que los experimentos relacionados

miden la diferencia de la enerǵıa del vaćıo de campos electromagnéticos en distintas

configuraciones y no la enerǵıa misma).

Si en efecto, esta enerǵıa gravita, debe ser introducida en las ecuaciones de Einstein

de la relatividad general a través de un tensor de enerǵıa momento. En el espacio de

Minkowsky este tensor debe tener la misma forma para todos los observadores Lorentz,

por lo que T
(vac)
µν = ρvacηµν , en espacios curvos generalizamos esta expresión, usando el

principio de covariancia generalizada, a

T (vac)
µν = ρvac gµν , (1.10)

donde ρvac = 〈T00〉vac es la densidad de enerǵıa del vaćıo de los campos cuánticos dada

por

ρvac =

∫ ∞

0

4πk2dk

(2π)3
1

2

√
k2 +m2. (1.11)

Esta integral diverge como k4 y la contribución del vaćıo es infinita. Sin embargo, se espe-

ra que esta descripción sea incorrecta a altas enerǵıas, por ejemplo a la escala de Planck.
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Si escogemos a ésta como una escala de corte kmax ∼ MP =
√

1/8πG ∼ 1018GeV, la

enerǵıa del vaćıo tiene el valor enorme

ρvac = Λvac/8πG ∼ c5/G2~ ∼ 1076GeV4, (1.12)

donde además en la primera igualdad hemos definido la constante Λvac.

Por orto lado, como fue expuesto en la sección anterior, las identidades de Bianchi

permiten añadir una constante cosmológica Λ a las ecuaciones de Einstein, obteniendo

Gµν − Λgµν = 8πGTµν + Λvacgµν . (1.13)

La densidad de la enerǵıa oscura observada es ρ ∼ 10−47GeV4, por lo que las contri-

buciones de la constante cosmológica y la enerǵıa del vaćıo deben ajustarse a (véase

[26])
Λvac + Λ

Λvac
∼ 10−123. (1.14)

Un segundo problema conceptual es que la razón de las contribuciones energéticas de

materia oscura y constante cosmológica decae con la tercera potencia del factor de escala,

ΩM/ΩΛ ∝ (1+ z)3, por lo que estas dos resultan comparables desde corrimientos al rojo

de alrededor de z ∼ 1.2. Antés de esa época, la constante cosmológica es despreciable

y después, y hasta tiempo cósmico infinito, la densidad de materia lo es. Sólo hay una

pequeña ventana en el tiempo en que ambas son comparables, y es justo ahora, en

nuestros tiempos. Este es el llamado problema de la coincidencia.

En [27] E. Bianchi y C. Rovelli hacen una fuerte cŕıtica al uso de estos problemas como

motivación a modelos de enerǵıa oscura alternativos a la constante cosmológica. Básica-

mente argumentan que el problema del tamaño de la constante cosmológica pertenece al

campo de la f́ısica fundamental: aún no comprendemos lo suficiente a la teoŕıa cuántica

de campos y sus interacciones con la gravitación, es un error identificar a la enerǵıa del

vaćıo con una constante cosmológica.4 Según ellos el problema de la coincidencia simple-

mente no existe, la edad en que empieza la constante cosmológica a ser no despreciable

es aproximadamente la mitad de la edad del universo hoy en d́ıa5.

4Notemos, además, que para obtener la ecuación (1.12) hemos usado un espacio de Minkowsky, a
diferencia de un espacio curvo en el cual el vaćıo de campos cuánticos no está bien definido. También
hemos roto invariancia de Lorentz al escoger un marco de Lorentz particular para definir kmax.

5Si bien esto es cierto, el argumento de los autores en [27] no toma en cuenta que si la constante
cosmológica hubiera dominado antes no se hubiera dado la formación de estructura.
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1.2.2. Alternativas a la constante cosmológica

Dados los problemas con la constante cosmológica expuestos en la pasada sección, en los

últimos años han aparecido decenas de clases distintas de modelos que intentan explicar

la aceleración actual del universo. En general, éstos asumen que la enerǵıa del vaćıo no

gravita, o que es nula, y se concentran en explicar el problema de la coincidencia. Hay

dos grandes géneros, fluidos dinámicos y modificaciones a la relatividad general.

El prototipo de fluido dinámico es el de un campo escalar con término cinético canónico

que no interactúa con la materia, genéricamente llamado quintaesencia [28–30]. Éstos

aminoran el problema de la coincidencia al hacer su densidad de enerǵıa dependiente

del tiempo, las caracteŕısticas particulares de la dinámica dependen de un potencial de

autointeracción. La idea general es que el campo escalar se encuentre evolucionando

hacia el mı́nimo del potencial, posiblemente en el ĺımite φ → ∞, mientras su densidad

de enerǵıa decae, finalmente el campo escalar entra en una fase de rodamiento lento

impuesta por la competencia entre la pendiente del potencial y la “fricción” dada por la

misma expansión del universo. En este momento el parámetro de la ecuación de estado

del campo escalar es wφ ' −1, comportandose como constante cosmológica. Éste es el

esquema general de la teoŕıa de inflación.

Modificaciones a la relatividad general

Otra alternativa a la constante cosmológica es que ésta la inferimos mediante el uso

de una teoŕıa gravitacional incorrecta. Las ecuaciones de campo de Einstein deben ser

sustituidas por otras a escalas cosmológicas. Al respecto, muchos modelos han aparecido

en la literatura en tiempos recientes.

Las teoŕıas escalares tensoriales suponen que existe un campo escalar no mı́nimamente

acoplado a la gravitación [31–33]. Éstas han sido usadas en diversas ocasiones para

imitar la fenomenoloǵıa cosmológica de la enerǵıa oscura; véanse por ejemplo [34, 35].

La importancia de estos modelos radica en su justificación, que es más teórica que

fenomenológica. Aunque no fue la motivación original, ahora son interpretados como

ĺımites de bajas enerǵıas en teoŕıa de cuerdas, y el campo escalar es identificado con el

dilatón [36, 37].

Un tipo de estas teoŕıas que ha tenido especial atención durante los últimos diez años

son los modelos camaleónicos [38, 39]. Consideremos una teoŕıa escalar tensorial en

el marco de Einstein, las part́ıculas de prueba en el espacio-tiempo siguen geodésicas

de la métrica conforme, en lugar de geodesicas de la metrica asociada al escalar de

Ricci que aparece en la acción de Einstein-Hilbert, S =
∫
d4x
√
−gR. Ésto produce una
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quinta fuerza efectiva mediada por el campo escalar con una intensidad del orden de la

fuerza gravitacional newtoniana. Experimentos terrestres acotan fuertemente el alcance

de estas fuerzas [40, 41], por lo que el campo escalar debe tener una masa muy grande.

Sin embargo, para tener influencia cosmológica su masa debe ser muy pequeña. Una

caracteŕıstica de los campos camaleónicos es que su masa depende de la densidad de

enerǵıa ambiente en que éste se encuentra; heuŕısticamente podemos argumentar que

a bajas enerǵıas como las encontradas a escalas cosmológicas la masa es muy ligera,

mientras que a densidades grandes, como las presentes en laboratorios terrestres, ésta

es muy grande, mediando fuerzas de corto alcance. Aunque dichos experimentos son

relizados en cámaras de vaćıo, los instrumentos de prueba son masivos y contribuyen al

perfil del campo dentro de dicha cámara [39]. Sin embargo, en [42] L. Kraiselburd et al.

objetan que la quinta fuerza mediada por los camaleones depende de la composición de

los cuerpos de prueba y, además, que éstos son descartados por experimentos recientes

tipo Eötvös.

Otras teoŕıas muy atendidas modifican la densidad lagrangiana de relatividad general

por una función general del escalar de Ricci f(R) [43–45]. Las ecuaciones resultantes

son de cuarto orden en la métrica, por lo que su tratamiento es considerablemente

más complicado. De hecho, muy pocas soluciones exactas han sido encontradas. En la

cosmoloǵıa homogénea e isotropica, hemos encontrado la solución del vaćıo de f(R) ∝
Rn, obteniendo que el factor de escala es a(t) ∝ tα, con α = (2n2 − 3n + 1)/(2− n), si
n 6= 2, y a(t) ∝ exp(Ht), con H una constante, si n = 2 [46].

Un problema principal de estas teoŕıas, es el encontrar una función f(R) que además

de cumplir con las observaciones cosmológicas tenga un ĺımite newtoniano correcto. Se

puede demostrar que estas teoŕıas tienen una equivalencia matemática con las teoŕıas

escalares tensoriales [47], por tanto se han buscado teoŕıas f(R) que posean un efecto

camaleónico como el arriba descrito. Varios trabajos han sido exitoso en hacerlo; véanse

por ejemplo [48, 49].

Existen otros tipos de modelos, una lista no extensiva incluye teoŕıas holográficas [50–52],

mundos branas [53], teoŕıas con torsión f(T ) [54], entre muchas otras.

1.3. Candidatos de materia oscura

En el modelo estándar de cosmoloǵıa, la materia oscura es fŕıa. Esto significa que las

“part́ıculas” que la constituyen, en su mayoŕıa deben ser no relativistas desde épocas

tempranas en la historia del universo. Esto es importante para la formación de estructura,
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dado que part́ıculas relativistas, como es el caso de materia oscura caliente, no pueden

formar estructura a pequeñas escalas.

Los candidatos más populares de materia oscura consisten en párticulas muy masivas

de origen térmico llamadas WIMP (Weakly Interaction Massive Particles), que fueron

creadas en el universo temprano y rápidamente se desacoplaron de la materia ordinaria

dando origen a la formación de estructura. Entre éstas se encuentran neutralinos, sneu-

trinos, gravitinos, axiones, entre otros. Éstas son predichas por extensiones del modelo

estándar de part́ıculas. Sin embargo, a la fecha no se han encontrado experimentalmen-

te. Aunque cabe decir que el experimento DAMA reportó algunos eventos que podŕıan

indicar su existencia [55], resultados que han sido recibidos con gran escepticismo por la

comunidad cient́ıfica al no ser verificados por experimentos similares, como los realizados

por la colaboración XENON100 [56].

A pesar de su éxito, el modelo estándar de cosmoloǵıa con materia oscura fŕıa sufre

de algunos problemas observacionales. Estos son principalmente los problemas de halos

picudos en galaxias [57] y de excesos de subestructura en cúmulos de galaxias [58], que

aparecen en simulaciones numéricas de N cuerpos pero no son observados.

Un modelo de materia oscura compuesta de part́ıculas que interaccionan a través de

la fuerza nuclear fuerte ha sido propuesta por D.N. Spergel y P.J. Steinhardt en [59].

Ha sido mostrado que estos modelos pueden resolver el problema de halos picudos [60].

Sin embargo, no es claro cómo este tipo de materia pueda ser oscura dado que una

interacción fundamental fuerte implica interacciones efectivas con la radiación.

Otro candidato de materia oscura es un campo escalar con una masa muy ligera, si éste

oscila alrededor de un mı́nimo cuadrático su densidad de enerǵıa promedio decae con

la tercera potencia del factor de escala [61], como sucede con la materia ordinaria. Más

recientemente estos modelos han sido estudiados por distintos grupos de la comunidad

[62–65].

Un enfoque totalmente diferente para resolver el problema de la materia faltante es

MOND (Modified Newton Dynamics), propuesta por M. Milgrom en 1983 [66]. La idea

es que la segunda ley de Newton es incorrecta para pequeñas aceleraciones y debe ser

sustituida por ~F = m~a para |~a| � |~a0| y ~F = m~a|~a|/|~a0| para |~a| � |~a0|, donde

a0 ' 1.2 × 10−10m/s2. Es fácil ver que estrellas distantes al bulbo de una galaxia con

la geometŕıa adecuada tendrán velocidades v = (GMa0)
1/4. De tal manera, MOND re-

produce las observaciones de curvas de rotación planas de materia en galaxias espirales.

Dado el éxito observacional de la teoŕıa de MOND, han sido exploradas distintas ex-

tensiones relativistas, entre las que figuran TeVeS (Tensor-Vector-Scalar Theory) [67],

teoŕıas bimétricas [68], y teoŕıas f(R) ∝ R3/2 [69].
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1.4. Modelos unificados

En la literatura reciente han aparecido una amplia gama de modelos que unifican mate-

ria oscura y enerǵıa oscura. Por ejemplo, los modelos de k-esencia consisten en campos

escalares con términos cinéticos no canónicos, fueron introducidos inicialmente como

mecanismos para generar inflación [70], y más adelante estudiados como modelos unifi-

cados [71–73]. Modelos cercanos a éstos son el gas de Chaplygin, compuesto de materia

exótica, y sus distintas generalizaciones [74–78].

Otros modelos asumen modificaciones a la relatividad general, entre estos figuran las

teoŕıas escalares tensoriales [79] y las teoŕıas holográficas [52].

La holograf́ıa está basada en la idea de que la entroṕıa de un sistema f́ısico no es extensiva,

sino que escala con el área de su superficie. Al extender este postulado a la cosmoloǵıa

diversos autores interpretan que la densidad de enerǵıa oscura debe ser proporcional

a una escala de corte infraroja [50, 80], digamos L, y que ésta pueda ser escrita como

ρX ∝ L−2. En [50] C.Gao y colaboradores mostraron que al hacer la escala de corte

proporcional al inverso de la ráız cuadrada del escalar de Ricci, L ∝ R−1/2, produce

un modelo que provee de enerǵıa oscura. El fallo de ese trabajo es que no se percatan

que su modelo también predice la existencia de materia oscura, como se puede inferir

de la evolución del parámetro de la ecuación de estado wX (ver figura 1 de [50]). En

[52] hemos trabajado estos modelos usando invariantes de curvatura de segundo orden,

espećıficamente los invariantes de Kretschmann, I1 = RαβγδRαβγδ y de Euler, I3 =

[∗R∗]αβγδR
αβγδ, donde ∗R∗ es el doble dual del tensor de Riemann. De esta manera, la

densidad de enerǵıa del modelo es igual a

ρX =
3α

8πG

√
|Ii|, (1.15)

con α una constante en un principio arbitraria, pero que se ajusta de manera que las

soluciones homogéneas e isotrópicas en el vaćıo sean variedades de máxima simetŕıa.

Mostramos que este modelo funciona como una alternativa a enerǵıa oscura, y además

provee de una fracción de la materia faltante en el universo. Actuando entonces como

un modelo unificado.

1.5. Cosmograf́ıa como herramienta para estudiar la ex-

pansión del universo

Cuando comparamos modelos con observaciones, usualmente asumimos que estos son

correctos y ajustamos sus parámetros libres, por ejemplo, a través de un análisis de
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la función de verosimilitud o de la estad́ıstica χ2. Esto crea degeneración estad́ıstica

entre los modelos y resulta dif́ıcil decidir que modelo es realmente favorecido por las

observaciones. La cosmograf́ıa es una rama de la cosmoloǵıa diseñada para estudiar la

expansión del universo de una manera independiente del modelo [81]. De esta manera,

cualquier modelo propuesto puede ser comparado con los resultados obtenidos a través

de la cosmograf́ıa. Las premisas que asume la cosmograf́ıa son el principio cosmológico

y que la teoŕıa gravitacional es métrica. La idea es expandir cantidades relacionadas con

la expansión del universo en potencias del corrimiento al rojo z, o alguna función de éste

como y = z/(1+ z) [81] o y4 = arctan z [82]; el valor de los coeficientes de tal expansión

son ajustados usando mediciones “cinemáticas” como observaciones de supernovas o del

factor de Hubble.

Los parámetros usados generalmente, llamados statefinders, son definidos a través de las

derivadas del factor de escala cósmica como

H ≡ 1

a

da

dt
, q ≡ − 1

aH2

d2a

dt2
,

j ≡ 1

aH3

d3a

dt3
, s ≡ 1

aH4

d4a

dt4
, (1.16)

l ≡ 1

aH5

d5a

dt5
, m ≡ 1

aH6

d6a

dt6
.

En la literatura estos son conocidos como el factor de Hubble H, el parámetro de des-

aceleración q, jerk j, snap s, lerk l [83] y el parámetro m introducido en [82].

Por ejemplo, podemos hacer una expanción de la distancia luminosa en potencias del

corrimiento al rojo y4, cuyos coeficientes son los parámetros statefinders evaluados hoy

en d́ıa, para el caso espacialmente plano (K = 0) la expansión es

dL(y4) =
1

H0

[
y4 + y24

(1
2
− q0

2

)
+ y34

(1
6
− j0

6
+
q0
6

+
q20
2

)
+ y44

( 5

12
+

5j0
24
− 5q0

12
+

5j0q0
12
− 5q20

8
− 5q30

8
+

s

24

)
+ y54

(
− 1

12
− 47j0

120
+
j20
12
− l0

120
+

13q0
60
− 11j0q0

12

+
47q20
40
− 7j0q

2
0

8
+

11q30
8

+
7q40
8
− 11s0

120
− q0s0

8

)
+ y64

(1
3
+

23j0
45
− 19j20

72
+

19l0
720

+
m0

720
− q0

3
+ 2j0q0

−7j20q0
18

+
7l0q0
240

− 23q20
15

+
133j0q

2
0

48
− 3q30 +

7j0q
3
0

4

−133q40
48

− 21q50
16

+
s0
5
− 7j0s0

144
+

19q0s0
48

+
7q20s0
24

)]
, (1.17)

Una expansión similar puede ser hecha para el factor de Hubble H(z). Esto lo hemos
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hecho en [82] y hemos ajustados los parámetros cosmográficos con el catálogo Union2 de

supernovas [84], el valor de la constante de Hubble, H0 = 74±3.6 km/s/Mpc, encontrado

por el telescopio espacial Hubble [23], y con observaciones del factor de Hubble como

función del corrimiento al rojo [85]. Hemos obtenido las constricciones que se muestran

en los contornos de confianza mostrados en la figura 1.3.

Los parámetros statefinders están relacionados con los parámetros del modelo ΛCDM,

en la ausencia de curvatura espacial, por las ecuaciones

q0 = −1 + 3

2
Ωm ,

j0 = 1 ,

s0 = 1− 9

2
Ωm , (1.18)

l0 = 1 + 3Ωm −
27

2
Ω2
m ,

m0 = 1− 27

2
Ω2
m − 81Ω2

m −
81

2
Ω3
m ,

por lo que nuestros resultados son consistentes con el modelo ΛCDM a un nivel de

confianza del 68%.

Aplicaciones diversas han sido estudiadas recientemente. Por ejemplo, en [86] hemos

encontrado constricciones a las teoŕıas f(R) a través de la cosmograf́ıa. El valor de los

parámetros statefinders está relacionado con las derivadas df/dz por

f0
2H2

0

= − 2 + q0 ,

fz0
6H2

0

= − 2− q0 + j0 ,

f2z0
6H2

0

= − 2− 4q0 − (2 + q0)j0 − s0 ,

f3z0
2H2

0

= − 4− 3j20 + 3l0 + j0
[
2 + q0(13 + 5q0)

]
+ 15s0 + q0

[
2 + 2q0(5 + 2q0) + 9s0

]
,

f4z0
2H2

0

=8 + 30j20(1 + q0)− 6l0(5 + 3q0)− 3m0 − 66s0

− j0
[
22 + q0

(
46 + q0(38 + 29q0)

)
− 15s0

]
− q0

[
18 + 84s0 + q0

(
4 + 2q0(−9 + 2q0)

+ 33s0
)]
.

(1.19)

donde fiz0 es la i-ésima derivada de f(z) evaluada hoy en d́ıa. Los contornos de confianza

son mostrados en la figura 1.4, y muestran que la cosmograf́ıa de estás teoŕıas son

consistentes con la relatividad general.
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Figura 1.3: Contornos de confianza de los parámetros cosmográficos, usando la función
y4 = arctan z. Las observaciones usadas son el catálogo UNION 2 de supernovas tipo
Ia y observaciones de la constante de Hubble como función del corrimiento al rojo.
Las curvas sólidas muestran las densidades de probabilidad posteriores marginalizadas
y las curvas punteadas y los sombreados muestran la verisimilitud de los muestreos.
Estos resultados son compatibles con el modelo ΛCDM, como se puede inferir de las

ecuaciones (1.18).
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Figura 1.4: Contornos de confianza de los parámetros cosmográficos para las teoŕıas
f(R). Las observaciones usadas son el catálogo UNION 2 de supernovas tipo Ia y
observaciones de la constante de Hubble como función del corrimiento al rojo. Las
curvas sólidas muestran las densidades de probabilidad posteriores marginalizadas y las

curvas punteadas y los sombreados muestran la verisimilitud de los muestreos.





Caṕıtulo 2

Cosmoloǵıa estándar

2.1. Cosmoloǵıa homogénea e isotrópica

A grandes escalas, de algunos cientos de megaparsecs, el universo parece muy homogéneo,

observamos una densidad promedio uniforme en la distribución, tipo y composición de

galaxias y cúmulos de galaxias [87, 88]. Más aún, es altamente isotrópico a nuestro al-

rededor; sin importar en qué dirección apuntemos, observamos esencialmente lo mismo,

una distribución aleatoria aparentementemente uniforme de componentes extragalácti-

cos. Existe una radiación cósmica de fondo que nos llega de todas direcciones con un

mismo espectro de cuerpo negro a una temperatura Tγ0 ' 2.725K con pequeñas va-

riaciones del orden de 10−5K [89], calculadas una vez restada la contribución dipolar

de estas variaciones, la cual es indistinguible en la práctica de entre un dipolo en la

radiación cósmica de fondo y de nuestra velocidad peculiar respecto a ella.1

Concluimos que el universo es altamente homogéneo y altamente isotrópico a nuestro

alrededor. Bajo la creencia de que nuestra posición en el universo no es particular,

postulamos el principio cosmológico: el universo es homogéneo e isotrópico a escalas

muy grandes. Como consecuencia, la métrica del espacio-tiempo está dada por la métrica

Friedmann-Robertson-Walker (FRW),

ds2 = gµνdx
µdxν = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1−Kr2
+ r2dΩ2

]
, (2.1)

donde la función adimensional a(t) es llamada factor de escala y es función únicamente

del tiempo cósmico t. Esencialmente, sólo hay tres de estos espacios: K = 0, donde todas

1De ser este dipolo consecuencia únicamente de nuestra velocidad peculiar, mostraŕıa que nuestra
galaxia se mueve a una velocidad de 552 km/s con respecto al marco en reposo de la radiación cósmica
de fondo [90]; este valor es t́ıpico de las velocidades peculiares medidas para otras galaxias.
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las hipersuperficies de tiempo cósmico constante son euclidianas; K = 1, hiperesferas; y

su contraparte negativa, K = −1, correspondiente a hiperboloides. Es fácil ver que las

curvas integrales de los vectores base ∂t son geodésicas de la métrica FRW. Es decir,

los observadores con coordenadas espaciales constantes ( ~X = constante) son los que se

encuentran en cáıda libre; para ellos su tiempo propio coincide con el tiempo cósmico,

y son éstos los que ven el mismo universo homogéneo e isotrópico.

La cosmoloǵıa estándar asume la validez de las ecuaciones de Einstein2

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR = 8πGTµν , (2.2)

aunque más adelante tendremos la oportunidad de trabajar con una gravitación distinta.

Por consistencia, el tensor de enerǵıa momento debe preservar las simetŕıas de la métrica,

es decir, debe tener la forma de un fluido perfecto

Tµν = ρuµuν + P (gµν + uµuν). (2.3)

Supongamos que tenemos una colección de fluidos interactuantes o no; de la constricción

hamiltoniana de las ecuaciones de Einstein se obtiene la ecuación de Friedmann

H2 ≡
(
a′

a

)2

=
8πG

3
ρT −

K

a2
, (2.4)

donde la densidad de enerǵıa ρT es la suma de las densidades de las distintas componentes

cósmicas consideradas. Prima significa derivada respecto al tiempo cósmico. Dadas las

simetŕıas del problema, sólo queda una ecuación de Einstein independiente, extráıble de

sus componentes espaciales. Equivalentemente, ésta es consecuencia de la conservación

local del tensor de enerǵıa momento, ∇νTµνT = 0; como resultado se obtiene la ecuación

de continuidad

ρ′T + 3H(ρT + PT ) = 0. (2.5)

Por diversos motivos, especialmente para poder acercarse al tiempo t = 0 con buena

precisión numérica, es común definir el tiempo conforme τ a través de dτ = dt/a; de

esta manera la métrica FRW para el caso espacialmente plano puede ser escrita como

ds2 = a(τ)2(−dτ2 + δijdx
idxj). (2.6)

Como hemos visto en la sección (1.1.3), bajo el modelo ΛCDM, las observaciones cos-

mológicas apuntan a un universo espacialmente plano; por este motivo, y por simpli-

cidad, a lo largo de este trabajo consideraremos K = 0. En la tabla 2.1 presentamos

2Escogemos unidades de f́ısica de part́ıculas, también llamadas unidades naturales, en las que ~ =
c = kB = 1; véase apéndice A.
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algunos fluidos barotrópicos con ecuación de estado P = wρ, donde w es constante, y

su evolución tanto en el tiempo conforme como en el tiempo cósmico.

Tabla 2.1: Evolución del factor de escala para distintos fluidos como función del tiempo
cósmico y del tiempo conforme. (dec-ace) se refiere a la frontera en la evolución de un

universo acelerado o desacelerado.

a ∝ t2/3(1+w) ∝ τ2/(1+3w) w = constante
a ∝ t ∝ exp(Hτ) w = −1/3 (dec-ace)

a ∝ t2/3 ∝ τ2 w = 0 (polvo)

a ∝ t1/2 ∝ τ w = 1/3 (radiación)

a ∝ t1/3 ∝ τ1/2 w = 1 (Stiff)
a ∝ exp(Ht) ∝ 1/τ w = −1 (constante cosmológica)

2.2. Teoŕıa de perturbaciones lineales

A escalas menores a aproximadamente 150Mpc hoy en d́ıa, la descripción homogénea e

isotrópica del universo expuesta en la sección anterior no es válida. Si bien la descripción

exacta de condiciones iniciales y de su subyacente evolución es imposible técnicamente,

esperamos que en ciertos reǵımenes las desviaciones respecto de la cosmoloǵıa de fondo

sean pequeñas. Por este motivo expandimos la métrica del espacio-tiempo alrededor de

la métrica FRW (0)g en potencias de una desviación ∆t� 1, en componentes esto es

gµν = (0)gµν +∆t (1)gµν +∆t2 (2)gµν + · · · . (2.7)

Estamos interesados en teoŕıa de perturbaciones lineales, entonces truncamos la expan-

sión hasta orden lineal, obteniendo

gµν = (0)gµν + a2hµν , (2.8)

donde hemos absorbido ∆t en la definición de hµν , por lo que hµν ∼ O(∆t).

Es conveniente –y siempre es posible hacerlo– escribir la métrica completa de la siguiente

forma:

ds2 = a2[−(1+2ψ)dτ2+2(B,i+Si)dx
idτ+((1−2φ)δij+2E,ij+Fi,j+Fj,i+h

(T )
ij )dxidxj ],

(2.9)

imponiendo Si,i = F i,i = h
(T ) i
i = h

(T ) i
j,i = 0. De esta manera la métrica gµν tiene 10

grados de libertad. Esta forma de escribir la métrica hace evidente su descomposición

en perturbaciones escalares (φ, ψ,E,B), vectoriales (Si, F i) y tensoriales (h
(T )
ij ), en el
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sentido de que son invariantes ante el grupo de difeomeorfismos que deja invariante a

la métrica de fondo FRW. Es decir, es una descomposición irreducible del grupo de

rotaciones SO(3) y de traslaciones temporales y espaciales. La importancia de esta

descomposición se debe a la observación de E. Lifshitz de que en el regimen lineal en

teoŕıa de perturbaciones las distintas componentes no se mezclan [91]. La invariancia ante

difeomorfismos de la teoŕıa métrica implica que tenemos libertad en escoger coordenadas:

dada una métrica gµν(x) que describa un espacio-tiempo, la métrica

g̃µν(x̃) =
∂xα

∂x̃µ
∂xβ

∂x̃ν
gαβ(x), (2.10)

dada por una transformación de coordenadas, describe al mismo espacio-tiempo. Ahora,

supongamos una transformación de coordenadas xµ → x̃µ = xµ + εµ con ε ∼ O(∆t).
Llamamos transformación de norma a la transformación de coordenadas escrita en las

coordenadas originales, es decir

g̃µν(x) =
(0)gµν(x) + a2hµν − (0)gµαε

α
,ν − (0)gανε

α
,µ −(0)gµν,σ(x)ε

σ. (2.11)

De esta manera la métrica de fondo es invariante ante la transformación de norma y la

métrica perturbada absorbe todos los cambios, es decir,

(0)gµν(x) → (0)g̃µν(x) =
(0)gµν(x),

a2hµν → a2h̃µν = a2hµν −(0)gµν,σε
σ − (0)gµαε

α
,ν − (0)gανε

α
,µ.

Es conveniente usar el lenguaje de geometŕıa diferencial, de manera que sea más sencillo

calcular la transformación de norma de un tensor arbitrario. Dado que la teoŕıa es

invariante ante difeomorfismos, las perturbaciones no son únicas. Para un difeomorfismo

arbitrario φ y su pushforward asociado φ∗, las dos métricas g y φ∗(g) describen la misma

geometŕıa. Dado que hemos fijado la métrica de fondo (0)g, únicamente permitimos

difeomorfismos que la mantengan invariante, es decir, que se desv́ıen sólo en primer

orden en la identidad. Tal difeomorfismo puede ser descrito por el flujo infinitesimal de

un campo vectorial ε. En términos de este campo vectorial, el pushforward es de la forma

φ∗ = I + tLε +O(t2), donde I es la identidad, t parametriza las curvas integrales de ε y

Lε es la derivada de Lie en la dirección ε. De esta manera la transformación de norma

de un tensor arbitrario S = (0)S + t (1)S es

(0)S → (0)S, (2.12)

(1)S → (1)S + Lε
(0)S, (2.13)

Notemos que siempre es posible absorber el parámetro t en las perturbaciones, como
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hemos hecho en (2.8). Supongamos el cambio de coordenadas x → x + ε donde ε =

ε0∂0 + (ε i⊥ + χ,i)∂i con χ una función real y ε i⊥ un vector transverso, es decir que ε i⊥ ,i.

Aplicando la ecuación de transformación de norma (2.13) a la métrica (2.9) es fácil ver

que los respectivos cambios en las perturbaciones escalares son

ψ → ψ̃ = ψ −Hε0 − ε̇0,

φ → φ̃ = φ+Hε0, (2.14)

B → B̃ = B + ε0 − χ̇,

E → Ẽ = E − χ.

Las perturbaciones vectoriales decaen rápidamente con la expansión del universo (ver,

por ejemplo, caṕıtulo 7 de [92]), por lo que en los modelos que tratamos no son importan-

tes y no las consideraremos en este trabajo. Por otro lado, las perturbaciones tensoriales

son invariantes de norma; éstas describen la propagación de ondas gravitacionales que

no trataremos en este trabajo.

A partir de las ecuaciones (2.14) podemos escribir perturbaciones escalares invariantes

de norma Ψ y Φ como

Ψ = ψ +
1

a

d

dτ

[
a

(
B − dE

dτ

)]
, (2.15)

Φ = φ−H
(
B − dE

dτ

)
. (2.16)

Estas perturbaciones coinciden con los potenciales de Bardeen ΦA = Ψ y ΦH = −Φ
[93]. Usualmente uno trabaja en una norma fija para hacer cálculos y luego expresa sus

resultados en términos puramente f́ısicos. Una de las normas más usadas en cosmoloǵıa

es la norma śıncrona, definida por ψS = BS = 0 (el sub́ındice S se usa sólo para recordar

que es el valor de la perturbación en la norma śıncrona). Entonces la métrica puede ser

escrita como ds2 = a2(−dτ2 + (δij + hij)dx
idxj), donde las perturbaciones escalares se

encuentran en la parte espacial hij que contiene a dos potenciales h y η, que en espacio

de Fourier3 se definen a través de

hij(~x, τ) =

∫
d3kei

~k·~x 1

k2

[
kikjh(~k, τ) +

(
kikj −

1

3
δijk

2

)
6η(~k, τ)

]
; (2.17)

véase [94]. Las transformaciones entre los potenciales descritos son ES(~k, τ) = −(h +

6η)/2k2 y φS(~k, τ) = η. Existe una sutileza que debe ser tomada en cuenta al usar la nor-

ma śıncrona: ésta no está fijada totalmente. La transformación ε0 → ε0+C1(x
i)/a, χ→

χ + C1(x
i)
∫
a−1 dτ + C2(x

i) mantiene a las perturbaciones en la misma norma. Los

3La convención usada para transformaciones de Fourier se encuentra en el Apéndice A.
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códigos más usados para evolucionar las ecuaciones de Boltzmann, como CMBFAST

[95], CAMB [96] y CMBEasy [97], usan la norma śıncrona y explotan la libertad de

norma para fijar la materia oscura a puntos coordenados constantes; es decir, hacen su

velocidad peculiar igual a cero (ver apéndice C.2).

Otra norma de nuestro interés en este trabajo es la norma newtoniana conforme (también

llamada norma longitudinal). Es definida por El = Bl = 0. Su importancia radica en

que a escalas por debajo del horizonte (k � H) el potencial φ coincide con el potencial

newtoniano y por ello su interpretación f́ısica es más directa. Notamos de las ecuaciones

(2.15) y (2.16) que los potenciales en la norma longitudinal coinciden con los potenciales

invariantes de norma, es decir, Φ = φl y Ψ = ψl. Por esto escribimos la métrica con

perturbaciones escalares en la norma newtoniana conforme como

ds2 = a2
[
−(1 + 2Ψ)dτ2 + (1− 2Φ)δijdx

idxj
]
. (2.18)

Nosotros trabajaremos la parte teórica en esta norma. Sin embargo, usaremos también

la norma śıncrona al hacer el trabajo numérico en el código CAMB. La transformación

entre los potenciales para ambas normas está dada por

Ψ(~k, τ) =
1

2k2

[
ḧ+ 6η̈ +H(ḣ+ 6η̇)

]
,

Φ(~k, τ) = η −H ḣ+ 6η̇

2k2
. (2.19)

2.2.1. Ecuaciones de Einstein

Las ecuaciones de Einstein, Gµν = 8πGTµν , son separadas en parte de fondo y parte

perturbada. Un cálculo directo para las perturbaciones invariantes de norma lleva al

sistema de ecuaciones en el espacio de Fourier

k2Φ+ 3H(Φ̇ +HΨ) = 4πGa2δT
0
0, (2.20)

k2(Φ̇ +HΨ) = 4πGa2(ρ+ p)θ, (2.21)

Φ̈ +H(Ψ̇ + 2Φ̇) + (2Ḣ+H2)Φ +
k2

3
(Ψ− Φ) =

4πG

3
a2δT

i
i, (2.22)

k2(Φ−Ψ) = 12πGa2(ρ+ p)σ, (2.23)

donde la etiqueta δT significa que las variables son invariantes de norma, las cuales

coinciden con las variables en la norma longitudinal. Además, hemos definido la velocidad

θ y el esfuerzo escalar σ del fluido particular como

(ρ+ p)θ = ikjδT 0
j (2.24)
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y

(ρ+ p)σ = − 1

k2

(
kik

j − 1

3
k2δji

)(
δT ij −

1

3
δij δT

k
k

)
. (2.25)

Las ecuaciones equivalentes para la norma śıncrona pueden ser encontradas en [94]. El

cambio de unas a otras no está dado simplemente por la sustitución de las ecuaciones

(2.19) en las ecuaciones de Einstein obtenidas con la norma longitudinal, dado que

éstas son componentes de tensores. Aśı que se debe tener cuidado al hacerlo; véase, por

ejemplo, [98].

2.2.2. Ecuaciones de hidrodinámica

Definimos las perturbaciones a las variables de los fluidos a través de las ecuaciones

T 0
0 = −ρ(1 + δ), (2.26)

T i0 = −(ρ+ P )vi, (2.27)

T ij = P
(
(1 + πL)δ

i
j +Πij

)
, (2.28)

donde Πij es el tensor anisotrópico de esfuerzos, el cual no tiene traza. La densidad

de enerǵıa ρ y la presión P son cantidades que sólo dependen del tiempo conforme τ .

El vector vi es llamado velocidad peculiar del elemento de fluido y está relacionado

con su cuadrivelocidad uµ por la ecuación vi = ui/u0. En el espacio de Fourier re-

cuperamos las definiciones (2.24) y (2.25) mediante las identificaciones θ = −ikivi y

σ = 2kikjΠ
ijw/3(1 + w).

Supongamos ahora que tenemos un fluido aislado de interacciones con otros campos no

gravitacionales, las ecuaciones de movimiento están dadas por la conservación del tensor

de enerǵıa momento ∇µTµν = 0. A orden cero en teoŕıa de perturbaciones se obtiene la

ecuación de continuidad, encontrada en la sección anterior, ρ̇+3H(ρ+P ) = 0. A primer

orden se obtienen el par de ecuaciones

δ̇ = −(1 + w)(θ − 3Φ̇)− 3H
(
δP

δρ
− w

)
δ, (2.29)

y

θ̇ = −H(1− 3w)θ − ẇ

1 + w
θ +

δP/δρ

1 + w
k2δ + k2Ψ− k2σ, (2.30)

donde δP = PπL, δρ = ρδ, y las derivadas son tomadas respecto al tiempo conforme.

Estas ecuaciones deben ser suplementadas con las ecuaciones de gravitación de Eins-

tein; no todas son necesarias, dado que la condición ∇µTµν = 0 es equivalente a las

identidades de Bianchi, y por tanto hay redundancias. Aśı que sólo deben ser escogidas

dos ecuaciones del sistema (2.20-2.23). Sin embargo, esto no basta para poder resolver
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el sistema completo de ecuaciones. Además, necesitamos conocer la ecuación de estado

del fluido particular –lo que es indispensable para resolver la cosmoloǵıa de fondo en

primera instancia– y, más aún, es necesario conocer caracteŕısticas particulares de las

perturbaciones, expĺıcitamente cómo se relacionan δP y δρ. Lo más común es escoger

perturbaciones adiabáticas para las que δP = c2sδρ, donde hemos definido la velocidad

del sonido adiabática cs con

c2s ≡
dP

dρ
, (2.31)

que no necesariamente coincide con la velocidad a la que viajan las perturbaciones dentro

del medio, aunque śı en el caso de fluidos barotrópicos. Perturbaciones más generales

son caracterizadas por la variable invariante de norma [93]

Γ = πL −
c2s
w
δ, (2.32)

que es proporcional a la divergencia del flujo de entroṕıa de las perturbaciones [99]. Las

perturbaciones adiabáticas son caracterizadas por Γ = 0. El valor de Γ debe ser consi-

derado como un parámetro libre de la teoŕıa que debe ser ajustado con observaciones.

A lo largo de este trabajo usamos Γ = 0 para fluidos barotrópicos.

Si tenemos una colección de fluidos interactuando en la forma ∇µTµνi = Qνi las ecua-

ciones (2.29) y (2.30) ya no serán válidas. Este caso es de nuestro especial interés y lo

abordaremos en los caṕıtulos 3 y 5.

2.3. Ecuación de Boltzmann

Según el modelo estándar de cosmoloǵıa, el universo antes de la época de recombina-

ción estaba compuesto principalmente por fotones, neutrinos, materia oscura, núcleos de

hidrógeno y electrones. Los fotones colisionaban frecuentemente con los electrones libres,

lo cual no permit́ıa que éstos fueran capturados por los nucleos atómicos. Eventualmente

con la expansión del universo, el camino libre de los fotones se fue haciendo más grande

y con ello las colisiones menos comunes, hasta la época de última dispersión. Si estamos

interesados en anisotroṕıas en la distribución de fotones e inhomogeneidades en la dis-

tribución de materia, debemos seguir la evolución de la distribución de estas part́ıculas

f(x, P ) a lo largo de la historia del universo. Para esto es necesario usar la ecuación de

Boltzmann. Definimos el momento peculiar p de una part́ıcula en la distribución a través

de su cuadrimomento Pµ como p2 = gijP
iP j , ambos momentos están relacionados por

Pµ = a−1(E(1−Ψ), pp̂i(1+Φ)), donde p̂ indica la dirección del momento peculiar p. La
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ecuación de Boltzmann la escribimos en términos de estas variables como

df(x, p)

dτ
≡ ∂f

∂τ
+
dxi

dτ

∂f

∂xi
+
∂f

∂p

dp

dτ
+
dp̂i

dτ

∂f

∂p̂i
= C[f ], (2.33)

donde C[f ] es un término de colisiones que depende de la interacción en particular.

El último término de la segunda igualdad es cero a primer orden, debido a que las

distribuciones iniciales a orden cero no dependen de la dirección de la velocidad de las

part́ıculas y por tanto el término ∂f/∂p̂i es de primer orden; también lo es el término

dp̂i/dτ dado que la dirección de las part́ıculas únicamente cambia ante una colisión o la

presencia de potenciales gravitacionales.

Supongamos la siguiente colisión de dos part́ıculas A(~p) +B(~q)←→ C(~p′) +D(~q′) —en

situaciones en que los conglomerados de part́ıculas están suficientemente diluidos, las

colisiones de tres o más part́ıculas son muy raras—. El término de colisión está dado por

(véanse, por ejemplo, [100, 101])

C[f(~p)] =
1

p

∫
d3q

(2π)32Eq

∫
d3q′

(2π)32Eq′

∫
d3p′

(2π)32Ep′
|M|2(2π)4δ3(~p+ ~q − ~p′ − ~q′)

× δ(Ep + Eq −Ep − Eq)
(
f(~p′)f(~q′)− f(~p)f(~q)

)
. (2.34)

2.3.1. Ecuaciones de Boltzmann para fotones, bariones y materia os-

cura fria

Justo antes de la época de recombinación, a temperaturas de algunos electronvoltios o

menores, el único proceso de dispersión relevante era la dispersión elástica Thomson, la

cual sólo cambia la trayectoria del fotón incidente, mientras su enerǵıa no es modificada.

La tasa de dispersión Thomson está dada por

ΓT = σTnexe, (2.35)

donde σT = 6.65 × 10−25cm2 es la sección eficaz de la dispersión Thomson, ne es la

densidad de número de electrones y xe es su fracción de ionización.

La distribución de fotones la escribimos a primer orden como una distribución de Bose-

Einstein perturbada

f(~x, p, p̂, τ) =

[
exp

(
p

T0(t) [1 + Θ(~x, p̂, τ)]

)
− 1

]−1

= f (0) − p∂f
(0)

∂p
Θ, (2.36)
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donde f (0) es la distribución de Bose-Einstein y hemos añadido una perturbación Θ a

la temperatura

Θ(~x, p̂, τ) =
∆T

T
(~x, p̂, τ). (2.37)

Ahora, dado el proceso de dispersión Thomson

γ(~p) + e−(~q)←→ γ(~p′) + e−(~q′), (2.38)

el término de amplitud de la interacciónM puede ser calculado y su valor es

|M|2 = 8πσTm
2
e

(
1 + (p̂ · p̂′)2

)
. (2.39)

Finalmente, usando las ecuaciones (2.33) y (2.34) obtenemos la ecuación de evolución

de Θ(~k, τ, µ) en el espacio de Fourier con µ ≡ p̂ · k̂, el coseno del ángulo entre el fotón

incidente y el número de onda,

∂f

∂τ
+ p̂i

∂f

∂xi
− p∂f

∂p

[
H− ∂Φ

∂τ
+ p̂i

∂Ψ

∂xi

]

= −p∂f
(0)

∂p
anexeσT

(
Θ0 −Θ(p̂) + p̂ · ~vb −

1

2
P2(µ)Π

)
, (2.40)

con

Π ≡ Θ2 +
1

4
(Gγ0 +Gγ2). (2.41)

Los sub́ındices 0 y 2 indican el monopolo y el cuadrupolo de la variable en cuestión

y P2(µ) es el segundo polinomio de Legendre. Gγ(~k, τ, µ) es la diferencia entre los dos

modos de polarización lineal de la radiación incidente. Aunque en este trabajo no estemos

particularmente interesados en la polarización de la radiación cósmica de fondo, ésta

está acoplada a la intensidad Θ a través de los términos Gγ . Éstos provienen (en realidad

todo el factor Π) del término angular en la amplitud de la interacción (2.39). A orden

cero la ecuación de Boltzmann (2.40) se traduce en

∂f (0)

∂τ
−Hp∂f

(0)

∂p
= 0 → T ∝ 1

a
, (2.42)

es decir, expresa simplemente el hecho de que T crece linealmente con el corrimiento al

rojo.4 A primer orden la ecuación resultante es

Θ̇ + ikµΘ = Φ̇− ikµΨ+ anexeσT

(
Θ0 −Θ(p̂) + µ

θb
ik
− 1

2
P2(µ)Π

)
, (2.43)

4Una vez fuera del equilibrio, después de recombinación, T no es propiamente una temperatura, sino
sólo un parámetro de la distribución de los fotones. Después del congelamiento térmico, o freeze-out,
part́ıculas relativistas mantienen la misma distribución térmica, por lo que la ecuación (2.36) a orden
cero sigue siendo válida.
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donde hemos vuelto al espacio de Fourier. Ahora es conveniente expandir Θ(~k, τ, µ) en

un desarrollo multipolar para quitar la dependencia en el factor µ

Θ(~k, τ, µ) =
∑

(−i)l(2l + 1)Θl(~k, τ)Pl(µ), (2.44)

Θl(~k, τ) =
il

2

∫ 1

−1
dµΘ(~k, τ, µ)Pl(µ). (2.45)

Insertando esta expansión multipolar en la ecuación de Boltzmann para fotones y usan-

do las relaciones de recurrencia para los polinomios de Legendre [102] obtenemos la

Jerarqúıa de Boltzmann [103, 104]

δ̇γ = −4

3
θγ + 4Φ̇, (2.46)

θ̇γ = k2
(
1

4
δγ − σγ

)
+ k2Ψ+ anexeσT (θb − θγ), (2.47)

2σ̇γ =
8

15
θγ −

12

5
kΘ3 −

9

5
anexeσTσγ +

1

10
anexeσT (Gγ0 +Gγ2) (2.48)

Θ̇l =
k

2l + 1
[lΘl−1 − (l + 1)Θl+1]− anexeσTΘl (l > 2). (2.49)

donde

δγ = 4Θ0, (2.50)

θγ = 3kΘ1, (2.51)

σγ = 2Θ2. (2.52)

Para neutrinos sin masa se obtiene un sistema igual de ecuaciones, con la diferencia de

que los términos de interacción con bariones no aparecen debido a las escalas considera-

das, T � MeV. No consideraremos neutrinos masivos. De igual forma podemos expandir

la polarización Gγ(~k, τ, µ) en multipolos Gγl(~k, τ) y obtener las ecuaciones, véase [94],

Ġγl =
k

2l + 1

[
lGγ(l−1) − (l + 1)Gγ(l+1)

]
+ anexeσT

×
[
−Gγl + 2Π

(
δl0 +

1

5
δl2

)]
. (2.53)

Finalmente, escribimos las ecuaciones de perturbación para bariones cuando están aco-

plados con la radiación electromagnética

δ̇b = −θb + 3Φ̇ (2.54)
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y

θ̇b = −Hθb + c2sk
2δb +

4ργ
3ρb

anexeσT (θγ − θb) + k2Ψ. (2.55)

Estas dos últimas ecuaciones pueden ser obtenidas de la ecuación de Boltzmann para

bariones, pero también del formalismo desarrollado en la sección 3.5; ver ecuaciones

(3.61) y (3.62).

A tiempos tempranos y longitudes de onda pequeñas, la velocidad del sonido de los

bariones puede no ser despreciable y tener un efecto. Ésta es aproximada en [94] co-

mo c2s ' kBTb(3 − d log Tb/d log a)/3µ, donde µ ' 1.27 es el peso molecular prome-

dio y la temperatura de los bariones resuelve la ecuación diferencial Ṫb = −2HTb +
8µργanexeσT (Tγ − Tb)/3meρb.

Para materia oscura se pueden obtener las ecuaciones de evolución también de la ecuación

de Boltzmann, pero es considerablemente más sencillo sustituir w = 0 y considerar

perturbaciones adiabáticas en las ecuaciones (2.29) y (2.30)

δ̇c = −θc + 3Φ̇ (2.56)

y

θ̇c = −Hθc + k2Ψ, (2.57)

donde el sub́ındice c refiere a variables de materia oscura fŕıa. En la norma śıncrona

podemos fijar la norma completamente de manera que la ecuación para la velocidad de

la materia oscura, θc, sea idénticamente cero y la ecuación para el contraste de densidad

es δ̇c = −1
2 ḣ [94]; véase apéndice C.2.

2.4. Espectro de potencias en la radiación cósmica de fon-

do

Dado que la descripción de las oscilaciones acústicas en la sección anterior tuvo lugar

en el espacio de Fourier, la proyección de las inhomogeneidades en la época de recombi-

nación en anisotroṕıas hoy en d́ıa es particularmente compleja. Un observador mide las

oscilaciones acústicas como temperaturas efectivas desde el centro de una esfera a una

distancia comóvil D∗ = τ0 − τ∗, donde el sub́ındice ∗ indica que la cantidad es evaluada

en la época de última dispersión. Por ello es conveniente expandir éstas en armónicos

esféricos
∆T

T
(n̂) =

∑
l,m

almYlm(n̂). (2.58)
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Hemos quitado la dependencia en la posición y en el tiempo pues sólo podemos tomar

mediciones en ~x = ~x0 y τ = τ0. Más aún, supondremos que los procesos que generan las

perturbaciones iniciales son isotrópicos, por lo que la matriz de covarianza de los modos

armónicos es diagonal, esto es,

〈a∗lmal′m′〉 = δll′δmm′Cl. (2.59)

Es importante notar que para cada multipolo l dado, los distintos modos alm tienen la

misma varianza, esto debido a que son realizaciones de una misma distribución. Para

cada l tenemos 2l + 1 modos, por lo que al encontrarlos estamos también haciendo un

muestreo de la distribución subyacente. Las observaciones más recientes de la radiación

cósmica de fondo [12] no muestran ninguna desviación de distribuciones gaussianas,

aunque algunas teoŕıas de inflación predicen cierto grado de no gaussianidad en éstas.

El hecho de que tengamos un número finito de alm para un multipolo dado l significa que

no podemos obtener la distribución con exactitud. Entonces tenemos una incertidumbre

de naturaleza estad́ıstica en el conocimiento de los valores Cl y, por tanto, del espec-

tro angular de potencias. Este efecto es más evidente a bajos multipolos y es llamado

varianza cósmica. Cuantitativamente obtenemos un error5

∆Cl = Cl

√
2

2l + 1
. (2.61)

Si las distribuciones son gaussianas, toda la información estad́ıstica en las anisotroṕıas

de la temperatura de la radiación cósmica de fondo se encuentra en la función de co-

rrelación de dos puntos 〈a∗lmal′m′〉. Esto es una consecuencia del teorema de Wick [105]

(o teorema de Isserlis [106]), que expresa que la función de correlación de N puntos se

puede expandir en funciones de correlación de 2 puntos si y sólo si éstas son gaussianas.

Ahora, calcularemos la correlación〈
∆T

T
(n̂)

∆T

T
(n̂′)

〉
n̂·n̂′=µ

=
∑

l,l′,m,m′

〈alma∗l′m′〉Ylm(n̂)Y ∗
l′m′(n̂)

=
1

4π

∑
l

(2l + 1)ClPl(µ). (2.62)

5Formalmente este resultado se cumple únicamente para distribuciones gaussianas. Puede obtenerse
de un teorema estándar de la estad́ıstica: consideremos una serie de números aleatorios xi obtenidos de
una distribución normal, si esta serie es infinita tenemos 〈xixj〉 = δij . Sin embargo, si la serie es finita,
digamos de tamaño N , el promedio a orden primero en 1/N está dado por

〈xixj〉N = δij +

√
1 + δij

N
aij , (2.60)

donde aij son números aleatorios de distribución normal no correlacionados.
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Hemos usado en la última igualdad la ecuación (2.59) y el teorema de la adición de los

armónicos esféricos [102]. A su vez, los valores Cl están relacionados con el espectro de

potencias primordiales del potencial gravitacional a través de

Cl = (4π)2
∫
k2dkPΨ(k)|Θl(k, τ0)|2. (2.63)

El espectro de potencias favorecido por las observaciones es un espectro plano de Harrison-

Zel’dovich

k3PΨ(k) = As

(
k

k0

)ns−1

(2.64)

con el ı́ndice espectral ns cercano a 1 [107, 108]. En esta ecuación As es la amplitud

de las perturbaciones y k0 es una escala pivote arbitraria. Cabe decir que un espectro

cercanamente plano es predecido por los modelos de inflación estándar [109–111].

Tenemos ahora todos los elementos necesarios para encontrar el espectro angular de

potencias de la radiación cósmica de fondo. Por ejemplo, supongamos que queremos

calcular los Cl hasta un multipolo l = 1000. Debemos resolver las ecuaciones para la

materia oscura; las ecuaciones para los bariones acoplados a la radiación; alrededor de

1100 ecuaciones acopladas para los distintos multipolos de fotones –para obtener una

buena aproximación, la jerarqúıa de Boltzmann debe ser cortada a valores mayores

de los requeridos–; otras 1100 ecuaciones para neutrinos no masivos y 1100 más para la

polarización. En total debemos integrar más de 3000 ecuaciones acopladas desde tiempos

tempranos en el universo, z ∼ 107, hasta la presente época y finalmente calcular la

integral (2.63) para cada valor Cl. Esta laboriosa tarea fue usada en los primeros códigos

que se escribieron [94, 112] y tomaban horas o decenas de horas de cómputo para calcular

los valores Cl del espectro angular de potencias.

A continuación presentamos un método desarrollado por U. Seljak y M. Zaldarriaga en

[95] que permite encontrar los coeficientes Cl en un tiempo de cómputo considerable-

mente menor.

2.4.1. Método de la integral de ĺınea de visión

Definimos la profundidad óptica

κ(τ) =

∫ τ0

τ
dτ ′anexeσT . (2.65)

A tiempos tempranos la densidad de electrones libres es muy grande, aśı que κ � 1.

Diferenciando tenemos κ̇(τ) = −anexeσT . Podemos transformar la ecuación diferencial
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(2.43) en una ecuación integral [113]

Θ(~k, µ, τ = τ0) = Θ(τi)e
ikµ(τi−τ0)e−κ(τi) +

∫ τ0

τi

dτeikµ(τ−τ0)e−κ(τ)

×
[
Φ̇− ikµΨ− κ̇

(
Θ0 + µ

θb
ik
− 1

2
P2(µ)Π

)]
. (2.66)

Si ponemos la condición inicial a tiempos τi muy tempranos, el primer término del lado

derecho de la ecuación anterior es despreciable. Ahora nos encontramos con la dificultad

de que la integral depende del ángulo µ. Para deshacernos de estos términos multipli-

camos ambos lados de la ecuación por los polinomios de Legendre Pl(µ) e integramos

sobre µ. Después de una integración temporal por partes y el uso de la ecuación (2.45)

llegamos al resultado

Θl(~k, τ0) =

∫ τ0

τi

dτS(~k, τ)jl[k(τ0 − τ)], (2.67)

donde jl son las funciones esféricas de Bessel; además hemos usado la relación [102]

il

2

∫ 1

−1
dµPl(µ)e

ikµ(τ−τ0) = jl[k(τ0 − τ)]. (2.68)

La función S está dada por

S(~k, τ) = e−κ(Φ̇+ Ψ̇)+ g

(
Θ0 +Ψ+

θ̇b
k2

+
Π

4
+

3Π̈

4k2

)
+ ġ

(
θb
k2

+
3Π̇

2k2

)
+ g̈

3Π

4k2
; (2.69)

y hemos definido la función de visibilidad

g(τ) = −κ̇e−κ. (2.70)

Figura 2.1: Función de visibilidad (2.70) como función del corrimiento al rojo. Imagen
tomada de [114].

Esta función es la densidad de probabilidad de que un fotón sea dispersado por última
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vez en un intervalo de tiempo dτ . Además su valor es muy pequeño a tiempos tempra-

nos cuando la profundidad óptica es muy grande y decae muy rápidamente después del

desacoplamiento de los fotones de la radiación cśomica de fondo, dado que la tasa de

dispersión −κ̇ es despreciable. Por lo tanto la función de visibilidad y sus derivadas son

casi cero en todo su dominio a excepción de un pico alrededor de la época del desaco-

plamiento. Por su importancia, la graficamos en la figura 2.1. Notamos que después de

la etapa de última dispersión sólo el primer término en la ecuación (2.69) es importante;

este término muestra el efecto Sachs-Wolfe integrado [115], e implica que cuando Ωm es

apreciablemente menor que 1, se produce un aumento en la potencia de las anisotroṕıas

a grandes escalas. También es reconocible el término Θ0 + Ψ, que expresa la tempera-

tura efectiva de los fotones. Los términos que incluyen la velocidad de los bariones son

fuente de efecto Doppler y tienden a aumentar el momento dipolar fotónico, mientras los

términos que contienen Π son producidos por polarizaciones y por anisotroṕıas en la dis-

persión Thomson; además son fuente de polarización en la radiación cósmica de fondo.

Ecuaciones similares se pueden encontrar para neutrinos sin masa y para los términos

de polarización [95].

Esta técnica para encontrar los picos acústicos en la radiación cósmica de fondo es

llamado método de integral de visión, y fue encontrada e implementada en el código

CMBFAST por U. Seljak y M. Zaldarriaga en [95]. También es el método usado por el

código CAMB [96].

Las ventajas computacionales del método de la integral de ĺınea de visión sobre el ex-

puesto al final de la sección anterior son considerables, de aproximadamente dos órdenes

de magnitud en tiempo de cómputo. Como se puede ver de las ecuaciones (2.67) y (2.69),

sólo es necesario encontrar los momentos fotónicos y de polarización hasta el cuadrupolo,

aśı que resolver la jerarqúıa de Boltzmann hasta un momento multipolar l = 10 resulta

en un error inferior a 0.1% en sus valores. Las funciones esféricas de Bessel pueden ser

calculadas una sola vez y almacenadas. El espectro angular de potencias es muy suave (a

excepción de las mayores escalas), aśı que no es necesario calcular la integral (2.67) para

todos los multipolos. Se hace cada 10-100 multipolos y luego se utiliza algún método de

interpolación; particularmente en CAMB se utiliza un método spline cúbico [116].

En este caṕıtulo hemos expuesto sucintamente los fundamentos de la teoŕıa de per-

turbaciones cosmológicas y su relación con la radiación cósmica de fondo ya que en

los siguientes caṕıtulos compararemos modelos con observaciones mediante el uso de

códigos numéricos como CAMB. Para la estimación de parámetros usaremos el códi-

go CosmoMC, que usa cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC), y cuyo formalismo

teórico exponemos en el apéndice B.



Caṕıtulo 3

La degeneración oscura y el fluido

oscuro

Aproximadamente 96% del contenido energético del universo es de origen desconocido.

Usualmente, este fluido oscuro es separado en dos componentes: una parte llamada

materia oscura, que colapsa gravitacionalmente y es responsable de formar estructura

en el universo, y una componente no aglutinante llamada enerǵıa oscura, la cual induce

la expansión cósmica acelerada hoy en d́ıa.

En este caṕıtulo mostraremos que esta separación es arbitraria, al menos en lo que

respecta a la teoŕıa de perturbaciones cosmológicas. Las componentes oscuras pueden ser

tan sólo una entidad o incluso una gran cantidad de distintos fluidos con interacciones

entre ellos. Esto se debe a que la gravedad sólo es influida por el tensor de enerǵıa

momento total de las componentes oscuras. Tanto fotones como materia bariónica son

detectados a través de sus interacciones no gravitacionales, y su contribución al tensor

de enerǵıa momento puede ser medida directamente.

Creemos que esta división del sector oscuro en materia y enerǵıa oscuras se debe prin-

cipalmente a un motivo histórico: cronológicamente, primero fueron encontradas las

propiedades atractivas de este nuevo fluido y tiempo después sus propiedades de enerǵıa

oscura.

Otro motivo es conceptual: para algunos cosmólogos, y f́ısicos en general, es más con-

veniente tener dos fluidos con ecuaciones de estado sencillas que una cantidad grande

de ellos (o uno solo) con ecuaciones de estado complicadas. En el modelo cosmológico

estándar, la enerǵıa oscura aparece como una constante fundamental en las ecuaciones

de Einstein, lo cual se explica por śı mismo. Por otro lado, el origen de la materia oscura

35
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es hasta ahora desconocido, aunque se cuenta con una amplia gama de posibles candi-

datos provenientes de extensiones al modelo estándar de f́ısica de part́ıculas. Explicar

el origen de esta materia faltante abre un amplio campo de investigación en f́ısica de

part́ıculas y en cosmoloǵıa.

3.1. La degeneración oscura

Supongamos un universo espacialmente plano, compuesto de materia bariónica y oscura

con parámetro de densidad ΩM, y de enerǵıa oscura con parámetro de ecuación de estado

w(z), desconocido por el momento. Dado un factor de Hubble H(z) arbitrario, usando

la ecuación de Friedmann

H2(z) = H2
0

[
ΩM(1 + z)3 +ΩDE exp

(
3

∫ z

0

1 + w(z′)

1 + z′
dz′
)]

, (3.1)

podemos encontrar w(z) [117, 118]

w(z) =
H(z)2 − (2/3)H(z)(1 + z)dH(z)/dz

H2
0ΩM(1 + z)3 −H(z)2

. (3.2)

Esto significa que para cualquier ΩM que escojamos siempre será posible encontrar la

función w(z) que reproduzca la historia de la expansión del universo medida; más aún,

la ecuación (3.2) no depende de H0. Debido a esto, ΩM y w(z) no pueden ser medi-

das simultáneamente. La ecuación (3.2) puede ser generalizada de manera que incluya

curvatura [119]. Otra manera de ver esto es si tenemos un modelo cosmológico con un

parámetro de densidad de materia total Ω̂M y un fluido con una ecuación de estado [120]

ŵ(z) = − 1− ΩM

(1− ΩM) + (ΩM − Ω̂M)(1 + z)3
, (3.3)

la expansión del universo será la misma que en el modelo ΛCDM con densidad de materia

total ΩM. Esta degeneración se debe a que estamos tratando de medir más grados de

libertad que los encontrados en el tensor de enerǵıa momento; sólo podemos medir una

presión. En lugar de eso estamos intentando medir la presión misma y la cantidad de

materia oscura.

La razón de fondo de esta degeneración es el principio de equivalencia. La manera en que

definimos las componentes oscuras del universo es a través de las ecuaciones de Einstein

T darkµν =
1

8πG
Gµν − T obsµν , (3.4)
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donde Gµν es inferido de la geometŕıa observada en el universo, y T obsµν de su contenido

energético bariónico observado. De hecho el sector oscuro, representado por T darkµν , puede

estar descrito por un gran número de diversas part́ıculas con interacciones entre si, o

incluso puede ser un único, desconocido, fluido oscuro. Esta propiedad ha sido llamada

degeneración oscura por M. Kunz en [120].

3.2. La velocidad del sonido de la materia oscura y el fluido

oscuro

Por un momento consideremos válida la gravitación newtoniana; los modos de Fourier de

los contrastes de densidad de la materia en un universo en expansión siguen la ecuación

δ′′ + 2Hδ′ +
(
c2sk

2
phys − 4πGρ

)
δ = 0, (3.5)

donde la frecuencia kphys está relacionada con la escala lphys de longitud f́ısica por

lphys = 2π/kphys, c
2
s es la velocidad del sonido del fluido bajo consideración, y prima

significa derivada respecto al tiempo cósmico. En escalas astrof́ısicas podemos despre-

ciar la expansión del universo y hacer H = 0. La ecuación (3.5) tiene un comportamiento

distinto de acuerdo con el signo del término entre paréntesis. Hay una escala umbral,

llamada longitud de Jeans, dada por

lJ = cs

√
π

Gρ
, (3.6)

para la que perturbaciones con longitud f́ısica por debajo de ella, lphys < lJ , desarrollan

oscilaciones acústicas, mientras perturbaciones con longitud f́ısica mayores, lphys > lJ ,

crecen por colapso gravitacional.

Esperamos tener materia oscura a un amplio rango de escalas, desde las más grandes

escalas cosmológicas medidas hasta galaxias. Incluso galaxias enanas necesitan de es-

ta materia oscura para estabilizar sus discos y para obtener las fuentes necesarias de

gravitación que expliquen sus curvas de rotación.

La única manera de garantizar que las perturbaciones de materia oscura crezcan a todas

las escalas es imponiendo que su longitud de Jeans sea igual a cero.

Definimos al fluido oscuro como un fluido barotrópico (para el cual P = P (ρ)) con

velocidad del sonido adiabática igual a cero,

c2s = 0, (3.7)
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y que, en una primera aproximación, no interactúa con el modelo estándar de part́ıculas.

Para fluidos barotrópicos la velocidad del sonido adiabática coincide con la velocidad a

la que las perturbaciones del medio se propagan. La condición barotrópica no considera,

por ejemplo, campos escalares, para los cuales su velocidad del sonido adiabática incluso

puede ser cero aunque la velocidad a la que se propagan sus perturbaciones es siempre

igual a la velocidad de la luz; véase [121]. Con la definición (3.7) aseguramos que el fluido

oscuro se comporte como materia oscura y sea capaz de formar estructura. Sin pérdida

de generalidad podemos escribir la ecuación de estado del fluido oscuro como

P (ρ) = w(ρ)ρ, (3.8)

donde el parámetro de la ecuación de estado w es función únicamente de la densidad de

enerǵıa ρ. Usando la ecuación (3.7) y la definición (2.31) obtenemos que el parámetro

de la ecuación de estado es resuelto por la ecuación

ρ
dw

dρ
+ w = 0, (3.9)

cuya solución es

w = −C
ρ
, (3.10)

con C una constante y el signo menos es escogido por futura conveniencia. Esto significa

que el valor de la presión del fluido oscuro es igual a una constante,

P = P0 = −C. (3.11)

Observaciones astrof́ısicas restringen este valor a ser muy pequeño, |P | � ρA, donde ρA

es la densidad de enerǵıa de una escala astrof́ısica t́ıpica donde la materia oscura haya

sido detectada [122, 123]; por ejemplo, con el uso de mediciones de curvas de rotación

de galaxias de bajo brillo superficial, Barranco et al. han encontrado que el parámetro

de la ecuación de estado de la materia oscura esta acotado por |wDM| . 10−6 [123].

Usualmente se asume que la presión de la materia oscura es igual a cero, pero esto no

es necesario. Por ejemplo, puede ser el caso que |P | ∼ ρc0, donde ρc0 es la densidad

de enerǵıa cosmológica t́ıpica en el presente, y no estar en contradicción con alguna

observación astrof́ısica. De hecho, ésta es la entrada que nos permitirá usar el fluido

oscuro no sólo como materia oscura, sino también como enerǵıa oscura.

3.3. Fluido oscuro como enerǵıa oscura

Consideremos un universo cuya geometŕıa es descrita por una métrica FRW plana y

está dotado de las part́ıculas del modelo estándar (bariones b, fotones γ, neutrinos ν,...)
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y del fluido oscuro que definimos en la sección anterior; a partir de ahora incluiremos

siempre un sub́ındice d al referirnos a las variables de este fluido. Las ecuaciones de

evolución de este universo son la ecuación de Friedmann

H2 =
8πG

3
(ρb + ργ + ρd) (3.12)

y las ecuaciones de continuidad

ρ′b + 3Hρb = 0, (3.13)

ρ′γ + 4Hργ = 0, (3.14)

ρ′d + 3H(1 + wd)ρd = 0. (3.15)

Las ecuaciones para bariones y para radiación se pueden integrar inmediatamente y se

obtienen las densidades de enerǵıa como funciones del factor de escala, ρb = ρb0a
−3 y

ργ = ργ0a
−4. El sub́ındice 0 indica que la cantidad en consideración es evaluada hoy en

d́ıa. También hemos normalizado el factor de escala de manera que su valor sea igual a

uno en la presente época, a0 = 1. Usando la ecuación (3.10) podemos resolver la ecuación

(3.15), obteniendo

ρd =
ρd0

1 +K

(
1 +
K
a3

)
, (3.16)

donde hemos definido la constante

K = (ρd0 − C)/C. (3.17)

La expresión (3.16) es justo lo que esperamos de la evolución de un fluido oscuro unifi-

cado. Contiene un sumando constante, el cual se comporta como enerǵıa oscura, y otro

que cae con la tercera potencia del factor de escala, justo como lo hace la materia oscura.

Esta ecuación ha aparecido varias veces en la literatura de fluidos unificados, como en

la referencia [124], donde se estudia el gas de Chaplygin [74–76] en un ĺımite en que

se reduce al modelo ΛCDM, o en el estudio de fluidos barotrópicos con velocidad del

sonido constante [125–127]. De hecho, en el lenguaje de E. Linder y R. Scherrer [127], el

término proporcional a a−3 en la ecuación (3.16) es una componente éter de un fluido

barotrópico, ya que ésta define una cuadrivelocidad en el espacio-tiempo.

El parámetro de la ecuación de estado del fluido oscuro es entonces

wd = −
1

1 +Ka−3
. (3.18)

W. Hu y D. Eisenstein se dieron cuenta de que un fluido que cumpla con esta ecuación

de estado y cuya velocidad del sonido adiabática igual a cero es indistinguible del modelo



La degeneración oscura y el fluido oscuro 40

ΛCDM en la cosmoloǵıa homogénea e isotrópica [128]; ellos no supusieron fluidos ba-

rotrópicos por lo que ambas condiciones son necesarias. Al imponer fluidos barotrópicos,

como sucede en nuestro caso, la ecuación (3.18) es una consecuencia de c2s = 0.

El fluido oscuro es proporcional al inverso del parámetro de su ecuación de estado

ρd = −
ρd0

(1 +K)
1

wd
, (3.19)

y su presión, expresada en términos de la constante K en lugar de la constante C, es

Pd = −
ρd0

1 +K
. (3.20)

Para asegurar que la densidad de enerǵıa del fluido oscuro sea positiva a todo tiempo,

debemos imponer que K sea un número positivo. Esto implica que su presión deba ser

negativa, y esta cualidad es la que permite al fluido oscuro acelerar el universo. Como

vimos en la sección anterior, la presión puede tomar valores del orden de la densidad

cŕıtica del universo (∼ 8πG/3H2
0 ) sin afectar su comportamiento como materia oscura

en escenarios astrof́ısicos.

La ecuación de Friedmann (3.12) se puede reescribir como

H2 =
8πG

3

(
ρd0

1 +K
+
Kρd0
1 +K

a−3 + ρb0a
−3 + ργ0a

−4

)
, (3.21)

la cual es la misma ecuación de evolución para el factor de escala que en el modelo ΛCDM.

Esto no es un accidente, si se asume ΛCDM como el modelo válido y se considera la

densidad de enerǵıa total de sus componentes oscuras, ρT = ρDM + ρΛ, el parámetro de

la ecuación de estado total de las componentes oscuras, wT , definido por

wT ≡
∑

awaρa∑
a ρa

, (3.22)

donde el sub́ındice a indica materia oscura (DM) y constante cosmológica (Λ), está dado

por

wT = − 1

1 + ΩDM
ΩΛ

a−3
, (3.23)

donde ΩDM = 8πGρDM0/3H
2
0 y ΩΛ = Λ/3H2

0 . Claramente, la ecuación ρ̇T = −3H(1 +
wT )ρT se cumple para la densidad de enerǵıa total. Entonces, comparando los resultados

de las ecuaciones (3.18) y (3.21), notamos que bajo las identificaciones

K =
ΩDM

ΩΛ
(3.24)
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y

Ωd = ΩDM +ΩΛ, (3.25)

donde Ωd = 8πGρd0/3H
2
0 , la evolución cosmológica es exactamente la misma en ambos

modelos, al menos para el universo homogéneo e isotrópico.

Esta propiedad es de hecho más general que para el caso de un solo fluido que hemos

tratado aqúı. Cualquier colección de fluidos cuyo parámetro de ecuación de estado sea

igual a la ecuación (3.23) y que no interactúe con bariones y fotones se comportará de

la misma manera, estando en degeneración con el modelo ΛCDM. En la sección 3.5

construiremos el fluido oscuro a partir de diversas componentes interactuantes.

Cabe mencionar que ha habido diversos intentos por encontrar una teoŕıa fundamental

de la cual se pueda obtener el fluido oscuro [129, 130]. En el caṕıtulo 4 nosotros usaremos

el formalismo de la geometrotermodinámica [131] para obtener el fluido oscuro.

3.4. Perturbaciones del fluido oscuro

En esta sección mostramos expĺıcitamente que la degeneración se preserva cuando vamos

más allá de la cosmoloǵıa homogénea e isotrópica, bajo algunas suposiciones muy gene-

rales que han sido obviadas en trabajos anteriores [120, 124, 132]. Dividimos la discusión

en perturbaciones cosmológicas de orden lineal y de mayores órdenes.

3.4.1. Orden lineal

Consideremos perturbaciones escalares en la norma newtoniana conforme; la métrica

está dada por la ecuación (2.18),

ds2 = a2(τ)
[
− (1 + 2Ψ)dτ2 + (1− 2Φ)δijdx

idxj
]
. (3.26)

Las perturbaciones al tensor de enerǵıa momento del fluido oscuro están dadas por

(2.26), (2.27) y (2.28). Usando las ecuaciones de hidrodinámica para un fluido general

(2.29) y (2.30), y la ecuación

c2s = wd −
ẇd

3H(1 + wd)
= 0, (3.27)
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obtenemos

δ̇d = −(1 + wd)(θd − 3Φ̇) + 3Hwdδd − 3HδPd
δρd

δd, (3.28)

θ̇d = −Hθd + k2Ψ+
δPd/δρd
1 + wd

k2δd − k2σd, (3.29)

mientras que para bariones después de la época de recombinación, cuando el acopla-

miento con fotones puede ser despreciado,

δ̇b = −θb + 3Φ̇, (3.30)

θ̇b = −Hθb + k2Ψ. (3.31)

Debemos añadir las ecuaciones de Einstein, que aqúı escribimos de la siguiente manera

k2Φ = −4πGa2
∑
i

ρi∆i, (3.32)

y

k2(Φ−Ψ) = 12πGa2
∑
i

(ρi + Pi)σi, (3.33)

donde la suma es sobre todas las contribuciones de fluidos y

∆i = δi + 3H(1 + wi)
θi
k2

(3.34)

es la densidad de enerǵıa en reposo del i-ésimo fluido [93]. En escalas por debajo del

horizonte (k � H) vemos que ∆i ' δi.

Para resolver estas ecuaciones tenemos que añadir información sobre la naturaleza del

fluido oscuro. La condición barotrópica implica que δP = c2sδρ y por tanto δPd =

0, y dado que es un fluido perfecto, los estreses anisotrópicos son cero, σd = 0. De

aqúı que el último término del lado derecho de la ecuación (3.28) se hace cero, mientras

en la ecuación (3.29) sólo los dos primeros términos sobreviven. Además, en el siguiente

análisis despreciamos los estreses generados por los campos de fotones y neutrinos, por

lo que los dos potenciales gravitacionales son iguales, Φ = Ψ.

En la figura 3.1 mostramos las evoluciones de las variables perturbadas para un modo

k = 0.05Mpc−1. Las ĺıneas entrecortadas muestran los resultados para el modelo ΛCDM,

para el cual hemos usado las ecuaciones de perturbación de materia oscura

δ̇DM = −θDM + 3Φ̇, (3.35)

θ̇DM = −HθDM + k2Ψ, (3.36)
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en lugar de las ecuaciones (3.28) y (3.29). Al evolucionar las ecuaciones de perturbación

para ambos modelos hemos impuesto a un tiempo τi las condiciones iniciales siguientes:

δd(τi) = α
δDM (τi)ρDM (τi)

ρd(τi)
, (3.37)

θd(τi) = α
θDM (τi)ρDM (τi)

(1 + wd(τi))ρd(τi)
, (3.38)

para los contrastes de densidad y para las velocidades del fluido oscuro; α es una cons-

tante que permitimos tome distintos valores. Estas condiciones iniciales están dadas a un

tiempo suficientemente tard́ıo, después de la época de última dispersión, de tal manera

que podamos usar las ecuaciones (3.30) y (3.31) y se cumpla la relación δb ' δDM .

Notamos que la evolución de los contrastes de densidad para bariones son indistinguibles

para ambos modelos si tomamos α = 1. Aunque el espectro de potencias sea el observable

cosmológico que incluye un amplio espectro de frecuencias, la figura 3.1 sugiere que de

hecho este resultado es el mismo para cualquier número de onda, como demostraremos

a continuación.

En el contexto cosmológico, imponer las condiciones iniciales (3.37) y (3.38) con α = 1

equivale a pedir que a primer orden en teoŕıa de perturbaciones las componentes (00)

y (0i) de los tensores de enerǵıa momento del fluido oscuro y del modelo ΛCDM sean

iguales a un tiempo inicial τi. Notemos que de la ecuación de Poisson (3.32), en el caso

α = 1, ambas condiciones iniciales se preservan a todo tiempo. Esto significa que al

obtener las soluciones con α = 1 en la figura 3.1 hemos impuesto que a todo tiempo (ver

apéndice C.1)

ρdδd = ρDMδDM, (3.39)

y

ρd(1 + wd)θd = ρDMθDM. (3.40)

De ahora en adelante supondremos válidas estas ecuaciones, de manera que estemos en

degeneración con el modelo ΛCDM. De nuestros resultados previos, se sigue que

ρDM = ρd(1 + wd). (3.41)

Entonces la ecuación (3.40) implica θDM = θd, lo cual explica el comportamiento en la

figura 3.1(d). Más aún, de la ecuación (3.32) se sigue que los potenciales gravitacionales

son iguales para ambos modelos, de ah́ı el comportamiento de la figura 3.1(a).

Finalmente, insertando las ecuaciones (3.39) y (3.40) en las ecuaciones (3.35) y (3.36),
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Figura 3.1: Evolución de las variables perturbadas para un modo k = 0.05Mpc−1. Las
curvas sólidas son obtenidas para el fluido oscuro con diferentes valores del parámetro
α en las condiciones iniciales δd(τi) = αρDM(τi)δDM(τi)/ρd(τi). α toma valores de 0.8 a
1.2. Las curvas entrecortadas denotan la evolución de las variables en el modelo ΛCDM.
Los páneles muestran: (a) El potencial gravitacional Φ. (b) El contraste de densidad de
materia bariónica δb. (c) Los contrastes de densidad del fluido oscuro (ĺıneas sólidas) y
materia oscura (ĺınea cortada), δd y δDM, respectivamente. (d) Velocidades del fluido
oscuro (ĺıneas sólidas) y materia oscura (ĺınea cortada), θd y θDM, respectivamente.
Las soluciones para el caso α = 1, que corresponden a que las condiciones iniciales
son iguales para ambos modelos, son mostradas con ĺıneas angostas (rojas), las cuales
para los páneles (a), (b) y (d) coinciden con las soluciones en el modelo ΛCDM (ĺıneas

entrecortadas).
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respectivamente, y usando la ecuación (3.20), obtenemos que las ecuaciones hidrodinámi-

cas del fluido oscuro son

δ̇d = −(1 + wd)(θd − 3Φ̇) + 3Hwdδd, (3.42)

θ̇d = −Hθd + k2Ψ. (3.43)

Pero estas ecuaciones son iguales que las ecuaciones (3.28) y (3.29) para un fluido perfecto

barotrópico. Esto confirma que la degeneración oscura se preserva a orden lineal en teoŕıa

de perturbaciones, si consideramos el caso α = 1.

Es interesante notar el comportamiento del contraste de densidad del fluido oscuro en la

figura 3.1(c). Inicialmente crece como una componente de materia oscura para después

caer asintóticamente a cero. De hecho, este comportamiento es natural para todas las

longitudes de onda, como puede ser inferido de las ecuaciones (3.42) y (3.43): a tiempos

tard́ıos, cuando wd tiende a −1, el término fuente de δ̇d se vuelve independiente de θd y

es una cantidad negativa que tiende a cero. Mientras tanto, a tiempos tempranos, para

wd → 0, se tiene Hwd → 0 y las ecuaciones se vuelven las mismas que las de materia

oscura fŕıa, (3.35) y (3.36).

3.4.2. Más allá del primer orden

Para estudiar los casos a órdenes mayores en teoŕıa de perturbaciones, expandamos los

tensores de enerǵıa momento del fluido oscuro y del sector oscuro en el modelo ΛCDM

alrededor de los fluidos cosmológicos de fondo (a cero orden) como

Tµν = T (0)
µν + T (1)

µν + T (2)
µν + · · · . (3.44)

Si el tensor de enerǵıa momento total en ambos modelos es igual
(
T d
µν = TΛCDM

µν

)
, clara-

mente cada uno de los términos de la expansión será también igual
(
T
d (i)
µν = T

ΛCDM(i)
µν

)
.

Este argumento es usado en [120] para notar que la degeneración es preservada a todos

los órdenes en teoŕıa de perturbaciones. Ciertamente, esto es correcto.

Sin embargo, nosotros estamos interesados en otro enfoque (que abordaremos en el

caṕıtulo 5 para romper la degeneración oscura o orden lineal). Nuestros experimentos

son afectados gravitacionalmente por el tensor de enerǵıa momento total, pero cuando

comparamos observaciones cosmológicas con modelos, realizamos la expansión de la

ecuación (3.44), y no es hasta después de eso cuando asignamos valores numéricos a

cada uno de los términos perturbativos. El hecho de que ambos tensores de enerǵıa

momento sean iguales a un orden i, no implica que lo sean al siguiente orden, i + 1.

En esta situación, ecuaciones como (3.39) y (3.40) son condiciones de la teoŕıa y no
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consecuencias de ella, y si no son impuestas, la degeneración se rompe, como se puede

observar en la figura 3.1 para los casos α 6= 1.

Existe una sutileza con la expansión perturbativa (3.44). El hecho de que el universo

sea tan suave a muy grandes escalas es lo que nos permite hacer dicha expansión. El

término de orden cero es un promedio espacial en hipersuperficies de tiempo conforme

(o cósmico) constante a escalas cosmológicas grandes, T
(0)
µν = 〈Tµν〉; después de esto

asumimos que la teoŕıa de relatividad general es válida en la forma Gµν(g
(0)) = 〈Tµν〉.

Esto es falso debido al carácter no lineal de la gravedad; es bien sabido que efectos de

back-reaction contribuyen a esta última ecuación [133, 134]. Lo usual en cosmoloǵıa es

suponer que estos efectos son despreciables; ejemplos de trabajos recientes sobre estos

temas son [135, 136].

Para el caso espećıfico que nos concierne, hay un problema relacionado. Consideremos un

fluido con una ecuación de estado P = P (ρ) que conduce a una descripción unificada del

sector oscuro. Claramente la ecuación 〈P 〉 = P (〈ρ〉) no siempre se cumplirá; de hecho,

correcciones de mayores órdenes entrarán en esta ecuación obteniendo

〈P 〉 = P (〈ρ〉) + dP

dρ

∣∣∣
〈ρ〉
〈ρ〉δ + · · · . (3.45)

De manera que cuando una escala crece y deja el régimen lineal, el procedimiento simple

de tomar promedios en la ecuación de estado ya no es válido. Este efecto no lineal ha sido

investigado por diversos grupos; véanse [135] y [137–139]. Particularmente, se ha mos-

trado que pueden ocurrir inestabilidades incluso a las más grandes escalas cosmológicas,

produciendo que la transición de régimen de tipo materia a tipo enerǵıa oscura no sea

suave; en algunas regiones puede ocurrir antes de lo esperado, mientras en otras puede

no suceder nunca [137]. La excepción a esto es cuando la presión es una función lineal

de la densidad de enerǵıa, como para un fluido P = wρ con w constante, o para el fluido

oscuro que hemos estudiado en este caṕıtulo, donde la presión es constante. Sin embargo,

es importante subrayar que en los modelos que difieran de éstos –aunque sea de manera

indistinguible por las observaciones actuales cuando los cálculos son llevados a cabo con

el procedimiento usual de promedios– los efectos mencionados idealmente debeŕıan ser

considerados, aunque cabe decir que esto implica una considerable complicación en el

análisis de los modelos. Tales son los casos del gas de Chaplygin generalizado [74–76] y

de su extensión proveniente de la geometrotermodinámica [78], que encontraremos en el

caṕıtulo 4.
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3.5. Múltiples componentes interactuantes

En esta sección exploramos la posibilidad de que el fluido oscuro esté hecho de una colec-

ción de componentes oscuras con posibles interacciones entre ellas. Las ecuaciones que

obtengamos serán generalizadas en el caṕıtulo 5 para incluir interacciones con bariones.

Consideremos las ecuaciones de Einstein

Gµν = 8πG

(∑
a

Tµνa + TµνSM

)
, (3.46)

donde el sub́ındice a etiqueta las diferentes componentes oscuras. Si prohibimos que éstas

interactúen con el modelo estándar de part́ıculas, las identidades de Bianchi implican

∇µTµνSM = 0 y

∇µTµνa = Qνa, (3.47)

donde los vectores de transferencia de enerǵıa momento, Qνa, obedecen la constricción

∑
a

Qνa = 0. (3.48)

Consideremos por el momento la cosmoloǵıa homogénea e isotrópica, la ecuación de

continuidad para cada fluido es

ρ̇a + 3H(1 + wa)ρa = qa, (3.49)

donde las cantidades qa denotan la transferencia de enerǵıa entre las distintas componen-

tes oscuras. Esto implica que a orden cero (ignorando los sub́ındices a por el momento)

Qν (0) =
1

a2
(q,~0), (3.50)

si definimos Q ≡
√
−gµνQµQν , entonces Q(0) = q/a y Qν (0) = a−1(Q(0),~0). Ahora,

siguiendo [140, 141], descomponemos el vector de interacción como

Qν = Quν + fν , (3.51)

donde la transferencia de momento, fν , es de primer orden y es ortogonal a la cuadri-

velocidad uν del fluido particular, fνuν = 0. Por lo tanto, bajo rotaciones espaciales Q

transforma como un escalar y f i como un vector. De acuerdo con esto, descomponemos

f i como

fi = f,i + εi (3.52)
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con f un escalar y εi un vector transverso, εi,i = 0. Además, definimos la perturbación

δQ a través de

Q = Q(0) + δQ =
1

a
(q + δq), (3.53)

donde en la última igualdad definimos δq ≡ aδQ. De (3.51) se sigue que a primer orden

Q0 =
1

a2
(
q(1−Ψ) + δq

)
(3.54)

Qi =
1

a2
qvi +

1

a2
f ,i +

1

a2
εi. (3.55)

Finalmente, de la ecuación (3.48) se obtienen (reinsertando los sub́ındices a) las ecua-

ciones de constricción

∑
a

δqa = 0, (3.56)∑
a

qa = 0, (3.57)

y a2
∑

aQ
i
a =

∑
a(qav

i
a + f ,ia + εia), la cual, si le sacamos la divergencia y cambiamos a

espacio de Fourier, se vuelve

∑
a

(
qaθa + k2fa

)
= 0. (3.58)

Ahora, a primer orden en teoŕıa de perturbaciones, la divergencia del tensor de enerǵıa

momento para cada fluido –omitiendo nuevamente los sub́ındices a– es, para la compo-

nente 0

∇µTµ0 =
1

a2
(1 + δ − 2Ψ)(ρ̇+ 3H(1 + w)ρ)

+
ρ

a2

[
δ̇ + (1 + w)(∂iv

i − 3Φ̇) + 3H
(
δP

δρ
− w

)
δ

]
, (3.59)

y, para la componente i,

∇µTµi =
P

a2
∂jΠ

ij +
1

a2
(ρ̇+ 3H(1 + w)ρ)vi +

ρ+ P

a2

[
v̇i

+ H
(
1 +

ρ̇w

H(1 + w)ρ

)
vi +

ẇ

1 + w
vi +

wπ,iL
1 + w

+Ψ,i

]
. (3.60)

Nótese que si la interacción es cero, ambas ecuaciones se reducen a las usuales. Tomamos

la divergencia de la ecuación (3.60) para aislar el modo escalar, por lo que la ecuación
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(3.47) implica

δ̇a + (1 + wa)(θa − 3Φ̇) + 3H
(
δPa
δρa
− wa

)
δa +

qa
ρa

(δa −Ψ)− δqa
ρa

= 0 (3.61)

y

θ̇a +H

(
1− 3wa +

qawa
H(1 + wa)ρa

)
θa +

ẇa
1 + wa

θa

− δPa/δρa
1 + wa

k2δa − k2Ψ+ k2σa +
k2fa

ρa(1 + wa)
= 0, (3.62)

donde hemos vuelto al espacio de Fourier y reinsertado los ı́ndices a. También hemos

usado la descomposición del tensor Πij en modos escalares, vectoriales y tensoriales.

Multiplicando por kikj , sólo el estrés anisotrópico escalar sobrevive y el primer término

del lado derecho de la ecuación (3.60) se vuelve 2k2Π(s)P/3 = (ρ + P )k2σ. 3.61 y 3.62

son entonces las ecuaciones hidrodinámicas para la colección de fluidos interactuantes.

Definiendo la densidad de enerǵıa total de los fluidos oscuros como ρT =
∑
ρa, se sigue

que el contraste de densidad total, δT , es la suma pesada de las componentes individuales

δT =
1

ρT

∑
a

ρaδa, (3.63)

y la “velocidad” total es

θT =
1

ρT (1 + wT )

∑
a

ρa(1 + wa)θa, (3.64)

donde wT =
∑

awaρa/
∑

a ρa. Usando estas últimas ecuaciones, es directo demostrar

que las ecuaciones hidrodinámicas para el fluido oscuro total son

δ̇T + (1 + wT )(θT − 3Φ̇) + 3H
(
δPT
δρT
− wT

)
δT = 0 (3.65)

y

θ̇T +H(1− 3wT )θT +
ẇT

1 + wT
θT +−δPT /δρT

1 + wT
k2δT − k2Ψ+ k2σT = 0, (3.66)

donde δPT =
∑
δPa. Éstas son exactamente las ecuaciones que encontramos para una

sola componente no interactuante, (2.29) y (2.30). La velocidad del sonido adiabática

del fluido total es c2sT = ṖT /ρ̇T =
∑
ρac

2
sa/ρT . Entonces, forzando la condición c2sT = 0,

obtenemos wT = wd, y si cada una de las componentes tiene densidad de enerǵıa positiva

(ρa > 0), es condición necesaria y suficiente c2sa = 0 y δPa = 0. Hemos obtenido que

las ecuaciones de perturbación hidrodinámicas del fluido compuesto son las mismas que
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las del fluido oscuro ((3.42) y (3.43)), bajo la sustitución T → d. Justamente, hemos

construido el fluido oscuro a partir de un número arbitrario de fluidos e interacciones.

Si consideramos el caso no f́ısico en que alguna componente tiene densidad de enerǵıa

negativa, la velocidad del sonido de algunas de ellas puede ser diferente de cero, y la

perturbación de la presión es igual a

δPT = c2sT δρT −
1

6Hρ̇T

∑
a,b

ρ̇aρ̇b(c
2
sa − c2sb)Sab, (3.67)

donde

Sab =
δa

1 + wa
− δb

1 + wb
(3.68)

es la entroṕıa relativa entre los fluidos a y b [142]. Entonces, para obtener el fluido oscuro

en el caso en que algunas componentes tengan densidad de enerǵıa negativa, debemos

imponer que las perturbaciones de presión, dadas por la ecuación (3.67) sean igual a

cero.

3.6. Ruptura de la degeneración oscura

De la secciones anteriores resulta claro que el fluido oscuro puede ser la suma de com-

ponentes de materia oscura y enerǵıa oscura, o bien puede ser compuesto de un gran

número de fluidos distintos. Sin embargo, si la interacción con las part́ıculas del modelo

estándar es únicamente gravitacional –la cual es considerada la definición más radical

de componente oscura– debido a la universalidad de esta fuerza, la naturaleza del fluido

oscuro no esposible de elucidar con la teoŕıa de perturbaciones cosmológicas. Las com-

ponentes del modelo estándar de part́ıculas interactúan de una manera bien conocida,

lo que nos permite encontrar su contribución al tensor de enerǵıa momento total.

Al d́ıa de hoy el modelo cosmológico más exitoso en cosmoloǵıa es el modelo ΛCDM. Y

debido a la degeneración oscura, el modelo de fluido oscuro tiene exactamente el mismo

éxito al compararlo con observaciones.

En los siguientes caṕıtulos mostraremos modelos cercanos al fluido oscuro que rompen la

degeneración en distintos niveles. Realizamos análisis numérico y encontramos sus sig-

naturas observables, que podŕıan ser encontradas en futuras observaciones cosmológicas.

En el caṕıtulo 4 mostramos una extensión al gas de Chaplygin, que tiene al fluido oscuro

como un caso particular. En el caṕıtulo 5 hacemos acoplamientos del fluido oscuro con

la materia bariónica a nivel perturbativo lineal, dejando intacta la cosmoloǵıa de fondo

y en degeneración con el modelo ΛCDM. En el caṕıtulo 6 estudiamos modificaciones a

relatividad general y acoplamientos entre campos escalares de enerǵıa oscura y materia
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bariónica, que pueden emular parte de la materia oscura en el universo. Estos últimos

modelos no están exactamente degenerados con el modelo ΛCDM; sin embargo, las di-

ferencias se pueden hacer tan pequeñas como se quiera al nivel homogéneo e isotrópico.





Caṕıtulo 4

Extensión al gas de Chaplygin

usando geometrotermodinámica

En el contexto de fluidos oscuros unificados, el gas de Chaplygin [74, 76] y su genera-

lización [75] han recibido especial atención en la literatura. Estos modelos se obtienen

con la introducción de una ecuación de estado dada por

P = − A
ρα
, (4.1)

con A y 0 ≤ α ≤ 1 constantes. El modelo α = 1 corresponde al gas de Chaplygin

original y el modelo con α 6= 1 al gas de Chaplygin generalizado. La densidad de enerǵıa

en un espacio-tiempo FRW evoluciona como

ρ =

(
A+

B

a3(1+α)

) 1
1+α

. (4.2)

Para el caso α = 1, este modelo describe una interpolación suave entre una fase temprana

dominada por polvo, con ρ '
√
Ba−3, y una fase temporalmente asintótica de Sitter

dominada por una constante cosmológica Λchaplygin = 8πG
√
A, con una fase intermedia

descrita por un gas stiff con ecuación de estado P ' ρ. En el modelo generalizado (4.2) el

comportamiento es muy similar, con la diferencia de que la fase intermedia está descrita

por la ecuación de estado P = αρ.

El modelo del gas de Chaplygin admite una representación en el contexto de campos

escalares complejos. Dado el campo escalar complejo

Φ =
1√
2m

φ exp(−imθ), (4.3)

53
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consideremos la densidad lagrangiana

L = −gµνΦ∗
,µΦ,ν − V (|Φ|2)

= −1

2
gµν

(
φ2θ,µθ,ν +

1

m2
φ,µφ,ν

)
− V (φ2), (4.4)

con un potencial

V =
1

2

(
ψ2/α +

A

ψ2

)
, (4.5)

con ψ = B(1−α)/(1+α)a3(1−α)φ2. Para el caso del gas de Chaplygin original, el potencial

no depende del factor de escala y además es invariante ante transformaciones φ→ A/φ.

Notemos que esta descripción impone una escala de homogeneidad [76]; es decir, para el

caso en que las variaciones de φ en el espacio-tiempo sean pequeñas y cumplan con

φ,µ � mφ, (4.6)

la ecuación de estado (4.1) se obtiene de la densidad lagrangiana (4.4), como se muestra

en [75, 76].

Diversos aspectos de los gases de Chaplygin han sido estudiados en la literatura. En

particular, cotas provenientes de observaciones cosmológicas imponen constricciones en

el parámetro α.

En [143] un análisis del efecto Sachs-Wolfe integrado constriñe el factor α a α . 10−3,

α & 350. En [144], haciendo un análisis puramente cinemático, con el uso de observa-

ciones de supernovas [145, 146], oscilaciones acústicas de bariones [147], H(z) [23, 85]

y del parámetro shift de la radiación cósmica de fondo [148], se obtienen constricciones

α = 0.043+0.134
−0.117 (2σ). Las constricciones más fuertes en el parámetro α provienen de

comparaciones del espectro de potencias con datos de SDSS [149], en [150] encuentran

la constricción α . 10−5, α & 3.

Además de su estudio como fluidos unificados, los modelos Chaplygin han sido usados

únicamente para describir la enerǵıa oscura [151–153].

En este caṕıtulo estudiaremos una extensión del gas generalizado de Chaplygin pro-

veniente del formalismo de geometrotermodinámica [131]. Veremos también como el

fluido oscuro, estudiado en el caṕıtulo 3, se obtiene como un caso particular de esta ex-

tensión. Una vez estudiados sus aspectos termodinámicos, constreñimos sus parámetros

libres usando observaciones recientes de supernovas tipo Ia y anisotroṕıas en la radiación

cósmica de fondo.
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4.1. Aspectos básicos de la geometrotermodinámica

La geometrotermodinámica (GTD) es un formalismo desarrollado durante los últimos

años por H. Quevedo y colaboradores para describir sistemas termodinámicos con el uso

de geometŕıa diferencial [131]. En esta sección revisaremos los aspectos básicos de este

formalismo.

En la termodinámica clásica [154], el método estándar para describir un sistema termo-

dinámico consiste en especificar un conjunto de n variables extensivas Ea (a = 1, ..., n),

sus correspondientes variables intensivas Ia y algún potencial termodinámico Φ. El en-

tero n determina el número de grados de libertad del sistema.

Por ejemplo, en el caso del gas ideal con un número fijo de part́ıculas N tenemos n = 2;

si escogemos la enerǵıa interna como el potencial termodinámico, Φ = U , las variables

extensivas serán Ea = (S, V ) y las intensivas Ia = (T,−P ); de tal manera la tempera-

tura T es la variable dual a la entroṕıa S y el negativo de la presión P es la variable

dual al volumen V . Todas las propiedades del gas ideal en equilibrio termodinámico se

encuentran contenidas en la ecuación fundamental U(S, V ) = (eS/V )2/3 y en la primera

ley de la termodinámica dU = TdS−PdV , de donde se extraen las ecuaciones de estado

que relacionan la presión y la temperatura con las variables S y V . Dado que los estados

de equilibrio del gas ideal pueden ser representados por los correspondientes valores de

S y V , todos los posibles estados de equilibrio forman un espacio E cuyos puntos pueden

ser representados por las coordenadas S y V .

Usando esta notación, la ecuación fundamental de un sistema termodinámico arbitrario

puede ser escrita como Φ = Φ(Ea), la primera ley de la termodinámica como dΦ = IadE
a

con Ia = δabI
b, y las coordenadas del espacio de equilibrio E son Ea. Esta notación puede

ser usada para describir el sistema con cualquier potencial termodinámico. Por ejemplo,

para describir el gas ideal en la representación de la entroṕıa, sólo se reescribe la primera

ley de la termodinámica como dS = (1/T )dU+(P/T )dV , de tal manera que las variables

termodinámicas son ahora Φ = S, Ea = (U, V ) y Ia = (1/T, P/T ).

Una propiedad fundamental de la termodinámica clásica es que es invariante ante trans-

formaciones de Legendre, es decir, para la descripción de un sistema termodinámico, por

ejemplo un gas ideal, puede ser usada la enerǵıa libre de Helmholtz F (T, V ) = U − TS,
la entalṕıa H(S, P ) = U + PV o el potencial de Gibbs G(T, P ) = U − TS + PV . Las

transformaciones de Legendre que generan los potenciales F y H son llamadas transfor-

maciones parciales, mientras G es generado por una transformación total.1

1Después de una transformación de Legendre se mezclan las variables extensivas y las intensivas.
Sin embargo, como notación, seguiremos llamando extensivas a las variables que describen el espacio de
equilibrio bajo un potencial termodinámico determinado e intensivas a sus variables duales.
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La idea principal en GTD consiste en asociar una estructura diferencial al espacio de

equilibrio de un sistema termodinámico dado de tal manera que ésta no dependa del

potencial termodinámico escogido para su descripción, es decir, debe ser invariante de

Legendre. Definamos el espacio fase como una variedad diferencial T de dimensión 2n+1,

con coordenadas ZA = {Φ, Ea, Ia}, A = 0, ..., 2n, equipada con la 1-forma fundamental

de Gibbs Θ = dΦ−IadEa [155], y una métrica G que debe ser invariante ante transforma-

ciones de Legendre. A la estructura (T ,Θ) se le llama variedad de contacto y a (T ,Θ, G)
variedad riemanniana de contacto. A cualquier variedad de contacto riemanniana cuyas

componentes sean invariantes de Legendre se le llama variedad fase termodinámica. Es

importante mencionar que la métrica G = δABdZ
AdZB no es invariante de Legendre,

por lo que la variedad fase termodinámica no es ecuclidiana, o de Minkowsky. En esta

notación, una transformación de Legendre está dada por [156]

{ZA} → {Z̃A} = {Φ̃, Ẽa, Ĩa}, (4.7)

con

Φ = Φ̃− δklẼkĨ l, Ei = −Ĩi, Ii = Ẽi, Ej = Ẽj , Ij = Ĩj . (4.8)

Aqúı, i, k, l ∈ I y j ∈ J , donde I ∪ J es cualquier descomposición disjunta del conjunto

de ı́ndices {1, . . . , n}, en particular los casos I = {1, . . . , n} e I = ∅ corresponden a una

transformación total de Legendre y a la identidad, respectivamente. Por invarianza de

Legendre de un tensor arbitrario F(Z) entendemos que F(Z) = F̃(Z̃ = Z). Notemos que

la 1-forma de Gibbs, Θ, es también un invariante de Legendre. Además, si Θ satisface la

condición Θ∧ (dΘ)n 6= 0 se puede demostrar que si existe una segunda forma diferencial

Θ̃ que cumpla Θ̃ ∧ (dΘ̃)n 6= 0, ambas están relacionadas por una transformación de

Legendre [155].2 La métrica [157] (suma sobre todos los ı́ndices repetidos)

G = (dΦ− IadEa)2 + Λ(EaIa)
2k+1dEadIa, (4.9)

donde k es un número entero y Λ es una función real invariante de Legendre, es la métrica

más general que se ha encontrado hasta ahora que es invariante ante transformaciones

parciales y totales de Legendre.

La subvariedad de estados de equilibrio E ⊂ T es definida por un mapeo suave ϕ : E → T ,
o en coordenadas ϕ : {Ea} 7→ {Φ(Ea), Ea, Ia(Ea)}, bajo la condición

ϕ∗(Θ) = 0, (4.10)

es decir que

dΦ = IadE
a con Ia =

∂Φ

∂Ea
, (4.11)

2La condición Θ ∧ (dΘ)n 6= 0 implica que el elemento de volumen en T sea diferente de cero.
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donde ϕ∗ es el pullback asociado al encaje ϕ. Estas ecuaciones son equivalentes a la

primera ley de la termodinámica y a las condiciones de equilibrio termodinámico. Note-

mos que en el espacio fase T , las transformaciones de Legendre están definidas por las

ecuaciones (4.8) y (4.8) y no es hasta la subvariedad de espacios de equilibrio E , debido
a la condición (4.10), que toman el sentido usado en termodinámica.

La métrica inducida por el mapeo ϕ en el espacio E es

g = ϕ∗(G) = Λ

(
Ea

∂Φ

∂Ea

)2k+1 ∂2Φ

∂Eb∂Ec
δabdEadEc (4.12)

o en componentes esto es

gab =
∂ZA

∂Ea
∂ZB

∂Eb
GAB. (4.13)

Uno de los principales objetivos en GTD es encontrar relaciones entre las propiedades

geométricas del espacio de equilibrio E y las propiedades termodinámicas del sistema

descrito por la ecuación fundamental Φ = Φ(Ea), que a su vez es determinada por el

mapeo ϕ. En particular, la curvatura intŕınseca de E puede ser usada como una medida

de interacción termodinámica: la interpretación que damos a interacción termodinámica

está basada en el enfoque estad́ıstico de la termodinámica, en el cual las propiedades del

sistema son derivadas de la forma expĺıcita del correspondiente hamiltoniano y la inter-

acción entre las part́ıculas del sistema están descritas por el potencial del hamiltoniano.

Por ejemplo, en el caso de cero potencial en el hamiltoniano, decimos que la interacción

termodinámica es cero y esperamos que la curvatura de la variedad E sea igual a cero.

Esta equivalencia entre la curvatura y la interacción termodinámica ha sido mostrada en

el caso de sistemas clásicos termodinámicos, como el gas ideal y el gas de Van der Waals

[157], y también para agujeros negros en diferentes teoŕıas [158]. Más aún, singularidades

en la curvatura de E corresponden a transiciones de fase del sistema termodinámico. Otra

propiedad de interés de la geometrotermodinámica es que las geodésicas en el espacio

de equilibrio ε representan procesos termodinámicos cuasiestáticos [157].

Para encontrar expĺıcitamente la métrica g de la variedad de equilibrio E se necesita

especificar la ecuación fundamental Φ = Φ(Ea), la cual en principio debe ser obtenida

por el experimento. Un ingrediente adicional en el formalismo de GTD nos permite

generar ecuaciones de estado. Supongamos que el espacio de equilibrio E es una superficie
extremal del espacio fase T , es decir, la variación del elemento de volumen es cero:

δZ

∫
E

√
det(g)dnE = 0. (4.14)

Dado que g es la métrica inducida por la métrica G que depende de las coordenadas

ZA, se puede mostrar [157] que de esta variación se obtiene el sistema de ecuaciones
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diferenciales

�ZA =
1√

det(g)

(√
det(g)gabZA,a

)
,b
+ ΓABCZ

B
,bZ

C
,c g

bc = 0, (4.15)

donde � es el operador d’Alembertiano de la métrica g. Por tanto, la variación impli-

ca que el potencial termodinámico Φ debe satisfacer un conjunto de ecuaciones cuyas

soluciones pueden ser escritas como funciones de las variables extensivas Φ = Φ(Ea),

obteniendo ecuaciones fundamentales. En adelante consideraremos el caso k = 1 y Λ

una constante. Dos soluciones particulares con Φ = S y Ea = {U, V } encontradas en

[157] son

S = c1 lnU + c2 lnV, (4.16)

y

S = S0 ln
(
U1+α + cV 1+β

)
, (4.17)

donde c1, c2, S0, α y β son constantes reales. Dedicaremos las siguientes secciones a

estudiar las propiedades f́ısicas de estas ecuaciones fundamentales.

El gas ideal y los fluidos de la cosmoloǵıa estándar

La elección c1 = 3/2 y c2 = 1 en la ecuación (4.16) obtiene la ecuación fundamental

del gas ideal, por lo que el método variacional y el formalismo de GTD reproducen la

termodinámica del gas ideal. Usando esta ecuación en la métrica del espacio de equilibrio

E (4.12) con k = 1 y Λ constante, obtenemos la métrica

g = −Λ
(
c21
dU2

U2
+ c22

dV 2

V 2

)
. (4.18)

La curvatura de esta métrica es cero, lo que se puede observar fácilmente bajo la trans-

formación de coordenadas ξ = Λ1/2c1 lnU y η = Λ1/2c2 lnV , en la que la métrica toma

la forma euclidiana g = −(dξ2+dη2). Como hemos mencionado, en GTD interpretamos

la curvatura como una medida de la interacción termodinámica, de tal manera que la

métrica plana corresponde a los sistemas más sencillos sin interacción termodinámica.

De la ecuación fundamental (4.16) también se obtiene la ecuación de estado

P = wρ, (4.19)

con w = c2/c1 una constante. Es decir, que se han generado los fluidos barotrópicos

usuales de la cosmoloǵıa estándar. De esta manera podemos modelar las distintas épocas

cosmológicas escogiendo las constantes c1 y c2 apropiadamente.
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Es interesante notar que la capacidad caloŕıfica a volumen constante está dada por

CV = c1. Esto abre la posibilidad de considerar a la enerǵıa oscura como un sistema

con capacidad caloŕıfica negativa, en el caso c2 > 0. La mayoŕıa de los sistemas f́ısicos

tienen una capacidad caloŕıfica positiva. Sin embargo, muchos sistemas f́ısicos presen-

tan capacidades caloŕıficas negativas, como es el caso de sistemas autogravitantes como

estrellas o cúmulos de estrellas [159]. Más aún, se ha demostrado [160] que los siste-

mas con capacidad caloŕıfica negativa nunca son extensivos. Concluimos que el fluido

de enerǵıa oscura puede ser considerado como un sistema f́ısico no interactuante con

variables termodinámicas no extensivas.

4.2. Descripción unificada de materia y enerǵıa oscura

En esta sección estudiaremos la ecuación fundamental (4.17), la cual conduce a un flui-

do unificado de materia y enerǵıa oscura con propiedades cosmológicas atractivas. En

cierto rango de parámetros este fluido, se reduce al gas de Chaplygin generalizado y

especialmente al fluido oscuro estudiado en el caṕıtulo 3. También es posible obtener

los fluidos politrópicos, ampliamente usados en la literatura para modelar sistemas as-

trof́ısicos [161]. De acuerdo con la ecuación (4.12), esta ecuación fundamental genera la

métrica termodinámica

g =
ΛS2

0

(U1+α + cV 1+β)3

[
(1 + α)2U2α[αcV 1+β − U1+α]dU2

+ (1 + β)2c2V 2β [βU1+α − cV 1+β ]dV 2

− (1 + α)(1 + β)cU1+αV 1+β [(1 + α)U1+α + (1 + β)cV 1+β ]dUdV

]
, (4.20)
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sobre la variedad de estados de equilibrio E . El escalar de Ricci de la métrica (4.20) es

R = 8
[
3U3+αV 5+3βc3β2 − U4α+6V 2αβ + 3U4+2αV 4+2βα2c2

+14U5+3αV 3+βα c+ 14U3+αV 5+3βc3β + 3U5+3αV 3+βcα2

+24U4+2αV 4+2βα c2 + U5+3αV 3+βcβ2 + 24U4+2αV 4+2βc2β

+U3+αV 5+3βc3α2 + 3U2V 4β+6c4β + 5U2V 4β+6c4α

−6U4+2αV 4+2ββ α c2 − 4U3+αV 5+3βc3αβ − 4U5+3αV 3+βα cβ

+18U5+3αV 3+βcβ + 18U3+αV 5+3βc3α+ U2V 4β+6c4β2

+3U4α+6V 2α+ 5U4α+6V 2β + U4α+6V 2α2 − U2V 4β+6c4αβ

+3U4+2αV 4+2βc2β2
]
×
[
U2V 2S2

0

(
2U1+αα cV 1+ββ

−4α c2V 2+2β − 4U2+2αβ + 2U1+αV 1+βc− U2+2α − 2U2+2αα

−2U1+αV 1+βα c− V 2+2βc2 − 2V 2+2βc2β − V 2+2βc2β2

−2U1+αV 1+βcβ − U2+2αα2
)2]−1

, (4.21)

la cual es en general distinta de cero, lo que indica la presencia de interacción ter-

modinámica. Por ejemplo, para el caso particular α = 1 y β = 1, que como veremos

corresponde al gas de Chaplygin, ésta se reduce a

R =
6U4V 4c2 + 4U6V 2c+ 4U2V 6c3 + V 8c4 + U8

S0
2 (c2V 4 + U4)2

. (4.22)

De la primera ley de la termodinámica, ecuación (4.11), en equilibrio termodinámico se

obtienen
1

T
=

S0(1 + α)Uα

U1+α + cV 1+β
(4.23)

y
P

T
=

S0c(1 + β)V β

U1+α + cV 1+β
. (4.24)

De aqúı puede ser escrita una ecuación de estado

P (U, V ) =
c(1 + β)V β

(1 + α)Uα
. (4.25)

Consideraremos ahora la evolución a gran escala de un universo que contiene el modelo

estándar de part́ıculas y el sector oscuro descrito por la geometrotermodinámica; el

sub́ındice gtd denotará las variables de este fluido. Podemos escribir la ecuación de

estado (4.25) en términos del factor de escala a(t) y su densidad de enerǵıa ρgtd como

Pgtd = −Ca−3(α−β)ρ−αgtd, (4.26)
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donde hemos usado V = V0a
3. También, definimos la constante C = −c(1+β)V β−α

0 /(1+

α). De esta ecuación se ve de inmediato que el caso α = β en el intervalo 0 < α ≤ 1

corresponde al gas de Chaplygin generalizado. Más aún, si α = β = 0 recuperamos el

fluido oscuro que hemos estudiado en el caṕıtulo anterior. El caso α = 1, conocido como

gas de Chaplygin variable, ha sido estudiado en [77, 162] y tiene la ventaja sobre el gas

de Chaplygin estándar de poder generar grandes perturbaciones inhomogéneas. También

pueden ser obtenido los fluidos politrópicos si α = β cuando α < 0.

Es interesante notar de la ecuación (4.21) que la curvatura de la métrica termodinámica

del fluido oscuro (α = β = 0) se hace cero idénticamente, por lo cual éste también

corresponde a un fluido sin interacción termodinámica.

La ecuación de continuidad ρ′gtd = −3H(ρgtd + Pgtd) puede integrarse para obtener

ρgtd =

[
1 + α

1 + β
Ca−3(α−β) + CIa

−3(1+α)

]1/(1+α)
, (4.27)

donde CI es una constante de integración. Es conveniente reescribir esta expresión como

ρ = ρgtd0

(
Aa−3(α−β) + (1−A)a−3(1+α)

)1/(1+α)
, (4.28)

donde hemos definido ρgtd0 como el valor de la densidad de enerǵıa del sector oscuro hoy

en d́ıa. Las constantes están relacionadas por las ecuaciones

A =
C

C + CI(1 + β)/(1 + α)
, ρgtd0 =

(
1 + α

1 + β
C + CI

)1/(1+α)

C = 1 + β

1 + α
A ρ1+αgtd0, CI = ρ1+αgtd0 (1−A) . (4.29)

Para asegurar que la densidad de enerǵıa ρgtd sea un número real positivo a todos los

tiempos es necesario imponer la condición A > 0, lo cual a su vez implica la desigualdad

c(1+β)/(1+α) < 0. Nótese que para 1+α < 0 y S0 positivo, se sigue que (∂S/∂U)V < 0

obteniendo una capacidad caloŕıfica negativa. Este caso no lo estudiaremos aqúı, por lo

que de la ecuación (4.17) se obtiene que la entroṕıa del fluido disminuye si el espacio de

configuración crece a enerǵıa constante, y como consecuencia el fluido unificado obtenido

a partir de la geometrotermodinámica tiene una presión negativa que es responsable de

acelerar el universo.

El cálculo del parámetro de la ecuación de estado da

wgtd(a) = −
1 + β

1 + α

1

1 + (1−A)a−3(1+β)/A
, (4.30)
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el cual tiene el siguiente comportamiento:

wgtd(a→ 0) −→ 0,

wgtd(a→∞) −→ −1 + β

1 + α
, (4.31)

wgtd(a = 1) = −1 + β

1 + α
A. (4.32)

La figura 4.1 muestra la evolución de wgtd como función del corrimiento al rojo z para

diferentes combinaciones de α y β; A es mantenida fija al valor A = 0.76 ' 1/(1 +

ΩDM/ΩΛ).
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Figura 4.1: Evolución del parámetro wgtd como función del corrimiento al rojo z. La
curva sólida (negra) corresponde a α = β = 0 (el modelo ΛCDM, o el fluido oscuro); la
curva entrecortada (azul) a α = 0.06 y β = −0.06; la curva punteada (roja) a α = 0.1
y β = 0.2; la curva punteada y cortada (gris) a α = β = 0.5 (un gas de Chaplygin). El

parámetro A = 0.76 está fijo en todos los casos.

Para completar la descripción homogénea e isotrópica resolvemos numéricamente la ecua-

ción de Friedmann y en la figura 4.2 graficamos el factor de escala como función del

tiempo cósmico. Para esto, escogemos los mismos valores de α, β y A que en la figura

4.1.

Una cantidad importante para la investigación de las perturbaciones del fluido, pero que

puede ser encontrada con puras variables de orden cero, es la velocidad adiabática del

sonido (2.31), que en este caso está dada por

c2s = −wgtd
αPgtd + βρgtd
ρgtd + Pgtd

, (4.33)

o, escrita en función del factor de escala,

c2s =
1 + β

1 + α

1

1 + (1−A)a−3(1+β)/A
(β − α)/(1 + α) + β(1−A)a−3(1+β)/A
(α− β)/(1 + α) + (1−A)a−3(1+β)/A

. (4.34)
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Figura 4.2: Evolución del factor de escala a en función del tiempo cósmico t. La curva
sólida (negra) corresponde a α = β = 0 (el modelo ΛCDM, o el fluido oscuro); la curva
entrecortada (azul) a α = 0.06 y β = −0.06; la curva punteada (roja) a α = 0.1 y
β = 0.2; la curva punteada y cortada (gris) a α = β = 0.5 (un gas de Chaplygin). Los
parámetros A = 0.76 y Ωd = 0.96 están fijos en todos los casos. La ĺınea vertical denota

el tiempo presente.

Los ĺımites de esta expresión son c2s(a → 0) = 0, y c2s(a → ∞) = −(1 + β)/(1 + α),

si α 6= β, y c2s(a → ∞) = α, si α = β. Este resultado implica una importante dife-

rencia entre el gas generalizado de Chaplygin y la extensión que nosotros encontramos

usando geometrotermodinámica. En la cosmoloǵıa de fondo este hecho no tiene ninguna

consecuencia pero, como veremos, es de gran importancia si consideramos perturbacio-

nes. Para no violar la causalidad, requerimos que c2s ≤ 1; consecuentemente condiciones

adicionales pueden ser impuestas a los parámetros α y β.

En el caso particular del gas de Chaplygin la velocidad del sonido adiabática está dada

por c2s = −αwgtd, mientras que para el fluido oscuro c2s = 0, que fue el punto de partida

para definirlo en el caṕıtulo 3.

Notamos que si α < β aparece una singularidad en la velocidad del sonido en a =

[(1+α)(1−A)/A(β−α)]1/3(1+β); ésta coincide con el momento en el cual el parámetro

de la ecuación de estado cruza la barrera phantom, definida por wgtd = −1.

4.3. Perturbaciones al fluido GTD

Para proseguir con el estudio de este fluido unificado, debemos hacer suposiciones adi-

cionales acerca de sus perturbaciones. Consideramos al fluido GTD unificado como un

fluido perfecto con perturbaciones adiabáticas. Considerando por el momento tiempos
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tard́ıos, tenemos Φ = Ψ, y las ecuaciones de perturbación son entonces

δ̇gtd = −(1 + wgtd)(θgtd − 3Φ̇)− 3H
(
c2s − wgtd

)
δgtd (4.35)

y

θ̇gtd = −H(1− 3c2s)θgtd +
c2sk

2δgtd
1 + wgtd

+ k2Φ, (4.36)

donde wgtd y c2s están dadas por las ecuaciones (4.30) y (4.34), respectivamente.
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Figura 4.3: Evolución de los contrastes de densidad de la materia bariónica (panel
izquierdo) y del fluido GTD (panel derecho) como funciones del factor de escala a. La
ĺınea sólida (negra) corresponde a α = β = 0 (el fluido oscuro). La ĺınea cortada larga
(azul) a α = β = 0.0001. La ĺınea cortada corta (verde) a α = β = 0.0006. La ĺınea
entrecortada y punteada (gris) a α = 0.0001 y β = −0.0001. Los parámetros A = 0.76

y Ωd = 0.96 están fijos para todos los casos.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

-0.0005

0.0000

0.0005

a

c s2

Figura 4.4: Evolución de la velocidad del sonido adiabática para los casos considerados
en la figura 4.3.

La figura 4.3 muestra la evolución de los contrastes de densidad de los bariones y del

fluido unificado, δb y δgtd, respectivamente, para diferentes valores de los parámetros α

y β. Notamos que en los casos en que α = β, correspondientes al gas de Chaplygin, los

contrastes de densidad decaen más rápido que los casos α 6= β. Esto se debe a que, como

se muestra en la figura 4.4, el cuadrado de la velocidad del sonido adiabática es positivo

para los casos que son Chaplygin y negativo para los que no lo son. Véase también la

discusión que precede a la ecuación (4.34).
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Una vez explicado el análisis cualitativo del crecimiento de las perturbaciones de las

densidades de enerǵıa, estudiamos el conjunto completo de ecuaciones usando el código

CAMB [96] y obtenemos el espectro angular de potencias en la radiación cósmica de

fondo. En la figura 4.5 lo graficamos para distintos valores de α y β dejando fijos los

demás parámetros del modelo. Notamos que las más grandes desviaciones al modelo

ΛCDM se dan a escalas grandes (o multipolos pequeños). Esto es fácil de explicar a

partir del parámetro de la ecuación de estado y de la velocidad del sonido adiabática,

dado que ambas son escencialmente cero a corrimientos al rojo grandes (mayores que

en la época de recombinación), se comportan como materia oscura en estos tiempos,

luego a corrimientos al rojo menores, empiezan a diverger de sus valores igual a cero.

Consecuentemente, las diferencias se muestran sobre todo a través del efecto Sachs-Wolfe

integrado. Este exceso de potencia a bajos multipolos ha sido encontrado en el pasado

para el gas de Chaplygin [152], y en general para modelos de unificación de materia y

enerǵıa oscura [163].
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Figura 4.5: Espectro angular de potencias en la radiación cósmica de fondo para
diferentes valores de α y β. El parámtero A = 0.76 se mantiene fijo.

Usamos el código CosmoMC [164] para constreñir los parámetros de la teoŕıa mediante

un análisis de Cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC, por sus siglas en inglés); véase el

apéndice B.2. El espacio de parámetros considerado esM = {Ωbh2, θ, τ, ns, logAs, α, β,A}.
θ es definido como 100 veces el cociente entre el horizonte de sonido y la distancia dia-

metral angular en la época de recombinación, τ es la profundidad óptica en reionización,

ns es el ı́ndice espectral de las perturbaciones escalares primordiales y As es su amplitud

a una escala base k0 = 0.05Mpc−1; véase la ecuación (2.64). Tomamos probabilidades

previas uniformes en los intervalos −0.01 < α, β < 0.02 y 0.2 < A < 0.99.

Para el análisis estad́ıstico escogemos las siguientes observaciones: los resultados de siete

años de observaciones de las anisotroṕıas de la radiación cósmica de fondo por el satélite
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WMAP [165] y las observaciones de 557 supernovas del proyecto Supernova Cosmology

Project Union 2 [84]. Adicionalmente, imponemos una probabilidad previa gaussiana

en la constante de Hubble, H0 = 74 ± 3.6 km/s/Mpc, obtenida por el satélite Hubble

(Hubble Space Telescope, HST) [23].

En la figura 4.6 graficamos los intervalos de confianza marginalizados a 0.68 y 0.95 en

el subespacio α − β. Representamos con una ĺınea recta sólida la región de parámetros

correspondiente al gas de Chaplygin generalizado, con una ĺınea recta entrecortada los

casos correspondientes a fluidos politrópicos y con un ćırculo el fluido oscuro.

En la figura 4.7 mostramos las probabilidades posteriores marginalizadas para los ocho

parámetros del espacioM, y para el parámetro derivado Ωgtd. Para hacer comparaciones,

graficamos también los resultados obtenidos para el fluido oscuro. Para traducir las

cantidades obtenidas al lenguaje del modelo ΛCDM, se usan las ecuaciones A = 1/(1 +

ΩDM/ΩΛ) y Ωd = ΩDM +ΩΛ. En el cuadro 4.1 presentamos los resultados a un nivel de

confianza de 0.68.
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Figura 4.6: Contornos de confianza en el subespacio α − β a niveles de confianza de
68% y 95%. La ĺınea sólida corresponde al gas generalizado de Chaplygin, la corta-
da a los fluidos politrópicos y el ćırculo al fluido oscuro El sombreado representa la

verosimilitud de los muestreos.
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Figura 4.7: Probabilidad marginalizada unidimensional para el conjunto completo
de parámetros explorados con el método MCMC y el parámetro derivado Ωgtd. Los
datos usados son las observaciones de siete años de WMAP, la compilación Union 2 de
supernovas y el valor de la constante de Hubble inferido por observaciones del telescopio
espacial Hubble. Las curvas entrecortadas corresponden al fluido oscuro (α = β = 0).



Extendiendo el gas generalizado de Chaplygin usando geometrotermodinámica 68

Tabla 4.1: Sumario de las constricciones. El panel superior corresponde a los paráme-
tros explorados con el método MCMC. El panel inferior muestra los parámetros deri-
vados. Los datos usados son las observaciones de siete años de WMAP, la compilación
Union 2 de supernovas y el valor de la constante de Hubble inferido por observaciones

del telescopio espacial Hubble.

Parametro Mejor ajustea

102Ωbh
2 2.231+0.163

−0.123

θ 1.038+0.007
−0.005

τ 0.0892+0.0038
−0.0036

103α −3.21+11.92
−5.00

103β −1.56+5.59
−2.38

A 0.768+0.051
−0.047

ns 0.963+0.047
−0.027

log[1010As] 3.075+0.086
−0.085

Ωgtd 0.955+0.005
−0.004

t0
b 13.84+0.23

−0.35

H0
c 70.41+5.84

−3.79

a. El valor máximo de la función de verosimilitud del muestreo. Los errores muestran un nivel
de confianza de 0.68.

b. La edad del universo (t0) está dada en 109 años.
c. H0 está dado en km/s/Mpc.

Obtenemos que los parámetros del fluido unificado derivado de la geometrotermodinámi-

ca debe tomar valores del orden de 10−3 o menores, aunque en principio puedan ser tan

grandes como la causalidad lo permita. Estas constricciones se encuentran en concor-

dancia con cotas encontradas para el gas de Chaplygin anteriormente en la literatura;

véanse, por ejemplo, [143, 144, 150].



Caṕıtulo 5

Interacciones del fluido oscuro

con bariones

Interacciones dentro del sector oscuro han sido estudiadas ampliamente en la literatura

[166–169], principalmente como un mecanismo para resolver el problema de la coinci-

dencia. Por otro lado, interacciones entre la materia oscura y el modelo estándar de

part́ıculas son esperadas y han sido estudiadas en diversas ocasiones. Después de todo,

la similitud entre sus abundancias hace presumir un origen común. Más aún, todos los

experimentos diseñados para detectar directamente a la materia oscura parten de esta

premisa [170, 171]. De hecho, part́ıculas que interactúan con bariones a través de la fuer-

za nuclear débil, o WIMPs (Weakly Interacting Massive Particles) han emergido como

el paradigma predominante para resolver el problema de la materia faltante [172, 173];

sin embargo, a la fecha no ha sido detectado un solo evento que pruebe convincentemen-

te su existencia. También han surgido otras alternativas, especial atención han tenido

los escenarios en que las part́ıculas de materia oscura interactúan a través de la fuerza

nuclear fuerte [59, 60, 174–178], tanto con ellas mismas como con bariones [174]. Ha sido

mostrado [60] que esta alternativa puede disminuir los problemas de halos picudos y de

la sobreabundancia de subestructura que aparece en simulaciones de N cuerpos basadas

en el modelo ΛCDM [57].

En este caṕıtulo, guiados por el principio de conservación del tensor de enerǵıa momento

y bajo el esquema de relatividad general, desarrollamos una clase de acoplamientos muy

general del fluido oscuro con el modelo estándar de part́ıculas, y mostramos que éstas

pueden ser comprendidas como interacciones entre materia oscura y bariónica, lo que

representa que la degeneración oscura es preservada en cierto grado.

El enfoque que adoptamos es muy cercano y, de hecho, se inspira en el seguido en muchas

investigaciones sobre gravedad modificada, las cuales dejan la cosmoloǵıa de fondo fija,

69
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igual a la obtenida con el modelo ΛCDM, pero difieren de ésta a nivel perturbativo,

dejando huellas que puedan ser parametrizadas y comparadas con observaciones pre-

sentes y futuras [179–182]. De hecho, si alguno de tales huellas fuese detectada, podŕıa

ser consecuencia no de que la teoŕıa de la relatividad general sea incorrecta, sino de la

existencia de interacciones en el sector oscuro, o incluso entre el sector oscuro y bariones,

como las estudiadas en este caṕıtulo.

5.1. Acoplamientos

Las interacciones que consideramos no influyen en la cosmoloǵıa de fondo homogénea

e isotrópica, siendo ésta la misma que en el modelo ΛCDM; esto lo conseguimos al no

permitir transferencia de enerǵıa entre las distintas componentes cósmicas. Sin embargo,

permitiremos transferencias de momento distintas de cero, por lo que la evolución de los

fluidos será afectada a nivel perturbativo.

No consideraremos interacciones del fluido oscuro con el electromagnetismo. Nuestra

motivación no es únicamente la simplicidad: muchos modelos teóricos presentan aco-

plamientos conformes, como las teoŕıas camaleónicas [38, 39] (y en general las teoŕıas

escalares tensoriales [31–33]), o incluso acoplamientos directos con la traza del tensor de

enerǵıa momento [183–188] como los que estudiaremos en el caṕıtulo 6. También esto

es esperado en los escenarios donde la materia oscura interacciona a través de la fuerza

nuclear fuerte [59, 174], para la cual los fotones no tienen carga.

En la sección 3.5 dedujimos las ecuaciones hidrodinámicas para un sistema de componen-

tes oscuras interactuantes. Es inmediato generalizar esos resultados para el acoplamiento

entre bariones y el fluido oscuro. Las ecuaciones de conservación para las perturbaciones

del fluido oscuro son

δ̇d = −(1 + wd)(θd − 3Φ̇) + 3Hwdδd +
δqd
ρd
, (5.1)

θ̇d = −Hθd + k2Ψ− k2fd
ρd(1 + wd)

, (5.2)

y para las perturbaciones de bariones

δ̇b = −θb + 3Φ̇ +
δqb
ρb
, (5.3)

θ̇b = −Hθb + k2Ψ+ c2sbk
2δb −

k2fb
ρb(1 + wb)

+ · · · (5.4)

Estas ecuaciones deben cumplir con las constricciones (3.56), (3.57) y (3.58). Los puntos

suspensivos en la ecuación (5.4) indican que falta escribir las interacciones de los bariones
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con el electromagnetismo que se muestran en la ecuación (2.55) y que por brevedad

aqúı omitimos. Notamos que no hemos considerado un término c2sdk
2δd en la ecuación

(5.2), de acuerdo con la definición del fluido oscuro.

En ausencia de una teoŕıa fundamental para estas interacciones, nosotros decidimos

parametrizar el acoplamiento. Antes de hacerlo, hagamos una comparación con el elec-

tromagnetismo. Bajo el esquema desarrollado en el caṕıtulo 3, las ecuaciones hidro-

dinámicas para la dispersión Thomson pueden ser obtenidas, despreciando momentos

fotónicos más allá del cuadrupolo, si escogemos

δqγ = 0 (5.5)

y

k2fγ = −ργ(1 + wγ)axeneσT c(θb − θγ), (5.6)

donde hemos reinsertado la velocidad de la luz, c = 1. Usando esta analoǵıa con el

electromagnetismo, escogemos para nuestro acoplamiento los términos de interacción

como

δqd = 0 (5.7)

y

fd = ρd(1 + wd)andΣI(θb − θd)/k2, (5.8)

donde el parámetro ΣI tiene unidades de área por velocidad, o de sección eficaz ter-

malizada 〈σv〉, la cual nosotros identificamos con el ĺımite de bajas enerǵıas de alguna

interacción fundamental desconocida. nd es la densidad de número de part́ıculas oscuras,

el cual hacemos igual a

nd =
ρd0
mpa3

, (5.9)

donde hemos usado la masa del protón, mp = 0.938GeV, como una escala de masa

arbitraria y ρd0 es la densidad de enerǵıa del fluido oscuro evaluada hoy en d́ıa. No hemos

introducido un término análogo a una fracción de ionización, xe, esto es en empat́ıa con

interacciones universales.

Las constricciones fb = −fd y δqd = −δqb = 0 (ver ecuaciones (3.56) y (3.58)) deben

considerarse en las ecuaciones para bariones. Dada la relación ρDM = (1 + wd)ρd, el

término de interacción es proporcional a (θd− θb)a−2. Por lo tanto, las desviaciones más

grandes del modelo estándar de cosmoloǵıa provienen del universo temprano. En conse-

cuencia, esperamos que éstas resulten muy acotadas por observaciones de la radiación

cósmica de fondo, como de hecho lo veremos en la siguiente sección. Hemos modificado

el código CAMB [96] para estudiar la interacción propuesta.
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parámetros son dejados fijos.

En la figura 5.1 mostramos el espectro angular de potencias de la radiación cósmica de

fondo. Mostramos algunas curvas para distintos valores de ΣI , la cual está expresada

en unidades de 10−6 veces la sección eficaz de la dispersión Thomson multiplicada por

la velocidad de la luz (c = 1). Notamos que las más grandes diferencias con el modelo

ΛCDM aparecen a multipolos altos, lo cual era esperado debido a que la interacción

rápidamente decae y sólo los modos que entraron al horizonte a tiempos tempranos son

afectados por ella.

Por otro lado, es bien sabido que las interacciones entre el sector oscuro y bariones están
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muy restringidas por experimentos del principio de equivalencia y del sistema solar

[40, 41]. Sin embargo, dichas interacciones son predichas por algunos modelos teóricos

basados en supersimetŕıas o teoŕıas de cuerdas [36, 37], lo cual hace necesario algún efecto

de apantallamiento para evadir estas constricciones experimentales [38, 39, 189–191]. En

las teoŕıas camaleónicas, de las que volveremos a hablar en el siguiente caṕıtulo, el rango

de la interacción depende de la densidad de enerǵıa del medio en el que las part́ıculas se

encuentren, obteniendo fuerzas de largo alcance cuando la densidad del medio es baja

y de corto alcance cuando es alta. Inspirados en estas teoŕıas, damos una dependencia

a los modos k, de manera que en la interacción responda a un número de onda efectivo

dado por

k2eff = k2g(ρ), (5.10)

donde g es una función adimensional monótona creciente de la densidad de enerǵıa

ambiente. Notando que ρ cae con el factor de escala, escogemos una ley de potencia

k2eff = k2/an con n > 0. En adelante nos especializamos en el caso n = 2 por los motivos

que adelante exponemos. Hacemos entonces la sustitución k → keff en la ecuación (5.8)

y obtenemos1

fd = ρd(1 + wd)ΣII
ρd0
mp

(θb − θd)/k2. (5.11)

Ciertamente, también podemos entender estas interacciones con una dependencia de

la sección eficaz en la densidad de enerǵıa ambiente. En la figura 5.2 mostramos el

espectro angular de potencias para diferentes valores del parámetro ΣII . Notamos que,

en contraste con la interacción ΣI , en este caso todas las escalas son afectadas en cierto

grado. Esto se debe a que la interacción permanece constante cuando crece el factor de

escala y todos los modos son afectados por ella cuando entran al horizonte; ésta es la

razón por la que hemos escogido n = 2.

Es posible tratar ambas parametrizaciones juntas y escoger

fd = ρd(1 + wd)
(ΣI +ΣIIa

2)ρd0
mpa2

(θb − θd)/k2. (5.12)

Notemos que al parametrizar las interacciones hemos dejado su descripción covariante

y nos enfocamos en encontrar desviaciones al modelo estandar. Esto es similar a lo que

se hace en parametrizaciones a gravedad modificada; véase por ejemplo [180].

1Las teoŕıas camaleónicas son modificaciones a relatividad general y sus ecuaciones de perturbación
son diferentes de las que usamos aqúı; está fuera del interés de este trabajo tratar con las ecuaciones
correspondientes. Para dicho tratamiento véanse [192, 193].
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Las ecuaciones hidrodinámicas para el fluido oscuro son entonces

δ̇d = −(1 + wd)(θd − 3Φ̇) + 3Hwdδd, (5.13)

θ̇d = −Hθd + k2Ψ− (ΣI +ΣIIa
2)ρd0

mpa2
(θb − θd), (5.14)

y para bariones

δ̇b = −θb + 3Φ̇, (5.15)

θ̇b = −Hθb + k2Ψ+ c2sbk
2δb

−ρd
ρb

(1 + wd)
(ΣI +ΣIIa

2)ρd0
mpa2

(θd − θb) + · · · . (5.16)

Si uno asume la descomposición del fluido oscuro en materia oscura y constante cos-

mológica encontrada en el modelo ΛCDM, usando las identidades (3.39), (3.40), (3.63)

y (3.64), se sigue que las ecuaciones (5.1) y (5.2) se vuelven:

δ̇DM = −θDM + 3Φ̇ +
δqDM

ρDM
, (5.17)

θ̇DM = −HθDM + k2Ψ− k2fDM

ρDM
, (5.18)

con los términos de transferencia de enerǵıa y momento relacionados por

δqDM = δqd y fDM = fd. (5.19)

Por lo tanto, aunque la degeneración con el modelo ΛCDM ha sido rota a primer orden

debido a las interacciones, existen degeneraciones con otros modelos, en este caso con el

modelo ΛCDM con las mismas interacciones. Esto significa que la clase de interacciones

dada por las ecuaciones (5.1) y (5.2) no ayuda a elucidar la descomposición real del fluido

oscuro, si es que ésta existe. Esto también implica que podemos tratar las interacciones

arriba descritas como acoplamientos entre materia oscura y materia bariónica. Esto lo

haremos aśı en el tratamiento numérico. Al final, si uno lo desea, puede moverse entre

los resultados de ambos modelos usando las ecuaciones (3.24) y (3.25).

5.2. Comparación con observaciones

En esta sección constreñimos las interacciones expuestas en la sección anterior. Para esto,

realizamos un análisis MCMC (véase apéndice B.2) sobre el espacio de nueve parametros

(Modelo A)

A = {Ωbh2,ΩDMh
2, θ, τ, ns, logAs, Asz,ΣI ,ΣII}, (5.20)
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Figura 5.3: Probabilidad posterior marginalizada para el conjunto completo de
parámetros. Las ĺıneas sólidas (rojas) corresponden al modelo A, las ĺıneas punteadas
(azules) al modelo B, y las punteadas dobles (negras) al modelo C. Los datos usados
son los resultados de siete años de observaciones de WMAP, la compilación de obser-
vaciones de supernovas Union 2 y una probabilidad previa en la constante de Hubble

obtenida por el telescopio Hubble (HST).
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Tabla 5.1: Sumario de las constricciones. El panel superior contiene los parámetros
explorados con el método MCMC para cada uno de los tres modelos. El panel inferior
muestra parámetros derivados. Los datos usados son las observaciones de siete años de
WMAP, supernovas de la compilación Union 2 y observaciones de HST. Notemos que

el modelo C corresponde al modelo ΛCDM.

Parameter Modelo A a Modelo B a Modelo C a

102Ωbh
2 2.420+0.066

−0.064 2.219+0.056
−0.056 2.243+0.053

−0.053

Ωch
2 0.1114+0.0061

−0.0060 0.1046+0.0047
−0.0049 0.1089+0.0041

−0.0041

θ 1.039+0.003
−0.003 1.037+0.003

−0.003 1.039+0.003
−0.003

τ 0.08712+0.00565
−0.00721 0.08646+0.0061

−0.0067 0.08797+0.00618
−0.00627

108ΣI
b 2.910+1.169

−1.229 0.4845+0.2980
−0.3824 −−

ΣII
b −7.169+2.218

−1.959 −− −−
ns 0.9869+0.0192

−0.0184 0.9551+0.0135
−0.0137 0.9651+0.0123

−0.0124

log[1010As] 3.118+0.051
−0.051 3.039+0.040

−0.040 3.070+0.031
−0.033

ASZ
c 1.054± 0.578 0.9544± 0.5911 1.040± 0.574

Ωd 0.952+0.033
−0.033 0.956+0.031

−0.030 0.955+0.027
−0.027

K 0.296+0.042
−0.041 0.270+0.034

−0.036 0.291+0.034
−0.032

t0 13.64+0.12
−0.13 Gyr 13.85+0.11

−0.12 Gyr 13.79+0.12
−0.11Gyr

ΩΛ 0.734+0.024
−0.024 0.754+0.022

−0.021 0.740+0.019
−0.020

H0
d 71.55+1.86

−1.91 71.95+2.09
−1.96 71.14+1.71

−1.85

Notas.
a. Los valores medios de la distribución posterior de cada parámtero. Los errores muestran el intervalo de confianza a 68%.
b. ΣI Y ΣII están dadas en unidades de la sección eficaz de la dispersión Thomson multiplicada por la velocidad de la luz,

σT = 6.65 × 10−25 cm2 y c = 1.
c. Los errores mostrados en Asz son las desviaciones estándar de las distribuciones.

d. H0 está dado en km/s/Mpc.

usando el código CosmoMC [164] y donde CAMB fue modificado de acuerdo a las sec-

ción anterior. θ es definido como 100 veces la razón entre el horizonte de sonido y la

distancia angular en la época de recombinación, τ es la profundidad óptica en la época

de reionización, ns es el ı́ndice espectral del espectro de potencias primordial y As es su

amplitud a una escala pivote de k0 = 0.05Mpc−1, véase la ecuación (2.64).

Hemos impuesto probabilidades previas planas para los dos parámetros de interacción:

0 < ΣI < 10−7 × σT y −11 × σT < ΣII < 10 × σT . Los datos de las anisotroṕıas en

la radiación cósmica de fondo son obtenidos de los siete años de observación del satélite

WMAP [165]. Para el análisis conjunto usamos también las medidas de 240 estrellas ce-

feidas variables del telescopio espacial Hubble [23], que imponen una probabilidad previa

en la constante de Hubble de H0 = 74 ± 3.6 km/s/Mpc, y los datos de la compilación

Union 2 de 557 supernovas tipo Ia por el grupo Supernova Cosmology Project [84].
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Figura 5.4: Curvas de confianza posteriores y marginalizadas para ΣI contra ΣII a ni-
veles de confianza de 68% y 95%. Los sombreados muestran la verosimilitud proyectada

de los muestreos.

Estudiamos otros dos modelos: modelo B, el cual sólo considera la interacción ΣI ; este

es un espacio de ocho parámetros,

B = {Ωbh2,ΩDMh
2, θ, τ, ns, logAs, Asz,ΣI}; (5.21)

y modelo C, que no considera ninguna interacción, un espacio de siete parámetros

C = {Ωbh2,ΩDMh
2, θ, τ, ns, logAs, Asz}, (5.22)

correspondiente al modelo estándar ΛCDM model.

Los resultados de las probabilidades posteriores unidimensionales marginalizadas se

muestran en la figura 5.3 y en la tabla 5.1. En la figura 5.4 mostramos los contor-

nos de confianza marginalizados en el subespacio ΣI−ΣII del modelo A a niveles de

confianza de 0.68 y 0.95. Se observa una alta degeneración entre ambos parámetros:

mientras ΣII toma valores cercanos a cero, ΣI también lo hace. Es interesante notar que



Interacciones del fluido oscuro con bariones 78

Σ I
  [

 ×
 1

0-6
 σ

T
 ]

Ωb h2

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.021 0.023 0.025

Σ I
  [

 ×
 1

0-6
 σ

T
 ]

Ωb h2
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.021 0.023

Figura 5.5: Curvas de confianza posteriores y marginalizadas para Ωbh
2 contra ΣI

a niveles de confianza de 68% y 95%. Panel izquierdo: considera ambas interacciones
(modelo A). Panel derecho: considera únicamente la interacción ΣI (modelo B). Los

sombreados muestran la verosimilitud proyectada de los muestreos.
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A, las curvas entrecortadas punteadas (azules) para el modelo B, las curvas angostas

entrecortadas (negras) para el modelo C.
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niveles de confianza de 68% y 95%. Las curvas sólidas (rojas) son para el modelo
A, las curvas entrecortadas punteadas (azules) para el modelo B, las curvas angóstas

entrecortadas (negras) para el modelo C.

valores distintos de cero para las interacciones (si son introducidas) son consistentes y

favorecidos por los datos considerados a un nivel de confianza de 0.95.

Notamos también que la adición de las interacciones ΣI y ΣII a la teoŕıa produce con-

siderables diferencias entre la estimaciones de parametros para los modelos A y C. Esto

es más evidente para la densidad de enerǵıa de la Ωbh
2, como puede ser observado en

las figuras 5.3, 5.5 y 5.6 o léıdo directamente de la tabla 5.1. Por este motivo estudiamos

el modelo B, que considera únicamente la interacción ΣI . En este caso las tensiones

entre los parámetros son disminuidas. Estas discrepancias también son evidentes para

los parámetros del espectro primordial de potencias As y ns, las cuales pueden ser ob-

servadas en las figuras 5.3 y 5.7. Sin embargo, éstas no son aminoradas si se considera

el modelo B.

En lugar de usar la masa del protón como la escala en las interacciones, podemos usar

cualquier escala arbitraria asociada con la masa de las part́ıculas materia oscura o del

fluido oscuro, md. Obtenemos las siguientes constricciones a un nivel de confianza de

0.68 en la razón Σ/md (usamos el valor de la velocidad de la luz c = 2.998× 1010cm/s):

Para el caso en que consideramos ambas interacciones (modelo A):

3.58× 10−22 <
ΣI
md

< 8.68× 10−22 cm3/s

GeV/c2
(5.23)
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y

− 1.94× 10−13 <
ΣII
md

< −1.05× 10−13 cm3/s

GeV/c2
. (5.24)

Mientras que para el modelo B:

0.22× 10−22 <
ΣI
md

< 1.66× 10−22 cm3/s

GeV/c2
. (5.25)

Hemos obtenido cotas en la masa md y en la sección eficaz termalizada Σ únicamente

en la combinación Σ/md. Es posible encontrar constricciones por separado, incluso para

la sección eficaz y la velocidad térmica de las part́ıculas, obteniendo constricciones en el

espacio σ−md. Sin embargo, para hacerlo debemos permitir c2s 6= 0 al menos a enerǵıas

muy altas, y, más aún, debemos hacer suposiciones adicionales acerca de la naturaleza de

la materia oscura (o del fluido oscuro). En el escenario de interacciones nucleares fuertes

aparece una interacción similar a ΣI ; justamente las suposiciones arriba descritas son

usadas para imponer cotas en el plano σ −md en [176].

Notemos que la sección eficaz termalizada efectiva para la interacción II es a2ΣII , y

ésta es igual a ΣI alrededor de un corrimiento al rojo z ∼ 105. Antes de esta época la

interacción I dominaba, y después, la interacción II comenzó a ser predominante. Justo

antes de la recombinación, en z ∼ 1100, las interacciones I y II eran más pequeñas

en intensidad que la interacción Thomson por alrededor de nueve y cinco órdenes de

magnitud, respectivamente. Después de esa época la fracción de ionización xe cayó ex-

ponencialmente y la dispersión Thomson se volvió subdominante muy rápidamente.

En la figura 5.8 graficamos el espectro de potencias angulares de la radiación cósmica

de fondo para los valores medios estimados por el análisis MCMC y reportados en la

tabla 5.1. La diferencia que reportamos está dada por ∆ = l(l + 1)
(
CΛCDM
l − Cl

)
. Las

curvas predichas por los tres modelos se encuentran dentro de las barras de error de

las medidas promedio de siete años de observaciones de WMAP. Sin embargo, a más

grandes multipolos (l > 1000) los tres modelos empiezan a tener discrepancias notables.

Las mayores aparecen en la región 1000 < l < 2000, justo dentro de la ventana en que se

espera que el espectro primordial de potencias sea medido con mayor precisión (1000 <

l < 3000), lo que también explica el comportamiento de la figura 5.7. A escalas menores,

l > 3000, anisotroṕıas secundarias dominan el espectro de potencias, especialmente las

obtenidas debido al efecto Sunyaev-Zel’dovich [194]. Multipolos l > 1000 serán medidos

por la misión PLANCK [195], aśı que esperamos tener mayores constricciones en el

futuro cercano.

Hasta ahora no hemos considerado el efecto que las interacciones I y II puedan tener

sobre el proceso de nucleośıntesis. Esto es debido nuestro modelo fenomenológico sólo
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Figura 5.8: Espectro angular de potencias de la radiación cósmica de fondo para los
valores estimados con el análisis MCMC por el código CosmoMC para los tres modelos.

La diferencia reportada es ∆ = l(l + 1)
(
CΛCDM

l − Cl

)
.

contiene secciones eficacez ΣI y ΣII , cuyas intensidades son al menos 9 órdenes de

magnitud más débiles que la dispersión Thomson en esa época, y más importante aún,

son elásticas (q = δq = 0) por lo que no aniquilan bariones y no alteran la razón barión-

fotón. Por estos motivos, esperamos que los efectos sobre el proceso de nucleośıntesis

sean bastante débiles.

5.3. Estructura a gran escala

En esta sección constreñiremos las interacciones ΣI y ΣII usando, además de las obser-

vaciones ya empleadas (que aqúı llamaremos Set 1: Union 2, WMAP siete años, HST),

observaciones de la distribución de materia bariónica a grandes escalas compiladas en

el catálogo DR7 LRG del proyecto SDSS, que contiene 110576 galaxias luminosas rojas

entre los corrimientos al rojo 0.02 ≤ z ≤ 0.5 agrupados en bandas de tamaño ∆z = 0.005

[196]. La razón por la cual realizamos las constricciones por separado es que este método

no es tan confiable debido al sesgo galáctico (galaxy bias) y a que es calibrado usando

simulaciones numéricas de formación de estructura con el modelo ΛCDM.
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La estad́ıstica principal para el análisis de la distribución espacial de galaxias es la

función de correlación de dos puntos

ξ(r) = 〈δ(~x+ ~r)δ(~x)〉, (5.26)

donde hemos asumido homogeneidad e isotroṕıa estad́ıstica en la muestra, por lo que la

función de correlación sólo depende de la magnitud de la separación r = |~r|. Supongamos

que la muestra en la región de interés tiene una densidad de número promedio de galaxias

n̄; la función de correlación de dos puntos ξ(r) determina la probabilidad dP de encontrar

simultáneamente dos objetos en la muestra a una distancia r el uno del otro dentro de

dos elementos de volumen δV1 y δV2 a través de la ecuación

dP = n̄2(1 + ξ(r))δV1δV2. (5.27)

Es común trabajar en el espacio de Fourier. Es fácil ver, asumiendo isotroṕıa espacial,

que de la función de correlación de dos puntos se obtiene el espectro de potencias

〈δ(~k)δ∗(~k′)〉 = (2π)3δD(~k − ~k′)P (k), (5.28)

donde δ(~k) es la transformada de Fourier de δ(~x) y

P (k) = 4π

∫
dr r2ξ(r)

sin(kr)

kr
. (5.29)

La relación inversa es

ξ(r) =
1

2π2

∫
dk k2P (k)

sin(kr)

kr
. (5.30)

Es decir, P (k) es la transformada de Fourier de ξ(r).

5.3.1. El problema del sesgo galáctico

El sesgo galáctico [197] es la diferencia entre las distribuciones de materia (o del fluido

oscuro en el caso que aqúı estudiamos) y la distribución de materia bariónica contenida

en las galaxias.

A grandes escalas el sesgo b está determinado por un sesgo lineal estocástico

b =

√
〈δ2galaxies〉
〈δ2matter〉

. (5.31)

Esto es debido a que las perturbaciones de modos con longitud de onda grandes sólo

interactúan entre ellos gravitacionalmente y de manera lineal. A pequeñas escalas, k >
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0.2hMpc−1, además del carácter no lineal o cuasi-lineal de las perturbaciones, efectos

no disipativos como el enfriamiento radiativo del gas intergaláctico caliente, los cuales

no afectan a la materia oscura, cuestionan el carácter lineal del sesgo galáctico.

Sin embargo, generalmente el espectro de potencias de la distribución de galaxias es

relacionado con el de materia por la ecuación

Pgalaxies(~k) = (b+ f(z)µ2k)
2Pmatter(~k), (5.32)

donde µk = n̂ · k̂ es el coseno del ángulo entre la ĺınea de visión y el número de onda de

la perturbación, y f(z) = d(ln δ)/d(ln a) es llamdado factor de crecimiento [198]. En el

modelo ΛCDM, f ' Ωγb con γ ' 0.55 [199]. El término f(z)µ2k se debe a efectos produ-

cidos por las velocidades peculiares de las galaxias, llamados redshift space distortions

[200].

5.3.2. Comparaciones con observaciones

Las observaciones recientes de catálogos de galaxias se encuentran en el ĺımite de pertur-

baciones lineales. Particularmente, el catálogo DR7 LRG consta de 47 bandas de observa-

ción igualmente espaciadas en escala logaŕıtmica en el intervalo 0.02 < k < 0.2hMpc−1.

Por lo anterior, usaremos el método lineal expresado en la ecuación (5.32) y particular-

mente la técnica de ajustes empleada en [196], que incluye efectos no lineales. Es impor-

tante recalcar que esta técnica asume que es válido el modelo ΛCDM y usa catálogos

producidos por simulaciones para comparar con las observaciones y ajustar sus paráme-

tros libres. Al final, el parámetro de sesgo b, que se asume constante, es marginalizado.

El método resulta ser entonces dependiente del modelo y de la parametrización para el

sesgo galáctico.

Comparamos los modelos A, B y C descritos en la sección 5.2 con observaciones de

WMAP siete años, HST, Union 2 y el catálogo DR7 LRG del SDSS. Para esto usamos

el código CosmoMC y el módulo MPK [196]. En el cuadro 5.2 mostramos el mejor

ajuste para cada uno de los modelos, dado por el máximo de la función de verosimilitud;

reportamos los errores a un nivel de confianza de 0.68.

Es esperado que el valor de la constante de Hubble sea subestimado, aunque consistente,

en este ajuste en comparación con otros métodos. Por ejemplo, en [196] obtienen H0 =

69.4± 1.6 km/s/Mpc para el modelo ΛCDM, combinando las observaciones de WMAP

con las de SDSS DR7 LRG. Este resultado es consistente con el encontrado en [23],

H0 = 74 ± 3.6 km/s/Mpc a 1σ, al igual que los resultados que nosotros encontramos

para los tres modelos explorados; véase la tabla 5.2.
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Tabla 5.2: Sumario de constricciones. El panel superior contiene los parámetros ex-
plorados con el método MCMC para cada uno de los tres modelos. El panel inferior
muestra parámetros derivados. Los datos usados son las observaciones de siete años
de WMAP, la compilación Union 2, observaciones de HST y el catálogo de galaxias

luminosas rojas DR7 LRG.

Parámetro Modelo A a Modelo B a Modelo C a

102Ωbh
2 2.247+0.047

−0.047 2.264+0.057
−0.054 2.270+0.054

−0.054

Ωch
2 0.1201+0.0041

−0.0040 0.1147+0.0030
−0.0030 0.1133+0.0031

−0.0031

θ 1.043+0.003
−0.003 1.040+0.002

−0.002 1.040+0.003
−0.003

τ 0.08733+0.00580
−0.00680 0.08879+0.0055

−0.0068 0.08797+0.00618
−0.00627

108ΣI
b 0.344+0.205

−0.244 0.0894+0.0493
−0.0400 −−

ΣII
b −3.133+1.448

−1.402 −− −−
ns 0.9813+0.0156

−0.0159 0.9658+0.0130
−0.0134 0.9686+0.0125

−0.0124

log[1010As] 3.134+0.040
−0.041 3.095+0.030

−0.032 3.089+0.032
−0.033

ASZ
c 1.091± 0.563 0.872± 0.562 0.927± 0.564

Ωd 0.951+0.023
−0.023 0.952+0.021

−0.021 0.953+0.019
−0.020

K 0.373+0.038
−0.037 0.336+0.030

−0.029 0.322+0.029
−0.028

t0 13.74+0.11
−0.12 Gyr 13.79+0.11

−0.11 Gyr 13.77+0.12
−0.11Gyr

ΩΛ 0.693+0.019
−0.019 0.713+0.015

−0.016 0.721+0.016
−0.016

H0
d 68.15+1.35

−1.34 69.22+1.39
−1.40 69.89+1.32

−1.46

Notas.
a. Los valores medios de la distribución posterior de cada parámetro. Los errores muestran el intervalo de confianza a 68%.
b. ΣI Y ΣII están dadas en unidades de la sección eficaz de la dispersión Thomson multiplicada por la velocidad de la luz,

σT = 6.65 × 10−25 cm2 y c = 1.
c. Los errores mostrados en Asz son las desviaciones estándar de las distribuciones.

d. H0 está dado en km/s/Mpc.

En las figuras 5.9 y 5.10 mostramos el espectro de potencias para los modelos A y B,

respectivamente. También mostramos los mejores ajustes del modelo C y las barras de

error experimentales. Notamos que éstos no deben coincidir con las curvas de mejor

ajuste debido a que las perturbaciones son evolucionadas en coordenadas espaciales,

mientras las observaciones miden el ángulo al que se encuentran las galaxias y la distancia

radial es inferida a través del corrimiento al rojo, como se explica en [201]. Para subrayar

este hecho, en las notas al pie de las figuras pedimos hacer comparaciones con dicho

art́ıculo.

En las figuras 5.11 y 5.12 mostramos las curvas de confianza, probabilidades posterio-

res marginalizadas, en los subespacios ΣI -ΣII y ΣI -Ωbh
2 para el modelo A. La escala

escogida es la misma que en las figuras 5.4 y 5.5 con el fin de simplificar su comparación.

Observamos que la interacción ΣI es constreñida alrededor de un orden de magnitud

más con la inclusión del catálogo DR7 LRG, mientras las constricciones sobre ΣII la

acotan a la mitad de los valores, aproximadamente. Esto es de esperarse, a tiempos



Interacciones del fluido oscuro con bariones 85

 10000

 0.01  0.1

 P
(k

) 
[h

3  M
pc

-3
]

k [h Mpc-1]

Modelo A

Set I + DR7 LRG
Set I

LCDM
DR7 LRG data
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Figura 5.11: Curvas de confianza posteriores y marginalizadas para ΣI contra ΣII a
niveles de confianza de 68% y 95%. Los sombreados muestran la verosimilitud proyec-
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Figura 5.12: Curvas de confianza posteriores y marginalizadas para Ωbh
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tard́ıos la interacción Thomson es despreciable, mientras las interacciones ΣI y ΣII

siguen presentes debido a su caracter universal y modifican la distribución de galaxias

a grandes escalas. En las figuras 5.11 y 5.12 también observamos que el caso especial

ΣI = ΣII = 0 es aceptado por las observaciones a un nivel de confianza de 0.95.

En la parametrización de las interacciones hemos supuesto arbitrariamente que las

part́ıculas del fluido oscuro tienen una masa md igual a la masa del protón, por lo

que el análisis numérico da constricciones en la razón Σ/md. A un nivel de confianza de

0.68 obtenemos:

Para el caso en que consideramos ambas interacciones (modelo A):

0.21× 10−22 <
ΣI
md

< 1.17× 10−22 cm3/s

GeV/c2
(5.33)

y

− 0.96× 10−13 <
ΣII
md

< −0.35× 10−13 cm3/s

GeV/c2
. (5.34)

Mientras que para el modelo B:

0.10× 10−22 <
ΣI
md

< 0.29× 10−22 cm3/s

GeV/c2
. (5.35)

Con estos resultados se completa el análisis y constricciones de los parámetros cosmológi-

cos en los modelos de interacción entre materia bariónica y el fluido oscuro.





Caṕıtulo 6

Campos escalares y

modificaciones a relatividad

general

Los campos escalares han tenido un papel predominante en la f́ısica durante las últimas

décadas. En particular en cosmoloǵıa, éstos son usados principalmente para modelar las

etapas de expansión acelerada tanto en el universo temprano como en el universo tard́ıo.

En la forma inicial de la teoŕıa de la inflación, un campo escalar fundamental con término

cinético canónico, mı́nimamente acoplado a la materia y a la gravitación, es responsable

de acelerar el universo temprano [202, 203]. Dado que la teoŕıa de la inflación, en su

forma más sencilla, ya estaba desarrollada cuando se descubrió la expansión acelerada

del universo hoy en d́ıa, la teoŕıa de quintaesencia emergió como una alternativa natural

a la constante cosmológica, que como vimos en la sección (1.2.2), aminoran el problema

de la coincidencia.

Sin embargo, en la gran mayoŕıa de los modelos existentes en la literatura los campos

escalares aparecen acoplados a la materia o a la gravitación no mı́nimamente. Tanto en

teoŕıas clásicas, como en teoŕıas efectivas a teoŕıas fundamentales. Por ejemplo, en el

ĺımite de bajas enerǵıas en teoŕıas de cuerdas, después de realizar compactificaciones de

las dimensiones espaciales extras, aparece acoplado al escalar de Ricci un campo escalar

llamado dilatón [36, 37].

El prototipo de estos modelos son las teoŕıas escalares tensoriales [31–33], cuya acción

puede escribirse como

S =

∫
d4x
√
−g
[
φR

16π
− w(φ)

φ
∂αφ∂αφ− V (φ)

]
+ Sm[Ψ; g], (6.1)

89
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donde w(φ) y V (φ) son funciones arbitrarias del campo escalar φ y Sm es la acción de

los campos de materia Ψ. En el ĺımite en que w tiende a infinito, esta teoŕıa se reduce

a relatividad general. Es fácil demostrar que bajo una transformación conforme de la

métrica, se puede obtener la acción de relatividad general más una acción del campo

escalar acoplado mı́nimamente y una acción de materia acoplada a la gravitación a través

de la métrica original [47, 204]. A esta descripción de las teoŕıas escalares tensoriales se

le llama descripción en el marco de Einstein, a diferencia de la acción en el marco de

Jordan (también llamado marco de cuerdas) definida en la ecuación (6.1).

A. Starobinsky propuso un modelo de inflación que no requeŕıa de un campo escalar,

en el que a la acción de Einstein-Hilbert se le suman términos cuadráticos del escalar

de Ricci [205], estos términos son esperados por correcciones cuánticas de la gravitación

[206] y pueden ser importantes al comienzo del universo [207]. La idea es que a tiempos

tempranos la curvatura es grande y domina el término cuadrático, y éste produce una

expansión acelerada en el factor de escala de un universo homogéneo e isotrópico. De he-

cho, la solución de vaćıo de la teoŕıa gravitacional con densidad lagrangiana L ∝
√
−gR2

es el espacio de Sitter [46, 207]. Aparte de su relevancia como un modelo de inflación,

este trabajo tuvo un segundo repunte ya que modificaciones similares pueden ayudar a

modelar la expansión acelerada del universo hoy en d́ıa. Esto se obtiene fácilmente si se

añade un término 1/R a la acción de Einstein-Hilbert [43, 44]; cuando las densidades de

enerǵıa decaen, la curvatura del espacio-tiempo también lo hace y este término produce

una expanción de tipo ley de potencia. Sin embargo, aunque esta última teoŕıa no es

adecuada ya que no posee un ĺımite newtoniano correcto [208], en los años recientes ha

habido un gran auge de teoŕıas generales en que la gravitación es descrita por la acción

S =

∫
d4x
√
−gf(R), (6.2)

donde f(R) es una función del escalar de curvatura de Ricci [45]. Dado que el escalar de

curvatura contiene segundas derivadas de la métrica, las ecuaciones de campo resultantes

son de cuarto orden en la métrica; en el caso particular de relatividad general los órdenes

superiores son colectados en una divergencia total en el proceso variacional y no aparecen

en las ecuaciones de campo. Sin embargo, es posible mapear estas teoŕıas a una teoŕıa

escalar tensorial como la descrita por la acción (6.1) siempre que se cumpla la condición

df/dR 6= 0 [47]. Y, por tanto, el número de grados de libertad de las teoŕıas f(R) es el

mismo que el de la métrica del espacio-tiempo en relatividad general más el de un campo

escalar. Además, se obtienen ecuaciones de campo de segundo orden en la métrica y en

el campo escalar. Varias funciones f(R) son capaces de reproducir el éxito del modelo

ΛCDM y a su vez cumplir con las constricciones derivadas del sistema solar [48, 49].
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La dificultad de construir estos modelos se puede entender más fácilmente si considera-

mos el caso de una teoŕıa escalar tensorial en el marco de Einstein. El acoplamiento de

la materia con el campo escalar a través de la métrica produce una quinta fuerza cuyo

alcance es inversamente proporcional a su masa y cuya intensidad es similar a la de la

gravitación; experimentos en las desviaciones de la ley del inverso del cuadrado limitan

esta longitud a unos cuantos micrómetros [40, 41]. Sin embargo, para tener un alcance

cosmológico, el campo escalar debe tener una masa muy ligera, comparable con la escala

de la constante de Hubble (mφ ∼ 10−33 eV). Este conflicto puede ser resuelto si la teoŕıa

tiene algún mecanismo de apantallamiento [191] en el que la masa del campo escalar

dependa de condiciones externas. El más conocido de estos mecanismos se encuentra en

los modelos de campos camaleónicos [38, 39], en los que la masa del campo escalar de-

pende de la densidad de enerǵıa ambiente en la que éste se encuentre. De tal manera, en

densidades de enerǵıa muy bajas, como las que ocurren a escalas cosmológicas, el campo

tiene una masa muy pequeña, mientras a densidades altas, como las que se presentan en

laboratorios terrestres, el campo escalar adquiere una masa muy grande y por tanto la

quinta fuerza asociada a él es de alcance corto. El efecto camaleónico también ha sido

estudiado en las teoŕıas f(R) [48, 209] y en las teoŕıas escalares tensoriales en el marco

de Jordan [210, 211].

Otro tipo de teoŕıas estudiadas en la literatura acoplan campos escalares de enerǵıa

oscura a la materia de manera directa por medio de algún lagrangiano de interacción.

Esto se ha hecho principalmente con la materia oscura con la finalidad de resolver el

problema de la coincidencia [168, 212, 213]. Sin embargo, motivados en parte por los

efectos camaleónicos se han diseñado acoplamientos también con la materia bariónica.

En este caṕıtulo introducimos interacciones de un campo escalar de enerǵıa oscura, tipo

quintaesencia, con la traza del tensor de enerǵıa momento de la materia ordinaria. Las

ecuaciones de campo resultantes son similares a las de teoŕıas camaleónicas, sin embargo

tienen la ventaja de que no se requiere la introducción de métricas adicionales –que como

veremos en los camaleones se introducen tres–. De esta manera, nuestro formalismo

es más directo y no requiere de interpretaciones que resultan controvertidas. Además

mostraremos cómo estas interacciones son capaces de explicar parte de la materia oscura

inferida por las observaciones. Particularmente, presentamos un modelo cosmológico que

no requiere de materia oscura. Este modelo resulta ser tan degenerado como se quiera con

el modelo ΛCDM al nivel homogéneo e isotrópico, estando en una degeneración efectiva

con el modelo estandar. También estudiamos el régimen de perturbaciones lineales para

tiempos posteriores a la época de última dispersión y mostramos cómo se obtiene un

crecimiento aceptable de las perturbaciones de la materia bariónica.
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6.1. Teoŕıas escalares tensoriales

Consideremos la siguiente acción, propuesta en [36]:

S =

∫
d4x
√
−g
[ 1

16πG
R− 1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

]
+ Sm[Ψ

(i); g̃(i)], (6.3)

donde g es la métrica del espacio-tiempo, R = R(g) es el escalar de Ricci y φ es un

campo escalar. Los campos Ψ(i) representan diversos campos de materia y cada uno de

ellos se encuentra conformemente acoplado a la gravitación a través de la métrica

g̃(i)µν = exp (2αi(φ)) gµν , (6.4)

donde las αi(φ) son funciones que dependen únicamente del campo escalar φ. Si los

factores conformes son iguales para todas las especies de materia i, la acción es la

de teoŕıas escalares tensoriales en el marco de Einstein. Notamos que aunque la parte

gravitacional de la acción es la de relatividad general, las part́ıculas de prueba no siguen

geodésicas de la métrica g, sino geodésicas de la métrica conforme, por lo que esta teoŕıa

es una modificación a relatividad general. Más aún, si las funciones αi(φ) son distintas

para las diferentes especies de materia, se viola el principio de equivalencia. La acción

(6.3) es entonces la suma de tres pedazos

S = SEH [g] + Sφ[φ, g] + Sm[Ψ
(i); g̃(i)]. (6.5)

El primer término es la acción de Einstein-Hilbert [214], de la cual se obtiene la variación

δgSEH [g] =

∫
d4x
√
−g 1

16πG

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν + T.F., (6.6)

donde T.F. denota un término de frontera. Éste puede ser anulado de distintas maneras.

Una es compensarlo al añadir a la acción el término de frontera de Gibbons-Hawking

[215]. Otra es usar la formulación de Palatini [216], en la que la métrica y las conexiones

son independientes en un principio. Otra tercera es considerar no sólo las variaciones de

la métrica iguales a cero en la frontera, sino también las variaciones de sus derivadas.

Esta última es similar al caso aplicado en mecánica clásica para un lagrangiano ordinario

que incluye segundas derivadas temporales de las coordenadas [217].

De la variación del segundo término del lado derecho de la ecuación (6.5) se obtiene

δgSφ = −1

2

∫
d4x
√
−gT (φ)

µν δg
µν , (6.7)
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donde el tensor de enerǵıa momento del campo escalar está dado por

T (φ)
µν ≡ −

2√
−g

δSφ
δgµν

= φ,µφ,ν −
1

2
gµνφ

,αφ,α − gµνV (φ). (6.8)

Haciendo variaciones del último término de la ecuación (6.5) se obtiene

δgSm =

∫
δSm
δgµν

δgµνd4x = −1

2

∫
d4x
√
−g
(
− 2√
−g̃

δSm
δg̃αβ

)
∂g̃αβ

∂gµν

√
−g̃√
−g

δgµν

= −1

2

∫
d4x
√
−g T̃αβδαµδβν exp (−2α(φ)) exp (4α(φ)) δgµν

= −1

2

∫
d4x
√
−g T̃µν exp (2α(φ)) δgµν . (6.9)

En la primera igualdad hemos usado la definición de la variación de un funcional. En la

segunda, las relaciones g̃µν = exp (−2α(φ)) gµν y g̃ = exp (8α(φ)) g. Además hemos

definido el tensor de enerǵıa momento en el marco de Einstein,

T̃αβ = − 2√
−g̃

δSm
δg̃αβ

, (6.10)

el cual es covariantemente conservado en el marco de Einstein,

∇̃αT̃αβ = 0, (6.11)

y está relacionado con el tensor de enerǵıa momento en el marco de Jordan Tαβ =

−(2/
√
−g)(δSm/δgαβ) por

Tµν = T̃µν exp (2α(φ)) . (6.12)

y

Tµν = T̃µν exp (6α(φ)) . (6.13)

Notamos que la métrica g̃ sube y baja ı́ndices de los tensores con tilde y la métrica g

de los tensores sin tilde. Las ecuaciones de campo gravitacionales que se obtienen del

problema variacional son entonces

Gµν = 8πG
(
e2α(φ)T̃µν + T (φ)

µν

)
. (6.14)

Haciendo variaciones de la acción (6.3) con respecto al campo escalar se obtiene la

ecuación de Klein-Gordon

�φ− V,φ(φ) = −α,φ(φ)e4α(φ)T̃ , (6.15)
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donde la traza está dada por T̃ = g̃µν T̃µν . Notamos que tanto la ecuación (6.14) como

la (6.15) mezclan las dos métricas hasta ahora definidas, g y g̃.

Definamos ahora una tercera métrica [38, 39]

g(K)
µν = exp

(
1

2
α(φ)

)
gµν (6.16)

y un tensor de enerǵıa momento

T (K)
µν = − 2√

g(K)

δSm
δg µν(K)

. (6.17)

Un breve cálculo relaciona los tensores de enerǵıa momento y sus trazas respecto a las

tres métricas usadas:

T (K)
µν = exp

(
−1

2
α(φ)

)
Tµν = exp

(
−3

2
α(φ)

)
T̃µν (6.18)

y

T (K) = exp (−α(φ))T = exp (3α(φ)) T̃ . (6.19)

A continuación veremos la utilidad de esta nueva métrica g(K). Consideremos un fluido

de polvo con tensor de enerǵıa momento

Tµν = ρuµuν = eα(φ)ρ(K)uµuν , (6.20)

donde en la última igualdad usamos ρ(K) = −T (K) = −e−α(φ)T = e−α(φ)ρ.

De las identidades de Bianchi,

∇µGµν = ∇µ
(
Tµν + T µν

(φ)

)
= 0, (6.21)

y de la ecuación de Klein-Gordon (6.15) se obtiene

uν∇µ(ρ(K)uµ) + ρ(K)uµ∇µuν + α,φ(φ)ρ
(K)uµuν∂µφ+ α,φ(φ)ρ

(K)∂νφ = 0. (6.22)

Contrayendo esta última ecuación con uν se obtiene la ecuación de continuidad

∇µ(ρ(K)uµ) = 0, (6.23)

y proyectándola en el subespacio perpendicular a uν (esto se logra contrayendo con el

tensor (gαν + uαuν)) se obtiene la ecuación de geodésicas

uµ∇µuα = −α,φ(φ)(gαµ + uαuµ)∂µφ. (6.24)
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Vemos que la fuente de la ecuación de geodésicas es distinta de cero sólo si el campo

escalar tiene gradientes perpendiculares a la cuadrivelocidad uµ del fluido de polvo. Por

ejemplo, si consideramos un espacio-tiempo FRW, la cuadrivelocidad define las hiper-

superficies de tiempo propio constante de los observadores comóviles con la expansión.

Bajo estas condiciones el campo escalar no tiene gradientes espaciales y el lado derecho

de la ecuación (6.24) es cero. Es decir, los observadores comóviles con la expansión,

~X = constante, siguen geodésicas en el espacio-tiempo y son éstos los que observan

el mismo universo homogéneo e isotrópico, justo como sucede en el modelo ΛCDM.

También observamos que de la ecuación de continuidad (6.23) se sigue en este mismo

espacio-tiempo que ρ̇(K)+3Hρ(K) = 0, por lo que la densidad de materia ρ(K) decae con

la expansión como a(t)−3. Estas ideas son usadas por numerosos autores que estudian

los campos escalares camaleónicos e interacciones entre materia y enerǵıa oscuras para

argumentar que la densidad de enerǵıa f́ısica –aquella medida por los experimentos– es

ρ(K) [38, 39, 192, 193, 218, 219].

Por completitud, escribimos las ecuaciones de campo considerando un fluido de polvo

en términos de la densidad ρ(K); éstas son

Gµν = 8πG
(
eα(φ)ρ(K)uµuν + T µν

(φ)

)
, (6.25)

y

�φ− V,φ(φ) = α,φ(φ)e
α(φ)ρ(K). (6.26)

6.2. Dualidad con interacciones de campos escalares con

materia

En esta sección mostraremos cómo es posible obtener las ecuaciones de campo de las

teoŕıas desarrolladas en la sección anterior a través de acoplamientos entre materia

y campos escalares. Estos métodos tienen la ventaja de que de ellos se obtienen las

ecuaciones de continuidad (6.23) y de geodésicas (6.24), aśı como las ecuaciones de

campo (6.25) y (6.26), sin necesidad de introducir métricas adicionales como g y g(K).

Estudiaremos dos tipos de acoplamientos; el primero es un acoplamiento entre la traza del

tensor de enerǵıa momento de la materia y un campo escalar [185–188, 220], y el segundo

es un acoplamiento entre el lagrangiano de materia y un campo escalar [221–223]. Estas

interacciones dan los mismos resultados que los obtenidos en la sección anterior para el

caso especial de un fluido de polvo, aunque para fluidos generales éstos pueden diferir.

La mayor ventaja de los modelos que tratamos en esta sección sobre el visto en la sección

pasada es que no tenemos que decidir cuál es la densidad de enerǵıa f́ısica, que diversos
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autores escogen es ρ(K) de manera sino arbitraria, al menos controvertida; aqúı la única

densidad de enerǵıa es definida a través de la métrica que aparece en el lagrangiano.

6.2.1. Acoplamientos con la traza del tensor de enerǵıa momento

Consideremos la densidad lagrangiana de interacción

Lint =
√
−gA(φ)T, (6.27)

donde T es la traza del tensor de enerǵıa momento de los campos de materia y A(φ) es

una función arbitraria de un campo escalar φ. Estos acoplamientos han sido estudiados

en astrof́ısica con distintos propósitos. En [184, 185] se desarrolla una teoŕıa donde el

campo gravitacional es un escalar y es acoplado a la traza del tensor de enerǵıa momento

de la materia ordinaria y del mismo campo gravitacional. En esta teoŕıa la luz no es

afectada por la gravitación, por lo que es incorrecta. Sin embargo, el objetivo de estos

trabajos es mostrar una versión de la gravitación que, además de ser mediada por un

campo escalar, sea invariante de Lorentz. En [186], un campo escalar se acopla a la

constante cosmológica con el intento de explicar su pequeño tamaño numérico. Además,

el acoplamiento ha servido como base de un modelo cosmológico de enerǵıa oscura en

el cual el campo escalar interacciona con toda la materia, incluyendo el mismo, con un

acoplamiento A(φ) ∝ φ [187].

La interacción considerada en la ecuación (6.27) tiene algunas propiedades atractivas. El

campo no se acopla con el electromagnetismo (T = 0) y por tanto es oscuro; además, no

se acopla a la materia ultrarelativista, por lo que la cosmoloǵıa en el universo temprano

no se ve afectada por él, aunque śı puede acoplarse al campo del inflatón. También, como

veremos, las ecuaciones de continuidad y geodésicas son las mismas que en el modelo

ΛCDM si consideramos la cosmoloǵıa homogénea e isotrópica.

La acción total de la teoŕıa es

S =

∫
d4x
√
−g
[ 1

16πG
R− 1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

]
+ Sm[Ψ

(i); g] + Sint[Ψ
(i); g, φ]. (6.28)

Existe una dificultad debido a que los campos de materia no sólo aparecen en la acción

de materia, sino también en la acción de interacción. Debemos entonces definir la traza

del tensor de enerǵıa momento de la materia como

T = − 2√
−g

δ(Sint + Sm)

δgµν
gµν ; (6.29)

definición que es autoreferente.
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A continuación estudiaremos el acoplamiento con distintos campos de materia.

Acoplamiento con fermiones

Estudiaremos estos acoplamientos en un espacio-tiempo de Minkowski. Ésta es una bue-

na aproximación para fermiones con longitud de onda de Compton mucho menor que

el radio de curvatura del espacio-tiempo, mf � H, como asumimos sucede en las fases

cosmológicas que aqúı tratamos. La densidad lagrangiana está dada por

L = Lψ + Lint + Lφ = −ψ̄(−iγµ∂µ +m)ψ +A(φ)T + Lφ. (6.30)

En este caso podemos usar la definición del tensor de enerǵıa momento

Tµν = δµνL −
∂L

∂(∂µΨa)
∂νΨa, (6.31)

la cual en este caso es autorreferente ya que el lagrangiano de materia incluye al tensor

de enerǵıa momento. Si los fermiones no están acoplados al campo escalar, la traza del

tensor de enerǵıa momento es T (0) = −iψ̄γα∂αψ = −mψ̄ψ, donde en la última igualdad

usamos la ecuación de Dirac. Para el caso con interacción proponemos el ansatz

T = −meα(φ)ψ̄ψ. (6.32)

Con éste, la densidad lagrangiana se puede escribir

L = iψ̄γα∂αψ −m
(
1 + eα(φ)A(φ)

)
ψ̄ψ + Lφ, (6.33)

y la ecuación de Dirac modificada resulta iγα∂αψ = m(1 + eα(φ)A(φ))ψ. Usando la

ecuación (6.31) tenemos T = Tµµ = −iψ̄γα∂αψ = −m(1 + eα(φ)A(φ))ψ̄ψ. Igualando

este resultado con el ansatz (6.32) obtenemos

eα(φ) =
1

1−A(φ)
. (6.34)

Finalmente, la densidad lagrangiana (6.30) se puede escribir

L = −ψ̄(−iγµ∂µ + eα(φ)m)ψ + Lφ. (6.35)

El efecto de la interacción del campo escalar con los fermiones es cambiar su masa de m

a eα(φ)m. Más adelante compararemos este resultado con el de un fluido de polvo. Cabe

mencionar que esta densidad lagrangiana es el punto de partida de algunos trabajos

que estudian acoplamientos de fermiones con campos escalares (véanse como ejemplos

[79, 212]).
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Acoplamiento con campos escalares

Ahora consideremos un campo escalar adicional ϕ. La densidad lagrangiana es

L = Lϕ + Lint + Lφ =

[
−1

2
gµν∂µϕ∂νϕ−W (ϕ)

]√
−g +A(φ)T

√
−g + Lφ. (6.36)

La traza del tensor de enerǵıa momento del lagrangiano sin interacción Lϕ está dada

por T (0) = gµν(−2/
√
−g)(δSϕ/δgµν) = −∂αϕ∂αϕ−4W (ϕ). Para el caso con interacción

proponemos el ansatz

T = −g(φ)∂αϕ∂αϕ− 4h(φ)W (ϕ), (6.37)

que incluye dos funciones del campo escalar φ. Insertando el ansatz en el lagrangiano

(6.36) y sacando la traza del tensor de enerǵıa momento con la ecuación (6.29) se obtiene

T = −(1+2g(φ)A(φ))∂αϕ∂αϕ−4(1+4h(φ)A(φ))W (ϕ). Comparando este resultado con

el ansatz (6.37) se obtienen las funciones g(φ) y h(φ) en términos de la función A(φ),

g(φ) =
1

1− 2A(φ)
(6.38)

y

h(φ) =
1

1− 4A(φ)
, (6.39)

y el lagrangiano (6.36) es finalmente

L =

[
− 1

1− 2A(φ)

1

2
gµν∂µϕ∂νϕ−

1

1− 4A(φ)
W (ϕ)

]√
−g + Lφ. (6.40)

Acoplamiento con fluidos barotrópicos

Consideremos ahora el efecto del acoplamiento del campo escalar con un fluido barotrópi-

co con parámetro de ecuación de estado constante,

P = wρ, con w = constante. (6.41)

La densidad lagrangiana para un fluido perfecto está dada por [224, 225]1

Lm = −ρ
√
−g, (6.42)

donde ρ es la densidad de enerǵıa en un marco de referencia localmente inercial donde el

fluido se encuentra en reposo. Asumiremos que la traza del tensor de enerǵıa momento

depende únicamente de la densidad de enerǵıa ρ, T = T (ρ), por lo que δT = (dT/dρ)δρ;

1Se puede demostrar [226] que esta densidad lagrangiana y, la más convencional, Lm = P
√
−g [227]

están relacionadas por una divergencia total.
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también T depende de φ, pero dado que g y φ son campos independientes al variar la

acción respecto a la métrica, como a continuación haremos, esta dependencia se vuelve

irrelevante. La parte de la acción que incluye al fluido perfecto es

Sint + Sm =

∫
d4x
√
−g (A(φ)T − ρ) . (6.43)

Haciendo variaciones respecto a la métrica, obtenemos

Tµν = ρuµuν + wρ(uµuν + gµν) +A(φ)gµν −A(φ)
dT

dρ
ρ(1 + w)(uµuν + gµν), (6.44)

donde usamos la identidad [225, 228]

δρ =
1

2
(ρ+ P )(uµuν + gµν)δg

µν ; (6.45)

véase también el apéndice C. Sacando la traza de la ecuación (6.44) se obtiene la ecuación

diferencial

3A(φ)(1 + w)ρ
dT

dρ
+ (1− 4A(φ))T + (1− 3w)ρ = 0, (6.46)

cuya solución general es

T = − (1− 3w)

1− (1− 3w)A(φ)
ρ+ Cρ−(1−4A)/3A(1+w), (6.47)

con C una constante de integración que debemos escoger igual a cero si queremos que

para un fluido de part́ıculas ultrarelativistas w = 1/3 obtengamos T = 0. Obtenemos la

ecuación de la traza

T = − 1− 3w

1− (1− 3w)A(φ)
ρ, (6.48)

y la acción (6.43) se puede escribir

Sint + Sm = −
∫
d4x
√
−g 1− 3w

1− (1− 3w)A(φ)
ρ. (6.49)

Para el caso de un fluido de polvo, w = 0, la densidad lagrangiana es Lm + Lint =

−eα(φ)ρ
√
−g con la función eα(φ) definida en la ecuación (6.34). Una derivación alterna-

tiva de este resultado, aplicable únicamente a un fluido de polvo, puede ser encontrada

en [186, 187].

De este resultado interpretamos que la acción del campo escalar es modificar la masa de

las part́ıculas de polvo, m→ eαm, justo como sucede en el caso de fermiones. De hecho,

G. Farrar y J. Peebles demuestran que la acción que se obtiene del lagrangiano (6.35)

converge a la acción (6.49), con w = 0, en la situación ĺımite, que se asume aplica en

cosmoloǵıa, en que la longitud de onda de de Broglie de los fermiones es mucho menor

que la escala de variación del campo escalar [212].
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6.3. Generación de materia oscura a través de interaccio-

nes con campos escalares

Tomemos la acción

S =

∫
d4x
√
−g
[

R

16πG
− 1

2
∂αφ∂αφ− V (φ)− eα(φ)ρ

]
, (6.50)

la cual, como vimos en la sección anterior, puede ser obtenida de las interacciones A(φ)T .

Alternativamente, esta acción es el resultado de modelos donde hay una interacción del

tipo

Lint = f(φ)Lm = −f(φ)ρ
√
−g ; (6.51)

véanse por ejemplo [221–223].

Las ecuaciones de campo obtenidas al hacer variaciones respecto a la métrica g son

Gµν = 8πG
(
eα(φ)T (m)

µν + T (φ)
µν

)
, (6.52)

con T
(φ)
µν dado por la ecuación (6.8) y consideramos un fluido de polvo con tensor de

enerǵıa momento

T (m)
µν = ρuµuν . (6.53)

Al hacer variaciones con respecto al campo escalar se obtiene la ecuación de evolución

�φ− V,φ(φ) = α,φ(φ)e
α(φ)ρ. (6.54)

De aqúı que la evolución del campo escalar está regida por un potencial efectivo

Veff(φ) = V (φ) + eα(φ)ρ. (6.55)

Vemos que estas ecuaciones de campo son idénticas a las ecuaciones (6.25) y (6.26)

encontradas en teoŕıas escalares tensoriales bajo la identificación de ρ con ρ(K). Esto

muestra la dualidad entre teoŕıas escalares tensoriales en el marco de Einstein y entre

las interacciones entre la materia y campos escalares aqúı descritas cuando consideramos

polvo o materia ultrarelativista, por lo que el resto de este caṕıtulo puede ser entendido

en el marco de teoŕıas escalares tensoriales.

A partir de la ecuación de geodésicas (6.24) se obtiene en el ĺımite no relativista

d2 ~X

dt2
= −∇ΦN − α,φ∇φ, (6.56)
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donde ~X denota la posición espacial de la part́ıcula y ΦN = −h00/2 es el potencial

newtoniano. Esta ecuación muestra que una part́ıcula de masa m está sujeta a una

quinta fuerza dada por

~Fφ = −m∇(α(φ)). (6.57)

En esta sección estudiaremos cómo estos modelos pueden emular parte de la materia

oscura del universo. Consideremos un fluido de materia bariónica con parámetro de

densidad Ωb y un fluido de materia oscura fŕıa con parámetro Ωc. Inicialmente veremos

la situación general en que cada uno de los fluidos interacciona con el campo escalar de

manera distinta, con funciones de acoplamiento αb y αc. Más adelante consideraremos

una teoŕıa espećıfica en que no hay materia oscura, Ωc = 0.

6.3.1. Cosmoloǵıa de fondo

Las ecuación de Friedmann es

H2 =
8πG

3

(
1

2
φ′2 + V,φ(φ) + ργ + ρce

αc(φ) + ρbe
αb(φ)

)
(6.58)

y las ecuaciones de continuidad

ρ′b + 3Hρb = 0, (6.59)

ρ′c + 3Hρc = 0, (6.60)

ρ′γ + 4Hργ = 0, (6.61)

φ′′ + 3Hφ′ + V,φ(φ) + αc,φ(φ)e
αc(φ)ρc + αb,φ(φ)e

αb(φ)ρb = 0. (6.62)

Las ecuaciones (6.59) y (6.60) son consecuencia de la ecuación de conservación (6.23),

como se discute después de la ecuación (6.24). Pueden éstas ser integradas inmediata-

mente y obtenemos ρb = ρb0a
−3, ρc = ρc0a

−3 y ργ = ργ0a
−4, donde el sub́ındice 0 indica

el valor de la variable hoy en d́ıa.

Las ecuaciones de conservación sugieren interpretar la interacción como una caracteŕısti-

ca puramente oscura. Definimos entonces

ρdark = ρφ + eαcρc + (eαb − 1)ρb, (6.63)

donde ρφ = φ′2/2+ V (φ). La densidad de enerǵıa total es entonces ρT = ρdark + ρb + ργ

y la conservación del fluido oscuro es

ρ′dark = −3H(1 + wdark)ρdark (6.64)
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con

wdark =
φ′2/2− V (φ)

φ′2/2 + V (φ) + [eαcρc0 + (eαb − 1)ρb0] a−3
. (6.65)

Si el campo escalar se encuentra en rodamiento lento podemos despreciar los términos

cuadráticos en su velocidad y el parámetro de la ecuación de estado del sector oscuro es

wdark = − 1

1 + eαcρc0+(eαb−1)ρb0
V (φ) a−3

. (6.66)

Entonces, el siguiente escenario cosmológico es plausible. Durante la época de radiación,

la traza del tensor de enerǵıa momento es igual a cero y la cosmoloǵıa de fondo es muy

similar a la del modelo estándar de la gran explosión. A tiempos tempranos de la época

dominada por la materia, la densidad de enerǵıa es alta y el término de interacción,

proporcional a a−3, es muy grande y domina el parámetro de la ecuación de estado del

sector oscuro, dando lugar a wdark ' 0. Mientras el tiempo pasa la densidad de materia se

va diluyendo y cae con la tercera potencia del factor de escala, y finalmente el potencial

comienza a dominar sobre el término de interacción, y en este ĺımite wdark → −1. Hemos

obtenido que el fluido oscuro, aqúı definido con (6.63), está tan degenerado con el sector

oscuro del modelo ΛCDM a nivel homogéneo e isotrópico como tanto el campo escalar

esté en rodamiento lento. En el ĺımite en que el campo escalar se encuentre a un valor

constante, los dos modelos estarán totalmente degenerados. Compárense las ecuaciones

(3.18) y (6.66).

La cantidad total de materia oscura que es inferida hoy en d́ıa de las observaciones

usando el modelo ΛCDM –o quintaesencia sin interacciones– (ΩDM), es comparada con

la cantidad de materia oscura fŕıa (Ωc) y materia bariónica (Ωb) con la presencia de

interacciones con

ΩDM = eαcΩc + (eαb − 1)Ωb. (6.67)

Notemos que estamos usando letras mayúsculas para referirnos a cantidades en el modelo

estándar y minúsculas para los modelos que aqúı describimos. En el caso de bariones y

fotones, las cantidades son las mismas en ambos modelos.

Definimos los parámetros:

C1(φ) =
eαcΩc + (eαb − 1)Ωb

V (φ)/3M2
pH

2
0

(6.68)

y

C2(φ) =
Ωc
Ωb
eαc + eαb − 1. (6.69)
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Para obtener una cosmoloǵıa de fondo aceptable, es necesario imponer las siguientes

constricciones a estos parámetros

C1(φ) '
ΩDM

ΩDE
' 0.23

0.73
, (6.70)

y para obtener la cantidad correcta de materia oscura observada

C2(φ) '
ΩDM

Ωb
' 0.23

0.04
. (6.71)

Con el fin de proveer la cantidad correcta de aceleración hoy en d́ıa, combinamos las

constricciones anteriores y obtenemos

V (φ0) = 3M2
pH

2
0ΩΛ. (6.72)

6.3.2. Acoplamiento universal

Para un acoplamiento universal, como sucede en las teoŕıas escalares tensoriales, las

interacciones son las mismas, eαi = eα. De acuerdo con esto, podemos usar la constricción

eαΩc(z) + (eα − 1)Ωb(z) = ΩDM(z) (6.73)

Sin embargo, notemos que la condición (6.73) puede cumplirse exactamente en un solo

tiempo en la historia cósmica, que debe ser escogido. Esto se debe a que el lado derecho de

la ecuación evoluciona como a−3H−2, mientras el lado izquierdo lo hace como eαa−3H−2.

Por lo tanto, la cantidad total de materia oscura cambia con el tiempo si hay interacciones

de este tipo. De acuerdo con esto, el campo debe estar en un régimen de rodamiento lento,

de manera que eα(φ) vaŕıe muy lentamente en comparación con a−3H−2. En la figura

6.1 mostramos una gráfica de la función eα(Ωc) = (ΩDM +Ωb)/(Ωb +Ωc). En principio,

toda la hipérbola en el espacio de parámetros debe dar (casi) la misma expansión del

universo que el modelo ΛCDM con una cantidad ΩDM de materia oscura; las diferencias

las dará la evolución del factor eα. La región sólida (azul) muestra la parte en que la

desigualdad 0 ≤ Ωc ≤ ΩDM se cumple.

Más adelante estudiaremos con detalle el modelo con Ωc = 0 [220].

6.3.3. Cotas provenientes de nucleośıntesis

Aunque la evolución del factor de escala es la misma en la época de nucleośıntesis

(z ∼ 1010), cotas fuertes son impuestas dado que un efecto de la interacción es cambiar

las masas de los fermiones de m a m(φ) = eα(φ)m, como hemos demostrado en la sección
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Figura 6.1: Constricción en los parámetros con el fin de emular la cantidad correcta
de materia oscura

anterior. A continuación, hacemos una estimación aproximada de cuánto pueden cambiar

estas masas desde la época de nucleośıntesis hasta nuestros d́ıas.

La abundancia fraccional de 4He primordial está dada por

Yp =
x

1 + x
, (6.74)

con x definida por

x = exp

(
−mn −mp

kTf

)
exp

(
− tN
τN

)
, (6.75)

donde Tf ∼ 0.8MeV es la escala de congelamiento de las interacciones débiles y τN es la

vida media de un neutrón. Ni Tf ni el factor exp(tN/τN ) ∼ 1.5 dependen de la masa de

los fermiones; véase por ejemplo [229]. En modelos como el nuestro, en el que la masa

de los fermiones vaŕıa por la misma cantidad, tenemos

∆(mn −mp) ∼
∆m

m
(mn0 −mnp). (6.76)

Por tanto, una incertidumbre en la abundancia fraccional de 4He, ∆Yp, se traduce en

una incertidumbre en la masa de los fermiones de

∆m

m
∼ 0.82

∆Yp
Yp

, (6.77)

donde hemos usadomn0−mnp ∼ 1.3MeV y Yp ∼ 0.25. La abundancia de 4He primordial

se encuentra en el rango de 0.22 a 0.25 [8], lo que se traduce en 12%. Usando la última

ecuación obtenemos una variación máxima de las masas de alrededor de 10% desde

I 
I , , , , 

I , 

"---

-......... _-............. _--.... ------
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la época de nucleośıntesis hasta hoy en d́ıa. Este resultado coincide con el usado para

estudiar la cosmoloǵıa del modelo camaleónico original en [192].

Obtenemos que la variación del campo escalar debe ser tal que se cumpla la desigualdad

∆m(φ)

m(φ)
=
eα(φN ) − eα(φ0)

eα(φ0)
. 0.1, (6.78)

donde φN es el valor del campo escalar en la época de nucleośıntesis. De acuerdo con

esto, el campo escalar ha tenido que estar en rodamiento lento desde esa época.

6.4. Modelo sin materia oscura

En los modelos camaleónicos el potencial es del tipo runaway (V ∝ φ−1) y el acopla-

miento con la materia es lineal (α ∝ φ); de esta manera el parámetro de la ecuación de

estado es wdark = −(1 + φ(exp(βφ) − 1)(ρb0 + ρc0)a
−3)−1, y los argumentos dados en

la sección anterior son aplicables siempre que el campo esté en rodamiento lento. Sin

embargo, en este trabajo, aunque está inspirado en los modelos camaleónicos, nuestro

propósito es explorar modelos con el único fin de imitar el modelo ΛCDM y estar en

degeneración con él –este enfoque es retomado por D. Mota et al. en [230]2–; para esto

escogemos las funciones libres

eα(φ) = 1 +
1

2
εφ2 (6.79)

y

V (φ) =
1

2
m2
φφ

2, (6.80)

donde ε es una constante con unidades del inverso de masa cuadrada y mφ es la masa

del campo escalar libre.

En la figura 6.2 mostramos el factor de escala como función del tiempo para el modelo

que presentamos en esta sección para distintos valores de Ωc. En la figura 6.3 mostramos

la evolución del campo escalar en este modelo. Se muestra cómo después de una ligera

cáıda inicial el campo se mantiene en rodamiento lento.

A partir de ahora fijaremos Ωc = 0, de tal manera que la interacción entre el campo

escalar y la materia bariónica debe proveer el efecto de toda la materia oscura.

Con las elecciones de la función de acoplamiento y el potencial dadas por las ecuaciones

(6.79) y (6.80), respectivamente, el mı́nimo del potencial efectivo (6.55) se encuentra en

2En este trabajo se usan modelos de este tipo como una alternativa a materia oscura a escalas
astrof́ısicas, obteniendo resultados positivos en cúmulos de galaxias y en galaxias de bajo brillo superficial.
Sin embargo, no son capaces de reproducir las mediciones cosmológicas de supernovas.
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Figura 6.2: Factor de escala como función del tiempo cósmico. Las condiciones son
tales que en rodamiento lento exacto (φ̇ = 0) el modelo tiene ΩDM = 0.23 y ΩDE = 0.73.
La flecha indica que las curvas caen cuando Ωc crece, esto es debido a que las condiciones
iniciales de φ deben tener un valor más pequeño y el campo deja el rodamiento lento. La
curva cortada es el resultado en el modelo ΛCDM. El valor del parámetro de intensidad

es β = 0.01.
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Figura 6.3: Campo escalar como función del tiempo cósmico. El rodamiento lento
debe ser preservado, por lo que la condición εslow−roll � 1 se traduce en φ�Mp.

φ = 0 a todo momento, y la ecuación de Klein-Gordon del campo escalar es

�φ− (m2
φ + ερb)φ = 0. (6.81)

De esta ecuación es expĺıcito que el campo tiene una masa efectiva dependiente del

ambiente dada por

m2
eff = m2

φ + ερb, (6.82)

y por tanto la quinta fuerza mediada por el campo tiene un rango 1/meff. Aunque ésta es
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una de las caracteŕısticas de los campos camaleónicos, la ecuación de evolución es lineal,

por lo que no esperamos obtener el efecto de supresión de cascarón delgado, también

caracteŕıstico de estos modelos [38, 39].

Las dos constricciones (6.70) y (6.71) se vuelven

C1 =
ερ0
m2
φ

' ΩDM

ΩDE
' 0.315 (6.83)

y

C2(φ) =
1

2
εφ2 ' ΩDM

Ωb
' 5.75. (6.84)

La ecuación que relaciona la masa del campo escalar con la constante cosmológica es

m2
φ ' 2Λ

(
Mp

φ0

)2

. (6.85)

6.4.1. Análisis numérico

Con la elección hecha de las funciones libres y Ωc = 0, las ecuaciones de evolución son

H2 =
8πG

3

(1
2
φ′2 +

1

2
m2
φφ

2 +
1

2
εφ2

ρ0
a3

+
ρ0
a3

)
(6.86)

y

φ′′ + 3Hφ′ +m2
φφ+ ε

ρ0
a3
φ = 0. (6.87)

Es conveniente definir el parámetro adimensional de intensidad en la interacción

β ≡ εM2
p . (6.88)

Usando la ecuación (6.85) y los valores H0 = 70.4 km/s/Mpc, Λ/3H2
0 = ΩΛ = 0.73 [12],

el valor requerido de la masa del campo escalar como función de β y de C2(φ0) es

mφ = 3.6× 10−4

√
β

C2(φ0)
Mpc−1. (6.89)

Evolucionamos las ecuaciones (6.86) y (6.87) para diferentes valores de β usando las

constricciones numéricas (6.83) y (6.84).

La figura 6.4 muestra los resultados de wdark (ecuación (6.65)). La ecuación de estado que

se encuentra oscilando proviene de un campo que oscila alrededor de φ = 0, y entonces

no se encuentra en rodamiento lento. Las curvas que no oscilan provienen de campos
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Figura 6.4: Muestra la evolución del parámetro de la ecuación de estado del sector
oscuro, wdark. La ĺınea cortada es el resultado en el modelo ΛCDM. La curva sólida
oscilante corresponde a β = 1; la curva cortada corta a β = 0.2; y la curva sólida no

oscilante a β = 0.04.
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Figura 6.5: Evolución del factor de escala como función del tiempo cósmico. Las
curvas cortadas son los resultados en el modelo ΛCDM. Las ĺıneas verticales denotan
el tiempo presente. Nótese que el valor numérico de la escala temporal es diferente en

cada caso dado que mφ es diferente para cada valor de β.

que están en rodamiento lento. Queremos hacer notar que la curva con β = 0.04, que

corresponde a ε ≈ G, viene de un campo en rodamiento lento.

Graficamos el factor de escala como función del tiempo cósmico para intensidades β =

0.01 y β = 0.04, resultado que mostramos en la figura 6.5. También mostramos el modelo

ΛCDM, las condiciones iniciales son tales que, a un momento temprano, ambos modelos

tienen la misma cantidad de materia oscura, aqúı dada por la interacción. Notemos que

el factor de escala crece más lentamente que en el modelo ΛCDM. Esto es debido a

que la materia oscura emulada cae como φ2a−3 en lugar de caer como a−3. La edad del

universo es alrededor de 3% más grande que en el modelo estándar para el caso β = 0.01

y alrededor de 10% en el caso β = 0.04.
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Figura 6.6: Evolución de C2(φ) como función del factor de escala usando: β = 0.01,

curva sólida; y β = 0.04, curva cortada.
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Figura 6.7: Evolución de los parámetros de densidad como función del número de
e-folds, N = ln a, usando β = 0.01. La curva superior es Ωdark; la curva punteada Ωb;

la curva cortada, Ωint; y la curva sólida, Ωφ.

En la figura 6.6 graficamos C2(φ) como función del factor de escala para intensidades

β = 0.01 y β = 0.04, con un valor inicial C2(φi). Notamos que, como sucede en los casos

mostrados en la figura 6.3, después de un tiempo transitorio ambas funciones se vuelven

menos empinadas.

La figura 6.7 muestra la evolución de los diferentes parámetros de densidad en función

del número N de e-folds, N = ln a. Éstos están dados por

Ωdark(z) =
8πG

3H2

(
1

2
φ′2 +

1

2
m2
φφ

2 +
1

2
εφ2

ρ0
a3

)
,

Ωb(z) =
8πG

3H2

ρ0
a3
,

Ωint(z) =
8πG

3H2

1

2
εφ2

ρ0
a3
,

Ωφ(z) =
8πG

3H2

(
1

2
φ′2 +

1

2
m2
φφ

2

)
.

Notemos que Ωdark = Ωint +Ωφ y Ωdark +Ωb = 1.

\', -----------~~----------------
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6.4.2. Ajuste a supernovas tipo Ia

Como hemos mencionado en la introducción, hasta ahora la evidencia más directa de

la expansión acelerada del universo proviene de observaciones de supernovas tipo Ia

[19, 20, 84].

La magnitud aparente m de un objeto astronómico con magnitud absoluta M3 está re-

lacionada con la distancia lumı́nica (en un universo espacialmente plano)

dL(z) = (1 + z)

∫ z

0

dz′

H(z′)
(6.90)

por la ecuación

µ(z) = 5 log10

(
dL(z)

Mpc

)
+ 25, (6.91)

donde µ(z) ≡ m −M , llamada distancia módulo, es obtenida de las observaciones; de

hecho, se miden las magnitudes aparentes m de las supernovas, mientras sus magnitudes

absolutas se infieren de las propiedades de sus curvas de luz usando la relación de Phillips

[231].

Comparamos nuestro modelo con los datos de la compilación Union 2 [84], que consta de

557 supernovas entre los corrimientos al rojo z = 0.015 y z = 1.414, usando la estad́ıstica

χ2 (véase el apéndice B). Fijamos los valores de los parámetros β y H0 a β = 0.01 y

H0 = 74.2 km/s/Mpc [23], y dejamos libres los parámetros C1 y C2(φ0). En la figura 6.8

mostramos las curvas de confianza a 1σ y a 2σ. El mejor ajuste está dado por C1 = 0.305

y C2(φ0) = 4.66, que corresponden a un valor de la función χ2 por grado de libertad de

χ2
d.o.f = 0.98.

En la figura 6.9 mostramos la curva de expansión en el espacio µ-z que proviene del

mejor ajuste obtenido, las barras de error corresponden a los datos observacionales.

6.4.3. Perturbaciones lineales

En las secciones anteriores demostramos que la dinámica homogénea e isotrópica puede

hacerse muy similar al modelo ΛCDM. De hecho, tanto como se quiera, estando en una

degeneración efectiva con este modelo. Esto se debe sobre todo a que los fluidos son

afectados por el campo escalar sólo gravitacionalmente, ya que únicamente gradientes

espaciales del campo escalar, respecto al observador uµ que define las hipersuperficies

de tiempo constante, aparecen en la fuente de la ecuación de geodésicas (6.24). En la

cosmoloǵıa de fondo sólo se consideran variaciones temporales del campo escalar; de otra

3Se define magnitud absoluta M como la magnitud aparente m medida para una estrella, o cualquier
objeto astronómico, a una distancia de 10pc; por definición, la estrella Vega tiene una magnitud M = 0.
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manera se rompeŕıan las simetŕıas de rotación y de traslación, y por lo tanto éste no

ejerceŕıa ninguna fuerza sobre los fluidos cósmicos. Esto no es cierto en la cosmoloǵıa

inhomogénea, donde se deben tener en cuenta gradientes espaciales. De acuerdo con esto,

uno espera que la evolución de los campos de bariones a nivel perturbativo difiera de la

obtenida en el modelo ΛCDM, rompiendo con la degeneración. Sin embargo, en esta sec-

ción demostraremos que el modelo tiene un crecimiento aceptable de las perturbaciones

de materia bariónica a partir de la época de última dispersión.

Consideraremos perturbaciones escalares después de la etapa de la última dispersión.

Inicialmente trabajaremos en la norma newtoniana conforme, descrita por el elemento

de ĺınea

ds2 = a2
(
−(1 + 2Ψ)dτ2 + (1− 2Φ)δijdx

idxj
)
. (6.92)

Las perturbaciones en la densidad de enerǵıa de los campos de materia están dadas por

T 0
(m) 0 = −ρ(τ)(1 + δ(τ, ~x)), (6.93)

y las perturbaciones de sus velocidades (escritas en las coordenadas definidas por la

métrica (6.92)),

uµ =
1

a

(
1−Ψ, vi

)
. (6.94)

Al igual que en la sección 2.2.2, definimos la variable θ como la divergencia de la velocidad

peculiar de los fluidos de polvo en el espacio de momentos, θ = −ikivi. Las perturbaciones
del campo escalar están dadas por

φ(τ, ~x) = φ0(τ) + δφ(τ, ~x). (6.95)

Las ecuaciones gravitacionales perturbadas se obtienen de las ecuaciones de campo

(6.52). De la ecuación (00) se obtiene

k2Φ+ 3H
(
Φ̇ +HΨ

)
= 4πG

[
−φ̇0 ˙δφ+Ψφ̇20 − a2V,φ(φ0)δφ− a2eαρ(δ + α,φ(φ0)δφ)

]
.

(6.96)

Contrayendo la ecuación (0i) con el número de onda ki obtenemos

k2
(
Φ̇ +HΨ

)
= 4πG

[
k2φ̇0δφ+ a2eαρθ

]
. (6.97)

La traza de la parte espacial da la ecuación

Φ̈+H(Ψ̇+2Φ̇)+(2Ḣ+H2)Ψ+
k2

3
(Φ−Ψ) = 4πG

[
−Ψφ̇20 + φ̇0 ˙δφ− a2V ′(φ0)δφ

]
. (6.98)
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La cuarta ecuación gravitacional la obtenemos de la parte espacial sin traza, después de

contraer con el proyector (kikj − k2δij/3)/k2,

k2(Φ−Ψ) = 12πGa2(ρ̄+ P̄ )σ, (6.99)

donde ρ̄ y P̄ son la densidad de enerǵıa y la presión de todas las fuentes de materia,

incluyendo al campo escalar, y

(ρ̄+ P̄ )σ =
1

k2
(kik

j + k2δji )(T
i
j − δijT kk) (6.100)

es el escalar de estreses anisotrópicos. Para un campo escalar σ = 0, lo mismo sucede

para el fluido perfecto acoplado al campo escalar. De aqúı que los dos potenciales gravi-

tacionales sean iguales, Ψ = Φ, simplificando las ecuaciones gravitacionales perturbadas.

Las ecuaciones hidrodinámicas se obtienen de la ecuación de continuidad (6.23)

δ̇ − 3Ψ̇ + θ = 0, (6.101)

de la ecuación de geodésicas (6.24)

θ̇ + (2H+ α′(φ0)φ̇0)θ − k2(Ψ + α′(φ0)δφ) = 0 (6.102)

y de la ecuación de Klein-Gordon (6.54)

φ̈+ 2H ˙δφ+
[
k2 + a2V,φφ(φ0) + a2eα(α2

,φ + α,φφ)
]
δφ

= −2a2ΨV,φ(φ0)− a2α,φeαρ(δ + 2Ψ) + 4φ̇0Ψ̇. (6.103)

Escogemos ahora la función de acoplamiento eα(φ) y el potencial V (φ) dados por las ecua-

ciones (6.79) y (6.80), respectivamente. Evolucionamos el sistema de ecuaciones usando

el tiempo cósmico con ayuda del software Mathematica. Dado que en el sistema de ecua-

ciones (6.96-6.99) y (6.101-6.103) no todas son independientes, escogemos evolucionar

las ecuaciones (6.97) y (6.101-6.103). Es decir, evolucionamos el sistema

2k2

a2
(Φ′ +HΦ) = 8πG

[
k2

a2
φ′0δφ+ ρ

(
1 +

1

2
εφ 2

0

)
θ

a

]
, (6.104)

δ′ − 3Φ′ +
1

a
θ = 0, (6.105)

1

a
θ′ +

(
2H +

εφ0φ
′
0

1 + 1
2εφ

2
0

)
1

a
θ =

k2

a2

(
Φ+

εφ0

1 + 1
2εφ

2
0

δφ

)
(6.106)



Campos escalares y modificaciones a relatividad general 114

y

δφ′′ + 3Hδφ′ +

[
k2

a2
+m2

φ + ερ

]
δφ = −2m2

φφ0Φ− ερφ0(δ + 2Φ) + 4φ′0Φ
′. (6.107)

Recoredemos que en la notación que hemos seguido prima significa derivada respecto al

tiempo cósmico t y punto derivada respecto al tiempo conforme τ , ambos relacionados

por d/dτ = a(t) d/dt. Hemos decidido usar el tiempo cósmico dado que éste es más con-

veniente para simular las épocas tard́ıas, a diferencia del tiempo conforme, que permite

acercarse a la singularidad, a→ 0, con mayor precisión.

Evolucionamos las ecuaciones para un número de onda comóvil k = 0.05Mpc−1 y para

intensidades de acoplamiento β = 0.01 y β = 0.04. Las condiciones de la cosmoloǵıa de

fondo son tales que ambos modelos tienen la misma cantidad de materia oscura emulada

al inicio de la evolución, en z = 100, que la que tiene el modelo ΛCDM; además tomamos

δi = 0.0001, Φi = −0.01, θi = 0, δφi = 0.01Mp y ˙δφi = 0. Estas condiciones iniciales

son arbitrarias, es decir, no son obtenidas a partir de una simulación previa, por lo que

el análisis es cualitativo. En las figuras 6.10 y 6.11 graficamos los resultados obtenidos;

las curvas cortadas muestran los resultados en el modelo ΛCDM.

Para la discusión siguiente reescribimos la ecuación (6.96) usando las elecciones del

modelo particular que ahora estudiamos, obteniendo la ecuación de Poisson:

k2

a2
Φ +3H(Φ′ +HΦ) = 4πG

[
φ

′ 2
0 Φ− φ′0δφ′ −m2

φφ0δφ

−ρ
(
1 +

1

2
εφ 2

0

)(
δ +

εφ0

1 + 1
2εφ

2
0

δφ
)]
. (6.108)

Un parámetro interesante de estudiar es la velocidad del sonido de las perturbaciones

del campo escalar, dada por c2s = δpφ/δρφ,

c2s =
φ̇0 ˙δφ− φ̇ 2

0Ψ−m2
φφ0δφ

φ̇0 ˙δφ− φ̇ 2
0Ψ+m2

φφ0δφ+ 1
2εφ

2
0(δ +

εφ0
1+ 1

2
εφ 2

0

δφ)ρb0a−3
. (6.109)

Para un campo escalar libre con término cinético canónico, la velocidad del sonido en un

marco de referencia en el cual éste se encuentre en reposo es exactamente igual a uno,

independientemente del potencial (véase el apéndice A de [121] para una demostración

de este resultado). Esto pone en duda la formación de estructura de campo escalar a

escalas por debajo del horizonte, k > H.

En este modelo particular, definido por Ωc = 0 y las ecuaciones (6.79) y (6.80), el campo

escalar actúa tanto como enerǵıa oscura como materia oscura a través del acoplamiento
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Figura 6.10: Evolución de las perturbaciones iniciales para un número de onda comóvil
con la expansión k = 0.05Mpc−1, usando β = 0.01. Para escalas por debajo del ho-
rizonte k � H se cumple aproximadamente la relación δ(k2)/δ(k1) = k 2

2 /k
2
1 para el

contraste de densidad. Las curvas entrecortadas muestran los resultados en el mode-
lo ΛCDM y las ĺıneas verticales corresponden al tiempo presente. La dinámica de la

cosmoloǵıa de fondo es la misma que en la figura 5.1.
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con los bariones. Como componente de enerǵıa oscura, las perturbaciones del campo

escalar tienden a desaparecer, pero por otro lado la interacción produce que la velocidad

del sonido se vaya a cero, debido al último término en el denominador de la ecuación

(6.109), permitiendo que las perturbaciones de campo escalar crezcan. Debido a estos

dos efectos, las perturbaciones del campo escalar no son borradas completamente, en

lugar de esto, las perturbaciones pueden crecer, o al menos mantenerse alrededor de un

valor distinto de cero. Este comportamiento se puede observar en las figuras 6.10 y 6.11,

donde las perturbaciones del campo no caen a cero, sino que se mantienen oscilando

alrededor de un valor negativo.

Las perturbaciones del campo escalar son fuente del potencial gravitacional, como puede

observarse de la ecuación (6.108), que actúa sobre la materia bariónica a través de la

ecuación (6.105). Ésta es una caracteŕıstica de la materia oscura. Notamos que el signo

del promedio de las perturbaciones del campo escalar es negativo y de la ecuación de

Poisson (6.108); éstas actúan como una fuente repulsiva. Sin embargo, como se puede

observar de las figuras 6.10 y 6.11, la evolución del potencial gravitacional es muy si-

milar a la del modelo ΛCDM. Esto se debe a que la densidad de enerǵıa de la materia

bariónica se encuentra multiplicada por el factor (1 + εφ2/2) en la ecuación (6.79), con-

tribuyendo como una fuerza gravitacional atractiva. Por otro lado, el factor de escala

crece más lentamente que en el modelo ΛCDM, como se puede observar de la figura 6.5,

lo que produce un incremento en las perturbaciones gravitacionales a través del segun-

do término de la ecuación (6.108). Como resultado neto de estos efectos, la intensidad

del potencial gravitacional es ligeramente más grande (Φ más negativa), y por tanto el

contraste de densidad crece más rápido que en el modelo ΛCDM.





Caṕıtulo 7

Conclusiones

En la definición más radical de las componentes oscuras del universo, éstas interactúan

únicamente de manera gravitacional con el modelo estándar de part́ıculas. Como conse-

cuencia del carácter universal de la gravitación, mediante un único experimento sólo es

posible inferir el tensor de enerǵıa momento de las componentes oscuras en su totalidad.

Por lo tanto, descomposiciones del sector oscuro, como sucede con el modelo ΛCDM,

pueden ser arbitrarias. Si de hecho las componentes oscuras no interactúan de otra ma-

nera, su composición es fundamentalmente imposible de elucidar. A esta propiedad se

le ha llamado degeneración oscura, y si bien el sector oscuro puede estar compuesto de

materia oscura y enerǵıa oscura, igualmente podŕıa ser un solo fluido o una gran canti-

dad de fluidos con acoplamientos entre ellos. En este trabajo hemos estudiado algunos

aspectos de la degeneración oscura.

Primero, en el caṕıtulo 3, hemos definido el fluido oscuro como un fluido perfecto ba-

rotrópico cuya velocidad del sonido adiabática es igual a cero. Demostramos que con

esta sencilla caracterización se obtiene la misma cosmoloǵıa de fondo que la del modelo

ΛCDM. Nuestra definición es motivada por constricciones astronómicas de la materia

oscura. Al hacer la velocidad del sonido igual a cero, la escala de Jeans del fluido oscuro

es igual a cero, lo que permite que sus perturbaciones crezcan a todas las escalas, como

sucede con la materia oscura fŕıa; además, permite que el fluido tenga una presión dis-

tinta de cero. Escenarios astrof́ısicos y cosmológicos impiden que esta presión sea muy

grande, pero bien puede tomar valores similares a la densidad cŕıtica del universo hoy

en d́ıa. Imponiendo que la densidad de enerǵıa del fluido oscuro sea positiva en todo

momento, resulta como consecuencia que esta presión debe ser negativa, lo que produce

la expansión acelerada del universo. Más aún, bajo la suposición de adiabaticidad de las

perturbaciones, mostramos que el modelo del fluido oscuro es idéntico al ΛCDM a todos

los niveles en teoŕıa de perturbaciones. Por tanto, el fluido oscuro está en degeneración

119
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con el modelo ΛCDM en teoŕıa de perturbaciones cosmológicas. En este caṕıtulo mos-

tramos también cómo es posible construir el fluido oscuro bajo el esquema de relatividad

general usando una cantidad arbitraria de fluidos con interacciones entre ellos, pero no

con las part́ıculas del modelo estándar.

La degeneración oscura motiva a buscar modelos cercanos al fluido oscuro, los cuales

tengan signaturas ligeramente diferentes que puedan ser detectadas en presentes o futu-

ras observaciones; por ejemplo, modelos que presenten degeneración exacta hasta cierto

nivel perturbativo, pero que ésta se rompa al siguiente nivel, como hacemos en el caṕıtulo

5.

El resto del trabajo lo dedicamos a estudiar modelos cercanos al fluido oscuro, poniendo

especial atención a sus predicciones observacionales.

El gas de Chaplygin ha sido largamente estudiado en la literatura. Éste es caracteriza-

do totalmente por una ecuación de estado P ∝ −ρ−α y una escala de homogeneidad

(ecuación (4.6)). Por debajo de esta escala, podemos asumir un universo homogéneo

e isotrópico regido por la ecuación de estado arriba escrita. Las propiedades de la ex-

pansión del factor de escala imitan a las del modelo ΛCDM en las regiones asintóticas

temporales pasadas y futuras; sin embargo, la etapa intermedia, cuando es comparada

con observaciones, acota fuertemente el valor del parámetro α hasta el orden de 10−3

o menor. En el caṕıtulo 4 presentamos una extensión del gas de Chaplygin obtenida

de la geometrotermodinámica (GTD). Este formalismo ha sido diseñado para describir

sistemas termodinámicos con el uso de geometŕıa diferencial, y también provee de ecua-

ciones fundamentales que son soluciones de un problema variacional. En la sección 4.1

presentamos una introducción a este formalismo. Una de las ecuaciones fundamentales

encontradas deriva en un nuevo fluido al que llamamos fluido oscuro GTD, cuya ecuación

de estado está dada por P ∝ −a3(α−β)ρ−α. El caso α = β se reduce al gas de Chaplying

cuando 0 < α ≤ 1; a los fluidos politrópicos cuando α < 0, y al fluido oscuro cuando

α = 0.

Mostramos que es posible interpretar este nuevo fluido como un fluido unificado de

enerǵıa oscura y materia oscura. Para probar esto usamos las ecuaciones de Friedmann

con el fin de realizar un detallado análisis del comportamiento del factor de escala cósmico

y del parámetro de la ecuación de estado. Los resultados obtenidos se encuentran en

concordancia con observaciones cosmológicas actuales. La principal diferencia entre el

gas de Chapligyn y el fluido oscuro GTD consiste en el comportamiento de la velocidad

del sonido. Aunque en el plano de la cosmoloǵıa homogénea e isotrópica esto no tenga

ninguna implicación, las perturbaciones a la cosmoloǵıa de fondo muestran una diferencia

sustancial. El cuadrado de la velocidad del sonido siempre es positivo para el gas de

Chaplygin, mientras es negativo en general para el fluido oscuro GTD, lo que produce
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un mayor crecimiento de los contrastes de densidad en el último caso. Un análisis del

espectro de la radiación cósmica de fondo muestra que las desviaciones del modelo ΛCDM

se dan principalmente a grandes escalas. Esto es debido a que antes de la época del

desacoplamiento los dos fluidos son esencialmente iguales; el fluido GTD se comporta

como materia oscura, por lo que las desviaciones son producto de la cosmoloǵıa a tiempos

tard́ıos y en el espectro angular de potencias de la radiación cósmica de fondo éstas son

reflejadas por el efecto Sachs-Wolfe integrado.

Encontramos constricciones a los parámetros libres del fluido GTD usando observaciones

de las anisotroṕıas en la radiación cósmica de fondo, supernovas tipo Ia y el valor de la

constante de Hubble, y obtenemos que α y β deben ser del orden de 10−3 o menores, en

concordancia con cotas encontradas para el gas de Chaplygin en la literatura. Además,

encontramos una fuerte degeneración en los parámetros a lo largo de la recta β = 3α.

La naturaleza microscópica del fluido GTD es desconocida, tanto como la de la materia

oscura y la enerǵıa oscura en el modelo ΛCDM, y a diferencia del modelo de Chaplygin,

el cual está fundamentado en campos escalares complejos o con términos cinéticos no

canónicos.

Por otro lado, se esperan interacciones entre la materia oscura y los bariones debido

a que sus abundacias son similares, lo que apunta a que tienen un origen común. De

hecho, ésta es la esperanza de diversos experimentos terrestres que buscan detectar

directamente la materia oscura. Además, si estas interacciones existieran, en principio

podŕıa ser rota la degeneración oscura. Distintas teoŕıas de f́ısica de part́ıculas predicen

tales acoplamientos. Los candidatos de materia oscura que quizá han sido más estudiados

son los WIMP; sin embargo, otras alternativas como los escenarios donde la materia

oscura actúa sobre el modelo estándar a través de la fuerza nuclear fuerte han sido

consideradas ampiamente. Esta última tiene la propiedad de ser oscura en el sentido de

que no interactúa con los fotones.

En el caṕıtulo 5, basados en la conservación local del tensor de enerǵıa momento, desa-

rrollamos una clase muy general de interacciones entre el fluido oscuro y los bariones.

Mantenemos la degeneración oscura a nivel cero en teoŕıa de perturbaciones al no permi-

tir transferencia de enerǵıa entre las componentes, por lo que la cosmoloǵıa de fondo es

la misma que en el modelo ΛCDM (este enfoque está inspirado en una serie de art́ıculos

donde se parametrizan las desviaciones a relatividad general por efectos a primer orden

en teoŕıa de perturbaciones). Permitimos una transferencia de momento en la interac-

ción, por lo que la cosmoloǵıa difiere en general de la del modelo ΛCDM. Sin embargo,

demostramos que estas mismas interacciones pueden ser entendidas como acoplamien-

tos entre la materia oscura y la materia bariónica. Por lo anterior, aunque hemos roto

la degeneración con el modelo ΛCDM, estos modelos están degenerados con el modelo
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ΛCDM con las mismas interacciones. En conclusión, de esta manera no es posible romper

la degeneración oscura.

En ausencia de una teoŕıa fundamental proponemos dos parametrizaciones para la in-

teracción. La primera, llamada ΣI , está inspirada en el electromagnetismo y presenta

la misma estructura en la ecuación de Euler que la dispersión Thomson; cabe decir que

las ecuaciones de los fluidos son iguales a las obtenidas en los modelos de interacción a

través de fuerza nuclear fuerte. La segunda, ΣII , está inspirada en los modelos cama-

leónicos; a grandes densidades del medio, la interacción es mayor que a bajas densidades,

y ésta, por lo tanto, decae con la expansión del universo. Comparaciones con observa-

ciones de la radiación cósmica de fondo, supernovas tipo Ia y la constante de Hubble

imponen constricciones fuertes en la razón Σ/md, donde md es la masa de las part́ıculas

del fluido oscuro. Si parametrizamos arbitrariamente la interacción con esta masa igual

a la masa del protón, obtenemos que ΣI debe ser del orden de 10−8 veces la sección

eficaz de Thomson por la velocidad de la luz o menor, mientras que la interacción ΣII

es del mismo orden que la interacción Thomson. Sin embargo, la interacción II efec-

tiva es ΣIIa
2, por lo que a tiempos tempranos es despreciable. Añadimos al conjunto

de observaciones el catálogo de galaxias luminosas rojas DR7 del SDSS, lo que acota

las interacciones por un orden de magnitud más. Sin embargo, el método usado para

hacer estas comparaciones observacionales no es tan confiable, debido a que usa técnicas

de ajuste de parámetros espurios que consideran válido el modelo ΛCDM, además del

problema del sesgo galáctico.

Es plausible que, de ser detectadas signaturas observacionales de interacciones en el

sector oscuro, éstas sean debidas a una razón distinta: a la validez de una teoŕıa gravi-

tacional diferente a la relatividad general. En el caṕıtulo 6 discutimos las teoŕıas f(R)

y las teoŕıas escalares tensoriales, espećıficamente la equivalencia matemática entre es-

tas teoŕıas. Luego demostramos que interacciones de un campo escalar con la materia

bariónica son equivalentes a las teoŕıas escalares tensoriales en el marco de Einstein,

bajo la suposición de que la densidad de enerǵıa f́ısica de un fluido de polvo está dada

por ρ(K) = e−α(φ)ρ, donde el acoplamiento conforme con la métrica se da a través de la

función e2α(φ). En especial, estudiamos una clase de teoŕıas donde el acoplamiento se da

a través de la traza del tensor de enerǵıa momento de las part́ıculas del modelo estándar

al nivel de la densidad lagrangiana. Vemos que la consecuencia de la interacción sobre

los fermiones es la de cambiar su masa; lo mismo sucede con un fluido perfecto de polvo.

Para materia ultra-relativista y radiación, el acoplamiento es cero, por lo que el campo

escalar no interactúa con fotones.

Mostramos un mecanismo en el que interacciones de intensidad similar a la gravitacional

de un campo escalar tipo quintaesencia con materia bariónica da lugar a efectos similares



Conclusiones 123

a los de la materia oscura. Esto puede explicar parte, o la totalidad, de la materia

faltante en el universo. En un modelo espećıfico no usamos nada de materia oscura; sus

efectos son dados por la interacción. Hemos descrito la cosmoloǵıa de fondo y, ajustando

los parámetros libres del modelo con observaciones de supernovas, podemos mimetizar

tanto como queramos al modelo ΛCDM en sus soluciones homogéneas e isotrópicas, por

lo que ambos modelos se encuentran en degeneración parcial. La razón de esto es que

el acoplamiento con los bariones produce que el parámetro de la ecuación de estado

del sector oscuro (compuesto del campo escalar en rodamiento lento y la interacción)

se vaya a cero a tiempos tempranos. Luego, a tiempos tard́ıos tiende a su valor en

quintaesencia, es decir, a −1. Al estudiar la cosmoloǵıa perturbada a primer orden,

hemos demostrado que estos modelos son capaces de formar estructura sin la necesidad

de materia oscura. La velocidad del sonido de las perturbaciones de un campo escalar

con término cinético canónico es igual a uno independientemente de su potencial, lo que

provoca que cualquier perturbación inicial de éste con longitud de onda menor que el

radio de Hubble rápidamente decaiga, impidiendo que crezcan y se forme una estructura

de campo escalar. Un efecto de la interacción es hacer tender a cero la velocidad del

sonido del campo escalar, permitiendo que sus perturbaciones no decaigan. En el modelo

particular que estudiamos, esto induce que las perturbaciones del campo escalar oscilen

alrededor de un valor negativo, contribuyendo con una gravitación repulsiva. A pesar

de ello, mostramos que las perturbaciones de materia bariónica pueden crecer tanto

como en el modelo ΛCDM. Esto se debe a que el acoplamiento incrementa la intensidad

gravitacional de los bariones.

Cabe mencionar que para que estos modelos no afecten la historia muy temprana del uni-

verso, como la etapa de nucleośıntesis, el campo escalar debe encontrarse en rodamiento

lento al menos desde esa época.





Apéndice A

Convenciones, constantes y

relaciones útiles

Unidades

En este trabajo usamos unidades de f́ısica de part́ıculas (o unidades naturales):

~ = c = kB = 1. (A.1)

Con esta elección las unidades de masa, enerǵıa, tiempo, distancia y temperatura se

relacionan por

[enerǵıa] = [masa] = [temperatura] = [longitud]−1 = [tiempo]−1. (A.2)

En el cuadro A.1 mostramos una tabla de conversiones para estas unidades.

Tabla A.1: Tabla de conversiones. ~ = c = kB = 1.

GeV K kg m−1 s−1 Mpc−1 H0/h

GeV 1 1.16 × 1013 1.78 × 10−36 5.07 × 1015 1.52 × 1024 1.56 × 1038 4.69 × 1041

K 8.62 × 10−14 1 1.53 × 10−49 4.37 × 102 1.33 × 1011 1.34 × 1025 4.04 × 1028

kg 5.61 × 1027 6.52 × 1048 1 2.85 × 1051 8.54 × 1059 8.76 × 1073 2.63 × 1077

m−1 1.97 × 10−16 2.29 × 10−3 3.51 × 10−52 1 3.00 × 108 3.09 × 1022 9.25 × 1035

s−1 6.58 × 10−25 7.53 × 10−12 1.17 × 10−60 3.34 × 10−9 1 1.16 × 1014 3.08 × 1017

Mpc−1 6.39 × 10−39 7.44 × 10−26 1.14 × 10−74 3.24 × 10−23 9.14 × 10−15 1 3.00 × 103

H0/h 2.13 × 10−42 2.47 × 10−29 3.79 × 10−78 1.08 × 10−36 3.24 × 10−18 3.34 × 10−3 1

125
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Geometŕıa

Un espacio-tiempo es un par (M, g) dondeM es una variedad diferencial de cuatro di-

mensiones y g es una métrica riemanniana no degenerada. Las funciones coordenadas de

las variedades sobre los reales son denotadas por los śımbolos x, y, · · · . Índices griegos de-
notan todas sus componentes, mientras ı́ndices latinos denotan únicamente componentes

espaciales. También usaremos la descomposición del tipo x = (t, ~x) o xµ = (x0, xi).

Usamos la signatura (−,+,+,+) para la métrica del espacio-tiempo. El tensor de Riem-

mann y el tensor de Ricci están dados por

Rαβµν = ∂µΓ
α
βν − ∂νΓαβµ + ΓασµΓ

σ
βν − ΓασνΓ

σ
βµ (A.3)

y

Rµν = Rαµαν . (A.4)

Usando la métrica

ds2 = a(τ)
[
− (1 + 2Ψ)dτ2 + (1− 2Φ)δijdx

idxj
]
, (A.5)

se obtienen los śımbolos de Christoffel dados en el cuadro A.2

Tabla A.2: Śımbolos de Christoffel para la métrica (A.5).

Γ0
00 = H+ Ψ̇

Γi00 = δikΨ,k

Γ0
0i = Ψ,i

Γi0j = (H− Φ̇)δij

Γ0
ij = Hδij − [2H(Ψ + Φ) + Φ̇]δij

Γkij = −[δkiδlj + δliδ
k
j − δijδkl]Φ,l

Convenciones

La transformada de Fourier de una función espacial f(~x) está dada por

f(~k) =

∫
d3xf(~x)ei

~k·~x, (A.6)
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y su inversa es

f(~x) =
1

(2π)3

∫
d3kf(~k)e−i

~k·~x. (A.7)

Usamos la misma letra para f(~x) y para su transformada de Fourier f(~k).

La función delta de Dirac está dada por

δD(~k) =
1

(2π)3

∫
d3xe−i

~k·~x. (A.8)

Constantes

En el cuadro A.3 presentamos algunas constantes fundamentales en unidades naturales

y en unidades convencionales.

Tabla A.3: Constantes fundamentales.

Constante Unidades naturales Unidades convencionales

Constante de Planck ~ = 1 = 1.0546× 10−34 kg m/s

Velocidad de la luz c = 1 = 2.9979× 108 m/s

Constante de Boltzmann kB = 1 = 8.6170× 10−14 GeV/K

Constante de Newton G = 6.7071× 10−39 GeV−2 = 6.6732× 10−11 m/(kg s)

Masa del electrón me = 5.1099× 10−3 GeV = 9.1094× 10−31 Kg

Masa del protón mp = 0.9383GeV = 1.6726× 10−27 Kg

Masa del neutrón mn = 0.9396GeV = 1.6749× 10−27 Kg

Sección eficaz de Thomson σT = 1.7100× 103 GeV−2 = 6.6525× 10−25 cm2

Constante de Stefan-Boltzmann aSB = π2/30 = 7.7223× 1024 GeVm−3K−4





Apéndice B

Métodos estad́ısticos en

cosmoloǵıa

Con la llegada de grandes cantidades de datos de diversas observaciones en las últimas

décadas, como son aquellos de supernovas tipo Ia, catálogos de galaxias y anisotroṕıas en

la radiación cósmica de fondo, entre otras, la importancia de los métodos estad́ısticos en

cosmoloǵıa se ha vuelto evidente. Hoy en d́ıa los modelos más exitosos en la descripción

del universo son el modelo ΛCDM o cualquiera degenerado con éste. Si tomamos en

cuenta que éstos tienen al menos seis parámetros libres, notamos que la complicación

que implica el análisis de datos requiere de más y mejores métodos estad́ısticos. Por este

motivo, su estudio se ha vuelto un área de investigación de frontera en cosmoloǵıa; véase

por ejemplo [232]. En este apéndice nos concentramos únicamente en aquellos métodos

que usamos en este trabajo.

B.1. Teorema de Bayes y la función de verosimilitud

Supongamos que recolectamos ciertos datos D de un experimento y los queremos inter-

pretar en términos de un modelo el cual asumimos correcto. Éste tiene ciertos parámetros

θ, los cuales pretendemos determinar. El objetivo de la estimación de parámetros es en-

contrar estimados de los parámetros, de sus errores e idealmente la distribución de θ

dados los datos D. Ésta es llamada distribución posterior de probabilidad P (θ|D).

Sin embargo, a menudo lo que es más simple de calcular es la distribución de probabilidad

de los datos dados los parámetros θ, P (D|θ). Estas dos cantidades están relacionadas

por el teorema de Bayes

129
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P (θ|D) =
P (D|θ)P (θ)

P (D)
. (B.1)

La probabilidad L(θ) ≡ P (D|θ) es llamada función de verosimilitud (likelihood en inglés).

P (θ) es llamada densidad de probabilidad previa, o simplemente previa, y expresa nues-

tros conocimientos sobre los parámetros inferidos de experimentos anteriores o de alguna

teoŕıa f́ısica; a menudo, si no se tiene información previa, usualmente se considera una

probabilidad uniforme. P (D) es llamada evidencia, y para la estimación de parámetros

no tiene gran relevancia ya que no depende de los parámetros θ y simplemente actúa

como una constante de normalización. Para distribuciones previas uniformes tenemos

P (θ|D) ∝ L(θ).

Las observaciones, evidentemente, incluyen un error sistemático de medición caracte-

rizado por un valor σ y posiblemente un error estad́ıstico que depende del modelo.

Supongamos que los N datos D son una realización de un proceso aleatorio gaussiano,

de tal manera que su función de verosimilitud está dada por

L(θ) = 1√
(2π)N detC

exp

(
−
∑

ij

(
Di − D̂i(θ)

)
C−1
ij

(
Dj − D̂j(θ)

)
2

)
, (B.2)

donde D̂(θ) son los datos modelados con los parámetros fijos θ y Cij = 〈(Di−D̂i(θ))(Dj−
D̂j(θ))〉 es la matriz de covarianza. Si la matriz de covarianza es diagonal, las mediciones

no están correlacionadas y los elementos de la diagonal están dados por las desviasiones

estándar σi.

El punto del espacio de parámetros con mayor posibilidad de ser el correcto es el que

maximiza la distribución posterior de probabilidad. Sin embargo, si el ajuste es lo sufi-

cientemente bueno alrededor de este punto, la distribución previa puede ser aproximanda

con una constante, de tal manera que a menudo, cuando se estiman parámetros uno sim-

plemente busca el máximo de la función de verisimilitud.

B.1.1. Estad́ıstica χ2

Una técnica ampliamente usada para estimación de parámetros y sus intervalos de con-

fianza es la llamada prueba chicuadrada. Definimos la función χ2 como

χ2 =
∑
ij

(
Di − D̂i(θ)

)
C−1
ij

(
Dj − D̂j(θ)

)
. (B.3)
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Tabla B.1: ∆χ2 como función del número de parámetros M y del nivel de confianza
p a 1σ, 2σ y 3σ. Tabla extraida de [116].

p 1 2 3 4

68.27% 1.00 2.30 3.53 4.72

95.45% 4.00 6.18 8.02 9.72

99.73% 9.00 11.8 14.2 16.3

El mejor ajuste es dado por los parámetros que minimizan esta función. Es evidente que

en los casos en que la verosimilitud es gaussiana, tenemos L ∝ exp(−χ2/2) y maximizarla

es equivalente a minimizar la función χ2.

La probabilidad de que el valor observado χ exceda por una cantidad χ̂ al modelo

esperado es Q(ν, χ̂) ≡ 1 − Γ(ν/2, χ̂/2) donde Γ es la función gamma incompleta y

ν = N −M son los grados de libertad –N es el número de datos y M es el número de

parámetros libres– [116]. Aunque este método aplica para mediciones con errores con

distribuciones gaussianas, en la práctica es usada para un amplio rango de distribuciones.

Las regiones de parámetros para los cuales χ2 ≤ min(χ2)+∆χ2 se obtienen a partir de la

igualdad Q(ν,min(χ2)+∆χ2) = p. Estos intervalos de confianza son regiones del espacio

de parámetros N -dimensional que contienen la fracción p del total de la distribución de

probabilidad. En la tabla B.1 mostramos los valores de ∆χ2 para distintos valores de

nivel de confianza p y para distintos números de parámetros M .

Si la distribución de errores no es cercanamente gaussiana, los métodos Monte Carlo

como los que describimos a continuación son recomendados.

B.2. Cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC)

Las cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC, por sus siglas en inglés) fueron introduci-

das por primera vez en los años cincuenta por N. Metropolis et al. [233] para muestrear

el espacio de parámetros de un modelo con probabilidad proporcional a una distribución

de probabilidad desconocida. En lugar de calcular la probabilidad en cada sitio de una

malla que cubre el espacio de parámetros en su totalidad, los métodos MCMC usan

caminantes aleatorios. Esto produce que el tiempo de cómputo escale apróximadamente

de manera lineal con el número de parámetros, a diferencia de exponencialmente. Por

tal motivo, estos métodos han sido ampliamente usados en muchas ramas de la f́ısi-

ca, incluyendo en cosmoloǵıa. Si tenemos una probabilidad previa P (θ), el teorema de

Bayes indica que la distribución posterior de probabilidad P (θ|D) es proporcional a la

distribución π(θ) ≡ P (D|θ)P (θ).
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Una de las principales caracteŕısticas del método es explorar el espacio de parámetros

con una cadena de Markov, que es una secuencia de eventos tal que la probabilidad de

que se encuentre en un estado a un tiempo n depende únicamente del estado al tiempo

n − 1 y no de anteriores estados. La cadena de Markov queda completamente definida

por una función de probabilidad de transición de un estado i a otro i+ 1

pi→i+1 = p(θi+1|θi) = p(θi, θi+1). (B.4)

Si escogemos la probabilidad de transición de manera que se cumpla la ecuación de

balance detallado

π(θi)p(θi, θi+1) = π(θi+1)p(θi+1, θi), (B.5)

entonces la cadena visitará cada punto en el espacio de parámetros de manera propor-

cional a π(θ), es decir, hará un muestreo de la distribución de manera ergódica, con

medida π(θ)dθ. De esta manera, si la distribución de θi+1 es π̂(θi+1), tenemos que

π̂(θi+1) =

∫
p(θi+1|θi)π(θi)dθi =

∫
p(θi|θi+1)π(θi+1)dθi = π(θi+1)

∫
p(θi|θi+1)dθi

= π(θi+1), (B.6)

lo que implica que la función de transición p(θ, θ′) deja invariante a la distribución π(θ).

W. Hastings [234] propuso una manera de escoger la función de probabilidad de transi-

ción p(θi, θi+1), de manera que se cumpla la ecuación de balance detallado (B.5). Prime-

ro, se debe escoger una densidad de propuesta q(θi, θi+1) para proponer un nuevo punto

θi+1, la cual es en principio arbitraria, siempre y cuando la sucesión generada por ella

pueda alcanzar cualquier punto del espacio de parámetros en la región de interés. Luego

este nuevo punto es aceptado con probabilidad

α(θi, θi+1) = min

[
1,

π(θi+1) q(θi+1, θi)

π(θi) q(θi, θi+1)

]
(B.7)

de tal manera que la probabilidad de transición es p(θi, θi+1) = α(θi, θi+1)q(θi, θi+1),

lo que asegura que se cumpla con la ecuación (B.5). A este método se le conoce como

algoritmo Metropolis-Hastings. Al permitir que la cadena visite lugares con menor pro-

babilidad, el algoritmo explora regiones en la vecindad del máximo y samplea de manera

eficiente la distribución posterior de probabilidad.

Una manera usual de simplificar los cálculos considerablemente es escogiendo una den-

sidad de propuesta simétrica. La opción más usada es una gaussiana en n dimensiones

[235, 236]; comenzando en θi se escoge una dirección angular uniformemente aleatoria y
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se mueve una distancia r en esa dirección con probabilidad

Pn(r) ∝ rn−1e−nr
2/2 (B.8)

reescalada como r → r/s. Se usan diferentes valores de s; el valor s = 2.4 ha sido

recomendado en [236].

Los distintos pasos en la cadena de Markov quedan correlacionados, lo que es más

evidente si el punto propuesto es rechazado, en cuyo caso se tiene θi+1 = θi. Por este

motivo es conveniente tomar en cuenta sólo uno de cada determinado número de pasos

(adelgazamiento de cadenas).

Durante un periodo inicial de tiempo, burn-in, el caminante aleatorio busca a través del

espacio de parámetros el valor máximo de la función de verosimilitud. Eventualmente la

cadena de Markov alcanza el equilibrio y comienza a muestrear el espacio de parámetros

de acuerdo con la densidad posterior de probabilidad. Una objeción contra los métodos

MCMC es que no existe una prueba formal de la convergencia de las cadenas, aśı que

debe edivinarse el tiempo de burn-in. Al final de la rutina, la densidad de número

de los muestreos tomados después del burn-in representa (ya marginalizada pero no

normalizada) la distribución posterior de probabilidad.

El algoritmo Metropolis-Hastings puede ser resumido como sigue:

1. Escójase un punto inicial en el espacio de parámetros, o tantos como cadenas sean

usadas.

2. Propóngase un salto aleatorio. Cualquier función puede hacerlo siempre que cum-

pla con la condición de balance detallado. Calcúlese la verosimilitud en este nuevo

punto y multipĺıquese el resultado por la probabilidad previa para obtener la pro-

babilidad posterior.

3. Si la probabilidad del nuevo punto es más alta, acéptese el salto. De otra manera, se

acepta el salto con probabilidad igual a la razón de las probabilidades posteriores

de ambos puntos. Si el salto no es aceptado, el nuevo punto de la cadena será igual

al anterior.

4. Reṕıtase desde el paso 2 hasta que las cadenas hayan muestreado de manera sa-

tisfactoria la densidad de probabilidad posterior. Es posible hacer esto revisando

las distribuciones, pero es recomendable utilizar un criterio de convergencia, como

el de Gelman-Rubin.

Otra ventaja del uso de los métodos MCMC es que el proceso de marginalización (i.e.

obtener la distribución para algunos de los parámetros) resulta muy simple; sólo se
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ignoran los otros parámetros en las cadenas y se grafica la densidad de puntos de los

parámetros en que uno está interesado. En contraste, con un método de malla se debe

integrar sobre los parámetros que no son de interés.

B.2.1. Diagnóstico de Convergencia Gelman-Rubin

Aunque no hay una manera determinante para saber si una cadena ha alcanzado esta-

cionaridad y por lo tanto se encuentra muestreando la densidad posterior π(θ), algunos

criterios de convergencia han aparecido en la literatura. Nosotros estamos interesados

en el diagnóstico Gelman-Rubin [237, 238], aplicable al uso de múltiples cadenas. La

idea es comenzar cada cadena desde puntos dispersos sobre el espacio de parámetros y

después comparar sus estados posteriores. Consideremos M cadenas cada una con 2N

puntos, de los cuales descartamos los primeros N . θJI representa el punto en el espacio

de parámetros en la posición I de la cadena J . Calculamos la media de cada cadena J ,

θ̄J =
1

N

N∑
I=1

θJI , (B.9)

y la media de todas las cadenas

θ̄ =
1

NM

N∑
I=1

M∑
J=1

θJI . (B.10)

La varianza entre las M medias es

B

N
=

1

M − 1

M∑
J=1

(θ̄ − θ̄J)2 (B.11)

y la varianza promedio de cada cadena es

W =
1

M(N − 1)

N∑
I=1

M∑
J=1

(θ̄J − θ̄JI )2. (B.12)

La cantidad

R̂ =
N−1
N W + B

N

(
1 + 1

M

)
W

(B.13)

es la razón de dos estimadores de la varianza de la distribución buscada: el numerador

es un estimador no sesgado si la distribución es estacionaria, pero sobrestimado si no lo

es. Mientras tanto, el denominador es subestimado si las cadenas individuales no han

convergido. De tal manera que R̂ →+ 1 cuando las series comienzan a muestrear la
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densidad posterior de probabilidad. Un criterio estándar es detener las series cuando

éstas hayan alcanzado R̂ < 1.03.





Apéndice C

Algunas demostraciones

C.1. Demostración ecuaciones (3.39) y (3.40)

Las ecuaciones de Einstein relevantes son

k2Φ = −4πGa2
∑
a

ρa∆a, (C.1)

donde la suma es sobre todos los fluido involucrados, y hemos definido el contraste de

densidad invariante de norma

∆ = δ + 3H(1 + w)
θ

k2
(C.2)

y

k2(Φ̇ +HΨ) = 4πGa2
∑
a

ρa(1 + wa)θa. (C.3)

Las ecuaciones de hidrodinámica son

δ̇ = −(1 + w)(θ − 3Φ̇)− 3H
(
δP

δρ
− w

)
δ, (C.4)

y

θ̇ = −H(1− 3w)θ − ẇ

1 + w
θ +

δP/δρ

1 + w
k2δ + k2Ψ− k2σ, (C.5)

A continuación consideramos que no hay estreses anisotrópicos, por lo que σa = 0 y

Φ = Ψ.
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Queremos demostrar que las condiciones iniciales para dos distintos modelos (ΛCDM y

fluido oscuro),

δd(τi) = α
δDM(τi)ρDM(τi)

ρd(τi)
, (C.6)

θd(τi) = α
θDM(τi)ρDM(τi)

(1 + wd(τi))ρd(τi)
, (C.7)

se preservan a todo tiempo τ en el caso particular α = 1.

La ecuación de Bardeen, despreciando estreses anisotrópicos está dada por

Φ̈ + 3H(1 + c2s)Φ̇ +
[
3(c2s − wT )H+ c2sk

2
]
Φ = 0. (C.8)

Para los modelos ΛCDM y fluido oscuro c2sΛCDM = c2s d = 0 y wT = Constante/ρT , por

lo que la ecuación (C.8) describe la misma dinámica tanto para ΦΛCDM como para Φd.

Nótese que para el modelo ΛCDM el parámetro de la ecuación de estado en la ecuación

de Bardeen es el del fluido total, es decir wT =
∑

awaρa/
∑
ρa. Para demostrar que

Φd(τ) = ΦΛCDM(τ) sólo falta ver si las condiciones iniciales son iguales, i.e, Φd(τi) =

ΦΛCDM(τi) y Φ̇d(τi) = Φ̇ΛCDM(τi) son iguales a un tiempo inicial τi.

Evaluando ρ(τi)∆(τi) en las condiciones iniciales (C.6) y (C.7) se obtiene ρDM(τi)∆DM(τi) =

ρd(τi)∆d(τi), por lo que usando la ecuación (C.1) tenemos Φd(τi) = ΦDM(τi). Notando

ahora que ∆Λ = 0 tenemos el resultado deseado, i.e, Φd(τi) = ΦΛCDM(τi). Ahora, de la

ecuación (C.3) se sigue que también se cumple Φ̇d(τi) = Φ̇ΛCDM(τi), por lo que hemos

demostrado

Φd(τ) = ΦΛCDM(τ). (C.9)

Ahora, usando la ecuación (C.5) con la identidad (C.9) obtenemos

d

dτ
(θDM − θd) = −

ȧ

a
(θDM − θd), (C.10)

por lo que

θDM(τ)− θd(τ) =
a(τi)

a(τ)
(θDM(τi)− θd(τi)). (C.11)

Usando la relación ρDM = ρd(1 + wd) obtenemos que la condición inicial (C.7) implica

que θDM(τi) = θd(τi). Por lo que hemos demostrado que

θDM(τ) = θd(τ). (C.12)

y, en particular

θd(τ) =
θDMρDM

(1 + wd)ρd
(τ). (C.13)
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Finalmente, de (C.4) y usando los resultados (C.9) y (C.12) y la relación ρDM = ρd(1 +

wd), se obtiene
d

dτ
(ρdδd − ρDMδDM) = −3da

dτ
(ρdδd − ρDMδDM) (C.14)

con solución

(ρdδd − ρDMδDM)(τ) =

(
a(τ)

a(τi)

)−3

(ρdδd − ρDMδDM)(τi), (C.15)

y usando la condición inicial (C.6) obtenemos

ρd(τ) =
ρDMδDM

δd
(τ), (C.16)

con lo que completamos la demostración.

C.2. Fijando la norma śıncrona

A continuación demostraremos que es posible fijar la norma śıncrona de tal manera que

la velocidad de las part́ıculas de la materia oscura proyectada en el número de onda sea

igual a cero, es decir, de tal manera que θc = 0

En el párrafo siguiente a la ecuación (2.17) mencionamos que la norma śıncrona, definida

por φs = Bs = 0, no está totalmente fija, sino que dado una transformación de norma

descrita por el vector ε = ε0∂0 + (ε i⊥ + χ,i)∂i, la transformación conjunta ε0 → ε0 +

C1(x
i)/a, χ→ χ+C1(x

i)
∫
a−1 dτ +C2(x

i) mantiene la norma śıncrona, como se puede

observar de las ecuaciones (2.14). Trabajaremos en el espacio de Fourier por lo que la

transformación se escribe

ε0(~k, τ) → ε0(~k, τ) +
C1(~k)

a(τ)
, (C.17)

χ(~k, τ) → χ(~k, τ) + C1(~k)

∫
a−1(τ) dτ + C2(~k) (C.18)

Ante transformaciones de norma, el tensor de enerǵıa momento transforma como la

ecuación (2.13), es decir, dada la descomposición Tµν = (0)Tµν + δT µν las componentes

(0, i) de la perturbación transforman como

δT 0
i → δ̃T

0
i = δT 0

i +
(0)T 0

0ε
0
,i +

(0)T jiε
0
,j . (C.19)

Si consideramos materia oscura fŕıa, el último término de la ecuación anterior es cero.

Ahora, escribimos la transformación en el espacio de Fourier:

δT 0
i → δ̃T

0
i = δT 0

i − iki(0)T 0
0ε

0, (C.20)
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o, multiplicando por ki,

ikiδ̃T
0
i = ikiδT 0

i + k2(0)T 0
0ε

0. (C.21)

Usando la definición de θ (2.24) y (0)T 0
0 = −ρ obtenemos

θ̃c(~k, τ) = θc(~k, τ)− k2ε0(~k, τ) (C.22)

Ahora consideremos dos transformaciones de norma que llevan tensores de una norma

arbitraria a la norma śıncrona y de las cuales se obtienen θcS1 y θcS2, ambas en la norma

śıncrona. De la ecuación (C.22) tenemos θcS1 = θc − k2ε01 y θcS2 = θc − k2ε02, y entonces

θcS2(~k, τ) = θcS1(~k, τ) + k2(ε02(
~k, τ)− ε01(~k, τ)). (C.23)

Para mantener la norma śıncrona, vemos de la ecuación (C.17) que ε01 y ε02 deben es-

tar relacionadas por ε02 − ε01 = C1(~k)/a(τ). Consideremos un tiempo fijo τi, escogiendo

C1(~k) = −a(τi)θcS1(~k, τi)/k2 en la ecuación (C.23) obtenemos que θcS2(~k, τi) = 0. Hemos

demostrado que es posible hacer θcS2, que de ahora en adelante llamaremos θc, igual a

cero a un tiempo fijo dado especificando la norma śıncrona de manera adecuada.

Ahora, las ecuaciones hidrodinámicas para un fluido perfecto en la norma śıncrona son

δ̇ = −(1 + w)

(
θ +

ḣ

2

)
− 3H

(
δP

δρ
− w

)
δ, (C.24)

y

θ̇ = −H(1− 3w)θ − ẇ

1 + w
θ +

δP/δρ

1 + w
k2δ − k2σ, (C.25)

las cuales corresponden a las ecuaciones (2.29) y (2.30) escritas en la norma newtoniana

conforme. Para materia oscura fŕıa w = δP = σ = 0, y las ecuaciones son

δ̇c = −

(
θc +

ḣ

2

)
, (C.26)

y

θ̇c = −Hθc. (C.27)

Ésta última ecuación la podemos escribir como

d

dτ

(
aθc
)
= 0, (C.28)

Cuya solución es θc(~k, τ) = θc(~k, τi)a(τi)/a(τ). Hemos visto que siempre es posible hacer

θc(~k, τi) = 0, por lo que dada la libertad de la norma śıncrona podemos fijar θc(~k, τ) = 0

a todo tiempo. Con esto concluimos la demostración.



Apéndice C. Algunas demostraciones 141

C.3. Variación de ρ

En esta sección demostraremos la ecuación (6.45). Es decir, queremos demostrar que

para un fluido perfecto con cuadrivelocidad uµ se cumple

δρ =
1

2
(ρ+ P )(uµuν + gµν)δg

µν , (C.29)

donde ρ y P son la densidad de enerǵıa y la presión del fluido medidas por un observador

comóvil con él, respectivamente. Definamos la densidad vectorial de flujo de número de

part́ıculas

nα = nuα
√
−g, (C.30)

con n la densidad de número de part́ıculas. De esta manera

n =
(gµνnµnν

g

)1/2
. (C.31)

Un fluido perfecto es una configuración de fluido sin viscosidad y sin conducción de

calor. Pedimos que las variaciones deben cumplir con el requerimiento de que las tasas

de producción de entroṕıa y producción de part́ıculas son conservadas, es decir,

δs = 0 (C.32)

y

δnα = 0. (C.33)

De la ecuacion (C.30) tenemos ∂µn
µ = ∂µ(

√
−gnuµ) =

√
−g∇µ(nuµ), por lo que (C.33)

y el hecho de que δ∂ = ∂δ implican

δ(∇µ(nuµ))
√
−g =

1

2
∇α(nuα)gµνδgµν .

La condición (C.33) es entonces más débil que pedir que la tasa de producción de part́ıcu-

las sea cero.

Consideremos una ecuación de estado ρ = ρ(n, s). De la relación termodinámica

w =

(
∂ρ

∂n

)
s

(C.34)

y de δs = 0, se tiene

δρ = wδn, (C.35)

donde w es la entalṕıa del fluido

w =
ρ+ P

n
. (C.36)
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Calculemos ahora δn:

δn = δ
(gµνnµnν

g

)1/2
=

1

2

1

n
δ

(
gµνn

µnν
g

)
=

1

2

1

n
nµnν

(
δgµν
g
− gµνδg

g2

)
=

1

2

1

n
nµnν

(
δgµν
g
−
gµνg

αβδgαβ
g

)
= −1

2
nuµuν(δgµν − gµνgαβδgαβ = −1

2
n(gαβ + uαuβ)δgαβ

= −1

2
n(gαβ + uαuβ)δgαβ

=
1

2
n(gαβ + uαuβ)δg

αβ . (C.37)

Usando (C.35) y (C.36) obtenemos el resultado buscado

δρ =
1

2
(ρ+ P )(uµuν + gµν)δg

µν . (C.38)

Notamos que de la acción

S = −
∫
d4x
√
−gρ, (C.39)

de la definición Tµν = −(2/
√
−g)δS/δgµν y el uso de la ecuación (C.38), obtenemos

Tµν = ρuµuν + P (uµuν + gµν), (C.40)

es decir, el tensor de enerǵıa momento para un fluido perfecto.



Apéndice D

La degeneración oscura no es

fundamental

En este apéndice demostramos que la degeneración oscura no es fundamental. Contra-

riamente a lo que se afirma en la literatura; véanse por ejemplo [120, 183]. Esta demos-

tración es autoŕıa de Daniel Sudarsky y surgió a partir de discusiones que tuvimos hace

unos meses.

El argumento es el siguiente:

Supongamos que existen campos de materia interaccionan con la materia común (lep-

tones, hadrones, fotones, etcétera) únicamente de manera gravitacional. Por lo que sólo

podemos inferir sus propiedades mediante la medición de efectos gravitacionales y el uso

de las ecuaciones de Einstein

T dark
µν =

1

8πG
T obs
µν − T obs

µν (D.1)

La pregunta que contestaremos es si se pueden distinguir teoŕıas con multiples compo-

nentes de teoŕıas con sólo componente. Consideremos, por simplicidad, teoŕıas de materia

que se modelan como fluidos perfectos con ecuaciones de estado barotrópicas. Si tenemos

N componentes tendremos N ecuaciones de estado

Pi = Fi(ρi), (D.2)

con i = 1, . . . , N . Donde Pi es la presión de la i-ésima componente con densidad de

enerǵıa ρi.
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Mediante un conjunto deM observaciones, cada una de las cuales distinguimos con letras

mayusculas latinas A, B, C, . . . , medimos los M pares (ρA, PA), (ρB, PB), (ρC , PC),

. . . . Debido a la ecuación (D.1) tenemos ρ =
∑N

i ρi. El modelo sugerido se adaptará a

las observaciones siempre que se tenga una solución al sistema de M ecuaciones

PA =
N∑
i

Fi(ρ
A
i ) con ρA =

N∑
i

ρAi . (D.3)

A primera vista, dada la libertad que no conocemos las funciones Fi, pareciera que

tenemos suficiente libertad para resolver el sistema. Sin embargo, supongamos queN = 1

y M ≥ 2, y que entre las M mediciones tenemos dos con igual densidad ρA = ρB y

diferente presion PA 6= PB. El sistema a resolver es

PA = F1(ρ
A
1 ) con ρA = ρA1 ,

PB = F1(ρ
B
1 ) con ρB = ρB1 . (D.4)

Claramente este sistema de ecuaciones no es posible resolverlo bajo la suposición de que

ρA = ρB y PA 6= PB. En este caso el modelo de una sóla componente es rechazado

independientemente de la función F1. Pero esto no ocurre si consideramos un modelo

con dos componentes, en este caso el sistema a resolver es

PA = F1(ρ
A
1 ) + F2(ρ

A
2 ) con ρA = ρA1 + ρA2 ,

PB = F1(ρ
B
1 ) + F2(ρ

B
2 ) con ρB = ρB1 + ρB2 . (D.5)

Inclusive si tomamos las funciones lineales F1(ρ) = Aρ y F2(ρ) = Bρ con A 6= B el

sistema tiene solución. Vemos entonces que bajo un cojunto de mediciones podemos

descartar el modelo de una componente oscura. Este es entonces un contraejemplo a la

aseveración de que la degeneración oscura es fundamental.
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