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personal.

A mis padres Ma. Eugenia y César por su apoyo durante todos mis

estudios y proyectos. Por ser unos excelentes y amorosos padres.

A mi T́ıa Ma. Elena por su apoyo y cariño.

A mis hermanos Lehilani, Germán y Yeshua por su cariño.

A Fernando por su amistad y por su paciencia al despejar mis dudas

en los d́ıas de estudio.

A Gerardo, Juan Carlos y Natalia por su amistad.
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Introducción

En su libro Stenström ([16], pg. 18 ) define una gran ret́ıcula co-

mo una clase propia C con orden parcial ≤ dado por la inclusión de

clases, tal que C con este orden es una ret́ıcula excepto por el hecho

de que no es un conjunto. En trabajos recientes, han sido estudiadas

grandes ret́ıculas de clases de módulos. Por ejemplo la ret́ıcula de cla-

ses abiertas que ha sido estudiada por los profesores F. Raggi, H. A.

Rincón y C. Signoret, en la que de hecho se ha demostrado que no es

un conjunto, pero es una ret́ıcula completa distributiva.

Otra ret́ıcula que ha sido introducida y estudiada por Dauns y Zhou

[18], es la ret́ıcula de clases naturales.

Las ret́ıculas de clases hereditarias, de clases cohereditarias y conatu-

rales han sido estudiadas por los profesores A. Alvarado, J. Rı́os y H.

A. Rincón, [1], [2], [3] y [4].

En el primer caṕıtulo de este trabajo desarrollamos algunos de los
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conceptos fundamentales de la estructura ret́ıcular, de las ret́ıculas

de clases de módulos hereditarias, cohereditarias, abiertas, naturales

y conaturales. En la primera sección describimos cómo generar clases

de módulos cerradas bajo ciertas propiedades por ejemplo, clases ce-

rradas bajo tomar submódulos, cocientes, cápsulas inyectivas y sumas

directas. En la segunda sección obtenemos los pseudocomplementos en

las ret́ıculas de clases hereditarias, cohereditarias y abiertas. Además

de describir la ret́ıcula de clases conaturales que es el esqueleto de la

ret́ıcula de clases cohereditarias. Por último en la tercera sección estu-

diamos una caracterización de anillos artinianos de ideales principales

dada por los profesores A. Alvarado, J. Ŕıos y H. A. Rincón en [1],

dicha caracterización consiste en que la ret́ıcula de clases hereditarias

es igual a la ret́ıcula de clases cohereditarias si y sólo si R es artiniano

de ideales principales.

En la primera sección del segundo caṕıtulo, estudiamos las ret́ıculas

L{≤,E}, L{�,E} y L{≤,
⊕
}. En esta sección obtenemos cómo generar

con una clase de módulos en cada una de las ret́ıculas mencionadas

anteriormente, dichos resultados son originales y a continuación los

enunciamos:

1) Si C ∈ L{E} entonces ξ≤(C ) ∈ L{E}.
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2) Si C es una clase de R-módulos entonces ξ≤,E(C ) = ξ≤ξE(C ).

3) Si C es una clase de R-módulos entonces la menor clase de módu-

los cerrada bajo submódulos y sumas directas que contiene a C

es ξ≤,⊕(C ) = ξ≤ξ⊕(C ).

4) Si C ⊆ R-mod entonces η∞(C ) = ξ�,E(C ).

En la segunda sección, estudiamos algunas relaciones entre las ret́ıculas

L{≤,E}, L{�,E} y L{≤,
⊕
}. En esta sección se obtuvieron los siguientes

resultados originales:

5. Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) L{≤,E} ⊆ L{�,E}.

b) Para cada R-módulo inyectivo I, si existe un epimorfismo

I // //K , entonces existe un monomorfismo K // // // I .

6. L{�,E} ⊆ L{≤,E}, si la siguiente condición es válida para to-

do R-módulo inyectivo izquierdo I: si existe un monomorfismo

K // // // I entonces existe un epimorfismo I // //K .

7. Son equivalentes para un anillo R los siguientes enunciados:

a) L{≤,E} = L{�,E};
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b) Para todo módulo inyectivo I se cumple: Existe un mo-

nomorfismo K // // // I si y sólo si existe un epimorfismo

I // //K .

8. Si L{�,E} ⊆ L{≤} entonces R es casi-Frobenius.

9. Si L{≤,⊕} ⊆ L{E} entonces R es un V -anillo izquierdo y neteriano

izquierdo.

10. Si I es inyectivo inescindible entonces ξ≤,E(I) es un átomo en

L{≤,E}.

11. Sea R un anillo neteriano izquierdo. Entonces son equivalentes

las siguientes proposiciones:

a) C es un átomo en L{≤,E}.

b) Existe I inyectivo inescindible tal que C = ξ≤,E(I).

En la tercera sección, nuestro primer teorema consiste en dar una

generalización del teorema obtenido por los profesores A. Alvarado, J.

Ŕıos y H. A. Rincón en [1]. A continuación enunciamos la generaliza-

ción obtenida:

12. Son equivalentes las siguientes proposiciones:
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a) Para todo módulo inyectivo I, si existe un monomorfismo

K // // // I entonces existe un epimorfismo I // //K ;

b) R es artiniano de ideales principales;

c) L{≤,E} = L{�,E};

d) L{≤,E} ⊇ L{�,E};

e) L{≤} ⊆ L{�};

f) L{≤} ⊇ L{�}.

Como el lector puede observar en el teorema anterior no está incluida

la condición L{≤,E} ⊆ L{�,E}, lo que ha quedado como una pregunta

abierta; tratando de obtener una respuesta obtuvimos los siguientes

resultados:

13. Si L{≤,E} ⊆ L{�,E} entonces son equivalentes para cada R-

módulo M :

1) M es artiniano,

2) M es finitamente cogenerado.

14. Si L{≤,E} ⊆ L{�,E} entonces R es co-neteriano izquierdo.

15. Si L{≤,E} ⊆ L{�,E} entonces E(R) es cogenerador de R-mod.
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16. Si L{≤,E} ⊆ L{�,E} entonces R es semi-artiniano izquierdo.

17. Si R es local izquierdo y co-neteriano izquierdo entonces R satis-

face la condición de cadena ascendente para ideales bilaterales.

18. Si L{≤,E} ⊆ L{�,E} entonces R es un producto finito de anillos

locales izquierdos perfectos derechos e izquierdos que satisface la

condición de cadena ascendente para ideales bilaterales.
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Caṕıtulo 1

Ret́ıculas de clases de

módulos.

En el estudio de anillos y módulos, algunas clases de ret́ıculas de

clases de módulos han sido utilizadas para obtener información acerca

de la estructura interna del anillo y de la categoŕıa de módulos asociada

a éste.

Podemos definir ret́ıculas de clases de módulos con propiedades

de cerradura. Algunas de estas propiedades de cerradura son: bajo

submódulos, cocientes, cápsulas inyectivas, sumas directas, productos y

cubiertas proyectivas. Abreviamos estas propiedades usando los śımbo-

los ≤,�, E,⊕,Π, P respectivamente. Si A denota un conjunto de estas
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propiedades de cerradura, denotamos por LA a la clase de clases de

módulos cerradas bajo propiedades de A.

En este trabajo las clases estudiadas son todas abstractas, es decir,

cerradas bajo isomorfismos y conteniendo al cero.

Note que en general LA es una ret́ıcula grande con el orden dado

por la inclusión de clases y con ı́nfimos dados por la intersección de

clases.

Algunas ret́ıculas de clases de módulos que han sido estudiadas son:

1) La ret́ıcula de clases hereditarias L{≤}.

2) La ret́ıcula de clases cohereditarias L{�}.

3) La ret́ıcula de clases abiertas L{≤,�}.

4) La ret́ıcula de clases naturales L{≤,⊕,E}.

5) La ret́ıcula de clases de torsión hereditarias L{�,
⊕
,≤,ext}.

6) La ret́ıcula de clases de Serre L{≤,�,ext}.

1.0.1 Proposición. 1) Si {Ci}i∈I ⊆ L{≤} entonces
⋂
i∈I

Ci ∈ L{≤} y⋃
i∈I

Ci ∈ L{≤}.
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2) Si {Ci}i∈I ⊆ L{�} entonces
⋂
i∈I

Ci ∈ L{�} y
⋃
i∈I

Ci ∈ L{�}.

3) Si {Ci}i∈I ⊆ L{≤,�} entonces
⋂
i∈I

Ci ∈ L{≤,�} y
⋃
i∈I

Ci ∈ L{≤,�}.

1.0.2 Observación. Las ret́ıculas L{≤}, L{�} y L{≤,�} son completas

distributivas tomando ∧
i∈I

Ci =
⋂
i∈I

Ci y ∨
i∈I

Ci =
⋃
i∈I

Ci. Más aún R-mod y

{0} son los elementos mayor y menor de las ret́ıculas.

1.1. Generación en ret́ıculas LA

1.1.1 Definición. Sean A un conjunto de propiedades de cerradura

y C una clase de R-módulos, entonces ξA(C ) es la menor clase de

módulos que contiene a C cerrada bajo las propiedades de A.

1.1.2 Proposición. Si C ⊆ R−mod entonces

1) ξ≤(C ) = {N | existe un monomorfismo N // // //C con C ∈ C };

2) ξE(C ) = C ∪ {E(C)|C ∈ C };

3) ξ�(C ) = {M | existe un epimorfismo N �M con N ∈ C };

4) ξ⊕(C ) = {M |M =
⊕
i∈I
{Ci} con I un conjunto y Ci ∈ C ∀i ∈ I}.

Demostración. 1) Sea K = {N |∃ un monomorfismo N // // //C

con C ∈ C }. Es claro que C ⊆ K , además si M ∈ K y N ≤ M ,
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entonces existe C ∈ C tal que hay un monomorfismo M // // //C , lue-

go hay un monomorfismo N // // //C . Por lo tanto K ∈ L{≤}. Sea

D ∈ L{≤} tal que C ⊆ D . Sea M ∈ K , entonces existe C ∈ C y

un monomorfismo M // // //C , como D ∈ L{≤} entonces M ∈ D , de

modo que K ⊆ D . Por lo tanto K = ξ≤(C ).

2) Sea K = C ∪{E(C)|C ∈ C }. Es claro que C ⊆ K ∈ L{E}. Sea

D ∈ LE tal que C ⊆ D y sea M ∈ K entonces M ∈ C o M = E(C)

para algún C ∈ C . Esto implica que M ∈ D , y aśı K ⊆ D . Por lo

tanto K = ξE(C ).

3) Sea K = {M | existe un epimorfismo N � M con N ∈ C }. Es

claro que K ∈ L{�} y que C ⊆ K . Sea D ∈ L{�} tal que C ⊆ D y

sea M ∈ K entonces existe N ∈ C y un epimorfismo N � M enton-

ces M ∈ D por ser D cerrada bajo cocientes; aśı que K ⊆ D . Por lo

tanto K = ξ�(C ).

4) Sea K = {M |M =
⊕
i∈I
{Ci} con I un conjunto y Ci ∈ C ∀i ∈

I}. Demostremos que K ∈ L{
⊕
}; para ello sea {Mi}i∈I una familia de

módulos en K , entonces para cada Mi existe una familia {Cij}j∈Ji de

módulos en C tal que Mi =
⊕
j∈Ji

Cij. Entonces
⊕
i∈I
Mi=

⊕
i∈I
{
⊕
j∈Ji

Cij} ∈
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K . Por lo tanto K ∈ L{
⊕
}. Además es claro que C ⊆ K . Sea

D ∈ L{
⊕
} tal que C ⊆ D y sea M ∈ K , entonces existe una familia

{Ci}i∈I de módulos en C tal que M =
⊕
i∈I
{Ci}, entonces M ∈ D por

ser D cerrada bajo sumas directas, por lo que K ⊆ D . Por lo tanto

K = ξ⊕(C ). �

1.1.3 Observación. Si LP = LQ entonces ξP (C ) = ξQ(C ) para toda

clase C de R-módulos.

Demostración. Por definición ξP (C ) es la menor clase en LP

que contiene a C , y por hipótesis LP = LQ, entonces C ⊆ ξP (C )

y ξP (C ) ∈ LQ; lo que implica que ξQ(C ) ⊆ ξP (C ). Simétricamente

ξP (C ) ⊆ ξQ(C ). �

A continuación describimos cómo se generan clases en la ret́ıcula

L{≤,�}.

1.1.4 Definición. Sean N,M R-módulos, decimos que N es un sub-

cociente de M si existe un diagrama

M

g
����

N // // f //C

donde g es un epimorfismo y f es un monomorfismo.
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1.1.5 Observación. El diagrama de la definición se corresponde con

el diagrama

K

λ
����

// // µ // M

N

tomando pullbacks (pushouts) respectivamente, donde λ es epimorfis-

mo y µ es monomorfismo.

1.1.6 Lema. Si C es una clase de R-módulos entonces

ξ≤,�(C ) = {M |M es subcociente de algún C ∈ C }.

Demostración. Sea K = {M |M es subcociente de algún C ∈

C }, es claro que C ⊆ K . Demostremos que K ∈ L{≤,�}. Sea M ∈ K

y sea N ≤M entonces existe un diagrama

C

g
����

N // // //M // // f //H

Con C ∈ C , entonces N es un subcociente de C. Por lo tanto K es

cerrada bajo submódulos. Sea M � L entonces tenemos el siguiente
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diagrama

C

g

����

M

����

// // f //H

L

Tomando el push out queda el siguiente diagrama:

C

g
����

M

����

// // f // H

����

L // // // P

Entonces L es un subcociente de C. Por lo tanto K ∈ L{≤,�}.

Sea D ∈ L{≤,�} tal que C ⊆ D . Si M ∈ K entonces M es un subco-

ciente de C con C ∈ C , aśı que existe un diagrama:

C

g
����

M // // f //H

Entonces H ∈ D por ser cerrada bajo cocientes, entonces M ∈ D por
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ser D cerrada bajo submódulos. Por lo tanto K ⊆ D . �

A continuación describimos cómo se generan clases en la ret́ıcula

L{≤,E}.

1.1.7 Proposición. Si C ∈ L{E} entonces ξ≤(C ) ∈ L{E}.

Demostración. Sea N ∈ ξ≤(C ) = {M | existe un monomorfismo

M // // //C con C ∈ C }, entonces hay un monomorfismo N // // t //C

con C ∈ C , de modo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

N
� � //

����
t

��

E(N)
����
f

��

C � � //E(C)

Donde el morfismo f existe por ser E(C) inyectivo. Además como N

es esencial en E(N) se tiene que f es monomorfismo. Por hipótesis

E(C) ∈ C , por lo tanto E(N) ∈ ξ≤(C ). �

1.1.8 Observación. Si C ⊆ R-mod entonces ξ≤ξE(C ) = {M | existe un

monomorfismo M // // //E(C) para algún C ∈ C }.

1.1.9 Lema. Si C es una clase de R-módulos entonces ξ≤,E(C ) =

ξ≤ξE(C ).

Demostración. Consideremos K = {M | existe un monomorfismo

M // // //E(C), para algún C ∈ C }. Claramente K es una clase cerra-

da bajo submódulos. Observemos que K también es una clase cerrada
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bajo cápsulas inyectivas. Supongamos M ∈ K , entonces existe un mo-

nomorfismo M // // //E(C) con C ∈ C , por lo que E(M) se sumerge

en E(C), aśı que E(M) ∈ K . Es claro que C ⊆ K .

Supongamos que D es una clase cerrada bajo submódulos y cápsulas

inyectivas que contiene a C . Si M ∈ K entonces existe un monomorfis-

mo M // // //E(C) con C ∈ C . Como C ⊆ D entonces C ∈ D , aśı que

E(C) ∈ D , por lo que M ∈ D . Por lo tanto K ⊆ D demostrando

aśı que K = ξ≤,E(C ). �

1.1.10 Lema. Si C ∈ L{
⊕
} entonces ξ≤,E(C ) ∈ L{

⊕
}.

Demostración. Sea {Ni} ⊆ ξ≤,E(C ). Entonces existen monomor-

fismos Ni
// // //E(Mi) , donde Mi ∈ C , por lo que

⊕
i∈I
Ni // // //

⊕
i∈I
E(Mi)

⊕
i∈I
Mi

?�

es

OO

Entonces tenemos que E(
⊕
i∈I
E(Mi)) ∼= E(

⊕
i∈I
Mi) y como E(

⊕
i∈I
Ni) se

9



sumerge en E(
⊕
i∈I
E(Mi)) tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

E(
⊕
i∈I
Ni) // // //E(

⊕
i∈I
Mi)

⊕
i∈I
Ni

?�

OO

;; ;;

;;wwwwwwwwwwwww

Dado que C ∈ L{
⊕
} entonces

⊕
i∈I
Mi ∈ C . Por lo tanto

⊕
i∈I
Ni ∈ ξ≤,E(C ).

�

Cabe notar la simplicidad del argumento comparado con los argu-

mentos dados por Dauns y Zhou en [18].

1.1.11 Observación. Si C es una clase de R-módulos entonces

(ξ≤ξE)ξ⊕(C ) = {M | existe un monomorfismoM // // //E(
⊕
i∈I
{Ci} ) con

I un conjunto y Ci ∈ C , para toda i ∈ I}

1.1.12 Teorema. Si C es una clase deR-módulos entonces ξ≤,
⊕
,E(C ) =

(ξ≤ξE)ξ⊕(C ).

Demostración. Sea C una clase de R-módulos, entonces ξ⊕(C ) ∈

L{
⊕
}. Luego por el Lema 1.1.10 tenemos que (ξ≤,E)ξ⊕(C ) ∈ L{

⊕
}, y

por el Lema 1.1.9 tenemos que ξ≤,E = ξ≤ξE entonces (ξ≤ξE)ξ⊕(C ) =

(ξ≤,E)ξ⊕(C ) ∈ L{≤,E}. Por lo tanto (ξ≤ξE)ξ⊕(C ) ∈ L{≤,E,
⊕
}. Además
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es claro que C ⊆ (ξ≤ξE)ξ⊕(C ).

Sea D ∈ L{≤,
⊕
,E} tal que C ⊆ D . SiM ∈ (ξ≤ξE)ξ⊕(C ) entonces existe

un monomorfismo M // // //E(
⊕
i∈I
{Ci}) con I conjunto y {Ci}i∈I ⊆ C ,

entonces {Ci}i∈I ⊆ D . Por lo que E(
⊕
i∈I
{Ci}) ∈ D , y esto implica que

M ∈ D por ser D hereditaria. Por lo tanto ξ≤,
⊕
,E(C ) = (ξ≤ξE)ξ⊕(C ).

�

1.2. Pseudocomplementos

1.2.1 Definición. 1) Decimos que D en LA es pseudocomplemen-

to para C en la ret́ıcula LA, si D es una clase máxima con la

propiedad de que C ∩D = {0}. Si C está en LA denotamos a su

pseudocomplemento como C ⊥A.

2) Un pseudocomplemento D de C es llamado pseudocomplemento

fuerte si es el mayor elemento de LA tal que C ∩D = 0.

3) Denotamos por Skel(LA) a la clase de pseudocomplementos de

LA.

1.2.2 Proposición. Sea C ∈ L{≤}, entonces C ⊥≤ = {M | si existe un

monomorfismo N // // //M con N ∈ C entonces N = 0}.

11



Además C ⊥≤ es un pseudocomplemento fuerte de C .

Demostración. Consideremos K = {M | si existe un monomorfis-

mo N // // //M con N ∈ C entonces N = 0}. Primero demostremos

por contradicción que K pertenece a la ret́ıcula L{≤}. Sea M ∈ K

y supongamos que existe N ≤ M tal que N /∈ K , entonces existe

N ′ ≤ N tal que N ′ ∈ C y N ′ 6= 0 entonces 0 6= N ′ ≤ N ≤ M y

N ′ ∈ C lo que es una contradicción. Entonces N ∈ K , y por lo tanto

K ∈ L{≤}. Sea M ∈ C ∩ K , entonces para el morfismo identidad

M // Id //M y M ∈ C tenemos que M = 0.

Veamos por contradicción que K es pseudocomplemento fuerte. Sea

D ∈ L{≤} pseudocomplemento de C tal que D 6⊆ K , entonces existe

M ∈ D tal que M /∈ K . Esto implica que existe 0 6= N ≤ M con

N ∈ C , entonces N ∈ C ∩ D que es una contradicción. Por lo tanto

D ⊆ K . �

1.2.3 Proposición. Sea C ∈ L{�}, entonces C ⊥� = {M | si existe un

epimorfismoM // // L con L ∈ C , entonces L = 0}.

Además C ⊥� es un pseudocomplemento fuerte de C .

Demostración. Sea K = {M | si existe un epimorfismo

M // // L con L ∈ C , entonces L = 0}. Primero demostremos que

K ∈ L{�}. Sea M ∈ K y tomemos un cociente A de M . Si L es un
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cociente de A tal que L ∈ C , entonces L es un cociente de M ; por lo

que L = 0. Entonces A ∈ K y por lo tanto K ∈ L{�}.

Sea M ∈ C ∩ K , entonces tomando el morfismo identidad tenemos

que M // // Id //M y M ∈ C ; esto implica que M = 0.

Sea D ∈ L{�} tal que C ∩D = 0, y supongamos que D 6⊆ K , entonces

existe M ∈ D tal que M /∈ K , entonces existe un epimorfismo M � L

con 0 6= L ∈ C . Como D es cerrada bajo cocientes entonces L ∈ D ,

entonces 0 6= L ∈ C ∩ D , que es una contradicción. Por lo tanto

D ⊆ K . �

1.2.4 Proposición. Si C ∈ L{≤,�}, entonces

C ⊥≤,� = {M |M no tiene subcocientes diferentes de cero en C }

Demostración. Sea D = {M |M no tiene subcocientes diferentes

de cero en C }. Como los submódulos y los cocientes de M son subco-

cientes de M , entonces D es cerrada bajo submódulos y cocientes.

Sea M ∈ C ∩D , entonces M ∈ C y M no tiene subcocientes diferentes

de cero en C , pero M es un subcociente de si mismo, por lo que M = 0.

Por lo tanto C ∩D = {0}.

Sea E ∈ L{≤,�} tal que C ∩E = {0}. Supongamos que E 6⊆ D , enton-

ces existe 0 6= M ∈ E tal que M /∈ D . Esto implica que M tiene un

subcociente {0} 6= C ∈ C y M ∈ E , aśı que existe un módulo 0 6= N
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y un diagrama de la siguiente forma

M

g
����

C // // f 6=0 //N

Donde f es un monomorfismo y g es un epimorfismo, como E es cerra-

da bajo subcocientes, entonces {0} 6= C ∩E , que es una contradicción.

Entonces E ⊆ D . Por lo tanto para toda clase E ∈ L{≤,�} tal que

C ∩ E = 0 tenemos que E ⊆ D . Por lo tanto D es un pseudocomple-

mento fuerte de C en L{≤,�}. �

1.2.5 Lema. Si D ∈ Skel(L{≤,�}) entonces D es cerrada bajo exten-

siones y sumas directas.

Demostración. Sea D = C ⊥≤,�, veamos que D es cerrada bajo

extensiones. Sea 0 // L
f //M

g //N // 0 una sucesión exacta

con L,N ∈ C ⊥≤,�. Supongamos que existe 0 6= K ∈ C un subcociente

de M , como en el siguiente diagrama

M

α
����

K // // β //C
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Donde α es epimorfismo y β es monomorfismo. Como β(K)∩α(f(L))

es un subcociente de L y de K, entonces β(K)∩α(f(L)) = 0. Aśı que

tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 // L
f // M

α
����

g //N //

γ

�����������������������
0

K // // β //C

π����
C

α(f(L))

Con γ un epimorfismo y π el epimorfismo canónico. Consideremos el

cociente diferente de cero C
α(f(L)) , que pertenece a C ⊥≤,�. Observe que

π ◦ β es un monomorfismo, entonces π(β(K)) ∈ C ⊥≤,�; esto implica

que 0 6= K ∈ C ∩ C ⊥≤,�, que es una contradicción.

Ahora veamos que C ⊥≤,� es cerrada bajo sumas directas. Sea {Mi}i∈I
una familia de R-módulos en C ⊥≤,�, y supongamos que

⊕
i∈I
Mi tiene un

subcociente 0 6= N con N ∈ C . Entonces tenemos un diagrama⊕
i∈I
Mi

α
����

N // // β //C

Con α un epimorfismo y β un monomorfismo. Podemos elegir N como

un R-módulo ćıclico, cambiando N por un submódulo ćıclico si fuera
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necesario; digamos N = Rx. Esto implica que N tiene un cociente

simple S, es decir, existe un epimorfismo N
γ // // S . Entonces tomando

el push-out de γ y β tenemos el siguiente diagrama conmutativo⊕
i∈I
Mi

α
����

N = Rx

γ����

// // β //C

γ′

����

S // // β′ // P

Aśı que S es un módulo simple en C que es un subcociente de
⊕
i∈I
Mi.

Entonces S es un subcociente de una suma directa finita
⊕
i∈J

Mi con

J ⊆ I. Pero C ⊥≤,� es cerrada bajo sumas directas finitas puesto que

es cerrada bajo extensiones. Aśı que 0 6= N ∈ C ∩ C ⊥≤,�, que es una

contradicción. �

1.2.6 Proposición. Si LA es fuertemente pseudocomplementada, en-

tonces para cada C ∈ LA se tiene que C ⊆ (C ⊥A)⊥A

Demostración. Como C ∩C ⊥A = 0 y por definición sabemos que

(C ⊥A)⊥A es la mayor clase en LA tal que C ⊥A∩ (C ⊥A)⊥A = 0, entonces

C ⊆ (C ⊥A)⊥A. �

1.2.7 Teorema. Suponga que LP y LQ son fuertemente pseudocom-

plementadas donde P,Q son conjuntos de propiedades de cerradura.
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Si Skel(LP ) ⊆ LQ ⊆ LP entonces Skel(LQ) = Skel(LP ).

Demostración. Sea C ∈ LQ, entonces C ⊥Q ∈ LQ ⊆ LP y

C∧C ⊥Q = 0, aśı que C ⊥Q ≤ C ⊥P ∈ Skel(LP ) ⊆ LQ. Como C∧C ⊥P =

0 y LQ es fuertemente psudocomplementada, entonces C ⊥P ≤ C ⊥Q.

Entonces C ⊥Q = C ⊥P ∈ Skel(LP ), aśı que Skel(LP ) ⊆ Skel(LQ).

Sea C ⊥P , afirmamos que es un elemento de Skel(LQ). Por la Pro-

posición 1.2.6 tenemos que C ⊥P ≤ (C ⊥P )⊥P⊥P , también tenemos que

C ≤ C ⊥P⊥P esto implica que (C ⊥P⊥P )⊥P ≤ C ⊥P de modo que C ⊥P =

C ⊥P⊥P⊥P . Aśı que es suficiente demostrar que (C ⊥P⊥P )⊥P = (C ⊥P⊥P )⊥Q.

Sea D ∈ LQ tal que D ∧ (C ⊥P⊥P ) = 0; como LQ ⊆ LP entonces

D ≤ (C ⊥P⊥P )⊥P = C ⊥P , por lo que (C ⊥P⊥P )⊥Q ≤ C ⊥P .

Por otro lado, tenemos por hipótesis que C ⊥P ∈ LQ. Como C ⊥P ∧

C ⊥P⊥P = 0, entonces C ⊥P ≤ (C ⊥P⊥P )⊥Q. �

1.2.8 Teorema. Sean LP y LQ fuertemente pseudocomplementadas.

Si Skel(LP ) ⊆ LQ ⊆ LP entonces para toda clase C ∈ LQ se tiene

que C ⊥Q = C ⊥P .

Demostración. Por hipótesis C ⊥P ∈ LQ, y como C ⊥P ∩ C = 0

entonces C ⊥P ≤ C ⊥Q. Por otro lado, C ⊥Q ∈ LQ ⊆ LP y C ⊥Q ∩C = 0.

Entonces C ⊥Q ≤ C ⊥P . �

1.2.9 Corolario. Sean LP y LQ fuertemente pseudocomplementadas
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con P ⊆ Q y Skel(LP ) ⊆ LQ. Si A es un conjunto de propieda-

des de cerradura tales que P ⊆ A ⊆ Q, entonces LA es fuertemente

complementada y Skel(LA) = Skel(LP ).

Demostración. Sea C ∈ LA. Como LA ⊆ LP entonces C ⊥P ∈

skel(LP ) ⊆ LQ y por el Teorema 1.2.8 C ⊥P = C ⊥Q. Note que C ⊥P ∈

LQ ⊆ LA y que C ∩ C ⊥P = 0. Ahora, si D ∈ LA tal que D ∩ C = 0.

Entonces D ∈ LA ⊆ LP , aśı que D ≤ C ⊥P . Por lo tanto C ⊥P es la

mayor clase en LP tal que su intersección con C es 0, es decir, es un

pseudocomplemento fuerte para C en LA.

Además por hipótesis tenemos que Skel(LP ) ⊆ LA ⊆ LP , entonces

por el Teorema 1.2.7 se tiene que Skel(LA) = Skel(LP ). �

1.2.10 Ejemplo. Sabemos que las ret́ıculas de clases de torsión he-

reditaria L{≤,�,
⊕
,ext}, la de clases de Serre L{≤,�,ext} y la de clases

abiertas L{≤,�} son ret́ıculas fuertemente pseudocomplementadas. No-

te que por el Lema 1.2.5 tenemos que Skel(L{≤,�}) ⊆ L{≤,�,
⊕
,ext} ⊆

L{≤,�,ext} ⊆ L{≤,�}, entonces por el Corolario 1.2.9 tenemos que

Skel(L{≤,�}) = Skel(L{≤,�,
⊕
,ext}) = Skel(L{≤,�,ext}).

1.2.11 Teorema. Si Skel(LP ) = LQ, con LP y LQ fuertemente pseu-

docomplementadas y con P , Q conjuntos de propiedades de cerradura,

entonces para toda C ∈ LP tenemos que (C ⊥P )⊥P = ξQ(C ).
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Demostración. Por hipótesis C ⊥P ∈ LQ, entonces por el Teo-

rema 1.2.8, (C ⊥P )⊥P = (C ⊥P )⊥Q ∈ LQ. Como C ≤ (C ⊥P )⊥P , en-

tonces tenemos que ξQ(C ) ≤ (C ⊥P )⊥P . Ahora, si C ≤ D ∈ LQ,

entonces por hipótesis D = A ⊥P , para algún A ∈ LP . Entonces

C ≤ (C ⊥P )⊥P ≤ (D⊥P )⊥P = [(A ⊥P )⊥P ]⊥P = A ⊥P = D , esto muestra

que (C ⊥P )⊥P = ξQ(C ). �

1.2.12 Teorema. Si C ∈ L{≤} entonces C ⊥≤ ∈ L{≤,
⊕
,E}.

Demostración. Sea C ∈ L{≤}. Entonces C ⊥≤ es cerrada bajo

submódulos. Veamos que C ⊥≤ es cerrada bajo cápsulas inyectivas. Sea

N ∈ C ⊥≤ y sea K ∈ C tal que existe un monomorfismoK // // //E(N) ,

entonces como K ∩ N ∈ C y se sumerge en N , tenemos que K ∩

N = 0, por lo que K = 0. Por lo tanto E(N) ∈ C ⊥≤. Ahora veamos

que C ⊥≤ es cerrada bajo sumas directas. Sea {Nα}α∈I una familia

en C ⊥≤ y supongamos que K ∈ C se sumerge en
⊕
i∈I
Ni. Si 0 6= K

para 0 6= k ∈ K, k = nα1
+ nα2

+ · · · + nαs con cada 0 6= nαi ∈

Nαi. Escojamos k con s mı́nimo posible. Por la elección de k tenemos

que los anuladores de cada uno de sus sumandos son iguales, es decir,

(0 : nα1
) = (0 : nα2

) = · · · = (0 : nαs), ya que en caso contrario, si

existiera t ∈ (0 : nαi) tal que t /∈ (0 : nαj) con i 6= j, tendŕıamos que

tk = tnα1
+· · ·+tnαi−1+tnαi+i+· · ·+tnαj · · ·+tnαs ∈ K, lo que seŕıa una

contradicción, pues tk se escribiŕıa con menos sumandos que k. Note
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que entonces (0 : nα1
) = (0 : k), por lo que Rk ∼= R

(0:k) = R
(0:nα1)

∼= Rnα1

y Rnα1
es un elemento de C que se sumerge en Nα1

, con Nα1
∈ C ⊥≤.

Esto es una contradicción, por lo que K = 0. Por lo tanto C ⊥≤ es

cerrada bajo sumas directas. �

1.2.13 Observación. Para {Ci}i∈I ⊆ L{≤,
⊕
,E} se tiene que la yunta

de estas clases es ∨
i∈I

Ci = ξ≤,
⊕
,E

(⋃
i∈I

Ci

)
.

1.2.14 Proposición. Para una clase de R-módulos C tenemos que

ξ≤,
⊕
,E(C ) = {M | existe {Pj}i∈J una familia independiente de submó-

dulos de M tal que
⊕
j∈J
Pj ≤e M y Pj // // //Cj con Cj ∈ C y j ∈ J}

Demostración. Es inmediato del Teorema 1.1.12. �

1.2.15 Proposición. Si C ∈ L{≤,
⊕
,E} entonces C ⊥≤,

⊕
,E = C ⊥≤. Más

aún C ⊥≤,
⊕
,E es un complemento de C en L{≤,

⊕
,E}.

Demostración. Sea C ∈ L{≤,
⊕
,E}. Por el Teorema 1.2.12 tenemos

que C ⊥≤ ∈ L{≤,
⊕
,E}. Si M ∈ C ∧ C ⊥≤ entonces M ∈ C y M ∈ C ⊥≤.

Tomando el morfismo identidad tenemos que M // // //M y M ∈ C ⊥≤,

lo que implica que M = 0.

Ahora supongamos que existe D ∈ L{≤,
⊕
,E} tal que C ∩ D = 0. Su-

pongamos que D 6⊆ C ⊥≤, entonces existe M ∈ D tal que M /∈ C ⊥≤,

esto implica que existe 0 6= N ≤ M con N ∈ C . Como D es here-

ditaria tenemos que N ∈ D , entonces N ∈ D ∩ C = 0, que es una
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contradicción. Por lo tanto D ⊆ C ⊥≤.

Sea 0 6= M ∈ R-mod. Si para todo 0 6= N ≤M tenemos que N /∈ C

entonces M ∈ C ⊥≤ y por lo tanto M ∈ ξ≤,⊕,E(C ∪ C ⊥≤) = C ∨ C ⊥≤.

Aśı que podemos suponer que existe un submódulo N de M diferente

de cero tal que N ∈ C . Entonces existe una familia de submódu-

los {Ci}i∈I de M en C máxima independiente. Entonces
⊕
j∈J
Cj ∈ C

y sea C un pseudocomplemento de
⊕
j∈J
Cj en M . Si C = 0 entonces⊕

j∈J
Cj ≤e M y por la Observación 1.2.13 tenemos que M ∈ C y por

lo tanto M ∈ C ∨ C ⊥≤. Aśı que supongamos que C 6= 0 entonces

C ∈ C ⊥≤, pues en caso contrario existiŕıa 0 6= C1 ≤ C tal que C1 ∈ C ,

entonces {Cj}j∈J ∪ {C1} seŕıa una familia independiente, llegando a

una contradicción.

Entonces (
⊕
j∈J
Cj)

⊕
C1 ∈ C ∨ C ⊥≤, y como (

⊕
j∈J
Cj)

⊕
C1 ≤e M tene-

mos que M ∈ C ∨ C ⊥≤. �

1.2.16 Corolario. Si C ∈ L{≤} entonces (C ⊥≤)⊥≤ ∈ L{≤,
⊕
,E}.

1.2.17 Proposición. Sea C ∈ L{≤}. Entonces (C ⊥≤)⊥≤ es la clase de

todos los módulos N , tales que para cada monomorfismo diferente de

cero de un módulo K a N , existe U ∈ C y un monomorfismo diferente

de cero de U a K.
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Demostración. Por la proposición 1.2.2 tenemos que (C ⊥≤)⊥≤ =

{N ∈ R−mod| el único monomorfismo K // // //N con K ∈ C ⊥≤

es cero}. Entonces tenemos que (C ⊥≤)⊥≤ = {N ∈ R−mod| para cada

monomorfismo diferente de ceroK // // //N ,K /∈ C ⊥≤}. Note queK /∈

C ⊥≤ si y sólo si existe un monomorfismo diferente de cero U // // //K

tal que U ∈ C . �

1.2.18 Proposición. Si N ∈ L{≤,
⊕
,E} entonces N = (N ⊥≤)⊥≤.

Demostración. Sea B ∈ (N ⊥≤)⊥≤. Por la proposición 1.2.17, te-

nemos que todo submódulo diferente de cero de B tiene un submódulo

diferente de cero en N , y como N es cerrada bajo sumas directas

implica que B tiene un submódulo esencial que pertenece a N (bas-

ta tomar una suma directa de submódulos máxima que pertenezca a

N ). Como N es también cerrada bajo extensiones esenciales, enton-

ces B ∈ N . Por lo tanto (N ⊥≤)⊥≤ ≤ N . La otra inclusión está dada

por la Proposición 1.2.6. �

1.2.19 Teorema. L{≤,
⊕
,E} = Skel(L{≤}).

Demostración. De la proposición 1.2.18 tenemos que todo elemen-

to de L{≤,
⊕
,E} es un pseudocomplemento de L{≤}. Reciprocamente, si

A es un pseudocomplemento en L{≤}, entonces existe B ∈ L{≤} tal

que A = B⊥≤. Por el Teorema 1.2.14 tenemos que A ∈ L{≤,
⊕
,E}. �
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1.2.1. El esqueleto de L{�}

1.2.20 Observación. Sea Q ∈ L{�}. Entonces M ′ /∈ Q⊥� si y sólo

si existe un epimorfismo diferente de cero M ′ �M ′′, con M ′′ ∈ Q.

1.2.21 Teorema. Si Q ∈ L{�}, entonces (Q⊥�)⊥� = {N | para todo

epimorfismo N
6=0 // //M , existe un epimorfismo M � Q 6= 0 con Q ∈

Q}.

Demostración. Por la Proposición 1.2.3 tenemos que (Q⊥�)⊥� =

{M | si existe un epimorfismo M // // L con L ∈ Q⊥� entonces L =

0} = {M | si existe un epimorfismo M � L 6= 0 entonces L /∈ Q⊥�}.

Por la observación anterior para un cociente M � N 6= 0, N tiene

un cociente distinto de cero en Q. �

1.2.22 Definición. Denotamos al esqueleto de L{�} por R-conat. Los

elementos de R-conat son llamados clases conaturales.

1.2.23 Observación. Por la Proposición 1.2.3 y la Proposición 1.2.6

tenemos que si Q ∈ L{�} entonces Q ⊆ (Q⊥�)⊥�.

1.2.24 Proposición. Si A ,B ∈ L{�} y A ⊆ B entonces B⊥� ⊆

A ⊥�.

Demostración. Sea M ∈ B⊥� y sea M � L un epimorfismo con

L ∈ A , como A ⊆ B entonces L ∈ B, por lo que L = 0 y con ello

tenemos que M ∈ A ⊥�. Por lo tanto B⊥� ⊆ A ⊥�. �
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Los siguientes enunciados nos ayudarán a decidir cuando una clase

es conatural.

1.2.25 Definición. Sea A una clase de módulos, decimos que A sa-

tisface la condición (CN) si M ∈ A si y sólo si todo cociente 0 6= N

de M comparte un cociente K 6= 0 con un elemento A de A .

1.2.26 Teorema. Sea A ⊆ R-mod. Entonces son equivalentes las

siguientes proposiciones:

1) A ∈ R-conat.

2) A satisface (CN).

3) A ∈ L{�} y A = (A ⊥�)⊥�.

Demostración. 1) ⇒ 2) Si A es una clase conatural, entonces

A = Q⊥� para alguna Q ∈ L{�}. Entonces A = {M | si existe un epi-

morfismoM // // L con L ∈ Q entonces L = 0}.

Sea M ′ un cociente diferente de cero de M y supongamos que

M ′ ∈ Q, entonces, por hipótesis, existe A ∈ A , 0 6= X ∈ R-mod

y epimorfismos M ′ � X � A. Por lo que X /∈ Q, ya que A ∈ A . Pero

como M ′ ∈ Q, esto implica que X ∈ Q, dado que Q es cerrada bajo

cocientes; lo que es una contradicción. Por lo tanto M ′ /∈ Q y M ∈ A .
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2)⇒ 3) Si C ∈ A y B es un cociente no cero de C, entonces para

cada cociente diferente de cero N de B, tomando K = N y A = C

concluimos que B ∈ A . Por lo tanto A ∈ L{�}.

Por la Proposición 1.2.6 tenemos que A ⊆ (A ⊥�)⊥�. SiN ∈ (A ⊥�)⊥�

entonces para cada cociente diferente de cero H de N , existe un co-

ciente H // //A 6= 0 con A ∈ A . Entonces tenemos que

N // // H // //A Aoooo

Por lo tanto N ∈ A y aśı (A ⊥�)⊥� ⊆ A .

3)⇒ 1) Es claro. �

1.2.27 Teorema. Sea C una clase conatural, entonces C es cerrada

bajo tomar:

1) Imágenes homomorfas.

2) Extensiones.

3) Epimorfismos superfluos.

Demostración.

1) Es claro.

2) Sea 0 //A
f //B

g //C // 0 una sucesión exacta conA,C ∈

C , y tomemos un epimorfismo B h // //B′ 6= 0. Entonces tenemos dos
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casos a) h ◦ f no es suprayectiva, o b) h ◦ f es suprayectiva.

Si ocurre a), entonces podemos tomar el epimorfismo canónico

B′ h // // B′

h◦f(A)

6= 0. Aśı que π ◦ h ◦ f = 0. Entonces por la propiedad universal del

conúcleo existe un epimorfismo diferente de cero C
ϕ // // B′

h◦f(A) que

hace conmutar el diagrama

0 //A
f //B

g //

h����

C //

ϕ

����
















0

B′

π����
B′

h◦f(A)

Aśı que B′

h◦f(A) es un cociente diferente de cero de un elemento de C .

Por lo que B′ tiene un cociente diferente de cero que también es un

cociente de un elemnto en C . Por lo tanto B′ ∈ C .

Si ocurre b) entonces tenemos que B′ es un cociente de un elemento

en C y por lo tanto B′ ∈ C .

3) Sea 0 //A
f //B

g //C // 0 una sucesión exacta con C ∈

C y f(A) << B, es decir, f(A) es superfluo en B. Consideremos un

epimorfismo diferente de cero B h // //B′ . Entonces tenemos dos casos:
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a) Si h ◦ f = 0, entonces por la propiedad universal del conúcleo existe

un morfismo C h̄ // //B′ tal que h̄◦g = h. Entonces tenemos el siguiente

diagrama conmutativo

0 //A
f //B

g //

h����

C //

h̄||||xxxxxxxxx
0

B′

Como h es suprayectiva, entonces h̄ es un epimorfismo y B′ es un

cociente de un elemento en C , y por lo tanto B′ ∈ C .

b) Observe que si h ◦ f 6= 0, entonces f no es un epimorfismo. En

efecto, si f fuera un epimorfismo, entonces f(A) +Nuc(h) = B. Dado

que f(A) << B entonces tendŕıamos que Nuc(h) = B, de modo que

h = 0, que es una contradicción.

Por lo que si h ◦ f 6= 0, entonces h ◦ f no es un epimorfismo, entonces

B′

h◦f(A) es un cociente de B′ diferente de cero, y aśı un cociente diferente

de cero de B. Sea B′ π // // B′

h◦f(A) el epimorfismo canónico, entonces

π ◦ h ◦ f = 0 y estamos en el mismo caso de 3a). �

1.2.28 Lema. Sea {Ci}I una familia de clases conaturales. Entonces⋂
i∈I

Ci es una clase conatural.

Demostración. Veamos que
⋂
i∈I

Ci satisface la condición CN. Sea

M ∈ R −mod tal que para cada cociente N diferente de cero de M ,
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existen A ∈
⋂
i∈I

Ci, 0 6= K ∈ R-mod y epimorfismos N // //K Aoooo .

Dado que todo Ci ∈ R-conat, entonces M ∈ Ci para todo i ∈ I.

Entonces M ∈
⋂
i∈I

Ci. �

1.2.29 Observación. Por el Teorema 1.2.11 tenemos que

(C ⊥�)⊥� = ξR−conat(C ).

1.2.30 Observación. Sea {Ci}i∈I una familia de clases conaturales,

entonces R-conat ∨
i∈I

Ci = ξR−conat(
⋃
i∈I

Ci).

1.2.31 Observación. R-conat es una ret́ıcula completa tomando ∧
i∈I

Ci =⋂
i∈I

Ci y ∨
i∈I

Ci = ξR−conat(
⋃
i∈I

Ci). Más aún R-mod y {0} son los elementos

mayor y menor de la ret́ıcula.

1.2.32 Proposición. Si {Ci}i∈I es una familia de clases conatura-

les, entonces ∨
i∈I

Ci = {N ∈ R − mod|∀N � M 6= 0,∃M � M ′ 6=

0 con M ′ ∈ Cp para algún p ∈ I}.

Demostración. Por la Observación 1.2.29 tenemos que

∨
i∈I

Ci = ξR−conat

(⋃
i∈I

Ci

)
=

(⋃
i∈I

Ci

)⊥�
⊥�

,

pero por el Teorema 1.2.21 tenemos que

((⋃
i∈I

Ci

)⊥�
)⊥�

= {N | para
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todo epimorfismoN // 6=0 // //M , un epimorfismoM // 6=0 // //M ′ con M ′ ∈ Cp

para algún p ∈ I}. �

1.2.33 Teorema. R-conat es una gran ret́ıcula completa distributiva.

Demostración. Afirmamos que C ⊥� es el complemento de C en

R− conat.

En efecto, si M /∈ C ∨ C ⊥�, entonces existiŕıa M � N 6= 0 tal que

todo cociente de N no estaŕıa en C ∨ C ⊥�, dado que C ∨ C ⊥� =

ξR−conat(C ∪ C ⊥�). Pero N /∈ C ⊥� implica que existe un cociente di-

ferente de cero N ′ de N , con N ′ ∈ C . Aśı que N tiene un cociente

diferente de cero en C , lo que es una contradicción.

Por lo tanto C ∨ C ⊥� = R-mod.

Además C = (C ⊥R−conat)⊥R−conat para toda C ∈ R-conat y C ∧D = 0

si y sólo si D ≤ C ⊥R−conat.

También note que si C ,D ∈ R-conat, entonces las siguientes propie-

dades son equivalentes para B ∈ R-conat:

a) C ∧B ≤ D .

b) C ∧B ∧D⊥R−conat = {0}.

En efecto, si C ∧B ≤ D y M ∈ C ∧B∧D⊥R−conat, entonces M ∈ D⊥�

y aśı M /∈ D . Por otra parte si M ∈ C ∧B, entonces M ∈ D , que es
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una contradicción. Por lo tanto a)⇒ b).

Ahora supongamos que C ∧B∧D⊥R−conat = 0 y que existe M ∈ C ∧B

tal que M /∈ D , entonces existe un epimorfismo M � N 6= 0 tal que

para todo N � N ′ 6= 0, N ′ /∈ D . Entonces N ∈ C ∧B∧D⊥R−conat = 0,

que es una contradicción. Por lo tanto M ∈ D , y aśı b)⇒ a).

De la afirmación anterior podemos concluir que si B = (C ∧D⊥R−conat),

entonces B es máximo tal que C ∧B ≤ D . Denotemos a B por D : C .

Sean A ,K ,C ∈ R-conat y sea D = (A ∧ C ) ∨ (K ∧ C ). Dado que

A ∧ C ≤ D y K ∧ C ≤ D , tenemos que A ≤ D : C y K ≤ D : C .

Esto implica que A ∨K ≤ D : C .

Aśı que C∧(A ∨K ) ≤ C∧D : C ≤ D . Esto implica la distributividad,

ya que la otra desigualdad siempre se tiene. �

1.2.34 Definición. Decimos que 0 6= A ∈ LP es un átomo si dado

B ∈ LP tal que B ≤ A se tiene que B = 0.

1.3. Caracterizaciones de anillos median-

te el uso de las ret́ıculas L{≤} y L{�}.

1.3.1 Lema. Si L{≤} ⊆ L{�} entonces todo R-módulo izquierdo sim-

ple se sumerge en R.

30



Demostración. Dado que la colección de los ideales izquierdos de

R es una clase hereditaria, entonces es una clase cohereditaria. Aśı que

todo cociente de R se sumerge en R. Por lo tanto todo R-módulo

izquierdo simple se sumerge en R. �

1.3.2 Lema. Si toda clase cohereditaria es una clase hereditaria, en-

tonces R es un anillo de ideales principales izquierdos.

Demostración. Consideremos ξ�(R) por hipótesis, ξ�(R) ∈ L{≤},

lo que implica que R ∈ ξ�(R) y si I es un ideal izquierdo de R, enton-

ces I ∈ ξ�(R), es decir, todo ideal izquierdo I de R es un cociente de

R. Por lo tanto, todo ideal izquierdo de R es principal. �

La siguiente proposición es un resultado conocido (ver [11, Corola-

rio 24.15]) que ocuparemos para la demostración de nuestro siguiente

Lema.

1.3.3 Proposición. Un anillo R es casi-Frobenius si y sólo si todo

R-módulo izquierdo es isomorfo a un submódulo de un R-módulo iz-

quierdo libre.

1.3.4 Lema. Si toda clase hereditaria es una clase cohereditaria, en-

tonces R es un anillo casi-Frobenius.

Demostración. Sea F = {F |F es un R-módulo izquierdo libre}.

Afirmamos que ξ≤({F}) = R−mod.
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En efecto, todo R-módulo izquierdo M es un cociente de un R-módulo

izquierdo libre F . Dado que F ∈ ξ{≤}(F )={N | existe un monomorfis-

moN // // // F para algún R-módulo izquierdo libre F}, por lo que M

también pertenece a esta clase, por hipótesis. �

1.3.5 Lema. Si toda clase hereditaria es una clase cohereditaria, en-

tonces R es isomorfo a un producto directo finito de anillos perfectos

derechos locales izquierdos.

Demostración. En este caso, tenemos que toda clase heredita-

ria libre de torsión es cerrada bajo cocientes, aśı que toda teoŕıa de

torsión hereditaria es cohereditaria. Entonces, por [8, Teorema 3], R

es isomorfo a un producto directo finito de anillos perfectos derechos

locales izquierdos. �

El siguiente teorema contiene resultados acerca de anillos artinianos

de ideales principales, que pueden ser consultados en la literatura.

1.3.6 Teorema. Las siguientes condiciones para un anillo R son equi-

valentes:

1) R es un anillo artiniano de ideales principales.

2) R es un anillo casi-Frobenius de ideales principales izquierdos.

3) La cápsula inyectiva y la cubierta proyectiva de cada R-módulo

(izquierdo o derecho) finitamente generado son isomorfas.
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4) Para cada R-módulo izquierdo M , Rzoc(M) ∼= M
JM y para cada

R-módulo derecho N , zoc(N)R ∼= N
NJ , donde J denota el radical

de Jacobson del anillo R.

5) Para todo I ≤ R, R/I es casi-Frobenius;

Demostración. 1) ⇔ 2) Ver Faith [10], 1) ⇔ 3) ⇔ 4) Ver Boyle

[7], 1) ⇔ 5) puede ser consultado en [11] y [6].

1.3.7 Proposición. Sea R un anillo artiniano de ideales principales.

Entonces:

1) Toda teoŕıa de torsión hereditaria es cohereditaria.

2) R es isomorfo a un producto directo finito de matrices de anillos

sobre anillos locales perfectos derechos.

Demostración. 1) Sea τ una teoŕıa de torsión hereditaria y su-

pongamos que existe un R-módulo M en Fτ y N un cociente de M

diferente de cero el cual no está en Fτ . Entonces tτ(N) 6= 0. Aśı que

existe S ∈ R − simp ∩ Tτ tal que S se sumerge en N . Entonces exis-

te un R-módulo izquierdo diferente de cero M ′ ∈ Fτ con un cociente

simple en Tτ . De modo que podemos suponer que existe un R-módulo

izquierdo M ∈ Fτ finitamente generado el cuál tiene un cociente simple
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S ∈ Tτ . Ahora consideremos el siguiente diagrama:

P (M)
��

����

P (S)
��

����
M // // // S

donde P (M) y P (S) son las cubiertas proyectivas de M y S respec-

tivamente. Por el Teorema 1.3.6 3), E(M) ∼= P (M) y E(S) ∼= P (S).

Entonces P (M) ∈ Fτ . Dado que P (S) es isomorfo a un sumando di-

recto de P (M), entonces P (S) ∈ Fτ . Esto implica que S ∈ Fτ , lo que

es una contradicción.

2) Del inciso anterior y de [8] tenemos que R es isomorfo a un

producto directo finito de anillos perfectos derechos, locales izquierdos.

Afirmamos que cada factor es un anillo de matrices completas sobre

un anillo local. Supongamos que R es un anillo perfecto derecho local

izquierdo. Entonces R ∼= P (S)n donde P (S) es la cubierta proyectiva

del único simple. Como P (S) es un módulo inyectivo indescomponible,

End(P (S)) es un anillo local, aśı que R ∼= Mn(End(P (S))) como se

queŕıa.�

1.3.8 Teorema. Para un anillo R, las siguientes proposiciones son

equivalentes:
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1) L{≤} = L{�}.

2) R es isomorfo a un producto directo finito de anillos artinianos

de ideales principales.

3) Para cada M ∈ R−mod se tiene que ξ≤(M) = ξ�(M).

Demostración. 1) ⇒ 2) Por el Lema 1.3.5 tenemos que R es iso-

morfo a un producto directo finito de anillos perfectos derechos locales

izquierdos y tenemos que para cada factor Ri, L{≤} = L{�}. Aśı que

podemos suponer que R es perfecto derecho local izquierdo. Por el Le-

ma 1.3.2 tenemos que R es un anillo principal izquierdo. Dado que R es

perfecto derecho, implica que R es un anillo principal izquierdo y arti-

niano izquierdo. Del Lema 1.3.4 tenemos que R es un anillo de ideales

principales izquierdo y casi Frobenius. Por el Teorema 1.3.6 tenemos

que R es un anillo artiniano de ideales principales.

2) ⇒ 3) Supongamos que R es un anillo artiniano de ideales prin-

cipales, por la Proposición 1.3.7 podemos suponer que R es un anillo

de matrices completas sobre un anillo local. Como la condición 3) y

la propiedad de ser anillo artiniano de ideales principales son Morita

invariantes, podemos suponer que R es un anillo local, denotemos por

J al ideal máximo del anillo.
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Note que cada ideal izquierdo del anillo es ćıclico por hipótesis. Rećıpro-

camente R contiene una copia de cada cubierta proyectiva de cada

módulo ćıclico. Aśı que cada módulo ćıclico se sumerge en R por el

Teorema 1.3.6 3). Supongamos que R es local. Entonces (ver [11, Pro-

posición 25.4.6 B]) la ret́ıcula de ideales de R es R > J > J2 > · · · >

Jn > Jn+1 = 0. Dado que R es un anillo de Köthe, para cada M ∈ R-

mod se tiene que

M ∼= R(X0) ⊕ J (X1) ⊕ (J2)(X2) ⊕ · · · ⊕ (Jn)(Xn)

para algunos conjuntos X0, X1, . . . , Xn.

a) Sea 0 6= N ≤M . Entonces

N ∼= R(Y0) ⊕ J (Y1) ⊕ (J2)(Y2) ⊕ · · · ⊕ (Jn)(Yn)

para algunos conjuntos Y0, Y1, . . . , Yn.

Recordemos que el zoc() es un prerradical exacto izquierdo (ver

[16]). Aśı que zoc() preserva monomorfismos. Entonces tenemos para

cada i, que zoc(Jn)(Yi) se sumerge en zoc(Jn)(Xi). Como |Yi| ≤ |Xi|

para cada i. Entonces N es un cociente de M .

b) Sea M
N un cociente de M diferente de cero. Por el argumento previo,
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tenemos que

M

N
∼= R(X0−Y0) ⊕ J (X1−Y1) ⊕ (J2)(X2−Y2) ⊕ · · · ⊕ (Jn)(Xn−Yn)

para algunos conjuntos Xi y Yi. Aśı que M
N se sumerge en M .

De a) y b) tenemos que para todo M ∈ R-mod, ξ≤(M) = ξ�(M).

3)⇒ 1) Es claro. �
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Caṕıtulo 2

Acerca de anillos

artinianos de ideales

principales

2.1. Generación en las ret́ıculas L{≤,E},

L{�,E} y L{≤,
⊕
} .

En el primer caṕıtulo describimos como se generan clases en la

ret́ıcula L{≤,E}. El Lema 1.1.9 dice que si C es una clase de R-módulos

entonces ξ≤,E(C ) = ξ≤ξE(C ). Note que en general ξ≤ξE(C ) 6= ξEξ≤(C ),
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como podemos ver en nuestro siguiente ejemplo.

2.1.1 Ejemplo. Si C = {ZZ}, entonces ξ≤ξE(ZZ) = {M | existe un mo-

nomorfismoM // // // ZQ } y ξEξ≤(ZZ) = {M | existe un monomorfismo

M // // // ZZ }∪{E(M)| existe un monomorfismo M // // // ZZ }. Obser-

ve que { a2n |a ∈ Z, n ∈ N} pertenece a la clase ξ≤ξE(C ) pero no perte-

nece a la segunga clase ξEξ≤(C ).

Hay algunas ret́ıculas en las que no importa el orden para generar,

como en la ret́ıcula L{≤,�}.

2.1.2 Observación. Si C es una clase de R-módulos entonces

ξ≤ξ�(C ) = {M |M es un subcociente de K para algún K ∈ C },

y si generamos en orden inverso tenemos que

ξ�ξ≤(C ) = {M |M es un cociente de K con K ≤ N ∈ C }.

2.1.3 Proposición. Si C es una clase de R-módulos entonces ξ≤ξ�(C )

= ξ�ξ≤(C ).

Demostración. Si M ∈ ξ≤ξ�(C ), entonces M es un subcociente

de algún K ∈ C , aśı que tenemos el siguiente diagrama:

K

g
����

M // // f //N
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donde f es un monomorfismo y g es un epimorfismo, tomando el pull-

back tenemos el siguiente diagrama:

P // // α //

β
����

K

g
����

M // // f //N

donde α es un monomorfismo y β es un epimorfismo, entonces M es

cociente de un submódulo P de K con K ∈ C . Por lo tanto M ∈

ξ�ξ≤(C ). La otra contención se obtiene de manera simétrica tomando

el pushout. �

2.1.4 Proposición. Si {Ci}i∈I ⊆ L{≤,E} entonces

1)
⋂
i∈I

Ci ∈ L{≤,E}.

2)
⋃
i∈I

Ci ∈ L{≤,E}.

Demostración. 1) Sea M ∈
⋂
i∈I

Ci entonces para todo i ∈ I se tie-

nen que M ∈ Ci. Sea N ≤ M , entonces para toda i ∈ I tenemos que

N ∈ Ci, por lo que N ∈
⋂
i∈I

Ci. Por otro lado note que para toda i ∈ I

también se cumple que E(M) ∈
⋂
i∈I

Ci. Por lo tanto
⋂
i∈I

Ci ∈ L{≤,E}.

2) Basta demostrar que ξ≤,E(
⋃
i∈I

Ci) =
⋃
i∈I

Ci. Por definición tenemos que

ξ≤,E(
⋃
i∈I

Ci) = {M | existe un monomorfismo M // // //E(C) para algún
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C ∈
⋃
i∈I

Ci}=
⋃
i∈I
ξ≤,E(Ci). Además como Ci ∈ L{≤,E} para todo i ∈ I,

entonces se cumple que ξ≤,E(Ci) = Ci para toda i ∈ I. Por lo tanto

ξ≤,E(
⋃
i∈I

Ci) =
⋃
i∈I

Ci. �

2.1.5 Observación. L{≤,E} es una ret́ıcula completa distributiva to-

mando ∧
i∈I

Ci =
⋂
i∈I

Ci y ∨
i∈I

Ci =
⋃
i∈I

Ci. Más aún R-mod y {0} son los

elementos mayor y menor de la ret́ıcula.

2.1.6 Proposición. Si C ∈ L{≤,E} entonces C ⊥≤,E = C ⊥≤. Además

L{≤,E} es fuertemente seudocomplementada.

Demostración. Primero mostramos que C ⊥≤ ∈ L{≤,E}. Si M ∈

C ⊥≤, entonces E(M) ∈ C ⊥≤, pues en caso contrario, si E(M) /∈ C ⊥≤

entonces existe 0 6= N ≤ E(M) tal que N ∈ C , esto implica que

N ∩ M 6= 0 y N ∩ M ∈ C . Esto último implica que M /∈ C ⊥≤, lo

que es una contradicción. Por lo tanto E(M) ∈ C ⊥≤ y C ⊥≤ ∈ L{≤,E}.

Además si C ∈ L{≤,E} es claro que C ∩ C ⊥≤ = {0}.

Sea D ∈ L{≤,E} tal que C ∩ D = {0}. Supongamos que D 6⊆ C ,

entonces existe M ∈ D tal que M /∈ C ⊥≤. Esto implica que existe

0 6= N ≤ M con N ∈ C , entonces 0 6= N ∈ C ∩ D que es una

contradicción. Por lo tanto D ⊆ C ⊥≤. �

A continuación veremos como se generan clases en la ret́ıcula L{≤,⊕}.

2.1.7 Observación. Si C es una clase de R-módulos izquierdos enton-
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ces ξ≤ξ⊕(C ) = {M | existe un monomorfismoM // // //
⊕
i∈I
{Ci} , con

I un conjunto, Ci ∈ C , i ∈ I}.

2.1.8 Proposición. Si C es una clase de R-módulos entonces la me-

nor clase de módulos cerrada bajo submódulos y sumas directas que

contiene a C es ξ≤,⊕(C ) = ξ≤ξ⊕(C ).

Demostración. Claramente C ⊆ ξ≤ξ⊕(C ). Ahora demostremos

que ξ≤ξ⊕(C ) es una clase cerrada bajo submódulos y sumas direc-

tas. Sean M ∈ ξ≤ξ⊕(C ) y N ≤ M , entonces existen monomorfis-

mos N // // //M y M // // //
⊕
i∈I
{Ci} donde {Ci}i∈I ⊆ C , lo que implica

que N ∈ ξ≤ξ⊕(C ). Por lo tanto ξ≤ξ⊕(C ) es cerrada bajo submódu-

los. Sea {Mi}i∈I ⊆ ξ≤ξ⊕(C ) entonces para cada Mi existe una familia

{Cij}j∈Ji de módulos en C tal que Mi se sumerge en
⊕
j∈Ji
{Cij}, enton-

ces existe un monomorfismo
⊕
i∈I
{Mi} // // //

⊕
i∈I
{
⊕
j∈Ji
{Cij}} , por lo que⊕

i∈I
{Mi} ∈ ξ≤ξ⊕(C ).

Si D una clase de módulos cerrada bajo submódulos y sumas di-

rectas que contiene a C y si M ∈ ξ≤ξ⊕(C ), entonces existe un mono-

morfismo M // // //
⊕
i∈I
{Ci} con {Ci}i∈I ⊆ C , aśı que {Ci}i∈I ⊆ D ; por

hipótesis tenemos que
⊕
i∈I
{Ci} ∈ D , por lo que M ∈ D . Por lo tanto

ξ≤ξ⊕(C ) ⊆ D y aśı ξ≤,⊕(C ) = ξ≤ξ⊕(C ). �
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2.1.9 Definición. Sea η = ξEξ� definimos η0 = Id, ηn+1 = ηηn y para

C una clase de R-módulos definimos η∞(C ) = ∪
n∈N

ηn(C ).

2.1.10 Observación. Note que para cada n ∈ N y para toda cla-

se de R-módulos se tiene que ηn+1(C ) = ξ�(ηn(C )) ∪ {E(N)|N ∈

ξ�(ηn(C ))}.

2.1.11 Lema. Si C ⊆ R-mod entonces η∞(C ) = ξ�,E(C ).

Demostración. Es claro que C ⊆ η∞(C ). Veamos que η∞(C )

es cerrada bajo cocientes y cápsulas inyectivas. Sean M ∈ η∞(C ) y

M // //N un epimorfismo, entonces M ∈ ηn(C ) para alguna n ∈ N

por lo que N ∈ ξ�(ηn(C )) ⊆ ηn+1(C ). También E(M) ∈ ηn+1(C ). Por

lo tanto η∞(C ) ∈ L{�,E}.

Resta probar que η∞(C ) es la menor de las clases cerradas bajo co-

cientes y cápsulas inyectivas que contiene a C , para ello considere-

mos D ∈ L{�,E} tal que C ⊆ D . Demostraremos por inducción que

ηn(C ) ⊆ D . Para n = 0 tenemos que η0(C ) = C ⊆ D . Suponga-

mos que ηn(C ) ⊆ D y sea M ∈ ηn+1(C ) = ξ�(ηn(C )) ∪ {E(N)|N ∈

ξ�(ηn(C ))}. Si M ∈ ξ�(ηn(C )) entonces M ∈ D por ser D cerrada

bajo cocientes; si M ∈ {E(N)|N ∈ ξ�(ηn(C ))} se tiene que M ∈ D

por ser D cerrada bajo cápsulas inyectivas. Por lo tanto ηn+1(C ) ⊆ D

y aśı η∞(C ) =
⋃
n∈N

ηn(C ) ⊆ D . �
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2.2. Algunas relaciones entre las ret́ıculas

L{≤,E}, L{�,E} y L{≤,⊕}.

2.2.1 Teorema. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) L{≤,E} ⊆ L{�,E}.

2) Para cadaR-módulo inyectivo I, si existe un epimorfismo I // //K ,

entonces existe un monomorfismo K // // // I .

Demostración. 1) ⇒ 2) Supongamos que L{≤,E} ⊆ L{�,E}. Sea

I // //K un epimorfismo, por hipótesis ξ≤,E(I) ∈ L{�,E}, es decir,

K ∈ ξ≤,E(I) lo que implica que existe un monomorfismo K // // // I .

2)⇒ 1) Supongamos que para todo módulo inyectivo I se cumple

que si existe un epimorfismo I // //K entonces existe un monomor-

fismo K // // // I . Sea C ∈ L{≤,E}, tenemos que demostrar que C es

cerrada bajo cocientes. Sean M ∈ C y f : M // //N un epimorfismo,

consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

Nucf � � // M
f // //

� _

��

N

h
���
�
�

Nucf �
� //E(M) π // // E(M)

Nucf .

Donde h existe por la propiedad universal del conúcleo. Ahora por
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hipótesis existe un monomorfismo E(M)
Nucf

// // //E(M) y como M ∈ C

entonces E(M) ∈ C , de modo que E(M)
Nucf ∈ C . Basta demostrar que

h es monomorfismo. Sea x ∈ Nuc h, entonces h(x) = 0. Como f es

suprayectiva, existe m ∈ M tal que f(m) = x, aśı que por la con-

mutatividad del diagrama tenemos que π(m) = h(f(m)) = h(x) = 0,

entonces m ∈ kerf , por lo que 0 = f(m) = x y por lo tanto el núcleo

de h es cero.�

2.2.2 Teorema. L{�,E} ⊆ L{≤,E}, si la siguiente condición es válida

para todo R-módulo inyectivo izquierdo I: si existe un monomorfismo

K // // // I entonces existe un epimorfismo I // //K .

Demostración. Sea C ∈ L{�,E}, queremos demostrar que C es

cerrada bajo submódulos. Sean M ∈ C y N // // //M un monomor-

fismo, entonces N se sumerge en E(M). Aśı que por hipótesis existe

un epimorfismo E(M) // //N , y como C es cerrada bajo cocientes

entonces N ∈ C . �

2.2.3 Teorema. Son equivalentes para un anillo R los siguientes enun-

ciados:

1) L{≤,E} = L{�,E};

2) Para todo módulo inyectivo I se cumple: Existe un monomorfis-

mo K // // // I si y sólo si existe un epimorfismo I // //K .
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Demostración. 2) ⇒ 1) Se sigue de los Teoremas 2.2.1 y 2.2.2.

1) ⇒ 2) Por el Teorema 2.2.1 tenemos que, si existe un epimorfismo

K � I entonces también existe un monomorfismo K // // // I . Ahora si

existe un monomorfismo K // // // I podemos cambiar I por la cápsula

inyectiva E(K) de K. Si L ∈ ξ�(E(K)), entonces existe un epimorfis-

mo E(K) // // L . Sea E(L) la cápsula inyectiva de L. Como hicimos

notar al inicio tenemos que existe un monomorfismo L // // //E(K) que

se extiende a

L // // //

� _

i
��

E(K)

E(L)

;; ;;

f
;;xxxxxxxx

.

Donde f es monomorfismo por ser L esencial en su cápsula inyectiva.

Entonces E(L) es isomorfo a un sumando directo de E(K) y por lo

tanto E(L) es un cociente de E(K), es decir, E(L) ∈ ξ�(E(K)). En-

tonces ξ�(E(K)) ∈ L{�,E} y contiene a E(K), por lo que ξ�(E(K)) =

ξ�,E(E(K)). Aśı por la Observación 1.1.3 tenemos que ξ≤,E(E(K)) =

ξ�,E(E(K)) y como K ∈ ξ≤,E(E(K)) entonces K ∈ ξ�(E(K)). �

2.2.4 Teorema. Si L{�,E} ⊆ L{≤} entonces R es un anillo casi-

Frobenius.

Demostración. Veamos que todo módulo proyectivo es inyectivo.
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Sea P proyectivo. Como ξ�,E(E(P )) ∈ L{≤} entonces P ∈ ξ�,E(E(P )).

Sea n ∈ N el menor tal que P ∈ ηn(E(P )). Note que si n = 0 en-

tonces P ∈ η0(E(P )) = {E(P )} y por lo tanto P es inyectivo. Si

n > 0 entonces P ∈ ξ�(ηn−1E(P )) ∪ {E(N)|N ∈ ξ�(ηn−1E(P ))}.

Aśı que basta considerar el caso de que P ∈ ξ�(ηn−1(E(P ))), en

este caso se tiene que existe M1 ∈ ηn−1(E(P )) = ξ�(ηn−2E(P )) ∪

{E(N)|N ∈ ξ�(ηn−2E(P ))} y un epimorfismo M1
π1 // // P . Si M1

fuera inyectivo, y dado que P es proyectivo entonces π1 se escinde

entonces, P seŕıa isomorfo a un sumando directo de M1 y por lo

tanto seŕıa inyectivo. Si M1 ∈ ξ�(ηn−2E(P )) entonces existe M2 ∈

ηn−2(E(P )) = ξ�(ηn−3E(P ))∪{E(N)|N ∈ ξ{�}(ηn−3E(P ))} y un epi-

morfismo M2
π2 // //M1 , entonces P es un cociente de M2, si M2 es

inyectivo como antes ya acabamos. Repitiendo el argumento tenemos

una sucesión finita de módulos M1, . . . ,Mn tales que Mi+1
πi+1 // //Mi

con Mi+1 ∈ ξ�(ηn−(i+1)(E(P ))) para i ∈ {1, . . . , n − 1} y con Mi ⊆

ηn−i(E(P )) para i ∈ {1, . . . , n}. Entonces tenemos la siguiente sucesión

Mn
πn // //Mn−1

πn−1 // // . . .
π1 // // P .

Donde Mn ∈ ηn−n(E(P )) = η0(E(P )) = {E(P )}, entonces P es co-

ciente de E(P ), por lo tanto P es inyectivo.�

El siguiente Teorema es un resultado conocido y su demostración
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puede ser consultada en [12].

2.2.5 Teorema. Los siguientes enunciados son equivalentes para un

anillo R:

1) RR es neteriano.

2) Toda suma directa de R-módulos izquierdos inyectivos es inyec-

tiva.

3) Toda suma directa numerable de cápsulas inyectivas de R-módu-

los izquierdos simples es inyectiva.

4) TodoR-módulo izquierdo inyectivo es una suma directa de submódu-

los inescindibles.

2.2.6 Teorema. Si L{≤,⊕} ⊆ L{E} entonces R es un V -anillo izquierdo

y neteriano izquierdo.

Demostración. Sea C = {M |Mes semisimple }. Claramente C

es una clase de R-módulos cerrada bajo submódulos y sumas direc-

tas, entonces es cerrada bajo cápsulas inyectivas, es decir, E(M) es

semisimple para toda M ∈ C , pero esto implica que M es un suman-

do directo de su cápsula inyectiva, por lo que M = E(M), es decir,

todos los módulos semisimples son inyectivos y por lo tanto R es un
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V -anillo izquierdo. Además tenemos que
⊕
i∈N
{E(Si)} =

⊕
i∈N
{Si} que es

semisimple e inyectivo, por lo tanto R es neteriano izquierdo. �

2.2.7 Proposición. Si I es inyectivo inescindible entonces ξ≤,E(I) es

un átomo en L{≤,E}.

Demostración. Sean 0 6= C ∈ C ⊆ ξ≤,E(I), esto implica que

existe un monomorfismo C // // // I de modo que E(C) es sumando

directo de I. Pero I es inescindible, aśı que I ∼= E(C). Por lo tanto

C ⊇ ξ≤,E(C) = ξ≤,E(E(C)) = ξ≤,E(I). �

2.2.8 Teorema. Sea R un anillo neteriano izquierdo. Entonces son

equivalentes las siguientes proposiciones:

1) C es un átomo en L{≤,E}.

2) Existe I inyectivo inescindible tal que C = ξ≤,E(I).

Demostración. 2)⇒ 1) Se sigue de la proposición 2.2.7.

1) ⇒ 2) Supongamos que C es un átomo de L{≤,E} y sea C ∈ C .

Entonces E(C) ∈ C y como R es neteriano se tiene que existe {Iα}α∈J
familia de inyectivos inescindibles tal que

⊕
α∈J

Iα = E(C). Aśı que para

α ∈ J tenemos que ξ≤,E(Iα) ⊆ C , pero C es átomo entonces ξ≤,E(Iα) =

C . �
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2.3. Anillos artinianos de ideales princi-

pales

2.3.1 Teorema. Son equivalentes las siguientes proposiciones:

1) Para todo módulo inyectivo I, si existe un monomorfismo K // // // I

entonces existe un epimorfismo I // //K ;

2) R es artiniano de ideales principales.

3) L{≤,E} = L{�,E}.

4) L{≤,E} ⊇ L{�,E}.

5) L{≤} ⊆ L{�}.

6) L{≤} ⊇ L{�}.

7) L{�,
⊕
} ⊆ L{≤,Π}.

8) L{≤,Π} ⊆ L{�,
⊕
}.

9) Todo prerradical idempotente es exacto izquierdo y jansiano.

Demostración. 1)⇒ 2) Como R // // //E(R) entonces por hipóte-

sis existe un epimorfismo E(R)
g // //R y dado que RR es proyectivo

entonces E(R) = Nuc g ⊕ R, por lo tanto R es inyectivo. Para cada
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ideal I de R existe un epimorfismo R
f // // I , por lo tanto I es ćıclico.

Por lo tanto R es neteriano izquierdo de ideales principales. Sabemos

que si R es neteriano izquierdo e inyectivo izquierdo entonces R es

casi-Frobenius y como R es de ideales principales izquierdos entonces

por el Teorema 1.3.6 tenemos que R es artiniano de ideales principales.

2)⇒ 1) Por el Teorema 1.3.8 tenemos que 2) es equivalente a que

L{≤} = L{�} y esto implica que ξ≤(M) = ξ�(M) para todo R-módulo

M , en particular para los módulos inyectivos.

2)⇒ 3) Por el Teorema 1.3.8 tenemos que 2) es equivalente a que

L{≤} = L{�} y esto implica 3).

3)⇒ 4) Es claro.

4) ⇒ 2) Por el Teorema 2.2.4 tenemos que 4) implica que R es

casi-Frobenius. Observe que la condición 4), que es nuestra hipótesis,

se cumple para los R
I -módulos para todo ideal bilateral I de R. Por

lo tanto R/I es casi-Frobenius para todo ideal bilateral I, y por el

Teorema 1.3.6 esto equivale a 2).

2) ⇒ 5) y 2) ⇒ 6) se siguen del hecho de que 2) es equivalente a

L{≤} = L{�}, esto por el Teorema 1.3.8.

5)⇒ 2) Afirmamos que ξ≤({F ∈ R-mod|F es libre })=R-mod. Sa-

bemos que todo R-módulo M es cociente de un R-módulo libre F y
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dado que F ∈ ξ≤({F ∈ R-mod|F es libre }) ∈ L� entonces M perte-

nece a esta clase por hipótesis. Esto implica que R es casi-Frobenius.

Note que la condición 5) también es válida para R
I , donde I es cual-

quier ideal bilateral de R.

6)⇒ 4) Sea C ∈ L{�,E} ⊆ L{�}. Dado que por hipótesis L{�} ⊆

L{≤} entonces C ∈ L{≤,E}.

2)⇐⇒ 7)⇐⇒ 8) Pueden ser consultadas en [4].

8)⇒ 9) Sea r un prerradical idempotente y sea Tr su clase de pre-

torsión asociada, por hipótesis Tr ∈ L{≤,Π}. Por lo tanto r es exacto

izquierdo y jansiano.

9)⇒ 8) Si C ∈ L{�,
⊕
} entonces existe un prerradical idempotente

r tal que C = Tr. Por lo que r es exacto izquierdo y Tr es una clase

hereditaria. Además como r es jansiano tenemos que Tr ∈ L{Π}. Por

lo tanto C ∈ L{≤,Π}. �

Recuerde que los módulos artinianos son precisamente los R-módu-

los izquierdos tales que todos sus cocientes son finitamente cogenera-

dos. Como la clase de los módulos finitamente cogenerados es cerrada

bajo submódulos y cápsulas inyectivas, tenemos el siguiente teorema.
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2.3.2 Teorema. Si L{≤,E} ⊆ L{�,E} entonces son equivalentes para

cada R-módulo M :

1) M es artiniano,

2) M es finitamente cogenerado.

Recuerde que un anillo R es llamado co-neteriano izquierdo si la

cápsula inyectiva de todo R-módulo simple es artiniano [17].

2.3.3 Proposición. Si L{≤,E} ⊆ L{�,E} entonces R es co-neteriano

izquierdo.

Demostración. Si S un R-módulo simple, entonces S es finita-

mente cogenerado, aśı que E(S) es finitamente cogenerado y por el

Teorema 2.3.2 tenemos que E(S) es artiniano. Por lo tanto R es co-

neteriano. �

2.3.4 Proposición. Si L{≤,E} ⊆ L{�,E} entonces E(R) es cogenera-

dor de R-mod.

Demostración. Sea S un R-módulo simple. Si 0 6= x ∈ S entonces

Rx = S. Como hay un epimorfismo R // //Rx y ξ≤,E(R) ∈ L{≤,E} ⊆

L{�,E}, entonces hay un monomorfismo Rx // // //E(R) . Por lo tanto

E(R) es un cogenerador inyectivo.�
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2.3.5 Proposición. Si L{≤,E} ⊆ L{�,E} entonces R es semi-artiniano

izquierdo.

Demostración. Sea 0 6= x ∈ M y supongamos que zoc(Rx) = 0

entonces zoc(E(Rx)) = 0. Como Rx tiene al menos un submódulo

máximo N entonces existe un epimorfismo Rx � Rx
N con Rx

N = S

simple. Se tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo.

R // //

� _

��

Rx
� _

��

E(R)
f //E(Rx)

y como E(R) es cogenerador entonces existe un monomorfismo de

S a E(R). Dado que f(S) ∼= S entonces existe un monomorfismo

S // // //E(Rx) lo que es una contradicción. Por lo tanto R es semi-

artiniano.�

En la demostración del siguiente Teorema adaptamos una idea de

[9] que también usa un Lema en [15]. Recuerde que un anillo es local

izquierdo cuando todos sus módulos simples izquierdos son isomorfos.

2.3.6 Teorema. Si R es local izquierdo y co-neteriano izquierdo en-

tonces R satisface la condición de cadena ascendente para ideales bi-

laterales.
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Demostración. Dado que R es un anillo local izquierdo entonces

existe un único R-módulo simple S salvo isomorfismo. Entonces E =

E(S) es un cogenerador para R-mod. Observe que por hipótesis E(S)

también es artiniano izquierdo. Sea I0 = 0 ⊆ I1 ⊆ . . . una cadena

ascendente de ideales de R. Tomando Li = {x ∈ E|Iix = 0} obtenemos

una cadena descendente de submódulos izquierdos de E,

L0 = E ⊇ L1 ⊇ L2 ⊇ . . .

Como E es artiniano izquierdo entonces existe i ∈ N tal que Li+k = Li

para toda k ≥ 0. Podemos identificar Lj con HomR

(
R
Ij
, E
)

, mediante

el isomorfismo Lj −→ HomR

(
R
Ij
, E
)

dado por x 7−→ · x, donde

( · x) : 1 + Ij 7−→ x. Aśı obtenemos que

0 −→ Ij+1

Ij
−→ R

Ij
−→ R

Ij+1
−→ 0

es una sucesión exacta de R-módulos izquierdos y como E es un R-

módulo inyectivo izquierdo, obtenemos una sucesión exacta de grupos

abelianos

0→ HomR

(
R

Ij+1
, E

)
−→ HomR

(
R

Ij
, E

)
−→ HomR

(
Ij+1

Ij
, E

)
→ 0.

Entonces tenemos la sucesión exacta

0 −→ Lj+1 −→ Lj −→ HomR

(
Ij+1

Ij
, E

)
−→ 0.
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En particular para j = i, tenemos que HomR(Ii+1

Ii
, E) ∼= Li

Li+1
= 0.

Como E es un cogenerador inyectivo de R-mod, entonces Ii+1

Ii
= 0. De

esto tenemos que Ii+k = Ii para toda k ≥ 0. Por lo tanto R satisface

la condición de cadena ascendente para ideales bilaterales. �

En [8] Bronowitz y Teply demostraron que los anillos para los cuales

todas las teoŕıas de torsión hereditarias son cohereditarias, son precisa-

mente los anillos que son productos finitos de anillos locales izquierdos

perfectos derechos.

2.3.7 Teorema. Si L{≤,E} ⊆ L{�,E} entonces R es un producto fi-

nito de anillos locales izquierdos perfectos derechos, y R satisface la

condición de cadena ascendente para ideales bilaterales.

Demostración. La hipótesis implica que cada teoŕıa de torsión

hereditaria es cohereditaria, entonces por [8], R es un producto finito de

anillos locales izquierdos perfectos derechos. Por la Proposición 2.3.4,

R es un anillo co-neteriano izquierdo. Por el Teorema 2.3.6, R satisface

la condición de cadena ascendente para ideales bilaterales. �

2.3.8 Observación. Considere la sucesión de Loewy

zoc(R) � � // zoc2(R) � � // . . . � � // zocn(R) �
� // . . .

donde zocn+1(R)
zocn(R) = zoc

(
R
zocn

(R)
)

. Por los Teoremas 2.3.6 y 2.3.7, y como
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zocn(R) es un ideal bilateral para toda n ∈ N, entonces existe n ∈ N

tal que R = zocn(R).

2.3.9 Lema. Para un anillo R tenemos que zocn

(
R

zoc(R)

)
= zocn+1(R)

zoc(R)

para toda n ∈ N.

Demostración. Por inducción sobre n. Si n = 1 tenemos por de-

finición que zoc
(

R
zoc(R)

)
= zoc2(R)

zoc(R) . Por hipótesis de inducción tenemos

que
zocn+1(R)

zoc(R)

zocn−1( R
zoc(R))

=
zocn+1(R)

zoc(R)
zocn(R)
zoc(R)

∼= zocn+1(R)
zocn(R) = zoc

(
R

zocn(R)

)
∼= zoc

(
R

zoc(R)
zocn(R)
zoc(R)

)
=

zoc

(
R

zoc(R)

zocn−1( R
zoc(R))

)
. Por lo tanto zocn

(
R

zoc(R)

)
= zocn+1(R)

zoc(R) . �

Denotamos por J = rad(R), el radical de Jacobson de R. Como

en el libro de Kasch, decimos que un anillo R es un anillo bueno si

rad(M) = rad(R)M . Los anillos semilocales son anillos buenos, aśı que

los anillos semiperfectos son anillos semilocales [12].

2.3.10 Lema. Para un anillo bueno R, si zocn(R) = R, entonces Jn =

0, n ∈ N.

Demostración. Por inducción sobre n. Si n = 1 tenemos que

zoc(R) = R, entonces J = 0. Supongamos que zocn(R) = R, entonces

por el Lema 4.10 tenemos que zocn−1

(
R

zoc(R)

)
= R

zoc(R) . Por hipótesis
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de inducción 0 =
(
rad

(
R

zoc(R)

))n−1

= Jn−1+zoc(R)
zoc(R) , then Jn−1 ⊆ zoc(R).

Therefore Jn ⊆ Jzoc(R) = 0. �

2.3.11 Teorema. Si L{≤,E} ⊆ L{�,E} entonces R es un producto

finito de anillos locales izquierdos perfectos derechos e izquierdos que

satisface la condición de cadena ascendente para ideales bilaterales.

Demostración. Por la observación 2.3.8 y el Lema 2.3.9, tenemos

que J es un ideal nilpotente, aśı que J es T -nilpotente izquierdo y dere-

cho. Por el Teorema de Bass [6] tenemos que R es perfecto izquierdo y

derecho. Las afirmaciones restantes fueron demostradas en el Teorema

2.3.7.�
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