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Introduccion

En su libro Stenstrém ([16], pg. 18 ) define una gran reticula co-
mo una clase propia ¢ con orden parcial < dado por la inclusién de
clases, tal que % con este orden es una reticula excepto por el hecho
de que no es un conjunto. En trabajos recientes, han sido estudiadas
grandes reticulas de clases de modulos. Por ejemplo la reticula de cla-
ses abiertas que ha sido estudiada por los profesores F. Raggi, H. A.
Rincén y C. Signoret, en la que de hecho se ha demostrado que no es
un conjunto, pero es una reticula completa distributiva.

Otra reticula que ha sido introducida y estudiada por Dauns y Zhou
[18], es la reticula de clases naturales.

Las reticulas de clases hereditarias, de clases cohereditarias y conatu-
rales han sido estudiadas por los profesores A. Alvarado, J. Rios y H.
A. Rincén, [1], [2], [3] v [4].

En el primer capitulo de este trabajo desarrollamos algunos de los



conceptos fundamentales de la estructura reticular, de las reticulas
de clases de moédulos hereditarias, cohereditarias, abiertas, naturales
y conaturales. En la primera seccién describimos como generar clases
de modulos cerradas bajo ciertas propiedades por ejemplo, clases ce-
rradas bajo tomar submoédulos, cocientes, capsulas inyectivas y sumas
directas. En la segunda seccién obtenemos los pseudocomplementos en
las reticulas de clases hereditarias, cohereditarias y abiertas. Ademas
de describir la reticula de clases conaturales que es el esqueleto de la
reticula de clases cohereditarias. Por tltimo en la tercera seccion estu-
diamos una caracterizacion de anillos artinianos de ideales principales
dada por los profesores A. Alvarado, J. Rios y H. A. Rincén en [1],
dicha caracterizacion consiste en que la reticula de clases hereditarias
es igual a la reticula de clases cohereditarias si y solo si R es artiniano

de ideales principales.

En la primera seccion del segundo capitulo, estudiamos las reticulas
Li<p L= Y L<@) En esta seccién obtenemos como generar
con una clase de médulos en cada una de las reticulas mencionadas
anteriormente, dichos resultados son originales y a continuaciéon los

enunciameos:
1) Si € € £ py entonces {<(€) € L gy

IT



2) Si € es una clase de R-médulos entonces é< g(€) = £<€p(F).

3) Si % esuna clase de R-médulos entonces la menor clase de médu-

los cerrada bajo submodulos y sumas directas que contiene a ¢

es {<0(?) = £<8a(C).
4) Si ¥ C R-mod entonces n™(%¢) = &, g(%).

En la segunda seccién, estudiamos algunas relaciones entre las reticulas
ZLi<Ey LB Y Li<@)- En esta seccion se obtuvieron los siguientes

resultados originales:

5. Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) ZLi<ry C L n)

b) Para cada R-mdédulo inyectivo I, si existe un epimorfismo

I —= K, entonces existe un monomorfismo Ks>——1.

6. L. ry € Zi<p, sila siguiente condicién es vélida para to-
do R-modulo inyectivo izquierdo I: si existe un monomorfismo

K>——1 entonces existe un epimorfismo I —= K .
7. Son equivalentes para un anillo R los siguientes enunciados:
a) Li<py = Lo my;
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b) Para todo médulo inyectivo I se cumple: Existe un mo-

nomorfismo K>——1 si y sélo si existe un epimorfismo

I — K.

8. Si Z_. g C Z|<) entonces R es casi-Frobenius.

9. Si Z{S,@} C ,,?{ £} entonces R es un V-anillo izquierdo y neteriano

izquierdo.

10. Si I es inyectivo inescindible entonces &< g(I) es un atomo en

${§7E}.

11. Sea R un anillo neteriano izquierdo. Entonces son equivalentes

las siguientes proposiciones:
a) € es un dtomo en Z(< py.

b) Existe I inyectivo inescindible tal que € = &< g(1).

En la tercera seccion, nuestro primer teorema consiste en dar una
generalizacion del teorema obtenido por los profesores A. Alvarado, J.
Rios y H. A. Rincoén en [1]. A continuacién enunciamos la generaliza-

cion obtenida:

12. Son equivalentes las siguientes proposiciones:

v



a) Para todo mddulo inyectivo I, si existe un monomorfismo

K>——1 entonces existe un epimorfismo I — K ;

b) R es artiniano de ideales principales;

¢) L<py = Lo By

d) Zi<p 2 L)

¢) L1y © Loy

f) Zi<y 2 L
Como el lector puede observar en el teorema anterior no esta incluida
la condicion Zj< gy € Z(_. gy, lo que ha quedado como una pregunta

abierta; tratando de obtener una respuesta obtuvimos los siguientes

resultados:

13. Si Zi<py C Z_ g entonces son equivalentes para cada R-

modulo M:

1) M es artiniano,

2) M es finitamente cogenerado.
14. Si Z< gy C 2. gy entonces R es co-neteriano izquierdo.

15. Si Zi< gy € 2. p) entonces F(R) es cogenerador de R-mod.



16.

17.

18.

Si Zi< py C £ gy entonces R es semi-artiniano izquierdo.

Si R es local izquierdo y co-neteriano izquierdo entonces R satis-

face la condicion de cadena ascendente para ideales bilaterales.

Si Zi< gy € £ gy entonces R es un producto finito de anillos
locales izquierdos perfectos derechos e izquierdos que satisface la

condicién de cadena ascendente para ideales bilaterales.

VI



Capitulo 1

Reticulas de clases de

modulos.

En el estudio de anillos y modulos, algunas clases de reticulas de
clases de médulos han sido utilizadas para obtener informacion acerca
de la estructura interna del anillo y de la categoria de modulos asociada

a éste.

Podemos definir reticulas de clases de modulos con propiedades
de cerradura. Algunas de estas propiedades de cerradura son: bajo
submodulos, cocientes, capsulas inyectivas, sumas directas, productos y
cubiertas proyectivas. Abreviamos estas propiedades usando los simbo-

los <, —, B, ®, 11, P respectivamente. Si A denota un conjunto de estas



propiedades de cerradura, denotamos por .Z4 a la clase de clases de
modulos cerradas bajo propiedades de A.
En este trabajo las clases estudiadas son todas abstractas, es decir,

cerradas bajo isomorfismos y conteniendo al cero.

Note que en general £, es una reticula grande con el orden dado
por la inclusiéon de clases y con infimos dados por la interseccién de

clases.
Algunas reticulas de clases de médulos que han sido estudiadas son:
1) La reticula de clases hereditarias 2.
2) La reticula de clases cohereditarias Z_.,;.
3) La reticula de clases abiertas ,,?{S’_»}.
4) La reticula de clases naturales Zj< ¢ ).
5) La reticula de clases de torsién hereditarias 2, g < cot}-
6) La reticula de clases de Serre Z< _, ¢}
1.0.1 Proposicién. 1) Si {%j}icr € -Zj<} entonces ﬂj% €Ly
ic

U%i € Z.

i€l



2) Si{%i}ier € L[y entonces (6 € Ly y U% € L.

el el

3) Si{%i}ier € Z< .y entonces (€ € Li<_ny UG € L< .
el

el
1.0.2 Observacion. Las reticulas Zj<y, £, y £j< _. son completas
distributivas tomando ./\I% =N%y _\/I‘é- = J%;. Més aun R-mod y
1€ 1€

icl icl
{0} son los elementos mayor y menor de las reticulas.

1.1. Generaciéon en reticulas %4

1.1.1 Definicién. Sean A un conjunto de propiedades de cerradura
y € una clase de R-médulos, entonces £4(%) es la menor clase de

modulos que contiene a % cerrada bajo las propiedades de A.
1.1.2 Proposicion. Si € C R — mod entonces
1) £€<(€) = {N] existe un monomorfismo N>——=C" con C € €};
2) £e(€) = ¢ U{E(Q)|C e T}
3) £..(¢) = {M] existe un epimorfismo N - M con N € €};
4) &5(€) = {M|M = EDI{CZ} con [ un conjuntoy C; € € Vi € 1}.
ic
Demostracién. 1) Sea .# = {N|3 un monomorfismo N>——C

con C' € €}. Es claro que € C %, ademas si M € # y N < M,

3



entonces existe C' € € tal que hay un monomorfismo M>——C', lue-
go hay un monomorfismo N>——=C'". Por lo tanto &~ € Zj<;. Sea
9 € Ly tal que € C . Sea M € ', entonces existe C € € y
un monomorfismo M=——-C", como ¥ € Z<, entonces M € &, de

modo que J# C Z. Por lo tanto " = £<(F).

2) Sea A = G U{E(C)|C € €}. Es claro que € C X € Zp. Sea
9 € Lptal que € C P ysea M € & entonces M € € o M = E(C)
para algun C' € €. Esto implica que M € &,y asi & C . Por lo
tanto " = £p(F).

3) Sea & = {M| existe un epimorfismo N —» M con N € €}. Es
claro que " € Ly yque ¥ C . # . Sea Y € L, talque ¢ C Py
sea M € & entonces existe N € € y un epimorfismo N — M enton-

ces M € Z por ser & cerrada bajo cocientes; asi que £ C Z. Por lo
tanto A = &_,(F).

4) Sea & = {M|M = @{C;} con I un conjuntoy C; € € Vi €
icl
I'}. Demostremos que %~ € Zgy); para ello sea {M; };c; una familia de

maédulos en 77, entonces para cada M; existe una familia {Cj;};c s, de

médulos en € tal que M; = @ C;;. Entonces @ M= P{P Ci;} €

J€J; i€l el jed;



. Por lo tanto & € Zigy. Ademds es claro que 4 C . Sea
9 € Ly tal que € C Z y sea M € ', entonces existe una familia
{Ci}ier de médulos en € tal que M = @{C;}, entonces M € Z por

el
ser & cerrada bajo sumas directas, por lo que # C Z. Por lo tanto

H = f@(%) O

1.1.3 Observacién. Si Zp = £ entonces {p(€) = £(€) para toda
clase € de R-mdédulos.

Demostracién. Por definicion £p(%) es la menor clase en Zp
que contiene a ¥, y por hipétesis Zp = £, entonces € C &£p(€)
v {p(€) € Zp; lo que implica que £o(€) C {p(€). Simétricamente
§p(%) € &o(%). O

A continuacién describimos cémo se generan clases en la reticula

g{g,_»}.

1.1.4 Definicién. Sean N, M R-moddulos, decimos que N es un sub-

cociente de M si existe un diagrama

M

J%Q

N—T1 ¢

donde g es un epimorfismo y f es un monomorfismo.



1.1.5 Observacion. El diagrama de la definicién se corresponde con

el diagrama

tomando pullbacks (pushouts) respectivamente, donde A es epimorfis-

mo y p es monomorfismo.

1.1.6 Lema. Si % es una clase de R-mddulos entonces
{<.(€) = {M|M es subcociente de algin C' € €}.

Demostracién. Sea £ = {M|M es subcociente de alguin C' €
%'}, es claro que € C . Demostremos que X € Z< ). Sea M € A

y sea N < M entonces existe un diagrama

C

ig

No— > M—"1 o f

Con C € ¥, entonces N es un subcociente de C. Por lo tanto J# es

cerrada bajo submoddulos. Sea M — L entonces tenemos el siguiente



diagrama

Tomando el push out queda el siguiente diagrama:

C
lo
M~—1- H
.
L~ P

Entonces L es un subcociente de C'. Por lo tanto £ € Li< .
Sea ¥ € Li<_.,talque ¥ C 9. 51 M ¢ & entonces M es un subco-

ciente de C con C' € ¥, asi que existe un diagrama:

C

ig

M—' o H

Entonces H € & por ser cerrada bajo cocientes, entonces M € & por

7



ser Z cerrada bajo submédulos. Por lo tanto 2 C 2. O

A continuacion describimos como se generan clases en la reticula
Zi<.p}-
1.1.7 Proposicién. Si ¢ € Zgy entonces {<(€) € L py.
Demostracién. Sea N € {<(€) = { M| existe un monomorfismo

M>——~C con C € %}, entonces hay un monomorfismo N>'-~C

con C' € €, de modo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

N —— E(N)
L)
C ——FE(C)
Donde el morfismo f existe por ser F(C) inyectivo. Ademdas como N

es esencial en E(N) se tiene que f es monomorfismo. Por hipétesis
E(C) € €, por lo tanto E(N) € £&<(€). O
1.1.8 Observacién. Si ¥ C R-mod entonces <€ (%) = { M| existe un

monomorfismo M>—— E(C') para algun C' € ¢’}.

1.1.9 Lema. Si € es una clase de R-médulos entonces {< p(€) =
§<€B(€).

Demostracién. Consideremos # = { M| existe un monomorfismo
M>—— E(C), para algin C' € €}. Claramente % es una clase cerra-

da bajo submoddulos. Observemos que £  también es una clase cerrada

8



bajo capsulas inyectivas. Supongamos M € J#, entonces existe un mo-
nomorfismo Ms>—— E(C) con C' € €, por lo que E(M) se sumerge
en E(C), asi que E(M) € . Es claro que ¢ C % .

Supongamos que Z es una clase cerrada bajo submoédulos y capsulas
inyectivas que contiene a €. Si M € £ entonces existe un monomorfis-
mo M>——FE(C') con C € €. Como € C Z entonces C € Z, asi que
E(C) € 2, por lo que M € 2. Por lo tanto # C % demostrando
asi que H = ¢« p(€). O

1.1.10 Lema. Si ¢ € Z|gy entonces {< p(€) € Lig)-

Demostracion. Sea {N;} C &< g(%). Entonces existen monomor-

fismos Np—— E(M;) , donde M; € €, por lo que

.EBNi P E(M;)

el

DM;

1€l

Entonces tenemos que E(PE(M;)) = E(PM;) y como E(PN;) se

1el el el



sumerge en E(@FE(M;)) tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
icl

E(@N:) — E(@M,)

el iel

|7

DN

el

Dado que ¢ € Zgqy) entonces @M; € €. Por lo tanto N; € {< g(F).
iel iel
L]
Cabe notar la simplicidad del argumento comparado con los argu-

mentos dados por Dauns y Zhou en [18].

1.1.11 Observacion. Si € es una clase de R-moédulos entonces

(€<€p)ép(€) = {M| existe un monomorfismo M>—— E(@{C;} ) con
el
I un conjunto y C; € €, para toda i € I}

1.1.12 Teorema. Si ¢ es una clase de R-médulos entonces < gy p(€) =

(£<€E)éqy ().

Demostracién. Sea € una clase de R-mdédulos, entonces {gy (%) €
Z@)- Luego por el Lema 1.1.10 tenemos que (< r)éq (%) € Ligy, ¥
por el Lema 1.1.9 tenemos que {< p = {<{x entonces ({<€p)éq () =
(€<.p)ép(¥) € ZLi< ky. Por lo tanto ({<£r)éq () € L< @) Ademds

10



es clato que  C (€<£x)éq ().

Sea 7 € Li< g rpytalqued C 2.51 M € ({<£g){q (€ ) entonces existe
un monomorfismo M>—— E(@{CZ}) con I conjunto y {C;}ic; € €,
entonces {C;}ie; € 2. Por lo fée E(@{C:}) € 2, y esto implica que
M € & por ser & hereditaria. Por lo ézlnto {<.p(C) = (£<£p)éq(F).

O

1.2. Pseudocomplementos

1.2.1 Definicién. 1) Decimos que Z en £ es pseudocomplemen-
to para % en la reticula 2y, si Z es una clase maxima con la
propiedad de que € N % = {0}. Si € estd en £y denotamos a su

pseudocomplemento como €.

2) Un pseudocomplemento & de € es llamado pseudocomplemento

fuerte si es el mayor elemento de .Z4 tal que € N Z = 0.

3) Denotamos por Skel(Z4) a la clase de pseudocomplementos de

Zy.

1.2.2 Proposicién. Sea € € <}, entonces €< = {M] si existe un

monomorfismo N>——=M con N € € entonces N = 0}.

11



Ademis €*< es un pseudocomplemento fuerte de €.

Demostraciéon. Consideremos % = { M| si existe un monomorfis-
mo Ns>——= M con N € € entonces N = 0}. Primero demostremos
por contradiccién que % pertenece a la reticula Zj<y. Sea M € %~
y supongamos que existe N < M tal que N ¢ %, entonces existe
N < N tal que N € € y N # 0 entonces 0 2 N < N < My
N' € € lo que es una contradiccién. Entonces N € %, y por lo tanto
H € Li<y. Sea M € € N A, entonces para el morfismo identidad
M-14. y M € € tenemos que M = 0.

Veamos por contradiccion que % es pseudocomplemento fuerte. Sea

9 € Zi<y pseudocomplemento de € tal que Z € £, entonces existe
M € 2 tal que M ¢ % . Esto implica que existe 0 # N < M con
N € €, entonces N € € N Y que es una contradiccién. Por lo tanto

9 Cx.0O

1.2.3 Proposicién. Sea ¢ € Z|_.}, entonces €+~ = {M] si existe un
epimorfismo M — L con L € ¥, entonces L = 0}.

Ademaés €+~ es un pseudocomplemento fuerte de €.

Demostracién. Sea # = {M| si existe un epimorfismo
M —1L con L € ¥, entonces L. = 0}. Primero demostremos que

H € Ly, Sea M € Xy tomemos un cociente A de M. Si L es un

12



cociente de A tal que L € ¥, entonces L es un cociente de M; por lo
que L = 0. Entonces A € 2 y por lo tanto 2" € Z_.,.

Sea M € € N %, entonces tomando el morfismo identidad tenemos
que M1 0 y M € €’; esto implica que M = 0.

Sea 7 € £,y tal que ¥NZ = 0, y supongamos que Z £ %, entonces
existe M € 2 tal que M ¢ ¢, entonces existe un epimorfismo M — L
con 0 # L € €. Como Z es cerrada bajo cocientes entonces L € &,

entonces 0 # L € € N 2, que es una contradicciéon. Por lo tanto

9 C.x. 0O
1.2.4 Proposicion. Si ¢ € Z< _,,, entonces
€+<~ = {M|M no tiene subcocientes diferentes de cero en %’}

Demostracién. Sea 2 = {M|M no tiene subcocientes diferentes
de cero en €}. Como los submdédulos y los cocientes de M son subco-
cientes de M, entonces Z es cerrada bajo submodulos y cocientes.
Sea M € €N, entonces M € € y M no tiene subcocientes diferentes
de cero en %, pero M es un subcociente de si mismo, por lo que M = 0.
Por lo tanto 4 N 2 = {0}.

Sea & € L tal que € N& = {0}. Supongamos que & € Z, enton-
ces existe 0 # M € & tal que M ¢ 2. Esto implica que M tiene un
subcociente {0} # C € € y M € &, asi que existe un médulo 0 # N

13



y un diagrama de la siguiente forma

M
C»f—#oﬁ%]g

Donde f es un monomorfismo y ¢ es un epimorfismo, como & es cerra-
da bajo subcocientes, entonces {0} # € N &, que es una contradiccion.
Entonces & C 2. Por lo tanto para toda clase & € Zj< .} tal que
% N & = 0 tenemos que & C Z. Por lo tanto & es un pseudocomple-
mento fuerte de ¢ en Zi< ;. O

1.2.5 Lema. Si ¥ € Skel(Z|<, ) entonces Z es cerrada bajo exten-

siones y sumas directas.

Demostracién. Sea 9 = €<, veamos que Z es cerrada bajo

extensiones. Sea 0 L f M 2N 0 una sucesion exacta
con L, N € €+=~. Supongamos que existe 0 # K € % un subcociente

de M, como en el siguiente diagrama

M

Kﬁg

14



Donde « es epimorfismo y 5 es monomorfismo. Como S(K) Na(f(L))
es un subcociente de L y de K, entonces B(K)Na(f(L)) = 0. Asi que

tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 —~L —% y 2.N 0
K 5 CL ¥
C
a(f (@)

Con v un epimorfismo y 7 el epimorfismo canénico. Consideremos el
cociente diferente de cero %, que pertenece a €+<~. Observe que
7 o (3 es un monomorfismo, entonces 7(5(K)) € €+=~; esto implica

que 0 # K € € N€+=~, que es una contradiccién.

Ahora veamos que €<~ es cerrada bajo sumas directas. Sea { M, }ic;

una familia de R-médulos en €<~ y supongamos que @M; tiene un
iel
subcociente 0 # N con N € . Entonces tenemos un diagrama

DM,

iel
yy
N~

Con a un epimorfismo y £ un monomorfismo. Podemos elegir N como

un R-médulo ciclico, cambiando N por un submodulo ciclico si fuera

15



necesario; digamos N = Rx. Esto implica que N tiene un cociente
. . . . ~
simple S, es decir, existe un epimorfismo N — 5. Entonces tomando

el push-out de v y 8 tenemos el siguiente diagrama conmutativo

DM;

1€l

N = Ry-" i*
iV lV’

S

Asi que S es un moédulo simple en € que es un subcociente de @ M;.
Entonces S es un subcociente de una suma directa finita € ]\chon
J C I. Pero €+=~ es cerrada bajo sumas directas finitas 512%0 que
es cerrada bajo extensiones. Asi que 0 # N € € N €+<~, que es una

contradiccion. O

1.2.6 Proposicion. Si %, es fuertemente pseudocomplementada, en-

tonces para cada € € £y se tiene que € C (€14)14

Demostracién. Como ¢ N€+4 = 0 y por definicién sabemos que
(€+4)14 es la mayor clase en £ tal que €4 N (€ +4)H4 = 0, entonces

¢ C (). O

1.2.7 Teorema. Suponga que .Zp y £y son fuertemente pseudocom-

plementadas donde P, () son conjuntos de propiedades de cerradura.
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Si Skel(ZLp) C Ly C ZLp entonces Skel(ZLy) = Skel(ZLp).

Demostracion. Sea ¢ € %, entonces ¢¢ € L) C Lpy
CNE+He =0, asi que €1 < G+r € Skel(£p) C %p. Como CNE+Hr =
0y % es fuertemente psudocomplementada, entonces ¢+r < ¢1e.
Entonces €1 = €+r € Skel(£p), ast que Skel(£Lp) C Skel(Zy).
Sea ¢+, afirmamos que es un elemento de Skel(.%p). Por la Pro-
posicién 1.2.6 tenemos que €7 < (€17)+r+r, también tenemos que
€ < €+rtr esto implica que (€+r+r)tr < €17 de modo que €7 =
€+rtrlir Asi que es suficiente demostrar que (¢1r1r)tr = (g1trir)le,
Sea 9 € £, tal que 2 A (¢+r1r) = 0; como %y C Zp entonces
9 < (€rrir)tr = €40 por lo que (€1rir)te < @tr.

Por otro lado, tenemos por hipétesis que €+* € %,. Como €7 A

¢Lrir =0, entonces ¢+r < (€+rir)te. O

1.2.8 Teorema. Sean Zp y £ fuertemente pseudocomplementadas.
Si Skel(Lp) C Ly C Zp entonces para toda clase € € £ se tiene
que €1e = ¢+r.

Demostracion. Por hipétesis €47 € %, y como €+" NE = 0
entonces €+ < €+e. Por otro lado, €1 € Lo CZLpy Crené = 0.

Entonces ¥+¢ < €+r. O

1.2.9 Corolario. Sean Zp y £y fuertemente pseudocomplementadas
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con P C Q vy Skel(Zp) C Zy. Si A es un conjunto de propieda-
des de cerradura tales que P C A C (), entonces .Z, es fuertemente

complementada y Skel(ZL4) = Skel(Lp).

Demostracién. Sea € € Z4. Como £y C %p entonces €% €
skel(Zp) C Ly vy por el Teorema 1.2.8 €+ = ¢+2. Note que ¢+ €
Lo C Ly que €NE+ " =0. Ahora, si Z € £y tal que ZNE = 0.
Entonces 2 € £y C ZLp, asi que 2 < €*7. Por lo tanto €+* es la
mayor clase en Zp tal que su interseccion con € es 0, es decir, es un
pseudocomplemento fuerte para € en Zjy.

Ademas por hipdtesis tenemos que Skel(£Lp) C £y C Zp, entonces
por el Teorema 1.2.7 se tiene que Skel(Zy) = Skel(Zp). O

1.2.10 Ejemplo. Sabemos que las reticulas de clases de torsion he-
reditaria Zi< . g caty, 12 de clases de Serre Zj< _, ..,y y la de clases
abiertas Z< _., son reticulas fuertemente pseudocomplementadas. No-
te que por el Lema 1.2.5 tenemos que Skel(Li< 1) € ZLi< . @eaty ©
L<,exty © ZL< ), entonces por el Corolario 1.2.9 tenemos que

Skel(f{gﬁ}) = Sk‘el(‘iﬂ{gﬁ,,@vem}) = Sk@l(cﬁgﬁnem})-

1.2.11 Teorema. Si Skel(Lp) = Ly, con Lp y £ fuertemente pseu-
docomplementadas y con P, () conjuntos de propiedades de cerradura,

entonces para toda ¢ € Zp tenemos que (€17)r = £,H(€).
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Demostracion. Por hipGtesis €17 € %, entonces por el Teo-
rema 1.2.8, (¢+r)tr = (¢+r)te € Z. Como € < (€+7)Lr, en-
tonces tenemos que &o(%€) < (€+r)Lr. Ahora, si € < 2 € %,
entonces por hipétesis 4 = /7, para algin &/ € %p. Entonces
€ < (€+r)tr < (@ir)tr = [(@tr)tr]tr = o/tr = P, esto muestra
que (€)1 — £(%). D

1.2.12 Teorema. Si ¢ € Z|<, entonces €< € L« g py-

Demostracién. Sea ¢ € Z<;. Entonces €< es cerrada bajo
submoédulos. Veamos que €< es cerrada bajo cdpsulas inyectivas. Sea
N € €= y sea K € € tal que existe un monomorfismo K>=—— E(N) ,
entonces como K NN € ¥ y se sumerge en N, tenemos que K N
N =0, por lo que K = 0. Por lo tanto E(N) € €+=. Ahora veamos
que €< es cerrada bajo sumas directas. Sea {N4}aer una familia
en 1< y supongamos que K € ¥ se sumerge en @PN;. Si 0 # K
para 0 # k € K, k = ng, + Na, + -+ + Ng, con Zcea{da 0 # n, €
N,,. Escojamos k con s minimo posible. Por la eleccién de & tenemos
que los anuladores de cada uno de sus sumandos son iguales, es decir,
(0:na) =(0:n4,) =---=(0:n,), ya que en caso contrario, si
existiera t € (0 : n,,) tal que t ¢ (0 : n,,) con @ # j, tendriamos que
th =tna, +- - +tng,_, +ing, ,+- - -+tng, - - +in,, € K, lo que serfa una

contradiccién, pues tk se escribiria con menos sumandos que k. Note
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que entonces (0 : ny,) = (0: k), por lo que Rk = (O?k) = (Ozr}il) = Rng,
y Rn,, es un elemento de 4 que se sumerge en N, , con N,, € €*=<.
Esto es una contradiccién, por lo que K = 0. Por lo tanto €= es

cerrada bajo sumas directas. O

1.2.13 Observacién. Para {%;}ic; C Z(< @ g} se tiene que la yunta
de estas clases es V6, =< g U%; ).
el N

el

1.2.14 Proposicion. Para una clase de R-moédulos € tenemos que
{<@.5(€) = {M] existe {Pj};cs una familia independiente de submé-

dulos de M tal que QP <. My P——C; conC; €€ yjeJ}
jed

Demostracion. Es inmediato del Teorema 1.1.12. O
1.2.15 Proposicién. Si ¢ € L« g g} entonces Cr<®r = ¢1+<. Més

atin ¢+=®~ es un complemento de € en L g py-

Demostracion. Sea ¢ € Z< g g Por el Teorema 1.2.12 tenemos
que €< € L« @p. SiM € € NE+< entonces M € €y M € €+=.
Tomando el morfismo identidad tenemos que M>——=M y M € €=,
lo que implica que M = 0.

Ahora supongamos que existe 9 € L« g gy tal que €N Z = 0. Su-
pongamos que 2 € €<, entonces existe M € 9 tal que M ¢ €=,
esto implica que existe 0 # N < M con N € €. Como Z es here-

ditaria tenemos que N € ¥, entonces N € 2 N% = 0, que es una
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contradiccién. Por lo tanto 2 C €*<.

Sea 0 # M € R-mod. Si paratodo 0 # N < M tenemos que N ¢ €
entonces M € €<y por lo tanto M € (e g p(€UEC <) =C vV €*=.
Asi que podemos suponer que existe un submédulo N de M diferente

de cero tal que N € %. Entonces existe una familia de submodu-

los {Ci}icr de M en ¢ méxima independiente. Entonces HC; € €
jeJ
y sea C' un pseudocomplemento de @C; en M. Si C' = 0 entonces
jeJ
PC; <. M y por la Observacién 1.2.13 tenemos que M € € y por
jet
lo tanto M € € V €*+<. Asi que supongamos que C' # 0 entonces
C € €<, pues en caso contrario existiria 0 # C; < C tal que C; € €,
entonces {C}};es U {C1} serfa una familia independiente, llegando a
una contradiccion.
Entonces (PC;) P Cy € €V €+=, y como (PC;) P Cy <. M tene-
Jjed jeJ
mos que M € €V €+=. O

1.2.16 Corolario. Si ¢ € Z<} entonces (6<)*< € L« g p}-

1.2.17 Proposicién. Sea ¢ € L. Entonces (<)< es la clase de
todos los médulos N, tales que para cada monomorfismo diferente de

cero de un médulo K a N, existe U € € y un monomorfismo diferente

de cerode U a K.
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Demostracién. Por la proposicién 1.2.2 tenemos que (€+=)1< =
{N € R — mod]| el tinico monomorfismo K>—= N con K € €=
es cero}. Entonces tenemos que (4+<)1< = {N € R—mod| para cada
monomorfismo diferente de cero K=~ N | K ¢ €+<}. Note que K ¢
€< siy sélo si existe un monomorfismo diferente de cero U=— K

tal que U € €. O
1.2.18 Proposicién. Si A € L« g gy entonces A = (A 1<)t<,

Demostracién. Sea B € (+<)t<. Por la proposicién 1.2.17, te-
nemos que todo submddulo diferente de cero de B tiene un submodulo
diferente de cero en .4, y como .4 es cerrada bajo sumas directas
implica que B tiene un submodulo esencial que pertenece a .4~ (bas-
ta tomar una suma directa de submoddulos méaxima que pertenezca a
A). Como 4 es también cerrada bajo extensiones esenciales, enton-
ces B € 4. Por lo tanto (A 1<)t < 4. La otra inclusién estd dada

por la Proposicion 1.2.6. O
1.2.19 Teorema. (< g gy = Skel(ZL<y).

Demostraciéon. De la proposiciéon 1.2.18 tenemos que todo elemen-
to de Z{< g ry es un pseudocomplemento de Z<,. Reciprocamente, si
4/ es un pseudocomplemento en Zj<y, entonces existe & € L« tal

que of = ZB*<. Por el Teorema 1.2.14 tenemos que &7 € Li<@.ry O
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1.2.1.  El esqueleto de .Z_,

1.2.20 Observacién. Sea 2 € .Z_,,. Entonces M’ ¢ 2+~ siy sélo

si existe un epimorfismo diferente de cero M’ — M", con M" € 2.

1.2.21 Teorema. Si 2 € £}y, entonces (2+~)~ = {N| para todo
epimorfismo N Ry Vi , existe un epimorfismo M — ) # 0 con Q) €
Demostracién. Por la Proposicién 1.2.3 tenemos que (2+-)1~ =
{M] si existe un epimorfismo M — L con L € 2+~ entonces L =
0} = {M]| si existe un epimorfismo M —» L # 0 entonces L ¢ 21~}
Por la observacion anterior para un cociente M — N # 0, N tiene

un cociente distinto de cero en 2. O

1.2.22 Definicién. Denotamos al esqueleto de Z_,, por R-conat. Los

elementos de R-conat son llamados clases conaturales.

1.2.23 Observacién. Por la Proposicién 1.2.3 y la Proposicién 1.2.6
tenemos que si 2 € Z|_, entonces 2 C (2+~)+~.

1.2.24 Proposicién. Si &/, % € L., y &/ C % entonces PB+~ C
aof .
Demostracién. Sea M € %'~ y sea M — L un epimorfismo con

L € o, como &/ C A entonces L € A, por lo que L = 0 y con ello
tenemos que M € o7+~ . Por lo tanto &+~ C &/*+~. O
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Los siguientes enunciados nos ayudaran a decidir cuando una clase

es conatural.

1.2.25 Definicion. Sea &7 una clase de mdédulos, decimos que &7 sa-
tisface la condiciéon (CN) si M € o siy sélo si todo cociente 0 # N

de M comparte un cociente K # 0 con un elemento A de <.

1.2.26 Teorema. Sea o/ C R-mod. Entonces son equivalentes las

siguientes proposiciones:
1) & € R-conat.
2) o satisface (CN).
3) o € Ly y o = ()

Demostracién. 1) = 2) Si &/ es una clase conatural, entonces
o = 2+ paraalguna 2 € Z;_,. Entonces &/ = {M] si existe un epi-
morfismo M — L con L € 2 entonces L = 0}.

Sea M’ un cociente diferente de cero de M y supongamos que
M' € 2, entonces, por hipdtesis, existe A € &/, 0 # X € R-mod
y epimorfismos M’ — X « A. Porlo que X ¢ 2, ya que A € &/. Pero
como M’ € 2, esto implica que X € 2, dado que 2 es cerrada bajo

cocientes; lo que es una contradiccién. Por lo tanto M’ ¢ 2y M € o7
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2) = 3) Si C € & y B es un cociente no cero de C, entonces para
cada cociente diferente de cero N de B, tomando K = Ny A =C
concluimos que B € 7. Por lo tanto &7 € Z{_»}.

Por la Proposicién 1.2.6 tenemos que & C (#/+~)1~.Si N € (&+~)1~
entonces para cada cociente diferente de cero H de N, existe un co-

ciente H —= A # 0 con A € &. Entonces tenemos que

Por lo tanto N € & y asi (&/+~)+~ C &

3) = 1) Es claro. O

1.2.27 Teorema. Sea % una clase conatural, entonces % es cerrada

bajo tomar:

1) Imagenes homomorfas.
2) Extensiones.

3) Epimorfismos superfluos.

Demostracion.
1) Es claro.
2) Sea 0 A-L.p-2.c 0 una sucesion exacta con A, C €

%, y tomemos un epimorfismo B Sy Y = 0. Entonces tenemos dos
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casos a) h o f no es suprayectiva, o b) h o f es suprayectiva.

Si ocurre a), entonces podemos tomar el epimorfismo candnico

B/ h B’

ho f(A)
# 0. Asi que mo ho f = 0. Entonces por la propiedad universal del

/’ . . . !
conucleo existe un epimorfismo diferente de cero C Hﬂ% que

hace conmutar el diagrama

B/

hof(A)

Asi que %{A) es un cociente diferente de cero de un elemento de %.
Por lo que B’ tiene un cociente diferente de cero que también es un
cociente de un elemnto en €. Por lo tanto B’ € €.

Si ocurre b) entonces tenemos que B’ es un cociente de un elemento

en ¢ vy por lo tanto B’ € €.

3) Sea 0 A-L.p-2.¢ 0 una sucesion exacta con C' €
¢y f(A) << B, es decir, f(A) es superfluo en B. Consideremos un

. . h
epimorfismo diferente de cero B —> B’ . Entonces tenemos dos casos:
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a) Si ho f = 0, entonces por la propiedad universal del contcleo existe
un morfismo C' —"~ B’ tal que hog = h. Entonces tenemos el siguiente

diagrama conmutativo

Como h es suprayectiva, entonces h es un epimorfismo y B’ es un
cociente de un elemento en €, y por lo tanto B’ € €.

b) Observe que si ho f # 0, entonces f no es un epimorfismo. En
efecto, si f fuera un epimorfismo, entonces f(A)+ Nuc(h) = B. Dado
que f(A) << B entonces tendriamos que Nuc(h) = B, de modo que
h = 0, que es una contradiccion.

Por lo que si ho f # 0, entonces h o f no es un epimorfismo, entonces
%{A) es un cociente de B’ diferente de cero, y asi un cociente diferente
de cero de B. Sea B’ $% el epimorfismo candnico, entonces

moho f =0y estamos en el mismo caso de 3a). O

1.2.28 Lema. Sea {%;}; una familia de clases conaturales. Entonces

() %; es una clase conatural.
el

Demostracién. Veamos que ()%; satisface la condicién CN. Sea

1€l
M € R — mod tal que para cada cociente N diferente de cero de M,
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existen A € (%, 0 # K € R-mod y epimorfismos N —= K <— A.
il
Dado que todo %; € R-conat, entonces M € %; para todo i € I.

Entonces M € (1%;. O

el

1.2.29 Observacion. Por el Teorema 1.2.11 tenemos que

(ng__» )J_ﬁ = gR—conat (cg) .

1.2.30 Observacion. Sea {%;};c; una familia de clases conaturales,

entonces R-conat .\/I‘é = &r—conat(JG}).
1€

el
1.2.31 Observacién. R-conat es una reticula completa tomando ‘/\Icé- =
1€
%y _\/I%- = &Rr—conat(|J%;). Més atin R-mod y {0} son los elementos
il = icl
mayor y menor de la reticula.
1.2.32 Proposicién. Si {%;}ic; es una familia de clases conatura-
les, entonces _\/I% = {N € R—modVN - M # 0,3M — M' #
1

0 con M’ € €, para algin p € I}.

Demostracion. Por la Observacion 1.2.29 tenemos que

J——»

1.
Z\E/I(gl = éR—conat (U%) = (U%) )

el el

1\ -
pero por el Teorema 1.2.21 tenemos que ((U%) > = {N| para

el
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todo epimorfismo N M , un epimorfismo M 7L M’ con M € %6,

para algin p € [}. O
1.2.33 Teorema. R-conat es una gran reticula completa distributiva.

Demostracién. Afirmamos que €+~ es el complemento de € en
R — conat.
En efecto, si M ¢ € V €1, entonces existirfa M — N # 0 tal que
todo cociente de N no estaria en € V €+, dado que € V €+ =
ER—conat(€ U E+~). Pero N ¢ €+~ implica que existe un cociente di-
ferente de cero N’ de N, con N' € €. Asi que N tiene un cociente

diferente de cero en %, lo que es una contradiccion.

Por lo tanto € V €+~ = R-mod.

Ademds € = (¢ 11-conat)Lr-conat para toda 4 € R-conat y €AZ =0
siy sélo si @ < GLr-conat,
También note que si €,2 € R-conat, entonces las siguientes propie-

dades son equivalentes para % € R-conat:

a) € NAB<D.

b) € N B N Drr-conat = {0},

En efecto, si € ANB < Dy M € € NBND+ 7ot entonces M € P+~
y asi M ¢ 9. Por otra parte si M € € N\ A, entonces M € &, que es
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una contradiccién. Por lo tanto a) = b).

Ahora supongamos que € A BN G+r-conat = () y que existe M € € NRB
tal que M ¢ 2, entonces existe un epimorfismo M — N # 0 tal que
para todo N —» N’ #£ 0, N' ¢ 9. Entonces N € € N B N D+r—conat = (),
que es una contradiccion. Por lo tanto M € 2,y asi b) = a).

De la afirmacién anterior podemos concluir que si B = (€' A @+r—conat),
entonces % es maximo tal que € AZB < . Denotemos a & por ¥ : €.
Sean &7, ¥, ¢ € R-conat y sea ¥ = (o N€)V (H NE). Dado que
INC <Dy HNEC< D, tenemos que & <P : ¢y X <9:%.
Esto implica que &/ V. ¥ < 9 : €.

Asique NIV H) <ECND : € < Z. Esto implica la distributividad,

ya que la otra desigualdad siempre se tiene. O

1.2.34 Definicion. Decimos que 0 # &/ € £p es un atomo si dado
B e Lp tal que B < of se tiene que £ = 0.

1.3. Caracterizaciones de anillos median-

te el uso de las reticulas £, y Z_.,.

1.3.1 Lema. Si ,,Z{S} C ‘,?{H,} entonces todo R-modulo izquierdo sim-

ple se sumerge en R.
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Demostracién. Dado que la colecciéon de los ideales izquierdos de
R es una clase hereditaria, entonces es una clase cohereditaria. Asi que
todo cociente de R se sumerge en R. Por lo tanto todo R-mdédulo

izquierdo simple se sumerge en R. O

1.3.2 Lema. Si toda clase cohereditaria es una clase hereditaria, en-

tonces R es un anillo de ideales principales izquierdos.

Demostracién. Consideremos {_, (R) por hipétesis, {.(R) € £},
lo que implica que R € .. (R) y si I es un ideal izquierdo de R, enton-
ces I € £..(R), es decir, todo ideal izquierdo I de R es un cociente de
R. Por lo tanto, todo ideal izquierdo de R es principal. O

La siguiente proposicién es un resultado conocido (ver [11, Corola-
rio 24.15]) que ocuparemos para la demostracién de nuestro siguiente

Lema.

1.3.3 Proposicién. Un anillo R es casi-Frobenius si y sélo si todo
R-médulo izquierdo es isomorfo a un submodulo de un R-mddulo iz-

quierdo libre.

1.3.4 Lema. Si toda clase hereditaria es una clase cohereditaria, en-

tonces R es un anillo casi-Frobenius.

Demostracién. Sea .# = {F|F es un R-mdédulo izquierdo libre}.

Afirmamos que {<({-#}) = R — mod.

31



En efecto, todo R-mddulo izquierdo M es un cociente de un R-moédulo
izquierdo libre F'. Dado que F' € {;<}(.#)={N| existe un monomorfis-
mo N>—— F para algiin R-médulo izquierdo libre F'}, por lo que M

también pertenece a esta clase, por hipdtesis. O

1.3.5 Lema. Si toda clase hereditaria es una clase cohereditaria, en-
tonces R es isomorfo a un producto directo finito de anillos perfectos

derechos locales izquierdos.

Demostraciéon. En este caso, tenemos que toda clase heredita-
ria libre de torsion es cerrada bajo cocientes, asi que toda teoria de
torsién hereditaria es cohereditaria. Entonces, por [8, Teorema 3], R
es isomorfo a un producto directo finito de anillos perfectos derechos
locales izquierdos. O

El siguiente teorema contiene resultados acerca de anillos artinianos

de ideales principales, que pueden ser consultados en la literatura.

1.3.6 Teorema. Las siguientes condiciones para un anillo R son equi-

valentes:

1) R es un anillo artiniano de ideales principales.
2) R es un anillo casi-Frobenius de ideales principales izquierdos.

3) La capsula inyectiva y la cubierta proyectiva de cada R-mddulo

(izquierdo o derecho) finitamente generado son isomorfas.
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4) Para cada R-mdédulo izquierdo M, rzoc(M) = J% y para cada
R-médulo derecho N, zoc(N)r = -, donde J denota el radical

NI
de Jacobson del anillo R.
5) Para todo I < R, R/I es casi-Frobenius;

Demostracién. 1) < 2) Ver Faith [10], 1) < 3) < 4) Ver Boyle
[7], 1) < 5) puede ser consultado en [11] y [6].

1.3.7 Proposicién. Sea R un anillo artiniano de ideales principales.

Entonces:
1) Toda teoria de torsién hereditaria es cohereditaria.

2) R es isomorfo a un producto directo finito de matrices de anillos

sobre anillos locales perfectos derechos.

Demostracién. 1) Sea 7 una teoria de torsién hereditaria y su-
pongamos que existe un R-moédulo M en F, y N un cociente de M
diferente de cero el cual no estd en F,. Entonces ¢,(N) # 0. Asi que
existe S € R — simp N T, tal que S se sumerge en N. Entonces exis-
te un R-modulo izquierdo diferente de cero M’ € F. con un cociente
simple en T,. De modo que podemos suponer que existe un R-moédulo

izquierdo M € F, finitamente generado el cudl tiene un cociente simple
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S € T,. Ahora consideremos el siguiente diagrama:

donde P(M) y P(S) son las cubiertas proyectivas de M y S respec-
tivamente. Por el Teorema 1.3.6 3), F(M) = P(M) y E(S) = P(S).
Entonces P(M) € F,. Dado que P(S) es isomorfo a un sumando di-
recto de P(M), entonces P(S) € F,. Esto implica que S € F,, lo que

es una contradiccion.

2) Del inciso anterior y de [8] tenemos que R es isomorfo a un
producto directo finito de anillos perfectos derechos, locales izquierdos.
Afirmamos que cada factor es un anillo de matrices completas sobre
un anillo local. Supongamos que R es un anillo perfecto derecho local
izquierdo. Entonces R = P(S)" donde P(S) es la cubierta proyectiva
del tinico simple. Como P(S) es un médulo inyectivo indescomponible,
End(P(S)) es un anillo local, asi que R = M,(End(P(S))) como se

queria.d

1.3.8 Teorema. Para un anillo R, las siguientes proposiciones son

equivalentes:
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2) R es isomorfo a un producto directo finito de anillos artinianos

de ideales principales.
3) Para cada M € R — mod se tiene que {<(M) = &, (M).

Demostracién. 1) = 2) Por el Lema 1.3.5 tenemos que R es iso-
morfo a un producto directo finito de anillos perfectos derechos locales
izquierdos y tenemos que para cada factor R;, Zj<y = Z_,). Asl que
podemos suponer que R es perfecto derecho local izquierdo. Por el Le-
ma 1.3.2 tenemos que R es un anillo principal izquierdo. Dado que R es
perfecto derecho, implica que R es un anillo principal izquierdo y arti-
niano izquierdo. Del Lema 1.3.4 tenemos que R es un anillo de ideales
principales izquierdo y casi Frobenius. Por el Teorema 1.3.6 tenemos

que R es un anillo artiniano de ideales principales.

2) = 3) Supongamos que R es un anillo artiniano de ideales prin-
cipales, por la Proposicién 1.3.7 podemos suponer que R es un anillo
de matrices completas sobre un anillo local. Como la condicién 3) y
la propiedad de ser anillo artiniano de ideales principales son Morita
invariantes, podemos suponer que R es un anillo local, denotemos por

J al ideal maximo del anillo.
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Note que cada ideal izquierdo del anillo es ciclico por hipétesis. Recipro-
camente R contiene una copia de cada cubierta proyectiva de cada
modulo ciclico. Asi que cada mddulo ciclico se sumerge en R por el
Teorema 1.3.6 3). Supongamos que R es local. Entonces (ver [11, Pro-
posicién 25.4.6 B]) la reticula de ideales de Res R > J > J? > -+ >
J" > J"1 = 0. Dado que R es un anillo de Kithe, para cada M € R-

mod se tiene que
M = R0 g J&X) g (J2) X2 gy oo g (J7) ()

para algunos conjuntos Xy, X1,...,X,,.

a) Sea 0 # N < M. Entonces
N =~ RY0) ¢ J(M) g (J2)(3/2) DD (Jn)(Yn)

para algunos conjuntos Yp, Y7,...,Y,.

Recordemos que el zoc() es un prerradical exacto izquierdo (ver
[16]). Asi que zoc() preserva monomorfismos. Entonces tenemos para
cada i, que zoc(J")™) se sumerge en zoc(J")¥). Como |Y| < |X;|
para cada ¢. Entonces N es un cociente de M.

b) Sea % un cociente de M diferente de cero. Por el argumento previo,
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tenemos que

% ~ R(Xo=Yo) D JXi=1) D (JQ)(Xz—Yz) DD (J”)(Xn—yn)

para algunos conjuntos X; y Y;. Asi que % se sumerge en M.

De a) y b) tenemos que para todo M € R-mod, {<(M) = E.,(M).

3) = 1) Es claro. O
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Capitulo 2

Acerca de anillos
artinianos de i1ideales

principales

2.1. Generacion en las reticulas £ py,
L5y Y L{<@} -

En el primer capitulo describimos como se generan clases en la

reticula Zi< py. El Lema 1.1.9 dice que si 4 es una clase de R-moédulos

entonces < p(¢) = {<{g(€). Note que en general {<{ () # {pé<(F),
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como podemos ver en nuestro siguiente ejemplo.

2.1.1 Ejemplo. Si € = {zZ}, entonces {<€p(zZ) = { M| existe un mo-
nomorfismo M>——;Q } v {p€<(27Z) = { M| existe un monomorfismo

Ms——37 } U{E(M)| existe un monomorfismo M=—— ;7 }. Obser-
ve que {g;|a € Z,n € N} pertenece a la clase {<£g(%) pero no perte-

nece a la segunga clase {pé<(%).

Hay algunas reticulas en las que no importa el orden para generar,

como en la reticula £« ;.
2.1.2 Observacion. Si € es una clase de R-moédulos entonces
<€, (¥) = {M|M es un subcociente de K para algin K € €},
y si generamos en orden inverso tenemos que
£.6<(¢) = {M|M es un cociente de K con K < N € ¢}.
2.1.3 Proposicion. Si % es una clase de R-médulos entonces <€, (%)

=§.6<(%).

Demostracién. Si M € {<£_,(%), entonces M es un subcociente

de algun K € %, asi que tenemos el siguiente diagrama:

K
M1 Lg
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donde f es un monomorfismo y g es un epimorfismo, tomando el pull-

back tenemos el siguiente diagrama:

P>"=K

r,

M~ N
donde a es un monomorfismo y 3 es un epimorfismo, entonces M es
cociente de un submédulo P de K con K € %¥. Por lo tanto M €
£_.<(¥). La otra contencion se obtiene de manera simétrica tomando

el pushout. O
2.1.4 Proposicién. Si {%;}icr € Z< gy entonces
1) % € Zi<p)-
iel

2) U% € Li< py.
i€l
Demostracién. 1) Sea M € () %; entonces para todo i € I se tie-
1el
nen que M € C;. Sea N < M, entonces para toda ¢ € I tenemos que

N € C;, por lo que N € (%;. Por otro lado note que para toda i € I

el
también se cumple que E(M) € (%;. Por lo tanto (% € Z< g
iel 1€l
2) Basta demostrar que (< p(|J%;) = |J%;. Por definicién tenemos que
i€l i€l

E< e(U%) = {M] existe un monomorfismo M=—— E(C) para algin

el
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C € UG} =Ué&<.e(%i). Ademés como 6; € Z< gy para todo i € I,
iel il
entonces se cumple que < g(%;) = ¢; para toda i € I. Por lo tanto

<e(U%) = U%. O

el el
2.1.5 Observacion. .Z|< gy es una reticula completa distributiva to-

mando A%; = (1% y V¢ = J%;. Mds ain R-mod y {0} son los
el iel el iel
elementos mayor y menor de la reticula.

2.1.6 Proposicién. Si € € Z< gy entonces €<F = €+<. Ademés

Z|<,Ey es fuertemente seudocomplementada.

Demostracién. Primero mostramos que < € L« py. Si M €

€=, entonces E(M) € €=, pues en caso contrario, si E(M) ¢ €=
entonces existe 0 # N < FE(M) tal que N € %, esto implica que
NNM#0y NNM € %. Esto tltimo implica que M ¢ €<, lo
que es una contradiccién. Por lo tanto E(M) € €< y €< € L py.
Ademés si € € ZLi< py es claro que € N ¢+=< = {0}.
Sea I € Li<p tal que € N Z = {0}. Supongamos que Z € €,
entonces existe M € 2 tal que M ¢ €*<. Esto implica que existe
0# N < Mcon N € €, entonces 0 # N € € N Z que es una
contradiccién. Por lo tanto 2 C €+<. O

A continuacién veremos como se generan clases en la reticula Zj< .

2.1.7 Observacion. Si % es una clase de R-médulos izquierdos enton-
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ces £<£4 (%) = {M]| existe un monomorfismo M>——@{C;}, con
el
I un conjunto, C; € €,i € I}.

2.1.8 Proposicidon. Si € es una clase de R-mddulos entonces la me-

nor clase de médulos cerrada bajo submoédulos y sumas directas que

contiene a € es €< 4(€) = £<£5(F).

Demostracién. Claramente € C £<£.(%). Ahora demostremos
que £<&3(%€) es una clase cerrada bajo submédulos y sumas direc-
tas. Sean M € £<£4(%) vy N < M, entonces existen monomorfis-
mos N>——=M y M>——P{C;} donde {C;}ic; C €, lo que implica

iel
que N € £<£4(%). Por lo tanto £<£4 (%) es cerrada bajo submddu-

los. Sea {M; }ier C £<€4(%) entonces para cada M; existe una familia

{Ci;}jes, de médulos en € tal que M; se sumerge en € {C;j;}, enton-
JEJ;
ces existe un monomorfismo @P{M;}——P{P{C;;}} . por lo que

i€l i€l je;
DM} € §<6a(F).

el

Si & una clase de médulos cerrada bajo submoddulos y sumas di-

rectas que contiene a € y si M € £<£4 (%), entonces existe un mono-

morfismo M>——@{C;} con {C;}ic; C €, asi que {C;}icr C Z; por
el
hipétesis tenemos que @P{C;} € 2, por lo que M € 2. Por lo tanto
el

E£0(C) C Dy asi £ (@) = £<£4(%). O
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2.1.9 Definicién. Sea n = £g¢_, definimos n° = Id, n"™! = nn" y para
% una clase de R-moédulos definimos n> (%) = UNn”(CK).
ne

2.1.10 Observaciéon. Note que para cada n € N y para toda cla-
se de R-médulos se tiene que n"1(€) = £.(n"(€)) U {E(N)|N €
& (n"(€))}-

2.1.11 Lema. Si ¥ C R-mod entonces (%) = £_. g(%).

Demostracién. Es claro que ¥ C 7*(%). Veamos que n*(%)
es cerrada bajo cocientes y capsulas inyectivas. Sean M € n>(%) y
M — N un epimorfismo, entonces M € (%) para alguna n € N
por lo que N € £, (n(€)) C 5" (€). También E(M) € n"™(€). Por
lo tanto n*°(%¢) € 2. gy
Resta probar que n*(%) es la menor de las clases cerradas bajo co-
cientes y capsulas inyectivas que contiene a %, para ello considere-
mos 7 € 2, gy tal que € C Z. Demostraremos por induccion que
n(€¢) C 2. Para n = 0 tenemos que 7°(%) = € C 2. Suponga-
mos que (%) C 2 y sea M € n"™H(€) = £.(n"(¥)) U {E(N)|N €
E.(N"(F))}. Si M € £.(n"(¥)) entonces M € 2 por ser I cerrada
bajo cocientes; si M € {E(N)|N € &..(n" (%))} se tiene que M € 2
por ser 9 cerrada bajo capsulas inyectivas. Por lo tanto n"™(¢) C 2

y asin*(¢) = Un"(¢) € 2.0

neN
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2.2. Algunas relaciones entre las reticulas
Li<my LBy Y <o)
2.2.1 Teorema. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1) L5y € Zi-py-

2) Para cada R-mo6dulo inyectivo I, si existe un epimorfismo I —= K |

entonces existe un monomorfismo K>——1 .

Demostracién. 1) = 2) Supongamos que Zi< gy € £, p}. Sea
I —= K un epimorfismo, por hipétesis {< p(I) € £ g, es decir,
K € &< g(I) lo que implica que existe un monomorfismo K>——1 .

2) = 1) Supongamos que para todo médulo inyectivo I se cumple
que si existe un epimorfismo I — K entonces existe un monomor-
fismo K>——1. Sea ¢ € Z< g, tenemos que demostrar que ¢ es
cerrada bajo cocientes. Sean M € €'y f: M — N un epimorfismo,

consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

Nucf<—>M*f>>N

o

Nucf < E(M) =20

Donde h existe por la propiedad universal del contcleo. Ahora por
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hipdtesis existe un monomorfismo %»—H}? (M) y como M € €

E(M)

entonces F(M) € ¢, de modo que Nuct

€ % . Basta demostrar que
h es monomorfismo. Sea © € Nuc h, entonces h(xz) = 0. Como f es
suprayectiva, existe m € M tal que f(m) = x, asi que por la con-
mutatividad del diagrama tenemos que 7w(m) = h(f(m)) = h(z) = 0,

entonces m € ker f, por lo que 0 = f(m) = x y por lo tanto el nicleo

de h es cero.[

2.2.2 Teorema. £, gy C Zi< py, si la siguiente condicién es vélida
para todo R-moédulo inyectivo izquierdo [: si existe un monomorfismo

K>——1 entonces existe un epimorfismo I — K .

Demostracion. Sea ¢ € Z|_. gy, queremos demostrar que ¢ es
cerrada bajo submodulos. Sean M € € y N>—— M un monomor-
fismo, entonces N se sumerge en E(M). Asi que por hipdtesis existe
un epimorfismo FE(M) —= N, y como % es cerrada bajo cocientes

entonces N € €. O

2.2.3 Teorema. Son equivalentes para un anillo R los siguientes enun-

ciados:
1) Zi<py =2 py;

2) Para todo mdédulo inyectivo I se cumple: Existe un monomorfis-

mo K>——1 siy solo si existe un epimorfismo I — K .
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Demostracién. 2) = 1) Se sigue de los Teoremas 2.2.1 y 2.2.2.
1) = 2) Por el Teorema 2.2.1 tenemos que, si existe un epimorfismo
K — I entonces también existe un monomorfismo K>—— 1. Ahora si
existe un monomorfismo K>——= 1 podemos cambiar I por la capsula
inyectiva F(K) de K. Si L € £, (FE(K)), entonces existe un epimorfis-
mo E(K) —= L. Sea E(L) la capsula inyectiva de L. Como hicimos
notar al inicio tenemos que existe un monomorfismo L= E(K) que

se extiende a

Donde f es monomorfismo por ser L esencial en su cédpsula inyectiva.
Entonces E(L) es isomorfo a un sumando directo de F(K) y por lo
tanto E(L) es un cociente de E(K), es decir, E(L) € (., (F(K)). En-
tonces . (E(K)) € £, gy y contiene a E(K), por lo que {_.(E(K)) =

¢ p(E(K)). Asi por la Observacion 1.1.3 tenemos que < g(E(K)) =
o p(E(K))ycomo K € &< g(E(K)) entonces K € ¢.,(E(K)).

O

2.2.4 Teorema. Si .,?{%E} C ,,?{S} entonces R es un anillo casi-

Frobenius.

Demostracién. Veamos que todo médulo proyectivo es inyectivo.
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Sea P proyectivo. Como &_, p(E(P)) € <) entonces P € &, p(E(P)).
Sea n € N el menor tal que P € n"(E(P)). Note que si n = 0 en-
tonces P € n'(E(P)) = {E(P)} y por lo tanto P es inyectivo. Si
n > 0 entonces P € &, (" E(P)) U{E(N)|N € &.(n" 1E(P))}.
Asi que basta considerar el caso de que P € &.,(n" L(E(P))), en
este caso se tiene que existe My € n" H(E(P)) = & (" 2E(P)) U
{E(N)IN € ¢&.(n"2E(P))} v un epimorfismo M; > P. Si M
fuera inyectivo, y dado que P es proyectivo entonces 7 se escinde
entonces, P seria isomorfo a un sumando directo de M; y por lo
tanto serfa inyectivo. Si M; € & (n" 2E(P)) entonces existe My €
P2 (E(P)) = €. (7 E(P)) U{E(N)IN € &y("SB(P))} y un epi-
morfismo M, ng, entonces P es un cociente de Ms, si My es
inyectivo como antes ya acabamos. Repitiendo el argumento tenemos
una sucesion finita de modulos M, ..., M, tales que M, ™M,
con My, € &,(n U F(E(P))) parai € {1,...,n— 1} y con M; C

n""'(E(P)) parai € {1,...,n}. Entonces tenemos la siguiente sucesién

T Thn—1 s
Mn HMn_l o . ! P .

Donde M, € n""(E(P)) = n°(E(P)) = {E(P)}, entonces P es co-
ciente de E(P), por lo tanto P es inyectivo.O

El siguiente Teorema es un resultado conocido y su demostracion
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puede ser consultada en [12].

2.2.5 Teorema. Los siguientes enunciados son equivalentes para un

anillo R:
1) gR es neteriano.

2) Toda suma directa de R-médulos izquierdos inyectivos es inyec-

tiva.

3) Toda suma directa numerable de capsulas inyectivas de R-mé6du-

los izquierdos simples es inyectiva.

4) Todo R-mddulo izquierdo inyectivo es una suma directa de submédu-

los inescindibles.

2.2.6 Teorema. Si Zj< o1 C £y entonces R es un V-anillo izquierdo

y neteriano izquierdo.

Demostracién. Sea ¥ = {M|Mes semisimple }. Claramente ¢
es una clase de R-modulos cerrada bajo submodulos y sumas direc-
tas, entonces es cerrada bajo cépsulas inyectivas, es decir, F(M) es
semisimple para toda M € %, pero esto implica que M es un suman-
do directo de su capsula inyectiva, por lo que M = E(M), es decir,

todos los médulos semisimples son inyectivos y por lo tanto R es un
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V-anillo izquierdo. Ademaés tenemos que @{E(S;)} = @{S;} que es
1eN 1eN
semisimple e inyectivo, por lo tanto R es neteriano izquierdo. O

2.2.7 Proposicién. Si I es inyectivo inescindible entonces {< (1) es

un atomo en Z< py.

Demostracién. Sean 0 # C € € C &< g(I), esto implica que
existe un monomorfismo C>——1 de modo que E(C) es sumando

directo de I. Pero I es inescindible, asi que I = E(C). Por lo tanto
G 2 < p(C) = &< p(E(0)) = &<p(). O

2.2.8 Teorema. Sea R un anillo neteriano izquierdo. Entonces son

equivalentes las siguientes proposiciones:
1) € es un dtomo en Z|< py.
2) Existe I inyectivo inescindible tal que € = &< g(1).

Demostracién. 2) = 1) Se sigue de la proposicién 2.2.7.
1) = 2) Supongamos que ¢ es un atomo de L« gy y sea C' € €.
Entonces E(C) € € y como R es neteriano se tiene que existe {/, }aes
familia de inyectivos inescindibles tal que @ I, = E(C). Asi que para
aet

a € J tenemos que é< p(1,) C €, pero € es atomo entonces {< p(1,) =

¢. 0O
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2.3. Anillos artinianos de ideales princi-

pales

2.3.1 Teorema. Son equivalentes las siguientes proposiciones:

1) Paratodo médulo inyectivo I, si existe un monomorfismo Ks——-= [

entonces existe un epimorfismo I — K ;
2) R es artiniano de ideales principales.
3) Limy = Loy
4) Li<p 2 L py-
5) i<y & 2y
6) L1y 2 L1y
7) L) € L=
8) L=m € L @)
9) Todo prerradical idempotente es exacto izquierdo y jansiano.

Demostracién. 1) = 2) Como R >—— E(R) entonces por hipdte-
sis existe un epimorfismo FE(R) Y~ R y dado que gR es proyectivo

entonces F(R) = Nuc g ® R, por lo tanto R es inyectivo. Para cada
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ideal I de R existe un epimorfismo R iy , por lo tanto I es ciclico.
Por lo tanto R es neteriano izquierdo de ideales principales. Sabemos
que si R es neteriano izquierdo e inyectivo izquierdo entonces R es
casi-Frobenius y como R es de ideales principales izquierdos entonces

por el Teorema 1.3.6 tenemos que R es artiniano de ideales principales.

2) = 1) Por el Teorema 1.3.8 tenemos que 2) es equivalente a que
Zi<y = L} y esto implica que {< (M) = £_.(M) para todo R-mddulo
M, en particular para los médulos inyectivos.

2) = 3) Por el Teorema 1.3.8 tenemos que 2) es equivalente a que
Zi<y = £, y esto implica 3).

3) = 4) Es claro.

4) = 2) Por el Teorema 2.2.4 tenemos que 4) implica que R es

casi-Frobenius. Observe que la condicién 4), que es nuestra hipétesis,

B_

7-modulos para todo ideal bilateral I de R. Por

se cumple para los
lo tanto R/I es casi-Frobenius para todo ideal bilateral I, y por el
Teorema 1.3.6 esto equivale a 2).

2) = 5) y 2) = 6) se siguen del hecho de que 2) es equivalente a
<y = £, esto por el Teorema 1.3.8.

5) = 2) Afirmamos que {<({F € R-mod|F es libre })=R-mod. Sa-

bemos que todo R-médulo M es cociente de un R-médulo libre F' y
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dado que F' € £<({F € R-mod|F es libre }) € £, entonces M perte-
nece a esta clase por hipotesis. Esto implica que R es casi-Frobenius.
Note que la condicién 5) también es vélida para % donde I es cual-

quier ideal bilateral de R.

6) = 4) Sea ¢ € £, gy € Z|_,. Dado que por hipétesis £}, C
Z<y entonces € € Li< gy

2) <= 7) <= 8) Pueden ser consultadas en [4].

8) = 9) Sea r un prerradical idempotente y sea T, su clase de pre-
torsion asociada, por hipétesis T, € Zj< . Por lo tanto r es exacto

izquierdo y jansiano.

9) = 8) Si ¢ € Z|_. g entonces existe un prerradical idempotente
r tal que € = T,. Por lo que r es exacto izquierdo y T, es una clase
hereditaria. Ademas como r es jansiano tenemos que T, € L. Por

lo tanto ¢ € Z<m. O

Recuerde que los médulos artinianos son precisamente los R-modu-
los izquierdos tales que todos sus cocientes son finitamente cogenera-
dos. Como la clase de los médulos finitamente cogenerados es cerrada

bajo submoddulos y capsulas inyectivas, tenemos el siguiente teorema.
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2.3.2 Teorema. Si L« gy C £ gy entonces son equivalentes para

cada R-moédulo M:
1) M es artiniano,
2) M es finitamente cogenerado.

Recuerde que un anillo R es llamado co-neteriano izquierdo si la

capsula inyectiva de todo R-médulo simple es artiniano [17].

2.3.3 Proposicion. Si Z< gy C 2|, gy entonces R es co-neteriano

izquierdo.

Demostracién. Si S un R-médulo simple, entonces S es finita-
mente cogenerado, asi que E(S) es finitamente cogenerado y por el
Teorema 2.3.2 tenemos que E(S) es artiniano. Por lo tanto R es co-

neteriano. OJ

2.3.4 Proposicién. Si Z< gy C £, g} entonces E(R) es cogenera-
dor de R-mod.

Demostraciéon. Sea S un R-médulo simple. Si 0 # x € S entonces
Rxr = §. Como hay un epimorfismo R —= Rz y {< p(R) € L< gy C
Z(-..p), entonces hay un monomorfismo Rx>——- E(R). Por lo tanto

E(R) es un cogenerador inyectivo.O
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2.3.5 Proposicion. Si Z< gy C Z(_. g entonces R es semi-artiniano

izquierdo.

Demostracién. Sea 0 # = € M y supongamos que zoc(Rz) = 0

entonces zoc(FE(Rx)) = 0. Como Rz tiene al menos un submoddulo
maximo N entonces existe un epimorfismo Rx —» % con % =S

simple. Se tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo.

R — Rx

|

E(R) - E(Rx)

y como F(R) es cogenerador entonces existe un monomorfismo de
S a FE(R). Dado que f(S) = S entonces existe un monomorfismo
S E(Rx) lo que es una contradiccién. Por lo tanto R es semi-
artiniano.]

En la demostracion del siguiente Teorema adaptamos una idea de
[9] que también usa un Lema en [15]. Recuerde que un anillo es local

izquierdo cuando todos sus modulos simples izquierdos son isomorfos.

2.3.6 Teorema. Si R es local izquierdo y co-neteriano izquierdo en-
tonces R satisface la condiciéon de cadena ascendente para ideales bi-

laterales.
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Demostracién. Dado que R es un anillo local izquierdo entonces
existe un tnico R-moédulo simple S salvo isomorfismo. Entonces £ =
E(S) es un cogenerador para R-mod. Observe que por hipétesis E(S)
también es artiniano izquierdo. Sea Iy = 0 € I; € ... una cadena
ascendente de ideales de R. Tomando L; = {x € F|l;x = 0} obtenemos

una cadena descendente de submodulos izquierdos de F|
Ly=FED2L1 2Ly D ...

Como F es artiniano izquierdo entonces existe ¢ € N tal que L; ., = L;

para toda k > 0. Podemos identificar L; con Hompg <%, E), mediante
J

el isomorfismo L; — Hompg (%,E) dado por z —— _ -z, donde

(.- z): 1+ I; — x. Asi obtenemos que

0 >[j+1 >E >R >0
]j Ij ]j-i-l

es una sucesion exacta de R-moédulos izquierdos y como E es un R-

modulo inyectivo izquierdo, obtenemos una sucesion exacta de grupos
abelianos
R R I;

00— Homp| —,FE | — Homgp | —,E | — Homgpg ]—H,E — 0.

]j—i-l Ij ]j
Entonces tenemos la sucesion exacta

i
0 — Ljy1 — Lj — Homp I—’E — 0.
J
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En particular para j = i, tenemos que HomR(%,E) >~ LL_L = 0.

Como E es un cogenerador inyectivo de R-mod, entonces IIi = 0. De
esto tenemos que I;,, = I; para toda k > 0. Por lo tanto R satisface
la condicién de cadena ascendente para ideales bilaterales. O

En [8] Bronowitz y Teply demostraron que los anillos para los cuales
todas las teorias de torsion hereditarias son cohereditarias, son precisa-

mente los anillos que son productos finitos de anillos locales izquierdos

perfectos derechos.

2.3.7 Teorema. Si L« gy C £, gy entonces R es un producto fi-
nito de anillos locales izquierdos perfectos derechos, y R satisface la

condicién de cadena ascendente para ideales bilaterales.

Demostracién. La hipotesis implica que cada teoria de torsion
hereditaria es cohereditaria, entonces por [8], R es un producto finito de
anillos locales izquierdos perfectos derechos. Por la Proposicion 2.3.4,
R es un anillo co-neteriano izquierdo. Por el Teorema 2.3.6, R satisface

la condicién de cadena ascendente para ideales bilaterales. O

2.3.8 Observacion. Considere la sucesiéon de Loewy

zoc(R) “— zocs(R) — -+ “—=zoc,(R)—

donde %Eg) = zoc ( s (R)> Por los Teoremas 2.3.6 y 2.3.7, y como
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zoc,(R) es un ideal bilateral para toda n € N, entonces existe n € N

tal que R = zoc,(R).

R ) _ 20t (R)

2.3.9 Lema. Para un anillo R tenemos que zoc, (ZOC( ) 0

para toda n € N.

Demostracién. Por induccién sobre n. Si n = 1 tenemos por de-
R ) __ zoca(R)

finicién que zoc < . Por hipétesis de induccién tenemos

zoc(R) zoc(R)
que
ZOEZ;?}%()R) . ZOEZSE};)R) ~ 20Ch11(R) R ~ thm o
k) = i St = e () 2o (Z;s&%))_
zoc (¢> Por lo tanto zoc <i> — 20ilR)
zocn_l(Tl?R)) "\ zoc(R) zoc(R)

Denotamos por J = rad(R), el radical de Jacobson de R. Como
en el libro de Kasch, decimos que un anillo R es un anillo bueno si
rad(M) = rad(R)M. Los anillos semilocales son anillos buenos, asi que

los anillos semiperfectos son anillos semilocales [12].

2.3.10 Lema. Para un anillo bueno R, si zoc,(R) = R, entonces J" =

0,n € N.

Demostraciéon. Por induccién sobre n. Si n = 1 tenemos que

zoc(R) = R, entonces J = 0. Supongamos que zoc,(R) = R, entonces

por el Lema 4.10 tenemos que zoc,_1 (%@)) = %. Por hipotesis
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n—1 n_1
de induccién 0 = (md( 1t )) =/ +ZOC( ) then J"! C zoc(R).

zoc(R) " zoc(R)

Therefore J" C Jzoc(R) = 0.

2.3.11 Teorema. Si L« py C £ g entonces X es un producto
finito de anillos locales izquierdos perfectos derechos e izquierdos que

satisface la condicion de cadena ascendente para ideales bilaterales.

Demostraciéon. Por la observacion 2.3.8 y el Lema 2.3.9, tenemos
que J es un ideal nilpotente, asi que J es T-nilpotente izquierdo y dere-
cho. Por el Teorema de Bass [6] tenemos que R es perfecto izquierdo y

derecho. Las afirmaciones restantes fueron demostradas en el Teorema

2.3.7.0
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