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Introduccion General

Este trabajo de tesis consta de dos partes. En la primera parte se muestra la existencia de fami-
lias de codigos algebraico geométricos construidos a partir de superficies de Hirzebruch, ademads,
probamos que algunos de estos cddigos mejoran ciertos codigos lineales ya existentes. Los resulta-
dos principales de esta parte son los Teoremas 5.3.2, 5.3.3,5.3.4y 5.3.5.

En la segunda parte se da un criterio para la finitud de los anillos de Cox de superficies extrema-
les, y dos caracterizaciones de la finitud de los anillos de Cox de superficies racionales anticanoni-
cas y superficies fraccionalmente un lapiz. Estos resultados estdn en los Teoremas 8.1.2, 8.2.6 y
8.3.3.

Para mayor informacion del contenido de las dos partes ver las introducciones de cada una.
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Notaciones y Terminologia

A lo largo de esta tesis, si X es un espacio topolégico, entonces denotaremos por Tx al conjunto

de los conjuntos abiertos de X.

A7y P} denotaran el espacio afin y proyectivo, respectivamente, sobre un campo k de dimension

N, Z y Z, denotaran los conjuntos de los nimeros naturales, enteros y enteros no negativos,

respectivamente.

Los anillos considerados en este trabajo son anillos conmutativos unitarios.






Parte 1

Codigos Algebraico Geométricos en Dimension

Superior



Introduccion

El problema a solucionar en esta parte es el de construir cédigos algebraico geométicos (X, P, D),
donde la superficie X serd una superficie de Hirzebruch definida sobre un campo finito, el conjun-
to P sera la superficie de Hirzebruch menos los puntos del soporte de un divisor D sobre dicha
superficie. A lo largo de esta primera parte estudiaremos algunas herramientas necesarias para la
construccion de codigos algebraico geométricos, algunas de ellas son las superficies de Hirzebruch

y sus geometrias.

En los afos sesentas, se desarrollaron una familia de c6digos conocida actualmente como cddi-
gos BCH y cédigos de Reed-Solomon (ver por ejemplo [25]), el éxito de dichos cédigos fue es-
pectacular, en efecto, el método algebraico llamado el sindrome de la decodificacon, permite una
decodificacion muy sencilla, y por otro lado, en el afio 1977 se implementaron en el programa Vo-
yager, y en el aflo 1982 en el uso de los discos compactos. En la actualidad, el uso de estos sigue
siendo de gran interés, por ejemplo en la produccién de DVDs.

En 1981, Valerii Denisovich Goppa descubrié una generalizaciéon de los cddigos de Reed-
Solomon y los cddigos BCH a partir de curvas algebraicas definidas sobre campos finitos (ver las
referencias [14], [15] y [16]). Esta clase de c6digos es conocida como codigos algebraico geométri-
cos. Luego, en 1982 en el trabajo de Tsfasman, Vladut y Zink [33] fueron usadas curvas modulares,

para construir una secuencia de codigos con mejores parametros que algunos c6digos conocidos.

Asi surge la siguiente pregunta: ; Es posible construir codigos algebraico geométricos utilizando

variedades proyectivas de dimensién mayor o igual a dos?

Esto ha dado pie al desarrollo de trabajos cuando la variedad es de dimension dos, es decir una
superficie, como por ejemplo, el trabajo realizado por Failla, Lahyane y Molica [10] donde se cons-
truyen codigos algebraicos geométricos con buenos pardmetros, usando la geometria de superficies
fibradas, y en el trabajo de tesis de maestria [7] se construyé una familia de cédigos algebraico
geométricos usando la geometria del plano proyectivo sobre un campo finito con técnicas de la
geometria algebraica. Més trabajos recientes se pueden hallar en [3], [4], [11], [12] y [27], por

mencionar algunos.
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A continuacién se procedera a dar la descripcion del contenido de esta parte de la tesis, la cual

consta de cinco capitulos.

Capitulo 1: Este capitulo consiste en revisar algunas herramientas necesarias para estudiar
un esquema y el grupo de Picard. Dicho capitulo estd formado por tres secciones, las cuales
decribiremos enseguida: en la Seccion 1.1 realizaremos un recordatorio de ciertos concep-
tos basicos que permitirdn introducir la nociéon de un esquema. En breve, la Seccion 1.2
presenta ciertos conceptos elementales y propiedades ttiles relacionadas con el estudio de
los Ox—modulos y sus morfismos. Finalmente, en la Seccion 1.3 asociaremos a un espacio

anillado dado un grupo abeliano conocido como el grupo de Picard.

Capitulo 2: Aqui definiremos los grupos de cohomologia de una gavilla. Ademas enuncia-
remos el teorema de Riemann-Roch para una superficie proyectiva racional lisa definida
sobre un campo arbitrario. Este capitulo estd dividido en tres secciones: en la Seccién 2.1
se dard la nocion de la resolucion fofa canonica de una gavilla. Enseguida, en la Seccion
2.2 se definiran los grupos de cohomologia de una gavilla, y se mostrard que el grupo cero
de cohomologia de una gavilla coincide con las secciones globales de dicha gavilla. Por
ultimo, en la Seccién 2.3 enunciaremos el teorema de Riemann-Roch para superficies pro-
yectivas lisas definidas sobre cualquier campo.

Capitulo 3: Este capitulo contiene dos secciones: en la Seccién 3.1 mostraremos el concepto
de una explosién de un esquema con respecto a un subesquema cerrado, y en la Seccion 3.2
se mostrard la nocion de un diagrama decorado de Enriques, dicho concepto permitira co-

nocer mejor la explosion.

Capitulo 4: El propésito de este capitulo es de introducir las superficies de Hirzebruch y aso-
ciar dos monoides a las superficies proyectivas definidas sobre un campo arbitrario. En la
Seccidn 4.1 se presentardn los divisores primos de cierto esquema, y a partir de estos se
definiran los divisores de Weil de dicho esquema. Luego, en la Seccidn 4.2 introduciremos
el nimero de interseccion entre divisores sobre cierto esquema, después daremos una re-
lacién entre divisores, y a partir de esta definiremos el grupo de Nerdn-Severi, el monoide
efectivo y el monoide Nef. Por ultimo, en la Seccion 4.3 se estudiardn algunas nociones
basicas asociadas a una superficie reglada para dar lugar a la definicién de una superficie
de Hirzebruch.
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Capitulo 5: Aqui se presentan los resultados principales de la primera parte de esta tesis.
Utilizando la geometria de las superficies de Hirzebruch se generardn cédigos algebraico
geométricos con muy buenos pardmetros. En la Seccién 5.1 definiremos los cédigos li-
neales y algunos ingredientes necesarios para su estudio. Por otro lado, en la Seccién 5.2
se presentarda una construccioén de un cédigo lineal a partir de una superficie racional pro-
yectiva lisa definida sobre un campo finito. Enseguida, en la Seccién 5.3 mostraremos la
existencia de familias de codigos algebraico geométricos utilizando las superficies de Hir-
zebruch (ver los Teoremas 5.3.2, 5.3.3, 5.3.4 y 5.3.5). Para finalizar este capitulo, en la
Seccién 5.4 daremos una serie de cuadros donde se muestra que algunos de los c6digos
algebraico geométricos con muy buenos parametros obtenidos de las familias de la Seccion

5.3 mejoran notablemente a algunos codigos lineales ya existentes.






Capitulo 1

Esquemas y el Grupo de Picard

Este capitulo consiste en recordar ciertos conceptos basicos como son un esquema y el Grupo

de Picard. Nuestras referencias son principalmente [19], [34] y [35].

1.1. Esquemas

Un esquema es un objeto geométrico que generaliza a las variedades algebraicas cldsicas. Dicho

objeto constituye un caso especial de un espacio anillado que definiremos a continuacion:
DerNiciON 1.1.1. Un espacio anillado es una pareja (X, Ox) donde X es un espacio topoldgico y Oy
es una gavilla de anillos sobre X.

Enseguida, presentamos un ejemplo estandar y cldsico de un espacio anillado que es bien co-
nocido como el espectro de un anillo (ver [19, Proposicién 2.3 (a), p. 73]).
EjempLo 1.1.2. Dado un anillo A se tiene que (Spec(A), Ospeca)), donde Ogpeca) s la gavilla estruc-
tural de Spec(A), es un espacio anillado.

Aqui viene la nocion de un morfismo entre espacios anillados.

DEerNicION 1.1.3. Sean (X,Ox) y (Y, Oy) espacios anillados. Un morfismo de espacios anillados
entre (X,0x) y (¥,Oy) es una pareja (f, f*), donde f : X — Y es una aplicacién continua y
fﬁ : Oy — f.Ox es un morfismo de gavillas sobre Y.

Un ejemplo natural de un morfismo entre espacios anillados es el siguiente:

EjempLo 1.1.4. Sean A y B anillos, un morfismo de espacios anillados entre (Spec(B), Ospec(s)) ¥

(Spec(A), Ospec(a)) €s simplemente un homomorfismo de anillos entre A 'y B (ver [19, Proposicion
2.3 (b)y (), p- 73D.

Un caso especial de un espacio anillado es un espacio localmente anillado que definiremos a

continuacion:
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DerNicION 1.1.5. Un espacio anillado (X, Oy) es localmente anillado si para cada elemento p de X,

el anillo de gérmenes Oy, de Ox en p es local.

Un claro ejemplo de un espacio localmente anillado es (ver [19, Proposicion 2.3 (a), p. 73]):

EjempLo 1.1.6. El espectro (Spec(A), Ospeca)) de un anillo A es un espacio localmente anillado. En
particular para cada entero positivo n, el espacio afin A} de dimension n sobre un campo k es un
espacio localmente anillado pues es el espectro del anillo k[xy, x,, ..., x,], donde xi, x, ..., x, son
variables sobre k.

Una correspondencia entre espacios localmente anillados estd dada como sigue:

DeriNicION 1.1.7. Sean (X, Oyx) y (Y, Oy) espacios localmente anillados. Un morfismo de espacios

localmente anillados entre (X, Ox) y (¥, Oy) es un morfismo de espacios anillados
(/o /5 1 (X,05) — (X, Oy),
tal que para cualquier elemento p de X, se tiene que
f5: Oy sy — Oxy
es un homomorfismo local, es decir,
f ﬁ_l(imx,p) = My ()

donde Nty , y My, s, denotan los ideales maximales de los anillos locales Oy, y Oy, (), respectiva-

mente.
EjemrrLo 1.1.8. El morfismo del Ejemplo 1.1.4 es un morfismo entre espacios localmente anillados.

OBSERVACION 1.1.9. En lo sucesivo, si no existe confusion nos referiremos a un morfismo entre

espacios localmente anillados (f, 1 (X,0x) — (Y,0y), solocomo f : X — Y.

Un caso muy especial de un espacio localmente anillado es el siguiente:

DErFNICION 1.1.10. Un espacio localmente anillado (X, Oy) es un esquema afin si existe un anillo A

tal que los espacios localmente anillados (X, Ox) y (Spec(A), Ospec(a)) son isomorfos.

Otro caso particular y de gran interés de un espacio localmente anillado estd dado a continua-

cion:
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DerNiciON 1.1.11. Sea (X, Ox) un espacio localmente anillado. (X, Oy) es un esquema si X tiene
una cubierta abierta (U;)ic, tal que el espacio localmente anillado (U}, Oxly,) es un esquema afin
para cada j € I. Ademas, si V es un conjunto abierto de X que satisface que (V, Ox|y) es un esquema

afin, entonces V sera llamado un abierto afin.

OsservAacION 1.1.12. Si no existe confusion, en ciertas ocasiones, sustituiremos la notacién de un

esquema (X, Oy) Unicamente por X.

Ejempro 1.1.13. Para cada entero positivo r, el espacio afin A} y el espacio proyectivo P} de di-

mension 7 sobre un campo k son obviamente esquemas.

A continuacién daremos el concepto de un morfismo entre esquemas:

DEriNICION 1.1.14. Un morfismo de esquemas es un morfismo de espacios localmente anillados.

Ciertas clases de gran interés de esquemas son las siguientes:

DEeriNICION 1.1.15. Sea (X, Ox) un esquema. (X, Ox) es Noetheriano si X tiene una cubierta abierta

finita (U;)e; tal que U; es un abierto afin y Ox(U;) es un anillo Noetheriano para cada j € I.

EjempLo 1.1.16. El espectro de un anillo A es un esquema Noetheriano si y solo si A es un anillo
Noetheriano (ver [19, Proposicion 3.2, p. 83]).

DerFmniciON 1.1.17. Un esquema (X, Oy) es irreducible si X es un espacio topoldgico irreducible.

El siguiente ejemplo muestra una caracterizacion de la irreducibilidad de un esquema afin.

Ejempro 1.1.18. El espectro de un anillo A es un esquema irreducible si y solo si el nilradical
Nil(A) de A es un ideal primo. En efecto, es claro que Nil(A) es un subconjunto propio de A.
Ahora, supongamos que Spec(A) es irreducible. Sean a, b € A tales que ab € Nil(A), se sigue que

ab € P para cada P € Spec(A), asi el abierto basico D(ab) asociado al elemento ab es vacio. Luego,
Spec(A) = Spec(A) \ D(ab) = Spec(A) \ (D(a) N D(D)) = (Spec(A) \ D(a)) U (Spec(A) \ D(b)).

Por la irreducibilidad tenemos que Spec(A) \ D(a) = Spec(A) o Spec(A) \ D(b) = Spec(A), y esto
implica que a € Nil(A) o b € Nil(A), asi, Nil(A) € Spec(A). Reciprocamente, supongamos que
existen / y J ideales de A tales que Spec(A) = V(I) U V(J), donde V(Q) = {P € Spec(A) | Q C P}
para cualquier ideal Q de A, de modo que Nil(A) € V(I) o Nil(A) € V(J). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que Nil(A) € V(I). Por otro lado, si P € Spec(A), entonces Nil(A) C P, lo cual
implica que I C P, y consecuentemente P € V(I). Por lo tanto, Spec(A) = V(I).
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DErFNICION 1.1.19. Un esquema (X, Oy) es reducido si para cada conjunto abierto U de X, el anillo

Ox(U) es reducido (es decir, no tiene elementos nilpotentes no nulos).

A continuacién presentamos un criterio para determinar si un esquema afin es reducido.

Ejempro 1.1.20. Con las notaciones del Ejemplo 1.1.18, el espectro de un anillo A es un esquema
reducido si y solo si el nilradical de A es el ideal cero. En efecto, si Spec(A) es reducido, entonces
Ospec(a)(Spec(A)) es reducido, lo que implica que A no tiene elementos nilpotentes no nulos, pues
sabemos que Os,.qa)(Spec(A)) es isomorfo a A. Reciprocamente, sea U un conjunto abierto no
vacio de Spec(A) y sea s € Nil(Ospeca)(U)) tal que existe un entero positivo n con s" = 005cca (V)
Consideremos una cubierta abierta de U formada por abiertos basicos, U = Uy D(f) para cierto
ideal 1. Si f € I, entonces las secciones (pOSm(A)g( f)(s))” Y 00,1, (D(r)) sON iguales. Puesto que Ay no

tiene elementos nilpontentes, se sigue que po,,., A)g( f)(s) = 005y D)+ POT 10 tanto, s = 0oy, 0)-

DerFmnicion 1.1.21. Un esquema (X, Ox) es entero si para cada conjunto abierto U de X, el anillo

Ox(U) es un dominio entero.
OBservAacION 1.1.22. Se puede ver que un esquema es entero si y solo si es reducido e irreducible.

DErFNIcION 1.1.23. Un esquema (X, Oyx) es regular en codimension uno si para cada elemento p de

X, el anillo local Oy, de dimension uno es regular.

Lo que sigue es definir un esquema separado, sin embargo, para ello necesitaremos introdu-
cir los conceptos de producto fibrado de esquemas, morfismo diagonal e inmersion cerrada entre

esquemas.

DEerNicION 1.1.24. Sean (X,Ox) y (S,Os) esquemas. X es un S —esquema o es un esquema sobre

S, si existe un morfismo de esquemas ¢ : X — §.

TeorEMA 1.1.25. Sean (X, Ox) y (Y, Oy) esquemas sobre un esquema (S, Os). Existe un S —esquema,
denotado por X Xg Y, con morfismos p; : X Xs Y — Xy p, : X Xg Y — Y que hacen que el

siguiente diagrama conmute:

XxgV -2y

| !

X — S
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y se satisface la siguiente propiedad universal: Para cualquier S —esquema Z y para cualesquier

morfismos [ : Z — Xy g: Z — Y de modo que el siguiente diagrama conmuta:

Z 5y

]

X — 8

se cumple que existe un vunico morfismo (f,g) : Z — XXs Y tal que f = p1o(f,g)yg = p2o(f, Q).

DemosTrACION. Ver [19, Teorema 3.3, p. 87]. a

DEeFNICION 1.1.26. Con las notaciones del Teorema 1.1.25, el esquema X X Y es el producto fibrado
de Xy Y sobre S.

DErFNICION 1.1.27. Sean X y Y esquemas, y sea f : X — Y un morfismo. El morfismo diagonal es
el unico morfismo Ay : X — X Xy X cuya composicion con los morfismos p; : X Xy X — X'y

p2 : X Xy X — X es el morfismo identidad sobre X.

DEerNicION 1.1.28. Un morfismo de esquemas (f, f ) 1 (X,0x) — (Y, Oy) es una inmersién cerrada

si cumple las dos propiedades siguientes:

1. f es un homeomorfismo entre X y un conjunto cerrado de Y, y

2. para cada elemento p de X, el homomorfismo fﬁ : Oy(py — Oy, €s sobreyectivo.

Un ejemplo clasico de una inmersion cerrada es el siguiente:

EjempLo 1.1.29. Sea [ un ideal de un anillo A, y sea r un entero positivo. El morfismo natural entre

Spec(A/I") y Spec(A) es una inmersion cerrada.

DErmNicION 1.1.30. Un morfismo f : X — Y de esquemas es separado si el morfismo diagonal A
es una inmersion cerrada. En este caso, X es un esquema separado sobre Y. Mds aln, un esquema

X es separado si es separado sobre Spec(Z).

Para finalizar esta seccion, definiremos un subesquema cerrado. Dicho concepto serd utilizado

en la Seccion 4.1 del Capitulo 4.

DEerNicION 1.1.31. Sea (X, Ox) un esquema y sea D un subconjunto cerrado de X. D es un subes-

quema cerrado de X si (D, Ox|p) es un esquema, y existe una inmersion cerrada
(i.1%) : (D, Oxlp) — (X.Ox),

tal que i es la inclusion.
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1.2. Algunas Propiedades de los Ox—mddulos y sus Morfismos

El objetivo principal de esta seccion es revisar ciertas nociones elementales y propiedades ttiles

relacionadas con el estudio de los Ox—m&dulos y sus morfismos.

DEeriNicION 1.2.1. Sea (X, Ox) un espacio anillado. Una gavilla de Ox—mddulos es una gavilla de
grupos abelianos ¥ sobre X tal que para cada conjunto abierto U de X el grupo abeliano ¥ (U) es un

Ox(U)—modulo, y para cualesquiera conjuntos abiertos U 'y V de X con V C U, el homomorfismo

restriccion pqrg : F(U) — F (V) es compatible con la estructura de médulo via el homomorfismo

restriccion pox‘lf : Ox(U) — Ox(V), esto es, el siguiente diagrama conmuta:

Ox(U) xF(U) —— F(U)
Poxf,/XP«Fgl lpfg

Ox(V)XF (V) —— F(V)

En la definicién anterior lo que nos dice el diagrama es que para cada seccion A de Oy sobre U,
y para cada seccién s de & sobre U se tiene que pr (4 - 8) = po, o () - pri(s).

De ahora en adelante, algunas veces al hablar de una gavilla de Ox—modulos solo diremos que

es un Oxy—modulo. Con esto, pasamos a la siguiente definicion:

DErFINICION 1.2.2. Sean ¥ y G gavillas de Ox—mddulos sobre un espacio anillado (X, Ox). Un mor-
fismo de Ox—mddulos ¢ : ¥ — G es un morfismo de gavillas tal que para cada conjunto abierto

U de X el homomorfismo de grupos ¢ es una aplicacién Ox(U)—lineal.

A continuacién se mostrara que el conjunto de morfismos entre los Ox—méddulos ¥ y G, deno-

tado por Homo, (¥, G), tiene una estructura algebraica de un médulo sobre el anillo Ox(X).

Lema 1.2.3. Si ¥ y G son gavillas de Ox—mddulos sobre un espacio anillado (X, Oy), entonces
Homo, (F, G) es un Ox(X)—mddulo.

DEemMosTRACION. Equipemos al conjunto Hom, (¥, G) con la operacién adicion definida por

+: Homo(F,G) X Homo (F,G) — Homo,(F,G)
(. ) — P+,
donde para cada conjunto abierto U de X, (¢ + ¥)y = ¢y + Yy, y con la multiplicacién por un

escalar esta definida por

Ox(X) X Homo,(F,G) — Homo, (F,G)
(4, ¢) — -,
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donde para cada conjunto abierto U de X, (1-¢)y = pox)é(/l) -¢y. Con estas operaciones el conjunto
Homop, (F, G) tendra una estructura algebraica de Ox(X)—modulo. Enseguida, vamos a probar que
dichas operaciones estan bien definidas.

Sean ¢ y ¢ elementos de Homo, (¥, G), probaremos que ¢ + ¢ € Homo, (¥, G). Tenemos que
para cada conjunto abierto U de X, (¢ + ¥)y = ¢y + ¢y es una aplicacion Ox(U)—-lineal, pues ¢ y ¥
son morfismos de Oy—modulos. Sean U y V conjuntos abiertos de X tal que V C U. Falta mostrar

que el siguiente diagrama conmuta:

F(U) 22 gw)

prlv’l lpgg

F(v) 22 Gv)

Sea s € F(U), puesto que ¢ y ¢ son morfismos de Ox—mddulos, se sigue que

ng(SOU(S) +Yu(s))

= pgy 0 pu(s) +pgl o Yy(s)
= gy opry(s) + iy opry(s)
= (@v +¥v) o pri(s)

= (g +¥)vopgry(s).

pgy © (@ +¥)u(s)

Asi, ¢ + ¢ es un elemento de Homg, (¥, G). Ahora, sean ¢, ¥, ¢’ y ¢ elementos de Homo, (¥, G)
tales que (¢, ¥) = (¢’,¢¥"). Si U es un conjunto abierto de X, entonces

(o +Y)u =y +y¥u =@y +¥y = (@ +¥)y.

Por tanto, la operacién adicion + esta bien definida.

Por otro lado, sean A € Ox(X) y ¢ € Homo, (¥ ,G). Para un conjunto abierto U de X, se tiene
que (- @)y = poyy () - ¢y es una aplicacién Ox(U)-lineal, pues ¢y lo es. Luego, sean U 'y V
conjuntos abiertos de X con V C U, se probara que el siguiente diagrama conmuta:

“@-eu

FU) — Gg)

Py l lpgg

(@)

FV) — g(V)
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En efecto, sea s € ¥ (U),
pgy © (A-@u(s) = pgy © (po, () - eu)(s)

= pgy(Poy () - u(s))

= poyy(D) - pgy (@u(s))

= poyy(D) - ev(pFy(5))

= (- @)y o pry(s).
Por consiguiente, A - ¢ € Homo,(F,G). Ahora, sean 1,1’ € Ox(X) y ¢, ¢’ € Homo, (F,G) tales
que (4, ¢) = (A, ¢"). Sea U un conjunto abierto de X y sea s € ¥ (U), se tiene que

- @u(s) = poyy(D) - pu(s)
pox () - ¢y (s)
(A @)u(s).

De esto se sigue que la multiplicacion por un escalar - estd bien definida.

Una vez con esto no es dificil verificar que Homo, (7, G) es un Ox(X)—moédulo.

La siguiente definicién nos ayudara a mostrar algunas propiedades interesantes de los Ox—m6-

dulos.

DErFNICION 1.2.4. Sean 7 y G gavillas de Oxy—mddulos sobre un espacio anillado (X, Oy), y sea
¢ € Homp (¥, G). El morfismo ¢ es un isomorfismo de Ox—modulos si para cada elemento p de

X el morfismo inducido ¢, es un isomorfismo de Oy ,—mddulos.

Proprosicion 1.2.5. Si F es un Ox—mddulo sobre un espacio anillado (X, Ox), entonces los Ox—mo-

dulos Ox o, ¥ y & son isomorfos.

DEeMosTRACION. Necesitamos construir un morfismo Ox ®o, ¥ — ¥, para esto debemos construir
una familia de aplicaciones lineales parametrizada por los conjuntos abiertos de X. Enseguida, sea

U un conjunto abierto de X, consideremos la asignacion o~ dada por:
o: Ox(U)xFWU) — FWU)
(a, 5) — - s.
De forma inmediata se verifica que o es una aplicacion Ox(U)—bilineal. Asi, existe una aplicacién

Ox(U)-lineal ¢ : Ox(U) ®oyw) F(U) — F(U) tal que

Ox(U) x F(U) —— F(U)

| <

Ox(U) ®oyw) F(U)
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es un diagrama conmutativo, donde ¢ es la aplicacion natural dada por:

¢: Ox(U)xFU) — Ox(U)®oyw) F(U)

(a, S) — a® s.

Por otro lado, sean U y V conjuntos abiertos de X con V C U, se tiene que el siguiente diagrama es
conmutativo:

Ox(U) @0y F(U) —— F(U)

pgl lpd

Ox(V) ®oyry F(V) —— F(V)

Con lo anterior, la familia (¢y)yer, define un morfismo de pregavillas ¢ : (Ox ®o, ¥)~ — F . De
la propiedad universal de la gavilla asociada existe un morfismo de gavillas ¢* : Ox ®, ¥ — F
tal que hace que el siguiente diagrama conmute:

(1.2.1) (Ox ®o, F)~ i F

|

Ox Roy F

donde 6 : (Ox ®p, )~ — Ox ®o, ¥ es el morfismo candnico. Lo que sigue es mostrar que el
morfismo inducido ¢, es un isomorfismo para todo p € X. Sea p € X, en primer lugar probaremos
que ¢, es inyectivo. Sea y € (Ox ®, F), tal que ¢;(y) = Or,. Sabemos que existe un conjunto
abierto V de X que contiene a p y existe Zle @; ® s; un elemento de Ox(V) ®p,v) F (V) con
6,([(V, Zle @; ® 5;)]) = y para algun ¢ € N, pues 6, es sobreyectivo. Del Diagrama 1.2.1 se tiene
que ¢, ([(V, Zle @;® s;)]) = 0z, asi [(V, Zle ;- s;)] = Og,, y consecuentemente existe un conjunto

abierto W de X que contiene a p y estd contenido en V tal que (Zf: L @i - S)lw = OFw), luego,

V4 14 l
[(V, ) i@ 5)] = [(V; Lo,y ® D i+ 501 = [(W, Logan ® () i - s)lw)] = Ocoye, 7.
i=1

i=1 i=1

Esto implica que y = O0,g,,7), de lo cual concluimos que ¢}, es inyectivo. Para la sobreyectividad,

seat € F(U) con U cierto conjunto abierto de X que contiene a p. Tenemos que

@, 0,([(U, 1oyw) ® H]) = ¢, ([(U, Lloyw) ® H]) = [(U, pu(loyw) @ H)] = [(U, 1)].

L
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Ahora continuaremos con la construccion de una gavilla especial que servird para definir el
grupo de Picard. Sea (X, Ox) un espacio anillado, y sean ¥ y G gavillas de Ox—md&dulos. Conside-
remos la aplicaciéon Homyop, (¥, G) dada como sigue: Para un conjunto abierto U de X,

{0}, siU =0,y
HOWZOX|U('7:|U,glu), siU * 0.

Homo (F,G)(U) =

Enseguida, para conjuntos abiertos U 'y V de X con V C U, el homomorfismo restriccion es dado
por:
Promy : Homo (F,G)U) — Homo,(F,G)(V)
¥ — elv,

donde ¢|y denota la restriccion usual de morfismos.

Lema 1.2.6. Con las notaciones anteriores, Homo, (F , G) es un Ox—mddulo.

DemosTRACION. Empezaremos con probar que Homo, (¥, G) es una pregavilla. Tenemos que el
conjunto Homo, (7, G)(U) es un Ox(U)—moddulo para cada conjunto abierto U de X. Por otro
lado, la primera condicion de pregavilla se satisface inmediatamente, ya que por construccion
Homo, (F,G)(0) = {0}. Para la segunda condicién de pregavilla, sea U un conjunto abierto de
X, se sigue que Pwomg = idwamax(;z,g)(u). Por ultimo, sean U,V y W conjuntos abiertos de X tales
que WV CUyseaype Homo,(F,G)(U), luego,

p?(om& Op?"{omg(‘yo) = p‘l—(om%(()olV) = (S0|V)|W = QalW = Pﬂom%(@

Por tanto, Homy, (¥, G) es una pregavilla.

Continuemos con la prueba de que Homo, (¥, G) es una gavilla. Sea U un conjunto abierto de X
y sea (U,);e; una cubierta abierta de U para cierto conjunto /. Para la primera condicion de gavilla,
sea ¢ € Homo, (F,G)(U) tal que ¢|y, = Otomo, (7.6 Mostraremos que ¢ = Ogom, (7.6 v)- Sea
W un conjunto abierto de U, verificaremos que ¢y es igual a la aplicacion Ox(W)—lineal nula. Por
tanto, sea p € W, asi, se tiene que existe i € [ tal que p € U, luego, como ¢ly, = Oziomy, (760> ¥
para cualquier seccion s de ¥ sobre W, se sigue que

(ew(s), = (Pewny,(ew(s)),
= (QOWHU,'(pTKIQUi(S)))p
= (OQ(WOU,-))p
= 0Og,.

De modo que, gw(s) = Ogw), ¥ asi, ¢ = Opomy 7. v)- Para la segunda condicion de gavilla,
sea {¢; € Homo, (F,G)(U;) | i € I} una colecciéon de morfimos de modo que para cada par

(i,j) € I, @ilunu, = @jlunu;- Probaremos que existe ¢ € Homo, (F,G)(U) tal que ¥ly, = ¢;.
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A continuacién construiremos la aplicacién ¢ : F|y — Gly. Sea V un conjunto abierto U y sea
s € ¥(V), tenemos que (V N U;),c; es una cubierta abierta de V. De esto, consideremos la coleccién

{go[,VnU,.(pr,r“jnUi(s)) € G(VNU,) |ice€ I}desecciones de G. Ahora, sea (i, j) € I?, se tiene que

Povow (Pivou (PFynu () = @iveveu,(PFapow,(9)

— \4
- ‘Ioj,vaiﬂUj(pTVﬁUiﬂUj(S))

v,
Pévaunu,( ‘Pj,\/mU_,-(pgtgmUj(s) ).

Puesto que G es una gavilla, se sigue que existe y* € G(V) tal que pg‘\fmui(y‘y) = %,VnU,-(P?‘\fnUi(s))
para todo i € I, con esto i : ¥ |y — G|y estd definida de la siguiente manera: Para cada conjunto
abierto V de U,

yv: FV) — g(v)
s = Yy(s) =9y~
Veamos que ¢y es una aplicacion Ox(V)—lineal. En efecto, sean sy ¢ secciones de F sobre V tales

que s = t. Si p € V, entonces existe i € [ tal que p € U;, de manera que

)p = (Peveu,(Y'))p = @ivav(PFvau, () Dy = @ivau(PFvau, O Ny = (Peyau,¥))p = @ )ps

por tanto, ¢y estd bien definida. Ahora, sean s y ¢ elementos de ¥ (V), y sea p € V, asi existe i € [
tal que p € U, luego

@ = Oy, )y
= @O Yoy (s + D)),
= (%,VnU[(PT%Ui(S)))p + (SOi,VmU[(PT%Ui(f)))p
= (P6yau, Y Dp + 0670, YDy
= )+
por consiguiente, Yy (s + 1) = Yy(s) + Yy(t). Enseguida, sean @ € Ox(V), s € F(V),y p € V,
asi existe i € [ tal que p € U,. De esto,

Y

P63,y
= (Cﬁi,VnU,-(pT%Ui(Ol “S)))p
= (@ivnu 00y (@ P (),
= (0o, (@ - Qivnv(OF Y, (),
= (poxgnu,-(a') -pg“iji()/s))p
= (PQ\\;mU,-(“ Y )p
= (@ 7).
Asi que, Yy(a - s) = a - Yy(s), y por lo tanto ¢y es una aplicacién Ox(V)—lineal. Mas atin, ¢ es un

elemento de Homyo,(F,G)(U). Ahora bien, sea i € I, vamos a mostrar que ¥y, = ¢;. Para esto,
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sean W un conjunto abierto de U;, p € Wy s € F(W), luego

Ww(s)y =), = (Pgwmu,-(?’s))p = (QDi,WmU,-(PTme;(S)))p = (@i.w(8))ps
de manera que, Y|y, = ¢;.

Para terminar, sean U y V conjuntos abiertos de X con V C U, lo que sigue es mostrar que el
diagrama

Ox(U) X Homo (F,G)U) —— Homo(F,G)(U)
Pox 5 X P(Hom‘[f l lpwomg
Ox(V) X Homo (F,GN(V) —— Homo, (F,G)(V)

conmuta. En efecto, sean & € Ox(U) y ¢ € Homo,(F,G)(U), veamos que (@ - @)ly = poy (@) - ¢ly.

Sea W un conjunto abierto de V' y sea s € ¥ (W), asi tenemos que

(@ Q)w($) = poy (@) - pw(s) = (Poxy (@) - @lvIw(s).

Por lo tanto, (a - @)|ly = pox‘lf (@) - ¢ly, y en definitiva, Homo, (¥, G) es un Ox—mddulo. —

A continuacién daremos algunas propiedades de la gavilla Homo, (7, G).

Prorosicion 1.2.7. Sea (X, Ox) un espacio anillado y sea G un Ox—mddulo. Se tiene que el Ox—mo-
dulo Homo,(Ox, G) es isomorfo a G.

DemosTrACION. Consideremos la asignacion ¢ : Homp, (Ox, G) — G dada de la siguiente manera:
Si U es un conjunto abierto de X, entonces

Yy Homo (Ox,G)(U) —> G)
f — fu(loyw))-

Sean f 'y g elementos de Homp,(Ox, G)(U) tales que f = g, luego,

Yu(f) = fulloyw)) = guoxw)) = Yu(g),

asi, Yy estd bien definida. Por otro lado, sean f, g € Hom,(Ox, G)(U), se sigue que

Yu(f +8) = (f + @uvloyw) = fulloyw)) + guloyw)) = Yu(f) + Yu(g).

Enseguida, sean @ € Ox(U) y f € Homp,(Ox, G)(U), tenemos que

vula- ) =(a- lu(loyw) = a- fuloyw) = a - Yu(f).
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Por lo tanto, ¢ es una aplicaciéon Ox(U)—lineal. Ahora, sean U y V conjuntos abiertos de X con

V € U, mostraremos que el siguiente diagrama conmuta:

Homo,(Ox. G(U) — G(U)

p’}"{ang/ lpgg

Homo, (0x, G)(V) —2 G(V)
Sea f € Homo,(Ox, G)(U), luego, pg\ o ¥y(f) = pgy (fulloyw) = frllogw) = ¥v © promy (f)

de modo que ¢ es un morfismo de Ox—maodulos.

Ahora, sea p € X, vamos a probar que ¢, es un isomorfismo. Sean U un conjunto abierto de X
que contiene a py f € Homop,(Ox, G)(U) tales que ¥ ,([(U, f)]) = 0Og,- De esto, existe un conjunto
abierto V de X contenido en U y que contiene a p tal que fy(1oyv)) = Ogv). S W es un conjunto

abierto de V, y si s es un elemento de Ox(W), entonces fy(s) = s - fw(loyw)) = Ogw). Asi que,

[(U, /)] = (V. f1)] = Ostomg, (0600

mostrando con esto que ¥, es una aplicacion inyectiva. Para la sobreyectividad, sea U un conjunto
abierto de X con p € U, y seat € G(U). Consideremos la asignacién f : Ox|y — G|y dada como
sigue: Si V es un conjunto abierto de U, entonces

fvio Ox(V) —  G(V)

s — s -pg‘[f(t).

Se tiene que fy es una aplicacion Ox(V)—lineal. En efecto, sean s, s* € Ox(V) tales que s = s/, se
satisface que fy(s) = s - pgg(t) =y -pgg(t) = fy(s), de esto, fy estd bien definida. Luego, sean

a,a’, sy s elementos de Ox(V), por tanto,
fola-s+a -s)=(a-s+a ) pgy) = a-(s-pgy)+a (s pgy (1) = a- fy(s) +a’ - fy(s),

esto implica que fy es una aplicacion Ox(V)—lineal. Por otro lado, sean V 'y W conjuntos abiertos

de U con W C V, se sigue que el diagrama
fv
Ox(V) — G(V)
poxal lpg“;

oxw) -2 Gw)

es conmutativo pues para s € Ox(V), tenemos que
Paw © fv(8) = pgy(s - pay (D) = Poy () - pey(®) = fw(poxw($)) = fiw © Poyy(s),
de modo que, f es un morfismo. Por lo tanto,

Yp([(U, HD = (U, (] = [, fuloyw)] = [(U,D].
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Finalmente, de la Definicion 1.2.4 se sigue que ¢ es un isomorfismo. —

1.3. Grupo de Picard

Dado un espacio anillado le podemos asociar un grupo abeliano bien conocido como el Grupo
de Picard del espacio anillado. A continuacidn, intentaremos introducir suavemente dicho grupo y
lo determinaremos para ciertos espacios anillados. Enseguida daremos tres conceptos que seran de

utilidad para nuestra construccion.

DEeriNicION 1.3.1. Sea (X, Oy) un espacio anillado y sea ¥ un Ox—moddulo. La gavilla dual de F es
la gavilla Homo, (¥, Ox), y sera denotada por ¥ .

DEerFNICION 1.3.2. Sea ¥ un Ox—mddulo sobre un espacio anillado (X, Ox). F es localmente libre
de rango n, con n un entero no negativo, si para cada p € X existe un conjunto abierto U de X con
p € U tal que Fly = O%ly.

DEeriNICION 1.3.3. Sea (X, Ox) un espacio anillado. Una gavilla de Ox—mddulos es invertible si es

localmente libre de rango uno.

OsservACION 1.3.4. En el caso de que (X, Ox) es un esquema Noetheriano, entero, separado y lo-
calmente factorial se tiene que para cada divisor sobre X existe una gavilla invertible sobre X (ver
[19, Corolario 6.16, p. 145]).

Enseguida, mostraremos que la propiedad de que una gavilla sea invertible es preservada por la
dualidad.

Prorosicion 1.3.5. Sea (X, Oyx) un espacio anillado. Si F es un Ox—modulo invertible, entonces

FV también lo es.

DEmosTRACION. Sea p € X, tenemos que existe un conjunto abierto U de X con p € U tal que

Fluv = Oxly, luego,

FVy Homo, (F,Ox)ly
Homo,, (Flu, Oxlv)
Homo,, (Oxlu, Oxlv)

OX|U~

1R

IR

Por lo tanto, " es invertible. [

Una de las propiedades agradables de la gavilla dual es el siguiente resultado:
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ProposiciON 1.3.6. Sea F un Ox—mddulo invertible sobre un espacio anillado (X, Oy), se satisface
que F ®o, F es isomorfo a Ox.

DEMOSTRACION. Debemos construir un morfismo ¢ : ¥V ®p, ¥ — Ox y mostrar que el morfismo
inducido ¥, es un isomorfismo para cada p € X. Para esto, sea U un conjunto abierto de X, ahora

consideremos la siguiente aplicaciéon Ox(U)—bilineal:

¢ FU)XFU) — Ox(U)
(f.s) = fu(s).

De la propiedad universal del producto tensorial existe una aplicacién Ox(U)—lineal
Yu - TV(U) ®Ox(U) 7:([]) — OX(U)’

tal que hace que el siguiente diagrama conmute:

FY(U) x F(U) —— Ox(U)

| =

FY(U) ®oyw) F(U)

Enseguida, sean U y V conjuntos abiertos de X con V C U, tenemos que el siguiente diagrama

conmuta:
FY(U) oy F(U) —— Ox(U)
PFVeq, 7 ‘l// l lpox u

FYV) oy F(V) ——— Ox(V)

En efecto, sea Zle fi ® s; un elemento de 7" (U) ®ow) ¥ (U), luego,

POxxL// o oy ( 25:1 fi®s) = POX\L//( Zf:l fiv(s))

Zle fi,V(pT\L/[(Si))

V(S (e U () ® pri(s)
Pv 0 Prvae o (Sicy i ® 50).

Con lo anterior, la familia (¢;)yer, de aplicaciones lineales define un morfismo de pregavillas

@ (7:\/ ®0x 7:)_ — Ox.



20 1. ESQUEMAS Y EL GRUPO DE PICARD

Utilizando la propiedad universal de la gavilla asociada existe un morfismo ¢ : ¥ ®p, F — Oy

de gavillas tal que el siguiente diagrama conmuta:

13.1) (F¥ @0, F)~ —— Ox

|

\%
? ®0X T

A continuacién, sea p € X, se mostrard que ¥, es inyectivo. Sea 4 € (¥ ®q, ¥), tal que
¥, (A1) = 0py,- Sabemos que existe un conjunto abierto U de X que contiene a p y existe Zle fi®s;
un elemento de 7 ¥(U) ®o,w) ¥ (U) tales que 1 = 6,([(U, Zle f; ® s;)]). Por tanto, usando el
Diagrama 1.3.1 obtenemos que ¢,([(U, Zle fi ® s)]) = 0oy, asi, existe un conjunto abierto W de
XconW C Uy pe Wtal que py( Zle(pgcv"{v(ﬁ)) ® (o7 (1)) = Ooyw), de lo cual se tiene que

f: L fiw(oF5(s:)) = Ooywy. Por otro lado, puesto que ¥ es invertible existe un conjunto abierto I’
de X, con p €T, tal que o : Ox|r — F|r es un isomorfismo. Luego, existe a; € Ox(W NT) tal que

Prwar(8i) = owar(@;). Por consiguiente,

Prso o (D i®5) = Tiior () ® (Gwor(@)
= XL @i pr Yo () ® ower(Logoven)-

Veamos que Zle ;- PFv ‘L,(,nr( /i) = O#v(wnr), para esto sea Y un conjunto abierto de X, con Y € WNI,

y sea r € Ox(Y), se sigue que,

(Zle a; - Pyv eer(fi))Y(o'Y(r)) Zle Poyy (@) - fiy(oy(r))
= S fir(ov(oy ™ (@)
r- Zf:1 ﬁ,Y(O'Y(POX;W(Qi)))
= r Zle fi,Y(pT)l{(Si))

Oox()-

Por lo tanto, [(U, Zle [i®s)] = Ove,, 7, ¥ asi, 4 = Orva, 7),- Continuemos con la prueba de que
Y, es sobreyectivo. Sean U un conjunto abierto de X que contiene a p y r € Ox(U), consideremos
el elemento [((U NT, 0y ® Tunr(poy ynr(NN] de (FY ®o, F),,, luego,

Y, (0,(L(U NT, 05k ® ouar(Poy S nr(M)D) @p([(UNT, 0500 ® unr(Poy S o r (D))
[(UNT, @uar(0 i ® ouar(poy gar(M))]
[(UNT,poy 5 (r)]

[(U, )]

Finalmente, ¥ ®¢, F es isomorfo a Ox como Ox—médulos. —
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El siguiente resultado muestra que la propiedad de que una pareja de gavillas sea invertible es

preservada por el producto tensorial.
Prorosicion 1.3.7. Si F y G son Ox—madulos invertibles sobre un espacio anillado (X, Oy), enton-
ces F ®o, G es un Ox—modulo invertible.
DEMOSTRACION. Sea p € X, existen conjuntos abiertos U 'y V de X con p € U NV de tal manera que
Flv = Oxly y Glv = Oxly. Enseguida,

(F ®oy Glunv

[l

TlUﬂV ®Ox|ym/ glUﬂV,

Oxlunv ®oylyny Oxluny,

IR

OXlUﬂV‘

IR

Por tanto, ¥ ®, G es invertible. Ci

Sea (X, Ox) un espacio anillado, consideremos el conjunto
A ={F | ¥ es un Ox — mddulo invertible}.

Observemos que A es un conjunto no vacio, pues Oy es un elemento de él. Tomando en cuenta esto
podemos definir una relacion sobre este conjunto como sigue: Sean ¥ y G Ox—mddulos invertibles,
diremos que ¥ ~ G siy solo si ¥ = G. Se tiene que ~ es una relacidon de equivalencia. En efecto,
sea ¥ un Ox—mddulo invertible, luego ¥ ~ 7, pues ¥ = F. Luego, sean ¥ y G Ox—moddulos
invertibles tales que ¥ ~ G, se sigue que G ~ ¥, yaque G = F. Por dltimo sean ¥,G y H
Ox—moddulos invertibles talesque ¥ ~ Gy G ~ H,de este modo, F ~ HpuesF =Gy G = H.

A

Prorosicion 1.3.8. Con las notaciones anteriores, — es un grupo abeliano.

DemostrAcION. Consideremos la operacion + definida por:

A A
+: — X = —>

~

(FLIGD » [Fl+IG]=[F ®o Gl

Vamos a probar que + estd bien definida: Sean ¥ y G gavillas invertibles de Ox—mddulos, se

1] >

A
tiene que [F ] + [G] es un elemento de —, pues ¥ ®¢, G es invertible. Ahora, sean ¥, F',Gy G’
Ox—moadulos invertibles tales que [F] = [F'] y [G] = [G'], luego,

[F1+[G] = [F ®o Gl = [F' ®, G'] = [F'1+ 1G],

yaque ¥ ®, G =F ' ®o, G
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[Asociatividad] Sean ¥, G y H Ox—modulos invertibles, tenemos que

[F1+{G]+[H]D) = [F]1+[G®0, H]
= [F ®o, (G ®oy H)]
= [(F ®oy G) ®oy H]
= [F ®ox Gl + [H]
= (F1+[GD + [H].

[Conmutatividad] Sean ¥ y G gavillas de Ox—modulos invertibles, luego,
[F1+1[G] =[F ®o, Gl =[G ®0, F1=I[G]1+[F]

[Elemento neutro] El elemento neutro de é es [Ox], pues [Ox] + [F] = [Ox ®o, F1 = [F], para

cada [F] € é

A
[Inverso] Sea [¥] € —, tenemos que [F "] es el inverso de [F ], ya que

[F1+[F '] = [F ®, F 1= [0x].
. ) A .
Asi, concluimos que — es un grupo abeliano. -

La proposicién anterior permite dar la siguiente definicidn:

DErFiNICION 1.3.9. Con las notaciones de la Proposicion 1.3.8, el grupo de Picard de X es el grupo

A
abeliano —, y serd denotado por Pic(X).

EjempLo 1.3.10. El grupo de Picard Pic(P;) de espacio proyectivo de dimension r sobre un campo
k es isomorfo a Z pues Pic(P}) = {(Op;(1))™" | n € Z} (ver [19, Corolario 6.17, p. 145]).

OsservACION 1.3.11. No es dificil probar que si dos espacios anillados son isomorfos, entonces sus

grupos de Picard también lo son. Sin embargo, el reciproco es falso (ver Ejemplo 1.3.10).



Capitulo 2

Cohomologia

El proposito de este capitulo es definir los grupos de cohomologia de una gavilla (ver Definicién
2.2.1). Para llevarlo a cabo, presentaremos los conceptos de gavilla fofa y resolucion fofa (ver
Definciones 2.1.1 y 2.1.3). Para finalizar el capitulo enunciaremos el teorema de Riemann-Roch
para una superficie proyectiva racional lisa definida sobre un campo arbitrario (ver Teorema 2.3.3),

la importancia de dicho teorema se vera reflejada en la Seccién 5.2 del Capitulo 5.

2.1. Resolucion Fofa

En esta seccién daremos la nocién de la resolucion fofa candnica de una gavilla, para ello

defiremos en primer lugar una gavilla fofa como sigue:

DEerNicION 2.1.1. Una gavilla de grupos abelianos ¥ sobre un espacio topoldgico X es fofa, si para

cada conjunto abierto U de X la aplicacion restriccion p(,r)é : F(X) — F(U) es sobreyectiva.

Veamos un ejemplo de una gavilla fofa.

Ejemrro 2.1.2 (La gavilla rascacielos es una gavilla fofa). Sea G un grupo abeliano, y sea X un
espacio topoldgico no vacio. Fijemos un punto p de X, la gavilla rascacielos Ggf) asociadaaGen p

estd definida de la siguiente manera:

Para cada conjunto abierto U de X, el grupo abeliano Ggf)(U ) es igual a:

G, sipeU,y
GY(U) =
{Og}, en otro caso.
Para cualesquiera conjuntos abiertos U 'y V de X con V C U, la aplicacion restriccion pG(mg esté da-
X
da por:
idg, sipeV,y

Pgw»_ =
XV 10, enotrocaso

donde id; denota la aplicacion identidad en G y 0 denota la aplicacion nula.

23
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Es claro que pG@)z es sobreyectiva para cualquier conjunto abierto U de X. Por lo tanto, Ggf) es una
X

gavilla fofa.

A continuacion, sea ¥ una gavilla sobre un espacio topoldgico X, a partir de ¥ vamos a cons-

truir una gavilla fofa. Asi, fijemos un conjunto abierto U de X, y consideremos el conjunto:

Cgc(U):{s: U— l_[?'pls(p)e?'pparacadape U}

peU
este conjunto tiene una estructura de grupo abeliano. Més aun, se tiene que la familia de grupos
abelianos (C#(U))yer, junto con cierta aplicacion restriccion definen una gavilla de grupos abelia-
nos sobre X, la cual denotaremos por C#, esto es, C# asigna a cada conjunto abierto U de X el
grupo abeliano C#(U), y la aplicacion restriccion p¢, estd dada por:
pery i Cr(U) — Cr(V)

S — sy,
donde s|y es la aplicacion definida de la siguiente manera:
sty Vo— v Fy
p —  s(p),
para cualesquiera conjuntos abiertos U y V de X con V C U. Cabe mencionar que C# es una gavilla
fofa, pues, sea U un conjunto abierto de X, y sea t una seccién de C# sobre U. Consideremos la
siguiente asignacion:
s: X — I pex F»
Hq), siqgeUy
Ogrq , en otro caso.

Es claro que, s es una seccion de C# sobre X tal que s|y = ¢. Por lo tanto, C# es una gavilla fofa.
Enseguida, definiremos una resolocion fofa de una gavilla:

DErFNICION 2.1.3. Sea 7 una gavilla sobre un espacio topoldgico X, una resolucion fofa de F es

una sucesion exacta de gavillas de la forma:
0—-F 56" —>gG' —G — -
donde G’ es una gavilla fofa para cada j € Z,.
A cada gavilla se le puede asociar de una manera natural una resolucién fofa que llamaremos

la resolucion fofa candnica. Antes de hacer la construccion de la resolucidon fofa candnica de una

gavilla F sobre un espacio topoldgico X, observemos que podemos ver a ¥ como una subgavilla de
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C#, es decir, existe un morfismo inyectivo entre las gavillas ¥ y C#. En efecto, para cada conjunto

abierto U de X consideremos la asignacién iy definida como:

iv: FU) — CeU)

S —  iy(s),

donde iy (s) estd dada por:
iy($): U — Tl
g Sq-
De forma inmediata se tiene que iy es un homomorfismo de grupos. Ahora bien, sean U y V

conjuntos abiertos de X con V C U, se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

FU) —2s Cp(U)

PF 5l lpcfl\j
F(V) ——s CH(V)
lo cual implica que la familia (iy)yer, define un morfismo de gavillas, y serd denotado por ix.
Enseguida, vamos a mostrar que i es un morfismo inyectivo. Sea U un conjunto abierto de X, y
sea s € F(U) tal que iy(s) = Oc,(v), esto es, s, = Og, para cada g € U. Por tanto, s = Oz, y asi,
tenemos que ker (iy) = {O)}. Luego, iy es un homomorfismo inyectivo, y en conclusion, ix es

un morfismo inyectivo. De esto, tenemos que
iF
0—F — Cs

es una sucesion exacta de gavillas sobre X. Ahora, si | = , entonces la siguiente sucesion

Cy
ir(F)
€s exacta: .

0— F - Cr - F1 — 0,

De manera analoga, se sigue que la sucesion

0—)?11(?9:1 ﬁ)ﬂ—>0,

Cr

i7'-1 (?_-1 )

es exacta, donde ¥, = , y asi, tenemos la exactitud en la siguiente sucesion:

iF i‘FloTIl
0 —F —C& — Cg,

Siguiendo este proceso, obtenemos que

i 0 1 n—1 n
(2.1.1) 0—F Ly 5oy Do, 5,
C‘le

es una sucesion exacta, donde ¥, = y 0" =iz, on, paran € N, donde F, = . De

ifl_l (7:11— 1 )

esto, la sucesion exacta (2.1.1) es una resolucion fofa y serd llamada la resolucion fofa canonica de

7.



26 2. COHOMOLOGIA

2.2. Grupos de Cohomologia

Aqui definiremos los grupos de cohomologia de una gavilla, y mostraremos que el grupo cero
de cohomologia de una gavilla siempre coincide con las secciones globales de dicha gavilla (ver
Lema 2.2.4).

Sea F una gavilla sobre un espacio topolégico X. Consideremos una resolucion fofa de ¥ como
sigue:

i &0 5! 52

Por consiguiente, sabemos que §"*' o §" = Ogu2 para cada n € Z,. Asi que, %' 0 8% = Ogn2(x, para
todon € Z,.

DEriNICION 2.2.1. Con notaciones anteriores, el n—ésimo grupo de cohomologia de ¥ es:
ker(6%)

H'(X,F) = —2,
im(6%y)

para cada n € Z,, donde ;' es la aplicacién nula.

El siguiente resultado nos muestra que los grupos de cohomologia pueden ser calculados para

cualquier resolucion fofa.

TEOREMA 2.2.2. Sea ¥ una gavilla sobre un espacio topolégico X. Los grupos de cohomologia de
F son unicamente determinados por ¥ y X, independientemente de la eleccion de la resolucion

fofa de F .

DEMOSTRACION. Ver [34, Teorema 6.8, p. 120].

El siguiente ejemplo muestra los grupos de cohomologia de una gavilla rascacielos.

EjempLo 2.2.3 (Grupos de cohomologia de la gavilla rascacielos). Con las notaciones del Ejemplo

2.1.2, consideremos una resolucion fofa de Gﬁf) de la siguiente manera:

0—GY 5GP 5050—--

Se sigue que,
ix oy Sx
0—>G§f)(X)—>G§f)(X)—>O—>O—> e,

(p)
X

es una sucesion exacta, pues G, es una gavilla fofa. Mas atin, tenemos que

H(X,G{) = ker(5%) = G.
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Ahora, para n € N se satisface que H"(X, Ggf)) = {0}, pues ker(dy) = im(5§‘1).

En el proximo resultado determinaremos el grupo cero de cohomologia de cualquier gavilla.

Lema 2.2.4. Si F es una gavilla sobre un espacio topologico X, entonces el grupo cero de coho-

mologia H*(X, F) de F es isomorfo a las secciones globales de F .

DEMOSTRACION. Observemos que H(X, F) = ker(dg(), y de la resolucion fofa (2.2.1) tenemos que

i Bt
0 — F(X) — G%X) — G'(X) es una sucesién exacta de grupos abelianos. Por tanto, im(ix) es

igual a ker(6%), y asi podemos considerar la siguiente asignacion:

¢: H'XF) — FX)

S — t,

donde ix(f) = s. Luego, debido a que iy es inyectivo, y a que im(iy) = ker(6%), se sigue que ¢ es un

homomorfismo de grupos biyectivo. Finalmente, H(X, ) = F (X). .

OBSERVACION 2.2.5. Aqui hemos definido los grupos de cohomologia de una gavilla de grupos abe-
lianos sobre un espacio topoldgico, y por construccidn estos son grupos abelianos. Ahora bien,
si tomamos una gavilla de Oy—moddulos coherente sobre un esquema proyectivo (X, Oy) defini-
do sobre un campo k, entonces los grupos de cohomologia tienen naturalmente una estructura de

k—espacio vectorial de dimension finita sobre k (ver [19, Teorema 5.2 (a), p.228]).

El siguiente resultado es de gran interés, ya que nos dice en cierto sentido que las dimensiones

de los grupos de cohomologia sobre un campo y sobre su cerradura algebraica son iguales:

PRroPOSICION 2.2.6. Sea f : X —> Spec(k) un morfismo separado y casicompacto, donde k es un
campo. Sea Xi = X Xspec(i) Spec(k) y sea mr, el morfismo proyeccion (ver Teorema 1.1.25). Si k es

una k—dlgebra plana, ¥ es una gavilla casicoherente sobre X y si m € Z,, entonces
H"(X,F) ® k = H"(Xg, ,(F)),

donde k denota la cerradura algebraica de k. En particular, la dimension de H™(X, F) sobre k es

igual a la dimension de H"(X;, n{(F)) sobre k para todom € Z.,.

DemosTrACION. Ver [26, Corolario 2.27, p. 189]. i
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2.3. El Teorema de Riemann-Roch

En esta seccion enunciaremos el teorema de Riemann-Roch para superficies proyectivas lisas

definidas sobre cualquier campo. En primer lugar tenemos la siguiente definicion:

DEFINICION 2.3.1. Sea Z una variedad proyectiva lisa definida sobre un campo &, y sea F una gavilla

de Oz—mo6dulos coherente. La caracteristica de Euler-Poincaré de ¥ es:

X(F) = Y (=) dim(H'(Z, F)).

€2,

Para enunciar el teorema de Riemann-Roch, necesitaremos el concepto del grupo de Néron-
Severi de una superficie proyectiva lisa X y la nocion del nimero de interseccion entre divisores
sobre X, los cuales estan definidos en la Seccion 4.2 del Capitulo 4.

TEOREMA 2.3.2. Sea X una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo k. Si D es un divisor

sobre X, entonces
1
H(X, 0x(D)) ~ h' (X, Ox(D)) + F*(X. Ox(D) = X(Ox) + 5 (Ox(D)’ - Ky.O(D).
donde Ky es la clase de un divisor candnico en el grupo de Néron-Severi de X, y h/(X, Ox(D)) es
igual a dimi(H/(X, Ox(D))) para cada j € {0, 1,2}.

DemosTrAcION. Ver el Teorema 1.6 de [19], pagina 362. i

En el caso cuando tenemos una superficie proyectiva lisa racional definida sobre un campo el

teorema de Riemann-Roch es el siguiente:

TEOREMA 2.3.3. Sea X una superficie proyectiva lisa racional definida sobre un campo. Si D es un

divisor sobre X, entonces

1
h(X,0x(D)) — h'(X,0x(D)) + *(X,0x(D)) = 1 + 3 (Ox(DY* - Kx.Ox(D)).

DEmosTRACION. La demostracion se sigue del Teorema 2.3.2 y del hecho de que X(Oyx) = 1, pues
hO(Xa OX) = 1, y hl(X’ OX) = hZ(X, OX) = 0 ]j



Capitulo 3

Explosiones y Diagramas Decorados de Enriques

El propésito de este capitulo es de introducir de manera breve el concepto de una explosion de
un esquema con respecto a un subesquema cerrado, asimismo, revisaremos algunas de sus propie-
dades clésicas. Ademas, el concepto de los diagramas decorados de Enriques serd exhibido en la
segunda seccidn de este capitulo, dicho concepto permitird conocer mejor la explosion, para mayor

informacion ver [22]. Ambos conceptos serdn utilizados implicitamente en capitulos posteriores.

3.1. Explosiones

Consideremos una gavilla £ de Ox—modulos casicoherente sobre un esquema Noetheriano
(X, Oy), la cual tiene una estructura de una gavilla graduada de Ox—dlgebras, con graduacion
b gz, La, donde L, es la parte homogénea de L de grado d. Ademas, asumiremos lo siguien-
te:

1. .£0 = Ox,
2. L; es un Ox—modulo coherente, y

3. L es localmente generada por £; como una Ox—algebra.

Ahora bien, sea U un abierto afin de X, asi, podemos tomar Proj(L(U)) y su morfismo natural
ny : Proj(L(U)) — U. Por consiguiente, si f € Ox(U), entonces Proj(L(Uy)) = nl‘Jl(Uf), donde
Uy = Spec(Ox(U)y), ya que L es casicoherente. Enseguida, si U y V son abiertos afines de X, se
tiene que n&l(U nvV) = n“,l(U N V). De esto, pegando los esquemas Proj(L(U)) obtenemos un
esquema Proj(L) junto con un morfismo 7 : Proj(L) — X tal que para cada abierto afin U de X,

a }(U) = Proj(L(U)). Con esta construccién tenemos el siguiente concepto:

DEerNICION 3.1.1. Sean (X, Ox) un esquema Noetheriano e 7 una gavilla coherente de ideales sobre
X. Consideremos la gavilla L7 = P,_, I donde I es la d—ésima potencia del ideal 7, y sea
70 = Oy. Laexplosién de X con respecto a la gavilla coherente de ideales 7 es el esquema Proj(Lr)
y serd denotada por BI(X). Si Y es el subesquema cerrado de X correspondiente a 7, entonces el
esquema Proj(Ly) serd llamado la explosién de X a lo largo de Y, y serd denotado por Bly(X).
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En algunas ocasiones, si no causa confusion, diremos que la explosion de un esquema Noethe-

riano X es el morfismo 7 : BI(X) — X.

EjempLo 3.1.2 (La explosion del espacio afin A} de dimension n sobre un campo k). La explosion
del espacio afin A} de dimension n sobre un campo k en el origen esta constituida por un espacio

proyectivo de dimensién n — 1 y de una copia de A} \ {OAZ}'

Ahora bien, si f : X — Y es un morfismo de esquemas y si J es una gavilla de ideales de Oy,
entonces f~'(7) es una gavilla de ideales en la gavilla de anillos f~'(Oy) sobre X. Ademds, existe
un morfismo natural ¢ : f~!(Oy) — Oy de gavillas de anillos sobre X. Esto nos sugiere la siguiente

definicidn:

Dermnicion 3.1.3. Con notaciones anteriores, la gavilla ideal generada por la imagen de £~!(7) bajo

¢ es la gavilla de ideales imagen inversa de 7 sobre X, y serd denotada por f~!(7) - Ox.

En el siguiente resultado, se muestran algunas propiedades de una gavilla de ideales imagen
inversa para el caso de la explosion r : BI(X) — X de un esquema Noetheriano con respecto a una

gavilla coherente de ideales 7 sobre X.

Prorosicion 3.1.4. Sea X un esquema Noetheriano, y sean I una gavilla coherente de ideales y

7. BI(X) — X la explosion de X con respecto a I. Se satisface que:

1. La gavilla de ideales imagen inversa n~'(I) - Ogix) es una gavilla invertible sobre Bl(X).
2. Si Y es el subesquema cerrado correspondiente a 1 y si U = X \ 'Y, entonces el morfismo

1y Y (U) — U es un isomorfismo.
DemosTrACION. Ver [19, Propisicion 7.13, p.164]. i

Enseguida tenemos la propiedad universal de la explosion:

Prorosicion 3.1.5 (Propiedad Universal de la Explosion). Sean X un esquema Noetheriano, I una
gavilla de ideales coherente, y m : Bl(X) — X la explosion con respecto a I.Si f : Z — X es
cualquier morfismo tal que f~'(I) - Oy es una gavilla invertible de ideales sobre Z, entonces existe

un tnico morfismo g : Z — BI(X) factorizando f.

7 - 55 BIX)

N

X
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DEMOSTRACION. Ver [19, Proposicion 7.14, p.164]. —

CororLario 3.1.6. Sean f : Y — X un morfismo de esquemas Noetherianos, e I una gavilla
coherente de ideales sobre X. Si BI(X) es la explosion de X con respecto a I y si BI(Y) es la
explosion de Y con respecto a la gavilla de ideales imagen inversa f~'(I) - Oy sobre Y, entonces

existe un tinico morfismo f : BI(Y) — BI(X) tal que el siguiente diagrama conmuta:

BI(Y) - I, BI(X)

L, |

Yy ——X

Mas atin, si f es una inmersion cerrada, entonces f también lo es.

DemostrAcION. Ver [19, Corolario 7.15, p. 165]. i

DerNicION 3.1.7. Con la notaciones del Corolario 3.1.6, si Y es un subesquema cerrado de X, el
subesquema cerrado BI(Y) de BI(X) sera llamado la transformada estricta de Y bajo la explosion
m:Bl(X)— X.

Prorosicion 3.1.8. Sea X una variedad sobre un campo k y sea I una gavilla coherente de ideales

de Oy no trivial. Si 7w : B(X) — X es la explosion de X con respecto a I, entonces:

1. BI(X) es también una variedad sobre k.
2. m es un morfismo birracional, propio y sobreyectivo.
3. Si X es casiproyectiva (respectivamente, proyectiva) sobre k, entonces Bl(X) también lo es,

y 7 es un morfismo proyectivo.

DEemoSTRACION. Ver [19, Proposicion 7.16, p. 166]. —

3.2. Diagramas Decorados de Enriques

Sea X una superficie proyectiva no singular definida sobre un campo algebraicamente cerrado
de cualquier caracteristica y sea 7 un punto de X.

DEerNicION 3.2.1. La primera vecindad infinitesimal de n es el soporte del divisor excepcional de

n en la explosion Bl,(X) de X en 7.
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DErFmNicION 3.2.2. Una constelacion C con origen n de X es una unidn finita de conjuntos C =
UL, Ci, para algin n € Z,, donde Cy = {n}, C; es un subconjunto finito de la primera vecindad infi-
nitesimal de 1, C; es un subconjunto finito de las primeras vecindades infinitesimales de puntos de
C,, y de una manera recursiva, C;; es un subconjunto finito de las primeras vecindades infinitesi-
males de puntos de C; paracadai € {3, ...,n—1}. En particular, si |C;| = 1 paracadai € {1,2,...,n},
la constelacion C se llama cadena con origen 7.

L

Ficura 1. Los puntos amarillos, negros y el punto rojo forman una constelaciéon con

origen p de P7.

Si C es una constelacion con origen 7 de X y si D es un divisor efectivo no nulo sobre X,
entonces la multiplicidad de D en un punto de C es igual a la multiplicidad de la transformada

estricta de D (correspondiente) en dicho punto.

DEerNicION 3.2.3. Con la notacién anterior, una D—constelacion con origen 7 de X es una cons-
telacion C con origen 7 de X tal que la multiplicidad de D en cada punto de C es diferente de

C€ro.

EjempLo 3.2.4. Los puntos amarillos y el punto rojo de la Figura 1 forman una (L, +L,)—constelacion
con origen p de P?, sin embargo, observemos que los puntos negros y el punto rojo no constituyen

una (L; + L,)—constelacion con origen p.
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En la siguiente figura mostramos un ejemplo de una L—constelacion:

Epr—z
E Pr-1
DPr-1 L
] Pr3
_Epr—z
P2 L
Jﬁﬁp
{ E p1
J D1 L
E P
p
L

Ficura 2. Los puntos amarillos forman una L—constelacién con origen p de P,f.

DErFINICION 3.2.5. Sea C una D—constelacion con origen 7. El diagrama decorado de Enriques aso-
ciado a C es el arbol, es decir, es una gréfica aciclica, con raiz n, cuyos vértices son los puntos de

C y cuyas aristas estan determinadas como sigue: Sean p y g elementos de C,

1. Si p estd en la primera vecindad infinitesimal de ¢, entonces hay una arista que conecta a ¢
con p. Esta arista es un segmento de recta que une a p con g etiquetada con la letra D.
2. Si p no estd en la primera vecindad infinitesimal de ¢, entonces p y ¢ no se conectan.

EjemrLo 3.2.6 (El diagrama decorado de Enriques de una L—constelacion con origen un punto del
plano proyectivo). Sea L una recta de P? que pasa a través de un punto p de P2. El siguiente dibujo

muestra el diagrama decorado de Enriques de una L—constelacién con origen de p:
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L L L L
P Pi1 P2 pP3 Pr1 Pr

Ficura 3. Diagrama decorado de Enriques de la L—constelacion de la Figura 2.

EjempLo 3.2.7 (El diagrama decorado de Enriques de una D—constelacién con origen un punto del
plano proyectivo, donde D no es curva entera sobre el plano proyectivo). Si L; y L, son dos rectas
de P,% y si p es el punto de interseccion de L, y L,, entonces el siguiente dibujo muestra el diagrama
decorado de Enriques de una (L, + L,)—constelacién con origen p:

Li+L, I1+Ly Li+1, L1+,

P P1 D2 3 D4

Ficura 4. Diagrama decorado de Enriques de la (L; + L,)—constelacion de la Figura 1.



Capitulo 4

Forma de Interseccion

El objetivo primordial de este capitulo es de introducir las superficies de Hirzebruch y los
monoides efectivos y Nef de una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo. Estas herrra-
mientas serdn utilizadas en la construccion de cddigos algebraico geométricos con muy buenos

parametros en el capitulo posterior.

4.1. Divisores de Weil

En lo concerniente a esta seccion, X serd un esquema Noetheriano, entero, separado y regular
en codimension uno. Para dicho esquema vamos a presentar una clase de subesquemas cerrados,
conocidos como divisores primos (ver Definicion 4.1.1), y a partir de estos definiremos los divisores
de Weil sobre X (ver Definicion 4.1.3), estos ultimos formardn un conjunto que tendra una estructura
de Z—mddulo, este médulo serd denotado por Div(X). Ademads, a cada funcidn racional no nula

sobre X se le asignard un divisor de Weil (ver Definicién 4.1.7).

DEerFiNIcION 4.1.1. Un divisor primo sobre X es un subesquema cerrado I' de X que satisface lo

siguiente:

1. (I', Oxlr) es un esquema entero, y
2. dim() = dim(X) — 1.

Ejempro 4.1.2. Un divisor primo sobre P} es nada mds que una curva entera sobre P7.

Una vez definidos los divisores primos se presenta el siguiente concepto:
DEeFNICION 4.1.3. Un divisor de Weil sobre X es un elemento del Z—mddulo libre generado por los
divisores primos sobre X. Denotaremos dicho médulo por Div(X).

En ocasiones, al referirnos a un divisor de Weil sobre X solo diremos que es un divisor sobre X.

EjempLo 4.1.4. Si L y C son una recta y una cénica entera sobre P?, respectivamente, entonces
3L —7C es un divisor de Weil sobre IP,%.
35
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Ahora fijemos el conjunto Q = {I' | I es un divisor primo sobre X}. Observemos que para cada
divisor de Weil D sobre X existen £ € N, ny,ny,...,np € ZyI'; € Qparacadai€ {1,2,...,} tales
que D = nI'y + npI' + - - - + nJ. Con esta descripcion tenemos la siguiente definicion:

DErNicION 4.1.5. Con las notaciones anteriores, un divisor D sobre X es efectivo si n; € Z, para
cadaie {1,2,...,¢}.

EjempLo 4.1.6 (Divisor efectivo). Con las notaciones del Ejemplo 4.1.4, el divisor 5L + 3C es un

divisor efectivo sobre P?.

Enseguida, si I' € Q y si p es el punto genérico de I', entonces Oy, es un anillo de valora-
cion discreta. De esta forma, podemos considerar una valoracién discreta vp asociada a I'. De esto

tenemos la siguiente definicion:

DEriNICION 4.1.7. Sea f un elemento del campo de funciones racionales sobre X no nulo. El divisor

asociado a f es:

(F) = ) (AT

reQ

. < s . X1 .. . X1 .
EjempLo 4.1.8. Consideremos la funcién racional — sobre Pi. El divisor asociado a — es igual a:
X2 X2

X1

(—) = V(x1) = V(x),
X2
donde V(p(xo, X1, x»)) es el conjunto de ceros del polinomio homogéneo p(xy, x1, x,) de k[xg, x1, x> ]
con Xy, X y X, variables sobre k.

El siguiente resultado nos dice que un divisor asociado a un elemento del campo de funciones
racionales no nulo es un divisor de Weil.
Lema 4.1.9. Sea f un elemento del campo de funciones racionales sobre X no nulo. Se sigue que
vr(f) = 0, para casi todo divisor primo sobre X.
DemosTrAcION. Ver [19, Lema 6.1, p. 131]. 3

Para concluir la seccion presentaremos un conjunto de divisores sobre X que serdn de interés

mas adelante.

DEriNICION 4.1.10. Un divisor D sobre X es un divisor principal si existe una funcion racional f
sobre X no nula tal que D = (f).
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4.2. Forma de Interseccion

A lo largo de esta seccidn, X serd una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo al-
gebraicamente cerrado k. En lo siguiente definiremos el niimero de interseccion entre divisores
sobre X (ver Definicioén 4.2.1). A partir de esto, daremos una relacion entre divisores (ver Defi-
nicién 4.2.2), lo que daré lugar a unos conjuntos especiales asociados a X, estos son el grupo de

Néron-Severi, el monoide efectivo 'y el monoide Nef (ver Definiciones 4.2.9,4.2.16 y 4.2.22).

DEriNICION 4.2.1. Sean C y D divisores sobre X, y sean ¥ y G las gavillas invertibles correspon-

dientes (ver Observacion 1.3.4). El nimero de intersecciéon de C y D es:
C.D=XOx)-X(F ) -XG"H+XF ' ®,G",

donde X(H) es la caracteristica de Euler-Poincaré de una gavilla invertible /. Mas atn, D.D es el
niimero de autointerseccién de D y es denotado por D?.

Ahora bien, si Cy, C, y D son divisores sobre X, entonces se satisfacen los siguientes enunciados
(ver [19, Teorema 1.1, p. 357]):

1. ClD = DC1
2. C + Cz)D =C,.D+ C,.D.

3. Si1 C; es linealmente equivalente a C; (ver Definicién 6.1.1), entonces C,.D = C,.D.

Una vez definido el nimero de interseccion entre divisores podemos definir una relacion entre

ellos como sigue:
DEFINICION 4.2.2. Sean D y E divisores sobre X. D es numéricamente equivalente a E si D.I' = E.I’
para todo divisor I sobre X, y denotemos este hecho por D = E.

En la siguiente observacién tenemos que si dos curvas enteras sobre P{ son numéricamente

equivalentes, entonces sus grados son iguales:

OgservaciON 4.2.3. Sean C, y C, curvas enteras sobre P,f. Si C; = C,, entonces deg(Cy) = deg(C»),
donde deg(C) denota el grado de una curva C sobre P;. En efecto, sea L una recta sobre P de tal
manera que C; # L'y C, # L. Por tanto, C;.L = C,.L, y aplicando el Teorema de Bézout (ver [19,
Corolario 7.8, p. 54]) se sigue que deg(Cy) = deg(C»).

Ahora determinemos el ndmero de interseccion de dos curvas enteras sobre Pi.

Lema 4.2.4. Si C, y C, son curvas enteras sobre P?, entonces C,.C, = deg(C,)deg(C>).
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DEmOSTRACION. Supongamos que C; # C,, asi que por el Teorema de Bézout (ver [19, Corolario
7.8, p. 54]) tenemos que C;.C, = deg(C;)deg(C,). Por otro lado, si C; = C,, consideremos una
curva entera D sobre P,% distinta a C; tal que C; = D, de esto C,.C, = D.C,, y del caso anterior
se puede concluir que D.C, = deg(D)deg(C,). Finalmente, de la Observacion 4.2.3 se sigue que
C.Cy =deg(Cy)deg(C»). -

La siguiente definicion nos brinda otra clase de divisores:

DErFINICION 4.2.5. Sea D un divisor sobre X. D es numéricamente efectivo si D.C > 0 para cada

curva entera C sobre X.

De ahora en adelante, si D es un divisor numéricamente efectivo sobre X, diremos que es nef. En
los siguientes ejemplos mostraremos la existencia de divisores nef y que también existe un divisor

que no es nef.

EjempLo 4.2.6 (Un divisor que es nef). Sean L; y L, dos rectas distintas sobre Pﬁ. El divisor L; — L,
es nef. En efecto, sea C una curva entera sobre Pi, luego, (L — L,).C = L,.C — L,.C. Del Lema

4.2.4, tenemos que (L, — L,).C =0, y por lo tanto, L, — L, es nef.

EjempLo 4.2.7 (Un divisor que no es nef). Sean L y D una recta y una cénica entera sobre P?,

respectivamente. El divisor L — D no es nef pues

(L-D).L=LL-D.L=-1.

El siguiente resultado nos muestra una caracterizacion de los divisores nef.

ProrosiciON 4.2.8. Sea D € Div(X). El divisor D es nef si y solo si D.C > 0 para cualquier divisor
efectivo C sobre X.

DEmoSTRACION. Supongamos que D es nef. Sea C un divisor efectivo sobre X, luego, C es de la
forma C = nI'y + noI'; + - - - + n,I', para cierto r € N, donde n; es un entero no negativo y I'; es una
curva entera sobre X, para todoi € {1,2,...,r}. De esto, D.C = niD.I'y + n,D.I'; + --- + n,D.I',,
ademds, D.I'; > O paracadai € {1,2,...,r}, pues D es nef. Asi, D.C > 0. Reciprocamente, sea E
una curva entera sobre X, en particular E es un divisor efectivo, esto implica que D.E > 0, y por lo
tanto, D es nef. i

Por otro lado, la relacion = de la Defincion 4.2.2 es una relacion de equivalencia en Div(X) y

serd llamada la equivalencia numérica. Esta relacion es compatible con la estructura algebraica de
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Div(X), asi, podemos construir el grupo cociente Div(X) modulo la equivalencia numérica, lo cual

da paso a la siguiente definicion:

DEriNICION 4.2.9. El grupo de Néron-Severi de X es el grupo cociente Div(X) médulo la equivalen-

cia numérica, y es denotado por NS (X).

A continuacion, daremos dos ejemplos donde calculamos el grupo de Néron-Severi de ciertas

superficies.

EjemeLo 4.2.10 (El grupo de Néron-Severi de P}). El grupo de Néron-Severi del plano proyectivo
Pi sobre k es igual a Z&), donde &, es la clase de una recta sobre Pi modulo la equivalencia
numérica. Esto es debido a que &, es un elemento de NS (X), y por otro lado, si I" es la clase de
una curva entera sobre P; médulo la equivalencia numérica, entonces I es igual a d&, donde d es

el grado de la curva entera.

Ejemrro 4.2.11 (EI grupo de Néron-Severi de una superficie racional basica). Una superficie ra-
cional bésica Y es la explosion del plano proyectivo P,f en r puntos, con r un entero natural. Se
tiene que NS (Y) es un Z—modulo libre de rango r + 1, pues es una consecuencia del resultado de
[19, Proposicién 3.2, p. 386] y del hecho que la equivalencia numérica sobre Y coincide con la

equivalencia lineal.
Enseguida definamos el numero de interseccion entre los elementos del grupo de Néron-Severi
de X.

DEFINICION 4.2.12. Sean D y & elementos de NS (X), el nimero de interseccion de D y & es igual a
D.E, donde D y E son ciertos representantes de D y &, respectivamente, y serd denotado por D.E.
Ahora definamos un elemento efectivo y un elemento nef del grupo de Néron-Severi de X.
DErFiNICION 4.2.13. Un elemento y de NS (X) es efectivo (respectivamente, nef) si existe un divisor

efectivo I" sobre X (respectivamente, nef) tal que y es la clase de I' en NS (X).

En los siguientes ejemplos mostramos algunos elementos del grupo de Néron-Severi de ciertas
superficies que son nef.
EjempLo 4.2.14 (Un divisor nef de NS (P})). La clase de una recta de P} es nef.

EjempLo 4.2.15 (Divisores nef de NS (Blp(P,f))). Tenemos que &) y &) — & son nef, pues son las
clases de la transformada estricta de una recta de P,f que no pasa a través de p y de la trasformada

estricta de una recta de P,f que pasa a través de p, respectivamente.
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Del hecho de que el conjunto de todas las clases de divisores efectivos sobre X de NS (X) tiene

una estructura de un monoide, se tiene el siguiente concepto:

DEriNICION 4.2.16. El monoide efectivo de X es el conjunto de todas las clases de divisores efectivos
sobre X, y se denotard por M(X). Mas aun, un elemento de M(X) es una clase efectiva de NS (X).

Ejempro 4.2.17 (El monoide efectivo de P?). Con las notaciones del Ejemplo 4.2.10, tenemos que
M(P}) = Z.&y.

En los siguientes ejemplos vamos a determinar el monoide efectivo de la explosion del plano
proyectivo en un nimero finito de puntos. Antes de esto, fijemos algunas notaciones. El grupo de
Néron-Severi de la explosion del plano proyectivo en r puntos es igual a Z&, — Y/_, Z&;, donde &y
es la clase de la transformada estricta de una recta L en P que no pasa a través de los r puntos y
&; es la clase del divisor excepcional del j—€simo punto para cada j € {1,2,...,r} con 83 =1,

85 = —lparatodo j€{l,2,...,r}y &E.E; = 0 para ly jelementos de {0,1,2,...,r}con € # j.

EjempLo 4.2.18 (El monoide efectivo de la explosion del plano proyectivo en un nimero finito de
puntos colineales y ordinarios). Con notaciones anteriores. Si Y es la explosion del plano proyectivo

en r puntos colineales y ordinarios con r € N, entonces

r

M) =2, (80 - Z a,.] + Z 7.E,.
i=1

i=1
En efecto, es evidente que & — X)i_; & y &; son clases efectivas para todo j € {1,2,...,r}. Asi,
concluimos que Z..(Ey— X, &) + 2iy Z+E; € M(Y). Por otro lado, sea z un elemento de M(Y), de
esto, existen enteros a; para cada j € {0,1,...,r} tal que z = ap& — X i, a;E;. Luego, tenemos que
z=ag(&E — 2o E) + Y- (ap — a;)&;. Solo falta mostrar que ay y ay — a; son enteros no negativos
para cada j € {1,2,...,r}. Puesto que &y y & — &; son nef con j € {1,2,...,r}, se sigue que
280 2 0y z2.(E — &) > 0 para cualquier j € {1,2,...,r}, y por lo tanto, ay y ayp — a; son enteros no
negativos para cada j € {1,2,...,r}. En definitiva, M(Y) CZ,(Ey — Xi, &) + Xi_y Z:+.E;.

EjemrLo 4.2.19 (El monoide efectivo de la explosion del plano proyectivo en dos puntos donde uno
es infinitamente cercano al otro). Sea Y la explosion del plano proyectivo en los puntos p; y p»,

donde p, es infinitamente cercano al punto ordinario p;. Se tiene que,
MY)=Z(E - & —E)+Zi(E) - &) + 2.E,.

Es claro que, &) — &, — &, & — E; y &, son clases efectivas, pues son las clases de la transformada
estricta de una recta en Pi que pasa a través de p; y p,, de la transformada estricta del divisor

excepcional de p; y del divisor excepcional de p,, respectivamente. Asi,

Z.(Ey—E1—E)+2,(E —E)+Z,.E C M((Y).
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Por otro lado, es suficiente mostrar que cada elemento irreducible de M(Y) diferente a &) — E; — &
es un elemento de Z,.(Ey — &1 — &) + Z,.(E| — &) + Z,.E,. Sea z un elemento irreducible de M(Y)
distinto a &) — &1 — &, luego, existen enteros ag, a; y a, tales que z = ap&y — a1E1 — a,E,. De esto,
se sigue que z = ay(Ey — &1 — &) + (ap — ar)(E1 — &) + (2ag — a; — a2)&,. Los enteros ag, (ag — ar)
y (2ay — a; — a;) son no negativos ya que &y y &y — &, son nef, y z.(Ey — E; — &) = 0. Finalmente,
2€Z(E—E —E)+Zi(E - Ey) + 2,5,

EjempLo 4.2.20 (El monoide efectivo de la explosion del plano proyectivo en tres puntos en posicion

general). Si Y es la explosion del plano proyectivo en 3 puntos en posicidn general, entonces
M(Y) = Z+(80 - 8] - 82) + Z+(80 - 81 - 83) + Z+(80 - 82 - 83) + Z+8] + Z+82 + Z+83.

Claramente, 8y — &1 —&E,, Ey—E1—E3, E—E»—E3, E1, E y E; son clases efectivas, pues Ey—E1 - &,
es la clase de la transformada estricta de una recta en P; que pasa a través de p; y p, Eo— & —E; es
la clase de la transformada estricta de una recta en P,f que pasa atravésde p1y p3, yE—E, —E5 es

la clase de la transformada estricta de una recta en Pi que pasa a través de p, y p3. Por consiguiente,
Z+(80 -& - 82) + Z+(80 -& — 83) + Z+(80 -& — 83) +72.61+72.E + Z+83 - M(Y)

Enseguida, sea z un elemento de M(Y), luego, z = ay&Ey — a1E1 — a,E, — a3 E; para ciertos enteros
ap,ay,a; y az. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z es irreducible, y ademas, z no
pertenece a {&E) — &1 — E3,Ey — E, — E3, E1, E3}. Se sigue que,

7= a1(E—E1—E)+az(Ey—E1—E3)+(ag—a;—a3)(Eo—E,—E3)+az & +H(ag—a—a3 )& +(ap—a; —az)Es.
Ahora, tenemos que z.(E) — E; — &) 20, 2.(E) — E — E3) 2 0,2.E, >0y 2.E3 > 0, lo que implica
que ay, as, (ap — ay — az), (az,ap — a, — az) y (ap — a; — az) son enteros no negativos, y por lo tanto,

2€Z(E—E1 —E) +Z(Ey—E1 —E3) +Z(Eg — E — E3) + 2,8 + 2.8y + Z1,E3.

EjemrLo 4.2.21 (El monoide efectivo de la explosion del plano proyectivo en tres puntos donde
un punto es infinitamente cercano a otro). Sea Y la explosion del plano proyectivo en los puntos
D1, P2 Y P3, donde pj3 es infinitamente cercano a p,, y los puntos p; y p, son ordinarios. El monoide

efectivo de Y es igual a
2,(Ep—E1 —E)+Z(Eg—Ey = &)+ 2.8 + Z,(Ey — E3) + Z,.Es.

Se verifica de inmediato que Ey—&—&,, Ey—E>,—E3 y E,—E5 son clases efectivas, pues Ey—E— &,
es la clase de la transformada estricta de una recta en P; que pasa a través de p; y p2, & — & — &3
es la clase de la transformada estricta de una recta en Pﬁ que pasa a través de p, y p3, y & — E; es

la clase de la transformada estricta de E,. Esto implica que,

Z.(Ey—E1—-E)+2,(Eg—Er—E)+ 2,81 +2,(E —E3)+7Z,.E C M(Y).
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Por otro lado, sea z € M(Y) y sean ay, a;,a, y az enteros tales que z = ap&y — a1E; — 4,6, — a3E;3.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z es irreducible y que z es distinto de &) — &, — Es,

mads auin, tenemos que
z=ag(E — &1 — &) + (ag — a&; + (ap — a)(Er — E3) + (ag — a — a3)Es.

Puesto que, & — E1,E) — E, y &y son nef, se tiene que ay, (ap — a1), (ap — a2) y (ap — a — az) son

enteros no negativos. Asi,

2E€Z(E =81 = &)+ ZLi(E — & — E3) + 2.6 + L,(E; — E3) + L.,

Puesto que el conjunto de todas las clases de divisores nef de NS (X) tiene obviamente una

estructura algebraica de un monoide, se sugiere la siguiente definicion:

DEerNicION 4.2.22. El monoide Nef de X es el conjunto de todas las clases de divisores nef de
NS (X), y sera denotado por Nef(X).

En los siguientes ejemplos se determinard el monoide Nef de algunas superficies.

EjemrLo 4.2.23 (El monoide Nef (Pi)). El monoide Nef (Pi) es igual a Z,&y. Del Ejemplo 4.2.14 se
sigue que & es nef, esto implica que Z,Ey C Nef(Pi). Por otro lado, sea z € Nef(P,f), asi, existe un
entero m tal que z = m&y. Luego, como & es efectivo, se sigue que 2.5y > 0, y por consiguiente,
meZ,.

EjempLo 4.2.24 (El monoide Nef de la explosion del plano proyectivo en un ndmero finito de puntos
colineales y ordinarios). Sea Y la explosion del plano proyectivo en r puntos colineales y ordinarios

con r € N. Con las notaciones del Ejemplo 4.2.18, se tiene que

NeflY) = Z.& + ) Z.(& - ).
j=1
En efecto, es evidente que & y &y — & paracada j € {1,2,...,r} son elementos de Nef(Y). Por otro
lado, sea z € Nef(Y), asi, existen enteros ap y a; con j € {1,2,...,r} tales que z = ap&y — X.i_; a:&;.
Por tanto, z = (ap— Y-, a)Eo+ 21—, ai(Ey—&;). Como z es nef se sigue que los enteros (ap— ., a;)
y a; para cualquier j € {1,2,...,r} son no negativos. Consecuentemente, obtenemos que Nef(Y)
estd contenido en Z, & + Z;zl Z.(Ey — E)).

EjempLo 4.2.25 (El monoide Nef de la explosion del plano proyectivo en dos puntos donde un
punto es infinitamente cercano a un punto ordinario). Si Y es la explosion del plano proyectivo en

los puntos p; y p», donde p; es infinitamente cercano al punto ordinario p;, entonces

Nef(Y) =7Z,80 + Z.(Ey — &E1) + Z,.2Ey — E1 — Ey).
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En efecto, &y, & — E1 'y 2E) — E; — &, son nef, de esto, Z,Ey + Z.(Ey — E1) + Z,.(2Ey — E1 — &)
estd contenido en Nef(Y). Por otro lado, sea z € Nef(Y), asi, z = ap&Ey — a1 E1 — a,E, para ciertos
enteros ay, a; y a;. Luego, z = (ap—a; —a2)Eo + (a1 —a2)(Ey — E1) + a,(Ey — &,). Del Ejemplo 4.2.19
se tiene que &) — &1 — E,, 81 — E, 'y &, son efectivos. De esto, z.(Ey — & — &) > 0,2.(6, —E2) >0
y 2.6, > 0, y esto implica que, (ap — a; — a3), (a1 — a2) y a, son enteros no negativos. Finalmente,
Nef (Y) es un subconjunto de Z, & + Z,.(Ey — E1) + Z,2Ey — &1 — &Ey).

EjempLo 4.2.26 (El monoide Nef de la explosion en tres puntos en posicion general). Si Y es la

explosion del plano proyectivo de tres puntos en posicidon general, entonces
Nef(Y) = Z,.Ey + Z,(Eg — E1) + Z(Ey — E3) + Z(Ep — E3) + Z,(2E) — &1 — & — &3).

En efecto, es claro que Z,E¢ + Z,(Ey — E1) + Z,(Eg — E) + 2, (Ey — E3) + 2, (2Ey) — E; — E, — E3)
es un subconjunto de Nef(Y). Por otro lado, sea z € Nef(Y), con z = ay&Ey — a,E1 — a,E, — a,E5 para

ciertos enteros ay, a, a; y as. Asi, tenemos que
z = (ap—ar—ar—a3—a)Ey+(a; —a)(Ey—E1)+(ar—a)(Ey—Er) +(az—a)(Ey—E3)+a(2E)—E1 - E,-E3),

donde a = min{al, as, Cl3}. Luego, como 8() - 81 - 82,80 - 81 - 83,80 - 82 - 83,81, 82 y 83 son
efectivos (ver Ejemplo 4.2.20), tenemos que (ap —a; —a, —az —a),(a; — @), (ay — @), (az —a@) y @

son enteros no negativos. De esto, podemos concluir que
Nef(Y) CZ,E0+Z,(Eg—E))+Z,(Ey—E)+Z,(Ey—E3)+Z,.(2Ey — E1 — E — E3).

EjempLo 4.2.27 (El monoide Nef de la explosion en tres puntos donde uno de ellos es infinitamente
cercano a otro). Sea Y la explosion del plano proyectivo en los puntos py, p» y p; donde p; es

infinitamente cercano a p,, y los puntos p; y p, son ordinarios. Tenemos que
Nef(Y) = Z+80 + Z+(80 - 81) + Z+(80 - 82) + Z+(28() — 82 - 83) + Z+(28() — 81 - 82 — 83)

En efecto, Z+80 + Z+(80 - 81) + Z+(80 - 82) + Z+(280 -& — 83) + Z+(280 -&E-& - 83) es
un subconjunto de Nef(Y). A continuacidn, sea z € Nef(Y), existe enteros ay,a,a, y as tales que

7= ap&y — a161 — a,E; — a3E5. Luego, podemos reescribir a z como:
(ap—a—az—a3+a)Ep+(a;—a)(Eo—E1)+H(ar—a3)(Eo—E) +Haz—a)(2E)—E,—E3) +a(2E)—E1—E,—E3),

donde @ = min{a,, as}. Enseguida, los enteros (ap — a; — a; — az + @), (a; — @), (a; — a3), (a3 — @)
y @ son no negativos pues z.(Eg —E1 — &) =2 0, 2.(E - E - E3) 20,26, 20,2.(8,-E3) >0y
7.63 > 0 (ver Ejemplo 4.2.21). Por lo tanto,

2€ZEy+Z(Eg—E1) +Zi(Eg — E) + L (280 — Ey — E3) + 2,25 — & — & — En).
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4.3. Superficies de Hirzebruch

El proposito de esta seccion es definir una superficie de Hirzebruch (ver Definicion 4.3.5), para
ello definiremos una una superficie reglada sobre una curva (ver Definicion 4.3.1). Ademas, se
determinard el monoide efectivo y el monoide Nef de una superficie de Hirzebruch (ver Lema
4.3.7).

A lo largo de esta seccion C serd una curva proyectiva lisa definida sobre un campo k.

DEermnicioN 4.3.1. Una superficie reglada sobre C es una superficie X proyectiva lisa definida sobre
k junto con un morfismo sobreyectivo 7 : X — C, tal que la fibra X, asociada a y es isomorfa a P},

para cualquier elemento y de C, y de tal manera que existe un morfismoo : C — X conmoo = idc.

La existencia del morfismo o en el Definicion 4.3.1 se va a traducir en decir que el morfismo
admite una seccidén o que la superficie X tiene una seccion. En este caso dicha seccion se refiere a
o (C). Ademas, nos referiremos a una fibra del morfismo 7 como una fibra de X. Ahora veamos un
ejemplo.

EjempLo 4.3.2. La superficie C X P} junto con el morfismo dado por:
Ty C X Pllc — C
(@.f) — «q,
donde m; es la primer proyeccion, es reglada. En efecto, 7y es un morfismo sobreyectivo, ademds,

la fibra (C X P}), es isomorfa a P para cualquier z € C, y 7r; admite una seccién o, por ejemplo,

dada por:
o: C — CxP]
a +— (a,(1:0)).

Los siguientes resultados nos ayudaran a definir una superficie de Hirzebruch.

ProrosiciON 4.3.3. Con las notaciones de la Definicion 4.3.1, sea X una superficie reglada, y sean
Co y f una seccion y una fibra de X, respectivamente. Se tiene que Pic(X) = ZCy® n*(Pic(C)). Mds
aiin, se satisface que Co.f =1y f> = 0.

DemosTrAcION. Ver [19, Proposicion 2.3, p. 370]. i

Prorosicion 4.3.4. Con las notaciones de la Definicion 4.3.1, si X es una supertficie reglada, en-
tonces existe una gavilla localmente libre L de rango 2 sobre C tal que X = P(L)' sobre C.

Inversamente, P(L) es una superficie reglada.

'P(£) denota el espacio proyectivo asociado a L.
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DemosTRACION. Ver [19, Proposicion 2.2, p. 370]. —

Enseguida consideremos X, := P(OPA; @ Opllc(—n)), con n € Z,. De la Proposicion 4.3.4 tene-
mos que X, es una superficie reglada sobre P,i para cada n € Z,. Ahora, para n € Z, la seccidén

excepcional de X, es C,, := IP)(OP;C(—n)).

DEerFnicION 4.3.5. Con las notaciones anteriores, X, es la n—ésima superficie de Hirzebruch.

El grupo de Néron-Severi de Z, es un Z—mddulo libre generado por la clase C, de C,, médulo
la equivalencia numérica y por la clase ¥ de una fibra f de £, mddulo la equivalencia numérica,
esto es, NS(Z,) = ZC, + ZF . Ademds, se tiene que C2 = —n, ¥ = 0y C,.F¥ = 1. El siguiente
ejemplo muestra algunas clases nef de Z,.

EjemrLo 4.3.6 (C, + nF y ¥ son nef). Con las notaciones anteriores, los elementos C, + n¥ y
F de NS(Z,) son nef. En efecto, sea I' una curva entera sobre X,, en los siguientes casos vamos a
verificar que (C, + nF).[I'1 >0y F.[I'1 >0

1. SiT esdistinta de C, y f, entonces obviamente (C, + n¥).[I'] > 0,y F.[I'] > 0.
2. SiT = £, entonces (C, + nF).F = 1, y sabemos que ¥ = 0.
3. SiT' = C,, entonces (C, + nF).C, = 0.

Ahora determinemos el monoide efectivo y el monoide nef de la n—ésima superficie de Hirze-
bruch.

Lema 4.3.7. Con notaciones anteriores, se satisfacen las siguientes afirmaciones:

1. El monoide efectivo de X, es igual a Z,.C, + Z.F .
2. El monoide Nef de Z,, es igual a Z,.(C, + nF) + Z,F .

DEMOSTRACION.

1. Puesto que C, y ¥ son clases efectivas, se sigue que Z,C, + Z,F estd contenido en M(Z,).
Ahora bien, sea z un elemento de M(Z,), asi, existen enteros « y S tales que z = aC, + BF .
Como C,+nF y F son nef (ver Ejemplo 4.3.6), tenemos que a y 8 son enteros no negativos
pues @ = z.¥ y 8 = z.(C, + nF). Con lo anterior, concluimos que M(X,) es un subconjunto
de 2,C, + Z.F.

2. Del Ejemplo 4.3.6 tenemos que Z.(C,, + nF) + Z,F C Nef(X,). Ahora, sea z € Nef(¥,), si
z = aC, + BF para ciertos enteros a y 3, entonces z = a(C, + n¥) + (8 — na)¥ . Luego,
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como ¥ y C, son clases efectivas, y @ = z.¥ y 8 — na = z.C,, tenemos que « y (8 — na)

son enteros no negativos. En definitiva, Nef(X,) = Z,(C, + nF) + Z,.F .
|

Para finalizar esta seccion calcularemos el monoide efectivo y el monoide Nef de la explosiéon

de una superficie de Hirzebruch en cierto punto.

EjempLo 4.3.8 (C,+n¥F, F yC,+nF —Esonnef ). SiY es la explosion de la n—ésima supeficie
de Hirzebruch en un punto p que no pasa a través de C,, entonces C, + n¥, F y C, + n¥ — & son
elementos del monoide Nef de Y, donde & es la clase del divisor excepcional E de p en NS (Y). En
efecto, C, +n¥ es nef pues es la clase de la transformada estricta de C, +nf con p ¢ Supp(C,+nf)
en NS (Y). Luego, ¥ es nef ya que es la clase de la transformada estricta de una fibra f de X, en
NS (Y) tal que p ¢ Supp(f), y por ultimo, C, + nf — & es nef pues es la clase de la transformada
estrictade C, + nf en NS (Y) tal que p € Supp(C, + nf).

EjemrLo 4.3.9 (El monoide efectivo de la explosion de una superficie de Hirzebruch en cierto
punto). Con notaciones anteriores, sea Y la explosion de la n—ésima superficie de Hirzebruch X, en
un punto p que no pasa a través de C,, para cierto n € N. Tenemos que el grupo de Néron-Severi de
Y esigual a ZC, + ZF — Z&, donde & es la clase del divisor excepcional de p en NS (Y). Vamos a
probar que M(Y) = Z,C,+Z,(F —E)+Z,E. Se sigue que C, y F — & son clases efectivas en NS (Y)
pues son las clases de las trasformadas estrictas de C,, y f, respectivamente, tal que p € Supp(f),y,
obviamente & una clase efectiva en NS (Y). Asi, Z,C, + Z,(F — &) + Z,& esta contenido en M(Y).
Por otro lado, si z € M(Y), entonces z = ayC, + a1F — a,& para algunos enteros ayp,a; y a,. De
esto, z = apC, + a1(F — &) + (a1 — a)E. Ahora, el Ejemplo 4.3.8 implica que los enteros ag, a; y
(a; — ay) son no negativos, ya que ay = 2.9, a; = z.(C, + n¥) y (a; — ap) = z.(C, + nF — &). En
definitiva, M(Y) es un subconjunto de Z,.C, + Z,.(¥ — &) + Z,E.

EjemrLo 4.3.10 (El monoide Nef de la explosion de una superficie de Hirzebruch en cierto punto).
Si Y es la explosion de la n—€sima superficie de Hirzebruch X, en un punto p que no pasa a través
de C,, para cierto n € N, entonces Nef(Y) es igual a Z,(C, + n¥) + Z,F + Z.(C, + n¥ — E). En
efecto, se satisface de inmediato que Z.(C,, +nF )+ Z,F +Z.(C,+nF —&E) C Nef(Y) (ver Ejemplo
4.3.8). Ahora, sea z € Nef(Y) con z = ayC, + a;F — a,& para ciertos enteros ap, d; y d,. Se tiene
que z = (ag — a2)(C, + nF) + (a; — nag)¥ + a(C, + nF — &). Luego, z.C, 2 0, z.(F —E) >0y
2.6 > 0 (ver Ejemplo 4.3.9). Asi, (ap — a,), (a; — nay) y a, son enteros no negativos, y finalmente,
Nef(Y) CZ,(C, +nF) + 2, F +Z2,(C, + nF —&E).



Capitulo 5

Codigos Algebraico Geométricos

En este capitulo utilizaremos la geometria de las superficies de Hirzebruch para generar c6digos
algebraico geométricos con muy buenos pardmetros. Nuestros resultados principales se encuentran
en los Teoremas 5.3.2,5.3.3,5.3.4y 5.3.5.

5.1. Cédigos Lineales

El proposito de esta seccion es definir codigos lineales y algunos ingredientes necesarios para
el estudio de ellos (ver por ejemplo la Definicién 5.1.1 y la Definicién 5.1.6). Ademads, daremos
una relacion entre los ingredientes, esta relacion es llamada la cota de Singleton (ver Proposicion
5.1.8).

Enseguida, sea [F; un campo finito con g elementos. Una palabra sobre F; es un elemento de Fy
para algiin entero positivo n, dicho entero serd conocido como la longitud de la palabra. Con esto

tenemos la siguiente definicion:

DEFINICION 5.1.1. Sea m un entero positivo. Un cddigo lineal C de longitud m es un subespacio
vectorial de F, y sus elementos serdn llamados palabras codigo.

A continuacion presentaremos algunos ejemplos estandares.

EjempLo 5.1.2 (Codigo lineal de longitud 3). EI conjunto {(0, 0, 0), (0,0, 1), (0, 1,0), (0, 1, 1)} es un
codigo lineal de longitud 3 sobre el campo finito de 2 elementos.

EjempLo 5.1.3 (Codigo Reed-Solomon). Consideremos la recta afin Aﬂgq sobre el campo finito I,
de g elementos, y sea P = A];q \ {Og,}. Para un entero positivo £ con £ < g — 1, tenemos que el

conjunto
E; = (f € F,[x] | deg(f) < £~ 1},
es un espacio vectorial sobre F, de dimension £. Ahora, sea o la aplicacion IF,—lineal dada por:
c: E, — Fg_l
o= (fle), f(@),..., flag-1)),

47
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donde {ay, @y, ...,a,-1} = P. De esto, se sigue que la imagen de o es un codigo lineal de longitud

q — 1. Este cédigo lineal es conocido como c6digo Reed-Solomon.

Luego, a un codigo lineal C de longitud m le vamos a asociar ciertos pardmetros, uno de ellos es
la dimension de C que serd denotada por k. Para caracterizar el c6digo lineal C sobre IF, de longitud

m 'y dimension «, diremos que es un (m, k)—cddigo lineal.

EjempLo 5.1.4. La dimension del cédigo del Ejemplo 5.1.2 es igual a 2. Asi, tenemos un (3, 2)—cédi-

go lineal.

EjempLo 5.1.5. Con notaciones del Ejemplo 5.1.3, tenemos que un cédigo Reed-Solomon tiene
dimension ¢, pues la aplicacion o es inyectiva. En definitiva, se tiene que un c6digo Reed-Solomon

esun (q — 1, £)—codigo lineal.

Ahora definiremos otro parametro de un codigo lineal. Como F es un espacio vectorial sobre

IF,, podemos definir una funcion w llamada el peso de Hamming de la siguiente manera:

w: F — Z.

(€1, vscm) +— [i€{l,2,...,m}|c; # O,

esta funcion da pie a la siguiente definicion:
DEFINICION 5.1.6. Sean n y k enteros no negativos. Sea C un (n, k)—codigo lineal. La distancia
minima de C es el entero:
0, si C = {Og)
minfwu) |u € C\{0g}}, siC # {Op}.

d =

EjempLo 5.1.7. La distancia minima del Ejemplo 5.1.2 es igual a 1.

Si tenemos un (n, k)—cddigo lineal con distancia minima d, entonces el cédigo sera codifi-
cado como un (n, k,d)—cddigo lineal. La importancia de la distancia minima radica en que un
(n, k, d)—codigo lineal puede detectar hasta d — 1 errores y corregir hasta [(d — 1)/2] errores (ver
[25, Teoremas 2.5.6 y 2.5.10, p. 12-13]).

En general, los pardmetros de un cédigo lineal no son arbitrarios, por ejemplo la dimension del
cddigo lineal es menor o igual a su longitud y también se tiene que la distancia minina es menor o
igual a la longitud. Sin embargo, existen algunas otras restricciones entre ellos, una de ellas es la

Cota de Singleton la cual presentamos enseguida:

Prorosicion 5.1.8 (Cota de Singleton). Sean n, 'y d enteros no negativos 'y sea C un (n, k, d)—codi-

go lineal. Se satisface que k es menor o igual a (n —d + 1).
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DemosTrACION. Consideremos la proyeccion 7 entre los F,—modulos F y Fg‘d“, luego, n|c es
una aplicacion inyectiva, asi, el codigo lineal 7|c(C) es isomorfo al cédigo lineal C. Por tanto, la

dimension de 7r|c(C) es igual a la dimensién de C. Consecuentemente, k < n —d + 1. i

En el siguiente ejemplo utilizaremos la cota de Singleton para calcular la distancia minima de

un codigo Reed-Solomon.

EjempLo 5.1.9. Con notaciones del Ejemplo 5.1.3, sea f un elemento de E, no nulo, enseguida va-
mos a determinar una cota para el peso de Hamming de la palabra codigo (f(ay), f(a2), ..., f(as-1)) :

w(f(ay), f(@), ..., flag-1)) ti € {L,2,....q = 1} | fla) # Og,}
(g—D-lie{l,2,....q = 1} | f(a) = Og,}
(g-D-(-1

q-—+¢.

vV IV

Asi que, la distancia minima d del c6digo Reed-Solomon es mayor o igual a g — €. Por otro lado, la
cota de Singleton nos dice que ¢ < g — d, por tanto, d < g — £. Finalmente, la distancia minima es

igual a g — £. De esto, un cddigo Reed-Solomon es un (g — 1, ¢, g — £)—co6digo lineal.

Los cddigos lineales tales que sus pardmetros satisfacen la igualdad de la cota de Singleton son

llamados cédigos de mdxima distancia de separacion (MDS). Un ejemplo de estos es el codigo
{(a,a,...,a) € IFZ | a € F,},

con n un entero positivo, este es un (n, 1, n)—codigo lineal. También, los cédigos Reed-Solomon
son MDS (ver Ejemplo 5.1.9).

5.2. Coédigos Algebraico Geométricos

En esta seccion, se presentard una construccion de un codigo lineal a partir de una superficie ra-
cional proyectiva lisa definida sobre IF, (ver por ejemplo [20], [30], [32] y [36]). Antes de dar dicha
construccion, se recordardn algunos conceptos y notaciones asociados a una superficie proyectiva

lisa racional X definida sobre F,, para un estudio amplio de estos se puede consultar el libro [19]:

1. K(X) es el campo de funciones racionales sobre X.
2. X(F,) es el conjunto de los F,—puntos racionales de X.

3. Div(X) es el Z—modulo libre generado por los divisores primos sobre X.
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4. H(X,Ox(D)) es el subespacio vectorial de K(X) asociado a un elemento D de Div(X),
donde

H’(X,0x(D)) = {f € KX)" | (f) + D es un divisor efectivo} U {Ox)},

y (f) denota el divisor asociado al elemento f no nulo de K(X) (ver la Definicion 4.1.7).
5. Bs(|D|) es el conjunto de los puntos base de |D|, donde |D| denota el sistema lineal completo

asociado a un divisor D sobre X (ver las Definiciones 7.1.1 'y 7.1.3).

Ahora, supongamos que X(IF,) es un conjunto no vacio. Luego, consideremos un subconjunto
finito # no vacio de X(FF,) y un elemento D de Div(X) tales que Bs(|D|) N P es vacio. Sea ¢p la

aplicacion dada por:

¢p: HX,0x(D)) — P
f = (f(P), f(Po),.... f(P),

donde P = {Py, P,...,P,}, con n € N. En general, ¢p es una aplicacion IF,~lineal, de tal manera

que su imagen es un codigo lineal, y sera denotado por (X, P, Ox(D)).

DEerFmNIcION 5.2.1. Con las notaciones anteriores, un codigo algebraico geométrico es un codigo
lineal de la forma (X, P, Ox(D)).

Observemos que si la aplicacion gy es inyectiva, entonces la dimension del codigo (X, P, Ox(D))
seré la dimensién de H°(X, Ox(D)). Esto nos sugiere elegir X, Py D adecuadamente, de forma que
¢p sea una aplicacion inyectiva y que se pueda determinar la dimension de H%(X, Ox(D)). Estos son
los principales problemas que se encuentran en la construccion de los cddigos algebraico geométri-
Cos.

En el Capitulo 6 de [7] se mostrd que existe una familia de cédigos algebraico geométricos
construidos a partir del plano proyectivo sobre un campo finito, donde el divisor asociado son dos

rectas.

5.3. Nuevas Familias de Codigos Algebraico Geométricos

Aqui mostraremos la existencia de familias de cédigos algebraico geométricos utilizando las
superficies de Hirzebruch (ver los Teoremas 5.3.2, 5.3.3, 5.3.4 y 5.3.5), para ello, se consideraran
ciertos divisores efectivos sobre dichas superficies, y se utilizard una herramienta muy importante

para encontrar uno de los pardmetros de estos codigos, la cual serd el teorema de Riemann-Roch.
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En la siguiente proposicion se determinard la dimension de las secciones globales de cierto
elemento del grupo de Néron-Severi de la n—ésima superficie de Hirzebruch Z, (definida sobre el

campo finito de g elementos) con n un entero positivo.

ProrosiciOn 5.3.1. Sea g la pontencia de algiin niimero primo. Si a, b y n son enteros no negativos

tales que b > an, entonces,
1
W, aC,+bF)=1+a+ab+b - 5na(a +1),

donde C, es la clase de la seccion excepcional C, en NS (X,) y ¥ es la clase de una fibra f de %,
en NS (Z,).

DemosTtrAcION. Consideremos el divisor aC,, +b f sobre X, Puesto que b > an, se sigue que aC,+bF
es nef, asi, de [18, Lema I1.2 ¢), p. 1193] podemos concluir que #*(Z,, aC, + b¥) = 0. M4s atn,
se satisface que —Ky,.(aC, + bF) > 1, donde Ky, es la clase de un divisor canénico sobre X, en el
grupo de Néron-Severi de T, de la forma —2C,, — (n+2)F, lo cual implica que 2! (Z,, aC, +bF) = 0
(ver [18, Teorema III.1, p. 1197]). Por lo tanto, del teorema de Riemann-Roch se tiene que

1
K, aCy+ bF) = 1+ 5 ((@Cy + bF) = K, (aCy + bT)).
Finalmente,

1
WE,,aCy+bF)=1+a+ab+b—- zna(a +1).

(2

A continuacion se presentan los resultados principales de la primera parte de este trabajo:

TEOREMA 5.3.2. Sea q la potencia de algiin niimero primo y sea n un entero no negativo menor o
igual a (g — 1). Existe un codigo algebraico geométrico de longitud q(q + 1), de dimensionn + 2,y

de distancia minima igual a (¢* — n(qg — 1) — 1).

DemosTrAcION. Consideremos la n—ésima superficie de Hirzebruch £, definida sobre el campo finito
IF, de g elementos, y sean C,, la seccion excepcional y f una fibra de X,. Luego, tomemos el divisor
C, + nf sobre %, y fijemos el conjunto P = X, \ Supp(C,, + nf). Observemos que la cardinalidad
del conjunto P es igual a g(g + 1), de esto, tenemos la aplicacién F,~lineal dada como sigue:

op: H'Z,,C,+nF) — PZ(‘”D
8 — (g(@)), g(@), .. ., 8(ayq+1)),
donde {a;, as, ..., @44+1)} = P. Una vez fijado lo anterior, lo que sigue es determinar los parametros

del codigo algebraico geométrico (X, P, C, + nf). Para esto vamos a considerar dos casos: Para
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n = 0 se sigue que la aplicacion gy es inyectiva pues [Supp(D) NP| = g+ 1, donde D es una seccion
sobre X, que es linealmente equivalente a Cy. Asi, de la Proposicion 5.3.1 se tiene que la dimension
del c6digo es 2. Por otro lado, la distancia minima del cédigo es ¢> — 1 ya que |Supp(D)NP| = g+ 1.

Ahora, para n > 1 tenemos que la aplicacion ¢y es inyectiva pues

Supp(C, + fi+ o+ + f)NPl=qg+1+n(g-1),

donde fi, f5, ..., f, son ciertas fibras sobre X, esto implica que la dimensién del cédigo es n+ 2 (ver
Proposicion 5.3.1). Por dltimo, puesto que |Supp(C, + fi+ o+ + ) NPl =g+ 1+n(g—-1),se

sigue que la distancia minima del cédigo es ¢ —n(g — 1) — 1.

TeOREMA 5.3.3. Sea g la potencia de un niimero primo. Si s es un entero positivo menor o igual a
q, entonces existe un codigo algebraico geométrico de longitud q(q + 1), de dimension s + 1, y de

distancia minima igual a (g + 1)(q — s).

DEemosTrAcION. Consideremos la n—ésima superficie de Hirzebruch £, definida sobre el campo finito
IF, de g elementos, y sea f una fibra de X,. Ahora, si P = X, \ Supp(sf), entonces la cardinalidad
del conjunto P es igual a g(g + 1), de esto, obtenemos que la aplicacion F,—lineal dada como sigue:

¢p: H'S,,sF) — Faa+h
4 > (glar), g(@2), .- ., 8(yg+1))),
donde {ay, @y, ..., @yq+1)} = P, es inyectiva pues la cardinalidad de Supp(fi + fo +---+ fy) NP es
igual a s(g + 1), y por hipétesis s < g, donde fi, f>, ..., f; son algunas s fibras sobre %,. De modo
que, el codigo (X, P, sf) tiene longitud g(g + 1) y dimension igual a s + 1 (ver Proposicién 5.3.1).
La distancia minima del cédigo es (g + 1)(g — s) pues [Supp(fi + o+ -+ f)NP| = s(g + 1). -

TEOREMA 5.3.4. Sean q la potencia de algiin niimero primo, n un entero no negativo menor o igual
a dos y t un entero positivo tales que n < q — 2t — 1. Existe un codigo algebraico geométrico de

longitud q(q + 1), de dimension 2t + n + 2, y de distancia minima igual a ¢* — g(n + 1) +t — 1.

DEemosTrAcION. Consideremos la n—ésima superficie de Hirzebruch £, definida sobre el campo finito
IF, de g elementos, y sean C, la seccion excepcional y f una fibra de X,,. Lo que sigue es determinar
los parametros del codigo algebraico geométrico (X,, P, C, + (n+1)f), donde el conjunto P es igual
aX, \ Supp(C, + (n+1)f). Observemos que la cardinalidad del conjunto # es igual a g(g + 1), de

esto, la aplicacion F,—lineal dada como sigue:

op: H'Z,,Co+(n+1)F) — Fg(q“)
8 L (g(a,l)a g(a’2), ey g(aq(qﬂ))),
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donde {1, @z, . .., ay4+1)} = P es inyectiva pues la cardinalidad de Supp(C, + fi + fo+- - -+ fus) NP
esigual a (¢g+1-1)+q(n+1t),y por las hipotesis se satisface que (g+1—-1)+g(n+1) < g(qg+1), donde
fis f2s - -+, fuse SON ciertas n+t fibras sobre Z,,. Asi, tenemos que el cédigo (X, P, C,+(n+1)f) tiene

longitud ¢(g+1) y dimensién igual a 2¢+n+2. Finalmente, la distancia minima es ¢> —g(n+1)+1—1,
vaque [Supp(C, + i+ o+ + [ NPl =@+ 1-1)+qgn+1). 3

TEOREMA 5.3.5. Sean g la potencia de algiin niimero primo, n un entero mayor o igual a tres y t un
entero positivo tales que n < q—t— 1. Existe un codigo algebraico geométrico de longitud q(qg+ 1),

de dimension 2t + n + 2, y de distancia minima igual a ¢* — g(n +t) +t — 1.

DEemosTRACION. La prueba es andloga a la del Teorema 5.3.4. i

5.4. Aplicaciones

A continuacion, daremos una serie de cuadros donde mostramos c6digos con muy buenos
parametros, obtenidos de los resultados de la Seccion 5.3 de este capitulo (ver los Teoremas 5.3.2,
5.3.3,5.3.4y 5.3.5), los cuales aportan parametros de c6digos que, a nuestro saber, no se han publi-
cado. En particular, los resultados de los teoremas anteriores generan cddigos sobre campos finitos
de 11 y 13 elementos, los cuales no han podido ser comparados con los datos existentes en [17] y
[31].

Enseguida, en los Cuadros 1, 2, 3 y 4 se determinan los pardmetros de algunos cédigos alge-
braico geométricos de los Teoremas 5.3.2, 5.3.3, 5.3.4 y 5.3.5.

Ademads, compararemos los datos de dichos cuadros con los pardmetros de codigos lineales ya

existentes que se pueden encontrar en [17] (ver los Cuadros 5, 6y 7).
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. i . Distancia .
Longitud | Dimension . Cota de Detecta Corrige
qg |n Minima .
qg(g+1) n+2 ) Singleton | Errores Errores
g -—n(g-1-1
4 |1 20 3 12 18 11 5
510 30 2 24 29 23 11
7 |1 56 3 42 54 41 20
8 |2 72 4 49 69 48 24
9 |0 90 2 80 89 79 39
11 |2 132 4 100 129 99 49
13 |1 182 3 156 180 155 77
16 |7 272 9 150 264 149 74
256 |2 65792 4 65025 65789 65024 32512
Cuapro 1. Datos obtenidos del Teorema 5.3.2.
. . . Distancia )
Longitud | Dimension . Cota de Detecta | Corrige
q |s Minima .
qlg+1) s+ 1 Singleton | Errores | Errores
(g+ Di(g-s)
4 |1 20 2 15 19 14 7
5 |2 30 3 18 28 19
7 |1 56 2 48 55 47 23
8 |3 72 4 45 69 44 22
9 |2 90 3 70 88 69 34
11 |1 132 2 120 131 119 59
13 |3 182 4 140 179 139 69
16 |3 272 4 221 269 220 110
256 | 5 65792 6 64507 65787 64506 32253

Cuabpro 2. Datos obtenidos del Teorema 5.3.3.
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. . ) Distancia .
Longitud | Dimension . Cota de Detecta Corrige
q t | n Minima .
qg+1) 2t+n+2 ) Singleton | Errores Errores
g —qn++t-1
31110 12 4 6 9 5 2
51110 30 4 20 27 19 9
7111 56 5 35 52 34 17
8 210 72 6 49 67 48 24
9 [ 110 90 4 72 87 71 35
11|31 132 9 79 124 78 39
131510 182 12 108 171 107 53
29 | 8|2 870 20 558 851 557 278
256 (232 65792 50 59158 65743 59157 29578
Cuapro 3. Datos obtenidos del Teorema 5.3.4.
. ) ) Distancia .
Longitud | Dimension . Cota de Detecta Corrige
q |t|n Minima .
q(g+1) 2t+n+2 ) Singleton | Errores | Errores
g —qn+n+r-1
5 11|3 30 5 24 4 2
7 (2|3 56 15 48 14 7
8 |2] 4 72 10 17 63 16 8
9 (1] 4 90 8 36 83 35 17
11 3] 4 132 12 46 121 45 22
13 127 182 13 53 170 52 26
29 1419 870 19 467 852 466 233
256 |7 1176 65792 92 44294 65701 44293 22146

Cuabro 4. Datos obtenidos del Teorema 5.3.5.
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Cdédigos Algebraico Geométricos
obtenidos del Teorema 5.3.2

Cddigos Lineales
seglin www.codetables.de y
http://mint.sbg.ac.at/

(20, 3, 12)—cddigo AG sobre Fy

(20, 3, 11)—cdédigo lineal sobre F,

(30,2, 24)—cddigo AG sobre Fs

(30,2,20)—cdédigo lineal sobre F,

(56, 3, 42)—cddigo AG sobre F;

(56, 3, 38)—cddigo lineal sobre Fs

(72,4,49)—cddigo AG sobre Fg

(72,4,48)—cdbdigo lineal sobre [F3

(90, 2, 80)—cddigo AG sobre Fy

(90, 2, 78)—cddigo lineal sobre [F;

(132, 4,100)—cédigo AG sobre Fy;

(132, 4, 98)—cddigo lineal sobre Fy

(182, 3, 156)—co6digo AG sobre Fi;

(182, 3, 138)—cddigo lineal sobre Fy

(272,9, 150)—c6digo AG sobre Fig

No existe

(65792, 4,65025)—codigo AG sobre Fse

No existe

Cuapro 5. Comparando los datos del Cuadro 1 con cédigos existentes.

Cdédigos Algebraico Geométricos
obtenidos del Teorema 5.3.3

Cddigos Lineales
seglin www.codetables.de y
http://mint.sbg.ac.at/

(20,2, 15)—cddigo AG sobre Fy

(20,2, 13)—cdédigo lineal sobre F,

(30, 3, 18)—cddigo AG sobre Fs

(30, 3, 16)—cddigo lineal sobre F,

(56,2,48)—codigo AG sobre F;

(56,2,46)—cddigo lineal sobre Fs

(72,4,45)—cbdigo AG sobre Fg

(72,4, 38)—cddigo lineal sobre FF,

(90, 3,70)—cédigo AG sobre Fy

(90, 3, 68)—cddigo lineal sobre Fy

(132,2,120)—cdédigo AG sobre Fy;

(132,2,105)—cdédigo lineal sobre Fy

(182,4,140)—co6digo AG sobre Fy;

(182, 4, 136)—cd6digo lineal sobre Fy

(272,4,221)—co6digo AG sobre Fig

No existe

(65792, 6,64507)—cbdigo AG sobre Fs¢

No existe

Cuapro 6. Comparando los cédigos del Cuadro 2 con cédigos existentes.
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Cdédigos Algebraico Geométricos
obtenidos del Teorema 5.3.4

Cddigos Lineales
seglin www.codetables.de y
http://mint.sbg.ac.at/

(12,4, 6)—codigo AG sobre F;

(12,4, 6)—cddigo lineal sobre F;

(30,4,20)—cddigo AG sobre Fs

(30,4, 19)—cddigo lineal sobre [F3

(56,5, 35)—cddigo AG sobre F;

(56,5, 28)—cddigo lineal sobre F,

(72,6,49)—cédigo AG sobre Fg

(72,6,45)—cdbdigo lineal sobre F3

(90, 4,72)—cédigo AG sobre Fy

(90,4, 60)—cddigo lineal sobre Fj

(132,9,79)—cédigo AG sobre Fy;

(132, 9, 63)—cdédigo lineal sobre F,

(182,12, 108)—cddigo AG sobre Fi3

(182,12, 105)—cdédigo lineal sobre F;

(870,20, 558)—cddigo AG sobre Fyg

No existe

(65792,29,61707)—c6digo AG sobre Fse

No existe

Cuapro 7. Comparando los cédigos del Cuadro 3 con cédigos existentes.
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Parte 2

La Finitud de los Anillos de Cox de Superficies

Racionales






Introduccion

Esta parte de la tesis se refiere a los anillos de Cox de variedades proyectivas lisas. La idea es
dar una introduccién breve de la nocioén de anillo de Cox, que es un tema de interés actual. Los
anillos de Cox fueron considerados primero por David A. Cox en su articulo [6] para variedades
tdricas, probando en particular, que el anillo de Cox, denotado por Cox(X), de X es una k—algebra
finitamente generada, donde k es el campo de definicion de la variedad tdrica X.

Posteriormente, este concepto se extendi6 a cualquier variedad Z por Hu-Keel (ver [21]) en
donde plantean el problema sobre la finitud de Cox (Z) como una k—algebra, esto es, ;para cuales
Z se satisface que Cox (Z) es finitamente generado? Se puede utilizar un ejemplo de Nagata para
mostrar que si X es la explosién de P} en r puntos en posicién general, con r > 9, entonces Cox (X)
no es finitamente generado, dejando abierto el problema de clasificar las superficies racionales
proyectivas lisas Y tales que Cox(Y) es finitamente generado. Un trabajo muy significativo se
encuentra en [13, Teorema 1, p. 94]. Més trabajos de interés son [5] y [9].

Hasta ahora se sabia que si Y es la explosion de r puntos en posicién general con r < 8,
entonces Cox (Y) es finitamente generado (este tipo de superficies se conocen usualmente como
superficies de Del Pezzo), quedando aparentemente pendiente el problema de las superficies que
son explosiones de r puntos no necesariamente en posicion general, con r < 8. Ahora, este ultimo

problema ha quedado resuelto como consecuencia inmediata del Teorema 8.1.2.

Esta segunda parte de la tesis esté divida en tres capitulos que describiremos a continuacion.

Capitulo 6: En este capitulo asociaremos a cada variedad proyectiva lisa definida sobre un
campo una algebra conocida como el anillo de Cox de dicha variedad. Dicho capitulo tiene
tres secciones: la Seccion 6.1 relaciona cada elemento del grupo de Picard con un espacio
vectorial. Ahora bien, en la Seccién 6.2 se definird el anillo de Cox de cierta variedad, y se
comprobard que es una dlgebra. Por ultimo, en la Seccién 6.3 se determinard el anillo de

Cox del espacio proyectivo de dimension 7.

Capitulo 7: El objetivo de este capitulo es de definir una superficie extremal, para lograr esto
necesitaremos introducir los conceptos de dos monoides especiales. Cabe mencionar, que
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el interés de las superficies extremales se vera reflejado claramente en el capitulo poste-
rior. En la Seccion 7.1 daremos las nociones de un sistema lineal completo, de un sistema
lineal y del conjunto de los puntos base de un sistema lineal. Finalmente, en la Seccién
7.2 mostraremos los conceptos de monoide caracteristico y de monoide fraccional de las
clases efectivas sin puntos base asociados a cierta superficie, y estos permitiran definir una

superficie extremal.

Capitulo 8: Los resultados principales de esta segunda parte de la tesis (ver los Teoremas

8.1.2, 8.2.6 y 8.3.3) se presentardn en este capitulo que consta de tres secciones. En la
Seccién 8.1 presentamos un criterio para la finitud de los anillos de Cox de superficies
extremales. Luego, en la Seccién 8.2 aplicaremos el criterio de la seccién anterior para
dar una caracterizacion geométrica para la finitud de los anillos de Cox de las superficies
racionales anticandnicas. Por tltimo, en la Seccidn 8.3 mostraremos una caracterizacion de

la finitud de los anillos de Cox de superficies racionales fraccionalmente un lapiz.



Capitulo 6

Anillos de Cox

En este capitulo asociaremos a cada variedad proyectiva lisa definida sobre un campo k una
k—algebra bien conocida como el anillo de Cox de dicha variedad, ciertos autores también la llaman
el anillo de coordenadas totales o el anillo de coordenadas homogéneas, esta dlgebra fue introducida
por primera vez en [6]. Uno de los problemas que hasta el dia de hoy es abierto es el de clasificar las
variedades cuyos anillos de Cox son finitamente generados. En el Capitulo 8 daremos una respuesta

favorable a dicha clasificacion en el caso de superficies racionales (ver los Teoremas 8.2.6 y 8.3.1).

Durante este capitulo vamos a suponer que el esquema X es una variedad proyectiva lisa defi-

nida sobre un campo algebraicamente cerrado k.

6.1. Equivalencia Lineal

El objetivo principal de esta seccion es asociar a cada elemento del grupo de Picard Pic(X) de X
un espacio vectorial sobre k. Para lograr dicho objetivo vamos a definir una relacion de equivalencia,

conocida como equivalencia lineal, en el Z—mddulo de divisores Div(X) sobre X.

DEFINICION 6.1.1. Sean D'y D’ divisores sobre X. Los divisores D'y D’ son linealmente equivalentes

si D — D’ es un divisor principal (ver Definicion 4.1.10).

No es dificil verificar que la relacién de la Definicién 6.1.1 es una relacion de equivalencia ~

en Div(X), llamada relacion de equivalencia lineal .

Mas aun, dicha relacion es compatible con la estructura algebraica de Div(X) y asi, se puede
construir de una manera natural el grupo cociente de Div(X) mddulo la relacion de equivalencia
lineal. Luego, observemos que dicho grupo coincide con el grupo de Picard de X (ver [19, Corolario
6.16, p. 145]). De ahora en adelante no haremos una diferencia entre estos dos grupos abelianos, es
decir, .

Pic(x) = 2,

~

Notemos que si D es un elemento de Div(X), entonces la clase de D en Pic(X) serd denotada por
Ox(D). Ademas, recordemos que la estructura de grupo en Pic(X) esta dada bajo la operacion de
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producto tensorial, esto es
Ox(Dy + D) = Ox(D) ®oy Ox(D»),
Ox(-D)) = Ox(D)7,
Ox(oDiv(X)) = Ox,

para cualesquier divisores D; y D, sobre X.
Por otro lado, consideremos el siguiente conjunto asociado a un divisor D sobre X :
Ep ={0 U {f € K(X)" | el divisor D + (f) es efectivo}.
El siguiente lema muestra que Ep tiene un estructura de espacio vectorial sobre k.

Lema 6.1.2. Con notaciones anteriores, si D es un divisor sobre X, entonces Ep es un espacio

vectorial sobre k.

DEemosTRACION. Ep es un espacio vectorial sobre k, pues Ep es un subespacio vectorial de K(X) sobre
k. En efecto, por construccion tenemos que 0, € Ep. Ahora, consideremos a D como ) rcq arl,
donde ar = 0 para casi todo I' € Q (ver Definicion 4.1.3). Sean f' y g elementos de Ep, sin pérdida
de generalidad podemos suponer que f, gy f + g no son nulos, asi, se sigue que

D+(f+g) =) (ar+vr(f+ Q).

TeQ
Como ar + vr(f + g) > ar + min{vr(f), vr(g)}, tenemos que D + (f + g) es un divisor efectivo.
Por otro lado, si @ € k*, entonces (af) = (f) (ver la pagina 94 de [1]), y de esto concluimos que

afEED. i

Abhora bien, si los divisores D y D’ son linealmente equivalentes, entonces los espacios vecto-

riales Ep y Ep son isomorfos sobre &, pues la siguiente aplicacion es un isomorfismo:

(773 ED —> E,D
fo— gf
donde g es un elemento de K(X)* tal que D — D’ = (g).

Esto suguiere la siguiente definicion:

DEFINICION 6.1.3. Sea D € Pic(X). Las secciones globales de D sobre X es el espacio vectorial
sobre k dado por:

H(X, D) := {0} U {f € K(X)" | el divisor D + (f) es efectivo},

donde D € Div(X) es un representante de D.
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6.2. Anillo de Cox

En esta seccion se definird el anillo de Cox de X, y comprobaremos que efectivamente es una

k—algebra.

Utilizando las secciones globales de los elementos de Pic(X) vamos a definir el siguiente

Z—modulo:

Cox(X) = @ H(X, D).

DePic(X)

Mis aun, el siguiente lema asegura que Cox(X) tiene una estructura algebraica de un anillo.

Lema 6.2.1. El Z—modulo Cox(X) es una k—subdlgebra de K(X), y serd llamado el anillo de Cox
de X.

DEemosTrACION. Es obvio que Cox(X) es un Z—submddulo de K(X), ya que las secciones globales
de cada elemento de Pic(X) es un Z—submoddulo de K(X).

Enseguida, sean D, y D, elementos de Pic(X), y sea f; € H(X, D;), donde D; es un representante

de D;, coni € {1, 2} tal que fi f> no es nulo, asi, tenemos que

Dy + Dy + (fif2) = (D1 + (f) + (D2 + (f2)).

Puesto que, (D1 + (f1)) y (D> + (f>)) son divisores efectivos, inmediatamente se sigue que el divisor
D1 +D,+(f1 f>) es efectivo. Por lo tanto, f; f> es un elemento de H*(X, D;®0, D,). Como k € Cox(X)
se concluye que Cox(X) es una k—subdlgebra de K(X). -

6.3. Anillo de Cox del Espacio Proyectivo

Lo siguiente es determinar el anillo de Cox del espacio proyectivo de dimension n. Por defini-
cién sabemos que
Cox(B) = (P H®}.D).
DePic(P))
Esto sugiere que antes debemos calcular el Pic(P}). Sea D € Pic(P}), existe D € Div(X) tal que
D = OPZ(D). Supongamos que D = ), aI; para ciertos r € N, ay,a,,...,a, € Z, y en este
caso cada divisor primo I'; es el conjunto de ceros de un polinomio homogéneo irreducible f; de

k[xo, x1,...,x,] de grado d; paracadai € {1,2,...,r}. Luego, seai € {1,2,...,r}, asi, se sigue que
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V(f) ~ d;V(xp), pues V(f,) — d;V(xg) = [i;] Por lo tanto,

o

r r

D= a0udV(x)) = Y adiOn(V(x0) = ( Y aid;)Oe(V(x0)).
i=1 i=1 i=1
Sea £ la gavilla invertible Og:(V(xo)), de lo anterior, se concluye que para cada elemento D de
Pic(P}) existe un entero m tal que D = m.L. Por otro lado, es claro que mL € Pic(P}) para todo
m € Z. Finalmente, Pic(P}) = Z.L.

Usando lo anterior, tenemos que para cada D € Pic(P}) existe m € Z tal que D = m.L, con esto
podemos denotar a D como Og:(m), asi se puede reescribir el anillo de Cox de P de la siguiente

manera:

Cox(P}) = (P HO(P}, Oy ().

mez

A continuacion, el siguiente resultado muestra que las secciones globales de Op»(m) son triviales

para cualquier entero no positivo m.
Lema 6.3.1. Se satisface los siguientes enunciados:

1. H'(®,0) = k.
2. Sim < 0, entonces Hﬂ(P",OPZ(m)) = {0}.

DEMOSTRACION.

1. La dimension del sistema lineal completo asociado al divisor ODiv(p;:) sobre k es igual a 0,
de modo que dim(H°(P},Oz1)) = 1. Asi, H'(P},Oz) = k.

2. Tenemos que el sistema lineal completo asociado al divisor mV(x,) es vacio. Por lo tanto,
dim(H° (P}, Og+(m))) = 0. Con esto concluimos que HO(P}, Oz (m)) = {0}

d

Para concluir el capitulo determinaremos de manera explicita el anillo de Cox del espacio pro-

yectivo de dimension n.

ProposicION 6.3.2. El anillo de Cox del espacio proyectivo de dimension n sobre k es isomorfo al

anillo de polinomios de n + 1 variables sobre k.
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DemostrAcION. El resultado es una consecuencia del hecho de que para cada entero no negativo m
existe un isomorfismo dado por:

H(P}, On(m)) — klx0, X1, ..., X1,
f — X f,
donde k[xg, x1, ... ,x,,]ﬁ1 denota el espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado m sobre

k.

Cororario 6.3.3. C ox(]Pi) es isomorfo a k[ xy, x1, x3].






Capitulo 7

Superficies Extremales y Caracteristicamente Extremales

A lo largo de este capitulo, S serd una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo al-
gebraicamente cerrado k de caracteristica arbitraria. Recordemos que Nef(S) es el monoide de las
clases de divisores numéricamente efectivos en el grupo de Néron-Severi NS(S) de §. Ademads,
en este capitulo veremos que se puede asociar a S, de una manera natural, otros dos monoides
Char(S) y [Char(S) : Nef(S)] (ver Definiciones 7.2.1 y 7.2.6). En el Lema 7.2.7 vamos a mostrar
que [Char(S) : Nef(S)] es un submonoide de Nef (S ), y en el caso de que [Char(S) : Nef(S)]NM(S)
sea igual a Nef(S) N M(S), S serd llamada extremal (ver Definicién 7.2.12), se ofreceran algu-
nos ejemplos de ellas. También, se mostrard que no toda superficie es extremal (ver Observacion
7.2.14). Cabe mencionar, que el interés de las superficies extremales se vera reflejado claramente

en el Teorema 8.1.2 del siguiente capitulo.

7.1. Sistemas Lineales y sus Puntos Base

El propésito de esta seccion es definir el conjunto de puntos base de un sistema lineal (ver
Definicién 7.1.3). Asimismo, ilustraremos en algunos ejemplos que este conjunto puede ser vacio,

finito o infinito.

DEerNicION 7.1.1. Un sistema lineal completo |D| asociado a un divisor D sobre S es el conjunto
dado por:
|D| = {I" € Div(S) | I es un divisor efectivo, y I' ~ D},

donde ~ es la relacion de equivalencia lineal definida en la Seccién 6.1 del Capitulo 6.

Se sabe que un sistema lineal completo es un espacio proyectivo (ver la pagina 157 de [19]), en

particular, el sistema lineal completo |D| asociado a un divisor D sobre S estd en biyeccion con el

0
H (S’OSIE*D)) \ {04 (ver [19, Proposicién 7.7, p. 157]).

DErFINICION 7.1.2. Sea D un divisor sobre S. Un subespacio proyectivo d del espacio proyectivo |D|

conjunto

es un sistema lineal.

Ahora, lo que sigue es definir el concepto de puntos base de un sistema lineal.
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DEFNICION 7.1.3. Sea D un divisor sobre S. Un elemento p de S es un punto base de un sistema
lineal ¢ del sistema lineal completo |D|, si p es un elemento del soporte Supp(D’) de D’, para cada
D’ € ¢, donde Supp(E) denota la unién de los divisores primos de un divisor E sobre S. El conjunto

de los puntos base de ¢ sera denotado por Bs(9).

A continuacién mostraremos que el conjunto de los puntos base de algtn sistema lineal puede

ser vacio, finito o infinito.

EjempLo 7.1.4 (Un sistema lineal completo sin puntos base). Sea L una recta en el plano proyectivo
Pi sobre k. El conjunto Bs(|L|) es vacio, pues si p € P,f fuera un punto base de |L| esto implicaria
que todas las rectas de P; pasan a través de p, lo cual es una contradiccién ya que p puede estar en
el plano affn A y la recta al infinito no pasa a través de p.

EjempLo 7.1.5 (Un sistema lineal con un ndmero finito de puntos base). Sea ¢ el conjunto de rectas

de P,% que pasan a través de un punto p € P2, se tiene que Bs(d) = {p}.

EjempLo 7.1.6 (Un sistema lineal completo con un numero infinito de puntos base). Sea g € Pi
y sea E, el divisor excepcional de la explosion de P,f en g. Luego, el sistema lineal completo |E,|

asociado al divisor efectivo E, es igual a {E,}, asi, la cardinalidad de Bs(|E,|) es infinita.

El siguiente concepto es bien conocido, y sera utlizado para mostrar el Lema 7.2.7:

DEFINICION 7.1.7. Sea D un divisor efectivo sobre S, y sea d un sistema lineal del sistema lineal
completo |D|. Una componente fija E de d es un divisor efectivo sobre S tal que D’ — E es efectivo
para cada D’ € d. En caso de que d tenga una componente fija, siempre existird una componente
fija C de d tal que C — E es efectivo, para cualquier componente fija E de d, y dicha componente

fija C sera llamada la componente fija de .
EjempLo 7.1.8 (Componente fija de |[E,[). Con la notaciones del Ejemplo 7.1.6 tenemos que E), es

una componente fija de |E,|. Mds atn, E, es la componente fija de |E,|.

7.2. Superficies Extremales y Caracteristicamente Extremales

Ahora definiremos los conjuntos Char(S) y [Char(S) : Nef(S)] asociados a S, como habiamos
mencionado en la introduccion de este capitulo, los cuales dardn lugar a definir ciertas superficies

especiales (ver las Definiciones 7.2.8 y 7.2.12).

DEerNICION 7.2.1. El monoide caracteristico Char(S) de S es el conjunto de elementos D en NS(S)
tal que existe un divisor efectivo D sobre S con D = [D], y Bs(|D|) = 0.
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A continuacidn, daremos un resultado que nos serd de gran utilidad en lo sucesivo.

Lema 7.2.2. Con notaciones anteriores, el monoide caracteristico de S es un subconjunto de
Nef(S).

DemosTrACION. Sea z € Char(S), de este modo, existe un divisor efectivo I" sobre S tal que z = [I']
y Bs(|I'[) = 0. En particular, esto implica que |I'| no tiene componentes fijas, de lo contrario existiria
una componente fija E de |I'], y sin pérdida de generalidad podriamos suponer que E es una curva
entera sobre S. Asi, todos los puntos de E serian puntos base de |['|. Por consiguiente, sea H una
curva entera sobre S,y seal' = a 'y + @, + --- + @, I, para ciertos r € N, @; € Z,, donde I'; es
un divisor primo sobre § para cualquier i € {1,2, ..., r}. Se puede suponer que H es diferente de I';
para cada j € {1,2,...,r} (pues |I'| no tiene componentes fijas), por tanto, la desigualdad I'.H > 0
es obvia ver [19, Proposicion 1.4, p. 360]). En definitiva, z es un elemento de Nef(SS). i

EjempLo 7.2.3 (El monoide caracteristico de P,f). Sabemos que Char(P,f) es un subconjunto de
M(P}), y del Ejemplo 4.2.17 tenemos que M(P}) = Z.&y, donde & es la clase de una recta L
sobre P en NS (P}). Puesto que, Bs(|L|) es un conjunto vacio (ver Ejemplo 7.1.4), se concluye que
&y € Char(P). Por lo tanto, Char(P}) es igual a Z,&y.

EjempLo 7.2.4 (El monoide caracteristico de la explosion del plano proyectivo en un niimero finito
de puntos colineales y ordinarios). Con las notaciones del Ejemplo 4.2.24, mostraremos que el
monoide caracteristico de Y es igual al monoide Nef de Y. En efecto, solo basta mostrar que & y
&y — &jparacada j € {1,2,...,r} son elementos de Char(Y), pues Char(Y) € Nef(Y) (ver Lema
7.2.2). Tenemos que & es la transformada estricta L de una recta de P} que no pasa a través los r
puntos colineales y ordinarios, y & —&; es la clase de la transformada estricta C; de una recta en P}
que pasa a través del j—€ésimo punto con j € {1,2,...,r}. Mas ain, los conjuntos Bs(|L|) y Bs(|C;|)

son vacios, para cualquier j € {1,2,...,r}. Porlo tanto, Char(Y) esigual a Z.Eg + Y Z,(Eg — &)).

EjempLo 7.2.5 (El monoide caracteristico de una superficie de Hirzebruch). Sea X, la superficie de
Hirzebruch asociada al entero no negativo n. Del inciso 2 del Lema 7.2.2 tenemos que Char(X,) es
un subconjunto de Nef(X,), y recordemos que Nef(X,) es igual a Z,(C, + n¥) + Z,F (ver Lema
4.3.7),donde C, y f son “la” seccién excepcional y una fibra de ¥, respectivamente. Solo debemos
mostar que C, + n¥ y ¥ son elementos de Char(X,), para esto, observemos que C,, + nf' y f son
divisores efectivos sobre %,, donde sus clases mddulo la equivalencia numérica son C, + nf y
¥, respectivamente. De [19, Teorema 2.17 b), p. 379] se tiene que Bs(|C, + nf]) = 0. Ademas,
Bs(|f]) = 0, pues dos fibras distintas de Z, no se intersectan. Con esto concluimos que C, + nf y
¥ son elementos de Char(S).
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Enseguida, asociaremos otro monoide a S.

DEFINICION 7.2.6. El monoide fraccional de las clases efectivas sin puntos base [Char(S) : Nef(S)]
de S es el conjunto de elementos D de NS (S) tal que existe un entero positivo m de manera que

mP es un elemento de Char(S).

El siguiente resultado muestra que los conjuntos Char(S) y [Char(S) : Nef(S)] son submonoi-
des de Nef(S).

Lema 7.2.7. Se satisfacen los siguientes enunciados:

1. El monoide caracteristico Char(S) de S es un subconjunto del monoide fraccional de las
clases efectivas sin puntos base [Char(S) : Nef(S)] de S.

2. Char(S) es un submonoide de Nef(S).

3. [Char(S) : Nef(S)] es un submonoide de Nef(S).

DEMOSTRACION.

1. Se sigue inmediatamente de las Definiciones 7.2.1'y 7.2.6.

2. Sabemos que Char(S) es un subconjunto de Nef(S) (ver Lema 7.2.2). Ahora, verifiquemos
que Char(S) es un submonoide de Nef (S ). Es claro que [Op;,s)] es un elemento de Char(S ).
Luego, sean x y z elementos de Char(S), se requiere probar que x + z es un elemento de
Char(S). En efecto, se puede escribir x+z = [[',+1,], donde I', y I, son divisores efectivos
sobre S tales que x = [I',], z = [I'.], y Bs([I',|) = Bs(|I';]) = 0. Observemos que I', + I'; es
un divisor efectivo, més ain, Bs(|[', + I';|) = 0. Finalmente, x + z € Char(S).

3. SeaD e NS(S)talque D € [Char(S) : Nef(S)], queremos mostrar que D es nef. Por defini-
cion, existe m € N tal que mD € Char(S), en particular, mD es nef. Luego, sea E un divisor
efectivo sobre S, por tanto, mD.E > 0 donde D es un representante de 9. Por consiguiente,
D.E > 0,y asi, [Char(S) : Nef(S)] € Nef(S). Ahora mostremos que [Char(S) : Nef(S)]
es un submonoide de Nef(S). Evidentemente, [Op;s)] pertenece a [Char(S) : Nef(S)].
Por otro lado, sean D; y D, elementos de [Char(S) : Nef(S)], de esto, existen m; y m,
enteros positivos tales que m; D, y myD, pertenecen a Char(S). No es dificil ver que
mimy (D + D») es un elemento de Char(S ), y por lo tanto, D, + D, € [Char(S) : Nef(S)].
En conclusion, [Char(S) : Nef(S)] es un submonoide de Nef(S).

[ |

Como consecuencia del Lema 7.2.7 se tienen las siguientes contenciones de monoides:

(7.2.1) Char(S) C [Char(S) : Nef(S)] C Nef(S).
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Esto sugiere estudiar las superficies que satisfacen la igualdad de las contenciones de (7.2.1).
Las superficies que satisfacen [Char(S) : Nef(S)] N M(S) = Nef(S) N M(S) seran excelentes
candidatas de superficies con anillos de Cox finitamente generados (ver Teorema 8.1.2). Por ende,
las superficies que satisfagan la igual de los extremos también serdn excelentes candidatas para la

finitud de sus anillos de Cox. Estas ideas motivan la siguiente definicion:

DErFINICION 7.2.8. Sea Y una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo algebraicamente

cerrado. Y es caracteristicamente extremal si su monoide caracteristico Char(Y) es igual a Nef (Y).

A continuacidn ofrecemos algunos ejemplos de superficies caracteristicamente extremales:

Ejempro 7.2.9 (P,% es una superficie caracteristicamente extremal). Del Ejemplo 4.2.23 sabemos
que Nef(P}) es igual a Z, &, asi, Char(P;) = Nef(P};) (ver Ejemplo 7.2.3). Por lo tanto, P} es una

superficie caracteristicamente extremal.

EjempLo 7.2.10 (La explosion del plano proyectivo en un nimero finito de puntos es una superficie
caracteristicamente extremal). Si Y es la explosion del plano proyectivo en un nimero finito de

puntos, entonces Y es una superficie caracteristicamente extremal (ver Ejemplo 7.2.4).

El siguiente ejemplo generaliza el resultado del Ejemplo 7.2.10 cuando solo consideramos un

punto:

EjempLo 7.2.11 (Las superficies de Hirzebruch son caracteristicamente extremales). Del Ejemplo

7.2.5, tenemos que toda superficie de Hirzebruch es caracteristicamente extremal.

Lo siguiente por introducir es el concepto de las superficies extremales:

DErFINICION 7.2.12. Sea Y una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo algebraicamente
cerrado. Y es extremal si [Char(Y) : Nef(Y)] N M(Y) es igual a Nef(Y) N M(Y).

EjemprLo 7.2.13. Toda superficie caracteristicamente extremal es extremal.

OBSERVACION 7.2.14. Las contenciones de (7.2.1) pueden ser estrictas. En efecto, sea Y una super-
ficie proyectiva lista definida sobre un campo algebraicamente cerrado tal que Y es minimal (es
decir, no contiene ninguna curva de autointerseccion igual a —1), no es birracionalmente equiva-
lente a una supeficie reglada, y el sistema lineal completo |Ky| tiene puntos base con K > 0, donde
Ky es un divisor candnico sobre Y. Asi, del Teorema en [37, p. 613] se sigue que para cierto entero
natural » mayor que dos, el sistema lineal completo |rKy| no tiene puntos base. Por tanto, Char(Y)
esta contenido estrictamente en [Char(Y) : Nef(Y)]. Otro ejemplo es la explosion del plano proyec-
tivo en ocho puntos en posicion casi general (ver [8, Definicion 1, p. 39]). Por otro lado, existe una

superficie que no es extremal (ver [18, Teorema IIL.1, p. 1197]).






Capitulo 8

Finitud de los Anillos de Cox de Superficies Proyectivas

En este capitulo daremos un criterio para la finitud de los anillos de Cox de superficies pro-
yectivas (ver Teorema 8.1.2), y aplicaremos este criterio para mostrar la finitud de los anillos de
Cox de superficies racionales anticanoOnicas y superficies racionales fraccionalmente un lapiz (ver
Definiciones 8.2.1 y 8.3.1).

8.1. Un Criterio para la Finitud de los Anillos de Cox de Superficies

En esta seccion presentaremos un criterio para la finitud de los anillos de Cox de superficies

proyectivas usando la nocidn de las superficies extremales.
A continuacion, el siguiente resultado serd muy util para la prueba del Teorema 8.1.2.

Lema 8.1.1. Sea S una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo algebraicamente cerra-
do de caracteristica arbitraria. Si el monoide efectivo de S es finitamente generado, entonces el
monoide Nef de S es finitamente generado.

DEMoOSTRACION. Supongamos que existen elementos L, L5, ..., L, de NS(S) para cierto r € N tales
que M(S)=2,L,+2Z, L5 +---+7Z,L,. Luego, sabemos que

Nef(S)={z€e NS(S)|z.Lj>0paracada je€{l,2,...,r}}.

Asi, de [8, Proposicion 3, p. 250] se sigue que existen elementos xi, x,, . . ., X,, de NS (S) para algin
m € N tales que Nef(S) = Z,x1 + Zyxp + -+ - + Zy Xy -

Enseguida tenemos el criterio para la finitud de los anillos de Cox de superficies extremales:

TeEOREMA 8.1.2. Sea S una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo algebraicamente
cerrado de caracteristica arbitraria. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. El anillo de Cox de S es finitamente generado.
2. S satisface las siguientes dos propiedades:
a) S es extremal, y
b) el monoide efectivo de S es finitamente generado.
3. S satisface las siguientes dos propiedades:

75
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a) S es extremal, y

b) el monoide Nef de S es finitamente generado.
DemosTRACION. Vamos a mostrar que el inciso 1 implica el inciso 2. Si el anillo de Cox de S es
finitamente generado, entonces el monoide efectivo de S es finitamente generado pues el conjun-
to de los divisores primos sobre S de autointerseccion negativa es finito, de lo contrario Cox(S)
contendria una k—subdlgebra de grado de trascendencia infinito, a saber, esta k—subdlgebra seria
ke (P Der H(S,Os(D))), donde Y es el conjunto de los divisores primos sobre S de autointersec-
cion negativa. Enseguida, sea z un elemento de Nef(S) N M(S), si el sistema lineal completo |z| de
Z no tiene puntos base, no hay nada que probar, de lo contrario existe un entero positivo m tal que
mz pertenece a Char(S). Asi, S es una superficie extremal.

Luego, del Lema 8.1.1 se sigue que el inciso 2 implica el inciso 3.

Ahora prosigamos con la prueba de que el inciso 3 implica el inciso 1. Si § es una superficie
extremal y Nef(S) es finitamente generado, entonces Cox(S) es finitamente generado (ver el trabajo

de Carlos Galindo y Francisco Monserrat en [13]). .

8.2. Superficies Racionales Anticandnicas

En esta seccidn, con la ayuda del Teorema 8.1.2, daremos una caracterizacién geométrica pa-
ra la finitud de los anillos de Cox de superficies racionales anticanoOnicas, estas superficies son

introducidas como sigue:

DEeriNICION 8.2.1. Sea S una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo algebraicamente
cerrado. S es una superficie racional anticandnica si S es racional y si el sistema lineal completo

| — K¢| de —Kg no es vacio, donde K¢ denota a un divisor candénico sobre S .

Enseguida ofrecemos algunos ejemplos de superficies racionales anticanonicas.
EjempLo 8.2.2. Las superficies de Hirzebruch son superficies racionales anticanonicas.

EjempLo 8.2.3. La explosion del plano proyectivo sobre un campo en un numero finito de puntos

colineales (pueden ser infinitamente cercanos) es una superficie racional anticanoénica.

EjemrLo 8.2.4. La explosion del plano proyectivo sobre un campo en un nimero finito de puntos

de una coénica del plano proyectivo es una superficie racional anticandnica.

Lema 8.2.5. Sea S una superficie racional anticanénica. El monoide efectivo M(S) de S es finita-
mente generado si, y solo si hay un niimero finito de curvas sobre S de autointerseccion igual a —1

y de autointerseccion igual a —2.
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DemosTRACION. Ver [24, Corolario 4.2, p. 109]. —

Una aplicacion del Teorema 8.1.2 es el siguiente resultado, el cual caracteriza geométricamente

la finitud de los anillos de Cox de las superficies racionales anticanénicas:

TEOREMA 8.2.6. Sea S una superficie racional anticanonica. Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

1. El anillo de Cox de S es finitamente generado.
2. El monoide efectivo de S es finitamente generado.
3. Existen un niimero finito de curvas sobre S de autointerseccion igual a —1 y de autointer-

seccion igual a 2.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata del Teorema 8.1.2 y del Lema 8.2.5. —

CorovLArio 8.2.7. El anillo de Cox de una superficie de Hirzebruch es finitamente generado.

CoroLAriO 8.2.8. El anillo de Cox de la explosion del plano proyectivo sobre un campo algebrai-
camente cerrado en un niimero finito de puntos que pertenecen a una curva plana entera de grado

menor o igual a dos es finitamente generado.
CoroLario 8.2.9. El anillo de Cox de una superficie de del Pezzo es finitamente generado.

OBSERVACION 8.2.10. Sea Y una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo algebraicamente
cerrado tal que su anillo de Cox es finitamente generado. El determinar explicitamente los gene-
radores de dicha dlgebra Cox(Y) es un problema atn abierto. En el caso de una superficie de del
Pezzo dicho problema esta resuelto de una manera satisfactoria, por ejemplo ver el trabajo que se

encuentra en [2].

8.3. Superficies Racionales Fraccionalmente un Lapiz

Un caso especial de las superficies racionales es el de las superficies racionales tal que el sistema
lineal completo de un divisor anticanénico es de dimensidn proyectiva uno, estas ultimas superficies

son estudiadas en [28] y en [23]. A continuacidn presentamos un concepto mas general.

DernicION 8.3.1. Sea S una superficie racional proyectiva lisa definida sobre un campo algebraica-
mente cerrado. S es fraccionalmente un lapiz si existe un entero positivo r tal que el sistema lineal
completo | — rKg| es un l4piz (es decir, es de dimensién proyectiva uno), donde Ky es un divisor

candnico sobre S.
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EjempLo 8.3.2. La explosion del plano proyectivo en la interseccion de dos cubicas planas enteras es
una superficie racional anticanénica y fraccionalmente un lapiz. La clasificacion de estas superficies
se puede encontrar en [28].

Aqui mostramos una caracterizacién de la finitud de los anillos de Cox de superficies racionales

fraccionalmente un lapiz.

TeoREMA 8.3.3. Sea S una superficie racional fraccionalmente un ldpiz. Los siguientes enunciados

son equivalentes:

1. Cox(S) es finitamente generado.

2. Existe un niimero finito de curvas sobre S de autointerseccion —1.

DEemosTrAcION. Aplicando el Teorema 8.1.2 y observando que S tiene un nimero finito de curvas

de autointerseccion igual a -2, el resultado se satisface. —
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