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Resumen

En esta tesis abordamos los procesos de aprendizaje desde el punto de vista
estadistico, se presenta una teoria que busca explicar y, en la medida de lo
posible, predecir el aprendizaje de redes de neuronas, es decir, la manera en
que las redes, mediante una serie de métodos, emulan cada vez con mayor
precisiéon una funcion.

Para ello hemos construido un modelo de neurona que intenta asemejarse
lo més posible a la actividad del modelo de Hodgkin—Huxley, con la ventaja de
ser computacionalmente econémico, pero que preserva muchas de las diversas
maneras en que una neurona puede responder ante diferentes estimulos.

Sin hacer la reduccién al modelo de neurona binaria usualmente empleado en
la literatura (perceptron), estudiamos el comportamiento de las redes sometidas
a estimulos principalmente binarios para evaluar su respuesta.

También desarrollamos dos algoritmos de aprendizaje, el primero, basado
en Monte Carlo como un algoritmo de adaptacién tipo prueba y error; y un al-
goritmo genético que usa como base el de Monte Carlo que optimiza y amplifica
la eficacia del primero.

Se analiza, en un d4mbito estadistico, la manera en que el aprendizaje de
las redes se lleva a cabo. Dado que la mayoria de las variables son modificadas
por los algoritmos de manera estocastica, mediante el uso de probabilidades, es
posible entender su dindmica durante el proceso de aprendizaje. Nos apoyare-
mos del formalismo de los procesos estocasticos, especificamente de la ecuacion
maestra, para examinar con mas detalle y con la intencién de entender a fondo
el mecanismo de aprendizaje.

Se presentan al final los resultados mas significativos, con el fin de confrontar
los modelos y la teoria aqui planteados.
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Abstract

In this thesis we study the process of learning within a statistical approach.
We present a theory aiming at explaing and even in some cases, predicting the
way networks of neurons modify their behavior to emulate a target function
progressively.

We built a model for the neuron that reasonably mimics the activity of
the Hodgkin—Huxley model but with the virtue of being computationally light.
This model emulates basically the three modalities observed in the HH model:
integrator, resonator, and bistable.

We developed two algorithms to teach the neural network. The first of these
is a “trial and error” method inspired in the Monte Carlo algorithm, and the
second is a genetic algorithm that increases the efficiency of the first.

Then, in a statistical manner we analyze the process of learning itself. Since
the algorithms mostly use random variables we rely on the formalism of the
Stochastic Processes, especially with the Master Equation to study the learning
process.

Finally, we present the most significant results of our theory and compare
them with the simulations of the model.
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Introduccioén

Entender los mecanismos con los que el cerebro representa y almacena se-
cuencias temporales es evidentemente un problema fundamental que tiene gran
relevancia. Tales mecanismos permiten a los individuos asociar estimulos neu-
tros que preceden y, por lo tanto, le permiten predecir estimulos conductual-
mente relevantes e ignorar aquellos irrelevantes o desvinculados [1]. A la vez
permite la formacién de vinculos entre estimulo y respuesta que traducen pa-
trones percibidos en comportamiento, y permiten el almacenamiento y recupe-
racion de memorias de secuencias entre otras. [2]

Se cree que la plasticidad sinaptica es el sustrato bioldgico de los cambios
en el cerebro debidos a la experiencia [3|. Se ha observado que la eficacia de la
transmision de pulsos en la sinapsis es modulada como consecuencia de patrones
de actividad en ambos extremos de la conexion [4].

Los sistemas biolégicos presentan un tipo de memoria muy distinto al que se
acostumbra ver en las computadoras: por ejemplo, la memoria es asociativa, es
robusta ante ruido o tolerante ante error y también es paralelizable y distribuida
[1]; cualidades que conviene entender ampliamente tanto para mejorar técnicas
de aprendizaje como para disenar y fabricar inteligencia artificial, que lleve a
cabo tareas mas eficientemente.

En el campo de las redes neurales se estudian propiedades de redes de
neuronas idealizadas. En particular, se pueden distinguir tres motivaciones de
investigacion para este campo interdisciplinario:

» [ngenieria: Se busca crear maquinas que puedan “aprender”; “clasificar”,
desempeniar ‘“reconocimiento de patrones” o “descubrir patrones” para rea-
lizar tareas con mayor eficiencia.

= Sistemas complejos: Las redes neurales muestran una complejidad adap-
tativa cuyas propiedades son interesantes por si mismas.

= Biologia: Se busca entender el funcionamiento del cerebro. En este rubro
se encuentra la construccién de modelos que permitan dilucidar la manera
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en que la memoria y el procesamiento e interpretaciéon del entorno se lleva
a cabo. Es este campo en el cual esta tesis esta principalmente enfocada.

Por lo mismo, hay una gran cantidad de modelos, cada uno con su grado de
interés, que estan especializados en diferentes campos. Entre ellos, una pequena
porcion esta destinada a ser una buena aproximacion de los sistemas biolégicos
[1]. Destinaremos una parte del trabajo en construir uno.

Esto nos llama a estudiar particularmente los procesos de aprendizaje. Den-
tro de esto podemos encontrar fundamentalmente dos rubros, los algoritmos de
aprendizaje supervisado y los de aprendizaje no supervisado. En el aprendizaje
supervisado, se provee a la red neural un conjunto de datos y metas u objetivos
y un agente, ya sea un preceptor o tutor, que gufa a la red a aproximarse al
objetivo. En el aprendizaje no supervisado, se le provee a la red un conjunto
de ejemplos para memorizar, de tal forma que los ejemplos puedan ser recorda-
dos més tarde con la intencién de reinterpretarlos y construir un conjunto més
amplio, generalizado o que tome los aspectos esenciales del conjunto original [1].

Dentro de la gran colecciéon de algoritmos de aprendizaje no supervisado
sobresalen los mapas auto organizados (SOM, por sus siglas en inglés), las
teorias de resonancia adaptativa (ART) y modelos tipo hebbianos que auto-
regulan las conexiones sinépticas bajo reglas observadas experimentalmente.
[2-8].

No es claro cémo es que se lleva a cabo el aprendizaje en los organismos
equipados con sistema nervioso central y en general es una interrogante abierta
a la cual se ha invertido una gran cantidad de esfuerzos. Nosotros no aborda-
remos directamente esta cuestion; sin embargo, hemos construido una serie de
herramientas en este tratado que pueden ser ttiles para resolverla y que ademés
por si mismas encontramos interesantes.

En esta tesis se desarrollan dos modelos, un modelo de neurona que sera
empleado para crear redes de ellas, y un modelo de aprendizaje para la red,
pues con esto se pretende que la red de neuronas pueda emular, mediante el
proceso de aprendizaje, una funcién particular. Este modelo fue construido con
la finalidad de ayudar a entender de lo que ocurre en el sistema nervioso. Por
encima de esto, se formulé una teoria que respalda, predice y explica como
sucede el aprendizaje, exponiendo las condiciones que favorecen o que limitan
el aprendizaje.

Comenzando en el capitulo primero proponiendo un modelo de neurona
inspirado en el de Hodgkin—Huxley (HH) . Este modelos lo empleamos como
la base para la red de neuronas. Mediante el uso de programas computacio-
nales, extraemos las propiedades mas relevantes en este contexto, del modelo
de HH e implementamos uno que, de la mejor manera, las emule pero que
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computacionalmente no consuma muchos recursos.

En el capitulo segundo, plantearemos una manera de aproximar los meca-
nismos de transmisiéon de pulsos entre neuronas para construir un modelo de
red neural. Asimismo, se expone la arquitectura y reglas que le corresponden a
la red para ser evaluada por el preceptor de los algoritmos de aprendizaje.

Para el capitulo tercero, se presentan los algoritmos de aprendizaje imple-
mentados: un mecanismo de prueba y error tipo Monte Carlo y un algoritmo
genético.

En el capitulo cuarto se desarrolla una teoria que intenta explicar y predecir
los procesos de aprendizaje en general. Haciendo un anéalisis més detallado al
modelo de red aqui propuesto finalizamos con el capitulo quinto, en donde se
presentan los resultados mas significativos y se confronta esta teoria.
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Capitulo 1

El modelo de la neurona

Una neurona es una célula del sistema nervioso que se destaca por una pro-
piedad fundamental: la excitabilidad, esto es, la neurona es capaz de formar
pulsos electroquimicos como reacciéon a los estimulos que se le presentan. Las
neuronas son células altamente especializadas en el procesamiento y transmi-
sién de senales. Hay una variedad muy amplia de formas, tamanos y propieda-
des electroquimicas de estas células.

De manera esquemética, una neurona se divide en tres partes: el soma, las
dendpritas y el axén. El soma o cuerpo celular es la parte que contiene al ntucleo
de la célula y es donde se realiza la mayoria de las funciones fisiologicas.

Las dendritas son extensiones del soma en forma de ramas que recogen
informacién en forma de sefiales electroquimicas para transmitirlas al cuerpo
celular.

El axén es una prolongacién que porta las senales producidas en el soma
hacia otras células. La longitud de esta parte llega a medir decenas, cientos o
en ocasiones miles de veces el tamafio del cuerpo celular.

Las neuronas, a lo largo de su axén, pueden hacer contacto con otras neu-
ronas. Este contacto es llamado sinapsis y se distingue por ser una unién de
brecha, es decir, consta de un pequeno espacio entre neurona y neurona. Es-
ta interaccién tiene el efecto de promover o inhibir la producciéon de pulsos,
llamados potenciales de acciéon, en la neurona que los recibe.

Los pulsos llamados potenciales de acciéon son los medios principales de
comunicacion entre este tipo de células y son electroquimicos.

Hay neuronas que emiten espontaneamente y otras que sélo lo hacen como
respuesta a estimulacion adecuada que reciben [4].

5
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1.1. El modelo de Hodgkin—Huxley

Uno de los modelos méas importantes en la neurociencia computacional es el
de Hodgkin-Huxley (HH), el modelo de respuesta del axon gigante de calamar.
Utilizando técnicas experimentales muy novedosas en aquel entonces, Hodgkin
y Huxley (1952) determinaron que el axén del calamar transporta principal-
mente tres corrientes: la corriente de potasio (K™), la de sodio (Na™) y una
corriente de fuga que transporta principalmente iones de cloro (C17) [9].

En el modelo se plantea que la membrana celular de la neurona se puede
reducir a un circuito eléctrico. La membrana, al ser una capa muy delgada
opera como un capacitor y, al mismo tiempo, al ser permeable a diferentes iones,
también transporta corriente. La corriente total I que atraviesa la membrana
celular es

I = CV+)Y T,

donde V es el potencial de la membrana, C' es su capacitancia e I; es la corriente
del ion ¢ el cual es proporcional a la conductancia g; y a la diferencia entre el
potencial de la membrana y el de equilibrio del ion FE;.

La conductancia g; del ion ¢ es una variable dindmica y responde a cam-
bios en el potencial. Estos cambios no son inmediatos, sino que dependen de
las variables de activaciéon e inactivacion dados por la estructura de los cana-
les i6nicos, estas variables son n, m y h. El conjunto completo de ecuaciones
diferenciales para este modelo es:

CV = I—ggn' (V- EK)—aNam*h(V — Eny) — 91,(V — EL), (1.1)

fo= % (1.2)
o= W (1.3)
h = %L (1.4)

La variable n es llamada la compuerta de activacion del potasio, de igual manera
m para la del sodio y h la variable de inactivaciéon de este ultimo ion. El
exponente de estas variables en la ec. 1.1 est4 asociado al ntimero de compuertas
en el canal i6nico, por ejemplo, para el potasio, hay cuatro compuertas, por lo
tanto, ese es el grado de n.
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A continuacion se detallara cada elemento que conforma al sistema de ecua-
ciones. Los valores de las constantes que se utilizaran para este trabajo son los
siguientes: los potenciales de reposo F; segun el equilibrio de Nernst,

B =-12mV,  Ey,=120mV,  Ep, =10.6 mV;

los valores de las conductancias tipicamente son

_ 1 _ 1 1
K= g WNa=1ggm =08 g

el valor para la capacitancia es C' = 1 uF/cm? y la corriente total es denotada
por I. Las funciones de las variables de activacién e inactivacion estén dadas
por

i 1 .
(V)= W)= g vami=nmib (15)

desglosandolas atin mas,

10 — V/mV v
=0, = 0.125 exp(— —— ) Hz;
“ exp(1 — V/10 mV) — 1 P (= gy T
25 — V/mV
O =0 @5 — V10 mv) — 1 p P gy 2
1
— 0.07 exp(— H - Ha.
“h exp(= 35 ) B2 o= BV w11

(1.6)

Las funciones de las ecs. 1.5 (izquierda) son llamadas funciones estacio-
narias de activacion e inactivacion. Se puede medir el valor de estas funciones
en dependencia del voltaje experimentalmente bajo un procedimiento llamado
voltage clamp en el cual se mantiene fijo el valor del voltaje de la membrana y
se mide la corriente i6nica a través de los canales i6nicos especificos. El valor
al que llega la conductancia asintéticamente en el tiempo es proporcional a la
variable de activacion o inactivacion. [9]

Las funciones de las ecs. 1.5 (derecha) son convencionalmente llamados
tiempos caracteristicos de las variables de activacién o inactivacién. En
la figura 1.1 se muestra la dependencia de las seis funciones. Como se puede
apreciar, las funciones n.. (V) y ms (V') son funciones crecientes con respecto
al voltaje, debido al cual se llaman funciones de activacién, a diferencia de

he(V) que es decreciente, pues se refiere al ligando de inactivacion del canal
de sodio. [4]



8 CAPITULO 1. EL MODELO DE LA NEURONA
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Figura 1.1: Gréficas de las funciones estacionarias de activacion e inactivacion
(izquierda) y la dependencia en el voltaje de los tiempos caracteristicos de las
variables (derecha) como expuestas en las ecs. 1.6 respectivamente.

Dado que hay cuatro variables dinamicas V, n, m y h, el espacio fase de este
sistema es de cuatro dimensiones. Comprender la dindmica de las trayectorias
en el espacio fase requerira la integracién numeérica de estas ecuaciones, ya que
no se conoce solucion analitica.

Con la intenciéon de indagar sobre el comportamiento de la célula, haremos
un experimento virtual variando controladamente la corriente total. A conti-
nuacion se estudiaran algunas de las propiedades neurocomputacionales que se
dilucidan a partir de este experimento.

1.2. Propiedades de las ecuaciones de Hodgkin—
Huxley

En general, podemos calcular la localizaciéon en el espacio fase de los puntos
fijos por medio de la suposicion V= n = m = h = 0, es decir, la solucién
estacionaria. Esto lleva a la siguiente ecuacion:

I =ggna(V — Eg) + gNamahe(V — Exg) + 91,(V — Ep).

En esta ecuacién, sélo V es variable; sin embargo, se trata de una ecuacion
trascendental y las raices se obtienen por métodos numéricos. En la figura 1.2
(izquierda) se muestra graficamente el valor de el punto fijo en dependencia de
la corriente total.

Mediante un anélisis lineal, en los eigenvalores de la matriz jacobiana deriva-
da de las ecuaciones diferenciales se puede observar que para I = I, =~ 8.41 uA,
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Figura 1.2: Valor del potencial de la membrana en el punto fijo (izquierda).
Estabilidad de los puntos fijos segin la parte real de los eigenvalores (derecha).

hay un cambio en el signo de la parte real para dos eigenvalores, esto implica
que cambia la estabilidad del punto fijo. Como se puede observar en la figura
1.2 (derecha), para corrientes menores a I, la parte real de todos los eigenvalo-
res es negativa, por lo cual, es un punto fijo atractor. En cambio, para I > I,
la parte real de dos de ellos cambian de signo; consecuentemente, el atractor
pierde estabilidad y se convierte en repulsor, lo que quiere decir que la neurona
ya no permanecera quiescente en su actividad [9].

Podemos, a partir de las variables del sistema de ecuaciones de HH, construir
el espacio fase y observar la dindmica del sistema por las trayectorias que se
trazan. Al integrar las ecuaciones de HH con diferentes condiciones iniciales,
se puede observar que siempre se pueden producir los potenciales de accién, es
decir, pulsos de cientos de milivolts de muy breve duracién, o bien, trayectorias
en el espacio fase que pasan rapidamente por valores altos en V. En ocasiones se
observa que éstos se producen repetidamente y en otras, después del disparo, el
estado de la neurona tiende al reposo. En la figura 1.3 se muestra esta dindmica.

Cuando la neurona se encuentra en una actividad de pulsos periddica, se
forma un ciclo limite en el espacio fase, sin embargo, este ciclo limite no sélo
aparece hasta que el punto fijo pierde su estabilidad, sino también en valores
de la corriente. Dado que para estos valores de I se encuentra el punto fijo y
ademés el ciclo limite, la neurona es biestable: dependiendo de las condiciones
iniciales o estimulacién adecuada, la célula tendera a un comportamiento o a
otro.

Para saber en qué valores de I se forma el ciclo limite, basta con comenzar
con una trayectoria en el ciclo limite bajo corrientes altas donde no se presenta
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Figura 1.3: Actividad quiescente (a), excitable (b) y de pulsos repetitivos (c).
En la parte superior se muestra la evolucion del potencial de la membrana, en la
parte inferior se muestra una proyeccién del espacio fase. Tomada de Izhikevich
(2007) 19].

biestabilidad y posteriormente disminuir la corriente poco a poco hasta perder
dicho atractor. En la figura 1.4 se muestra un diagrama de bifurcaciones en
donde se puede localizar el potencial eléctrico de los atractores y los repulsores.
La curva solida que pasa cerca del origen muestra la localizacién del punto fijo;
para valores de I > I, la linea continua intermitente, simbolizando que éste
se ha tornado inestable. De la misma manera, para I; ~ 5.31pA se abren dos
curvas por abajo y por encima de la anterior, una sélida y la otra punteada,
simbolizando la proyeccion sobre V' del ciclo limite atractor y de un repulsor
que divide al espacio fase en los dominios de los atractores.

En breve, para I < I; se encuentra inicamente el punto fijo, con Iy < I < I
hay coexistencia entre el ciclo limite y el punto fijo y para Iy < I sélo permanece
el ciclo limite como tnico atractor.

1.3. Respuesta de una neurona ante un estimulo

Con fines de reproducir un modelo computacionalmente més modesto, es
preciso estudiar la respuesta de la neurona bajo diferentes estimulos. Debido a
la forma de los potenciales de accién, breves pero muy intensos, los estimulos
seran, por fines practicos, distribuciones tipo delta de Dirac que se anadiran al
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Figura 1.4: Diagrama de bifurcaciones en el comportamiento de la neurona: la
linea verde representa el punto fijo, la linea azul los extremos de la proyeccion
de los ciclos limite. En ambos casos la linea solida representa estabilidad a
diferencia de la punteada que simboliza inestabilidad.

cambio del potencial de la membrana, es decir, se anade A§(t —t5) a la ec. 1.1,
V= fu(Vinym,h) =V = fu(V,n,m, h) + As(t — t,),

donde fy es el miembro derecho de la ec. 1.1 dividido entre C', la capacitancia de
la membrana, A es la amplitud del estimulo y ¢, es el instante en que lo recibe.
Integrando las ecuaciones de HH se puede observar que después del estimulo,
la trayectoria hara un salto de tamano A paralelo al eje V' en el espacio fase.
A continuacién se estudiaréan las consecuencias de este tipo de estimulacion,
variando el estimulo tanto en amplitud, A, como en el instante, t,, en que se
aplica.

1.3.1. Corrientes bajas, neurona integradora

Comenzaremos por describir la respuesta del sistema para corrientes con
valores entre 0 e I;. Dado que en esta regiéon el punto fijo es el tnico atrac-
tor, sabemos que la trayectoria eventualmente regresara a éste. Si el estimulo
produce una trayectoria corta y directa de regreso al punto fijo, diremos que
el estimulo no fue suficiente para producir un potencial de accién; por el con-
trario, si el potencial de la membrana se eleva hasta las centenas de milivolts,
sabremos que se produjo una espiga de voltaje en la célula. Partiendo del re-
poso, la célula puede ser estimulada con diferentes valores en A con el fin de
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Figura 1.5: Umbral de la neurona HH. (Izquierda) Diferentes pruebas para
una neurona en estado quiescente, para diferentes valores en la amplitud del
estimulo, la neurona respondera con un pulso de potencial o no, el valor minimo
para el cual la neurona respondera con un pulso sera el umbral. (Derecha)
Diferentes valores del umbral A segtn la corriente, la linea sélida son los datos
obtenidos al integrar las ecuaciones de HH, la linea intermitente representa el
ajuste de curva.

averiguar cudl es el valor minimo para que la célula responda con un pulso.
Este valor lo llamaremos umbral. Es de esperarse que el umbral dependa de la
corriente total y, dado que el punto fijo pierde estabilidad conforme la corriente
aumenta, es de esperarse que el umbral decrecera, véase figura 1.5.

El método para determinar el valor del umbral fue el siguiente:

1. Se toma una trayectoria lo més cercana posible al punto fijo, después de
un intervalo de tiempo se produce el estimulo, es decir, se agrega A al
potencial de la membrana en ese instante.

2. Se toma ese nuevo punto como inicial y se comienza a integrar numéri-
camente de nuevo la ecuaciéon diferencial.

3. Si la nueva trayectoria en algiin momento sobrepasa 90 mV, entonces se
considera que hubo formacion de un disparo y, por lo tanto, se propone un
valor ligeramente menor para el estimulo A. Si por el contrario, la trayec-
toria no muestra la espiga de voltaje, se propondra un valor ligeramente
mayor para A.

4. Se pueden repetir estos pasos tantas veces como se desee haciendo los
incrementos o decrementos en A cada vez mas pequenos con la finalidad
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de aumentar la precision del valor del umbral, y asi para diferentes valores
de I.

Se encontré, por medio de un ajuste de curva, que el valor aproximado del
umbral h en funcién de la corriente estd dado por la siguiente expresion:

h(I) = 6.14 — 0.591 + 0.0461% — 0.00217°. (1.7)

Seguido de determinar el valor del umbral, se estudié el efecto que tiene
el estimulo temporalmente, es decir, como cambia la respuesta de la neurona
en dependencia del momento del estimulo ¢,. Es importante mencionar que
las ecuaciones de HH son explicitamente independientes en ¢ y, por ello, es
evidente que hay invariancia respecto a corrimientos en el origen temporal, lo
que significa que si la neurona esta en un estado quiescente y se estimula, no
importaré en qué momento se haga. Sin embargo, se puede ver que si la neurona
no esta en el punto de reposo, o particularmente si se encuentra en el regreso
de un potencial de accién, la célula respondera al estimulo dependiendo del
momento en el que se le aplique. En particular, serd de nuestro interés medir
el intervalo de tiempo que tarda ésta para poder volver a ser estimulada. A
este intervalo de tiempo lo llamaremos periodo refractario. Al igual que el
umbral, es de esperarse que el periodo refractario cambie su valor si la corriente
interna cambia.

Se determiné el periodo refractario al estilo en que se determiné el del
umbral:

1. Partiendo de un estado quiescente se estimula a la neurona con un pulso
que por poco sobrepase al umbral y se integra el conjunto de ecuaciones
diferenciales.

2. Se estima un intervalo de tiempo que debe transcurrir desde el primer
estimulo en que se cree que la neurona podria responder de nuevo.

3. Sila segunda perturbacién caus6 un pulso en el potencial de la membrana,
se propone un intervalo de tiempo ligeramente menor para repetir desde
el paso anterior. Si, por el contrario, no hubo respuesta por parte de la
célula, se propone un intervalo ligeramente mayor.

4. Se repite el paso anterior con la finalidad de aumentar la precision. Ade-
més, se procede desde el primer paso para diferentes valores de 1.

Los resultados se muestran en la figura 1.6. La frecuencia refractaria, w, esto
es el inverso del periodo refractario, como funcién de la corriente interna es
aproximada por un ajuste de curva,

w(I) = 5.53Hz/T + 0.013A + 45.4Hz. (1.8)
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Figura 1.6: Periodo refractario en la neurona de Hodgkin-Huxley. (Izquierda)
Gréfica representativa de la manera en que se determina el periodo refractario
segtn las ecuaciones HH. El periodo refractario es el intervalo de tiempo que
debe transcurrir después de un estimulo para que la neurona pueda volver a ser
estimulada. (Derecha) Valor de la frecuencia refractaria (inverso del periodo
refractario) en dependencia de la corriente total, la linea solida representa el
valor obtenido numéricamente. La linea intermitente muestra el ajuste de curva.

1.3.2. Corrientes altas, neurona resonante

Dado que la region de corrientes intermedias tiene caracteristicas de ambos
extremos, el de corriente baja y el de alta, continuaremos describiendo el caso
de corrientes altas.

Si por la neurona hay flujo alto de iones, la corriente a través de la membrana
es alta y, por lo tanto, el inico atractor en el espacio fase es el ciclo limite. Para
estudiar el efecto que producen los estimulos sobre trayectorias que tienden a
un ciclo limite, es pertinente introducir el concepto de fase de oscilacion. Este
concepto puede ser definido para cualquier sistema que presente un ciclo limite,
atractivo o repulsivo e independientemente de la dimensionalidad del espacio
fase del sistema.

Mientras la célula esté emitiendo pulsos periddicamente, es posible para-
metrizar la trayectoria, que es una curva cerrada por medio de una fase, esto
es,

0= % mod 1, (1.9)

donde T es el periodo y 0 es llamada la fase de oscilacion. Por costumbre
se emplea el punto del ciclo limite donde el potencial alcanza su valor méximo
para situar el cero de la fase; sin embargo, por cuestiones de precisiéon, hemos
decidido situar el origen de la fase en el minimo del potencial. Esto lo podemos
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ver en la figura 1.7, donde el ciclo limite es mapeado al circulo (inferior derecha).
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Figura 1.7: Definicion de fase de oscilacion, 6. El ciclo limite (superior derecha)
es homeomorfo al circulo (inferior derecha).

La fase de oscilacion también puede ser definida fuera del ciclo limite, siem-
pre y cuando haya atraccién a éste. Considérese, por ejemplo, a un punto g, en
la cuenca de atraccion. Con el paso del tiempo, la evolucion del sistema trazara
una curva y(t). Estrictamente hablando, la trayectoria y(¢) al no estar sobre
el ciclo limite no es periddica, sin embargo, tiende a serlo asintéticamente. Es
decir, existe una trayectoria x(t) sobre el ciclo limite que comienza en cierto
punto x, y satisfase

lim |y(t) — x(t)| = 0. (1.10)

t—o0

Es importante senalar la importancia de escoger bien al punto z(; de no ser
asi, la diferencia entre las trayectorias no tenderé a cero con el paso del tiempo.
Por esta razon se le asigna a yq la misma fase que z.

Analogamente, podemos, al tiempo inicial ¢ = 0, fijar un punto x, sobre
el ciclo limite y encontrar todos los puntos gy que cumplen con la ec. 1.10
cuando x(0) = x. El conjunto de todos esos puntos forma una variedad que
se conoce como la is6crona de xy. Todos los puntos de esta variedad tienen
comportamiento asintotico eventualmente indistinguible de z(t), por ello, se
dice que tienen la misma fase que zg.

Las neuronas, al recibir estimulos de otras células modifican sus trayectorias
en el espacio fase. Dado que el ciclo limite es el anico atractor, las trayectorias
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Figura 1.8: (Izquierda) Respuesta de una neurona ante un estimulo /(t) (linea
solida) comparada con una neurona libre de estimulo (linea punteada). (Dere-
cha) Proyeccion del espacio fase [V, n| en donde se muestra la discontinuidad
provocada por el estimulo al igual que el cambio de fase.

eventualmente regresaran a éste. Se puede decir entonces, que es la fase la que
es modificada por el estimulo. Como se puede ver en la figura 1.8, al comparar
el potencial de la membrana de la célula estimulada (linea solida) contra la
libre (linea punteada), se puede observar una diferencia de tiempo entre los
picos.

Al tiempo ¢, la trayectoria salta de V(¢;) a V(tF) = V(t;) + A; en general
este salto cambiara la isécrona de la trayectoria. Llamaremos corrimiento de
fase o PRC por sus siglas en inglés (phase reset curve) a la diferencia entre la
fase después del estimulo y la fase anterior a este,

PRC(A, ) = 6,5 — 0.

Naturalmente, el corrimiento de fase dependera de la fase 6 en que se encuentre
el oscilador al momento del estimulo y de la intensidad de éste, que hemos
denotado por A. Conocer el valor de la PRC para cualquier fase # y amplitud
de estimulo A es de gran utilidad para dilucidar la dinamica de la neurona bajo
cualquier tipo de estimulacién, no obstante, esto no es una tarea facil y por lo
general, se tiene que recurrir a métodos numéricos.

Dado que el ciclo limite no cambia significativamente de forma con la co-
rriente, supondremos que la curva de corrimiento de fase es invariante ante
este parametro. Para una neurona con corriente interna I = 10 uA se calculd
la curva de corrimiento de fase. El método para la obtencién de los valores de
la PRC fue el siguiente:

1. Se comienza con una trayectoria en el ciclo limite y se determina con
precision el periodo de éste.

2. Se produce un estimulo a la célula para después dejar evolucionar la
trayectoria hasta que aproximadamente regrese al ciclo limite.
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Figura 1.9: Gréafica de contornos de la PRC en el plano A x 6, los tonos indican
la magnitud de la respuesta de la neurona tal como se indica en la barra de la
derecha.

3. Se calcula la diferencia de tiempo que toma a una trayectoria control,
libre de estimulo, alcanzar a la perturbada.

4. Se hace un barrido para todas las fases, es decir, se procede desde el primer
paso para diferentes momentos en que se estimula a la célula virtual.

5. Se repiten los pasos anteriores para diferentes amplitudes de estimulacién.

Los resultados numéricos que se obtuvieron se muestran en gréficas en la figura
1.9.

Para concluir el analisis, se describira la variacién de la frecuencia de oscila-
cion en el ciclo limite en dependencia de la corriente. El método para determinar
el valor de la frecuencia fue el siguiente:

1. Se integra una trayectoria que comience en el ciclo limite hasta que llega

al minimo en el potencial de la membrana.

2. Una vez ahi se continda integrando en el tiempo hasta que la trayectoria
regresa.

3. Se procede de la misma manera para varios valores de la corriente.

Los resultados se muestran en la figura 1.10. Mediante el ajuste de una curva
se encuentra que

w(l) = 10.4Hz\/I — 5.1uA + 46.8Hz, (1.11)

es una buena aproximacion. Esta ecuacion es la continuacién para corrietes
I > I, pues tratamos de incluir en w tanto la frecuencia refractaria como la
frecuencia del ciclo limite.
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Figura 1.10: En esta figura se muestra la dependencia de la frecuencia del ciclo
limite con respecto a la corriente de fondo. La linea sélida muestra los valores
encontrados mediante la simulacién y la linea punteada muestra el ajuste de
curva.

1.3.3. Corriente media, neurona biestable

Una neurona con corrientes I entre I; e I5 tiene un punto fijo como atractor
asi como también un ciclo limite. Por lo tanto, heredara algunas propiedades
que se observan en corrientes altas y en corrientes bajas. Basicamente, dado
que hay dos cuencas de atraccion, habré competencia por el comportamiento
asintotico de las trayectorias.

Entre las dos cuencas de atracciéon existe una variedad llamada separatriz,
la cual, como su nombre lo sugiere, divide en dos regiones al espacio fase. Si
una neurona recibe estimulaciéon adecuada, la trayectoria puede cruzar dicha
separatriz alternando su comportamiento asintético. Esto implica que existe
una nocion de umbral y éste se identifica con la separatriz.

En resumen, es de esperarse tanto un comportamiento quiescente de la
neurona que, muy facilmente puede cambiar a resonante y viceversa.

Las neuronas, en aislamiento compensan las corrientes i6nicas de tal manera
que la corriente total es nula. Cuando una de estas células recibe un estimulo de
otra neurona, no se induce bifurcaciéon alguna debido a lo estrechos que son los
pulsos, sin embargo, cuando hay estimulaciéon continua y de diversas formas, la
corriente total varia y las bifurcaciones son provocadas.
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1.4. Un modelo simplificado de neurona

En esta seccion detallaremos el modelo de neurona que se empled para este
trabajo. Este modelo fue propuesto por nosotros y pretende ser una sintesis
para el modelo de neurona de HH.

Las ecuaciones diferenciales propuestas por Hodgkin y Huxley, si bien son
muy precisas, también son computacionalmente muy costosas. Por ello y, debido
a la cantidad de tareas que se le delegaron a la computadora, se propone un
modelo de neurona que conserva muchas de las propiedades descritas en las
secciones anteriores pero que facilite y reduzca considerablemente el tiempo de
calculo numérico.

El modelo de neurona que se propone sera el de una cuya respuesta varia
entre dos valores, cero y uno; por esta razoén se le llama neurona binaria. Si-
mularemos la corriente total de iones que cruzan la membrana celular de la
neurona con una variable interna I que determina las constantes internas de la
neurona.

La respuesta de la neurona, llamada la actividad, v sera funcién del estado
de la neurona y de los estimulos que reciba,

U(s) =0(s—h)f(e — 1), (1.12)

donde 6 es la funcién escalén de Heaviside, s es el estimulo que la neurona
recibe, ¢ es la fase y h es la cantidad de estimulo necesario para responder
con un disparo, es decir, el umbral. Tanto ¢ como h son variables dinamicas,
gobernadas por las siguientes ecuaciones.

La variable de fase esta regida por

¢ = wp + dw + PRC(s, )0 (t — ts),

donde wy es la velocidad de recuperacion, esto es, la frecuencia refractaria dada
por la ecuaciéon 1.8 si I es fijada a un valor inferior a Iy, o la frecuencia de
oscilacion dada por la ecuacion 1.11 si I > I. La funcion PRC(s, ¢) es la que se
midid a partir del modelo HH; ¢ es la fase de oscilacién al momento del disparo.
dw es una pequena correccion a la frecuencia de la neurona —hemos observado
en la neurona HH que si la estimulaciéon es muy intensa, tanto positiva como
negativamente, la neurona modifica ligeramente su frecuencia. Entonces, dw
serd funcién de la variable interna V que se le conoce como la variable de
activacion,
dw = 0.0106V.

Para el umbral h, se formul6 la siguiente ecuacion:

1

= @(ho -V),
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Figura 1.11: (Izquierda) Frecuencia de refractaria o de oscilacion wy como fun-
cion de la corriente. (Derecha) Valor del umbral base hy como funcion de la
corriente.

donde hg es el umbral de la neurona. A semejanza de los valores adquiridos con
el modelo de HH anteriormente, hy toma la forma

6.3 —2.41 +0.381% — 0.0297° sil <Iy
ho(])z 0 sil<I<lIy.
6.3 — 1.451 + 0.231% — 0.017313  sil, <1

El umbral del modelo de esta neurona esta inspirado en la ecuaciéon 1.7. Sin
embargo, como puede observarse para valores de I > I, toma valores negativos,
esto con el fin de producir efectos mas realistas a los que se observan el las
neuronas reales, pues la célula dejard de disparar si es inhibida severamente.
En la figura 1.11 se muestra con una grafica la forma del umbral.

La variable V' es una que imita el potencial de la membrana. El factor 1/100
se incluye por normalizaciéon, debido a que la extensiéon en la oscilacion de la
neurona es de aproximadamente 100 mV y el modelo aqui propuesto oscila entre
Cero y uno.

V varfa de acuerdo con el tiempo segtn la ecuacion diferencial,

V = —a(I)V + 100s5(t — t,),

donde « es la rapidez con que el potencial de la neurona tiende al estado quies-
cente. Su valor se obtiene directamente a partir de la ecuaciéon diferencial 1.1,
haciendo un desarrollo a primer orden para V' de la serie de Taylor suponiendo
que n, m y h toman los valores estacionarios y, por lo tanto, dependientes del
voltaje,

a(l) = 0.675 + 0.006391.
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Figura 1.12: Similitudes de la respuesta ante un tren de estimulos entre el
modelo de HH y el que aqui se presenta para diferentes valores de la corriente.
En la parte superior se muestra el valor del potencial de la membrana celular
en el modelo HH, en la parte inferior se compara con el modelo presentado.
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Por altimo, V' y ¢ seran restablecidos a cero después de que la célula propaga
el disparo, es decir, tanto la fase como el potencial regresan a su valor base si
v =1.

Aqui concluye la presentacion y descripciéon del modelo de neurona que he-
mos conformado y que se emplearéd como aproximacién para hacer simulaciones
y otros calculos. En lo siguiente se mostraré el comportamiento y se comparara
con el modelo de HH y con algunas otras aproximaciones.

1.4.1. Comparaciones del modelo simplificado de neurona

Este modelo de neurona conserva algunas de las propiedades més bésicas
de las neuronas que se han observado experimentalmente y, aunque aparente
muchas complicaciones, permite hacer calculos significativamente més rapidos
comparado con el modelo de HH, como se puede apreciar en la fig. 1.12, en
donde se muestra la respuesta a un tren de estimulos por el modelo de HH y
el modelo simplificado que aqui se presenta.

Mas atn, si se hace un promedio temporal de la respuesta de la neurona
ante diferentes valores en la amplitud de trenes de estimulos, se puede apreciar
la similitud que tiene con respecto a los modelos més simplistas de neuronas
empleados para resolver problemas difusos llamados perceptrones [1,10-13|,
véase fig. 1.13. En estos modelos la variable de respuesta, también llamada
variable de actividad, cominmente estda dada por

1
¥(s) = T el
Sin embargo, este tipo de modelos no conservan propiedades oscilatorias na-
tivamente, es decir, efectos como la sincronizacion y el amarramiento de fase
no emergen naturalmente. El modelo que se propone en este capitulo pretende
conservar dichas propiedades. [9,14]

Las células nerviosas estan conectadas con otras 10* neuronas, y reciben
estimulos que se traducen en una corriente total. Dado que estamos interesados
sblo en estudiar el comportamiento de un circuito en especifico con un nimero
muy limitado de neuronas, simularemos la actividad externa al asignar un valor
distinto de cero a la corriente total de cada neurona. El motivo de esto, como se
ha descrito a lo largo del capitulo, es que las neuronas tienen comportamientos
muy variados que no deseamos perder al no contar con la llegada de tantos
estimulos.

(1.13)

Una vez conformada y descrita la unidad fundamental, se procedera con
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(V/Viaa)

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
A mV]

Figura 1.13: Promedio temporal de la actividad (linea solida) y la actividad
segun la ecuacion 1.13 (linea punteada) para a = 762.3 y h = 0.0605 segin la
ec. 1.13

la construccién de conjuntos organizados de ellas que estardn conectadas a
manera de constituir una red. Una neurona completamente aislada no puede
procesar de sefiales ni realizar funciones o, por lo menos, no habria manera de
saber de su actividad. Al formar grupos y conectandose adecuadamente, tal
como se puede apreciar en los seres dotados de sistema nervioso, emerge una
gran variedad de comportamientos que dan lugar, por ejemplo, a las funciones
vitales, arco-reflejos, etc. En analogia con las componentes electronicas de una
computadora, que conectdndolas de manera sumamente especifica es que una
computadora puede realizar la infinidad de tareas que se le asignan.
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Capitulo 2

La red de neuronas

En breve, las neuronas, las mas de las veces, transmiten los impulsos eléc-
tricos a lo largo del axén desde la base del axén, llamado cono axdnico, al
otro extremo del axén llamado botén presinaptico. Los iones de calcio al fi-
nal del ax6én, movidos por la diferencia de potencial, incitan a las vesiculas
presindpticas aproximarse a la membrana de la célula para derramar los neuro-
transmisores en la brecha sinaptica. Una vez secretados, el boton postsinéptico,
lleno de receptores, captura estas moléculas y permite o evita el flujo de iones
al interior de la célula. Mas tarde, en la célula postsinaptica, el paso de los io-
nes se traduce en un cambio de voltaje transmitido por las dendritas al cuerpo
celular [4]. Este proceso puede ser reducido a la conduccion del voltaje de una
célula a la siguiente. A continuaciéon se detallaré el modelo que se empled para
estudiar los efectos de este proceso.

2.1. El modelo de la red

Para comprender el modelo que se propone de red de neuronas, es preciso
describir como es que una neurona se conecta al resto. Una neurona recibe
estimulos que son colectados por las dendritas dando un valor a la variable de
activacion para maés tarde, la célula envia su respuesta o manifiesta su actividad
via el axén y propagandose a las demas neuronas.

En general, para una neurona, el potencial en el cuerpo celular se modelara
como una combinacién lineal de los potenciales presinépticos. Los coeficientes
de las combinaciones son los pesos de conexiones entre ambas neuronas. La
actividad de la neurona postsinaptica ; serd una funciéon de la variable de
activacion s;, el cual estd dada por la suma pesada de todos los potenciales que

25
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Red (R)

Figura 2.1: (Izquierda) Esquema de una sola neurona recibiendo un conjunto
el impulsos s; a través de las dendritas donde mas tarde serén integradas al
cuerpo celular de tal manera que se produzca una respuesta 1 propagada por el
axon. (Derecha) Esquema de la red de neuronas, conectadas entre ellas y a las
seniales de entrada y de salida. La red tiene la virtud de traducir un estimulo
de entrada a una senal de salida y, por lo tanto, puede ser interpretada como
un mapeo. Los circulos con la letra S denotan al soma de una neurona y los
circulos con una w en su interior denotan un peso sinaptico.

recibe:

Vi(si), 8; = Zwij%‘, (2.1)
J

donde w;; representa el peso de conexion o peso sindptico de la neurona j
con la i y 1; es la actividad de la neurona i, es decir, la respuesta recibida de
la neurona postsinaptica (fig. 2.1 izquierda) que en este caso se modela con
la neurona simplificada descrita en el capitulo anterior (ec. 1.12). Las cons-
tantes w;; pueden interpretarse como las entradas de una matriz w, conocida
como la matriz de adyacencia. Dado que las conexiones entre las células son
unidireccionales, la matriz de adyacencia no seré en general simétrica,

Wij 7£ Wii-

En las neuronas observadas en el laboratorio se ha visto que el axén es
eléctricamente muy resistivo y, por lo tanto, la manera en que se transmite un
pulso no es meramente mediante el campo eléctrico, en su lugar, ocurre un
proceso muy complejo de movilizacion de iones. Este proceso produce un ligero
retraso temporal de la generacion del potencial de accién en el cono axédnico a la
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llegada de éste en boton de la dendrita de la neurona presinaptica [4]. Natural-
mente, el retraso depende de la longitud del axén, de tal manera que en axones
suficientemente cortos puede aproximarse a ser instantaneo. En nuestro caso
estudiaremos redes pequeiias de relativamente pocos nodos. Aunque no se in-
cluye una nocién de distancia fisica para el modelo, se presupone que los axones
son muy cortos y, por lo tanto, la transmisiéon es considerada instanténea.

Se modela al sistema como una gréfica simple!, es decir, a lo mas hay una
arista que conecta a dos nodos y un nodo no se conecta consigo mismo. Se ha
observado que una neurona puede estar conectada con otra en varios puntos [4].
Sin embargo, esto puede ser modelado sin pérdida de generalidad mediante una
sola conexién pesada. Por otro lado, a pesar de que se ha observado que las
neuronas en escasas ocasiones se conectan consigo mismas, debido a que la
transmision es instantéanea, se presupone que en caso de que se presente una
conexion de este estilo, no tendra gran efecto. En conclusién, los elementos
sobre la diagonal de la matriz de adyacencia se fijan a cero.

Un grupo de neuronas puede formar una red a medida que se forman cone-
xiones entre ellas. Aunado a esto, estamos interesados en el efecto que produce
la estimulacion a una red, es decir, la respuesta que produce la red ante estimu-
lacion especifica. Los estimulos seran enviados a través de canales de entrada,
esto es, nodos que tnicamente envian senales de control al resto de la red. De
manera similar, la respuesta de la red se transmite por un conjunto de no-
dos que tnicamente reciben senales. En la fig. 2.1 (derecha) se esquematiza la
estructura de la red.

Podemos dar una generalizacién de los pesos sinapticos mencionados ante-
riormente en la cual se incluyan los pesos de conexion de la senal de entrada
con las neuronas y también la conexion de las neuronas con la salida. Entonces,
una red de N neuronas que recibe una senal de entrada de [ canales y una senal
de salida de m canales, la matriz de adyacencia w sera de (N +m) x (N +1).
Por supuesto, la variable de activaciéon preserva forma dada en ec. 2.1, donde
la suma corre de 1 a N + [ y la salida de la red se interpreta como un grupo
mas de nodos; por lo tanto, ¢; con j = N +1,..., N +m es la salida de la red.
La matriz de adyacencia se puede visualizar de la sigiente manera

_ / INTER | ENTRADA
YT USALIDA| 0 ’

(2.2)

donde INTER son las conexiones interneurales, es decir, inicamente las neu-
ronas de la red consigo mismas, ENTRADA son las conexiones eferentes y

!La nocién de grafica no debe ser confundida con la representacién de n-adas ordenadas
en un espacio, mas bien se refiere a un diagrama en el cuél se representa a un conjunto de
objetos como nodos y su relacion como enlaces.
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SALIDA son las conexiones aferentes.

2.2. La actividad de la red neuronal

La red de neuronas, al recibir estimulos y enviar sefiales en respuesta, puede
ser interpretada como un mapeo

Ny : RE = R™,

donde n,, es la actividad o respuesta de la red, naturalmente dependiente de
las conexiones entre las neuronas.
Por otro lado, podemos pensar en otro mapeo, de igual manera

T:]RZ—HR"L,

que llamaremos funcién objetivo o meta. El nombre de ésta se debe a que da
una referencia a la actividad de la red, o bien, es la funcién que se desea imitar
por parte de la red. Es posible calcular la diferencia entre ambos mapeos £ de
diversas maneras, una de ellas puede ser a partir de la norma vectorial, esto es,

Ey(s) = |7(s) = nuw(s)|-

donde E(s) sera el error entre el objetivo y la actividad de la red neural
en dependencia del estimulo recibido, |-| es una norma que se puede escoger
arbitrariamente.

Los estimulos, en general, pueden variar con el paso del tiempo, s = s(t).
La respuesta de la red, debido a la naturaleza de sus componentes constituti-
vos, fluctuara inclusive si la estimulacion es constante. Es posible que se desee
calcular el error con respecto al promedio temporal de la actividad de la red,
considerando promedios sobre intervalos de tiempo muy largos. Dicha cantidad
se presume invariante ante la asignacion del origen temporal, esto es, del estado
inicial de la red.

Por otro lado, dado que el modelo de neurona empleado es binario, es muy
posible contar también con estimulos binarios. Eso implica que puede haber un
conjunto finito de combinaciones de estimulos para la red, {s; : i =1,2,..., L}.

Habiendo dicho esto, podemos reajustar la definicion de error a una que
considera promedio temporal y un conjunto finito de estimulos diferentes,

_ﬁw|

!l

S

M=

7(81) — nw(si)l- (2.3)

1

o
Il
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Al hacer un listado de todas las respuestas posibles de la red se puede
generar una matriz de m x L. En particular, si la respuesta de la red es de un
solo canal, m = 1, luego entonces, se interpreta como un vector de L entradas,
estas siendo n,(s;).

El error es un parametro escalar siempre positivo, F(w) > 0, la igualdad se
mantiene cuando la actividad de la red es idéntica a la funcién objetivo para
todos los estimulos.

En ocasiones esta nocién de error, aunque intuitiva, puede ser muy res-
trictiva dado que exige perfecta concordancia entre ambas funciones. Por tal
motivo, las mas de las veces, emplearemos otra definicién de error que mide la
“ortogonalidad” de las senales de salida y la funcién objetivo. Con otrogona-
lidad quiere decir que si las dos funciones, la respuesta de la red y la funcién
objetivo son paralelas, esencialmente son la misma funcién, burdamente dicho,
se mide cualitativamente la diferencia entre las funciones.

Podremos tener, de esta manera, una medida del error a partir de la orto-
gonalidad entre la respuesta de la red y el objetivo. Este se puede definir con

el producto exterior?,

E(w) = |#xnf

= 1—(7-n)?

= 1- [Z%(si)ﬁw(si)] , (2.4)

=1

donde 7 y n representan a vectores unitarios generados por las L-adas 7(s;) y
Ny (84)-

En ocasiones, sera méas apropiado utilizar una definicién de error que otra.
A lo largo de este trabajo se empleardn principalmente las dos definiciones,
ecs. 2.3y 2.4, dependiendo de la situacion. La tltima de estas (ec. 2.4) propone
varias ventajas:

1. El error esta contenido en el intervalo [0, 1].

2. Toma la clase de equivalencia de los vectores an,,, con « € R, y los reduce
a un solo vector. Por lo tanto, la medida de la diferencia entre una funcion
y otra esté enfocada a la magnitud relativa entre las sefiales de respuesta
en lugar de la magnitud absoluta de éstas.

2Producto exterior, también conocido como producto vectorial o producto cruz; aunque
éste debe ser extendido a las dimensiones que sean necesarias, por lo que conviene definirlo
con el simbolo de Levi-Civita, i.e. A x B =73 €;1A;B.
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Sle_wy,

W1
S w13

Figura 2.2: Esquema de la conexién de una sola neurona con la sefial de entrada
de dos canales (s; y s2) y su salida. También se muestran los pesos sinapticos
correspondientes que actuan sobre las senales.

3. Si ny(s;) = 0, Vi, entonces el error resulta ser la unidad, lo cual es un
extremo. Esto evitard que la trayectoria en el espacio fase se estanque en
cuencas durante el proceso de aprendizaje, el cual serd mencionado mas
adelante.

Una vez dada la definicion de error es posible medirla para diversas configu-
raciones y funciones objetivo. En esa exploracion se pueden encontrar funciones
en las que el numero de redes con error cercano a cero es muy alto y otras oca-
siones en las que la funcién objetivo es muy compleja y no existe configuracion
alguna que permita un error arbitrariamente bajo si se cuenta con un nimero
limitado de neuronas para la red. Esto nos lleva a plantear la pregunta, jqué
funciones son realizables por una red de un numero fijo de neuronas y con
qué precision? O bien, una interrogante similar, jcual es el nimero minimo de
neuronas que pueden realizar una funcion con un grado arbitrario de precision?

En lo que respecta a esta tesis, se dara un intento o una aproximacién para
dar pie a una respuesta. Por lo pronto, se presentaran algunos ejemplos de redes
realizando algunas de las funciones binarias més simples.

2.2.1. Ejemplo de una red conformada por una sola neu-
rona

Para esta subseccién mostraremos con tres simples ejemplos las condiciones
necesarias para que una red realice una funcién especifica. Consideremos a
una red compuesta por una sola neurona. Buscamos encontrar los pesos de las
conexiones de ésta con las sefiales de entrada y salida tal que el error sea nulo
tal como se muestra en la fig. 2.2. Dado que trabajaremos con una sola neurona,
para el promedio temporal podemos aproximar la actividad de la neurona con
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la funcién escalén:
P(s) =0(s — h).
Para este sistema contaremos con una senal de entrada de dos canales y una

senal de salida de un canal. La funcién objetivo seré la compuerta logica “OR”,
la tabla de valores es,

—_ O = O
—_ = O O

P N N N
— N N N
1111
= = = o

La respuesta de la red es
N (8) = wa10(wi281 + wizse — h),

donde ws ;1 es el peso de conexién con el canal de salida y w; o, con a = 2,3,
los pesos sinapticos de conexiéon con la senal de entrada.
El error que emplearemos para esta ocasion sera el definido en la ec. 2.3:

Eu0,0) = Junb(—h),
E,(1,0) = |1 —wynb(wis —h)|,
E,0,1) = |1 —wef(wiz—h)|,
E,(1,1) = |1 —wyb(wiz +wiz — h)|.

El error, siendo el promedio de las cuatro ecuaciones anteriores, sera igual a
cero si se cumple que wy; = 1y we e > h. Como se puede apreciar, sélo son
tres parametros que deben ser ajustados. En la fig. 2.3 se puede observar como
es el paisaje de error para esta funcién booleana.

No estd de méas recalcar el hecho de que si A < 0 no existe combinaciéon
alguna para w de tal manera que permita £,,(0,0) = 0. En cuyo caso estariamos
hablando de una neurona en modo marcapasos que no requiere estimulaciéon
adicional para la produccién de potenciales de accion. Para las pruebas que
haremos posteriormente, encontraremos ocasiones en las que las neuronas que
forman la red no son aptas para realizar ciertas funciones.

Para una red de N neuronas, se pueden presentar hasta N (N —1) conexiones
entre ellas. Si el estimulo de entrada consta de [ canales se tendran a lo mas [N
conexiones y, andlogamente, m/V si la salida es de m canales. Esto hace un total
de N(N+I+m—1) pesos sinapticos en total. Como se puede apreciar, el espacio
fase, o el espacio de las variables, crece cuadraticamente en su dimensionalidad
con el namero de neuronas. En general, para una red arbitrariamente grande,
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w13

-2 -15 0 15 2

wi2

Figura 2.3: Paisaje de error para la funcién booleana “OR” con el error definido
en ec. 2.3. El valor del error se indica dentro de las areas resaltadas en la imagen
de la derecha.

encontrar los pesos de las conexiones que satisfagan E(w) = 0 es una tarea
muy dificil y recurriremos a varios métodos para encontrar la solucién.

Con el propésito de ejemplificar un poco mas lo que ocurre al proponer
diferentes funciones objetivo se mostrara el procedimiento para la compuer-
ta logica “AND”con la misma definicién de error que el ejemplo anterior. En
ese caso, las cuatro combinaciones de senal de entrada producen la siguiente
respuesta de la funcién objetivo:

(0,0) — 0,
(0,1) — 0,
(1,0) = 0,
(1,1) — 1.
El calculo del error muestra que
Ew(oa O) = |w219(_h)| y
Ey(1,0) = |waf(wiz —h)|,
Ew(O, 1) = |U)210(’LU13 — h)| y
Ew(]., 1) = ’1 — w219(w12 + w13 — h)‘ .

Lo cual implica que el error global sera cero si se cumple que h > 0, wo; = 1,
Wig < h,w13 <h y Wi2 + w1z > h.

Comparando las condiciones donde E(w) = 0 de las dos funciones, podemos
observar que los requerimientos del “AND” son maés restrictivos que los del “OR”,
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w13

Figura 2.4: Paisaje de error para la funcién booleana “AND” de una red de una
neurona y el error medido segiin ec. 2.3. Los valores del error estdn senalados
el la imagen de la derecha.

es decir, el volumen del espacio fase donde el error es cero es menor en el “AND”
que en el “OR”. En la fig. 2.4 se muestra el paisaje de error para esta funcion
objetivo.

Podriamos pensar también en otras funciones booleanas, por ejemplo el
“XOR”. Sin mas detalles y mediante un procedimiento analogo al anterior,
podemos ver que las condiciones son: h > 0, wo; = 1, wig, w1z > h y win+wiz <
h. Es evidente que si se cumplen las primeras, la tltima es imposible de cumplir.
Podemos concluir entonces que para una red de una neurona, el “XOR” es
imposible de lograr. Para mayor claridad, en la fig. 2.5 se muestra el error para
todos los valores de los pesos sinapticos de la senal de entrada.

Para funciones de dos variables binarias que devuelven un valor binario es
facil probar cudles se pueden emular con una red de una neurona. Considérese
el plano real, donde los cuatro puntos (0,0), (0,1), (1,0) y (1,1) son resaltados.
Cuando la funcién objetivo mapea dichos puntos, dos regiones son identifica-
das, las que son mapeadas a cero y las mapeadas a uno. Si dichas regiones se
pueden dividir por una tinica recta entonces es posible asegurar que una neuro-
na podra emular la funcién sin error alguno. En caso contrario, sera necesaria
la intervencién de més de una neurona para que dicha red pueda emular a la
funcion objetivo [1,13].

Hemos mostrado con estos tres ejemplos que atn para funciones muy sen-
cillas no siempre existe modo de conectar a la senal de entrada y la de salida
para que la red realice idénticamente una funcién especifica. A la vez se ha
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w13

2 -15 0 15 2
Wi2
Figura 2.5: Paisaje de error para la funcién booleana “XOR” de una red de una

neurona y el error medido segin ec. 2.3. Los valores del error estdn senalados
en las areas correspondientes el la imagen de la derecha.

w(r)1 =@ W1(0)
w(I)z =® wz(o)
P W
w3 .'@ 3(0)

.
.
.

WN(0)

Figura 2.6: Esquema de la arquitectura de la red de neuronas no interactuantes
entre si. Por comodidad se distinguen dos tipos de pesos sinapticos etiquetados
con (O) para salida y (/) para entrada.

mostrado la forma del paisaje de error, ain para estos casos sencillos puede
dar intuicién para casos més complejos.

Con la intenciéon de mostrar la capacidad que tienen las redes de neuronas,
se mostrara a continuaciéon otro ejemplo.

2.2.2. Redes de neuronas no interactuantes entre si

Podemos generalizar el caso para funciones objetivo de una variable conti-
nua en un conjunto de los niimeros reales, extrapolando a su vez la definicion
del error global. Contando tnicamente con redes en las cuales haya un nimero
arbitrario de neuronas pero con la restriccion de no permitir conexiones entre
ellas, es decir, w;; = 0 para i,j = 1,2,..., N es posible probar que el error se
puede disminuir arbitrariamente. Qué tan pequeno se quiera el error depende
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del namero de neuronas y de la correcta eleccién de los pesos sinapticos.
Podemos extrapolar la definicién del error para variables continuas de la
siguiente manera:

Bw) = 3 [ 179 = (o)l as.

donde s pertenece a un conjunto finito contenido en R de medida V.

Para probar esta afirmacion, comenzaremos por mostrar el comportamiento
para un canal de salida y otro de entrada, es decir, para funciones de n,, :
A — R, con A C R un intervalo continuo. Probaremos esta afirmaciéon para
neuronas cuya actividad es la funcién escalon de Heaviside. Para una red de
N neuronas, podemos particionar el intervalo en N partes y construir una
coleccion de ntimeros {s;}, donde

LAl i=0,1,2, ..., N;

s; = nf(A) + N

y |A| denota la medida de A.
Ademas, podemos formar otra colecciéon de puntos,

{ri=7(s;):1=0,1,2,...,N}.

Para una coleccion de N neuronas, cada una con umbral h;, la actividad de
cada neurona sera,

ﬂy—%) si h; >0

Es importante separar a las neuronas en dos conjuntos: las neuronas de umbral
positivo y las de umbral negativo. Para las de umbral positivo podemos ajustar
w; con una cantidad positiva, en caso de que el umbral sea negativo, w; < 0.
Por lo pronto, supondremos que todas las neuronas tienen umbral positivo.

La intencién es que cada neurona comience a disparar ordenadamente de
tal manera que se pueda cubrir todo el intervalo. Para esto, es necesario que el
argumento de la funcién escalén, en la actividad de la neurona i, sea positivo
para una s > s;, es decir,

(2

S; > .
W(nyi

De esta manera podemos ajustar el peso de conexién del canal de entrada al
valor
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Para ajustar el valor del peso de conexién del canal de salida buscamos
hacer que n, en cada s; sea igual a 7;. Dado que las neuronas activadas ya
sostienen un cierto valor de senal para el canal de salida, basta con ajustar al
incremento del siguiente punto en la particién. Por lo tanto,

Wi0)y = Ti — Ti-1,

con la excepcién de 79 = 0 para corregir en ¢ = 1. De esta manera se puede
garantizar que n,(s;) = 7; parai = 1,2,..., N.

Si las neuronas tienen umbral negativo, entonces el procedimiento es analo-
go; sin embargo, el orden de las particiones de A se debe hacer de derecha a
izquierda, es decir,

fs: = sup(4) — |4},

lo cual tendra un efecto analogo al mostrado anteriormente.

Finalmente, en caso de contar con neuronas, tanto de umbral negativo como
positivo, basta con ordenarlas segtin este pardmetro de menor a mayor de tal
manera que se cubra la primera parte del intervalo con las de umbral negativo
y la tltima parte con las de umbral positivo. Inclusive se debe tener cuidado si
el intervalo A contiene al cero, en cuyo caso se pueden hacer dos particiones,
la que cubra a la parte negativa y la que cubra a la positiva de tal manera que

Nw(s) = 7; 81 8; < s < 8ip1.

El error de la red estd dado por
Bw) = o [ 17(s) = nafs)ld
w = —_— TS —’I”Lw S S
|A] Ja
1oL o
= — |7(s) — 7|ds.
\A\;/&.l

Para una 7 integrable, por definicién, la suma tiende a cero conforme la
particion del intervalo es més refinada. En otras palabras, F puede hacerse ar-
bitrariamente pequeiia si IV es suficientemente grande. En la fig. 2.7 se muestra
esquemaéticamente la convergencia de la red de neuronas a la funcién objetivo
conforme el nimero de células es mayor.

Para neuronas cuya actividad es més suave como en la aproximacién 1.13, la
afirmacion sigue siendo vélida. El teorema en el que se sostiene esta afirmacion
es llamado el teorema de Cybenko [17].
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Figura 2.7: Proceso de convergencia de una funciéon objetivo de variable conti-
nua (linea azul) por una red compuesta de 6 (linea magenta) y 128 neuronas
(linea verde).
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Dado que impedir la conexién entre las neuronas es muy restrictivo, es de
esperarse que al remover esta restriccion, una gran variedad de fenémenos van
a tener lugar y posiblemente se pueda decrecer significativamente el error. La
interaccion entre neuronas es no-lineal y de la misma manera no podemos dar a
priort una aproximacion del comportamiento en general. La tarea de encontrar
los pesos sindpticos adecuados para redes no es trivial y recurriremos a métodos
computacionales que nos lo permitan.

En este capitulo hemos mostrado la manera en que se constuiran las redes de
neuronas. También se ha presentado una manera de comparar funcionalmente
a la red con alguna actividad deseada. De igual manera se mostré como es que
mediante la correcta elecciéon de los pesos sindpticos la red es capaz de realizar
diversas funciones. No obstante, encontrar los pesos sinapticos adecuados no
siempre seré sencillo. En el capitulo siguiente indagaremos acerca de cémo
encontrar los pesos sinépticos correctos y de esa manera conseguir que la red
de neuronas pueda reproducir fielmente una funcién particular.



Capitulo 3

Los algoritmos de aprendizaje

En este capitulo se muestran dos algoritmos desarrollados para la obtencion
de pesos sindpticos adecuados para las redes de neuronas. Bioldgicamente, este
proceso esta asociado con el proceso mismo de aprendizaje, naturalmente este
proceso es altamente complejo ya que involucra un sinnimero de factores; no
obstante, aqui presentamos un par de mecanismos relativamente simples pero
que pueden dar una idea del proceso de aprendizaje en general.

La variacién temporal de la conductancia del axén presinaptico, de la brecha
sinaptica y de la dendrita postsinaptica es llamada plasticidad y depende de
varios factores. Por ejemplo, se ha mostrado que en la potenciacién y depresion
a largo plazo la concentracion de los iones de calcio en la vecindad de la brecha
sinéptica juega un papel de suma importancia y la manera en la que cambia a
partir de la manera en que disparan la célula presinaptica y la postsinaptica [4].

Se han construido una gran cantidad de modelos que emulan esta dinamica.
Dicha variacién de los pesos sindpticos tiene un gran efecto en la respuesta de
la red y se cree que es la responsable del proceso de la memoria, fenémenos
cognitivos, etc [2-4].

Inspirados en esa afirmacion, una de las hipotesis que adoptaremos en este
trabajo es que no son las neuronas por si mismas, sino la manera en cémo
estan conectadas lo que le permite a un circuito operar de alguna manera en
particular. Entonces, serd la correcta eleccion, si es que existe alguna, de los
pesos sindpticos entre las neuronas lo que produzca la respuesta buscada.

Si se compara con una funcién objetivo, el error cambiaréd durante dicha
dindmica. El proceso de disminucién de error sera entonces el aprendizaje y
diremos que una red ha aprendido si E(w) = 0.

En general, hay dos tipos de aprendizaje, supervisado y no supervisado.
En el aprendizaje no supervisado, una red encuentra la manera en que debe
operar mediante procesos internos. En el aprendizaje supervisado, existe una
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interacciéon de la red con la funcién meta, con el error o, en general, algin
agente externo que influye en la variacién de los pesos sinépticos.

Tanto en el cerebro humano como en el de muchos otros seres vivos, se han
identificado circuitos evolutivamente adaptados para realizar funciones espe-
cificas, por ejemplo, la red de neuronas que marca el ritmo cardiaco, la que
regula el ritmo circadiano o en general circuitos que regulan procesos muy ba-
sicos, involuntarios o instintivos que no han sido aparentemente aprendidos de
o gracias a agentes externos. Bajo esta observacion surgen un par de incognitas
mas: jqué mecanismos son los que gobiernan el aprendizaje de dichos circuitos?
v (El aprendizaje no supervisado es mecanismo suficiente y necesario para que
dichos circuitos evolucionen hasta alcanzar una funcién especifica?

Estas preguntas siguen abiertas y en el presente trabajo no se indagaré mas
al respecto; mas bien, se ha escogido el aprendizaje supervisado como objeto
de estudio.

3.1. El algoritmo tipo Monte Carlo

Probablemente, uno de los mecanismos mas simples para disminuir siste-
maéaticamente el error global de una red con respecto a una funcién particular
es el de prueba y error y sin experiencia. El que no se forme experiencia es que
la historia del sistema, en este caso la red de neuronas, no influye en la toma de
decisiones futuras o discriminacién alguna de los estados visitados en el espacio
fase. Hemos implementado un algoritmo inspirado en el método Monte Carlo,
el cual se detalla a continuacién. El algoritmo consta de la siguiente estructura:

1. Una red es propuesta al azar. Las conexiones entre neuronas, asi como el
de los canales de entrada y salida, son asignados de manera aleatoria y
las propiedades de los somas son fijados.

2. Una funcién objetivo es escogida, asi como una medida del error.
3. El error es evaluado.

4. Se propone un ligero cambio en la red, el cual puede ser la inauguracion
de una conexién, su clausura o simplemente un ligero cambio fijado en
un principio al valor del peso de alguna conexién escogida al azar para
los indices ¢ o j de la matriz de adyacencia.

5. El error global es nuevamente calculado y comparado con el error previo
al cambio.



3.1. EL ALGORITMO TIPO MONTE CARLO 41

OR 1 ! ! AND ! !
] 0.8} 1
i 0.6 1

L

] 0.4+ -
] 0.2 -

0 1 0 0 1 1 1 1

0 200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000
Pasos de Monte Carlo Pasos de Monte Carlo

Figura 3.1: Gréficas del aprendizaje supervisado para funciones booleanas ba-
sicas. Aqui se muestra la disminucién del error con el niimero de iteraciones del
algoritmo de Monte Carlo a 37! = 0.

6. Si el error resulta ser mayor al anterior, el cambio sblo se aceptara con
probabilidad p, donde

p = exp(~BAE).

Aqui AE = Ey — E; es la diferencia entre los errores posterior y previo al
cambio propuesto y S es un parametro ajustable que mide qué tan per-
mitivo es el algoritmo ante incrementos en el error. Cuando se presentan
muchos valles en el error es recomendable asignar en [ valores bajos, por
el contrario, si se sabe que la red se encuentra en un estado cercano al
de cero error, es recomendable que [ tenga valores muy altos o inclu-
sive infinito. La forma de la probablilidad de aceptacion p fue escogida
arbitrariamente.

7. Se repiten desde el paso cuarto al sexto hasta alcanzar un cierto nimero
de pasos o un error tolerablemente pequeno lo que detiene el algoritmo.

Este algoritmo ha probado ser relativamente eficazn, como se vera en el
capitulo de resultados més profundamente. Dado que el error, como funcién
de los pesos de conexién, en general serd una hipersuperficie compuesta por
muchos valles y crestas, basar el algoritmo de aprendizaje enteramente en el
gradiente del error no tendria gran éxito, a menos que el estado se encuentre
dentro de la cuenca de atraccion de E(w) = 0. Por encima de esto, dado que
es un mecanismo muy primitivo y simple, es muy probable que se puedan
encontrar algunos muy similares en la naturaleza.

El algoritmo también mostré eficacia para redes con un amplio nimero de
neuronas y para ciertas funciones logicas binaras. En la figura 3.1 se puede apre-
ciar el proceso de aprendizaje de la compuerta logica “OR”. Sin embargo, pierde
eficacia en algunos casos. Es también comiin encontrar procesos de aprendizaje
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que no convergen pronto, es decir, debe pasar un niimero muy grande de ite-
raciones para que la red aprenda. Un ejemplo de ello fue el aprendizaje de la
compuerta logica “AND”, dado que para ésta, s6lo una de las cuatro respuestas
que debe dar la red es uno y el resto es cero, si hay una respuesta distinta
de cero para los demas estimulos, el error inicialmente sera alto. El algoritmo
rapidamente encuentra que desconectar la senal de salida disminuye significa-
tivamente el error; no obstante, esto logra estancar el aprendizaje por un gran
nimero de pasos. Este es un ejemplo de un minimo local muy profundo, pero
no lo suficientemente profundo tal que tenga un error tolerable.

Con base en lo anterior, implementamos otro mecanismo de aprendizaje,
el cual probard ser més eficiente para paisajes de error escalonados o que las
trayectorias en el espacio fase encuentren obstéculos significativos antes de
reducir al minimo el error.

3.2. El algoritmo genético

Se implement6 un tipo de algoritmo genético con doble intencién. Primero
quisimos encontrar eficazmente los pesos de conexién de las redes que emu-
lan arbitrariamente bien una funciéon, y segundo, un algoritmo que tenga un
correlativo biolégico o que modele lo mejor posible los mecanismos evolutivos.

En general, un algoritmo genético est4 compuesto por una poblacién y un
mecanismo evolutivo que actiia sobre la poblacion. La poblacion esta consti-
tuida por un conjunto de individuos y los individuos son aquellos objetos que
son modificados con el fin de hallar la solucién a un problema; por ejemplo,
en este caso, los individuos representan las matrices de adyacencia; los pesos
sinapticos son modificados con la intenciéon de que la red pueda emular con la
mayor precision posible una funcion en especifico. Dentro de cada individuo se
encuentran las variables que son modificables por el algoritmo. Estos son los
genes, los cuales forman estructuras y compiten los unos con los otros para for-
mar nuevos individuos; en nuestro caso cada peso sinaptico estara representado
por un gen.

En mayor detalle, el mecanismo evolutivo de un algoritmo genético se con-
forma de la siguiente manera:

1. Inicializacion. Una poblacion es propuesta de manera aleatoria, esto es,
cada uno de los genes de los individuos de la poblacién son inicializados
con valores escogidos al azar homogéneamente en el intervalo [—2, 2].

2. Adaptacion, en ocasiones llamado mutacion, es el proceso en el cual los
genes son alterados o asignados nuevos valores con el fin de hacer al
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individuo méas apto para desempenar una tarea o una funcién. Para el
proceso de adaptacién hemos empleado el método Monte Carlo descrito
anteriormente. Con el paso del tiempo, es decir, con las iteraciones, los
genes son alterados o no. A la par de cada gen, en una nueva variable, se
almacena la edad del gen, esto es, el tiempo que ha transcurrido sin que
se presente un cambio en éste, y en el momento que el algoritmo altera
el gen, la edad de éste es restablecida a cero.

3. Seleccion natural. Después de un cierto ntimero de pasos de adaptacion,
los individuos mejor adaptados son escogidos, esto es, sélo una proporcion
de las redes neurales con el menor error podran continuar en el algoritmo,
el resto es eliminado de la poblacién. Por encima de esto, a cada individuo
le es asignada una probabilidad pge para conformar una pareja, en nuestro
caso,

Psel = cexp(—aK),

donde K es el niimero promedio de vecinos por nodo en la red, ¢ es una
constante de normalizacién y « es una constante que se fija al comienzo
del algoritmo cuya funcién hacer un contraste entre los individuos. Esta
probabilidad hace a ciertos individuos mas “atractivos” que otros con el fin
de promover en la poblacién un uso modesto en el nimero de conexiones
que a su vez se asocia al consumo de nutrientes de la red.

4. Apareamiento y recombinacion. Los individuos supervivientes al formar
parejas son apareados y sus genes son recombinados y heredados. El meca-
nismo de herencia consta de seleccionar genes de la pareja de individuos,
los genes son dispuestos ordenadamente para competir, es decir, el gen
de un padre asociado con un peso sinaptico competira con el correspon-
diente de la pareja. La manera en que los genes compiten es mediante un
proceso de seleccion. Los genes dominantes tienen mayor probabilidad de
ser seleccionados que los genes recesivos, la probabilidad

prec:CVa+ba

donde a es la edad del gen, b es una constante fijada al comienzo del
algoritmo y ¢ es la constante de normalizacién. En caso de que alguno
de los padres no tenga el gen, a = 0 y la competencia es para el gen en
cuanto a ser heredado o no. Si ambos padres no tienen un mismo gen, la
probabilidad de que se forme uno nuevo es del 1 %.

5. Finalizacion. El mecanismo se repite desde el segundo al quinto paso
hasta que una mayoria de la poblacién esté lo suficientemente adaptada,
o bien, si se llega un nimero previamente fijado de repeticiones.
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Figura 3.2: Evolucién de los individuos sometidos al aprendizaje supervisado
mediante el algoritmo genético para funciones booleanas bésicas. En ambas
figuras se puede observar como el error de los individuos disminuyen su error
conforme se da el proceso de adaptacion. Al término de éste, entra el mecanismo
de recombinacién que substituye a una gran cantidad de individuos, los menos
adaptados. Los nuevos individuos, aunque comienzan con un error mayor al
de sus semejantes, aprenden con mayor rapidez y disminuyen su error hasta
superar a los miembros menos afortunados de la poblacion.

Este algoritmo presenta dos ventajas muy importantes: ademas de que es
eficaz para hallar redes que emulan una funcién con una fidelidad relativamente
alta, devuelve varias versiones de redes muy diferentes entre ellas pero de una
calidad similar.

La figura 3.2 es una gréfica del error de los individuos segin del ntmero
de iteraciones del proceso de adaptacion del algoritmo genético. Se puede ob-
servar cémo una pequefia proporciéon del total tiene un error bajo y persiste
en el corte de generacién en el cual se recombinan los individuos. Mas tarde
éstos, comenzando con un error alto, rapidamente se incorporan al conjunto de
individuos de bajo error para continuar el aprendizaje.

El algoritmo genético complementado con el método de Monte Carlo fue
empleado para estudiar algunas propiedades de las redes. Ademés, ambos al-
goritmos por si mismos resultan interesantes, pues podrian abrir camino para
la respuesta de algunas de la preguntas abiertas planteadas a lo largo de esta
tesis.



Capitulo 4

Estudio estadistico del aprendizaje

En este capitulo daremos un breve anélisis del algoritmo de Monte Carlo
para el aprendizaje de las redes de neuronas. El analisis tiene la finalidad de
dar un mejor entendimiento de la manera en que se lleva acado el proceso
de aprendizaje. A la vez puede proveer de las herramientas necesarias para
optimizar en ciertos casos o permite reconocer los factores que fomentan o
truncan el aprendizaje.

Hace més de treinta anos Rosenblatt sugirié el primer modelo de una mé-
quina con la capacidad de aprender y la llamo perceptron; éste fue el momento
en el que el analisis matemaético del aprendizaje realmente comenzo. Desde el
punto de vista conceptual, la idea del perceptrén no era nueva, sin embargo,
Rosenblatt la introdujo como un programa para computadora que podia ser
generalizado. El perceptron fue construido para resolver problemas de recono-
cimiento de patrones, en particular, para el caso mas sencillo de discernir los
datos en dos rubros.

En 1967, Novikoff prob6 que el algoritmo de Rosenblatt converge en un
numero infinito de pasos si el conjunto de datos son linealmente separables.
Este teorema di6 inicio a la teorfa del aprendizaje en redes neurales, pues da
una cota para el niimero de correcciones que una red neural conlleva durante su
entrenamiento, es decir, el maximo nimero de pruebas que la red neural puede
llegar a necesitar para funcionar adecuadamente [18].

Para el sistema que se estd presentado en esta tesis, trataremos de dar un
tratamiento similar e intentaremos describir el proceso de aprendizaje asi como
dar cotas necesarias para que una red pueda realizar la funcién deseada.

Consideremos un colectivo! de redes de neuronas. Cada réplica esta confor-
madas por distintos valores de los pesos sindpticos, es decir, las distintas rea-

Nos referimos a un colectivo a la usanza de la mecanica estadistica, en ocasiones referido
en francés como ensemble.
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lizaciones cubren todos los estados accesibles de las conexiones entre ellas. De
esta manera podemos dar una definicion de densidad de probabilidad p(E)dE
de encontrar a una red neuronal con error £ como el nimero de redes en el
ensamble con error entre 'y E + dFE respecto del nimero total; dicho més
precisamente, el volumen ocupado en el espacio fase de redes con error entre
E vy E + dFE sobre el volumen total accesible. Es de nuestro interés conocer la
evolucion de las redes sujetas al aprendizaje. Por lo tanto, estamos en busca de
la dindmica de la distribucién del error como funcién del niimero de pasos del
algoritmo de aprendizaje.

4.1. La dinamica de la probabilidad: ecuaciéon
maestra

Dado que en el algoritmo de aprendizaje no hay memoria, podemos estu-
diarlo como un proceso markoviano. Por lo tanto, partiremos de la ecuacién
maestra como la que gobierna la dindmica de la probabilidad.

Considérese la ecuaciéon maestra,

% (z,t) = / [f(2, )W (2" — z) — f(x,t)W(z — )] do’, (4.1)
la cual describe el cambio en el tiempo de una distribucién de probabilidad f; ¢
es el tiempo, z es el evento y W (x — 2’) es la tasa para hacer un salto del sitio
x al sitio 2’. El primer término del segundo miembro cuantifica el aumento de
la probabilidad en el sitio x, suponiendo que la probabilidad aumenta segtin
el flujo de probabilidad de todos los sitios que concluyen en z. De manera
anéloga, la probabilidad disminuye si hay flujo del sitio = a algin otro estado
del sistema, el cual es cuantificado por el segundo término.

Para analizar el ensamble de redes de neuronas, la distribucién de probabi-
lidad f sera la probabilidad p(E,t)dE al tiempo t mencionada anteriormente.
Dada la naturaleza del algoritmo de aprendizaje, es necesario discretizar el
tiempo. La distribucion f sera la densidad de probabilidad p(F,t) después de
t pasos de Monte Carlo, por lo tanto,

of op 1

La ecuacién maestra se reescribe de la siguiente manera:
p(E,t+0t) =p(E,t) + 5t/ [p(E',t)W(E"— E)—p(E,t)W(E — E'")|dE'".
(4.2)
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Esta version se utilizd para resolver la ecuaciéon por métodos numéricos.
Segtn el algoritmo de aprendizaje implementado, la probabilidad de tran-
sicion de un estado con error E a uno con error E’ se puede separar en el
producto de dos probabilidades: una propia del sistema y la otra del algoritmo
de aprendizaje,
W(E — E')=g(F'|E)A(E — E').

La probabilidad g(E’|E), que llamaremos distribucion de accesibilidad, repre-
senta la probabilidad de encontrar un estado £’ dado que el sistema se en-
cuentra en el estado F, esto es, la probabilidad de que una red cambie a un
error E' si se encuentra con error E. La probabilidad A(E — E’) es la razon
de aceptacion para un cambio de E a E’, el cual es propio del algoritmo de
aprendizaje.

Daremos una aproximaciéon para la distribucién de accesibilidad de la si-
guiente manera. Considérese al paisaje de error como funcién de los pesos
sindpticos. La red se encontrard en una configuracion especifica a la cual se
le asocia un error F = E(w), en funcion de los pesos sinapticos. El algoritmo
propone un ligero cambio en los pesos sindpticos w dado por dw, entonces,
suponiendo que F es continua y de derivada continua,

E(w+éw) = E(w)+ VE|, - dw+ O(5w?), (4.3)
E' = E+J4E.

Considérese el volumen de la variedad creada por todos los puntos con
error E, el cual llamaremos w(E). Por construccion, la densidad de estados
p(E) = w(E)/Vio, donde Vi es el volumen total del espacio fase; en la fig. 4.1 se
pueden apreciar ejemplos de las densidades de estados para diferentes funciones.
Entonces, si hay un cambio en w, el error cambiaré por €. Esto crea una familia
de volumenes alrededor del isocontorno formado por E constante. El volumen
generado V' (€) por la coleccion de puntos serd,

V(i) - /]i+ew(E’)dE’ QB+ 6) - QE — o)

~ QE) +w(E)e— (QUE) —w(E)e)
= 2w(E)e.

Donde Q(FE) es la primitiva de w(F). Por lo tanto, la probabilidad de que haya
un cambio de tamafio € esta dada por




48 CAPITULO 4. ESTUDIO ESTADISTICO DEL APRENDIZAJE

OR AND
0.4+ 1 06|
03} ] 057
& g 04y
= ol | 8
X = 03}
01l 021
0.1} x
0— 0 |
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Error £ Error £
XOR
04
03}
S
g
0.1+ ‘ ’
0

0 02 04 06 08 1
Error £
Figura 4.1: Densidades de estados para redes compuestas por una neurona
emulando las funciones “OR”, “AND” y “XOR” en izquierda, centro y derecha
respectivamente. La medida del error esté definido en la ec. 2.4. Nétese como
la accesibilidad de estados comienza a ser reducida escalonadamente conforme
el error disminuye.

para valores de e dentro de la cota establecida por la magnitud del cambio en
los pesos sindpticos admisible. En caso de que € esté por encima de dicha cota,
la probabilidad se anula, por lo tanto,

J(F|E) p(E) si|E — E| < 0Fnax
si |E'— E| > 6EBmax

donde §E, 4, es el maximo cambio en promedio. Si bien §FE, 4, en principio
depende de la forma de E como funcion de w (ec. 4.3); sin embargo, por razones
de simplicidad, la supondremos constante.

Si se busca una mejor aproximacion, este andlisis puede extenderse para
diferentes distribuciones en los valores de dw. En el caso descrito anteriormente,
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se presupone una distribucién homogénea, sin embargo, es posible hacer la
generalizacion a diferentes distribuciones de dw. No se indagara mas en los
calculos, sin embargo, por superposicién basta con multiplicar la distribucion
de probabilidad de los cambios en w, es decir, en general,

9(E'|E) o< p(E)r(E' - E),

donde r(E' — E) es la distribucion de probabilidad de un cambio en el error de
tamafo e. Otra manera de obtener la distribucién de accesibilidad es numéri-
camente mediante la construcciéon de un histograma de los posibles valores a
los cuales cambia el error a E’ en cada F.

1.0

0.75

0.25

0'%.0 0.25 0.5 0.75 1.0
E

Figura 4.2: Gréfica de contorno de un ejemplo de la funcion W(E — E').

La razon de aceptacion A(E — E') esta regida por el algoritmo de aprendi-
zaje. La forma de esta distribucion, aunque trata de asemejarse a los procesos
biolégicos, esta determinada por el mecanismo de aceptaciéon de la condicion
de balance detallado del algoritmo de Monte Carlo,

A(E = ') = min {1, =D} 1 5(B)S(E - B, (4.4)

donde el ultimo término en el miembro derecho corresponde a la probabilidad
de permanecer con la misma FE propiciado por rechazo al cambio segtun el
algoritmo. Por lo tanto, se escoge v(E) para que [ A(E — E')dE' =1, i.e.,

V(E)=1—-E+ %[eﬁ(lm _1). (4.5)
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Es prudente mencionar que este término no aparece normalmente en la lite-
ratura y puede sorprender a muchos lectores, la razén de ello es porqué no se
habla de la probablilidad de aceptaciéon como una probabilidad de transicién
de un estado a otro. En nuestro caso, la probablilidad de aceptacién se esta em-
pleando como una parte de la probablidad de transicién de la ecuacion maestra
y por conservacion de la probabilidad es necesario hacer la correccién.

Finalmente la probabilidad de transicién de probabilidad para el cambio de
un estado con error £ a uno con error E’ se aproxima con

W(E — E') = a(E)g(E'|E)A(E — E).

donde a(E) es una funciéon que se ajusta de tal manera que se cumpla
/W(E — E"YdE' =v VE, (4.6)

donde v es una constante, para la conservacién de la probabilidad.
Si dFnsx es muy pequena, W(E — E’) cada vez es mas estrecha, en el
limite
lim W(E — E') =vé(E — E').

0 Fmax—0

4.2. Ecuaciones de campo medio y Fokker—Planck

A la vez de estudiar la dindmica de la probabilidad p(F,t) sujeta al proceso
de aprendizaje, es igualmente importante el calculo de la dindmica méas proba-
ble, esto es, el valor esperado. En general, el valor esperado esté definido de la
siguiente manera,

(x)(t) = /xf(a:,t)dx‘

La evolucion en el tiempo estd dada por,
d of
£<I> = /xmdx
/:(: U{f(x', DW= 2) — fla, OW(z — 2)}de’ | da
//(:1:’ —x)f(z,t)W(x — 2')dz'dz
[ @)ttt = (@),
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donde se define

an(z) = /(:c’ —x)"W(x — o )dx'.

Desarrollando en serie de a;(z) hasta segundo grado alrededor de un punto
Zo,
1
ar(x) >~ ay(xg) + 01| (x — o) + 582(11’%(33 —x0)%

Entonces, el valor esperado se puede reescribir

(on (@) = () + 4 (w0) (& — 20} + 5 (o) (& = 0)?).

donde a} denota la primera derivada de a; y af denota la segunda derivada. Si
se establece xy = (z), la ecuacion se reduce a

d 1
= @) = a({a) + sad () Ac?.
De esta ecuacion, los términos de primer orden,
&) = (@) (47)
o (2) = ai(2)), )

constituyen la aproximacion conocida como la aproximacién de campo me-
dio.

Si se desea hacer una mejor aproximacion, es necesario conocer la dinamica
de la varianza Az?. Para ello se considera la ecuaciéon diferencial correspon-
diente: p p p p

— Az = —((2?) — (2)*) = — (2?) = 2(z) — (x).

pn 5 ((@%) = @)7) = = (%) = 2(z) — ()
Mediante un proceso similar, el término cuadratico puede ser expresado de la
siguiente manera,

d

) = (@) + 2 (wan(2)
Simplificando la expresién anterior, la derivada temporal de la varianza se puede
aproximar a lo siguiente,

d
ﬁA!EQ = ay({z)) + 24} ({z))Az®.
En resumen, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:
: 1
(x) = ai(@) + 501 ((z)) A, (4.8)

A2 = ay((x)) + 2d)((z)) Az?. (4.9)



52 CAPITULO 4. ESTUDIO ESTADISTICO DEL APRENDIZAJE

Siguiendo este procedimiento es posible hacer cada vez un mejor refinamiento
en la dinamica del valor esperado.

El anélisis anterior puede ser aplicado a una red de neuronas cuyo error
inicial es Fy, en cuyo caso es de nuestro interés conocer la dindmica de ésta.
Dado que hemos hecho una aproximacion estadistica, por medio de este analisis,
es posible calcular la evolucién mas probable.

Si una red comienza con un error Ejy, estadisticamente corresponde a un
ensamble donde sélo se dispone de aquellas réplicas con error entre Fgy Fo+dFE,
lo cual implica que la distribucién inicial es

p(E.t =0) = §(E — Ey).

Por consiguiente, podemos hacer uso de la ec. 4.7 o de las ecs. 4.8 con una
mejor aproximacion para las condiciones iniciales,

(E)(0) = Eq,
AE*(0) = 0,

para calcular la evoluciéon més probable del sistema.
Este mismo analisis puede extenderse para derivar la ecuacién de Fokker—
Planck [19,20]. La ecuacion de Fokker—Planck se expresa de la siguiente manera,
1 2
W @) 0]+ g laa() f( 1)
donde a;(z) son los definidos anteriormente. Genéricamente, en la fig. 4.3 se
muestra el tipo de dindmica que se espera observar en la evolucion de p(E,t).
Dado que trabajamos mayormente con simulaciones computacionales para
estudiar la dinamica probabilistica de las redes, la ecuacion maestra (ec. 4.1)
fue empleada principalmente, dado que se puede trabajar directamente con los
datos obtenidos y sin aproximaciones. La ecuaciéon de Fokker—Planck es una
aproximacion que en nuestro caso poco simplifica los calculos.

4.3. La solucion estacionaria

En caso de que la dindmica de f llegue a un valor constante en el tiempo,
el miembro izquierdo de ec. 4.1 se anula. Por lo tanto, en el caso estacionario
se debe cumplir la ecuacion,

vo(r) = /(l)(x/)W(x/ — x)dr’. (4.10)
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Figura 4.3: Ejemplo de la evolucion de la probabilidad p(E,t) para tiempos
discretos gobernada por la ecuaciéon de Fokker—Planck.
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donde ¢ es la solucién estacionaria y v se presume constante dado por
v= /W(x — a')da'.

Esta es una ecuacion integral conocida como una ecuacién homogénea de
Fredholm del segundo tipo. Por ser homogénea, ¢(z) = 0 es la solucién trivial,
sin embargo, evidentemente no es la que buscamos, dado que las densidades
de probabilidad son soluciones de norma unitaria. Es importante subrayar que
la integral debe cubrir inicamente a los puntos accesibles al sistema, es decir,
los valores que toma x pueden provenir de un conjunto disconexo. Este hecho
influird en la forma de las soluciones estacionarias.

Por lo general, la solucién no es tnica, atn eliminando la multiplicidad al
normalizar las distribuciones. En caso de que el dominio sea conexo, es decir,
si todos los estados son accesibles desde cualquier estado particular, podemos
asegurar que la distribucién final serd tnica y dependera fuertemente de la
forma de W (2’ — x).

En este caso particular, dada la forma de A(E — E’), la probabilidad de
aceptacion, la cual proviene de la condicion de balance detallado en el algoritmo
de Monte Carlo, esté disefiada para generar la distribucién de probabilidad de
Boltzmann, es decir,

H(E) o e PE.

En caso de haber valores inaccesibles de error para el sistema dentro del interva-
lo [0, 1], la probabilidad se anula p(E*, t) = 0 para aquellos valores inaccesibles
del error E*, pues no es posible encontrar redes con un error inadmisible. En
este caso pueden suceder dos situaciones: si la brecha formada por los puntos
de E* es menor que § Fys, ¢(E) tendra una forma similar a la distribucion de
Boltzmann, es decir, sera una exponencial decreciente salvo en los puntos don-
de se anula. En caso de que §F,,4, no sea suficientemente grande, la solucién
estacionaria tomara la forma

e PE-E)  § E*<E
L) = Q; LT )
H(E) Z {o siEBf > F

donde E} son los supremos tnicamente de los intervalos de medida mayor a
0Fmsx v ; son constantes que normalizan la soluciéon las cuales dependen de
la distribucion inicial p(E,t = 0), méas precisamente, de la integral sobre cada
intervalo de E accesible. En fig. 4.4 se ejemplifican los casos de soluciones
estacionarias que se pueden presentar.

Por lo general, este tipo de situaciones no ocurriran debido a que, por cons-
truccion el espacio fase (el espacio de w) es conexo y, por pequenios que sean
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Figura 4.4: Ejemplos de los posibles estados estacionarios de la probabilidad,
p(E,t — o00) — ¢(F). Izquierda. Cuando la densidad de estados no contiene
intervalos nulos de suficiente medida la solucion tiende a una exponencial de-
creciente. Derecha. En caso de contener intervalos nulos de suficiente extension,
la solucién estacionaria es una suma de exponenciales.

los pasos de Monte Carlo, siempre hay manera de llegar de un lugar a otro. Sin
embargo, es pertinente advertir que si la funcién objetivo es suficientemente
compleja de tal suerte que la red no pueda emularla suficientemente bien, los
valores inferiores del error estaran desiertos.

4.4. Muerte celular

Recordemos también que la memoria es robusta ante ruido o tolerante ante
error; por ejemplo, errores en la peticiéon de un recuerdo son corregibles, es
decir, dado un grupo de datos, a pesar de contener errores, un individuo es
capaz de recordar e identificar el error. Otro aspecto de la robustez es que la
pérdida de células por dano o el malfuncionamiento de unas cuantas neuronas
no produce necesariamente el olvido.

Se menciono6 en el capitulo 3 como una hipdtesis de este trabajo que las
neuronas a priori no almacenan informacion, sin embargo, la pérdida de estas
células dentro de un circuito naturalmente afectaré su respuesta. Sin embargo,
es evidente que, en general, se daréd lugar a un cambio en el funcionamiento, por
sutil que fuese, en caso de haber pérdida de sus componentes. Esto lo podemos
asociar a la contribuciéon de cada célula para efectuar la funciéon que desempena
la red. Conocer el efecto que la muerte celular ocasiona en el error de la red
equivale a dilucidar la cantidad de informacién que provee cada neurona para
desempenar su funcion en el contexto de la red y del objetivo.

En la muerte celular, todas las vias de salida de dicha neurona dejan de
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transmitir pulsos a otras neuronas, entonces, la muerte de la neurona i equivale
a restablecer todos los pesos sindpticos adyacentes a cero tanto de conexién a
otras neuronas como al canal de salida, i.e., w;; = 0, 7 = 1,2,3,..., NN +
1,..., N +m. El efecto que produce esto en el espacio fase es el de proyectar el
estado del sistema w a w’ = {w;j|w;; = 0 para i fija y Vj}.

w(Eo)

Po(E1) < po(Es)

1
[
1
[
1
[
1
[
1
[
1
[
1
[

¥

) ) PO

Figura 4.5: Esquema que ilustra la manera en que la variedad w(Fjy) se proyecta
en o sobre el plano w;; = 0. Los puntos de la variedad w(Ep) son proyectados
al plano w;; = 0, y la densidad de estados en o, p,, se calcula a partir de la
medida del haz sobre w(Ep).

Comencemos por estudiar el efecto que produce el anular un peso sinéptico.
Supoéngase que el error previo a la muerte de la neurona 7 era Fy. En general,
habra una region en el espacio fase w(Ey) que contiene el estado de la red y
al de muchas otras con el mismo error. En el momento de fijar a cero el peso
sindptico, todos los puntos de error Fy se colapsan a la proyeccion formando
una nueva variedad, o, en donde se encontrara el estado de la nueva red. El
error mas probable E; con el que acabaré la red después de cortar la conexion
w;; seré entonces,

1
B =L / Bdw — / E'po(E')dE,
|0'| o E

donde p,(E’) es la probabilidad de encontrar a una red con error E’ dentro
de 0 y | - | denota medida de la variedad —en este caso es el volumen de
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o. Naturalmente, debido a que ¢ proviene de una proyeccion, la distribuciéon
de puntos dentro de esa variedad no es uniforme; mas bien, en ¢ habra una
distribucién de redes con diversos errores.

Podemos calcular p,(E’) de la siguiente manera. Consideremos a w(Ej)
como un conjunto de rectas perpendiculares al plano de proyeccion w;; = 0 (3,
J fijos). En el momento de la proyeccion, cada recta es colapsada a un punto.
Ese punto tendra un error asociado E’ y, por lo tanto, la cantidad de redes que
son reducidas a ese punto es la medida de la recta de la que provenian. Puede
haber més de un punto en ¢ con error E’, por lo que es preciso hacer la integral
para todos los puntos donde se presente ese error. La probabilidad p,(E’) esta
dada entonces por

1

po(BVAE = s " S(E' — E(w; = 0))dw. (4.11)

Para la muerte celular, es necesario cortar todas las conexiones de la neurona
muerta. Podemos extender la expresiéon anterior generalizando a ¢ como a
variedad que se forma después de restablecer w;; = 0, con ¢ fija y para toda j;
la expresion sera idéntica a la ec. 4.11. En fig. 4.5 se ilustra este proceso.

Dado que las neuronas a priori son indistinguibles, es conveniente hablar
del promedio del error por muerte celular. En promedio, el error que produce
la muerte de una neurona sera directamente el promedio del error después de
la muerte de cada una de las neuronas en la red, dando,

1 ! / . w /
E;= |UJ(E0)|NZ/E /w(Eo)cs(E — E(wyj = 0))dwdFE'. (4.12)

La expresion anterior puede ser condensada considerando el hecho de que el
argumento de la segunda integral se trata de una densidad de estados norma-
lizada exclusiva de la variedad proyectada o proveniente de la variedad w(Ejp).
Por lo tanto,

1
B =~ Z/ E'p, (E'|Ey)dE'. (4.13)

Ahora bien, para redes completamente entrenadas (error cero) podemos
evaluar el incremento en el error AE = Ey — Ey = Ey. Por lo tanto,

1
AE = — E'p,. (E'|0)dE'. 4.14
N2 [ EraEl0 (1.14)

Con la expresion anterior se puede ver que, a menos que la suma varie con-
siderablemente con el ntimero de neuronas de la red, es de esperarse que el



58 CAPITULO 4. ESTUDIO ESTADISTICO DEL APRENDIZAJE

incremento en el error disminuya como el inverso de esta cantidad.

En este capitulo se ha hecho un estudio tedrico del comportamiento de las
redes de neuronas bajo el algoritmo de Monte Carlo. Atn queda por entender,
bajo esta teoria el algoritmo genético; sin embargo, la intenciéon de este capi-
tulo fue la de entender mejor los procesos de aprendizaje y al mismo tiempo
presentar una base méas formal.

No estd de més senalar la importancia de proveer de una nocién de la
contribucién funcional promedio de cada neurona; dicho a groso modo, una
medida de qué tan valiosos son los componentes de la red para su correcto
funcionamiento. De ser posible que esta teoria de esta contribucién, se daria un
gran avance para dar repuesta a una de las preguntas planteadas anteriormente:
“; Cuél es el niimero minimo de neuronas necesarias en la red tal que se pueda
realizar alguna funcion?”.



Capitulo 5

Resultados y discusiéon

En este capitulo se muestran los resultados de algunas pruebas realizadas
tanto a las redes de neuronas como a los algoritmos de aprendizaje, asi como
comparaciones respecto a la teoria estadistica del aprendizaje aqui propuesta.

En lo que sigue se empleard la definicion de error de la ec. 2.4 que en
ocasiones la referimos como el “error de ortogonalidad”.

5.1. Algoritmos de aprendizaje

5.1.1. Monte Carlo

Comenzaremos por analizar el mecanismo de aprendizaje inspirado en el
método Monte Carlo. Se realizaron algunas pruebas para observar la evolucion
de las redes con el nimero de pasos. Para esto se formaron conjuntos de mil
redes, todas con valores propuestos aleatoriamente. Una vez formado un grupo,
el algoritmo comenzo6 a adaptar las redes. Una vez que todas las redes evolu-
cionaron un nimero fijo de pasos, se promedi6 el error para cada paso, esto
es, la evolucion del valor promedio del error, también conocido como curva de
aprendizaje. Los resultados estan graficados en la fig. 5.1.

Como se puede ver, el valor esperado del error varfa segtn la funcién ob-
jetivo. Es notable cémo a las redes les es méas facil imitar el “OR”; después el
“AND” y por ultimo el “XOR?”; es decir, el valor esperado del error decrece maés
rapidamente con las iteraciones. Por otro lado, nétese que las redes de cuatro
neuronas aprenden mas rapido que el resto. Esto tltimo es particularmente
interesante puesto que implica que, a pesar de ser necesarios més cambios de-
bido al incremento de variables dadas las dimensiones del espacio fase, una
trayectoria que se traza en el espacio fase llega a la regiéon de cero error.

99
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Figura 5.1: Evolucién promedio del error para redes compuestas por diferente
nimero de neuronas: 2, 4, 6 y 8. Las funciones objetivo son “OR”, “AND” y
“XOR? para izquierda, derecha y abajo respectivamente.
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Es importante mencionar que la evoluciéon del promedio del error de las
redes no es simplemente una curva exponencial decreciente, como posiblemente
se hubiera esperado dada la naturaleza del algoritmo por su analogia con un
proceso de equilibracién por el contacto con un bafo térmico o reservoir a baja
temperatura. El proceso de aprendizaje es en general un tanto complejo y con
la intencién de explicarlo fue que se desarrollo el capitulo 4 donde se plantea
una teoria estadistica para abordar este fenémeno.

5.1.2. Algoritmo genético

La iniciativa de implementar el algoritmo genético fue esencialmente para
optimizar el aprendizaje de las redes, en otras palabras, poder obtener la mayor
cantidad de redes que emulan arbitrariamente bien una funcién bajo el menor
costo computacional posible. En la presente seccién se detallara el comporta-
miento del algoritmo con la intenciéon de exponer las ventajas o desventajas
con respecto a Monte Carlo.

Como se puede observar en fig. 5.2, el algoritmo genético comienza por la
adaptacion de los individuos haciendo uso del algoritmo de Monte Carlo. Por
lo tanto, en un principio, la evolucién promedio en éste es idéntico al de una
corrida de Monte Carlo sobre una coleccién de redes independientes. Después
de un ntmero designado de pasos, cuando se presenta el corte de generacion
v los individuos menos adaptados, son reemplazados por combinaciones de los
més adaptados, el error promedio aumenta en gran medida. No obstante, los
individuos recién gestados muestran una réapida adaptacion.

Queda averiguar, bajo qué condiciones, segin el tipo de red y la funcién
objetivo, el algoritmo genético supera al de Monte Carlo. Sin embargo, tener
datos precisos que muestren cuando el algoritmo genético es mas eficiente que
Monte Carlo tuvo un costo computacional muy alto y por ello sélo se mostraran
algunos casos. En la fig. 5.3 se muestra una comparativa para la funcién “XOR”
variando dos pardmetros: el nimero de pasos en el proceso adaptativo antes
del corte generacional y la fraccion de supervivencia de los individuos.

Como se puede observar en la grafica de la izquierda de fig. 5.3, si el corte
de generacién es muy pronto, los individuos no logran adaptarse lo suficiente
para engendrar individuos con genes robustos y la evolucién del error promedio
no decrece eficientemente (linea verde). Al ir incrementando la proporcion de
individuos que sobreviven el corte de generacion, el algoritmo cada vez es méas
eficiente. Esta tendencia debe llegar a un maximo, dado que si la supervivencia
es total o el corte de generacién nunca llega el algoritmo es indiferenciable del
de Monte Carlo. Una mejora, por sutil que fuese, fue encontrada cuando el 80 %
de los individuos sobreviven al corte de generacion (linea azul).
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Figura 5.2: Evolucién del error promedio para diversas poblaciones de redes en
el algoritmo genético. En todos los casos, la poblacién consta de 32 individuos,
se realiz6 un corte de generacion cada 2048 iteraciones de Monte Carlo. La tasa
de supervivencia fue de 0.3, es decir, s6lo el 30 % de la poblacién mejor adap-
tada continuaba con el proceso de adaptacion. Nétese como el error promedio
de las redes incrementa significativamente después del corte de generacion sin
embargo, radpidamente disminuye.



5.1. ALGORITMOS DE APRENDIZAJE 63

Comparacién para diferentes condiciones .
0.7 P P Mejora con respecto a Monte Carlo

0.06
—— Prop. de Sup. = 0.2 —  Prop. de Sup. = 0.2
0.6 Prop. de Sup. = 0.6 0.05 Prop. de Sup. = 0.6
— Prop. de Sup. = 0.8 — Prop. de Sup. = 0.8
0.5 P P 0.04
o 0.4 . 0.03
0.02
0.3 <
K \ 0.01
0-2 - 0.00
0.1 N o0
00— 4 6 & 10 12 14 16 18 0086 7 § 9 10 11 12

Pasos de Monte Carlo x10%¢ Numero de generaciones

Figura 5.3: En este par de graficas se muestra la comparacion entre la evolucion
promedio de las redes bajo el algoritmo genético y el de Monte Carlo. En la
imagen de la izquierda se hace la comparaciéon para la evolucién del error a
cada paso. En la grafica de la derecha se muestra el minimo de la diferencia
entre ambos algoritmos al variar el niumero total de cortes de generacion y la
proporcion de supervivencia (prop. de sup. como en la leyenda) de los individuos
de la poblacién. Como se puede observar, los puntos negativos en el eje de las
abscisas muestran ventaja del algoritmo genético sobre el de Monte Carlo siendo
menor el error. De este cuadro se puede ver que el algoritmo genético es méas
eficiente para un ntmero de generaciones entre cinco y ocho, pues para valores
mayores o menores resultan muy prematuros los cortes de generaciéon y para
valores més bajos no se observa gran distinciéon de Monte Carlo puro.

En resumen, la grafica de la derecha de fig. 5.3 muestra el comportamiento.
La linea negra, referente al comportamiento del algoritmo de Monte Carlo,
permite una comparaciéon con el algoritmo genético; los puntos por debajo
muestran mejora dado que el error en promedio es menor.

La disminucion del error no muestra una mejora muy significativa. No obs-
tante, el algoritmo genético produce poblaciones significativamente grandes de
redes con error tolerablemente bajo. Las redes obtenidas son muy distintas
entre ellas lo que permite hacer una exploraciéon amplia de la variedad de la
solucion del espacio fase.

El algoritmo genético puede ser mejorado de varias maneras, tanto para
adecuarlo mas a los procesos biologicos como para hacerlo méas eficiente.
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5.2. Estudio probabilistico del aprendizaje

En esta seccion se indagara respecto a la veracidad del tratado propuesto
en el capitulo 4. Se intentara dar una explicacién al comportamiento observado
en ambos algoritmos.

Comenzaremos por mostrar la densidad de estados para redes de sélo dos
neuronas. Para obtener estos datos, se procedid de la siguiente manera:

1. Una red es propuesta al azar, esto es, dentro del intervalo [—2,2] los
pesos sindpticos son elegidos de manera aleatoria con una distribucién
homogénea.

2. El error es evaluado para dicha red.
3. La red es desechada y s6lo se conserva el error.

4. Se repiten los pasos 1) al 3) tantas veces como sea posible para poder
cubrir relativamente todo el espacio fase de las regiones mas significativas.

5. Una vez concluido el escrutinio del espacio fase con una densidad arbi-
traria de ejemplares, se hace un histograma normalizado, es decir, una
aproximacion de la densidad de estados.

Naturalmente, para redes de dos neuronas, las tres funciones, “OR”, “AND” y
“XOR?” son aprendibles, es decir, debido a que se presentaron redes cuyo error
se puede hacer tan pequefio como se desee. Por esta razén esperamos que la
densidad de estados p;(0) > 0, para las tres funciones probadas (i =“OR”,
“AND”, “XOR”). Por otro lado, cuando las dos neuronas estan desconectadas
del canal de salida la respuesta de la red es nula y, dado que esto representa un
volumen amplio en el espacio fase, se espera observar un méximo global para
pi(1).

En fig. 5.4 se muestra la densidad de estados. Notese que se presentan va-
rios picos en la distribucién, principalmente ubicados sobre racionales como:
0, i, %, %, %, %, 1. El origen de dichos picos se debe a la definiciéon de error em-
pleada (ec. 2.4), es decir, bajo esta definicion se acumulan voliimenes significa-
tivamente amplios en el espacio fase de redes cuya respuesta ante los estimulos
es muy similar; y también la densidad de puntos con otros valores de error son
muy escasos.

La densidad de estados es un ingrediente fundamental para poder emplear
la teoria estadistica del aprendizaje aqui propuesta. Mediante esta distribucion,
es posible inferir o aproximar otras cantidades que seran de interés, como por
ejemplo la evolucion del error promedio.



5.2. ESTUDIO PROBABILISTICO DEL APRENDIZAJE 65

103 ¢
102 |
10" |
100
=
S 10!
102
1073 OR ——
AND —
o —
0 0.25 0.5 0.75 1

E

Figura 5.4: Densidad de estados para redes de N = 2 (dos neuronas), el eje
vertical estd en escala logaritmica.

5.2.1. La funcién de distribucion de accesibilidad

La probabilidad de accesibilidad g(E’|E), que es la probabilidad de que bajo
un cambio infinitesimal en los pesos sinapticos, el error varie a E’ partiendo
de un error F, es otro de los ingredientes imprescindibles de esta teorfa. En
el capitulo 4 se mostré, mediante una serie de argumentos, como se espera la
forma de g(E'|E), la cual fundamentalmente esta poblada cerca de la diagonal
y es esencialmente escasa en el resto del dominio. En esta seccién se mostrara
la forma de esta funcién de distribucién. Estos son los pasos que se siguieron
para su obtencion:

1. Se prepara un ensamble de redes, en este caso de dos neuronas, y se fija,
tanto la funcién objetivo, como la medida del error.

2. Se selecciona una red y se mide el error.
3. Se produce un cambio en un parametro de la red empleando el algoritmo

de Monte Carlo y se mide nuevamente el error. Este paso es repetido un
numero relativamente grande de veces para generar un histograma de los



66 CAPITULO 5. RESULTADOS Y DISCUSION
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Figura 5.5: Muestra de las probabilidades g(E’|E) de encontrar una red con
error £’ bajo un pequeno cambio partiendo de un error E. En la figura se mues-
tran redes de dos neuronas medidas en el contexto de las funciones booleanas
“OR”, “AND” y “XOR” para izquierda, derecha y abajo respectivamente. Las
tres imagenes son generadas normalizando g ([, gdE' = 1).

errores visitados. Todos los cambios son rechazados con la finalidad de
poblar sistematicamente el histograma para una E.

4. La red es desechada y los pasos 1 a 3 son repetidos las veces necesarias
para cubrir a todo el intervalo de error. Una vez que se haya concurrido
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excesivamente un error, las nuevas redes que aparezcan y tengan dicho
error son eliminadas.

Los resultados se muestran en fig. 5.5. Como se esperaba, principalmente la
diagonal (E = E') sobresale del resto de puntos. Sin embargo, también hay
regiones fuera de la diagonal con valores significativos lo cual explica en gran
medida la manera en que las redes aprenden. Si tinicamente la distribucién de
accesibilidad tuviera valores cerca de la diagonal distintos de cero, los cambios
admisibles en el error serian tan pequenios como el ancho de la diagonal. Al
haber valores significativamente altos fuera de la diagonal, existe la posibilidad
de que se presenten cambios finitos (macroscopicos) en el error.

Al hacer la aproximacion de g(E’|E) en el capitulo 4, se postuldo como
hipotesis que la medida del error seria una funcién continua y si los cambios
propuestos por el algoritmo son infinitesimales, se producirian cambios infinite-
simales a su vez. Considerando los datos obtenidos en la simulacién, los valores
de la distribucién de accesibilidad lejos de la diagonal indican la presencia de
las discontinuidades en el paisaje de error. Evidentemente, habra casos en los
que dichas discontinuidades aceleren el proceso del aprendizaje y en ocasiones
casos en los que lo desfavorezca.

El conocimiento de dicha distribucién, por lo tanto, puede ayudar a mejorar
los algoritmos de aprendizaje. Para ello es necesario que el algoritmo emplee
de manera inteligente la forma de esta funcién. Una manera podria ser co-
rrelacionando la probabilidad de cambios, en particular los que producen las
discontinuidades, con el error actual de la red. Haciendo la analogia con el juego
de mesa “Serpientes y Escalas™, en vez de que un jugador utilice un dado para
avanzar en el juego, que sea él quien designe el nimero de posiciones que va
a avanzar a su conveniencia segun la estrategia que haya ideado. Esto podria
explicar la manera en que las nuevas generaciones durante una corrida del algo-
ritmo genético aprenden mas rapido que la primera generacion, la distribucion
de accesibilidad ha cambiado, los estados en los que las redes dan saltos dis-
continuos acortando el proceso de aprendizaje son mas prominentes, es decir,
de alguna manera, la funcién de distribucién de accesibilidad es alterada.

En resumen, el conocimiento de la distribucién de accesibilidad permite
construir nuevas estrategias que aceleren o hagan maés eficiente el proceso de
aprendizaje. Esto ocurre, no sélo en el contexto de las simulaciones aqui pre-
sentadas, sino también en uno mas general, inclusive biolégico por ejemplo.

'El juego “Serpientes y Escaleras” trata de un tablero con celdas ordenadas, un comienzo
y un final. El primer jugador que alcance la celda final es el ganador. Los jugadores so6lo
pueden emplear un dado que designa el numero de pasos que puede avanzar; sin embargo, hay
atajos (escaleras) y desviaciones (serpientes) que obligan al jugador a saltar abruptamente
de posicién acelerando o alentando el proceso de lleagar a la meta.
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5.2.2. Simulaciones en la teoria estadistica del aprendiza-
je
Una vez juntados todos los ingredientes para integrar la ecuaciéon maestra

(ec. 4.1) se mostrara la evolucion de la distribucion del ensamble de redes con
el nimero de pasos de Monte Carlo.
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Figura 5.6: Evoluciéon de la distribuciéon de probabilidad del error en un en-
samble de redes conforme incrementa el nimero de iteraciones del algorit-
mo de Monte Carlo. La funcién objetivo es la compuerta logica “XOR” para
t = 1,128,256, 384 iteraciones de izquierda a derecha y de arriba a abajo.

Como se puede observar en fig. 5.6 en un principio, la distribucién de redes
estd muy cargada a la extrema derecha, es decir, la poblacién de redes con error
E =1 es muy alta. Conforme transcurren las iteraciones, dicha distribucién
comienza a ensancharse y a desplazarse a la izquierda disminuyendo el valor
de la probabilidad en ese punto y asi para cualquier pico que se presenta en
p(E,0). Notese que la distribucion es de forma escarpada indicando el contraste
en la distribucién de probabilidades para una pequena vecindad en el error.
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Figura 5.7: Comparacion de la evoluciéon del valor esperado del error para las
tres funciones en (a), (b) y (¢) para “OR”, “AND” y “XOR?” respectivamente. En
cada gréafica se muestran dos curvas: la linea punteada representa la evoluciéon
dada por la integracion numérica de la ecuacién maestra, la curva solida fue
obtenida directamente de la simulacién con las redes de neuronas.

Hay ciertos valores del error, como por ejemplo el pico en E = 1/4, donde
la probabilidad toma un valor muy alto, hecho que se mantiene por un largo
transcurso de iteraciones.

Una vez integrada numéricamente la ecuacién maestra, es posible evaluar
en cada iteracion el valor esperado del error. En fig. 5.7 se muestra una serie
de graficas para el “OR”, “AND” y “XOR” para izquierda, centro y derecha
respectivamente. En ellas se compara la evoluciéon del valor esperado del error
obtenido por tres aproximaciones. Una de ellas es con la expresiéon numeérica de
la distribucién de accesibilidad mostradas en la fig. 5.5, otra es la obtenida bajo
la aproximacién de campo medio empleando los argumentos que se proponen
para aproximar el valor la funcién de distribucién de accesibilidad y por dltimo
se muestra la evolucion del promedio del error de las redes con el procedimiento
de Monte Carlo, la misma curva que en la fig. 5.1 para N = 2.

Como se puede observar, la aproximacién de campo medio traza una curva
muy lejana a la trazada por el algoritmo de Monte Carlo, es decir, la aproxima-
cién no es muy buena. Por otro lado, la curva negra, referente a la que emplea
la distribucién de accesibilidad obtenida numéricamente, hace una mejor apro-
ximaciéon. Sin embargo, en todos los casos, hay un intervalo en los primeros
quinientos pasos en donde las curvas se separan mucho.
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5.2.3. Robustez ante muerte celular

La manera en la que varia el error una vez que una red pierde a uno de sus
individuos en promedio da indicios de la importancia que tienen cada uno de los
miembros de la red. Es de esperarse que dicha cantidad varie segin la cantidad
total de nodos de procesamiento dentro de la red; mas atn, es de esperarse que
la pérdida sea menos significativa si la red es de muchas neuronas comparado
con una red constituida de unas cuantas células. Por lo tanto, podemos estimar
que la curva serd una funcién monétona decreciente comenzando en AE = 1
para N = 1, sin importar la funcién objetivo.

Por referencia, podriamos pensar en las redes como un sistema en el cual
todas las neuronas contribuyen de igual manera y en el que no hay un compor-
tamiento “no lineal” en la interaccion entre ellas. En ese caso, con la pérdida
de un componente de la red, se esperaria un decrecimiento inversamente pro-
porcional al nimero de neuronas. En fig. 5.8 se muestran cuatro curvas, las
respectivas a las tres funciones objetivo antes tratadas y la referencia 1/N.
Como se puede observar, para el “AND”, el comportamiento es muy semejante
al de la referencia; sin embargo, para el “OR” o el “XOR” no es asi, dado que
para esta tultima, la robustez es significativamente menor, es decir, la pérdida
de una célula es muy significativa; en cambio, las redes emulando la funcién
“OR” presentan, en promedio, mayor robustez que la referencia.
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Robustez ante muerte celular
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Figura 5.8: Incremento en el error después de la muerte de una neurona para
redes de N nodos. En cada caso, las redes, previo a la muerte celular, comienzan
con un error menor a 0.01. Después se hace un promedio de cambio en el error
que ha de tener la muerte de cada una de las neuronas por separado.
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Conclusiones

De acuerdo a las hipotesis planteadas, hemos visto que es posible almacenar
inforamicién en los pesos sindpticos y no en las neuronas per se. De esta mane-
ra, una red de neuronas puede realizar una amplia gama de funciones, siempre
y cuando ésta cuente con suficientes neuronas, o mas bien, grados libertad en
el espacio de pesos sindpticos. Finalmente, mediante un anélisis estadistico,
es posible estimar, predecir y entender qué factores favorecen y dificultan el
aprendizaje.

La enorme complejidad de las redes de neuronas dificilmente podra ser
planteada en unas cuantas ecuaciones y reglas. Para comenzar, se tiene la ac-
tividad de una neurona que modelamos con una reducciéon del modelo de HH,
extrayendo a manera de lo posible las propiedades neurocomputacionales més
relevantes en este contexto. Naturalmente, una de las limitantes que adquiere
nuestro modelo viene de tomar un tipo de neurona como la base, suposicion
que obliga a considerar redes muy pequenias comparadas con la extension del
sistema nervioso.

Después, al juntar muchas neuronas, modelamos la actividad de una red
o un circuito pequeno. Con esta red logramos emular algunas funciones que
arbitrariamente fueron escogidas con el fin de comprender el comportamiento
de sus corelativos biolégicos. Encontramos que no es facil para una red emular
cualquier funcién, hay un ntmero minimo de neuronas necesarias para que la
red emule con precision a la funcién y los pesos sindpticos que conectan a las
neuronas deben escogerse bien.

Se realizaron estudios para funciones booleanas bésicas: las compuertas 16-
gicas “OR”, “AND” y “XOR”. Se hizo un anélisis de cémo las redes pueden
emular estas funciones y qué requerimientos deben cumplirse para ello. Por
otro lado, es imperativo hacer estudios en el espacio de frecuencias, en lugar
de promediar en el tiempo, y extender el estudio mas alla4 de funciones boo-
leanas. La mayorfa de las neuronas de las cuales hemos hecho referencia para
este trabajo producen pulsos de igual perfil lo que indica que més bien es en la
frecuencia de los disparos en donde se codifica la informacién.
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No estd de mas decir que el modelo de la red propuesto supone que los
mecanismos que modifican los pesos sinépticos son ajenos a la actividad de los
adyacentes. Por parte de la comunidad cientifica se han hecho un sinntimero de
experimentos, tratados y modelos que muestran como la actividad de neuronas
contiguas influye en la manera en que los pulsos transmitidos son alterados para
aumentar la eficacia y funcionalidad de la red. No obstante, se desconoce en
gran medida la manera en que estos mecanismos producen mayor adaptabilidad
en las redes y, més ain, la manera en que puedan llevar al aprendizaje.

Uno de los mecanismos més comunes de aprendizaje son los de prueba y
error, cuestion que sugiere un algoritmo tipo Monte Carlo como la base para el
desarrollo de las redes de neuronas. Este mecanismo presenta muchas desventa-
jas tanto como un modelo de lo observado en seres vivos y también se muestra
muy ineficiente ya que no se produce memoria o experiencia. Con la intencion
de mejorar ambos aspectos del mecanismo de aprendizaje, se implementd el
algoritmo genético. En este algoritmo los nuevos individuos son generados de
las partes mas adaptadas de los veteranos, y de esta manera se ataca esta li-
mitacion. Sin embargo, las pruebas realizadas muestran escasas ventajas sobre
el procedimiento exclusivamente de Monte Carlo.

La teoria estadistica del aprendizaje es una teoria en vias de desarrollo. A
pesar de ser una teorfa muy inmadura, promete gran eficacia en la descripciéon
del proceso del aprendizaje y puede auxiliar con vias que mejoran y adectien
los algoritmos de aprendizaje. Posiblemente, al madurar esta teoria, sea posi-
ble emplear las herramientas de teorias como la fisica estadistica para hacer
predicciones o simplificar y facilitar la obtenciéon de resultados més precisos,
dado que es posible interpretar el proceso del aprendizaje como uno que tiende
al equilibrio.

Podria decirse que la medida del error se asemeja a la energfa del sistema,
por ejemplo,

H=1—|Ay(s)-7(s)| (5.1)

De aqui podemos interpretar a la red de neuronas como un sistema en bisqueda
del equilibrio, es decir, el mero proceso de aprendizaje se puede interpretar como
una via (metodica) por la cuél el error de la red disminuye y, por lo tanto, como
un processo irreversible.

Hemos empleado la ecuacién maestra para predecir la dindmica de un colec-
tivo de redes. A manera de mostrar lo que ocurre con el proceso de aprendizaje
propuesto se fijé la probabilidad de aceptacion de manera que cumpla con las
reglas del algoritmo de aprendizaje. Esto puede ser mejor aproximado al tener
un mejor modelo de lo que sucede en realidad cuando las neuronas cambian los
pesos de sus conexiones.
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En las referencias (2, 3,5-8| se discute la manera en que los pesos sinap-
ticos varian a largo plazo en dependencia de la diferencia de tiempos entre
el pulso postsinaptico y el presinaptico. Sin embargo, se han identificado va-
rios procesos a través de los cuales las neuronas pueden alterar sus conexiones
dindmicamente, cada uno con su duracion y diferentes origenes pero aiin se des-
conoce cuantitativamente el efecto que esto tiene en el procesamiento de senales
o en el proceso de aprendizaje. Lo que apunta a que hace falta investigacion en
esos menesteres antes de aventurarnos en estudiar procesos mas complejos.

Sin duda alguna queda mucho trabajo por hacer y muchas interrogantes por
resolver, comenzando por refinar los modelos que se proponen. Entre ello estéa
el adaptar un modelo de aprendizaje que sea més congruente con la manera
en que las neuronas cambian los pesos sinapticos. También hay que entender
mejor los factores que favorecen o perjudican el aprendizaje y, por supuesto,
respaldar con evidencia mas solida, observaciones, experimentos y demaés, la
veracidad de esta teoria recién formulada.
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Apéndice A

Detalles sobre el modelo de la
neurona

La respuesta de la neurona esté dada por el siguiente conjunto de ecuaciones,

U(s) = 0(s—h)f(p—1),

h = ﬁ(ho—‘/%
6.13 — 0.61 +0.041%> — 0.002I3 siI< I,

hy = 0 sili<I<lIy,
6.3 — 1.51 +0.231> — 0.01773 sily <1

V o= —a(l)V 4 100s5(t —t,),

a(I) = 0.67478 + 0.006388031,
$ = wo+ 0w+ PRC(100s, p)d(p — ¢s),

55VT+001+454 sil<Iy
w = .
0 104VT —51+468 sily <1’
Sw = 0.0106V.

Las variables V' y ¢ son actualizadas cada vez que se cumple un ciclo o en cada
recepcion de un estimulo.

V() =1 -)V(t)

p(t") = (1 —)e(t7),
donde 1y ¢~ son los tiempos inmediatamente posteriores y anteriores al pulso
que da la neurona.

7
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Apéndice B

Detalles de los algoritmos: Los
codigos

A continuacion se detallaran las partes principales de los codigos empleados
para los algoritmos de aprendizaje de las redes de neuronas.

B.1. Mapa conceptual de los programas

Los programas empleados para este trabajo fueron estructurados de forma
modular para facilitar su manejo, desarrollo y mantenimiento. En la figura B.1
se muestra el cianotipo y a continuaciéon se detalla cada una de sus partes.

De manera esquemaética, el médulo “Soma” es una clase genérica en donde
se modela el cuerpo y cono axénico de una neurona. Dentro de esta clase, por
medio de herencia se definen otras clases que especifican el funcionamiento
de la célula. el modelo simplificado “MS” empleado en la mayor parte de la
tesis, el modelo de Hodgkin—Huxley que se usé6 como la base para el modelo
simplificado. De la misma manera se pueden idear e implementar otros modelos
de la actividad de la neurona.

En paralelo se encuentra el médulo “Red” que es una manera genérica de
representar una grafica. En esta se encuentran bésicamente dos tipos de redes
con el fin de optimizar ciertas funciones. Una de ellas es la red matricial, en
donde se trabaja directamente con la matriz de adyacencia. Este médulo es
representado por “Mat”. Mayormente, este médulo optimiza célculos para el
analisis de la red. El otro tipo de red implementado es el que se basa en listas
de las conexiones para cada nodo. Este médulo optimiza las funciones de la red.
El moédulo esté representado por “Lista”. Es posible convertir de una subclase
a la otra para alternar su operabilidad.
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Algoritmo de
aprendizaje

Soma LRed de MC |-|: AG
IMSHH]... neuronas
(G 120)
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Medidas y pruebas para las redes

|Promedios| |D05/Acept| |Robustez|| |

Figura B.1: Cianotipo de los programas y médulos empleados en este trabajo.

Ambos modulos mencionados anteriormente son miembros de la clase “Red
de neuronas” el cual constituye al circuito de neuronas que se va a estudiar.
La red de neuronas como tal es capaz de operar como una funcién que recibe
una sefial y la traduce a una respuesta y también, proponiendo una funcién
objetivo, es capaz de calcular el error de la red. A la vez es capaz de ordenar
cambios a la red segin lo pida el algoritmo de aprendizaje.

El algoritmo de aprendizaje es un médulo que consta de dos elementos:
el algoritmo tipo Monte Carlo (“MC”) y el algoritmo genético (“AG”). Ambos
modulos tienen como elemento principal a la red de neuronas. El algoritmo
genético tiene como base para la adaptacion de las redes el algoritmo de Monte
Carlo, sin embargo, se pueden emplear otros algoritmos que optimicen este
proceso.

Finalmente se encuentra el conjunto de programas disenados para medir
y analizar los resultados obtenidos de los moédulos descritos anteriormente.
Por ejemplo, el programa que obtiene el promedio del error conforme se itera
sobre el algoritmo de Monte Carlo. Este recibe directamente los resultados que
el modulo “MC” produce a cada iteracion. Otro ejemplo es el de la medida de
robustez de las redes ante muerte celular, el cual es implementado en el médulo
“Robustez”. Un grupo de redes de neuronas, después de un largo proceso de
entrenamiento, son recibidas por este programa para ser evaluadas.

Ahora se detallard con un poco més de profundidad la estructura de los
modulos principales. No obstante, se anadird como material suplementario a
este trabajo el codigo en si puesto que es mas extenso que este mismo texto y
no vale la pena insertarlo atn en el apéndice.
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B.2. La red de neuronas

B.2.1. La neurona

La definicién de la actividad del soma, asi como cada una de las funciones
del cuerpo celular fueron implementadas esencialmente como estén descritas en
el listado de cédigo 1. De la misma manera, se muestra en el listado de c6digo
2 la definicién del la clase “Network”; la cual es la clase genérica que administra
las conexiones entre nodos de una red. Seguido de esto se presenta el codigo
del listado 3 donde se define la clase “NeuralNetwork” que emula la manera en
que los objetos “Soma” seran los nodos de un objeto “Network”, en términos
précticos, esta clase presenta la manera en que ambos objetos en unién forman
una red neural. Entonces, todas las funciones que hace una red de neuronas se
describen aqui. A manera esquematica, también se muestra a la red neural en
fig. 2.1

// Neuron.h

class Soma {
private:
// here we declare the wariables and internal methods

double JO; // the soma’s background current
double hO; // the soma’s base threshold
double wO; // the soma’s base frequency

// The following function fizes the threshold depending on the
// background current. Via curve fitting.
double getThrshld(double J) {

double a, b, c, d;

if (J < 5.26467084639) {
a = 6.28553;
b = - 2.39822;
c = 0.37956;
d = -0.0286452;
}
else if (J < 8.4105295915) {
a = 0;
b =0;
c = 0;
d = 0;
}
else {
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= -1.45456;
c = 0.230209;
d = -0.0173738;

}
return a + b*xJ + c*J*J + d*xJ*xJ*J;

}

// the following function fizes the frequency (and refractory period)
// via curve fitting
double getFreq(double I) {

double a, b, c;

if (I <5.3) {

a = 5.52699;
b = -0.01258;
c = 45.3749;
}
else {
a = 10.3973;
b = 5.09885;
c = 46.8354;
}

return axsqrt(J - b) + c;

}

// the following is the integrator of the ODEs that
// govern the behaviour of the soma
void update(double xi) {

input = xi;

if (noisy) {
J += gaussRandDist (noise)*dt;

J = abs(J);
hO = getThrshld(J);
w0 = getFreq(J);

}

V += (0.67478 + 0.00638803+J)*(input - V)x*dt;
w = w0 + 10.59514237167*V;
// w o= w0 + 1119.8265371669497+V;
h = h0 - V;
if (phi >= 1.0) {
phi = 1.001;
}
else {
phi += fPRC(phi + 0.76, up_to((input - V)/10, 9.96)) + wxdt;
}
}
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public:

// the following is the initializer of the class (constructor)
Soma (double intrCurr) {
JO = intrCurr;

J = JO;

hO = getThrshld(J);
h = hO;

w0 = getFreq(J);

w = w0;

V =0;

phi = rhand();

alive = true;
noise = 0;
noisy = false;

}

// yet another comstructor
Soma() {
}

// and the destructor
“Soma() {
}

// another way of setting the somas properties and variables
void setSoma(double intrCurr) {
JO = intrCurr;

J = JO;

hO = getThrshld(J);
h = ho;

w0 = getFreq(J);

w = w0;

V =-0.01;

phi = rhand();
alive = true;
noise = 0;
noisy = false;

}

double spike(double xi) {
if (alive) {
output = Heaviside(input - h)*Heaviside(phi - 1);
int a = 1 - output;
V *= a; h *= a; phi *= a;
update (100*xi) ;

83
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125 else {

126 output = 0;
127 }

128 return output;
129 ¥

130

131 void reset(void) { // in case neurons get tierd.
132 h = ho;

133 w = w0;

134 vV =0;

135 input = 0;

136 phi = rhand();
187 }

138
139 double Threshold(void) {

140 return hO;

141 }

142

143 double Frequency(void) {
144 return wO;

145 ¥

146

147 void kill() {

148 alive = false;

149 }

150

151 void revive() {

152 alive = true;

153 }

154

155 void setNoise(double ns) {
156 if (abs(mns) < 1e3) {
157 J = JO;

158 noise = 0.0;

159 noisy = false;

160 ¥

161 else {

162 noise = ns;

163 noisy = true;

164 }

165

166 return;

167 }

168

169 void regenSettings(void) {
170 hO = getThrshld(JO);
171 h = hO;

172 w0 = getFreq(JO);
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w = w0;
V =0;
return;

}

};

Listado 1: Codigo en donde se define el objeto “Soma”, el cuél emula la actividad
del cono axonico y algunas otras funciones del cuerpo celular.

B.2.2. Lared

// Net.h

class Network { // Connections to first neighbors w/ variable number of neighbors
private:

double KK;

vector< int > K;

void updateSettings(void) {
K.resize (NN+NO) ;

h.resize(NN + NO);
w.resize(NN + NO);
mp.resize(NN + NO);
autosomic.resize (NN + NO);

for (int i = 0; i < NN+NO; i++) {
h[i].resize(X[il);
wlil .resize(K[i]);
mp[il .resize(K[i]);
autosomic[i] .resize(K[i]);
for (int j = 0; j < K[il; j++) autosomic[i][j] = 0;

}

bool checkConnections(int i, int j) {
// checks if the connectios are compatible
bool tf = true;

if ((4 >= NN) & u[il[j] >= NN)) {
tf = false;
}
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if (h[i1[3] == 1) {
tf = false;
}

for (dnt 1 = 0; 1 < K[i]; 1++) {
if ((G '= 1) & (h[il[j] == nli]1[11)) {
tf = false;
break;
}
}

return tf;

public:
Network(int numInputs, int numNeurons, int numQutputs,
vector<int> numNeighbors, double p, double dW) {

prob = p; dWeightSize = dW;
NI = numInputs; NN = numNeurons; NO = numQutputs;
K = numNeighbors;
updateSettings();

}

“Network() {
}

void changeNet(double E = 1) { // in each step autosomic gets older
for (dnt i = 0; i < NN+NO; i++)
for (int j = 0; j < K[il; j++)
autosomic[i] [j]++;

// choose mew candidates
node = floor ((NN+NO)*rhand());
element = 0;
if (K[node] > 1)
element = floor(K[node]*rhand());

vector<int> freeNodes;
int maxNei;

if (node < NN) maxNei = NN + NI - 1;
else maxNei = NN;

if (K[nodel == 0) { // if there is no neighbor make one
type = ’17;
h[node] .push_back(floor ((NN+NI)*rhand()));
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81 w[node] .push_back(0.1*dWeightSize* (2*rhand()-1));

82 autosomic [node] . push_back(0) ;

83 while(!checkConnections(node, h[node].size()-1))

84 h[node] [h[node] .size()-1] = floor ((NN+NI)*rhand());

85 K[node]l = hl[node].size();

86 }

87 else { // if there is a neighbor then...

88 if (rhand() < prob) { // change to another neighbor

89 if (K[node] >= maxNei) { // if all are connected then kill one
90 type = ’27;

91 oldNeighbor = popup(h[node], element);

92 oldWeight = popup(w[node], element);

93 oldAuto = popup(autosomic[node], element);

94 K[node] = hl[node].size();

95 }

96 else { // or else

97 float a = rhand();

98 if (a < 0.45) { // add one up

99 type = ’3’;

100 remainingNodes (freeNodes, node, h[node]l, maxNei, NN);
101 int newNei = freeNodes[floor(freeNodes.size()*rhand())];
102 h[node] .push_back(newNei);

103 w[node] .push_back(0.1*dWeightSize* (2*rhand()-1));

104 autosomic [node] . push_back(0);

105 while(!checkConnections(node, h[node].size()-1))

106 h[node] [h[node] .size()-1] = floor ((NN+NI)*rhand());
107 K[node] = h[node].size();

108 }

109 else if (a < 0.9) { // cut one connection

110 type = ’4°;

111 oldNeighbor = popup(h[node], element);

112 oldWeight = popup(w[node], element);

113 oldAuto = popup(autosomic[node], element);

114 K[node] = hlnode].size(Q;

115 }

116 else { // change one netghbor for another

117 type = ’57;

118 oldNeighbor = h[node] [element];

119 remainingNodes (freeNodes, node, h[node]l, maxNei, NN);
120 int newNei = freeNodes[floor(freeNodes.size()*rhand())];
121 h[node] [element] = newNei;

122 oldAuto = autosomic[node] [element];

123 autosomic[node] [element] = 0;

124 while (!checkConnections(node, element))

125 h[node] [element] = floor ((NN+NI)*rhand());

126 }

127 }

128 ¥
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129 else { // change the synaptic weight

130 type = ’67;

131 oldWeight = w[node] [element] ;

132 double dw = 0.04*dWeightSize*(2*rhand()-1)*(E+2e-2);
133 w[node] [element] += dw;

134 oldAuto = autosomic[node] [element];