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Introduccion

En el presente trabajo damos una introduccion a los Sistemas Estratificantes
(0,Y, <) de talla ¢. Dicho concepto fue introducido, en [2], en el 2003.

Los sistemas estratificantes son una generalizacion de los R-mdédulos estandar,
donde R es una k-algebra de dimensién finita estandarmente estratificada so-
bre un campo k algebraicamente cerrado.

El objetivo del presente trabajo es demostrar que dado un sistema estratifi-
cante (0,Y, <) de talla ¢, donde Y = {Y'(j)i_,} es un conjunto de R-médu-
los inescindibles satisfaciendo ciertas propiedades, se tiene que la k-algebra

¢
A = Endr(@ Y (j)) es una k-algebra estandarmente estratificada a la de-
j=1

recha. (Ver el Teorema 3.3.12). Dicho resultado se encuentra enunciado en [2].

El trabajo consta de tres capitulos. En el primer capitulo hemos incluido un
resumen de la “Teoria de Médulos” elemental. No hemos incluido las demos-
traciones de los resultados, ya que pueden ser consultadas en el libro [4]. En
el segundo capitulo hemos hecho un resumen de los teoremas centrales de la
Teoria de Mddulos que son indispensables para el desarrollo del capitulo 3.
Con el propésito de hacer este resumen compacto omitimos la mayoria de las
demostraciones, las cuales pueden consultarse en [4] y [5].

En el capitulo 3 enunciamos y demostramos las principales propiedades del
concepto de Sistema Estratificante de talla ¢ y el Teorema 3.3.12.

VII
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Capitulo 1

Modulos

En este capitulo hacemos un resumen de la teoria basica de R-mdédulos, don-
de R es un anillo asociativo con uno, denotado por 1z € R.

Los resultados expuestos en este capitulo se estudian en el curso denomi-
nado Algebra Moderna III que se imparte en la Facultad de Ciencias de la
UNAM. Por ello, s6lo hemos expuesto los resultados y los hemos ilustrado
con ejemplos. El lector interesado puede consultar las demostraciones corres-
pondientes en el libro [4].

1.1. Mobdulos

La teoria de R-mdédulos generaliza la nocion de espacio vectorial. En esta
seccién se incorporaran varias definiciones como la de R-submodulo y la de
R-médulo cociente. Un R-moédulo importante es el R-moédulo generado por
un conjunto X, del cual se desprende tratar con R-mdédulos finitamente ge-
nerados y conjuntos generadores. Para concluir esta seccion se trabajara con
un tipo especial de R-mddulos, llamados R-moddulos simples, para los cuales
daremos una caracterizacion que involucra al R-moédulo cociente.

Definicién 1.1.1. Sea R un anillo. Un R-mddulo izquierdo es un grupo
abeliano M que tiene una multiplicacion escalar o : R x M — M denotada
por a(r,m) = rm tal que:

1) r(m+m')y=rm+rm/, VreR, VYm,m'eM.
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2) (r+r'"y)m=rm+1rm, Vrr'eR, Ymel.
3) (rrYm =r(r'm), Vr,r'eR, VYmeM.
4) lgm=m, VmeM.
Notacién: kM denota que M es un R-médulo izquierdo.
Ejemplos 1.1.2.
(1) Si'V es un R espacio vectorial, V es un R-mddulo izquierdo.

(2) Los grupos abelianos son Z-modulos izquierdos.

(3) Si R es un anillo, entonces R es un R-mddulo izquierdo con la multi-
plicacion escalar R x R — R definida por la propia multiplicacion del
anillo. Se le conoce como el R-mddulo regular.

Ahora bien, sea (M, +) un grupo abeliano. Recordemos que el conjunto:

End(M) = {f : M — M| es un homomorfismo de grupos}
es un anillo con las operaciones:
+ 1 End(M) x End(M) — End(M)
(fig)—[f+yg
donde (f +g)(m) = f(m) +g(m), VmeM vy
o : End(M) x End(M) — End(M)
(9. f) —gof
donde (go f)(m) = g(f(m)), Yme M.

Las siguientes dos proposiciones nos proporcionan una caracterizacién de la
definiciéon de R-mddulo izquierdo en términos de homomorfismos de anillos.
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Proposicion 1.1.3. Sean R un anillo, M un grupo abeliano y
¢: R— End(M)

T > ()0,,,
un homomorfismo de anillos. Definimos o : Rx M — M dada por o(r,m) =
@, (m). Entonces o es una multiplicacion escalar que hace de M un R-mddulo
1zquierdo.

Proposicién 1.1.4. Sean M un R-maodulo izquierdo y

c:RxM—M

(r,m) — rm
su multiplicacion escalar. Entonces la funcion:

¢: R— End(M)

T —> 90,’,,
donde ¢, : M — M estd dada por p.(m) = rm, es un homomorfismo de
anillos.

A continuacién se introducira el concepto de R-submoédulo izquierdo de un
R-médulo M.

Definicién 1.1.5. Sea M un R-mddulo izquierdo. Decimos que N es un
R-submaddulo izquierdo de M si se satisface:

(1) N es un subgrupo de (M,+).
(2) rn € N para todo r € R y para todo n € N.
Notacion: N < M denota que N es un R-subméddulo izquierdo de M.

Lema 1.1.6. Sea M un R-mddulo izquierdo. St N es un R-submddulo iz-
quierdo de M entonces N es un R-moddulo izquierdo.

Ejemplos 1.1.7.

(1) Consideremos a 7 como Z-mddulo izquierdo, 27 = {n € Z : n =
2k, k€ Z} es un Z-submddulo de 27.
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(2) SiV es un F-espacio vectorial donde F' es un campo y W es un subes-
pacio vectorial de V', entonces W es un F-submodulo de V.

(3) Si M es un R-mddulo izquierdo, M y {0y} son R-submddulos de M.
Al R-submddulo {0y} se le conoce como el R-mddulo cero y se denota
por 0.

El conjunto de A-combinaciones lineales de un conjunto X es indispensable
para poder caracterizar al R-mdédulo izquierdo generado por un conjunto X.
Para eso, tenemos lo siguiente.

Si X € M y A< R entonces cualquier elemento de M de la forma

n
Z ;T; = 11 + @29 + - -+ + ApTy
i=1

con ry,xa,..., T, € X yay,as,...,a, €Aesunacombinacién lineal de X con
coeficientes en A o simplemente una A-combinacion lineal de X. Denotamos
al conjunto de todas las A-combinaciones lineales de X por AX y tenemos
el siguiente resultado.

Proposicion 1.1.8. Sean M un R-mddulo izquierdo y N un subconjunto no
vacio de M. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) N es un submddulo izquierdo de M.
(2) RN = N.
(3) Para todo a,be R y todo x,y € N

ar + by € N.

Por comodidad, diremos que N es un submédulo de M, en el caso de que N
sea un R-submoédulo izquierdo de M. Andlogamente, algunas veces diremos
so6lo R-mdédulo o médulo para referirnos a un R-médulo izquierdo.

Proposicion 1.1.9. Si M es un R-modulo y X es un subconjunto no vacio
de M, entonces RX es un submodulo de M.
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Si M es un R-médulo izquierdo y X = &, convenimos que RZS = 0.

La siguiente proposicién nos proporciona otra descripcion del submédulo RX.

Proposicién 1.1.10. Sean M un R-mddulo y X < M. Sea A ={N < M :

X < N}. Entonces () N es un submddulo de M que contiene a X. Mds
NeA
ain, (| N = RX.
NeA

Definicién 1.1.11. Sean M un R-mdédulo izquierdo y X < M, A = {N <
M : X € N}, el R-médulo izquierdo (| N se le llama el R-submddulo

NeA
generado por X. Se denota por RX o bien {(X).

Ejemplo 1.1.12. Consideremos a Z como Z-mddulo izquierdo, X = {2}.
Entonces (X) = 27Z.

Definicién 1.1.13. Sea M un R-modulo izquierdo;

(1) Si X es un subconjunto de M tal que RX = M se dice que X genera
a M o bien que X es un conjunto generador de M.

(2) Si M tiene un conjunto generador finito se dice que es un R-mddulo
finitamente generado.

(3) Si M tiene un conjunto generador que consta de un solo elemento se
dice que M es ciclico.

Ejemplos 1.1.14.

(1) Sea F'|z] el conjunto de polinomios con coeficientes en F', donde F' es
un campo. El conjunto X = {1,z,2°,...} es un conjunto generador del

F-mdédulo F |z].

(2) SiV es un F-espacio vectorial de dimension finita y B es una base de
V', B es un conjunto generador finito de V.

(3) Sea R un anillo asociativo con 1r. Entonces R es ciclico, ya que R =
RlR =<1g >.

Otro concepto importante a tratar es la suma finita de R-submoédulos iz-
quierdos de un R-moédulo M.
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Definicién 1.1.15. Sean M, Ms, ..., M, subconjuntos no vacios de M y M
un R-mddulo izquierdo. Definimos la suma de My, My, ..., M, y la denota-
remos por My + My + --- + M, como:

My+My+ -+ M, ={x1+x0+ - +x,:2;€ My,ie{l,2,...,n}}.

Ejemplo 1.1.16. Consideremos a Z como Z-mddulo izquierdo. Si My = 27
Yy MQ = 37
M1+M2: {ZE1+JZQIZE1€2Z,CL’QESZ} =7

ya que (2,3) = 1.

Lema 1.1.17. Si M es un R-modulo izquierdo y My, Ms, . .., M, son submodu-
los de M, entonces My + My + - - - + M, es un submaodulo de M. De hecho,

My +My+---+M,=RM vMyu...uM,).

En base al resultado anterior, podemos dar la definicion de suma de una
familia, no necesariamente finita, de R-submodulos de M.

Definicién 1.1.18. Sea {M,}aea una familia de submédulos izquierdos de
un R-maodulo izquierdo M. Definimos la suma de dicha familia, o bien el
R-médulo generado por {My}aea, denotado por Y, M, como

acA

> M, = R(| | M)

acA acA

Recordemos que

R (U Ma> = {TalIal + TayTay + 0+ TayTa, & Ta, € U My yra; € R} :

acA acA

Ejemplo 1.1.19. Consideremos a Z como Z-mddulo izquierdo y {M, =
aZ}aez+\q1y- Observemos que My = 27 y Mz = 3Z pertenecen al conjunto
Yy se tiene que
Z=22+3Lc ) M,cL
a€Z+\{1}

Porlo que >, M, ="7.

aeZ+\{1}
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El inciso (2) del siguiente lema es conocido como la ley modular.

Lema 1.1.20. Sean M un R-mddulo izquierdo y H, K, L submodulos de
M. Entonces

(1) Hhn(K+L)>HnK+HnL.
(2) Si K < H entonces Hn (K + L) =K+ (Hn L).

A continuacién abordaremos un tipo especial de R-modulos izquierdos lla-
mados R-médulos simples.

Definicién 1.1.21. Un R-mddulo izquierdo M es simple si M # 0 y no
tiene submodulos 1zquierdos distintos de M y 0.

Ejemplos 1.1.22.

(1) Si'V es un F-espacio vectorial de dimension finita y x € V\{Oy}, en-
tonces {x) = F{x} es un F-mddulo simple.

(2) Z, con p primo es un Z-mddulo simple.

Una consecuencia inmediata de la definicién de R-moédulo simple es el si-
guiente lema.

Lema 1.1.23. Si un R-mddulo izquierdo M es simple, entonces M = R{x}
para cualquier x € M\{0}. En particular, un R-mddulo simple es ciclico.

Notemos que si M es un R-moédulo ciclico, éste no necesariamente es un
R-modulo simple, ya que si consideramos a Z como Z-médulo izquierdo sa-
bemos que Z = {1z) y que 2Z es un submédulo de Z.

Un concepto también importante es el siguiente.

Definicién 1.1.24. Sean M un R-mddulo izquierdo y N un submddulo pro-
pio (N # M ). Decimos que N es un R-submddulo mazimal de M si para
todo L < M tal que N < L implica L= N o L =M.

Dualmente tenemos.

Definicién 1.1.25. Sean M un R-modulo izquierdo y N # 0 un submddulo
de M. Decimos que N es un R-submaodulo minimal si dado L < M tal que
L < N implica L=00L=N.
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Ejemplos 1.1.26.

(1) Consideremos a Z como Z-mddulo izquierdo, N es un Z-submddulo
maximal de 7. si N = pZ con p primo, y Z no tiene Z-submdodulos
minimales.

(2) Si S es un R-mddulo simple, 0 es un submddulo mazimal y S es un
submaodulo minimal de S.

El siguiente resultado establece que los R-moddulos finitamente generados
tienen submoédulos maximales.

Teorema 1.1.27. Sea M # 0 un R-mddulo con un conjunto generador finito
X. Entonces, cada submaodulo propio de M estd contenido en un R-submaodulo
maximal de M. En particular, M tiene un R-submaodulo mazimal.

El siguiente ejemplo muestra que dado un submoédulo K de un R-moédulo M,
se tiene que el submodulo maximal L que contiene a K puede no ser tnico.

Ejemplo 1.1.28. Consideremos a Z como Z-modulo izquierdo. Sean K =
15Z y P ={N < Z|K < N} = {15Z, 3Z, 5Z, Z}. Tenemos que 15Z < 3Z
y 15Z < 57 con 37 y 5Z mazimales.

A continuacién describiremos el médulo cociente M /K.
Proposicion 1.1.29. Si M es un R-modulo izquierdo y K < M, entonces
M/K ={z+ K : xe M}
es un R-maodulo izquierdo con las operaciones
e+ K)+y+K)=(x+y)+ K y alxz+K)=(ax)+ K

para todas x,y € M y toda a € R. M/K es llamado el R-mddulo cociente
1zquierdo de M modulo K.

La siguiente proposicion describe a los médulos cocientes simples a través de
R-submddulos maximales.

Corolario 1.1.30. El R-mddulo cociente M /K es simple si, y solo si, K es
un submodulo maximal de M.

Observacién 1.1.31. Sea R un anillo no trivial. Dado que R es diferente
de cero y estd generado por el 1g, tenemos que R tiene un ideal maximal I.
(ver Teorema 1.1.27). Por lo tanto, R/I es simple. Es decir, los R-mddulos
simples existen.
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1.2. Homomorfismos de Moddulos

En esta seccion estudiaremos las funciones entre R-modulos que respetan la
estructura de R-mdédulos, es decir los llamados R-homomorfismos. Abordare-
mos algunos conceptos y caracterizaremos varios tipos de R-homomorfismos.
Terminaremos esta secciéon con el Teorema del Factor para comprender los
Teoremas de Isomorfismo, que son parte esencial de este capitulo.

Definicién 1.2.1. Sean M y N R-mddulos izquierdos. Una funcion
f:M — N es un R-homomorfismo si:

(1) flx+y)=f(x)+ fly), Vz,ye M.
(2) flax) =af(x), YaeRyVzeM.

Por comodidad, algunas veces diremos simplemente homomorfismo en lugar
de R-homomorfismo.

Ejemplos 1.2.2.

(1) I: M — M, donde I(x) =z para todo x € M, es un R-homomorfis-
mo.

(2) 0: M — N, donde 0(z) = 0 para todo x € M es un R-homomorfismo.

(3) 7k M — M/K, donde K es un submddulo de M y 7g(z) =
x + K para todo x € M, es un R-homomorfismo. Se le conoce como la
proyeccion candnica de M sobre M /K.

(4) St K es un submddulo de M, iy : K —> M el R-homomorfismo dado
porix(x) = x para todo x € K. Se le conoce como la inclusion candnica
de K en M.

Definicién 1.2.3. Sean M y N R-mddulos izquierdos y f : M —> N un
R-homomorfismo. Definimos los siguientes conjuntos:

(1) Im f = {f(m) € N :me M} es la imagen de f.
(2) Ker f = {me M: f(m) =0} es el nicleo de .
(3) Coimg f = (M/Ker f) es la coimagen de f.
(1) Coker f = (N/Im f) es el condicleo de f.
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Observacion 1.2.4. Observemos que el conjunto I'm [ es un submaodulo de
N y Ker f es un submaodulo de M.

Ejemplos 1.2.5.

(1) Sean My = {(0,b) : b € R}, m : R? — M, donde my(a,b) = (0,b), se
tiene que Immy = My, Kerm = {(a,0) : a € R}.

(2) Sean My < M, iy, : My — M donde iy, (m) = m para todo m € My,
se tiene que Coimgiy, = (My/Keriy,) = (M/0), y Cokeriy, =
(M/Imiy,) = (M/My).

La siguiente proposicién establece una relaciéon entre conjuntos generadores
y la imagen de ellos a través de R-homomorfismos.

Proposicién 1.2.6. Sean M, N R-mddulos izquierdos, X un conjunto ge-
nerador de M, f : M — N un R-homomorfismo. Entonces:

(1) Im f estd generado por f(X) = {f(z):xe X}.

(2) Sea g : M — N un R-homomorfismo. Entonces g = f si, y sdlo si,
g(x) = f(x) para todo x € X.

Corolario 1.2.7. Si f : M — N es un R-homomorfismo y M es un R-
modulo finitamente generado, I'm f es un R-modulo finitamente generado.

A continuacién describiremos algunos tipos de R-homomorfismos.
Definicién 1.2.8. Sea f : M — N un R-homomorfismo. Se dice que:
(1) f es un monomorfismo si [ es inyectiva.
(2) [ es un epimorfismo si f es suprayectiva.

(8) f es un isomorfismo si f es biyectiva. En este caso, se dice que M y
N son isomorfos y se denota M = N.

Ejemplos 1.2.9.
(1) Sea K < M, 7 : M — M/K es un epimorfismo.

(2) Si K< M, ix: K — M es un monomorfismo.
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La siguiente proposiciéon nos proporciona una caracterizacion del concepto
de epimorfismo.

Proposicion 1.2.10. Sean M y N R-mddulos izquierdos y f : M — N un
R-homomorfismo, los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) f es un epimorfismo.
(2) Im f=N.

(8) Para cada K y g,h : N — K R-homomorfismos si gf = hf entonces
g=h.

(4) Para cada K y cada R-homomorfismo g: N — K si gf = 0 entonces
g=0.

La siguiente proposiciéon nos proporciona una caracterizacion del concepto
de monomorfismo.

Proposicion 1.2.11. Sean M, N R-mddulos izquierdos y f : M — N un
R-homomorfismo, los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) f es un monomorfismo.

(2) Ker f =0.
(8) Para cada K y g,h : K — M R-homomorfismos si fg = fh entonces
g=h.

(4) Para cada K y cada R-homomorfismo g : K — N si fg = 0 entonces
g=0.
La siguiente proposiciéon nos proporciona una caracterizaciéon del concepto

de isomorfismo.

Proposiciéon 1.2.12. Sean M y N R-mddulos izquierdos y f : M —> N
un R-homomorfismo. Entonces f es un isomorfismo si, y solo si, existe g :
N — M un R-homomorfismo tal que gf = Iy y fg = In.

Notacion: Considerando la notacion usada en la Proposicion 1.2.12 denota-

mos por f ! a lo llamamos el inverso de f.
gy

El siguiente resultado es crucial en la Teoria de R-homomorfismos ya que de
este podemos desprender, como corolario, los Teoremas de Isomorfismo.



12 CAPITULO 1. MODULOS

Teorema 1.2.13 (Teorema del Factor). Sean M, M', N, N R-mdédulos iz-
quierdos y f : M —> N un R-homomorfismo.

1) Sig: M — M es un epimorfismo y cumple Ker g < Ker f entonces
existe un unico homomorfismo h : M' — N tal que f = hg.

Mas ain, Kerh = g(Ker f) e Imh = Im f, de donde h es un mono-
morfismo si, y solo si, Ker g = Ker f y h es un epimorfismo s, y solo
si, f es un epimorfismo.

2) Sig: N —> N es un monomorfismo y cumple Im f < I'm g entonces
existe un unico homomorfismo h : M — N’ tal que f = gh.

Mids aiin, Ker f = Kerh e Imh = g '(Im f), de donde h es un mo-
nomorfismo si, y solo si, f es un monomorfismo y h es un epimorfismo
si, y solo si, Img=1Imf.

Corolario 1.2.14 (Teoremas de Isomorfismo). Sean M y N R-mddulos iz-
quierdos.

(1) Si f: M — N es un epimorfismo y K = Ker f entonces existe un
unico isomorfismo

n:M/K— N tal que n(m+ K)= f(m).

(2) Si K < L <M entonces

M/L = M/K/L/K.
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(3) St H< M y K < M entonces

H+K/K ~ H/HmK-

Demostracion:

(1) Consideremos el médulo cociente M /K y g : M — M/K la pro-
yeccion canodnica. Tenemos que Kernmg = K = Ker f y con mg un
epimorfismo. Aplicando el Teorema del Factor se tiene que existe un
tnico homomorfismo n : M/K — N tal que f = nng. Por lo que
f(m) = nmrg(m) =n(m+ K) para todo m € M. Ademés, como f es un
epimorfismo 7 lo es y como Ker g = Ker f, n es un monomorfismo.

Omitimos las demostraciones de los incisos 2) y 3).

Terminamos esta seccion con el siguiente resultado.

Teorema 1.2.15 (Teorema de la Correspondencia). Si K es un submddu-
lo de un R-modulo izquierdo M, entonces existe una biyeccion entre los
submddulos N de M que contienen a K y los submddulos de M /K. Mds
ain, K € N € N’ si, y sélo si, N/JK < N'/K en M/K.

1.3. Exactitud y Suma Directa Interna

En esta seccion veremos la relacion existente entre el concepto de exactitud
y el de suma directa.

Definicién 1.3.1. Sean M', M, M" R-mddulos izquierdos.
(1) Un par de R-homomorfismos
M L ML
es exacto en M si Im f = Kerg.
(2) Una sucesion de R-homomorfismos
SRS VIV AE (52 Y S

es exacta, si es eracta en cada M;, es decir, Im f; = Ker f;.1 para
cada 1.
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Ejemplos 1.3.2.
(1) Sea M un R-mddulo izquierdo. El par de R-homomorfismos
M2 20
es exacto en M.
(2) La sucesion de homomorfismos
s 0SS S 0% —
es una sucesion exacta.

Lema 1.3.3. Sea f: M —> N un R-homomorfismo. Entonces:
(1) 0 — M -L5 N es exacta si, y solo si, f es un monomorfismo.
(2) ML N 50 es ezacta si, y sélo si, f es un epimorfismo.
(3) 0 — ML N —50 es ezacta si, y solo si, f es un isomorfismo.
Proposicién 1.3.4. Sea f: M — N un R-homomorfismo. Entonces
0— Ker f—> M- N5 N/Im f —> 0
es una sucesion eracta.
Corolario 1.3.5. Sea f: M — N un R-homomorfismo. Entonces
(1) f es un monomorfismo si, y sdlo si,
0— M- NN/ Imf— 0
es una sucesion eracta.
b) [ es un epimorfismo si, y solo si,
0— Ker f->M-L5N —0

es una sucesion exacta.
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Definicién 1.3.6. Una sucesion exacta de la forma
0— K-HM-LHN—0

es una sucesion exacta corta.

Ejemplo 1.3.7.
0—K-—>M-"S5M/K—0

es una sucesion exacta corta, donde K < M e 1 y m son la inclusion y la
proyeccion canonica respectivamente.

A continuacion introduciremos el concepto de suma directa.
Definicién 1.3.8. Sean M, y My submddulos de M.

(1) Si M = My + My se dice que My y My generan a M.

(2) Si My~ My =0 se dice que My y My son independientes.

(3) Decimos que M es la suma directa interna de My y Ms, la cual de-
notamos por M = My @ My, en caso de que el R-homomorfismo i :
M; x My — M dado por (my, ms) —> mq + mso para todo my € My y
todo mgy € My sea un isomorfismo.

Obsérvese que en la definicién anterior se esta usando el hecho de que M7 x My
es un R-médulo (ver la Definicién 1.5.1) .

Ejemplo 1.3.9. Sean V' un R-espacio vectorial de dimension 2, 5 = {vy, va}
una base de V., My = {v1) y My = (vy) se tiene que V = (vy,v9) = M1+ My y
Min My = {0y}, ya que B es un conjunto linealmente independiente. Ademds,
la funcion i : My x My — V' dada por (my, mg) —> my +ms es suprayectiva
ya que para todo v € V existen 1,19 € R tales que v = r1v1 + rovy, por ser 3
base de V', y si rivy +1rovg = 0 con ri,15 € R se tiene que vy = 0 = ro, por lo
que i es inyectiva, por tanto V = M; @ M,.

El siguiente resultado caracteriza el concepto de suma directa en términos
de submédulos que generan y que son linealmente independientes.

Lema 1.3.10. M = M; & M si, y solo si, My y My generan a M y son
independientes.
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Definicién 1.3.11. Sea M un R-mddulo izquierdo. Decimos que M; es un
sumando directo de M si M = My @ M, para algin R-mdédulo Ms. Al R-
modulo My se le conoce como sumando directo complementario de My y se
dice que My y My son sumandos directos complementarios.

Ejemplo 1.3.12. Sean M; = {(a,0) : a € R} y My = {(0,b) : b € R}
se tiene que R? = M, @ My por lo que M, y My son sumandos directos
complementarios.

En la seccion 1.6 abordaremos el concepto de suma directa interna de mane-
ra mas general. El siguiente resultado nos da una descomposiciéon en suma
directa de un R-médulo M.

Lema 1.3.13. Sean f : M — N, f' : N — M R-homomorfismos tales
que f o ' = In. Entonces [ es un epimorfismo, ' es un monomorfismo y
M = Ker f®Imf.

Debido al resultado anterior tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 1.3.14. Si f : M — N, f' : N — M son R-homomorfismos
tales que f o f' = Iy decimos que:

(1) f es un epimorfismo que se escinde, el cual denotaremos por

M—-@f — N —0.

(2) f" es un monomorfismo que se escinde, el cual denotaremos por

0— N—-o — M.

Ejemplo 1.3.15. Sean f : R? — R donde f(x,y) = x para todo (x,y) € R,
y f': R —> R? donde f'(x) = (x,0) para todo x € R. Se tiene que fo f' = I
por lo que f es un epimorfismo que se escinde y f' es un monomorfismo
que se escinde. Observemos que R* = {(z,0) : v € R} ® {(0,y) : y € R} =
Imf' @ Ker f.

Definicién 1.3.16. Una sucesion exacta corta
0— My M -2 My, — 0

se escinde si f es un monomorfismo que se escinde y g es un epimorfismo
que se escinde.
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Ejemplo 1.3.17. Sean M; = {(a,0) : a € R} y My = {(0,b) : b € R}
R-modulos izquierdos. La sucesion exacta corta

0 — M; 5 R?"5 My — 0
donde m : R? — M, estd dada por ma(a,b) = (0,b), iy : M, — R?
estd dada por ii(a,0) = (a,0) es una sucesion exacta que se escinde. Para

ver esto, consideremos h : R* — M, donde h(a,b) = (a,0) y t : My — R?
donde t(0,b) = (0,b) se tiene que hiy = Ipy, y mot = Ipy,.

La siguiente proposicion caracteriza el concepto de sucesién exacta corta que
se escinde.

Proposicion 1.3.18. Dada la sucesion exacta corta
n: 00— ML M2 M, —0,
los siguientes enunciados son equivalentes.

(1) La sucesion n se escinde.

(2) [ es un monomorfismo que se escinde.

(3) g es un epimorfismo que se escinde.

(4) Im f = Ker g es un sumando directo de M.

(5) Cada R-homomorfismo h : M; — N se factoriza a través de f.

(6) Cada R-homomorfismo h : N —> My se factoriza a través de g.

1.4. Endomorfismos Idempotentes

En esta seccién repasaremos algunos conceptos que involucran elementos
idempotentes de un anillo R. Utilizaremos el concepto del homomorfismo
proyeccion para dar una relacion entre sumandos directos e imagenes de ele-
mentos idempotentes del anillo de endomorfismos de M. Por ultimo, traba-
jaremos con los R-mddulos inescindibles dando una caracterizacién de ellos
a través de su anillo de endomorfismos.
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Definicién 1.4.1. Sea K un sumando directo de M vy sea K’ un sumando
directo complementario, es decir, se tiene que M = K ® K'. Tenemos que

Pe(k+K)=Fk (ke K ke K')
define un epimorfismo
Py M— K
llamado la proyeccion de M sobre K a lo largo de K'.

Ejemplo 1.4.2. Sean V =R?* W, = {(a,0) e R* : a € R} y W5 = {(0,0) €
R? : b € R} R-mddulos izquierdos. Se sabe que R?* = {(a,0) € R? : a €
R} @ {(0,b) € R? : b € R}. Entonces Py, la proyeccién de V sobre Wi a lo
largo de W5 :

PW1 V— W1

estd dada por Py, (a,b) = (a,0).

La siguiente proposicién establece que los sumandos directos complementa-
rios de un sumando directo K’ de M son isomorfos.

Proposicion 1.4.3. Sea M = K® K', y Pk la proyeccion de M sobre K a
lo largo de K', y L un submddulo de M. Entonces

M=LpK
st, y solo si,
(PK|L) . L i K
es un isomorfismo.

Ejemplo 1.4.4. Sean V = R?, W) = {(a,0) e R? : a € R}, Wy = {(0,b) €
R?2:be R} y W3 = {(a,a) € R? : a € R} R-mddulos izquierdos. Se sabe que
R? = Wy @W, y también que R? = W, ®Ws. Entonces Py, |w, : W3 —> W,
dada por Py,(a,a) = (0,a), es un isomorfismo.

Definicién 1.4.5. Sea R un anillo. Se dice que un elemento e € R es idem-
potente si €2 = e.

Ejemplo 1.4.6. Sea F' un campo. Se tiene que O y 1p son elementos
idempotentes.

Definicién 1.4.7. Sea R un anillo.
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(1) Siey yey son idempotentes en R, se dice que ey y e3 son idempotentes
ortogonales si ejea = 0 = egey.

(2) Se dice que un idempotente 0 # e € R es primitivo si e = e; + ey con
e1 Yy ez idempotentes ortogonales implica que e; =0 0 eg = 0.

Ejemplo 1.4.8. Siec R y e = €2, se tiene que:
a) 1 —e es un idempotente.
b) e, 1 — e son idempotentes ortogonales.

Definicién 1.4.9. Un conjunto de idempotentes {€q}aca de un anillo R es
ortogonal en caso de sus elementos sean ortogonales dos a dos, es decir,

€als = 0opa Va,BeA
donde 6 es la delta de Kronecker.

Ejemplo 1.4.10. Considere el anillo Endg(R?), m : R? — R? dada por
m1((a,b)) = (a,0) y m : R* — R? dada por m((a,b)) = (0,b). Se tiene
que T y Ty son idempotentes de Endg(R?) y el conjunto de idempotentes
{Ti}ieq1,2y es ortogonal, ya que mm; = 0;;m; con 4,5 € {1,2}.

Definicién 1.4.11. Un conjunto finito de idempotentes ortogonales ey, es, ...,
en en un anilo R es completo si ey + ey + --- + e, = 1j.

Ejemplo 1.4.12. Considere el anillo Endg(R?), m; : R* — R? dada por
m((a,b)) = (a,0) y w5 :R?— R? dada por ma((a,b)) = (0,b). El conjun-
to {mi}ieq1,2y es un conjunto finito de idempotentes ortogonales y ademds es
completo ya que 1 + T2 = 1puqw2).

La siguiente definicién serda muy til para describir a los sumandos directos
de un R-moédulo M.

Definicion 1.4.13. Supongamos que M = K ® K’ y Pk es la proyeccion de
M sobre K a lo largo de K'. Se define e € Endg(M) por

ex :mv+— Pg(m) (me M).
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Se sigue que (Pk|x) = Ik y ex es un endomorfismo idempotente de M,
ex = €3 € Endp(M).

Ademas, K = Imeg lo cual denotaremos como K = Meg. Por lo que cada
sumando directo de M es la imagen de un endomorfismo idempotente de M.

Ejemplo 1.4.14. Sean V =R?* Wi = {(a,0) e R? : a e R} y Wh = {(0,0) €
R? : b € R} R-mddulos izquierdos. Se sabe que R? = {(a,0) € R? : a €
R} @ {(0,b) e R? : b e R}. Entonces

ew, -V —V
estd dada por ey, (a,b) = (a,0).

El siguiente lema establece que la imagen de un endomorfismo idempotente
e € Endg(M) es un sumando directo de M.

Lema 1.4.15. Sea e un idempotente en Endr(M). Entonces 1 — e es un
idempotente en Endg(M). Ademds se cumple que:

(1) Kere={me M|lm =m(l —e)} =Im (1 —e),
(2) Ime ={me M|m =me} = Ker (1 —e),
(3) M =Me®M(1—e).

Con la notacién del lema anterior, denotaremos algunas veces a la I'm e por
Me.

Proposicién 1.4.16. Sea e un idempotente en Endr(M). Entonces, existe
un isomorfismo de anillos

¢ : eEndr(M)e — Endg(Me)

dado por ¢p(ese) : Me — Me, donde ¢(ese)(me) = m(ese) para todo me €
Me.

Proposicion 1.4.17. Si M = K ® K’ entonces existe un inico idempotente
ex € Endgr(M) tal que

K=Mex y K =M1-eg).
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Un resultado inmediato del Lema 1.4.15 y la Proposicion 1.4.17 es el siguiente
corolario.

Corolario 1.4.18. Un submodulo K < M es un sumando directo de M st,
y solo si, K = Me para algin endomorfismo idempotente e de M.

Un tipo de R-médulos que trataremos en esta seccién son los R-modulos
inescindibles. De hecho estos moédulos jugaran un papel importante en la
seccion 1.11.

Definicién 1.4.19. Un R-mddulo M, distinto de cero, se dice que es ines-
cindible si sus unicos sumandos directos son 0 y M.

Usaremos la siguiente definiciéon en la seccion 1.11.

Definicion 1.4.20. Sea M un R-modulo distinto de cero y sea K un su-
mando directo de M. Decimos que K es un sumando directo mazximo de M
si K tiene un sumando directo complementario N inescindible.

Ejemplo 1.4.21.
(1) R? no es un R-mddulo inescindible ya que R?* = {(a,0) : a € R} @
{(0,b) : be R}.

(2) Z como Z-mdédulo es un modulo inescindible, ya que si 7 = nZ @ mZ
con m,n € N, se tiene que 0 = nZ nmZ = [nm]Z, donde [nm] es el
minimo comun multiplo de m y n, por lo que [nm] = 0 lo cual implica
qgue m =0 on=0.

La siguiente proposicion da una caracterizacion de los R-moédulos inescindi-
bles.

Proposiciéon 1.4.22. Sea M un R-mddulo, distinto de cero, los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) M es inescindible.
(2) 0y 1 son los unicos idempotentes en Endr(M).

(3) 1 es un idempotente primitivo en Endg(M).

El siguiente resultado caracteriza a los médulos inescindibles en términos de
los endomorfismos idempotentes primitivos.

Corolario 1.4.23. Sea e € Endr(M) un elemento idempotente distinto de
cero. Entonces Me es inescindible si, y solo si, e es un idempotente primitivo.
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1.5. Producto Directo

En esta secciéon se definira el producto directo de un conjunto de R-mdédulos
y se dard la propiedad universal de este, con el fin de notar que cualesquiera
dos productos directos de un conjunto de R-mdédulos son isomorfos.

Definicién 1.5.1. Sea {M,}aea una familia de R-mddulos. El producto car-

tesiano
X M,
a€cA
es un R-mddulo izquierdo con las operaciones definidas coordenada a coor-

denada. Es decir, (To)aea + (Ya)aea = (Ta + Ya)aea Y T(Ta)aca = (ITa)aca
para cada (To)aea, (Ya)aca € X My y r € R. Se acostumbra denotar

a€eA
X My = | [ M.
aEA acA

Ejemplo 1.5.2. Considere R como R-mddulo izquierdo. M; = gR con i €
{1,2}. Entonces
1_[ Mz = RR X RR.

i€{1,2}
El siguiente resultado establece la propiedad universal del producto directo.

Teorema 1.5.3 (Propiedad Universal). Sean {M,}aea una familia de R-
mddulos izquierdos, N un R-mddulo izquierdo y (fa)aca R-homomorfismos
donde f, : N — M, para cada o € A. Entonces, existe un unico R-
homomorfismo f: N — [ M, tal que el siguiente diagrama conmuta:

a€eA
aeA
/Ta

donde m, : || My —> M, estd dada por mo((25)ses) = 2o, Ya € A. Es
a€A

decir, Tof = fa-

En la siguiente definicién usamos la notacion y propiedades del teorema an-
terior.
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Definicién 1.5.4. A este unico R-homomorfismo f : N — || M, se le
a€A
conoce como el producto directo de (fo)aea con fo : N — M, para cada

a € Ay se denota por f = |] fa. Estd caracterizado por m,(]] fa) =
a€cA a€cA
fa Yae€ A, aesta propiedad se le llama la propiedad universal del producto

directo. Ademds, las funciones m,, para o € A, definidas en el Teorema 1.5.3
son R-homomorfismos y se les conoce como las proyecciones naturales. Ver

la Definicion 1.6.4.

Ejemplo 1.5.5. Sean V' un F-espacio vectorial de dimension 2 y 5 = {vy, va}
una base de V. Considere my : {vy)[[{va) —> (v1) y ma : {vi) [ [{ve) —
(vgy. Sean W un F-espacio vectorial, fi : W — {(v1) y fo : W — {vp)
transformaciones lineales. Se define f: W — (v1) [ [{v2)y dada por f(z) =
(fi(x), f2(x)) para todo x € W. Observe que f es una transformacion lineal
que hace conmutar el siguiente diagrama para i € {1,2}:

W L o) [T

N A

(vi)
Ademdas, si g : W — (vy) | [{ve) es una transformacion lineal que tam-
bién hace conmutar el diagrama anterior, entonces tememos que g(x) =

(91(2), 92(x)) donde gi(x) = m(g(x)) = fi(x) y también g,(x) = m(g(x)) =
fo(z) lo cual implica f(x) = g(x) para todo x € W. Por lo tanto f es unica.

La siguiente nocién establece el concepto general de producto directo.

Definicién 1.5.6. Un par (M, {pa}aca) que consiste de un R-mddulo M y de
una familia de R-homomorfismos po : M — M, con a € A, es un producto
directo de la familia {My}oea de R-mddulos, en caso de que para cada R-
mddulo N y cada familia {fo}aea de R-homomorfismos fo : N — M, con
a € A, exista un unico R-homomorfismo f: N — M tal que f, = pof para
toda oo € A. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:
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Ejemplo 1.5.7. Sean V un F-espacio vectorial de dimension 2 y 5 = {vy, va}
una base de V. Considere p; : V. — (v1) donde pi(a1v; + agvs) = ajvy y
po 2 V. — (vy) donde pa(a1v1+ agvy) = asvy. Sean W un F-espacio vectorial,
g1 W — (v1) y go : W —> (vg) transformaciones lineales. Se define
g: W —V dada por g(x) = g1(x) + ga(x). Observe que g hace conmutar el
siguiente diagrama para cada i € {1,2}

w—2 v

N A

Por lo que, (V. (pi)ieq1,2) es un producto directo de ({v;))ief1,2)-

El siguiente resultado muestra que cualesquiera dos productos directos de
una familia { M, }sea de R-médulos son isomorfos.

Teorema 1.5.8. Sea (M, {pa}aca) un producto directo de {My}aea. Entonces
un par (M’ {p.}aca)) donde pl, : M' — M, es un R-homomorfismo (o€ A)
es también un producto directo de {Mu}oea Si, y sdlo si, existe un tunico
isomorfismo p : M' — M tal que pop = pl, para cada o € A,es decir, el
siguiente diagrama conmuta:

|/ — V)
M,

La siguiente definiciéon serd muy util en la préxima seccion.

Definicién 1.5.9. Sea {M,}aca una familia de R-mddulos y sea © = (x,) €

| My y 7o con a€ A las proyecciones naturales.
ainA

(1) Definimos el soporte de x denotado por s(z) como:
s(x) ={ae A:m,(x) =z, # 0}.

(2) Se dice que x es cero para casi toda o € A si su soporte s(x) es finito.

Ejemplo 1.5.10. Considere Ry [ [ Ry como R-mddulo izquierdo, donde R; =
R para i = {1,2}. Sea A = {(a,b) € Ry ][Ry : s((a,b)) es finito}, observe-
mos que para todo (a,b) € Ry [[Ry se tiene que s((a,b)) a lo mds tiene dos
elementos, por lo que A =Ry ][ Rs.
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1.6. Sumas Directas

En esta seccion estudiaremos el concepto dual del producto directo. Esto es,
la suma directa.

Definicién 1.6.1. Un par (M,{ja}aca) que consiste de un R-mddulo M
y de una familia de R-homomorfismos j, : M, — M, con a € A, se
dice que es una suma directa (coproducto) de la familia de {My}aea de R-
mddulos, en caso de que para cada R-mddulo N y cada familia {fo}aea de R-
homomorfismos fo : M, —> N con « € A, exista un unico R-homomorfismo
f: M — N tal que f, = fjo para toda o € A. Es decir, el siguiente
diagrama conmuta:

N

L V)
N L

M,

Anélogamente a lo hecho para el producto directo se tiene que si la suma
directa de un conjunto indexado { M, }.ca existe, esta es unica (salvo isomor-
fismo).

Ejemplo 1.6.2. Sea {M;}eq19) la familia de R-mddulos izquierdos donde
M; =R para j € {1,2}. Considere el par (R?, (i;)je(1,2;) donde iy : R — R?
dada por iy(r) = (r,0) y iy : R —> R? dada por is(r) = (0,7). Sea N un
R-mddulo izquierdo y f; : R —> N para i € {1,2}. Se define f : R — N
dada por f(a,b) = fi(a)+ f2(b). Observemos que f(i1(r)) = f(r,0) = fi(r)+
f20) = fi(r) y también f(iz(r)) = f(0,r) = f1(0) + f2(r) = fa(r), es decir,

f hace conmutar el siguiente diagrama:

N

N A
J

M

para cada j € {1,2}. Ademds si g : R?> — N es un R-homomorfismo
que también hace conmutar el diagrama anterior, se tiene que g(a,b) =
glir(a) +12(b)) = g(ir(a)) + g(ia(b)) = fila) + f2(b) = [f(a,b) por lo que

el R-homomorfismo f que hace conmutar el diagrama es unico.
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El siguiente resultado nos ayudara a establecer de forma concreta que el

conjunto @ M, = {x = (z,) € [] M, : s(x) es finito } es una suma directa
acA acA
de la familia {M,}sea de R-mddulos.

Lema 1.6.3. Sea {M,}aea una familia de R-mddulos izquierdos. Entonces

P M, ={z=(z,) € n M, : s(x) es finito }

acA acA

es un submddulo de || M,.

acA

Definicién 1.6.4. Sea {M,}aea una familia de R-mddulos izquierdos. Se
define para € A

(1)
iﬁ . Mﬁ o @ Ma
acA
dada por ig(x) = (Ta)aea donde x, = 0 para o # B y x5 = x. Se le
conoce como la [-ésima inclusion natural.

(2)
A - @ Ma —> M,B
a€eA
dada por m53((Ta)aeca) = . Se le conoce como la B-ésima proyeccion
natural.

Notemos que i3 es un monomorfismo y 73 es un epimorfismo.

Ejemplo 1.6.5. Sean M; = R y My = R considerados como R-maodulos
izquierdos. Entonces iy : My — @ M; estd dada por ii(a) = (a,0) y
ie{1,2}

o @ M; —> M, estd dada por me(a,b) = b.
i€{1,2}

Corolario 1.6.6. Sea {M,}aea una familia de R-mddulos izquierdos. En-

tonces
@ Ma ) {ia }OceA
acA

es una suma directa de la familia {My}aea, donde iy : My — @ M, es la
a€A
a-ésima inclusion natural Vo e A.
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El corolario anterior motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.6.7. Sea una familia {My}oeca de R-mddulos izquierdos se de-

fine la suma directa externa de {My}aea como el R-mddulo izquierdo @@ M,.
acA

Ejemplo 1.6.8. Considere Z como Z-mddulo izquierdo. Sea {M;}ieq12; la
familia de Z-mddulos donde M; = 7 para cada i € {1,2}. Entonces

ZxZL= P M.

i€{1,2}

Observacion 1.6.9. Sea {M,}.ca una familia de R-mdédulos izquierdos don-

de A es finito. Observemos que para cada © = (Ty)aea € || My se tiene que
a€A
s(x) a lo mds tiene el nimero de elementos de A, por lo que en este caso

[[ Mo =P M.

a€eA acA

Definicién 1.6.10. Sean N un R-mddulo izquierdo, { My }aea una familia de
R-mdédulos izquierdos, {fo}aea un conjunto indexado de R-homomorfismos
fo:My— N parave A ymg: @ M, — M, las proyecciones naturales

a€cA
para 5 € A. Definimos la funcion:

f:@My— N
acA
dada por f(z) = 3 fo(ma(2)) sis(z) # O y si s(x) = & se define f(x) =

aes(x)
0. Se dice que [ es la suma directa de {fo}aea y se denota por

f:@fa

aeA

Para cada © = (x4)aca € @ M, se tiene que f(x) = Y] falxa).

acA a€eA

Notemos que f es un R-homomorfismo ya que tanto 7, como f, lo son.
Mas atn, la siguiente proposicion muestra la propiedad que cumple el R-

homomorfismo f = @ fa.

a€eA
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Proposicién 1.6.11. Sea {M,}oea una familia de submddulos izquierdos.

Sea N un R-mddulo izquierdo y {fa}taca una familia de R-homomorfismos

fo : My, — N con « € A. Entonces el R-homomorfismo f = @ [ :
aEA

@ M, — N es tal que el siguiente diagrama
a€A

D M, —
a€A
7

N
Ma

conmuta para cada o € A. Donde i, : M, — @ M, es la inclusion natural
Q€A

para cada o € A. Mas ain, f = @ f, es unico con esta propiedad.
a€EA

La proposicién anterior muestra que

(@4 Ma, {ia}aeA)

es una suma directa de {M,}qea. Ver la Definicién 1.6.1.
Para terminar esta seccién tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.6.12. Si f = @ f, entonces Imf = > Imf, donde

acA a€eA

Z Imfo ={foa,(x1) + -+ fa,(xn) 1 oy € A}

a€ceA

Ejemplo 1.6.13. Considere M; = Z con i € {1,2} como Z-mddulo izquierdo,
2

a N =Z/2Z, m; - @ M; — M, las proyecciones naturales para cada i €
=1

{1,2} y los Z-homomorfismos f; : Z — Z/27 las proyecciones candnicas

2 2
para cada i € {1,2}. Sea v = (x;)e(125 € @ M;, se tiene que f: P M; —
Jj=1 j=1

N estd dada por f(x) = il fimi(x) = fimi(x) + foma(x) = fi(x1) + fa(ws) =
(x1 +2Z) + (z2 + 2Z) zj(xl + xq) + 27.
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1.6.1. Suma Directa Interna

En esta seccion abordamos el concepto de suma directa interna y damos una
caracterizacion de ella a través de endomorfismos idempotentes.

Definicién 1.6.14. Sea {M,}oea una familia de submddulos de M. Decimos
que M es la suma directa interna de {Mu}aea S

i=@ic: PM,— M
a€eA a€cA

es un isomorfismo, donde i, : M, —> M es la inclusion canonica de M, en
M para cada o € A. Ver el Ejemplo 1.2.2.

Ejemplo 1.6.15. Sean F un campo, V' un F-espacio vectorial de dimension
2 y B = {v1,ve} una base para V. Se tiene que {vy) y {ve) son submddulos de
V y ademds i : {v1 y@®{vey —> V' es un isomorfismo ya que para todov € V se
tiene que que existen ky, ky € F tales que v = kyvy+kavy y sii1(kivy, kave) = 0
para ky, ke € F se tiene que ky = 0 = ks, luego kv, + kovg = 0.

El siguiente lema nos da una caracterizaciéon de la suma directa interna.
Este lema se desprende directo de la Definicién 1.6.14 usando que i es un
isomorfismo.

Lema 1.6.16. Sea {M,}aca una familia de submddulos de M. Entonces M
es la suma directa interna de {My}aea Si, y sélo si, cada m € M se puede

escribir de manera unica como m = . Mg, con my € M, para toda o € A
acA
y solo un numero finito de m,, es distinto de cero.

El concepto de suma directa esta intimamente relacionado con el concepto
de un conjunto de R-mdédulos independiente. Asi pues, tenemos la siguiente
definicion.

Definicién 1.6.17. Sea {M,}oea una familia de submédulos de M. Deci-
mos que {My}aea es independiente si para cada o € A se tiene que M, N
(X Mg) =0.

B

Ejemplo 1.6.18. Sean M = R3, M; = {(a,0,0) € R® : a € R}, M, =
{(0,0,0) e R* : be R} y M3 = {(0,0,c) € R? : ¢ € R} R-mddulos izquierdos.
Se tiene que {(0,0,0)} = Myn(My+M;) = Man(My+Ms) = Mz (M;+M,)
por lo que {M;}icq1,23) es independiente.



30 CAPITULO 1. MODULOS

La siguiente proposicién caracteriza a la suma de una familia de R-submddu-
los independientes {M,}aea de M. Ver la Definicién 1.1.18.

Proposicién 1.6.19. Sea {M,}oea una familia de submddulos de M, sean
ia : My —> M los R-homomorfismos inclusion canonica. Entonces los si-
gquientes enunciados son equivalentes:

(1) >, M, es la suma directa interna de {My}aea-
acA

(2)i=@Pia: P M, — M es un monomorfismo, donde @ M, es la
acA acA acA
suma directa externa de {My}aea-

(3) {Ma}aea es un conjunto independiente.

Corolario 1.6.20. Un R-mddulo M es la suma directa interna de sus submaodu-
los {Mu}aea si, y solo si, {My}aea es independiente y M es el R-mddulo
generado por {My}aea (Ver la Definicion 1.1.18).

Como vimos en la seccion 1.4 el concepto de suma directa esta intimamen-
te relacionado con el concepto de endomorfismo idempotente. Asi pues, su-
pongamos que M es la suma directa interna de {M,},cqa entonces M =

M,® >, Mgzy sabemos que existe un unico e, € Endr(M) tal que M, = Me,
f#a
y Kere, = Y, Mg (Ver la Proposicién 1.4.17). Con esta notacién tenemos
fa
la siguiente definicién.

Definicién 1.6.21. Liamamos a la familia {e,}aeca los idempotentes para

la descomposicion M = @ M,. Para cada o € A decimos que e, es el
) acA o
idempotente para M, en esta descomposicion.

Ejemplo 1.6.22. Sean M = R3, M; = {(a,0,0) € R® : a € R}, M, =
{(0,0,0) e R® : be R} y M3 = {(0,0,c) € R? : ¢c € R} R-mddulos izquierdos.
Observemos que M = My @® Mo@® M3 y e : R* — R? dado por e;((a, b, c)) =
(a,0,0), es : R® — R? dado por es((a,b,c)) = (0,b,0), e5 : R® — R3
dado por e3((a,b,c)) = (0,0,¢) son elementos idempotentes en Endg(R?)
que cumplen que Mey = My, Mey = My y Mes = Ms.

Para terminar la secciéon tenemos la siguiente caracterizacion de la suma
directa interna.
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Proposicién 1.6.23. Sea { M, }aea una familia de R-submddulos de un mddu-
lo M. Entonces M = @ M, si, y sdlo si, existe una familia (eq)aca de

a€cA
endomorfismos idempotentes de M tales que para todo o € A

M, = Me, vy Z Mg = Kere,
Bra

Mads aun, si tales endomorfismos idempotentes de M existen entonces e, es
el idempotente de M, en la descomposicion M = @ M,,.

acA

Corolario 1.6.24. Los idempotentes {€4}aca para una descomposicion M =
@ M, son ortogonales. Mds ain, si m € M, entonces me, = 0 para casi

acA
m = Z Meq.
A

todo c € A y
En particular, tenemos el siguiente resultado cuando el conjunto de R-modu-
los es finito.

Corolario 1.6.25. Sean M, Ms, ..., M, R-submddulos de M. Entonces M =
M, ® My ®--- P M, si, y solo si, existe un conjunto completo de idem-
potentes ortogonales ey, ey, ...,e, € Endg(M) tales que M; = Me; para
1=1,2,...,n.
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Capitulo 2

Topicos Avanzados de la Teoria
de Modbdulos

En este capitulo estudiamos los teoremas centrales de la teoria de moédulos
que son necesarios en el desarrollo de la teoria de sistemas estratificantes.

2.1. Modbdulos Semisimples

En esta seccion se trabajard con R-médulos semisimples, veremos algunas
propiedades de ellos y se dard un caracterizacién que involucra a sumandos
directos y sucesiones exactas que se escinden.

Recordemos que un R-moédulo izquierdo T', T' # 0 es un R-moédulo simple si
sus unicos submodulos son 7"y 0. Por la Observacion 1.1.31 los R-mddulos
simples existen.

Definicién 2.1.1. Sea {T,}aea una familia de R-submddulos simples de un
R-maodulo M.

(1) Si M es la suma directa interna de {T,}aea, se dice que M = @ T,
aeA
es una descomposicion semisimple de M.

(2) Un R-mddulo M es semisimple si tiene una descomposicion semisim-
ple.

Ejemplo 2.1.2.

33
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(1) Si M es un R-mddulo simple, entonces M es un R-mddulo semisimple.

(2) R? es un R-mddulo semisimple ya que R* = {(a,0) e R? : a € R} ®
{(0,0) e R? : b € R} donde tanto {(a,0) € R? : a € R} y {(0,b) € R? :
be R} son R-mddulo simples.

(3) R™ es un R-mddulo semisimple.

El siguiente resultado muestra que si un médulo M es la suma de mddulos
simples, entonces todo submodulo de M es un sumando directo de M.

Lema 2.1.3. Sea {T,}aca una familia de submddulos simples de un R-mddu-

lo M. Si M = >, T,. Entonces para cada submddulo K de M eziste un
a€eA
subconjunto B < A tal que {T3}sep es independiente y

M=Ke (D7)

BeB

La siguiente proposiciéon muestra que todo submédulo y todo médulo cociente
de un R-moédulo semisimple es semisimple.

Proposicion 2.1.4. Sea M un R-mdédulo izquierdo semisimple con descom-

posicion semisimple M = @ T,. Dada la sucesidn exacta corta
acA

n:  0—K-LMILN 0,
se tiene que:
(1) La sucesion n se escinde.

(2) K y N son R-mddulos semisimples.
(3) Exite B < A tal que

N =P Tp y K= @ T..
BeB acA\B

Corolario 2.1.5. Sea {T,}aea una familia de submddulos simples de un R-
mddulo M. Si T es un submddulo simple de M tal que T n (>, T,) # 0

a€A
entonces existe a € A tal que T, =T

El siguiente teorema da una caracterizacion para los R-modulos semisimples.
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Teorema 2.1.6. Sea M un R-mddulo izquierdo. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) M es un R-mddulo semisimple.

(2) M es generado por R-mddulos simples.

(3) M es la suma de una familia de R-mddulos simples.
(4) M es la suma de sus submddulos simples.

(5) Cada submddulo de M es un sumando directo de M.

(6) Cada sucesion exacta corta

0— KL M2 N — 0

se escinde.

2.2. El Soclo y el Radical

Otros conceptos importantes son el soclo y el radical de un R-médulo izquier-
do. En esta seccion abordaremos estos conceptos. Terminaremos caracteri-
zando al soclo y al radical de un R-moédulo a través de R-mdédulos esenciales
y R-médulos superfluos.

Definicién 2.2.1. Sea M un R-mddulo izquierdo, el soclo de M, es la suma
de todos los submodulos simples de M, es decir

Soc(M) = Z Se

a€eA

donde S, es un submaodulo simple de M para toda o € A.

Observamos que por el Teorema 2.1.6 tenemos que el soclo de un R-mdédulo
M es semisimple.

Ejemplo 2.2.2.

(1) Conside Zy = {0,1,2,3} como Z-mddulo. Tenemos que N = {0,2} es
el 1inico submddulo simple de Z4, por lo que Soc(Z,) = {0,2}.
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y N =1{0,3} y como Zg = M@ N tenemos que Zg es semisimple. Por
tanto Soc (Ze) = Zs.

Proposicién 2.2.3. Sean M, N R-mddulos izquierdos y f : M —> N un
R-homomorfismo. Entonces

f(Soc(M)) < Soc(N).

Corolario 2.2.4. Sean M un R-mddulo izquierdo y K < M. Entonces
Soc(K) =K n Soc(M)

En particular, Soc (Soc (M)) = Soc(M).

Ejemplo 2.2.5. Consideremos Zg como Z-mddulo izquierdo y N = {0, 3}.
Se tiene que Soc(Zg) = {0,2,4} + N (ver el Ejemplo 2.2.2), como N es un
Z-mddulo simple, Soc (N) = N. Por lo que Soc(N) = N = N n Soc(Zg).

A continuacion estudiaremos el concepto de radical de un R-médulo M.

Definicién 2.2.6. Sea M un R-mddulo izquierdo, se define el radical de M
como

Rad (M) = ﬂ{K < M : K es un submddulo mdzimal de M}.

Ejemplo 2.2.7. Sea M = 7Z considerado como Z-mddulo, se sabe que los
submddulos mazimales de M son los pZ donde p es primo, por lo que Rad (M) =

(UpZ : p primo } = 0.

La siguiente proposicién involucra al radical de un R-moédulo N y la imagen
del radical de un R-médulo M a través de un R-homomorfismo f : M — N.

Proposicién 2.2.8. Sean M, N R-moddulos izquierdos y f : M — N un
R-homomorfismo. Entonces

f(Rad (M)) < Rad (N).
En particular, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.9. Sean M, N R-mddulos izquierdos y f : M — N un
epimorfismo tal que Ker f < Rad(M). Entonces Rad (N) = f(Rad(M)).
En particular

Rad (M /Rad (M))) = 0.
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4}
{0}

Ejemplo 2.2.10. Considere Zg como Z-mddulo izquierdo, se sabe que {0,
y {0,3} son todos los submddulos mazimales de Zg por lo que Rad (Zg) =

Los siguientes conceptos serdan de gran utilidad para describir de otra manera
al soclo y al radical de un R-médulo M.

Definicién 2.2.11. Sea M un R-modulo izquierdo

(1) Un submddulo K < M es esencial en M, lo cual se denotard por K<<M,
st para cada submodulo L < M que cumpla K n L =0 se tiene L = 0.

(2) Un submddulo K < M es superfluo en M, lo cual se denotard por
K « M, si para cada submodulo L < M que cumpla K + L = M se
tiene que L = M.

Ejemplo 2.2.12. Considere Z, = {0,1,2,3} como Z-mddulo, se tiene que
N ={0,2} es un submddulo esencial y superfluo de Z,.

Terminamos esta seccién dando el siguiente resultado, el cual nos da una
caracterizacion del soclo y del radical de un R-mdédulo izquierdo M.

Proposicion 2.2.13. Sea M un R-mddulo izquierdo se tiene que
(1) Soc(M) = (WL < M : L es esencial en M}.
(2) Rad (M) =>Y{L <M : L es superfluo en M}.

2.3. Condiciones de Cadena

En esta seccién introduciremos los conceptos de R-médulo noetheriano y
artiniano. Veremos la relacién que existe entre ellos con las sucesiones exac-
tas cortas. Por ltimo, daremos un resultado que involucra a los R-modulos
inescindibles.

Definicién 2.3.1. Sea M un R-maddulo izquierdo.

(1) Un conjunto L de submdodulos de M satisface la condicion ascendente
de cadena, si para cualquier cadena

L1<L2<...<Li<...

donde L; € L para todo i € N, eziste un nyg € N tal que L,,+; = Ly,
para j € {1,2,...};
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(2) Un conjunto L de submddulos de M satisface la condicion descendente
de cadena, st para cualquier cadena

L1>L2>...>Li>...

donde L; € L para todo i € N, eziste un ng € N tal que L,,; = Ly,
para j € {1,2,...}.

Ejemplo 2.3.2. Sea M = Z considerado como Z-maddulo. Se tiene que L =
{Zn : n € N} satisface la condicion ascendente de cadena. Para ver esto,
observemos que si mZ < nZ implica que n | m y como m tiene un numero
finito de divisores enteros para todo m € Z\{0}, sdlo hay una cantidad finita
de K € L tales que mZ < K. Ahora bien, sea

ML <ML < <L <

cualquier cadena en L. Si n; = 0 para todo © € N la condicion se cumple.
Supongamos que no es el caso; consideremos n;Z en la cadena tal que n;Z #
0. Si no se satisface la condicion ascendente de cadena existe un conjunto de
subindices {j1, ja, . ..} tales que

WLEn LS SIS

lo cual contradice la observacion anterior.

Ademds, L no cumple la condicion descendente de cadena. Si consideramos
la cadena

2.2 (22 == (22 = ---
es claro que no existe ng € N tal que (2™)Z = (2*)Z para j € {1,2,...}.
Definicién 2.3.3. Sea M un R-mddulo.
(1) M es noetheriano si para cualquier cadena de submddulos de M
Ly <Ly<- < L;<--

existe ng € N tal que para todo m € N que cumpla m = ngy se tiene que
L,, = Ly,,. Es decir, si el conjunto L de los submaddulos de M satisface
la condicion ascendente de cadena.
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(2) M es artiniano si para cualquier cadena de submddulos de M
LizLyz---2L;j>---

ezxiste ng € N tal que para todo m € N que cumpla m = ngy se tiene que
L,, = Ly,. Es decir, si el conjunto L de los submddulos de M satisface
la condicion descendente de cadena.

Ejemplos 2.3.4.
(1) Z es noetheriano y no es artiniano.

(2) Sean F un campo y V un F-espacio vectorial de dimensidn infinita
entonces pV no es noetheriano ni artiniano.

(3) Si S es un R-mddulo simple entonces S es noetheriano y artiniano.

A continuacién se da una caracterizacién de los médulos finitamente genera-
dos, la cual es necesaria para probar la caracterizacion de modulo noetheriano
dada en la Proposicién 2.3.6.

Lema 2.3.5. Sea M un R-mddulo izquierdo. Entonces los siguientes enun-
ctados son equivalentes.

(1) Para todo conjunto A de submodulos de M tal que

M=>N

NeA

existe un subconjunto finito F < A tal que

M=>N.

NeF

(2) M es finitamente generado.

Proposicion 2.3.6. Sea M un R-mddulo izquierdo, los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

(1) M es noetheriano.

(2) Cada submddulo de M es finitamente generado.
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(3) Cada conjunto L no vacio de submodulos de M tiene un elemento ma-
ximal.

Denotamos por R — Mod a la categoria de los R-mdédulos izquierdos sobre
un anillo R. Un elemento K € R — Mod es un elemento maximal (minimal)
en R — Mod si para cada M € R — Mod que cumpla K < M (K > M) se
tiene que K = M.

El Lema 2.3.5 motiva la siguiente definicién, la cual establece el concepto

dual de R-moédulo finitamente generado.

Definicién 2.3.7. Un R-moddulo izquierdo M se dice que es finitamente
cogenerado en caso de que para cualquier subconjunto A de submaodulos de

M con
(I N=0
NeA

existe un subconjunto finito F' < A tal que

(I~ =o.

NeF

Ejemplo 2.3.8. Sea S un R-mddulo simple. Entonces S es finitamente co-
generado.

Los moédulos artinianos pueden ser caracterizados a través del concepto de
R-médulo finitamente cogenerado como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.9. Sea M un R-mddulo izquierdo, los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

(1) M es artiniano.
(2) Cada mddulo cociente de M es finitamente cogenerado.

(8) Cada conjunto L no vacio de submddulos de M tiene un elemento mini-
mal.

El siguiente resultado sera importante.
Corolario 2.3.10. Sea M un R-mddulo no cero. Se tiene que:

(1) Si M es artiniano, entonces M tiene un submddulo simple.
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(2) Si M es noetheriano, entonces M tiene un submddulo mazimal.

La siguiente proposicion establece una relacién entre los médulos artinianos
o noetherianos y las sucesiones exactas cortas que nos serd de gran utilidad.

Proposicion 2.3.11. Sean K, M, N, R-maodulos izquierdos, y
0— KM N—0

una sucesion exacta corta. Entonces M es artiniano (noetheriano) si, y sélo
si, K y N son artinianos (noetherianos).

De la proposicion anterior se tiene de forma inmediata el siguiente corolario.

Corolario 2.3.12. Sea M un R-moddulo izquierdo. Si
M=M@&M& &M,

Entonces M es artiniano (noetheriano) si, y sélo si, cada M; (1 =1,...,n)
es artiniano (noetheriano).

Terminamos esta seccion con el siguente resultado, el cual retomaremos en
la seccion 1.11 .

Proposicion 2.3.13. Sea M un R-mddulo i1zquierdo no cero. Si M es arti-
niano o noetheriano entonces M es la suma directa

M=M®®@: - &M,

de un conjunto finito de submddulos inescindibles.

2.4. Mobdulos de Longitud finita

Retomaremos parte de la secciéon anterior para caracterizar a los R-moédulos
que tienen series de composicién. Resulta que dichos mddulos son precisa-
mente aquellos moédulos no cero que son artinianos y noetherianos. Ver la
Proposicién 2.4.4. Después demostraremos que la longitud {(M) de un médu-
lo no depende de la serie de composicién. Esto es, probaremos el Teorema de
Jordan-Holder.

Definicién 2.4.1.
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(1) Un R-mddulo M es de longitud finita si existe una filtracion (cadena)
finita de submdodulos
F: M=My=M>=>---2M,=0
tal que (M;/M;,1) es cero o es simple para i € {0,1,...,n —1}.

(2) Decimos que dicha filtracion F' de M es una serie de composicion ge-
neralizada y a los mdédulos cocientes no cero (M;/M;y1) se les llama los
factores de composicion de la filtracion F.

(8) Sitodo mddulo cociente (M;/M;. 1) es diferente de cero parai € {1,2,...,
n — 1} entonces se dice que F' es una serie de composicion para M de
longitud n.

(4) Para un R-mddulo simple S definimos mk (M) como el nimero de fac-
tores de composicion de F' que son isomorfos a S.

(5) Para M # 0 y F una serie de composicion de M se define la longitud
lp(M) como
> mg (M)
S

donde la suma se toma sobre todos los R-modulos simples.

(6) Para M +# 0. Se define la longitud [(M) de M como el minimo de
lr(M). Esto es,

(M) =min{lp(M) : F es filtracién de M}
y ms(M) como el minimo de m%(M). Esto es,

mg(M) = min{m% (M) : F es filtracién de M}
(7) Para M =0 definimos (M) = 0.
Ejemplos 2.4.2.

(1) Sean Ny = {(a,0) : a € R} y Ny = {(0,b) : b € R}. Se sabe que
R2 = N; @ N, y tenemos que

F: RZZM()ZNlZO
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es una serie de composicion generalizada donde sus factores de com-
posicién son R?/N; = Ny y N1/O = Ny, y dado que Ny = Ny es un
R-mddulo simple tenemos que mjy, (R*) = 2 y por lo tanto lp(rR?) = 2.

(2) Sean F un campo y 'V un F-espacio vectorial. Sea x € V\{Oy} se tiene
que F{x} = {kx : k € F} es un F-mddulo simple y

G: F{x}=My=M =0
es una serie de composicion para F{x}, mg{x}(F{x}) =1 y lg(F{x}) =

Zsmgf(F{x}) = 1.

(3) Sea F un campo y V un F-espacio vectorial de dimension finita. Sea
B ={vi,...,v,} una F-base para V. ComoV = Fuy® Fvo ®---@® Fu,

se tiene que:

G: V>Fuo@dFus®d - -©Fv, > Fus®Fu®- - -@Fv, > ---> Fv, >0

es una serie de composicion para V y lg(V) = n.

En lo que sigue enunciaremos y probaremos el Teorema de Jordan-Holder.
Para ello, consideremos primero

0—ALBL0—0

una sucesion exacta corta y sea F' una serie de composicion generalizada para
B:

B=Byz2zB>2---2B,.1.2B,=0
La filtracién F' induce filtraciones F’ para A y F” para C dadas por:

A=f1B)=f (B)=-=f " (Baa)=f (By) =0

C=g(B)=g(Bi) =2 g(Bu1) 2 9(B) =0
denotaremos f~1(B;) = A; y g(B;) = C;. Se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4.3.
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(1) Las filtraciones F' de A y F" de C son series de composicion genera-
lizadas.

(2) Para cada mddulo simple S se tiene que

mg (A) +mg’ (C) = mg(B).

(3) lF/(A) + lF//(C) = lF(B)

El siguiente resultado muestra que los R-modulos de longitud finita son jus-
tamente los R-moédulos artinianos y noetherianos.

Proposicién 2.4.4. Un mddulo no cero M es de longitud finita si, y solo
si, M es artiniano y noetheriano.

Corolario 2.4.5. Sean K, M, N R-mddulos no cero y supongamos que existe
una sucesion exacta corta

0—K-—M-—N-—70

de homomorfismos. Entonces M es un R-mddulo de longitud finita si, y solo
si, K y N son R-mddulos de longitud finita.

Demostraciéon:

Se sigue de la Proposicién2.3.11 y la Proposicién 2.4.4 de forma inmediata.

Teorema 2.4.6 (Jordan-Hélder). Sean M un R-mddulo de longitud finita,
F y G dos series de composicion para M. Entonces para cada R-mddulo
wzquierdo simple S se tiene que:

mg (M) = mg (M)

y por tanto

(M) = 16(M) = 1[(M).

Demostracién:

Por induccién sobre I(M). Si [(M) = 0 veamos primero que M = 0. Supon-
gamos que M # 0y sea F' una filtracién de M tal que lp(M) = (M) = 0.
Esto es,
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F: M=My=2M>2---2M,=0

De donde m% (M) = 0 para todo R-médulo simple. Es decir, (M;/M; 1) = 0
para i € {0,1,...,n — 1} entonces M = My = M; = --- = M, = 0. Por lo
tanto M = 0.

Sean F'y (G series de composicién de M

G: M=M{=M > >M, =0

Como M = 0 todos los cocientes son cero y se tiene que mk (M) = 0 =
m$ (M) para todo S R-médulo simple, por lo que mg(M) = 0y I[p(M) =

0 = lg(M).

Supongamos [(M) = 1, entonces existe una serie de composiciéon H de M tal
que lg(M)=1=1(M).
Sea K < M consideremos

0— K-M-"M/K—0

Como H es una serie de composicién de M, la Proposicién 2.4.3 induce series
de composicion generalizadas H', H” de K y de M /K respectivamente y se
tiene

ZH/(K) + lH//(M/K) = ZH(M) =1

lo cual implica Ilgp(K) =0 y lgp(M/K) =1 o Igp(K)=1 y
lgr(M/K) = 0. Veamos que ambos casos, implican que M es un R-mddulo
simple.

Si lg(K) = 0 entonces {(K) = 0y por tanto K = 0 de donde M es un
R-moédulo simple. Si ly#(M/K) = 0 entonces [(M/K) = 0 lo cual implica
M = Ky por tanto M es un R-modulo simple.

Sean F'y G dos series de composicion de M

F: M=My>Mz>>M,=0
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G: M=My>=M >--->2M, =0

Como M es simple entonces existen ¢, j tales que M = M, para todo k < ¢
y My = 0 para todo k > i y M = M| para todo ! < j y M/ = 0 para
todo | > j. Lo cual implica m{;(M) = 1 = m{,(M). Para todo S un R-
médulo simple no isomorfo a M se tiene m5 (M) = 0 = m$ (M), por tanto
Ir(M) =1=la(M)=1(M).

Supongamos que el teorema se cumple para R-moédulos izquierdos N tales
que 0 < I(N) < n. Sea M un R-médulo izquierdo tal que (M) =n+ 1y
supéngase que [(M) > 1. Como I(M) > 1 se tiene que existe un K submddulo
de M tal que 0 # K # M. Considérese la siguiente sucesion exacta corta

0— KM M/K—0

y F una serie de composicién de M tal que Ig(M) = [(M). Por la Proposicién
2.4.3 tenemos las series de composicién generalizadas F' y F” para K y
C' = M /K respectivamente. Ademas,

WEK) +1(C) < lp(K) + 1pr(C) = 1p(M) = 1(M).

De la ecuacién anterior, y dado que 0 # K y 0 # C' se tiene que [(K) < (M)
y I(C) <1(M). De donde el teorema se cumple para K y para C.

Sean Iy G dos series de composiciéon para M por la Proposicién 2.4.3 se
tiene que

mg (M) = mg (K) +mg (C)

mg (M) = m§ (K) +m¢"(C)

para todo R-médulo simple S. Por hipétesis de induccién mk' (K) = m& (K)

y mE (C) =m&"(C) lo cual implica m& (M) = m§(M) y lp(M) = lg(M).
|

Como consecuencia inmediata de el Teorema de Jordan-Holder y de la Pro-

posicién 2.4.4 podemos dar la siguiente definicién de la longitud {(M) de un

R-médulo M.

Definicién 2.4.7. Sea M un R-mdédulo de longitud finita. Definimos (M) =
0siM=0vyl(M)=n si M tiene una serie de composicion de longitud n.
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Un resultado inmediato del Teorema 2.4.6 y de la Proposiciéon 2.4.3 es el
siguiente.

Corolario 2.4.8. Sea
0—K-LM-S5HN—0
una sucesion exacta de R-modulos izquierdos de longitud finita. Entonces
(K) 4+ U(N)=1(M).

Corolario 2.4.9 (El Teorema de la dimension). Sean M un R-mddulo iz-
quierdo de longitud finita y N, K submddulos de M. Entonces

I(K+ N)+U(KnN)=I(K)+I(N).

El siguiente lema establece una relacion entre un R-homomorfismo f : M —
M y los R-mo6dulos artinianos (noetherianos).

Lema 2.4.10. Sean M un R-mddulo izquierdo y f un endomorfismo de M

(1) Si M es artiniano, entonces Im f* + Ker f* = M para algin n € N,
ademas f es un isomorfismo si, y solo si, f es un monomorfismo.

(2) Si M es noetheriano, entonces Im f* n Ker f™ = 0 para algin n € N,
ademds f es un isomorfismo si, y solo si, f es un epimorfismo.

Proposicién 2.4.11. Sean M un R-mddulo de longitud finita y f un endo-
morfismo de M. Entonces existe n € N tal que

M=1Im f"® Ker f".
Terminaremos esta seccion con el siguiente corolario.

Corolario 2.4.12. Sean M un R-mddulo de longitud finita y f un endomor-
fismo de M. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) f es un monomorfismo.
(2) [ es un epimorfismo.

(3) f es un isomorfismo.

Ademds, si M es un R-mddulo inescindible son equivalentes:
(1) f es un isomorfismo.

(2) f no es nilpotente.
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2.5. Teorema de Krull-Schmidt

En esta seccién probaremos el Teorema de Krull-Schmidt. Este teorema
muestra la importancia de los médulos inescindibles.

Definicién 2.5.1. Sea M un R-mddulo izquierdo, una descomposicion di-
recta
M =@ M,
A

de un modulo M como suma directa de submddulos inescindibles es una des-
composicion en inescindibles de M .

Ejemplos 2.5.2.

(1) Sea S un R-mddulo semisimple
S = @Si
i€l
como cada S; es simple, S; es inescindible. Por tanto, @@ S; es una

i€l
descomposicion en inescindibles de S.

(2) Sea M un R-mddulo izquierdo y ademds artiniano o noetheriano, por
la Proposicion 2.3.13 M es la suma directa de una famzlm finita de

submodulos inescindibles M = (—DM Por tanto, (—DM es una des-
i=1 i=1
composicion en inescindibles de M .

Definicién 2.5.3. Sea M un R-mddulo izquierdo, dos descomposiciones di-

rectas
M=@ M, =P N;
A B

de M son equivalentes en caso de que exista o : A —> B una biyeccion tal
que
Ma ENg(a) (VaeA)

Ejemplo 2.5.4. Considere Ny = {(a,0)|a € R}, No = {(0,0)|b € R} y
N3 = {(b,b) | b e R} como R-mddulos izquierdos. Se sabe que

R2=N,® N, =N, ® N;.

Se define o : {1,2} —> {1,3} dada por c(1) =1 y 0(2) =3 como Ny = Ny y
Ny = N3 se tiene que son descomposiciones equivalentes.
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Recordemos que dado M un R-moddulo izquierdo, se tiene que K es un su-
mando directo maximo de M si, y s6lo si, K tiene un sumando directo com-
plementario, N, inescindible en M.

Definicién 2.5.5. Sea M un R-moddulo izquierdo. Una descomposicion
M =@M,
A

de un modulo M como suma directa de submddulos no cero complementa
sumandos directos (complementa sumandos directos mdzimos) si para cada
sumando directo (mdzimo) K < M existe un subconjunto B < A tal que

- (@) @n
B
Ejemplo 2.5.6. Sea S un R-modulo semisimple por el Lema 2.1.3 se tiene

que complementa sumandos directos.

El siguiente resultado nos muestra la importancia de las descomposiciones
que complementan sumandos directos maximos.

Lema 2.5.7. Sea
M = @Ma
A

una descomposicion que complementa sumandos directos maximos. Si
M=N&® - ®dN,®K
con Ny, ..., N, inescindibles entonces existen aq,...,a, € A tales que
M, =N; (1=1,2,...,n)
y para cada 1 <1 <n
M=M,® - ®My ®N 1D - DN, D K.

Proposicién 2.5.8. Si un R-mddulo izquierdo M tiene una descomposicion
en inescindibles que complementa sumandos directos mdzimos entonces todas
las descomposiciones en inescindibles de M son equivalentes.
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El siguiente resultado es crucial en la teoria de médulos.

Recordemos que un anillo R es local en caso de que para cada par a,b € R,
si a + b es invertible entonces a o b es invertible. Se sabe que si R es un anillo
local los tnicos idempotentes son el 1z y el Og y que si f: R — S es un
homomorfismo de anillos y R es local entonces S también lo es. Asi pues,
si M # 0 es un R-médulo y su anillo de endomorfismos Endg(M) es local
se tiene que M es inescindible. Ver la Proposicion 1.4.22. Tenemos pues el
siguiente resultado.

Teorema 2.5.9 (Teorema de Azumaya). Si un R-mddulo M tiene una des-
composicion directa
M =@M,
A

donde cada Endgr(M,) es local entonces es una descomposicion en inescindi-
bles. Mas atn, cada sumando directo no cero de M tiene un sumando directo
inescindible.

Corolario 2.5.10. Si M tiene una descomposicion directa
M=M®®&:- &M,

donde Endg(M;) es local para cada i € {1,2,...,n} entonces esta descompo-
sicion complementa sumandos directos.

Dado un R-moédulo M sabemos que si 0 y 1 son los unicos idempotentes
en Endr(M) entonces M es inescindible (ver la Proposicién 1.4.22). De lo
anterior se desprende que si Endg(M) es local, entonces M es inescindible.

Lema 2.5.11. St M es un R-moddulo izquierdo inescindible de longitud finita
entonces Endr(M) es un anillo local.

Teorema 2.5.12 (Teorema de Krull-Schmidt). Sea M un R-mddulo izquier-
do no cero de longitud finita. Entonces M tiene una descomposicion en ines-
cindibles

M=M®e&---&M,

tal que para cada descomposicion en inescindibles

M=N & - ® Ny,
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n =k y existe una permutacion o de {1,2,... ,n} tal que
M,y = N; (1=1,2,...,n),
y para cada 1 <1 <n
M=M;® - &My ®Niy1 @ BN,

De hecho, la descomposicion M = M; @ --- @ M, complementa sumandos
directos.

Demostracion:
Como M tiene longitud finita por la Proposicién 2.4.4 y 2.3.13 M tiene una
descomposicién finita en inescindibles.

M=M® &M,

Por el Corolario 2.4.5 tenemos que cada M; es de longitud finita para i €
{1,2,...,n}. Ademds cada M, es inescindible y aplicando el Lema 2.5.11
se tiene que Endg(M;) es local para i € {1,2,...,n}. De donde usando el
Corolario 2.5.10 tenemos que esta descomposicion complementa sumandos
directos.

Ahora bien, si

M=N & - ®N;

es otra descomposicion en inescindibles de M por la Proposiciéon 2.5.8 es-
tas descomposiciones son equivalentes, por lo que existe una biyeccion o de
{1,2,...,n} en {1,2,... K}, lo cual implica que n = k, tal que M,u = N;
parai€ {1,2,...,n}.
Considerando K = 0 y aplicando el Lema 2.5.7 se tiene que para cada 1 <
I<n

M=M,n® - ®Mp®Ny1 @ ®N,

1
En particular, el resultado anterior nos dice que cualesquiera dos descompo-
siciones en inescindibles de un R-médulo M son equivalentes.
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2.6. Mobdulos Libres, Proyectivos e Inyectivos

En esta seccién abordaremos varios tipos de R-médulos entre los cuales estan
los R-médulos libres, proyectivos e inyectivos. Mostraremos las propiedades
mas importantes de dichos mdédulos y haremos ver que tienen una relacién
con las sucesiones exactas cortas que se escinden. Terminaremos esta seccion
dando una caracterizacién de los R-mddulos inyectivos.

Definicién 2.6.1. Un R-mddulo izquierdo F' es un R-maddulo libre si F' es
isomorfo a una suma directa de copias de R, esto es, si existe un conjunto
de indices (finito o infinito) B con

F=@R

beB

donde Ry, = (xyy = R para todo b € B. Decimos que X = {x}, : b€ B} es una
base de F.

Ejemplo 2.6.2.

(1) Sea M = R? considerado como R-mddulo izquierdo, es un R-mddulo
libre.

(2) Sean B =N y M =7 considerado como Z-mddulo izquierdo. Entonces

F =7ZN es un Z-mddulo libre donde 7N = P Zy conZy =17, Vac
aeN
7.

Observacion 2.6.3. Usando la Definicion 1.6.14 y el Lema 1.6.16 tenemos
que F' = @ Ry si, y solo si, cada m € F tiene una unica expresion de la

beB
m = Z Tz, T

beB

donde r, € R y casi todo r,, = 0. Se denota por F' = (X) donde X = {zy :
be B}.

forma

Proposicion 2.6.4. Sea R un anillo. Dado cualquier conjunto X existe un
R-maédulo izquierdo libre F' con base X, es decir,

F:<X>:{Z Tz, Tp Ty, € R Y cast todorxbzo}_

xpeX
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El siguiente resultado generaliza la idea de extender por linealidad a una

transformacién lineal T'. Esto es, dada una base § = {vy, ..., v,} de un espacio

vectorial V' y wy, ..., w, vectores en otro espacio vectorial W, tenemos que la
n n

funcién T : V. — W dada por T'(D. a;v;) = Y, a;w; es una transformacién
i1 j

. =1
lineal.

Proposicion 2.6.5. Sean R un anillo y F' el R-maodulo izquierdo libre con
base X = {xy: be B}. Si M es un R-mddulo izquierdo y si f : X —> M es
cualquier funcion, entonces existe un unico R-homomorfismo f : F — M
tal que fu = f donde ju : X — F es la inclusion. Es decir, tenemos el
stquiente diagrama conmutativo.

El siguiente resultado muestra la importancia de los R-mdédulos libres.

Teorema 2.6.6. Cada R-mddulo izquierdo M es isomorfo a un cociente de
un R-maddulo izquierdo libre. Mds aun, M es finitamente generado si, y solo
si, F' puede escogerse finitamente generado.

El siguiente resultado establece una propiedad fundamental que satisfacen
los R-modulos libres.

Teorema 2.6.7. Sea F' un R-maodulo izquierdo libre. St p: M — N es un
epimorfismo, entonces para cada R-homomorfismo h : FF —> N, existe un
R-homomorfismo g : F — M tal que pg = h. Es decir, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo.

F
v /g h
A
M N 0
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2.6.1. Proyectivos

La propiedad mencionada en el Teorema 2.6.7, que satisfacen los R-mddulos
libres, motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.6.8. Un R-mddulo izquierdo P es proyectivo si para cualquier
eptmorfismo p : M — N y cualquier R-homomorfismo h : P — N, existe
g : P — M un R-homomorfismo tal que pg = h. Es decir, el siguiente
diagrama conmuta.

P
//gh
»
M——N 0

Ejemplo 2.6.9. Si F' es un R-mddulo izquierdo libre, entonces por el Teo-
rema 2.6.7 F es un R-maodulo proyectivo.

La siguiente proposicién es inmediata de la definicién de R-mdédulo proyec-
tivo.

Proposicion 2.6.10. Un R-mddulo izquierdo P es proyectivo si, y solo si,
cada sucesion exacta corta

0—>M-5N-P—0
se escinde.
El siguiente resultado caracteriza a los R-médulos proyectivos.
Teorema 2.6.11.

(1) Un R-mddulo izquierdo P es proyectivo si, y sdlo si, P es un sumando
directo de un R-mddulo libre.

(2) Un R-mddulo finitamente generado P es proyectivo si, y sdlo si, P es
un sumando directo de R"™ para algin n € N.

Corolario 2.6.12.

(1) Cada sumando directo de un mddulo proyectivo es por si mismo pro-
yectivo.



2.6. MODULOS LIBRES, PROYECTIVOS E INYECTIVOS 25

(2) Cada suma directa de modulos proyectivos es proyectivo.

El siguiente ejemplo muestra que no todo R-mddulo proyectivo es un R-
modulo libre.

Ejemplo 2.6.13. Se tiene que Zg es la suma directa interna de dos ideales
L =T @1

donde J = {0,2,4} =~ Z3 e T = {0,3} = Zy. Ademds, Zs es un Zg-mddulo
libre por si mismo y J, I por ser sumandos directos de un mddulo libre son
Zg-modulos proyectivos. Sin embargo, ni J ni I pueden ser libres ya que un
Zg-modulo libre finitamente generado F' es una suma directa de n copias de
Zg, entonces F' debe tener 6™ elementos, pero J,ZL tienen menos elementos
que 6.

2.6.2. Inyectivos

A continuaciéon abordaremos otro tipo de R-moddulos llamados R-mddulos
inyectivos. De hecho, la nocién de R-médulo inyectivo es la nocién dual de
R-modulo proyectivo.

Definicién 2.6.14. Un R-maodulo izquierdo E es inyectivo si para cualquier
1 : M — N monomorfismo y f : M — E un R-homomorfismo, existe
g: N — E R-homomorfismo tal que gi = f. Es decir, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo.

Un resultado inmediato de la Definicién 2.6.14 y de la Proposicion 1.3.18 es
el siguiente.

Proposiciéon 2.6.15. Si un R-mddulo E es inyectivo, entonces cada sucesion
exacta corta

0— E-SM-2N—0

se escinde.
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Corolario 2.6.16. Si un maodulo inyectivo E es un submaodulo de un mddulo
M, entonces E es un sumando directo de M ; es decir, existe S < M tal que
M=E®S.

La siguiente proposicion muestra como obtener otros R-moédulos inyectivos
en términos de R-modulos inyectivos ya dados.

Proposicién 2.6.17.

(1) Si{Ek}rex es una familia de R-mddulos izquierdos inyectivos, entonces

[ Ex es también un R-modulo izquierdo inyectivo.
keK

(2) Cada sumando directo de un R-mddulo inyectivo E es un R-mddulo
myectivo.

Corolario 2.6.18. Una suma directa finita de R-mddulos izquierdos inyec-
tivos es un R-maodulo izquierdo inyectivo.

El siguiente resultado brinda una caracterizacion de los R-médulos inyectivos
a través del anillo R.

Teorema 2.6.19 (Criterio de Baer). Un R-mddulo izquierdo E es inyectivo
si, y solo si, cada R-homomorfismo f: I — E, donde I es un ideal de R,
puede ser extendido a R, es decir, existe un R-homomorfismo g : R — FE
tal que gi = f donde i : I — R e i(x) = x para todo x € 1.

Ejemplo 2.6.20. Q es un Z-mddulo inyectivo.

Sea I un ideal de Z, f : I — Q un Z-homomorfismo. Si I = 0 se define
g :Z — Q como g(k) = 0 para todo k € Z. Si I es un ideal no cero
de Z, se tiene que I = nZ para algin n € N se define g : Z — Q como
g(k) = k(f(n)/n) para todo k € Z, en ambos casos es claro que g es un
Z-homomorfismo y que f = gi donde i : nZ — Z es la inclusién canénica.
Por el Teorema 2.6.19 se sigue que Q es un Z-modulo inyectivo.
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Capitulo 3

Sistemas Estratificantes

En este capitulo enunciamos y demostramos las principales propiedades del
concepto de sistema estratificante (6,Y, <) de talla ¢, donde 6 = {0(i)}._; es
un conjunto de R-médulos no cero y ¥ = {Y'(j)}_; es un conjunto de R-
modulos inescindibles. Dichos conjuntos satisfacen ciertas propiedades. Ver
la Definicion 3.2.3.

¢
El objetivo de esta seccién es demostrar que la k-algebra A = Endg(EP Y (j))
j=1

es estandarmente estratificada.

En el desarrollo de los sistemas estratificantes el concepto de homomorfismo
minimal izquierdo es relevante. Por ello iniciamos este capitulo estudiando
este tema.

3.1. Homomorfismos minimales izquierdos

En esta seccion introduciremos el concepto de homomorfimo minimal izquier-
do y sus principales propiedades. Dicho concepto sera utilizado en la seccién
3.2. Cabe mencionar que los conceptos de homomorfismo minimal izquierdo y
derecho estan enunciados en el libro [1]. En dicho libro se desarrolla la teoria
de homomorfismo minimal derecho con todo detalle y s6lo se menciona que la
teoria para el concepto de homomorfismo minimal izquierdo es dual. Por ello,
hemos decidido desarrollar la teoria de homomorfismo minimal izquierdo con
todo detalle. En esta seccién M denotard un R-médulo (no necesariamente

29



60 CAPITULO 3. SISTEMAS ESTRATIFICANTES

finitamente generado) fijo.

Definicién 3.1.1. Sean R un anillo y M un R-mddulo fijo. Consideremos
la categoria R — Mod\M donde los objetos son los R-homomorfismos [ :
M — B y donde un morfismog: f — f'def - M —Ba f :M— B
es un R-homomorfismo g : B — B’ tal que el siguiente diagrama conmuta:

Es decir, ' = gf

Lema 3.1.2. Se tiene que g : f — f" es un isomorfismo en R— Mod\M si
y solamente si g : B — B’ es un isomorfismo en R — Mod.

Demostracién:

Consideremos Iy = Ip : B — B el homomorfismo identidad en B e
Iy = Ip : B" — B’ el homomorfismo identidad en B’. Como g : f — f'
es un isomorfismo en R — Mod\M existe h : f' — f tal que hg = I y
gh = Ip. Es decir, para g : B — B’ existe h: B' — B tal que hg = Ip y
gh = Ip. Por lo tanto, g es un isomorfismo en R — Mod.

Por otra parte, si g es un isomorfismo en R— Mod existe un R-homomorfismo
h : B — B tal que hg = Ig y gh = Ip. Es decir, existe un morfismo
h:f — ftalque Iy =hg:f— felp=gh:f — f.

1
Definicién 3.1.3. Un R-homomorfismo f : M — B decimos que es un
homomorfismo minimal izquierdo si cada morfismo g : f —> [ es un auto-

morfismo. Es decir, si para cada R-homomorfismo g : B — B tal que el
siguiente diagrama conmuta:

Se tiene que g es un automorfismo.
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Con el proposito de seguir con el desarrollo de esta teoria necesitamos enun-
ciar la Proposicion 3.1.4. Para poder hacer esto introduciremos la siguiente
relacién de equivalencia en los objetos de la categoria R — Mod\M. Sean
f:M— By f:M-— B € ObR— Mod\M). Decimos que f ~ fsi
Hom(f, ') # &y Hom(f', f) # . Es decir, si existen g : B — B’y
h : B — B tales que los siguientes diagramas conmutan:

A continuacion veremos que dicha relacién es de equivalencia. Como Ip :
B — B es tal que

se tiene que esta relacién es reflexiva. Ademads, una consecuencia de la misma
definicién es que la relacién es simétrica. Veamos que esta relaciéon es tran-
sitiva. Sea h : M — B” un R-homomorfismo y supongamos que f ~ h'y
h ~ f' entonces existe g : B —> B” tal que gf = h y existe ¢ : B” — B
tal que ¢’'h = f.
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Se tiene que ¢'g : B — B’ es tal que ¢'gf = f' y por lo tanto Hom(f, f') #
. Andlogamente Hom(f', f) # .

Recordemos que dado B un R-médulo de longitud finita, denotamos por I(B)
a su longitud.

Proposicion 3.1.4. Sea un anillo R y M un R-mddulo fijo, se tiene que
en cada clase de equivalencia de un objeto g : M — B de la categoria R —
Mod\M con B de longitud finita existe un homomorfismo minimal izquierdo
que es unico salvo isomorfismo.

Demostracién:

Sean h : M — B con B de longitud finitay f: M — X tal que f ~ h
y [(X) es la menor posible. Veamos que f: M — X es un homomorfismo
minimal izquierdo. Para esto, supongamos que g : X — X es tal que el
siguiente diagrama conmuta:

Veamos que ¢ es un automorfismo. Como X es de longitud finita basta ver
por la Proposicién 2.4.12 que es un epimorfismo. Como ¢gf = f entonces
Im f < Img,y tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

M—f>[mg
X

M x

RN

Img

Por lo que si denotamos a f : M — I'mg dada por f(m) = f(m) se tiene
que f ~ f. Como Img es un submédulo de X se tiene que I(Img) < I(X)
lo cual implica que I(Im g) = [(X) por la minimalidad de {(X). Por lo que
se tiene X = I'm g. Lo cual prueba que g es un automorfismo.
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Sih': M — X' es también minimal izquierdo y A’ ~ f entonces existen
s: X' — X yt: X — X' R-homomorfismos tales que los siguientes
diagramas conmutan:

XI

Entonces ts es un isomorfismo. Analogamente st es un isomorfismo lo cual
implica que t y s son isomorfismos. Por lo tanto A’ es isomorfo a f.

Definicién 3.1.5. Sea f : M — B un R-homomorfismo con B de longitud
finita. El dnico R-homomorfismo minimal izquierdo (salvo isomorfismo) en
la clase de equivalencia de f se le llama la version minimal izquierda de f.

Teorema 3.1.6. Sean R un anillo y M un R-mddulo fijo. Sea f: M — Y
un objeto de R — Mod\M con Y de longitud finita. Entonces existe una
descomposicion Y =Y' @Y tal que p'f : M — Y es un R-homomorfismo
manimal izquierdo y p"f : M — Y" es cero, donde p' Y — Y yp” :
Y — Y son las proyecciones naturales de acuerdo a la descomposicion
Y =Y'@®Y". Mas aiun, p'f es la version minimal izquierda de f.

Demostraciéon:

Por la Proposicién 3.1.4 existe g : M — B con B de longitud finita tal que
g ~ f v g es un R-homomorfismo minimal izquierdo. Como g ~ f existen
s:B—Y yt:Y — B R-homomorfismos tales que el siguiente diagrama
conmuta:



64 CAPITULO 3. SISTEMAS ESTRATIFICANTES

B

Ve
M-ty

Ls
N

Como g es un R-homomorfismo minimal izquierdo ts es un isomorfismo.
Veamos que Y = Ims @ Kert. Sea y € Y entonces t(y) € B y como ts
es un isomorfismo existe x € B tal que ts(x) = t(y). Observemos que y =
s(x) +y — s(z) y que t(y — s(z)) = t(y) — ts(x) = 0 por lo que se tiene
Y =Ims+ Kert. Ademés, si z € Ims n Kert se tiene que z = s(y) para
algin y € By 0 = t(x) = ts(y) como ts es un isomorfismo y = 0 lo cual
implica que x = 0. Por lo tanto Y = Im s® Kert. Denotemos por Y’ = Im s
yY" = Kert. Seam € M, como f = sg entonces p” f(m) = p"(s(g(m))) = 0.
Veamos que p'f es un homomorfismo minimal izquierdo. Sea h : Y/ — Y’

un R-homomorfismo tal que el siguiente diagrama conmuta:

~

Mﬂ)}/’

|
Pf
YI
Como Y es de longitud finita entonces Y’ es de longitud finita. Por la Propo-

sicién 2.4.12 basta ver que es un monomorfismo. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo:
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Como ¢ es un R-homomorfismo minimal izquierdo thp's es un isomorfismo.
Sea x € Y' tal que 0 = h(z) con z € Y’ = Im s entonces existe y € B tal
que = = s(y). Observemos que p'(s(y)) = s(y) entonces 0 = hs(y) = hp's(y)
por lo que se tiene thp's(y) = 0 como thp's es un isomorfismo se tiene que
y = 0y por lo tanto x = 0. Ademas, los siguientes diagramas muestran que

p'f~f

M——Y
p'f Lp/
Yl
M-y
f JAZ
YI

Corolario 3.1.7. Sean R un anillo y M un R-maodulo fijo. Sea f: M — Y
un objeto en R — Mod\M distinto del R-homomorfismo cero, con Y un R-
modulo inescindible y de longitud finita. Entonces f : M — Y es un R-
homomorfismo minimal 1zquierdo.

Demostracién:

Por el Teorema 3.1.6 existe una descomposicion Y = Y’ @ Y” tal que p'f :
M — Y’ es un R-homomorfismo minimal izquierdo y p”f : M — Y" es
cero, donde p' : M — Y' y p” : M —> Y" son las proyecciones naturales
de acuerdo a la descomposicion Y = Y' @ Y"”. Como [ es distinto del R-
homomorfismo cero entonces existe m € M tal que 0 # f(m) = p'f(m),
entonces Y’ # 0. Ademds, como Y es inescindible Y’ = Y y se tiene que
pf:M —Y ypf(im)= f(m)porlo que p'f = f, como p'f es un R-
homomorfismo minimal izquierdo se tiene que f es un homomorfismo minimal
izquierdo.

3.2. Sistemas Estratificantes

En esta seccion introduciremos el concepto de sistema estratificante y sus
principales propiedades. Para ello enunciaremos primero el concepto de k-
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algebra de dimension finita y trabajaremos con k-dlgebras de dimensién finita
sobre campos algebraicamente cerrados. Por comodidad algunas veces nos
referiremos a ella sélo como k-dlgebras.

Definicién 3.2.1. Sea k un campo.

(1) Una k-dlgebra es un anillo R (asociativo con 1r) que posee estructura
de k-espacio vectorial de tal forma que a(ab) = (aa)b = a(ab) para
cualesquiera a € k,a e R,be R.

(2) Diremos que R es una k-dlgebra de dimension finita si R es de dimen-
sion finita como k-espacio vectorial.

A partir de ahora supondremos que nuestro campo k es algebraicamente ce-
rrado. Mdas ain, supondremos que R es una k-dlgebra de dimension finita.
Por comodidad algunas veces nos referiremos a ella sélo como k-algebras.

Observacién 3.2.2. §i R es una k-dlgebra de dimension finita, se tiene
que todo R-mdodulo izquierdo M es un k-espacio vectorial. Ademds, si M
es finitamente generado entonces M es un k-espacio vectorial de dimension
finita y por lo tanto M es de longitud finita.

Denotamos por R — mod a la categoria de los R-moédulos izquierdos fini-
tamente generados sobre un algebra R y a mod — R a la categoria de los
R-modulos derechos finitamente generados sobre un algebra R. A partir de
ahora trabajaremos inicamente en la categoria de R—mod o bien en mod— R.
Por comodidad, algunas veces sélo diremos que M es un R-médulo, en lu-
gar de un R-mdédulo finitamente generado. Dada una clase C de R-mddulos
denotamos por F(C) a la subcategoria completa de R — mod que contiene
al médulo cero y a todos los R-mddulos que son filtrados por médulos en C.
Esto es, un R-mddulo no cero M estd en F(C) si existe una cadena finita

M=My>M >--->M, >M,=0 (3.1)

de R-submoédulos de M tales que M;/M; . ; es isomorfo a un médulo en C para
todo i =10,2,...,n— 1. A la cadena finita de M dada en (3.1) se le conoce
como una C-filtracién de M. En particular, si C = ¢J entonces F(C) = {0}.
En resumen,

F(C) ={X € R—mod : X tiene una C — filtracién}
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Sean X' y Y dos subcategorias completas de R — mod. Decimos que
Extyp(X,Y) =0

si Exth(X,Y) = 0 para todo X € X y Y € Y. Otras categorfas relacionadas
a F(C) son las siguientes:

Z(C) = {X € R—mod : Exti(F(C),X) = 0}

P(C) = {X € R—mod : Exty(X,F(C)) = 0}

Para poder dar la definicién de sistema estratificante consideremos el siguien-
te contexto.

Sean R una k-algebra de dimension finita sobre un campo algebraicamente
cerrado, 6 = {0(i)};_; un conjunto de R-mddulos finitamente generados no
ceroy € = {1,2,...,t} el subconjunto de los primeros ¢ niimeros naturales
con el orden total natural <, es decir, 1 < 2 < --- < t. Consideremos a la
subcategoria completa de R — mod, F(6).

Definicidén 3.2.3. Sean 0 = {6(i)};_, un conjunto de R-mddulos (no cero) y
Y ={Y (i)}, un conjunto de R-mddulos inescindibles. El sistema (0,Y, <)
es un sistema estratificante de talla t si se cumple lo siguiente:

(1) Homg(0(5),0(i)) = 0 para j > i.

(2) Para cada i € €y existe una sucesion exacta

0—0(i) ~5Y (i) — Z(i) — 0
tal que Z(i) e F({0(j) : j < i}).

(3) Extyp(F(0),Y) =0, donde Y = éY(z)

)

Definicién 3.2.4. Una Z(0)-aprozimacion izquierda de 0(i) es un R-homo-
morfismo 5 : 6(i) — X con X € Z(0) tal que para cualquier homomorfismo
B 0(i) — X' con X' € Z(0) eziste un homomorfismo £ : X — X' que
satisface 5 = £0.
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0(i) -2~ X
N,
XI
Lema 3.2.5. Sea (0,Y,<) un sistema estratificante. Para cada i € ) sea
a; : 0(i) — Y (i) el homomorfismo dado en 3.2.3. Entonces a; es un homo-
morfismo minimal izquierdo y una Z(0)-aprozimacion izquierda de (7).
Demostracién:

Como Y (i) es inescindible por el Corolario 3.1.7 «; es un homomorfismo
minimal izquierdo. Consideremos la sucesién exacta

0—0(i) 5 Y (i) — Z(i) — 0

Consideremos X € Z(6). Como Exth(Z (i), X) = 0 se tiene la sucesién exacta
corta

0 — Homn(Z(i), X) —> Homp(Y (i), X) 5 Homp(6(i), X) —> 0

De donde o es un epimorfismo, entonces para todo homomorfismo f :
0(i) — X existe g : Y (i) — X tal que goy = af(g) = f. Es decir, el
siguiente diagrama conmuta.

Definicién 3.2.6. Sea (0,Y, <) un sistema estratificante de talla t, M €
F(0) y F una 0-filtracion de M

F: M=My>M >--->M,_1>M,=0

para cada i € Qy = {1,2,...,t}, definimos la multiplicidad de 6(i) en la
filtracion F de M como el nimero de cocientes que son isomorfos a 0(i).

Denotamos la multiplicidad de cada 6(i) en M con respecto a la filtracion F
por | M : 6(i)].
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Vamos a probar que para cada i € §; = {1,2,...,t} y para cada M €
F(0) la multiplicidad [M : ()] no depende de la #-filtracién de M (ver la
Proposicién 3.2.10). Para ello, requerimos los siguientes lemas.

Lema 3.2.7. Con la notacion de la Definicion 3.2.3. Sea (0,Y, <) un sistema
estratificante de talla t. Entonces Hompg(0(i + s), Z(i)) = 0 para todo s = 0.

Demostracion:

Sea F' una f-filtracion de Z(i).

I Z(t)y=My>M; >--->M, 1> M,=0

Sea a : 0(i + s) —> Z(i) un R-homomorfismo con s = 0. Como Z(i)/M; =
0(j1) para algun j; < i. Consideremos el siguiente diagrama:

0 + ) a—>2f')
0(j1)

donde 7y, es la proyeccién canénica de Z(i) sobre M y 1 es un isomorfismo
de Z(i)/M; a 6(j1). Como Homp(0(i + s),0(j1)) =0yaque j; <i<i+s
se tiene que ¢1my, @ = 0, ademas ¢, es un isomorfismo entonces my;, @ = 0
lo cual implica Ima < M;. Dado que M;/M; = 60(j,) para algin js < i.
Consideremos

LSOQWMQ
0(j2)

donde 7y, es la proyeccién candénica de My sobre My y @9 es un isomorfismo
de My /M; a 0(j,). Por el argumento anterior Im o« © M,. Inductivamente se
tiene que Ima < M,_1, ademés M,_; = 6(j,) lo cual implica Ima =0y
por lo tanto a = 0.

Lema 3.2.8. Sea (0,Y,<) un sistema estratificante de talla t. Entonces
Hompg(0(i + s),Y(i)) = 0 para todo s = 1.
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Demostracién:

Por la Definicién 3.2.3 tenemos que existe una sucesion exacta corta

0— 0(i) ~5Y (i) — Z(i) — 0
con Z(i) € F({0(j) : j < i}). Aplicando el funtor Homg(0(i + s), _) para
s =1 se tiene:
0 — Hompg(0(i + 5),0(i)) — Hompg(0(i + 5),Y (7)) —
Hompg(0(i + s), Z(i)) —> Exth(0(i + 5),0(i)) — -+~
Por el Lema 3.2.7 Hompg(6(i + s), Z(i)) = 0 y por la Definicién 3.2.3 se tiene
que Hompg(0(i + s),0(i)) = 0. Por lo tanto Hompg(0(i + s),Y (i)) = 0.

Lema 3.2.9. Sea (0,Y, <) un sistema estratificante. Entonces Hompg(_,Y (7))
es un funtor exacto en F(0).

Demostracién:

Sea

00— N —>M —>K —0

una sucesion exacta en F(6). Es decir, N, M, K € F(6). Tenemos la siguiente
sucesion exacta

0 —> Homp(K,Y (i) — Homp(M,Y (i))
— Homp(N,Y (i) —> Exth(K,Y (i) —

Como Ezth(K,Y) = 0 se tiene que Exth(K,Y (7)) = 0. Por lo que la sucesién
anterior es de la forma

0 —> Homp(K,Y (i) — Homp(M,Y (i))

Esto es, el funtor Homg(_,Y (7)) es exacto.
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Proposicién 3.2.10. Sea (0,Y, <) un sistema estratificante de talla t. Para
M € F(0) la multiplicidad de cada 0(i) en una 0-filtracion de M es indepen-
diente de la filtracion.

Demostracién:

Como F(f) € R—mod y R es una k-élgebra de dimensién finita, si M € F (),
M en particular es un k-espacio vectorial de dimensién finita y por lo tanto
Hompg(M,Y (1)) es un k-espacio vectorial de dimensién finita. Denotamos
por d;; = dim Hompg(0(i),Y (j)) (como k-espacio vectorial). Sea D = (d;;)
la matriz con entradas d;;. Por el Lema 3.2.8 se tiene que es D una matriz
triangular superior y d;; # 0 ya que 0 # «; € Homp(0(i),Y (¢)). Sea F una
f-filtracion de M

F: M=My>M >--->M, 1>M,=0

Consideremos la siguiente sucesién exacta corta

00— Mn—l - Mn—2 B Mn—2/Mn—1 —0

Aplicando el funtor Hompg( _,Y (i)) a la sucesién anterior y usando el Lema
3.2.10 tenemos la sucesion exacta corta

0 — Homp(M,_o/M,_1,Y (1)) — Hompg(M, _5,Y (i)) —
Homp(M,_1,Y(i)) — 0
Por la Proposiciéon 2.4.6 se tiene que
dim Homp(M,,_5,Y (i)) =
dim Homg(M,, _o/M,, 1,Y (1)) + dim Homg(M,_1,Y (i))

Como M, 1 = 0(j1) y Myu_o/M,_1 = 0(j2) con ji,jo € {1,2,...,t} se tiene
que

dim HOmR(Mn_Q, Y(Z)) = djzi + dju'

Consideremos ahora la sucesién exacta corta.
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0— Man - Mn73 - Mn73/Mn72 — 0
Por el argumento anterior se tiene
dim HomR(Mn,g, Y(Z)) = djgi + dj2i + djli
Inductivamente usando que m; es el nimero de cocientes isomorfos a 6(j) en
la filtracién F se tiene que Hompg(M,Y (1)) = >, m;d;; = (mq,...,my,)D;
j=1

donde D; es la i-ésima columna de D.

Ahora bien, si j = 1 tenemos que dim Homp(M,Y (1)) = mydi; ya que
dr1 = 0 para todo k > 1. Como dyy y dim Homgr(M,Y (1)) son fijos y di; # 0

se tiene que my = dim Homg(M,Y (1))/d1; por lo que m; estd en términos
de dim Homgr(M,Y (1)) v di;.

Continuando por induccién sobre el conjunto de indices

k—1
dim Homp(M,Y (k Zma ]k—mkdkk—l—Zm] ik
Jj=1 Jj=1

Como m; esta determinado para 1 <7 <k—-1ydg # 0, se tiene que

my, = (dim Homp(M,Y (k)) — Z m;dx)/di.

'
Observacion 3.2.11. De la Definicion 3.2.3 y de la Proposicion 3.2.10 te-
nemos que [Y (i) : 0(i)] = 1 y [Y(7) : 6(j)] = 0 para j > i. Por lo tanto,
Y(@)2Y(j) sii#j.
Definicién 3.2.12. Sean (6,Y, <) un sistema estratificante de tallat y M €
F(0). Definimos la 0-longitud de M y la denotamos por lo(M) como:

t

(M) = VM, 0]

i=1

Definicién 3.2.13. Sean (6,Y, <) un sistema estratificante de tallat y M €
F(0). Definimos max(M) como el mayor indice j tal que [M : 0(j)] # 0.
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Dado (6,Y, <) un sistema estratificante de talla t y M € F(6) queremos
probar que existe una sucesion exacta corta

donde Y, € add(Y) (ver la Definicién 3.2.17) y k < max(M). Para ello
necesitamos los siguientes lemas.

Lema 3.2.14. Sean (0,Y, <) un sistema estratificante de talla t, M, N, K €
F(0) y consideremos la siguiente sucesion exacta corta

0—K-—>M-—>N—0.

Entonces max(M) = mdzimo {max(K), max(N)}.

Demostracion:

Como N = M/K bastara demostrar que el lema se cumple para la siguiente
sucesion exacta corta:

0—K-—>M — M/K — 0
Sea F' una #-filtracion de K

F: K:K0>K1>"'KS,1>KS:O
donde K,/K,+1 = 0(j,) con j, < mazx(K) parap =0,1,2,...,s — L.

Sea G una f-filtraciéon de M /K

G: M/K = My/K > M,/K > > M,_1/K > M,/K =0
donde MQ/K/MQH/K ~ 0(j,) con j, < max(M/K)para ¢=0,1,2,...,n—1
Consideremos la siguiente @-filtracion de M dada por:

H: M=My>M >--->M,1>M,=K>
K> -->K,_1>K,=0.
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se tiene que M,/M 1 = 60(j,) para ¢ =0,1,2,...,n—1y K,/K,;1 = 0(j,)
parap =1,2,...,s — 1. Por lo tanto,

max(M) = méaximo {maz(K), max(M/K)}.

Lema 3.2.15. Sea (0,Y, <) un sistema estratificante de talla t y M € F(6).
Si max(M) =i entonces Extp(0(i + s), M) = 0 para s = 0.

Demostracién:
Sea F' una @-filtracion de M

F: M=My>M >My>--->M, 1>M,=0
Consideremos la sucesién

00— Mnfl - Mn72 - Mn72/Mn71 —0

donde M,_; = 0(j1) v M,_o/M,_1 = 0(jo) donde ji,j» < i. Aplicando el
funtor Hompg(8(i + s), -) a la sucesién exacta corta anterior obtenemos:

0 — Hompg(0(i + s), M,_1) — Hompg(0(i + s), M,—2) —
Hompr(0(i + 8), My_o/M,,_1) — Exth(0(i + s), M,_1) —>
Exth(0(i + 8), My, o) —> Exth(0(i + s), My, o/M,, 1) —

Como Extp(0(i + s), M,_1) = Extpi(0(i + s),0(j1)) = 0 yaque j; < iy
dado que Fxth(0(i + 8), My_o/M,_1) = Extpi(0(i + s),0(j2)) = 0 ya que
Jo2 < i se tiene que Exth(0(i + s), M,,_3) = 0. Inductivamente llegamos a que
Exth(0(i +s), M) = 0.

1

Proposicién 3.2.16. Sean (0,Y,<) un sistema estratificante de talla t y
M € F(0). Entonces existe una sucesion exacta corta

0—0()* — M — N—0

donde i = max(M) y N € F({0(j) : j <1i}).
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Demostracion:
Induccién sobre lp(M). Si ly(M) = 1 se tiene que M = 6(i) para algin
i€ {l,2,...,t} y por lo tanto la sucesién buscada es:
0—0(i) — M —0
Supongamos que el lema es cierto para médulos N’ € F(f) y tales que
lo(N') < n. Sea M e F(0) tal que ly(M) = n. Esto es, existe F' una 6-
filtracion de M
F: M=My>M >--->M,_1>M,=0
donde M,/M, .1 = 0(js) para s =0,1,2,...,n—1. Por hipétesis de induccién
existe una sucesion exacta corta
0—0(j)"™ — My — M' — 0
donde j = max(My;) y M/0(5)* = M' € F{0(l) : | < j}. Se tienen los

siguientes casos:

(1) M/M, = 6(j;) donde j; < j. Como j; < j se tiene que max(M) = j.
Consideremos las siguientes sucesiones exactas cortas:

0—0(j)"™ — M — M/0(j)" — 0 (3.2)

0 — My/0(5)"n — M/O(G)*™" — M/My — 0 (3.3)

Como max(M,;/0(3)* ) < jy mazx(M/M;) < j, por el Lema 3.2.14 se
tiene que M /0(5)* € F{O(l) : | < j}. Por lo tanto la sucesién exacta
(3.2) es la sucesién buscada.

(2) M/M; = 6(j1) donde j; = j. Como j; = j se tiene que max(M) = j =
max(My).

Usando el Lema 3.2.15 se tiene que la siguiente sucesion exacta se
escinde

0— M —M— M/M; —0
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de donde M = My @ 0() y M/0()™0 ™ = (My @ 0()/0(7)0 " =
M,/0(j)n e F{O(1) : I < j}. Es decir,

0 — () +t — M — M/A(j)™n " — 0
es la sucesién exacta buscada.

M/M; = 0(j,) donde j; > j. Como j; > j se tiene que max(M) = j;.

Como max(M,;) = j usando el Lema 3.2.15 se tiene que la siguiente
sucesion exacta corta se escinde.

O—>M1—>M—>M/M1—>0

Es decir, M = My ®0(j1) y M/0(j1) = (M ®6(j1))/0(j1) = M €
F{O() : 1 < j}.

De donde la sucesion exacta corta buscada es

0—0(j1) — M — M/0(j;) — 0.

Definicién 3.2.17. Sea M en R — mod. Definimos

add(M) ={X e R—mod:3neN yY € R—mod tal que X ®Y = M"}.

Lema 3.2.18. Sea (0,Y, <) un sistema estratificante de talla t, M € F(0) y
max(M) = i. Entonces existe una sucesion exacta corta

0—M-—>Y — M —0

donde M' € F(0), max(M') <i yY' e add(Y).

Demostracion:

Hacemos la demostracién por induccién sobre el max(M). Supongamos que
max(M) =1y sea F una 0-filtracién de M

F: M=My>M >--->M, 1>M,=0
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donde M;/M;,, = 0(1) parai =0,1,2,...,n—1. Por el Lema 3.2.15 se tiene
que la sucesiéon

00— Mn—l - Mn—Q - Mn—Q/Mn—l — 0

se escinde por lo que M,,_5 = 0(1) @ 0(1) se sigue inductivamente que M =
6(1)". Como 6(1) = Y (1) tenemos que

0—M-—>Y1)"—0—0

es la sucesion buscada. Supongamos que el lema se cumple para L € F(0) tal
que max(L) < i. Sea M € F(0) tal que max(M) = i. Usando el Lema 3.2.16

tenemos la sucesion exacta corta:
0—03G@)*—>M-—N-—0
donde N € F(6) y mazx(N) < i. Por hipdtesis de induccién existe una suce-
sion exacta corta:
0—NLy N0

donde Y € add(Y) y max(N) < maz(N). Consideremos el diagrama conmu-
tativo push-out

0 0
0 (i)" M N 0
o
0 Y (9)* w N 0
Z(1)* Z(1)"
0 0

Como N € F(0) y Exth(F(0),Y) = 0 el segundo renglén se escinde. De
donde se tiene que W = Y (i)* @ N. Tomando las inclusiones f y g se tiene
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una inclusion h = fg : M — Y(i)*@® Y donde Y(i)* @Y € add(Y).

Consideremos la siguiente sucesién exacta corta

0—W/M— YH)*'®Y)M —YH)*'®Y /W —0

Como W/M = Z(i)* y (Y(1)*@®Y /W) = N por el Lema 3.2.14 se tiene que
max((Y(#)*@®Y)/M) < i. Por lo que la sucesién
0—M—>YH'®Y — (YH) DY)/ M —0
cumple con las condiciones del lema.
Terminamos esta seccién con el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.19. Sean (0,Y,<) un sistema estratificante de talla t y
M € F(0). Entonces existe una sucesion exacta

donde Y, € add(Y') y k < max(M).

Demostracion:

Por el Lema 3.2.18 se tienen las siguientes sucesiones exactas cortas:

0— M-y, Lo — 0
0— M -5y, 5 7 — 0

donde Yp,Y) € add(Y), M',M" € F(0) y maz(M") < maxM' < maz(M).
Veamos que la siguiente sucesion es exacta

0— M-y, 2Ly, pmr — o

Como Im f = M’ se tiene que Imgf = Img = Kerh'. Sea x € Ker gf como
g es un monomorfismo se sigue que f(x) = 0 de donde = € Ker f = Imh.
Ademas se tiene que Imh = Ker f < Kergf por lo que Imh = Kergf.
Como h' es un epimorfismo y h es un monomorfismo se tiene que la sucesién
anterior es exacta. Se sigue inductivamente que existe una sucesion exacta
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donde Y, € add(Y) y k < max(M).

3.3. Algebras Estandarmente Estratificadas

En esta seccion A denotard una k-algebra de dimensién finita sobre un campo
algebraicamente cerrado. Por comodidad nos referiremos a A sélo como una
k-algebra. Por el Teorema 2.5.12 sabemos que A tiene una descomposicion:

A=P1)®P2)®---® P(n) (3.4)
donde cada P(i) es un A-médulo derecho proyectivo inescindible. Ademads
esta descomposicion es tnica (salvo isomorfismo). Por ello, diremos que (3.4)
es la descomposicion de A en suma directa de A-mddulos proyectivos ines-
cindibles. O bien la descomposicion de A. Asi mismo, a lo largo de toda la
seccién fijamos la notaciéon P(1), P(2), ..., P(n) para los A-médulos derechos
proyectivos inescindibles.

Definicién 3.3.1. Una k-dlgebra A (de dimension finita) es bdsica si los
proyectivos inescindibles que aparecen en su descomposicion “no se repiten”.
FEs decir, que P(i) = P(j) sdlo sii = j.

A partir de aqui s6lo consideramos k-algebras basicas (de dimensién finita so-
bre un campo algebraicamente cerrado). Pero por conveniencia sélo diremos
que A es una k-dgebra. De manera analoga a la seccion anterior trabajaremos
solo con A-moddulos finitamente generados.

Consideremos la descomposicion de A en proyectivos inescindibles
A=P1H®P2)® ---®P(n)
Se tiene que:
(1) P(i) = e;A para todo i = 1,2, ...,n. Es decir,
A= ADeAD --De,A

donde {ey,e,...,€,} es un sistema completo de idempotentes ortogo-
nales primitivos.
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(2) Los A-médulos derechos S(i) = e;A/Rad (e;A) para ¢ = 1,2,...,n
son una lista completa de todos los A-mddulos derechos simples (salvo
isomorfismo).

(3) Fijamos el orden total natural < en el conjunto 2, = {1,2,...,n}.

(4) Sabemos que e;A = P(i) es la cubierta proyectiva del simple S(i) para
i=1,2,...n.

(5) Se tiene que Rad (P(i)) es un submoédulo maximal de P(7), de donde
se sigue que Rad (P(7)) es el tnico submoédulo maximal de P(i).

Algunos conceptos que seran de utilidad son los siguientes:

Definicién 3.3.2. Sea A una k-dlgebra y sea A = P(1)® P(2)®---® P(n)
su descomposicion en suma directa de proyectivos inescindibles.

(1) Denotamos por U(i) a la suma de todas las imdgenes de R-homomor-
fismos f: P(j) — P(i) con j > i. Es decir,

Ui) = Z Im f, con j > i.

f:P(§)—P(i)

(2) Para i = 1,2,...,n denotamos por A(i) = P(i)/U(i). Para cada i
decimos que A(i) es el i-ésimo A-mddulo derecho estandar.

(8) Denotamos por A = {A(i)}7,. A este conjunto se le conoce como el
conjunto de los A-mdédulos derechos estandar.

(4) Denotamos por F(A) a la subcategoria de mod — A que consta del A-
maodulo derecho cero y de todos los 0 # M que tienen una A-filtracion.
A la categoria F(A) se le conoce como la categoria de los A-mddulos
derechos buenos.

Observacion 3.3.3. Se tiene que A(n) = P(n).

Definicién 3.3.4. Sea A una k-dlgebra. Decimos que A es un dlgebra estan-
darmente estratificada a la derecha si A e F(A).
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El objetivo de esta seccién es demostrar que dado un sistema estratificante

t
(0,Y,<) de talla ¢, la k-dlgebra A = Endg(E Y(j)) es una k-algebra estan-
=1

J
darmente estratificada a la derecha.

En los siguientes lemas, establecemos algunas de las propiedades que satisface
la categoria F(A).

Lema 3.3.5. Sea A = {A(i)}_, el conjunto de A-mddulos derechos estindar.
Si X € mod — A, entonces Exth(F(A), X) =0 si, y sdlo si, Exth(A(i), X)
=0parai=1,2,...,n.

Demostracion:

Supongamos que Exth(A(i),X) = 0 parai = 1,2,...,n. Sea M € F(A) y
F una A-filtracion de M

F: M=My>M >--->M,;>M,=0

donde M;/M;,1 = A(j;) para i = 0,1,...,n — 1. Consideremos la sucesién
exacta corta:

0— Mnfl - Man - Mn72/Mnfl —0

Aplicando el funtor Hompg( -, X) se tiene

0 — Homp(M,—o/M,_1,X) — Hompr(M,_5, X) —
HomR(Mn_l,X) o Ext}%(Mn_g/Mn_l,X) o

E.Tt}%(Mn,Q, X) —_— E.’L’t}%(Mn,h X) —

Como Exth(M,_o/M,_1,X) =0y Exth(M,_1, X) = 0se tiene que Exth(M, 5, X) =
0. Se sigue inductivamente que

Exty(M,X) = 0.
Por otra parte, si Exth(F(A), X) = 0 entonces en particular se tiene que
Exti(A®1), X) =0

parai=1,2,... n.
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Corolario 3.3.6. Sea A un dlgebra de dimension finita, A = {A(i)}, el
conjunto de A-mddulos derechos estindar. Si A(i) = P(i) para toda i =
1,2,...,n entonces Z(A) = mod — A.

Demostracioén:

Sea M € mod — A. Como P(i) es proyectivo se tiene Fxth(P(i), X) = 0 para
i =1,2,...,n, lo cual implica Exth(A(i), M) = 0 parai = 1,2,...,n. Por
el Lema 3.3.5 se tiene que Exth(F(A), M) = 0. Por lo tanto, M € Z(A).

1
Se puede ver que para el conjunto A = {A;}"_; podemos encontrar médulos
inescindibles Y = {Y;}7, tales que (A, Y, <) es un sistema estratificante (Ver
el Lema 1.8.2 de [2]) Con esto, se tiene la siguiente proposicién.

Corolario 3.3.7. Sean A una k-algebra de dimension finita y A = {A(7)}7,
el conjunto de A-mddulos derechos estindar. Si A(i) = P(i) para toda i =
1,2,...,n entonces A(i) =Y (i) para toda i =1,2,...,n.

Demostracién:
Se sigue de la Caracterizacién 1.6 en [3] y del Corolario 3.3.6.

Observacion 3.3.8. Con la notacion dada en la Definicion 3.3.2 tenemos
que U (1) es un submddulo propio de P(i)

Para enunciar la siguiente proposicién consideremos para cadai € {1,2,...,n}
el conjunto Q" = {P(i)/L : L < P(i) y P(i)/L sblo tiene factores de com-
posicién S(j) con j < i}. Notemos que S(i) = P(i)/Rad P(i) € Q". En Q'
definimos el orden parcial < dado por P(i)/L < P(i)/T si L = T. Con el
orden definido en Q° tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.3.9. Para cada i € {1,2,...,n} tenemos que A(i) es el co-
ciente mazimal de P(i) que tiene sdlo factores de composicion S(k) con k < i.

Demostracién:
Sea F' una serie de composicién de A(i) = P(i)/U(i).
F: P@)/U(i) > MyJU@G) > -+ > M,/U(i) > 0

donde {M;};_; son A-submédulos de P(i) y supongamos, para llegar a una
contradicién, que existe j tal que
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MV g oy = S(k)

conk>iyje{l,2,...,s—1}. Consideremos el siguiente diagrama conmu-
tativo:

P(k)

Rad P(k)

M) e S(k) ———0
o MU0 (k)

donde « estd dado por la proyectividad de P(k). Como M; < P(i) se tiene
que Ima < U(i), lo cual implica Tragpry = @7, w@Tu@e = 0. Esto
contradice que S(k) es un A-médulo simple. La maximalidad de A(i) se deja
como ejercicio al lector.

1
Terminamos esta secciéon demostrando que dado un sistema estratificante

¢

(0,Y,<) de talla t, se tiene que la k-dlgebra A = Endgr(@ Y (j)) es estan-
j=1

darmente estratificada a la derecha (ver el Teorema 3.3.12). Cabe aclarar

que para A = EndR(@ Y (j)) estamos considerando A-mdédulos derechos.

En particular, dado un R homomorfismo f: M — Ny g: N — L la
composicion fg : M — L la estamos haciendo a la derecha. Adoptamos
esta convencién para ser coherentes con la notacién en [2].

Lema 3.3.10. Sean (0,Y,<) un sistema estratificante de talla t y Y
Y1) @ ---®Y(t). Si Homg(Y(i),Y) = Homgr(Y(j),Y) entonces Y (i)
Y (j), donde A = Endg(Y).

e 1l

Demostracién:

Sih:Homg(Y(i),Y)— Homg(Y(j),Y) es un A-isomorfismo se tiene que
existe h' : Homp(Y (4),Y) — Hompg(Y (i),Y) tal que hh' = Igomuvi)y) Y
P'h = Thomp(v(),y)- Se sabe que (ver [6] 1.1.3)
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Hom(Homg(Y (:),Y), Homg(Y (j),Y)) = Homg(Y (5), Y (7)).

por lo que existen g : Y (j) — Y (i) y ¢’ : Y(j) — Y (i) R-homomorfismos
tales que F(g) = hy F(¢')) = b/ donde F' = Hompg(-,Y). Como hh/ =
Tompv)y) = F(9)F(g') = F(g'g) entonces

F(g'g) : Homg(Y (i),Y) — Hompg(Y (j),Y)
F(gd9)(f)r—daf=Ff

para todo f € Homg(Y(i),Y), en particular para i; : Y (i) — Y la i-ésima
inclusién natural se tiene ¢'gi; = i; = Iy iyt;. Como #; es un monomorfismo
se tiene que ¢g'g = Iy(;). Analogamente gg' = Iy ;) por lo que Y (i) = Y (j).

Lema 3.3.11. Sean (0,Y, <) un sistema estratificante de talla t, M € F(0)

y F(M) = Homg(M,Y). Entonces F(M) tiene una F(0)-filtracion de A-
mddulos donde A = Endgr(Y'). Ademds, simax(M) = i se tiene que max(F(M)) =
..

Demostracion:

Se demostrara por induccién sobre el max(M). Si max(M) = 1 tenemos que
M = 6(1)*. Consideremos la siguiente cadena de A-mdédulos derechos
F(M) > F@(1)* ) >-..> F((1)) >0

donde cada cociente es isomorfo a F(6(1)), lo cual demuestra el caso para
max(M) = 1. Supongamos que el lema se cumple para N € F(f) tal que
max(N) < i. Sea M € F(0) tal que maz(M) = i. Sabemos que existe una
sucesion exacta corta de la forma

0—0@)*—>M-—>M —0

donde M’ € F{0(j) : j < i}. Aplicando F' = Hompg(-,Y) a la sucesién
anterior se tiene

O—>F(MI)—>F(M)—>F(9(i)a) — 0
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Como F(M') (por hipétesis de induccion) y F'(6(7)*) tienen una F'(6)-filtracién
se sigue que F'(M) también.

|
Un concepto importante que se necesitara en el Teorema 3.3.12 es el siguiente.

Teorema 3.3.12. Sea (0,Y,<) un sistema estratificante de talla t. En-
tonces A = Endgr(Y') es estandarmente estratificada derecha, con A(i) =
Hompg(0(i),Y) con respecto a (£, <) donde < es el orden natural opues-
to.

Demostracién:

Denotamos por P(i) = Homg(Y (i),Y) a los A-médulos proyectivos ines-
cindibles. Por el Lema 3.3.10 se tiene que A es basica. Tenemos la sucesion
exacta corta

O—>9(Z‘)i> (1) — Z(i) — 0
donde Z(i) € F{O(j) : j < i}. Aplicando el funtor F' = Homg(_,Y) a la

sucesién exacta anterior tenemos:

0 —> Homp(Z(i),Y) = Homp(Y (i),Y)
) Homp(0(i),Y) — 0.

Por el Lema 3.3.11 se tiene que Homp(Z(i),Y) tiene una F(#)-filtracion y
por lo tanto P(i) tiene una F'(6)-filtracién. Asi que es suficiente probar que
F(6(i)) = A(i) con respecto al orden opuesto.

Esto es, vamos a probar que Hompg(0(i),Y") es el cociente maximal de P(7)
con factores de composicién S(j) con j = i.

Como Hom(P(j), F(0(i))) = Homg(0(i),
3.2.8 se tiene que Hom(P(j), F(0(i))) =
Proposicién 2.5 en [8] se tiene que [F(6(7)
mos las sucesion exacta:

Y (5)) (ver [6] 1.1.3) por el Lema
0 para j < 7. Por lo tanto, por la
),5(j)] = 0 para j < i. Considere-

0— U(i) — P(i) — A(i)) — 0
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donde U(i) = > Im f donde j < i.

f:P(§)—P(i)
Sea j < iy g : P(j) — P(i). Mostraremos que Img < F(Z(i)). Co-
mo Hom(P (]),P(z ) = Hom (Y(z) Y (j)) (ver [6] 1.1.3), entonces existe
h:Y (i) — Y(j) tal que F'(h) =

Por el Lema 3.2.8 se tiene que Homg(0(i),Y (j)) = 0. Por lo tanto, a;h = 0
y 0 = F(a;h) = F(h)F(«;) = gF (o) y se sigue que Img S F(Z(i)) ya
que F(Z(i1)) = Iml = KerF(«;). Por lo tanto, U(i) < F(Z(i)) de donde
F(0(i)) < A(3).

Veamos que Im [ < U(i). Sea F una F'(0)-filtracién de F(Z(i))

F: F(Z(i)=My> M, >...> M, =0
donde M,/Ms, = F(0(js)) para s € {0,1,...,m — 1}. Consideremos el

siguiente diagrama:

0 —— P(jm-1) P P(jp-2) —=0

T, .~
WF(Z(jm—l))l ﬁzj /2/ l”F(z(jm_z))
-
. ~

0—— Mmfl L> Mm72 - Mm72/Mmfl —0

donde Mm_1 = F(e(]m_l)), Mm_Q/Mm_l = F(Q(]m_g)) y P2 = P(]m—l) )
P(jm—2). Es facil ver que B := (Trz@,_1)i1,m,) + Po —> Mo es un
epimorfismo. Ademas j,,_1 <1y jm_2 < i. De manera analoga obtenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

0 Py Ps P(jm-—3) —0

Ty 7
B2 B3 P TF(Z(im—3))
. e

00— My, 5 —2> My 5 —— My /My 5 —0

Py = Py® P(jm-3). Donde B3 = (faia, m,) : P —> M,,—3 es un epimorfismo
y jme < Z
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m
Continuando con este procedimiento se tiene P, = @ P(jm—k) CON jpp < @
k=1

para toda k € {1,...,m} y un epimorfismo 3,, : P,, — F(Z(i)). Tenemos
el morfismo G,,l : P, — P(i) donde Im ,,l = Iml, lo cual implica que
F(Z(i)) = Iml < U(i). Podemos concluir que F(Z(i)) = U(i). Por lo tanto
A(i) = Hompg(0(i),Y).

Ejemplo 3.3.13. Consideremos el siguiente carcaj

P A S A

y el ideal admisible I = {B7). Sea R = kQ/I se tiene que los R-mddulos
proyectivos inescindibles son:

PA1): 1 P@: 2 P@B): 3 P4: 4
g g A
1 1 2

Como k-espacios vectoriales:

P(1) =key P(2) =kes@kB P(3)=kes@ka P(4) =ket ®ky

Dado que el R-submddulo propio de P(2), k = S(1) tenemos que no existen
R-homomorfismos f : P(j) —> P(2) con j > 2 y por tanto P(2) = A(2).
Por el Corolario 3.3.7 se tiene que A(i) =Y (i) para i = {1,2,3,4}.

De donde el k-dlgebra EndR((—D;%:l Y (j)) esta dada por el siguiente carcaj:

c b

AN

1 2 3<—4

a

e I ={cay (donde la multiplicacion estd dada a la derecha) se tiene que

3/4X2

P(4):
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Son los A-mddulos proyectivos derechos. Por el argumento anterior se tiene
que A(1) = Y(1),A(2) = Y(2), AB3) = Y(3),A(4) = Y(4). Por lo tanto
A es una k-dlgebra estandarmente estratificada a la derecha con el orden
opuesto.
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