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DIRECTORA DE TESIS:

DRA. EDITH CORINA SÁENZ VALADEZ
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Introducción

En el presente trabajo damos una introducción a los Sistemas Estratificantes
pθ, Y ,¤q de talla t. Dicho concepto fue introducido, en [2], en el 2003.

Los sistemas estratificantes son una generalización de losR-módulos estándar,
donde R es una k-álgebra de dimensión finita estandarmente estratificada so-
bre un campo k algebraicamente cerrado.

El objetivo del presente trabajo es demostrar que dado un sistema estratifi-
cante pθ, Y ,¤q de talla t, donde Y � tY pjqtj�1u es un conjunto de R-módu-
los inescindibles satisfaciendo ciertas propiedades, se tiene que la k-álgebra

A � EndRp
tÀ

j�1

Y pjqq es una k-álgebra estandarmente estratificada a la de-

recha. (Ver el Teorema 3.3.12). Dicho resultado se encuentra enunciado en [2].

El trabajo consta de tres caṕıtulos. En el primer caṕıtulo hemos incluido un
resumen de la “Teoŕıa de Módulos” elemental. No hemos incluido las demos-
traciones de los resultados, ya que pueden ser consultadas en el libro [4]. En
el segundo caṕıtulo hemos hecho un resumen de los teoremas centrales de la
Teoŕıa de Módulos que son indispensables para el desarrollo del caṕıtulo 3.
Con el propósito de hacer este resumen compacto omitimos la mayoŕıa de las
demostraciones, las cuales pueden consultarse en [4] y [5].

En el caṕıtulo 3 enunciamos y demostramos las principales propiedades del
concepto de Sistema Estratificante de talla t y el Teorema 3.3.12.

vii
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Caṕıtulo 1

Módulos

En este caṕıtulo hacemos un resumen de la teoŕıa básica de R-módulos, don-
de R es un anillo asociativo con uno, denotado por 1R P R.

Los resultados expuestos en este caṕıtulo se estudian en el curso denomi-
nado Algebra Moderna III que se imparte en la Facultad de Ciencias de la
UNAM. Por ello, sólo hemos expuesto los resultados y los hemos ilustrado
con ejemplos. El lector interesado puede consultar las demostraciones corres-
pondientes en el libro [4].

1.1. Módulos

La teoŕıa de R-módulos generaliza la noción de espacio vectorial. En esta
sección se incorporarán varias definiciones como la de R-submódulo y la de
R-módulo cociente. Un R-módulo importante es el R-módulo generado por
un conjunto X, del cual se desprende tratar con R-módulos finitamente ge-
nerados y conjuntos generadores. Para concluir esta sección se trabajará con
un tipo especial de R-módulos, llamados R-módulos simples, para los cuales
daremos una caracterización que involucra al R-módulo cociente.

Definición 1.1.1. Sea R un anillo. Un R-módulo izquierdo es un grupo
abeliano M que tiene una multiplicación escalar σ : R�M ÝÑM denotada
por σpr,mq � rm tal que:

1) rpm�m1q � rm� rm1, @ r P R, @m,m1 PM .

1



2 CAPÍTULO 1. MÓDULOS

2) pr � r1qm � rm� r1m, @ r, r1 P R, @m PM .

3) prr1qm � rpr1mq, @ r, r1 P R, @m PM .

4) 1Rm � m, @m PM .

Notación: RM denota que M es un R-módulo izquierdo.

Ejemplos 1.1.2.

(1) Si V es un R espacio vectorial, V es un R-módulo izquierdo.

(2) Los grupos abelianos son Z-módulos izquierdos.

(3) Si R es un anillo, entonces R es un R-módulo izquierdo con la multi-
plicación escalar R�R ÝÑ R definida por la propia multiplicación del
anillo. Se le conoce como el R-módulo regular.

Ahora bien, sea pM,�q un grupo abeliano. Recordemos que el conjunto:

EndpMq � tf : M ÝÑM | es un homomorfismo de gruposu

es un anillo con las operaciones:

� : EndpMq � EndpMq ÝÑ EndpMq

pf, gq ÞÝÑ f � g

donde pf � gqpmq � fpmq � gpmq, @m PM y

� : EndpMq � EndpMq ÝÑ EndpMq

pg, fq ÞÝÑ g � f

donde pg � fqpmq � gpfpmqq, @m PM .

Las siguientes dos proposiciones nos proporcionan una caracterización de la
definición de R-módulo izquierdo en términos de homomorfismos de anillos.
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Proposición 1.1.3. Sean R un anillo, M un grupo abeliano y

ϕ : R ÝÑ EndpMq

r ÞÝÑ ϕr
un homomorfismo de anillos. Definimos σ : R�M ÝÑM dada por σpr,mq �
ϕrpmq. Entonces σ es una multiplicación escalar que hace de M un R-módulo
izquierdo.

Proposición 1.1.4. Sean M un R-módulo izquierdo y

σ : R �M ÝÑM

pr,mq ÞÝÑ rm
su multiplicación escalar. Entonces la función:

ϕ : R ÝÑ EndpMq

r ÞÝÑ ϕr
donde ϕr : M ÝÑ M está dada por ϕrpmq � rm, es un homomorfismo de
anillos.

A continuación se introducirá el concepto de R-submódulo izquierdo de un
R-módulo M .

Definición 1.1.5. Sea M un R-módulo izquierdo. Decimos que N es un
R-submódulo izquierdo de M si se satisface:

(1) N es un subgrupo de pM,�q.

(2) rn P N para todo r P R y para todo n P N .

Notación: N ¤M denota que N es un R-submódulo izquierdo de M .

Lema 1.1.6. Sea M un R-módulo izquierdo. Si N es un R-submódulo iz-
quierdo de M entonces N es un R-módulo izquierdo.

Ejemplos 1.1.7.

(1) Consideremos a Z como Z-módulo izquierdo, 2Z � tn P Z : n �
2k, k P Zu es un Z-submódulo de 2Z.
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(2) Si V es un F -espacio vectorial donde F es un campo y W es un subes-
pacio vectorial de V , entonces W es un F -submódulo de V .

(3) Si M es un R-módulo izquierdo, M y t0Mu son R-submódulos de M .
Al R-submódulo t0Mu se le conoce como el R-módulo cero y se denota
por 0.

El conjunto de A-combinaciones lineales de un conjunto X es indispensable
para poder caracterizar al R-módulo izquierdo generado por un conjunto X.
Para eso, tenemos lo siguiente.

Si X �M y A � R entonces cualquier elemento de M de la forma

ņ

i�1

aixi � a1x1 � a2x2 � � � � � anxn

con x1, x2, . . . , xn P X y a1, a2, . . . , an P A es una combinación lineal de X con
coeficientes en A o simplemente una A-combinación lineal de X. Denotamos
al conjunto de todas las A-combinaciones lineales de X por AX y tenemos
el siguiente resultado.

Proposición 1.1.8. Sean M un R-módulo izquierdo y N un subconjunto no
vaćıo de M . Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) N es un submódulo izquierdo de M .

(2) RN � N .

(3) Para todo a, b P R y todo x, y P N

ax� by P N.

Por comodidad, diremos que N es un submódulo de M , en el caso de que N
sea un R-submódulo izquierdo de M . Análogamente, algunas veces diremos
sólo R-módulo o módulo para referirnos a un R-módulo izquierdo.

Proposición 1.1.9. Si M es un R-módulo y X es un subconjunto no vaćıo
de M , entonces RX es un submódulo de M .
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Si M es un R-módulo izquierdo y X � H, convenimos que RH � 0.

La siguiente proposición nos proporciona otra descripción del submóduloRX.

Proposición 1.1.10. Sean M un R-módulo y X � M . Sea A � tN ¤ M :
X � Nu. Entonces

�
NPA

N es un submódulo de M que contiene a X. Más

aún,
�
NPA

N � RX.

Definición 1.1.11. Sean M un R-módulo izquierdo y X � M , A � tN ¤
M : X � Nu, el R-módulo izquierdo

�
NPA

N se le llama el R-submódulo

generado por X. Se denota por RX o bien xXy.

Ejemplo 1.1.12. Consideremos a Z como Z-módulo izquierdo, X � t2u.
Entonces xXy � 2Z.

Definición 1.1.13. Sea M un R-módulo izquierdo;

(1) Si X es un subconjunto de M tal que RX � M se dice que X genera
a M o bien que X es un conjunto generador de M .

(2) Si M tiene un conjunto generador finito se dice que es un R-módulo
finitamente generado.

(3) Si M tiene un conjunto generador que consta de un solo elemento se
dice que M es ćıclico.

Ejemplos 1.1.14.

(1) Sea F rxs el conjunto de polinomios con coeficientes en F , donde F es
un campo. El conjunto X � t1, x, x2, . . .u es un conjunto generador del
F -módulo F rxs.

(2) Si V es un F -espacio vectorial de dimensión finita y β es una base de
V , β es un conjunto generador finito de V .

(3) Sea R un anillo asociativo con 1R. Entonces R es ćıclico, ya que R �
R1R �  1R ¡.

Otro concepto importante a tratar es la suma finita de R-submódulos iz-
quierdos de un R-módulo M .
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Definición 1.1.15. Sean M1,M2, . . . ,Mn subconjuntos no vaćıos de M y M
un R-módulo izquierdo. Definimos la suma de M1,M2, . . . ,Mn y la denota-
remos por M1 �M2 � � � � �Mn como:

M1 �M2 � � � � �Mn � tx1 � x2 � � � � � xn : xi PMi, i P t1, 2, . . . , nuu.

Ejemplo 1.1.16. Consideremos a Z como Z-módulo izquierdo. Si M1 � 2Z
y M2 � 3Z

M1 �M2 � tx1 � x2 : x1 P 2Z, x2 P 3Zu � Z

ya que p2, 3q � 1.

Lema 1.1.17. Si M es un R-módulo izquierdo y M1,M2, . . . ,Mn son submódu-
los de M , entonces M1 �M2 � � � � �Mn es un submódulo de M . De hecho,

M1 �M2 � � � � �Mn � RpM1 YM2 Y . . .YMnq.

En base al resultado anterior, podemos dar la definición de suma de una
familia, no necesariamente finita, de R-submódulos de M .

Definición 1.1.18. Sea tMαuαPA una familia de submódulos izquierdos de
un R-módulo izquierdo M . Definimos la suma de dicha familia, o bien el
R-módulo generado por tMαuαPA, denotado por

°
αPA

Mα como

¸
αPA

Mα � Rp
¤
αPA

Mαq.

Recordemos que

R

�¤
αPA

Mα

�
�

#
rα1xα1 � rα2xα2 � � � � � rαnxαn : xαj P

¤
αPA

Mα y rαj P R

+
.

Ejemplo 1.1.19. Consideremos a Z como Z-módulo izquierdo y tMα �
αZuαPZ�zt1u. Observemos que M2 � 2Z y M3 � 3Z pertenecen al conjunto
y se tiene que

Z � 2Z� 3Z �
¸

αPZ�zt1u

Mα � Z.

Por lo que
°

αPZ�zt1u
Mα � Z.
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El inciso (2) del siguiente lema es conocido como la ley modular.

Lema 1.1.20. Sean M un R-módulo izquierdo y H, K, L submódulos de
M . Entonces

(1) H X pK � Lq ¥ H XK �H X L.

(2) Si K ¤ H entonces H X pK � Lq � K � pH X Lq.

A continuación abordaremos un tipo especial de R-módulos izquierdos lla-
mados R-módulos simples.

Definición 1.1.21. Un R-módulo izquierdo M es simple si M � 0 y no
tiene submódulos izquierdos distintos de M y 0.

Ejemplos 1.1.22.

(1) Si V es un F -espacio vectorial de dimensión finita y x P V zt0V u, en-
tonces xxy � F txu es un F -módulo simple.

(2) Zp con p primo es un Z-módulo simple.

Una consecuencia inmediata de la definición de R-módulo simple es el si-
guiente lema.

Lema 1.1.23. Si un R-módulo izquierdo M es simple, entonces M � Rtxu
para cualquier x PMzt0u. En particular, un R-módulo simple es ćıclico.

Notemos que si M es un R-módulo ćıclico, éste no necesariamente es un
R-módulo simple, ya que si consideramos a Z como Z-módulo izquierdo sa-
bemos que Z � x1Zy y que 2Z es un submódulo de Z.

Un concepto también importante es el siguiente.

Definición 1.1.24. Sean M un R-módulo izquierdo y N un submódulo pro-
pio (N � M). Decimos que N es un R-submódulo maximal de M si para
todo L ¤M tal que N ¤ L implica L � N o L �M .

Dualmente tenemos.

Definición 1.1.25. Sean M un R-módulo izquierdo y N � 0 un submódulo
de M . Decimos que N es un R-submódulo minimal si dado L ¤ M tal que
L ¤ N implica L � 0 o L � N .
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Ejemplos 1.1.26.

(1) Consideremos a Z como Z-módulo izquierdo, N es un Z-submódulo
maximal de Z si N � pZ con p primo, y Z no tiene Z-submódulos
minimales.

(2) Si S es un R-módulo simple, 0 es un submódulo maximal y S es un
submódulo minimal de S.

El siguiente resultado establece que los R-módulos finitamente generados
tienen submódulos maximales.

Teorema 1.1.27. Sea M � 0 un R-módulo con un conjunto generador finito
X. Entonces, cada submódulo propio de M está contenido en un R-submódulo
maximal de M . En particular, M tiene un R-submódulo maximal.

El siguiente ejemplo muestra que dado un submódulo K de un R-módulo M ,
se tiene que el submódulo maximal L que contiene a K puede no ser único.

Ejemplo 1.1.28. Consideremos a Z como Z-módulo izquierdo. Sean K �
15Z y P � tN ¤ Z |K � Nu � t 15Z, 3Z, 5Z, Zu. Tenemos que 15Z � 3Z
y 15Z � 5Z con 3Z y 5Z maximales.

A continuación describiremos el módulo cociente M{K.

Proposición 1.1.29. Si M es un R-módulo izquierdo y K ¤M , entonces

M{K � tx�K : x PMu

es un R-módulo izquierdo con las operaciones

px�Kq � py �Kq � px� yq �K y apx�Kq � paxq �K

para todas x, y P M y toda a P R. M{K es llamado el R-módulo cociente
izquierdo de M módulo K.

La siguiente proposición describe a los módulos cocientes simples a través de
R-submódulos maximales.

Corolario 1.1.30. El R-módulo cociente M{K es simple si, y sólo si, K es
un submódulo maximal de M .

Observación 1.1.31. Sea R un anillo no trivial. Dado que R es diferente
de cero y está generado por el 1R, tenemos que R tiene un ideal maximal I.
(ver Teorema 1.1.27). Por lo tanto, R{I es simple. Es decir, los R-módulos
simples existen.
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1.2. Homomorfismos de Módulos

En esta sección estudiaremos las funciones entre R-módulos que respetan la
estructura de R-módulos, es decir los llamados R-homomorfismos. Abordare-
mos algunos conceptos y caracterizaremos varios tipos de R-homomorfismos.
Terminaremos esta sección con el Teorema del Factor para comprender los
Teoremas de Isomorfismo, que son parte esencial de este caṕıtulo.

Definición 1.2.1. Sean M y N R-módulos izquierdos. Una función
f : M ÝÑ N es un R-homomorfismo si:

(1) fpx� yq � fpxq � fpyq, @x, y PM .

(2) fpaxq � afpxq, @ a P R y @x PM .

Por comodidad, algunas veces diremos simplemente homomorfismo en lugar
de R-homomorfismo.

Ejemplos 1.2.2.

(1) I : M ÝÑ M , donde Ipxq � x para todo x P M , es un R-homomorfis-
mo.

(2) 0 : M ÝÑ N , donde 0pxq � 0 para todo x PM es un R-homomorfismo.

(3) πK : M ÝÑ M{K, donde K es un submódulo de M y πKpxq �
x�K para todo x PM , es un R-homomorfismo. Se le conoce como la
proyección canónica de M sobre M{K.

(4) Si K es un submódulo de M , iK : K ÝÑ M el R-homomorfismo dado
por iKpxq � x para todo x P K. Se le conoce como la inclusión canónica
de K en M .

Definición 1.2.3. Sean M y N R-módulos izquierdos y f : M ÝÑ N un
R-homomorfismo. Definimos los siguientes conjuntos:

(1) Imf � tfpmq P N : m PMu es la imagen de f .

(2) Ker f � tm PM : fpmq � 0u es el núcleo de f .

(3) Coimg f � pM{Ker fq es la coimagen de f .

(4) Coker f � pN{Imfq es el conúcleo de f .
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Observación 1.2.4. Observemos que el conjunto Imf es un submódulo de
N y Ker f es un submódulo de M .

Ejemplos 1.2.5.

(1) Sean M2 � tp0, bq : b P Ru, π2 : R2 ÝÑ M2 donde π2pa, bq � p0, bq, se
tiene que Imπ2 �M2, Ker π2 � tpa, 0q : a P Ru.

(2) Sean M1 ¤M , iM1 : M1 ÝÑM donde iM1pmq � m para todo m PM1,
se tiene que Coimg iM1 � pM1{Ker iM1q � pM1{ 0q, y Coker iM1 �
pM{Im iM1q � pM{M1q.

La siguiente proposición establece una relación entre conjuntos generadores
y la imagen de ellos a través de R-homomorfismos.

Proposición 1.2.6. Sean M , N R-módulos izquierdos, X un conjunto ge-
nerador de M , f : M ÝÑ N un R-homomorfismo. Entonces:

(1) Imf está generado por fpXq � tfpxq : x P Xu.

(2) Sea g : M ÝÑ N un R-homomorfismo. Entonces g � f si, y sólo si,
gpxq � fpxq para todo x P X.

Corolario 1.2.7. Si f : M ÝÑ N es un R-homomorfismo y M es un R-
módulo finitamente generado, Imf es un R-módulo finitamente generado.

A continuación describiremos algunos tipos de R-homomorfismos.

Definición 1.2.8. Sea f : M ÝÑ N un R-homomorfismo. Se dice que:

(1) f es un monomorfismo si f es inyectiva.

(2) f es un epimorfismo si f es suprayectiva.

(3) f es un isomorfismo si f es biyectiva. En este caso, se dice que M y
N son isomorfos y se denota M � N .

Ejemplos 1.2.9.

(1) Sea K ¤M , πK : M ÝÑM{K es un epimorfismo.

(2) Si K ¤M , iK : K ÝÑM es un monomorfismo.
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La siguiente proposición nos proporciona una caracterización del concepto
de epimorfismo.

Proposición 1.2.10. Sean M y N R-módulos izquierdos y f : M ÝÑ N un
R-homomorfismo, los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) f es un epimorfismo.

(2) Imf � N .

(3) Para cada K y g, h : N ÝÑ K R-homomorfismos si gf � hf entonces
g � h.

(4) Para cada K y cada R-homomorfismo g : N ÝÑ K si gf � 0 entonces
g � 0.

La siguiente proposición nos proporciona una caracterización del concepto
de monomorfismo.

Proposición 1.2.11. Sean M , N R-módulos izquierdos y f : M ÝÑ N un
R-homomorfismo, los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) f es un monomorfismo.

(2) Ker f � 0.

(3) Para cada K y g, h : K ÝÑM R-homomorfismos si fg � fh entonces
g � h.

(4) Para cada K y cada R-homomorfismo g : K ÝÑ N si fg � 0 entonces
g � 0.

La siguiente proposición nos proporciona una caracterización del concepto
de isomorfismo.

Proposición 1.2.12. Sean M y N R-módulos izquierdos y f : M ÝÑ N
un R-homomorfismo. Entonces f es un isomorfismo si, y sólo si, existe g :
N ÝÑM un R-homomorfismo tal que gf � IM y fg � IN .

Notación: Considerando la notación usada en la Proposición 1.2.12 denota-
mos por f�1 a g y lo llamamos el inverso de f .

El siguiente resultado es crucial en la Teoŕıa de R-homomorfismos ya que de
este podemos desprender, como corolario, los Teoremas de Isomorfismo.
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Teorema 1.2.13 (Teorema del Factor). Sean M,M 1, N,N 1 R-módulos iz-
quierdos y f : M ÝÑ N un R-homomorfismo.

1) Si g : M ÝÑM 1 es un epimorfismo y cumple Ker g � Ker f entonces
existe un único homomorfismo h : M 1 ÝÑ N tal que f � hg.

M
f //

g !!

N

M 1
h

==

Más aún, Ker h � gpKer fq e Imh � Imf , de donde h es un mono-
morfismo si, y sólo si, Ker g � Ker f y h es un epimorfismo si, y sólo
si, f es un epimorfismo.

2) Si g : N 1 ÝÑ N es un monomorfismo y cumple Imf � Img entonces
existe un único homomorfismo h : M ÝÑ N 1 tal que f � gh.

M
f //

h !!

N

N 1

g

>>

Más aún, Ker f � Ker h e Imh � g�1pImfq, de donde h es un mo-
nomorfismo si, y sólo si, f es un monomorfismo y h es un epimorfismo
si, y sólo si, Img � Imf .

Corolario 1.2.14 (Teoremas de Isomorfismo). Sean M y N R-módulos iz-
quierdos.

(1) Si f : M ÝÑ N es un epimorfismo y K � Ker f entonces existe un
único isomorfismo

η : M{K ÝÑ N tal que ηpm�Kq � fpmq.

(2) Si K ¤ L ¤M entonces

M{L � M{K{L{K .
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(3) Si H ¤M y K ¤M entonces

H�K{K � H{HXK .

Demostración:

(1) Consideremos el módulo cociente M{K y πK : M ÝÑ M{K la pro-
yección canónica. Tenemos que Ker πK � K � Ker f y con πK un
epimorfismo. Aplicando el Teorema del Factor se tiene que existe un
único homomorfismo η : M{K ÝÑ N tal que f � ηπK . Por lo que
fpmq � ηπKpmq � ηpm�Kq para todo m PM . Además, como f es un
epimorfismo η lo es y como Ker πK � Ker f , η es un monomorfismo.

Omitimos las demostraciones de los incisos 2) y 3).

Terminamos esta sección con el siguiente resultado.

Teorema 1.2.15 (Teorema de la Correspondencia). Si K es un submódu-
lo de un R-módulo izquierdo M , entonces existe una biyección entre los
submódulos N de M que contienen a K y los submódulos de M{K. Más
aún, K � N � N 1 si, y sólo si, N{K � N 1{K en M{K.

1.3. Exactitud y Suma Directa Interna

En esta sección veremos la relación existente entre el concepto de exactitud
y el de suma directa.

Definición 1.3.1. Sean M 1,M,M2 R-módulos izquierdos.

(1) Un par de R-homomorfismos

M 1 f
ÝÑM

g
ÝÑM2

es exacto en M si Imf � Ker g.

(2) Una sucesión de R-homomorfismos

� � �
fn�1
ÝÑMn�1

fnÝÑMn
fn�1
ÝÑMn�1 ÝÑ � � �

es exacta, si es exacta en cada Mi, es decir, Imfi � Ker fi�1 para
cada i.
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Ejemplos 1.3.2.

(1) Sea M un R-módulo izquierdo. El par de R-homomorfismos

M
Id
ÝÑM

0
ÝÑ 0

es exacto en M .

(2) La sucesión de homomorfismos

� � � ÝÑ 0
0
ÝÑ 0

0
ÝÑM

Id
ÝÑM

0
ÝÑ 0

0
ÝÑ 0 ÝÑ � � �

es una sucesión exacta.

Lema 1.3.3. Sea f : M ÝÑ N un R-homomorfismo. Entonces:

(1) 0 ÝÑM
f
ÝÑN es exacta si, y sólo si, f es un monomorfismo.

(2) M
f
ÝÑN ÝÑ 0 es exacta si, y sólo si, f es un epimorfismo.

(3) 0 ÝÑM
f
ÝÑN ÝÑ 0 es exacta si, y sólo si, f es un isomorfismo.

Proposición 1.3.4. Sea f : M ÝÑ N un R-homomorfismo. Entonces

0 ÝÑ Ker f
i

ÝÑM
f
ÝÑN

π
ÝÑN{Imf ÝÑ 0

es una sucesión exacta.

Corolario 1.3.5. Sea f : M ÝÑ N un R-homomorfismo. Entonces

(1) f es un monomorfismo si, y sólo si,

0 ÝÑM
f
ÝÑN

π
ÝÑN{Imf ÝÑ 0

es una sucesión exacta.

b) f es un epimorfismo si, y sólo si,

0 ÝÑ Ker f
i

ÝÑM
f
ÝÑN ÝÑ 0

es una sucesión exacta.
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Definición 1.3.6. Una sucesión exacta de la forma

0 ÝÑ K
f
ÝÑM

g
ÝÑN ÝÑ 0

es una sucesión exacta corta.

Ejemplo 1.3.7.

0 ÝÑ K
i

ÝÑM
π
ÝÑM{K ÝÑ 0

es una sucesión exacta corta, donde K ¤ M e i y π son la inclusión y la
proyección canónica respectivamente.

A continuación introduciremos el concepto de suma directa.

Definición 1.3.8. Sean M1 y M2 submódulos de M .

(1) Si M �M1 �M2 se dice que M1 y M2 generan a M .

(2) Si M1 XM2 � 0 se dice que M1 y M2 son independientes.

(3) Decimos que M es la suma directa interna de M1 y M2, la cual de-
notamos por M � M1 `M2, en caso de que el R-homomorfismo i :
M1 �M2 ÝÑM dado por pm1,m2q ÞÝÑ m1 �m2 para todo m1 PM1 y
todo m2 PM2 sea un isomorfismo.

Obsérvese que en la definición anterior se está usando el hecho de que M1�M2

es un R-módulo (ver la Definición 1.5.1) .

Ejemplo 1.3.9. Sean V un R-espacio vectorial de dimensión 2, β � tv1, v2u
una base de V , M1 � xv1y y M2 � xv2y se tiene que V � xv1, v2y �M1�M2 y
M1XM2 � t0V u, ya que β es un conjunto linealmente independiente. Además,
la función i : M1�M2 ÝÑ V dada por pm1,m2q ÞÝÑ m1�m2 es suprayectiva
ya que para todo v P V existen r1, r2 P R tales que v � r1v1 � r2v2, por ser β
base de V , y si r1v1 � r2v2 � 0 con r1, r2 P R se tiene que r1 � 0 � r2, por lo
que i es inyectiva, por tanto V �M1 `M2.

El siguiente resultado caracteriza el concepto de suma directa en términos
de submódulos que generan y que son linealmente independientes.

Lema 1.3.10. M � M1 `M2 si, y sólo si, M1 y M2 generan a M y son
independientes.
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Definición 1.3.11. Sea M un R-módulo izquierdo. Decimos que M1 es un
sumando directo de M si M � M1 `M2 para algún R-módulo M2. Al R-
módulo M2 se le conoce como sumando directo complementario de M1 y se
dice que M1 y M2 son sumandos directos complementarios.

Ejemplo 1.3.12. Sean M1 � tpa, 0q : a P Ru y M2 � tp0, bq : b P Ru
se tiene que R2 � M1 ` M2 por lo que M1 y M2 son sumandos directos
complementarios.

En la sección 1.6 abordaremos el concepto de suma directa interna de mane-
ra más general. El siguiente resultado nos da una descomposición en suma
directa de un R-módulo M .

Lema 1.3.13. Sean f : M ÝÑ N , f 1 : N ÝÑ M R-homomorfismos tales
que f � f 1 � IN . Entonces f es un epimorfismo, f 1 es un monomorfismo y
M � Ker f ` Imf 1.

Debido al resultado anterior tenemos las siguientes definiciones.

Definición 1.3.14. Si f : M ÝÑ N , f 1 : N ÝÑ M son R-homomorfismos
tales que f � f 1 � IN decimos que:

(1) f es un epimorfismo que se escinde, el cual denotaremos por

M �`f ÝÑ N ÝÑ 0.

(2) f 1 es un monomorfismo que se escinde, el cual denotaremos por

0 ÝÑ N �`f 1 ÝÑM.

Ejemplo 1.3.15. Sean f : R2 ÝÑ R donde fpx, yq � x para todo px, yq P R,
y f 1 : R ÝÑ R2 donde f 1pxq � px, 0q para todo x P R. Se tiene que f �f 1 � IR
por lo que f es un epimorfismo que se escinde y f 1 es un monomorfismo
que se escinde. Observemos que R2 � tpx, 0q : x P Ru ` tp0, yq : y P Ru �
Imf 1 `Ker f .

Definición 1.3.16. Una sucesión exacta corta

0 ÝÑM1
f
ÝÑM

g
ÝÑM2 ÝÑ 0

se escinde si f es un monomorfismo que se escinde y g es un epimorfismo
que se escinde.
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Ejemplo 1.3.17. Sean M1 � tpa, 0q : a P Ru y M2 � tp0, bq : b P Ru
R-módulos izquierdos. La sucesión exacta corta

0 ÝÑM1
i1ÝÑR2 π2ÝÑM2 ÝÑ 0

donde π2 : R2 ÝÑ M2 está dada por π2pa, bq � p0, bq, i1 : M1 ÝÑ R2

está dada por i1pa, 0q � pa, 0q es una sucesión exacta que se escinde. Para
ver esto, consideremos h : R2 ÝÑ M1 donde hpa, bq � pa, 0q y t : M2 ÝÑ R2

donde tp0, bq � p0, bq se tiene que hi1 � IM1 y π2t � IM2 .

La siguiente proposición caracteriza el concepto de sucesión exacta corta que
se escinde.

Proposición 1.3.18. Dada la sucesión exacta corta

η : 0 ÝÑM1
f
ÝÑM

g
ÝÑM2 ÝÑ 0,

los siguientes enunciados son equivalentes.

(1) La sucesión η se escinde.

(2) f es un monomorfismo que se escinde.

(3) g es un epimorfismo que se escinde.

(4) Imf � Ker g es un sumando directo de M .

(5) Cada R-homomorfismo h : M1 ÝÑ N se factoriza a través de f .

(6) Cada R-homomorfismo h : N ÝÑM2 se factoriza a través de g.

1.4. Endomorfismos Idempotentes

En esta sección repasaremos algunos conceptos que involucran elementos
idempotentes de un anillo R. Utilizaremos el concepto del homomorfismo
proyección para dar una relación entre sumandos directos e imágenes de ele-
mentos idempotentes del anillo de endomorfismos de M . Por último, traba-
jaremos con los R-módulos inescindibles dando una caracterización de ellos
a través de su anillo de endomorfismos.
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Definición 1.4.1. Sea K un sumando directo de M y sea K 1 un sumando
directo complementario, es decir, se tiene que M � K `K 1. Tenemos que

PKpk � k1q � k pk P K, k1 P K 1q

define un epimorfismo
PK : M ÝÑ K

llamado la proyección de M sobre K a lo largo de K 1.

Ejemplo 1.4.2. Sean V � R2, W1 � tpa, 0q P R2 : a P Ru y W2 � tp0, bq P
R2 : b P Ru R-módulos izquierdos. Se sabe que R2 � tpa, 0q P R2 : a P
Ru ` tp0, bq P R2 : b P Ru. Entonces PW1 la proyección de V sobre W1 a lo
largo de W2 :

PW1 : V ÝÑ W1

está dada por PW1pa, bq � pa, 0q.

La siguiente proposición establece que los sumandos directos complementa-
rios de un sumando directo K 1 de M son isomorfos.

Proposición 1.4.3. Sea M � K `K 1, y PK la proyección de M sobre K a
lo largo de K 1, y L un submódulo de M . Entonces

M � L`K 1

si, y sólo si,
pPK |Lq : LÑ K

es un isomorfismo.

Ejemplo 1.4.4. Sean V � R2, W1 � tpa, 0q P R2 : a P Ru, W2 � tp0, bq P
R2 : b P Ru y W3 � tpa, aq P R2 : a P Ru R-módulos izquierdos. Se sabe que
R2 � W1`W2 y también que R2 � W1`W3. Entonces PW2 |W3 : W3 ÝÑ W2,
dada por PW2pa, aq � p0, aq, es un isomorfismo.

Definición 1.4.5. Sea R un anillo. Se dice que un elemento e P R es idem-
potente si e2 � e.

Ejemplo 1.4.6. Sea F un campo. Se tiene que 0F y 1F son elementos
idempotentes.

Definición 1.4.7. Sea R un anillo.
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(1) Si e1 y e2 son idempotentes en R, se dice que e1 y e2 son idempotentes
ortogonales si e1e2 � 0 � e2e1.

(2) Se dice que un idempotente 0 � e P R es primitivo si e � e1 � e2 con
e1 y e2 idempotentes ortogonales implica que e1 � 0 o e2 � 0.

Ejemplo 1.4.8. Si e P R y e � e2, se tiene que:

a) 1 � e es un idempotente.

b) e, 1 � e son idempotentes ortogonales.

Definición 1.4.9. Un conjunto de idempotentes teαuαPA de un anillo R es
ortogonal en caso de sus elementos sean ortogonales dos a dos, es decir,

eαeβ � δαβeα @α, β P A

donde δ es la delta de Kronecker.

Ejemplo 1.4.10. Considere el anillo EndRpR2q, π1 : R2 ÝÑ R2 dada por
π1ppa, bqq � pa, 0q y π2 : R2 ÝÑ R2 dada por π2ppa, bqq � p0, bq. Se tiene
que π1 y π2 son idempotentes de EndRpR2q y el conjunto de idempotentes
tπiuiPt1,2u es ortogonal, ya que πiπj � δijπi con i, j P t1, 2u.

Definición 1.4.11. Un conjunto finito de idempotentes ortogonales e1, e2, . . . ,
en en un anillo R es completo si e1 � e2 � � � � � en � 1R.

Ejemplo 1.4.12. Considere el anillo EndRpR2q, π1 : R2 ÝÑ R2 dada por
π1ppa, bqq � pa, 0q y π2 : R2 ÝÑ R2 dada por π2ppa, bqq � p0, bq. El conjun-
to tπiuiPt1,2u es un conjunto finito de idempotentes ortogonales y además es
completo ya que π1 � π2 � 1EndpR2q.

La siguiente definición será muy útil para describir a los sumandos directos
de un R-módulo M .

Definición 1.4.13. Supongamos que M � K `K 1 y PK es la proyección de
M sobre K a lo largo de K 1. Se define eK P EndRpMq por

eK : m ÞÝÑ PKpmq pm PMq.
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Se sigue que pPK |Kq � IK y eK es un endomorfismo idempotente de M ,

eK � e2
K P EndRpMq.

Además, K � Im eK lo cual denotaremos como K � MeK . Por lo que cada
sumando directo de M es la imagen de un endomorfismo idempotente de M .

Ejemplo 1.4.14. Sean V � R2, W1 � tpa, 0q P R2 : a P Ru y W2 � tp0, bq P
R2 : b P Ru R-módulos izquierdos. Se sabe que R2 � tpa, 0q P R2 : a P
Ru ` tp0, bq P R2 : b P Ru. Entonces

eW1 : V ÝÑ V

está dada por eW1pa, bq � pa, 0q.

El siguiente lema establece que la imagen de un endomorfismo idempotente
e P EndRpMq es un sumando directo de M .

Lema 1.4.15. Sea e un idempotente en EndRpMq. Entonces 1 � e es un
idempotente en EndRpMq. Además se cumple que:

(1) Ker e � tm PM |m � mp1 � equ � Im p1 � eq,

(2) Im e � tm PM |m � meu � Ker p1 � eq,

(3) M �Me`Mp1 � eq.

Con la notación del lema anterior, denotaremos algunas veces a la Im e por
Me.

Proposición 1.4.16. Sea e un idempotente en EndRpMq. Entonces, existe
un isomorfismo de anillos

φ : eEndRpMqe ÝÑ EndRpMeq

dado por φpeseq : Me ÝÑ Me, donde φpeseqpmeq � mpeseq para todo me P
Me.

Proposición 1.4.17. Si M � K `K 1 entonces existe un único idempotente
eK P EndRpMq tal que

K �MeK y K 1 �Mp1 � eKq.
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Un resultado inmediato del Lema 1.4.15 y la Proposición 1.4.17 es el siguiente
corolario.

Corolario 1.4.18. Un submódulo K ¤ M es un sumando directo de M si,
y sólo si, K �Me para algún endomorfismo idempotente e de M .

Un tipo de R-módulos que trataremos en esta sección son los R-módulos
inescindibles. De hecho estos módulos jugarán un papel importante en la
seccion 1.11.

Definición 1.4.19. Un R-módulo M , distinto de cero, se dice que es ines-
cindible si sus únicos sumandos directos son 0 y M .

Usaremos la siguiente definición en la sección 1.11.

Definición 1.4.20. Sea M un R-módulo distinto de cero y sea K un su-
mando directo de M . Decimos que K es un sumando directo máximo de M
si K tiene un sumando directo complementario N inescindible.

Ejemplo 1.4.21.

(1) R2 no es un R-módulo inescindible ya que R2 � tpa, 0q : a P Ru `
tp0, bq : b P Ru.

(2) Z como Z-módulo es un módulo inescindible, ya que si Z � nZ`mZ
con m,n P N, se tiene que 0 � nZ XmZ � rnmsZ, donde rnms es el
mı́nimo común múltiplo de m y n, por lo que rnms � 0 lo cual implica
que m � 0 o n � 0.

La siguiente proposición da una caracterización de los R-módulos inescindi-
bles.

Proposición 1.4.22. Sea M un R-módulo, distinto de cero, los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) M es inescindible.

(2) 0 y 1 son los únicos idempotentes en EndRpMq.

(3) 1 es un idempotente primitivo en EndRpMq.

El siguiente resultado caracteriza a los módulos inescindibles en términos de
los endomorfismos idempotentes primitivos.

Corolario 1.4.23. Sea e P EndRpMq un elemento idempotente distinto de
cero. Entonces Me es inescindible si, y sólo si, e es un idempotente primitivo.
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1.5. Producto Directo

En esta sección se definirá el producto directo de un conjunto de R-módulos
y se dará la propiedad universal de este, con el fin de notar que cualesquiera
dos productos directos de un conjunto de R-módulos son isomorfos.

Definición 1.5.1. Sea tMαuαPA una familia de R-módulos. El producto car-
tesiano ¡

αPA

Mα

es un R-módulo izquierdo con las operaciones definidas coordenada a coor-
denada. Es decir, pxαqαPA � pyαqαPA � pxα � yαqαPA y rpxαqαPA � prxαqαPA
para cada pxαqαPA, pyαqαPA P

�
αPA

Mα y r P R. Se acostumbra denotar

¡
αPA

Mα �
¹
αPA

Mα.

Ejemplo 1.5.2. Considere R como R-módulo izquierdo. Mi � RR con i P
t1, 2u. Entonces ¹

iPt1,2u

Mi � RR� RR.

El siguiente resultado establece la propiedad universal del producto directo.

Teorema 1.5.3 (Propiedad Universal). Sean tMαuαPA una familia de R-
módulos izquierdos, N un R-módulo izquierdo y pfαqαPA R-homomorfismos
donde fα : N ÝÑ Mα para cada α P A. Entonces, existe un único R-
homomorfismo f : N ÝÑ

±
αPA

Mα tal que el siguiente diagrama conmuta:

N
f //

fα
��

±
αPA

Mα

πα
��

Mα

donde πα :
±
αPA

Mα ÝÑ Mα está dada por παppxβqβPAq � xα, @α P A. Es

decir, παf � fα.

En la siguiente definición usamos la notación y propiedades del teorema an-
terior.
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Definición 1.5.4. A este único R-homomorfismo f : N ÝÑ
±
αPA

Mα se le

conoce como el producto directo de pfαqαPA con fα : N ÝÑ Mα para cada
α P A y se denota por f �

±
αPA

fα. Está caracterizado por παp
±
αPA

fαq �

fα @α P A, a esta propiedad se le llama la propiedad universal del producto
directo. Además, las funciones πα, para α P A, definidas en el Teorema 1.5.3
son R-homomorfismos y se les conoce como las proyecciones naturales. Ver
la Definición 1.6.4.

Ejemplo 1.5.5. Sean V un F -espacio vectorial de dimensión 2 y β � tv1, v2u
una base de V . Considere π1 : xv1y

±
xv2y ÝÑ xv1y y π2 : xv1y

±
xv2y ÝÑ

xv2y. Sean W un F -espacio vectorial, f1 : W ÝÑ xv1y y f2 : W ÝÑ xv2y
transformaciones lineales. Se define f : W ÝÑ xv1y

±
xv2y dada por fpxq �

pf1pxq, f2pxqq para todo x P W . Observe que f es una transformación lineal
que hace conmutar el siguiente diagrama para i P t1, 2u:

W
f //

fi ��

xv1y
±
xv2y

πi{{
xviy

Además, si g : W ÝÑ xv1y
±
xv2y es una transformación lineal que tam-

bién hace conmutar el diagrama anterior, entonces tenemos que gpxq �
pg1pxq, g2pxqq donde g1pxq � π1pgpxqq � f1pxq y también g2pxq � π2pgpxqq �
f2pxq lo cual implica fpxq � gpxq para todo x P W . Por lo tanto f es única.

La siguiente noción establece el concepto general de producto directo.

Definición 1.5.6. Un par pM, tpαuαPAq que consiste de un R-módulo M y de
una familia de R-homomorfismos pα : M ÝÑMα, con α P A, es un producto
directo de la familia tMαuαPA de R-módulos, en caso de que para cada R-
módulo N y cada familia tfαuαPA de R-homomorfismos fα : N ÝÑ Mα con
α P A, exista un único R-homomorfismo f : N ÝÑM tal que fα � pαf para
toda α P A. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

N
f //

fα ��

M

pα��
Mα
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Ejemplo 1.5.7. Sean V un F -espacio vectorial de dimensión 2 y β � tv1, v2u
una base de V . Considere p1 : V ÝÑ xv1y donde p1pa1v1 � a2v2q � a1v1 y
p2 : V ÝÑ xv2y donde p2pa1v1�a2v2q � a2v2. Sean W un F -espacio vectorial,
g1 : W ÝÑ xv1y y g2 : W ÝÑ xv2y transformaciones lineales. Se define
g : W ÝÑ V dada por gpxq � g1pxq � g2pxq. Observe que g hace conmutar el
siguiente diagrama para cada i P t1, 2u

W
g //

gi ��

V

pi��
xviy

Por lo que, pV, ppiqiPt1,2uq es un producto directo de pxviyqiPt1,2u.

El siguiente resultado muestra que cualesquiera dos productos directos de
una familia tMαuαPA de R-módulos son isomorfos.

Teorema 1.5.8. Sea pM, tpαuαPAq un producto directo de tMαuαPA. Entonces
un par pM 1, tp1αuαPAqq donde p1α : M 1 ÝÑMα es un R-homomorfismo (α P A)
es también un producto directo de tMαuαPA si, y sólo si, existe un único
isomorfismo p : M 1 ÝÑ M tal que pαp � p1α para cada α P A,es decir, el
siguiente diagrama conmuta:

M 1 p //

p1α ��

M

pα��
Mα

La siguiente definición será muy útil en la próxima sección.

Definición 1.5.9. Sea tMαuαPA una familia de R-módulos y sea x � pxαq P±
αinA

Mα y πα con α P A las proyecciones naturales.

(1) Definimos el soporte de x denotado por spxq como:

spxq � tα P A : παpxq � xα � 0u.

(2) Se dice que x es cero para casi toda α P A si su soporte spxq es finito.

Ejemplo 1.5.10. Considere R1

±
R2 como R-módulo izquierdo, donde Ri �

R para i � t1, 2u. Sea A � tpa, bq P R1

±
R2 : sppa, bqq es finitou, observe-

mos que para todo pa, bq P R1

±
R2 se tiene que sppa, bqq a lo más tiene dos

elementos, por lo que A � R1

±
R2.
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1.6. Sumas Directas

En esta sección estudiaremos el concepto dual del producto directo. Esto es,
la suma directa.

Definición 1.6.1. Un par pM, tjαuαPAq que consiste de un R-módulo M
y de una familia de R-homomorfismos jα : Mα ÝÑ M , con α P A, se
dice que es una suma directa (coproducto) de la familia de tMαuαPA de R-
módulos, en caso de que para cada R-módulo N y cada familia tfαuαPA de R-
homomorfismos fα : Mα ÝÑ N con α P A, exista un único R-homomorfismo
f : M ÝÑ N tal que fα � fjα para toda α P A. Es decir, el siguiente
diagrama conmuta:

N M
foo

Mα

fα

]]

jα

AA

Análogamente a lo hecho para el producto directo se tiene que si la suma
directa de un conjunto indexado tMαuαPA existe, esta es única (salvo isomor-
fismo).

Ejemplo 1.6.2. Sea tMjujPt1,2u la familia de R-módulos izquierdos donde
Mj � R para j P t1, 2u. Considere el par pR2, pijqjPt1,2uq donde i1 : R ÝÑ R2

dada por i1prq � pr, 0q y i2 : R ÝÑ R2 dada por i2prq � p0, rq. Sea N un
R-módulo izquierdo y fi : R ÝÑ N para i P t1, 2u. Se define f : R2 ÝÑ N
dada por fpa, bq � f1paq�f2pbq. Observemos que fpi1prqq � fpr, 0q � f1prq�
f2p0q � f1prq y también fpi2prqq � fp0, rq � f1p0q � f2prq � f2prq, es decir,
f hace conmutar el siguiente diagrama:

N R2foo

Mj

fj

\\

ij

AA

para cada j P t1, 2u. Además si g : R2 ÝÑ N es un R-homomorfismo
que también hace conmutar el diagrama anterior, se tiene que gpa, bq �
gpi1paq � i2pbqq � gpi1paqq � gpi2pbqq � f1paq � f2pbq � fpa, bq por lo que
el R-homomorfismo f que hace conmutar el diagrama es único.
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El siguiente resultado nos ayudará a establecer de forma concreta que el
conjunto

À
αPA

Mα � tx � pxαq P
±
αPA

Mα : spxq es finito u es una suma directa

de la familia tMαuαPA de R-módulos.

Lema 1.6.3. Sea tMαuαPA una familia de R-módulos izquierdos. Entoncesà
αPA

Mα � tx � pxαq P
¹
αPA

Mα : spxq es finito u

es un submódulo de
±
αPA

Mα.

Definición 1.6.4. Sea tMαuαPA una familia de R-módulos izquierdos. Se
define para β P A

(1)
iβ : Mβ ÝÑ

à
αPA

Mα

dada por iβpxq � pxαqαPA donde xα � 0 para α � β y xβ � x. Se le
conoce como la β-ésima inclusión natural.

(2)
πβ :
à
αPA

Mα ÝÑMβ

dada por πβppxαqαPAq � xβ. Se le conoce como la β-ésima proyección
natural.

Notemos que iβ es un monomorfismo y πβ es un epimorfismo.

Ejemplo 1.6.5. Sean M1 � R y M2 � R considerados como R-módulos
izquierdos. Entonces i1 : M1 ÝÑ

À
iPt1,2u

Mi está dada por i1paq � pa, 0q y

π2 :
À

iPt1,2u

Mi ÝÑM2 está dada por π2pa, bq � b.

Corolario 1.6.6. Sea tMαuαPA una familia de R-módulos izquierdos. En-
tonces �à

αPA

Mα, tiαuαPA

�

es una suma directa de la familia tMαuαPA, donde iα : Mα ÝÑ
À
αPA

Mα es la

α-ésima inclusión natural @α P A.
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El corolario anterior motiva la siguiente definición.

Definición 1.6.7. Sea una familia tMαuαPA de R-módulos izquierdos se de-
fine la suma directa externa de tMαuαPA como el R-módulo izquierdo

À
αPA

Mα.

Ejemplo 1.6.8. Considere Z como Z-módulo izquierdo. Sea tMiuiPt1,2u la
familia de Z-módulos donde Mi � Z para cada i P t1, 2u. Entonces

Z� Z �
à
iPt1,2u

Mi.

Observación 1.6.9. Sea tMαuαPA una familia de R-módulos izquierdos don-
de A es finito. Observemos que para cada x � pxαqαPA P

±
αPA

Mα se tiene que

spxq a lo más tiene el número de elementos de A, por lo que en este caso

¹
αPA

Mα �
à
αPA

Mα.

Definición 1.6.10. Sean N un R-módulo izquierdo, tMαuαPA una familia de
R-módulos izquierdos, tfαuαPA un conjunto indexado de R-homomorfismos
fα : Mα ÝÑ N para α P A y πβ :

À
αPA

Mα ÝÑ Mα las proyecciones naturales

para β P A. Definimos la función:

f :
à
αPA

Mα ÝÑ N

dada por fpxq �
°

αPspxq

fαpπαpxqq si spxq � H y si spxq � H se define fpxq �

0. Se dice que f es la suma directa de tfαuαPA y se denota por

f �
à
αPA

fα

Para cada x � pxαqαPA P
À
αPA

Mα se tiene que fpxq �
°
αPA

fαpxαq.

Notemos que f es un R-homomorfismo ya que tanto πα como fα lo son.
Más aún, la siguiente proposición muestra la propiedad que cumple el R-
homomorfismo f �

À
αPA

fα.
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Proposición 1.6.11. Sea tMαuαPA una familia de submódulos izquierdos.
Sea N un R-módulo izquierdo y tfαuαPA una familia de R-homomorfismos
fα : Mα ÝÑ N con α P A. Entonces el R-homomorfismo f �

À
αPA

fα :À
αPA

Mα ÝÑ N es tal que el siguiente diagrama

À
αPA

Mα
f // N

Mα

iα

__
fα

CC

conmuta para cada α P A. Donde iα : Mα ÝÑ
À
αPA

Mα es la inclusión natural

para cada α P A. Más aún, f �
À
αPA

fα es único con esta propiedad.

La proposición anterior muestra que�à
αPA

Mα, tiαuαPA

�

es una suma directa de tMαuαPA. Ver la Definición 1.6.1.

Para terminar esta sección tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.6.12. Si f �
À
αPA

fα entonces Imf �
°
αPA

Imfα donde

¸
αPA

Imfα � tfα1px1q � � � � � fαnpxnq : αi P Au.

Ejemplo 1.6.13. Considere Mi � Z con i P t1, 2u como Z-módulo izquierdo,

a N � Z{2Z, πi :
2À
j�1

Mj ÝÑ Mi las proyecciones naturales para cada i P

t1, 2u y los Z-homomorfismos fi : Z ÝÑ Z{2Z las proyecciones canónicas

para cada i P t1, 2u. Sea x � pxjqjPt1,2u P
2À
j�1

Mj, se tiene que f :
2À
j�1

Mj ÝÑ

N está dada por fpxq �
2°
j�1

fjπjpxq � f1π1pxq � f2π2pxq � f1px1q � f2px2q �

px1 � 2Zq � px2 � 2Zq � px1 � x2q � 2Z.
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1.6.1. Suma Directa Interna

En esta sección abordamos el concepto de suma directa interna y damos una
caracterización de ella a través de endomorfismos idempotentes.

Definición 1.6.14. Sea tMαuαPA una familia de submódulos de M . Decimos
que M es la suma directa interna de tMαuαPA si

i �
à
αPA

iα :
à
αPA

Mα ÝÑM

es un isomorfismo, donde iα : Mα ÝÑM es la inclusión canónica de Mα en
M para cada α P A. Ver el Ejemplo 1.2.2.

Ejemplo 1.6.15. Sean F un campo, V un F -espacio vectorial de dimensión
2 y β � tv1, v2u una base para V . Se tiene que xv1y y xv2y son submódulos de
V y además i : xv1y`xv2y ÝÑ V es un isomorfismo ya que para todo v P V se
tiene que que existen k1, k2 P F tales que v � k1v1�k2v2 y si i1pk1v1, k2v2q � 0
para k1, k2 P F se tiene que k1 � 0 � k2, luego k1v1 � k2v2 � 0.

El siguiente lema nos da una caracterización de la suma directa interna.
Este lema se desprende directo de la Definición 1.6.14 usando que i es un
isomorfismo.

Lema 1.6.16. Sea tMαuαPA una familia de submódulos de M . Entonces M
es la suma directa interna de tMαuαPA si, y sólo si, cada m P M se puede
escribir de manera única como m �

°
αPA

mα, con mα P Mα para toda α P A

y sólo un número finito de mα es distinto de cero.

El concepto de suma directa está intimamente relacionado con el concepto
de un conjunto de R-módulos independiente. Aśı pues, tenemos la siguiente
definición.

Definición 1.6.17. Sea tMαuαPA una familia de submódulos de M . Deci-
mos que tMαuαPA es independiente si para cada α P A se tiene que Mα X
p
°
β�α

Mβq � 0.

Ejemplo 1.6.18. Sean M � R3, M1 � tpa, 0, 0q P R3 : a P Ru, M2 �
tp0, b, 0q P R3 : b P Ru y M3 � tp0, 0, cq P R3 : c P Ru R-módulos izquierdos.
Se tiene que tp0, 0, 0qu �M1XpM2�M3q �M2XpM1�M3q �M3XpM1�M2q
por lo que tMiuiPt1,2,3u es independiente.
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La siguiente proposición caracteriza a la suma de una familia de R-submódu-
los independientes tMαuαPA de M . Ver la Definición 1.1.18.

Proposición 1.6.19. Sea tMαuαPA una familia de submódulos de M , sean
iα : Mα ÝÑ M los R-homomorfismos inclusión canónica. Entonces los si-
guientes enunciados son equivalentes:

(1)
°
αPA

Mα es la suma directa interna de tMαuαPA.

(2) i �
À
αPA

iα :
À
αPA

Mα ÝÑ M es un monomorfismo, donde
À
αPA

Mα es la

suma directa externa de tMαuαPA.

(3) tMαuαPA es un conjunto independiente.

Corolario 1.6.20. Un R-módulo M es la suma directa interna de sus submódu-
los tMαuαPA si, y sólo si, tMαuαPA es independiente y M es el R-módulo
generado por tMαuαPA (Ver la Definición 1.1.18).

Como vimos en la sección 1.4 el concepto de suma directa está intimamen-
te relacionado con el concepto de endomorfismo idempotente. Aśı pues, su-
pongamos que M es la suma directa interna de tMαuαPA entonces M �
Mα`

°
β�α

Mβ y sabemos que existe un único eα P EndRpMq tal queMα �Meα

y Ker eα �
°
β�α

Mβ (Ver la Proposición 1.4.17). Con esta notación tenemos

la siguiente definición.

Definición 1.6.21. Llamamos a la familia teαuαPA los idempotentes para
la descomposición M �

À
αPA

Mα. Para cada α P A decimos que eα es el

idempotente para Mα en esta descomposición.

Ejemplo 1.6.22. Sean M � R3, M1 � tpa, 0, 0q P R3 : a P Ru, M2 �
tp0, b, 0q P R3 : b P Ru y M3 � tp0, 0, cq P R3 : c P Ru R-módulos izquierdos.
Observemos que M �M1`M2`M3 y e1 : R3 ÝÑ R3 dado por e1ppa, b, cqq �
pa, 0, 0q, e2 : R3 ÝÑ R3 dado por e2ppa, b, cqq � p0, b, 0q, e3 : R3 ÝÑ R3

dado por e3ppa, b, cqq � p0, 0, cq son elementos idempotentes en EndRpR3q
que cumplen que Me1 �M1, Me2 �M2 y Me3 �M3.

Para terminar la sección tenemos la siguiente caracterización de la suma
directa interna.
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Proposición 1.6.23. Sea tMαuαPA una familia de R-submódulos de un módu-
lo M . Entonces M �

À
αPA

Mα si, y sólo si, existe una familia peαqαPA de

endomorfismos idempotentes de M tales que para todo α P A

Mα �Meα y
¸
β�α

Mβ � Ker eα

Más aún, si tales endomorfismos idempotentes de M existen entonces eα es
el idempotente de Mα en la descomposición M �

À
αPA

Mα.

Corolario 1.6.24. Los idempotentes teαuαPA para una descomposición M �À
αPA

Mα son ortogonales. Más aún, si m P M , entonces meα � 0 para casi

todo α P A y
m �

¸
A

meα.

En particular, tenemos el siguiente resultado cuando el conjunto de R-módu-
los es finito.

Corolario 1.6.25. Sean M1,M2, . . . ,Mn R-submódulos de M . Entonces M �
M1 ` M2 ` � � � ` Mn si, y sólo si, existe un conjunto completo de idem-
potentes ortogonales e1, e2, . . . , en P EndRpMq tales que Mi � Mei para
i � 1, 2, . . . , n.
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Caṕıtulo 2

Tópicos Avanzados de la Teoŕıa
de Módulos

En este caṕıtulo estudiamos los teoremas centrales de la teoŕıa de módulos
que son necesarios en el desarrollo de la teoŕıa de sistemas estratificantes.

2.1. Módulos Semisimples

En esta sección se trabajará con R-módulos semisimples, veremos algunas
propiedades de ellos y se dará un caracterización que involucra a sumandos
directos y sucesiones exactas que se escinden.

Recordemos que un R-módulo izquierdo T , T � 0 es un R-módulo simple si
sus únicos submódulos son T y 0. Por la Observación 1.1.31 los R-módulos
simples existen.

Definición 2.1.1. Sea tTαuαPA una familia de R-submódulos simples de un
R-módulo M .

(1) Si M es la suma directa interna de tTαuαPA, se dice que M �
À
αPA

Tα

es una descomposición semisimple de M .

(2) Un R-módulo M es semisimple si tiene una descomposición semisim-
ple.

Ejemplo 2.1.2.

33
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(1) Si M es un R-módulo simple, entonces M es un R-módulo semisimple.

(2) R2 es un R-módulo semisimple ya que R2 � tpa, 0q P R2 : a P Ru `
tp0, bq P R2 : b P Ru donde tanto tpa, 0q P R2 : a P Ru y tp0, bq P R2 :
b P Ru son R-módulo simples.

(3) Rn es un R-módulo semisimple.

El siguiente resultado muestra que si un módulo M es la suma de módulos
simples, entonces todo submódulo de M es un sumando directo de M .

Lema 2.1.3. Sea tTαuαPA una familia de submódulos simples de un R-módu-
lo M . Si M �

°
αPA

Tα. Entonces para cada submódulo K de M existe un

subconjunto B � A tal que tTβuβPB es independiente y

M � K ` p
à
βPB

Tβq.

La siguiente proposición muestra que todo submódulo y todo módulo cociente
de un R-módulo semisimple es semisimple.

Proposición 2.1.4. Sea M un R-módulo izquierdo semisimple con descom-
posición semisimple M �

À
αPA

Tα. Dada la sucesión exacta corta

η : 0 ÝÑ K
f
ÝÑM

g
ÝÑN ÝÑ 0,

se tiene que:

(1) La sucesión η se escinde.

(2) K y N son R-módulos semisimples.

(3) Exite B � A tal que

N �
à
βPB

Tβ y K �
à
αPAzB

Tα.

Corolario 2.1.5. Sea tTαuαPA una familia de submódulos simples de un R-
módulo M . Si T es un submódulo simple de M tal que T X p

°
αPA

Tαq � 0

entonces existe α P A tal que Tα � T .

El siguiente teorema da una caracterización para los R-módulos semisimples.
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Teorema 2.1.6. Sea M un R-módulo izquierdo. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) M es un R-módulo semisimple.

(2) M es generado por R-módulos simples.

(3) M es la suma de una familia de R-módulos simples.

(4) M es la suma de sus submódulos simples.

(5) Cada submódulo de M es un sumando directo de M .

(6) Cada sucesión exacta corta

0 ÝÑ K
f
ÝÑM

g
ÝÑN ÝÑ 0

se escinde.

2.2. El Soclo y el Radical

Otros conceptos importantes son el soclo y el radical de un R-módulo izquier-
do. En esta sección abordaremos estos conceptos. Terminaremos caracteri-
zando al soclo y al radical de un R-módulo a través de R-módulos esenciales
y R-módulos superfluos.

Definición 2.2.1. Sea M un R-módulo izquierdo, el soclo de M , es la suma
de todos los submódulos simples de M , es decir

SocpMq �
¸
αPA

Sα

donde Sα es un submódulo simple de M para toda α P A.

Observamos que por el Teorema 2.1.6 tenemos que el soclo de un R-módulo
M es semisimple.

Ejemplo 2.2.2.

(1) Conside Z4 � t0, 1, 2, 3u como Z-módulo. Tenemos que N � t0, 2u es
el único submódulo simple de Z4, por lo que Soc pZ4q � t0, 2u.



36CAPÍTULO 2. TÓPICOS AVANZADOS DE LA TEORÍA DE MÓDULOS

(2) Conside Z6 � t0, 1, 2, 3, 4, 5u, sus Z-módulos simples son M � t0, 2, 4u
y N � t0, 3u y como Z6 �M `N tenemos que Z6 es semisimple. Por
tanto Soc pZ6q � Z6.

Proposición 2.2.3. Sean M , N R-módulos izquierdos y f : M ÝÑ N un
R-homomorfismo. Entonces

fpSoc pMqq ¤ Soc pNq.

Corolario 2.2.4. Sean M un R-módulo izquierdo y K ¤M . Entonces

Soc pKq � K X Soc pMq

En particular, Soc pSoc pMqq � Soc pMq.

Ejemplo 2.2.5. Consideremos Z6 como Z-módulo izquierdo y N � t0, 3u.
Se tiene que Soc pZ6q � t0, 2, 4u �N (ver el Ejemplo 2.2.2), como N es un
Z-módulo simple, Soc pNq � N . Por lo que Soc pNq � N � N X Soc pZ6q.

A continuación estudiaremos el concepto de radical de un R-módulo M .

Definición 2.2.6. Sea M un R-módulo izquierdo, se define el radical de M
como

Rad pMq �
£
tK  M : K es un submódulo máximal de Mu.

Ejemplo 2.2.7. Sea M � Z considerado como Z-módulo, se sabe que los
submódulos maximales de M son los pZ donde p es primo, por lo que Rad pMq ��
tpZ : p primo u � 0.

La siguiente proposición involucra al radical de un R-módulo N y la imagen
del radical de un R-módulo M a través de un R-homomorfismo f : M ÝÑ N .

Proposición 2.2.8. Sean M , N R-módulos izquierdos y f : M ÝÑ N un
R-homomorfismo. Entonces

fpRad pMqq ¤ Rad pNq.

En particular, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.9. Sean M , N R-módulos izquierdos y f : M ÝÑ N un
epimorfismo tal que Ker f ¤ Rad pMq. Entonces Rad pNq � fpRad pMqq.
En particular

Rad ppM{Rad pMqqq � 0.
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Ejemplo 2.2.10. Considere Z6 como Z-módulo izquierdo, se sabe que t0, 2, 4u
y t0, 3u son todos los submódulos maximales de Z6 por lo que Rad pZ6q � t0u.

Los siguientes conceptos serán de gran utilidad para describir de otra manera
al soclo y al radical de un R-módulo M .

Definición 2.2.11. Sea M un R-módulo izquierdo

(1) Un submódulo K ¤M es esencial en M , lo cual se denotará por KEM ,
si para cada submódulo L ¤M que cumpla K X L � 0 se tiene L � 0.

(2) Un submódulo K ¤ M es superfluo en M , lo cual se denotará por
K ! M , si para cada submódulo L ¤ M que cumpla K � L � M se
tiene que L �M .

Ejemplo 2.2.12. Considere Z4 � t0̄, 1̄, 2̄, 3̄u como Z-módulo, se tiene que
N � t0̄, 2̄u es un submódulo esencial y superfluo de Z4.

Terminamos esta sección dando el siguiente resultado, el cual nos da una
caracterización del soclo y del radical de un R-módulo izquierdo M .

Proposición 2.2.13. Sea M un R-módulo izquierdo se tiene que

(1) Soc pMq �
�
tL ¤M : L es esencial en Mu.

(2) Rad pMq �
°
tL ¤M : L es superfluo en Mu.

2.3. Condiciones de Cadena

En esta sección introduciremos los conceptos de R-módulo noetheriano y
artiniano. Veremos la relación que existe entre ellos con las sucesiones exac-
tas cortas. Por último, daremos un resultado que involucra a los R-módulos
inescindibles.

Definición 2.3.1. Sea M un R-módulo izquierdo.

(1) Un conjunto L de submódulos de M satisface la condición ascendente
de cadena, si para cualquier cadena

L1 ¤ L2 ¤ � � � ¤ Li ¤ � � �

donde Li P L para todo i P N, existe un n0 P N tal que Ln0�j � Ln0

para j P t1, 2, . . .u;
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(2) Un conjunto L de submódulos de M satisface la condición descendente
de cadena, si para cualquier cadena

L1 ¥ L2 ¥ � � � ¥ Li ¥ � � �

donde Li P L para todo i P N, existe un n0 P N tal que Ln0�j � Ln0

para j P t1, 2, . . .u.

Ejemplo 2.3.2. Sea M � Z considerado como Z-módulo. Se tiene que L �
tZn : n P Nu satisface la condición ascendente de cadena. Para ver esto,
observemos que si mZ ¤ nZ implica que n | m y como m tiene un número
finito de divisores enteros para todo m P Zzt0u, sólo hay una cantidad finita
de K P L tales que mZ ¤ K. Ahora bien, sea

n1Z ¤ n2Z ¤ � � � ¤ niZ ¤ � � �

cualquier cadena en L. Si ni � 0 para todo i P N la condición se cumple.
Supongamos que no es el caso; consideremos njZ en la cadena tal que njZ �
0. Si no se satisface la condición ascendente de cadena existe un conjunto de
sub́ındices tj1, j2, . . .u tales que

njZ � nj1Z � � � � � njiZ � � � �

lo cual contradice la observación anterior.

Además, L no cumple la condición descendente de cadena. Si consideramos
la cadena

2Z ¥ p22qZ ¥ � � � ¥ p2iqZ ¥ � � �

es claro que no existe n0 P N tal que p2n0qZ � p2n0�jqZ para j P t1, 2, . . .u.

Definición 2.3.3. Sea M un R-módulo.

(1) M es noetheriano si para cualquier cadena de submódulos de M

L1 ¤ L2 ¤ � � � ¤ Li ¤ � � �

existe n0 P N tal que para todo m P N que cumpla m ¥ n0 se tiene que
Lm � Ln0. Es decir, si el conjunto L de los submódulos de M satisface
la condición ascendente de cadena.
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(2) M es artiniano si para cualquier cadena de submódulos de M

L1 ¥ L2 ¥ � � � ¥ Li ¥ � � �

existe n0 P N tal que para todo m P N que cumpla m ¥ n0 se tiene que
Lm � Ln0. Es decir, si el conjunto L de los submódulos de M satisface
la condición descendente de cadena.

Ejemplos 2.3.4.

(1) Z es noetheriano y no es artiniano.

(2) Sean F un campo y V un F -espacio vectorial de dimensión infinita
entonces FV no es noetheriano ni artiniano.

(3) Si S es un R-módulo simple entonces S es noetheriano y artiniano.

A continuación se da una caracterización de los módulos finitamente genera-
dos, la cual es necesaria para probar la caracterización de módulo noetheriano
dada en la Proposición 2.3.6.

Lema 2.3.5. Sea M un R-módulo izquierdo. Entonces los siguientes enun-
ciados son equivalentes.

(1) Para todo conjunto A de submódulos de M tal que

M �
¸
NPA

N

existe un subconjunto finito F � A tal que

M �
¸
NPF

N.

(2) M es finitamente generado.

Proposición 2.3.6. Sea M un R-módulo izquierdo, los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

(1) M es noetheriano.

(2) Cada submódulo de M es finitamente generado.
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(3) Cada conjunto L no vaćıo de submódulos de M tiene un elemento ma-
ximal.

Denotamos por R �Mod a la categoŕıa de los R-módulos izquierdos sobre
un anillo R. Un elemento K P R �Mod es un elemento maximal (minimal)
en R �Mod si para cada M P R �Mod que cumpla K ¤ M (K ¥ M) se
tiene que K �M .

El Lema 2.3.5 motiva la siguiente definición, la cual establece el concepto
dual de R-módulo finitamente generado.

Definición 2.3.7. Un R-módulo izquierdo M se dice que es finitamente
cogenerado en caso de que para cualquier subconjunto A de submódulos de
M con £

NPA
N � 0

existe un subconjunto finito F � A tal que£
NPF

N � 0.

Ejemplo 2.3.8. Sea S un R-módulo simple. Entonces S es finitamente co-
generado.

Los módulos artinianos pueden ser caracterizados a través del concepto de
R-módulo finitamente cogenerado como lo muestra la siguiente proposición.

Proposición 2.3.9. Sea M un R-módulo izquierdo, los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

(1) M es artiniano.

(2) Cada módulo cociente de M es finitamente cogenerado.

(3) Cada conjunto L no vaćıo de submódulos de M tiene un elemento mı́ni-
mal.

El siguiente resultado será importante.

Corolario 2.3.10. Sea M un R-módulo no cero. Se tiene que:

(1) Si M es artiniano, entonces M tiene un submódulo simple.
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(2) Si M es noetheriano, entonces M tiene un submódulo maximal.

La siguiente proposición establece una relación entre los módulos artinianos
o noetherianos y las sucesiones exactas cortas que nos será de gran utilidad.

Proposición 2.3.11. Sean K,M,N , R-módulos izquierdos, y

0 ÝÑ K
f
ÝÑM

g
ÝÑN ÝÑ 0

una sucesión exacta corta. Entonces M es artiniano (noetheriano) si, y sólo
si, K y N son artinianos (noetherianos).

De la proposición anterior se tiene de forma inmediata el siguiente corolario.

Corolario 2.3.12. Sea M un R-módulo izquierdo. Si

M �M1 `M2 ` � � � `Mn.

Entonces M es artiniano (noetheriano) si, y sólo si, cada Mi (i � 1, . . . , n)
es artiniano (noetheriano).

Terminamos esta sección con el siguente resultado, el cual retomaremos en
la sección 1.11 .

Proposición 2.3.13. Sea M un R-módulo izquierdo no cero. Si M es arti-
niano o noetheriano entonces M es la suma directa

M �M1 ` � � � `Mn

de un conjunto finito de submódulos inescindibles.

2.4. Módulos de Longitud finita

Retomaremos parte de la sección anterior para caracterizar a los R-módulos
que tienen series de composición. Resulta que dichos módulos son precisa-
mente aquellos módulos no cero que son artinianos y noetherianos. Ver la
Proposición 2.4.4. Después demostraremos que la longitud lpMq de un módu-
lo no depende de la serie de composición. Esto es, probaremos el Teorema de
Jordan-Hölder.

Definición 2.4.1.
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(1) Un R-módulo M es de longitud finita si existe una filtración (cadena)
finita de submódulos

F : M �M0 ¥M1 ¥ � � � ¥Mn � 0

tal que pMi{Mi�1q es cero o es simple para i P t0, 1, . . . , n� 1u.

(2) Decimos que dicha filtración F de M es una serie de composición ge-
neralizada y a los módulos cocientes no cero pMi{Mi�1q se les llama los
factores de composición de la filtración F .

(3) Si todo módulo cociente pMi{Mi�1q es diferente de cero para i P t1, 2, . . . ,
n� 1u entonces se dice que F es una serie de composición para M de
longitud n.

(4) Para un R-módulo simple S definimos mF
S pMq como el número de fac-

tores de composición de F que son isomorfos a S.

(5) Para M � 0 y F una serie de composición de M se define la longitud
lF pMq como ¸

S

mF
S pMq

donde la suma se toma sobre todos los R-módulos simples.

(6) Para M � 0. Se define la longitud lpMq de M como el mı́nimo de
lF pMq. Esto es,

lpMq � mintlF pMq : F es filtración de Mu

y mSpMq como el mı́nimo de mF
S pMq. Esto es,

mSpMq � mintmF
S pMq : F es filtración de Mu

(7) Para M � 0 definimos lpMq � 0.

Ejemplos 2.4.2.

(1) Sean N1 � tpa, 0q : a P Ru y N2 � tp0, bq : b P Ru. Se sabe que
R2 � N1 `N2 y tenemos que

F : R2 �M0 ¥ N1 ¥ 0
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es una serie de composición generalizada donde sus factores de com-
posición son R2{N1 � N2 y N1{0 � N1, y dado que N1 � N2 es un
R-módulo simple tenemos que mF

N1
pR2q � 2 y por lo tanto lF pRR2q � 2.

(2) Sean F un campo y V un F -espacio vectorial. Sea x P V zt0V u se tiene
que F txu � tkx : k P F u es un F -módulo simple y

G : F txu �M0 ¥M1 � 0

es una serie de composición para F txu, mG
F txupF txuq � 1 y lGpF txuq �°

KS

mG
S pF txuq � 1.

(3) Sea F un campo y V un F -espacio vectorial de dimensión finita. Sea
β � tv1, . . . , vnu una F -base para V . Como V � Fv1`Fv2` � � �`Fvn
se tiene que:

G : V ¡ Fv2`Fv3`� � �`Fvn ¡ Fv3`Fv4`� � �`Fvn ¡ � � � ¡ Fvn ¡ 0

es una serie de composición para V y lGpV q � n.

En lo que sigue enunciaremos y probaremos el Teorema de Jordan-Hölder.
Para ello, consideremos primero

0 ÝÑ A
f
ÝÑB

g
ÝÑC ÝÑ 0

una sucesión exacta corta y sea F una serie de composición generalizada para
B:

B � B0 ¥ B1 ¥ � � � ¥ Bn�1 ¥ Bn � 0

La filtración F induce filtraciones F 1 para A y F 2 para C dadas por:

A � f�1pBq ¥ f�1pB1q ¥ � � � ¥ f�1pBn�1q ¥ f�1pBnq � 0

y
C � gpBq ¥ gpB1q ¥ � � � ¥ gpBn�1q ¥ gpBnq � 0

denotaremos f�1pBiq � Ai y gpBiq � Ci. Se tiene la siguiente proposición.

Proposición 2.4.3.
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(1) Las filtraciones F 1 de A y F 2 de C son series de composición genera-
lizadas.

(2) Para cada módulo simple S se tiene que

mF 1

S pAq �mF 2

S pCq � mF
S pBq.

(3) lF 1pAq � lF 2pCq � lF pBq.

El siguiente resultado muestra que los R-módulos de longitud finita son jus-
tamente los R-módulos artinianos y noetherianos.

Proposición 2.4.4. Un módulo no cero M es de longitud finita si, y sólo
si, M es artiniano y noetheriano.

Corolario 2.4.5. Sean K,M,N R-módulos no cero y supongamos que existe
una sucesión exacta corta

0 ÝÑ K ÝÑM ÝÑ N ÝÑ 0

de homomorfismos. Entonces M es un R-módulo de longitud finita si, y sólo
si, K y N son R-módulos de longitud finita.

Demostración:

Se sigue de la Proposición2.3.11 y la Proposición 2.4.4 de forma inmediata.

Teorema 2.4.6 (Jordan-Hölder). Sean M un R-módulo de longitud finita,
F y G dos series de composición para M . Entonces para cada R-módulo
izquierdo simple S se tiene que:

mF
S pMq � mG

S pMq

y por tanto
lF pMq � lGpMq � lpMq.

Demostración:
Por inducción sobre lpMq. Si lpMq � 0 veamos primero que M � 0. Supon-
gamos que M � 0 y sea F una filtración de M tal que lF pMq � lpMq � 0.
Esto es,
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F : M �M0 ¥M1 ¥ � � � ¥Mn � 0

De donde mF
S pMq � 0 para todo R-módulo simple. Es decir, pMi{Mi�1q � 0

para i P t0, 1, . . . , n � 1u entonces M � M0 � M1 � � � � � Mn � 0. Por lo
tanto M � 0.

Sean F y G series de composición de M

F : M �M0 ¥M1 ¥ � � � ¥Mn � 0

G : M �M 1
0 ¥M 1

1 ¥ � � � ¥M 1
m � 0

Como M � 0 todos los cocientes son cero y se tiene que mF
S pMq � 0 �

mG
S pMq para todo S R-módulo simple, por lo que mSpMq � 0 y lF pMq �

0 � lGpMq.

Supongamos lpMq � 1, entonces existe una serie de composición H de M tal
que lHpMq � 1 � lpMq.
Sea K ¤M consideremos

0 ÝÑ K
i

ÝÑM
π
ÝÑM{K ÝÑ 0

Como H es una serie de composición de M , la Proposición 2.4.3 induce series
de composición generalizadas H 1, H2 de K y de M{K respectivamente y se
tiene

lH 1pKq � lH2pM{Kq � lHpMq � 1

lo cual implica lH 1pKq � 0 y lH2pM{Kq � 1 o lH 1pKq � 1 y
lH2pM{Kq � 0. Veamos que ambos casos, implican que M es un R-módulo
simple.

Si lH 1pKq � 0 entonces lpKq � 0 y por tanto K � 0 de donde M es un
R-módulo simple. Si lH2pM{Kq � 0 entonces lpM{Kq � 0 lo cual implica
M � Ky por tanto M es un R-módulo simple.

Sean F y G dos series de composición de M

F : M �M0 ¥M1 ¥ � � � ¥Mn � 0
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G : M �M 1
0 ¥M 1

1 ¥ � � � ¥M 1
m � 0

Como M es simple entonces existen i, j tales que M � Mk para todo k ¤ i
y Mk � 0 para todo k ¡ i y M � M 1

l para todo l ¤ j y M 1
l � 0 para

todo l ¡ j. Lo cual implica mF
MpMq � 1 � mG

MpMq. Para todo S un R-
módulo simple no isomorfo a M se tiene mF

S pMq � 0 � mG
S pMq, por tanto

lF pMq � 1 � lGpMq � lpMq.

Supongamos que el teorema se cumple para R-módulos izquierdos N tales
que 0 ¤ lpNq ¤ n. Sea M un R-módulo izquierdo tal que lpMq � n � 1 y
supóngase que lpMq ¡ 1. Como lpMq ¡ 1 se tiene que existe un K submódulo
de M tal que 0 � K �M . Considérese la siguiente sucesión exacta corta

0 ÝÑ K
i

ÝÑM
π
ÝÑM{K ÝÑ 0

y F una serie de composición de M tal que lF pMq � lpMq. Por la Proposición
2.4.3 tenemos las series de composición generalizadas F 1 y F 2 para K y
C �M{K respectivamente. Además,

lpKq � lpCq ¤ lF 1pKq � lF 2pCq � lF pMq � lpMq.

De la ecuación anterior, y dado que 0 � K y 0 � C se tiene que lpKq   lpMq
y lpCq   lpMq. De donde el teorema se cumple para K y para C.
Sean F y G dos series de composición para M por la Proposición 2.4.3 se
tiene que

mF
S pMq � mF 1

S pKq �mF 2

S pCq

y

mG
S pMq � mG1

S pKq �mG2

S pCq

para todo R-módulo simple S. Por hipótesis de inducción mF 1

S pKq � mG1

S pKq
y mF 2

S pCq � mG2

S pCq lo cual implica mF
S pMq � mG

S pMq y lF pMq � lGpMq.

Como consecuencia inmediata de el Teorema de Jordan-Hölder y de la Pro-
posición 2.4.4 podemos dar la siguiente definición de la longitud lpMq de un
R-módulo M .

Definición 2.4.7. Sea M un R-módulo de longitud finita. Definimos lpMq �
0 si M � 0 y lpMq � n si M tiene una serie de composición de longitud n.
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Un resultado inmediato del Teorema 2.4.6 y de la Proposición 2.4.3 es el
siguiente.

Corolario 2.4.8. Sea

0 ÝÑ K
f
ÝÑM

g
ÝÑN ÝÑ 0

una sucesión exacta de R-módulos izquierdos de longitud finita. Entonces

lpKq � lpNq � lpMq.

Corolario 2.4.9 (El Teorema de la dimensión). Sean M un R-módulo iz-
quierdo de longitud finita y N , K submódulos de M . Entonces

lpK �Nq � lpK XNq � lpKq � lpNq.

El siguiente lema establece una relación entre un R-homomorfismo f : M ÝÑ
M y los R-módulos artinianos (noetherianos).

Lema 2.4.10. Sean M un R-módulo izquierdo y f un endomorfismo de M

(1) Si M es artiniano, entonces Imfn � Ker fn � M para algún n P N,
además f es un isomorfismo si, y sólo si, f es un monomorfismo.

(2) Si M es noetheriano, entonces Imfn XKer fn � 0 para algún n P N,
además f es un isomorfismo si, y sólo si, f es un epimorfismo.

Proposición 2.4.11. Sean M un R-módulo de longitud finita y f un endo-
morfismo de M . Entonces existe n P N tal que

M � Imfn `Ker fn.

Terminaremos esta sección con el siguiente corolario.

Corolario 2.4.12. Sean M un R-módulo de longitud finita y f un endomor-
fismo de M . Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) f es un monomorfismo.

(2) f es un epimorfismo.

(3) f es un isomorfismo.

Además, si M es un R-módulo inescindible son equivalentes:

(1) f es un isomorfismo.

(2) f no es nilpotente.
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2.5. Teorema de Krull-Schmidt

En esta sección probaremos el Teorema de Krull-Schmidt. Este teorema
muestra la importancia de los módulos inescindibles.

Definición 2.5.1. Sea M un R-módulo izquierdo, una descomposición di-
recta

M �
à
A

Mα

de un módulo M como suma directa de submódulos inescindibles es una des-
composición en inescindibles de M .

Ejemplos 2.5.2.

(1) Sea S un R-módulo semisimple

S �
à
iPI

Si

como cada Si es simple, Si es inescindible. Por tanto,
À
iPI

Si es una

descomposición en inescindibles de S.

(2) Sea M un R-módulo izquierdo y además artiniano o noetheriano, por
la Proposición 2.3.13 M es la suma directa de una familia finita de

submódulos inescindibles M �
nÀ
i�1

Mi. Por tanto,
nÀ
i�1

Mi es una des-

composición en inescindibles de M .

Definición 2.5.3. Sea M un R-módulo izquierdo, dos descomposiciones di-
rectas

M �
à
A

Mα �
à
B

Nβ

de M son equivalentes en caso de que exista σ : A ÝÑ B una biyección tal
que

Mα � Nσpαq p @α P Aq

Ejemplo 2.5.4. Considere N1 � tpa, 0q | a P Ru, N2 � tp0, bq | b P Ru y
N3 � tpb, bq | b P Ru como R-módulos izquierdos. Se sabe que

R2 � N1 `N2 � N1 `N3.

Se define σ : t1, 2u ÝÑ t1, 3u dada por σp1q � 1 y σp2q � 3 como N1 � N1 y
N2 � N3 se tiene que son descomposiciones equivalentes.
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Recordemos que dado M un R-módulo izquierdo, se tiene que K es un su-
mando directo máximo de M si, y sólo si, K tiene un sumando directo com-
plementario, N , inescindible en M .

Definición 2.5.5. Sea M un R-módulo izquierdo. Una descomposición

M �
à
A

Mα

de un módulo M como suma directa de submódulos no cero complementa
sumandos directos (complementa sumandos directos máximos) si para cada
sumando directo (máximo) K ¤M existe un subconjunto B � A tal que

M �

�à
B

Mβ

�à
K

Ejemplo 2.5.6. Sea S un R-módulo semisimple por el Lema 2.1.3 se tiene
que complementa sumandos directos.

El siguiente resultado nos muestra la importancia de las descomposiciones
que complementan sumandos directos máximos.

Lema 2.5.7. Sea

M �
à
A

Mα

una descomposición que complementa sumandos directos máximos. Si

M � N1 ` � � � `Nn `K

con N1, . . . , Nn inescindibles entonces existen α1, . . . , αn P A tales que

Mαi � Ni pi � 1, 2, . . . , nq

y para cada 1 ¤ l ¤ n

M �Mα1 ` � � � `Mαl `Nl�1 ` � � � `Nn `K.

Proposición 2.5.8. Si un R-módulo izquierdo M tiene una descomposición
en inescindibles que complementa sumandos directos máximos entonces todas
las descomposiciones en inescindibles de M son equivalentes.
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El siguiente resultado es crucial en la teoŕıa de módulos.

Recordemos que un anillo R es local en caso de que para cada par a, b P R,
si a� b es invertible entonces a o b es invertible. Se sabe que si R es un anillo
local los únicos idempotentes son el 1R y el 0R y que si f : R ÝÑ S es un
homomorfismo de anillos y R es local entonces S también lo es. Aśı pues,
si M � 0 es un R-módulo y su anillo de endomorfismos EndRpMq es local
se tiene que M es inescindible. Ver la Proposición 1.4.22. Tenemos pues el
siguiente resultado.

Teorema 2.5.9 (Teorema de Azumaya). Si un R-módulo M tiene una des-
composición directa

M �
à
A

Mα

donde cada EndRpMαq es local entonces es una descomposición en inescindi-
bles. Más aún, cada sumando directo no cero de M tiene un sumando directo
inescindible.

Corolario 2.5.10. Si M tiene una descomposición directa

M �M1 ` � � � `Mn

donde EndRpMiq es local para cada i P t1, 2, . . . , nu entonces esta descompo-
sición complementa sumandos directos.

Dado un R-módulo M sabemos que si 0 y 1 son los únicos idempotentes
en EndRpMq entonces M es inescindible (ver la Proposición 1.4.22). De lo
anterior se desprende que si EndRpMq es local, entonces M es inescindible.

Lema 2.5.11. Si M es un R-módulo izquierdo inescindible de longitud finita
entonces EndRpMq es un anillo local.

Teorema 2.5.12 (Teorema de Krull-Schmidt). Sea M un R-módulo izquier-
do no cero de longitud finita. Entonces M tiene una descomposición en ines-
cindibles

M �M1 ` � � � `Mn

tal que para cada descomposición en inescindibles

M � N1 ` � � � `Nk,
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n � k y existe una permutación σ de t1, 2, . . . , nu tal que

Mσpiq � Ni pi � 1, 2, . . . , nq,

y para cada 1 ¤ l ¤ n

M �Mσp1q ` � � � `Mσplq `Nl�1 ` � � � `Nn

De hecho, la descomposición M � M1 ` � � � `Mn complementa sumandos
directos.

Demostración:
Como M tiene longitud finita por la Proposición 2.4.4 y 2.3.13 M tiene una
descomposición finita en inescindibles.

M �M1 ` � � � `Mn

Por el Corolario 2.4.5 tenemos que cada Mi es de longitud finita para i P
t1, 2, . . . , nu. Además cada Mi es inescindible y aplicando el Lema 2.5.11
se tiene que EndRpMiq es local para i P t1, 2, . . . , nu. De donde usando el
Corolario 2.5.10 tenemos que esta descomposición complementa sumandos
directos.

Ahora bien, si

M � N1 ` � � � `Nk

es otra descomposición en inescindibles de M por la Proposición 2.5.8 es-
tas descomposiciones son equivalentes, por lo que existe una biyección σ de
t1, 2, . . . , nu en t1, 2, . . . , ku, lo cual implica que n � k, tal que Mσpiq � Ni

para i P t1, 2, . . . , nu.
Considerando K � 0 y aplicando el Lema 2.5.7 se tiene que para cada 1 ¤
l ¤ n

M �Mσp1q ` � � � `Mσplq `Nl�1 ` � � � `Nn

.

En particular, el resultado anterior nos dice que cualesquiera dos descompo-
siciones en inescindibles de un R-módulo M son equivalentes.
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2.6. Módulos Libres, Proyectivos e Inyectivos

En esta sección abordaremos varios tipos de R-módulos entre los cuales están
los R-módulos libres, proyectivos e inyectivos. Mostraremos las propiedades
más importantes de dichos módulos y haremos ver que tienen una relación
con las sucesiones exactas cortas que se escinden. Terminaremos esta sección
dando una caracterización de los R-módulos inyectivos.

Definición 2.6.1. Un R-módulo izquierdo F es un R-módulo libre si F es
isomorfo a una suma directa de copias de R, esto es, si existe un conjunto
de ı́ndices (finito o infinito) B con

F �
à
bPB

Rb

donde Rb � xxby � R para todo b P B. Decimos que X � txb : b P Bu es una
base de F .

Ejemplo 2.6.2.

(1) Sea M � R2 considerado como R-módulo izquierdo, es un R-módulo
libre.

(2) Sean B � N y M � Z considerado como Z-módulo izquierdo. Entonces
F � ZN es un Z-módulo libre donde ZN �

À
αPN
Zα con Zα � Z, @α P

Z.

Observación 2.6.3. Usando la Definición 1.6.14 y el Lema 1.6.16 tenemos
que F �

À
bPB

Rb si, y sólo si, cada m P F tiene una única expresión de la

forma
m �

¸
bPB

rxbxb

donde rxb P R y casi todo rxb � 0. Se denota por F � xXy donde X � txb :
b P Bu.

Proposición 2.6.4. Sea R un anillo. Dado cualquier conjunto X existe un
R-módulo izquierdo libre F con base X, es decir,

F � xXy �

# ¸
xbPX

rxbxb : rxb P R y casi todo rxb � 0

+
.
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El siguiente resultado generaliza la idea de extender por linealidad a una
transformación lineal T . Esto es, dada una base β � tv1, . . . , vnu de un espacio
vectorial V y w1, . . . , wn vectores en otro espacio vectorial W , tenemos que la

función T : V ÝÑ W dada por T p
n°
i�1

aiviq �
n°
i�1

aiwi es una transformación

lineal.

Proposición 2.6.5. Sean R un anillo y F el R-módulo izquierdo libre con
base X � txb : b P Bu. Si M es un R-módulo izquierdo y si f : X ÝÑ M es
cualquier función, entonces existe un único R-homomorfismo f̄ : F ÝÑ M
tal que f̄µ � f donde µ : X ÝÑ F es la inclusión. Es decir, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo.

F
f̄

  
X
?�

µ

OO

f
//M

El siguiente resultado muestra la importancia de los R-módulos libres.

Teorema 2.6.6. Cada R-módulo izquierdo M es isomorfo a un cociente de
un R-módulo izquierdo libre. Más aún, M es finitamente generado si, y sólo
si, F puede escogerse finitamente generado.

El siguiente resultado establece una propiedad fundamental que satisfacen
los R-módulos libres.

Teorema 2.6.7. Sea F un R-módulo izquierdo libre. Si p : M ÝÑ N es un
epimorfismo, entonces para cada R-homomorfismo h : F ÝÑ N , existe un
R-homomorfismo g : F ÝÑM tal que pg � h. Es decir, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo.

F

g
~~

h

��
M p

// N // 0
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2.6.1. Proyectivos

La propiedad mencionada en el Teorema 2.6.7, que satisfacen los R-módulos
libres, motiva la siguiente definición.

Definición 2.6.8. Un R-módulo izquierdo P es proyectivo si para cualquier
epimorfismo p : M ÝÑ N y cualquier R-homomorfismo h : P ÝÑ N , existe
g : P ÝÑ M un R-homomorfismo tal que pg � h. Es decir, el siguiente
diagrama conmuta.

P

g
~~

h

��
M p

// N // 0

Ejemplo 2.6.9. Si F es un R-módulo izquierdo libre, entonces por el Teo-
rema 2.6.7 F es un R-módulo proyectivo.

La siguiente proposición es inmediata de la definición de R-módulo proyec-
tivo.

Proposición 2.6.10. Un R-módulo izquierdo P es proyectivo si, y sólo si,
cada sucesión exacta corta

0 ÝÑM
i

ÝÑN
p
ÝÑP ÝÑ 0

se escinde.

El siguiente resultado caracteriza a los R-módulos proyectivos.

Teorema 2.6.11.

(1) Un R-módulo izquierdo P es proyectivo si, y sólo si, P es un sumando
directo de un R-módulo libre.

(2) Un R-módulo finitamente generado P es proyectivo si, y sólo si, P es
un sumando directo de Rn para algún n P N.

Corolario 2.6.12.

(1) Cada sumando directo de un módulo proyectivo es por śı mismo pro-
yectivo.
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(2) Cada suma directa de módulos proyectivos es proyectivo.

El siguiente ejemplo muestra que no todo R-módulo proyectivo es un R-
módulo libre.

Ejemplo 2.6.13. Se tiene que Z6 es la suma directa interna de dos ideales

Z6 � J ` I

donde J � t0, 2, 4u � Z3 e I � t0, 3u � Z2. Además, Z6 es un Z6-módulo
libre por śı mismo y J , I por ser sumandos directos de un módulo libre son
Z6-módulos proyectivos. Sin embargo, ni J ni I pueden ser libres ya que un
Z6-módulo libre finitamente generado F es una suma directa de n copias de
Z6, entonces F debe tener 6n elementos, pero J , I tienen menos elementos
que 6.

2.6.2. Inyectivos

A continuación abordaremos otro tipo de R-módulos llamados R-módulos
inyectivos. De hecho, la noción de R-módulo inyectivo es la noción dual de
R-módulo proyectivo.

Definición 2.6.14. Un R-módulo izquierdo E es inyectivo si para cualquier
i : M ÝÑ N monomorfismo y f : M ÝÑ E un R-homomorfismo, existe
g : N ÝÑ E R-homomorfismo tal que gi � f . Es decir, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo.

E

0 //M
i
//

f

OO

N

g

``

Un resultado inmediato de la Definición 2.6.14 y de la Proposición 1.3.18 es
el siguiente.

Proposición 2.6.15. Si un R-módulo E es inyectivo, entonces cada sucesión
exacta corta

0 ÝÑ E
i

ÝÑM
p
ÝÑN ÝÑ 0

se escinde.
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Corolario 2.6.16. Si un módulo inyectivo E es un submódulo de un módulo
M , entonces E es un sumando directo de M ; es decir, existe S ¤M tal que
M � E ` S.

La siguiente proposición muestra como obtener otros R-módulos inyectivos
en términos de R-módulos inyectivos ya dados.

Proposición 2.6.17.

(1) Si tEkukPK es una familia de R-módulos izquierdos inyectivos, entonces±
kPK

Ek es también un R-módulo izquierdo inyectivo.

(2) Cada sumando directo de un R-módulo inyectivo E es un R-módulo
inyectivo.

Corolario 2.6.18. Una suma directa finita de R-módulos izquierdos inyec-
tivos es un R-módulo izquierdo inyectivo.

El siguiente resultado brinda una caracterización de los R-módulos inyectivos
a través del anillo R.

Teorema 2.6.19 (Criterio de Baer). Un R-módulo izquierdo E es inyectivo
si, y sólo si, cada R-homomorfismo f : I ÝÑ E, donde I es un ideal de R,
puede ser extendido a R, es decir, existe un R-homomorfismo g : R ÝÑ E
tal que gi � f donde i : I ÝÑ R e ipxq � x para todo x P I.

E

0 // I

f

OO

i
// R

g

__

Ejemplo 2.6.20. Q es un Z-módulo inyectivo.

Sea I un ideal de Z, f : I ÝÑ Q un Z-homomorfismo. Si I � 0 se define
g : Z ÝÑ Q como gpkq � 0 para todo k P Z. Si I es un ideal no cero
de Z, se tiene que I � nZ para algún n P N se define g : Z ÝÑ Q como
gpkq � kpfpnq{nq para todo k P Z, en ambos casos es claro que g es un
Z-homomorfismo y que f � gi donde i : nZ ÝÑ Z es la inclusión canónica.
Por el Teorema 2.6.19 se sigue que Q es un Z-módulo inyectivo.
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Q

0 // nZ

f

OO

i
// Z

g

``



58CAPÍTULO 2. TÓPICOS AVANZADOS DE LA TEORÍA DE MÓDULOS



Caṕıtulo 3

Sistemas Estratificantes

En este caṕıtulo enunciamos y demostramos las principales propiedades del
concepto de sistema estratificante pθ, Y ,¤q de talla t, donde θ � tθpiquti�1 es
un conjunto de R-módulos no cero y Y � tY pjqutj�1 es un conjunto de R-
módulos inescindibles. Dichos conjuntos satisfacen ciertas propiedades. Ver
la Definición 3.2.3.

El objetivo de esta sección es demostrar que la k-álgebra A � EndRp
tÀ

j�1

Y pjqq

es estandarmente estratificada.

En el desarrollo de los sistemas estratificantes el concepto de homomorfismo
minimal izquierdo es relevante. Por ello iniciamos este caṕıtulo estudiando
este tema.

3.1. Homomorfismos minimales izquierdos

En esta sección introduciremos el concepto de homomorfimo minimal izquier-
do y sus principales propiedades. Dicho concepto será utilizado en la sección
3.2. Cabe mencionar que los conceptos de homomorfismo minimal izquierdo y
derecho están enunciados en el libro [1]. En dicho libro se desarrolla la teoŕıa
de homomorfismo minimal derecho con todo detalle y sólo se menciona que la
teoŕıa para el concepto de homomorfismo minimal izquierdo es dual. Por ello,
hemos decidido desarrollar la teoŕıa de homomorfismo minimal izquierdo con
todo detalle. En esta sección M denotará un R-módulo (no necesariamente

59
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finitamente generado) fijo.

Definición 3.1.1. Sean R un anillo y M un R-módulo fijo. Consideremos
la categoŕıa R � ModzM donde los objetos son los R-homomorfismos f :
M ÝÑ B y donde un morfismo g : f ÝÑ f 1 de f : M ÝÑ B a f 1 : M ÝÑ B1

es un R-homomorfismo g : B ÝÑ B1 tal que el siguiente diagrama conmuta:

M
f //

f 1 !!

B

g
��
B1

Es decir, f 1 � gf

Lema 3.1.2. Se tiene que g : f ÝÑ f 1 es un isomorfismo en R�ModzM si
y solamente si g : B ÝÑ B1 es un isomorfismo en R �Mod.

Demostración:

Consideremos If � IB : B ÝÑ B el homomorfismo identidad en B e
If 1 � IB1 : B1 ÝÑ B1 el homomorfismo identidad en B1. Como g : f ÝÑ f 1

es un isomorfismo en R � ModzM existe h : f 1 ÝÑ f tal que hg � If y
gh � If 1 . Es decir, para g : B ÝÑ B1 existe h : B1 ÝÑ B tal que hg � IB y
gh � IB1 . Por lo tanto, g es un isomorfismo en R �Mod.

Por otra parte, si g es un isomorfismo en R�Mod existe un R-homomorfismo
h : B1 ÝÑ B tal que hg � IB y gh � IB1 . Es decir, existe un morfismo
h : f 1 ÝÑ f tal que If � hg : f ÝÑ f e If 1 � gh : f 1 ÝÑ f 1.

Definición 3.1.3. Un R-homomorfismo f : M ÝÑ B decimos que es un
homomorfismo minimal izquierdo si cada morfismo g : f ÝÑ f es un auto-
morfismo. Es decir, si para cada R-homomorfismo g : B ÝÑ B tal que el
siguiente diagrama conmuta:

M
f //

f   

B

g
��
B

Se tiene que g es un automorfismo.
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Con el propósito de seguir con el desarrollo de esta teoŕıa necesitamos enun-
ciar la Proposición 3.1.4. Para poder hacer esto introduciremos la siguiente
relación de equivalencia en los objetos de la categoŕıa R � ModzM . Sean
f : M ÝÑ B y f : M ÝÑ B1 P ObpR �ModzMq. Decimos que f � f 1 si
Hompf, f 1q � H y Hompf 1, fq � H. Es decir, si existen g : B ÝÑ B1 y
h : B1 ÝÑ B tales que los siguientes diagramas conmutan:

M
f //

f 1 !!

B

g
��
B1

M
f 1 //

f !!

B1

h
��
B

A continuación veremos que dicha relación es de equivalencia. Como IB :
B ÝÑ B es tal que

M
f //

f   

B

IB
��
B

se tiene que esta relación es reflexiva. Además, una consecuencia de la misma
definición es que la relación es simétrica. Veamos que esta relación es tran-
sitiva. Sea h : M ÝÑ B2 un R-homomorfismo y supongamos que f � h y
h � f 1 entonces existe g : B ÝÑ B2 tal que gf � h y existe g1 : B2 ÝÑ B
tal que g1h � f 1.

B

g
��

M

f
==

h
//

f 1 !!

B2

g1

��
B
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Se tiene que g1g : B ÝÑ B1 es tal que g1gf � f 1 y por lo tanto Hompf, f 1q �
H. Análogamente Hompf 1, fq � H.

Recordemos que dado B un R-módulo de longitud finita, denotamos por lpBq
a su longitud.

Proposición 3.1.4. Sea un anillo R y M un R-módulo fijo, se tiene que
en cada clase de equivalencia de un objeto g : M ÝÑ B de la categoŕıa R �
ModzM con B de longitud finita existe un homomorfismo minimal izquierdo
que es único salvo isomorfismo.

Demostración:

Sean h : M ÝÑ B con B de longitud finita y f : M ÝÑ X tal que f � h
y lpXq es la menor posible. Veamos que f : M ÝÑ X es un homomorfismo
minimal izquierdo. Para esto, supongamos que g : X ÝÑ X es tal que el
siguiente diagrama conmuta:

M
f //

f   

X

g
��
X

Veamos que g es un automorfismo. Como X es de longitud finita basta ver
por la Proposición 2.4.12 que es un epimorfismo. Como gf � f entonces
Imf � Img, y tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

M
f //

f ""

Img� _
i
��
X

M
f //

f ""

X

g

��
Img

Por lo que si denotamos a f̄ : M ÝÑ Img dada por f̄pmq � fpmq se tiene
que f̄ � f . Como Img es un submódulo de X se tiene que lpImgq ¤ lpXq
lo cual implica que lpImgq � lpXq por la minimalidad de lpXq. Por lo que
se tiene X � Img. Lo cual prueba que g es un automorfismo.
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Si h1 : M ÝÑ X 1 es también minimal izquierdo y h1 � f entonces existen
s : X 1 ÝÑ X y t : X ÝÑ X 1 R-homomorfismos tales que los siguientes
diagramas conmutan:

X 1

s
��

M

h1
==

f //

h1 !!

X

t
��
X 1

X

t
��

M

f
==

h1 //

f !!

X 1

s
��
X

Entonces ts es un isomorfismo. Análogamente st es un isomorfismo lo cual
implica que t y s son isomorfismos. Por lo tanto h1 es isomorfo a f .

Definición 3.1.5. Sea f : M ÝÑ B un R-homomorfismo con B de longitud
finita. El único R-homomorfismo minimal izquierdo (salvo isomorfismo) en
la clase de equivalencia de f se le llama la versión minimal izquierda de f .

Teorema 3.1.6. Sean R un anillo y M un R-módulo fijo. Sea f : M ÝÑ Y
un objeto de R � ModzM con Y de longitud finita. Entonces existe una
descomposición Y � Y 1 ` Y 2 tal que p1f : M ÝÑ Y 1 es un R-homomorfismo
minimal izquierdo y p2f : M ÝÑ Y 2 es cero, donde p1 : Y ÝÑ Y 1 y p2 :
Y ÝÑ Y 2 son las proyecciones naturales de acuerdo a la descomposición
Y � Y 1 ` Y 2. Más aún, p1f es la versión minimal izquierda de f .

Demostración:

Por la Proposición 3.1.4 existe g : M ÝÑ B con B de longitud finita tal que
g � f y g es un R-homomorfismo minimal izquierdo. Como g � f existen
s : B ÝÑ Y y t : Y ÝÑ B R-homomorfismos tales que el siguiente diagrama
conmuta:
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B

s
��

M

g
>>

f //

g
  

Y

t
��
B

Como g es un R-homomorfismo minimal izquierdo ts es un isomorfismo.
Veamos que Y � Im s ` Ker t. Sea y P Y entonces tpyq P B y como ts
es un isomorfismo existe x P B tal que tspxq � tpyq. Observemos que y �
spxq � y � spxq y que tpy � spxqq � tpyq � tspxq � 0 por lo que se tiene
Y � Im s �Ker t. Además, si x P Im s XKer t se tiene que x � spyq para
algún y P B y 0 � tpxq � tspyq como ts es un isomorfismo y � 0 lo cual
implica que x � 0. Por lo tanto Y � Im s`Ker t. Denotemos por Y 1 � Im s
y Y 2 � Ker t. Sea m PM , como f � sg entonces p2fpmq � p2pspgpmqqq � 0.
Veamos que p1f es un homomorfismo minimal izquierdo. Sea h : Y 1 ÝÑ Y 1

un R-homomorfismo tal que el siguiente diagrama conmuta:

M
p1f //

p1f   

Y 1

h
��
Y 1

Como Y es de longitud finita entonces Y 1 es de longitud finita. Por la Propo-
sición 2.4.12 basta ver que es un monomorfismo. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo:

B

s
��
Y

p1

��
M

g

FF

f
>>

p1f //

p1f

  
g

��

Y 1

h
��
Y 1

t
��
B
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Como g es un R-homomorfismo minimal izquierdo thp1s es un isomorfismo.
Sea x P Y 1 tal que 0 � hpxq con x P Y 1 � Im s entonces existe y P B tal
que x � spyq. Observemos que p1pspyqq � spyq entonces 0 � hspyq � hp1spyq
por lo que se tiene thp1spyq � 0 como thp1s es un isomorfismo se tiene que
y � 0 y por lo tanto x � 0. Además, los siguientes diagramas muestran que
p1f � f .

M
f //

p1f   

Y

p1

��
Y 1

M
f //

p1f   

YOO

i

?�

Y 1

Corolario 3.1.7. Sean R un anillo y M un R-módulo fijo. Sea f : M ÝÑ Y
un objeto en R �ModzM distinto del R-homomorfismo cero, con Y un R-
módulo inescindible y de longitud finita. Entonces f : M ÝÑ Y es un R-
homomorfismo minimal izquierdo.

Demostración:

Por el Teorema 3.1.6 existe una descomposición Y � Y 1 ` Y 2 tal que p1f :
M ÝÑ Y 1 es un R-homomorfismo minimal izquierdo y p2f : M ÝÑ Y 2 es
cero, donde p1 : M ÝÑ Y 1 y p2 : M ÝÑ Y 2 son las proyecciones naturales
de acuerdo a la descomposición Y � Y 1 ` Y 2. Como f es distinto del R-
homomorfismo cero entonces existe m P M tal que 0 � fpmq � p1fpmq,
entonces Y 1 � 0. Además, como Y es inescindible Y 1 � Y y se tiene que
p1f : M ÝÑ Y y p1fpmq � fpmq por lo que p1f � f , como p1f es un R-
homomorfismo minimal izquierdo se tiene que f es un homomorfismo minimal
izquierdo.

3.2. Sistemas Estratificantes

En esta sección introduciremos el concepto de sistema estratificante y sus
principales propiedades. Para ello enunciaremos primero el concepto de k-
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álgebra de dimensión finita y trabajaremos con k-álgebras de dimensión finita
sobre campos algebraicamente cerrados. Por comodidad algunas veces nos
referiremos a ella sólo como k-álgebras.

Definición 3.2.1. Sea k un campo.

(1) Una k-álgebra es un anillo R (asociativo con 1R) que posee estructura
de k-espacio vectorial de tal forma que αpabq � pαaqb � apαbq para
cualesquiera α P k, a P R, b P R.

(2) Diremos que R es una k-álgebra de dimensión finita si R es de dimen-
sión finita como k-espacio vectorial.

A partir de ahora supondremos que nuestro campo k es algebraicamente ce-
rrado. Más aún, supondremos que R es una k-álgebra de dimensión finita.
Por comodidad algunas veces nos referiremos a ella sólo como k-álgebras.

Observación 3.2.2. Si R es una k-álgebra de dimensión finita, se tiene
que todo R-módulo izquierdo M es un k-espacio vectorial. Además, si M
es finitamente generado entonces M es un k-espacio vectorial de dimensión
finita y por lo tanto M es de longitud finita.

Denotamos por R � mod a la categoŕıa de los R-módulos izquierdos fini-
tamente generados sobre un álgebra R y a mod � R a la categoŕıa de los
R-módulos derechos finitamente generados sobre un álgebra R. A partir de
ahora trabajaremos únicamente en la categoŕıa de R�mod o bien en mod�R.
Por comodidad, algunas veces sólo diremos que M es un R-módulo, en lu-
gar de un R-módulo finitamente generado. Dada una clase C de R-módulos
denotamos por FpCq a la subcategoŕıa completa de R � mod que contiene
al módulo cero y a todos los R-módulos que son filtrados por módulos en C.
Esto es, un R-módulo no cero M está en FpCq si existe una cadena finita

M �M0 ¡M1 ¡ � � � ¡Mn�1 ¡Mn � 0 (3.1)

de R-submódulos de M tales que Mi{Mi�1 es isomorfo a un módulo en C para
todo i � 0, 2, . . . , n � 1. A la cadena finita de M dada en (3.1) se le conoce
como una C-filtración de M . En particular, si C � H entonces FpCq � t0u.
En resumen,

FpCq � tX P R �mod : X tiene una C � filtraciónu
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Sean X y Y dos subcategoŕıas completas de R �mod. Decimos que

Ext1RpX ,Yq � 0

si Ext1RpX, Y q � 0 para todo X P X y Y P Y . Otras categoŕıas relacionadas
a FpCq son las siguientes:

IpCq � tX P R �mod : Ext1RpFpCq, Xq � 0u

PpCq � tX P R �mod : Ext1RpX,FpCqq � 0u

Para poder dar la definición de sistema estratificante consideremos el siguien-
te contexto.

Sean R una k-álgebra de dimensión finita sobre un campo algebraicamente
cerrado, θ � tθpiquti�1 un conjunto de R-módulos finitamente generados no
cero y Ωt � t1, 2, . . . , tu el subconjunto de los primeros t números naturales
con el orden total natural ¤, es decir, 1 ¤ 2 ¤ � � � ¤ t. Consideremos a la
subcategoŕıa completa de R �mod, Fpθq.

Definición 3.2.3. Sean θ � tθpiquti�1 un conjunto de R-módulos (no cero) y
Y � tY piquti�1 un conjunto de R-módulos inescindibles. El sistema pθ, Y ,¤q
es un sistema estratificante de talla t si se cumple lo siguiente:

(1) HomRpθpjq, θpiqq � 0 para j ¡ i.

(2) Para cada i P Ωt existe una sucesión exacta

0 ÝÑ θpiq
αiÝÑY piq ÝÑ Zpiq ÝÑ 0

tal que Zpiq P Fptθpjq : j   iuq.

(3) Ext1RpFpθq, Y q � 0, donde Y �
tÀ
i�1

Y piq.

Definición 3.2.4. Una Ipθq-aproximación izquierda de θpiq es un R-homo-
morfismo β : θpiq ÝÑ X con X P Ipθq tal que para cualquier homomorfismo
β1 : θpiq ÝÑ X 1 con X 1 P Ipθq existe un homomorfismo ξ : X ÝÑ X 1 que
satisface β1 � ξβ.
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θpiq
β //

β1 !!

X

ξ
��
X 1

Lema 3.2.5. Sea pθ, Y ,¤q un sistema estratificante. Para cada i P Ω sea
αi : θpiq ÝÑ Y piq el homomorfismo dado en 3.2.3. Entonces αi es un homo-
morfismo minimal izquierdo y una Ipθq-aproximación izquierda de θpiq.

Demostración:

Como Y piq es inescindible por el Corolario 3.1.7 αi es un homomorfismo
minimal izquierdo. Consideremos la sucesión exacta

0 ÝÑ θpiq
αiÝÑY piq ÝÑ Zpiq ÝÑ 0

Consideremos X P Ipθq. Como Ext1RpZpiq, Xq � 0 se tiene la sucesión exacta
corta

0 ÝÑ HomRpZpiq, Xq ÝÑ HomRpY piq, Xq
α�iÝÑHomRpθpiq, Xq ÝÑ 0

De donde α�i es un epimorfismo, entonces para todo homomorfismo f :
θpiq ÝÑ X existe g : Y piq ÝÑ X tal que gαi � α�i pgq � f . Es decir, el
siguiente diagrama conmuta.

θpiq
αi //

f ""

Y piq

g

��
X

Definición 3.2.6. Sea pθ, Y ,¤q un sistema estratificante de talla t, M P
Fpθq y F una θ-filtración de M

F : M �M0 ¡M1 ¡ � � � ¡Mn�1 ¡Mn � 0

para cada i P Ωt � t1, 2, . . . , tu, definimos la multiplicidad de θpiq en la
filtración F de M como el número de cocientes que son isomorfos a θpiq.
Denotamos la multiplicidad de cada θpiq en M con respecto a la filtración F
por rM : θpiqs.
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Vamos a probar que para cada i P Ωt � t1, 2, . . . , tu y para cada M P
Fpθq la multiplicidad rM : θpiqs no depende de la θ-filtración de M (ver la
Proposición 3.2.10). Para ello, requerimos los siguientes lemas.

Lema 3.2.7. Con la notación de la Definición 3.2.3. Sea pθ, Y ,¤q un sistema
estratificante de talla t. Entonces HomRpθpi� sq, Zpiqq � 0 para todo s ¥ 0.

Demostración:

Sea F una θ-filtración de Zpiq.

F : Zpiq �M0 ¡M1 ¡ � � � ¡Mn�1 ¡Mn � 0

Sea α : θpi � sq ÝÑ Zpiq un R-homomorfismo con s ¥ 0. Como Zpiq{M1 �
θpj1q para algún j1   i. Consideremos el siguiente diagrama:

θpi� sq α // Zpiq

ϕ1πM1

��
θpj1q

donde πM1 es la proyección canónica de Zpiq sobre M1 y ϕ1 es un isomorfismo
de Zpiq{M1 a θpj1q. Como HomRpθpi � sq, θpj1qq � 0 ya que j1   i   i � s
se tiene que ϕ1πM1α � 0, además ϕ1 es un isomorfismo entonces πM1α � 0
lo cual implica Imα � M1. Dado que M1{M2 � θpj2q para algún j2   i.
Consideremos

θpi� sq α //M1

ϕ2πM2

��
θpj2q

donde πM2 es la proyección canónica de M1 sobre M2 y ϕ2 es un isomorfismo
de M1{M2 a θpj2q. Por el argumento anterior Imα �M2. Inductivamente se
tiene que Imα � Mn�1, además Mn�1 � θpjnq lo cual implica Imα � 0 y
por lo tanto α � 0.

Lema 3.2.8. Sea pθ, Y ,¤q un sistema estratificante de talla t. Entonces
HomRpθpi� sq, Y piqq � 0 para todo s ¥ 1.
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Demostración:

Por la Definición 3.2.3 tenemos que existe una sucesión exacta corta

0 ÝÑ θpiq
αiÝÑY piq ÝÑ Zpiq ÝÑ 0

con Zpiq P Fptθpjq : j   iuq. Aplicando el funtor HomRpθpi � sq, q para
s ¥ 1 se tiene:

0 ÝÑ HomRpθpi� sq, θpiqq ÝÑ HomRpθpi� sq, Y piqq ÝÑ

HomRpθpi� sq, Zpiqq ÝÑ Ext1Rpθpi� sq, θpiqq ÝÑ � � �

Por el Lema 3.2.7 HomRpθpi� sq, Zpiqq � 0 y por la Definición 3.2.3 se tiene
que HomRpθpi� sq, θpiqq � 0. Por lo tanto HomRpθpi� sq, Y piqq � 0.

Lema 3.2.9. Sea pθ, Y ,¤q un sistema estratificante. Entonces HomRp , Y piqq
es un funtor exacto en Fpθq.

Demostración:

Sea

0 ÝÑ N ÝÑM ÝÑ K ÝÑ 0

una sucesión exacta en Fpθq. Es decir, N,M,K P Fpθq. Tenemos la siguiente
sucesión exacta

0 ÝÑ HomRpK,Y piqq ÝÑ HomRpM,Y piqq

ÝÑ HomRpN, Y piqq ÝÑ Ext1RpK,Y piqq ÝÑ � � �

Como Ext1RpK,Y q � 0 se tiene que Ext1RpK,Y piqq � 0. Por lo que la sucesión
anterior es de la forma

0 ÝÑ HomRpK,Y piqq ÝÑ HomRpM,Y piqq

ÝÑ HomRpN, Y piqq ÝÑ 0

Esto es, el funtor HomRp , Y piqq es exacto.
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Proposición 3.2.10. Sea pθ, Y ,¤q un sistema estratificante de talla t. Para
M P Fpθq la multiplicidad de cada θpiq en una θ-filtración de M es indepen-
diente de la filtración.

Demostración:

Como Fpθq � R�mod y R es una k-álgebra de dimensión finita, si M P Fpθq,
M en particular es un k-espacio vectorial de dimensión finita y por lo tanto
HomRpM,Y piqq es un k-espacio vectorial de dimensión finita. Denotamos
por dij � dimHomRpθpiq, Y pjqq (como k-espacio vectorial). Sea D � pdijq
la matriz con entradas dij. Por el Lema 3.2.8 se tiene que es D una matriz
triangular superior y dii � 0 ya que 0 � αi P HomRpθpiq, Y piqq. Sea F una
θ-filtración de M

F : M �M0 ¡M1 ¡ � � � ¡Mn�1 ¡Mn � 0

Consideremos la siguiente sucesión exacta corta

0 ÝÑMn�1 ÝÑMn�2 ÝÑMn�2{Mn�1 ÝÑ 0

Aplicando el funtor HomRp , Y piqq a la sucesión anterior y usando el Lema
3.2.10 tenemos la sucesión exacta corta

0 ÝÑ HomRpMn�2{Mn�1, Y piqq ÝÑ HomRpMn�2, Y piqq ÝÑ

HomRpMn�1, Y piqq ÝÑ 0

Por la Proposición 2.4.6 se tiene que

dimHomRpMn�2, Y piqq �

dimHomRpMn�2{Mn�1, Y piqq � dimHomRpMn�1, Y piqq

Como Mn�1 � θpj1q y Mn�2{Mn�1 � θpj2q con j1, j2 P t1, 2, . . . , tu se tiene
que

dimHomRpMn�2, Y piqq � dj2i � dj1i

Consideremos ahora la sucesión exacta corta.
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0 ÝÑMn�2 ÝÑMn�3 ÝÑMn�3{Mn�2 ÝÑ 0

Por el argumento anterior se tiene

dimHomRpMn�3, Y piqq � dj3i � dj2i � dj1i

Inductivamente usando que mj es el número de cocientes isomorfos a θpjq en

la filtración F se tiene que HomRpM,Y piqq �
n°
j�1

mjdji � pm1, . . . ,mnqDi

donde Di es la i-ésima columna de D.

Ahora bien, si j � 1 tenemos que dimHomRpM,Y p1qq � m1d11 ya que
dk1 � 0 para todo k ¡ 1. Como d11 y dimHomRpM,Y p1qq son fijos y d11 � 0
se tiene que m1 � dimHomRpM,Y p1qq{d11 por lo que m1 está en términos
de dimHomRpM,Y p1qq y d11.

Continuando por inducción sobre el conjunto de ı́ndices

dimHomRpM,Y pkqq �
ņ

j�1

mjdjk � mkdkk �
k�1̧

j�1

mjdjk

Como mj esta determinado para 1 ¤ j ¤ k � 1 y dkk � 0, se tiene que

mk � pdimHomRpM,Y pkqq �
k�1°
j�1

mjdjkq{dkk.

Observación 3.2.11. De la Definición 3.2.3 y de la Proposición 3.2.10 te-
nemos que rY piq : θpiqs � 1 y rY piq : θpjqs � 0 para j ¡ i. Por lo tanto,
Y piq � Y pjq si i � j.

Definición 3.2.12. Sean pθ, Y ,¤q un sistema estratificante de talla t y M P
Fpθq. Definimos la θ-longitud de M y la denotamos por lθpMq como:

lθpMq �
ţ

i�1

rM, θpiqs.

Definición 3.2.13. Sean pθ, Y ,¤q un sistema estratificante de talla t y M P
Fpθq. Definimos maxpMq como el mayor ı́ndice j tal que rM : θpjqs � 0.
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Dado pθ, Y ,¤q un sistema estratificante de talla t y M P Fpθq queremos
probar que existe una sucesión exacta corta

0 ÝÑM ÝÑ Y0 ÝÑ Y1 ÝÑ � � � ÝÑ Yk ÝÑ 0.

donde Yr P addpY q (ver la Definición 3.2.17) y k   maxpMq. Para ello
necesitamos los siguientes lemas.

Lema 3.2.14. Sean pθ, Y ,¤q un sistema estratificante de talla t, M,N,K P
Fpθq y consideremos la siguiente sucesión exacta corta

0 ÝÑ K ÝÑM ÝÑ N ÝÑ 0.

Entonces maxpMq � máximo tmaxpKq,maxpNqu.

Demostración:

Como N �M{K bastará demostrar que el lema se cumple para la siguiente
sucesión exacta corta:

0 ÝÑ K ÝÑM ÝÑM{K ÝÑ 0

Sea F una θ-filtración de K

F : K � K0 ¡ K1 ¡ � � �Ks�1 ¡ Ks � 0

donde Kp{Kp�1 � θpjpq con jp ¤ maxpKq para p � 0, 1, 2, . . . , s� 1.

Sea G una θ-filtración de M{K

G : M{K �M0{K ¡M1{K ¡ � � � ¡Mn�1{K ¡Mn{K � 0

donde Mq{K{Mq�1{K � θpjqq con jq ¤ maxpM{Kq para q � 0, 1, 2, . . . , n�1.

Consideremos la siguiente θ-filtración de M dada por:

H : M �M0 ¡M1 ¡ � � � ¡Mn�1 ¡Mn � K ¡

K1 ¡ � � � ¡ Ks�1 ¡ Ks � 0.
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se tiene que Mq{Mq�1 � θpjqq para q � 0, 1, 2, . . . , n � 1 y Kp{Kp�1 � θpjpq
para p � 1, 2, . . . , s� 1. Por lo tanto,

maxpMq � máximo tmaxpKq,maxpM{Kqu.

Lema 3.2.15. Sea pθ, Y ,¤q un sistema estratificante de talla t y M P Fpθq.
Si maxpMq � i entonces Ext1Rpθpi� sq,Mq � 0 para s ¥ 0.

Demostración:

Sea F una θ-filtración de M

F : M �M0 ¡M1 ¡M2 ¡ � � � ¡Mn�1 ¡Mn � 0

Consideremos la sucesión

0 ÝÑMn�1 ÝÑMn�2 ÝÑMn�2{Mn�1 ÝÑ 0

donde Mn�1 � θpj1q y Mn�2{Mn�1 � θpj2q donde j1, j2 ¤ i. Aplicando el
funtor HomRpθpi� sq, q a la sucesión exacta corta anterior obtenemos:

0 ÝÑ HomRpθpi� sq,Mn�1q ÝÑ HomRpθpi� sq,Mn�2q ÝÑ

HomRpθpi� sq,Mn�2{Mn�1q ÝÑ Ext1Rpθpi� sq,Mn�1q ÝÑ

Ext1Rpθpi� sq,Mn�2q ÝÑ Ext1Rpθpi� sq,Mn�2{Mn�1q ÝÑ

Como Ext1Rpθpi � sq,Mn�1q � ExtR1pθpi � sq, θpj1qq � 0 ya que j1 ¤ i y
dado que Ext1Rpθpi � sq,Mn�2{Mn�1q � ExtR1pθpi � sq, θpj2qq � 0 ya que
j2 ¤ i se tiene que Ext1Rpθpi� sq,Mn�2q � 0. Inductivamente llegamos a que
Ext1Rpθpi� sq,Mq � 0.

Proposición 3.2.16. Sean pθ, Y ,¤q un sistema estratificante de talla t y
M P Fpθq. Entonces existe una sucesión exacta corta

0 ÝÑ θpiqa ÝÑM ÝÑ N ÝÑ 0

donde i � maxpMq y N P Fptθpjq : j   iuq.



3.2. SISTEMAS ESTRATIFICANTES 75

Demostración:

Inducción sobre lθpMq. Si lθpMq � 1 se tiene que M � θpiq para algún
i P t1, 2, . . . , tu y por lo tanto la sucesión buscada es:

0 ÝÑ θpiq ÝÑM ÝÑ 0

Supongamos que el lema es cierto para módulos N 1 P Fpθq y tales que
lθpN

1q   n. Sea M P Fpθq tal que lθpMq � n. Esto es, existe F una θ-
filtración de M

F : M �M0 ¡M1 ¡ � � � ¡Mn�1 ¡Mn � 0

donde Ms{Ms�1 � θpjsq para s � 0, 1, 2, . . . , n�1. Por hipótesis de inducción
existe una sucesión exacta corta

0 ÝÑ θpjqaM1 ÝÑM1 ÝÑM 1 ÝÑ 0

donde j � maxpM1q y M1{θpjq
aM1 � M 1 P Ftθplq : l   ju. Se tienen los

siguientes casos:

(1) M{M1 � θpj1q donde j1   j. Como j1   j se tiene que maxpMq � j.
Consideremos las siguientes sucesiones exactas cortas:

0 ÝÑ θpjqaM1 ÝÑM ÝÑM{θpjqaM1 ÝÑ 0 (3.2)

0 ÝÑM1{θpjq
aM1 ÝÑM{θpjqaM1 ÝÑM{M1 ÝÑ 0 (3.3)

Como maxpM1{θpjq
aM1 q   j y maxpM{M1q   j, por el Lema 3.2.14 se

tiene que M{θpjqaM1 P Ftθplq : l   ju. Por lo tanto la sucesión exacta
(3.2) es la sucesión buscada.

(2) M{M1 � θpj1q donde j1 � j. Como j1 � j se tiene que maxpMq � j �
maxpM1q.

Usando el Lema 3.2.15 se tiene que la siguiente sucesión exacta se
escinde

0 ÝÑM1 ÝÑM ÝÑM{M1 ÝÑ 0
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de donde M � M1 ` θpjq y M{θpjqaM1
�1 � pM1 ` θpjqq{θpjqaM1

�1 �
M1{θpjq

aM1 P Ftθplq : l   ju. Es decir,

0 ÝÑ θpjqaM1
�1 ÝÑM ÝÑM{θpjqaM1

�1 ÝÑ 0

es la sucesión exacta buscada.

(3) M{M1 � θpj1q donde j1 ¡ j. Como j1 ¡ j se tiene que maxpMq � j1.

Como maxpM1q � j usando el Lema 3.2.15 se tiene que la siguiente
sucesión exacta corta se escinde.

0 ÝÑM1 ÝÑM ÝÑM{M1 ÝÑ 0

Es decir, M � M1 ` θpj1q y M{θpj1q � pM1 ` θpj1qq{θpj1q � M1 P
Ftθplq : l ¤ ju.

De donde la sucesión exacta corta buscada es

0 ÝÑ θpj1q ÝÑM ÝÑM{θpj1q ÝÑ 0.

Definición 3.2.17. Sea M en R �mod. Definimos

addpMq � tX P R �mod : Dn P N y Y P R �mod tal que X ` Y �Mnu.

Lema 3.2.18. Sea pθ, Y ,¤q un sistema estratificante de talla t, M P Fpθq y
maxpMq � i. Entonces existe una sucesión exacta corta

0 ÝÑM ÝÑ Y 1 ÝÑM 1 ÝÑ 0

donde M 1 P Fpθq, maxpM 1q   i y Y 1 P addpY q.

Demostración:

Hacemos la demostración por inducción sobre el maxpMq. Supongamos que
maxpMq � 1 y sea F una θ-filtración de M

F : M �M0 ¡M1 ¡ � � � ¡Mn�1 ¡Mn � 0



3.2. SISTEMAS ESTRATIFICANTES 77

donde Mi{Mi�1 � θp1q para i � 0, 1, 2, . . . , n� 1. Por el Lema 3.2.15 se tiene
que la sucesión

0 ÝÑMn�1 ÝÑMn�2 ÝÑMn�2{Mn�1 ÝÑ 0

se escinde por lo que Mn�2 � θp1q ` θp1q se sigue inductivamente que M �
θp1qn. Como θp1q � Y p1q tenemos que

0 ÝÑM ÝÑ Y p1qn ÝÑ 0 ÝÑ 0

es la sucesión buscada. Supongamos que el lema se cumple para L P Fpθq tal
que maxpLq   i. Sea M P Fpθq tal que maxpMq � i. Usando el Lema 3.2.16
tenemos la sucesión exacta corta:

0 ÝÑ θpiqa ÝÑM ÝÑ N ÝÑ 0

donde N P Fpθq y maxpNq   i. Por hipótesis de inducción existe una suce-
sión exacta corta:

0 ÝÑ N
f
ÝÑ Ȳ ÝÑ N̄ ÝÑ 0

donde Ȳ P addpY q y maxpN̄q   maxpNq. Consideremos el diagrama conmu-
tativo push-out

0

��

0

��
0 // θpiqa

��

//M

g

��

// N // 0

0 // Y piqa

��

//W

��

// N // 0

Zpiqa

��

Zpiqa

��
0 0

Como N P Fpθq y Ext1RpFpθq, Y q � 0 el segundo renglón se escinde. De
donde se tiene que W � Y piqa ` N . Tomando las inclusiones f y g se tiene
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una inclusión h � fg : M ÝÑ Y piqa ` Ȳ donde Y piqa ` Ȳ P addpY q.
Consideremos la siguiente sucesión exacta corta

0 ÝÑ W {M ÝÑ pY piqa ` Ȳ q{M ÝÑ Y piqa ` Ȳ {W ÝÑ 0

Como W {M � Zpiqa y pY piqa ` Ȳ {W q � N̄ por el Lema 3.2.14 se tiene que
maxppY piqa ` Ȳ q{Mq   i. Por lo que la sucesión

0 ÝÑM ÝÑ Y piqa ` Ȳ ÝÑ pY piqa ` Ȳ q{M ÝÑ 0

cumple con las condiciones del lema.

Terminamos esta sección con el siguiente resultado.

Proposición 3.2.19. Sean pθ, Y ,¤q un sistema estratificante de talla t y
M P Fpθq. Entonces existe una sucesión exacta

0 ÝÑM ÝÑ Y0 ÝÑ Y1 ÝÑ � � � ÝÑ Yk ÝÑ 0

donde Yr P addpY q y k   maxpMq.

Demostración:

Por el Lema 3.2.18 se tienen las siguientes sucesiones exactas cortas:

0 ÝÑM
h
ÝÑY0

f
ÝÑM 1 ÝÑ 0

0 ÝÑM 1 g
ÝÑY1

h1
ÝÑM2 ÝÑ 0

donde Y0, Y1 P addpY q, M
1,M2 P Fpθq y maxpM2q ¤ maxM 1   maxpMq.

Veamos que la siguiente sucesión es exacta

0 ÝÑM
h
ÝÑY0

gf
ÝÑY1

h1
ÝÑM2 ÝÑ 0

Como Imf �M 1 se tiene que Imgf � Img � Ker h1. Sea x P Ker gf como
g es un monomorfismo se sigue que fpxq � 0 de donde x P Ker f � Imh.
Además se tiene que Imh � Ker f ¤ Ker gf por lo que Imh � Ker gf .
Como h1 es un epimorfismo y h es un monomorfismo se tiene que la sucesión
anterior es exacta. Se sigue inductivamente que existe una sucesión exacta
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0 ÝÑM ÝÑ Y0 ÝÑ Y1 ÝÑ � � � ÝÑ Yk ÝÑ 0

donde Yr P addpY q y k   maxpMq.

3.3. Álgebras Estandarmente Estratificadas

En esta sección A denotará una k-álgebra de dimensión finita sobre un campo
algebraicamente cerrado. Por comodidad nos referiremos a A sólo como una
k-álgebra. Por el Teorema 2.5.12 sabemos que A tiene una descomposición:

A � P p1q ` P p2q ` � � � ` P pnq (3.4)

donde cada P piq es un A-módulo derecho proyectivo inescindible. Además
esta descomposición es única (salvo isomorfismo). Por ello, diremos que (3.4)
es la descomposición de A en suma directa de A-módulos proyectivos ines-
cindibles. O bien la descomposición de A. Aśı mismo, a lo largo de toda la
sección fijamos la notación P p1q, P p2q, . . . , P pnq para los A-módulos derechos
proyectivos inescindibles.

Definición 3.3.1. Una k-álgebra A (de dimensión finita) es básica si los
proyectivos inescindibles que aparecen en su descomposición “no se repiten”.
Es decir, que P piq � P pjq sólo si i � j.

A partir de aqúı sólo consideramos k-algebras básicas (de dimensión finita so-
bre un campo algebraicamente cerrado). Pero por conveniencia sólo diremos
que A es una k-ágebra. De manera análoga a la sección anterior trabajaremos
sólo con A-módulos finitamente generados.

Consideremos la descomposición de A en proyectivos inescindibles

A � P p1q ` P p2q ` � � � ` P pnq

Se tiene que:

(1) P piq � eiA para todo i � 1, 2, . . . , n. Es decir,

A � e1A` e2A` � � � ` enA

donde te1, e2, . . . , enu es un sistema completo de idempotentes ortogo-
nales primitivos.
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(2) Los A-módulos derechos Spiq � eiA{Rad peiAq para i � 1, 2, . . . , n
son una lista completa de todos los A-módulos derechos simples (salvo
isomorfismo).

(3) Fijamos el orden total natural ¤ en el conjunto Ωn � t1, 2, . . . , nu.

(4) Sabemos que eiA � P piq es la cubierta proyectiva del simple Spiq para
i � 1, 2, . . . , n.

(5) Se tiene que Rad pP piqq es un submódulo maximal de P piq, de donde
se sigue que Rad pP piqq es el único submódulo maximal de P piq.

Algunos conceptos que serán de utilidad son los siguientes:

Definición 3.3.2. Sea A una k-álgebra y sea A � P p1q ` P p2q ` � � � ` P pnq
su descomposición en suma directa de proyectivos inescindibles.

(1) Denotamos por Upiq a la suma de todas las imágenes de R-homomor-
fismos f : P pjq ÝÑ P piq con j ¡ i. Es decir,

Upiq �
¸

f :P pjqÝÑP piq

Imf, con j ¡ i.

(2) Para i � 1, 2, . . . , n denotamos por ∆piq � P piq{Upiq. Para cada i
decimos que ∆piq es el i-ésimo A-módulo derecho estándar.

(3) Denotamos por ∆ � t∆piquni�1. A este conjunto se le conoce como el
conjunto de los A-módulos derechos estándar.

(4) Denotamos por Fp∆q a la subcategoŕıa de mod � A que consta del A-
módulo derecho cero y de todos los 0 �M que tienen una ∆-filtración.
A la categoŕıa Fp∆q se le conoce como la categoŕıa de los A-módulos
derechos buenos.

Observación 3.3.3. Se tiene que ∆pnq � P pnq.

Definición 3.3.4. Sea A una k-álgebra. Decimos que A es un álgebra estan-
darmente estratificada a la derecha si A P Fp∆q.
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El objetivo de esta sección es demostrar que dado un sistema estratificante

pθ, Y ,¤q de talla t, la k-álgebra A � EndRp
tÀ

j�1

Y pjqq es una k-álgebra estan-

darmente estratificada a la derecha.

En los siguientes lemas, establecemos algunas de las propiedades que satisface
la categoŕıa Fp∆q.

Lema 3.3.5. Sea ∆ � t∆piquni�1 el conjunto de A-módulos derechos estándar.
Si X P mod � A, entonces Ext1RpFp∆q, Xq � 0 si, y sólo si, Ext1Rp∆piq, Xq
� 0 para i � 1, 2, . . . , n.

Demostración:

Supongamos que Ext1Rp∆piq, Xq � 0 para i � 1, 2, . . . , n. Sea M P Fp∆q y
F una ∆-filtración de M

F : M �M0 ¡M1 ¡ � � � ¡Mn�1 ¡Mn � 0

donde Mi{Mi�1 � ∆pjiq para i � 0, 1, . . . , n � 1. Consideremos la sucesión
exacta corta:

0 ÝÑMn�1 ÝÑMn�2 ÝÑMn�2{Mn�1 ÝÑ 0

Aplicando el funtor HomRp , Xq se tiene

0 ÝÑ HomRpMn�2{Mn�1, Xq ÝÑ HomRpMn�2, Xq ÝÑ

HomRpMn�1, Xq ÝÑ Ext1RpMn�2{Mn�1, Xq ÝÑ

Ext1RpMn�2, Xq ÝÑ Ext1RpMn�1, Xq ÝÑ

ComoExt1RpMn�2{Mn�1, Xq � 0 yExt1RpMn�1, Xq � 0 se tiene queExt1RpMn�2, Xq �
0. Se sigue inductivamente que

Ext1RpM,Xq � 0.

Por otra parte, si Ext1RpFp∆q, Xq � 0 entonces en particular se tiene que

Ext1Rp∆piq, Xq � 0

para i � 1, 2, . . . , n.
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Corolario 3.3.6. Sea A un álgebra de dimensión finita, ∆ � t∆piquni�1 el
conjunto de A-módulos derechos estándar. Si ∆piq � P piq para toda i �
1, 2, . . . , n entonces Ip∆q � mod� A.

Demostración:

Sea M P mod�A. Como P piq es proyectivo se tiene Ext1RpP piq, Xq � 0 para
i � 1, 2, . . . , n, lo cual implica Ext1Rp∆piq,Mq � 0 para i � 1, 2, . . . , n. Por
el Lema 3.3.5 se tiene que Ext1RpFp∆q,Mq � 0. Por lo tanto, M P Ip∆q.

Se puede ver que para el conjunto ∆ � t∆iu
n
i�1 podemos encontrar módulos

inescindibles Y � tYiu
n
i�1 tales que p∆, Y ,¤q es un sistema estratificante (Ver

el Lema 1.8.2 de [2]) Con esto, se tiene la siguiente proposición.

Corolario 3.3.7. Sean A una k-algebra de dimensión finita y ∆ � t∆piquni�1

el conjunto de A-módulos derechos estándar. Si ∆piq � P piq para toda i �
1, 2, . . . , n entonces ∆piq � Y piq para toda i � 1, 2, . . . , n.

Demostración:

Se sigue de la Caracterización 1.6 en [3] y del Corolario 3.3.6.

Observación 3.3.8. Con la notación dada en la Definición 3.3.2 tenemos
que Upiq es un submódulo propio de P piq

Para enunciar la siguiente proposición consideremos para cada i P t1, 2, . . . , nu
el conjunto Qi � tP piq{L : L ¤ P piq y P piq{L sólo tiene factores de com-
posición Spjq con j ¤ iu. Notemos que Spiq � P piq{RadP piq P Qi. En Qi

definimos el orden parcial ¨ dado por P piq{L ¨ P piq{T si L ¥ T . Con el
orden definido en Qi tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.3.9. Para cada i P t1, 2, . . . , nu tenemos que ∆piq es el co-
ciente maximal de P piq que tiene sólo factores de composición Spkq con k ¤ i.

Demostración:

Sea F una serie de composición de ∆piq � P piq{Upiq.

F : P piq{Upiq ¡M1{Upiq ¡ � � � ¡Ms{Upiq ¡ 0

donde tMlu
s
l�1 son A-submódulos de P piq y supongamos, para llegar a una

contradición, que existe j tal que
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Mj{Upiq{Mj�1{Upiq

ϕ
�Spkq

con k ¡ i y j P t1, 2, . . . , s� 1u. Consideremos el siguiente diagrama conmu-
tativo:

P pkq

α

ss

ΠRadP pkq

��
Mj ΠUpiq

//Mj{Upiq ΠMj�1{Upiq

// Mj{Upiq{Mj�1{Upiq ϕ
// Spkq // 0

donde α está dado por la proyectividad de P pkq. Como Mj ¤ P piq se tiene
que Imα ¤ Upiq, lo cual implica πRadP pkq � ϕπMj�1{UpiqπUpiqα � 0. Esto
contradice que Spkq es un A-módulo simple. La maximalidad de ∆piq se deja
como ejercicio al lector.

Terminamos esta sección demostrando que dado un sistema estratificante

pθ, Y ,¤q de talla t, se tiene que la k-álgebra A � EndRp
tÀ

j�1

Y pjqq es estan-

darmente estratificada a la derecha (ver el Teorema 3.3.12). Cabe aclarar

que para A � EndRp
tÀ

j�1

Y pjqq estamos considerando A-módulos derechos.

En particular, dado un R-homomorfismo f : M ÝÑ N y g : N ÝÑ L la
composición fg : M ÝÑ L la estamos haciendo a la derecha. Adoptamos
esta convención para ser coherentes con la notación en [2].

Lema 3.3.10. Sean pθ, Y ,¤q un sistema estratificante de talla t y Y �
Y p1q ` � � � ` Y ptq. Si HomRpY piq, Y q � HomRpY pjq, Y q entonces Y piq �
Y pjq, donde A � EndRpY q.

Demostración:

Si h : HomRpY piq, Y q ÝÑ HomRpY pjq, Y q es un A-isomorfismo se tiene que
existe h1 : HomRpY pjq, Y q ÝÑ HomRpY piq, Y q tal que hh1 � IHomRpY piq,Y q y
h1h � IHomRpY pjq,Y q. Se sabe que (ver [6] 1.1.3)
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HompHomRpY piq, Y q, HomRpY pjq, Y qq � HomRpY pjq, Y piqq.

por lo que existen g : Y pjq ÝÑ Y piq y g1 : Y pjq ÝÑ Y piq R-homomorfismos
tales que F pgq � h y F pg1q � h1 donde F � HomRp , Y q. Como hh1 �
IHomRpY piq,Y q � F pgqF pg1q � F pg1gq entonces

F pg1gq : HomRpY piq, Y q ÝÑ HomRpY pjq, Y q

F pg1gqpfq ÞÝÑ g1gf � f

para todo f P HomRpY piq, Y q, en particular para ii : Y piq ÝÑ Y la i-ésima
inclusión natural se tiene g1gii � ii � IY piqii. Como ii es un monomorfismo
se tiene que g1g � IY piq. Análogamente gg1 � IY pjq por lo que Y piq � Y pjq.

Lema 3.3.11. Sean pθ, Y ,¤q un sistema estratificante de talla t, M P Fpθq
y F pMq � HomRpM,Y q. Entonces F pMq tiene una F pθq-filtración de A-
módulos donde A � EndRpY q. Además, si maxpMq � i se tiene que maxpF pMqq �
i.

Demostración:

Se demostrará por inducción sobre el maxpMq. Si maxpMq � 1 tenemos que
M � θp1qa. Consideremos la siguiente cadena de A-módulos derechos

F pMq ¡ F pθp1qa�1q ¡ � � � ¡ F pθp1qq ¡ 0

donde cada cociente es isomorfo a F pθp1qq, lo cual demuestra el caso para
maxpMq � 1. Supongamos que el lema se cumple para N P Fpθq tal que
maxpNq   i. Sea M P Fpθq tal que maxpMq � i. Sabemos que existe una
sucesión exacta corta de la forma

0 ÝÑ θpiqa ÝÑM ÝÑM 1 ÝÑ 0

donde M 1 P Ftθpjq : j   iu. Aplicando F � HomRp , Y q a la sucesión
anterior se tiene

0 ÝÑ F pM 1q ÝÑ F pMq ÝÑ F pθpiqaq ÝÑ 0
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Como F pM 1q (por hipótesis de inducción) y F pθpiqaq tienen una F pθq-filtración
se sigue que F pMq también.

Un concepto importante que se necesitará en el Teorema 3.3.12 es el siguiente.

Teorema 3.3.12. Sea pθ, Y ,¤q un sistema estratificante de talla t. En-
tonces A � EndRpY q es estandarmente estratificada derecha, con ∆piq �
HomRpθpiq, Y q con respecto a pΩt,¤

opq donde ¤op es el orden natural opues-
to.

Demostración:

Denotamos por P piq � HomRpY piq, Y q a los A-módulos proyectivos ines-
cindibles. Por el Lema 3.3.10 se tiene que A es básica. Tenemos la sucesión
exacta corta

0 ÝÑ θpiq
αiÝÑY piq ÝÑ Zpiq ÝÑ 0

donde Zpiq P Ftθpjq : j   iu. Aplicando el funtor F � HomRp , Y q a la
sucesión exacta anterior tenemos:

0 ÝÑ HomRpZpiq, Y q
l

ÝÑHomRpY piq, Y q

F pαiq
ÝÑ HomRpθpiq, Y q ÝÑ 0.

Por el Lema 3.3.11 se tiene que HomRpZpiq, Y q tiene una F pθq-filtración y
por lo tanto P piq tiene una F pθq-filtración. Aśı que es suficiente probar que
F pθpiqq � ∆piq con respecto al orden opuesto.

Esto es, vamos a probar que HomRpθpiq, Y q es el cociente maximal de P piq
con factores de composición Spjq con j ¥ i.

Como HompP pjq, F pθpiqqq � HomRpθpiq, Y pjqq (ver [6] 1.1.3) por el Lema
3.2.8 se tiene que HompP pjq, F pθpiqqq � 0 para j   i. Por lo tanto, por la
Proposición 2.5 en [8] se tiene que rF pθpiqq, Spjqs � 0 para j   i. Considere-
mos las sucesión exacta:

0 ÝÑ Upiq ÝÑ P piq ÝÑ ∆piq ÝÑ 0
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donde Upiq �
°

f :P pjqÝÑP piq

Imf donde j   i.

Sea j   i y g : P pjq ÝÑ P piq. Mostraremos que Img � F pZpiqq. Co-
mo HompP pjq, P piqq � HomRpY piq, Y pjqq (ver [6] 1.1.3), entonces existe
h : Y piq ÝÑ Y pjq tal que F phq � g.

Por el Lema 3.2.8 se tiene que HomRpθpiq, Y pjqq � 0. Por lo tanto, αih � 0
y 0 � F pαihq � F phqF pαiq � gF pαiq y se sigue que Img � F pZpiqq ya
que F pZpiqq � Im l � KerF pαiq. Por lo tanto, Upiq � F pZpiqq de donde
F pθpiqq � ∆piq.

Veamos que Im l � Upiq. Sea F una F pθq-filtración de F pZpiqq

F : F pZpiqq �M0 ¡M1 ¡ . . . ¡Mm � 0

donde Ms{Ms�1 � F pθpjsqq para s P t0, 1, . . . ,m � 1u. Consideremos el
siguiente diagrama:

0 // P pjm�1q //

πF pZpjm�1qq

��

P2
//

β2
��

P pjm�2q //

π2

xx
πF pZpjm�2qq

��

0

0 //Mm�1
i1 //Mm�2

//Mm�2{Mm�1
// 0

donde Mm�1 � F pθpjm�1qq, Mm�2{Mm�1 � F pθpjm�2qq y P2 � P pjm�1q `
P pjm�2q. Es fácil ver que β2 :� pπF pZpjm�1qqi1, π2q : P2 ÝÑ Mm�2 es un
epimorfismo. Además jm�1   i y jm�2   i. De manera análoga obtenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

0 // P2
//

β2
��

P3
//

β3
��

P pjm�3q //

π3

xx
πF pZpjm�3qq

��

0

0 //Mm�2
i2 //Mm�3

//Mm�3{Mm�2
// 0

P3 � P2 ` P pjm�3q. Donde β3 � pβ2i2, π3q : P3 ÝÑ Mm�3 es un epimorfismo
y jm�3   i.
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Continuando con este procedimiento se tiene Pm �
mÀ
k�1

P pjm�kq con jm�k   i

para toda k P t1, . . . ,mu y un epimorfismo βm : Pm ÝÑ F pZpiqq. Tenemos
el morfismo βml : Pm ÝÑ P piq donde Imβml � Im l, lo cual implica que
F pZpiqq � Im l � Upiq. Podemos concluir que F pZpiqq � Upiq. Por lo tanto
∆piq � HomRpθpiq, Y q.

Ejemplo 3.3.13. Consideremos el siguiente carcaj

3 α // 1 2
βoo 4

γoo

y el ideal admisible I � xβγy. Sea R � kQ{I se tiene que los R-módulos
proyectivos inescindibles son:

P p1q : 1 P p2q : 2

β

��

P p3q : 3

α

��

P p4q : 4

γ

��
1 1 2

Como k-espacios vectoriales:

P p1q � ke1 P p2q � ke2 ` kβ P p3q � ke3 ` kα P p4q � ke1 ` kγ

Dado que el R-submódulo propio de P p2q, kβ � Sp1q tenemos que no existen
R-homomorfismos f : P pjq ÝÑ P p2q con j ¡ 2 y por tanto P p2q � ∆p2q.
Por el Corolario 3.3.7 se tiene que ∆piq � Y piq para i � t1, 2, 3, 4u.
De donde el k-álgebra EndRp

À4
j�1 Y pjqq esta dada por el siguiente carcaj:

1 2 3

c




4

b





a
oo

e I � xcay (donde la multiplicación está dada a la derecha) se tiene que

P p1q : 1 P p2q : 2 P p3q : 3

c

��

P p4q : 4

��
b

��
1 3 2
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Son los A-módulos proyectivos derechos. Por el argumento anterior se tiene
que ∆p1q � Y p1q,∆p2q � Y p2q, ∆p3q � Y p3q,∆p4q � Y p4q. Por lo tanto
A es una k-álgebra estandarmente estratificada a la derecha con el orden
opuesto.
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