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OBJETIVOS

OBJETIVOS

» Proporcionar a los actuales y futuros profesionistas de la ingenieria un material de apoyo
en el campo del analisis estructural, para un mejor aprendizaje proponiendo en el
contenido un desarrollo tedrico y practico que les ayude a aplicar en el ejercicio
profesional sus conocimientos.

» Unificar los fundamentos requeridos del campo de la ciencia con las teorias propias del
analisis estructural, que fomentan un aprendizaje integral, haciendo uso de las
definiciones y deducciones necesarias de cada una de las ecuaciones y conceptos
requeridos.

» Fomentar el uso de la norma NOM-008-SCFI-2002, referente a las unidades de medida,
mediante la utilizacion del Sistema Internacional en el aprendizaje de la ciencia y
tecnologia, para evitar confusiones y erradicar errores en el ejercicio profesional dentro
del campo de la ingenieria.

» Hacer conciencia en el adecuado uso y aprendizaje de las unidades de medida, asi como
proponer una metodologia simple para la conversion a otros sistemas de unidades.

» Abarcar temas que usualmente se evitan en el aprendizaje del andlisis estructural, como es
el andlisis en dimension tres y el uso de la mecanica vectorial, para la solucion de
problemas aplicados a la ingenieria.

» Elaborar el andlisis de una estructura utilizando el software SAP 2000, con la finalidad de
apoyarnos en el avance tecnolégico para el area estructural; mejorando en tiempo y forma
la realizacion de proyectos en el ejercicio profesional.



INTRODUCCION

INTRODUCCION

La ingenieria es sin duda una de las profesiones mas interesantes que existen, puesto que permit
enfrentarse a problematicas técnicas cuya solucion resulta de un arduo trabajo mental, en la
creacion de ideas nuevas a partir de otras ya existentes mediante interconexiones logicas y
analiticas. Dentro de la gama de las ingenierias que se han desarrollado a lo largo de la historia,
destaca una que es de las mas antiguas y no por ello la menos interesante que es la Ingenieri
Civil; la cual se distingue por su atenta labor con la sociedad puesto que su finalidad no solo es la
solucion de diversas probleméticas, sino que a partir del entendimiento de los fendmenos que se
presentan en la naturaleza, se busca transformarla para beneficiar a la humanidad atendiendo su:
necesidades basicas, siempre de una manera consciente en la proteccion del medio ambiente
creando asi un desarrollo sustentable.

Para poder garantizar que la labor de ingenieria sea altamente productiva, debe estar sostenide
sobre bases sélidas que le permitan desarrollarse al maximo, con una visién innovadora y muy

creativa, por lo que se apoya en las ciencias exactas como la fisica, mateméticas, quimica y
biologia; asimismo garantiza un amplio desarrollo gracias a las caracteristicas que tienen las

ciencias, tales como la exactitud y la I6gica, que permiten alcanzar nuevos horizontes, de los

cuales podemos asegurar que son correctos por el simple hecho de ser logicos y por lo mismo
permite que otras personas a partir de las bases planteadas, lleguen a las mismas conclusiones.

En la realizacion de una obra civil, el ingeniero participa en las etapas de planeacion, disefio,

organizacion, construccion, operacion y conservacion de obras; las cuales son repartidas en las
diferentes areas de la ingenieria civil como son la construccion, las estructuras, la geotecnia, la
sanitaria, la ambiental, la hidraulica, los sistemas y transportes.

El &rea estructural es la encargada de realizar el andlisis y disefio de obras civiles, para ello toma
en cuenta la conducta de los materiales empleados en la construccion y de esta manera propone €
dimensionamiento adecuado de cada elemento estructural logrando un buen comportamiento.

En la presente tesis se abordara unicamente el andlisis estructural, es decir determinaremos el
comportamiento de la estructura que se puede expresar a través de desplazamientos, reacciones
fuerzas internas (elementos mecdanicos); a partir de estos Ultimos se define la resistencia de la
estructura para soportar las cargas que obraran sobre ella.

Con los desplazamientos se revisaran las condiciones de servicio, para lo cual los
desplazamientos actuantes seran menores o iguales que los permisibles establecidos en los
reglamentos de construccion. Si esta condicion no se cumple se debera cambiar el
dimensionamiento y analizar nuevamente. Por lo que el analisis y disefio estructural es un
proceso iterativo, que permite optimizar la cantidad de material a utilizar y el costo total de la
obra.



LISTA DE SIMBOLOS

LISTA DE SIMBOLOS:

L- Longitud

A- area

V- Volumen

d- Distancia

A- Tridngulo

X,Y,Z- Ejes coordenados
(x,y,z)- Coordenadas

a, B,v,0-Angulos

p- Radio de curvatura

E- Médulo eléastico

G- Modulo elastico al corte
y- Peso especifico
[-Momento de inercia

J- Momento polar de inercia
X, y- Centroides

w- Carga repartida, carga puntual
P- Carga puntual

P- Vector de carga, vector de posicion
P,- Vector de posicion

u- Vector director

F- Vector fuerza

|F|- Modulo del vector fuerza

F,, F,, F,- Componentes vectoriales del vector fuerza
|E.|,|F;|, |E;|- Componentes escalares del vector fuerza

Fg- Vector fuerza resultante



LISTA DE SIMBOLOS

F- Fuerza

R- Vector fuerza resultante

e

« Ry, R,- Componentes vectoriales del vector fuerza resultante
R., Ry, R,- Componentes escalares del vector fuerza resultante

M- Vector momento
|M|- M6dulo del vector momento
Mpg- Vector momento resultante

M,, M,,, M,- Componentes vectoriales del vector momento
|M,|, |M,|,IM,]- Componentes escalares del vector momento
M- Momento interno

N- Fuerza normal interna

V- Fuerza cortante interna

o- Esfuerzo normal

7- Esfuerzo cortante

6- Deformacion

e- Deformacion unitaria

T- Trabajo

T,- Trabajo unitario

Uine- Energia de deformacion interna

U..:- Energia de deformacion externa

Ur- Energia de deformacion total

{d}- Matriz de desplazamiento

{P}- Matriz de carga

[T]- Matriz de rotacion

[K.;]- Matriz de rigidez



FUNDAMENTOS DE FISICA
CAPITULO |

“La educacion es aquello que permanece, cuando uno ha olvidado todo lo aprendido en el colegio”
Albert Einstein



CAPITULO | FUNDAMENTOS DE FiSICA

El hombre a través del tiempo ha buscado interpretar el comportamiento de la naturaleza y de esa
manera transformarla para poder satisfacer sus necesidades, por ello se dio a la tarea de elabora
una serie de teorias que predecian algunos fendmenos que ocurrian en su vida cotidiana; tal es e
caso de la caida de un objeto, el ver volar una ave, contemplar la lluvia, la deformacién del lodo
al ser aplastado, los choques de dos 0 mas objetos, etc.

o

La naturaleza parecia al principio un conjunto.
de eventos inexplicables y muy complejos de«#
descifrar, pero al buscar la manera mas simple
de interpretarlos es como surge la respuestzﬂta
cada interrogante que gobernaba la mente

cientifica de los primeros hombres que__,__.,.f ;
cuestionaron el comportamiento g PO s
S TARE L .

— iy i

TN “Iw“% .*'. ]

naturaleza, formando asi las primeras teorlast
Tal es el caso de la cultura azteca (Fig. 1.4
gque llegd a asentarse a una zona lacustre
enfrentdndose a la necesidad de compren@égura 1.1 Los aztecas, creacion lde

los fendmenos naturales presentes y podeninampas en cd México

asi edificar sobre el agua; el uso de pilotes de madera dio soluciéon a las probleméticas de
hundimiento y lograron establecerse en esa zona.

Un principio basado en la sinergia (Fig. 1.2) nos permitira razonar problemas altamente
complejos, lo que serd nuestro punto de partida para observar el horizonte desde una nueva
perspectiva y que nombraremos como principio de la interpretacion:

Figura 1.2 Principio de sinergia “La union hace la fuerza”

Principio de la interpretacion: Los problemas mas complejos de la naturaleza estan elaborados
de una serie de cuestiones esenciales, basicas y muy sencillas. Es por ello que “algo” complejo
no es mas que un conjunto formado de “cosas” sencillas.

11



CAPITULO | FUNDAMENTOS DE FiSICA

La finalidad del cientifico que estudia los fendmenos de la naturaleza (Fig. 1.3) es encontrar los
principios basicos que expliquen el comportamiento de la misma y a la disciplina que engloba
estos estudios se le nombra Fisica, cuya definicion es la siguiente:

Figura 1.3 Cientifico Albert Einsteituscaba
la unificacion de los principios que explican los
fendmenos de la naturaleza

Fisica': es la ciencia natural que estudia las propiedades y el comportamiento de la energia y la
materia (como también cualquier fendmeno en ella que no altere la naturaleza de la misma), asi
como al tiempo y el espacio y las interacciones de estos cuatro conceptos entre si.

Para poder llegar a una buena interpretacion de esta definicion haremos uso del principio de
interpretacion, por lo cual desglosaremos y definiremos cada una de las partes constitutivas:

Ciencia": Se refiere al conocimiento sistematizado en cualquier campo, pero que suele aplicarse
sobre todo a la organizaciébn de la experiencia sensorial objetivamente verificable, dicha
organizacioén sigue una serie de pasos llamados método cientifico los cuales consisten en:

» Observacion: Haciendo wuso del sentido de la Vvista atenfzodemos
describir un fenémeno que esté ocurriendo en la naturaleza.

» Marco tedrico: Es la investigacion y recopilacién de informacién referente al fenébmeno
observado.

» Induccion: Se asocian experiencias particulares referentes al fendmeno que esta
ocurriendo.

1 ... . ;.
Definiciones de la referencia electrénica 1
12



CAPITULO | FUNDAMENTOS DE FiSICA

» Hipotesis: Construccion de planteamientos que con ayuda de la induccion pretenden dar
una posible explicacion al fenomeno observado.

» Experimentacion: Es la reconstruccion del fendbmeno de una manera controlada e
instrumentada en un laboratorio.

» Antitesis: Tiene como objetivo el comprobar o refutar la hipotesis planteada.

» Teoria: Una vez comprobada la valides de nuestra hipétesis para un caso en particular
pasa a ser una teoria.

» Ley: Cuando nuestra teoria se hace general y cumple para todos los casos se convierte en

ley.

Fenémend: Es un cambio que ocurre en la naturaleza, existen principalmente dos tipos de
fendmenos que son:

» Fendmenos fisicasSon loscambiosen la estructura externa de la materia. (Fig. 1.4)
» Fendmenos quimicosSon los cambios en la estructura interna de la materia.

Figura 1.4 Tornado ejemplo de fendbmeno fisico

Al mencionar la estructura de la materia hacemos referencia al arreglo molecular que tiene. Si se
altera la estructura interna hablaremos de reacciones quimicas que tienen como consecuencia le
formacion de sustancias nuevas. Mientras que la alteracion en la estructura externa no formara
otras sustancias, solo cambiaran algunas de sus caracteristicas como: color, forma, dimension,
temperatura, estado, etc.

Materia®; Todo aquello que ocupa un lugar en el espacio-tiempo.

La materia esta formada por pequefas particulas, las cuales de acuerdo a sus caracteristicas da
las propiedades que gobiernan su estado. Una manera sencilla de entender la composicion es I
siguiente:

? Definiciones de la referencia 6 de la bibliografia
13



CAPITULO | FUNDAMENTOS DE FiSICA

“Imaginemos que vamos a un rio del cual tomamos agua en un vaso, después obtenemos ung
gota e iniciamos a partirla en muchos pedazos, hasta obtener la parte mas pequefia pero que sigu
siendo agua, a esa particula se le nombnawéécula Si se sigue partiendo esta particula,
observaremos que se obtendran sustancias simples llaehat@ntosfinalmente al encontrar la

parte mas pequefia de estos elementos se obtendra la particula generadora de toda la materi
llamadaatoma”

Partiendo de esta idea sera de cierto modo, facil interpretar las siguientes definiciones de los
componentes de la materia:

Elementc® Son sustancias puras las cuales no pueden ser separadas en materia mas simple.
Compuestd: Es la sustancia formada por la unién de dos o mas elementos.

Atomo®: Particula indivisible de la materia, la cual no conserva las propiedades originales de la
misma.

Molécula® Particula indivisible de la materia, la cual conserva las propiedades originales de la
misma.

El atomo al no poderse ver a simple vista paso por una evolucion historica de ideas en cuanto a su
forma, las cuales podemos apreciar en la siguiente figura (Fig. 1.5).

“ <N [ -
A - R
L= ALY e
“ W=
- & b - -
r/.-
e A
\
o« 1
b4 S
>
(
Sl N\

Figura 1.5 Evolucion del modelo atomico

La fisica clasica es soportada por tres principales leyes propuestas por Isaac Newton, que son las
siguientes:

* Definiciones de la referencia 6 de la bibliografia
14



CAPITULO | FUNDAMENTOS DE FiSICA

> Primera ley: Un cuerpo permanece en estado de reposo o movimiento rectilineo
uniforme, a menos que una fuerza externa no equilibrada actte sobre él.

> Segunda l€y La aceleracion de un mévil es directamente proporcional a la fuerza
aplicada e inversamente proporcional a su masa.

> Tercera le§: Para cada accién debe haber una reaccién igual y opuesta.

La primera ley hace referencia a un concepto muy utilizado dentro de la ingenieria civil que es la
inercia, podemos imaginar este fendmeno de la siguiente n{&igera.6)

“Una estructura permanece en reposo hasta que una fuerza que puede ser sismica o de viento lo
saca de ese estado y este inicia el movimiento periédico”

Figura 1.6 México, accion sismica de 1985.

La segunda ley nos dice que el movimiento de un cuerpo se presenta con mayor velocidad si a
este se le aplica una mayor fuerza y se presentara con menor velocidad si la masa del cuerpo e
mayor. Un ejemplo de aplicacion seria:

“El movimiento descendente que presenta una estrudtameada hundimiento, serd mayor en
cuanto mayor sea la fuerza sobre el suelo producto de su peso. Y serd menor en cuanto menor
sea la masa y por ende su peso de la estructura”

La tercera ley nos habla que al aplicar una fuerza sobre un objeto, éste reaccionaréd con la misma
fuerza sobre lo que esté realizando la accion. Se conoce también como la ley del equilibrio y es la
gue mas usualmente y apreciablemente utilizamos en la ingenieria civil, por ejemplo tenemos:

“Al colocar una viga sobre otra, la viga de abajo reaccionara con la misma fuerza sobre la
primera, de tal forma que permaneceran en reposo”

4 . L.
De la referencia electrdnica 1
15



CAPITULO | FUNDAMENTOS DE FiSICA

1.1. MAGNITUDES ESCALARES Y VECTORIALES

En la ingenieria es sumamente importante tener el control sobre los fendmenos que deseamos
alterar para nuestro beneficio y una manera de tener ese control es saber que tanto varian de ur
estado inicial a otro estado final. Esa variacion la cuantificamos mediante la medicion. Es por ello
que esta importante labor quede muy bien definida y con ello lograr la mejor exactitud posible
con los instrumentos que contamos. Puesto que para cada uno de los fendmenos debe existir ur
patron que lo cuantificara de manera directa o indirecta, como es el caso de la imagen anterior
donde el aparato que se muestra determina las dimensiones del camino de una manera indirecta,
es a través de ecuaciones de la geometria que se determina la distancia requerida.

16



CAPITULO | FUNDAMENTOS DE FiSICA

Con lo anterior podemos intuir una definicion de medir, enlazando los fenbmenos presentes con
una cuantificacion de la magnitud, por lo cual una definicion seria la siguiente:

Medir °: Es la accién de comparar dos fenémenos similares.

Para poder aclarar esta definicion particularicemos mediante la medicion de una distancia:

Cuando requerimos conocer una distancia es necesario compararla con otro objeto con longitud
conocida. De esta manera podemos decir cuantos objetos se requieren para cubrir la distancia y
al hacerlo estaremos midiendo una longitud mediante un parametro establecido por nosotros.

Magnitud ®: Es la cantidad de unidades que en conjunto forman el tamafio del objeto a medir.

Existen dos tipos principales de magnitudes, los cuales dependen de las caracteristicas fisicas del
fendmeno que se pretende medir, estas son:

> Magnitud escalaf; La magnitud escalar esta formada Ginicamente de dos elementos con
los cuales queda completamente definido, la magnitud y la unidad.

Algunos ejemplos de este tipo de magnitud son la mas
la longitud, el volumen, etc.; algunas aplicaciones sorg

» 3 kg de acero

e 10 mde varilla

e 1000 | de agua

e 3 mde altura

e 100 kg de concreto

Figura 1.1.1 Utilizacién de magnitud escalar

Otro tipo de magnitud es la que requiere mas informacién para ser descrita completamente y
por ende describen otro tipo de fendbmenos mas complejos:

> Magnitud vectorial”: Es aquella que se define mediante su magnitud, direccién y
sentido.

> Definicién de la referencia electrénica 1
® Definicion propia
17



CAPITULO | FUNDAMENTOS DE FiSICA

La representacion fisica de una magnitud vectorial se representa mediante un vector, cuya
definicion la restringiremos a uno geométrico, puesto que el concepto matematico es mas amplio
y para la presente tesis utilizaremos Unicamente vectores geométricos:

Vector®. Es una herramienta geométrica utilizada para representar una magnitud fisica, la cual
esta definida por su mddulo, su direccién y su sentido, estos tienen la propiedad de ser libres por
lo que pueden estar presentes en cualquier posicion del espacio conservando sus componentes.

Espacio vectorial geométric8 Estructura algebraica creada a partir de un conjunto no vacio

de vectores, una operacion conocida como producto interno y una operacion externa que es la
multiplicacién por un escalar, la cual consta de propiedades fundamentales definidas en el
algebra lineal.

7 En la figura (Fig. 1.1.2) se muestra con claridad la
> representacion geométrica de un vector, el cual tiene una
= magnitud que se marca a lo largo del vector, el sentido que
indicada en la punta de la flecha y la direccidon que son los
£ angulosa, B y y que se indican con respecto de los ejes
pa : coordenados.

)4 Figura 1.1.2 Representacion geométrica de un vector

Algunos ejemplos de magnitudes vectoriales son la fuerza, la velocidad, la aceleraciéon, entre
otros; algunas aplicaciones las encontramos en:

* Fuerza: el peso total de la loza recae sobre la Gnica columna. (Fig. 1.1.3)

Figura 1.1.3 Museo de Antropologia e Historia, Cd. De México
» Aceleracion: El impacto producido sobre una plataforma marina es proporcional a la
aceleracion que presenta la masa de agua. (Fig. 1.1.4)

” Definicion de la referencia 6 de la bibliografia
® Definiciones de la referencia 12 de la bibliografia
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Figura 1.1.4 Accion del impacto del agua debido a su aceleracion sobre una plataforma

* Velocidad: ElI comportamiento del efecto de viento sobre un poste depende de la
velocidad que este lleva. (Fig. 1.1.5)

P=kh

—

Figura 1.1.5 Efecto de viento en un poste
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1.2. UNIDADES FUNDAMENTALES Y DERIVADAS DEL Sl

Anteriormente se definié que medir es la comparacién de dos fenébmenos similares; sin embargo,

el resultado que se obtiene al realizar la medicion variara dependiendo del objeto que se elija para
hacerlo. Por ello necesitaremos crear una medida estandar mediante la cual a cualquier persone
gue requiera realizar una medicién le sea posible obtener un resultado que se pueda repetir por
cualquier otra persona. A la medida estandar utilizada en los diferentes fendmenos se le conoce
con el nombre de unidad.

El Sistema Internacional de UnidadésmadoSistéme International d”Unités (43 un sistema
universal, unificado y coherente de unidades de meeéidasencia parte del sistema conocido
como mks. La norma oficial mexicana NOM-008-SCFI-2002, establece las definiciones,
simbolos y reglas de escritura de las unidades del Sistema Internacional de unidades (Sl) y otras
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unidades fuera de este sistema que acepte la Conferencia General de Pesas y Medidas (CGPM)
gue en conjunto, constituyen el Sistema General de Unidades de Medida, utilizado en los
diferentes campos de la ciencia, la tecnologia, la ingenieria, la industria, la educacion y el
comercio.

Las unidades podemos clasificarlas de la siguiente manera:

Unidades base o fundamentalés Son las unidades que dentro de un sistema de unidades se
aceptan por convencion, como independientes unas de otras.

La siguiente tabla nos muestra las unidades fundamentales:

TABLA 1.2.1.- UNIDADES FUNDAMENTALES
[ MEDICION | UNIDAD | SIMBOLO | DIMENSION |
FUNDAMENTALES
Longitud Metro m L
Masa Kilogramo kg M
Tiempo segundo S T
Corriente eléctrica Ampere A I
Temperatura Kelvin K 0
Intensidad luminosa | Candela cd J
Cantidad de sustanci Mol mol N
UNIDADES COMPLEMENTARIAS

Angulo plano Radian rad A dimensional
Angulo sélido estereorradian Sr A dimensional

Cada una de estas unidades patrones se obtiene mediante fendmenos establecidos los cuales son

Metro®: Es la longitud de la trayectoria que recorre una onda luminosa en el vacio durante un
intervalo de tiempo de 1/299 792 458 s. (Fig. 1.2.1)

Recordemos que la velocidad de la luz es:
m
v = 2,997 924 58x108 5

Tiene sentido asignar un valor estandar a la velocidad de la luz, puesto que segun la teoria de la
relatividad de Einstein, la velocidad de la luz es una constante fundamental.

° Definiciones de la referencia 14 de la bibliografia
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Figura 1.2.1 Estudios de la luz por Newton
Segundd®: Es el tiempo necesario para que el &tomo de cesio vibre 9 192 631 770 veces.

Esto es debido a que los relojes de cesio no se adelantan ni atrasan mas de 1 segundo cada 3C
000 afios(Fig. 1.2.2)

Figura 1.2.2 Reloj de Cesio

Kilogramo*® Es igual a la masa del prototipo internacional del kilogramo que se guarda en la
oficina Internacional de Pesos y Medidas, en Sévres (Francia). El prototipo es un cilindro de
platino iridio de diametro y altura iguales de 39 mm. (Fig. 1.2.3)

Figura 1.2.3 Cilindro de platino iridio

19 pefiniciones de la referencia 14 de la bibliografia
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Ampere'’: Es la intensidad de una corriente constante que manteniéndose en dos conductores
paralelos, rectilineos, de longitud infinita, de seccion circular despreciable y situados a una
distancia de un metro uno de otro en el vacio, produciria una fuerza igual a 2x10-7 newton por
metro de longitud. (Fig. 1.2.4)

-

Figura 1.2.4 Placas planas paralelas

Kelvin':: Unidad de temperatura termodinamica, es la fraccion 1/273,16 de la temperatura
termodindmica del punto triple del agua. (Fig. 1.2.5)

Celsius e Kelvin
Eheilicibn dol ngua. 190°C— I} — 30K
Congelacién 0oC — || — 273K
Cero -2730C — @/ — 0K
absolute

Figura 1.2.5 Comportamiento del agua estandar a diferentes temperaturas

Mol Es la cantidad de sustancia de un sistema que contiene tantas entidades elementales como
atomos hay en 0,012 kilogramos de carbono 12. (Fig. 1.2.6)

Figura 1.2.6 Sistema de atomos de carbono 12

" Definiciones de la referencia 14 de la bibliografia
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Cuando se emplee el mol, deben especificarse las unidades elementales, que pueden ser atomo:
moléculas, iones, electrones u otras particulas o grupos especificados de tales particulas.

Candela? Es la unidad luminosa, en una direccién dada, de una fuente que emite una radiacion
monocromatica de frecuencia 540-1012 hertz y cuya intensidad energética en dicha direccién es
1/683 watt por estereorradiafFig. 1.2.7)

Figura 1.2.7 Radiacibn monocromética

Unidades derivadas*> Son unidades que se forman combinando entre si las unidades
fundamentales, segun expresiones algebraicas que relacionan las magnitudes correspondientes
de acuerdo a leyes de Fisica.

La combinaciéon de las unidades fundamentales tiene como producto nuevas unidades llamadas
unidades derivadas, las cuales se muestran en la siguiente tabla junto con la combinacion de la
cual surgieron visibles en la dimension:

| TABLA 1.2.2- UNIDADES DERIVADAS |

| MEDICION | UNIDAD | SIMBOLO | DIMENSION |
Area metro cuadrado m2 L2MO°T°1°9°70Mm°
Volumen metro clbico m3 L3MOTO1°9°0 M0
Frecuencia Hertz Hz s™t | LOMOT~11°9%)° MO
Densidad de masd  kilogramo por metro | kg L3MT°1°99°70M°
cubico md
Velocidad metro por segundo e L*MOT~1199°70 M0
S
Velocidad angular| radian por segundo | rad LO°MOT~1199°70 M0
S
Aceleracion metro por segundo al | m L*MOT=2199°10M°
cuadrado 52
Aceleracion radian por segundo al | rad LOMOT~2199°70 M
angular cuadrado s
m 1pg17—-2700070p40
Fuerza Newton N kgs_z L*M-T~“I°6°]°M
Presion Pascal Pa kg | L7IMIT—21°9%°M°
ms?

12 Definiciones de la referencia 14 de la bibliografia
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Viscosidad
cinematica
Viscosidad
dinamica
Trabajo, energia,
cantidad de calor
Potencia

Cantidad de
electricidad
Diferencia de
potencial
Intensidad de
campo eléctrico
Resistencia
eléctrica
Capacitancia

Flujo magnético
Inductancia

Densidad de flujo
magnético
Intensidad de
campo magnético
Fuerza
magnetomotriz
Flujo luminoso
Luminosidad

lluminacion

Onda namero
Entropia

Cantidad de calor
especifico
Conductividad
térmica
Intensidad radiante

Actividad de una
fuente radioactiva
Momento

metro cuadrado por
segundo
newton*segundo/metro

cuadrado
Joule

Watt
Coulomb

Volt

volt por metro

Ohm

Farad

Weber
Henry
Tesla
ampere por metro
Ampere
Lumen

candela por metro
cuadrado

Lux

1 por metro
joule por kelvin

joule por kilogramo
kelvin

watt por metro kelvin

m
watt por estereorradiam/

1 por segundo

Newton por metro

S

o 3|< < ©

o

cd sr

cd sr

srs3

LZMOT—11090]OMO
L—lMlT—11090]OMO
LleT_ZIOQOIOMO
LleT_31090]OMO
LOMOT11190]OMO
L2M1T—31190]0M0
L1M1T—3I—19010M0
L2M1T—31—290]OM0
L_ZM_1T41290]OM0
LZMlT—Zl—IQOJOMO
LZMlT_ZI_ZGOIOMO
LOMIT—ZI—IGOIOMO
L_1M0T01190]0M0
LOMOT01190]0M0

LOMOT01090]1M0
L_2M0T01090]1M0

L—2MOT01000]1M0

L_lMOTOIOQOJOMO
LleT_ZIOQ_ljoMO

LZMOT_2109_1]OMO
LlMlT_3109_1]0M0
LleT_31090]0M0
LZMOT—11090]0M0

LZMlT—ZIOQOIOMO
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Si observamos las unidades como un conjunto de variables independientes generadoras de ur
espacio vectorial, podemos establecer a cada una de las unidades fundamentales como un
miembro de la dimension del espacio.

Dimensién*® Son el nimero de vectores de la base independientes unos con otros y que generan
un espacio vectorial.

Es por esto que cada una de las unidades fundamentales sera capaz de generar a las unidade
derivadas mediante combinaciones las cuales surgiran a partir de relaciones matematicas, que
establecen las reglas de correspondencia entre las unidades; sin embargo, no son relacione:s
arbitrarias, puesto que parten de fendmenos fisicoquimicos establecidos, para obtener los
fundamentos esenciales de las relaciones necesarias para explicarlos.

Las dimensiones se expresaran de acuerdo a la medicion que predicen siempre en términos de
unidades fundamentales, ademas se escriben con mayusculas; para la presente tesis, escribiremc
solo las unidades derivadas del fenomeno que se estd presentando, invitando siempre al lector,
busque las unidades fundamentales que conforman la expresion y con ello encuentre las
dimensiones de las que depende el fendmeno fisico del cual parten.

3 Definicién de la referencia 14 de la bibliografia
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1.3. SISTEMAS TECNICOS DE UNIDADES

Este sistema parte del Sistema Internacional; sin embargo, difiere en la unidad fundamental masa
cambiandola por la unidad fundamental fuerza, proponiendo como unidades el kilogramo fuerza
(kgf) y la tonelada fuerza (tf).

En algunas ocasiones surgen expresiones matematicas que demandan el uso de diferente:
unidades de medicién combinandolos para obtener un resultado correcto, esto sin duda rompe el
esquema con el cual se estd acostumbrado a trabajar y resulta peor adn si la ecuacién que s
presenta no fue deducida apropiadamente ante el alumno dejando un vacio que lo hace incluso
despreciar la ensefianza que se le esta impartiendo.

Dos claros ejemplos los podemos encontrar en los siguientes ejercicios del libro Aspectos
fundamentales del concreto reforzado de Oscar M. Gonzalez Cuevas 4° Edicion:

La ecuacion a utilizar es la siguiente:

P, = 0.85f. A, + Asf,

Donde:
Factor de reducciéon: 0.85 A, Area total de acero utilizado
f. Resistencia de disefill de cEncretf fy Resistencia de disefio de acero

Ag Area de la seccién
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Ejemplol.3.1 El ejemplo que utiliza en la pagina 76 es el siguiente:

§ - Datos:
e —— .
f. =30 MPa
500mm | | ! | 400mm fy = 420 MPa

As = 8 barras No.8 = 4000 mm?

Se desea calcular la resistencia sin descontar el area de las barras, para lo cual resu
siguiente manera:

Py = 0.85f, A4 + Asfy

nd? . 5
Ag = ——=1.96 X 10° mm

P, = 0.85X 30 X 1.96X10° + 4000X420
P, = (50.0 + 16.8)105 = 66.8X105N

P, = 6.68 MN

Este ejercicio presenta algunas deficiencias que son:

1.- Se utiliza la operacion de la unidad de esfudfpa con unidad de aremam? y como por
arte de magia el resultado se presenta en la unidad de Auerza

2.- Para cumplir con el punto anterior es necesario hacer un analisis de unidades den
ecuacion.

elve de I

tro de la

3.- Dentro de la ecuacion es recomendable que se presenten las unidades de medida utilizadas \

se desglose, puesto que se puede observar que el calculo del area de la seccion
sustituyen los valores, con esto se presenta la confusion si se utilizé el diametro de 5(
400mm.

4.- El uso del punto decimal sigue siendo punto y no utiliza separador de miles, siend
edicion es 2005 y la norma NOM-008-SCFI-2002 mencionada anteriormente es del 2002.

AQ NO SE
0 mm o

D que la
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El ejercicio resuelto con las observaciones marcadas se presenta de la siguiente forma:
Datos:
f. =30 [MPa] Resistencia de disefio de concreto

fy = 420 [Mpal] Resistencia de disefio de acero

soomm | | womm As = 8 barras No.8 = 4000 [mm?] Area total de acero

Fs = 0,85 Factor de seguridad por NTC

Se desea calcular la resistencia sin descontar el area de las barras, para lo cual resolve
siguiente manera:

nd? wX (500 [mm])?
Ag =73 = 4
P, = (FS)(]CC,)(AQ) + (As)(fy)

P, = 0,85 X 30 [Mpa] X 1,96X105 [mm?] + 4 000 [mm?] X 420 [Mpa]

= 196 349,54 [mm?] = 1,96 X 105 [mm?]

Py = 50X10° (108 [Pa])(1073 [m])? + 16,8X10° (10~3[ m])?(10° [pa])

P, = (50,0 (105)(10-8)[Pa][m?] + 16,8 (106)(10~6)[Pa][m?])10°
P, = (50,0 + 16,8)(10%) [%] [(m?)]

P, = 66,8X105 [N]

P, = 6,68X10° [N]

'mos de |

P, = 6,68 [MN]
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Ejemplo 1.3.2 El siguiente ejemplo que propone en la péagina 71 utiliza otro s
completamente diferente que es el sistema técnico:

5cm Datos:
‘ U ; . ] 5,cm fo =300 kg/cm?
30 cm fy =420 kg/cm?
r, X d As = 6 barras No.8 = 30 cm?

L 40 cm J

Se calculara la resistencia sin descontar el area de las barras:
Py = 0.85f. A, + Asfy

Ay = 30X 40 =1200 cm?

Py, = 0.85X300X1200 + 30X4200

Py, = 306,000 + 120,000 = 432,000 kg

Py =432 Ton

Observaciones:

1.- Se utiliza el sistema técnico, en el cual la fuerza se presenta en kilogramo o tonelada
seria un punto conflictivo para el alumno que por primera vez se enfrenta a este
problemas.

2.- No se presentan las unidades dentro de las operaciones, solo al final.
3.- A diferencia del ejercicio pasado, se utiliza separador de miles mediante una coma.

4.- Se sigue utilizando el 0.85 como un factor desconocido el cual deberia nombrarse con
de seguridad el cual reduce la resistencia.

5.- La abreviatura de tonelada segun la norma debe sert y no Ton.

istema

1, lo cual
tipo de

no factor
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El ejercicio resuelto con las observaciones marcadas seria de la siguiente forma:

5cm Datos:
‘ | ]5:1:1‘1] '—300[]{ 2 Resi i de disefio d
O & ] fe= g/cm?] esistencia de diseno de concreto
30 cm fy =420 [Kg/cm?] Resistencia de disefio de acero
0! e. o As = 6 barras No.8 = 30 [cm®]  Area total de acero
) L 40 cm | Fs =0,85 Factor de seguridad por NTC

A

g = 30 [cm] X 40 [cm] = 1200 [cm?]

Py = (FS)(fc,)(Ag) + (As)(fy)
P, = 0.85X300 [Ck%] X1 200[ cm?] + 30cm?X4200 [Ck%]

P, = 306 000 [kg] + 120 000 [kg] = 432 000 [kg]

P, = 432 [¢]

Observaciones:

1.- Este ejercicio fue resuelto con el sistema planteado, pero se deberia transformar las u

nidades ¢

las adecuadas puesto que la fuerza debe estar en términos de newton y no en toneladgs segun |
norma, mas debido a que la transformacion de unidades la estudiaremos después daremos est

resultado por valido.

1.3.3 Otro ejemplo aun mas grave dentro de las ecuaciones utilizadas en la ingenie
ecuacion de Hazen Williams:

Q = 35,834 x 1077CD?%%35054
Donde:

Q Gasto (é) D Diametro de tubo (mm)

C Coeficiente que depende de la rugosidad del tubo S Perdida de energia (g)

31
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En la ecuacion de Hazen se puede observar que se tiene eB5a83drx 10~7, este factor sirve

para homogenizar las unidades en un solo sistema y de esta forma se pueda llegar a un resultad
coherente al aplicar diversos tipos de sistemas, otra circunstancia es que se trata de una ecuaciol
inducida mediante la experimentacion, es decir se obtuvieron un gran numero de resultados al

hacer variar el gasto, diametro, material y pendiente. Con estos resultados se realizé un ajuste
numeérico, del cual surgid la ecuacion que se presenta, se observa ademas otros digitos como sor
los nimeros 2,63 y 0,54 e inclusive parte del fa®%834 x 10~7. Para una mejor comprension

se podria escribir en la expresion que los nimeros son datos experimentales y ademas unificar el
sistema de unidades para asi no utilizar otros sistemas.

Un fuerte problema que impide el manejo del Sistema Internacional de Unidades dentro del
ejercicio profesional en la ingenieria civil o de las ingenierias en general, es que en la industria se
utilizan sistemas técnicos debido a que en una gran cantidad de libros y manuales son utilizados.

Es por este tipo de circunstancias que deberiamos establecer un solo lenguaje universal y con ello
cualquier persona del mundo sea capaz de utilizarlo sin mayor problema; de este modo al
enfrentarnos con una expresion matematica que describa una situacion fisica no se tendra duda de
los datos que se deberan emplear en cuanto al sistema. Con esto se minimizarian una gran
cantidad de errores que son producidos por la diversidad de sistemas de unidades.

Otro problema es que los ingenieros que llevan muchos afios ejerciendo la carrera estan
sumamente acostumbrados a la utilizacion de los sistemas técnicos y la resolucién de problemas
ingenieriles se convierten en un ejercicio repetitivo, conociendo este fenOmeno como la
reingenieria. La cual debemos evitar a toda costa puesto que al trabajar de esta manera
impedimos la innovacion y el ingenio, que deben caracterizar a un ingeniero.

Debemos por ello revisar arduamente este tipo de problematicas, pretendiendo de la idea de la
utilizacion del Sl en todos los desarrollos y sean solo los resultados obtenidos los que tengamos
que convertir en otro sistema en caso de ser necesario.

El sistema MKS por sus siglas (Metro, Kilogramo y Segundo), que al ser generalizado da origen
al Sl, es un sistema que solo define la longitud, la masa y el tiempo como unidades

fundamentales.
Longitud Metro (m)
Sistema Kilogramo
MKS Masa (kg)
Tiempo Segundo (s)

El sistema CGS por siglas (Centimetro, Gramo y Segundo), es solo una variante del sistema
MKS, el cual tiene como objetivo la medicion de la materia con magnitudes pequefas. Puesto
gue Centimetro es la centésima parte de un metro, el gramo es la milésima parte de un kilogramo
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y el segundo permanece inalterado. Este sistema puede ser sustituido con la utilizacion de la
notacion cientifica y prefijos que cumplen con el mismo objetivo e incluso permiten la
transformacion de un sistema a otro.

Longitud Centimetro
(em)
Sistema
CGs Masa Gramo (g)
Tiempo Segundo (s)

El sistema técnico gravitacional es el mas utilizado dentro del ejercicio profesional en México,
puesto que es el mas parecido al Sistema internacional. Este sistema propone la utilizacién del
kilogramo fuerza(kgf) y tonelada fuerzgtf) tomando la fuerza como nueva dimensién que
sustituye a la masa; sin embargo, la norma no permite el uso de este sistema, por ello no lo
trataremos, aunque en el ejercicio profesional de la ingenieria es el mas utilizado.

Longitud metro (m)

kilogramo

Sistema fuerza (kgt )
técnico Fuerza
tonelada
fuerza (t)
LSS
e ———
Segundo (s)
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1.4. NOTACION CIENTIFICA Y CONVERSION DE UNIDADES

En algunas ocasiones las magnitudes obtenidas al medir son sumamente grandes o0 excesivament
pequefas, tal es el caso de la velocidad de lavla299 792 458 [%]) la distancia de la tierra al

sol (40 000 000 000 000 000 [m]), el niUmero de Avogadreoz 213 670 000 000 000 000 000 [’”":;Z”“S],

.z e . 2
la constante de fuerza de atraccion elécteioao 000 000 [Nclz]) entre otros.

Es por este motivo que se creod la notacion cientifica como una forma practica de escribir este tipo
de numeros y asi evitar equivocarnos al tomar nota de alguna cifra con un gran nimero de
digitos.

El principal inconveniente se encuentra cuando omitimos algunos digitos provocando alteracion
en la precision de los resultados. Es por ello que dependiendo el tipo de magnitud se buscara
anotar la cantidad con el numero adecuado de cifras, a esta cantidad de cifras se le conoce comc
“Cifras significativas”

Cifras significativas'® Es la cantidad de nimeros escritos buscando que el resultado sea
sensiblemente preciso.

 Definicién de la referencia 7 de la bibliografia
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Ejemplo 1.4.1 Expresar las siguientes cantidades en 4 cifras significativas; para ello se escribiran
las primeras 4 cifras de derecha a izquierda cambiando los demas numeros ppr ceros

redondeando la ultima cifra anotada dentro de las cifras significativas:
a) 299 792 458 lo cambiamos por 299 700 000

b) 123,008 123 lo cambiamos por 123

c) 0,000 123 24 lo cambiamos por 0,000 123 2

La notacion cientifica utiliza las leyes de exponentes para reducir la escritura de un namero,

normalmente se busca tener un nimero entero y los demas como decimales. Podemos
notacion mediante el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.4.2 Supongamos que se tiene el siguiente nimero de la medicién de una longif
2100 000 [m]

Este numero se puede escribir mediante la factorizacion de un ndmero en base die:
permita expresarlo con dos cifras significativas, dicho nimet@®é8 000:

2100 000 [m] = (2,1)(1 000 000)[ m]
Haciendo uso de exponentes se puede representar el 1 000 000 de la siguiente manera:
2 100 000 [m] = (2,1)(108) [m]

Para expresar en forma de notacion cientifica Unicamente remplazamos los paréntes
simbolo cruz:

2,1 x 10° [m]

inducir la

ud:

7 lo cual

is por el

Es evidente que resulta méas sencillo escribir el nimero que se presenta en el segundo mjembro de

la igualdad que el primero, por lo que utilizaremos esta notacion para abreviar cantidag
grandes o pequefias.

les muy

Ejemplo 1.4.Determinar la notacion cientifica a tres cifras significativas de las siguientes magnit

12100 123,001 062 [N] = 1,21(10 000 000)[N] = 1,21 (107)[N] = 1,21 x 107 [N]
0,000 253 235 [Kg] = 2,53(0,0001) [kg] = 2,53(10~)[kg] = 2,53 x 10~* [kg]
7 000 000 000 [s] = 7(1 000 000 000) s = 7(10°) [s] = 7 x 10° [s]

0,000 000 001 [4] = 1(0,000 000 001)[4] = 1(10~%)4 = 1 x 10~°[4]

udes:
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Al presentarse diferentes unidades en el ejercicio profesional es necesario conocer la forma en la
cual podemos realizar la conversién o transformacién de unidades de un sistema a otro, e

inclusive es necesario conocer la metodologia, para remplaza algunas formas de
cientifica mediante la utilizacion de prefijos.

notacion

Los prefijos que se utilizan segun la norma nom-008-scfi-2002 con la cual se resumira la

escritura de nimeros muy grandes o pequefios segun sea el caso, son los siguientes:

TABLA 1.4.1- PREFIJOS PARA UNIDADES
| NOMBRE | SIMBOLO | VALOR | VALOR |
yotta Y 1024 1000000000000 000000000000
zetta V4 1021 1000000 000 000000000000
exa E 1018 1000 000 000 000 000 000
peta P 1015 1000 000000000000
tera T 1012 1000000000000
giga G 109 1 000 000 000
mega M 10° 1000 000
kilo k 103 1000
hecto h 102 100
deca da 10t 10
unidad u 10° 1
deci d 1071 0,1
centi c 1072 0,01
mili m 1073 0,001
micro U 107 0,000 001
nano n 107° 0,000 000 001
pico p 10712 0,000 000 000 001
femto f 1015 0,000 000 000 000 001

Mediante los prefijos anteriores se puede escribir cifras muy grandes o pequeias, por eje

Ejemplo 1.4.4 Haciendo uso de los prefijos escribir el esfuer20080 000 [Pa], en notacion
cientifica, utilicemos como exponente un multiplo de tres quedando de la siguiente maner
2 000 000 [Pa] = 2X10°[Pa]

Al observar la tabla encontramos que el nim&®corresponde al prefijo medal], por lo que

se sustituye la cantidad por el prefijo obteniendo lo siguiente:

2X10%[Pa] = 2[MPa]
De esta manera se puede expresar el esfuerz®@@000 [Pa] de una manera mas simple @
es2[MPal], lo cual representa lo mismo. Ahora bien si se presenta una cantidad que ut
prefijo, podemos escribirla de una manera desarrollada.

mplo:

a.

ue
iliza un
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Ejemplo 1.4.5 Se tiene un desplazamient@8l¢um] al aplicar una fuerza sobre una barra
puede expresar esta cantidad en términos Unicamente de metros de la siguiente forma:
Se observa en la tabla que el prefijd corresponde a la cantidad d€~°, por lo cual
sustituimos esta cantidad en vez del prefijo:

25 [um] = 25X10~%[m]
Desarrollando la notacion cientifica llegamos a:

25X1076 [m] = 0,000 025 [m]

se

De esta manera se encuentra la expresion en unidades de metros sin utilizar los prefijos; sin

embargo, resulta mas interesante como transformar una cantidad de un prefijo a otro.

Ejemplo 1.4.6 El médulo de elasticidad del acero eX08dGPa], hacer la conversién[&Pa]
Primero transformaremo$ia]:

200 [GPa] = 200X10°[Pa]
La cantidad en pascales se transforma&®sn por lo que es necesario buscar un expon
mediante la notacién cientifica d63, con lo cual recurriremos a las leyes de exponentes
se muestra enseguida:

200X10°[Pa] = 200X106*3[Pa] = 200X10°X103[Pa] = 200X10°[kPa]
Para una mayor comodidad en la escritura de esta cifra podemos reacomodar la
cientifica agregando 2 al exponente y de esta manera no escribir los 2 ceros:

2X108[kPa]

Esta forma de transformar un prefijo en otro resulta un poco complicado por lo cual recur
a una segunda metodologia que involucra el uso de relaciones equivalentes; partiendo d
[G], podemos crear la primera relacion qué [éPa] = 10°[Pa], la segunda relacién sera en
la unidad [Pa] con los [kPa] solicitados en el problema es degikPa] = 103[Pa]; Asi
podemos escribir las relaciones en forma de fracciones y siendo que son equivale
modificara nuestra expresion si multiplicamos con ellas:

10°Ea] [ 1kPa
200 #a |20 [io]
El orden en el que se escribieron las fracciones equivalentes procura ffteapguedaran ef
el denominador, de tal forma que al hacer el producto y cociente estos se simplifiquen
[GPa] del producto, de la misma manera debido a que en la primera fraccién se encuel
[Pa] en el numerador se colocan en la segunda fraccion en el denominador para simp
expresion, de tal forma que al realizar operaciones se conserve spit@ddsque es a lo qu
deseamos llegar, haciendo uso de las leyes de exponentes se tiene:
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200X10°X1073 [kPa] = 200X10°73[KPa] = 200X106[kPa]
Reacomodando la notacidn cientifica se tiene:

200X10°[kPa] = 2X108[kPa]
Quedando asi el mismo resultado, pero reduciendo el desarrollo. Finalmente determina
manera del uso de los prefijos para unidades elevadas a una potencia conocida.

remos la

Ejemplo 1.4.7 Se desea construir en un terreno de 20 m por lado, ¢Con qué area cuenta
enhm??

Primero determinamos el area del terreno:
A = 20[m]x20[m] = 400[m?]
Ahora haciendo uso de las fracciones equivalentes convertimos las unidades, debido a
al cuadrado, elevaremos Ia equivalencia al cuadrado.
2

102 ] R T
Cabe mencionar para este ejercicio quelhos?] se definen como hectarea, que es una un
muy requerida en la ingenieria civil al dimensionar terrenos. Finalmente daremos :
ejemplos mas del uso de los prefijos para diversas magnitudes escalares.

A = 400[m = 400x10~*[hm?] = 4x10~2[hm?]

el terrenc

jue estan

idad
algunos

Ejemplo 1.4.8 Determinemos las siguientes conversiones de unidades:

a) TransformaR50[g] a [kg],

kg
103g

250[g] [ ]_ 250X1073[kg] = 2,5X10 1[kg]

b) Transformar0,000 000 000 25 [Am3] a [mm?]

= 2,5X10719X105X10°[mm?] = 2, 5X105[mm?3]

2
2,5X10-10[hm?] |2 [ Lmm
1hm | [10°m

Finalmente se transformaran unidades del Sl al sistema inglés, para lo cual es necesario
las siguientes equivalencias:
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TABLA 1.4.2-EQUIVALENCIAS ENTRE SISTEMAS DE UNIDADES

Esfuerzo y presion.

1[Pa] = 10~5[bar] 1[Pa] = 1,019 72X10™*[m.c.a.]
1[Pa] = 1,019 72X10~3[atm] 1[Pa] = 7,550 06X1072[Torr]
Nota:

[Pa] Pascaledpar] bares[atm] atmosferagm.c.a]. metros columna de agu@prr] torricelli.

Longitudes.

0,02 539 95 [m] = 1[ in] 0,304 794 5 [m] = 1 [ft]

91,44 [m] = 1 [yd] 1609,3 [m] = 1 [milla terrestre]
1853,2[ m] = 1 [milla marina] 1[in] = 12 [ft]

1[yd] =3[ ft]

Nota:

[m ] metro,[in] inch (pulgada)fyd] yards (yarda),ft] foot (pie).

Area.
1 [hm?] = 1[ ha]

Nota:
[Am?] hectémetro cuadradfha] hectéarea.

Volumen.

1[m3] = 220,097 [Imp. gal.] 1[m3] = 264,200 [Us. gal.]
1 [Imp. gal] = 4,543 5[] 1[Us.gal.] = 3,785 [1]
1[m3] = 1000[ ]

Nota:

[m3] metro ctibicoll] litros,[gal]. galones.

Masa
1[kg] = 2,204 6 [lbs]

Fuerza

1[Kgf] =9,81[N] 1[lbf] = 4,45 [N]
1[N] = 7,230 7 [pdl] 1[kp] = 2,204 6 [Ibf]
Nota:

[N] newton,[kgf ] kilogramo fuerzd,lbf] libra fuerza[pdl] poundal,

Potencia
1[W] = 1,341X1073 [HP] 1[CV] = 0,986 3 [HP]
Nota:

[W] watt] HP] caballo de fuerz4(V ]caballo de vapor.

Temperatura
x[ecl = (3x +32) [°F] X[°C] = (X + 273.15)[°K]
Nota:

[°C] grados Celsiug?K]grados Kelvin[°F]grados Fahrenheit.
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Haciendo uso de las equivalencias anteriores se puede transformar de un sistema de unidades :

otro.

lbftz]

Ejemplo 1.4.9 Determinar la equivalencia ent2d]] y[ 2

Recordando en primer lugar el dimensionamiento de J segun la tabla 1.2:
kgm?

12[] = 12[ g

§2
Aplicamos fracciones equivalentes para transformar las unidades:

12 kgm? 2,205119” 1ft 1
52 1kg 0,305m

Ibft?
= 284,440 |—;
S

De esta manera encontramos la equivalencia en unidades inglesas.

Mediante la aplicacidon de fracciones equivalentes importante para considerar es el siguiente:

gkm

De la misma forma que el ejercicio anterior se formulan expresiones equivalentes:

120[N] = 120[kg m] 109 1km][6os]2—43zox105 [gkm
B 1Kg [l103ml 1 minl — 7 min?2

gkm

~ 120[N] = 4320X105[

Finalmente propondremos un ejemplo muy usual dentro de la ingenieria, que es la utilizacion del

sistema gravitacional.

Ejemplo 1.4.11 Sobre una barra se ejerce una presibh [@&Pa], cuanto equivale esta cantida
en a)[lbf/ft*]y en b)[psi]

a) 12[MPa] = 12X106 [Pa] = 12X10° [%]
2
%106 [%] (0,225 [lbf]) <0,305 [m]> 2 s12X10° [f 2]

nd

1[N] 1[ft]
6 [N ] (0,225 [1bf] (0,025 [m] 3 [ 3
b) 12X10 [mz]( = )( = ) 1,688X10 [ ]—1688X10 [psi]
~ 12 [MPa] = 2,512X10° [f 2] =1,688X10° [psi]
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1.5. INTRODUCCION A LA ESTATICA

En la ingenieria civil comunmente se analizan diversos tipos de fendmenos entre los cuales

destaca un principio basico que es el equilibrio. Los cuerpos que presentan un estado de

equilibrio cumplen con la tercera ley de Newton que ya mencionamos antes, la cual nos describe

gue una accién tendra como consecuencia una reaccion. Esto permite tener en las estructuras ur
comportamiento predecible. En el campo de accion de la ingenieria buscamos que una estructura
pueda reaccionar favorablemente con cada una de las cargas ya sean debido a fendmeno:s
naturales, al peso propio o a las personas e inmuebles presentes en la estructura.

Todos estos fendmenos seran estudiados en una de las ramas de la fisica clasica, que es I
Estatica, la cual se encarga del estudio de los cuerpos en equilibrio, esto se relaciona intimamente
con la labor del ingeniero civil en cada una de los proyectos estructurales que disefia, por ello esta
rama de la fisica la enfocaremos a las estructuras para la presente tesis.

Estatica™: Es la rama de la fisica encargada del estudio de los cuerpos en equilibrio.

Equilibrio *> Un sistema se encuentra en equilibrio cuando esta en estado reposo o se mueve a
velocidad constante, sin que las cargas aplicadas lo saquen de dicho estado.

> Definiciones de la referencia 5 de la bibliografia
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1.6. COMPONENTES ESCALARES Y VECTORIALES DE UN VECTOR
FUERZA

Para iniciar el estudio de la estética es necesario comenzar por definir uno de los conceptos mas
importantes dentro de este campo de accion asi como para la ingenieria civil, dicho concepto es la
fuerza.

Fuerza'® Todo efecto capaz de cambiar el estado de movimiento de un cuerpo y/o producirle
una deformacion lineal y/o angular

Primero se desarrollara la ecuacién que determina la magnitud de la fuerza mediante sus
componentes:

En la figura (Fig. 1.6.1) se muestra un vector definido por sus componentes; de acuerdo al
teorema de Pitdgoras podemos determinar la magnitud empleando el siguiente desarrollo.
Z De la figura podemos observar que:

._ [FI? = |[Fz|* + [DC|? = |F;|* + |0B*...... 1)
e S Y Por otro lado:
—_— — — 2
g rd [0BI12 = |Fl? + || v, (2)
il Al sustituir (1) EN (2) obtenemos:
1 ; — _ 2 _
C | [FI2 = |E 2+ |E)|" + [FZ1% e, (3)
: a T Finalmente al despejar la magnitud de la fu¢Fise
g tiene:

_ _ 2 _
X 7l = 1ER + 15[ + I

Figura 1.6.1 Componentes de un vector fuerza

Por lo tanto la magnitud o mddulo del vector de fudZp partiendo de sus componentes
escalare$Fy|, |F,| y |F,| se determinara mediante la ecuacion ec. 1.6.1:

IF| = \/|1§|2 P+ ec. 1.6.1

La fuerza es una cantidad vectorial por lo cual podemos descomponerla respecto a los ejes para
un sistema de tres dimensiones, por lo que sera posible mediante proyecciones ortogonales, las
cuales estan asociadas a los angulos directores.

En la figura (Fig. 1.6.2), podemos observar un vector fuerza el cual puede descomponerse en
componentes ortogonales haciendo uso del algebra vectorial, gracias a que conocemos su
magnitud|F| y su direccion que esta dada por los angu)@sy y.

16 Definicién de la referencia 5 de la bibliografia
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él/ . : ==Y

Figura 1.6.2 Descomposicion de un vector de fuerza
Cada fuerza proyectada a los ejes de referencia en forma escalar es llamada componente escalal
|Eel, |I§,| y |F,| son las componentes que se determinaran con las siguientes expresiones ec. 1.6.2:

|| = |F| cos(a)
|Fy| = IF1 coS(B) prvervrvenainaannn, ec. 1.6.2
|E;| = |F| cos(y)

Con las componentes podemos escribir el vector fuerza referido a |[X¥aske la siguiente
manera:

= |F|cos(a) i+ |F|cos(B) j+ |F| cos(y) k = (IF|cos(a), |F| cos(B),|F| cos(y))

De esta forma obtenemos las expresiones del vector fuerza referida a los ejes ec. 1.6.3

= |F|{cos(a) i+ cos(B) j+ cos(y) k}

= |F|(cos(a@),cos(B),cos(¥)).ceeiniiriiniiirirnnnnns, ec.1.6.3

Con base en lo antes desarrollado se determinaran las expresiones con las cuales estableceremc
la direccion de un vector; partiendo de la ecuacion 1.6.2 podemos determinar los cosenos
directores mediante un simple despeje, como se observa enseguida:

|| = |F| cos(a)
Fi 2B | = 1F1cos(B) peveeeerrrninanann. ec. 1.6.2
|E;| = |F| cos(y)

Al despejar de la ecuacion 1.6.2 los cosenos de cada angulo, se establece la expresion ec. 1.6.4
con la cual se determina los cosenos directores a partir de la magnitud del vectdFfugtaa
componentes escalardg|, |E|, |F|.

(cos(a) = %\
cos(B) = F_Ty ....................... ec. 1.6.4
cos) = 2
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A partir de la ecuacién ec. 1.6.4 se demuestra una relacion que puede ser de gran utilidad en la
solucién de algunos problemas:

1\ 2 = [\ 2 71\ 2 12 ol 712
cos?(a) + cos?(B) + cos?(y) = (%) + <%> + <%> = IFl” + |ij| *IE] (4

Sustituyendo la ecuacion 1.6.1 en (4) tenemos que:

_ 2 _ _ _

|E 2+ |E,|" +|EI>?  |E|*+ |E| + |E|?
cos?(a) + cos2(B) + cos?(y) = —= 5] == 5| Z=1.... (5)
E|?

B2+ |E|” +F;1?

Obteniendo asi la ecuaciéon ec. 1.6.5, la cual relaciona los tres cosenos directores y con ella se
propone que un vector en un espacio de dimension tres queda completamente definido por su
magnitud y dos de sus angulos referentes a los ejes, puesto que el tercer angulo sera dependient
de los otros dos.

cos?(a) + cos?(B) + cos?(¥y) = 1 ... €. 1.65

Finalmente al despejar los angulos de la ecuacidon 1.6.5 establecemos la expresion ec. 1.6.6 que
determina los angulos directores del vector fuerza conociendo sus la magnitud de dicha fuerza
|F| y las componentes escalat€d, ||, |F|.

Utilizando las ecuaciones antes determinadas se elaboraran un par de ejemplos:
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Ejemplo 1.6.1 Dada la siguiente fuerza determinar las componentes sobre los ejes coordenados
y la fuerza en forma vectorial.

a) Las componentes escalares las encontramos con ecuacién 1.6.2

A e |E.| = 190| cos(54,735 6) [N]
F: {|F,| = 190] cos(54,735 6) [N]
|| = 190]| cos(54,735 6) [N]

54,735 6°

54,735 6°
54,735 6°

>y (1El= 0% [N])
|F| = (90) % [N]
IF| = (90) % [N]

f‘x_jl

X
Los resultados anteriores los expresaremos de forma exacta y también haciendo uso de cinco
cifras significativas:
|F,| = 30V3 [N]
|F,| =30v3 [N]
|F,| = 30v3 [N]
|Fy| = 51,962 [N]
|F,| = 51,962 [N]
|F,| = 51,962 [N]
Para la forma vectorial se sustituye los valores en la ecuaciéon 1.6.3:
F =90(cos(54,735 6) © + cos(54,735 6) j + cos(54,7356) k) [N]
F 90{1“+1‘+ IE}[N]
—_— — l — —
NI

Finalmente se expresan los resultados de forma vectorial de forma exacta y de forma decimal a
cinco cifras significativas, observe que daria los mismos resultados si sustituimos las
componentes anteriormente calculadas.

F=[30V3 i+ 30V3j + 30V3 k | [N]

F=[51,962i + 51,962 j + 51,962 k]| [N]
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Ejemplo 1.6.2 Determinar la magnitud y direccion de la fuerza dada en forma vectorial y
un esquema:

= [-14V14 § — 28V14 j + 42V14 k] [MN]
Primero seran obtenidos los valores de las fuerzas en las diferentes direcciones:

|F,| = —14V14 [MN]
|F,| = —28V14 [MN]
|E| =42V14  [MN]

Al sustituir estos valores en la ecuacion ec. 1.6.1 se determina la magnitud del vector fuer

|F| = \/(—14@)2 + (—28v140)" + (42V12)" [MN]

Elevando la expresion y simplificando tenemos:

171 = J(ATH) 12 + (-2)7 + (32 [MN]

Finalmente la magnitud de la fuerza es:
|F| = 196 [MN]

Ahora obtendremos los cosenos directores mediante la ecuacién 1.6.4:

( 14V14 \/_ )

cos(@) = — === ~ 17
28V14 V14

{ = — - _ 3

cos(f) 196 7
4214 3V14

(s = 557 = 17

realice

Za.

A partir de los cosenos directores despejamos cada angulo determinando asi los angulos directorgs:

V14 )
a=cos ! <— H) = 105,501°

V14
B =cos™ ! <—T> =122,312°

3vV14
y = cos™ ! <—> = 36,699°

A
~—

14 J
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Finalmente se dibuja un esquema del vector fuerza:

_ 42\12
|F] = 196 MN N

y = 36,699

—14V14

B = 122,312

\...'17

Las ecuaciones anteriores son utilizadas para descomponer un vector fuerza en un sistema de
referenciaXYZ, es decir en un espacio geométrico de dimension tres; sin embargo, podemos
simplificar las expresiones para poder utilizarlas en un sistema de referencia de dimension dos
siempre y cuando se cumpla el siguiente articulo:

Art. 1.6.1 Un vector fuerza puede ser expresado en un sistema de dimension dos si y solo si la
componente vectorial de alguna de las direcciones tiene el valor de cero vector.

Sea un vector fuerza en un espacio de dimension dos (Fig. 1.6.3):

YA

i

> X

Fx

Figura 1.6.3 Componentes de un vector fuerza

Por trigonometria resulta muy sencillo determinar las fuerzas referidas a ch@aysjéﬂ de la
siguiente manera ec. 1.6.7:
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F
F

| cos(a) = |F|sen(B)
| cos(B) = IFlsen(a)} e €C. 16,7

{u@ =1
|Fy| = |

Con estas componentes podemos escribir el vector fuerza de la siguiente manera, recordando que
en direccion Z tiene valor de cero:

F =|F|cos(a) T + |F|cos(B) j= (|F|cos(a),|F]|cos(B)) ... .. (6)

Finalmente factorizando la magnitud de la fuerza en (6) podemos expresar el vector fuerza
mediante las ecuaciones ec. 1.6.8:

F = |F|{cos(a) T + cos(B) j}

F = |F|(cos(a),cos(B)) ... .........ec.1.6.8

Para determinar la magnitud de la fuefZa a partir del vector fuerza se utiliza el teorema de
Pitagoras, debido a que en la figura 1.6.3 observamos que se presentan triangulos rectangulos
entre las componentes £nY y la fuerza resultante con lo cual obtenemos la ecuacién ec. 1.6.9:

Fl= IB2+ B[ oo e, 169

Los cosenos directores los podemos determinarlos despejando los cosenos de cada angulo en I
ecuacion 1.6.7, mediante la cual determinamos la expresion para determinarlos ec. 1.6.10:

( EN
cos(a) = %
— e e e0.1.6.10
cos(B) = |i3’|
|F|

Observando de la expresién 1.6.10 deduciremos que estamos trabajando en un espacio de
dimension dos, puesto que al sumar el cuadrado de los cosenos directores obtenemos que:

— — 2 — — 2
| ’ |Fy| |F56|2+|Fy|

cos(a)? + cos?(p) = <T +2=) = (7
|F| |F| |F|2

Al sustituir en (7) la ecuacion 1.6.9 se tiene:

— — 2 — — 2
E.|? + |F, E.|? + |F,

cos(a)? + cos?(B) = EI* + |5 = B + |5 | =1.... (8)

2 =12 — 2
JiEejgp IR

48



CAPITULO | FUNDAMENTOS DE FiSICA

Con lo (8) tenemos la ecuacién ec. 1.6.11 que relaciona los cosenos directores de un vector en un
espacio de dimension 2:

cos(a)? + cos?(B) =1 . .ec. 1.6.11

Recordando la ecuacion ec. 1.6.5;

cos?(a) + cos?(B) + cos?(y) = 1..............ec.1.6.5
Al comparar las ecuaciones que relacionan los cosenos directores ec. 1.6.5 en el caso del
subespacio de dimension dos ec. 1.6.11 se presenta que:

cos?(y) =0
O bien:
cos(y) =0
Por lo que:
y = 90°

El anguloy nos revela que estamos en el espacio de dimensién dos puesto que El¥pésno
ortogonal al plano Z, por lo que siempre que trabajemos en una dimensién dos tendremos que el
angulo director referente al eje que no esta siendo utilizado forma 90° con el plano que conforma
a los ejes utilizados.

Con el fin recordar el uso de las relaciones trigopnométricas, determinaremos los signos que estas
adoptan dependiendo del cuadrante en el cual estemos trabajando:

Cuando el vector fuerza se presenta en el primer cuadrante, las componentes escalares respecto
los ejesX y Y seran positivas, como se muestra en la figura (Fig. 1.6.4); los signos que adoptaran
la funcion seno y coseno se establecen en ec. 1.6.12 y la relacion angular respecto a los ejes y e
vector se presenta en la ec. 1.6.13:

Para este caso ocuparemos:

; {cos(a) > 0; sen(a) > 0} ...ec.1.6.12
7 F .
/ f=90°—qa........ec.1.6.13
Siy solo si:
B {0 <a< 90}
« - 0< B <90

X

Figura 1.6.4 Vector fuerza en cuadrante 1
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Cuando el vector se encuentra en el segundo cuadrante, la componente escalar resp&cto al eje
sera negativa y la componente escalar respecto Blsgea positiva como se muestra en la (Fig.
1.6.5), los signos que adoptan las relaciones trigonométricas seno y coseno seran las de la ec
1.6.14 y la relacion angular sera la de la ec. 1.6.15:

. ‘{ Para este caso se ocuparan las ecuaciones:
s I\ IF {cos(a) < 0; sen(a) > 0} ...ec.1.6.14
by f=a—90°........ec.1.6.15

Siy solo si:

{90 <a<s 180}

Figura 1.6.5vector fuerza en cuadrante 2 0<B <90

Cuando el vector se encuentre en el tercer cuadrante, las componentes escalares respecto a lo
ejesX y Y seran negativas como se muestra en la figura (Fig. 1.6.6), los signos que adoptaran las
relaciones seno y coseno seran las de la ec. 1.6.16 y la relacion angular sera la ec. 1.6.17:

A Para este caso se ocuparan las ecuaciones:

ol ] a {cos(a) < 0;sen(a) < 0} ...ec.1.6.16

Fi f=a—-90°........ec.1.6.17

Siy solo si:

<
Figura 1.6.6 vector fuerza en cuadrante 3 {180 sas 270}

90 < B < 180

Finalmente cuando el vector se encuentre en el cuarto cuadrante, la componente escalar respectt
al ejeX sera positiva y la componente escalar respecto &l spea negativa como se muestra en

la figura (Fig. 1.6.7), los signos que adoptaran las relaciones trigopnométricas seno y coseno
estaran dadas por la ec. 1.6.18 y la relacién angular sera la de la ec. 1.6.19:

Para este caso se ocuparan las ecuaciones:

{cos(a) > 0; sen(a) < 0} ...ec.1.6.18

B=a—-90°........ec.1.6.19

Siy solo si:

{270 <a< 360}
180 < B < 270

Figura 1.6.7 vector fuerza en cuadrante 4

50



CAPITULO | FUNDAMENTOS DE FiSICA

Con las ecuaciones deducidas anteriormente se realizaran unos ejemplos:

Ejemplo 1.6.3 Una fuerza con magnitud de 130 MN es soportada por una varilla de acer

sujeta un cubo de concreto, si se sabe que el &ngulo que forma la varilla con la horizon
60° determinar las componentes respecto a los ejes y la ecuacion en forma vectorial de I3
Aplicando la ecuacion 1.6.7 se obtiene las componentes esca
Y {l_xl = |F| cos(a)}
. || = IF| cos(B)
|F| =130 MN
Para poder aplicar esta ecuacion definamos losxangulos
60 °
> El anguloa es el formado entre el vector fuerza y el eje X:
X

a = 60°

El angulog se determina mediante la ecuaciéon 1.6.13:

p =90°—a =90°—-60°=30°

Al sustituir en la ecuacion 1.6.7 se tiene que las componentes escalares son las siguients

IE.| = 130 (%) [MN]

{l_xl = (130 [M ]Ic05(60°)}
Il = |F,| = 130 (?) [MN]

|130 [MN]]| cos(30°)

Expresamos las componentes en forma exacta y con cuatro cifras significativas:

|F.l =65 [MN]} (|F,|=6500 [MN]
{ =l = a0

Finalmente expresamos en forma vectorial los resultados obtenidos que es equivalente
la ecuacion 1.6.8:

F={651+ 65V3 j} [MN] = {65,00 i + 112,6 j} [MN]

D |la cual
tal es de
| fuerza:

ares:

S

a utilizar
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Ejemplo 1.6.4 Dado el siguiente vector fuerza, determinar su magnitud, los angulos dire
realizar un esquema:

F=[-5v2 T - 5v2 7] [GN]

Primero utilizamos la ecuacion 1.6.9 para obtener la magnitud de la fuerza, para la
determinan las componentes escalares del vector fuerza en direccion de cada eje Xy Y:

512 2 ow)
5= 57 (@

Sustituyendo estos valores en la ecuacion 1.6.9 se obtiene:

IF| = J(—s V2)" + (-5v2)" [GN]

|F| = 10 [GN]

Para obtener los angulos directores utilizaremos las ecuaciones 1.6.16 y 1.6.17, puest
observa que las componentes escalares respecto a los ejes son negativas indicando qu
fuerza se encuentra en el tercer cuadrante:

a=—cos™ ! <i\/§> = —cos™! <— g) = —135°

10
a = 225°

B = 225° —90°
B =135°

Finalmente se realiza el esquema del vector fuerza obtenido:

> <

¥ 10 &GN

ctores y

cual se

0 que Se
e el vectc
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1.7. VECTOR FUERZA RESULTANTE DE UN SISTEMA DE FUERZAS

Es comun en la naturaleza encontrar fendmenos fisicos que involucren mas de una fuerza que
actla sobre la materia que esta siendo estudiada. Por esta razén es conveniente establecer lo
efectos que resultan al combinar las diferentes fuerzas respecto a un sistema de referencia.

Una vector fuerza tiene un punto de aplicacion P que pertenece al vector que la describe, este
punto puede o no coincidir con el origen O del sistema de referencia. La ecjae pertenece

el vector fuerza recibe el nombre de linea de accion, que puede o no coincidir con los ejes del
sistema de referencia que eleginod y Z (Fig. 1.7.1):

Z

X
Figura 1.7.1 Partes constitutivas del vector fuerza

Para combinar diferentes fuerzas podemos elaboraremos una clasificacion dependiendo de caso:s
especiales en cuanto a la posicién de los puntos de aplicacion y caracteristicas referentes a su
sentido:

Fuerzas concurrentey”: Son aquellas fuerzas que actGan en un mismo punto. (Fig. 1.7.2)

Z

X

Figura 1.7.2 Vectores fuerza concurrentes

7 Definicién de la referencia 5 de la bibliografia
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Fuerzas coplanare¥: Son las fuerzas que tienen su linea de accién sobre un mismo plano.
(Fig.1.7.3) Cuando el sistema es de dos fuerzas unicamente siempre seran coplanares.

wy
—~

‘\...\r

X

Figura 1.7.3 Vectores fuerza coplanares

Fuerzas colineale¥: Son las fuerzas que tienen la misma direccién. (Fig. 1.7.4)

X

Figura 1.7.4 Vectores fuerza colineales

Al tener un sistema de fuerzas concurrentes, los efectos de cada fuerza son sumados
presentdndose asi una accion resultante, cuyos efectos seran de nuestro interés en el disefio d
cualquier estructura. La fuerza resultante se calcula de manera geométrica mediante el método
del paralelogramo, el cual consta en superponer las fuerzas y la union de la cola de la primera
fuerza con la punta de la ultima representa una fuerza resultante, la cual tiene los mismos efectos
gue se presentarian con todas las fuerzas actuando sobre un punto de accién.

'8 Definiciones de la referencia 5 de la bibliografia
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Para calcular un vector de fuerza resultante graficamente, partimos de un conjunto de vectores
fuerzas concurrentes en un sistema de referencia (Fig. 1.7.5).

Figura 1.7.5 Vectores fuerza concurrentes

Se superponen los vectores de fuerzas actuantes poniendo la cola de cada vector siguiente sobr
la punta de cada vector anterior (Fig. 1.7.6).

X
Figura 1.7.6 Adicion de los vectores fuerza

Finalmente unimos la cola del primer vector con la punta del ultimo vector, obteniendo asi el
vector fuerza resultante cuyos efectos seran los mismos que los que se presentarian con las
fuerzas concurrentes. (Fig. 1.7.7)

~
Figura 1.7.7 Vector fuerza resultante
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La accion resultante de dos o mas fuerzas colineales, sera un vector fuerza con la magnitud de la
suma aritmética de las magnitudes de cada vector, conservando la direccion y el sentido. Como se
muestra en la figura (Fig. 1.7.8)

X X

Figura 1.7.8 Adicion de vectores fuerza colineales

Esta propiedad permite asumir que si se tiene varios vectores en un sistema de referencia, se
puede proyectar cada uno en direccidén de los ejes y la suma algebraica de las proyecciones daré
por resultado las componentes vectoriales de un vector resultante, que presenta los mismos
efectos que el conjunto de los vectores. En la figura (Fig. 1.7.9) se representa geométricamente la
accion de 2 vectores y sus proyecciones, asi como el vector resultante de los efectos de ambos
vectores.

FJ.Z

;\ 7
A

A

Figura 1.7.9 Comportamiento de las componentes en una adicion de vectores
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Otro aspecto importante a considerar sera el signo de las magnitudes de los vectores; para fines
de la presente tesis tomaremos como convencidon que cuando el vector sale del punto de accion F

tendré signo positivo (divergencia) como se muestra en la figura (Fig. 1.7.10):

X
Figura 1.7.10 Vectores con magnitud positiva (Divergen)

En caso que los vectores entren al punto de accion se consideraran vectores con magnitud
negativa (convergencia) como se muestra en la siguiente figura (Fig. 1.7.11).

X
Figura 1.7.11 Vectores con magnitud negativa (Convergen)

Con las figuras anteriores podemos elaborar un modelo matemético con el cual se determina la
fuerza resultante de la accién de varias fuerzas. Partiendo de la idea de tener un conjunto de
vectores concurrentes, de los cuales conocemos los angulos directores de cada vector y mediante
la ecuacion ec. 1.6.3, podemos determinar la ecuacion vectorial de cada Fuerza:

Fi=1Fixl i + [Fiyl j + [Fizl k= |Filcos(ay) & + |Filcos(B) j + |Filcos(yy) k

P+ Foyl J + IFozl k= [Fylcos(ay) & + [F2lcos(By) | + IFzlcos(y) k

5
I
%
=

+ [Fayl J + [Fazl k= |Flcos(an) T + |Flcos(Br) J + |Flcos(v) k

=
Il

<1

all
~>
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Sumando los vectores fuerza de (9) determinamos el vector fuerza redijtantao sigue ec.
1.7.1:

Fr=» E= Y |E|lcos(a;) i + ) |E|cos(B;) j + Y |E|cos(yy) k ... ec.1.7.1
55 3 tentar 1+ enti 1+ 3

i=1

La ecuacion (ec. 1.7.1) permite determinar el vector resultante de un sistema de fuerzas
concurrentes en un espacio vectorial de dimension tres. Para obtener el médulo y los angulos
directores del vector resultante recurrimos a las ecuaciones ec. 1.6.1 y ec. 1.6.6.

El modulo del vector resultankg;| lo determinamos mediante la ecuacién ec. 1.7.2:

el = 1Tl + IRl + IF 2

|Fr| = (ZlFl cos(al)) (ZlFl cos(B;) ) (ZlFl cos(yi)> ......... ec.1.7.2

Finalmente se determinaran los angulos directores del vector fuerza resultante mediante la
ecuacion ec. 1.7.3.

|1i|
Yy = cos™! <|F_Z|>
\ |F| ] )
N
o = cos—1 / Y lF | cos(a;)
\ (Z? 1IE | cos(a))? + (Xfq|F| cos(B:) )2 + (Xiy|F | cos(y,))?
{B =cos™? / Zizalfil cos() v ...ec.1.7.3
\\/(Zl 1|E | cos(a;))? + (X741 cos(B;) )? + (i1 |F| cos(y;))?
y = cos™! i=1E | cos(y,)
\ \/(Z LBl cos(a))? + (B, |F | cos(B) )2 + (i, |F | cos(¥:))? )
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Ejemplo 1.7.1 Sobre un apoyo se aplican tres fuerzas, las cuales se muestran en la figura, si la

magnitud y angulo de cada fuerza eB; (10 MN,a = 60°, 5 = 70°y y = 30,285 5°),
F, (8 MN,a = 180°,8 = 90°y y = 90°) y F5 (5 MN,a = 90°, 8 = 180° y y = 90°).

Determinar el vector resultante, modulo del vector resultante y angulos directores de

vector

resultante. Observe que las fuergag F; se encuentran sobre los ejes X y Y respectivamente.

Primero se obtiene el vector fuerza resultante con ec. 1.

FR=

il lcos(ay) t + X1 |Fl cos(By) | + XiLqlElcos(y) k

Fr = [10 cos(60°) + 8 cos(180) + 5 cos(90°)]f + [10 cos(70°) + 8 cos(90°) + 5 cos(180°)] f
+ [10 c0s(30,285 5°) + 8 c0s(90°) + 5cos(90°)] k. [MN]

Haciendo operaciones se tiene:

Fr = [10(0,5) + 8(=1) + 5(0)]i + [10(0,342) + 8(0) + 5(-1)]j
+ [10(0,864) + 8(0) + 5(0)]k

El vector fuerza resultante es:

Fr=-31—1,580j+ 8,635k [MN]

Ahora se determina la magnitud del vector de la fuerza resultante mediante la ec. 1.6.1

el = [IFel? + [Fyl2 + 5

|Fx| = /(=3)2 + (—=1,580)2 + (8,635)2

|[Frl = 9,277 [MN]

7.1:
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Finalmente se obtendran los angulos directores del vector fuerza mediante la ecuacion 1.
a = COS _
|Frl

o [Fy|
B =cos™?! <ﬁ>

1 (IF_ZI>
Y = Cos ——
\ | Frl
Sustituyendo los valores se obtiene:

{a=cos_1< 3 )}

A

| 9,277
§ = cos! (—1.580)
9.277
. (8,635)
V=008 9277

El valor de los dngulos directores seria:

B =99,806°

{a = 108,867°}
y = 21,441°

Un esquema del vector fuerza resultante seria:

Z —_—
AFR = 9,277 [MN]

F, = 8,635 [MN] LY = ,441°

a = 108,867° Al = MN
Fy =—1,580 [:.f.\r]( B = 99,806°
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Ejemplo 1.7.2 Tres fuerzas actian sobre una columna, determinar el vector fuerza resultante
debido a la accidon de las tres fuerzas, la magnitud del vector fuerza resultante y los|angulos
directores, las tres fuerzas tienen la magnitud indicada y la direccion y sentido de los vectores

L = 4 aa — eniido ¢ s
unitarios indicados:F;: 10000 N, vy = =1 + =j+ Z= Kk, F:15000N, 7 = — 1
1 s I — N 1 . 2 -~
=]+ 0k F3=12000N,75= S 1- ]+ Sk

Primero se determinan los vectores fuerzas, para determinarlos multiplicamos la magpitud de
cada vector por los vectores unitarios:

_ 10000 . 10000 ., 10000 .
Fl = \/§ 1+ \/§ ] + \/§

15000 . 15000 . .
— — j+ 0k [N]

F, = )
? V2 V2
— 24000 . 12000 . 24000 P

fs=—Z—t-—3—J+—3

La fuerza resultante se establecerd al sumar los tres vectores de fuerzas determinados, segun I
ecuacion ec. 1.7.1:

— [10000 15000 240007  [10000 15000 120007,

Fp = — + L+ — -

RET S vz 3 V3 vz K
[10000+0+24000]E [N]
V3 3

Fr =[5773,503 — 10 606,602 + 8 000] i + [5 773,503 — 10 606,602 — 4 000] }
+[5773,503+0+80001k [N]

Fr=3166,9011—8833,099 + 13 773,503k [N]

La magnitud de la fuerza resultante sera determinada mediante la ecuacion ec. 1.6.1

el = (IFxl + 2 + T2

|Fzl = /(3166,901)% + (—8 833,099)2 + (13 773,503)? [N]

|Fz| = 16 666,202 [N]
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Finalmente se obtiene los angulos directores del vector fuerza resultante, ocuparemos lajecuacion
ec.1.6.6

(3166901
* =05 {16 666,202

. (—-8833,099
B =cos | 16666,202

__,(13773,503
V=05 "116 666,202

Al realizar las operaciones obtenemos los angulos directores:

a = 79,046°
[[} =122, 006°}
Y = 34,266°

Ahora sera establecida la metodologia para obtener un vector resultante en un espacio de
dimensién dos.

Para determinar el vector fuerza resultante haremos uso del método del paralelogramo, puesto
gue dicho método respeta la suma vectorial de los vectores colineales que se forman al proyectar
todos los vectores fuerza respecto a los ejes coordenados, esto o podemos observar en la figure
(Fig. 1.7.12).

Y Y
A A
|
- L | =
- R
.‘_. ’ f_i
fre o rop ¢
' § :}-l\' }x Fax ? }x

Figura 1.7.12 Adicion de vectores en dimension dos por el método del paralelogramo
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Partiendo de la idea de tener un conjunto de n vectores concurrentes y coplanares, se determinar
el vector de fuerza resultante al sumar cada una de las componentes de dichas fuerzas, debido :
gue las componentes de las fuerzas son colineales.

Sean los siguientes vectores de fuerza concurrentes y coplanares, los obtenemos al aplicar la
ecuacion ec. 1.6.8:

Fi=1Fx| T + |Fiyl j= |Flcos(ay) T + |Fy|cos(By) j

F, = |Fox| T + |Fpyl j = |F;lcos(ay) © + |F,| cos(B,) f

o~

+ |Fylcos(By) |

~>

F_:nz |FnX

 + [Fayl j = |Ful cos(ay)
(10)

El vector fuerza resultantg; lo obtenemos al sumar cada una de las componentes de (10),
obteniendo asi la ecuacién ec. 1.7.4.

n n
Fr = Z'El cos(a,) 1+ Z|E|cos(ﬁi) [ ec.1.7.4
i=1 i=1

Otra manera de representar la misma ecuacion es utilizando la ecuacion ec. 1.6.7, determinando
la expresion ec. 1.7.5:

n n
Fr = ZlEl cos(a;) T+ Zlfllsen((xl-) R ec.1.7.5
i=1 i=1

Establecemos ahora la magnitud del vector fuerza resuli@tepartiendo de la ecuacion ec.

1.6.9:
|F| = /IF_XI2 + |Fy|?

Sustituyendo las componentes del vector fuerza resultante en la ecuacion anterior se obtien la
ecuacion ec. 1.7.6, que determina la magnitud de la fuerza resultante:

n 2 n
|Fr| = (Zl_llcos(ai)) +<Z|E|cos(ﬁi)> ......... ec.1.7.6
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Los angulos directores se obtienen mediante los diferentes casos que son abarcados de la

ecuacion ec. 1.6.12 a la ecuacion ec. 1.6.19.

Elaboremos unos ejemplos mediante los cuales determinaremos la magnitud y angulos directores

de un vector fuerza resultante:

Ejemplo 1.7.3 Sobre un poste se sostienen tres cuerdas las cuales sostienen tres cabal

los, con ¢

diagrama de cuerpo libre que se te presenta, determinar el vector fuerza resultante que esta siendc

soportada por el poste, la magnitud del vector fuerza resultante, los angulos directores d
fuerza resultante y elabore un esquema del vector fuerza resultante:

¥ Primero determinaremos el vector fuerza aplicando
ec.1.6.8

F = |F|cos(a) T+ |F|cos(B) J

F; = 6.cos(45°) i+ 6cos(45°) ]

F, =4 [MN]

F, = 4co0s(180°) i+ 4 cos(90°)j

F3 = 6.c0s(330°) I+ 6cos(240°) ]

F, = 6 [MN]

Al realizar operaciones determinamos el vector fuerza resultante mediante la ecuacion ec,

Fy = [6 (g) +4(-1) + 6<§>] P+ [6 (g) +4(0) + 6(_%)1 J

Fr=[3V2-4+3V3]i + [3v2-3] j
Fr = [4,243 — 4+ 5,196] { + [4,243 — 3]
Fr=5439i+ 1,243 [MN]

La magnitud del vector fuerza resultante lo obtenemos mediante la ecuaciéon ec. 1.6.9

|Frl = /IEI2 + |Fy|?

|Fr] = v/(5,439)% + (1,243)2

|[Frl = 5,579 [MN]

el vector

1.7.4
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Los angulos directores los determinamos con las ecuaciones ec. 1.6.12 y ec. 1.6.13, dehido a que

ambas componentes del vector fuerza resultante son positivas:

1 (5,439)
a = cosS

5,579
g = 1 (1,243)
— % {5579
{a =12, 863°}
B =77126°

a+p=12,863°+77,126° = 90°
Finalmente con los datos obtenidos trazamos un esquema del vector fuerza resultante:

Y

A

Fp=5579[MN]

B =77.126°

Fy, = 1,243 [MN] o i - B
Fy=5439[MN] 7 X

Ejemplo 1.7.4 En una edificacion se decide poner una placa, la cual recibe el peso
columna y la compresion en la placa debido a dos contraventeos segun se muestra en el
si las acciones debidas a estos elementos estructurales se muestran a continuacion,

vector fuerza resultante, la magnitud del vector fuerza resultante, los angulos director,

esquema de la fuerza resultante que de_b%sopo_rtar la placa.

de una
esquems
calcular e
eS y un
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El primer paso sera determinar el vector fuerza resultante con la ecuacion ec. 1.7.4.

n n
Fr = Z|E|cos(ai) i+ ZIEICOS(&-) J
i=1 i=1

Fr = [—30c0s(90°) — 20 cos(60°) — 20 cos(120°)]
+ [—30cos(0°) — 20 cos(30°) — 20 cos(30°)] j

Fp = [—30(0) —20 (%) —20(— %)] P+ [—30(1) —20 <§> -20 <§>l j

Fr=0i—64,641j [MN]

Ahora se calcula la magnitud de la fuerza resultante mediante la ecuacion ec. 1.6.9

|Frl = /IF_XI2 + |Fy|?

|Frl = v/ (0)% + (—64,641)2

|Fz| = 64,641 [MN]

Lo cual se hace evidente si observamos que no existe fuerza actuante en direccion del e
en el eje Y, por lo que toda la fuerza es tomada en direcciéon del eje Y.

Finalmente determinemos los &ngulos directores con las ecuaciones ec. 1.6.12

-1 ( 0 )
@ =cos 64,641

_ _1( 64.641 )
B =cos™ |\ great

(6= 1507

El angulo de 180° indica que el vector fuerza resultante se encuentra en el eje Y con senti

los nimeros negativos. Finalmente elaboremos un esquema del vector fuerza resultante:
Y

T

— 0 O 0 ﬁ.x
o000

je X solo

do hacia

+r-'” = 64,641 [MN ]
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1.8. MOMENTO RESULTANTE DE UN SISTEMA DE FUERZAS

X
Figura 1.8.1Momento alrededor de un eje

Cuando se aplica una fuerza sobre una barra laseuaboya en un punto localizado a una
distancia determinada de la accion, se provoca una tendencia a girar. Este fendmeno ocurre en la
naturaleza muy usualmente como por ejemplo cuando un bafista se para en el extremo de un
trampolin, se presenta una tendencia a girar en el apoyo del mismo, o cuando una grda levanta un
pilote, en la base de la maquina se presenta una tendencia a girar, la cual terminara volcando si nc
se disefia de tal manera que los efectos del giro sean compensados de alguna manera, que es
funcion de los pesos de compensacion que se colocan en el otro extremo del brazo de la grua.

Momento*®: Es la accién de una fuerza que tiende hacer girar un cuerpo alrededor de un eje y/o
punto. (Fig. 1.8.1).

Como se observa en la figura anterior, para que exista el momento, es decir la tendencia al giro,
debe existir una fuerza aplicada a una distancia conocida como brazo de palanca, dicha distancia
es por definicion la minima que existe entre el eje de accidn y la fuerza, es decir perpendicular al
eje y al vector fuerza. Para la presente tesis se considerara por convencion que el momento seré
positivo si el giro provocado es en sentido contrario de las manecillas del reloj y negativo si se
presenta en sentido horario, es decir a favor de las manecillas del reloj, a menos que se indique lo
contrario dentro de un desarrollo.

Para determinar con mayor facilidad el signo del momento se utilizara la regla de la mano
derecha, la cual consiste que con los dedos de la mano derecha se pongan en sentido del vecto
fuerza, de tal forma que al cerrar los dedos con excepcion del pulgar, este dedo indique la
direccion del vector momento, por lo que si los dedos giraron a favor de las manecillas del reloj,
el momento sera positivo como en la figura (Fig. 1.8.2), o en caso contrario serd negativo como
en la figura (Fig. 1.8.3).

1 Definicién de la referencia 5 de la bibliografia
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/

P

Y w

Figura 1.8.2 Momento positivo, Figura 1.8.3 Momento negativo,
regla de la mano derecha regla de la mano derecha

La unidad del momento estard dada en el sistemaaaienal de medida Sl, por el producto de
la fuerza en NewtofiV] por la distancia perpendicular al vector fuerza en métngs

[M] = [Nm]
Momento alrededor de un punto

Primero se desarrollara la metodologia para determinar el vector momento de la accion de un
vector fuerza resultante alrededor de un punto, para lo cual consideraremos el vector de posiciéon
de un puntoP = xi +yj+ zk, ademas serd conocido el punto de aplicacion de la fuerza
Po=x00+ yoj+ 2ok y por Gltimo se conocera el vector fuerza resultante de un sistema de
fuerzasF = Fyx i + Fy j + F; k. De acuerdo con la figura (Fig. 1.8.4):

X
Figura 1.8.4 Momento alrededor de un punto P provocado por un vector ftierza
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Se aplica la relacién de seno para determinar el angulo que se muestra en la figura (Fig. 1.8.4) y
despejando la distancia perpendicqlt?alrtenemos que:

|d| = [Py - P|sen(@) ....... (11)
Recordando la relacion del seno del angulo entre dos vectores respecto al producto cruz se tiene:

soney < [Ba=P) X
|Po - P ||F|

Al sustituir la expresion del seno del angulo de la ecuacion (12) en la de la distancia
perpendicular que existe entre el vector fuerza (11) y el punto en donde se desea determinar el
momento de la ecuacién (12), se obtiene la siguiente expresion:

o — (P -P)xF
|d| = |P0 - —_—
|Po - P |IF|
Al simplificar el término|§—17| en (13) obtenemos la expresion de la distancia perpendicular al
vector fuerza existente entre el mismo vector fuerza y el punto dado ecuacion (14):
|—| _ |(K_F_))XF|
|F|
Finalmente el momentdM|lo obtenemos al multiplicar la distanc|d| determinada en la
ecuacion (14) por la magnitud de la fuefZa

B -PYXFl
|M|_T|F| ......... (15)

Al simplificar el vector fuerza en la ecuacion (15) se determina la expresion para determinar la
magnitud del vector momento resultante de aplicar una fifecoa un brazo de palanda

\F| = |(By=F) X F oo (16)

Para concluir el vector momento resultante serd obtenido al considerar la expresion (16)
simplemente con omitir el médulo de la expresion en ambos miembros de la igualdad, obteniendo
asi la ecuacion para determinar el vector moméhedrededor de un punt®, debido a la fuerza

F aplicada en el vector de posiciBn ec. 1.8.1:

Con las ecuaciones anteriores se elaborara un ejemplo:
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Ejemplo 1.8.1 Una viga empotrada en uno de sus extremos tiene las siguientes dimens
largo 10 m, de ancho 2 metros y de alto 2 metros, si en el extremo libre se le aplica una f
la fibra superior y a la mitad del ancho de la viga. El vector fuerfa=es-3i— 2 — 4k.
Determinar el vector momento que se genera por la accion propuesta en el punto de sin
extremo empotrado.

7 Primero se localiza el vector del punto donde se
F .. .
/ / desea obtener el momento que coincide con el origen.
W7 P=0i+0j+0k
! 10

R ~

P,=0i+ 10+ 1k

e ——>Y Ahora determinamos el punto de aplicacion:
1
1

Aplicando la ecuacion ec. 1.8.1 del vector momento obtenemos:

M=@-P)xF
M=[(0t+ 107+ 1k)—(08+ 0j+ 0k)| x[-31— 2j— 4k]
M=[0i+107+1k]|x[-31— 2j— 4k]
Determinando el producto cruz mediante el arreglo matricial se tiene:

3 i 7k
M=l0 10 1
-3 -2 —4

M=-38i-3j+30k [Nm]

Esto quiere decir que el momento que se genera en el origen respecto a cada uno de los
|Mx| = —38 [Nm]
|My| = -3 [Nm]
|M,| = 30 [Nm]

iones: de
uerza en

netria del

ejes es:
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Momento alrededor de una recta

El momento provocado por la accion de una fuerza resultante, puede ser calculado no solo en
torno a un punto como lo vimos anterior mente, también se puede generar un momento sobre uno
de los ejes de referencia o incluso sobre una recta definida en el espacio donde se esta
produciendo la fuerza. Para determinar el momento generado sobre una recta consideremos el
siguiente esquema, donde se muestra una recta L en un espacio de dimension tres definida por ur
vector directorl/ y un vector fuerz& resultante de un sistema de fuerzas, el cual se aplica en un
punto definido por el vector de posiciBg (Fig. 1.8.5).

Z
A
Pi-Fs

K i PZ/r;
Py

-
Figura 1.8.5Momento alrededor de una recta L provocado por un vector flerza

Como puede observarse en la figura (Fig. 1.8.5), para calcular el momento es ineludible
determinar la distanci& perpendicular entre el punto de aplicacion del vector fugryda recta

L, haciendo necesario recordar la ecuacidon que determina esta distancia, para lo cual
consideramos la siguiente figura (Fig. 1.8.6).

X
Figura 1.8.6 Distancia minima del punto de aplicacion del vector fuerza a la recta L

71



CAPITULO | FUNDAMENTOS DE FiSICA

Observando la figura anterior (Fig. 1.8.6), determinamos la relacion existente entre la distancia
perpendicular de un punto a una recta con la diferencia de los vectores de posicion de los puntos
P, y P,, mediante la proporcién del seno del anguljue se muestra.

d
sen(a) = W (17)
1 0

Al despejar la distancid de la expresion (17) obtenemos:
d = |P, — Py| sen(@) ... ...... (18)

Recordemos que el valor del seno del angulo que se forma entre los vastofBs— P,),

podemos determinarlo mediante la ecuacion (19):

|(P, —Pp) x 1
|Py = Pollul

sen(a) =

Al sustituir la ecuacion (19) en la expresion de la distancia (18) obtenemos:

_ __|(P, = Py) x 1l
d:|P1—Po| = —
|Py — Pollul

Simplificando la expresion (20) determinamos la ecuacion de la distapagendicular de un
punto a una recta con vector directoec. 1.8.2:

_ (P = Py) x 1
|ul

Para determinar la expresion del momento resultante de la accion de un vector fuerza sobre una
recta, de acuerdo con la figura (Fig. 1.85), basta con multiplicar el vector fuerza por la distancia
perpendicular del punto de aplicacién del vector fuerza y la recta que es la ecuacion anterior (ec.
1.8.2), obteniendo asi la siguiente expresion:

1, _
M= ﬁ((PI—PO) XU F) o (21)
Finalmente por las propiedades del producto mixto reacomodamos los términos de (21)

obteniendo la ecuacion que nos permite calcular el monMrgobre una recta, con vector de
direccionu, vector de posicioR;, sobre un puntd,, debido a un vector fueraec. 1.8.3
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La ecuacion anterior se puede expresar también en forma matricial mediante el determinante
siguiente ec. 1.8.4:

1 E, E, E,
M = u Uy {77 ec.1.8.4

X
2 2 2
uy +uy + Uz X1 =X Y1~ Yo Z1— 2o

Si tenemos el caso de varios vectores fuerza no concurrentes, los cuales provocan momentos
alrededor de una recta L como se muestra en la siguiente figura (Fig. 1.8.7):

Z

A
NN
\@\1:@?45 _

\85 P

L
-

U

X

Figura 1.8.7 Vectores provocados por fuerzas no concurrentes

Se puede determinar un momento resultdemediante la suma de cada momeito de tal
forma que se respete el signo de cada momento lo cual se establecio en el presente tema como I
regla de la mano derecha. De lo anterior obtenemos la siguiente ecuacién ec. 1.8.5:

n

n
1 _ _
MR=ZMl-=| le«; T X (B =TF)] oo ec.1.8.5
i=1

i=1

&l

Con lo anterior se elaborara un ejemplo:
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Ejemplo 1.8.2 Sobre un marco se ejercen un par de fuerzas en los puntos indicados, determinar el

momento sobre la recta que se muestra si los vectores fuerg soki+ 2j— 5k [MN]y
F, = —21— 37 — 4 k [MN] (distancias en metros):

/Z\ - Primero seré determinado el vector director de la recta|L:
r © : u=5i+ 107+ 8k
Ahora los vectores de posicion de los puntos de aplicacion
U
o >SY de los vectores fuerza son respectivamente:
5 Ppy=5i+0j+ 8k

Ppp,=0i+ 10+ 8k
X
Obteniendo el médulo del vector director de la recta L:

lul = |uf+uj + uZ

la] = /(5)% + (10)% + (8)2 = V189

Con los datos anteriores se calcula el momento provocado por cada fuerza no concurrente a partir
de la ecuacién ec. 1.8.4, debido a que uno de los puntos conocidos de la recta es el |origen la
diferencia vectorial del vector de posicion de los puntos de aplicacion con el punto de larecta es

igual al vector de posicion del punto de aplicacion con lo cual tenemos:

1| B E, E,
M = m Uy Uy, u,
X1 —=X0 Y1~ Yo Z1—Zp

1 |3 2 =5 —490
M,=——|5 10 = —— [MNn] ~ —35,64 [MNm] ~ —35,64 x 10° [Nm]

189 _ V189

5 0 8
1 |72 3 4 80
M,=——|5 10 8 |=-—=[MNm]=5,82[MNm] =~ 5,82 x 10° [Nm]
V18|, _19 _gl VIBY

Finalmente se determina el momento resultante mediante la suma de los momentos obtenidos:

n

Mg = Z M; = —35,64x10°+5,82 x 10° [Nm] = —29,82 [Nm]
i=1
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En caso de tener fuerzas coplanares determinaremos el momento respecto a un punto con ayud:
de la trigonometria plana debido a que buscaremos la distancia perpendicular entre el punto de
aplicacion del vector fuerza y el punto donde se desea obtener el momento.

Este momento se puede ver como un caso particular de un momento para el caso de un espacio d
dimension tres, debido a que se calculara el momento en un punto conocido que es por donde
pasa la recta de manera perpendicular sobre la cual se va a establecer el momento resultante, te
como se puede observar en la figura (Fig. 1.8.8).

l..l.
F 4
(‘qt‘\

Z

[
(=7

Figura 1.8.8 Momento para fuerzas coplanares

X

Para determinar el momento de una manera mas inmediata al uso de la trigonometria
consideremos la siguiente figura (Fig. 1.8.9):

Figura 1.8.9 Momento alrededor de un punto P provocado por un vector fierza

d
sen(a) = ﬁ (22)
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Despejando la distancia de la expresion (22) se determina:
d = |P, — Py| sen(a) ...... (23)

Recordando que el seno del angalformado entre los vectords — P, y F, lo determinamos

mediante la ecuacion (24):

|(Py — Py) X F|
|Py — PollF]

sen(a) =

Sustituyendo la ecuacion (24) en la expresion de la distancia (23) se establece que:

_ __ |(P,—=Py) XF
d=|P, —P| (P = Po) X F
[P, — Pol|F|

Al simplificar la expresion (25) determinamos la ecuacion para determinar la distancia
perpendicular entre el punto donde se pretende obtener el maoPgentl vector fuerza ec.
1.8.6:

_ 1P, —Py) X F
7]

Finalmente para determinar el momento debido a la accion para una fuerza coplanar se realiza el
producto de la distancia determinada en la ecuacion ec. 1.8.6 y la magnitud del vector fuerza,
para asi obtener lo siguiente:

|(Py —Po) X F|
T N (26)

M =d|F| =

Al simplificar la expresion (26) encontramos la ecuacién para determinar el moMento
generado por la accion de un vector fuefzobre el planXY el cual es un momento sobre una
recta L que es paralela con el eje Z o puede incluso coincidir con el eje ec. 1.8.7:

M =|(P, —Py) XF| ....... ec.1.8.7

La expresion ec. 1.8.7 se puede escribir mediante el determinante de la siguiente matriz la cual
nos dara el momento respecto a una recta paralela o que coincide con el eje Z, es decir solo se
obtendra un resultado en el vector unitério

B { j k
M = xl — xO yl — yO 0 ......... (27)
Fy F, 0
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Al realizar el determinante dela matriz (27) obtenemos:

M = [(x1 — x0)Fy — (1 — Yo)Fx] [ (28)

De esta manera con el modulo del vector (28) obtenemos que el madeatoe un punto con
coordenadasx, y y,, debido a la fuerza con componenigsy F, que se aplica en el punto con
coordenadas; y y; se determina mediante la ecuacion ec. 1.8.8:

M = (.xl - xo)Fy - (yl - )’O)FX ......... ec. 1.8.8

Finalmente si existe mas de un vector fuerza no concurrente sobre el plano XY, el cual por su
accion genera un momento sobre la recta que coincide o es paralela al eje Z, se determinara un
momento resultant®; con la suma algebraica de cada uno de los momaftgenerados como

se muestra en seguida en la ecuacion ec. 1.8.9:

De esta misma manera a partir de la ecuacion ec. 1.8.8 se obtiene el momento riéguéarge
puntox, y y,, producido por una fuerza con componentes escdiarg$y, que se aplica en el
punto con coordenadasy y; mediante la ecuacién ec. 1.8.10:

Con lo anterior se elaborara un ejemplo que resolveremos mediante la trigopnometria y mediante
las ecuaciones deducidas:
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Ejemplo 1.8.3 Sobre unas barras que se encuentran sujetas a una placa, se aplican lo

fuerzaF; =201 [MN] y F, = —101— 5 [MN], determinar el momento resultante sobrg

placa mediante la trigonometria v las ecuaciones deducidas (las distancias estan en metr
Y

A

S vectore
2 la
DS).

Primero mediante la trigonometria formamos las componentes de las fuerzas perpendiculares a

los brazos de palanca mostrados:

Se obtiene las fuerzas perpendiculares a los brazos de palanca mediante la trigonometrig:

F; 1=20sen (a) = 20 (g) =16 [MN]

El momento uno lo determinamos al multiplicar esta fuerza por su brazo de palanca con lo que

tenemos:
M, = 16(5) = 80 [MNm]

Para determinar la fuerza dos perpendicular, determinamos los a8guiys

8
f =tan?! (g) ~ 53,13°
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p; =tan™?! (_—10) ~ 26,57°

Por lo que él angulo que tomaremos en cuenta para la proyeccion seré:
ﬁ + ﬁl = 79,70

Con este angulo podemos determinar la fuerza perpendicular al brazo de palanca que es

1= (V=10 + (=5)7) sen(79,7%)
F, L= 11[MN]

El momento dos lo determinamos al realizar el producto de la fuerza obtenida por el brazg
palanca:

M, = 11(10) = 110 [MNm]

Para determinar el momento resultante consideraremos la regla de la mano derecha por |
tiene:

n
My = Z M; = —80 + 110 [MNm]
Al realizar la operacion y ponerlo en términos del SI sin prefijos determinamos que el m
resultante es:

Mg =30 x 10° [Nm]

Determinaremos ahora el momento resultante mediante la ecuacion ec. 1.8.10:

n

i My = > (G = %Pyt = (0 = Yo)F

i=1 i=1
Mp =[(3 —0)(0) — (4 — 0)(20)] + [(=6 — 0)(—=5) — (8 — 0)(—10)] [MNm]
Al simplificar la expresion anterior obtenemos que el momento resultante es:
My = 30 [MNm]

Al convertirlo en términos del Sl sin prefijos obtenemos el mismo valor del momento resul
gue mediante el método trigonométrico solo que con muchos menos pasos:

My =30 x 10° [Nm]

) de

0 que se

omento

tante
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CAPITULO II

“Newton no encontré la causa de que cayera la manzana, pero hizo ver la similitud entre la manzana y
las estrellas” O” Arcy Wentworth Thompson
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2.1. TIPOS DE SOPORTES Y CLASIFICACION DE LAS ESTRUCTURAS
DE ACUERDO A SUS APOYOS

El andlisis estructural tiene como finalidad determinar el comportamiento de la estructura, la cual
soporta diferentes cargas, es decir, los efectos producidos por las acciones que obraran en la
construccion. ElI comportamiento estructural se puede expresar a través de desplazamientos,
reacciones y fuerzas internas (elementos mecanicos).

Las estructuras son un conjunto de elementos elaborados por diversos materiales, para formar un
solo componente capaz de soportar tanto su peso propio como las acciones externas a este, I
mayoria de las estructuras no presentan movimiento por lo cual se restringen sus grados de
libertad, es decir sus desplazamientos permitidos, para ello se utilizan elementos conocidos como
apoyos a los cuales estara sujeta la estructura.

Dependiendo de las restricciones que se pretenda darle a la estructura se considerara el tipo de
apoyo empleado, es por ello que existen apoyos que no permite ningun tipo de desplazamiento,
mientras que otros permiten que la estructura gire o se desplace linealmente como es el caso de Iz
fotografia anterior, en donde se aprecia que la estructura puede desplazarse horizontalmente y
girar en ese punto.
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A continuacion se abordaran los diferentes tipos de apoyos utilizados en las estructuras y el
analisis que se considera para cada caso en cuanto a sus restricciones en un espacio de dimensic
tres:

Articulacion rétula 2% Este apoyo presenta restricciones para todas las direcciones, mas no asi
para los momentos, puesto que puede girar en cualquier direccién. (Fig. 2.1.1)

Figura 2.1.1 Articulacion tipo rétula

Dos superficies lisas (sin friccién) en contactd La fuerza de reaccién que se presenta en este
tipo de apoyos es la normal al plano de contacto, no presenta reaccion en direccion paralela al
plano ni se apone al momento. (Fig. 2.1.2)

Superficies lisas

Figura 2.1.2 Superficies lisas sin friccion
Miembro que se apoya sobre una superficie lisa (sin fricciéfl) La fuerza de reaccién es

normal a la superficie. (Fig. 2.1.3)

—\liembro

Superficie lisa

-‘7/

X

Figura 2.1.3 Miembro apoyado sobre superficie lisa

2% pefiniciones de la referencia 5 de la bibliografia
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Miembro que se apoya sobre una superficie aspera (con fricci5ft La fuerza de reaccién
tiene componentes en cada una de las direcciones coordenadas; no existe momento que oponga

resistencia. (Fig. 2.1.4)

—Miembro

Superficie aspera

Figura 2.1.4 Miembro apoyado sobre superficie aspera

Empotramiento®’; Tanto la fuerza de reaccién como el momento presentan resistencia a los
desplazamientos longitudinal y angular. (Fig. 2.1.5)

Miembro

Figura 2.1.5 Miembro empotrado

Miembro rigido sujeto a un cilindro que se desliza sobre una flecha li¥a Tanto la fuerza
como el momento relacionados con el eje de la flecha no presentan resistencia. (Fig. 2.1.6)

Miembro

=== Flecha lisa x

Figura 2.1.6 Miembro rigido sujeto a un cilindro que se desliza sobre una flecha lisa

*! Definiciones de la referencia 5 de la bibliografia
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Miembro sujeto a un pasador tridimensionaf® La fuerza de reaccién tiene tres componentes
rectangulares, los momentos no presentan resistencia alguna. (Fig. 2.1.7)

Miembro

Figura 2.1.7 Apoyo articulado

Miembro liso sujeto a un cojinete de empuf&: La fuerza de reaccién tiene tres componentes
rectangulares; sin embargo, la componente del momento en direccion del eje no presenta
resistencia. (Fig. 2.1.8)

Miembro liso

Cojinete de empuje X

Figura 2.1.8 Miembro liso sujeto a un cojinete de empuje

22 Definiciones de la referencia 5 de |a bibliografia
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Con los apoyos vistos anteriormente se elaborara un ejemplo:

Ejemplo 2.1.1 En la siguiente estructura determinar las reacciones que se presentan
apoyo, tanto de vector momento como fuerzas:

Superficie
aspera =

en cada

Al sustituir cada uno de los apoyos por los vectores fuerza y momentos de reaccién, se crea la
siguiente configuracion, consideremos las direcciones de los ejes generales que se muestran:
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Cuando una estructura es simétrica en sus efectos podemos simplificarla representandola en un
espacio de dimension dos, para tales motivos se considerara que los apoyos presentan las misma
condiciones para la direccidon que no se representa en el esquema que la aremos coincidir con el
eje Z.

Para este espacio consideraremos los siguientes apoyos:

Apoyo restringido (Empotramiento)®®: En este tipo de apoyo se presentan resistencias tanto
para las fuerzas en todas direcciones, como en los momentos. (Fig. 2.1.9)

¥
F,
~ g
” M,

Figura 2.1.9 Apoyo empotrado

Apoyo fijo o articulado® Este apoyo se caracteriza por oponer resistencia a los
desplazamientos horizontales y verticales, no asi para el momento que se genera respecto al eje
Z. (Fig. 2.1.10)

.

A B

Figura 2.1.10 Apoyo articulado

Apoyo libre o directo®™ El apoyo movil presenta resistencia sélo verticalmente, tanto la
reaccion horizontal como el momento no presentan resistencia alguna. (Fig. 2.1.11)

[,

i

Figura 2.1.11 Apoyo libre

23 Definiciones de la referencia 5 de |a bibliografia
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En algunas ocasiones es necesario permitir algunos grados de libertad, para lo cual se emplear
articulaciones, las cuales permiten que la estructura gire en ese punto, con ello el valor de
momentos sera igual a cero, puesto que no ofrecera resistencia a girar en ese punto.

Articulacion % Permite el libre giro en ese punto, es decir el momento en ese punto es igual a
cero. Podemos representar a una articulacion como se muestra en la siguiente figura (Fig.
2.1.12)

Figura 2.1.12 Articulacion

Con lo visto elaboremos un ejemplo:

Ejemplo 2.1.2 En la siguiente estructura determinar las reacciones que se presentan en cada
apoyo, tanto de vector momento como fuerza, marque el lugar en donde se encuentre una
articulacion.

o A

Al sustituir cada uno de los apoyos por los vectores fuerza, momentos de reaccion y marcando la
articulacion, se crea la siguiente configuracion, consideremos las direcciones de los ejes
generales que se muestran:

Articulacién

.

** Definicidn de la referencia 5 de la bibliografia
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En el siguiente tema veremos que para un cuerpo en dimensidn tres son seis las ecuaciones de
equilibrio y en dimension dos son tres. De acuerdo a la cantidad de reacciones que se presentar
en los apoyos y a las ecuaciones del equilibrio se puede clasificar la estructura considerando la
posibilidad de determinacion o indeterminaciéon de la magnitud de las reacciones mediante dichas
ecuaciones.

Estructuras Isostaticas externa¥: Son aquellas que presentan el mismo niimero de reacciones
en los apoyos, que el nimero de ecuaciones de equilibrio

Estructuras Hiperestaticas externa$: Son aquellas que presentan mas reacciones en los
apoyos que numero de ecuaciones del equilibrio.

Estructuras Hipostaticas externa$™ Son aquellas que presentan menos reacciones en los
apoyos que numero de ecuaciones del equilibrio.

Dentro de los elementos estructurales que conforman a la estructura debe presentarse el
equilibrio, es por ello que se puede hacer una clasificacion mas, en la cual se verifique si es
posible determinar las acciones internas de la estructura mediante las ecuaciones del equilibrio.

Estructuras Isostéaticas internad® Son aquellas que mediante las ecuaciones del equilibrio, es
posible determinar las acciones internas de la estructura

Estructuras Hiperestaticas internad® Son aquellas que presentan mas acciones internas que
ecuaciones del equilibrio en una estructura.

Estructuras Hipostaticas internag™ Son aquellas que presentan menos acciones internas que
ecuaciones del equilibrio en una estructura.

Finalmente considerando los dos criterios de clasificacion antes mencionados, se puede crear una
nueva clasificacion que es la siguiente:

Estructuras Isostatica$™ Son aquellas estructuras que mediante las ecuaciones del equilibrio,
se puede determinar las acciones internas y externas de una estructura

Estructuras Hiperestaticas™ Son aquellas estructuras en donde las ecuaciones del equilibrio
son insuficientes para determinar las acciones internas y externas de una estructura.

Estructuras Hipostaticas™ Son aquellas estructuras que presentas menor niimero de acciones
internas y externas que ecuaciones del equilibrio.

En el campo estructural se recomienda tener estructuras Hiperestaticas e Isostaticas, puesto que
las Hipostaticas normalmente son inestables, es decir no se presenta el equilibrio en la estructura.

** Definiciones de la referencia 1 de la bibliografia
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Grado de Hiperestaticidad™: Es el nimero de reacciones y acciones internas que exceden el
numero de ecuaciones del equilibrio estatico.

El grado de hiperestaticid@H sirve como un pardmetro para determinar la clasificacion de una
estructura tanto interna como externamente, mediante las siguientes expresiones ec. 2.1.1:

Si GH = 0 Es una estructura Isostatica
SiGH < 0 Es una estructura Hipostatica
SiGH > 0 Es una estructura Hiperestéatica

DondeGH es el grado de Hiperestaticidad...... ec.2.1.1

Esencialmente una estructura, estd compuestagplas barras y Apoyos, puesto que las barras
se encuentran conectadas por los nodos y los apoyos son los elementos estructurales en dond:
descansa la estructura.

Barra®; Es todo elemento lineal que conforma una estructura de cualquier material, su
representacion esquematica es mediante su directriz.

Nodo<® Es la unién de dos o méas barras en una estructura de cualquier material, su
representacion esquematica es mediante un punto.

Apoyo?® Son los elementos en los que descansa la estructura y debe ser capaz de resistir las
acciones que la estructura recibe.

A partir de la informacién anterior deduciremos una metodologia general para la determinacién
del tipo de estructura:

Si se considera una estructura cualquiera Eénbarras,NN nodos yNR reacciones. Las
incégnitasNI son el nimero de elementos mecani€6d/ y las reaccionedR en cada barra y
apoyos, respectivamente, es decir:

NI =NEM *NB+NR........ (1)

En cada noddVN se pueden plante&FEE ecuaciones de equilibrio estatico, asi el nimero de
ecuacione®VE que se puede plantear en la estructura son:

NE = NEE * NN ... 2)

Por lo que el grado de hiperestaticidad lo se puede determinar mediante la ecuacion ec. 2.1.2 que
es el nimero de incognitas (1) menos el nimero de ecuaciones del equilibrio (2), para el caso de
vigas y marcos menos el nimero de ecuaciones por articulacion NEA, una para el caso de

dimension dos y tres para el caso de dimension tres.

*® Definiciones de la referencia 1 de la bibliografia
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GH = NEM * NB + NR — NEE « NN — NEA ... ... ec.2.1.2

Con lo anterior mencionado se elaborara un ejemplo de estas estructuras:

Ejemplo 2.1.3 En cada una de las siguientes estructuras determinar las reacciones y momentos
gue se presenta, ademas indique las articulaciones y escriba el tipo de estructura que se trata.

a)

Al sustituir cada uno de los apoyos por los vectores fuerza, momentos de reaccion, mar

cando la

articulacion y estableciendo el tipo de estructura que es, se crea la siguiente configuracion,

consideremos las direcciones de los ejes generales que se muestran:

Para determinar el tipo de estructura que se presenta obtenemos los siguientes datos:
NEM =6,NB =12, NR =6, NEE =6, NN =8y NEA =0.

Al sustituir los valores en la ecuacion ec. 2.1.2 se determina el grado de hiperestaticidad:

GH = 6*12 + 24 — 6 x8 = 48, comoGH > 0, se trata de uestructura Hiperestéatica
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b)

Al sustituir cada uno de los apoyos por los vectores fuerza, momentos de reaccion, marcando la
articulacion y estableciendo el tipo de estructura que es, se crea la siguiente configuracion,
consideremos las direcciones de los ejes generales que se muestran:

/ Articulacién

Para determinar el grado de hiperestaticidad, se obtiene los siguientes datos, recordando que la
articulacion que se muestra nos da informacion que los momentos en las direcciones de los ejes
tiene valor de cero, por lo cual son tres ecuaciones del equilibrio mas NEA:

NEM = 6,NB = 2,NR =9,NEE = 6,NN =3y NEA=3

Al sustituir los valores en la ecuacion ec. 2.1.2 se determina el grado de hiperestaticidad:

GH=6+x2+9—-6%x3—-3=0

ComoGH = 0 se presenta urigstructura Isostatica.
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c)

Al sustituir cada uno de los apoyos por los vectores fuerza, momentos de reac
estableciendo el tipo de estructura que es, se crea la siguiente configuracion, consider,
direcciones de los ejes generales que se muestran:

Determinemos el grado de hiperestaticidad, mediante los siguientes datos de la es
suponemos que se trata de un marco rigido, los nodos son soldados y recordando que |
trabajan con todos los elementos mecanicos se tiene:

NEM = 6,NB =2,NR =3,NEE =6,NN =3y NEA=0
Al sustituir los valores en la ecuacion ec. 2.1.2 se determina el grado de hiperestaticidad:
GH=6%x2+3—-6+%*3—-0=-3

ComoGH < 0 es un&structura Hipostética.

cion, y
emos las

tructura,
DS marco:
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d)

Si sustituimos cada uno de los apoyos que se muestran en este inciso por vectores fi
representen su reaccién que tiene cada uno y planteando el vector momento que S
alrededor del eje Z que coincide en este caso con una recta normal a esta hoja de

presenta el siguiente esquema:
" ¥
TFE_\.
g 22
X

/ |
Ir Irs

Determinemos el grado de hiperestaticidad, al tratar con una armadura podemos supon
se presentan momentos ni cortantes en las barras, por lo que los elementos mecanicos
a uno que es fuerza normal y el nimero de ecuaciones sera de dos debido a que no se
momentos:

NEM = 1,NB =9,NR =4,NEE =2,NN =6y NEA=0
Al sustituir los valores en la ecuacion ec. 2.1.2 se determina el grado de hiperestaticidad:

GH=1+x94+4—-2x6—-0=1

lerza que
e geners
papel, se

er que no
5e reduce
presenta

ComoGH > 0 es uné&structura Hiperestatica.
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e)

ANNANNANANNNNNNNNY

Sustituyendo cada uno de los apoyos por los vectores fuerza que resultan de la reaccio
uno de ellos y al plantear los momentos que se presenta en el apoyo empotrado, podema
el siguiente esquema:

~

Articulaciéon

le

e
MuQTF—U

Determinemos el grado de hiperestaticidad, mediante los siguientes datos de la es
observando que se presenta una articulacion y que la viga trabaja con todos los e
mecanicos se tiene:

ON

NEM = 3,NB=2,NR =4, NEE=3,NN=3yNEA=1
Al sustituir los valores en la ecuacion ec. 2.1.2 se determina el grado de hiperestaticidad:
GH=3%2+4—-3%x3—-1=0

ComoGH = 0 se presenta uristructura Isostatica.

n de cade
s plantea

tructura,
ementos
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A A

Al sustituir cada uno de los apoyos por los vectores fuerza correspondientes a las reacc
presentan cada uno de los apoyos, se tiene el siguiente esquema:

TFT,. TF;‘.

Determinemos el grado de hiperestaticidad, al tratar con una armadura podemos supon
se presentan momentos ni cortantes en las barras, por lo que los elementos mecanicos
a uno que es fuerza normal y el nimero de ecuaciones sera de dos debido a que no se
momentos:

NEM = 1,NB=13NR=2,NEE=2, NN =8y NEA=0
Al sustituir los valores en la ecuacion ec. 2.1.2 se determina el grado de hiperestaticidad:

GH=1%+13+2-2x8—-0=-1

ones que

er que no
5e reduce
presenta

ComoGH < 0 es uné&structura Hipostética.
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2.2. TIPOS DE ACCIONES EN UNA ESTRUCTURA Y AREAS
TRIBUTARIAS

Las estructuras como ya se mencion¢ al inicio del presente capitulo tienen como finalidad el
soportar diversos tipos de acciones producidas por fuerzas, las cuales son debidas a diferentes
causas. Tal es el caso del efecto gravitatorio, el cual atraeré cada elemento constitutivo de ella al
centro del planeta por su masa. Otro es la accion que produce el mobiliario que colocaremos en
cada nivel, también se pueden presentar acciones debidas a un sismo o viento, las cuales duratr
muy poco tiempo comparada con la vida atil de la estructura.
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Las fuerzas o cargas presentes en una estructura pueden ser clasificadas de acuerdo al tiempo d
exposicion de las mismas, de la siguiente manera:

Carga®”: Son todas aquellas acciones presentes en la estructura.
» Carga muerta: Son las acciones que se presentaran durante la vida Gtil de la estructura.

Este tipo de cargas son normalmente el peso de los materiales que constituyen a la estructura,
ademas de los acabados y todos aquellos elementos que ocupan una posicion permanente. Par
poder determinar el peso de los materiales recurriremos a la densidad, el volumen ocupado en el
espacio y el valor de la gravedad.

Densidad® Masa por unidad de volumen, ec. 2.2.1

M r1kg

P=Y |

] e €C6.2.2.1

La siguiente tabla muestra los pesos especificos mas usuales en la construccion:

TABLA 2.2.1- DENSIDAD DE DIVERSOS MATERIALES EN
CONSTRUCCION
k
MATERIAL PROMEDIO|2
ROCAS NATURALES
Arenisca 2 300
Basaltos (piedra braza) 2 475
Caucho 910
Chilucas y canteras (secas) 2100
Chilucas y canteras (saturadas) 2 250
Cristal (98% silice) 2190
Granito 2770
Marmol 2770
Pizarras 2 550
Toba o tepetate 1175
Toba o tepetate (saturado) 1625
Tezontle (seco) 950
Tezontle (saturado) 1 350
SUELOS

Arena de mina (seca) 1575
Arena de mina (saturada) 1975
Grava 1 500
Arcilla tipica del Valle de Méxica 1 350
Cemento 1 550
Mortero 1 000

*’ Definiciones de la referencia 1 de la bibliografia
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kg
MATERIAL PROMEDIO|Z|
ROCAS ARTIFICIALES Y CONCRETOS
Bloque hueco de concreto 2100
Concreto resistencia media y alta 2 320
Concreto reforzado 2 400
Mortero cal y arena 1450
Mortero cemento y arena 2 000
Tabique de barro macizo recociglo 1400
Tabique de barro prensado 1900
Yeso 1 300
MADERAS
Abeto occidental 440
Caoba (seca) 600
Caoba (saturada) 850
Cedro (seco) 475
Cedro (saturado) 600
Nogal de corteza fibrosa 720
Oyamel (seco) 350
Oyamel (saturado) 600
Picea, Sitka 415
Pino-Douglas 470
Pino de hoja corta 500
Pino blanco 390
Pino ponderosa 415
Roble blanco 690
Roble rojo 660
Secoya 415
METALES

Acero ASTM-A36 7 860
Acero ASTM-A50 7 860
Acero Inoxidable recocido 7 920
Acero Refuerzo de alta resistencia 7 860
Aluminio aleacion 2014-T6 2 800
Aluminio aleacion 5456-H116 2630
Aluminio bronce 8 330
Cobre recocido 8 910
Estafio bronce 8 800
Latén amarillo recocido 8470
Latdn rojo recocido 8 740
Manganeso bronce 8 360
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» Carga viva®™ Son aquellas cargas que se producen por la ocupacién de las
instalaciones, las cuales no permanecen toda la vida Gtil de la estructura.

Este tipo de cargas depende de la cantidad de personas, mobiliario, maquinas y muebles que
se presentan dentro de la estructura, por lo cual varia dependiendo del tipo de instalacion que
se presente; sin embargo, no se toma en cuenta cargas fuera de lo ordinario, es decir de grar
peso y que permanezcan durante gran parte de la vida util de la estructura.

Para el calculo de estas cargas se requerira determinar las &reas tributarias, las cuales se
abordaran en el presente capitulo. Para determinar la carga se multiplicara el area tributaria
por la carga unitaria que se muestra en la tabla 2.2.2, en la cual también incluird la carga

instantanea o accidental.

» Carga instantanea o accidentaf: Son aquellas cargas que se presentan en un periodo
de tiempo muy corto a comparacion de la vida util de la estructura.

Las cargas instantdneas son completamente imprevistas, puesto que nunca se sabe cuand:
podran ocurrir, ademas que cuando ocurren el tiempo de exposicion de estas es sumamente
corto a comparacion de la vida util de la estructura debido a que pueden durar de unas cuantas
horas a unos dias.

Este tipo de cargas pueden ser debido a los sismos, al viento, al granizo, a la nieve, entre
otros. Por ello reciben el nombre también de cargas accidentales. Al disefiar una estructura es
de suma importancia estimar este tipo de acciones, puesto que si no se consideran y ocurren
pueden causar la falla de alguno de los elementos estructurales en donde impactan
provocando dafio o incluso la falla de la estructura. Al igual que la carga viva, la accidental se
calculara a partir de las areas tributarias y mediante la carga unitaria que se presenta en la
siguiente tabla:

Considere la siguiente simbologia:
Wuv- Carga viva unitaria.

Woua- Carga accidental unitaria.

* Definiciones de la referencia 1 de la bibliografia
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TABLA 2.2.2- CARGAS UNITARIAS VIVAS Y ACCIDENTALES

DESTINO DE PISO O CUBIERTA Carga viva Carga accidental
N N
Wuv [W] Wua[ﬁ]

Habitacional (casa-habitacién, departamerjtos,
viviendas, dormitorios, cuartos de hotel,

. . 1700 900
internados de escuelas, cuarteles, carcgles,

correccionales, hospitales, y similares).

Oficinas, despachos y laboratorios. 2 500 1800
Aulas 2 500 1800
Comunicacién para peatones (Pasillos, escal

rampas, vestibulos y pasajes de acceso lib 3 500 1500
publico).

Estadios y lugares de reunion sin asiefitos 4500 3500

individuales.

Otros lugares de reunién (templos, cines, teal
gimnasios, salones de baile, restaurar 3500 2 500
bibliotecas, aulas, salas de juego y similares)

Cubiertas y azoteas con pendiente no mayor a|5%. 1000 700

Cubiertas y azoteas con pendiente mayor de 5 400 200

Volados en via publica (marquesinas, balcongs y

- 3000 700
similares)

Garages y estacionamientos (para automo

) 2 500 1 000
exclusivamente)

100



CAPITULO Il ANALISIS DE ESTRUCTURAS ISOSTATICAS

Las acciones gque se presentan en una estructura pueden ser aplicadas de diferentes manera
esto debido a que es necesario representar los fendmenos fisicos lo mas apegado a la realida
que sea posible. De este modo podemos clasificar las cargas de la siguiente manera:

> Carga puntual®® Son aquellas acciones presentes en una estructura cuya aplicacion es
en un punto de la misma. (Fig. 2.2.1)

Figura 2.2.1 Carga puntual
> Carga uniformemente repartida® Son aquellas acciones que se presentan por todo el
elemento estructural. (Fig. 2.2.2)

Figura 2.2.2 Carga uniformemente repartida

Para poder determinar las reacciones es necesario concentrar la carga uniformemente
repartida con magnitufF; |, en un punto el cual sera el centroide de la distribucion de la

carga, cuya determinacion se encuentra en el anexo 1. La fuerza concentrada la obtendremos
mediante la integracion de la carga uniformemente repartida respecto al area sobre la cual

actia F,, mediante la ecuacion ec. 2.2.2:

. X2 Y2
|FZ|=j f |Fiy | dA ... ...... ec.2.2.2
Y1

%% Definiciones de la referencia 1 de la bibliografia
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Una vez determinada la fuerza resultante la aplicamos en el centroide de la distribucién de la
carga como se muestra en la siguiente figura (Fig. 2.2.3)

Figura 2.2.3 Fuerza concentrada de una carga uniformemente repartida

> Carga variablemente repartide®: Son aquellas acciones que se presentan en un
elemento estructural, las cuales cambian en magnitud y/o direccion y/o sentido. (Fig.
2.2.4)

Figura 2.2.4 Carga variablemente repartida

La fuerza concentrada en el centroide la podemos determinar a partir del volumen de la
superficie formada por la carga variablemente repartida mediante la ecuacién ec. 2.2.3:

3! Definicidn de la referencia 1 de la bibliografia
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Una vez determinada la fuerza resultante la aplicamos en el centroide de la distribucion de la
carga como se muestra en la siguiente figura (Fig. 2.2.5)

Figura 2.2.5 Fuerza concentrada de una carga variablemente repartida

Como ya se mencioné antes una estructura es capaz de soportar las acciones de su pes
propio mas los requerimientos segun su uso. Por ello es necesario conocer de qué manera se
distribuyen las diferentes acciones, puesto que las cargas aplicadas en la losa mas su pesc
propio son transmitidas a las vigas y estas a su vez transfieren la carga mas las acciones de st
propio peso a las columnas que acumulan la carga en las zapatas que a su vez distribuyen la
carga en el suelo; sin embargo, parte de la energia de la carga se pierde en las deformacione:s
de los elementos que constituyen la estructura y en forma de calor, por lo cual no toda la
carga aplicada llega a la cimentacion.

Para poder distribuir la carga considerando la geometria de los elementos estructurales, se
traza una recta bisectriz sobre la losa desde los vértices de la misma. Se busca la interseccion
mas proxima de las bisectrices que queden dentro de la loza y finalmente se unen las
intersecciones mediante rectas como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.1 Trazar las areas tributarias de la siguiente losa.
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Primero se trazan las bisectrices en cada vértice procurando terminar la linea antes de la
segunda interseccion:

Ahora quitamos los segmentos de recta sobrantes.

A

Finalmente unimos con un segmento de recta los vértices mas cercanos para asi obtener las
areas tributarias como se muestra enseguida.

Al

A2 \/
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Haciendo uso de las areas tributarias se puede determinar la distribucion de la carga
variablemente repartida en cada viga, de tal manera que se pueda analizar la estructura como
un marco, en el cual al aplicar el principio de superposicidén a cada viga se le afiadira su peso
propio debido a la accidn gravitatoria como una carga uniformemente repartida. En el caso de
columnas se consideraran fuerzas puntuales, que representaran su peso propio, las cuales s
localizaran en el centroide de la seccion de la columna.

Se realizara un ejemplo de la distribucién de cargas considerando peso propio, carga viva y
accidental.

Ejemplo 2.2.2 Las siguientes figuras muestran los cortes de una edificacion para ofi¢cinas de
dos niveles, en el cual es necesario determinar la distribuciéon de cargas muertas,| vivas y
accidentales.

PLANTA
1 b il n
(2) {8) (<)
-/ e B= L
| | [
e 1 R e
& Ll L D:o
Wy
(o'}
s, [‘_‘. 1 .'“:l_""
=t | | | EN | L_J 30
A @i A
| o |
g 1 1 r 173
-0 [ { ] 118
[ L LI
03 5 0,3 5 02
Boe—

Considere un ancho de losa de 12 cm.
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CorteAA’
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Primero se dibujan las areas tributarias en cada nivel, pero como la estructura ejemplificada
se presenta la misma seccién en todos los niveles solo se hara una vez.
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Areas tributarias para los niveles NO, N1y N2:

1 0 1
(= @) ©
I [ T
7 s
= [ = " 2 b 145
A9 A10
| As B as a2 Bl |a
A13 Als
o =l
Al4 [ Al6 [4]| |o
B8] a2 A7 AS A4 ©
All Al
ol 5 - 10 -
- [ i T a8 E 113
B | J...| 111
03 5 03 3 02

Las areas tributarias se denotaron con la nomenclatulas cuales fueron numeradas por

conveniencia con secciones iguales consecutivas. Los elementos viga se numeraron con un
contorno cuadrado. Para establecer las cargas sobre cada elemento estructyral viga
elaboramos una tabla con la cual se determinaran las diferentes cargas sobre la losa y
finalmente se incluird el peso propio de la viga.

Para la elaboracion de la tabla consideremos la siguiente nomenclatura:
A;- Seccion segun el plano de areas tributarias.

V,,- Volumen de la seccién calculado al multiplicar la secdiopor el espesor de la losa que
es deh = 0,12 [m].

Wp,- Carga muerta de la losa el cual se determina al multiplicar el volumen de la $gccion
por el peso especifico del material que en este caso serda concreto [armado

y = (2400 [£]) (9.81[3]) = 23 544 || = 23,544 ||,

W,- Carga viva, es el producto de la seccl@mpor la carga unitari#,,, = 2,5 [%]

W,- Carga accidental, es el productor de la secéjgvor la carga unitari#/,, = 1,8 [k—N

m2J’

> W;- Suma de las cargas; muéttg, vivaW,, y accidentalt/,.
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DETERMINACION DE CARGAS SOBRE CADA VIGA

VIGA |SECCION| Ai VAi Wm Wy Wa X Wi
(m*) (m*) (kN) (kN) (kN) (kN)
i Al 1,69 0,2028 4,7747 4,2250 3,0420 12,0417
2 A2 1,69 0,2028 4,7747 4,2250 3,0420 12,0417
3 A3 1,69 0,2028 4,7747 4,2250 3,0420 12,0417
4 A4 1,69 0,2028 4,7747 4,2250 3,0420 12,0417
AS 1,69 0,2028 4,7747 4,2250 3,0420
5 24,0834
A6 1,69 0,2028 4,7747 4,2250 3,0420
A7 1,69 0,2028 4,7747 4,2250 3,0420
6 24,0834
A8 1,69 0,2028 4,7747 4,2250 3,0420
7 A9 4,94 0,5928 13,9569 12,3500 8,8920 35,1989
8 A10 4,94 0,5928 13,9569 12,3500 8,8920 35,1989
9 A1l 4,94 0,5928 13,9569 12,3500 8,8920 35,1989
10 A12 4,94 0,5928 13,9569 12,3500 8,8920 35,1989
4,94
11 A13 +9 0,5928 13,9569 12,3500 8,8920 70,3978
A14 4,94 0,5928 13,9569 12,3500 8,8920
A 15 4,94 0,5928 13,9569 12,3500 8,8920
12 70,3978
A 16 4,94 0,5928 13,9569 12,3500 8,8920

la siguiente nomenclatura:

m y se presentan dos longitudes una de 5.1 m y otra de 2.6m.

23,544 [%]

Con la siguiente tabla se determina la carga producida por el peso propio de las vigas, U

V.- Es el volumen de cada viga, observe que la seccidn transversal de cada una es de 0

W~ Es la carga muerta de la viga, la cual se obtiene del producto del volumen de céfla
por el peso especifico del concreto armade (2 400 [% ) (9,81 [SEZD = 23544 [%] =
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DETERMINACION DE CARGA POR PESO PROPIO DE CADA VIGA

VIGA Vvi Wm

(m3) (kN)
1 0,104 2,4486
2 0,104 2,4486
3 0,104 2,4486
4 0,104 2,4486
5 0,104 2,4486
6 0,104 2,4486
7 0,204 4,8030
8 0,204 4,8030
9 0,204 4,8030
10 0,204 4,8030
11 0,204 4,8030
12 0,204 4,8030

Finalmente se reparte las cargas obtenidas sobre la viga, de tal forma que las acciones adopten la
configuracion geométrica de las areas tributarias, debido a que si lo hacemos de esta forma nos
acercaremos mas al comportamiento real de la viga. La distribucion de dicha carga se puede
representar en dimension dos o tres, dependiendo del andlisis que se requiera, en muchos
programas la carga solicitada comunmente se proporciona en dimension dos, por Ig cual la
obtendremos de ambas formas.

Con el fin de respetar la geometria de las areas tributarias, respetaremos la longitud del largo y
ancho de la viga quedando como Unica variable la altura, para los casos cuya configurgcion son
triangulos tomando en cuenta una distribucion en dimension dos.

Para las vigas 1, 2, 3y 4, cuyo largo es de 2,6 m y ancho de 0,2 m se tiene:

(2,6 [m])(0,2 [m])(hy)
2

= 12,0417 [kN]

kN
hy = 46,314 2 [—2]
m

Ademas de esta carga tenemos que agregar la accién producida por el peso propio de la viga
como uniformemente repartida teniendo:

(2,6 [m])(0,2 [m])(h,) = 2,448 6 [kN]

kN
hz = 4, 708 8 [W]
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Por el principio de superposicion se tiene la siguiente distribucion de acciones:

K 2

kN
46,314 —
m=

s

-

kN
4,708 —
m*

74

Para el caso de una distribucion de las acciones en dimension dos, se repartira la ¢arga por
unidad de longitud, por lo cual fijaremos el valor de la longitud de las vigas de la siguiente

manera:
Para las vigas 1, 2, 3y 4, cuyo largo es de 2,6 m se tiene:

(2,6[7121& = 12,041 7 [kN]

kN
h,;=9,2628 [—]
m

Ademas de esta carga tenemos que agregar la accién producida por el peso propio de la viga
como uniformemente repartida teniendo:

(2,6 [m])(hy) = 2,448 6 [kN]
kN
h, =0,9418 [E]

Por el principio de superposicion se tiene la siguiente distribucion de acciones:
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De la misma manera se obtiene la distribucion de cargas para las vigas 5 y 6, cuyo largo es de
2,6 my ancho de 0,2 m se tiene:

(2,6 [m])(0,2 [m])(hy)

. = 24,083 4 [kN]

kN
hy=92,6284 [—2]
m

Ademas de esta carga tenemos que agregar la accién producida por el peso propio de la viga
como uniformemente repartida teniendo:

(2,6 [m])(0,2 [m])(h,) = 2,448 6 [kN]
kN
h, = 4,708 8 [W]

Por el principio de superposicion se tiene la siguiente distribucion de acciones:

Para la distribucién en dimension dos de las vigas 5y 6, cuyo largo es de 2,6 m se tiene:

w = 24,083 4 [kN]
kN
h, = 18,5257 [ﬁ]

Ademas de esta carga tenemos que agregar la accién producida por el peso propio de la viga
como uniformemente repartida teniendo:

(2,6 [m])(hy) = 2,448 6[ kN]

kN
h, =0,9418 [—]
m

Por el principio de superposicion se tiene la siguiente distribucion de acciones:
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18 &%

Para las vigas 7, 8, 9 y 10, se presenta una seccion trapecial, si respetamos la geomg
viga, es decir la largo de la base de 5,1 m y su ancho de 0,2 m, quedaran como variablg
mayor y altura del trapecio:

0,2 [m](5,1 [m] + b)h,
2

= 35,198 9 [kN]

Proponemos dividir en tres la base mayor quedando una base ménerlgém:

0,2 [m](5,1 [m] + 1,7 [m])h,

: = 35,1989 [kN]

kN
hy = 51,7630 [—2]
m

Para concluir con la distribucion tenemos que agregar la acciéon producida por el peso p
la viga como uniformemente repartida teniendo:

(5,1 [m])(0,2 [m])(h,) = 4,803 0 [kN]

tria de la
£S |la base

ropio de
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Para la distribucién en dimension dos de las vigas 7, 8, 9 y 10, cuyo largo es de 5,1 m se tiene:

5,1 [m] + b)h
# = 35,1989 [kN]

Si se divide la base entre tres obtenemos una base maner g m:

(5,1 [m] + 1,7 [m]Dh,
2

= 35,198 9[ kN]

kN
h, = 10,3526 [—]
m

Ademas de esta carga tenemos que agregar la accién producida por el peso propio de la viga
como uniformemente repartida teniendo:

(5,1 [m])(hy) = 4,803 0 [kN]
kN
h, =0,9418 [H]

Por el principio de superposicion se tiene la siguiente distribucion de acciones:

10,199

A

L N

0,90

Para las vigas 11 y 12, se presenta una seccion trapecial, si se reparte la geometria de |la viga, es
decir la largo de la base de 5,1 m y su ancho de 0,2 m, quedaran como variables la base mayor y
altura del trapecio:

0,2 [m](5,1 [m] + b)h,
2

= 70,397 8 [kN]

Si se divide en tres la base mayor la menor queda=dé,7 m:

0,2 [m](5,1[m] + 1,7 [m]h

5 L =70,397 8 [kN]

kN
hy = 103,526 2 [—Z]
m
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Para concluir con la distribucion tenemos que agregar la acciéon producida por el peso propio de
la viga como uniformemente repartida teniendo:

(5,1 [m])(0,2 [m])(h,) = 4,803 0 [kN]
kN
h, = 4,708 8 [W]

Por el principio de superposicion se tiene la siguiente distribucion de acciones:

Para la distribucién en dimension dos de las vigas 11 y 12, cuyo largo es de 5,1 m se tiene:

5,1 [m] + b)h
# = 70,397 8 [kN]

Si se divide la base mayor en tres tenemoshgue,7 m, determinamos el valor dg:

(51 [m] + 1,7 [mDh,

z = 70,397 8 [kN]

kN
hy =20,7052 [—]
m
Ademas de esta carga tenemos que agregar la accién producida por el peso propio de la viga
como uniformemente repartida teniendo:

kN
h, =0,9418 [—]
m
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Por el principio de superposicion se tiene la siguiente distribucion de acciones:

2705

...,_
| —
f—]
—
—
|0942

51m
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2.3. PRINCIPIO DE EQUILIBRIO EN ESTRUCTURAS ISOSTATICAS

Fue el cientifico Ingles Isaac Newton quien en su tercera ley de la mecanica clasica nos ofrece
una muy importante e interesante contribucion, la cual establece que la accion que provoca una
fuerza sobre un cuerpo tendra como consecuencia una reaccion de la misma magnitud pero en
sentido opuesto, con ello podemos interpretar que el cuerpo aplica la misma magnitud de fuerza
sobre el cuerpo que realiza la accion a la que se le esta sometiendo.

Cuando la accién ejercida sobre un cuerpo iguala en magnitud a la reaccion del cuerpo teniendo
ambas fuerzas la misma linea de accion pero en sentidos opuestos se dice que ese cuerpo s
encuentra en equilibrio estatico, lo cual no implica que el cuerpo presente movimiento, es decir
un cuerpo puede estar moviéndose en forma constante de tal manera que la accion que es
sometida sobre el no altere su estado de movimiento. De igual forma el cuerpo puede estar en
estado de reposo de tal manera que al aplicar una accion sobre el no cambie el estado en que s
encuentra.

Equilibrio 3% Estado en el cual, un sistema de fuerzas externas acttia sobre un cuerpo rigido
cuyas propiedades internas contrarrestan sus efectos.

De lo anterior se considera considerar que si el vector fuerza resultante de las acciones es igual al
de reaccion, la estructura presentara el estado de equilibrio estatico, esto implicara a su vez que la
fuerza resultante de todo el sistema sea igual a cero.

32 Definicidn de la referencia 1 de la bibliografia
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Con el principio de equilibrio estableceremos las dos ecuaciones béasicas que gobiernan a dicho
estado para un espacio de dimension tres. Las cuales indican que tanto el ’ymeaT la
fuerzaFy resultante de un sistema de fuerzas seran igual a cero vector. ec. 2.3.1

=

n
=0 _Rzz_lzﬁ ......... ec.2.3.1

n
Fr=)
i=1

Las ecuaciones anteriores pueden ser expresarlas de forma escalar, haciendo corresponder cad
componente de los vectores de la ecuacion ec. 2.3.1 con cero, de la siguiente manera:

3)

Si igualamos cada una de las componentes de los vectores (3) obtendremos las ecuaciones de
equilibrio de las fuerzaB y momentosV, respecto a los ejé§ Y y Z respectivamente, en forma
escalar que son las ec. 2.3.2

n

n n
Y hi=0 Y=o Yo
i=1 i= i=1
n
2.

n
My, =0 Z My; =0 z My =0...... ec.2.3.2

i=1 i

1
n
=1

Estas expresiones permiten determinar el valor de las reacciones en los apoyos para una
estructura Unicamente Isostatica, puesto que se tiene las mismas reacciones que ecuaciones de
equilibrio, quedando un sistema de ecuaciones compatible determinado de 6x6.
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Para el caso de una estructura en un sistema coplanar, se utiliza Unicamente las componentes
vectoriales referentes a los ejes coordenadp¥’, puesto que el ejg se hace perpendicular al

plano que se esta representado en el esquema y no aparecera en la ilustracion, ademas sol
participa el momento resultante respecto al £jeebido a que las fuerzas coplanares son
perpendiculares Unicamente a este eje. De tal manera que las componentes de la ecuacion ec
2.3.1 quedan de la siguiente manera:

Al igualar cada una de las componentes de (4) y (5) se obtiene un sistema de tres ecuaciones cor
tres incognitas, que son las reacciofigsy F,,; respecto a los ejesy Y, ademas del momento

respecto al ej& ec. 2.3.3:

n
Fy; =0 z My;=0 .o . ec.2.3.3

n

in=0

n
i=1

Con las ecuaciones anteriores se elaboraran unos ejemplos:

Ejemplo 2.3.1 Determinar las reacciones de las siguientes estructuras Isostaticas.

Donde:

kN
m2

L, b [m]
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Primero se determina la fuerZaconcentrada de la carga uniformemente repartida:

F =f f wdydx k [kN]
0o Jo

Integrando y simplificando la expresion se tiene:
F = —wbL k [kN]

Al ser una carga uniforme, el centroide donde se concentrara la carga coincide con el ¢
del area de contacto, de tal manera que se crea un nuevo esquema en donde se mues
concentrada y las reacciones:

Donde el punto de aplicacidhcoincide con el origen:
P=014+0j +0k [m]
El primer vector momento sera debido a la carga concerfiragige se aplica en el punig:

_ L .
Py=01+5] +bk [m]

entroide
tra la care

Ahora se determina el vector momento respecto al origen del sistema de referencia, empleando la

ecuacion ec. 1.8.1;

L . ~
W ={[ot +2) +b|-[01 +0j +0R]}x (~wbL &} Genm]

Pk
M; = | % p | leNm]
0 0 —whbL
_ whL? ~
1= - T+ 0j+ 0k [kNm]
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El segundo vector momento sera debido a las reacdiQpésR,, jy R, k', donde el nuevo
punto de aplicacion de la fuerBgsera:

Po=0i+Lj+0k [m]
Aplicando la ecuacién ec. 1.8.1 se tiene:

M,={[0f +Lj +0]—[08 +0] +0k]}x{Rye i+ Ry, j+ Ry, k} [kNm]

7k
My=[0 L O0|[kNm]=LR,, T + 0j+ LRy, k [kNm]
R2x R2y RZZ

El momento resultante en el origen del sistema planteado seria:

IR wbl? . - . . -
MR=ZM1= ——— [+ 0j+ 0k [Nm] + {LRy, T + 0+ LR,y k} [kNm]

i=1

whL?

My = (LRZZ - ) T + 0j+4 LRy k [kNm]
Finalmente al aplicar las ecuaciones del equilibrio ec. 2.3.1 se tiene:

F_R=ZE= (Ryx + Roy) T+ (Ryy + Ryy)j+ (R, + Ry, —wbL)k =01+ 07+ 0k [kN]

2 whL?
M_R=ZE=<LRZZ— - >f+ 07+ LRy K =00+ 07+ 0k [kNm]
=1

Al igualar cada componente se tiene el siguiente sistema de ecuaciones de 6x6:

(Riz+Rox =0 e oee e (1))
Riy + Ry =0 oo (2)
Ry, + Ry, —wbL =0..(3)

4 whI? s
LRy =——=0 . 4)
0=0 oo ennnn(5)

LRy = 0o oee e (6))
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Con la expresion anterior (7), sustituimos en la ecuacion (1) obteniendo:

Como se puede apreciar la ecuacién (5), no proporciona informacion suficiente (|
determinacion de las reaccioneg, y R, por lo que Unicamente de la ecuacion (2), pode
deducir que:

Ry = —Rgy [KN] e (11)

Pero al observar la estructura, se aprecia que no existen acciones en direccion del gje X,
gue las reacciones en direccidén de ese eje se hacen cero.

Rly = [kN]

 Rux =5 1 | -
Ry, =0 [kN] & P=—wbL k
Ry, =0 [kN]

Rz, = 7 [kN))

para la
mos

por lo
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b)

F [MN]
L,b[m]

Zz
JTIT T

T" Donde:
X

i 1

3

L L
3

3
Primero se elaborard el diagrama de cuerpo libre, en donde identificamos las reacciongs que se
van a determinar:

R, J
b A
z R 1
- -
M, k l 1 |
L L L
3 3 3

Al aplicar las ecuaciones del equilibrio ec. 3.3.1 se tiene:

F—R=ZE={in+Ryj+012}+{02—Fj+012}[MN]

Fr=) R=Rei+(Ry—F)j+0k =07+ 07 + 0 [MN]

Se determinara ahora el momento resultante mediante la ecuacion ec. 1.8.10:

n
Mg = Z M; = (x; — x0)Fyi — (Vi — ¥o) Fai
i=1

My = M, + [(Z?L - o) (—F)] [MNm] = 0 [MNm]
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Con lo anterior, se determina el sistema de ecuaciones, el cual al tratarse de una estructura en
dimensién dos se reduce a un sistema de tres ecuaciones, con tres incognitas, que son las
reacciones en los ejes X y Y, ademas del momento alrededor del eje Z.

Ry =0...... (1)

Ry—F=0..(2)
2LF

MZ - T = 0 (3)

R, =0[MN]....... 1
Despejando la reaccién respecto al eje Y de la ecuacion (2) se obtiene:
R, =F [MN]...... 4)
Finalmente al despejar el momento respecto al eje Z de la ecuacion (3):

_2LF

MZ = T [MNTFL] ......... (5)

De lo anterior se obtienen los valores de las reacciones:

R, = 0 [MN]
R, = F [MN]
_2LF

MZ T [MNm]

Elaboremos un esquema de las reacciones en la estructura:

N
_:c
YT

W~
W~
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2.4. TRAZO DE DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS DE VIGAS
Y MARCOS ISOSTATICOS

Hasta ahora, nos hemos dedicado al estudio de las acciones externas a la estructura; sin embargc
los elementos estructurales reaccionan tanto externa como internamente, debido a que a nivel
molecular, sobre cada particula presente en la materia que forma cada elemento, se distribuyen
las acciones externas. Existen diversos tipos de reacciones a nivel molecular, tal es el caso de las
fuerzas de atraccion y repulsion de las particulas por efecto de la carga eléctrica. En el presente
capitulo nos enfocaremos solo a las acciones mecénicas internas del elemento estructural, que sor
provocadas por las fuerzas externas de la estructura. Dichas acciones mecanicas son la fuerze
cortante(V), la fuerza axialN) y momento interndM) en las direcciones correspondientes a

los ejes de referencia del elemento diferencial en estudio.

Podemos apreciar que la tercera ley de Newton no solo se aplica en la estructura externa de la
materia, puesto que internamente la materia también presenta el estado de equilibrio estatico, es
por ello que es posible estudiar mas a fondo los fenOmenos mecanicos que se presentan en e
estructura.
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Fuerza Axial (N)** Es la reaccién interna la cual no permite que cada particula se desplace
linealmente, cuya linea de accidon es normal a la seccion transversal en estudio.

Fuerza Cortante (V) *: Es la reaccion interna la cual no permite que cada particula se
desplace linealmente, cuya linea de accion es tangente a la seccién transversal en estudio.

Momento (M) 3% Es la reaccién interna la cual no permite que cada particula se desplace
angularmente.

Consideremos un elemento estructural barra (Fig. 2.4.1), el cual sera sometido a un campo
vectorial de fuerzas, al proyectar cada vector fuerza en direccion de los ejes de referencia (Fig.
2.4.2) se estableceran las acciones que suceden en esas direcciones a lo largo de la barra. A part
del extremo 1 iniciamos el recorrido de la barra a una distargige va aumentando del nodo 1

hasta llegar al nodo 2, se observa que mientras mas distancia se recorre, mas se incrementan la
acciones en la barra o mas disminuyen dependiendo de su sentido y esto tiene por consecuenciz
que las reacciones internas aumenten o disminuyan.

R

Figura 2.4.1 Reacciones externas. Figura 2.4.2 Reacciones internas a
en un elemento barra una distancia X del extremo 1.

Debido al incremento o decremento de las fuerzas internas al aumentar la distdnoiao 1,

se puede determinar una funcion que relacione las acciones internas con la longitud de la barra.
En algunas ocasiones es necesario dividir la longitud de la barra en secciones, puesto que la
funcion que representa las fuerzas internas puede variar discontinuamente en relacion a las
acciones externas. Una vez determinada la funcion que relaciona las acciones internas con las
externas, se puede trazar un gréfico, la cual muestre punto a punto el comportamiento de las
acciones internas en la estructura. Es relevante mencionar que para el desarrollo de este capitulc
no se seguird la regla de la mano derecha para la determinacién del momento flector, debido a
que para facilitar la elaboracion de los graficos utilizaremos la metodologia de las areas y por lo
cual necesitamos hacer un analisis de izquierda a derecha, y siendo que este analisis ho cumple
con dicha regla no seria posible realizar el andlisis con esa convencion.

Elaboremos unos ejemplos, en los cuales se presentaran los casos mas comunes de carga y con
se determinan cada una de las fuerzas internas en funcion de la longitud y su gréfica.

33 Definiciones de la referencia 1 de la bibliografia
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Ejemplo 2.4.1 Determinar las fuerzas internas en funcion de la longitud y trace su grafic
siguientes estructuras.

a) Carga puntual.

4

_T_, Datos:
X w

L/2 L2

D de las

Lo primero sera determinar las reacciones de los apoyos ante las condiciones que estan sujetos.

o ®

Ry, J Rz, J
L2 L2

Ry, i

Ahora se determinara el momento resultante mediante la ecuacion ec. 1.8.10, en el puntg 1:

n
Mg, = Z M; = (x; — x0)Fyi — (Vi — ¥o)Fui
i=1

Mey = DRy, +(3) W) =0 [N

Despejand®,, de la expresion anterior se tiene:

Al aplicar las ecuaciones del equilibrio ec. 2.3.1 se tiene:

Fo= ) = [Ruct+ RiyJ]+ [Roy ]+ [-w ]l = 0240] [N]

Igualando las componentes vectoriales del vector fuerza resultante y tomando en c
ecuacion (1), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

Ryy = % o (D)
Ry =0 oo (2)

R1y+R2y_W: 0..(3)

uenta la
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Al sustituir el valor de la reaccioR,, de la expresion (1) en la ecuacion (3), determinamos el
valor de la reaccioR,,,.

(R =0[N] Ry == [N] Ry = [N1}

Si se sustituye los valores de las reacciones en el grafico podemos determinar las ecuaciones de
los elementos mecénicos; la distantiaera tomada del nodo 1 al 2 como se muestra en el
siguiente esquema:

Ry, i=01

© s ®

Xy

L2 L2

Como puede observarse no se presenta carga adicional a las reacciones en el nodo 1, hasta que
distanciax, llega a ser igual a, = L/2, en donde se aplica una cangadespués de eso las
ecuaciones de elementos mecanicos cambiardn y tendremos que asignar una segunda,variable
por lo cual en la primera parte de la viga se presentan los siguientes elementos mecanicas:

Fuerza NormalV: Serd la fuerza que se presenta en direccidon x, queda definida de la siguiente
manera:

L
N(x;) =0[N] OSx1<E
Fuerza Cortant®: Serd la fuerza que se presenta en direccion y, quedando definida como

w L

V(ix,) == |N 0<x, <=

(1) = [NV] 1 <3

Momento FlectorM: EI momento sera producido por el brazo de palancy la fuerza

perpendicular, es decir la que se encuentra en direccién y, por lo que al aplicar la ecuacién ec.
1.8.10 hasta la distancig obtenemos el siguiente momento que tomaremos como positivp, con

el fin de facilitar la elaboracion de los graficos mediante reglas que estableceremos.

M(x,) = (g)x [Nm] 0<x; <%
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Para definir los elementos mecdanicos que se presentan en la segunda parte de la viga, se establec

un nuevo parametro de distancia que llamaremo®l cual quedara definido dg/2 hastal.
Como se muestra en la siguiente figura.

Y M
R ;
fi’,,:’:n:G)Lnf 1 @

Y

w 2 w
Riy ] =5} R.»‘J:-'E)'

2
L2 L2

Fuerza NormalN: Este elemento mecanico lo determinaremos mediante la suma de fuerzas que

se presenten en direccion del Bjgusto antes de llegar a la distancia L:
L
N(x;) =0 [N] Esz <L

La fuerza Cortant&: Debido a que justo en la distanfig2 se presenta en direccion del Ejda

cargaw, tenemos que considerarla a partir de ese punto en adelante quedando la ecuacion

definida de la siguiente manera:

w L
Vix,)==—w [N] =<x,<L
2 2
w L
V(xz):—?[N] ESxZSL
Momento FlectorM: EI momento flector seré afectado también por la cargaresente en |
distancialL /2, puesto que tendra un brazo de palancéxge- L/2), de tal forma que aplicand

la ecuacioén ec. 1.8.10 hasta la distangiabtenemos:

L L
M(x,) = —w(x2 —§>+¥(x2) [Nm] ES X, <L

<x, <

N~
t~

M) = —5 () + 5 (V]

Con ambas ecuaciones se puede graficar los elementos mecanicos que se presentan a
toda la viga, tomando en cuenta que la distancia ser& referente al eje de las abscis
elementos mecanicos al de las ordenadas. Para el presente caso resulta muy sencillo de
el Unico elemento que varia y se necesita evaluar es el momento; sin embargo, con otr
carga se vera que se obtienen ecuaciones mas elaboradas y para ello se daran con
determinar los gréficos de una manera mas rapida.
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@'D“

Ry =0 i [ 0) Ecuaciones:
w w 0 [N] 0 S xl < %
Ry, J 2/ Ry, J 2/ N(x) — L
- L2 o&de L2 g 0 [N] E S xZ S L
Vix) =
cd _VZ_V [N] _<x2<L
2
+
Vix - (+K)x1 [Nm]0<x1<£
- MK = WZ - , 2
W (_E)xZJ’?[Nm]szzSL
2

El grafico anterior revela algunas consideraciones, las cuales facilitaran el trazo de los di
de elementos mecanicos, la primera es que las acciones presentes en direccidki detég)
tomadas en cuenta para el diagrama de fuerza n¢hadle tal forma que si se presentan caf
puntuales se consideraran constantes hasta la nueva carga, luego se sumara algebra
seguira su trayectoria constante hasta ser alterada nuevamente por otra carga puntual. P
anterior no se presentan acciones en esta direccion por lo que el diagrama es constant
cero.

Para el trazo del diagrama de fuerza cortévidese tomaran en cuenta las acciones en dire(
del ejeY de izquierda a derecha. En el diagrama anterior se muestra que la primer fuerza
nodo 1 es la reaccién con valorwg2, que al tener el mismo sentido se considera positiva

lo cual el diagrama inicia em/2 y se mantiene constante hasta la fuenzala cual es negativ
por no tener el mismo sentido que el eje, al hacer la suma algebraica de la accion que

hasta la que se preser(i;’a— w) se obtiene un cortante negativo dev/2 que se mantendr
constante hasta el final, en donde se presenta la segunda reaccion en el nodo 2 cow Y2l
positivo al estar en direccion del efe finalmente al hacer la suma algebra'(cﬂ%+%)

obtenemos el cortante con valor de cero debido a que la estructura esta en equilibrio, |
verifica al inicio y término de la viga cuyo cortante es cero.
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Finalmente el trazo del diagrama del momento flector se hara de la siguiente mane
diagrama de la fuerza cortante se presenta constante, el del momento sera lineal, que ¢
caso. Si el del cortante fuera lineal se considerara un diagrama de momento parabdlica
demostraremos mas adelante, para el presente caso utilizaremos el diagrama de mome
lo cual coincide con la ecuacion determinada, el cual iniciard en cero al no present
momento puntual en el nodo 1. Ahora trazaremos una recta en direccion ascendente
cargaw, debido a que el diagrama de cortante es positivo, el valor del momento en d
presenta la carga sera el del érea del diagrama de cortante hasta ese punto, al ser un

) G)
2 4

2 (
con la ecuacion, finalmente a partir de ese punto se traza una recta descendente hasta el
viga con valor de cero, debido a que el area del diagrama de cortante es negativo a paf

w) _ Lw

tiene un ared = ( el cual es el valor que se muestra en el diagrama determ

) . . L
punto y el area tiene el mismo valorAle= WT.

De esta manera se puede elaborar rapidamente todos los diagramas de elementos mec
necesidad de conocer las ecuaciones que los gobierna.

b) Carga uniformemente repartida

Y

§os

AL

Datos:

|

MN

m

HERSERES

Iy
vy
/

L [m]

Primero se determina las acciones presentes en el apoyo empotrado, mediante un dia
cuerpo libre, en el cual concentraremos la carga variablemente repartida en el centroi
distribucion:

14
N wlL

i O
ME{TR”;

I

X

ra, si el
8BS nuestre
, lo cual
nto lineal
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hasta la
bnde se
rectangul
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Ahora se hace una suma de momentos en el nodo 1, considerando la carga concentr
distancialL /2 mediante la ecuacion ec. 1.8.10:

n
M = D My = G = %Pyt = 0 = Y0Py
i=1

L

w 2
M, =—— [MNm]........(1D)

Al aplicar las ecuaciones del equilibrio ec. 2.3.1 se tiene:
F_R=ZE= [Rei+Ryj] +[~wLj]=01+0j [MN]

Igualando las componentes vectoriales del vector fuerza resultante y tomando en c
ecuacion (1), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

wl?
Ry=0.iionnn.(2)
R,—wL=0......(3)

Despejando la ecuacion (3) se obtiene el valat,de

De lo anterior podemos determinar que las reacciones de los poyos son las siguientes:

wlL?
{Rx =0 [MN] R, =wL [MN] M, = - [MNm]}
Si sustituimos los valores anteriores en el grafico podemos determinar las ecuacione
elementos mecanicos, la carga distribuida dentro de la distarsgiaconcentrara en medio,
decir a(X/2). La distanciax serad tomada del nodo 1 al 2 como se muestra en el sig
esquema:

R.f-o%'n?,‘lmmm 111®
- sz@/[RijWLJ X‘;J
M ke=——k | L |

ada a un:

uenta la

s de los
es
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Fuerza NormaN: En la estructura no se presentan acciones en direccion delpgjelo cual la
fuerza normal tiene valor de cero en toda la estructura

Nx)=0 [MN] 0<x<L

Fuerza Cortant®: Como se observa en la estructura, la fuerza en direkciga aumentand
con forme aumenta el valor de la distangigor lo cual la fuerza cortante varia en funcioncd
Para determinar la variacion solo vasta multiplicar la distangi@r la carga uniformemen
repartida, la cual se concentrara a la mitad de la distancia, es d¢2iyademas sumaremos
accion de la reaccion cuyo valor eswde

Vix)=-w(x)+wL [MN] 0<x<L

O

(e

Momento FlectorM: EI momento serd considerado a favor de las manecillas del reloj para el

trazo de diagramas, tal como se establece en el esquema, como se puede observar lo q

ue produc

el momento es la carga uniformemente repartida, por lo cual el momento lo obtendremos al
concentrar la carga en el centro de la distanc@n un valor devx, cuyo brazo de palanca sera

la mitad de dicha distancig/2, como puede observarse en la ilustracion, ademas debe ag

el efecto de la reaccion con valor @&, con brazo de palanca dag finalmente se tiene gque

considerar el momento concentrado en la reaccién con valokge:

2

M(x) = —wx (;) + wL(x) + % [MNm] 0<x<L

M(x) = (—g)x2 + (wL)x —WTLZ [MNm] 0<x<L

Mediante las ecuaciones determinadas se puede trazar los siguientes diagramas:
¥

17,

w

R".znf@,!i!lI!rse||p||r|®

¥ N N(x) = 0 [MN] 0<x<L
.u,;;:%;;f*‘z“"" g

V(x) = (—w)x + wL [MN] 0<x<L
2
N M(x)z(_g)xz_i_(wl‘)x_% [MNm] 0<x<L
wi
+

Vix

M(x)

wiL?

egarse
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Puede observarse que para una carga uniformemente repartida, se obtiene un diagrama lineal er

la fuerza interna de corte V, donde se inicia con la carga en la reaccidnydesta va bajandp

debido a la accion de la carga uniformemente repartida hasta llegar a cero por tratarse de una

estructura en equilibrio isostatico. El momento flector se presenta en forma parabdl
concavidad positiva, iniciando con el momento de la reaccion que tiene vatoridg2 y va

ca con

incrementado el valor del area que produce el triangulo del diagrama de corte V, observando que
el total del area es igual a la del momento inicial solo que positiva, el diagrama de momento

termina con valor de cero.
c) Carga variablemente repartida.

e ¥ g Datos:
T B

e
2 Lim]

I |
I 1

Primero se determinara la concentracion de la carga en el centroide de la distribuc
podemos observar en el anexo uno que para tipo triangular se encukfgraed vértice cor
angulo recto y la carga de resultante de la distribucién la obtendremos con el area del
con basd. y alturaw:

L/3 2L/3

- - -

R])' } R2y j

Primero se obtiene el momento resultante en el nodo 1, mediante la ecuacién ec. 1.8.10:

n
My = D My = G = %0)Fyt = 0 = Y0Py
i=1

M = (5) (%) - W(Rn) =0 [¥m)
wL
Ray =" V] ... )

ion que

riangulo
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Mediante la ecuacion del equilibrio ec. 2.3.1 se tiene:

— — R R R wL R R
FR=ZFl=[R1x1+R1y]]+[R2y]]+[—7]]=OL+0] [N]

Igualando las componentes de la ecuacion anterior y considerando la ecuacion (1), obter
siguientes ecuaciones simultaneas:

L
(R,, = ‘% (D)
JRlx =0 (2) L
L
LRly'l'RZy_W?: 0(3)J

Sustituyendo la ecuacion (1) en la ecuacion (3) y despejando el valgy,denemos:

De lo anterior podemos determinar que las reacciones de los poyos son las siguientes:

wlL _wL

ru=0 v Ry=% ) Ry =" [N}

Al sustituir las reacciones en la viga y proponer una distangara la determinacién de |
elementos mecanicos, se observa que en el area de estudio se forma un trapecio, ¢
descompondremos en un triangulo y un rectangulo, cuya concentracion de cargy 3era /&2

respectivamente.
w | lﬂﬁ'"w-

I wL X R .| wlL
Rly)‘:? 2y] = ¢

—

Como puede observarse en el esquema anterior se formo un rectangulo de la distribucion
con baseX y alturaa, ademas de un triangulo rectangulo cuya base tiene el vatoy ditura de
b. Haciendo uso de triangulos semejantes podemos determinar las constantes a y b
muestra enseguida:

emos las

DS
Bl cual lo

de carga

como se

w a
sz—x

wx
a=w—7—
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W_b
L x
_Wx
b=

Se determina el area de cada una de las figuras geométricas formadas de la carga
denotemos pady al area del rectdngulo formadaly a la del triangulo:

Ap = (%) (W —%) = (—%) x? + (w)x

w0 ()= ()

repartida

Sustituyendo los valores anteriores como carga concentrada, para la geometria rectangular a

x/2 de distancia del nodo 1y para la seccién triangular de la distribucién a una distantda
del nodo 1:

Pyf= (;)x' J
proo el Rl

N

P,

Ruf=0wt H_T LTy i

 wlL —)xx?.
RI}.jz? —X/2 R .| wL
wl =g

)

e

~ \!_--

de

Mediante el diagrama anterior podemos determinar los elementos mecanicos de la siguiente

manera.

Fuerza NormalV: Serd la fuerza que se presenta en direccion x, que al no presentarse
accion en esta direccion, queda definida de la siguiente manera:

N@x)=0[N] 0<x<lL

Fuerza Cortantd/: La accion cortante serd incrementada de forma variable debido
distribucion de la carga, esta accion sera determinada por el area de la distribucién d
obtenidas anteriormente y la reacciy debido a que el analisis se hace del nodo 1 al 2:

v =2 - () —[(- )+ wn] 1 0sx<L

ninguna

a la
e cargas

V(x)—(zmi)x + (- W)x+?L [N] 0<x<L
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Momento Flector M: El momento sera provocado por la reacBigny las dos carga
concentradas, para determinarlo multiplicaremos cada una de las cargas pos el brazo d¢

gue serda la distancia del punto en cuestion hasta la accién, para la geometria triangul
valor de2x /3 y para la rectangular dg'2:

M(x)=WTLx—<M;—iZ>(2?x)—<—Wsz+wx>(§) [Nm] 0<x<L
M = (3)x = (3)x2+ (S)x N 0=<x<L

Con las ecuaciones anteriores, podemos elaborar los graficos de elementos mecénicos:

Y

L V@) = (5) 2+ (-w)x + % [N]

R, i=01i ‘ : } ....... L1 LY Tomee
S S ¥ L r v ¥ -
wlL i T
Ryy j= 5 Ry j
i E
I {
0,42265 L 0,577 35L
N(x)
wl
3
Vix)
0,064 15wl}- — — — — —
.'.
Mix)

N(x) = 0[N] 0<x<lL

0<x<L

M(x) = (6—v:)x3—(%)x2+(w?L)x [N 0<x<L

NH

De los diagramas anteriores podemos observar que, para la carga variablemente rep
forma triangular, se presenta una distribucion de fuerza cortante de forma cuadratica
inicia con el valor de la reaccidky, y termina con el valor de la reacci®&g,. EI momento
flector es una curva cubica que inicia en cero y termina en cero, debido a que no
reacciones de momentos ni momentos puntuales, la cual tiene un méximo, justo donde
de la fuerza cortante vale cero, con valor del area bajo la curva hasta ese punto q

0,064 15 wL.

S

> palanca
ar tendra

artida de
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existen
la curva
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CAPITULO Il
d)

g F Donde:

A F [MN]

L [m]
3
[TITNTTT > X
4

4 4
Para este problema las reacciones obtenidas de las ecuaciones del equilibrio son
R,=0 [MN]
R,=F [MN]
2LF

Mz = T [MNm]

Elaboremos un esquema de las reacciones en la estructura:

marco y por equilibrio se averigua las acciones en cada uno de los nodos:

F
R,=F]
Y M, =4Fk M, =0k
R, =01 R =01
—0 R, = 0i Al _\’_‘0 R_=o01
_— . % M, =0k T
- M, =4fFk R, =F} R =F]
R =—F]J
R, =01 @ @ M, =0k
R, =F e — =0
R TS \»T B,=0l 3 —okry !
® W, =ar k=) ®
5= K =01
R, =0l
3
a B
® ®, .
K =0}
M, =0k

Para trazar los elementos mecanicos es necesario separar las barras de las que esta con

puesto e
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Para poder obtener los diagramas de elementos mecdanicos, es necesario proyectar cada
reacciones que ocurren en los nodos en direccién de la barra y perpendicular a esta, de
que se obtengan las reacciones respecto a la fuerza normal y cortante, para hacerlo de u
sencilla debemos recordar la matriz asociada a la rotacion de ejes:

Para el caso de una barra inclinadagrados dondé < a < 90°, se tiene:

La fuerza normal (N) y cortante (V) se obtiene:

X
Y!\}' N = |R,| cos(a) + |R,| sen(a)
V = —|Ry| sen(a) + |R, | cos(a)
R, « En forma matricial obtenemos:
:; N cos(a)  sen(a)][IRxl
‘ \\(’f " [V] - [—sen(a) cos(a) 1 ||R, |

Si la barra estd ahora inclinadaxragrados, donde es mayor de noventa grados y menof
ciento ochenta, tomaremos el angulo suplemengaritonded < 8 < 90:

La fuerza normal (N) y cortante (V) se obtiene:
N = —|R;| cos(a) — |R, | sen(a)
V = —|R,| sen(a) + |R, | cos(a)

En forma matricial obtenemos:

[N] _ [— cos(a) —sen(a)] I|R_x|
%

—sen(a)  cos(a) |[|R,|

Al aplicar la matriz asociada a la rotacion en cada uno de los nodos se obtiene:

una de I
tal forma
na maner

de

Nodo1l:
4 3 3F
N1]= 5 5 [0]_ 5
v 3 4|lFl T4
5 5 5
Nodo 2:
4 3 3F
Nz]: 5 5 [0]: 5
v, 3 4|l-F 4F
55 5
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Nodo 5:
43
H-|'3 e
5 5
Nodo 6:
_+ 3
H-|'3 2fe-a
5 5

El nuevo diagrama con las acciones orientadas en direccion de las barras quedaria de 13
manera:

A partir del diagrama anterior es posible determinar las ecuaciones de elementos mecan
cada una de las barras:

Barra 1:

Fuerza NormaNl: Sera las acciones que se presentan en direccion del eje N, del nodo 1
2, tomando en cuenta las acciones en el trayecto sin considerar las del nodo 2:

3
N(x)=§F [MN] 0<x<5
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Fuerza Cortante V: Son las acciones presentes respecto al eje V, del nodo 1 al nodo 2:

4
Vi) =cF [MN]0<x<5

Momento Flector M: El momento flector se determina considerando el momento concentrado en

el nodo 1 con valor déf, = 8F y la accion cortante d&, = EF la cual tiene un brazo g
palanca de:
4
M(x) = (§F>x —8F [MNm] 0<x<5

El diagrama de cuerpo libre en la barra uno seria el siguiente:

N(x)=§F [MN] 0<x<5

V(x)=§F [MN] 0<x<5
M(x):(gF)x—BF [MNm] 0<x<5

Barra 2:

Fuerza NormalN: Tomando en cuenta las acciones en direccion del eje N, del nodo 3 @
establece las acciones que se presenta, que para este caso no se presentan fuerz
direccion:

N(x)=0 [MN] 0<x<4

Fuerza Cortante V: Son las acciones presentes respecto al eje V, del nodo 3 al nodo 4,
este caso es la fuerza del nodo 3 con valor de F:

Vix)=F [MN]0<x<4

e

il 4, se
as en e

que para
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Momento Flector M: La ecuacién del momento flector, se determinard mediante el m
concentrado en el nodo 3 con valor de 4F y la fuerza que se presenta en el nodo 3 de
brazo de palance

M(x) = (F)x —4F [MNm] 0<x<4

El diagrama de cuerpo libre en la barra dos seria el siguiente:

N(x)=0 (MN)] 0<xes
{ @
= s I V(x)=F [MN] 0<x<4
Ry=0i @ @ M, =0k

M, =4Fk Ry=Fj

f—

N(x)

Vix)

M(x)

— 4F

Barra 2:

bmento
F, con su

Fuerza NormalV: La fuerza normal la determinaremos con las acciones que se presentan del

nodo 5 al nodo 6 en direccion del eje N, considerando el presente caso no se tiene fuerz
direccion.

N(x)=0 [MN] 0<x<5

Fuerza Cortante V: La fuerza cortante la determinaremos mediante las acciones respecti
V, del nodo 5 al 6, que para este caso no se presentan fuerzas en esta direccion:

V(x) =0 [MN] 0<x<5

AS en est:

vas al eje

Momento Flector M: EI momento flector lo determinamos considerando los momentos

concentrados y acciones respecto al eje V, con brazo de palanca, que para el presente
presenta ninguno de estos casos:

M(x) =0 [MN] 0<x<5

Caso NO S
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Finalmente el diagrama de cuerpo libre en la barra tres seria el siguiente:

N(x)=0 [MN] 0<x<5
Vix)=0 [MN] 0<x<5

M(x)=0 [MN] 0<x<5

A partir de los diagramas que lo cuales fueron elaborados hasta ahora, se puede observar que et
las ecuaciones que describen dichos diagramas se presenta una relaciéon entre la fuerza Cortant
V7, con la del Momento flectav, puesto que el area bajo la curva que se presenta en el diagrama
de fuerza Cortante corresponde a el comportamiento del grafico del Momento Flector, ademas se
observa que la ecuacion que describe a el diagrama del Momento siempre es de mayor grado que
la que describe a la del Cortante.

Con el fin de determinar la relacién que se presenta entre la fuerza Cériaktemento flector
M, consideremos la siguiente figuf@ig. 2.4.1) en la cual se presenta una viga sujeta a un
sistema de cargas transversales concentradas arbitrariamente.

L2

=
[N]
RN

Figura 2.4.1 Viga bajo condiciones de carga

Para analizar internamente la estructura, haremos un corte a la distancito mas a una
distanciadx delante del primer corte. En estos colfes. 2.4.2),se muestra las reacciones
internas debido a las acciones externas:
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A
MC )nn aM
Y

Vv

Figura 2.4.2 Elemento diferencial de una viga con sus reacciones internas

En la figura anterio(Fig. 2.4.2)se observa que en el elemento diferencial presenta reacciones
internas que son incrementadas al desplazarse respectoxaérepéx, los incrementos son el
cortantedV y momentodM, Si se consideran los incrementos en las ecuaciones del equilibrio
isostatico ec. 2.3.1, se presentara la siguiente expresion:

n

ZP_'Lz [V(x)—(V(x)+aI;—§cx)>]j—Wj=0j ...... (6)

i=1

aV(x) 3
ox w

aV(x) = wox ... ... (8)

Vix) = f wox ... (9)

Al ser Unicamente dependiente la fuerza cortante de la varniabie ecuacion (9) se puede
escribir:

3 dV(x)
W= dx

V(x) =fwdx ......... ec.2.4.1

La ecuacion del equilibrio nos muestra que la fuerza cortantaia en el intervaldx, ya que
depende de las condiciones de cargen ese intervalo, con lo cual determinamos la ecuacion ec.
2.4.1, la cual relaciona las condiciones de cargan la fuerza cortanté.

Al aplicar la ecuacion del equilibrio ec. 2.3.1, para el momento fledftorconsiderando
despreciable la accion de la carga debido a su muy corto brazo de palanca se tiene:

L

Si se considera que el momento solo varia en direccigrdespejando la fuerza cortante y el
momento flector de (10) se obtiene la ecuacion 2.4.2

dM(x)
dx

V(x) = M(x) = fV(x)dx ......... ec.2.4.2

143



CAPITULO Il ANALISIS DE ESTRUCTURAS ISOSTATICAS

Con las ecuaciones determinadas anterior mente se elaborara un ejemplo:

Ejemplo 2.4.2 Mediante la ecuacion 2.4.2, determinar las ecuaciones de las fuerzas G
mediante las ecuaciones de Momento flector establecidas en el ejemplo anterior (Ejemp
solo los incisos a, b y ¢, verificando con los resultados obtenidos anteriormente.

a) Carga puntual

w L

(+ —) X1 [Nm] 0<x, <=

_ 2 2
M(x) = w wlL L

(—?)xz +7 [Nm] ESXZSL

Con la primera derivada respects,aleterminamos la ecuacion de fuerza Cortante:

w L
dM(X) +§ [N] 0< x1 < E

V(x) = e ) w L
-3 [N] ESXZSL

ortantes,
o 2.4.1)

La ecuacion anterior que define la fuerza Cortante, puede verificarse que es la misma jobtenida

anteriormente.

b) Carga uniformemente repartida
2

M(x) = (—g) x? + (wL)x —% [MNm] 0<x<L

Al derivar esta expresion, determinamos la ecuacion de fuerza Cortante:

dM(x)

Ve = dx

= (—=w)x + wL [MN] 0<x<L

La ecuacion anterior que define la fuerza Cortante, puede verificarse que es la misma (obtenida

anteriormente.
c) Carga variablemente repartida

M(x) = (%)x3—(%)x2+<w?L>x [N] 0<x<L

Al derivar esta expresion, determinamos la ecuacion de fuerza Cortante:

V(x) = d’gix) - (2—“;) 2 4 (—w)x + W?L [N] 0<x<lL

La ecuacion anterior que define la fuerza Cortante, puede verificarse que es la misma |obtenida

anteriormente.
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2.5. OBTENCION DE REACCIONES EN ARMADURAS ISOSTATICAS

Al igual que los marcos, las armaduras estan compuestas por barras que se unen en los nodos; sil
embargo, los marcos presentan cuando mas dos barras por cada uno de los nodos, mientras qu
en las armaduras como se puede observar en la imagen anterior, cada nodo puede tener mas d
dos barras. Esto permite que para una armadura bien construida la distribucidén de fuerzas internas
sea de tal manera que solo exista reacciones normales a las barras; en la realidad es muy dificil
conseguir este objetivo, debido a que para que suceda esta distribucion es necesario que las linea
de simetria longitudinal de cada barra coincidan exactamente en cada nodo, ademas que cade
elemento barra tenga la propiedad de ser un medio continuo, con todas las propiedades que estc
involucra.

Las armaduras son de gran utilidad en espacios con claros muy grandes, debido a que las
propiedades internas que presenta permiten repartir la carga que se le aplica en cada una de la
barras y esto hace que las acciones y las reacciones por barra disminuyan notablemente debido ¢
su distribucion sobre un mayor nimero de elementos.
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Existen muchos tipos posibles de armaduras; sin embargo, no todas las configuraciones permiten
gue internamente la estructura sea Isostatica estable, las siguientes armaduras son algunos
ejemplos de Isostéticas estables, las cuales son las mas comunes en la industria de la
construccion.

A/VVN\\% AW

Figura 2.5.1 Armadura Pratt Figura 2.5.2 Armadura Howe

Yavavavauy .

Figura 2.5.3 Armadura Warren Figura 2.5.4 Armadura Howe

Figura 2.5.5 Armadura Howe Figura 2.5.6 Armadura Warren

o N

Figura 2.5.7 Armadura Through Pratt Figura 2.5.8 Armadura Deck Pratt

<N T

iy AN O o

Figura 2.5.9 Armadura K Figura 2.5.10 Armadura Deck Pratt
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Para obtener la reaccion interna normal de la armadura, se debe plantear las ecuaciones del
equilibrio isostatico ec. 2.3.1, nodo por nodo, de tal forma que se iran determinando sobre cada
una de las barras las acciones que actla y sus reacciones. Si se da el caso que en un nodo con tr
barras que forman una T y no se presentan acciones en dicho nodo, se establecera que en la barr
de en medio no se presentan acciones, lo cual representaremos con una doble ralla tachando [
barra, tal y como se muestra en la siguiente fi¢ftiga 2.5.11)

&W—T—

Figura 2.5.11 Barra sin reaccion en armadura

Para facilitar la metodologia de resolucion de la armadura, se sugiere seguir los pasos que se
planteardn en el siguiente ejemplo, que en forma general consiste en la proyeccion de las
reacciones sobre las barras aplicando la relacion angular con la proporcion de los triangulos
mediante el teorema de Tales (Fig. 2.5.12).

Figura 2.5.12 Proyeccion de acciones sobre armadura

Como puede observarse la accibnausa una reaccion de la misma magnituth cual a su vez
hace reaccionar a la bar€d de forma directa, puesto que no existe otra barra que absorba la
reaccion vertical. Asi que la ba€d reacciona cor /sen(a).

Para evitar la obtencion del anguto se utilizaran solo la relacion que existe con los lados del
triangulo y la geometria del vector fuerza:
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Con la informacion anterior elaborar el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.5.1 Determinar las reacciones normales de la siguiente armadura:

24
Y l Donde:
- F [N]
@, ®
(/5]
[ 3 | 3 | 3 | 3 |

Para determinar las reacciones internas, primero es necesario determinar las reacciones externa
en los apoyos. Al aplicar las ecuaciones del equilibrio ec. 2.3.1, se establece que:

{Ray =12[N]  Rp, =0[N] Ry, =12[N]}

Sustituimos cada una de las reacciones externas obtenidas sobre los nodos correspondigntes:
24

14
j—»x@;—,,@ﬁ@

1 =Y FXEX
Fy Fis Fg F; - ”
——FRg, =0 i
@ D ® (3 ®
RT_‘.;IZJ' R";.TIZJ
s . e 3 .3 |

Como la armadura la podemos dividir en triangulos y rectangulos, la iremos resolviendo
separando estas figuras, primero tomemaoS@&EB:

4




CAPITULO Il ANALISIS DE ESTRUCTURAS ISOSTATICAS

En la figura anterior observamos que en el nodo B, es necesaria una reaccion solsrefg} eje
tal que contrarreste las acciones de la readgignpor lo que:

Fy=-12j

La fuerzaF,, obtenida, es una proyeccién de la accién normal a la Bairapor lo que

determinamos la fuerzB;, mediante la relacién dekn(a), del angulo que se muestra en la
figura anterior:

_ o i
|F1| Sen(a) - |F13/| |F1| - senéla)

De donde:
4
sen(a) = 3

Por lo tanto:

_ 5
Il = (-12)(3) V] = ~15 V]

Como cada uno de los elementos estructurales deben presentar el estado de equilibrio Isostatico,
la reaccionF; que actlia sobre la barB;, se presentard en ambos sentidos, es decir sobre el

nodoB y el nodoG. Se observa que en el nodo G, actla la componente respect® atlejg,
es decir Fy,,, por ello requerira que reaccione la baG¥a en el sentido opuesto a esta fuerza,
obteniendo asi la reacci®h, que se muestra en la figura anterior.

|F3| = —|F,| = —(—12) [N] =12 [N]

Se determina ahora la reaccionRjeen la direccion del ej¥, debido a que como se observa en
la figura anterior, esta componente sera transmitida a la Baranediante la fuerz&, que
contrarrestara sus efectos.

|Fixl = |Fi cos(a) cos(a) ==

IFaxl = (-15) (2) V1= -9 (]

|Fol = =|Fil = =(=9) [N]=9 [N]

Si se observa la armadura, en el nédse tienen aun dos barras por resolver, por lo cuall sera
conveniente dibujar el rectangui@'GH, el cual toma en cuenta ambas barras que absorberan las
acciones de las barraBH y GH, las cuales ya fueron determinadas, por lo cual |solo
representaremos sus fuerzas sin necesidad de dibujar la barra.
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24
b
T 2
.0 P
Fay yiF
<t 7 Fs |F;
R
| Fs_ap
® : !-1\@ ’
L3 |

Si se observa el nod6, en direccion del ejef, la accion que se presenfa, debe ser

contrarrestada por la batk&, por lo cual podemos concluir que:
|Fyl = —=|Fil = =(=9) [N]=9 [N]

En el nodoH, la componente en direccién del &eFs, debe contrarrestar los efectos de
fuerzaF;:

|Fs,| = —IFs1 = —(12) [N] = —12 [N]

La fuerzaFs, obtenida, es una proyeccién de la accién normal a la Bafrapor lo que

determinamos la fuerzB;, mediante la relacion dekn(a), del angulo que se muestra en
figura anterior:

_ S — Fsy
|Fs| sen(a) = |F5y| |Fs| = M

sen(a)

De donde:
4
sen(a) = <

Por lo tanto:

— 5
[Tl = (=12) (3) [N] = =15 [N]

Se determina la reaccién die en la direccion del ej#, debido a que como se observa e
figura anterior, esta componeritg, masF,, sera transmitida a la ba¥a, mediante la fuerzgg

» |la

n la

gue contrarrestara sus efectos.
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= 1T 3
|Fsx| = |Fs| cos(a) cos(a) =

Pl = (15)(3) 1=9 ]

Al sumar acciones obtenemos que la bAHatomara la reacciof:

|Fel = —{[Fsx| + [F2]} = —{9 + 9} [N]=-18 [N]

Si se observa el nod®, no se presenta reaccion en la bdFa puesto que al ser tres bar
perpendiculares, en las cuales no hay accion externa y por ello la reaccion interna valdra

[F71 =0 [N]

Finalmente se observa que hemos resuelto hasta ahora la mitad de la armadura, pero
armadura simétrica, en la cual la accion externa se encuentra en medio de la estructura,
resolver por simetria la otra mitad, colocando los mismos valores sobre cada
correspondiente, de tal forma que se conserve el equilibrio:

[AS
Cero:

al ser un:
se pued
barra
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“Las matematicas son el lenguaje en el que Dios escribio el universo”
Galileo Galilei
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3.1. DETERMINACION DE REACCIONES MEDIANTE EL METODO
ENERGETICO PARA VIGAS Y MARCOS HIPERESTATICOS

\

'?"'IW J

| —
|

3 N

Hasta ahora, el analisis estructural solo habia requerido conocer las leyes del equilibrio Isostatico,

con las cuales ha quedado completamente definida la estructura en sus reacciones y en los
elementos mecanicos internos; sin embargo, como ya se definié existen otro tipo de estructuras,

las cuales presentan mas ecuaciones de la estatica que reacciones para ser definidas y otras gt
presentan mas reacciones que ecuaciones para ser definidas, en este capitulo nos enfocaremos a
resolucion de estructuras hiperestaticas, que es el segundo caso.

Para que quede definida una estructura hiperestéatica, debido a que las ecuaciones del equilibrio
son insuficientes, es necesario conocer mas datos de ellas, como por ejemplo; el modulo elastico
E del material de las que estan formadas, el area de la seccién que del elemento edtrlactural
inercia de la geometria de la seccion, etc.
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El método energético consiste principalmente en la relacion existente entre el esfuerzo aplicado y
la deformacién unitaria causada por dicha accién, la relacion recibe el nombre de la Ley de
Hooke en honor a Robert Hooke (1635-1703) quien entre sus aportaciones mas importantes
destaca la formulacion correcta de la teoria de la elasticidad.

Esfuerzo Normaf* Relacién existente entre la fuerza ortogonal a la seccion transversal del
elemento en estudio y su seccidn transversal.

Esfuerzo Cortante*®: Relacién existente entre la fuerza tangencial a la seccién transversal del
elemento en estudio y su seccidn transversal.

Considérese un elemento estructural (Fig. 3.1.1), en el cual se aplica ung, alda cual se
obtienen sus componentes vectoriales, el esfuerzo nerseda entonces la relacion de la
componentefy y el area de la seccigh Los esfuerzos cortantesy 7,, seran las relaciones de

las componentek, y F, respectivamente, respecto al area de la sedcion

........

Figura 3.1.1 Componentes de un vector fuerza sobre un cuerpo

De lo anterior podemos determinar las ecuaciones de esfuerzo aoyroaitanter ec. 3.1.1:

|E| T, ==|E| .l ec.3.1.1

N

o=~ Ix =

I
NI

Deformacién®™: Variacion de la geometria de un cuerpo, debido a las acciones que se presentan.
Deformacion unitaria®: Variacion de la geometria de un cuerpo respecto a la inicial.

Para el presente capitulo consideraremos Unicamente la deforfa&eidireccion de la carga,
para lo cual consideremos la siguiente figura (Fig. 3.1.2):

Figura 3.1.2 Deformacion Lineal

** Definiciones de la referencia 1 de la bibliografia
% Definiciones de la referencia 2 de la bibliografia
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Si consideramos la Unica carg@| como P y la seccion transvergakl esfuerzo normal lo
determinaremos mediante la ecuacion ec. 3.1.2:

=—.en..ec.3.1.2
o 2 ec

De lo anterior podemos determinar las ecuaciones de deforndagidleformacion unitaria,
considerando una longitud inicig} como L, determinamos la ecuacién ec. 3.1.3:

6 Lf—L
Z = v e €0.3.1.3

§=AL=L;—L €= -

Robert Hooke observo que la variacion del esfuerzo era directamente proporcional a la variacion
de la deformacién unitaria, hasta cierto punto que para motivos practicos sera considerada
completamente proporcional, la constante de proporcionalidad depende directamente de las
propiedades del material que se estd empleando, dicha constante fue nombrada Mdédulo de
elasticidadE. Por lo cual se puede establecer que:

Al integrar la ecuacion (2), obtenemos la Ley de Hooke ec. 3.1.4, que relaciona el esft@rzo
la deformacion unitaria:

o=Fe.......ec.3.14

Al sustituir las ecuaciones ec. 3.1.2 y ec. 3.1.3 en la expresion 3.1.4 se tiene:

P_p(®). .
P E¢S
T= T (@)

Despejando de la expresion (4) la deformadipse obtiene la ecuacion ec. 3.1.5, que relaciona
la cargaP con la deformaciod, la cual depende de la longitidla seccion transversaly el
modulo elasticd’:

PL

0 =—= ...
AE

v €C.3.1.5

Ahora bien debido a que las particulas de las cuales estd constituida la estructura sufren un
desplazamiento debido a una caRjase puede determinar la energia de deformacién que
producen.
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Energia de deformacién interna®: Capacidad de que cada molécula que conforma la
estructura realice un trabajo.

Trabajo®** Producto de la fuerza ejercida sobre la estructura y la deformacion que se genera.

En la figura (Fig. 3.1.2) se observa que la carga aplieagaoduce una deformaci@ lo cual

hace que las moléculas que conforman a la estructura se desplacen y por lo tanto se genera ur
trabajoT. La variacion del trabajdT serd directamente proporcional a la variacion de la
deformaciénds, si la carga no varia en magnitud, ésta sera considerada como la constante de
proporcionalidad:

Si despejamos la cargade la ecuaciéon ec. 3.1.5 y sustituimos esa expresion en la ecuaciéon
diferencial (5) tenemos que:

SAE
dT = ~=ds ...... (6)

Si consideramos la seccidn transversatl médulo elastic@ y la longitud inicial de la barrh,
constantes e integramos la expresion (6) determinamos que:

f ar = 2= 6d5 ...... %
(6;) ______ 0
‘MTE(;) ...... ©)

Al sustituir el primer factor de la expresion (9) por la cdtgaegun la relacion ec. 3.1.5, se
determina la expresion que nos permite obtener el trd@bagdido a la deformaciah producida
por dicha carga, ec. 3.1.6:

T=—........ec.3.1.6

Trabajo unitario *°: Es el trabajo realizado por unidad de volumen.

De la definicion anterior podemos concluir que el trabajo unifgtito obtenemos al dividir el
trabajoT, por unidad de voluméeh, determinando asi la ecuacion ec. 3.1.7:

*® Definiciones de la referencia 1 de la bibliografia
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T P6

Si despejamos la cargade la ecuacién ec. 3.1.2 y la deformacédde la relacion con la
deformacioén unitaria de la ecuacion ec. 3.1.3, para sustituir ambas expresiones en la ecuacion
ec. 3.1.7 se tiene:

Al realizar el producto de la seccidnpor la longitudL, se obtiene el volumen, el cual se
simplifica en la expresion (10), obteniendo asi la expresion del trabajo unitario para un esfuerzo
normal, ec. 3.1.8:

o€
T, = o ...ec.3.1.8

Para determinar ahora la relacion existente entre el esfuerzo cortante con el trabajo unitario,
consideremos las siguientes figuras (Fig. 3.1.3) y (Fig. 3.1.4).

- 4
)
—
i
a1 >v 4/ y/
2Pl | 4 Y/
X/ dy E d,
Figura 3.1.3 Accion de fuerza cortante Figura 3.1.4 Deformacién por fuerza
en un cubo diferencial cortante sobre el plano Y Z

Como puede observarse en el cubo diferencial de la figura (Fig. 3.1.3) la accion égrtanisa
una deformacion lineal y por consecuente una angufarpor lo que la accién del esfuerzo
cortante se obtiene a partir de las ecuaciones ec. 3.1.1 se tiene:
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Debido a que la deformacion angular es muy pequefia se puede consideeaudeita(13) que:

limtan(y) =y ...... (14)
y—-0

Si sustituimos las expresion€2) y (16) en la ecuacién ec. 3.1.7 en elementos diferenciales se
obtiene:

_ wdxdyydz  tdydxdydz
24V 24V

dT,,

Como la multiplicacion de los elementos diferencialedydz es igual al diferencial del
volumen se simplifica la expresion (17) y al integrarla se tiene:

Tu T Y
fTu=—f dy .....(18)
0 2 0

Integrando la expresion (18) obtenemos la relacion existente entre el trabajo unitario y el esfuerzo
cortante ec. 3.1.9:

T
T, = 7)/ v e €C.3.1.9

La energia de deformacion intertig, la obtendremos mediante la suma infinita del trabajo
realizado por cada particula respecto a su volumen, lo cual podemos estimar mediante la integral:

L
Upns = f T,dV = f f T,dAdL ......(19)
0
A

14

Considerando una seccion constante obtenemos la ecuacion para determinar la energia interns
Uint:

L
Uint =f AT,dL ... .........ec.3.1.10
0

La energia interna de deformacion se puede asociar a cada uno de los elementos mecéanicos, po
lo cual determinaremos la energia interna para cada uno de los elementos mecéanicos:

Energia interna de deformacion respecto a la carga Axial:
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Primero consideremos el trabajo unitario mediante la ecuacion ec. 3.1.7, para lo cual la carga
aplicadaP, sera la accion axial:

Al sustituir en (20) la deformacion line@lpor la relacién de la ecuacién ec. 3.1.5, y considerar
que el volumen e¥ = AL se tiene:

Si se sustituye la expresion (21) en la ecuacion ec. 3.1.10 y simplificando el area de la seccion
transversal se obtiene la ecuacion de la energia intgrneespecto a la fuerza axidl que
depende del modulo elastiéd, la seccion transversdl y la longitud L obteniendo asi la
ecuacion ec. 3.1.11:

L NZ
Uint =f dL ...........ec.3.1.11
m o 2EA?

Energia interna de deformacion respecto al momento flector:

Consideremos la siguiente figura (Fig. 3.1.5):

Figura 3.1.5 Viga a flexion

Mediante la figura (Fig. 3.1.5) podemos determinar que la longitud de ld. dghido a la
deformacion que se crea estara dada en el eje neutro por la relacién del radio de puyvetura
angulo en radianes

Y la longitud a una distanciapor encima del eje neutro estara dada por:
L'=(p—-2)0.... (23)

Por lo tanto la deformacion estara dada por la diferencia de longitudes:
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Mediante la ecuacion (24) podemos determinar la deformacion umtarissando la ecuacion
ec. 3.1.3:

La deformacion unitaria méxinme,, ocurrira en los extremos de la viga a una distaneier,
obteniendo asi la expresion:

Al igualar las expresiones (25) y (26) de deformacion unitamediante el radio de curvatyra
se tiene:

Consideremos ahora la siguiente figura (Fig. 3.1.6):

z

Figura 3.1.6 Elementos debido a la flexion.

A partir de la figura (Fig. 3.1.6) podemos determinar que el momento flector esta dado por:

Al sustituir la expresion (28) en la ecuacion (29) obtenemos que:
VA
M, = j —z (—Eam) dA ......(30)
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Como el esfuerzo normal maxinag, y el maximo radio de curvatutason constantes se tiene:

0.
Mszm z%dA ... ... (31)

Recuerde que la inercia se determina por la exprésiénf z2dA, por lo que:

Que por convencién signo negativo se obtiene mediante el esquema de la Figura 3.1.6, sin
embargo se considerara positivo por conveniencia:

Finalmente obtendremos la energia de deformacion intggpaonsiderando primero el trabajo
unitarioT,,, por lo cual partiremos de la ecuacion ec. 3.1.8:

Si sustituimos la expresion (38) en la ecuacion de energia interna ec. 3.1.10, obtenemos que:

L MZ
Uppp = f f 2 22dAdL ... (39)
0 2 y
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L M}Z]

Uppp = fo 37 f 22 dAdL ... (40)
A

Comol, = [ z%dA se simplifica la expresiéon (40), obteniendo asi la ecuacion ec. 3.1.12, que

determina la energia de deformacion intdipa con el momento flecta¥,,, dependiendo del

madulo elasticd, la inercial,, y la longitudL:

Uine = jL My dL ...........ec.3.1.12
o 2EL,

Para la resolucion de las vigas y marcos hiperestaticos se considerara unicamente la energia de
deformacion interna debido al momento flector, que seran las dos ecuaciones anteriores ec. 3.1.11
y 3.1.12, por lo que son las Unicas que se demostraran; sin embargo, las demas expresiones s
pueden demostrar partiendo también de la mecanica de materiales y las expresiones finales serar
las siguientes:

La energia de deformacion interig; debido al momento de torsidfi,, se determinara a partir
del modulo elastico transversal el momento polar de inerclay la longitudL, con la ecuacion
ec. 3.1.13:

Uint = fLM—’%dL v v €0.3.1.13
o 2GJ

La energia de deformacion intertig, debido a la fuerza cortantg se determinard a partir del
factor de formg}, el mddulo elastico transversa) el area de la seccion transverdal la
longitud del elemento estructuialcon la ecuacion ec. 3.1.14.

B Lf}ZVZZ

Uint = dL ..........ec.3.1.14
int = ) 2GA

Finalmente podemos decir que la energia de deformacion interna considerando todos los
elementos mecanicos, en todos los sentidos, se obtiene con la ecuacion ec. 3.1.15:

L NZ L M2 L M2 LMZ Lf V2 Lf V2
Upe = | ==—5dL Y_dl f 2 dL f—"dL LY gp 4 | LZal..ec.3.1.15
int fo 2EA? +f0 2L, ") 2EL, T ) 20 T, 264 T ), 264 e

La energia totall; en una estructura, sera la suma de la energia de deformacionlijtigrnaas
la energia externd,,;, ec. 3.1.16

UT = Uint + Uext P S o 3.1.16
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Para poder determinar la solucion de estructuras hiperestaticas se tienen que considerar los
siguientes teoremas:

Teorema de Bettt”: La deformacién en un punto n provocado por una carga en m es igual a la
producida en m provocada por una carga en n.

Ommn = Opm wov wve vee €. 3.1.17

Principio estacionario®”: La energia total tiene un valor fijo, cuando el equilibrio es estable
tiene un valor minimo.

Uy _

Teorema de Castigliand”: La variacién de la energia es proporcional a la variacién de la
deformacién debida a la carga.

U _

Segundo teorema de Castigliano (Trabajo minimo}’: Las fuerzas redundantes, en una
estructura indeterminada, producidas por una carga externa, son tales que hacen que la energia
sea minima.

0 Uint —

0..........ec.3.1.20
ap, ec

Con lo anterior elaboremos unos ejemplos para la solucion de vigas y marcos hiperestaticos:

Ejemplo 3.1.1 Determine las reacciones de la viga doblemente empotrada:

¥ Donde:
»'\M
Hox L [m]
O O D R O T R w [Nm]
’ S
=
@ B)
1 |

Para poder determinar la solucién de la viga, tracemos el diagrama de cuerpo libre, considerando
gue no existen reacciones horizontales puesto que ninguna accion se presenta en esta direccion:

%7 Definiciones de la referencia 1 de la bibliografia
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El primer paso sera determinar la ecuacion que describe mateméaticamente el comportamiento del

momento flector en la estructura a la distancia x.

¥
M WX

4_11_.)\;
r— 71T —
| by i
My, k !_T_'_"'I LI LI L Mo, §
| !
Ry, j x| Rg, J
AN
| e |
| Y T WA - |

De la figura anterior observamos que se presenta un momento concéffraedd momento
debido a la reaccidR,, debido al brazo de palangg finalmente el momento debido a la carga
uniformemente repartida que se concentra con la accign gesu brazo de palanca esxjR:

M, = My, — R4y (x) + wx (g)

M, = (%) x% = (Ray)x + My,

Si consideramos solo momento flector para la solucién de la estructura, aplicaremos la ecuacion
de la energia interna ec. 3.1.12, en la cual sustituiremos el segundo miembro de la ecuacion de

momento flector determinadé,:

o= [ 2
it = | 2EI

Leow 2 dx
™Y 2 ax
Upne fo [(z)x (Ray)x + My, T

Al aplicar el principio del trabajo minimo a la expresion (1) respecto al morgntee tiene:

o )y s

Integrando la expresion anterior respecto a la variagldespejando el denominadot,:
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@)=

2

- (@> x% + (MAZ)x]L =0
0

Evaluando los intervalos y simplificando obtenemos la expresion (2):

(L)MAZ -

obtenemos:
legf:; = %f: [(g) x? — (RAy)x + MAZ] (=x)dx =0
Wit [T () (et O] ax =0
Integrando la expresion anterior respecto a la variagldespejando el denominadof,:
-G+ ()= (), -0

2

LZ
—|R,. =
(2)or 5%

Si ahora aplicamos el principio del trabajo minimo a la expresion (1) respecto a la reagq

wl3

wlL?*

8

L? L3
SC -

. (2)

Evaluando los intervalos y simplificando obtenemos la expresion (3):

. (3)

Al hacer simultaneas las expresiones (2) y (3) obtenemos:

[ Lz] wl3

B[]

| 2 | MAZ] _ 6

[ 2 13 [[Ray wL4J
L= =

2

3

2

Del sistema anterior obtenemos los valdfgs y R,,, ademas por simetria determinamos

valores deMp, y Rg,,, que son las reacciones faltantes de la estructura:

ion

los

wlL wlL wlL
Ry =0 [N] Ryy = > [N] My, = 12 [Nm] Rg, =0[N] Rg, = > [N] Mg, =
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Ejemplo 3.1.2 Determine las reacciones presentes en el siguiente marco hiperestatico:
Y

\Mx
) X
5[MN]
“B EI c
i 2EI 3[m]
D
A o

5[m]
Para resolver el marco hiperestatico, consideraremos la energia de deformacion inte
Unicamente el caso de flexion como la suma de la energia de cada barra, mediante la
ec. 3.1.12:

Ly MZZ L, MZZ L3 MZZ
U; t — j L dxl + .[ 2 dxz + .[ : dx3
m 0 o Z2El o 2EI,,

Para determinar las ecuaciones de momentos alrededor deMgjeM,, y M,;, se procedera

mediante el analisis de cada una de las barras:

3[m]

| |
5[m]

De la figura anterior obtenemos que la ecuacion del momento para l&Darra

le == _(RDx)xl 0 S x1 S 3

Obtenemos las reacciones en el nodo C, para evaluar el momento hacents

iy
}—.\-X

5 [MN] ~, ~—— _\Rp,
=B ‘e

3[m]

5 [m]
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De la figura anterior podemos determinar la ecuacion del momento para [R®arra
M,, = (Rpy)x; — 3Rpy 0<x,<5

Obtenemos las reacciones en el nodo B, tomando en cuenta la aceidiNeque se aplica e
ese punto, y el momento concentrado lo determinaremos evaluando en la ecuacion
xZ = 5

X3 3[m]

Haciendo uso de la figura anterior obtenemos la ecuacion del momento flector parad#® bar
MZ3 == _(S_RDx)x3 +5RDy_3RDX 0 SX3 S 3

Sustituyendo en la ecuacion de la energia de deformacion interna:

Li[—(R 2 L2 [(Rpy )X, — 3Rpy |
Upe :j [—(Rpx)x1] dx, _I_j [( Dy) 2 Dx] dx,
0 0

2E2I, 2El,,
2
L3 [_(5 - RDx)x3 + SRDy - 3RDX]

+ dxs
0 2E1,,

Aplicando el principio del trabajo minimo referente a la reacRign

Uy sz [(Rpy)x2 — 3Rpx]xs fLs [—(5 — Rpx)x3 + 5Rpy — 3Rpy|5
- = de +
0 0

dx; = 0
3Ry, El, El, 3

Integrando la expresion anterior, sustituyendo limites y reduciendo términos obtene
expresion (1):

116,67 Rpy — 60 Rpy = 112,5 ... e . (1)

n
anterior

mos la
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Aplicando el principio del trabajo minimo referente a la reackin

2

Uit _ f [—(Rpx)x: ] (— x1) jLZ [(RDy)xz 3Rpx|(—3) dx
9Rpe )y 2E1,,
Ls [—(5 — Rpx)x3 + 5Rpy — 3Rp,] (=3 + x3)

+ dx3 =0
0 El,,

Zz

Integrando la expresion anterior, sustituyendo limites y reduciendo términos obtene
expresion (2):

—60 Rpy, + 58,5 Rpy = —22,5 e vev v o (2)
Haciendo simultaneas las ecuaciones (1) y (2) obtenemos:

[116,67 —60] RDy] B [112,5]
—60 585l |Rp, ]~ 1-22,5

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior obtenemos las reakgionds,,, aplicando e
principio de equilibrio isostatico ec. 2.3.1 obtenemos las reacciones faRaptés, y My,:

{R4x =—3,72 [MN] R4, =—-1,62[MN] My, = 6,9 [MNm] Rp, = —1,28 [MN] Rp, = 1,62 [MN]}
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3.2. OBTENCION DE REACCIONES MEDIANTE EL METODO DE
RIGIDECES, PARA ARMADURAS HIPERESTATICAS

Dentro de las armaduras mas utilizadas en la industria de la construcciébn se encuentran las
hiperestaticas, puesto que normalmente se empotran los nodos mediante placas, ademas qu
cuando se construye una armadura el material que se utiliza es el acero, debido a que estas
trabajan principalmente con fuerzas normales a las barras y el acero resulta ser un material
altamente resistente para este tipo de reacciones.

El método mediante el cual vamos a resolver las armaduras hiperestaticas por practicidad es el
método de las rigideces, asi que iniciemos el presente tema aclarando perfectamente que significa
el término de rigidez.

Rigidez®®: Es la fuerza necesaria sobre un elemento estructural tal que al aplicarla se
presentard un desplazamiento unitario.

%8 Definicidn de la referencia 1 de la bibliografia
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Existe un método mas el cual no se abordo en la presente tesis, que sirve de igual forma para la
determinacion de reacciones y desplazamientos en una estructura, dicho método es un punto de
vista similar al del presente capitulo y se conoce como el método de las flexibilidades, para
observar la similitud con el tema que se va a presentar, definamos el termino de flexibilidad.

Flexibilidad 3 Es el desplazamiento causado por la aplicacién de una fuerza unitaria sobre una
estructura.

En forma general el método de las rigideces consiste en modelar con base en elementos barra,
como es el caso vigas, armaduras en el plano, armaduras de dimension tres, marcos planos,
reticulas y estructuras tridimensionales. Estableciendo mediante el equilibrio y la compatibilidad
de ecuaciones, la relacion que existe entre las cargas y los desplazamientos que éstas generan €
la estructura. Es por ello que este método es de los mas adecuados para su programacion.

La relacion que existe entre una accidn y su deformacion la determinaremos a partir de la Ley de
Hook que establecimos en la ecuacion ec. 3.1.4, la cual en desde otro punto de vista dice que la
carga{P;} es directamente proporcional a la deforma€ifyh, de marera matricial considerando

cada nodo la escribiremos de la siguiente manera:

{P}=[K;;[{d;} .. .. ... . €C.3.2.1

Consideremos la siguiente figura (Fig. 3.2.1), la cual es una barra que a causa de cargas provoca
deformacion sobre toda la estructura:

Barra

Inicio Término

Figura 3.2.1 Identificacién de los extremos de una barra

La nomenclatura que utilizaremos para armar la matriz de rigideces sera 1 para el inicio de la
barra y 2 para el término, considerando siempre la convencién de la flecha que se establece en un
principio, si deseamos determinar la rigidez en el nodo 1 visto desde el nhodo 1 quedara nombrada
comok; 1, si se desea determinar la rigidez en el nodo 1 visto desde el nodo 2 quedara definida
pork, ,, si se desea determinar la rigidez en el nodo 2 visto desde el nodo 1 quedara nombrada
pork,, y finalmente si se desea determinar la rigidez en el nodo 2 desde el nodo 2 quedara
definida pork, ,.

Como se definio anteriormente la rigidez es la fuerza requerida para producir un desplazamiento
unitario; sin embargo, la palabra desplazamiento en dicho concepto debera especificarse en
detalle mencionando su caracter (lineal o angular) y su localizaciéon. Como cada elemento tiene

%% Definicién de la referencia 1 de la bibliografia
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dos extremos, la palabra desplazamiento se interpreta como desplazamiento generalizado en los
extremos de un elemento. En el sistema coordenado de dimension tres, el vector que representa e
desplazamiento en un punto tiene seis componente, tres lineales y tres angulares como se indice
en la figura (Fig.3.2.2).

Figura 3.2.2 Componentes del vector desplazamiento

Al igual que el desplazamiento, el concepto de fuerza debe ser entendido de la forma mas general
posible, es decir tres componentes axiales y tres momentos flectores, tal como lo muestra la
siguiente figura (Fig. 3.2.3).

Figura 3.2.3 Componentes del vector fuerza

La representacion en forma matricial de los vectores generalizados de desplaZathiente
fuerza{P} en uno de los extremos de la barra, sera el de la expresion ec. 3.2.2:

dx) (P
dy By
dz _ Pz
{d} =« b, > {P} =< M, b . eC0.3.2.2
by M,
\¢p,/ \M,,J
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Al tomar en cuenta la definicibn generalizada del vector fuerza y desplazamiento, la rigidez
[Ki,j] sera la fuerza generalizada que produce la deformacién unitaria generalizada.

Para determinar las rigideces, se debe considerar la relacion existente entre los desplazamientos
fuerzas, esta relacion se determina a partir de la resistencia de materiales:

Relacion de la energia de deformacibmeferente a la reaccion nornié| que depende del
mo&dulo de elasticida# y el area de la seccion transveaéc. 3.2.3:

au N,

E = ﬂ v e e €0.3.2.3

Relacion del desplazamiento debido al momento fléé¢joy M,, que depende del modulo de
elasticidadE y la inercia de la seccion transversal correspondigrdé,, ec. 3.2.4:

d?v, M, d*wy, M,
dx? El, dx? ET, °

La relacion del desplazamiento debido a la fuerza de Kowé,, que dependen del factor de
formaf , el area de la seccion transver$al el modulo elastico transverdal ec. 3.2.5:

dv, _fi ¥ dw, _ [V,

dx AG dx _ AG e e e €C.3.2.5

Finalmente la relacion del desplazamiento debido al momento de tdfsi@ue depende del
ma&dulo elastico transvers@ly el momento polar de inerclaec. 3.2.6:

dp M,

—=——........0C.3.2.6
= A ec

Para calcular la rigidez debido a la accion unitaria en el extremo uno en diveccioa se
muestra en la siguiente figura (Fig. 3.2.4):

= s P
Pl: g S b
J = 3 >—>X
7 = =
Z E‘%
e =
e : X -

Figura 3.2.4 Barra con desplazamiento unitario en direccion x en el nodo 1
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Como se puede apreciar en la figura anterior tenemos que la carga Bxiapes lo que:

Ny = =Py ... (41)

du Py

dx  EA
Al resolver la ecuacion diferencial (42) por miembros separables e integrando ambos lados de la
ecuacion se tiene:

Si consideramos las condiciones de fronterax si0, U,—, = 1, de donde c=1; si =1L,
U,-; = 0; sustituyendo la constante de integracién obtenida en (43) se tiene:

0= ——2x+1....(44)

DespejandaP;, de la ecuacion (44) se obtiene la rigidez axial necesaria para causar un
desplazamiento igual a 1:

Por lo tanto la rigidez axial en el nodo 1 (45) y dos (46), que depende del médulo £ladéco
seccion transversdl y longitudL es, ec. 3.2.7:

EA EA
Py = A P, = A e e €C.3.2.7

De una manera similar se encuentran las rigideces de las deformaciones faltantes, las cuales nc
deduciremos debido a que no seran utilizadas para la solucién de armaduras, que es el objetivo
del presente tema; sin embargo, con las ecuaciones que se obtienen para un espacio de dimensio
tres se arma un arreglo matricial que sera el que se muestra a continuacion.
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La siguiente expresion (Fig. 3.2.5), es la matriz de rigideces, que utilizaremos para la
determinacion de estructuras hiperestaticas:

EA EA
Nix - 0 0 0 0 0 == 0 0 0 0 0 dix
12El, 6EI, | 12E1, 6EI,
Viy 0 - 0 0 0 - ==y 0 0 & = diy
12E1, 6EI | 12E1, 6EL
¥ R ¥ _ ¥ ! ¥ 0 .
Vi 0 73 0 7 o, o 0 s 0 = di:
G G
M1 0 0 0 T] 0 0 : 0 0 0 —T} 0 0 1e
6El, 4EI : 2El
M1y 0 e - -2 o I o 0 Gf_fﬂ 0 =0 b1y
6EI, 4EI, | 6EI, 2L || 4
ol I P .. B S .l S S T § (e
N2 = _i_A 0 0 0 0 o ET 0 0 0 0 0 d2
12E1
Vay 0 _12;‘;": 0 0 o _SEL| = 0 0 0o -SE:|| g
e 2
v 0 § ot & 2B l 0 . d
“ Fig 2 | JE e 22
& G
Max 0 0 0 —T” 0 o | o 0 0 T” 0 0 D2
6E1, _ i I, 4EI
M2y 0 0 —-— 25Ty 0 0 0 65,,’ il P2y
6El v L | i L 4EI
A 2EI 1 .
M2 0 = 0 0 0 L 0 _GEf- 0 0 0 — &2z
: 1l L L L | 2 L |L |

Figura 3.2.5 Matriz de rigideces

Debido a que es necesario pasar de un sistema de referencia local a uno global, para el caso d
barras inclinadas es necesario utilizar la rotacion de ejes, la cual se lograra mediante los cosenos
directores (47):

P’y = P,cos(ay) + P, cos(ay) + P, cos(a;,)
P’ = P,cos(B,) + P, cos(ﬁy) + P, cos(B,)
P’, = P cos(yy) + P, cos(yy) + P, cos(y,)
M’ = M, cos(ay) + M, cos(ay) + M, cos(a,)
M’y = M, cos(fy) + M, cos(ﬁy) + M, cos(B;)
M’, = My cos(yy) + M,, cos(yy) + M, cos(¥y) . .. 47)
Para simplificar la expresion anterior tomaremos la siguiente nomenclatura (48):

cos(a;) =¥; cos(B;) = m; cos(y;) = n; ... ... (48)
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Con las expresiones (47) y (48) podemos formar la matriz de rotacion para un espacio de
dimensioén tres, ec. 3.2.8

(P'xy ¢ ¢ 4. 0 0 071 /(FP)
P’y My My My () 0 ol|P
P’Z My ny Ny 0 0 PZ
<. 0 = 4 e €0.3.2.8
M, 0 0 0 4 ty LM,
M, 0 0 0 My my my||M,
w’,) o 0 o0 Ny Ny N1yl \M,J

En forma simplificada:

(P} = [TI{P} ... ... (49)

Al aplicar propiedades de matrices podemos escribir la ecuacion ec. 3.2.9:

{P} ={P}I[T]"............ec.3.2.9

Debido a que el trabajo es el mismo en cualquier sistema de referencia podemos escribir que:

{PY[T]H{d} = {P}{d} ......(50)

Al simplificar la carg& P} de la expresion (50) obtenemos la ecuacién ec. 3.2.10:

{d} = [T]{d} ... ... .. ec.3.2.10

A las ecuaciones ec. 3.2.9 y ec. 3.2.10, se les conoce ¢ngipio de contragradiencia’la
matriz de rigideces la podemos expresar mediante la ecuacion fuerza-desplazamiento ec. 3.2.11:

P kiy  ki2](dy
{Pz}_ o kz,z]{dz} ......... ec.3.2.11

Desarrollando el producto de matrices tenemos que:
{P1} = [k1,1]{d1} + [kl,z]{dz} ------ (51)

{P} = [k2,1]{d1} + [kz,z]{dz} ------ (52)

Al pre multiplicar las expresiones (51) y (52) por la matriz de rotd@ipy sustituyendo la
ecuacion ec. 3.2.10:

[T1P.} = [T1[ky,o[IT1Hds '} + [T1[k12][T1{d 2} ... ... (53)

[T1{P2} = [T1[ko1][T1{d1 } + [T][k22 | [TTHd 2} .. .. (54)
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De las expresiones (53) y (54) podemos concluir que la rig[ild@} es sometida a una
transformacion lineal a la cual llamarenj&§ ;| = [T1[k;;][T]¢, al sustituir esta expresion en
las ecuaciones anteriores obtenemos la ecuacion ec. 3.2.12:

(P} = [k J{d 3+ [K12){d 2} €. 3.2.12

{P.}= [k'2,1]{d'1} + [klz,z]{dlz}

Las ecuaciones ec. 3.2.12 representan la relacion fuerza-desplazamiento en un sistema global,
donde{P’;} representa las acciones en el sistema gl{)b’@}-,] es la rigidez para el sistema global
y {d’;} representa los desplazamientos en el sistema global.

Recordemos ahora la expresion en forma simplificada de la matriz de rotacion:
{P}=[TH{P}..... (55)
Al pre multiplicar la matrifT]* en ambos lados de la igualdad tenemos que:
[T]° P} = [T]1° [TI{P} ... ... (56)

Como la matriT]t al multiplicarla po{T] se obtiene la matriz identidad podemos concluir la
ecuacion ec. 3.2.13, la cual nos da la transformacién de un sistema global a uno local:

{P}=[TI*{P}........ec.3.2.13

Para el caso de armaduras en el plano solo se considerara la carga axial, por lo cual de la matriz
de rigidecegk] solo se considerara la siguiente ecuacion ec. 3.2.14:

EA EA
_| L L
[k] = EA EA |&oeeec 3.2.14
L L

De donde obtenemos las ecuaciones ec. 3.2.15:

EA EA EA EA
kl,l = T k1,2 = _T k2,1 = _T k2,2 = T ek s s ...eC.3.2.15

La rotacion para un espacio de dimensién dos sera:
P, =Pcos(a) ..... (57)

P’, = Psen(a) ...... (58)
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Para simplificar tomaremos la siguiente nomenclatura (59):

cos(a) =7 sen(a) =m ... (59)

Por lo tanto la matriz asociada a la rotadiBh sera la ecuacion ec. 3.2.16.

4
m

[T] = [ ] e neC.3.2.16

Por lo que la transformacion de la rigidez queda de la siguiente manera:

[k 11] = [T][kq1][T]* = [/:;] [% [ m].... (60)

Al simplificar la expresion (60) obtenemos la ecuacion ec. 3.2.17, de la ri[j&dlgz]
transformada a un sistema global:

EArp2 oy

[k 4] =Tl ) €€:32:17

Finalmente a partir de la ecuacion ec. 3.2.15 y la ecuacion ec. 3.2.17, se puede co
ecuacion ec. 3.2.18:

ncluir la

[k,1,2] = [klz']_] = _[kll,l] [kll'l] = [klz'z] T S o 3.2.18

Con base a la teoria vista en el presente capitulo podemos elaborar un ejemplo para la solucion de
armaduras hiperestaticas, sin no antes mencionar que con este método se pueden resolver otra

estructuras como vigas, marcos, reticulas, etc. Ya sean Isostaticas o hiperestéticas; sin

embargo

las vigas y marcos son mucho mas sencillo de resolver por el método visto en el tema 3.1 del

presente capitulo que es el de la energia y resulta que por ese método las armaduras se

hacen mt

laboriosas, mientras que por el presente método que es el de las rigideces resulta muy accesible |

solucién de armaduras.

Ejemplo 3.2.1 Determine las reacciones y fuerzas internas mediante el método de las rigi
la siguiente armadura hiperestatica, considerando las areas relativas:

v

10 [MN] ‘[ 5 [MN]
30°—.B b (154) C_<3p°
> P
o
() (ﬁ\\ (W@
)( 3 [m]
A b
a ﬂ ¢ r
=

o i -
apm (1,54) B

b
4 [m]

deces de
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Primero determinemos el sistema fuerza-desplazamiento mediante la ecuaciéon 3.2.1,
sistema global para los nodos libBey C, relacionando cada uno de los nodos:

{P,B} _ [k,Z,Za +k'11p + K 22c k126 ]{d'B}
P’c k' 1p k'zop + k'22a + K'2pplld,

Las componentes vectoriales de carga para los nBdo§ son:

Py} = { 10 cos(30) } _ {8,660 3} (P} = {5 COS(ZO)} _ {4,698 5}

—10 sen(30) -5 5sen(20)) (1,710 1

Los vectores de cargas y desplazamientos quedaran:

P'yp 8,660 3
P,B _ P,yB _ _5
{P,C}_ P = agops( MN] e
P’y 1,710 1
d’yp
dB} d,yB
= , mi ... ... 3
{dc oot (3
d’ye

Para hacer mas facil la determinacién de las rigideces, elaboremos una tabla con los datg
una de las barras de la armadura, como su londifusl area relativd, el cos(a) que e y el
sen(a) que esmn:

Bama| L £ m | € | m*] tm
a 3 0 1 0 1 0
b 4 1.5 1 0 1 0 0
c 5 2 -0.8 0.6 | 0.64 | 0.36 | -0.48
d 5 2 0.8 0.6 | 0.64 | 0.36 | 0.48
o 4 1.5 1 0 1 0 0
f 3 1 0 1 0 1 0

Si recordamos la ecuacion ec. 3.2.18 solo queda detefkipg), mediante la ecuacion ec.

3.2.17:

0 0

EA[O 0
0 0,333

LEE™ 3l 1

|-

[k’l,lb]=E(1fA) [(1) S]ZEA[O,?E;S 8]

0,256 —0,192

[k ]_E(ZA)[0,64 —0,48
Ll = —0,192 0,144

5 |—0,48 0,36]=EA

para un

s de cad:
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, _EQA)0,64 048] _ 0,256 0,192
k1,14 —T[o,48 0,36] = E4 [0,192 0,144
, E(1,54)11 0 0,375 0
[k 1,1e] = 4 [0 0] = EA[ 0 0]
) _EAr0 07 _ 0 0
=5l 1] =E4ly 0333

Sustituimos ahora la matriz de fuerzas (2), la de desplazamientos (3)y las rigideces dete

en la ecuacion fuerza-desplazamiento (1):
8,660 3 0631 —0,192 —-0,375 0 d’xp
=5 | _p,|-0192 0477 0 0 d’yp
4,6985( —-0,375 0 0,631 0,192 ) d'sc
1,7101 0 0 0,192 0,477] \d',¢

Si resolvemos el sistema, despejando la matriz de desplazamientos obtenemos que:

d’'yp 31,234 8
d’yp 1) 20890
S == [m]
d ¢ EA ) 28,3940
d'ye —7,8390

Por compatibilidad de desplazamientos se tiene que:
{d"103 =10} {d'2¢} = {d'5}
{d’1c} =1{0}

{d"1e} = {0}

{dllb} = {d,B} {dlzb} = {dlc}
{dlld} = {0} {dlzd} = {d,c}
{d}={0} {do}=1{d'd}

Sustituyendo en la ecuacion ec. 3.2.12, para cada una de las barras tenemos:
Barra a:

{d'5c} = {d'p}

{d"2¢} = {0}

{P'1a} = [kll,la]{o} + [k,1,2a]{d/3}

{—O,E(>)96 3} [MN]

{P'2q} = [k'2,1a]{0} + [kIZ,Za]{d,B}

’ 1 )
(P} =EA [8 —0,0333]ﬁ {321,02839408}

1

L 0
EA

{0,696 3} [MN]

(P'zq) = EA [8 0,3033] {31'234 8}

2,0890

rminadas
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Barra b:
{P'1p} = [k,1,1b]{d,3} + [k,1,2b]{dlc}
, 0,375 01 1 (31,2348 0375 011 (283940y (1,0653
{Plb}ZEA[ ]EA{2,0890}+EA[ ]EA{ 7,8390}_{ o} M)

{P"2p} = [k'2,1b]{d13} + [kIZ,Zb]{d,C}

{P,Zb}:EA[—oms 0]i{31,2348}+EA[0375 o] 1 {28.3940}_{—1,0653

2,089 0 olEA1=783905 =1 o } [mn]

Barra c:

{P'1c} = [k,1,1c]{0} + [kll,ZC]{d,B}

0,256 0,192 11 (31,2348) (—7,5950
Phck = EA[0192 —0,144]ﬁ{2,0890}_{5,6963} [MN]

{P'2c} = [klz,lc]{o} + [kIZ,ZC]{d,B}

. 0,256 —0,192] 1 31,2348y _( 7,5950
{Pac} = EA [—0,192 0,144]_{2,0890}_{—5,696 3} [MN]

En forma similar se obtiene para las demas barras:

Barra d:
, —5,763 8 5,763 8
Barra e:
{P'1e} = {P"2¢} = {0} [MN] (no trabaja)
Barra f:

, 0
(P} = {2 6127) [MN] tPor} = {—2,612 2} 1w
Comprobando el equilibrio:
Nodo B:
{P'g}={P 2} +{P 1} +{P5}
86603y _( O 1,065 3 7,595 0
{ -5 }= {0,696 3+ 0 b+ {—5,696 3} M)

P9 - (42 o
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Nodo C:
{Pcy={P o} +{P2a} +{P 2}

(15285 1) R ) o

4,6985) (4,698 5
{1,710 1} = {1,710 1} [MN]

Célculo de reacciones:
Nodo A:
{P'a} ={P1a} + {P'1a} + {P'1e}
Rax) _ 0 —5,7638) , (0) _ (—5,7638
{RAy} = {—0,696 3} + {—4,322 8} + {0} = {—5,019 1} [MN]
Nodo D:

{Pp} = {P'1c} +{P2e} + {P'1f}
)= (5001 ) et = (G5 o
Una vez calculadas las acciones en cada barra en el sistema global, es necesario tr
mediante la ecuacion de rotacion ec. 3.2.13 a un sistema local:
Barra a:
{P1a} = [T]{P"14} 0.6963
|

(Pl=1[0 1] {_0,609 . 3} = {—0,696 3} [MN]

{Paa} = [TI{P 24}

(Paa} =10 11{ gog 5} = (0,696 3} [MN] 0,696

Barra b:

(Puo} = [T1{P" 15}

Puy=11 01{"°0°3} = (1,065 3} [MN] 10653 b 10653

{Pap} = [TI{P 35}

{P2q} ={-1,065 3} [MN]

ansformal
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Barra c:
typ- 9,493 8
{Prc} = [TI{P"1c} "

_ —7,5950) _ ¢
{Pic}=1[-08 0,6]{ 5,696 3 }— {9,493 8} [MN] \
{Poc} = [T]H{P 3¢} 9,493 8
{P2c} = {9,493 8} [MN]

Barra d:
, 7,2047
{Pra} = [T1*{P"1a} 2

_ —5,7638) _ d
{P1a} =108 0,6] {_ 4322 8} = {~7,204 7} [MN] /
{P2q} = [T1*{P"2q} 7,2047
{P2q} = {7,204 7} [MN]

Barra e:

’ ’ ral
{Pre} = [TI{P"1c} = {P2e} = [TI*{P2.} = {0} [MN] 2
Barra f: 2,6127
{Pir} = [T1H{P"1s}

_ 0 y_ f

(P=10 11{, 415, = 26127} [MN]
{Pas} = [T1{P "2y}
{Pyr} = {-2,612 7} [MN] Ca
Para la representacion en forma esquematica de los resultados para toda la armadura, se cons
reacciones en sentido opuesto a las obtenidas, seria:
1,065 3 i
2\
[No4938
0,696 3 >< 2,6127
| 72007 ¢ ..
5,764 ,,,4,,\.,,,] ' ‘“\ 7,595
5,019 |
8,309
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CAPITULO IV APLICACION DEL ANALISIS DE UNA ESTRUCTURA MEDIANTE EL PAQUETE
DE COMPUTOSAP2000

Con la llegada de las computadoras, algunas labores que se hacian manualmente en forma
rutinaria y para los cuales se empleaba mucho tiempo; fueron sustituidas por el uso de los

software que permitian hacer la misma labor con una exactitud asombrosa y lo mas importante en
un tiempo sumamente corto; por lo cual algunos métodos que eran exactos pero muy largos y que
tenian la peculiaridad de poder ser programados como el método de las rigideces y el método del
elemento finito fueron de gran interés para el desarrollo tecnolégico, es por ello que los paquetes

de computo mas socorridos en el campo de la ingenieria estructural como el programa SAP 2000
o el ETABS utilizan estos métodos para arrojar resultados en unos cuantos segundos.

En el presente y ultimo capitulo nos enfocaremos al analisis de una estructura en dimension tres
utilizando el software SAP 2000, en donde describiremos paso a paso como introducir los datos
de entrada al programa, también como analizar la estructura para finalmente mostrar los
resultados de los elementos mecanicos y los desplazamientos que ocurren en la estructura; no s
tomara en cuenta para el ejemplo el reglamento correspondiente a las normas técnicas
complementarias, ni los efectos de sismo o viento, puesto que solo se desarrollo en la tesis el
analisis por cargas vivas y muertas.

Se elaborara entonces el siguiente ejemplo, que permitira analizar una estructura en dimension
tres haciendo uso del programa SAP 2000:

Ejemplo 4.1 Utilizando la estructura del ejemplo 2.2.2 del capitulo Il y tomando en cuenta el
analisis de cargas vivas y muertas elaborado, obtener los diagramas de elementos mecanicos y lo:
desplazamientos en cada nodo, haciendo uso del software SAP 2000. (Las dimensiones son en
metros)
PLANTA
2l ale L
I [ ) [
-G [ { ] { 145
uy
{a]
g L] L {118
A o A
| il
— = . D I '! 1
J L=
[ L L1l
03 5 03 5 02
B =———
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Considere un ancho de losa@#&2 [m].

Corte AA’
I.-"'L\
e ILhC=ahke— %
—o— =
03 | 5 03
Ll
Corte BB’
1 L i
Q) 2) &)
] | I 2
ey

;;F b o IES] f_j ;

En el ejemplo 2.2.2 se realiz6 el andlisis de cargas vivas, muertas y accidentales por medio del

trazo de areas tributarias arrojando los siguientes resultados:

Para las vigas 1, 2, 3y 4, cuyo largo es de 2,6 m se tiene que:
kN
hy{=9,2628 [—]
m

Ademas de esta carga tenemos que agregar la accion producida por el peso propio d
como uniformemente repartida teniendo:

kN
h, =0,9418 [—]
m

Por el principio de superposicion se tiene la siguiente distribucion de acciones:

185
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Para la distribucién en dimension dos de las vigas 5 y 6, cuyo largo es de 2,6 m se tiepe:
kN
h, = 18,5257 [—]

m

Ademas de esta carga tenemos que agregar la accion producida por el peso propio de la viga
como uniformemente repartida teniendo:

kN
h, =0,9418 [—]
m

Por el principio de superposicion se tiene la siguiente distribucion de acciones:

QM2 ¢

B

—
1

Para la distribucién en dimension dos de las vigas 7, 8, 9 y 10, cuyo largo es de 5,1 m se
tiene:

kN
h, = 10,352 6 [—]
m

Ademas de esta carga tenemos que agregar la accion producida por el peso propio de la viga
como uniformemente repartida teniendo:

kN
h, =0,9418 [—]
m

Por el principio de superposicion se tiene la siguiente distribucion de acciones:
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L e |

10,199

—

L) |

|l194‘.’

Para la distribucién en dimension dos de las vigas 11y 12, cuyo largo es de 5,1 m se tiene:
kN
hy = 20,7052 [—]

m

Ademas de esta carga tenemos que agregar la accion producida por el peso propio de la viga
como uniformemente repartida teniendo:

kN
h, = 0,9418 [—]
m

Por el principio de superposicion se tiene la siguiente distribucion de acciones:

\\

20706

—
—
-
—
—
[{;9@
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Areas tributarias para los niveles NO, N1y N2:

A 4 5
@) @)
T T T
~ 7 8
GO 3 [7] ] [8] e
A9 A10
ol a As B ae a2 [ o
A13 Al5
- [ pc vl gy
Al4 [ A16 [4| |-
B8] a2 A7 AS A4 ©
All A12
~ ! 9 ! 10 1
(| Il 11
03 5 0,3 5 0,2

Se inicia con la captura de datos en el programa SAP 2000, para lo cual el primer paso sera
ejecutar el software y una vez abierto se seleccionaran en la parte inferior dergcha las
unidades que se desean utilizar que para nuestro caso sdfdihydes[m], tal y como se
muestra en la siguiente figura:

N. mm, C -
Tonf, mm, C
Tonf,m,C
KN, cm, C
Kaf, em,C
N,cm,C
Tonf,cm,C ™

N.mC |

Una vez establecidas las unidades, en la barra de menus, en el menu File, se selecgiona New
Model, con lo cual se agrega una rejilla (Grid Only), para con ello poder dibujar facilmente la
estructura:

m
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DE COMPUTOSAP2000

% New Model ]

MNew Mode! Intialization Project Information

@ [Iniialize Model from Defauls with Unitd [k m,C  + Modity/Show Info

Irehiakze Model from an Existing File

Beam 2D Tiusses 3D Trusses 2D Frames

30 Frames Wall Flat Slab

Staircases Storage

Structures

Underground ~ Solid Models  Cable Bridges Calrtans-BAG  Quick Bridge Pipes and
Concrete Plates

Al seleccionar la opcion (Grid Only), se abrir4 una tabla en la cual indicaremos de
lineas y de que longitud estard compuesta nuestra rejilla, para poder llenar de forma|correcta
la tabla, se considerard el &jgaralelo al cortéd A", consideraremos el efeparalelo al corte
BB’y finalmente el ej&, sera considerado respecto a la altura del edificio; En el espacio
correspondiente al numero de lineas (Number of Grid Lines), en dirécgondremos 3
para dibujar tres lineas, en direccloseran 3 y finalmente ehseran 3; El espaciado en
las lineas sera el correspondiente a los cortes, en direcga@mdremoss,3 que es la
distancia entre Centroides de las barras, en dire¥cg@anpondra,3 y finalmente erf de
2,9. Finalmente la en el espacio (First Grid Line Location) pondremos la localizacion de la
primera linea en las coordenad@so, 0), es deci0 para todos los ejes:

Quick Grid Lines

Cartesian | Cylinckical |
Coordinate System Name
[GLOBAL

HNumbes of Grid Lines

# dwection ’37
¥ dwection |-3 ;

Z direction ,37
Gnd Spacing

X direction "337
Y direchon ,337
Z dection |2‘37

Fist Grid Line Location

X dwection 0
' direction 0
Z direction 0
o ] Cancel |

cuantas

re
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Una vez terminada la captura se presiona el botén ok, con lo cual el programa arrojara la
rejilla correspondiente a nuestro modelo:

¥ Fle Edt View Define Pridge Dpaw Stlect Assign Anshze Disgy Design  Options Tooks Help -8 x
D@ BE o 7 & D2 2228 H gy epeowlag ¢4 0B %, nlitd-w g L~ G-

&
%

B4  BEDJ [/

sB=+X =B . %%

Se inicia el trazo de la estructura, para lo cual primero se colocaran los nodos en cada

interseccion de barras en la estructura, para lo cual nos apoyaremos en las vistas, en la barra
de herramientas de la parte superior se muestran las opciones de vista, para 3-d, y para cade
uno de los planos que dibujan los ejgsxz, yz y nv; daremos clic en el planz y con la
barra de herramientas de lado izquierdo se seleccionara el nodo que es el punto y s¢ marcaré
dando clic sobre cada interseccion:

# ple ot Vew Define Beidge Dpew Select Aseign  Amshze Diglyy Design  Options Teck Help -A%

D WY o ¢ &§ + 2 PRPBHPHL M dywepmCg ¢8 %GB %, Nistd ™ o T~ E-

¥/ / Flea

God Pt

s8E04

% R

355
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Con las flechas que se encuentra a lado derecho de las vistas se ird cambiando en planos
paralelos para poder cubrir todos los nodos, al terminar se trazan las barras con mediante el
icono que se encuentra en la barra de herramientas debajo del nodo, procurando cuprir todas
las barras necesarias, para lo cual al terminar todas las barras enia s#stzasa a la vista
yz, de tal forma que se apegue a la estructura propuesta:

¥ Fle Edt View Define [ridge Draw Select Awign Apahze Disgley Design Options Tools Help -8 x
Do i o / § D PPAPL Ml Herewls 8 %P %, niztd-w o I- Q-

Gaxd Point

5% . BE0Q @x/|F « AT

sB=tXxsH . .55%"
.

Para asegurarnos que quedd cubierta la estructura, se pasa a la vista 3-d, con lo cual se deb:
apreciar la siguiente figura:

B Fle [t Y Define frdge Dow Select Aumign Anshoe Digly Design Options Tooh Help -ax
De B o § + D 2O SEAL M My epwli ¢4 %08 %, nirtd-m o I- Q- o

I
%

b B0 @xsF -

sEr Xl #S
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El siguiente paso sera el de definir los materiales de los cuales estan hechos los e
estructurales, para los cuales se utilizara el concreto armado; iniciaremos por acceq
barra de menus a la opcion de definir (Define) y se da clic en la primera opcién que
materiales (Materials), con lo cual se abrira la ventana siguiente:

Define Materials
Chick to:
Add New Material Quick..
Add New Material .
Add Copy of Material
Modify/Show Maternal
Delete Matesial

Materials

AR5

i

[~ Show Advanced Properties

118
Cancel

En esta ventana se da clic en la opcion de agregar un nuevo material (Add New Mateg
el cual se abrird una nueva ventana en donde se asignaran las propiedades del 1
utilizar que para nuestro caso sera concreto armado.

En el primer recuadro se nombrara (Concreto Armado), en la segunda se selecci
material (Concrete), en el peso especifico (Weight per Unit Volume) tendra el val

determinamos para el concreto armado en el ejemplo 2.2.2 es decir 28544 [%] el

modulo elastico y la resistencia Gltima a compregigrsera tomado del anexo Ill, para
concreto de resistencia baja que e€ de2,5(10°) [pal y ' = 2,8(107) [pa], finalmente

el coeficiente de expansiéon térmica y el médulo de Poisson les daremos @@ gee no

se consideraran. _
Matenal Property Data

General Data

Matesial Name and Display Color [Concetoamadd M
Matesial Type é‘C"cﬂ:rete tv]
Matesial Notes Modiy/Show Notes... |
Weaght and Mass Units
Weight per Urit Vohme [23544 e
R
Izotropic Propesty Data
Modubus of Elasiicty, € 25000000000
Poisson's Ratio, U ,07
Coefhicient of Thesmal Expansion, A (O
Shear Moduus, G (=T
(Other Properties for Concrete Materials
Specified Concrete Compressive Strength, 'c W
[~ Lightweight Concrete

[ r Chranath B aduct ,7

I Switch To Advanced Property Display

o ] Cancel

CAPITULO IV APLICACION DEL ANALISIS DE UNA ESTRUCTURA MEDIANTE EL PAQUETE
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El siguiente paso que haremos consistird en definir las secciones que ocuparemos| para las
vigas y las columnas de la estructura, en la barra de menus entramos a la opcién de definir
(Define), en donde seleccionamos las propiedades de la seccion (Section Properties), se da
clic en formar la seccion (Frame Sections) y finalmente seleccionamos agregar nueva
propiedad (Add New Property); iniciaremos con las vigas, las cuales tienen una seccion
rectangular, la cual seleccionaremos en la pestafia de concreto:

Add Frame Section Property

Select Property Type

Fuame Secton Paoperty Type Concrete

Cick to Aukd a Concrete Secton

B e O| O

Rectanguls Cacuds | Tube

Precast U

Concel |

Al dar clic en la seccion rectangular se abre una nueva ventana, en la cual pondremos como
nombre de la seccion (Section Name) Viga, el ancho (Width) sdra @ia] por0,4 [m] de
alto (Depth) y finalmente seleccionamos como material el Concreto armado al cpncluir
damos clic en ok:

Rectangular Section

Section Name [V;ga
Section Notes Modify/Show Notes |
Froperties Propety Modifiers Matenal
Section Properties... | SetModbiers.. | | |+ |[Concretoamado v
Dimengions
Depth (13 04 £

TR LR

Width (12) lo.2

DisplayColr |

Concrete Renforcement . |

(o Cancel

Ahora definiremos las columnas, con las mismas propiedades del concreto armado pero con
dimensiones d8,3 [m] por0,3 [m], el nombre de la seccion sera Columna:
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f Rectangular Section

Section Name |Cotumna
Section Motes Modiy/Show Notes. |
Propeites Property Modifiers Material
Sechon Propetties.. | SetModdiers.. | | | +|[Concretoamado =]
Dimensions
Depth (13] fo3 [
Width [12) 03 B -
i -
Fn]
Display Color ,_
Concrete Reinforcement. |

Frame Properties.

Properties
Find this propesty:

Import Mew Propery..

[Viga

Aremos lo mismo para las columnas:
Frame Properties

vistas en el plangz y yz:

Add Mew Property._.

Add Copy of Fioperty.

Modify/Shav Property.

_ Concel |

Chck o
Import New Property..
Add New Property.
Add Copy of Propety,
ModbyShomPropery..__|

S T

_Concel |

Al concluir se debe presentar la siguiente figura; repitiendo este ejercicio para cada ur
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Ahora asignaremos las secciones a las barras correspondientes, primero seleccionamos todas
las barras vigas en la vistay en la opcion Asignar (Assign) de la barra de me
seleccionamos la opcion (Frame) y luego damos clic en (Frame sections); se abrird la
siguiente ventana en la cual seleccionaremos la opcién de viga:

nus

a de las
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Una vez concluido el ejercicio en la vista 3-d, debemos verificar que todas las secciones
fueron asignadas correctamente:

Iniciemos con la asignacion de las cargas, recordando que como ya se les dio propiedades a
las barras el programa calculara su peso propio, asi que en las cargas variablemente frepartidas
obtenidas en el ejercicio 2.2.2 no se tomara en cuenta los valores obtenidos h2.

Para asignar las cargas iremos a la wgtaseleccionaremos las vigas a las cuales se les
asignara la carga; en la barra de menus seleccionamos la opcién (Assign) y en (Frame Loads)
damos clic en (Distributed) para generar una carga distribuida.

Iniciaremos con el eje 1, que corresponde a las vigas 9 y 10, con distribucion trapezoidal con
valor h; =10352,6 [%] en la ventana como nos pide valores al 0, 25, 75 y 100 %, por lo que
pondremos los valores de carga (Load) de 0, 10 352, 10 352 y O:
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Frame Distributed Loads

Load Pattern Name Units
_+|[oEAD ~| [NomC -
Load Type and Direction Options
@ Forces © Moments " Add to Existing Loads

Coord Sys |GLOBAL V| * Replace Existing Loads
Direction | Grawvity 'l " Delete Existing Loads

Trapezoidal Loads

e i 2 a 4
Distance |0, [0.5 [0.75 i
Load |0 [10352 [10352 o

@ Relative Distance from Endd " Absolute Distance from End
Uniform Load

Load 0

Al presionar ok, se debe observar en pantalla la siguiente distribucion, con los palores
asignados:

Al concluir el ejercicio para cada uno de los planos con sus correspondientes| cargas
trapezoidales, se pasa al plazg en donde se presentan cargas triangulares y para el primer

. - , N
caso que son las vigas 1 y 2, se utlizar4 la chfga9262,8 [;] de tal forma que

indicaremos en (Distance) que la distribucion se haga en 0, 50, 100 y 100 %, con los valores ¢n (Load)
de 0,9262,0y 0. |FameitibitedLosds '

Load Pattern Name Units
_+|[oEsD - [WmC -
Load Type and Direction Ophons
* Forces ( Moments " Add to Existing Loads

Coord Sys |GLOBAL i & Replace Existing Loads
Direction | Gravity "I (™ Delete Ewisting Loads

Trapezoidal Loads

1 2 3 4
Distance [0 [0s i h
Losd [0 [sz63 o o

@ Relstive Distance from Endd (" Absobute Distance from Endd
Uniform Load

lesd [0 [ OK ]| Cancel
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DE COMPUTOSAP2000

Al presionar ok, se debe presentar el siguiente diagrama; al concluir se debe repetir el
ejercicio para cada uno de los planos paralelos con su carga correspondiente:

Para verificar que todas las cargas fueron asignadas correctamente, pasaremos a la|vista 3-d
en donde se debe presentar la siguiente configuracion de cargas:

Finalmente colocaremos los apoyos en cada uno de los nodos de la base, por Ip que se
seleccionan todos y en la barra de menus se selecciona (Assign), luego en (Joint) se da clic en
la opcion (Restrains), en donde se selecciona el apoyo empotrado:
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DE COMPUTOSAP2000

Joint Restraints

¥ Translation 1
W Tianslation 2
[V Translation 3

Restraints in Joint Local Directions

[V Rotation about 1
¥ Rotation about 2
[V Rotation about 3

Fast Restraints

v | e 5| ®
ok ]

Cancel

de la base de la estructura:

Una vez establecidas todas las propiedades de los materiales, las secciones y las
momento de analizar la estructura, para lo cual en la barra de menus elegimos la o
(Analyze) y damos clic en la opcion de (Run Analysis) en donde aparecera una venta
cual simplemente se selecciona la opcion de (Run Now)

Set Load Cases to Run

Chek tor

L finmoRatRince |
[ Showcwe |
[ Delete Resubslor Case |

Run/Do Net Run Al
Delete Al Resuls

Show Load Case Tree...

Caze Hame

DEAD
MODAL

Type
Linear Static
Modal

Status

Not Flun
Not Run

Acton

Run
Run

Analysis Morstor Dpbions
 Adways Show

" Never Show

@ ShowAtter [4  seconds

™ ModelAlve
Ir “Run Now 1
oK

Cancel

Al dar clic en ok, se debe observar la que ya se asignaron cada uno de los apoyos en

los nodos

cargas e
pcion de
na, en la
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DE COMPUTOSAP2000

Una vez corrido el analisis el programa muestra la estructura deformada y acercar €
sobre cada nodo nos muestra las deformaciones correspondientes a cada uno de lo
sus reaccione$;, U, y U; corresponden a las deformaciones referentes a loX ,&fegZ

respectivamente, en los siguientes esquemas mostraremos cada uno de estos valorg
diferentes planos:

Deformaciones en la estructura completa en métnds

Deformaciones en plan¥Z, para eje 1 efmn]:

Pt Obi 10 PtOb 11 PtObg 12

Pt Elm: 10 PtElm 11 PtElm 12

U1 = 00002718 U1 = 538E17 U1 = -00002718
U2 = - 00001285 U2 = - 00002033 U2 = - 00001285
U3=-000 U3 =-0003 U3 =-0001
R1=-00015 R1 = -00026 R1=-00015
R2= 00058 R2= 1.18%E17 R2 = -.00058

R3 = - 000004263 R3=-2074E18 R3= 000004269

PtObg 13

PtElm: 13 gglt:l]g PtElm: 16

U1 =-00001683 U1l = 2066E-17 U1 = 00001683
U2 =-000008179 U2 = - 00001204 U2 = - 000008173
U3 =-.00009787 U3 =-0002 U3 = -.00009787
R1 =-00008 R1=-00015 R1 = - 00008

R2 = 00032 R2= 117317 R2 =-00032

R3= 0000006419 R3=-278319 R3 = - 0000006419

Pt OB 19
PtElm: 19
Ul=0
jU2=0
03=0
lR1=10
R2= 0

| mouse
S nodos )

s para lo
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Deformaciones en plantZ, para eje 2 efmn]:

) Pt Obj 22
Pt Obj: 21 Pt Eln 22
FtEln 21 U1 = - 00004565
U= 7634617 U2 = 00001739
U2=- U3 =-0003
U3 =-0006 R1 = 00000455
R1= 00001 R2=-
R2= 251E17 R3 = - 0000004975
R3= BETEE13

R3= 2353£19

Pt Ebne 27 :
=0 Ma=0
uz=0 =0
U3= 0 U3=0
Rl=0 Rl=0
R2=0 R2=10
R3=0 R3=10

Pt Obj; PtOby 4 Ptob; 9
PtElm 3 FtElm: 4

R3= 286E18

R3= 5581E19

| U2=0 uz=10 u2=0
U3i=0 us=0 Ul=0
TRi=0 25'3 Rl=0
R2=0 - R2=0
R3=0 R3= 0 R3=0
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Deformaciones en planéZ, para el eje A efin]:
Pt Obg: 10 Pt Obj 20 :gﬂg
Pt Elm: 10 Pt Eln: 20 e
U1 = 00002718 U1 = 00004565 312- .cmn?%
5 o Gl o
A1 =~00015 RI - 00000455 Bl = poas
fwm A3= 0000004575 3= m‘
Pt b 13 Pt Obj; 25 PLOb; 2
Pt Elm: 13 Pt Eles 35 PElm 2
U1 = -.00001683 U1 =-.00002767 U1 --00001213,
U2 =-.000008179 U2 = - 000005376 U2 = - 0000025
U3 = -, 00003787 U3 = - 0002 313- - 00007812
o 0 S
R3 = 0000006413 83 - . 000000427 R3 = 000001591 |
Pt Ob; 19 Pt Dby 26 PtObg 1
PtElm 19 PLEkm: 26 Pt Elm: 1
03e 0 o= Ul=0
- Uz= u2=0
sU3=0 Uus=10 Us=10
Rl=10 Ri=10 Ri=0
R2=10 R2=0 R2=10
-0 R3=0 R3=0
Deformaciones en plariZ, para el eje B efm]|:
i PtObg 4
ggm!l!l PtObg 21 Pt Elm: 4
U1 = 5382617 PLElm: 21 U1 = 5.276E17
U2 = -.00002033 Ul = 769417 12 = - 00003612
U3 =-.0003 Bg = -.&92323 23 - ._%?
-- = 1= |
2}- ﬁ&zﬂ? 2} = gg‘llgw 2= 9486E-18
- 207E- = 251E- R3= 286E-18
fﬂ R3= 6.676E-19
: PtObg 5
RE,;",{:@ PLOb: 24 PLEIm 5
U1 = 2.086E-17 PUEkm: 24 U1 = 1.858E17
U2 = 00001204 Ul= 21E17 U2 = - 000002286
U3 =-0002 U2 - 000007158 U3=-0002
f - = | 'I
2;:'-,"?2;2_1, R1= 000006287 R2= 971618
R3=-2778E-13 R2= 2227E17 R3= 5581E-19
: R3= 2353%13
Pt Ob; 18 Pt Ob; 27 PLOb} 6
PtElm: 18 Pt Elmc 27 PtElm: 6
Ui=0 Ui=0 Ul=0
uz=0 uz=10 Uz=10
U3=0 U3=0 U3=0
Rl=0 Ri=0 R1=0
R2=0 R2=0 R2=0
R3=0 R3=0 R3=0
3 #
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Deformaciones en plan&Z, para el eje C efin]:

Pt Obj 12 POk 22 PrOb; 9
Pt Elm: 12 nsg- 2 Pt Elm: 9
U1 =-00002718 U1 = - 00004565 U1 =-00001953
U2 = - 00001285 U2 =-00001739 U2 =- 00002193
U3 = -0001 U3 =-0003 U3=-0001
R1=-00015 B1 = 00000455 R1= 00016
R2 =-00058 R2 =-.00096 R2 = - 00042
R3= 000004269 R3 = - 0000004975 R3 = - 000003628
Pt Obj 16 PLOb 23 Pt Ob 8
PLEln: 16 Pt Ele 23 PLEkn 8
U1 = 00001683 U1 = 00002767 U1 = 00001219
U2 = - 000008173 U2 = - 000005376 U2 = -000002572
U3 = - 00009787 U3 =-0002 3‘3 00007812
A1 A1 = 000003129 00003
A2 =-00032 R2=- 00056 A2 =-00023
A3 = - 0000006419 R3= 000000427 R3= 000001591 |

-
Pt Obi 17 FtObg 26 Pt Obi 7
Pt Elrc 17 Pt Elm 28 PtElm 7
m=0 Ul=0 Ui=0
uz=10 uz=0 Uz=0
U3i=0 U3=0 U3=0
Ri=0 Ri=0 Al=10
RZ2=0 R2=0 R2=0
R3=0 R3= 0 A3=10

4
v
Para obtener las reacciones en los apoyos damos clic en e===0n de la barra de tareas

superior y seleccionamos la opcién (Joints), y luego en la ventana que aparece se presiona el
botdn de ok, con lo cual obtenemos las siguientes reacciones:

Reacciones en estructura completa, vista 3-d en NeWtdns
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Reacciones en el plaikZ, para eje 1 efiv]:

Reacciones en el plaiX¥, para eje 2 efiV]:

o
e
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DE COMPUTOSAP2000

Reacciones en el plaikZ, para eje 3 efiv]:

Reacciones en plari¥Z, para el eje A efiv]:

204



CAPITULO IV APLICACION DEL ANALISIS DE UNA ESTRUCTURA MEDIANTE EL PAQUETE
DE COMPUTOSAP2000

Reacciones en plari, para el eje B efiV]:

Reacciones en plar, para el eje C efiV]:
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DE COMPUTOSAP2000

-

Finalmente los diagramas de elementos mecanicos los se obtiene en le==-=ion de la
barra de tareas, en donde seleccionamos la opcién (Frames/Cables), en donde apgrece un:
ventana en la cual seleccionamos el diagrama de fuerza interna axial (Axial Force).

Member Force Diagram for Frames

Case/Combo

Case/Combo Name JDEAD ¥ I

o

-
¢ [ =
Component
+ Awial Force " Torsion
" Shear 22 " Moment 2-2
 Shear 3-3 " Moment 3-3
Scaling
= Auto
" Scale Factor
Options
C Fil Diagram
* Show Values on Diagram Cancel I

Diagrama de fuerza axial estructura completa, vista 3-d:
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Diagrama de fuerza axial en el plaXip, para eje 1 efiV]:

3 %
-
_-sepsal7y -3887).82
-79pB5; 58 -158532.4 -75pas] 58

—r— <1 1 I 3
|

Diagrama de fuerza axial en el plaXis, para eje 2 efiV]:

£ &

b e

o o

S N
-70895. 98 - 147348.5 -7089%. B8
-14p823.3 fao126)2 - 14p82p. 3

Diagrama de fuerza axial en el plaXio, para eje 3 efiv]:

- =
2
- 62856, 8 -31d8.81
63681, 34 - 22837 43 -63681] 34
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Diagrama de fuerza axial en el plans, para eje A efN]:

~0 =
- —_

7
-275p.

Diagrama de fuerza axial en el plano, pafa eje B epV]:

-478p.47
-478l . 87

Diagrama de fuerza axial en el plang, para eje C efiV]:

=

]

-275]1.4
=275
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DE COMPUTOSAP2000

No se presentan diagramas de fuerza normal en direXEi@m ningun nivel:

L3

Para determinar ahora los diagramas correspondientes a la fuerza cortante, presionamos el

-

. i . L .
mismo botor<=-< y en la tabla seleccionaremos la opcion (Shear 2-2), que hace referencia a
la fuerza cortante en direCCION Zerse: roxe viagrom orframes

Case/Combo

Cate/Combo Name  [DEAD =
c

Component

" Audal Farce " Tossion

@ [Ghea 22 © Mot 2.2

" Shea 33 " Momert 3-3
Scalng

& Aulo

" Scale Factor

DOpticns

" Fil Diagram [ox ]

% Show Vahees on Disgram Cancel ]

Diagrama de fuerza cortante referente al eje Z de toda la estrucfirh en
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DE COMPUTOSAP2000

Diagrama de fuerza cortante referente al eje Z en el glanpara eje 1 efiv]:

=g

-28508.24@:00 . 4

¥ 1T =] P
sz ST
%} ~f
-J94d3.27 s -394).27

(=F14K ]

-2

Diagrama de fuerza cortante referente al eje Z en el glanpara eje 2 efiv]:

\

]
“~J
£,

o
b

o
O

\

]
4
/ \
—4é‘|42_f.— 212,52 -4889ME8P3.40 -
142

-6843.89

(AT L0
5094758847 . 14

’ et AT
. v <
Iz 111
-7328(79 2 L 732879
Iz )1
- 27514 gu——'/ -2794. 44

E
17244

A

pu

-
- [7284]
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Diagrama de fuerza cortante referente al eje Z en el glanpara eje A efiN]:

5 . =

A 1 P = 1 =

:?..: et el ——-‘"['-

o =

. i

= =

o e

g T 1~ 8 [ 1~

] &~

= =

] _|

a0 Hj T [ .-'._

[ - =~ i g
- fee - = »

o5 J ‘L"/l & ’_]» _L--"'l =y

el R

1@
1@

Diagrama de fuerza cortante referente al eje Z en el planpara eje B efiV]:

-17184.54
-
—
N
19629.5

qp948. 7%

-17834.77
\
\.-_
\w—-

- | 8876,

% >
) ]
-] M =1

Diagrama de fuerza cortante referente al eje Z en el plénpara eje C efiv]:

- > - L,' »
> BRE = .
a;#Lf = J,l’
g 3
= s"J‘_
(=3 —
T = -
= ‘ J— & o J/I_/}
™ [
- =l
2 |
e = — 3
i Pk = 1 | *
- l - -~
—" " %L-—' -
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DE COMPUTOSAP2000

No se presentan diagramas de fuerza cortante referente al eje Z en dk¥&ceromingun

plano:

L

Se puede determinar de igual forma los diagramas de cortante reterenté @rmreja opcion
(Shear 3-3), la torsion que se crea en direccion deX egon la opcion (Torsion) y e
momento alrededor del efeen la opcién (Moment 2-2); sin embargo, solo es de nu
interés, a parte de los diagramas determinados anteriormente, el diagrama de 1

generado en direccion del eje Z; para determinarlo presionamos e~==jn y en
gue aparece seleccionamos la opcion (Moment 3-3):

Member Force Diagram for Frames

Cae/Combo
Case/Combo Mame  [DEAD =]

-~

-3
Comganert |
™ Rossd Force T Torson

" Shea 22 T Moment 2:2

™ Shew 33 & Momenl 33

Scalng

" Auo

™ Scale Facto

Dptions

" Fil Diagram LJ
% Shew Valuet on Disgram Concel

D

estro
nomento

la tabla

212
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Diagrama de momento flector alrededor del eje Z, en el pidnpara el eje 1 efNm]:

N |r [ ! Ad3sn. 24
S L~ : /
/
j/
ca3PANG /ﬁ% ]\r mﬁénfsj
/
\ 2N ii’?

Diagrama de momento flector alrededor del eje Z, en el gidnpara el eje 2 efivm]:

a0,
ar: (2742497
3 ‘ /
/
\ =l /
\ e /
zap 3x)se | | S [ b ,-21?{2=35 <0
2 g'l
|II|
b SN 3
U {4 ‘[ A
-664%. 9 /] £ £ cl:g} 9

¥ { | g T\"rn ’ 2 _ A ’5‘1; 15
: /
/
Loy 34 2N 94%;-;%.53
- IH
S 8 » 5 |
e Pl €
AN AR Ay
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Diagrama de momento flector alrededor del eje Z, en el pldnpara el eje A efNm]:

ZN
& i
)y { [ ¥ - £14380, 24
[ = | - ! //
Y
\ %\
\E\ ./""..'-‘j' \T\ ” i
sk d l“‘? b 13 -7[;33
% S\ ?y/
B 5 3 /[%_ N5 2 /ﬁ%sa

Diagrama de momento flector alrededor del eje Z, en el pldnpara el eje B epvm]:

g’l
", /l’é ﬁ\ A
P A3l N 3 _1Z724.97
\ eN j
A o] /A
1322 ?.Bipas_ S A8 N o om0
- f:a/
N <N <
6. Az N Ak

g

L1445

[ b8 = (£1]754. 15

-19763:26

-2'6;5‘?_@[?“‘-, B i i [, 5 ' .f"‘g&% 7

6097
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No se presenta diagrama de momento flector respecto 4legjeninguno de los niveles
paralelos al plan&’Y:
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CONCLUSIONES

CONCLUSIONES

> El contenido de la presente tesis es sin duda un material que apoyara a los actuales y
futuros ingenieros en el area del andlisis estructural; no fue sencillo expresar cada idea de
una manera clara; sin embargo, se cumple con el objetivo de presentar un desarrollo
tedrico y practico que les ayudara en el ejercicio profesional.

» Al hacer uso de conceptos propiamente de la Fisica y deducciones con las herramientas de
las Matematicas para aplicarlos a las teorias del analisis estructural, se consigui6 unificar
los fundamentos basicos de las ciencias con la ingenieria, de tal forma que se desarrolld
con ello un aprendizaje integral que permite dar un enfoque innovador y a partir de estas
bases permitir un posible desarrollo en el area estructural.

» La utilizacion de la norma NOM-008-SCFl, referente a las unidades de medida; fue sin
duda una experiencia nueva, puesto que la costumbre nos hace tender a la escritura que
nos han ensefiado desde el inicio de nuestra educacion; sin embargo, la practica me
permitié hacer uso de la norma de una manera mas sencilla. El sistema internacional en el
campo de la ingenieria deberia ser obligatorio, puesto que facilita la utilizacién de datos
como los de las propiedades de los materiales sin errores de conversion.

» Dentro del ejercicio profesional se ha perdido la costumbre del uso correcto y conversion
de las unidades de medida, lo cual crea confusiones que es necesario erradicar. La
utilizacion de la metodologia desarrollada en la presente tesis es una herramienta muy
atil que permite realizar la conversion de unidades de una manera sencilla y practica.

» La utilizaciébn de la mecéanica vectorial para la solucion de problemas del analisis
estructural en dos y tres dimensiones, resultd ser una herramienta excepcional que facilitd
el desarrollo tedrico y practico de los temas que se presentaron en esta tesis, sobre todo de
los que no se ensefian usualmente en clase que son los de dimension tres.

» El avance de la tecnologia es una herramienta sumamente Util en la ingenieria si se utiliza
de una forma adecuada y consiente. Al utilizar el paquete de computo SAP 2000 en la
aplicacion del andlisis estructural se ahorra mucho tiempo del que se llevaria a mano; sin
embargo, para interpretar correctamente los resultados no debe olvidarse las bases
tedricas y el correcto uso de las unidades de medida.
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ANEXO |

AREA, CENTROIDES Y MOMENTOS DE INERCIA

Los Centroides se calculan a partir de las ecuaciones:

Los momentos de inercia los calcularemos mediante las ecuaciones:

Ix=fy2dA

1y=fx2dA

Iy =

fxy dA

]0=fr2dA=1x+1y

Las Areas, Centroides y Momentos de Inercia de algunas figuras planas son:

NOMBRE FIGURA EENTROID INERCIA
Rectangulo
Y ) s bh3
_ X=35 *T 12
A = bh _ hb?
__h b=12
h y=3
Iy =0
_ (bh® + hb?)
i : X °T T 12
Tridngulo %
rectangulo 7 b _ bh?
- BE = 36,
, L
S_n Yy~ 36
A=t h Y73 b2h?
2 by = =73
_ b3+ hb?
g — X 7 36
b
Triangulo
oblicuo Y _ (a+Db) bh3
4 X = L =——
3 36
| bh(b? — ab + a?)
bh h y =
A=— h y == 36
2 y=3 bh2(b — 2a)
Ixy ) 272 2 2
! bh(h* + b* — ab + a*)
— 0= 36
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Circulo v
x=0 L nD* 3 mR*
X 64 4
y=0 I nD* mR*
D2 Y= =
A — TI.'RZ — 64 4
4 X Ly =
nD* mR*
0= 55 — 45
32 2
D=2R
Semicirculo v
=0 4 1 8
7R L =mR (§ - W)
A== _ 4R nR*
Y= 31 y=-g
Ixy =
1 8
- Jo =R (3 52)
D=2R
Cuadrante de
circulo Y ;R [ = R4 (i _ i)
, Y X 16 91
R T
i h=r(E- )
A= __4R y 16 9n
Y =3, g (1 4 )
X Xy 8 gn
- g
R Jo 8 9r
Elipse
y =0 hh3
A =nbh Le=—
y=0 mwhb3
Iy = 2
2h >4 ]xy —
m(bh3® + hb3)
o=,
2b 4
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Semielipse
Y =0 (L8
_ mbh = <§ - W)
) __4h L mwhb3
Y= 3 Yy 8
h Ly =0
X _ (18R b
1 Zb | ]0 =T 8 97T2 8
Cuadrante de v
elipse __4h 3(7r 4)
_Tton - _xn _ 3t _)
A== Y =3 Ly = hb (16 o
‘l{ — p2p2 (1 _ i)
X 8 91 4
_ 3 3 -
Jo = (bh" + hb )(16 9n)
Parabola
Y =0 . _8bp?
4= 2ok 5= 2h * 175
3 5 L _hb?
h Y =30
1 =0
X (P
I Jo=Ph{175 " 30
Media parabola
Y o _3b | _8bh
8 Xx 175
2bh _ 2h 19hb3
A= V=% Iy =
h 480
I =0
X . 8h? 19b2
P-E-I Jo = bR\ 175 * 780
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Anexo Il TABLA DE CONVERSIONES Y CONSIDERACIONES DE LA NORMA NOM-008

ANEXO I TABLA DE CONVERSIONES DE UNIDADES

Esfuerzo y presion.

1[Pa] = 10~%[bar] 1[Pa] = 1,019 72X10 *[m.c.a.]
1[Pa] = 1,019 72X10~5[atm] 1[Pa] = 7,550 06X10~2[Torr]
Nota:

[Pa] Pascaledpar] bares[atm] atmosferagm.c.a]. metros columna de agU@prr] torricelli.

Longitudes.

0,02 539 95 [m] = 1[ in] 0,304 794 5 [m] = 1 [ft]

91,44 [m] = 1 [yd] 1609,3 [m] = 1 [milla terrestre]
1853,2[ m] = 1 [milla marina] 1[in] = 12 [ft]

1[yd] =3[ ft]

Nota:

[m ] metro,[in] inch (pulgada)lyd] yards (yarda),ft] foot (pie).

Area.
1 [hm?] = 1[ ha]

Nota:
[Am?] hectémetro cuadradfha] hectéarea.

Volumen.

1[m®] = 220,097 [Imp. gal.] 1[m3] = 264,200 [Us. gal.]
1 [Imp. gal] = 4,543 5[] 1[Us.gal.] =3,785[1]
1[m3] = 1000[ (]

Nota:

[m3] metro clibicoll] litros,[gal]. galones.

Masa
1[kg] = 2,204 6 [lbs]

Fuerza

1[Kgf]l=981[N] 1[ibf] = 4,45 [N]
1[N] = 7,230 7 [pdl] 1[kp] = 2,204 6 [Ibf]
Nota:

[N] newton,[kgf ] kilogramo fuerzd,lbf] libra fuerza[pdl] poundal,

Potencia
1[W] = 1,341X103 [HP] 1[CV] = 0,986 3 [HP]
Nota:

[W] watt] HP] caballo de fuerz4(V ]caballo de vapor.

Temperatura
X[°C] = (EX + 32) [°F] X[°Cl = (X + 273.15)[°K]
Nota:

[°C] grados Celsiug?K]grados Kelvin[°F]grados Fahrenheit.
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CONSIDERACIONES NORMA NOM-008-SCFI-2002

Esta Norma Oficial Mexicana tiene como propésito establecer un lenguaje comun que responda a
las exigencias actuales de las actividades cientificas, tecnoldgicas, educativas, industriales y
comerciales, al alcance de todos los sectores del pais.

La elaboracion de esta Norma Oficial Mexicana se basoé principalmente en las resoluciones y
acuerdos que sobre el Sistema Internacional de Unidades (SI) se han tenido en la Conferencia
General de Pesas y Medidas (CGPM), hasta su 21a. Convencidn realizada en el afio 1999.

El "SI" es el primer sistema de unidades de medicion compatible, esencialmente completo y
armonizado internacionalmente, esta fundamentado en 7 unidades de base, cuya materializacion y
reproduccion objetiva de los patrones correspondientes, facilita a todas las naciones que lo
adopten para la estructuracion de sus sistemas metrologicos a los méas altos niveles de exactitud.
Ademas, al compararlo con otros sistemas de unidades, se manifiestan otras ventajas entre las que
se encuentran la facilidad de su aprendizaje y la simplificacion en la formacion de las unidades
derivadas.

Unidades Sl de base:

Las unidades de base del Sl son 7, correspondiendo a las siguientes magnitudes: longitud, masa
tiempo, intensidad de corriente eléctrica, temperatura termodinamica, intensidad luminosa y
cantidad de sustancia. Los nombres de las unidades son respectivamente: metro, kilogramo,
segundo, ampere, kelvin, candela y mol. Las magnitudes, unidades, simbolos y definiciones se
describen en la Tabla 1.

Unidades Sl derivadas

Estas unidades se obtienen a partir de las unidades de base, se expresan utilizando los simbolo
matematicos de multiplicacién y division. Se pueden distinguir tres clases de unidades: la
primera, la forman aquellas unidades Sl derivadas expresadas a partir de unidades de base de la
cuales se indican algunos ejemplos en las Tablas 2 y 3; la segunda la forman las unidades Sl
derivadas que reciben un nombre especial y simbolo particular, la relacion completa se cita en la
Tabla 4; la tercera la forman las unidades Sl derivadas expresadas con nombres especiales,
algunos ejemplos de ellas se indican en la Tabla 5.

Existe gran cantidad de unidades derivadas que se emplean en las areas cientificas, para une

mayor facilidad de consulta se han agrupado en 10 tablas, correspondiendo a un namero

equivalente de campos de los mas importantes de la fisica, de acuerdo a la relacion siguiente:

Tabla 6 Principales magnitudes y unidades de espacio y tiempo.

Tabla 7 Principales magnitudes y unidades de fendmenos perioddicos y conexos.

Tabla 8 Principales magnitudes y unidades de mecanica.

Tabla 9 Principales magnitudes y unidades de calor.

Tabla 10 Principales magnitudes y unidades de electricidad y magnetismo.

Tabla 11 Principales magnitudes y unidades de luz y radiaciones electromagnéticas.

Tabla 12 Principales magnitudes y unidades de acustica.

Tabla 13 Principales magnitudes y unidades de fisico-quimica y fisica molecular.

Tabla 14 Principales magnitudes y unidades de fisica atbmica y fisica nuclear.

Tabla 15 Principales magnitudes y unidades de reacciones nucleares y radiaciones ionizantes.
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Reglas generales para la escritura de los simbolos de las unidades del SI

1.- Los simbolos de las unidades deben ser expresados en caracteres romanos, en general
minusculas, con excepcion de los simbolos que se derivan de nombres propios, en los cuales se
utilizan caracteres romanos en mayusculas.
Ejemplos: m, cd, K,A
2.- No se debe colocar punto después del simbolo de la unidad.
3.- Los simbolos de las unidades no deben pluralizarse.
Ejemplos: 8 kg, 50 kg, 9 m, 5 m
4.- El signo de multiplicacion para indicar el producto de dos o mas unidades debe ser de
preferencia un punto. Este punto puede suprimirse cuando la falta de separacion de los simbolos
de las unidades que intervengan en el producto, no se preste a confusion.
Ejemplo: Nm o N*m, también m*N pero no: mN que se confunde con milinewton, submultiplo
de la unidad de fuerza, con la unidad de momento de una fuerza o de un par (newton metro)
5.- Cuando una unidad derivada se forma por el cociente de dos unidades, se puede utilizar una
linea inclinada, una linea horizontal o bien potencias negativas.
Ejemplo: m/s o mi$ para designar la unidad de velocidad: metro por segundo
6.- No debe utilizarse mas de una linea inclinada a menos que se agreguen paréntesis. En los
casos complicados, deben utilizarse potencias negativas o paréntesis.
Ejemplos: m/$0 ms?, pero no: m/s/s mkg /) o mkgs*A™, pero no: mkgAA
7.- Los mdltiplos y submultiplos de las unidades se forman anteponiendo al nombre de éstas, los
prefijos correspondientes con excepcion de los nombres de los multiplos y submudltiplos de la
unidad de masa en los cuales los prefijos se anteponen a la palabra "gramo".
Ejemplo: dag, Mg (decagramo; megagramo) ks, dm (kilosegundo; decimetro)

8.- Los simbolos de los prefijos deben ser impresos en caracteres romanos (rectos), sin espacio
entre el simbolo del prefijo y el simbolo de la unidad.

Ejemplo: mN (milinewton) y no: m N
9.- Si un simbolo que contiene a un prefijo est4 afectado de un exponente, indica que el multiplo
de la unidad esta elevado a la potencia expresada g)or el exponente.

Ejemplo:1 cmi = (10° m)* = 10° m®

1cmt=(10°myt = 1 m*
10.- Los prefijos compuestos deben evitarse.
Ejemplo:1 nm (un nanémetro) pero no: firm(un milimicrémetro)

Reglas para la escritura de los nimeros y su signo decimal

Numeros Los numeros deben ser generalmente impresos en tipo romano. Para facilitar la lectura
de nameros con varios digitos, éstos deben ser separados en grupos apropiados preferentement
de tres, contando del signo decimal a la derecha y a la izquierda, los grupos deben ser separado:
por un pequefio espacio, hunca con una coma, un punto, o por otro medio.

Signo decimal El signo decimal debe ser una coma sobre la linea (,). Si la magnitud de un
namero es menor que la unidad, el signo decimal debe ser precedido por un cero.

La vigilancia de la presente Norma Oficial Mexicana estara a cargo de la Secretaria de Economia,
por conducto de la Direccién General de Normas y de la Procuraduria Federal del Consumidor,
conforme a sus respectivas atribuciones.
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ANEXO Il PROPIEDADES DE LOS MATERIALES
MATERIAL DENSIDAD RESISTENCIA ULTIMA FLUENCIA MODULODE  MODULO DE
[Kg/m3)] [ TENSIGN COMPRESION CORTANTE | TENSION | CORTANTE | ELASTICIDAD e
[MPa)  [MPd] [MPa] | [MPa] | [MPa] |  [GPal [GPa)
CONCRETO
Resistencia media 2320 28 25 10
Alta resistencia 2320 40 30 12
MADERAS
Abeto Occidental 440 90 50 10 11 4.4
Nogal de corteza fibrosa 720 63 16,5 15 6
Picea, Sitka 415 60 39 7.6 10 4
Pino-Douglas 470 100 50 76 13 5.2
Pino de hoja corta 500 50 9,7 12 4.8
Pino blanco 390 34 7.0 10 4
Pino Ponderosa 415 55 36 7.6 9 3.6
Roble blanco 690 51 138 12 4.8
Roble rojo 660 47 124 12 4.8
Secoya 415 65 42 6,2 9 3.6
METALES
Acero ASTM-A36 7 860 400 250 145 200 80
Acero ASTM-AS0 7 860 450 345 200 80
Acero Inoxidable recocido 7920 655 260 150 190 76
Acero de Refuerzo de alta 7 860 620 415 200 80
Aluminio aleacion 2014-T6] 2 800 455 275 400 230 75 30
Aluminio aleacion 5456- 2630 315 185 230 130 72 28.8
Aluminio bronce 8330 620 900 275 110 44
Cobre recocido 8910 220 150 70 120 48
Estafio bronce 8800 310 145 95 38
Laton amarillo recocido 8470 320 220 100 60 105 42
Latdn rojo recocido 8740 270 210 70 120 48
Manganeso bronce 8 360 655 330 105 42
ROCAS NATURALES

Arenisca 2 300 140 78 31.2
Basalto (Piedra braza) 2475 224 98 39.2
Granito 2770 210 59 23.6
Marmol 2770 155 70 28
Pizarras 2550 173 34 13.6
Toba o Tepetate (Saturado) 1625 150 33 13.2
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