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Resumen

Tanto en el mundo natural como en el de la ciencia y en la tecnologia el fendmeno de la difusion
estd presente en una gran cantidad de eventos. Para describir los procesos neutronicos en
sistemas nucleares se emplean teorias tan complejas como la teoria del transporte o teoria de
difusion de neutrones, ambas descritas en el espacio y tiempo. Este tipo de aproximaciones son
aplicadas para el disefio de reactores nucleares comerciales (ej. BWR, PWR, CANDU, etc.).
Donde el detalle de la distribucion neutrénica en espacio es fundamental para establecer la
estrategia del quemado del combustible nuclear y realizar los analisis de transitorios e
inestabilidades. No obstante, el reactor nuclear ha sido disefiado aplicando el modelo puntual de
la cinética neutronica, donde los fendmenos fundamentales de fision, captura, dispersion,
escape, en los componentes del nucleo del reactor como son la fuente, el combustible,
elementos de control, etc., son aglutinados en dos términos relacionados con neutrones
inmediatos y neutrones retardados debido a la concentracion de los precursores. No obstante, la
teoria de cinética puntual es tan simplificada que los efectos espaciales temporales no son del
todo descritos de manera exacta, por lo cual se requiere hacer estudios de la dinamica de los

procesos neutrénicos.

El motivo de este trabajo es mejorar las predicciones del modelo de difusion mediante la
modificacion de las leyes constitutivas, de tal manera que se permita ampliar el alcance y
mejorar la teoria de difusion clasica. Respecto al alcance, puede describirse la evolucién de un
transitorio de neutrones en un reactor nuclear con una configuracion altamente heterogénea,
debida a la presencia de elementos fuertemente absorvedores de neutrones como las barras de
control. Con el fin de mejorar la teoria de la difusion clasica, se hace la suposicion de que el
modelo de orden fraccional para la difusion de neutrones puede mejorar las predicciones y en

algunos casos debe ser similar a la teoria de transporte.

Con estas ideas, Espinosa—Paredes et al. (2011) obtuvo un modelo reducido de la cinética de
neutrones, el cual es un modelo de ecuaciones de la cinética neutrénica de orden fraccional

(ECNF) de un reactor puntual. Este modelo fue empleado para la simulacion del arranque de un



reactor del tipo PWR para dos casos de insercion de reactividad: 1) insercion de reactividad en

pasos; 2) insercion de reactividad en rampa.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se presenta la
introduccion en la cual se establecen los antecedentes de difusion asi como los antecedentes
histdricos del calculo fraccional y los conceptos basicos de éste, también se presenta la forma
generalizada de la ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales para finalizar con los
conceptos basicos de la difusion clasica y andmala. En el Capitulo 2 se presenta la teoria de la
ecuacion de Boltzmann o ecuacién de transporte lineal asi como la aproximacion a la ecuacion
de difusion clasica, también se presentan las modificaciones realizadas a la ecuacion de Fick, las
cuales permiten describir los fendmenos de transporte anémalo. En el Capitulo 3 se presenta el
desarrollo una nueva aproximacion de la solucion de la ecuacion de Boltzmann dependiente del
tiempo para un medio general, también se presenta el analisis de sensibilidad e incertidumbre
del exponente de difusion anomala sobre el comportamiento del flujo neutronico. Finalmente en
el Capitulo 4 se presenta la simulacion del arranque de un reactor del tipo PWR para los dos
casos de insercion de reactividad: insercidn de reactividad en pasos e insercion de reactividad en

rampa, donde se utiliza el modelo de la ECNF.

Los resultados de este trabajo muestran que en los sistemas altamente heterogéneos asi como en
medios puramente absorbentes existen procesos sub-difusivos. EI modelo desarrollado en el

Capitulo 3 indica que el transporte de particulas o neutrones se lleva a cabo con una velocidad

fraccional de la onda (adimensional) igual a a, =1/3"'%, donde a, =a,No"*" /D’ fue

aplicada. De acuerdo con esta ecuacion a; =1/4/3 cuando y=1, la cual corresponde a la

velocidad obtenida con la ecuacion del telegrafista hiperbdlica. Entonces, mas alld de su
significado fisico, se puede considerar como un pardmetro de correccién para la prediccion de la

velocidad correcta para ¢ =0.



Abstract

In nature just as in science, the diffusion phenomenon is present in a variety of events. In order
to describe the neutronic processes in nuclear systems, complex theories are employed such as
transport theory or neutron diffusion theory; both are described in space and time. These kinds
of approximations are applied for the design of commercial nuclear reactors (e.g. BWR, PWR,
CANDU, among others), where the neutronic distribution detail in space is fundamental in order
to establish the burn-up strategy of the nuclear fuel and to perform the transitory and instability
analyses. However, nuclear reactors have been designed applying the neutron point kinetics
model, where the phenomenon of fission, capture, dispersion and escape in the nuclear core
components such as the source, fuel, and control elements, among others are agglutinated in two
related terms with immediate neutrons and delayed neutrons due to the concentration of the
precursors. Although, the point kinetic theory is so simplified that the spatial effect are not

described.

The aim of this work is to improve the diffusion model predictions by modification of the
constitutive laws, in order to extend and improve the classic diffusion theory. Regarding the
extend, a neutron transitory evolution can be described in a nuclear reactor with a highly
heterogeneous configuration, due to the presence of highly absorbing elements such as the
control rods. In order to improve the classical diffusion theory, the supposition that the neutron
diffusion fractional order model can improve the predictions and in some cases it must be

similar to the transport theory.

With these ideas Espinosa—Paredes et al. (2011) obtained a reduced neutron kinetics model,
which is an equations model of the neutron Kinetics of fractional order (ECNF) of a point
reactor. This model was employed for the simulation of a PWR start-up reactor for two cases of

reactivity insertion: 1) reactivity insertion in steps; 2) reactivity insertion in ramp.

This work is structured as follows: chapter 1 presents the introduction and establishes the

background of diffusion such as the historic background of the fractional calculus and its basic
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concepts, also the generalized form of the ordinary differential and partial equations are
presented. Chapter 2 presents the theory of the Boltzmann equation or lineal transport equation,
also the classical diffusion equation approximation and the modifications performed by the
Fick’s equation, which allow describing the phenomena of anomalous transport. Chapter 3
presents the development of a new approximation of the solution of the Boltzmann equation,
which depends on time for a general medium, also the sensibility and uncertainty analysis of the
anomalous diffusion exponent on the neutronic flux behavior. Finally, chapter 4 presents the
simulation of a PWR start-up for the two reactivity insertion cases: reactivity insertion in steps

and reactivity insertion in ramp, where the ECNF model is used.

The results of this work show that in highly heterogeneous systems and in purely absorbent
mediums, sub-diffusive processes are present. The model developed in chapter 3 shows that
particle or neutron transport is performed at a wave fractional velocity (dimensionless) equal to
a, =1/3"'?, where a, =a,\u'7 /D’ was applied. According to this equation a, =1/+/3
when » =1, which corresponds to the obtained velocity with the hyperbolic telegrapher

equation. Therefore, beyond the physical meaning, it can be considered as a parameter of

correction for the correct velocity for ¢=0.
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Capitulo |

Introduccidn

Hoy en dia, el concepto de difusion de particulas es una herramienta cominmente utilizada para

comprender el complejo comportamiento del movimiento promedio de particulas.

Las particulas experimentan colisiones elasticas (Duderstadt y Hamilton, 1976) con todos los
nacleos, resultando como consecuencia una trayectoria neutrénica tipica que consiste en una
serie de elementos rectilineos que unen entre si los puntos (nicleos) donde el neutrén ha

realizado colisiones de dispersién. Como se muestra en la siguiente figura:

Figura 1.1. Dispersion eléstica de particulas en un medio sélido.

Cuando se considera un gran numero de particulas, hay siempre un desplazamiento neto desde
regiones de mayor densidad neutrénica a otras de densidad menor. Este desplazamiento recibe el

nombre de difusion

La mayoria de los estudios sobre reactores tratan el movimiento de neutrones como un proceso
de difusion, donde se supone que el movimiento promedio de los neutrones tienden de regiones
de alta a regiones de baja densidad neutronica. El tratamiento del transporte de particulas como
un proceso de difusion tiene una validez limitada debido a que los neutrones recorren una
distancia relativamente grande entre interacciones. Por ejemplo, en un reactor de agua ligera

1



(LWR) la trayectoria libre media de los neutrones térmicos es tipicamente alrededor de 1 cm,
comparable con el diametro del combustible, y alrededor de unos pocos centimetros para
neutrones répidos. Por lo que el modelo de difusion falla para predecir la distribucion de
neutrones en una varilla de combustible, donde la ecuacién de transporte debe ser utilizada
(Espinosa-Paredes et al., 2008).

El proceso de difusion de neutrones dentro de un reactor nuclear se lleva a cabo en un medio
con una configuracion jerarquica altamente heterogénea, como se ilustra en la Figura 1.2: donde
Figura 1.2a representa el nucleo del reactor nuclear; la Figura 1.2b representa el ensamble de
combustible, el cual es un arreglo de la celdas de combustible (cuatro celdas por cada ensamble
para la mayoria de los BWR); la Figura 1.2c muestra el arreglo de barras de combustible.
Normalmente, estas configuraciones (ensambles, arreglos y varillas) son peridédicos con una
anisotropia caracterizada por la geometria del arreglo nominal y se encuentran sumergidas

dentro de un moderador (Todreas y Kazimi, 1990a, b).

L__ y—phase

(c)
Figura 1.2. Longitudes caracteristicas del sistema. (a) Nucleo del reactor nuclear; (b) Escala I: ensamble

de combustible; Escala Il: arreglo de varillas de combustible (Espinosa-Paredes et al., 2008).

La teoria de la difusion proporciona una descripcion matematica estrictamente valida del flujo
de neutrones cuando se cumplen las siguientes suposiciones (Stacey, 2001):
1) La absorcidon es mucho menos probable que la dispersion,



. im
paliserra

2) la variacion espacial de la distribucidn de neutrones es lineal, y

3) proviene de la dispersion isotropica.

La primera condicion se satisface para la mayoria de los moderadores y en los materiales de las
estructuras que se encuentran en un reactor, pero no para el combustible y elementos de control.
La segunda condicion se satisface en algunas trayectorias libres medias lejos de las fronteras y
en medios homogeéneos grandes con una fuente uniformemente distribuida. La tercera condicion

se cumple para la dispersién por nucleos de masa atdmica grande.

Considerando un reactor nuclear de configuracion altamente heterogénea (Figura 1.2), es decir,
que las barras de combustible se encuentran dentro de un moderador cualquiera (se consideran
solo dos materiales). Los neutrones rapidos que se forman dentro por fision en el centro de las
barras, alcanzan el moderador, donde van perdiendo energia gradualmente. Cuando a la
proximidad de una barra llegan neutrones epitérmicos de energias cercanas a los valores de
resonancia (Glasstone y Sensonske, 1968 Fig. 2.18), son absorbidos por nucleos de combustible,
principalmente en las capas exteriores de la barra. Por consiguiente, de todos los neutrones
epitérmicos que penetran en la barra de combustible, solamente son capturados los que poseen
energias idénticas a los picos de resonancia 0 muy proximas. Todos los demas conservan una
gran probabilidad de atravesar la barra, ya que las pérdidas energéticas que experimentan, por
colisiones con los nucleos pesados de combustible son muy pequefias. Al llegar nuevamente al
moderador, los neutrones se moderan todavia mas, pudiendo pasar por varios niveles

energéticos de resonancias, antes de ser capturados, definitivamente, como neutrones térmicos.

Bajo estas consideraciones, los procesos de difusion de Fick presentan algunos fenémenos de
difusion andémalos debido a la configuracion altamente heterogénea en los reactores nucleares,
especificamente, por la presencia de elementos altamente absorbentes de neutrones en las barras
de combustible, en las barras de control y absorvedores quimicos disueltos en el refrigerante. La
dinamica de estos absorvedores cambia radicalmente la produccion de energia local y cambia la

re-distribucion de los mismos elementos absorvedores, con frecuencia se requiere un tratamiento

3



mas preciso del transporte de neutrones que el provisto por la teoria de la difusion clasica, la
cual puede ser utilizada sin restricciones cuando la configuracion altamente heterogénea en el
reactor nuclear se sustituye por una mezcla homogeneizada utilizando un modelo promediado

eficaz (Vazquez-Rodriguez et al. 2009).

Los elementos de control altamente absorbentes estan representados en la teoria de difusion por
las secciones eficaces, con lo que se reproduce una teoria de transporte para la tasa de
absorciones. Sin embargo, el modelo promediado efectivo no corrige la dindmica de flujo de

neutrones anémalos.

Por lo tanto, con la intension de considerar algunos fenémenos de difusion anémalos debido a
una configuracion altamente heterogénea en los reactores nucleares, en este trabajo se propone
un modelo de difusion fraccional como una ecuacion constitutiva de la densidad de corriente
neutronica o de particula. Este modelo puede ser aplicado cuando se tiene grandes variaciones
de las secciones eficaces de los neutrones, debido a que estas variaciones impiden el uso
correcto de la ecuacion de difusion de neutrones clasica, y se deben a los elementos altamente
absorvedores de neutrones en el combustible como son: las barras de control o boro inyectado

en el refrigerante para forzar la parada del reactor.

La modificacion de las leyes constitutivas propuestas en este trabajo permite ampliar el alcance
y mejorar la teoria de difusién clasica. Respecto al alcance, puede describirse la evolucién de un
transitorio de neutrones en un reactor nuclear con una configuracion altamente heterogénea,
debida a la presencia de elementos fuertemente absorvedores de neutrones como las barras de
control y venenos quimicos introducidos en el refrigerante. Con el fin de mejorar la teoria de la
difusion clasica, se hace la suposicion de que el modelo de orden fraccional para la difusion de
neutrones puede mejorar las predicciones y probablemente en algunos casos debe ser similar a la

complicada teoria de transporte.
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Con estas ideas, se obtiene un modelo reducido de la cinética de neutrones sobre la base de la
teoria de la difusion de neutrones con una ley constitutiva fraccional usando todos los
argumentos tedricos conocidos, esto se traduce en un modelo de ecuaciones de la cinética
neutrénica de orden fraccional (ECNF) de un reactor puntual, el desarrollado fue presentado en

el trabajo de Espinosa-Paredes et al. (2011).

En resumen, en muchos sistemas naturales observados, los procesos no siguen la ley de difusién
de Fick. Un fendmeno de esta naturaleza se le conoce como difusion anémala. Algunos casos de
difusion andémala ocurren debido a la configuracion del sistema altamente heterogénea. En los
reactores nucleares contrariamente a un proceso de difusion fickiano, la presencia de elementos
de control altamente absorbentes puede inducir a la contraccion del movimiento de los
neutrones, donde el resultado es un proceso de difusion andmalo que no puede ser descrito con

precisién como un proceso de difusion fickiano.

De muchos experimentos y consideraciones tedricas, se sabe que, en muchos casos de interés
fisico, los procesos de transporte difusivo son de naturaleza anémala (Havlin y Ben-Avraham,
1987; Bouchaud y Georges, 1990). Por esta razon la difusion andmala fraccional ha sido usada
para describir los diferentes procesos de transporte; para describir el transporte en medios
cristalinos ordenados (Havlin y Ben-Avraham, 1987); para describir el mecanismo estadistico
que puede generar las leyes de difusion “anémala” (no Browniano) (Bouchaud y Georges,
1990); para el transporte de especies quimicas en los sistemas de agua subterranea y el caudal
del rio (Scher et al., 2002; Anderson y Meerschaert, 1998); en el procesos de difusion y reaccion
para obtener una descripcion efectiva del medio y de la dindmica de concentracion (Valdés-
Parada et al., 2006); para obtener la ecuacién de sub-difusion parabélica de un sistema
unidimensional con una membrana delgada (Katarzyna y Lewandowska, 2009); y en ciencias

nucleares para describir la dindmica de un reactor nuclear (Espinosa-Paredes et al., 2011a).

Como se puede ver hay muchos problemas interesantes a considerar desde el punto de vista de

las Ecuaciones Diferenciales de Orden Fraccional (EDOF) los cuales pueden ser modelados, y

5



asi comparar los nuevos con los viejos paradigmas para aplicar las mejoras en el modelado y la

simulacion de la nueva generacion de reactores nucleares.

El calculo fraccional ha tenido una larga historia, datando desde 1695 cuando Leibniz discuti¢ el
significado de DY2 ¢ (X) en una carta a L’Hopital. Leibniz escribié que su resultado era: “una

aparente paradoja de la cual algin dia se obtendrian consecuencias utiles”. Muchos de los
matematicos distinguidos de generaciones posteriores han contribuido a esta teoria (Oldham y
Spanier, 1974; Miller y Ross, 1993; Samko et al., 1993; Podlubny, 1999; Hilfer, 2000, etc),
siendo estudiado principalmente para propoésitos tedricos, pero durante las Gltimas décadas han
aparecido muchas aplicaciones de esta rama de las matematicas, debido a que el concepto de
una derivada fraccional provee una herramienta Gtil para la descripcién de varios procesos. Por
ejemplo, se ha demostrado que los modelos de orden fraccional son mas apropiados que los de
orden entero para describir el estudio y la simulacién en ciertos fendmenos como: trasporte de
contaminantes (Guanhua et al., 2005), flujos neutronicos (Espinosa-Paredes et al., 2008, 2011a),
propagacion en materiales porosos (Fellah et al., 2008), difusividad dinamica de las moléculas
(Wu y Berland, 2008), entre otros tales como algoritmos genéticos, disefios y modelos termales,

etc.

1.1.1 Conceptos basicos del calculo de orden fraccional

Nuestra comprension de la naturaleza se basa en el calculo, que a su vez se basa en el concepto
intuitivo de la derivada. Su poder descriptivo viene del hecho de que se analiza el
comportamiento a escala lo suficientemente pequefia como para que sus propiedades cambian de
forma lineal, evitando asi las complejidades que surgen con escalas mas grandes. El célculo
fraccional generaliza este concepto de orden entero a no entero. A pesar de que parece no tener
aplicaciones importantes en la fisica fundamental, la investigacion sobre este concepto basico

podria ser util en la comprension de la naturaleza.
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El calculo fraccional es la rama de célculo que generaliza la derivada de una funcion para que

no sea de orden entero, permite calculos como la derivacion de una funcion de orden igual a
1/2. A pesar de que “"calculo generalizado" seria una mejor opcion, el nombre de “célculo

fraccional” se utiliza para denotar este tipo de derivadas.

La derivada de una funcién f (x) es definida como

f(x+h)—f(x
D'f (x)=lim ()= (). (1.1)
h—0 h
Iterando esta operacion se obtiene una expresion para n—ésima derivada de una funcion. Como

puede verse facilmente y demostrar por induccién, para cualquier numero natural n,

n

D" (x)= fimh">"(~1)" (:}

Jf(x+(n—m)h), (1.2)

m=0

donde
n n!
(m]: m!(n—m)! 13

Al ver esta una expresion, la pregunta inmediata es si se puede generalizar para cualquier
ndmero n que no sea un entero, real o complejo. Hay algunas razones que nos hacen pensar asi,
1. El hecho de que para cualquier nimero natural n, el calculo de la n— ésima derivada es
dado por una formula explicita (Ec. 1.2).
2. La generalizacion del factorial mediante la funcion gamma es

nj__ nt r'(n+1)
(mj_m!(n—m)! r(m+1)T(n—m+1) (1.4)

la cual también es véalida para valores no enteros.

3. Lasemejanzade la Ec. 1.2 a la férmula del binomio

(a+b)" = Z(;ja”—mbm (15)

m=0



la cual puede generalizarse para cualquier numero complejo « por

0

I(a+1)
(a+b)* Z (@+1)  qanpn (1.6)

n'F a n+1
m=0

que es convergente si

b|<a. 1.7)

Hay algunas propiedades deseables que podrian ser necesarias para la derivada fraccionaria,

1. Existencia y continuidad de la m—ésima derivada de la funcion, para cualquier m cuyo
modulo es igual o menor que m.

2. Para n=0 el resultado deberia ser la misma funcién; para valores enteros n>0 el
resultado deberia ser igual a la derivada ordinaria y para valores enteros n<0 deberia
ser igual a la integracion ordinaria, sin tener en cuenta la constante de integracion.

3. El producto de dos derivadas fraccionales como

D7 f (x)=D*D” f (x). (1.8)

4. Linealidad,

D“| af (x)+bg(x)]=aD”f (x)+bD*g(x). (1.9)

5. Permitir la expansion de Taylor de alguna otra manera.

6. Sus propiedades caracteristicas deben ser conservada para la funcién exponencial

D%* =¢*. (1.10)

1.1.2 Ecuaciones diferenciales de orden fraccional
En este trabajo se obtienen Ecuaciones Diferenciales de Orden Fraccional (EDOF) multi

término de la forma general
D" x(t)+a,D""1x(t)+---+a,D"1x(t)+ax(t)=u(t), (1.12)
donde D’ es el operador diferencial de orden fraccional y;. Para solucionarla este tipo de

ecuaciones se emplean diferentes definiciones del operador diferencial de orden fraccional, tales
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como la derivada fraccional de Riemann-Lioville, derivada de Caputo, entre otros, tales como la

derivada de Grinwald-Letnikov y la derivada de Riesz (Oldham y Spanier, 1974).

La definicion de Riemann-Liouville de la derivada fraccional es (Cai y Liu, 2007);

@ F(ml )gr:".[t ¢(21de’ O<m-l<a<m
—-a t _ "
peg(t)= 20 o(t-7) , (112)
dt dm¢(t) -
atm -

donde m es un entero positivo y F(m—a) es la funcion gamma con argumento m—« .

La derivada de Caputo de orden fraccional y es definido como:

dm
1 J" dt”?(r) dr. 0<m_1
Y —dz, 0<m-1l<y<m
D7¢(t)=ddfy(t)= r(m-y)Jo(t—zy*™*™ (1.13)
d"(t)
Cdt™ 7=

La relacién entre las derivadas fraccionales de Caputo y Riemann-Liouville es (Gorenflo et al.,
2000)

m-1 7(1 m(ﬂ(0+)

a _ a _ dt™ _
D%p(t) = cDfp(t) kz_(;—r(k_a+l) ., O<m-l<a<m. (1.14)

k—a

La version de Caputo dada por la Ec. (1.13) permite condiciones iniciales de la misma forma
como para ecuaciones diferenciales de orden entero, mientras que la version de Riemann-
Liouville requiere condiciones iniciales cuyas derivadas deben estar especificamente en
términos de integrales y derivadas fraccionales, lo cual es mas complicado de determinar con

respecto a la version de Caputo.



Para mas detalles de conceptos, propiedades y definiciones de las derivadas de orden fraccional,
ver las referencias de Oldham y Spanier, 1974; Miller and Ross, 1993; Samko et al., 1993;
Podlubny, 1999; Hilfer, 2000; Leszczynski y Ciesielski, 2001.

1.1.3 Difusion normal y anémala

La difusion es la propagacion de las particulas moviéndose aleatoriamente de las regiones con
mayor concentracion a las regiones con menor concentracion. La primera clase de procesos
difusivos que ha sido reconocido histéricamente y que hoy se conoce bajo el nombre de difusion
normal, son los caracterizados por un crecimiento lineal con el tiempo del desplazamiento

cuadratico medio (MSD, por sus siglas en ingles) de una particula desde su punto de partida,
<x2> - Dt. (1.15)

En tiempos de escala largos, todos los procesos sub-difusivos normales muestran el mismo
comportamiento, se observa en los detalles microscdpicos que la dinamica de la particula solo es

relevante para la determinacion del valor del coeficiente de difusion D.

La importancia y la generalidad del concepto de difusion normal fueron reconocidas en el siglo
X1X. Uno de los primeros hitos fue el descubrimiento del movimiento browniano, en la difusion
de las particulas suspendidas en un fluido, por el botanico escocés Robert Brown en 1827
(Brown, 1828). Se dio cuenta posteriormente de que los fendmenos aparentemente tan diferentes
como la propagacién de mosquitos infectados (Pearson, 1906) y la conduccién de calor en los

solidos pueden ser descritos en términos de difusién normal.

La fuerza impulsora de la difusion no necesita diferencias en la concentracion, también puede
ocurrir por una diferencia de energia potencial. La conduccion eléctrica en los metales es
también, por lo general, un proceso normal de difusion, impulsada por las diferencias de
potencial eléctrico (ya que las diferencias en la concentracion de electrones violaria la
neutralidad de carga) (Datta, 1995).

10



ol
B %)

A pesar de que es un concepto muy general, la difusion normal no describe todos los fenémenos
difusivos. Desde 1970, cada vez se encuentran mas procesos en la naturaleza (Scher y Montroll,
1975), en donde el desplazamiento cuadratico medio de una escala de particulas como una
potencia del tiempo es diferente a la unidad, es decir

<x2> -Dt/, y=#1 (1.16)

Como ejemplos, se incluyen los patrones de alimentacion de algunos animales (Bartumeus et al.,
2005), el comportamiento de los viajes humanos (Brockmann et al., 2006), y la difusion de la
luz en una atmdsfera nebulosa (Davis y Marshak, 1997). Este tipo de difusion que se ha
denominado anémala, y puede ocurrir en dos variedades: sub-difusion, donde las particulas se

propagan con un tiempo arbitrario més lento que la difusion normal (y <1); y stper-difusion,
donde se propagan arbitrariamente mas rapido ( >1, con una limite superior de y =2 para el

movimiento balistico sin ningln tipo de dispersion).

Las caminatas aleatorias son procesos estocasticos en donde las particulas se mueven en una

secuencia de pasos dirigidos aleatoriamente. Las longitudes s de los pasos, y la duracion 7 de

un paso se extraen de una distribucién de probabilidad P(s,r). (Por simplicidad, se supone una

caminata aleatoria isotrdpica, por lo que P es independiente de la direccion del paso). Para que

. . ~ 2\ ..
un paseo aleatorio sea normal, la varianza del tamafio de paso (Var(s) =<32>—<s> ) tiene que

ser finita, asi como la duracion promedio <r> Entonces, de acuerdo con el teorema del limite
central, el desplazamiento cuadratico medio después del tiempo t se aproximard a una
distribucion normal con varianza (t/(z))Var(s). Esta es la razon de la similitud de todos los

procesos difusivos mencionada anteriormente.

Si los requisitos para una caminata aleatoria normal son violados, la caminata aleatoria sera
anomala y la escala del desplazamiento cuadratico medio, en general, tienen una ley de potencia

(Ec. 1.16) con y #1. Esto puede ocurrir de varias formas como lo presenta Weeks et al. (1996).
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La super-difusion ocurre si la distribucion del tamafio de paso P(s) tiene una cola pesada

oc]/s“’f para s grande, con 0<x <2. Si la duracion z=wvs es simplemente proporcional al
tamario de paso (con velocidad constante v) esto lleva a un comportamiento stper-difusivo con
y =max(3-x,2) (1.17)
Este tipo de caminata aleatorio andmala es llamada caminata de Lévy, después de que el
matematico franceés Paul Pierre Lévy. Alternativamente, uno podria dar cada paso con la misma

duracion 7, independiente de la longitud del paso, esta es llamada vuelo de Lévy que tiene un
desplazamiento cuadrado medio divergente en cualquier tiempo t>zy, y por lo tanto

fisicamente no realista.

ENY

Figura 1.3. Dos caminatas aleatorias de 10* pasos cada una, se caracterizan por una ley de potencias de

cola con distribucion de tamaio de paso P(s)= zc/s’”l para s>1, P(s)=0 en cualquier otro caso.

La caminata izquierda es normal con un x =3 (caminata browniana), mientras que el derecho tiene

& =2/3 el cual lo hace super-difusivo (vuelo de Lévy).
La Figura 1.3 muestra dos esquemas de realizaciones de las leyes de potencia de cola de

caminatas aleatorios de los cuales uno es normal y uno super-difusivo. Se observa claramente

que la cantidad de pasos individuales no juegan un papel preponderante en la difusion normal,

12



. im X
paliserra

mientras que la stper-difusion estd dominada por pasos largos individuales en todas las escalas

de longitud.

Otra manera de romper con la difusion normal, es tener una distribucion de tamafio de paso con
una varianza finita, pero asociada con la duracién de los pasos extraidas de una distribucion con
media infinita (ben-Avraham y Havlin, 2000). Esto lleva a un comportamiento sub-difusivo

caracterizado por y <1. Efectivamente, esto sucede si la caminata aleatoria se realiza en un
fractal: un objeto con escala invariante de dimension fractal d; no-entera incrustado en el
espacio euclidiano de dimension d > d; . Las piezas del espacio euclidiano que no forman parte

de los obstaculos fractales presentes para el caminador que esta presente en todas las escalas de

longitud y frena la difusion. El valor de y <1 es especifico para cada fractal e independiente de

la dimensién fractal (Verkrijging et al., 1980).
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Capitulo 11

Ecuacion fraccional de Cattaneo

La ecuacion de Boltzmann o ecuacion de transporte lineal describe la densidad local de las
particulas viajando en el medio con interacciones entre las particulas y el medio. La ecuacion es
una ecuacion integro diferencial y la densidad local de las particulas depende de la posicion,
tiempo y de la velocidad (o alternativamente de la energia y direccién de movimiento) (Davison
y Sykes, 1958; Bell y Gladstone, 1971; Pomraning, 1973; Duderstadt y Martin, 1979; Lewis y
Miller, 1993).

La dependencia de la energia es usualmente modelada con la aproximacion multigrupo (también
Ilamada aproximacion mdalti-energia), donde espacio-energia se divide en grupos discretos de
energia. Asi, esta aproximacion se reduce al problema de una ecuacion de transporte que
depende de la energia con G ecuaciones monoenergéeticas (donde G es el nimero de grupos de
energia), las cuales se acoplan a través del término fuente (todas las transiciones entre los grupos
de energia son debidas al término fuente). Sin embargo, el esfuerzo es enfocado en resolver la

ecuacion monoenergética de Boltzmann y especialmente encontrando la dependencia angular.

Hay varios métodos conocidos para manejar la dependencia angular de la ecuacion de
Boltzmann. Los mas populares son las aproximaciones Py (donde el flujo angular es
descompuesto en series de Legendre), el método Sy (también llamado método de ordenada

discreta donde el flujo escalar se descompone en varias direcciones discretas), y una familia de
aproximaciones de difusion (Bell y Gladstone, 1971; Pomraning, 1973; Duderstadt y Martin,
1979; Lewis y Miller, 1993). Con las dos primeras aproximaciones se obtiene una solucion

exacta cuando N — 0.
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La aproximacion de difusion clasica (también Ilamada aproximacion de Eddington) es
desarrollada mediante la suposicion de que la dependencia angular es isotropica, o casi
(alternativamente, puede ser desarrollada a partir de una derivacion simple de la aproximacion

Py con N =1). Naturalmente, la aproximacion de difusion describe bien la densidad de

particulas sélo cuando el medio es dominantemente dispersor isotropico. Cuando esto no se

cumple la aproximacion clasica de difusion es inadecuada.

La ecuacion de transporte monoenergetica lineal expresada en funcion del flujo neutronico y

puede escribirse como (por ejemplo, ver Duderstadt y Martin, 1979)

ow(r,Qt) . ) .
%%H}vw(r,g,t)mt(F)W(F,Q,t)’ 21
_ Mdf)'zs(F,f)-ﬁ')l//(f,f)',t)+Q(F,f2,t)

donde

W(F,Q,t) =un(F,fz,t): es el flujo angular (v es la velocidad de la particula y n(F,fz',t) es la

densidad de particula local), el cual depende de la posicién 1, del tiempo t y de la direccion del
movimiento de la particula Q,

5 (F)=2,(F)+2s(F): es la seccion eficaz total, la cual depende de la posicién, donde X, ()

es la seccion eficaz de absorcion y ZS(F) es la seccion eficaz de dispersion
|5 (F)=[,_dOz (r0-0)],
Q(F,fl,t): en el término fuente que puede describir ya sea las fuentes internas (como la fisién)

o las fuentes externas.
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Hay varias formas de derivar la ecuacion de difusion de la ecuacion de Boltzmann. La mas

directa es presentada aqui, la cual es crucial para entender la nueva aproximacion mas tarde. En

primer lugar, integrando L d< sobre la ecuacién de Boltzmann, se obtiene
T

10g(r t

—"

+V-J(F0)+2, (F)4(F 1) =Q0 (1 1), 2.2)

c
=

donde

¢(F,t):J'4ﬂz//(F,Q,t)d£°2: es el momento cero del flujo angular w(F,é,t) llamado flujo

escalar,

j(F,t)zj.Mz//(F,fz,t)defz: es el primer momento del flujo angular llamado densidad de

corriente,

Q(O)(F,t):L”Q(F,f),t)dfz.

La Ec. (2.2) es el momento cero de la ecuacion de Boltzmann. ES una ecuacion exacta y bien

conocida como la ley de conservacion. A continuacion, integrando L QdQ sobre la ecuacion
V3

de Boltzmann queda

(FY) ot Bou(e b1 r)J(F
(a: +9-1,, 000 (F.O1)d0+ 2 (1) I (7.1). (2:3)
= 7% (F) I (F,1)+QY (7,1)

donde gz, es el coseno medio del angulo de dispersion definido por

N—"

1
v

1

ﬁ0:<Q.Q->:mL”dQ , 40005 (1,0-0) (2.4)
y QW (Ft)= J'MQ (r,fz,t )fzdfz . Podemos ver que la Ec. (2.3) contiene un término de segundo

momento del flujo angular. Hasta ahora, la derivacion ha sido exacta. Es importante tener en

cuenta que cada momento de la ecuacion de Boltzmann contiene un momento del flujo angular
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més alto. Asi, con el fin de tener un numero finito de ecuaciones, uno debe tener una
aproximacion adecuada para los otros momentos.
Como se dijo anteriormente, la aproximacion de difusion describe el flujo de particulas en un
medio isotropico o en caso de que el medio sea casi isotrépico. La primera aproximacién que se
necesita hacer es asumir que el flujo angular puede ser escrito como la suma de los dos primeros
momentos:

3 .

z//(r,fz,t);i (F)+ I (F)Q, (2.5)
7T

asumiendo que ¢(f,t)>>‘5(?,t)‘. Si el flujo angular puede ser escrito de la forma de la Ec.

(2.5), podemos aproximar el término que contiene el segundo momento del flujo angular en la
Ec. (2.3) como

A A

V[, QO Vo)
y4

3

1

w(7.Qt)d0 (2.6)
En segundo lugar, se asume que la fuente de las particulas es isotropa, tal que Q(l)(f,t) =0.

Esta aproximacion es necesaria para la obtencion tanto de la ecuacion de difusion como la
ecuacion aproximada de telégrafo. Sustituyendo la Ec. (2.6) en la Ec. (2.3) se obtiene la

siguiente ecuacion de aproximada:

3ai(r.t) - T (e
E%+V¢(r,t)+32tr(r)\](r,t)=0, (2.7)

donde % (F)=X;(F)—Zs (F) es llamada la seccion eficaz de transporte y da una definicién

natural de la aproximacién extendida (Bell et al., 1967). Cuando la seccién eficaz de dispersién

es isotropica, se tiene 2, (F) =X, (F). Las Ecs. (2.2) y (2.7) constituyen un conjunto cerrado de

ecuaciones para el flujo escalar ¢(7,t) y la densidad de corriente J(T,t). Las Ecs. (2.2) y (2.7)

también son llamadas aproximacion B, .
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Para un tratamiento completo de la distribucién angular de la densidad de particulas, se puede

utilizar la aproximacion Py . En esta aproximacion, el flujo se descompone en una serie de

Legendre para los problemas de una dimension o en una serie de armonicos esféricos para el
caso de una geometria general (multidimensionales). En una geometria general, la forma de la

ecuacion Py puede ser complicada (N >1), incluso para una geometria en dos o tres
dimensiones. La Unica excepcion es el caso de N =1 (el caso de R), las dos ecuaciones que
definen la aproximacion P, para cualquier geometria son idénticas a las Ecs. (2.2) y (2.7)

(Duderstadt y Martin, 1979).

Si la derivada del vector corriente de la particula con respecto al tiempo es despreciable [es
decir, (]/‘j(Ft)‘)(é‘j(Ft)‘/at) < u%; ()], la Ec. (2.7) toma la forma de la ley de Fick (que da
lugar a la aproximacién de difusion):

J(F,t)=-D(F)Vg(F,t), (2.8)
con un coeficiente de difusion D(F)=1/3%,(F). Usamos X, (F) (un caso de dispersion
isotropica) por simplicidad. Ahora, reemplazamos X, (F) por % (F), para un caso de

dispersion linealmente anisotropa. Sustituyendo la Ec. (2.8) en la Ec. (2.2) (la ley de

conservacion) se obtiene la ecuacion de difusion:

%@—?-(D(F)?¢(F,t))+2a¢(ﬁt) =Q(r1). (2.9)

Esta ecuacion es muy conocida en el andlisis de los reactores nucleares, la cual, contiene los
efectos mas importantes que pueden ocurrir en la difusién de neutrones dentro de un reactor

nuclear.
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La ecuacion de Cattaneo describe un proceso de difusion con velocidad finita de propagacion, y
fue generalizada por Comte y Metzler (1997) para describir un transporte anémalo, estudiando

las propiedades de esta generalizacion en los regimenes de largo y corto tiempo.

Normalmente, la segunda ley de Fick es usada para describir procesos de difusion estandar, esta
ley puede ser derivada por la combinacion de una ecuacién de continuidad:

dp(x,t) _aj(x,t)

= 2.10
ot OX (210
y una ecuacion constitutiva (primera ley de fick):
- op(xt
J(xt)=-D (pé ) (2.11)
X

donde, J(x,t) denota el flujo, ¢(x,t)la funcion de distribucién de la cantidad de difusioén, y D

la constante de difusion. Los operadores de derivada temporal y espacial son &/t y 0/ox,

respectivamente. Tomando el gradiente de la Ec. (2.11) e introduciéndolo el resultado en la Ec.
(2.10), se llega a la ecuacion de difusién (fenomenoldgica), o segunda ley de Fick (Crank, 1970)

dp(x,t) b 62¢(X,t) 2.12)
ot ox? '

asumiendo D constante. Con una distribucion delta inicial ¢(x,0)=4&(x), se encuentra la

tipica solucion Gaussiana de la Ec. (2.12), es decir

1 2
¢(X’t):WEXp£_HJ. (213)

Asi, incluso para tiempos muy cortos, existe una cantidad de particulas difundidas a una gran
distancia del origen. Por lo tanto, una propiedad intrinseca de la Ec. (2.12) es que emita a una
velocidad infinita de propagacion. Matematicamente hablando, esto se debe a que la Ec. (2.12)
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es una ecuacion diferencial parcial parabolica. Desde el punto de vista fisico, esta propiedad no

es fisica.

Para superar la propagacion infinitamente rapida, Cattaneo (1948) propuso una aproximacion
modificada (Cattaneo, 1948; Casas-Vazquez, 1996), la cual reemplaza la ecuacion constitutiva
(2.11) por

oJ (1,t)

=-DVg(Tt) (2.14)

donde ahora el flujo se relaja, con tiempo constante 7 caracteristico dado. Combinando la Ec.
(2.14) con la ecuacion de continuidad (2.10), se llega a la Ilamada ecuacion de Cattaneo (o0

ecuacion de difusion modificada)

dp(xt) _%p(xt) _ Jo%p(x1) (2.15)
ot ot %

con D y 7z constante. Esta extension de la Ec. (2.12) de difusion convierte la parébola en una

ecuacion hiperbolica. Consecuentemente, la velocidad de propagacion es finita, la cual es
u:(D/r)]/2 (Nonnenmacher, 1980). Notar que en el limite de la difusion, = — 0, se recupera

la segunda ley de Fick con o infinita. La Ec. (2.15) es del tipo onda amortiguada o del tipo

ecuacion del telegrafista.

La ecuacién constitutiva de Cattaneo (Eq. 2.15) define un proceso de relajacion de primer
orden, que puede ser visto como una simple aproximacion para modelar la dindmica de

relajacion realista.

Las aplicaciones de la ecuacion de Cattaneo en las ciencias fisicas son debido a su caracter
hiperbdlico, ampliamente difundido. Se incluyen tanto los casos de calor y del transporte de
particulas, dado que la ecuacion de Cattaneo es una generalizacion tanto de una ecuacion de
difusion del calor (ley de Fourier) y de una ecuacion de difusién de particulas (ley de Fick). La

ecuacion de Cattaneo encuentra aplicaciones en termodindmica irreversible extendida (Casas-
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Véazquez et al., 1996), en la transferencia de calor por conveccion en Bénard (Straughan, 1984;
McTaggart y Lindsay, 1985), en modelos cosmoldgicos (Zakari and Jou, 1993), en las ondas de
choque en conductores del calor rigido (Ruggeri et al., 1990), o en la teoria de la difusion en los
solidos cristalinos (Godoy y Garcia-Colin, 1996). Por otro lado, puede ser explicitamente
derivada de la ecuacion de Boltzmann (Nonnenmacher , 1984) y por lo tanto es aplicada para
generalizar las ecuaciones hidrodinamicas (Grmela y Teichmann, 1983; Velasco y Garcia-Colin,
1991). El tiempo caracteristico constante z de la ecuacion de Cattaneo se discutido por
Kaminski (1990).

Sin embargo, en muchos experimentos y consideraciones tedricas se sabe que, en muchos casos
de interés fisico, los procesos difusivos de transporte son de naturaleza anomala (Havlin y Ben-
Avraham, 1987; Bouchaud y Georges, 1990). En primer lugar, sobre todo, esta anomalia se
manifiesta en un desplazamiento cuadratico medio (MSD, mean-square displacement) de la

forma
<x2> — Kt (2.16)
el cual se desvia del comportamiento lineal estandar. EI exponente y, frecuentemente se escribe

como 2/d,,, es llamado exponente de difusién anémala. En este trabajo estudiamos los efectos

de esta propiedad andmala en el comportamiento de las particulas.

De acuerdo con estas ideas, se sabe que los procesos de difusion andmala muestran diferentes
comportamientos en el espacio y tiempo. Al considerar un sistema altamente heterogéneo, se
toma en cuenta que el transporte de particulas tendra un comportamiento irregular, es decir, que
debido al cambio de medio de transporte en distancias cortas y a la presencia de regiones
altamente absorbentes, el proceso de transporte de la particula en el sistema no puede describirse
mediante la ley de difusion de Fick (Ec. 2.9), y tampoco puede ser descrito con precision por la
ley de propagacion del tipo Cattaneo (Ec. 2.14), a este proceso se le denomina difusion anémala.
Para describir estos procesos, la version de la ecuacion constitutiva de orden fraccional del

vector de densidad de corriente, es (Espinosa-Paredes et al., 2008):
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LOTI(FY) - .

o TP IR = D, (1)Ve(r) (2.17)

donde 67/8t7 es el operador diferencial de orden fraccional, definido por Riemann-Liouville

(Oldham y Spannier, 1974), y es el exponente de difusion anémalo, 7z (=1/vX; =3D/v) es el
tiempo de relajacion anémalay D, (F)=1/3%,(F) es el coeficiente de difusién anémalo. En el

limite 77 — 0 se recupera la ley de Fick (Ec. 2.8), mientras que cuando y —1 se obtiene la

ecuacion del tipo Cattaneo (Ec. 2.14).

Relacion con la dinamica de los reactores nucleares

Como ya se menciond anteriormente, los procesos de difusién normal en medios homogéneos

son descritos por la relacion de Einstein (Einstein, 1905), es decir, <r2 (t)> oct, donde <r2(t)>

es el término cuadrado que se sustituye al tiempo t. Sin embargo, para los fines de este estudio

la relacion general es <r2 (t)> oc t”, la cual se refiere a procesos de difusion anémala.

Los procesos de difusion andmala muestran diferentes comportamientos en el espacio y tiempo.
Al considerar un sistema nuclear altamente heterogéneo, se toma en cuenta que el transporte de
neutrones tendrd un comportamiento irregular, es decir, que debido al cambio de medio de
transporte en distancias cortas y a la presencia de regiones altamente absorbentes, el proceso
nuclear del sistema no podra describirse mediante la ley de difusién de Fick, y tampoco podra
ser descrito con precision por la ley de propagacion del tipo Vernotte, a este proceso se le

denomina difusion anémala (Cattaneo, 1948).
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Capitulo 111

Ecuacion del telegrafista de orden fraccional en el tiempo

para la aproximacion P1 de la ecuacidon de transporte

En esta seccion se desarrolla una nueva aproximacion de la solucion de la ecuacion dependiente
del tiempo de Boltzmann, la cual incluye una ecuacion constitutiva de orden fraccional para la
densidad de corriente (con derivada en el tiempo de orden fraccional), para un medio general.
Este desarrollo fue presentado en el trabajo de Espinosa-Paredes y Polo-Labarrios (2012a), el
cual es incluido en el Anexo 1. También se presenta el analisis de sensibilidad e incertidumbre
del exponente de difusion andmala en la ecuacion del telegrafista de orden fraccional de la
aproximacion P1. Este analisis se llevd a cabo a través de la simulacion Monte Carlo de tamafio
de muestra superior a 65,000. El andlisis de incertidumbre fue evaluado en un intervalo de
confianza del 99% de la media para comprender el rango de los valores medios que pueden
representar toda la poblacion estadistica de las variables de rendimiento, que en este caso es el
flujo. Este analisis fue presentado en el trabajo de Espinosa-Paredes et al. (2012b), el cual es

incluido en el Anexo 2.

3.1 Deduccién de la ecuacion del telegrafista de orden fraccional en el tiempo

Ahora, regresamos a las ecuaciones P, si se considera la derivada del vector corriente de la
particula con respecto al tiempo la Ec. (2.7) toma la forma de la Ec. (2.14), como

T%J(r,t):—D(r)W(r,t) (3.1)

en esta teoria se pueden tener ondas rapidas llevando pequefias cantidades de particulas y ondas

a velocidades mas pequefias llevando grandes cantidades de particulas (Joseph y Preziosi, 1989).
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Ahora, con las Ecs. (2.2) y (3.1), se obtiene la ecuacién del telegrafista hiperbolica (Heizler,
2010):

1,0¢(rt) B,
) o0 RN
(3.2)

QO (r )+ r =

donde 7 es el tiempo de relajacion y depende de las propiedades neutronicas del material
(Garcia-Colin y Goldstein, 2003):
1 3 D

T= ==, 3.3
U Zy v 33

Se puede observar que la ecuacion (3.2) contiene un término de segundo orden en el operador
diferencial del término temporal y aparece la derivada respecto al tiempo del término fuente. Si
7 —0 se obtiene la ecuacion tipica de difusion dada por la Ec. (2.9), la cual es el modelo

clasico de difusién, y es un modelo de primer orden.

En muchos sistemas naturales, se ha observado que los procesos de difusion no siguen la ley de
difusion de Fick, a dichos procesos se les denomina como difusion anémala. Especialmente en
el caso del sistema descrito en la Figura 1.1, algunos fenémenos de difusién anémala ocurren
debido a la configuracion altamente heterogénea del sistema. Contrariamente a los procesos de
difusién Fickianos, la presencia de elementos de control altamente absorbentes puede inducir a
la contraccién espacial del movimiento de neutrones. El resultado es un proceso de difusion
anémalo que no puede describirse exactamente como un proceso de difusion Fickiano. De
acuerdo con estas ideas la version de la ley constitutiva del vector corriente de la particula es la
Ec. (2.17), la cual es

,O7I(F,t) -

o +J(F.t)=-D, (F)Vg(F.t), (3.4)
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donde el operador de derivada fraccional &7 / ot” se define en el sentido de Caputo (Oldham y

Spanier, 1974), » es el exponente de difusion anémalo y 7/ es el tiempo de relajacion anémalo

y depende de las propiedades neutronicas del material, el cual se define como:
1 3Dy

v 3.5
’ U2y, v (3:5)
Finalmente, con las Ecs. (2.2) y (3.4), obtenemos la ecuacién de dispersion, como
7 o7 g(F ot o p(rt) 10¢(Ft
TITHEY DVZg(F,t)+77 2, 4 )+1 (7Y
v ottt ot/ v ot

0 : (3.6)

o Q( )(f,t)

rt)=00) (r y
h) t)= t
+2, ¢(F1)=QV/ (F,t)+7 Yo

Esta ecuacion es llamada la ecuacion del telegrafista de orden fraccional en el tiempo (ETFT) la
cual describe la dispersion de particulas como el comportamiento de la densidad de particulas

(flux) en un medio general. Cuando 77 —0 se recupera la ecuacion de difusion clasica (Ec.

2.9). Para 7 #0 y y —1 se obtiene la ecuacion del telegrafista hiperbélica (Ec. 3.2).

Un andlisis de orden de magnitud indica que = y 7/ son de orden 10~ o0 menor (Espinosa-

Paredes et al., 2008), por lo que el término temporal r(@j(F,t)/ﬁt) y el término

2 (afj(r,t)/aﬂ) son practicamente despreciables, con lo cual las ecuaciones constitutivas

del vector corriente de la particula, dadas por la Ecs. (3.1) y (3.4) se simplifican a la Ec. (2.8) la
cual es crucial para cerrar y obtener un conjunto completo de ecuaciones, y se puede observar
claramente que la corriente de particulas se transporta de mayor a menor concentracion de

particulas.
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Para demostrar las diferencias con otros modelos, se resuelve el problema de una placa de

geometria infinita en una dimension con una fuente independiente del tiempo ubicada en el

centro (x=0), es decir, Q(x)=Qyd(x), cuyas condiciones iniciales son ¢(x,0)=0 y

(6¢(x,t)/at)‘t20:0, y condiciones de frontera dadas por lim ¢(x,t)<o y )I(i_rg(;)(x,t)es

X—>0
obtenida de la solucién analitica de la ecuacion de difusion clasica (Eq. 2.9). A este problema se

le llamara en este trabajo “problema con fuente delta”.

En esta seccion se presenta la solucion del la Ec. (3.6), donde se utiliza el método de diferencias
finitas para poner en forma discreta las derivadas de orden fraccional usando las aproximaciones

de Caputo y Riemann-Liouville (Yang et al., 2008).

Para usar el método de integracion temporal (de paso a paso en el tiempo) en el caso de
derivadas fraccionales, es necesario el almacenamiento de todos los intervalos de tiempo
anteriores. La dificultad en la solucion de las ecuaciones diferenciales de orden fraccional
(EDOF) es, sobre todo, cuando la aplicacion requiere una solucién en un intervalo de tiempo,
porque las derivadas de orden fraccional temporales no son operadores locales. Esta propiedad
Ilamada no local significa que el sistema no sélo depende de su estado actual, sino que también

de los estados historicos a partir del momento inicial.

Entonces, la Ec. (3.6) para una placa infinita en una dimension es dada por:
1 0M7g(x.t) LL108(xt) 3y dH(xY)
X! ot ottt v ot DAV
1 O%p(x) _

+Za¢(x,t)—aax—2—Qo5(X)

, t>0with0O<y<1 (3.7)
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Las condiciones iniciales son elegidas simplemente como ¢(x,0)=0 y d¢(x,t=0)/ct=0.

Aqui el término 87¢(F,t)/8t7 es la derivada de orden fraccional de Caputo, definido por

(Podlubny, 1999):

To) 1 [ o)
o’ _F(l—;/)J. (t=m) on an (3:8)

y 81+7¢(F,t)/8t1+7 es la derivada de orden fraccional de Riemann-Liouville (Meerschaert y

Tadjeran, 2003):

81+7¢(x,t) #(x,€)
atlﬂf 2 7/ é’tz." —1 (3'9)

Para mayor estabilidad, se utiliza la formula de desplazamiento de Griinwald para aproximar la

derivada fraccional en el tiempo (Meerschaert y Tadjeran, 2003).
El algoritmo fraccional para la aproximacion numeérica es presentado en el Apéndice A.

Para resolver la Ec. (3.7), se considera que la dimension espacial esta en términos de la
trayectoria libre media de transporte. Por lo que la Ec. (3.7) puede re-escribirse como:

FTP(xt) 9g(x.t " d(xt 10%(xt
at01(+7 )+ éto )+(l—c)$+(l—c)¢(x,t)—§#:Qoé(x), t, >0 (3.10)

donde los numeros adimensionales usados son: A; =x%; y ty=tuX,. El nimero medio de

particulas emitidas por evento de colision es dado por:
Z z
c="S-=-_-5 (3.11)
X Xgt+Xg

y la condicion de frontera es obtenida de la aproximacion de la difusion clésica:

x(O,t):% (1:—3c) [erfc(— (1—c)t0)—erfc( (1—c)to)] (3.12)
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Ahora, sustituyendo las ecuaciones del Apéndice A, Ecs. (A3) — (A5) en la Ec. (3.10), y re-

arreglando términos, se obtiene una ecuacién que puede ser solucionada explicitamente para

~ d i (c+2d-a-b+gy) d ~ g .
L _ i 1) 4j i 2 j-1
4 (1+a+b)¢"1 (1+a+b) 4 +(1+a+b)¢'+l (1+a+b)¢'
b L & . (3.13)
2 s —4%)= j=k+1 _ jHlk L jk
(1+a+b)aJ (¢' ¢ ) (1+a+b)zgk¢' (1+a+b)zak<¢' % )
k=3 k=1
— 1+y
donde a=1’, b:;((;—_cy)), c=7""(1-c), d :TBF’ y oy =(k+1)"7 —k*” para

k=012,...,j-1.

Para geometrias de 2 y 3 dimensiones la aplicabilidad seria sencilla, la complejidad numérica se
incrementaria considerablemente debido al efecto memoria, es decir, los cuatro Gltimos términos
del lado derecho de la Ec. (3.13), los cuales representan la diferencia con respecto a la ecuacion

de difusion clasica.

El analisis de sensibilidad e incertidumbre del exponente de difusion andémala de ETFT
mediante la simulacion Monte Carlo fue realizada con diferentes tamafios de muestras, la mas
grande fue de 65,536. EI método de Monte Carlo ha sido ampliamente utilizado para el analisis
de la incertidumbre (Badar et al., 1993; Rochman et al, 2011; Espinosa-Paredes et al., 2012a).
La simulacion de Monte Carlo fue usada por Badar et al. (1993) para determinar las
incertidumbres de los parametros térmicos en el disefio de intercambiadores de calor. Rochman
utilizo este método en la propagacion de incertidumbre en los datos nucleares, en este trabajo se
aplico la simulacién Monte Carlo para evaluar la sensibilidad y la incertidumbre de la ecuacion
de la cinética neutronica de orden fraccional para un reactor puntual, esto fue publicado en

Espinosa-Paredes et al., (2012a).
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Implementacion de la simulacion Monte Carlo
La metodologia del Método de Montecarlo es presentada en el Apéndice 2, a continuacion se

muestra como se implemento.

Para analizar los efectos de y en el comportamiento de la ETFT, se implementd la simulacion
Monte Carlo en la solucion numérica de la ETFT a través de la siguiente expresion:

i =0 +bx X, 1=123,...,N (3.14)
donde y; es el i-ésimo valor de exponente de difusion anomala, y, es un valor inicial menor
que uno y mayor que cero, b es el porcentaje de variacion del nimero de Monte Carlo el cual es
constante y X; es el numero relacionado con el método de Monte Carlo. Entonces, y; es
calculado para cada valor de x; (con i=1,2,3,...,N), el cual es usado como dato de entrada en

la simulacion numérica de la ETFT.

Para analizar los efectos del exponente de difusion anomala () es necesario una dindmica de

experimentos numéricos, donde la variacion con respecto al tiempo del flujo escalar es

importante. Con la intension de analizar los efectos de » en el flujo escalar se considera un
problema con una fuente delta para tres diferentes tipos de medio (Espinosa-Paredes y Polo-
Labarrios, 2012): 1) medio puramente absorbente (¢ =0); 2) medio heterogéneo (c=0.65); y
3) medio altamente dispersante (¢ =0.99), donde c es calculado con la Ec. (3.11), siendo el
heterogéneo un medio parcialmente dispersor y absorbente. También se consideraron diferentes
tiempo: tiempos muy cortos (t,, donde t, =tuvX,); tiempo cortos (2ty); y tiempos muy largos
(6ty). Para cada tipo de medio y tiempo, el flujo escalar es presentado en términos de la
trayectoria libre media de transporte (4 =xZ,) para diferentes valores. Con estas

consideraciones se llevé a cabo el analisis de sensibilidad e incertidumbre.
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Los resultados de ETFT son comparados con la ecuacion de Boltzmann para el caso de una
placa infinita en una dimensién con una fuente en el centro, para dicha comparacion se
consideraron dos tipos de medio: (1) medio puramente absorbente (c=0), y (2) medio
altamente dispersivo (¢ =0.99). En Anexo 1 se presenta el articulo publicado donde se compard
con otros modelos propuestos anteriormente y adicionalmente se consideré un medio

heterogéneo (¢ =0.65).

La ecuacion de transporte lineal monoenergética o ecuacion de Boltzmann monoenergética es:

1@@.@&,@;%&(r)w(ﬁﬁ,t)

v (3.15)

[, stz (ro-0)y(rao(ray)

y la solucion exacta del problema con fuente delta en el plano es:
t:&E 2. )—E (02t Ht—M 3.16
¢exact(x1 ) > [ 1(|X| a) l(U a ):I o | (3.16a)
\/EztUQo t_—5(v/2)5u v 2 3|X|2 3 |X|

¢(X,t)=Tjoe v t ‘IO SE—ZI u —EU—Z H u-— g; du

(3.16hb)

2
_ X X
) f2_7€ 5(')/2)2tt.|0 522t t2_§u Hlt- EU
2 \5 2 Sv 5v

donde la Ec. (3.16a) es para ¢ =0 y la Ec. (3.16b) es para ¢ ~1 (Ecs. 56 y 58, respectivamente
en Heizler 2010).

3.4.1 Discusion de resultados

Después de haber realizado pruebas para diferentes valores de gamma, se encontré que el valor

de y=0.6 ofrecia una mejor aproximacion.
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La Figura 3.1 muestra la comparacién de la aproximacion ETFT desarrollado en este trabajo con
la solucidn exacta de la ecuacién de Boltzmann (EB). Se grafico el flujo escalar y nétese que la

escala no es la misma en todas las gréficas.

c=0 c=0.99

—#—EB
—ETFT

b)
S S 15
— —
= = 1.0}
C) xZ,

Figura 3.1. Flujo escalar para un problema con fuente delta para un medio puramente absorbente
(c=0) y para un medio altamente dispersor (¢ =0.99). La solucién exacta para la Ecuacion de
Boltzmann (EB) dada por la Ec. (3.16), y la aproximacion de este trabajo es la ecuacion del telegrafista

de orden fraccional en el tiempo (ETFT) dada por la Ec. (3.13). EI EDA es y =0.6; a) tiempos muy

cotos (ty); b) tiempos cortos ( 2ty ); y c) tiempos muy largos (6ty); donde ty =toZ,; .

Como se muestra en la Figura 3.1, dos casos fueron considerados para la comparacion de

resultados: (1) medio puramente absorbente (¢ =0), y (2) medio altamente dispersor (¢ =0.99).
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La comparacion de resultados se muestran para tiempos muy cortos (t;; donde ty=tuX,),
tiempos cortos (2ty), y tiempos muy largos (6ty). A continuacion se discuten las principales

caracteristicas de la aproximaciéon ETFT:

1) Medio puramente absorbente (c=0). Para tiempos muy cortos, la aproximacion ETFT
muestra que la particula estd avanzando con una velocidad cercana a la velocidad real,
mostrada por EB (solucion exacta de la Ecuacion de Boltzmann) donde las diferencias son

despreciables para todos los casos.

2) Medio altamente dispersor (¢ ~1). En este caso, para todos los tiempos la ETFT sub-predice

ligeramente el comportamiento con respecto a la solucion exacta de EB.

En términos generales, y como se puede observar en los resultados, la ETFT ofrece una buena
aproximacion para EB cuando el medio es puramente absorbente, en donde las aproximaciones
comparadas en el Anexo 1 son menos precisas. La interpretacion fisica de este comportamiento
es gque en el medio hay procesos sub-difusivos que estan mejor representados por el modelo
desarrollado en este trabajo. En un medio altamente dispersor los procesos de sub-difusién (ver
seccion 1.1.3) no son predominantes y la ETFT sub-predice ligeramente el flujo en los
fendmenos de propagacién pero sigue la misma tendencia que la EB.

Las aproximaciones ETFT asi como otros modelos propuestos anteriormente y presentados en el
Anexo 1 son més faciles de resolver que la ecuacion de Boltzmann. Sin embargo, la ETFT es
crucial donde los fendmenos son sub-difusivos, ademas, tiene un enfoque mas amplio y requiere

un menor numero de calculos.

Con el fin de mejorar el comportamiento de la ETFT en un medio heterogéneo (¢ =0.65), y en
un medio altamente dispersor (c~1), se realizd el experimento numérico incluyendo el
coeficiente de difusion asintotica (Ec. 25 en Heizler, 2010). Los resultados obtenidos son

presentados en el Anexo 1, los cuales muestran que ETFT con el coeficiente de difusion
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asintética presenta un comportamiento significativamente distinto al de la solucion EB para
todos los casos que se muestran, es decir, para tiempos muy cortos, tiempos cortos y tiempos

largos.

La ecuacion del telegrafista de orden fraccional en el tiempo de la aproximacion P, para la

ecuacion de transporte predice que la velocidad fraccional de la onda (adimensional) es

a, =1/3"'2 donde a, =a,vv"7 /D’ fue aplicada. De acuerdo con esta ecuacion a, =1/+/3

cuando y =1, la cual corresponde a la velocidad obtenida con la ecuacion del telegrafista

hiperbdlica. Entonces, mas alla de su significado fisico, se puede considerar como un parametro

de correccion para la prediccion de la correcta velocidad del neutrén para ¢ =0.

3.4.2 Desviacion estandar relativa (RSD, por sus siglas en ingles)
Los principales resultados del analisis de sensibilidad e incertidumbre son presentados en el

Anexo 2, sin embargo aqui se mencionan brevemente.

El andlisis de sensibilidad e incertidumbre del exponente de difusion anémala (EDA) en la
ETFT se realizo mediante la simulacion Monte Carlo con un tamafio muestra (N ) optimo,
donde el valor del RSD es practicamente constante e independiente del tamafio de la muestra.
Para lo cual se usaron tres tipos de muestras (N;, N, y N3) que contenian diferentes tipos de
nameros generados al azar, los cuales fueron obtenidos con el paso 1 y validados con el paso 2

de la metodologia presentada en el Apéndice B de este trabajo.

La Figura 3.2 (Figura 1 del Anexo 2) presenta un grafica esquematica que muestra los valores

expresados en porcentajes del RSD de la muestras N;, N, y Ns. EI RSD se calculd segin la

siguiente expresion:

RSD =~ x100 (3.17)
X

35



donde s es la desviacion estandar y X es la media. Considerar el RSD permite establecer el
tamafo optimo de la simulacion N . El tamafio 6ptimo de N es obtenido cuando el valor del
RSD deja de variar con respecto al tamafio de la simulacion N . En la Figura 3.2, se puede

observar que para un tamafio de la simulacion N (N;,N, y N3) mas pequefio que 5,000 el

RSD varia de manera considerable e impredeciblemente; para N =10,000; 15,000 y 20,000 las
variaciones del valor del RSD decrecen y tienden al valor de 10%. Para N més grande que
50,000 los valores del RSD son practicamente constantes e independientes del tamafio de la
muestra. Sin embargo, el tamafio dptimo N de simulacién usado en este trabajo fue de 65,000.

El valor del RSD para y fue el mismo para cada tiempo de simulacién como se esperaba,

debido a que para cada tiempo el numero aleatorio que le corresponden es el mismo.

12
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10—_----4:--5 ------ pTB T G- B----- Bl- - e - A AR - - - -
8 - A
o 64
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24
9 07—
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Simulation size, N

Figura 3.2. Desviacion estandar relativa (RSD) para ¥ como una funcion del tamafio de simulacion N.

la linea punteada horizontal al 10% es la referencia para ¥ .

3.4.3 Exponente de difusion anémala en el comportamiento de ETFT

Los resultados de la influencia del EDA en las caracteristicas de respuesta de ETFT evaluados a
partir de la simulacién Monte Carlo para medios puramente absorbentes son mostrados en la
Figura 3.3 (Figura 3 del Anexo 2), los cuales fueron obtenidos con un tamafio de simulacion de

65,000 para cada tiempo de simulacion: para tiempo muy cortos (ty), tiempos cortos (2ty) vy
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para tiempos muy largos (6ty), y para diferentes valores de A, los cuales varian en cada caso de

acuerdo al comportamiento de flujo escalar.

En la Figura 3.3 se puede observar la influencia del exponente de difusion andmala ( y ) sobre el
flujo escalar adimensional (¢/Q,) en el problema con fuente delta, el cual es de la siguiente
manera: a) Para tiempos muy cortos (ty): en 4 =0.25 se nota una correlacion positiva
estadisticamente significativa entre estos dos parametros, y en 4 =05 y 1.0 se nota una

correlacion negativa estadisticamente significativa entre estos dos pardmetros; b) Para tiempos

cortos (2ty); en 4 =0.5 y 1.0 se observa una correlacion positiva entre estos dos parametros, y
en 4 =15 se nota una correlacion negativa estadisticamente significativa entre estos dos
parametros; y c) Para tiempos muy largos (6ty): en 4 =0.5, 1.0, 2.0, se nota una correlacion

positiva estadisticamente significativa entre estos dos parametros.

Los resultados de la influencia del EDA en las caracteristicas de respuesta de ETFT también
fueron evaluados a partir de la simulacion Monte Carlo para medios heterogéneos (c=0.65) y
para medios altamente dispersores (¢ ~1) (Figuras 4 y 5 del Anexo 2), para todos los casos, es

decir, para ty, 2ty y 6t,. Los resultados cualitativos obtenidos tienen las mismas caracteristicas

que se observaron en un medio puramente absorbente (Figura 3.3). Sin embargo, la diferencia

entre ellos es su rango de variacion el cual es presentado en las Tablas 1 — 3 del Anexo 2.

3.4.4 Analisis de sensibilidad
Se utilizaron los limites de confianza del 99% (LC99) o intervalos de confianza del 99% (1C99)

de la media para entender la sensibilidad del sistema a los cambios del EDA (). Estos fueron

calculados usando la siguiente formula estandar (Bevington and Robinson, 2003):
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IC99=X=*t, 4 -—— (3.19)
(n-1) W

donde s es la desviacion estandar, X es la media, N es el tamafio de la simulacion usaday t es

el valor critico t de Student para los grados requeridos de libertad.

Los resultados (mostrados en las Tablas 1 — 3 del Anexo 2) muestran como los valores medios

de la poblacion estadistica del exponente de difusion anémala () en la ETFT pueden estar

localizados en intervalos de confianza del 99% (o 1% de significancia). De esta forma, hay una

confianza del 99% que el valor de y este dentro del intervalo de 0.59932 — 0.60053, con lo que
el flujo escalar adimensional (4/Q,) podria estar entre el intervalo mostrado en las Tablas 1 — 3
del Anexo 2 para medios puramente absorbentes (¢ =0), medios heterogéneos (¢ =0.65), y
para medios altamente dispersantes (c~1), respectivamente. Por ejemplo, para un medio
puramente absorbente (c=0) en la Tabla 1: para los valores de y dentro del intervalo de

0.59932 — 0.60053, el flujo escalar adimensional (#/Qy) podria estar entre 0.14259 — 0.14261

en 4 =0.5, paratiempos muy cortos (ty); y asi sucesivamente para cada condicion analizada.

El andlisis de sensibilidad se llevo a cabo a través de la regresion polinomial lineal, cuadratica y
cubica de los datos simulados, sin embargo s6lo se presentan los resultados obtenidos mediante
la regresion cubica (Tablas 4 — 6 del Anexo 2) usando el EDA () como variable predictora.
Estos resultados muestran una correlacion estadisticamente valida para flujo escalar

adimensional (¢/Qp).
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Figura 3.3. Medio heterogéneo (¢ =0.65): Influencia del exponente de difusion anomala () sobre el

flujo escalar en un problema de fuente delta para tiempos muy cortos (t; ), tiempos cortos (2t ), y

tiempos muy largos (6t,).
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3.4.5 Andlisis de incertidumbre

Para este analisis, los resultados son resumidos en la Tablas 7 — 9 del Anexo 2: para medios
puramente absorbentes (c=0), medios heterogéneos (c=0.65), y medios altamente
dispersores (¢ ~1), respectivamente. Para cada medio y tiempo caracteristico de simulacion, en

cada caso se seleccionaron tres diferentes valores de A, de acuerdo al comportamiento del flujo

escalar adimensional (¢/Q,), como se puede observar en la Figura 2 del Anexo 2.

La explicacion de estas tablas es mostrada con el siguiente ejemplo: en la Tabla 8 del Anexo 2

se observa que con el 10% de variacion en el exponente de difusion andmala () el flujo escalar
adimensional (¢/Qp) en 4 =1.5 varia alrededor de 15.82% para tiempos cortos. Es importante

sefialar que de acuerdo con los resultaos reportados en estas tablas la maxima variacion

observada es de alrededor del 39.36% en 4 =1.0 para medios altamente dispersores (c~1) y
tiempos muy cortos (Tabla 9 del Anexo 2), por otro lado en ese mismo valor de 4 y para

tiempos muy cortos en los tres tipos de medios se observa una variacion del mismo orden,

mientras que la minima variacion es de alrededor del 0.49% observada en 4 =0.5 para medios

puramente absorbentes (¢ =0) y tiempos muy cortos (Tabla 7 del Anexo 2).
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Capitulo IV

Ecuacion de la cinética neutronica de orden fraccional de un

reactor puntual

Las ecuaciones de cinética neutrénica puntual clasica (ECNC) de un reactor son uno de los
modelos mas importantes de la ingenieria nuclear, a través de éstas es posible determinar el
comportamiento de la densidad neutrénica de una forma simple durante la variacion de la
reactividad en el tiempo, y ha sido objeto de incontables estudios y aplicaciones para entender la
dinamica neutronica y sus efectos, asi como el desarrollo de diferentes métodos para su solucion
(Chao and Attard, 1985; Aboanber, 2003; Kinard and Allen, 2003; Chen et al., 2006; Li et al.,
2007; Zhang et al., 2008; Palma et al., 2009; Li et al., 2010; Espinosa-Paredes et al., 2011).

La difusion de neutrones a través de un material es el resultado de las interacciones nucleares
del sistema. En el analisis de un reactor, se asume que los neutrones no chocan entre ellos. Esto
es valido porgue la densidad de neutrones es mucho menor que la densidad atdmica del medio.
Debido a que las colisiones son casi constantes, los neutrones en el medio viajan en zig-zag.
Cuando se considera un nimero grande de neutrones se asume que son monoenergéticos, y hay
un movimiento global de neutrones de una region de alta densidad neutrénica a una de baja.
Esta es la razon de porqué la ley de Fick de difusion normal es aplicada para definir la variacion
neta del flujo de neutrones. Sin embargo, se considera que un reactor nuclear es un sistema
altamente heterogéneo debido al cambio de medio de transporte en distancias cortas y a la
presencia de regiones altamente absorbentes, como ya se mencioné anteriormente.
Considerando estas ideas se tiene un proceso de difusion anémalo, el cual muestra diferentes
comportamientos en el espacio y tiempo. Por esta razon el proceso de transporte de neutrones en
un sistema nuclear no puede describirse de manera exacta mediante la ley de difusion de Fick
(Ec. 3.9) y tampoco puede ser descrito con precisién por la ley de propagacion del tipo
Cattaneo (Ec. 3.14).
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Bajo estas consideraciones, en el trabajo de Espinosa-Paredes et al. (2011) se presenta el
desarrollo de un modelo matematico el cual describe la dinamica del transporte de neutrones
aplicando una ley constitutiva de orden fraccional para la densidad de corriente neutrénica (Ec
2.17). Este trabajo es presentado en el Anexo 6. EI modelo desarrollado serd empleado para la
simulacion del arranque de un reactor del tipo PWR para dos caso de insercion de reactividad:

1) insercién de reactividad en pasos; 2) insercién de reactividad en rampa.

Para la aplicacion (1) el analisis numérico del comportamiento de la densidad neutronica cuando
se incrementa la potencia del reactor nuclear durante la puesta en marcha de un PWR, en el cual
la insercion de reactividad es paso a paso, donde se considera una fuente de neutrones externa
definida como constante de un estado inicial estable subcritico conocido. Mientras que para la
aplicacion (2) se presenta el comportamiento de la variacion de la densidad neutronica cuando la
potencia del reactor nuclear aumenta, donde se analiza el caso de aumento de potencia del
reactor nuclear cuando se arranca en frio, el cual es un proceso de insercion de reactividad
mediante el levantamiento de las barras de control de forma discontinua. Se considera que hay
un tiempo de relajacion asociado con una rapida variacion en el flujo de neutrones y su
interpretacion fisica del orden fraccional esté relacionada con los efectos no-fickianos desde el

punto de vista de la ecuacion de difusién de neutrones.

Al considerar un sistema nuclear altamente heterogéneo, se toma en cuenta que el transporte de
neutrones tendra un comportamiento irregular debido al cambio de medio de transporte en
distancias cortas y a la presencia de regiones altamente absorbentes. Para considerar estas
anomalias del sistema de transporte de neutrones, en el trabajo de Espinosa-Paredes et al. (2011)
se desarrollé una ecuacion de dispersion del flujo neutronico basada en la ecuacion de la

ecuacion de difusion dada por la Ec. (3.6), como
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7/ 0 ¢(I't)+£a¢(r’t)+r72a6 #(7.1)

vt v A o’ t>0 4.1)
7S (F,t)

+2,6(F,t) - DV2g(F,t)=S(F,t)+ 7" v

que es la ecuacion del telegrafista de orden fraccional en el tiempo para describir la difusion
anomala. Donde S(F,t) es el término fuente y en este caso se considera que depende del

tiempo, el cual para neutrones de un grupo de energia, es dado por (Glasstone and Sesonske,
1981)

S(F.t)=(- Bk, Za,8, (T Z/%C 4.2)

donde g es la fraccion de neutrones retardados, k. es el coeficiente de multiplicacion infinita,
4; constante de decaimiento del precursor y C; es la concentracion de precursores. En esta

ecuacion el primer término de lado derecho representa la produccion de neutrones instantaneos,
mientras que el segundo término es la variacion total de la formacion de neutrones de

precursores retardados.

Aplicando todos los conceptos y fundamentos conocidos en la Ec. (4.1) de la manera analoga
como se obtiene el modelo de la ECNC (Glasstone y Sesonske, 1981; Lamarsh y Baratta, 2001)
se obtiene la ecuacion de la cinética neutronica de orden fraccional (ECNF) para un reactor

puntual, de la forma

77 m+ﬂ F_‘_ (1—ﬂ)} d”n(t) . dn(t)
dt’+ | A | dt7 dt
(4.3)

- £ ﬁn(t)+z,1,c +T7Z( d Cj

) dt”
donde n es la densidad neutrdnica, | es el tiempo de vida del neutrén, p es la reactividad y A

es tiempo de generacion del neutrén. Cuando 7 — 0, se recupera la ecuacion clésica, es decir,

dnt) _p-p ,5’

" n(t)+z,11c: (4.4)
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La diferencia entre las Ecs. (4.3) y (4.4), es que la Ec. (4.3) tiene tres términos adicionales

7+l
d ngt) )
dt’* dt”

V4 7.
dn(t) | 4 47C

respecto de la ecuacion clasica: 1) ) d—7l El significado fisico de
t

estos término es que para valores de O<y <1, hay procesos sub-difusivos, el primero y el
tercero tienen relevancia para cambios rapidos en la potencia neutronica, mientras que el
segundo término tiene especial relevancia cuando los cambios en la potencia neutrénica son

pequefos.

La velocidad neta de formacion de neutrones de precursor retardados del grupo i-ésimo esta

dada por

dC; (1) _ﬁ
a A

Esta ecuacion fue derivada considerando que

n(t) - AC, (4.5)

dG (1)
dt

donde, el primero y el segundo término de la derecha son la rapidez de formacion de precursores

= Bk Zad (7, 1) = 4G (F ) (4.6)

y el decaimiento radioactivo del i-ésimo grupo, respectivamente. En esta ecuacion S

representa la fraccion de neutrones retardados. Para mayores detalles sobre el procedimiento en

el Anexo 6 se presenta el trabajo de Espinosa-Paredes et al. (2011).

La aproximacién numérica de la solucion del modelo de la ECNF fue obtenida aplicando el
algoritmo para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de orden fraccional multi-términos
(EDOF) propuesto por Edwards et al. (2002) el cual es presentado en el Apéndice C, el método
consiste en representar la ecuacion diferencial de orden fraccional como un sistema de

ecuaciones diferenciales de orden fraccional.
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Considerando un grupo de neutrones retardados la ecuacion de la cinética neutronica de un

reactor puntual y las condiciones iniciales son dadas por:

Ecuacion de la cinética neutrénica fraccional de un reactor puntual

7+l _ /4 _ 7
T}/u-FTyl:}—FM}H‘F@:Mn-F/’LC-FT}//’Ld C

dt7+ Il A Jdtr dt A dt”
n=ng, at t=0.
Concentracion de precursores
d—Czﬁn—/lc,
d A
B

C=Ch=—ngp, at t=0

0=

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

Para simplificar la notacién se usa el operador diferencial D en lugar de d/dt. Entonces, el

sistema de ecuaciones puede ser escrito como:

Ecuacion de la cinética neutrénica fraccional de un reactor puntual

D’*n+asDn+a,D’n+an=h,D’C+hC, 0<y<1

Concentracidn de precursores

DC +b,C =agn
donde los coeficientes de las ecuaciones anteriores son:
_B
% A
_ 1 [p—ﬂ )
il 7\ A
], :F+ (1—ﬂ)}
I A
S
3 = 7
A
by = =

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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(4.18)

Para seguir el procedimiento dado por Edwards et al. (2002), se define un cambio de variable

con respecto al problema original:

Ecuacion de la cinética neutrénica fraccional de un reactor puntual

X (t) =n(t)

X, (1) = D'n(t) = D" (t)

X3(t) = Dn(t) = Dx (t)

X4 (t) = D7 Dn(t) = D”n(t) = D’ x4(t)
Concentracién de precursores

y1(t) =C(t)

Yo(t)=D"C(t) =D "y (t)

y3(t) = DC(t) = Dy,(t)

el cual en forma matricial es

D7

0 O 0 O X Xy
D 0 0 0 0fx| |X
0 0 D7 0 0| X3|=| %4
0 0 0 D’ o] |¥
0 0 0 D 0)\Y2) \¥s

donde
3 2
X == ajXj+ > b;y;
i1 i1

Y3 =23 —by;

(4.19)

(4.20)
(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)
(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

Los coeficientes x, y y; se obtuvieron sustituyendo las Ecs. (4.20) — (4.22) y las Ecs. (4.24) y

(4.25), en las Ecs. (4.11) y (4.12), respectivamente.
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Para la forma de la derivada fraccional se aplica el método de Diethelm (Diethelm 1997a,

1977Db), el cual es definido como:
D7x—i Zilya) X+ (4.29)
7Fi = p.itNi—-p v .

Aqui ”T; =(ih)” T'(-y), donde T'(—y) es la funcién gamma cuyo argumento es —y; X, es la

condicion inicial, y ya)p 0s--+» @y ; son los pesos de la convolucién definidos como:

p.i
-1 , for p=0

i=12p" — (k=17 —(x+1)"7 , for p=12,-i-1. (4.30)
(y-1)p" —(p-1)"7+p*7 , for p=i

Entonces, se aplica la Ec. (4.29) con x = x; para la forma discreta de la Ec. (4.21), se obtiene:

V4
@p

1< X1.0
D/x; =— T, X p+—— 4.31
1, 7Fi [DZ%) p,ii—p y J ( )
De acuerdo con el método de Edward et al. (2002) se considera que
! P X10
Sl,i = Z a)p,ixlyi_p +— (432)
p=1 4
Ahora, sustituyendo la Ec. (4.32) en la Ec. (4.31):
1
D7 :7_F<7/a)0,ixl,i +Sl,i) (4.33)

En esta ecuacion se puede observar que
i i
D Tapixip— 2 @piXip = 0%, (4.34)
p=0 p=1
De acuerdo con la Ec. (4.20) D”x;; = X, ;; entonces, la Ec. (4.33) puede re-escribirse como:

X2,i =7—1_I(

T X+ Sy ) (4.35)
Entonces, despejando Sy ;:
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Spi ="TiXpj —"an %, (4.36)
Combinando las Ecs. (4.32) y (4.35), se obtiene

' X1,0
"TixXpi =% = . 7 @pi%ip +—7/’ (4.37)
p-1

Para la forma discreta de la Ec. (4.21) se usa la regla del trapecio:

i = X +2(X3,i +Xg1) (4.38)
Ahora, se procede de manera similar como en la forma discreta de la Ec. (4.20), entonces

Soi = X1 +g X3,i-1 (4.39)
Sustituyendo la Ec. (4.39) en la Ec. (4.38), se tiene:

X1i = Sy +gX3,i (4.40)
Despejando S, ;:

Soi =X, —g X3,i (4.41)
Combinando las Ecs. (4.39) y (4.41), se obtiene:

X —g X3i = X1 +g X3,i-1 (4.42)

Se procede de manera similar para obtener la forma discreta de las Ecs. (4.22), (4.24) y (4.25):

i X
"T; (blyl,i +byYsj )— "T (alxl,i +aXy )—(71“ia3 + "y, )X3,i =D T w,i%ip +% (4.43)
b1

i
y
(yri ) Yoi—"@niY1i =D, @p i Yiip +=2 (4.44)
p-1 Y
b,h h h
)ﬁ,i[ ——; j__ag i = Y1 +§[30X1,i—1—b23/1,i—1] (4.45)

respectivamente. Ahora, con las Ecs. (4.37), (4.42), (4.43) — (4.45) se construye la forma

matricial:

48



Ty T 0 0
1 0 ~h/2 0
—"Tyay —'"Tja, —("Tiay+"ay;) "T;b
0 0 0 ~a,
—(agh)/2 0 0 1-(,h)/2

donde

i
X
_ y 1,0
S1i =D OpiXipt—
p=1 Y

Spi =X 3 X3,i1

i
X
_ 14 3,0
Sai =2 wpiXaip+——
p:]_ 7

i

Y10
Rii =2 @piYiip +—
p=L 4

h
Roi = Y1iu +E[aoX1,i—1 - b2Y1,i—1]

0
0

"Tib,
J’Fi
0

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

Durante la puesta en marcha de un reactor nuevo o recargado, se debe prestar atencion

cuidadosa al problema de control, con el fin de evitar la posibilidad de un accidente. En los

reactores de alto flujo y que se ha afiadido un exceso de reactividad, el periodo del reactor puede

ser muy pequefio durante el inicio. Si se permite que continue, ya sea por un fallo mecéanico o

del operador, a través de la etapa de la criticidad por neutrones instantaneos, la energia superara

muy rapidamente el nivel normal de operacién y las consecuencias podrian ser graves. La puesta

en marcha del reactor requiere una atencion especial, ya que el nivel de neutrones puede ser tan

bajo que podrian ser inciertas las indicaciones de los instrumentos de medida habituales. En este

caso, una condicion de maxima importancia es que las barras de control no se pueden mover,

hasta que el flujo de neutrones sea lo suficientemente grande como para ser detectado. Este flujo
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de neutrones detectable puede provenir de la fisién espontanea o una fuente de neutrones
especial introducida en el reactor. Incluso en estas circunstancias, existe la posibilidad de que el
reactor alcance la criticidad por neutrones del sistema en un intervalo de tiempo corto; esta
situacion se puede evitar regulando cuidadosamente la velocidad de ascenso de la reactividad, es
decir, la velocidad de movimiento de las barras de control durante el proceso de inicio
(Glasstone y Sesonske, 1981).

4.3.1 Analisis numérico del arranque de un PWR con la ECNF: insercién de reactividad en
pasos

Actualmente, el método basico de seguimiento critico es la extrapolacion, y el método de
inverse count rate se utiliza ampliamente en los reactores del tipo PWR. Debido a que no hay

solucion analitica para la ECNC con una fuente externa en subcritico, aun se sigue utilizando la

formula tradicional sub-critica (Hetrick, 1993): n(t —o0)=0ggA/p, (donde n(t) es la densidad
de neutrones en el caso t — o, gy es la fuente de neutrones externa de densidad emitida por

segundo, A es el tiempo de generacion de neutrones instantaneos, y p, es el valor inicial de

reactividad debida a la barra de control retirada), lo que demuestra que la sub-criticidad necesita
un tiempo mas largo para que el reactor alcance el estado estacionario. En realidad, cuando se
Ileva a cabo el arranque fisico de un reactor y se retiran las barras de control para extrapolar al
estado critico se usa la formula sub-critica tradicional, incluso si la reactividad afiadida es igual
a 1/3 del valor de extrapolacion, los fenémenos de super-criticidad a veces pueden ocurrir
accidentalmente (Li et al., 2010). Frecuentemente en la préctica se tiene que a partir del apagado
a fondo, la varianza de la densidad neutrdnica se incrementa varios 6rdenes de magnitud. Al
final de los pasos iniciales durante el arranque del reactor, el valor de la densidad de neutrones
casi alcanza un valor estable, pero es tan pequefio que puede ser considerado como cero.
Durante este proceso, el método de extrapolacion se utiliza para encontrar el punto critico.
Ademas, después de algunos pasos, especialmente cuando el reactor esta cerca de ser critico por
retardados, la densidad de neutrones llega a un nivel alto y no puede ser tomada como cero. En

este momento la férmula sub-critica tradicional no es aplicable mas. Por otro lado, Chen (1997)
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ilustra algunos ejemplos sobre accidentes por criticidad, que se producen si se utiliza la cuenta
del detector de neutrones para extrapolar a estado critico mediante la férmula sub-critica
tradicional. De acuerdo con esas ideas, Li et al. (2010) propone una nueva solucion para la
multiplicacion de neutrones mediante la ECNC con un grupo de neutrones retardados.

El principal objetivo de esta seccion es analizar los efectos del exponente de difusién anomala
(7) vy el tiempo de relajacién andémalo sobre el comportamiento de la densidad neutrénica
durante la puesta en marcha de un PWR, y la relacion entre la respuesta de la densidad
neutronica y la reactividad insertada paso a paso. Este andlisis se presento en el trabajo de Polo-

Labarrios y Espinosa-Paredes (2012b) el cual se presenta en el Anexo 3.

Formulacion matematica fraccional
El sistema de ECNF con un grupo de neutrones de precursores retardados dado por las Ecs. 4.7
—4.10, al considerar una fuente neutrénica externa y sus condiciones iniciales, quedan como:

Ecuacion de la cinética neutrénica de orden fraccional de un reactor puntual

. dl”n(t)+dn(t)ﬂy{h(l—ﬂ)}dyn(t)

L+y | A /4
t at " oey<t (4.52)
_p—p 7 d;/C(t)
= n(t)+z /l—dty +AC(t)+q
A
po =2 (4.53)
No
d'n®l g (4.54)
dt” 0
() (4.55)
et |
Concentracion de precursores
dc(t) _p
—2="n(t)-AC(t 4.56
= En()-2c(1) (456)
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c(o):A%n0
arew)| _
dt” -0

Para obtener la solucién de la ECNF se procede de manera similar que en la seccion anterior.

Por lo que la representacion matricial de la solucion de las Ecs. (4.52) y (4.56) es:

—7a)01i 71—‘i 0 O 0 Xl,i
1 0 —h/2 0 0 || %,
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paliserra

4.3.2 Analisis numérico del arranque de un PWR con la ECNF: insercion de reactividad en
rampa

La reactividad es una de las propiedades mas importantes en un reactor nuclear debido a que
esta directamente relacionado con el control del reactor. La reactividad se inserta basicamente
cuando las barras de control son elevadas, en la practica cada paso del levantamiento de las
barras de control es un paso de introduccién de reactividad lineal en un cierto periodo de
tiempo. Sin embargo, las barras de control se levantan de forma discontinua, y cuando esta cerca
de la criticidad la longitud de cada paso tiene un intervalo de tiempo el cual permite que el
transitorio dure lo suficiente para que el reactor pueda llegar a la criticidad de una manera lenta
y segura. Por otro lado, la eyeccion o retirada descontrolada de las barras de control es el tipo
mas comun de iniciador de un accidente de insercion de reactividad, este es un evento que ha
sido el tema de trabajos anteriores (por ejemplo: Duderstadt y Hamilton, 1976; Glasstone y
Sesonske, 1981; Stacey, 2001; Zhang et al., 2008; Palma et al., 2009; etc.).

El objetivo de esta seccion es analizar los efectos del exponente de difusion anomala () vy el

tiempo de relajacién anémalo (z”) en el comportamiento de la densidad neutrénica durante el
arranque de un reactor nuclear de potencia, y la relacion de la respuesta de la densidad

neutrdnica con la velocidad y duracién del levantamiento de las barras de control.

Durante el arranque en frio, el reactor se encuentra en estado subcritico y la fuente externa de
neutrones no puede ser despreciada. En este caso la temperatura promedio del ndcleo del reactor
es menor, asi como la potencia afiadida, por lo que el efecto de retroalimentacion de temperatura
puede ser despreciado. De acuerdo con estas ideas, recientemente Zhang et al. (2008) y Palma et
al. (2009), desarrollaron soluciones analiticas para el calculo de la densidad neutronica a partir
de un conjunto de aproximaciones fisicas y matematicas, estas soluciones son presentadas en el
Anexo 4. Sus formulaciones fueron basadas en las ECNC, en donde se considera una fuente de

neutrones externa y la insercion de reactividad es variable en el tiempo y representada por:
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| pstrt, (0<t<t,)
-l

Donde pes la reactividad; p, es la reactividad subcritica; r es la velocidad de insercion de
reactividad; t es el tiempo; t, es la duracion de elevacion de la barra de control. El resto de los

parametros han sido descritos anteriormente.

Formulacion matemética fraccional

En este caso la ecuacion de cinética neutrénica de orden fraccional (ECNF) con un grupo de
precursores de neutrones retardados tiene la forma de las Ecs. 4.52 y 4.56, y sus condiciones
iniciales son iguales a excepcion de la Ec. 4.53, la cual en este caso es:

gA
n(0)=—.
() Ps

(4.66)

Este analisis se presento6 en el trabajo de Polo-Labarrios y Espinosa-Paredes (2012c) el cual se

presenta en el Anexo 4.

Solucion numérica fraccional

La solucion numeérica de la aproximacion ECNF es igual que la obtenida en el caso anterior, es
decir, es dada por las Ecs. 4.59 — 4.64. La diferencia principal entre ambos casos es que la
perturbacion de reactividad como una funcion del tiempo es introducida usando la Ec. (4.65), la

cual es consistente con la solucion numérica fraccional, presentada en este trabajo.

4.3.3 Analisis de sensibilidad e incertidumbre de la ECNF con insercion de reactividad en
rampa

Se realizo el anélisis de sensibilidad e incertidumbre del exponente de difusion anémala sobre el
comportamiento de la densidad neutrénica obtenido con la ecuacion de cinética neutronica de
orden fraccional (ECNF) de un reactor puntual, los resultados son presentados de manera

extensa en el Anexo 5. Este analisis se ejecutd a traves de la simulacion Monte Carlo con un
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tamafno de muestra superior a 65,000; el tamafio de 50,000 fue considerado como valido para
aplicaciones de rutina. La sensibilidad se evaluo en términos de intervalos de confianza del 99%
de la media para comprender el rango de los valores medios que pueden representar toda la
poblacion estadistica de las variables de rendimiento. El analisis de regresion con un exponente
de difusion andémala como la variable predictora mostré6 una relacion cuadratica

estadisticamente valida de la densidad neutrénica y la concentracion de neutrones retardados.

Los pardmetros usados en este estudio para realizar el andlisis de sensibilidad e incertidumbre de
acuerdo a su contribucién relativa en la ECNF son: densidad neutrénica (n) y la densidad de
precursores de neutrones retardados (C ), considerando un solo grupo. Los resultados de este
analisis se presentaron en el trabajo de Espinosa-Paredes et al. (2012a) el cual se presenta en el

Anexo 5.

Para analizar los efectos del exponente de difusion anémala () y el tiempo de relajacién

anémala (z”) en el comportamiento de la densidad neutrénica en cada uno de los casos
presentados anteriormente, las soluciones del modelo numérico en forma matricial (Ecs. 4.46 —
451, y las Ecs. 4.59 — 4.64) fueron implementadas en el programa de computadora comercial
MATLAB®, donde se emple6 el método de eliminacion gausiana para invertir el sistema

matricial dado por la Ec. (4.46).
4.4.1 Comparacion entre las ECNC y las ECNF

Para observar las diferencias entre los modelos de ECNC y ECNF se utilizaron los parametros
obtenidos de Kinard y Allen (2004):
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6
B=>4=0007, A= B 0081095857, A=0.0025s y | =0.00024 s, donde By A

=1 D B4
i1

son presentados en la Tabla 4.1, y el valor del pardmetro | fue obtenida de Glasstone y
Sesonske (1981).

Las condiciones iniciales son:
X0=Np=1
Xp0=0
X30=0
Y10 =Co =43.1588
Y2,0 =N0

donde Cy=/ny/AA.

Tabla 4.1. Fraccidn de neutrones retardados y constantes de
decaimiento (Kinard y Allen, 2004).

Bi 4 (S_l)
Grupol 0.000266 0.0127
Grupo 2 0.001491 0.0317
Grupo 3 0.001316 0.1550
Grupo4  0.002849 0.3110
Grupo5  0.008960 1.4000
Grupo 6  0.000182 3.8700

Para observar el comportamiento de la densidad neutrénica con cambios de reactividad
utilizando el modelo fraccional se utilizaron diferentes valores del exponente de difusion

anomala. El experimento numérico se realizd con tres valores de reactividad:
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- Casol: p=0.002 (reactividad supercritica)
- Caso2: p=0 (reactividad critica)

- Caso 3. p=-0.002 (reactividad subcritica)

Los valores del exponente de difusion anémala son y =0.99,0.95,0.9 y estan asociados a un

tiempo de relajacion anémalo igual a 77 =107 s.

Los resultados muestran que existen diferencias entre los comportamientos descritos por los
modelos clasico y fraccional. Estas comparaciones permiten establecer la importancia de los

términos adicionales que se tienen en el modelo fraccional (ECNF).

En los tres experimentos numéricos se observa que a medida que el valor del exponente de
difusion anoémalo disminuye, el valor de la densidad neutrénica también, es decir, el modelo de

la ECNF sub-predice el comportamiento de la densidad neutrénica descrito por la ECNC.

1.6
1.4
=
=
~—
=
1.2
—— Clasica y=0.99
y=0.95 v=0.90
1-0 T T T T T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tiempo (s)

Figura 4.1. Comparacién del comportamiento de la densidad neutrénica para las ECNF y ECNC, con
p»=0.002.
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Figura 4.2. Comparacién del comportamiento de la densidad neutrénica para las ECNF y ECNC, con

p=0.
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Figura 4.3. Comparacién del comportamiento de la densidad neutrdnica para las ECNF y ECNC, con
p=-0.002.

4.4.2 Resultados de la simulacion con insercion de reactividad en pasos

Para analizar los efectos del tiempo de relajacion andmala (z”) en el comportamiento de la
densidad neutrdnica durante el proceso de arranque de un reactor del tipo PWR con insercion de
reactividad en pasos, se usaron las Ecs. (4.59) — (4.64) y la solucion numérica de la formula
subcritica tradicional (presentada en el Anexo 3) para aplicar al mismo problema estudiado por
Li et al. (2010). Los resultados del modelo numérico de la ECNF son comparados con la

solucién numérica de la ECNC
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Parametros

Los parametros nucleares usados fueron obtenidos de Li et al. (2010), los cuales son:

1=0.0774st, f=0.0065, A=10"*s y q=1x10° neutrones/mes los cuales corresponden a

un reactor nuclear de agua presurizada con 235U como material fisil, y el valor del parametro
| =0.00024 s fue obtenido de Glasstone and Sesonske (1981).

Los valores de subcriticidad fueron tomados de Li et al. (2010). Asume que, antes del cambio

repentino en la reactividad ocurrida en t; =0, la cuenta inicial del detector de neutrones es igual
al  (ng). Entonces el calor inicial subcritico y la densidad de precursores de neutrones

retardados puede ser obtenida usando py=—0A/ng y Cy=pny/AA, respectivamente. De

acuerdo con los resultado mostrados por Li et al. (2010), el valor inicial subcritico es

Po =—100mk , cuando se extrae la barra de control por primera vez al tiempo t; =0 el valor
subcritico insertado es p; =-10mk, después de esperar 100s (t,) la barra de control es
extraida por segunda ocasion y el valor subcritico insertado es p, =-5mk, asi sucesivamente,
entonces a t;=200s el valor subcritico es p3=-25mk, a t, =300s el valor subcritico
insertado es p, =—1.25mk, en t;=420s el valor subcritico insertado es p5=-1mk,

finalmente en t; =600 s el valor subcritico insertado es pg =—0.75mk .

El experimento numérico se ejecutd para los valores del tiempo de relajacion anémala de:

77 =0.01, 0.001, y 0.0025 s; y los valores del exponente de difusion anémala de: y =0.6, 0.8 y
0.999.

Experimentos numéricos
Las Figuras 4.4 y 4.5 muestran los principales resultados obtenidos del experimento numérico
(EN), los cuales presentan las caracteristicas del incremento de la densidad neutronica durante el

proceso de arranque del reactor nuclear, fueron hechas usando las ECNF (Espinosa-Paredes et
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al., 2011a) y las ECNC para comparar las diferencias entre estos dos modelos. Para analizar los
efectos del exponente de difusion andémala, asi como el tiempo de relajacion anomalo sobre el
incremento de la densidad neutronica durante el proceso de arranque del reactor, se realizaron
dos tipos de figuras: primero, con el tiempo de relajacion fijo se usaron diferentes valores del
exponente de difusién andmala; segundo, con el valor del exponente de difusién anomala se
usaron diferentes valores del tiempo de relajacion anomala. Adicionalmente en todos los casos
se analizaron dos rangos de simulacion; (a) todo el rango de simulacién; y (b) el rango de
simulacion de 500 a 700 s. Asi, los casos analizados fueron:

ENL1. Se realizaron tres experimentos (Figuras 1 — 3 del Anexo 3); cada una fue realizada con un
valor fijo del tiempo de relajacion anomalo y diferentes valores del exponente de difusion

anémala.

EN2. Se realizaron tres experimentos (Figuras 4 — 6 del Anexo 3); cada una se realiz6 con
diferentes valores del tiempo de relajacion andmalo y un valor fijo del exponente de difusion

anémala.

Resultados y discusiones
Los resultados de ambos experimentos son presentados y discutidos en el Anexo 3 de manera
amplia, sin embargo, debido a su similitud s6lo se presentard un caso de cada experimento

numeérico en esta seccion.

La Figura 4.4 muestra los resultados numéricos de la ECNF con los valores del exponente de

difusién andmala iguales a » =0.999, 0.8, 0.6, y un valor de tiempo de relajacién anémalo igual

a 7/ =0.0025, y la comparacion con el resultado obtenido con la ECNC. El comportamiento

transitorio fue analizado considerado el rango de tiempo de 0 a 700 s y un zoom de 500 a 700 s.
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En la Figura 4.4a, se puede observar que el comportamiento de la densidad neutrénica descrito

por ECNF con 77 =0.0025, para y =0.999 es igual al comportamiento descrito por ECNC,
mientras que para y =0.8 y 0.6 el comportamiento de la densidad neutronica descrito por la
ECNF sobre-predice el comportamiento descrito por ECNC. Sin embargo, las diferencias entre
los valores de la densidad nuclear descritos por ambos modelos son pequefias, incluso los
valores son casi iguales en todo el rango de simulacion. En el zoom mostrado en la Figura 4.4b,
se puede observar que los valores de la densidad neutrénica alrededor de 600 s descritos por
ECNF con y=0.8 y 0.6 son muy similares entre ellos antes y después de la insercion de la
reactividad; mientras que la diferencia de estos dos valores con el comportamiento descrito por

ECNC son muy pequefios antes y después de la insercion de la reactividad.

14X 10 1110
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—~ —~
s 10 g 105/
= B
WV ]t W
N N
N g !
= 6 -y =0.999 3 —y=0.999
N -y =08 2 -y =08
Nl e S (e
s |7 7=0.6 s 095 =06
ot ~—Clasica “‘:-;I"/ —Clasica
0 : : : : 09 S : : :
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(a) t(s) (b) t(s)

Figura 4.4. Comportamiento de la densidad neutrénica después de insertar la reactividad en pasos en un
nacleo subcritico. Con un tiempo de relajacion anémalo en comdn igual a 77 =0.0025, para diferentes
valores del exponente de difusion anomala (» =0.999, 0.8, 0.6). (a) Rango total del tiempo de

simulacion; (b) zoom en el rango de simulacion de 500 a 700 s.

En términos generales, se puede observar que las diferencias entre el comportamiento de la
densidad nuclear descrita por ECNF y ECNC son pequefias (Figuras 1 — 3 del Anexo 3), sin
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embargo, el comportamiento de la densidad nuclear descrito por ECNF sobre-predice el
comportamiento descrito por ECNC. Es importante mencionar que cuando » =0.999 el
comportamiento de la densidad nuclear es igual para cualquier valor del tiempo de relajacion
andémala, mientras que para y =0.8, 0.6 el comportamiento de la densidad nuclear cambia para

cada valor de 77

EN 2:
La Figura 4.5 muestra los resultados de la simulacion numérica usando la aproximacion ECNF

con el valor fijo del exponente de difusion anomala igual a y =0.8 y diferentes valores del

tiempo de relajacion anémala iguales a 77 =0.0025, 0.005 y 0.01, también se muestra el
resultado obtenido con ECNC. El comportamiento transitorio fue analizado considerando dos
rangos de tiempo: (@) de 0a 700 s, y (b) de 500 a 700 s.
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Figura 4.5. Comportamiento de la densidad neutrénica después de insertar la reactividad en pasos en un

nucleo subcritico. Con diferentes valores del tiempo de relajacion anémalo (77 =0.0025, 0.005, 0.01),

para un valor en comun del exponente de difusion anémala y =0.8. (a) Rango total del tiempo de

simulacion; (b) zoom en el rango de simulacién de 500 a 700 s.
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En la Figura 4.5a, se puede observar que las diferencias del comportamiento de la densidad

nuclear descrito por la aproximacion ECNF con y=0.8 y 77 =0.0025, 0.005 0.01 vy el

comportamiento descrito por ECNC son pequefios, incluso casi iguales hasta los 200 s, después
de este punto el comportamiento descrito por la aproximaciéon ECNF sobre-predice el
comportamiento descrito por ECNC, incluso las diferencias se incrementan méas en cada paso de

insercion de reactividad. De manera mas detallada: el comportamiento descrito por la
aproximacion ECNF con 77 =0.0025 es mas grande que el comportamiento descrito por ECNC;
el comportamiento descrito por ECNF con 77 =0.005 es mas grande que el comportamiento
descrito por ECNF con 7/ =0.0025; y finalmente, el comportamiento descrito por ECNF con

77 =0.01 es mas grande que todos los demas.

En el zoom mostrado en la Figura 4.5b, se puede observar que a los 600 s la reactividad es

insertada, por lo que, se puede observar que los valores de la densidad nuclear obtenidos con la

aproximacion ECNF con y=0.8 para 7 =0.0025 y 0.005, al final del paso de insercién de

reactividad anterior son mas grandes que el valor de la densidad nuclear dada por ECNC, pero

menor que el valor de la densidad nuclear obtenido con ECNC. Con ECNF para 77 =0.01 el
valor de la densidad nuclear obtenida al final del paso de insercidn de reactividad anterior es
incluso mayor que el valor de la densidad nuclear obtenido con ECNC después de la insercion

de reactividad.

En términos generales, en las Figuras 4 — 6 del Anexo 3 se puede observar que las diferencias
entre los valores del comportamiento de la densidad nuclear descrito por ECNF y ECNC son
pequerfios, sin embargo, el comportamiento de la densidad nuclear descrito por ECNF sobre-
predice el comportamiento descrito por ECNC. Es importante mencionar que cuando el valor

del exponente de difusion anomala es y =0.999 el comportamiento de la densidad nuclear es

igual para cualquier valor del tiempo de relajacion anomala, mientras que paray =0.8, 0.6 el

comportamiento de la densidad nuclear cambia para cada valor de ', incluso el valor de la
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densidad nuclear incrementa al incrementar el valor del tiempo de relajacion anomala para cada

valor de y.

La comparacion de los resultados obtenidos por la aproximaciéon ECNF y la aproximacion
numérica de las ecuaciones de la cinética neutronica clasica de un reactor puntual, muestran que

las diferencias son muy pequefias; incluso cuando » =0.999 no hay diferencias para ningun

valor de 77.

La interpretacion fisica de este comportamiento en la densidad nuclear del reactor es que existen
procesos sub-difusivos, es decir, el movimiento de las particulas tiene un tiempo de relajacion o
tiempo de retraso el cual es considerado por la aproximacion ECNF. Estos efectos contribuyen
en cada inicio de paso de insercion de reactividad, los cuales pueden ser cruciales durante el
arranque de un reactor nuclear, por lo tanto no son despreciables. En el Capitulo 3 se encontrd
que en un medio heterogéneo la velocidad media de la particula es 377/ para y <1. Por esta

razén el nimero de neutrones que se escapan de reactor decrece, y en consecuencia la densidad

nuclear incrementa en este proceso de arranque.

4.4.3 Resultados de la simulacion con insercion de reactividad en rampa
Con el fin de analizar los efectos de exponente de difusion anémala () y el tiempo de

relajacion (z ) (aproximacion ECNF) en el comportamiento de la densidad neutrénica durante el
arranque de un reactor nuclear de potencia, se aplicd el mismo problema de estudio dado por

Zhang et al., (2008) y Palma et al. (2009), es decir, que el valor de la reactividad insertada

depende de la velocidad de insercién de reactividad (r), la reactividad subcritica (o) y de la

duracién de extraccion de cada barra de control (ty). La solucién numérica de la aproximacion

ECNF fue comparada con la solucion analitica de Zhang et al. (2008).
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Parametros nucleares

Los parametros nucleares usados en este trabajo fueron obtenidos del trabajo de Palma et al.
(2009) los cuales son: 1=0.001s"t, #=0.0075, A =0.0015s y q =108 n's/cm% , el valor del
pardmetro | =0.00024s fue obtenido de Glasstone y Sesonske (1981). Los valores subcriticos
usados son —6 y —10 pcm, se consideran dos tipos de velocidad de extraccion de la barra de

control, que son 10 pcm/s y 40 pcm/s . Dos valores de la duracién de extraccién de la barra de

control, que son 5 sy 10 s. el tiempo de relajacion anémala es 7’ =10"s; el exponente de

difusion anémala toma los valores de » =0.99,0.9,0.8,0.6,0.3.

Experimentos numéricos
Las Figuras 4.6 y 4.7 muestran los principales resultados obtenidos por los experimentos
numéricos (EN), los otros resultados son presentados en el Anexo 4. Los casos analizados

fueron:

EN-1.

Comparacion con la solucién analitica (Zhang et al., 2008) usando p, =—6 pcm, r =10 pcm/s

y to =55 (Figura 1 del Anexo 4).

EN-2.

Efectos de la velocidad de extraccion de la barra de control (r=10pcm/s,r=40pcm/s)
usando una duracion de extraccion de barra igual a t;=5s, y una reactividad subcritica de
ps =—6 pcm en la respuesta de la densidad neutronica, para y =0.99, 0.9, 0.6, 0.3 (Figura 2
del Anexo 4).
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EN-3.
Efectos de la duracion de extraccion de la barra de control (t;=5s and t; =10s) usando un
valor de velocidad de extraccion igual a r=10pcm/s y una reactividad subcritica de

ps =—6 pcm en la respuesta de la densidad neutronica, para y =0.99, 0.9, 0.6, 0.3 (Figura 3 del
Anexo 4).
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£
8 9
B 260x10° —— Zhang 25210
= —— 7 =099 //
= — v =09 _
2.55x10° v =08 2.50x10°
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Figura 4.6. Comparacion de la respuesta de la densidad neutrénica entre ECNC y ECNF, con
r=10 pcm/s, ps =—6 pcm y t; =55 . El area sombreada representa diferentes aproximaciones para

tiempos de escala pequefios: a) Inicio del arranque; b) después de haber levantado las barras de control; y

c) después de un tiempo de simulacion largo.
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EN-4.

Efectos en la densidad neutronica cuando la reactividad subcritica es py =-10 pcm, los
valores de la duracion de extraccion de la barra de control son ty =1s y ty =4s y los valores de

la velocidad de extraccion de la barra de control son r=40pcm/s y r=10pcm/s,

respectivamente, para y =0.99, 0.9, 0.6, 0.3 (Figura 4 del Anexo 4).

Anélisis de resultados
En esta seccion presentamos y discutimos EN-1 y EN-4, los cuales se muestran en las Figuras

4.6y 4.7, respectivamente. Sus analisis y discusiones son los siguientes:

EN 1.

Los resultados mostrados en la Figura 4.6 son la solucion numérica de la aproximacion ECNF
con diferentes valores del exponente de difusion anémala () y la solucion analitica de ECNC
obtenida por Zhang et al. (2008). EI comportamiento transitorio fue analizado considerando tres
escalas de tiempo pequefias: (a) cuando comienza el arranque; (b) después de haber levantado la
barra de control; y (c) al final del tiempo de simulacién.

En términos generales, los resultados muestran que el comportamiento descrito por la
aproximacion ECNF sub-predice el comportamiento descrito por ECNC después del
levantamiento de las barras de control, cuya diferencia entre estos dos modelos es de
aproximadamente del orden de 2.4x10’ n's/ cm?, practicamente para todos los valores de y

(Figura 4.6a).
Para tiempos de escala pequefios se observa un retraso en el comportamiento de la densidad

neutronica debido al tiempo de relajacion anémalo (este retraso es diferente para cada valor de

), a continuacion se describe:
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Figura 4.7. Efectos en la respuesta de la densidad neutrénica cuando la reactividad subcritica es

ps =—10 pcm, la duracion de levantamiento de las barras de controles ty =1s y ty=4s yla

velocidad de levantamiento de las barras de control es r =40 pcm/s y r =10 pcm/s , respectivamente.

El 4rea sombreada representa diferentes aproximaciones para tiempos de escala pequefios: a) Inicio del
arranque; b) después de haber levantado las barras de control; y ¢) después de un tiempo de simulacién
largo.

e Cuando y=0.99 la aproximacion ECNF tiene el siguiente comportamiento: la Figura 4.6a
muestra un zoom (&rea sombreada) en el rango de tiempo de 0 a 1 s. En este rango la
densidad neutronica decrece debido a la existencia de procesos sub-difusivos los cuales
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impiden el libre movimiento de los neutrones, por lo que el movimiento de los neutrones es
retrasado, en consecuencia la densidad neutrénica decrece. Fisicamente este comportamiento
se debe a que las varillas de control no estan lo suficientemente extraidas, por lo que
muchos de los neutrones generados por la fuente y por los procesos de fision son absorbidos.

La densidad neutronica alcanza un minimo local aproximadamente a los 0.25 s, y este es
menor que el valor inicial de la densidad neutronica (n, = 2.5x10° n's/cm3s). Después de

t=1s la densidad neutrénica comienza a incrementar debido a que se absorben mucho
menos neutrones por las varillas de control y la generacion de éstos es mayor. Después de
haber levantado las barras de control, a los 5 s (zoom en la Figura 4.6b) los efectos en el
tiempo de relajacion sobre el comportamiento de la densidad neutrénica ain son importantes
respecto a la descripcion obtenida con ECNC. Es interesante observar que cuando la varilla
de control se detuvo (a los 5 s) la densidad neutrénica continta incrementando suavemente.
Finalmente, en la Figura 4.6¢ se muestra aparentemente el estado estacionario de ECNF el

cual es més pequerfio que el obtenido con ECNC, como se mencion0 anteriormente.

Para ¥ =0.9, 0.8, y 0.6, el comportamiento de la densidad neutronica descrito por ECNF es

mostrado en las Figuras 4.6a, b, y c. En los primeros instantes (menores a 0.2 s, en la Figura
4.6a) la densidad neutrdnica se incrementa, se observa que sobre-predice el comportamiento
descrito por ECNC. Mientras se levantan las barras de control la densidad neutrénica
alcanza un maximo aproximadamente en 0.2 s, posteriormente hay un cambio en las

tendencias observadas, cuya magnitud es debida al valor de y, es decir, cuando decrece y,

los efectos de retraso en la densidad neutronica son menores. La interpretacion fisica es que

cuando se incrementa el valor de », también aumentan los efectos de absorcion, pero el

valor de la densidad neutrénica no llega a ser menor que el valor de la densidad neutrénica

inicial (ng =2.5x10° n's/cmSS). Es importante notar que este comportamiento es debido a

que la produccion de neutrones por la fuente externa (q =108 n's/cm3s) y el levantamiento

de las barras de control comienzan al mismo tiempo, entonces la densidad neutrénica se
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incrementa pero la capacidad de absorcion de las barras de control es mayor que la
capacidad de multiplicacion neutronica, por lo que la densidad neutrénica decrece
suavemente. Sin embargo, cuando las varillas de control estan lo suficientemente levantadas,

la densidad neutronica comienza a incrementarse. Para » =0.8, y 0.6 (zoom en las Figuras
4.6 by c) el comportamiento es similar al obtenido con y =0.99, sin embargo, la densidad

neutronica es mas pequefia. Este comportamiento no se observa con ECNC debido a que los

efectos de absorcion retardada por la presencia de las barras de control no son considerados.

e Para »=0.3 (zoom en la Figura 4.6a), se puede observar que la densidad neutronica

incrementa continuamente hasta que el comportamiento descrito por ECNF y ECNC se

interceptan aproximadamente en n=2.51x10° n's/cm3, lo cual indica que bajo estas
condiciones, ambas aproximaciones tienen la misma prediccion. Antes de este punto el
comportamiento de ECNF sobre-predice el comportamiento de ECNC, y después de este
punto se puede observar que lo sub-predice. Como se discutié anteriormente; antes de este
punto la multiplicacion de los neutron es mas grande que los efectos de absorcion, y después
de este tiempo se frena la generacion de neutrones (cambian en la tendencia) pero continda,
y sigue siendo mayor que los efectos de absorcion. La Figura 4.6b muestra que
aproximadamente a los 5.5 s los efectos de absorcion son menores que los observados para

otros valores de y = 0.3 Después de un tiempo de simulacion largo (Figura 4.6¢) le densidad

neutronica tiene los mismos valores de la densidad neutrdnica que con y =0.9.

En términos generales, los resultados muestran que los efectos del tiempo de relajacion anomalo
sobre el valor de la densidad neutrénica alcanzado después de haber levantado las barras de
control son menores, y los efectos de exponente de difusion anémala son relevantes al comienzo

y final del levantamiento de las barras.
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EN 4.

Los resultados son mostrados en la Figura 4.7. EI comportamiento del transitorio fue analizado
considerando tres escales de tiempo pequefas: (a) cuando el arranque estad comenzando; (b)
después de haber levantado las barras de control; y (c) al final del tiempo de simulacion.

Este EN fue realizado con p; =-10 pcm en lugar de py =—6pcm, para observar mejor los

efectos sub-difusivos debido a la velocidad y la duracion del levantamiento de las barras de

control.

En este EN para una velocidad de levantamiento de barras de control igual a r =10 pcm/s la
duracion de levantamiento es mayor que para la velocidad de r =40 pcm/s, pero al final de

ambos procesos la reactividad total insertada es la misma. De acuerdo con esto, en el zoom de la

Figura 4.7a se observa que, para r=40pcm/s y t;=1s con los valores del exponente de
difusion anémala iguales a »=0.99, 0.9, 0.6, 0.3 la aproximacion ECNF presenta un
comportamiento de la densidad neutrdnica similar al obtenido con los valores de r =10 pcm/s y
ty =4s pero la magnitud obtenida en el primer caso es mayor, es decir, en ambos casos se
presentan los mismos efectos fisicos de absorcion. En el zoom de la Figura 4.7b, se puede ver
que el comportamiento de la densidad neutrénica con r =40 pcm/s y t;=1s para cada valor
correspondiente de y, se alcanzan valores mas grandes que con r=10pcm/s y t;=4s. En la

Figura 4.7c se observa que para escalas de tiempo grandes, se alcanza un aparente estado

estacionario, cuyas diferencias se deben al valor de y.

En términos generales, para grandes escalas de tiempo se puede observar que cuando las varillas
fueron levantadas, el incremento de la densidad neutrénica no es igual al valor del estado
estacionario obtenido con ECNC con respecto a ECNF. Para escalas de tiempo cortas la
aproximacion de ECNF presenta procesos sub-difusivos caracterizados por las absorciones y

dispersiones cuyas magnitudes dependen del valor de .
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4.4.4 Resultados del analisis de sensibilidad e incertidumbre de la ECNF con insercion de
reactividad en rampa

Para analizar la dindmica del (EDA) se realizaron experimentos numéricos, los cuales son
necesarios cuando la variacion de la densidad neutrénica y la concentracion de precursores de
neutrones retardados son importantes con respecto al tiempo. Por lo tanto, durante la simulacion
de arranque de un reactor con insercion de reactividad en rampa se realizo el anélisis de
sensibilidad e incertidumbre, considerando diferentes tiempos de simulacién los cuales son: 1 s,
35,55y 20 s. Para cada tiempo se presenta la respuesta de la densidad neutrénica con respecto
al EDA en las Figuras 4 y 5 del Anexo 5, en donde los parametros usados para realizar el
andlisis de sensibilidad e incertidumbre de acuerdo a su contribucion relativa en la ECNF son:
densidad neutrénica (n) y la densidad de precursores de neutrones retardados (C),
considerando un solo grupo. EI comportamiento de la potencia neutronica es aproximadamente
cuadratico con respecto al EDA y se puede observar que cuando el EDA se incrementa, la
densidad neutrédnica decrece y viceversa. Mientras que el comportamiento de la concentracion
de precursores de neutrones retardados como una funcion del EDA es aproximadamente de
segundo orden, la tendencia de la concentracion de precursores de neutrones retardados con el
EDA es similar a la densidad neutrénica. Es decir, cuando el EDA incrementa, la concentracion
de precursores de neutrones retardados decrece y viceversa.

Mediante el andlisis del RSD de los valores expresados en porcentajes de los principales

parametros de la ECNF (y, n, y C) tomados a diferentes tiempos transcurridos de simulacién

(1s,3s,5sy 20 s) de arranque del reactor nuclear, se puede observar que para un tamafio de
simulacion N mas grande que 50,000 (y superior a 65,000), el valor del RSD se hace
practicamente constante e independiente del tamafio de simulacién. Sin embargo, el tamafio

optimo N usado en este trabajo fue 50,000 (Figuras 1 — 3 del Anexo 5).

Anélisis de sensibilidad

Los resultados de la Tabla 1 del Anexo 5 muestran como los valores medios de la poblacion
estadistica de los parametros en la ECNF pueden estar localizados (en 99% de confianza o0 1%
de significancia) en los intervalos respectivos de nivel de confianza del 99%, la muestra de los
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valores iniciales son y;=0.63, n= 2.5x10°n’s/cm® y C=125 x10%ri s/ cm3. De esta forma,

hay un 99% de confianza de que el EDA () esté en cualquier lugar dentro del intervalo de

0.629 — 0.630.

También se realizé un analisis de sensibilidad de los datos simulados (Tabla 2 del Anexo 5)
usando las regresiones lineal y polinomial, utilizando el exponente de difusion anomala ()

como la variable predictora. Los resultados mostraron correlaciones cuadréticas

estadisticamente validas para la densidad neutrénica y para la concentracion de los precursores.

Anadlisis de incertidumbre
Los resultados de este analisis son resumidos en la Tabla 3 del Anexo 5, en la cual se muestran
los porcentajes de variacion de los valores de la densidad neutronica (n) y de la concentracion

de precursores (C) que se obtienen al variar en 1% el valor del exponente de difusién anémala

(7).
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Conclusiones

Este trabajo se centra en observar el comportamiento en espacio y tiempo de los procesos de
difusion andémala, considerando un sistema nuclear altamente heterogéneo, donde se considera
que el transporte de neutrones tiene un comportamiento irregular, el cual se debe al cambio de
medio de transporte en distancias cortas y a la presencia de regiones altamente absorbentes. Por
esta razon el proceso nuclear del sistema no puede describirse correctamente mediante la ley de
difusion de Fick, y tampoco puede ser descrito con precision por la ley de propagacién del tipo

Cattaneo.

Por lo que, para describir estos procesos, primeramente se desarrollé una aproximacion de la
ecuacion de Boltzmann que considere los efectos de difusién anémala, la cual fue obtenida
utilizando la ecuacién constitutiva de orden fraccional del vector densidad de corriente para un
medio general (Ec. 2.17), que al combinarla con la ley de conservacidn que gobierna la colision
de las particulas y los procesos de reaccion (Ec. 2.2), se obtiene la ecuacion del telegrafista de

orden fraccional en el tiempo de la aproximacion P; de Boltzmann.

La ecuacion se resolvié de manera numérica considerando diferencias finitas de orden fraccional
con esquema explicito y la implementacion se realiz6 en MATLAB®. De los resultados
obtenidos destacan los siguientes: con el modelo desarrollado se describe una velocidad de la

yl2

onda igual a 3~ para y <1, y también se encontr6 que este modelo ofrece la mejor

estimacion para un medio puramente absorbente donde la mayoria de las aproximaciones

desarrolladas anteriormente fallan (Figura 3.1).

Debido a la poca informacion respecto al tema de la difusion andmala, el uso de este modelo

estd limitado por el valor del exponente de difusion anémala (). Por lo que para saber qué
efectos tiene este parametro en el comportamiento descrito por el modelo desarrollado, se
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realizo un analisis de sensibilidad e incertidumbre sobre el exponente de difusion andmala en la
ETFT, el cual se llevd a cabo con la simulacion Monte Carlo. Donde la sensibilidad fue
evaluada para intervalos de confianza del 99% del valor medio, para comprender el rango de los
valores medios que pueden representar toda la poblacién estadistica de las variables; y asi

mismo se observo de qué manera la incertidumbre se propaga.

Para observar los efectos sub-difusivos en la dindmica del transporte de neutrones dentro de un
reactor nuclear se utilizd la ecuacion de la cinética neutrdnica para un reactor puntual, el
desarrollo de este modelo fue presentado en el trabajo de Espinosa-Paredes et al. (2011). Este
modelo se emple6 para la simulacién del arranque de un reactor del tipo PWR para dos casos de
insercion de reactividad: 1) insercidn de reactividad en pasos; e 2) insercion de reactividad en
rampa, en este ultimo se realiz6 un analisis de sensibilidad e incertidumbre sobre los efectos del
coeficiente de difusion andmala sobre el comportamiento de la densidad neutronica y la
concentracion de precursores. En estos casos la solucion numérica fue obtenida aplicando el

método propuesto por Edwards et al. (2002).

En el primer caso sobre el PWR, en el cual la insercion de reactividad es paso a paso, el
principal resultado de este caso fue que el tiempo de relajacion andmalo se asocia con una
rapida variacion en el flujo de neutrones debido a la naturaleza sub-difusiva la cual es una
funcion del tiempo de relajacién andmala, es decir, la generacion y fuga de neutrones en el

reactor tiene un tiempo de retardo.

El caso de insercion de reactividad en rampa se analizé el caso de aumento de potencia del
reactor nuclear cuando se arranca en frio. Los principales resultados fueron: 1) las ecuaciones de
la cinética neutrénica clasica (ECNC) sobre-predice la densidad neutronica obtenida con la
aproximacion de la cinética neutronica de orden fraccional (ECNF); para tiempos de escala
cortos durante el levantamiento de las barras de control y una rapida insercion de reactividad la
aproximacion ECNF predice una mayor multiplicacion neutronica, lo que puede causar un

disparo de potencia del reactor.
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En el caso de insercion de reactividad en rampa se evaluo la sensibilidad e incertidumbre del
exponente de difusion andmala en la ECNF de un reactor puntual. Donde mediante el anélisis de
regresion con el EDA como la variable predictora, mostr6 una relacion cuadrética

estadisticamente valida para la densidad neutronica y la concentracién de neutrones retardados

Los resultados de este trabajo muestran que en los sistemas altamente heterogéneos, asi como en
medios puramente absorbentes existen procesos sub-difusivos. Los cuales durante el arranque de
un reactor nuclear son relevantes, bebido a que durante la puesta en marcha de un reactor nuevo
o0 recargado, se debe prestar atencion cuidadosa al problema de control, con el fin de evitar la
posibilidad de un accidente. Por lo que, es importante la relacién del nivel de densidad
neutrénica y su razén de cambio con la velocidad de insercion de reactividad para un arranque

seguro.
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Apéndices

Método de diferencias finitas para derivadas de orden fraccional

En esta seccion se presenta el esquema de solucion numérica fraccional para ecuaciones
diferenciales ordinarias de orden fraccional. El cual es un método de diferencias finitas que
utiliza la forma discreta de la aproximacion de Caputo para la derivada fraccional de orden
0 < a <1, cuya definicién es (Podlubny, 1999):

ou(xt) 1 t e du(xn) )
ot _F(l—a).[o(t 77) on dn (A1)

Para 1< <2, se emplea la aproximacion de Riemann-Liouville, cuya definicion es (Podlubny,

1999):

ofu(xt) 1 azj‘t u(x¢)

af  T(2-p)at® o(t—g)ﬁ‘ldf 2

Se asume que la solucion de la EDOF es lo suficientemente suave. Para la estabilidad se utiliza
la formula de Grinwald de desplazamiento para aproximar la derivada fraccional de Riemann-
Liouville (Ec. 2) (Meerschaert y Tadjeran, 2003).

Para establecer el esquema de la aproximacion numerica, se tiene que t; = j& (j =012,..., m)

es el tiempo de integracion, con 0<t, <T y ¢ =—; para el mayeo de la direccion espacial se
m

tiene que h=£>0 y x,=ih (i=0,1,2,...,n).
n

Por lo tanto, se emplean las siguientes aproximaciones para las derivadas en el tiempo de orden
fraccional y entero que se usaran en este trabajo (Yang et. al, 2008; Podlubny, 1999;
Meerschaert and Tadjeran, 2003; Case et. al, 1953):
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Para la aproximacion de la derivada de orden fraccional de Riemann-Liouville Gﬂu(x,t)/atﬂ :

como ya se menciond anteriormente, se usa la férmula de Griunwald de desplazamiento
(Meerschaert and Tadjeran, 2003):

aa¢ X, t j+l
—at( )= ng¢( j- k+1)+0(‘9+h) (A-5)

donde o =1+y,y g, son los pesos de Griinwald normalizados, definidos como

1) (ax—-k+1
(-l )kl(“ D for k=123,... (A-6)
Notar que los pesos normalizados s6lo dependen del exponente de difusién anomala y del indice

k.

go=1 and gy
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Método de Monte Carlo

El método de Monte Carlo se basa en el muestreo del vector de parametros de entrada en una
secuencia aleatoria, se ejecuta el codigo computacional del modelo del sistema para cada
muestra del vector para obtener una muestra estadistica correspondiente a las variable de salida
del vector, posteriormente se estiman las caracteristicas de estas variables de salida usando las
muestras generadas. Una de las ventajas del método de Monte Carlo es que todos los métodos
estadisticos estandar y las pruebas se pueden utilizar para estimar la distribucion de las variables
de salida, asi como para evaluar cualquier hipotesis. Esto hace que sea el método mas sencillo y
potente disponible en la literatura cientifica para hacer frente a un andlisis de sensibilidad y la
propagacién de la incertidumbre en los modelos complejos. Aunque existen ecuaciones para
estos procesos de propagacion de errores (Bevington y Robinson, 2003), estas ecuaciones son
aproximadas (Verma, 2005), y su uso en la evaluacién de los modelos complejos es muy
engorroso. Estas consideraciones hacen al método de Monte Carlo mucho mas adecuado para el

estudio de simulacion actual.

Metodologia

La metodologia de simulacion de Monte Carlo puede ser implementada de acuerdo con los

siguientes pasos (Espinosa-Paredes et al., 2010):

Paso 1. Se generan nimeros aleatorios uniformemente distribuidos en el espacio (0,1) , €s decir,

muestras de una distribucion uniforme U(O,l): Esta distribucion fue simulada usando el
algoritmo de Marsenne Twister de Matsumoto y Nishimura (1998), el cual es un generador

ampliamente utilizado con un periodo muy de largo (219937 —1). Con lo que los flujos

necesarios de numeros aleatorios independientes e idénticamente distribuidos (IIDU (0,1)) de

64 bits fueron generados.
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Paso 2. Se prueban los nimeros aleatorios para ver si se parecen a una distribucion idéntica e

independiente 1IDU (0,1) de variantes aleatorias: Cada secuencia fue probada de aleatoriedad

usando el método gréfico de dos y tres dimensiones Marsaglia (1968). Los datos simulados

claramente llenan el espacio (0,1) como lo requiere esta prueba de aleatoriedad de dos y tres

dimensiones. Otra prueba de aleatoriedad también se aplica, la cual comprueba la cantidad de
numeros individuales que son repetidos en la secuencia dada de nimeros aleatorios, y si tales
numeros repetidos son pocos, los numeros aleatorios simulados pueden usarse de manera segura

para futuras aplicaciones. En promedio, sélo alrededor de 1 de 100,000 nimeros de una

secuencia individual de 11D U (0,1) se repitio.

Paso 3. Convertir los nimeros aleatorios en datos con una distribucion normal N (0,1): para

esto el método polar de Marsaglia y Bray (1964) fue empleado. Dos corrientes paralelas de

numeros aleatorios (R1 y R2) fueron utilizados para la generacion de un conjunto de datos con

distribucion 11D N (0,1). La normalidad de los datos simulados fue examinada gréaficamente.

Précticamente no se encontraron nimeros repetidos en las pruebas con méas de 100,000 nimeros
en las muestras de datos aleatorios normales. Por lo tanto, los datos fueron considerados como
de alta calidad para representar una distribucion normal, y por lo tanto podrian utilizarse de
forma segura para futuras aplicaciones. Los hemos utilizado aqui para la comprension de la
sensibilidad y el andlisis de la incertidumbre del exponente de difusion anémala en las

ecuaciones de difusion y en ECNF.

Paso 4. Se realiza el analisis de sensibilidad y de incertidumbre del exponente de difusion

andmala en las ecuaciones de difusion y en la ECNF: se utilizaron estos datos aleatorios

normales 11D N(0,1) para la evaluacion las relaciones de sensibilidad entre exponente de

difusién anémala con la densidad de particulas (en el caso de la ecuacion de difusién); y con la
densidad de neutrones instantaneos y con la densidad de neutrones de precursores retardados (en
caso de ECNF).
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Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden fraccional multi-términos

En esta seccion se presenta el procedimiento del método para la solucion de una ecuacion
diferencial ordinaria de orden fraccional (EDOF) multi-términos propuesto por Edwards et al.
(2002), la cual es una aproximacién numérica que se calcula reduciendo el problema (EDOF) a
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y fraccionales, cada una cercana al primer
orden (Edwards et al., 2002).

El enfoque del método es para resolver una ecuacion diferencial lineal multi-términos y de alto

orden, de la forma general
n
D by (1) =g(t), b eR, b, %0, 2 >0, (C-1)
i=0

como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y fraccionales de orden <1. Se asume,

por conveniencia, que i> j = q; > «;.

Derivada fraccional

En esta aplicacion se utiliza el desarrollo convencional que Caputo propone (Caputo, 1976) en
su version de derivada fraccional, en lugar de la version de Riemann-Liouville. Asi, D3 denota
el operador de derivada fraccional de orden qe N el cual es denotado y definido por Gorenflo

et al. (Gorenfo, F. Mainardi, 1997), como
Dd=3My" (1),

donde m es un entero definido por la relacion m—-1<q<m y J# es el operador integral

fraccional,

()= [ vy Hou)ou.
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La razon de esta preferencia es por que cuando el operador fraccional es la Ec. (C-1) como una

derivada fraccional de Caputo, con las condiciones apropiadas en la funcion g(u) y con los

valores iniciales y'(0)=yp, i=0,...,m-1 especificados, el sistema tendria una solucién Unica.

Si se interpreta el operador diferencial fraccional como derivada fraccional de Riemann-
Liouville, se tendria que especificar las condiciones iniciales en términos de las integrales
fraccionales y sus derivadas. Las condiciones iniciales requeridas por la definicién de Caputo
coinciden con los estados fisicos conocidos, y estos conducen a la preferencia de elegir la
definicion de Caputo.

El resultado del analisis basico de existencia y unicidad de la solucion de una ecuacién
diferencial fraccional se dan en Oldham y Spanier (1999), Podlubny (1999) y Samko et al.
(1993). Para las ecuaciones definidas en términos del operador diferencial fraccional de Caputo
se encuentra una discusion adicional en las publicaciones recientes de Diethelm y Ford
(Diethelm y Ford, 2001, 2002a,b).

Forma discreta de la derivada fraccional

Hay diferentes métodos con variantes en forma discreta de una derivada, tanto entera como de
orden fraccional. Sin embargo, para facilitar el procedimiento Edwards et al., (2002) elige un
método simple tal que presente puntos importantes y no se confunda con otros detalles

matematicos.

Para la solucion de una ecuacion diferencial de primer orden, el método propuesto por Edwards

et al., (2002) usa la regla del trapecio, la cual es
1
Dy=f=y; = yi—1+§h( fi+fi1).

Para la forma discreta de una derivada fraccional, usa el método de Diethelm, definido como

i

o 1 (04

DYy=—— O i Yi-k 2 (C-2)
7i =0 o
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%y =(ih)* T (-a),

(C-3)

y “@g,..-, “@;son los términos de convolucion pesada derivados del hecho de que el

operador fraccional es definido en términos de una integral de convolucion, y se definen como:

aa)oli:—l ; k=0
Y = 2K —(k=1)"" —(k+1)"%; k=1,...
Y =(a-1)k% —(k-1)"“ —k¥* ; k=i

Solucién de una Ecuacién Lineal General Multi-Términos

Se considera una EDOF lineal general malti-términos de la forma

p

chDﬂSy: f,

s=0

-1

(C-4)

(C-5)

donde 0< < B < Brya <Py, Cp =1, ¢; € R. Notar que no es necesario que el orden mayor

de S, seaentero. Sin embargo, se estima que todos los nameros como los iniciales de la Ec. (C-

5) (si es necesario con coeficiente cero) no se originan o generan asi como las condiciones

iniciales. Para enfatizar la solucion de una ecuacién asi, se rednen todos los érdenes en cada

intervalo (j, j+1], jeZ" =NuU{0} y entonces se usara la forma:

m Nj
b0’0y+zzbr,ij+ar'jy= f,

(C-6)

j=0 r=1
donde, para j=1....m-1 se tiene O<allj<a2’j<---<anj]j:1 y
O<ogm<aym<-<a, m<l y bjeR. También ng+---+ny=p y se hace

Zkl
= n;.
Pk j=0 ]
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Entonces la Ec. (C-6) se re-escribe como un sistema:

1Y =y,
2Y — Dai,O Y,
1+n0Y — Dy,

2+n0Y — Daiyl Dy,

p+lY — Danm,m Dm—ly’

el cudl en forma matricial es

2
ly 'Y
2 0 - 0 )¢ :
Dy=[t ot |y |2 2y |
p-1
Py f- ¢, Y
k=0

donde para k=1,...,m-1,.7, es una matriz de operadores diferenciales de n, por n,, de la

forma:
D 0 ... 0
D2k 0 ... 0
D 0O --- 0

La expresion correspondiente para mantener k =m, se tiene: caso 1 para ay m=1Yy el caso 2

para o, m #1, setiene

DA™ 0 .. 0
7 - D?m 0 ... 0
Dmm o ... 0
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Al poner en forma discreta la derivada en .2 se produce 2 .Lamatriz .2 consiste de bloques

de matrices cuadradas .7, a lo largo de la diagonal la cual es la forma discreta analoga de .7,

para k =1,...,m—1. El grupo de matrices del renglén inferior en las matrices 7, 1,..., -y m-

Asi, se escribe el sistema en forma discreta como

DY, =S, (C-7)
donde
2 0 0
0 2 0 .o
D =|: LT T e , (C-8)
0 0 4., 0
D Zhm
y
1ka)0| 1,k7/i 0 0
—2'k0)o| 0 2k, 0
2 = ) ,
—nk_l’ka’o,i 0 e 0 ”k—lvkj,i 0
1 0 0 —g

1- kai

pk—lYi

1-py S,

pk—lsi
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donde
-1 L py
J+tPke. _ E J+ Py ) I+py Yo . - _
SI - a}l—r,1+pkﬂ—(k—1) Yr+ j+pk,3’ J—l, - Ny 1,
r=0

Pritg, — 1+pkyi_1 +— Py,

Poniendo en forma discreta para k =m (caso 1), y agrupando términos semejantes se obtiene la

primera fila n,, -1 de .7, ,, como

1k 1k
—"a; i O 0
k k
-2 @y i 0 2 7i 0
nk—l,ka)o’i O nk_llk}/i O

Analogamente, para el ultimo renglon con Ay m#1 (caso2), se tiene

p
D%m M Py, _ f —ch_l Y, | (C-9)
s=1
La cual, en forma discreta es:
i I+ Pmy D
- Z MMy Y,y + Cl=f _ch—l i - (C-10)
Nyp.m, ) a
7/| k=0 Nm.M s=1
Re-ordenando la Ec. (C-10), queda:
p
_nm,ma)i’O 1+meI + nmlm]/izcs_l SYI — nm,msi ’ (C'll)
s=1
donde
i1 1+ pm
Y,
gy ="y f; —Z MMy Y,y — <. (C-12)
k=0 P m
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Entonces para k =1,...,m—1, las entradas para .2, , son cero para el primer renglon n, -1,y

el ultimo renglén para .2, ; es dado por:

(nm’m7ico"' "™ YiCrg ) :

el dltimo renglon de .7, para k=2,...,m—1, es

Ny, M Nm,M
(m YiCpesr o 7icpk+1)’

y la Gltima fila de ﬁ_mm es dada por:

Nm» Ny, 17 Ny
( m j/lcpm«l—l_ m a)l.,o... m ylcp)
En el caso donde anm,m =1, se tiene:

p

DM Pmy = f —ch_lsv ,

s=1

la cual, en forma discreta es:

p
HPmy, = HPmy; +g fi+ fi—l_zcs—l (Y +Yia) |-
s=1
Re-ordenando términos, se obtiene:
h p
HPmy, +EZCS—1 %Y, =",
s=1
donde
Nm,M 1+p h c S
TS =TMYia+ R _Ezcs—l Yig -
s=1

(C-13)

(C-14)

(C-15)

(C-16)

(C-17)

(C-18)

(C-19)

Entonces, para k =1,...,m—1, las entradas para .7, son cero para el primer renglén n, -1,y

el tltimo renglén para .7, ; es dado por

89



h  h
(E G+ g j , (C-20)

y ﬁ_m,k para k=2,...,m-1es:

h h

(Ecpkﬂ...chkﬂ], (C-21)

y el ultimo renglon de j_mm es dado por:

h h
(1+Ecpm+1§cpm+2--~—cp], (C-22)
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Anexo 1

Time-Fractional Telegrapher’s Equation (P1) Approximation for the Transport

Equation
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Abstract —In this paper we develop a new approximation from the solution of the time-dependent Boliz-
mann equation, which includes a fractional constitutive equation of the neutron current density, for a
general medium. The fractional constitutive equation in combination with the conservation law that
governs the particle collision and reaction processes (P;) approximation for the trarsport equation gives
a time-fractional telegrapher s equation (TFTE). The wave velocity found with this approximation is 37
Jory << 1. The numerical results are compared with the exact solution and Heizler's approximation. We
found that the TFTE gives the best estimate for a purely absorbing medium, where most approximations
fail. The asympiotic diffusion coefficient was applied for a heterogeneous medium, and the results show

that the behavior of the TFTE improves.

I. INTRODUCTION

Nowadays, the particle diffusion concept is a tool
commonly used to understand the complex behavior of
the neutrons’ average motion. Most reactor studies treat
the neutron motion as a diffusion process, where it is
assumed that neutrons in averaged motion tend to dif-
fuse from regions of high neatron density to those of low
neutron density. The diffusion theory provides a strictly
valid mathematical description of the neutron flux when
the following assumptions are satisfied: (a) absorption
much less likely than scattering, (b) lincar spatial varia-

*E-mail: gepe @xanum.uam.mx

tion of the neutron distribution, and (c) isotropic scattes-
ing in its derivation.!

In time-dependent problems, the diffusion equation
fails to describe the front of streaming generating from a
source, cven for a highly scattering medium, due to the
parabolic nature of the diffusion equation (infinite parti-
cle velocity). The P; approximation for the Boltzmann
equation, which yields the telegrapher’s equation, re-
places this feature of an infinite velocity with a wrong
finite velocity (given by v/V3) (Ref. 2).

In a recent paper, Heizler? presented a version of the
asymptotic telegrapher’s equation approximation to de-
scribe the local density of particles traveling inside a
medium with interactions between the particles and the
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medium, using the full equations of the P, approxima-
tion madifying the approximate equation o the carrent
vector (1),

In this paper we develop 2 new approximation from
the solution of the time-dependent Boltzmann equation,
which includes 3 fractional constitutive equation of the
particle current density. This approximation. called the
time-fractional telegrapher’s equation (TFTE) im this
waork, can be applied where large vanations on neutron
cross sections nonmally preclude the use of the classical
particle diffusion equation. specifically, in the presence
of sirong meatron absorbers in the fuel, control rods, and
coani when boron is injected o force shutdown of the
reactod.

IL FRELIMINARTES: ANOMAILOUS
THEFLUSIN

Anoamealous diffusion has been known since Richard-
son's breatise™ on turbulent diffusion in 1926, Within trans-
port theory it has been studied since the late 1060s. In
particular, its theoretical investigation was instigaied by
Scher and Montroll in their description of dispersive trans-
peort in amarphans semiconduciors, a system where the
traditional methods failed* The notion of snomalous sub-
diffusion generalizes the property of mean square dis-
placement proportionality o ime, typical of Brownian
moticn, o the power Law {r*} ~ 17, with an exponeat
0« p < 1. Subdiffusion characterizes systems where
Various f'u:al factors impedie the free random walk of
particles*

Ume of the pertinent utilities for the description of
anmalous diffusion & the continuous-time random walk
model ** According 1o that model. the molecules are
trapped so that the probability of performing a jump de-
pends on the time elapsing since the last jump. ie., the
age of the molecule. Actually, the molecale is released
from its trap dwe to some changes in its envircnment
rather than changes in the molecule itself. Introduction
of a waiting time distribution of this type resulted in
integrodifferential memory opertors, known as frac-
tional denivatives.

The TFTE developed in this work to describe the
bethavior of the partick: demsity (flux) for a general me-
dinm is based in these ideas.

IIL DERIVING THE TFTE AFPROXIMATION
The fractional constitutive equation of the carrent
density vector is given by”

r'¥+}——ﬂ'i'¢, (n

where
avfary = fractional derivative operabor

= anomalous diffusion expo-
ment

= /v, = 30y} = relaxation time
Di# = I3 (¥} = diffusion coefficient.
For the obiaining of ¢ we explored the analysis of ihe

meutronic power signaks of a nuclear power plant using
detrended fluctuation analysis® {DFA), which is a method

based on the random walk theory that has been applied 41

o meutronic power signals of Forsmark stability bench-
mark® DFA is 2 scaling method commonly used for
detecting long-ramge comelation in noastationary time
series. The scale coefficient oblaimed with the DFA
medhiod can be interpreted 35 an anomaloas diffusion
exponent using the Grilawald-Letnikov formula.” The
preliminary resulis show that the anomalous diffusion
exponents using these idess are among the values used

in our work., whose physical interpretations are ithe

Brownian motion and dominant pericdic fluctuation. The
Forsmark nuclear power plant presents supendiffusive
{known im the Ifersture as enhanced diffusivity) and
subdiffusive phenomena®

The conservation law thai govemns the particle col-
lision and reaction processes is given by

| a1}
v

w

+ T+ E RS0 1) = 2L

(3

where ' is the source term. Substitoting Eq. {1} into
Eq. (2) yields the TFTE approximation for the anoma-
lous diffusion approximation as

oF AR D 1 aglkn LT

— o + - +T7F,

v T v i ar¥

+ Eob( 1) — DFS(1) = ™0
i=0. (&

The ierms related with a time-dependent souarce
[agre e, r)fa and axQ0F F @Y ] are mot considered
in this study.

To demonstrate the difference with other models,
we introduce a one-dimensional infinite-slab problem
with a time-independent delta source in the middle (af
x = 0y; e, @{x) = Jgb({x). The inital conditions are
g(x,0) = 0 and {3{x i} #&)|i=0 = 0, the boundary
conditions are given by limg_.z é{x,{} < oo, and
lim;_.o (X, £ is obtained from the analytical selation of
the classic diffusion equation [Eqg. (9)].
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TIME-FEACTIONAL TFLEGRAPHER'S EQIIATION 3
IV FRACTIONAL NUMERICAL SOLUTION Fvd(xt)  adlx 1) AT 1)
+ +il-¢
N : arg *¥ it g
In this section, we presend the scheme of fractional
numerical solution of Eq. {3). A finite difference method ¢u[:t 1
is used for the discretized form of the time fractional +il—£]¢-i1'!]— - (L&(T)
derivative with Caputo’s approximation.'! 3 oAk
Using time-siepping methods in the fractional case
requires the siorage of all previons time sieps. The dif- =0, (7}
ficulty insolving fractional differemtial equations is par-
ticulady where the application requires a solution overa  where dimensionless numbers nsed are 4, = 3%, and

long interval, becanse fracticnal derivatives are nonlocal
operators. The so-called nonlocal property means that
ihe nexi siie of a system depends not cnly on its current
state but also on the historical siates, starting from the
initial time.

Then, Eq. (3) for one dimension in slab infinity ge-
omedry is given by

1 a"'¢::.r}+la¢u{:.n+ o LT
Ifpltr W v W Efer A
1 a$(x.1)
+In¢EI.I}—E‘T- Pa6{x) .

t=0withd=<y=1 . (]
The initial conditions are chosen simply as &{x.0) =
and ag x, f = D) = 0. Here, o ¥, 1 )20 is the Capaio
fractional order derivative. defined by'?

TS I J" _, ddlxm)
ary -r{l—'_r'] u{!_q}. -ﬂ'l? d"?-

(5

and G'HrgdForyfan '+ is the Piemann-Liouville frac-
tiomal order derivative'3:

AT, i) I at
apte ri2—) ar?

$lxf)
o =gy

(&

For stability, a shifted Grinwald formala is used o ap-
proximate the time-fracticnal derivative.™ The frac-
tkomal algorithm for numerical approximation is pressnied
in the Appendiz.

To solve Eq. (4), we consider that the space dimen-
sion @5 in terms of the transport mean free path. Then,
Eq. {4} can be rewriiten as
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Iy = 1%, (being I, = af for a & B, ). The mean onum- 3
ber of secondary particles emitied per collision event is
given by

z, z,

f-——
X, X 4%,

{8)

and the boandary condition is obtzimed from classical
diffusion approximation:

—

[eﬂl:i Vil =it

—erfe(W{T—c)ia)] . (%

Naow, substituting Eqs. (A1) throagh (A4} into Eq. (7},
and rearranging ierms. we obiain an equation than can
be explicitly solved for &

x(0,1) = E"\ T

e d ; {c+2d—a—-b+p) f
! i1+a+h) il+a+k
d Bz -
1o 1
-I-l[l+|1+f;l]¢"_I Ifl+£|'+Il']“h":I
- 1_ gty
II+£|'+IJ}EIM" ) il +a+k
—k'l
115.:,3‘# u+a+.fr]
-1
x T oyl ) (10)
=1
whera
a=g¥
r{l —cl
r2—y) '
- 11 —¢)
.r1-|-p
d=—.
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and
=-(k+1y-¥—k¥  k=012_. j5-1.

For two- and three-dimensional geometries, the applicability would be simighiforward; howewer, the numerical
complexity of the solotion would increment considerably due to the memory effect, ie.. the last four terms on the
right side of Eq. (10}, which represent the difference with respect to the classical diffusion integer order equation.

V. COMPARISON WITH FREVIOUS WORKS

The resulis of TFTE are compared with the Bolmann equation and Heizler's approximation for the case of the
plane sownce problem.

VA, Exacr Solution of the Beltzmann Equation
The monpenergetic linear ransport equation or monocenergetic Bolizmann equation is

1 agr(t.in1)
al

w

+ - 00+ 5, (P 0 = Jr dOFE (F -0 der (P ) + R 0L
4w

{1

and the exact Bolizmann solution of the plane source problem is

2, (I
D (T E) = T[E—_E .I|I,}—E-_EuI.H]H{I -—, {12a)
v
el [, [ i ( ]l )
Sl )= 3 ue' e | 52—1,1II 5T HJ.|—1||51I i
77 3 |af £
- & _E-lul"m.l_;ﬂ[jzzl |I!2 __|'[_:|_H( - l_il) i {128}
2Y5 27 5 w ¥5 v

where Eq. (12a) is for c = 0 and Eq. (12b} is for c = |
[Eqs. (56) and (58), respectively, from Ref. 2].

V.B. Asympiodic Diffusion Equation
The ssvmpiotic diffusion equation is obtained com-
biming Fyq. {3) with the modified Fick's law:

aglx)

Jx} = —DNe 2 )- ra (13)

The modified diffusion coefficient depends on the prop-
erties of the mediwm {c), instexd of the constant classical
diffusion coefficient D = 1/3%,-

Dic.x,) = =Dy m —

TIJ T (14)

Solving the ssympiotic diffusion (ALY equation with 2
plane sowrce gives this solution™'*
. 1

2 xe)Dyic)

- % "r"_me-:.,lr.ﬂ,lil
2 1-c )

— e, |z

dup =

(15)
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V.C. Heigler's Approximaiion

The asympiodic telegrapher’s equation proposed by
Heizler® is obtained by combining Eq. (3) with the foi-
lowing approximation:

Aalxr)  adixr)
T @ m

+ 8 Nay=0. (l&)

w

The analytical solution of the asymplotic elegrapher’s
equation is given by Heizler?:

Bic)x, 00,
TIATD

.

xH[ﬂ—\mc_]

|ﬂl|:I i) = -l'n"!ll_,!i._-i- LBV AV, b

Bic) } . |z
~Ale) —
A0 \u.: {c

'i)cm |
w

In this equation the parameters A and B are functions of
c, givem by Egs. (25) and (54) from Ref. 2.

(m
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TIME-FRACTIONAL THLEGRAPHER'S EQUATION 5

VI DISCUSSION

Figure | shows a comparison of the TFTE approxi-
muation developed in this work with the exact solation of
the Bolzmann equation (BE), the AD equation, and the
wympiotic telegrapher’s equation, in this work called
Heizler's approvimation (denoted HE). As shown in
Fig. 1, three cases were considered for comparison: (a)
puarely absorbing medium {c = O}, (b} a heterogeneous
medinm (¢ = 0.65), =nd {c) 2 highly scattering medium
{c = 1). Shown for the three cases are the results for a
very short time (f = & where L = fvX,), a short ime
{t = 2&:). and a very lomg time (f = Gip). The main
features of the TFTE approximation are as follows:

. purely absorbing mediam (c = 0k For the very
shiort time, the TFTE is advancing with 2 velocity that is
close to the real particle velocity, shown by the BE (ex-
a1 solation), where the differences are negligible, whereas

i} ihe HE describes the real particle velocity only in the

wave froak For the shont time, the TFTE behavior is
similar to that described by the BE: ie.. our approxims-
tion is closer bo the exact solution than are the HE and
AD. For the very long time, the HE tends 1o the AD.
where both fail, and once again the TFTE has the best

2. heteropeneons medium {c = D.E5) In this case
the TFTE was compared with the HE and AL the BE is
shown just for the two limit cases. For the very short
time, the TFTE underpredicts the particle behavior with
respect (o the HE and AL approximations. For the short
time, 3t x%; = 0.5 the three models intersect, and after-
ward the trend of the TFTE anderpredicis the behavior
with respect to the HE and AL For the very long tme,
the intersection occurs ab x%; = |, and afterwand the

trends follow the same pattern as for the short time. When 1

the approximations intersect, physically it means that
the particles from these solutions have the same velocity
at this exact point

Fig. 1. Scalar flux io 2 delin sowrce problem for o purely sheorbing medivm {c = 0), fora

medium {c = [LES),

and for o highly scatiering medium {c = 0L99). The HE is given by Eq. (17). the AL} is given by Eg. (15), the exact solution of the
BE is ohiained using Eg. (12), and the TFTE is given by Eq. (10). The snomalous diffusion exponent ¥ = (L& {2) Yery short time
{#= i}, (b} shor Gme {f = 2f;). and (g} very long time (f = fifg), where &= {7
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Fig. 2. Scalar Aux io a d=lin source problem for 2 helerogeneous medinm | c = DUES). The HE is given by Eqg. (17). the AD
iz given by Fg. (15), and the TFTE-Ih is given by the TFTE considering the asymphotic diffusion exponent O [Eg. (25}, Ref. 2].
The enomalous diffusicn exponent ¥ = 0.6. (o) very sharl ime (f = £;). (B) short time (f = 250, and (c) very long Bme (f = &),

wheme 8= [fE )1,

3. hiphly scattering medium or almost isofropic me-
dinm (¢ = LI In thiz case, for all the times the TFTE
underpredicts the bebavior with respect to the exact so-
lution (BE}. It can be observed that for an isobropic me-
dium, the HE behavior is closer to that of the BE, and the
AL fails 3t the very short time.

In general terms. and as can be observed in the re-
sults, the TFTE gives the best approximation o the BE
when the medium is parely absorbing, whese the approx-
imations given by HE and AD fail. The physical imter-
pretatson of this behavior is that in the medinm there are
subdiffusive processes that are better represended by the
model developed in this work. In the beterogeneous me-
dinm, the models describe different behaviors and there
is an infersection among them; after the intersection point
the TFTE underpredicts the particle velocity with re-
spect to the HE and AD. We can infer that the subdiffu-
sive process are dominant for the heterogensons medinm
where the TFTE gives a betier approximaticn with respect
1o the HE and AD, 3 was demonstrated with resalts
ohiained for the purely absorbing medium. In the kighly
scatiering medium, the subdiffusive processes are not
predominant and the TFTE underpredicis the propaga-
tion phenomena, following the same trend of the BE.
and the HE is the better approximation, which means
that the correction introduced by Heizler in the propaga-
tion welocity is comect in this case.

The TFTE, HE, and AD approximations are simpler
to solve than the BE. However, the TFTE is crucial where
the phenmmena are subdiffusive, and furthermore, it has
a wider approach and requires fewer calculations; the
HE cam be applied for highly scattering media. where the
subdiffusive processes are negligible. The difficulty of
the HE approximation is obtxining the coefficients for its

¢ =olution®; however, once obtained, the HE can be used

in a straightforaard way.

Ta improve the behavior of the TFTE in a heteroge-
neous medium (¢ = 0L65) and a highly scattering me-
diom (¢ = 1}, we performed a numerical experiment
including the asympiotic diffusion coefficient [Eqg. (25).

NUCLEAR SCIEMCE AND ERGINERERING VoL 17

Ref. 2]. The resalis obiained show that for ¢ = 0, the
asympiotic diffusion coefficient fails for all cases, ie.,
fior very short times, short times, and long imes. Forc =
0.685, the TFTE model improves for all cases. as shown
in Fig. 2, where the TFTE-I), indicates the behavior with
asympiodic diffusion coefficient approximation. For very
short times this improvement is substantial; bowever,
for short and long times a slight improvement can be
appreciated, which indicates that the TFTE considering
the asympdotic diffusion exponent is nod the best option
with respect to the HE and AD models. For ¢ = 009
changes cannol be perceived a priori, due that when ¢
tends to 1 the asymptotic diffusion coefficient tends (o
173, which is approximately the same solution yielded
without the asympiotic diffusion coefficient

The TFTE (I*, ) approximation for the transpont equa-
tion predicted that the wave fractional velocity (dimen-
sioaless) is ay = 1/3*2 where o, = a; V' %07 " was
applied. According 0 this equation a} = 1/V3 when
¥ = 1. which comesponds to the classical elegrapher’s
equation. On the oiber hand, it can be observed that af
increases for ¢ < 1. Then, beyond its physical meaning,
v can be considerad as a comection parameter for the
prediction of the correct velocity for ¢ = 0.

VIL CONCLUSIONS

In this paper we developed the TFTE. The wave
velocity found with this approximation is 3-+'2 for
¥ < 1. We found that the TFTE gives the best estimate
fior a purely absorbing medivm, where most approxima-
tioms fail (Fig. 1). The asympiotic diffuson coefficient
was applied for a beterogeneous medium and resulls show
that the behavior of the TFTE improves {Fig. 2).

AFPENIIX

To establish the numerical approximation scheme,
fet f = jrij = 0,01.2,... m) be the inlegriion time
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b=t =T, r=Tm h=1L/n = 0is the gnd in space
direction, 1, = (i = 0.1.2, ..__a).

We take the following finite difference approxima-
tioas for the time-fractional derivatives that appearad in
Eq. (7) {Refs. 11 throagh 14):

i i) _ glor Fix, lpr—e) — XL L)

ary M2 —y)i=h T

%[+ 17— ]+ 04r) . (AD)

M(IJ‘] MI|15+L]_¢'EJ“:I]
ar T

+ry . (AZ)

and
P} (X ) — 2, 00 + (X,
at h?
+ ORY . (A3)
For the spproximation of the Riemann-Liouville frac-

tiomal order derivative 8"+ vgd{x, 1)fart =y, we use the
shified Granwald formala®™:

avx, i I 4t
L'_}E: PedlX by ) + DN + )
ars 77 =0

(Ad)

where & = | + v, and the normalized Grilmwald weights
are defined by
(e —1)---{e—k+ 1)

o= land g, = (-1}* T

fork=1,23,.... (A5

Mote that these normalized weights depend only on the
arder and the index k.
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Abstract

In this paper the sensiivity snd unceriainty of the snomalons diffosion exponent (ADE) in the
Time-Fracrional Telegrapher's Equarnen (P1) Approximation, is pressnted Thiz amalysis was
carried out through Monte Carlo simmlatons of sizes up to §5 000, and the size of 50 000 was
considered az walid for routine applications. The sensitivity was evaluated in ferms of 99%
confidence intervals of the mean to understand the range of mesn values that may represent the
entire statistcal population of performance varsbles. The uncertainfies were propagated as
followrs: for 10% change in the ADE, the responses for flox scalar changed by 39.36% (most
greater varation) for highly scattering mediom, and the least variation of only about 0.48% was

found for purely shsorbing medinm .

Eeywords: Telegrapher's Equaton with Monre Carle Simmlabon; Anomalons Diffusion

Exponent; Sensifivity and Uncertainty Analysis.
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L. Intreduction

The phenomena of anomalous diffusion have been observed in puwmerous physical and bielogical
systems (Elafter and Sokolow, 2005; Povstenko, 2005; Langlands, 2004; Tan et al., 2007). The
notion of znomalons sub-diffusion generalizes the properny of mesn sguare displacement
proportonality to time, rypical of Brownian moton, to the powner law {rz} ~ ¥ with an exponent
0y l. Sub-diffesion characterizes systems where warious physical factors impede the free
random walk of particles (Elafter, 1997; Metzler and Klafter, 2000). The spomalons diffosion
has been known since Bichardson's treatise on turbulent diffusion m 192§ (Richardson, 1926).
Within transport theory it has been smdied since the late 1960s. In particolar, its theoretical
investigation was instigated by Scher and Montroll in their description of dispersive transport in
amorphous semiconductors, a system where the waditionz] methods proved to fail (Scher and

Monirell, 1975).

The last five decades have wimessed the intensive stody of the neutrons disiribution In 3 reactor
with both pumerical and analytcal techniques. Wormally, Fick’s law is adopted as basic model
for the description and understand the complex behaviour of the nenfrons motion. Most reactor
smudies treat the neutron motiom as a diffusion process, where one assumes that nenfrons m
average tend to diffuse from regions of high newiton density to lew neuiron density. However,
the wvalidity of using this law has been guestioned extensively. It is due that the Fick' law
provides a simcily wvalid mathemafical description of the neutron flox when the following
assumptions are safisfied: 1) Absorption much less likely than scattering, 2) Linear spatial
varation of the neutron distribution, and 3) Isotropic scattering i its demivation (Stacey, 20047

But the main reason is that this diffusive lsw implies an infiniry velocity of propagaton This
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property is unphysical fom 3 physical point of view. In order to consider a finite velecity of
propagation or describe the phencmens of anomalous diffusion, several new constifutive models
have besn infroduced. For example, the widely nsed Camanes model the fractional Fick™s law
which iz written in terms of space and'or time fractional derivatives and lead to obtain the space
and/or time fractional diffusion equation (Chaves, 1998; Paradisi et al., 2001; Tiang et al., 20007,
The Cattaneo model was wsed by Heizler in the P, approximation for the Boltzmann eguation,
which yields to the Telegrapher’s equation, and replaces the feature of an infinite velocity with a
wrong finite velocity (given by uf+f3) (Haizler, 2010). Recently Espinosa-Paredes and Polo-
Labamios used a fractional Fick’s lsw, which iz written in terms of time fractional derivatives
and lead to the factionzl mode]l that descibe anomalous diffosion process, this model is the
Time-Fractional Telegrapher's Egquation (TFTE) given by (Espinosa-Paredes and Polo-

Labamios, 2012a):

7 T g(F.1) 1 aﬂ[f::jHrIu ' g(F.1) _
v aat v & o , 120, ]

+E,8(7.1) - DV g(7,1) =V (7.1)

where &7 /&™ and & /& are the fractionsl derivative operators, y is the anomalous
diffusion exponent (ADE) of the factional differential equation, 7 {= ]fu.'E‘.;) 15 the relaxstion
time, U is the neutron velocity, D(7)=Y3E, (F) is the diffusion coefficient, and @' (7,1) is
the source term. The sum of macroscopic cross section for absorption (Z ) and scattering (Z, ) is
represented by I, . In this approximation the propagation velecity of the neutrons predicted is a

power law eguoal to ]:f}rﬂ for 0« y«<1l. The TFTE give the best estimate for purely absorbing
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medinm (Espinosa-Paredes snd Polo-Labarmioes, 2002a). The derivation of the TFTE

approximarion and its initials conditons are presented in Appendiz A.

The main problem of the TFTE is a method for determination the fractional order {ADE]) of the
partial differential eguation However, with the statistical meatment of the newronic data of the
nuclear power plant, the ADE can be estimated (Espinocsa-Paredes et al, 2008). However, the

lack of knowledge on the ADE limits the use of the TFTE.

This paper presents an ADE ssnszitivity and uncertainty analyzis of TFTE from Monte Carlo
simulations for simulation sizes up to §0 000, The Monte Carlo method has been widely used for
uncertainty analysis (Badar et al., 1993; Fochman et al., 2011; Espinosa-Paredes et al., 2012%).
The Monte Carle simulation for determining uncerizimiies of the thermal parameters in design of
heat exchangers was discussed by Badar et al. (1983), Fochman et al. (2011) used this method in
nuclear data nncertainty propagation, and Espinosa-Paredes et al. (2012b) zpplied the Monte
Carle simulasfion to evalnate the semsitivity and uncerminty of the Sactionsl neufron point

kinerics equatons.

1. Preliminaries

The Monte Carlo methed is based on sampling the wector of the input parameters in a random
sequence, moning the system model computer code for each sample of that vector fo Zet a
comesponding siatistical sample of the vector of the omniput vansbles, snd then estimating the
characteristics of these output varables using the owput samples. One of the benefits of the

Mpnte Carle method is that we may use all stndard statistcal methods and fests to estimats

LN
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dizmbutions of the outpurt varizbles as well as 1o evaluate any hypothesis. This makes it the most
smaightforward and powerful method available in the sciendfic lteramre to deal with sensimviry
amalysis and nncertainty propagation in complex models. Althongh there equaton for such emor
propagation process, these squations are, in £act an approximate and their n:e in the evaluation of
complex model: are highly combersome (Bevington and Fobmeon, 2003). These considerations

make the Monte Carlo approach much mere amensble for the present simmlstion study.

3. Methodology
The Momte Carle simulation methodology canm be mplemented are the following steps

(Espinosa-Paredes et al | 2012b):

Step 1. Generating random mombers uniformly dismibuted in space ({0, 1), 1.2, samples from a
nniform U0, 1) dismibution (where theory mean iz 0 and theory deviation standard is 1): The
Mersenne Twister algorithm of Matsumoto and Mishimuors was employed (Matsomote et al.,
1208}, which iz a widely used gensrator with a very long {E'Wﬂ-lj peried. Thus, the necessary
sireams of independent and identically distributed random mombers (I U0, 13) of 64 bitz were

Zenerated.

Step 1. Testing of the random omombers if they resemble independent and identically distributed
I U0, 1) random wariants: The simulated data clearly filled the {0, 1} space as reguired by this
randomness test o both two- and three-dimensions. On the average, only around 1 mumber out of

100 0 maumbers in individual streams of ID U0, 1) was repeated Becsuse the simulations
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sizes were only up to 65 000, practically no repeated onmbers were encountersd in the entire

chain, which made the Monte Carlo method fully valid for this application.

Step 3. Converting the random pumbers to contipuons random variants for 3 nommal dismibation
N, 1): The polar method of Marsaglia and Bray was chosen for the present application
(Marsaglia and Bray, 1964). Two parallel soeams of random mombers (B, and B;) were used for
generating one set of IID M{0, 1) normal randorm variants. Practically no repeated-oumbers were
found in tests with 100 000 numbers in these sex of random nommal varants. Therefore, the data
was considered as high guality to represent 8 nommal dismibotion and could, therefore, be safely

nzad for farther applications.

Step 4. To analyse the effect of the ¥ on the TFTE behaviour, the Monte Carle simmlation was

implemented in the oumerical solotion of TFTE (See Fractional mumerical solution, and Sec. 5 of

implementation).

Step 5. Sensinwiry and uncerminty analysis of ADE in the TFTE equations: Thess I W{0,1)
nommal random variants for the evaluation of the sensidvity relationships of ADE with flux scalar

weTe nsad.

4. Fractional Mumerical Solution
The momerical approximanion of the solution of the Eq (1) medel was solved by Espinosa-

Paredes and Polo-Labarrios (2012a), applving a Snite difference method (FDM) unsed for the
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dizscretized form of the tme fractional derivative with Caputo’s approximation (Yang et al.,

2008}, which can be explicidy solved for ﬁ-H :

§rod__y lreahia)y, e &1 g

-|:1+.-::+E|:| [1+a=+5) (l+a+5) (l+a+B)
B a 1 e —k+1 b z [ FH-E ik @
_I,'t1+£-'+|fln:|ll:r‘l[l"qll_ml:]_1:1+:;|'+|Eln]§§'l-s1jrr _1:1+:;|'+£J]Ew[-'ﬁI - I:I
r(l—¢) iy t(ﬂ}{ﬁ—l)---(a—t+1}

where @mt’, ba

Hyr )
d - 1-c), &= -1
STk @, e m- () -

(with @=1+7), o3 =(k-+1]'7 &7 for k=012,....j-L.
The fimdamentals on fractional momerical solotion for TFTE are pressnt in Appendixz B.

5. Implementation of AMonte Carle Simulation

To znalyse the effect of the ¥ oo the TFTE behaviour, the Monte Carle simulation was
implamenied in the numerical solntion of TFTE through the following expression:
;I"’=?"|:.+E|!'Ixh i=123 N (3
where T, is the i-th vahoe of the ADE, yp is am initial value less than one and greater than zeto,
b = the percent change in the ADE which is constant and x; is the momber related to the Monte
Carlo method Then, ¥, is calculated for each x, value (with f =012 3 ___ N}, which is used as

the inpmt data of TFTE numerical simmlation

To snalyze the ADE (¥ ) are pecessary dynamic mumerical experiments where vanations with

respect to time of the scalar flux is imporiant. In order to analyze the y effect in scalar fox we
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consider & delta source problem for three different kinds of medium (Espinosa-Paredes and Polo-
Labamios, 2012a): 1) purely absorbing medinm (c =07, I} heferogencous medium (c=0.65),
and 3) kighly scarering medium (c=1), for differenr times: wvery short nme (I =1, whers
Ig =ik, ), shore tme (T =21y}, and very long time (T =61;). For each mediom and time, the
scalar flux iz presemted for different mansport mean free path (A =xI,) values, as can be
observed in Figure 2 the scalar flux have different behawvior for each kind of medium and

simulation fme, in this senze A, values were selected for case shown in this Figure. With these

considsrations, the sensitvity and uncertainfy analysis is carried out

6. Fesults and Discassions

&1 Relarive standard deviadon (B5D)

The zim of this section is to determine the optimal size sample (&) where E5D is practically
constant and independsnt of the simulation size. To difference of the work of Ezpinoss-Paredes
et al. (2012k), in this work we nsed three random numbers (M1, M2, N3) generated with three
different seeds obtained with the step 1 and validate with step I of the methodology presented

previously in Sec. 3 of this work.

Fignre 1 presents a schemaitic plot showing BSD valoes expressed in percentages for p for W1,

WI, and H3. The BSD was caloulated according to the following expression (Bevington and

Fobmzon, 2003):

RSD == =100 )
X
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where : in the standard deviaton and ¥ is the mean. Consideration of the R5D allows us to
establizh the optimal simmlation size N . The optimal value of N is obtzined when the valoe of
B5D becomes praciically mvarnable with respect to the simulation size N . In Figuare 1, it can be
observed that for simulaton size N (W1, N2, and N3) smaller than 5 000, the B5D varises
considerably and unpredictably; for N =10 000, 15 000 and 20 000 the vanations m the values of
E5D tend to decrease For W greater than 50 000, the values of R.5D becams pracically constant
and independent of the simulation size. Therefore, the optimal simulation size N wsed in this
work was §5 000. The valus of BSD for ¥ were the same for each time simulation as expected,

due that for each ome the comespondent random numbers are the same.

8.2 Amnomalons diffusion exponent on TFTE behaviour

The results of the influence of ADE on the TFTE responsa characteristics evalnated Som the
Monte Carle zimulation for purely absorbing mediom (c=0), heterogeneous medium
{c="0.65), and highly scatiermg medium (c=1) are shown in Figares 3, 4 and 3, respectwvely,
which were obtained with the simulation size of 65 (00, for each simmlztion ime, for very shorr

rmies (I =iy ). shorr times (T =25), and very long amer (I =065 ), and for differsnt values of

E

In Figure 3 can be observed the influence of ADE () on scalar flux dimensionless (¢/Oh)in a
delta source problem, is as follow: a) For very short times (T =g ) at 4; =0.25 can be observed

that the behavior of the scalar flux is approximately guadratic with respect to the ADE, and it
note 3 statstcally sigmificant positive correlation between these mwo paramsters; and ar

A, = 0.5 20d 1.0 note a statistically significant negative cormelation between these two paramsters,

10
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and 1t can be observed that the bebavior of the scalar flux is approximately guadratic with respect

to the ADE, too.

o) For short times (T =2 ) at A4 =05, and 1.0 note a statistically significant positive comelation
bemween these rwo parameters. and it can be observed that the behavior of the scalar flox is
approximately quadratic and cubic with respect to the ADE, respectively; and at A, =1.5 cam be
obzerved that the behavior of the scalar flux is approximately oabic with respect to the ADE, and
note 3 statistically sizmificant negafive corelation between these two parameters; o) For very
long rimes (T =fiph at 4 =051020, note a statistically significamt positve comelation
between these two parameters, and it can be observed that the behavior of the scalar flux is

approximately quadratic with respect to the ADE in all cazes.

The results of the influence of ADE on the TFTE response characteristics evaloated Som the
Monte Carle simulation for hererogeneous medium (¢=0.65), for very sherr tmes (T =13],
shart times (T =21y ), and very long nmes (T =G5y the same qualitative resnlts was observed
respect to purely absorbing medium, this can be observed m Figure 4. In the case Highly
scattering medium (c=1), for all the cases, ie, for T=fy, T=2f, T=0f, the same

gqualitative results were observed respect to purely abzorbing medivm and hewerogeneons
meedinm, this can be observed in Figure 5. However, the differsnce among them is their range of

variafon which is presented on Tables 1-3.

6.3 Sensirvity analysis

11
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We used the 99% confidence limits { ¢T99) or 90% confdence intervals {709 ) of the mean to
nnderstand the sensitvity of the system to changes in ADE (). These were calculated using the

standard formulae as follows (Bevington and Fobmson, 2003):

&
Lo -z, ., T (5)

I ()

where : is the standard deviation, ¥ is the mesn valne » is the simulation size nsed and ¢ is the

Smdent ¢ critical value for the required degress of freedom.

The results (Tables 1-3) show how the statistical population mean values of the ADE () in

TFTE would be localized within these respective miervals of 99% confidence level (or 1%

sigmificance). Thuas, thers is 99% confidence that if  were anywhere between the interval of
0.59832 - 060053, the flux scalar dimensionless (¢f0y) would be between the interval shown
in the Table 1-3 for purely absorbing medium (=0, heterogeneous medivm (c=065], and
highly rcarmering medium (¢ =]1), Tespectively. For example for purely abrorbing medium
(c=0})in Table 1. for y mterval of 0.59032 — 060053, the flux scalar dimensionless (n,ﬁl."QDj
would be between 014238 — 014261 at A =0.50, and very short times (T =1 ). so for each
condition analysed. Sensitiviry amalysis was also carmied out thromgh cubic and polymomial
regressions on the simmlated dama (Table 4-4) using the anomalouws diffusion exponent | ¥ ) as the

predictor variable. The results showed statstically valid cubic correlatons for scalar flux.

6.4 Uncertainty analysis



LEa e I B R

el el el el i
A0 ] O N s fa A

&)
=]

5 5 BS BS B3RS B3 RS PR3 BSORS
Fd b= a0 A0 o 0 O N s Ba A

aha sl als als abs sl sl B3 B Bed Bed (a3 D D3 D
O D ks B PSS D WD O ] T G0 ke B P

Yo
Tl

A ] T BN s B3 B3 b e D i

MOEn En EnEn £n En EnoEn En oin

M
B A

i m
LU S

For this analysis, the resnlts are summarized in Tables 78 for purely absorbing medium
{c=10), heterogeneous medium (c=0.85), and highly scawering madium (c=1), respectvely.
For each characteristic medinm and simmlation time, were selacted three different i, values
according to the behaviowr of the flux scalar dimensionless {#-IFQ{,} m each case, as was

observed (Figure 2). The interpretation of these tables is shown with the following exampls:

Table & shows that with 10% variation in the ADE (), the flux scalar dimensionless (/@ ) at
A, =15 varied about 15 82% for short tmes. It is impormant to point according to the results

reporied m these fables that the greatest variation of only sbout 39.36% was observed at

A, =1.0 for highly scanering medium (c=1) and very short times (Table %), and the least
variation of only sbout 0.49% was found at A, =0.5 for parely absording medium (c=0) and

very short imes (Table 7).

7. Conclusions

The sensifivity and nncertamty analysis of ADE (fractional order of differential equation) mn the

time-fractional telegrapher’s equaton (TFTE) was performed with the Monte Carlo simmlations.

The following results were obtained:

{1} The optimal simmlatien size N found in this work was 50 000 when the B5D values wers
practcally constant and independent of the simulation size up to 65 000 (Fizure 1)

(¥} The influence of ADE on flux scalar dimensionless from the Monte Carlo simmlation was
graphically obtained (Figures 3, 4 and 5).

(3} The sensitivity was evaloated m terms of 99% confidence imtervals of the mean to
understand the range of mean valoes that may represent the entire statistical population of

performance wanables (Table 1-3). The repression analysic with anomslons diffusion

13
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exponent ) & the predictor variable showed statistcally valid cubic comelation for scalar
flux (Table 4—6).

{4} The uncertainties were propagated as follows (Tables 7-9): for 10 change in the ADE (y ],
the responses for flux scalar changed by 30.36% (greatest varation) at A, — 1.0 for highly
seattering medium (¢ =1) and very short fmes (Table 9), and the least varation of only
about 0.49% was found at 4, =05 for purely absorbing medium (¢ =0) and also for very

shart times (Table T)

Appendix A
The fractional constitative equation of the cument density vector is given by Espinosa-Paredes of
al. (2008)

o

&Fr -
ral +J =DV Al
ar’

where @ /& is the fractional derivative operator, ¥ is the anomslous diffosion exponent, T

(=Y, = 3Dfu) is the relaxation time, and D(7 | =1/3E, (F) is the diffusion coefficient.

The comservation law that governs the particle collision and reaction processes is given by
ag{r.i) - -
lﬂa:’—hv-.r{f,rh £, (7)e(r.1) -0 (7.1) (A2
o | . / /

where Qtﬂ] is the source term.
Substituting Eq. (A1) into Eq. (A.2) yields the TFTE approximation for the anomalons diffosion

approximation as (Espinosa-Faredes and Polo-Labarmios, 2012a)

14



Llale cBES BE=PR A R S U S

+17

o7 3e(r) 188(r)
v oal v a
+ I p(F.1)-DV2(F.0) - 2% 7 1)

B (7.1

ar’ . 1=, (AR
Where the terms related with a time-dependent source (301" (7.7)far md & & (7.r)far" )
were not considered. Then the Eq. (A 3) applied to a one-dirnensiomal infinite-slab problem with
3 time-independent delta source in the middle (at x=07), ie, Q{x)=0hJ(x) (Heizler, 2010),
whose initial conditions are ¢(x,0)=0 and [ﬂﬂ{x,t}fﬂr]t o0, =nd the boundary conditions
are given by E#{x,rj <oe and :E ##(x,1) is obtained of classical diffusion approximation

which is (Espinosa-Paredas and Polo-Labarrios, 2012a):

x(n::}_% B fﬂ} [@{—m—m&[m )] (A4

Under these considerations the Eq. (A 3) took the form:

1 og(xt) 18¢(xr) I, &¢(xr)
I ettt v & Ih A
1 & ¢(xt

"‘Ea'i"[fﬁ]"ﬁ - -0yd(x)

L 2 0with0 <y <l {A.5)

Here ﬂ-”ﬂ{r’,t}fﬂ:‘f iz Caputo fractional order derivative, defined by (Podluboy, 19007

&1
al

1 ! -r a¢ I,l?
—n dy A
r[l—r]L( = @
and &@7#(7.1)/@"7 s Riemann-Liouville fractional order derivative (Meerschaert and
Tadjeran, 20037

FTexa) 1 & [ _é(xe)
a*’  T2-rlar Jo(r-gy”

dry (A7)
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To solving the Eg. (A.5) we considering that the space dimension is in terms of the tramspori

meszn ffee path. Then the Eg. (4 5) can be re-write as (Espinosa-Paredes and Polo-Labarmios,

20123)
Fra(xs) ad(xr dxr) | 1 8% x,1) .
anlgff ) ; éﬂ ) +(1—c) azEr }'+1_1_sj.;&[z,r] _3?-&61'11 , =0 (AR

where dimensionless mumber nsed are: A, =xE, and 1y =ftE, (being fy=m for m=E )

The mean nurmber of secondary particles emitted per collision event,

= - (A9)
L Ia+E

Where substimuting Eqs. (B.1) to (B.4) into the Eq. (A 8), and rearmanging terms is obtaimed Eg.

(2.

Appendix B

To establish the numerical approximation scheme, let ¢, = jr (=01 2,...,m) be the integration
time 0Z¢ =T, r-%, ﬁ—%:-l} is the grid in space direction, x, =ik {i=ﬂ,],l-..,rr}.

We take the following finite differences approximations for time fracdonal derivatives appeared
in Egq. (A.8) (Yang et al , 2008; Podlubny, 1999; Meerschaert and Tadjeran, 2003):

Fo(nt) 7 L S(%t) -9

1 _ .
i H][[hl]’f—kl'?’}o(rj, B.1)

o T(-7) T
ﬂﬂj:;,!] _ ﬂxr:*,.—tlr-?("n’; ) .0(r) (B.2)
a‘qi;:r} ) ﬂ:rkhfﬂ-w(; )+ olmaty) o) @3)
16



For the approximation of Riemann-Licaville fractonal order demvative E‘]_rﬁf.x,r]fﬂ‘lﬂ . We

nze the shifted Grinwald formula (Meerschaert and Tadjeran, 2003 ):

Llale cBES BE=PR A R S U S

10 Fé(xt) 14 .
i; %_FEEI¢(%:1}4_L.J+O[T+.*) (B.4)

15 where & =1+ ¥, and the nommalized Grimwald weizhts are defined by

18 £ -1 and gt-{-l]*f“]'{a_”;!'{“_hl] for k=123, .. (B.5)

2L Note that these normalized weights only depend on the order and the index .

&4 17
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*Highlights {for review)

Research Highlights

The Time-Fractional Telegrapher's Equation for neumon moton is momerically
smdiad

# The sensitivity and uncertaintiss was carryout for the fractional coefficient
#» This analysis was camed out through Monte Carlo simulations of sizes up to 65,000
# TUncertaintiss was propagated for 10% change in the fractionzl coeficient

# (Grester vanaton found for newmom flux was of 39.36% for highly scamering
medinm

# Least vanation found for nentron flax was of 0.49% for purely absorbing medinm.
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Figure

Figure Caption

Fizure 1. Felative standard devistion (FSD) for F as a functon of the simulation size M. The

horizontal dashed line at 10% is the reference line for F.

Figure 1. Scalar flux to a delts source problem for a purely absorbing mediom (e=07, for
heterogeneous medium (c =0.65), and for a highly scattering medium { ¢ =0.99). The Time-Fractional
Telegrapher's Equaton (TFTE) given by Eq. (1). The snomalons: diffusion exponent y =0.6; a) very

short time (I =], b) short time (I =2y, and ¢} very long times { I = 6#; ); where & Sk, .

Fizure 3. Purely abzorbing medium (¢ =0 Influence of anomalons diffusion exponent () on scalar
flux in a source problem for very shart times (T =1g), shorr times (T =21y), and very long fmes

(T =6y,

Fizure 4. Hererogeneous medium (¢ = 0.65): Influence of anomalow: diffusion exponent () on scalar
flux in a source problem for very shorr times (T =iy}, short fimes (T =25}, and very lomg nmes

(T =6ty).

Figure . Highly scarfermg madium (¢ =1} Influence of anomalons diffosion exponent () on scalar
flox in a source problem for very short fimes (T =1}, shorr times (T =21y), and very long rmes

[T =],
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Table

Table Caption

Table 1. Sensitiviry analysis through 99% confidence intervals of the mean (CI09), for o=0.

Table I Sensitivity analysis through 99% confidence intervals of the mean (CI99), for ¢ = 0.65.

Table 3. Sensitivity analysis throuzh 99% confidence intervals of the mean (CI99), for ¢ =1.

Table 4. Regreszsion analysis (p is the predicior variable) in very short times (T =iy}, short times
(T =21y} and very long times (T = 61y ), for purely ahsorbing medium {(c=10).

Table 5 Fegession analysis (¢ is the predictor variable) in very short tmes (T =i;), shor times
(T =2ry) and very long times (T = 61y ), for keterogensous medium (= 0.65).

Table 6. Begreszsion analysis (¢ is the predictor variable) in very short times (T =ip), shor times
(T =21y} and very long times (I = 85y ), for kigh scattering medium (c=0.99).

Table 7. Uncertainry estimates on important psrameters evalnated in terms of the BSD, for purel)
abrorbing madium (c=0].

Table 8. Uncertzinty estimate: on mmportant parameters evalated in terms of the RESD, for
heterageneous medium (=065

Table . Uncertainry estimates on imporiant parameters evaluated in terms of the BAD, for wghiy

soattering medium (c=1].
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@/ Qg
Viery short tmes

&y #/0q
Shiort timss Very long dmes

0.50032 — .60053

013

0.50

Lo

036282 — 0345200
014250 — 014261

000386 — 000380

0260150 — 02605300 Q337740 — 0337847
0.063500 — 0063620 01205321 - 0120415
0.00659 - 0.00662

0017146 - 0017173

Table 1.



a0y & &2y

¥ 4 Very short times Short times Very long timas
025  0.475552-0475632
050 0199558 0.100500 0460464 — 0460624,
100  0.005856-0.005903 0.127568-0127509  0.779682- 0779857
0.50032-0.60053 150 0.014551 - 0.014598
200 0.418080 — 0.418284
3.00

0000788 — Q00810

Tabhle 2.
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/0 & Q:l &2y

¥ & Very shom times Shert times Very ong times
025 0554589 — 0.5344671
50 0240244 — 0. 240280 0636222 — QLE36407
050032 — 060053
1.0 0007329 - 0007388 0189173 - 0189197 1.613641 — 161388
1.50 0.022455 — 0022530
0 1.035930 — 10346301
30

0319535 — 0320007

Table 3.
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i, r 0, Gy e
%) (%) 58 5
Wery short times Short mes Very long dmes

0.25 10 1.01

5 10 0.40 232 173

1.0 10 3901 214 342

1.5 10 1472

2.0 10 176

Table 7.
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Ay F &0, &0y # 0y
*a) (%) (%) (%)
Very shart timas Shoet times Very long times
0.25 10 0.83
0.5 10 0.78 172
1.0 10 39.24 119 L1l
15 10 1582
2 10 243
3.0 10 5 56
Table 8.



A ¥ ¢y #/0y #/Cy

(a) %4 o) (*a)
Very shart times Shiet fmes Very long times
0.25 10 0.73
0.5 10 085 145
L0 10 3934 0.63 074
L5 10 1649
20 10 1.74
30 10 477

Tahle 0,
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Anexo 3

Numerical Analysis of Start-up PWR with Fractional

Neutron Point Kinetic Equation
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Abstract
In this paper we present the mumerical analysis of the neutron density behavior when the nuclear
reactor power is increased during start-up of a PWE_ The fractional nentron point kinetic (FWPE)
equation with cone-group delayed newtron precursor and extemnsal newiron source was used for this
analysis. It is considersd that there is & relaxation time associated with a rapid varation in the
nenmon flux and this effect is considered with the FINPE which have a physical interpretation of
the fractional order 1= related with the sub-diffusive process, ie., non-Fickian effects from the
neniron diffusion equaton pomt of view. In order to steady of the relaxation time effects during
start-up of a PWE., 2 numerical analysiz with FMPE 1= carried ont, which it is assumed that during
the i-th step of conmol rod withdrawal the way of reactivity imsertion is step fo step, where the
neniron source sirength was defines as 3 constant m terms of 2 known initial stable subcnticality
and the neumon signal from a steady state condifion. The results of the FWPE were compared
with the claszical nentron peint kinetics (CHPE), for different valoes of the snpomalons relaxstion

fime.

KEYWORDS: Fractional Newtronic Point EKinetic; Feactor Cold Start-Up; Fractional Caloulns;

Nuclear Feactor Dynamics; PWE.
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1. Introdunction

During the starmap of the new or reloaded reactor, should be ziven carefnl attention to the
problem of conmol, in order to avedd the pessibility of an accident. In the high flux reactors and
thar have added an excess reactvity; the reactor peried can become very small during the starmup.
If allewed to contitme, sither by mechanical or operator failare, through the stage of cridcality by
prompt neumon, power very quickly exceed the mormal operating level and the conssqusnces
conld be serions. The reactor starmp requires special atention, since the neumon level can be zo
low as to make uncertain the mdications of the usual measonng msiruments. In this caze, a
condifion of nimeost importance is that the conirol bars are not be moved, unfil the neniron flux is
lzrze enouzh to be detected. This detectable neutron flux can come from spontanecus Gssion or &
special neuiron source inwoduced inte the reacior. Even under these croumstances, there is the
possibility that the reactor reaches the crticality by prompt neutron in a short time interval; this
simation can be avoided by carefully regulating the rate of ascent of the reactiviry, i.e. the speed

of movement of control rods during the startup process (Glasstone and Sesonske, 1981,

A reactor is initially started up from a cold condition by withdrawing control rods undl the
reactor is slightly subcntical, thus producing an exponentizlly incressing nentron population on &
very long period. As the neutron population increases, the fission heating and thus the reactor
Emperamre increase. This increase in temperamre produce: 2 decrease in reactvity (almest all
reactors are desigmed to have 3 megative temperanre coefficient) thatr would camse the neutron
populaten to decrezse and the reactor to shor down if the control rods were not withdrawn
further to mainfain an increasing nenwon population. The tofal amount of feedback reacaviny that
must be offset by control red withdrawal during the course of the starfup to operating power level

is known as the temperature defect (Stacey, 2001). However, dunng the physical starmup process,

[F¥]
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the supercritical accident ocours easily due the blind zome of newtron detector and the great
chanze of neutron density. Possibly, the accident results are more severe than those happened
nnder the normal operation condition, because the reactor power imcreasss so rapidly withouwt
remperanre feedback that the auwrematic safery system does not have enongh ame o work (Li a2

al., 2010).

The classical nenfron peint kinetics {CHPE) equations are one of the most important redoced
madels of nuclear enginesning, through them if is possible fo determine the flox behavionr in &
very simple way gIvel a CeItain reactivity variaton dunng the tme and have been the subject of
couniless smdies and applications to understand the peutron dynamics and its effects, such as
developed of different method for their solotion (Chao and Attard, 1985; Ratemi and Eshabo,
1908; Abcanber, 2003; Kinard and Allen, 2003; Chen et al., 2006; Li et al., 2007, Zhang et al.,

2008; Palma et al , 200%; Li et al., 2010; Espinosa-Paredes et al, 201 1a, b).

Wowadays, the basic critical monitoring method is extrapolation, and the inverse coumt raie
method is widely used in PWE. Due there is no analytical solntion for the CHPE with a strange
spurce at subcritical, stll wses the maditional sobcritical formmla (Hemick, 1993
m::' —:m:l—q.;._-'Lf,q. {whers m:;r:l 15 the neuiren density in the case f—o] gp is the smeagth
nenmon sonrce density emimed in per second; A is one generation average lifstime of
instanfanecus neuwron; and o is the imitisl value of reactivity due to conmel red withdraw),
which shows that the subcrificality need the longer fime for the reactor reaches steady state.
Actally, when we camry out the physical starap of resctor and withdrew confrol rods to

extrapolate to critical state by the maditional subcritical formula, even if reactiviry added is equal
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to 1/3 of the extrapolation valuwe, the phenomens of supercriticalify sometimes may happen
accidentally (Li et al, 2010). It is often the case in practice that from the shutdown depth to the
dalayed crinical the variance of the neumon density spans several orders of magnimde At the end
of the imitial steps during the starmp of reactor, the valus of the neumon densiry almost reaches a
stable value, bur it is as small as to be considered as zero. During this process the exmapolation
meathod iz mzed to find the critical point. In addition, afier some steps, especially when the reactor
is close to delayed crigcal the nenmon density reaches 1o a high level and cannot be taken as
zero. At this ime the raditonal subcndcal formula is not applicable sny more. In the other band
Chen (1997 illustrates some example about critical accident which ocoor if we used the connt of
neniron detector o exgapolate to crfical state by the waditional subcntcal formula. According
with those ideas, Li et al. (2010 proposed 2 new solufion of neuiron mmltiplication for the CHPE

with one group delayed neatron

In a recent paper, Espinosa-Paredes ef al (2011s) proposed a fractional neatronic point kinetic
(FHMPE) equation with one-group of delayed nentron in order to describe the dynamic behavior in
a nuclear reactor. The physical interpretation of this model is that the fractional order is related
with non-Fickian effects (Espinosa-Paredes and Pole-Labarrios, 2011) from the neutron diffusion
equation point of view, their model considered that there iz a relaxation time associated with a

rapid varation i the nenron flux due to the fast variation of Teactviny.

The main goal of this work is to analyze the effect of the snomalons diffusion coefficient (&) and

the anomalous relaxadon time (%) on the behavior of the nentron density during the start-up of

PWE, and the relaticnships of the neutron density response with reactivity added step by step.
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1. Dynamics of startap of FWE reactor

2.1 Preliminaries

Druring cold starr-up, the reacter is in sub-cridcal state and the external nentron source cannot be
naglectad Inm this case the average temperamre of reactor core is lower and power added is
smaller, o the temperature feedback effect can be neglected The CWPE with one-zromp of

dalayed nentron is given by (Duderstade and Hamilton, 1974)

dn{t] o-g . \

— e n|f |+ AT |+ 1
— 7 i) (r)+a (1

acis) _%n::}—,icuj ]

In these equations n(r) is the neuwon density; o is the resctivity; § is the total fraction of
delayed memron; A is one generation average lifetims of instantanecus nenfron; 4 is decay
constant of delayed nentron precursor; (¢ is the delayed neutron precursor density; g is the
sirength neumon source density emittad in per second, which we shall call the source term and in

thiz work this term is considered independent of time; 1 1s the time.

When the recior power 1s steady state, all ime denivatives are equal to zero, so fom de Egs. (1)
and () we obtain the initial conditions Cp mngFf AN and op =—fug/ng , where my is the initial
count of neutron detector which is equal to the initizl value of neuwiron density, and o is the
subcrtical reacdvity imifial waloe. For operation at low power, for instance, at starmp the
contributions of the nentron source must ke explicitly taken inte account and high power levels

this term is practically neglected.
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2.1 Extrapoiation method

During the process of reactor starup, the extrapolation method is used to find the critical point
As it is known, nentron detectors are located in the chield water tank and the mamber of thermal
nenmons leaked from the reacter core to the shield water tank is very small. The pulse count par
second detected by meuiron detectors is given by: N = srpv, where £ is the sttemnation factor,
which denotes the ratio of the neutron density where detector 1= located to the average thermal
neniron density in the core; v average thermal nentron spesd; # is the nentron sensitivity of the
detector, which denotes pulse count of the detector per second induced by umit thermal neutron
denszity. In order to gZmarantee the safety of reactor, the following mules for the cridcal
exirapolation shonld be obeyed (Li at al., 2010 1) at subcmiical state, the positive reactivity
should be added step by step and from Lf3 so U2 of the extrapolstion value, 2 while the reactor
is clese to the crifical in order to prevent supercritical accidents, it should wait meore than two

minutes each tme after inseriing the reactivify.

4. Fractional mathematical formulation
The fractional nentron point kinetic (FWPE) approximation developed by Espinosa-Paredes ot al.
(201 1a) with one-group of neutron delayed precursors which considered an external source and

initial conditions taken from a known initial steady state are given by:

Fractional neutron poim-Enetic

@ n(t) dnli) [1 (1-8)Td"n(s)
I } +T —
aFE A | a
2—g
A

el E)]

X mef ]
njt)+1%2 —'E':I+ AC(t)+q
' ™ '
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__ah 4
A= (4
d Hir] o &
dr rell
an(s) 0 ()]
= -
|
Precursor conceniraion
401 - .
) -%ug}—ﬂ:h) (7
B
Cl0) -
0) o™ )]
da* ()
- =0 =
dr =0

InEq (3) T is the relaxation time and r* is denominated as anomalous relaxation time, & is the
order of the differential operator known as the anomalous diffesion coefficient (for sub-diffosion
process: 0« 1; while that for soper-diffusion process: 1< s <2}, [ is the prompi-nsuiron

lifetime for finite media, the other parameters were defined previonsly.

For estimating the anomalous diffusion ceefficient {«), the Detrended Flucmation Analysis
(DFA) method can be applied to the nentronic signal of the average power range monitor of the

Wuclear Power Plant (Espinosa-Paredes et al., 20046).
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3.1 Fracrional numerical solution

The numerical approximation of the seluton of the FWNPE approximation was abtained applying
the numerical solution of linear multi-term fractional differential equations 25 3 system of
equations given by Edwards et al. (2002). The FWPE approximarion can be represented as a
multi-term and higher-order linear fractonal differential equation, which is calculared by

reduction of the problem to 3 system of Ordinary and Fractional Differential Equations {OFDE).

311 Linear multi-fterm fraciional eguaiions
In order to solve the FIPE spproximaton we use mimerical algorithm given by Edwards et al.
(2002). Additional, in order fo simplify notation uwsed the differenfial operator [} imstead of

d /di. Then equations system can be re-wriften as linear mult-term fractional form:

Fractional point Bnetics
Dt asDn+an D¥n+an = DEC+BC+d 0=l {10}

Precursor conceniraiion
DO+ 5,0 - iayn {11}

where the coefficisnts the above equations are:

ay =2 a2
a,_-f;_—‘__f (13)
a _% (15)

4
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X (1) = Dn(r) = Dy (1)
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=
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3.1.2 Reduction of the problem fo a system aff OFDE each of the order ar mast unity

(18)

(12}

In thiz secton we comvert the problem into an OFDE system, each one with an order at the most

of the wnity. Following the procedures miven by Edwards et al. {2002), we define a change of

(19

(20

(213

(223

(233

(29

(25

The mathematical expressions given by Egs. (1%)425), can be expressed in a mairix form as

10
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D* 0 0 0y )
O x5 [=| = (26)
o b* oM [¥
0 D o)) \¥)

o o= o= I
N - -
B
"
=

where
3 2
x#'_z.”_.'x_r"'zb_.'-}'}"'d 27
==

My =—agm —By 28
The term x; were obtained by substitution the Egs. (190-4(21) imto Eq. (22). while y; was

obtained by substitating Eqs. (19) and (23) into Eqs. (25).

3.1.3 Dizcratize form af the fracional darmvatives
In order to discretize the factional dervative, Edwards et al. (2002) used the Diethelm s method

(Diethelm 19972, b), which is defined as:

1 L x,:...
Drx—ﬁ[ ¥ DAy p+ 29

=

Here *y -I:iﬁ'rr'l:—n:]l, whare I‘I:—n::| iz the gamma function whose argument is —x; xp is the

initiz]l condition, smd xﬁ'lpl,},- . .,"';:-PJ are comvolotion weights defined as:
-1 , Jor p=0

F (e, pr pol2icl 30)

Yo, =l2p" —(x—-1

P
(e-1)p* —(p-1™+p™* ., for p-i

In order to discretize Eq- (107, we apply Eq. (19) with ¥ =3 ;

11
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i i
1 Hp
L Ly
I, - % Dy X o +——

Byl p=0

The Edwards"s et al. (2002) method considers that

]
T
"
Su— "y -ﬁrJ‘PIrI“ P+?

=l

Mow, substimting Eq. (32) inte Eq. (31):

1 \
Dy = "amy + 50
£

In this equation can be observed that

[ i
2 Sapay-p— 3 Catpap = Ve
=l =l

As D% =1y, at Eq. (20), we get

1 g ¥ '
T B T TR T
]

Now, solving for 5y;:

Siy = “rixyy = Tan
Combine Eqs. (36) and (32), we obtain

K i 1:—' x® o
T T TR T
= e

To discretize Eq. (21) we use the trapezinm rule:

] "
Xy =X+ E{Ia.r +X3,

Now, we proceed in similar form regarding procedure used in Eq. (19), Le.

(313

(ER)]

(33)

(34)

(33)

(34)

&N

(33
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Sy g =X+ Xy 39

Smbstinuting Eq. (39) into Eq. {38), we have:

[ LU SR e

=
-

h
Xy Sy 0y, (40)

. 2

=
ra

12

15 here, solving for 5, :

h
1 Spy =Xy~ %, (41)
Wow, combining Eqns. (38) and (41), we have

h
x]J —: I.Lf - xL'_l +: Ii‘_l {‘l’j_’]

Then, the discretize form of the Eqs. {22], (24) and (25) are given by:

[PL CU I SURN SUTN CUR CUR SURN SCT SU N U
D O ] Wy EF pks B P

[
[l =

(B =By, )= (e, = ayn )= S = Say, |,
: (43)

. LT -
=% Sap +?— Ly

[
ra

B b b S
=1 O U s B

[FEE
ol

o _ ‘L :
(*r)sns = e = X “epuney S )
F—

[T ST S ]
Ll = ]

=
o

. nh [
M| I‘T}‘% Ty =N "‘E[“l:-x].r—] ~By3y | (43)

[T
ook

Egs. (37), (42) =nd (43)-(45) represent the discretize form of the OFDE st for FINPE

s
=1

[T
o

spproximation These eguations in matmx form are:

n s
[=2 "]

in
4

i _Eﬁ':l:lj I:jr,r 0 ] ] '.-'xu-l_ .-'Sh "
1 0 ~h!2 0 0 || x| |5y
Sra =Sray -Cray+Tay)  rA Srb | e |-| S (46)
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4 where

5

° [

7 Xig -

: Su= 2 B 7

8 ol
10
1z n
s S =Xy F TR 42
13
15 . .
15 5 10 x
- 3 P DpsTpp+— = rd @9
18
18
20 ;

o
Fyy=- E zﬁjp.l.}‘].l—p +— (50)
=l -
™
Ry =y + 5 a0 By 1)

In a recently paper, Espinosa-Paredss, e al (2011b), perfonmed the sensitivity and unceriainty

analysis about anomalous diffusion ceefficient { «) as predicior variable in FWNPE with the Monte

LIG I e e n e LR e TR 4 LR S

B3 B3 3 b5 B3 B3 B3RS BS BS F3 RS RS
a

0

94 Carle simmlstion According with this anthors the sensitivity was evaluated in terms of the 99%
35

gf confidence, these authors found that for 1% change in the &, the responses for the neufron
i; density chanzed 0.01 7% for short times, and 0.012% for long times, addidenally, they found that
a1 the mflnence of & oo the nenimon density follows a gquadratic commelations negative.

42

43

44

45

4 The classical point nentron kinetics eguations (Egs. 1 and 2), also were solved using the
47

"E numerical approximation with explicit temporal integration method, ie.:

51 LS el B Ll YN (52)
=2 Ar no T

=4 o e

55 Sa-G _F, _ac (53)
el Af n

= )

55 where At =z, —1,, m=n(y ). G, =C(1,), g =o(1,) and r, is time lapsed at 1 -th iteration.
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4. Simulation:

In order to analyze the effact of the apomalous relaxation time {r*) on the behavier of the
neniron density during start-up process of PWE reactor, we used Egs. (45) to (51) and the
numeerical solufion of fraditional subcritical formula given by Eqs, (1) and {2) to apply the same
problem studied given by Li et al. (2000). The results of the FWPE pumerical model are
compared with pumerical selutdon of the CHPE. The numerncal models presented in this work
(factional, and classical solution) were implemented in a commercial computer program

MATLAB®.

4.1 Nuclear parameters
The mmclear parameters nsed in this work were obtained from Li et al {20100 which arae:
. g =1 - -4 o i

AmB07T4z 7, F=00065, A=l "5 ond g=1=l rrewmmsfm 5 Wwhose comespond fo a
BSL,-

pressurized-water reactor with as fissile materizl, and the value of the parameter

§ = 000024z was obtainad from Glazstone and Sesonske (1981).

The sub-criticality vaes used were taken from Li et al. {20100 I is assumed that before the

sudden change In reactivity ocowred 8t ] =0, the inifial count of neuiron detector is equal to the
initizl value of nentron density (mp). Then the imitial sub-critical valne and delayed meurrom
precursor density can be obmined using oy =—giyfmy, and O = Gy fAN, Tespectively.
According with the results shown by Li et al (2010), the imirial sub-critical wvaloe is
oy =—100mk, when withdraw the confrol rod for the first time at f =0 the sub-critical valne

added is o =—10mk, afier waiting 1005 (f,) the control rod is withdraw for second time and
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the sub-critical value added is o =—5mk, and so on, then at 5 =200 the sub-critical valoe
added is oy =—25mk at 1, =300 the sub-critical value added is oy =—1.25mk  at 1 =420
the sub-critical valne sdded is o5 =—1mk, finally at 5 =600 5 the sub-crtical value added is

O =—0.75 mk

The numerical experimental were carmied our for snomslous relaxaston time values of: ™ =0.01,

0.001, and 00025 5; and the anomalous diffusion coefficient valnes of: & =046, 0.8 and 0995,

4.1 Numerical exparimenis

The Figures 1-8 shows the resulis obmined of the nomerical experiments (ME), which present the
characteristics of the neuoon density increase durng the reactor starmp process, they ware made
nsing the FNPE equaton of approximation (Espinosa-Paredes et al, 201la) and CHPE to
compare the differences berwesn thess mwo models. In order to anzlyzed the effects of the
anomalon: diffusion coefficient such a2z anomalous relaxation fime on the neutron density
increase during reactor starmp process, we realized two kind of Sgores: firth, with fixed
anomalon: relaxation time are wsed different anomalous diffusion ceefficients; second, with
anomalon: diffusion coefficients fiwed using different valnss of anomazlous relaxaton tme.
Addition in all cases we analyze two range of simmlation: (3} all range of simulation; and (b} the

range of simulation from 5040 to 700 5. Thus, the cases analysed were:

NEI. were realizad three experiments (Fignres 1-3); each one was realized with a Gxed value of

anomalons relaxstion time and different values of anpomalous diffusion coefficient.

16
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NEI. were realizad three experiments (Fizgures 4-6); each one was raslized with different vales

of anomalous relaxation time values and a fixed value of snomalous diffnsion coefficient.

4.3 Rezults and discussions
NE1.
Fignre 1 shows the results of numerical solution of the FWPE approximation with anomalous

diffusion coefficient values equal to £ =0909% 0.8 0.4, and a2 fixed anomalous relaxation fime

equal to r* =0.0025 and the comparizon with the result cbtsined by CMPE. The transient
behavior was analyzed considering the fime range from 0 te 700 5 and a zoom from 500 to 700 5.

In Figure la, can be observed that the nuclesr density behavior described by FRPE with

¥ =0.0025, for =099 is equal to behavior described by CHPE, while for & =0.8 and 0.6 the
nuclear density behavior described by FINPE over-predicied the behavier described by CHEPEL
However, the differences betwesn values of nuclesr density described by both models are small,
even the values are almost equal in all range of simulation. In zoom shown in Figure 1k, can be
observed that the valoes of nuclear density around 600 5 descibed by FWPE with & =0.8 and 0.6
are very similar between them before and after of reactivity insertion, while the difference
between muclear density behavior described by FWPE with these two values and the behawvior

described by CHPE are small before and after of reactivity inserfion, too.

Figure 2 shows the results of oumerical solution of the FWPE approximation with & =0.990 0.8,

0.6 and ¥ =0.005, and the result obtained by CMPE_ The transient hehavior was analyzed

considering the time range from 0 to 700 5 and 3 zoom from 500 1o 700 5.
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In Fipure 2a can be observed that the owclear density behavior described by FHPE with

¥ =0.005, for & =0.999 iz aqual to behavior described by CMPE as in the previous case, while
the behavier described by FNPE for &£ =028 and 0.6 on-predicted the behavior descrbed by
CHPE, but the bebavior descibed by FINPE with & =0.6 iz grester than behavior described by
FHPE with &« =0 The differences between the valwes of muclear density described by both
madels are small undl 300 5, after of this point the differences increase constanily. In zoom
shown in Figure 2b, can be observed that at 600 : the reactivity iz insert, then, the wvalue of
nuclear density described by FWPE with & =06 at end of step of reactivity imsertion previous, is
very similar at nuclear density value given by CWPE after of reactivity insertion but less, while
the value of FWNPE with & =08 is less than muclear density vale given by CHPE after of

reactivity insartion.

Fignre 3 shows the resnlts of nmmetical solution of the FWPE approximation with & =0.999 0.8,

0.6 and ¥ =0.001, and the result obtained by CMPE_ The transient behavier was analyzed

considering the time range from 0 to 700 5 and & zoom from 500 to THO 5.

In Figure 3a_ can be observed that the noclear density behavior described by FNPE for & =0.900
is eqgual to behavior described by CWPE as in previous cases, while the behavior described by
FHPE with & =08 and 0.6 on-predicted the behavior described by CHPE, tuat the behavior
described by FNPE with & =08 iz zreater than behavior described by FINPE with & =08, The
differences beraeen the values of nuclear density described by both models are very small undl
200 5, after of this point the differsnces: increase more in each stap of reactvity insarden. In zoom

shown in Fizure 3b, can be observed that at §0) 5 the reactivity is inserfing, then, the wvalues of

12
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nuclear density described by FWPE with & =06 and 0.8 at end of step of reactuviry insarfion

previous, are greater than onclear density value given by CHPE after of reactivity insertion.

In general tarms, can be observed thar the different bemresn maclear density behavier described
by FHPE and CWPE are small (Figures 1-3), therefore, the moclear density behavior described by
the FMPE over-predicted the behavior described by the CHPE. I= important mentioned that when

w =0.999 the nuclear density behavior is szame for any value of anomalous relaxation fime, while

for & =08, 0.6 the nuclear density behavior change for each ™ valua.

NE 1:
Figure 4 shows the results of onmerical solotion using FHNPE approximation with fixed valoe of

anomalons diffusion coefficient equal to & =0.990 and different valnes of anomalous relaxzation

time which are r* =0.0025, 0.005 and 0.01, and the result obtained by CHPE. The tansient

behavior was analyzed considening two tme range: (a) from 0 to 700 5, and (&) fom 500 to THO

Figure 4a, can be observed that the moclear density behaviors described by FWPE approximation

for & =0.990 mmd r* =0.0023, 0.005, 0.01 are equal to behavier described by CHPE. This can
e comoborated m Figure 4b, which shows 3 zoom m time range from 500 to 700, where can be

observed that the values of moclear density behawior descibed by FINPE with values of &« and

™ mentioned sbove, are equal to muclear density behavior described by CHPE.

1%
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Figure 5 shows the results of onmerical solotion using FHPE approximation with fixed valoe of

anomalon: diffusion coefficient equal to & =08 and differant valnes of anomalous relaxation

time which are r* =0.0025, 0.005 and 0.01, and the result obtained by CHPE. The tansient

behavior was analyzed considenng two fme range: (3) from O to 700 5, and (&) fom 500 to THO

In Fipure 5a, can be observed that the differences of the nuclear density behavior described by

FNPE approximation with =08 and ¢° =0.0025, 0.005 0.01 and the behsvior described by
CHPE are small, even almest equal uniil 20 5, afier Tom this point the behavior described by
FHPE over-predicted the behavior described by CWPE, even the differences incresse moTe in
each step of reactivity inserfion Inm more detailed: the behavior described by FNEE with
™ =0.0025 is greater than behavior described by CWPK; the behavior described by FMPE with
™ =0.005 is greater than behavior described by FNPE with ¥ =0.0025; and finally, the
behavior described by FNPE with ©° =0.01 iz greater than all of them. In zoom shown in Figure
5b, can be observed that at 6§00 1 the reactivity is inserting, then can be observed that the values
of nuclear density obtained by FWPE with - =0.8 and for r° =0.0025 and 0005, in the end of
step of reactivity inserion previons are greater than moclear density value given by CHPE but
lezs than the valie of nuclear density obmined with CHEE after of reactivity insarton, with
FNPE for 7 =0.01 the valee of the muclear density obtained in the end of step of reactivity

insartion previons is even greater than the valie of the nuclear density obtained by CHPE after of

reactivity insartion.

20
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Figure 6 shows the results of onmerical solotion using FHPE approximation with fized valoe of

anomalon: diffnzion coefficient equal tox =06 and different valnes of anomalons relaxation

time which are r* =0.0025, 0.005 and 0.01, and the result obtained by CHPE. The tansient
behavior was analyzed considering again fwoe time range: (2) fom O to 700 5, and (b) from 500 to

T00 5.

Figure fa, can be observed that the differences of the muclear density behavior described by

FNPE approximation with a =06 and ¢° =0.0025, 0.005 0.01 and the behsvior described by
CHPE are small, even almest equal uniil 20 5, afier Tom this point the behavior described by
FHMPE over-predicied the behavier described by CWPE, as in the previoms case, and the
differences ncrease more and more o each step of reactivity inserfion. In more detsiled: the
behavior described by FNPE with ¢ —0.0023 is greater than behavier described by CHPE: the
behavior described by FNPE with ¥ =0.005 is grester than behavier described by FNPE with
™ =0.0025; and similarly as previcus case, Snally the behavier described by FHPE with
™ =0.01 iz greater than all of them. In zoom shown in Figure 6b, 8s was mentioned sbove at 600
; the reachviry is inserfing, and can be observed that the values of moclear densiny described by

FHPE for r* —0.0025 in the end of step of reactivity inserfion previous is greafer than muclear

density valne given by CHPE but less than the walue of nuclear density obtained with CHPE

after of reactivity insertion, for FWPE with r° =0.0035 the value of the nuclear density obmined
in the end of step of reactiviry inserfion previoms is almost equal to the value of the nuclear

density abtained by CHEPE after of reactivity insertion but less, and finally, for FWPE with

¥ =001 the vale of the nuclear density obtsined in the end of step of reartivity insartion

a1
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previous is greater than the valwe of the moclear density obmined by CHFPE after of reactvity

In general terms, in Figures 4-§ can be observed that the different between mmclear density
behavior described by FNPE apd CWPE are small, therefore the nuclear density behavior
described by the FWPE over-predicted the behavior descrbed by the CHPE. Iz important

mentionsd that when s =0.900 the onclear density behavior is seme for any value of anomalous
relaxation time, while for & =0.8, (.6 the nuclear density behavior change for each r* value,

even the value of the nuclesr density increases by mcreasing the value of anomalons relaxation

time for each value of &

The comparison between results obtaimed by FWNPE developed by Espinosa-Paredes et al.,

(2011b), and the onmerical approximation of the classical pentronic point kinetics, shows that the

differences are small, even when & =0.999 there is no difference for any value of ™.

The physical interpretation of this behawior is that in the ooclear reactor there are sub-diffusive
processes, e, the movement of the particles have a time delay or relaxaton time which are
considerad by FIWPE. This effects conribute in each begin step of reactivity insertion, which can
e crucial dunng stari-up of a ouclear reactor, duoe that this effect is not neglecied. Espinosa-

Paredes and Polo-Labarmies (2011) found that in beteropeneous mediom the pariicle velocity is

]-_’q': for a - 1. For this reason the npumber of neutrons that leak from reactor decreases, and in

consequence the newiron density mmcreases o this start-up process.
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5. Conclusion

The behavior of the variation of newron density when the nuclear reactor power is increased
nzing the fractional peutron point kinetic (FIPE) equation was mumerically analyzed i this
work. The nurnericsl results show thar the relaxarion fime is associzied with 8 rapid variation in
the neumon flux due to sub-diffosive namre which is 3 function of the snomalons relaxaton time,
ie., the zeneration snd leak of the nemtrons in the reactor have 2 delayed time, which was

approximated in this work with the FNPE eguation.

The relationship of the neniron density lewel and its chance rate with the speed of reachvify
inserfion is very important for the starmup safety, becamse if the reactor power mcreases so rapidly
thers is not temperamre feedback snd the sutomatic safefy system does not have enouzh tme o

act. According the mumerical results we found that:

(13 At the end of the initial steps during the starmp of reactor, the value of the neutron density
almost reaches a stable valwe; even the different between puclear density behavier
described by FWPE and CWPE are very small until 208 s, after from this point the
behavier described by FNPE over-predicted the behavior described by CHPE, and the

differences increase more and more in each step of reacavity insertion (e g., Figure 1).

(2) The moclear density behavier described by the FWPE over-predicted the behavier
described by the CHPE. But with & =990 and for any valie of anomalons relaxaton

time the nuclsar density behawior is same to behavior described by CHEE (Figare 43,

while for # =08, 0.6 the muclear density hehavior change for each r* value, even the

169



170

LIRS B TR LR SR

LIG I e e n e LR e TR 4 LR S

B3 B3 3 b5 B3 B3 B3RS BS BS F3 RS RS
a

0

[P PE R TE R TE R TE R VC )
d R T e] O O ke

R
oa Fa

[ o
ol

i ks
A

A0 O ] O BN ks 3 B3 b A0 e

s

moEn En EnEn in En én in En in

Lo 0 (e (O (e 1
ek B3 Fa

value of the nuclear density increases by increasing the wvalue of anomalous relaxaton

time for each vale of & (Figure 3).
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Flgure

Figmre 1. Meuron density behsvior afier inserting step reactivity info 3 subomtcal core. With a
fized amomalons relaxation tme r* =0.00235, for different anomalons diffusion coafficient valuss
{w=0.6, 0.8, 0.000). (a) Foll range of the sinmlation tme; (b) zoom n the simmlaton range fTom
5005 o T s

Fignre ! MNeutron density behsvior afier incerine step reactiviry info 3 subcritical core. With 3
fixed anomalous relaxstion tme % =0.005, for different anomalous difusion coefScient values

(=03, 0.6, 0.8, 0.900). (z) Full range of the simulation dme; () zoom in the simmlation rangs
fiomm 500 5 to 70 s.

Fignre 3. MNeumon density behavior after incerting step reactivity into a subcntical core. With a
fixed smomalons relaxation fme r* =001, for different anomalons diffision coefficient vahies
(=03, 04, 0.8 0999 (z) Full range of the simulation dme; (b) zoom in the simmlation rEngs
from 300 s to 700 s.

Figore 4. Weutton density behsvior after inserting step reactivity into a subcritical core With
different anomalons relaxation tme vaboes (=001, 0.005, and 0.0025), for a fixed anomalons
diffusion coefficient s 0900, (a) Full range of the simmlation tme; (7)) zoom in the sioulston
range from 005 fo T 5.

Figare 5. Neutmon density behsvior after inserfing step reactivity info a subcmitical core. With
different anomalons relaxstion tme vaboes (r° =001, 0.005, and 0.0025), for a fixed anomalons
diffusion coefficient & =08, (2) Full ranze of the simulston time; (b) zoom in the simmlagon rangs
from 300 s to T00s.

Figure §. Meutron density behsvior afier inserfing step reactivity info a subcntical core. With
different anomalons relaxation fme valnes (r* =001, 0.003, and 0.0023), for a fized anomalons
diffusion coefficient & =05, (2) Full ranze of the simulston time; (b) zoom in the smmlagon rangs
from 500 s to T00s.
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ANexo 4

Application of the fractional neutron point kinetic equation: Start-up of a nuclear

reactor
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1. Introd uction

The cla:ssical e tnon jpod e loin shics (CNPEK) agmasion s ane oneof
the mast imporant reduced models of mclear enginesning. and
they hawe been the subject of countless studies and apphicasons
o understand the nautron dynamics and it effecs.

The reactiwty is one of the mast important properges i a nu-
dearrearior due that it is directly red ahedito the ooninol of the reac
for. The reactivity is basically inserted when the oonbrol nods ane
lifred, in pRcSce cach stepaof the lifangof the contral rods is 2 step
introducing |inear reacivity in 2 certan penod of time. However
the oomirol rods ane lifted discontino oosly, and wihen near to anit-
icality the length of sach stepis 2 time interval which allows the
duration of a transitary 5o that the reactor can reach aticality in
2 show and safedy way Howews, unooniralled control rods wath-
drawal or ejechion is the most common fypeof infaior for 2 reac-
twity inseriion acadent, thus is has been an ewent that has been
the mpic previous works (eg, Dodem@dt and Hamilton, 1976;
Classtone and Sesonske 1381 Stacey 2001 ; Fhang ot al, 300,
Falma et al, 2008 ; et

In a recent paper, Espinos 3-Paredes ot al (2017h) propossd 2
frachional newtron point loined o (FNPK ) equation with a group of
delayed nantron in arder i desaibe the hehawiar in a
michkar reawr. The physical intepretason of this modd &
tha the frachonal omer is relaed with non-Fidoan effeas

¥ (hemprmichogy S
Erruzi add e peEel e mu anen e (G Spern P e |

06 45 43 - nme e st 2012 By Lid AN =gy o,
B vk chem o 10 TETD gt e 2 (02 A0 OO0 5§

{ Espinosa-Paredes and Pol odabamics, 301 1) from the newtnon dif -
fusion squation point of view, thermode] oon sidered that thereis
a mlaxasion time assocated with a rapid wanahion in the neuhon
flux doe to the st vanation of reactity.

In a recently paper, Espinosa-Paredes et al (2011a), performed
the sememtiity and unoertanty analysis of ¥ in FNPK wath the
Monte Carko simaul aton. Acoorndin g wath this authors the
was evalued in erms of the 992 confid ence, these anthor foond
that for 1% change in the 3, the nesponses for the newtran density
changed LO17% for short times, and 001 2% for kng ames

The main goal of this warkis o analyze the effectof the anom-
allou s d iffusion ooeffi ment () and the relaxanon time on the behay-
imr of the newtron density during the start-up of 2 nudear power
reactar, and the rdanionships of the neutron density esponse wish
the spead of the lifting of the contral mds and s duration.

Z_ Preliminaries

During cold start-up, the mador &5 in sub-artical state and the
external neniron source cnn ot be neglected |n this case the aver-
age emperture of reacior oone &5 kower and power added is smal-
lex, 50 the temperatne feedhads efiect @n be negleried. Aomndi ng
with these ideas, in recent papers, Thang o al (2008) and Pama
et al (2009) developed analyscal solotions for the cloulaion of
neninon dens ity from a satof physics and mathemaiics appmom ma-
tions. Ther mathemanical formulaton was based in the dassical
i st :
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Furthermore, thess authors considered 2 reachivity insertion
thar is variable in gme and epresented by:

Fotrt, (D€ kg
Pt (PR &)

Iin these equ ations = f) is the neutnon density; pif ) is the reactie-
ity; B is the total frachion of delayed neutran; A i ane generation
Ifeame of ous newtron; 1 ks deray constant of
delayed nantron precorsar; O0f) is the delaysd mewtron preoors ar
densrty;  i5 the exernal neutnon soune IMbensity; 155 ub-amical
reactwty; ris the insared reschivity sedocity; £is the times; £, i the
duranion of each lefting oombrod rods.

Both athors (Fhang et al, 3008 and Falma et al, 2009) ne:
glected the rerm Ad'njn/2f, this term &5 imporant for large
changes in nautron dens ity in extemea yshaort time scles. On thar
methads of soluson, addimonally also adopied the proampt jump
approximatons and considers constant exemal source. For neu-
tron density when a linear inseriion of reachvity oooors, Zhang
et al. (2008 proposed the following eopression :

Pt = { a)

- r-n-:ll:r' "
-t )
= I: I— i r.:] £ P bl
and Palma et al. (2008 proposed an aternagwve s olobion:

0 {ﬂ.:‘,,-‘;-,—l’:h—m.uh-m-n;{. [E-S )
njf} =

— e Hae b tn
whiose main feature i 5 the used of the incomplste gamma fonc-
tion | @, x] ) For mare d etailed of this models are presented inthe

warks of these authars.

2 Fractional marthematal dormulaton

The frachiomal newbron poin  lonetic | FNPK ) mode] deweoped by
[Esp incsa-Paredes et all (2011h) equations with cne-group of neu-
tramn delayed precursors and inrtial condritons are green by:

Frnotionsl nesstran podet doinsble

.l!"'?l.:. ﬂ:. (=] & ar)
pri + 7 + _&] | Bey<d )
-utn,q zu“"-"h )+

u:ﬂ_l-% Ll

d'mft

2 o o

d'"Fag)

— -0

= L, &
T e (OO T RN

- -%ﬂ.l‘j—f-.lj (10)

[ ;
)= {nj

M. Ffolo-labamion, G S pn oo e A mads of et Sremey 86 (002 AT

d'qt) .
TFLn o 12

In Eg (&) £ is the relaxahion ime, y is the cder of the diffaren-
tial operamr lnown as the anomalous diffosion coefficent (for
sub.diffusion prcess: 0. po 1; whilke tha for super-diffosion
proess: 1<y« 2 ) {is the prompt-neutnon lifetime for finie med-
iz, the other parameters were defined previou

Hmmﬂedeﬁﬂ:cﬂﬁ:mt(ﬁ,ﬂem
ended Fluctmation Analysis (DFA) method @n be applied © the
meatranic signal of the average power range manrtorof the Muclear
Power Plant [ Espincsa-Paredes et al, 2006

2.1 Fraridomal mumerca sdunion

The mnumerical soluson of the FNPK used in this work is pre-
senfed in detailed form in the work of Espinosa-Paredes = al
(2011} The idea of this numenical soluson is proposs 2 set of kin-
ear multi-erm fracsonal differential equahions for the system of
equations a5 was given by Edwards et al (2002

The reactnity perturbation as a funchion of the fime @5 infro-
duced using the Eg. (3), which &5 consistent with the fractional
mumenical solution, presented in dhis wark.

4 Simau lations

In order to analyze the effect of the anomalous diffusion codfifi-
aent () and elxaton fime () (AFK approximation) on the
ehawiar of the newtran den sty d uring start-up reacinr, we applied
the same stdy problam given by Fhang et al (2005) and Palma
etall (2009), L=, nsered racovity selocry (r) sub-aical neact-
ity (&) and the duration of each | ifbing combrol rods ()

The FHPE numenical mode] was compared with analbysical solu-
tian of sheZhanget al (2008) The numernical madels presentsd in
thits work ( fmctonal, and anatytical solu s on ) were implementad in
2 commercial compter program MATLAE".

4.1 Nuckor paremeies

The muckar parameters used in this work were obtained from
Palma = al (2009) which are 1 -0001 5", f~ 00075 A =00
055 and §—10Fosjon® s, and the valve of the parameter
| = (LT 5 was obtaned from Classhone and Ssonske (1981}
The sub-crscality valoes used are —6 and -1 0pam, we comnesid aned
two loinds of welocity of lifting contral rods, that are 10 pom s and
40 pam/js. The durations of dhe lfting control rods ane two values,
55 and 105 The anomalows red pation ame & o7 — 000007; the
amamabon s di fosion coder e the valpesy =099, 09,0 8,06,03

4.2 Mumeriol evpertmens

Figs. 1-4 show the recoks obtained of the numanical expen-
menial {HEL The cases analyzed werne

421 MNET
Comparison with solution [ Zhang et al, 2008) using
p.=—Gpan, r—10pan/s ad fe =55 (P 10

422 NEZ

Effects of the velooty of lifing control reds (r =10 pamjs and
r= 40 pomys) using 3 durason of §ifting control reds (& = 5 5) and
sub-cribical machivity o, = —& pomat the nodear density respon 5=,
for y = 056,09, 0603 (Fig. Z).
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423 NEZ

Efiects of the dumtion of lifring contral nods (f; =55 and & -
105) using a velooty of liftng contml rods (r— 10 pan /s ) and
sob-cmtical reactvity g, — —6 pom at nudear density response
for = 099,09, 0603 (Ag. 31

424 NES

Efiects at the nudear density when reactnetty sub-crical s
i, = —10pam, the duration of lfsng comtral rods valoes are
f=1sand f; =45 and the velocity of lifting comtral rads values
r=&lpom/s and r= 10pcm/s, respectivedy, for =059, 09,06,
03 (Rg 4]

43, Resu s amd divouccions

420 NE]

The msulis are shown in Bg. 1. For the FNPK the solufon
mumet &l developed by Expi nosa<Faredes et al (3011h ) wath dif-
flesren ¢ amcima bou s o iffu sion order valoes () was used. The transient
behavior was analyzed considening three small mime scles: (a)
when start-up is begming, (b) afier hawing rateed the comdrol rods
and i) at the end of the smulation fme

a o &3 pemis
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smact aniy valoe 3 g, = —8 g The dhaded sws pressis dfees sppmachn io
amall e wain- [ f meal drag b re 10 ey exd roa Ay, (b)) e
ey cewnd Bw maeol roch B r =1 0pemyy e (o s%e havny oewd e
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The results show that the behawior, in general =rms described
byirhe BNPK sulb-pred icts the behawior desonibed by the CNPK after
lifting the aoniral rads, whose difference between these ap prow-
masicns is of the crler of 2.4 = 10° o's/om® practicalby for difierent
walues of p (Fig. 1)

For small time scale the following delayed behanior due to
relaxation fime (which & different for mach waloes of ) are
obsewed:

= When p =059 the FNPK approcimation descnibes the following
behawior: g 12 shows 2 zoom (shaded area)at the range ame
0=1 = In this range the newron density decreses, due o the
eistence of sub-diffosne prooesses which prevent the neuton
moving freety, 5o that the newtron mowement is delayed and
newtEn density conesmquently demeases. Physcally shis behaw-
far is due o tha the control rods are not edraced encugh,
theredore most of the neubrons generaiesd in the fission process
are ahsorbed where the minimum kocal of newmon density is
rached & 0255, and this is grester that the inisal wiue of
the neutron dersity (mp —2 5= 10%rs/anis) After atd — 13
the newtron density begns toinmease, doe i that the ab sorbed
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nhl-ﬂﬁvﬁqdh:_:lnﬁn:.—lr_ e
@, = —Bpcm Thae ofsded e
B Toom -!:.ﬂﬁ.-lﬂ:l,hl.hh-mndﬁ
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meartrans by the contml rads are much kower that the genemted.
After having raised the oontrol rods, around of 55 (zoom n
Fig. 1 ) the relaxan t time offects an the bish aor on the nao tron
dens ity il are imp ortant respeact to CNPK desonpt on. 15 inner-
esting obmere the sffec when the ooniral nods were stopped
{the vertical dot line indicate the moment, zoom Fig. 1h) the
newtron density oontinuoes to ncease shighty. Fmally,
Fig. 1c shows the ppaently steady state of FNPK which s
smaller than ONPK, 25 was previoushy mensoned.

» For = 09,08, an d 0L, then suiron den sity behawior des anibed by
tthe FPHK is shownin the zoom ofthe B 1a-c. Inthe firstinstanis
(s i 0U2 5, in Ag. 1a) she neubron densi ty increases, obs aving
owerpired ichion regarding o ONPK aquagons. Wi bz ratsing the
cantrd rads the newtron density behawior has a kocal maximum
at approximately at 0.2 5, and after the change in the mends i
obmerved, whose magnitude is due toy value, Le. when deareases
. the delayed effectsinthe new inon density ane less. The plhysical
interpreaion is thar when inmeasethe p value, the
effects are al o geaer, bt itis not ks than shemmal valoe of
the neutmon density (mg — 2.5 = 10° o5/ am® s}, ks import to note:
that this behaor &5 doe to that the prodooton of newtron of

. Thae shsched sws F-- e
L.ll—.l-—\,lm.hlnl-l“-l:—ﬂﬂ:.dl_q_—d
I

exernalsoune (g — 10%ws/am® s)and lifting controlnods begin
atsamefime, then the newtron densi ty incraase bt the abeonp-
tian capactty of oormral nods ug‘mrﬁunﬂ'tcapxtrdﬁt

ubtiphi s cnand it dar shighdy.
Hnu:mﬁ:ﬂﬂtculﬂm:kucﬂnuﬁlmttm
density hagins to increase. Faor = 0L, and 06 (zo0m in Fig. 1b
and ¢ )the behaworis similar for =093, however, the newtron
density is smaller. This behaworis not obsaved in CNPK doe i
tthat the akbsorbl ng d dayed affects by the presenoe of the oontral
s une mot oons kdered.

» Fory =03 {200m in Fig. 12, can be see that the neutron densi iy
increases ontimoously onhill that the behavos descmbed by
FNPK  and (NPK  iniersect approdmatdy  ar
n =251 10° ms/om® which indicate tha under this condi-
tiams, both ap proxcimations has the same predicnians, before of
this point the behavior of BNPK over-pradice the behawior of
(HPK, and afier of this point can be observed 2 sub-predict
As was disruesed previously; befiore that point the mo liplicas
tian of nentrons s greater than the b orpaon offecs, and after
the relation time skow the neatron generation (change in the
trenas), but follow bt still greater than the shsorpon effecs.
Fig. 1 shows that & approomaiely 5.5 5 the dbsonpiion effects
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are less respect other  walues. For long times (Fig. 1c) the nen-
tron density hawe the same salue of the neotron densmy than
y=09

In general erms, theresulls shows tha the effec of ndaxasion
timeis that the neubronic eached after of lifting the combrol rods is
b=z, and the affect of the anomalon s diffos ion cosffioenthas el
wance at beginning and end of the lifting conitral rods.

432 NEZ

The esuls are showm in Bz 2 The transient behawiorwas ana-
Iyzed con sidering ghree small time scalles: (2 when startup is beg-
@ng. (b) after hawing ratsed the controld roads for r - 10pomy's, and
() afier hawing mised the control rods for r - $0pom/'s.

The resullis show that the behawior for slower speed of hifting
comtrad reds r = 10jpom /s was descnibed abowe in NE 1. However,
fior r = A0jpam /5, we can obmerve (7oom in Fig. 22) that the anom-
alous diffosion walues p= 09,0603 the nsumon density behawior
s similar that for r = 10 pomy's bt the magnitudes ane greater, Le,
presens the same physical effects on absorbing and dispersion. A&
mom in Fig. Zh we @n ohsaved fhat the neniron densidy for
r=T10pcm/s ends to increase onsl =555 and it apparently
reached the steady valoes for all walue of the p, while at 200m in
Pz Zcwe can obserwed that the incneased in neutron density for
r=40prm;s ends at = %55 and continues inorease showly.

In general terms for scale small ames we cn obmerve that with
shower speed of lifting conbrol mds, the effecs of the anomalons
diffusion are greater thar for faser speed of lifring contwml. This is
berause with 2 faser speed of lifang control rods the medium,
lomes quidkdy the property of beang highly absorbent.

42 NEZ

The msuls are shown in Fg. 3. The transient behawior was ana-
Iyzed con sidering ghree small time scalles: (2 when start-up is beg-
@ing. ( b) after of duration of liftin g contold rods §;= 5 5, and () dier
of durahicn of | ifting comtral rods & = 10s.

The bethawior for the speed of lifting control rods r = 10pom;'s
wias describ ed abowe atFig 1 for iy =5 5 in this NE{Rg. 3)we can ob-
serve the differeno: when that the duration of lifiting comimal nad s
=105 has not any effact ower the neutron density behawior for
scale s mall ime | zoom in Fig- 12} e, the neo inon densi ty nes ponse
aifithe shert duraticn of| fting ¢ cmdral rod 5 &, = 5 5an d the behasior of
tthee bang duramicnof bifitn g oomsral rods & = 10 £ Regardi ng the 2oom
inFig. b and c are wery s milar, where the steady state behavior was
reached to difference of the msuls in ME 2

Acoording wath the results of the NE 1 and NE 2 the sob-diffu-
sive effecits are gowernment by the vel ooty contral md 5, and do not
by duration of lifing control rods

FI4 NES

The esuls are shown in g 4 The transent behawiorwas ana-
Iyzed coin sidering ghiree small time scalles: (2 ) when startup is beg-
@ng. (b) afer hawing raised the control rods, and (<) long time of
simulagon

This ME was realizzd wiath p,—-10pom  instead of
&, = —Gpom, whit the idea of obeerving the sob-diffuse ofifeos
doe to vedooty and duraton of lifang oontral mds

In this NE farr = 10 pom s the duration of lifang control road 5 i
greater than r — £0pomy s, but finally in both case the iotal reach-
ity insered i same Acording with tha, we can obsame 2t 200m
in Ag fathat, for r = S0pam /s and i = 1 swith the anomalous dif-
fusion values y= 099,059,060 3 present nen iron dens ity bethawior
similar that for r = 10pomy's and § = 45 bur the magniades are
greater, Le, presents the same physical effects of absorbing and
dispersion (35 was obmerved at ME 2 zoom i Fig Za) RBg 40
(zoom), we @n see than the newtron density behavior wath

r—40prm/s and & =15 reached values for each ¥ valoe, greater
tthan e troni © density for r = 10pam /s and iy =4 5 Ag 4, we ob-
save tha for large ome sales, an ppaently seady sane is
reached, whose differences are due to the different y valoes This
behavior (Fig. &) s similar to esuls presented in Bg 1c (see
ooim i ison sned 3 beoree.

In geneml temms, for large time scales we @n s=e that when the
cantrol rods was lifing the increasing of neutnonic dens ity @5 not
equal to the vales of seady state (apparently) obtained with
CMHPK regarding to FNPK. For short time scales the FNPK e bits
process sub-d iffosnve characened by abeonption 5 and dispersion s
whhose magnitnde depend of the

Theclassical paint newtmon kinet o equations (Egs. (1) and (2))
allso wer solved using the numenial appraxamason with exphiat

temporal integration method, Le:
Tt ax
%- %ﬂ. BT a4

Whee Ar =y~ B= BlE)L G- Ok g =) and § 5 ame
lagsed at deth Ferabion. The companson of the results bedwesn
Thang et al (Z00E), and numenal approcimatan of the dassial
s v ot B netees, shoe that are weny similar. Thiese, compar-
i5ons are not nchude in the prevous figums, but is imponantlhy
mention in She oontect of Shis discoesion.

5_ oo s hon.
The main results obtained in this waork ae:

» For large times scale{Ag 1), the nesu bts shows that the dassical
equation of the newton point lineties (CNPK) owver jpred iched
the newtron density, regnding tofracs cnalne tron poing kinet-
k= (FNPE L

= The resuls obtained shown that the efiecs of the anomalous
diffusion (P PK approoomation) when noclear neacior is start-
up are more redevant for shont imes scale (Figs 2-4)

» Aooording wath the resolts of the numernical experiments NE1
andNE2, the sub-diffusiwe effears are government by the weoc-
ity of contral mds, and do not by the duragon of lifting contral
s

= For the short ames sles duning lifting contwl rads and Gt
insergon of reactwity the FNPK modd predicted greater neo-
tran mulsplication Sha can @use 2 mip of she racor. This
efiect is mot prediced by ONPK.
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ANnexo 5

Sensitivity and uncertainty analysis of the fractional neutron point kinetics

equations
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1. Intnod uction

Recently a reduced model] of newtron lonetics baeed on the neo-
tran diffusion theary with a facsonal constbutive law was pro-
posed by EspincsaParedes e al (2008, 2011} This work resuls
maiammdpmtmmtm:m-ﬂlhaedmﬂt
diffusion thenry using all konow n theomtical argumen s The s oope
of the FPNK 5 © desmibe the newtron ransient behawvior in a
highly hewrogenecus confizuration in nudear reacmrs, in pres-
enoe of strong neutron absorbes in the foel, control rods and
chemacal sham im the: osolant. Ins ummary, thewe are many infewest-
ing, problems to consider from the paint of wiew of the frachional
differential equations (FOEs), the duallenge s the modeling and
simulagion of the new genaration of mo dear reactom, 25 well as ad-
wnced maken sait reaohor (&g, Shang ot al, 2008 | where the akd
paEdiEms can no konger be vahd

The main problem of the FPNK s 2 method for determination
the fractional crder (callsd as anomalous diffesion cosfficwent
ADC ) of the ardinary differential equation. Howewer, with the siz-
asiical reatment of e neutronc data of the nudear power plant
the ADC can be estimated | Expnosa-Paredes of 3l 2008) However,
the Lack of knowded g on the ADC kimits the use of the FPNK.

¥ (hemprmichogy S
Erruzi add e peEel e mu anen e (G Spern P e |

06 45 43 - nme v e & 2011 By Lid AN =g bty oeweved.
w10 101 B s e 20T 1T 23

The aim of this work is to present an anomalous diffosion coef'-
ficgent sensimivity and uneentainty analysis of the FPHK from Momnhe
Carlo simoulatwons hnmupmmmemecm simula -
tion method was preswousty apphisd o mass flow rate sensthity
and wncertan fy analysis in 2 natoral cinco kevion bodl ing water reac-
tor | Esplnosa-Paredes et al, 2010}

Z_Mome Carks method

The Monte Carls methad i based on sampling the veotar of the
Impart PATMETars AN 3 random saquence, nunnng the system mod-
el computer code for each sample of that wecior fo gt 2 comme-
sponding s@histical ample of the verior of the ouhput vana biles,
and hen estimating the charachenistcs of these output vanables
using the outpar samples. One of the benefits of the Manme Carko
methad & that all sndard sQiwhcal meathods and tesis can be
used o estimate distributions of the ouput anables a5 well as
to evaluate any hypothesis This malkes it the most straightiorsad
and powerful method available in the scientific liberaore o deal
wirth senshnafy analysis and uncertainty pEpagation in omplex
madels. Although there exist equation:s for such amor propagagon
jprocesses | Bevington and Robinson, 2003, these aquadons ans in
fact, approximate, and thedr use in the evaluation of complex mod-
el 15 highly combersome These oorendemtion: male the Monte
Carlo approach much mor adequate for the present simulason
study.
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I Metho dol ogy

Az stated showe, the aim of this work i & inveshigate the
anomalows diffesion  ooefficient (ADD) effect in she fraoional
newtron point kinetic (FNPK ). This is done by esamating the tan-
sient behawior duning 2 mactor sart-up The approach wsed ©
compuie sensivity and nneentanty anabysis s the Maonte Carla
smulation. The Momte Cado simulsion meshodology can be
implemenied acoording with the following sieps (| Espincsa.
Pared e =t al, 2010):

Sip 1: Cenerating random numbers uniformly distributed in
space (@, 1), Le, samples from 2 unform L0,1) disbritasbion: The
Marsenne Twaster algon thmof Matsomoto and Mishimora(1998)
was employed, which is 2 widely used genemtor with 2 wery long
(2" _ ) peried. This i a highly desirable propeanty for such
applictons (Law and Kelton, 2000} Thus, the necessary sineams
of independent and identically distn bated random mombers (0D
LN0,1)) of 6.8 bt wene generated.

Siep 2: Testing of the randam numbers of they resemble nde-
pendent and idennically distribued 10D 10,1 ) random variants:
Each stream was tested for randomness using Marsaglia (1968)
tweo- and three-dimensional plot methoed (Law and Kelion, 2000).
The simulatad dara deardy filled the (0, 1)space as required by this
randomness test in bath two- and ghree-dimensions. Another tesr
florr ramcdaminess was al xo app bied, which chedies how many i ndivid-
ual numbers are achually repested in 2 gven sineam of random
mumbers, and ff such repeaed-mumbers are few, the simulaed
random mumbers can be safely used for further applications. On
the awerage, only arcund 1 o miser o tof 100,000 rum bers in indi-
widual streams of HD LD, 1) was repeated Berause the simulations
sizesw ane onlyup i 0,000, prachicall ¥ no nepeatad nombers wene
encounfered in the endgre chain, which made the Monie Carlo
method fuolly valid for this app homon

Seep 3 Comeerang the random numbers to oonEnusEs randem
varants for 2 nomal distribation M0,1): The polar methed of
Marsagha and Bray { 1964 ywas chosen for the present apphicason.
Twn paral b sireams of random mombers (#; and £;) wee used for
generaing aneset of 1D M(0,1) normal @nd om varants. The sime-
ulaed dam were graphically examined for nomality. Practiclly
no repeated-numbers were found in tests wish 100000 numb ars
in these sets of random nommal warants. Theredore, the data was
considered as high quality to t a mormal distmbusion and
could, theredore, be safely used for forther apphications. We have
used them her for undersanding the sensmnity and unoertanty
analysis of the anomalous diffusion cosffident in the FNPK

Siep 4: Senemnity and uncer@in ty analysis of anomalous dififo-
sion onefficdent in the PNPE equations: Thess 0D 80, 1) nonmal
random wanant for the evaluaton of the sensmnrty red shions hips
of anomalous diffusion coefficient with newtron density and de-
layed newrtron precursor density were used.

4 FNPE equations for nuclear reactor dynami o

Thefractonal mods used in this wark with 2 single-group de-
layed meuiron precursom, is gwen by Espinosa-Paredes et a.

{211}
dn 1 (i-gdn dn
¥ —_ —_
S R i
-L;En—r—f'li—f, [P | i}

where £is the mlxation time, y i the ADC of the footonal crdin -
ary differential equasion, m & the neutron density, © is the delayed
neutron preoursor density, ! is the pompt-neninon Bifeame for 2
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=
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finiie madia, A i the neubon generafon time, @ i the frachion
of delayed neutmn s, and jris the macwity. When o — 0, the das-
S nefron point lnetis squation i reooversd The fractonal
mode mdodes three addsonal erms wath o the classic
mnnm;h.:rumm:u:-”_,mﬂl,mu:-
L The physical interpretation of these ®rms suggest tha for
sub-diffusion processss, the fist erm has an i mportant contribu-
tion for rapid changes in the nemtron densiy, while the seoond
ferm represents an emportant ooninibaoton wehen the change
the nawron density 5 elatnely show; e.f, dunng a s@rfup m a
typecal muciear power plant that imeches operasonal mMansuvers
duoe i e movement of the contml rod drve. The Shind team be
ooimes more important when the machor i shucown pmoess,
alss it ooukd be Imporant o undarstand the proes 5 in e aocs-
emtordrven syshem (ADS ) windh 15 2 subcriaal sysiem chage-
terized by a low fracton of delayed newtrons and by a small
reactiity ooefficient
The net rate of formation of the precursor of delayed neutrons
oonrespan ding to singlegroup is @sen by
%-%a_r @
The first and ssoond terms an the might side of this equation are
the rate of formation of the precorsors and radicactee deday,

n:m:l:l'l-;g. [Egs. (1) and {2} represent the frachional mathemat-
ical moded i descnbe the newtron dynamic prooess @n 2 mockear
[

4.1 Frartdonsl momessd shution

The mumerical approximaton of the sohmion of the PNPK
mads i presentedin Expinos 3-Parades etal (201 1) These authors
applied the numen @l solution of limear mulb-erm frachonal dd-
ferential equaticns for the system of equations (Edwards ot al,
2002h

5 Implemen@tion of the Monte Carlo s imul 2ton

To anal yee the sffect of 7 on the FNPK behawor, the Monte Carlo
simulation wasimplemened in the numenical soluson of the BN PK
through the followin g exp ress kon:

=Yoo+ bhux, i=123__N 3

where s the it salue of the anomal aos diffusion cosfficent, ) i
an muial sl ke San mamymlalunmbua:uﬂmt
and x &5 the nombar reatad o e Mone Caso mahod Then, 7
s calboulared for each % wlue (with 4= 1,53, M, which i used
as the input data for the FNPK numernical mod e to mun the dynamic
simulaton.
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To amalyzethe diffusion cosfficient dynamic, numencl exper-
iments are naressary whens warasons of the neutron densiy
and con centraticn of the delayed newon precurssr are @mporant

with respect to time. Theredore, it 15 proposed 2 reactor startop
e derin g irsertion of linear reactrery (Thang o al, 2008) Dur-
ing the reacor stast-up 4 flerent simu lations times wene oonsid-
ered for the sensinily and uncer@inty amalysic The times
considered are 15 35 55 and 205 and for each ame resulis
are presshed.

Relesant parameters @ sensinery and uncertanty anabesis
COOrInGT 0 Thes rinedaa e oo Sl uon on the ceerall BPK behae-
for ussd in this study are neutron densiy (0) and delaysd neu-
brons prescursor densty (O], conmdening 2 single-group.

6. Remults and disoussions
6.1, Redebhe condend devietion (R5D)

The aim of this section is to determine the optimal sample size
(M) where RS &5 practically consant and independant from the
simulagon sme

Rgs 13 present a schemat plot showang FSD wlues ex-
pressed in percentages of the main operanonal parameters of the
FNPK equasons (p,m, and Cyfior 1 5, 3 5.5 5 and 30 5 elapsed ameof
the reacior startup. The RS0 was cakulaed acaording o she fal-
lowang expression :

RSD-EiJ-c 10 4

whene 5 i5 Mie sEndard deviason and x & e maan sl Consd-
eraton of the RED allows o establich the gpiimal s imul shon sze N,
Theopamal saloe of M i obtaned when the valoe of RS becames
irreariable wath respect io the simulation sme M. B can ke obs arved
that for 2 smulation size & smaller than 5000, the BSD vanes con-
sidembly and unpredictbly; for & = 10,000 the vasatons in the
walues of RED end i deorease. For N greater shan 50,000 (and up
to 65,000} the wiues of FSD brome prachcally constant and

pLn-l]

iy 4. fluers of Emsnm

Ly} om demusy (n | Moo & =na =
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ind ependent of the smulason size. Therefore, the optimal simula-
Teon 12 N unad inthes work was 50000 (Fgs 1-3)

k can be obwered that the values of RSD for y are the same for
each fime simuladon a5 expacted (Rg 1] due tha for esch fime
the: cormespondent random numbers are the same.

0n the other hand, the BSD for @ and © present four different
walues for each smulagon Gme as i can be observed in Bgs 2
and 3, esperiively. The physial interpretation of these different
values &5 the multplicative newtron effects due o the insartion
of positve reactvity by lifting the comtral rods, thus increasing
MR - When the neubnon dens iy |noneasss e oonoen -
trafion of the delayed neutron premmor also inmeases. In these
figures it can be obsarved that when both @ and © wath a alue
of M z 50,000, the RS0 demeases with the inorezsing of the <imo-
Lation time, i2, when the neatron den sity increases

52 Anomabms diffucion cogfficieat om the FMPK babrvior

Theresulis of the influence of ADC on the FHPK nespons: char
acten s8cs evalluated firom the Momte Carlo simulation are 5 hown in

Figs 4 and 5 which were obtamed wish the simol shon srre of
50000, for each samulation time

The response of the neuton densitywith respect o the anoma-
lorus diffu mion coeffidentis depicted in Fig. 4. A5 itoan be observed,
the behawior of the neutron power is ap proxmately quadatic with
respest o the anomalbous di ffo sion ooeffioent. How ever, the results
i Fiig. 4 shosy that the quadrahe range s amang 24T = 10* and
24967 = 10" at 15 253080 « 107 and 252886 « 107 & 33,
260007 = 107 and 259886 « 107 ar S5 and 260630 « 107 and
250544 = 10 at 30 5 for the neutmn dersny, wiach conesponds
toapproonimatedy 62 -0 66 for the amomalous diffos oncoefficient
It also can be obsened that when the anomalous diffs ion cosffi-
asntinoeases, the neubron donsify decmases and wice versa

Fig. 5 show sithe: oon centrasion of the deaped neutron
behawioras a funcnion of the ADC, of which mathemascal behavior
is appromimately of seoond order. The trend of the ooncen iration of
the delayed newtron precomor weth the ADC & simalar that she
meatron density, L, wihen the anomal oo s diffo sion coefficient in-
meases, the concenmanon of the dedayed neumon precursor de-
aeases and WO versa

.3 Semsithity analysis

We used the 9595 confidence limats (C199) or 9595 onfidence
imterwals (099 ) of the mean to understand the sensity of the
system o changes in the ADC ()L These were clolsed using
the standard formulae a5 follows:

98 = gy :’5 =

88 = £ by EIE £}
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whee 1 is the stnd and deviaton, X & the mean value, n is e sim-
ulason size usedand | i e Sodent §oticall val ue for the regquined
degree of freedam.

The resubts (Tahle 1 ) show how the stasssal popolation mean
wlues of the pammeters in FNPK would be located (2t 992 aonfi-
dence or at 15 significano ) within these interals of
ot onfidence level, strting, of courss, with the sample mean
whues of py=063, m=25 = 10° neutronm’ and C=125=
10t r|n:«|l:'\~:|1J|:|'ni Thus, there is 995 confidence that if the ADC
() were bemween the interal of 05290630, the con-
mmdteddqeﬂmmmmmldmm
1 24m 990001 -1 249980002 | = 10" m, and the neutron
demsity () betwesn |24 T1425-2 47 1430] x 10° & ¢= 1 5; Cwould
be hetwesn [1 249988060 1 249988975 | « 10'Y, and n hetween
[p53meer-2 5302 ] = 100 at t=3s5; C would be hetween
12500535001 250053511 = 10, and n between 259977 5-
2599780) = 107 at r=55 © would be betwesn |1.2508447-
12 502448] = 10'Y, and n between | 25064762 506420 = 10° =
tm Al Sensiieity analysis was also camied out through linear
and pold yncmial ons on the d dag (Table 2 using
the anomakous diffusion cosffident () as the predictor waniahle
The resuls showed stagsscally valid quadeie mmeligons for
e Gl iy amd [pnescrs o oomcenihEhkn.

54, Uncestmingy anmbyss

For this anakysis, the results are summarized in Table 3. For 12
wariation in the anomakous diffusion ooefficent () the newtron
density (n) has 2 varaton shout LO1TT for very shom times,
001 5% for short ames, 145 for medium-fmes, and LO1ZE for
long Aimes, which oorrespond to the least vanation. Reganding to
precursor concentration (O that showed changes of abour
OO0O0T2ESE, 0.0000441%, QOON073EE, and QOODMTI for wery
short ames, short @mes, medium-times and long times,
respecwehy

=l mim

7. Conchs kons

The sens twity and uncer@inty analysis of the fracsonal order
of diflerennial equation (anomalous diffuson oefficent p)in the
fractional point neutron konetc (FPNK) equatons was performed
with the Mante Carls simulations. The followang results were
obmned:

» The cptmal simulaton siee & found in this work was 50,000
when the FSD walues were pootcaly consmnt and indepen-
dent of the simulsion (Figs 1-3)

» The influence of anomalbous diffusion ooedffi cent () on neuton
power(m), and concemtration of the delay newtron preoom or (O
evaluated from the Monte Carlo simulation were graphical iy
obQmead (Figs 4 and 5)

» The sensitmwity was evaluated in terms of 992 oonfidence inier-
wals of the mean to undersand the range of mean waloes that
may represmnt the entire statichical populason of performance
wariabiles (Tablke 1) The regession analysis with the ¥ as the
jpredictor wariahile showed sranics cally salid quadranic comela-
ans for both newbron density and oon centraiion of she delayed
neutmn precursor [ Table 2) The once weTe propagted
a5 fallowes: fior 13 chan g in the: an cmalous di ffo sion ooeffi gent,
the respan ses for the neutnon densi ty, and concentranion of the
delayed newiron precursor changsd by 00172 and QOG00125T
fior short imes, and for long Gmes by 00172 and OOKIHTI,

mspectvely (Table 3
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off ghe mew gemerarion of masckear reaonrs

The: mumeifc al approcimaion of the sduthon of the fraoikcenal
NIPK rracee ] s cibtaire o apipdyling S rou rrasrhcal sclumbon of |inesr
i uls-aenm i@ onkana | Gl e na | eguathores far She sysnem of agua-
o giwen by Edvwands o al (2000, The fiood anall b methcs modsl
i e NEprnese e a5 a mralti-nenm Nirea r fira Cxoana il -
Terential equation, which & in i writen x a syaem of cedinary
ared fraosonal difle e ntial eackhi ane of the arder (arthe
mmrﬁum(mmuLEﬂILEﬂhhm

s eharwiior for bath pocitee and negive e Svity sTeps
aml S difierent walue s of fracSenal orders are amd cami-
pared with the dasshc N eguaions Addisonally, a neawed ne-
whew' with NPK equaiors b p d, whibch o the:
[pajpers waritnen bn english aboau this neseanch Tapic (25wl 25 o
Encaciics e o anbcal mepos | published since 15240 up o 200100

I Rewiew on nsuiron point kinetics [ SNPK] egqu ations

In this papsr 2 resiew of wols mlaad with analytical and
numerical soduthon of MPK equaions & wihich s am -
passes S papers weiien in English Lingua pe aksun this neseanch
Db jpo i shed Since 15940 up o TO00 Beshdes rewhewing the jour-
nal ambcles wie alos brkefly mesntbon soame Bmipcerant techinds al re-
pors and Dookn Howsss, disoussion negasding papes in
confenan e 2rd et |5 rot bnc loded

I L N evpenshoes wish feefbark afiecrs

The presence of empsramune feafback B weeliul 0o provide an
e ane of the trarehenm S barebor of 2 reaonor and o e b

a Mewananlan feedha ok enodel Frohlich and Johirson
[Eﬁbmummimhﬂ:mnﬂmm
for 3 ramp macwwity, whils Ruoons and Duncan (1982) hawe re-
oefily uerd a i ilar mode] D Investigane mon-adl Sarhc -
shores for a4 Lage sap reaciety. On g other hand Gupta and
Tl [1585) solad analyScally the MPK ey Sons induding @
Hpﬂmuﬂmmdhammmm
1DATON Ty GO AN 2y Al
mmmnammwnwmm
il 27pm pAnEC o e B o [P i T
Tubrter o Hoares rvee it ] oo 2recd S v e changge In the e ady
P i s e ey et oraal ot v it o S [ Mt -
aiwe] fuel wmpaaure neacivitg oosficsnt. Aboanber and
Hamads (2007, MOZab) developed e powel Serkes o madn
[PWWS] 1o sodwe the NPK quasors with Kewionlan naEmperaue:
feafhack bn 2 shemple marbe Sorm sy corveenient for an eoplic

[ Abenanitesr and Mahls 2003 5] Hoseser, i ayuasorns howe oon-
Stant Co RN, e analymcal soduthons ane o sily estabdished
{ Absonieer, 3OO B, Dut they am eluche wihen e ool chents
wary with time Basken and Lewing (1995) hawe inomduced e
sodution of the NPEK agyua Sors by 2 powesr serkes with fme w rfng
reaosving.
Bz con ihee Micrdheim Fuchs model, Chen exral (3006 triad o
Hiracd g cburshoin o e i pt Supssnoritheal morehen T pece s of 2
Mk A with tempe e fedck and a Lrge e ey
shap, and they ectanded the walid lmics of initla power toany b
vl In some early Beraues (e, Hemwick, 1993; Glasane and
Srorcion, 1994) dw delayed supsecSthcal Dorckent oo with
a vl weac Sty Step aned merrpse o m e feadhac i wes analyaed b
I b Coresu Oof Modt aunhors Sat the anakptical Scpressken
for e Selayed supsnoritical prooess with eonperamne Tasdhack
ool Ko e drbeed Ohan & al (D07 ) presered 3 Gw' afalys
fior e |proampt supsrorise al pracess of 3 rschear res o wiidh Dam-
[peisra e et i red Bl pecvmer e brceating Lisge and srnall
nea ity TP

The e g s o Tl pancsnses Bna moschea rnea oo, wiidh Dam-
peramire fardbark while esring 2 small reacieny sep b ae
analyaed by 10 e all (3007 ). The relason Serween readisiny and
v ks e wed aned whee 2o of nhe ool reacrilny sep aned inl-
tial power on the Selrpad supsnoritical process ane Jnalyasd and
dipoueeed Tior et the dewelopad soluton and o prove S walidiny
of M e for applicarhon PUNBNes, 3 CSTaELn with other
me s bndic e the supsricsty of DEmperaue prompt jum
approodirnanion. Sooe ol new oonclusione ae draen, which
can pro d an bmporant Seary for S salety analpsis Jnd operar-
lirgg rra nagement of dhee nckear reacar.

" e NIPK aguations with one-gnoup del yed meumors
andan adiaha oo feadhack mode] wem soved analytically Dy Mahla
(009, Thee ainal prlical sodorson b based o am e xpareshon of the resi-
ten ety In powers of 2 omall parameed, (e poanpt D umon
genemmon e into the sacond omber differanilal aguason n
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e MeRuArCn G esiny. The relamors of neaoivity Meran dendity
and temperaure with Sme ane cloulied and companad with
e analytic menhod of Ohen @t al (3007 ), wiene Mahlds resuls
auhwﬂmmnmmm

Pl works hawe been momioed o e adubase fedback
maded (eg, Kohber, 1959 Gupta and Tosl 1985 Chen, 1590,
Do, 1966; Chen o all, 3006, 007 ) Kohier (1959) has presentsd
analtytical @ Qe SEhon: Based o e [oIRT Ne2 o e for e in-
CEs BN Pl P T, MEITPSTATUre and eIy Rebiase N prongT
superofiSCal exusions Chen [ 1580) swdied 3 non-linear Sme
S e YT FaCeNVT [Pl IO [ ) vl ol e o T ATE
fordback an reacisiny. Dam [ 1995) s anadysed de N agu-
RO B CONniSnG SO with linear wrnperamne feedback for the
reactidty and an adlbanc oore hearing of the core after boos of
cooling. Damen and Kisomenman (D001} wsed a simple reactor
el with one-group of delaed meumons and firs ordar fos
and wempsramere feedback mechanioms © caloulae the Binear
traneier fundtion Sram s STy i Neaor el Thil was sulds-
quenidly weed bn 2 nood-Soous ana by

2.2 NAC SEsans with smdidos apgradnaden

Some DA technbgues a5 well a5 SnoChostic J o mon
Thavee Seen propoeed Do solwe: (snoc heatbcally | and soudy non-di near
effecs of S NPK aymasors (eg. Alcso and Barsuu, 1975
Quabill and Karsulu, 1979; 530 1979, Behfnger et al, 1590,
Hayes and Allen, T05)

Thet MIFK aQuamiones ane deanmintetic and can only B weed o
esmmae searage walues of the reuron dercitg, e e G-
Layerd Prerursor OO T, an d powesr bl Howewel, S ar-
tual dynamical prooss B ostorhestic in neoure and the o
derelty and resnwen delagsd pre Wnsr OOROSNTRRSNS Wy ran-
Sornly with time. AT high power kevels e random Seh ko B
el e bt G bove povensr bewels, soch s ot stantup (Hurelts
etal, 19630 0h; M lllan ard Stomn, 1963 ) randon il s sond
in e deresity and |PRATUROT COMOS NS ol may
Tt

sipnificant
Alcasuand Ko sulu (15975) studied the stakobal peops s of
thed ol resporce of 3 point reaonr 1o a stoshustic rescdviny
ek NG0n AN 3 SACeChi STC SOl e PTG SN, BN 1 abeen
of fewfnacic effens. These suthors showed Thar e autor annelason
rmauwalmumrm“rwuamn
neachad camn b exacdly Shoagh S Fokiorr Planc the-
oy witern the source and resofviny nodse are wihie Casmslan pro-
coennes Ol main result of Sese Jumors b that wihen delaed
MUl &re GiEn no aocount, e B oo e soluthon wdesn
the EaTivity Mo i nohehine

Rega oclingg, S stcchun e ohoecry, e woodic by Quuati Hand Karas-
wlu (15979) corcdtutes 4 com peehercive smdy of e sariesoal
(propenties of pon-linear resporoes of 3 |podnt masior o sochastic
non-wihine neaoiviny inpus. These awhors present e weelulnes
airich Mt s in Boane s approimamion 25 well as in kgarihemi
linearization for solving sochenic M eguaion with 2 nan-
Causslan, neonsehite pacimeric node, insomech 25 the Folier
Flanck theory & eflecively applicable o Caussian-whin cases
Thee wooik o 5aito | 1979, podnis ot she rnporanc e and weelulnes
of e Niowiioos—Funma fommola in Teasng with 4 Gaasslan cdl-
il |paraee i nckee Souroe

Thhee Wihe ey —Hermite Tunofionall (WHF | maeith od was appilbed by
Behuringer o al (1990} o dhe NPK aguaSons exded by Causclan
raradorn oeactielity el wrede r Starhonary corlitons, aloo e ra -
nan steady-sane walbue and the power speoral denciny (PS040 of the
e f o s b ulanad in 2 seoond-crdes (WHF-2 ) a pecacima -
o Thesy Soarsd nihu e WHIF mehced Bua paceste of il moedl doir sty -
ing she non-linear efleos in the spochasthc diffenential

Behirirger and Pifeyro (1994) smdied the stabiliny orierkan bn

8 (NIFIC i o et e 5 e e AT el s e
by a white noke Causscln neacivig. The stability oriterion was
established by Behringer (1990) whene the WHF and Foldoer—
Planck (FF) mmehodds wisne 2ppdisd; the sability param sers with
WHF aned FIP ane numerica By aquivalsnt.

Hayes and Allen | 7005 de ribeed stochahe e mnil yu Bors
for e iy bos off e rearmron deineslny dned PRSOURSST COMWENTTS-
el o (e e ML T 1 [P Ml ar e e, ‘e T A0
chasse modd I5 waed agines Mome Carle caloulamorns and

et Ty al dam. The il o d thar the Sra haoric
differennial equamion mode] acouraely Gesories e Gndom
Feasthia wibr off e e oy oSresiny e e DA PR CONTR0HVET A SRS
in 3 podnt reacod. bn vhis GnoesEgaion, e NPK sQuaions am
Mnm:mummmmm
Woles o Mo U and precursars of delaysd TS ). Acconding
mmammmmmuﬂmm

lizes the linitsge NIFK ]
mmmtmmumumam
fonm of ol Tical method dewelaped in Kinard and Allen

(200 ) The saoecha Sn maded b nestad o it Mot Carks cabl uls-

Wi i o e gerirresntal GLata 2 rd e e el ned st Star k-
e rracecledl el codiputa bonal metheoed are aonone.

23, NP eqpeanrionss with macdivily asoilingioes

ity Miredt o vt o el e 0 et AR WA eRcs sl B
fior example the work of Penen] o al (3005) who analzed e
lcireics Induced by ekl Mlariones Bn 3 Sulborivhcal reaoms
i e Brameeweori of dhe paoiing breem o5 approcionamon, whene sin-
Soddal rea el oS e o Ok el Thed 5 2 oS Sowined
hat ifa single group of precursas B when inno aoosunt, the oy
e Behures Mie 3 senorggly-darnpsed Binear cecilanes with e sicd-
ally-varying coffichenms, howewer, in e point kineios Ny
reacivity caclllabons n 2 nockaar macer coubd Be mganded a
[Pt e ecitamhore of 3 Mirear Coclilor.

The study of dhe kinathes induced by macdvity coclllasions ina
suiteorise al michear b B n prevhously studiad (eg, Herkde, 1993
Fawedo, B67; Dulla et al, 20054 b} This pesblem b pantioularky
Imipsrtnt B g, a6 shown by Rasweno (1597) and by Dolls
o al (PO0S) reantidty Cacllatods in 3 multiping system could
et aibiliz e fi: and head g il Thy- e gin

e frer
TarGhentn. AN imponEnT ce b Iy malten salt reac-
o, whisne neactie iy coclilahons can S dbereed wihen bum ps of
jprecipitarsd flucile mnameria] spodataneoucly Sonm inekie e gpenem
o Case B ot Kinemos induced by macmvity oecllmiors by
wibogng conmal rads n nodear eanos. The predso wark of
Mccazu (1958 solwad the the cadllaions of manivin
withowt feadfoack by means of 2 funcSonal serke @n powers of
el iy arnplinace. O e cothee i ned, Leswilines (15695 ) taloe s Do
oot the: highe r-crdsr eiffecs o e nea oty ool Lakons with
eda o] e UrmoT.

24, NPK eqpeaariones a5 a sEf prabdees

[Prodini e S 5 g oires i e standand fommn ane sTET ) mean-
lingg, thar there: exkos in the Sysiam 3 nesporee Sme which & sy
shdT Cornpaned with the 0 mmie srale of the pacacess, L,
e diflemnoe in magnitede ondars DEtaseen e poanpt and Ge-
Lrged mesmnran leiees which msuls in fe reascoson of wery
small thme steps bn o al soldudons of the ineSc aguations.
Thee: st prciden of ghits rrcelel huis besn the repbraion for seseol
warics focuesd on analyScal and numsrkcal sodutons of the point
ldinetics equatons (eg, Hewld, 1971; Miachell, 1577; Thao and
Aoard 1985; Sncher, 1989) Jnd S are several medhads espe-
clallly adapted fior sodwing bnial wal we probbemes for sTE syaems of
cirdlin ary diflemntilal equuriors. Specifically, amorg such et




&, Expnao-Forado & ol Armak off Macinor ey 3 (00T M1 am

aire e dohov N ML hca 0 ANTSTraEhon wesirgy SAMTEons rule (Kae-
pin and Coor, 1980), findte slement mathod (Kang and Hansen,
1573 Runge-Kuma procadures (Allerd and Camer, 1965, Snches,
1SS quuasl-STse mreihcad [0 and Mensbey, 1969, Kodlis et al,
1965] plac swiee podynomilal approach (Hennan, 1577), singular
[T o e Teed and Bell, 1959, Gobinein and Shot-
fidir, 1955; Blerch er al, 1575) finie dflewnoe medod (B e,
NS s oo vl e ‘vl T e ol o O il Ui o -
Lo 5 ‘it the slovwly sarging Gaonar in each Integoined
semed By an asoumed foncrienal farm (Ader, 1950 Haren
etal, 1965, Forsching, 1565 ) Mast of these mefods are succe sl
ini e Spae i parcdheare, b sl sufler acoe ar ek, e disad-
Wan TS, i el s DT o O il I DCRITILANT) (PesrniRRRne e -
STED 502 8 1o Teaire OOkl STty aned ina ity o handke
MIPK aryuaiones in ther Sl geeraling (Vigll, 1967

Mt [ 977} propoced the Taplor sedes methods for the
soduthom of the NPK ayuasords. This aoher applies Pas Dol
I e e Sy of Quathans may D soledd wsing
Tayhors saries with a corshdeobie inonease in oficsnc g The fira
miethad rests on 2 slormamien of the independent wafa bl
and may D oueed for newmon mon times (A) down o
appradimamely 105 The seoond method ineokes an eopanson

of S Sy of SQuahon s i a Lagner sysnem §n wihih the gen-
erahon thme B absent; and when e A walue B smaller, the

mehod becomes more efficent. Previous applicaions resper
mmmunmm—snummm

o W d oy nihoirs [ Vigil, 1557, Ilml'.lga'd
A b, ISIE.l' Dt and Grogeman, 1972 and MacMilin,
157X}

With the Sea of oeecam ing the stiffnec problem B readar
dnescs, Chao and Aol (15965 appliad aifness condin sment
i eienid] ([ SOMA) doar sodvwiingg dhe M nehos aguariors This e com-
SEGTs In e STifre s o e diflerential equuaions for
[precursors aned codfird ot oo for S PronpT Ret o, wihbch
cnuamm&mxﬂmusﬁ}m
an exoellent sedy an et g -
thores wsing A-smible slgorihims; Shey showad dhar e b b
Roceniecc's Runge-Kuma medhcd [ Rocenbnock, 1963 ) & a candi-
dane for nockear dinebes draksb Years Lies abo o awcdd the
jproddern of stifiness SAnchez (15969) mphemened an A-Sbke
Runge-fnn Medhad Oohers schemes: have Seen
(eg Porsching, 1965 da Mobraga 1971; Abcanter and Mahla,
J00Tah, 3004 |, Parsching (1565) devdoped a numerical soluson
of s rea o idnehes equuarione o aenme of 3 diflerence S Son
lrrcdellingg am expan ol mawic. Da Modrega (1971 ) inroduced a
D hanbgee Daned on s Pad® (1, 1) and Padd (2, 0} apprnoodma o
far o dluthon of the NPK agusSon, wihike ASoanter and Rl
(D] hawe introsduced 2 medhod Dased on e analythcal breer-
slboan of |pacipracirnidi s e pacint Acliree e o b e a2 pipdied
o diffewmnd cxes of Fadd approdimaton for te soludon of the
jpoint kinesos aguation. These anh s ity | Ao
and Mahla 3008) Seweoped 2 wanﬁtlmn&luﬂlm
the Padd appecocimaon which can not only emphoy much Lger
e stepes Bue 1o the sEfness con finsment. The kea of the Radd

Buzano et al (1995) proposed 4 wchnbgue based ona byt
Dachinbgue: St nslbes on an X0 3 nal at ey o e e caoNr
Wmmammmn“mmuﬂna
S OO SETENT estimane of whe D puraiodic bnaepola Bon of e

conentraiones. This approach 2 lows thme stepe 35 Lange
i e 5 Of Sarcdeds, parcraded Tha t dhe rea Ty Curve, ke
each o of S, Easingy Besst firaed Brasarky to an Sooept Sk aoo-
racy. Iy e olnered Sar e Buzands of al e b sk i
ot reened parewihoesly Jchoipaed By Chao aned Artmd (19E5)

The powel sefes Menhod W Sobee e D UTIDN and [preC Whor
SOOI Wl Panpoad by Basken ared Lewine (1955) they found
tha & Suredla rree nita | Scllubon bn & thesnna | e oo Can e coonpane.d
it high a0 Curacy o time s of approdmanely 0.25 5 which
represens IS mmes the shomest ome corotant of thess soif
AU

25, WPK equnthors paiagogrioal aageaect

Fram a pedagogc al podnt of whew, Ruby (15591 ) poinbed cur e
Imporance of 3 NeUTon Souroe n e wac hing of reantor idne S,
et moaed tha sounce STEOTS wine i e o
ety coairses an d neos (e, Murayg 19657 Howewer, the reaoor
e ics mecedel wilth SOUCE wis ey Topped [ 19639 amd
Eelin [ 1963 ) withan proal. Then, Murray (1594) pressoed e
sodumion of S podnt MONeTICT SR Wit 3 TGN SN
CorehBfng thar the soluthen can b erpresed in venme of e
sodusion withour sounce by 2 shmple scaling, redving mac diny
with an 28l ConEtnt term. On the cfer haned, Lewins (1595
presenaed a4 shrple ecample for didaolc wee, whibch corchisrs

[T
amd Seidimon (205
e Sy pocieced 3 rew caloulahon nechinbgue for e ldneies
off e subotical i ol ke reSRTORG are Callulared By
ueshrgg stea oy Srame e Sodn ot & hinlee paodn, ared e st G-
Laped precursors ane Caloulaed wsing vime GepeTadSnt SQuation
Thits whork & appliad o a0 s or-diven syaem (ADG ) fat ka
suborigcdl sysem which B duooerized by J bw fraosen of
delayad neumrons and Sy a bow Doppler neactwiny o o bent.

ZE. NPK Ssashies: Fansl Wik

Van Den Epnds (20065] prosbde:d 4 ¢ annarThan i ree s inekes
soduion of dhe Chao and Axand [ 15E5) Howeser, (anapol (3007}
analyaed dhe bonpontance of fhe nelatheely sophistheane.d Cornpaner
algetg commibined with an ¢ Moen Boeenbrcok Tps diflenen cing
which b e base of the Van Den Eyndls work, while Chao and
Motards wiork represe i 2 b application of a standam finite S
femnoe algosd Sum. In cne way of b, S 200uracy o a0 osene
e CorvEe e ik an e e Chao (005 aned L (DI06)

The analydcal scluthon w dervad by Zhang e al (200S] for
neaonr Cold star-up whoee prooss B e reacidny ireenion Dy
mcmmm.m ania byrica ] soluhod was de-

riveed coareidering thar dhe neaofiviny b Inmnoduced Binea dy and di-
mq-tu- fare sy bmg d e e

appradimaton & a raional approodimation Do e S il
funcon and ther applicaton © S point kineSo aguabon
can b maced badk o rwo fundament] papers [ Porsching, 1565,
Da Molrega, BTIL
Ini 3 recent mechindcal noae, 3 nomesrica ] prcosdune

caboulane the sdution to S point kinehcs equation bn o bar
st dynambe s ks desoried amd brve slgared By Binand S Allsn
(00 |, wresre: they Conaidenad that placewiee CoREEnT N oivity
amnd sowence: e Sons wee made, which bad o a syerem of lieear
dfferenmal eguarhons The pheoswice ©ofdtn soumption aloss
Do odee S podnt idnethcs aguaSons exacdy, and e peodbem of
stifiveros olbnd pipeam

sty warimion and o find ow e nelSonchips
mm;dr:qrﬂnf.tgmu‘nlnﬂan!lrﬁdmanlw
o T wmon resporce. It b aluo helpiul or the OpEEGE o
gasptie nube in ander o reokd 2 stan-up Jockdent. Beosnady, Palma
o al (300 dedwed an analythcal sodusion of podnt idnerics equa-
o, b unliior ghe Bhang o 2l work's, corchdenad linear reaacie
Iy waria shoan during the start-up due o conmrad nods withdo wal of
2 s Bear reaorar. The Sonmulabon pecipsocsd by Falma orall (00
oorskets in e soludon of the point oeedos aguatons §or one-
gmaup of mesmmen precursors withon wsing the prompt jump
approcimarion, e, the appoaimaton oonskes of dimnsga eling
thee neen of dhe Secoded dereee for meantwn Saraity inorelason
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i pime T walidae e anakical ppeodmason, Pama o al
(B0E] appliad the medod of finhe Siffenence (Hashimon o al,
060N i o e v e sodumon.

A o arkcall algoathin called OORE (wihich shpnifies ooretnt
reantilny | i sodve the paodn ione Ses guurhan £of noc baar reamos

w5 e weoad y CQuubnie ac-Leywa [ 2008 It oo msults Can -
shnen with nela Swely seoent e rical mefcads and sheoves Deaer

ACOUNC F ared s STy regamiing e saeprhan the Standa e
Foun g - Wuma (4ah ool memod

A nEw mathematical fonmuls of e perbad-neacviny inbar
eaguaion b pareseraed by Nah L (0008 This formiula 15 nene sentad
in & peodyracanda ] onm el degras §= =1 dor bgroup of delayad
retuire and group of phoandeumors. Specifically, S general-
Lramian of anabytical 1 el [GAEM) was [propecad
ard appilied by this aurher o solve e Do Mfeios Sy T
of Be- and DoOqmadeced macwrs. Reoults of CAB wine Comi-
jpamd with Padd approcimarion found shar the CAEM provide a
st ard a0CURW COm Pt tonal wechnbgue for the NPK ayuamon
of Gl ped and ph with stsp, ram p, b -
lal, ard feandng o nea oo e

el e S 5 S ool [ IPAN'S | e e v 1 el vy Sy~
asheella (H00G ) far sobelng S poing Moo s e guaiornes for 3 vy cal
Llguibd el H:mm“[mrmammmu

Ahousgh dhene ane aher numerical medh-
it vailabile hat am faster gan PWS marhod, Sl wasa COIveer-
g:ﬂ'n:tp'cuu'n fior Pighesr rea oty 2 SImom ranes Dt e hoed

e oo rnaller e oo pes Witihinhe eaila ble 57 codmipaners ar
thits tie, the PWS B an effichent methad for reacnor dynamics
b

A i erica l bnaegrall mehoed thar o e S~
thom of whe podnt iineics equations: by using e e bk func-
i { BEF) far e 2 pipeeoriona o of tihe restran Ge ety bn oo 5 ime
step Integmmon b desoriad and investimed by U e al (2009)
Thee appsroach b Bl on 2n oat analy e bnaegrason of S s -
T ety g o, Wil S SEITReRRE O St AU TN B Creer-
came by S fully bplic v fonmula Son. The procadune B eaed by
using a warbeny of reanivity funoibore, Including sep, ramp, aned
el oy rea oty changes. The sodutihon of e Seter bk func -
o rreedeced b coamiparsd oo othesr anabythcal and nurnescal sdu-
vhore of the NPK aquasons The resuls show tha sseomng a
Do back func@ion can bmiprowe S S cenc § and aoouracy of
ik el el Etacel A RN 'l h T A O
methad ks mone a0 unie and efficent San the medods in some
carlier mizmnoes (Yeh, 1975 Thao and Aoard, 1585 Sinches
19859, Alouanite 1 ared Hamada, 2000, §anand ared Alken, 2004 ).

‘T v ol o rviia | evguia Shon of e |podiin ickreerios of e bear
reacior was sobed by Quinem-legea (2060), wm.gmr
o chen sty with pleoreioe pa il func -
o In nwsmnﬂm qulm foar e
[N L Ooieneinira Sones o Jala yad neumons was inhego ed wit
a generaljproducthon tenm, whiich Sen was wead toobtain an bnne-
ral- AT il aua mo ot D LG dhe ety S0 Th PR T MaT -
tor Bredcs Acoording with this author inegral-Giflenential
equahon ¢ culd prowhde 2dant ges nurﬂ'tu.urym
syatam of agua S wien ricall sodutions J
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fir e e S YT 0 Pyl S e
o (AT which was previously adopoad by Aboander and Mahla
[ DOMa ). A new wershon of dhe refleciad cone Indeoar aguason
wias darieed and ana el predously Dy Abocanber and Bl Mhilawy
(2E]

Do i i e (o 5 meurEnoans ol b uneeia iode By namune,
e Bt a0 e irropcdan ©ime o aned e wiosk of Thebsr and Banen
{000, e parcpeccosd.a i hend oo analyse ghe sz bhiliny of dhe mac-
T jpeasdint e Gos eguamions, in ceder o g@raspihe gon aral Dehawior
off i & Sy 2 A0 e e Saoave St i | Sesin g The e

authecrs, |iresar reon-fe@ack Case ane Skl 2ned Gifferenoes -
TatEn Lyapunos and Do sl npan Downdsd-outpa (BIBOD] sta-
Tllity are presemed

A nrrerical apprcach for the: Soution of reaorar podnt iineics
rgyiia Sk vy ne Busclingg wihee e ] uann-uip e aeiriper i mre o o o
b pueented by Tashakor et al (2010} In conto st with
wirks (Kdhler, 1555, Dam, 159665 Aboanber and Mahla, J00a b,
henetal, 20T, Mahla, 2000), Tasha kar'set al, e Considers
S e el LTS Aot 5 3 uanectiodn of e ¢ il Can e e
fior e Core & walua Bon N Trankent ST

Thet i ymcal Sodumhoin o0 Soding the MNPE SQuarions with e
arall groups of dellayed st b presenned by Mahila (3000 This
SOMUTHSN ks Based o e oot of e Bnleur e quaran, a° twally ma-
wix edprvadues whise analtical soluton repmaants the exan
analyscal soduthon dor nhe poinn Mdneies equaiens of el
gmups of delayed Meumons with CoramnT reacmwity, and with
ramp ared teipe e feedha ok s el

27, Remuarls and dioumhoes

Aocodrding i S PSRN review me MPK approinaion b
approocima ey S0 pears dd. Ressch atoun MPK SQuaiane i ainky
cowis A wibde nurnier of fonmal Sspec s godng o sesldng foran
analytcal suson (OF exacr soluthan) up o obEin o kst a
mourre Thcal Soluthon, with lirear ard reo-Jier PG SO
Theese Soluthons inclode cases with and withow fesdtack Sfams
Tk o Mot BNTS 0ot Gl el MeUToRe. Sipact fically, Gn e
yoam 15940 1570 it seam s thae e oo of reseanches wene in
the seach of pecoedures i et ana i SOuThons COweEring many
|plvysical siuathors. Howewer, pesently and in spite of the tachn-
Regc all chewilogu a0t of CodTiRRers O sl el an innelleomal
challange o profoce medhods To diain anakwical scdusors o
mracre general profiems. The maln sandard charaseriols of e
NPK eguatons, Sroon e mrarhesmarical ared narerical anaysi
(peceinit oo b b5t ey aire S e iracons-lirer. Thee cosrnibin mhoan
cof SEfTrass and K- dirsa BTy b d a g deal of mssanch
2t 'wa s seen in Secgon 2 4 Qo Bine of reseanch k5 de stoc haoic
apipircad b ghar Bagan bnovhe 19005 (aoosedingg oo cur bndenmma Son )
which has Daen a untll neow By a2 selcwed group of
researchem, this b b e bt aBowes the snady of mon-linear offeors
off et MIFK i ores, Tha b anecaber off the stamismcal

arthes of e power eaponme of 3 podnd meac o in Se aarky T000
o 000 them aroce new propouals oo gt analytboal and alue
ruarret Thcal Soduniors: of e NPK SQuariord and wilth this
e rachen Oy thesre wllll e e reseanch bn this dineceion bn fhe ooim-
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Iﬁlsmﬂ:d‘tm fal s ol o peowhde a new meod
ol a technbgue o approach ho ok The MPK aguasorns. Iotead
of dodng thay Sw conmibanibn o n the sense of providing ©
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e ino acoount bkength and Sme scaling allowing o Capioe
non-Fdidan Sfams The fracmonal NPE mods hem
was analyzad and numercally sobead in i work and nepesents
a mevee] jpacipccal witeie Torreewnirl ooiibd D e eginn by of an

e ol Do epsrieint ] A ntaorerical Sor applic -
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with chamonertesc lengh scales inFig. 11, where e fod maedal
s Sigpesre e Dum e welthin dhe moderaror. Then B can Be ookl
ered only “Teo masiab® sh in ihe 4 By, ihe fuel
(e} aned e macade g ) wiheane all rﬂ.nmhﬂ'tmmtluu
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e e sptad aned thar o angular flux b cnly My anisc-
napic. Then, e oofesrvalbon equation far dhe menaon ©allikon
amd reaOmon proceRses in this spmem a5 well a5 e inimal and
Emcvreida dhs © OReiThones A raeraces e @ven By (Dudarsmdt and
Hamilnan, 1575k

1@4, T-Lir.) + Ldr.idint) = Sirt) 1)
JAUED LTI + Tedr e t) = a7

3oL beslsiord cowfiichores

@, 0) = g, (23]
e sob- irede £ allownad i play the role of mamerbls por s, L
@ or fos respecteely.

3.2 by bvasmivry oominives

— M- DT, = Ny D04, at po— inenface (3.4)
= e a - imegce as)
mfﬂ'mf,f-k"mﬂm.kmmm

deraity, I, b S aboonpon onos seobon, 5 b e nEuimn sonnoe,
Dy s e i (SR R, B i oy 5 R O, e 2 WRC -

e o o mmaaerial ik exilal o, Inniese eguamiors
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Lodr itk and Ipdr o) am, respectwely, the ool scamering and
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The typical cochieraion & D meged e Ome Sedwabee
[ ] 'Ej..i!rh By (31T ohe thme srision Qe of the memnan our-
et ety s o shovener S the codiishon Srague Ty [ eXo). L e

'].IEmLcem,. {41)

4.1 Rokbw agprax ke

Snce ok b typhcally of arder 10057 or Linger (Doderstadt and
Hamiitan, 1976} Eq.(32) simplifies 1o

Jor. 5 = D W 143]

In Py ergineering aneas, By (42) b widely lonown 5 the Focs
Lo e O, ) s e mestcen 36T eshan © oo ffichenT gheen By

1 1

3Ll ] 3 Tpirt] — Hele{r, 0]
T Sl oesion theory prowhdes 2 strboly wailid m e S | desorip-
e o St ST ] e e RSTITRTRONG Made in b Se -
thon are w2 galed (Smosy, 3004

AL M‘pﬂmrrud‘.lﬂi e by Shan scamering

il warkaion of the A ion
.i.l Iﬂlﬂplcﬂmiq

T first a soumiption b sakciedfior most of the modeoding and
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ared o e dem e, The seocred candition b sagshied a few mean
T e away Enoimn the Soundary of Linge b e dlla

DUt — (43)

with mlaheely Wndlcnm souwnoe GiTiuson. The whird cordithon b
saiciied far scamering from heaey Jomic mass nocds Hose e
the Fclan diffusion processes evhibin some amamaabes i
et e i e 0 e ikgly e arO@eneoits ConfRTUrERan En nu-
clear reacnars, specifically, g | o ol SIS Fl=a
s bn b fued, contend roes aned e cal shim oo coodant. The
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thenry.
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The restriomon given by Bg. (40 ) ks not walid for Sme scales in
whibch et meumon flooe b rapdd woriabors Snd onder these dir-
cumstances By (3.3 recoees relesance. Then By (32) can b

e M, et - Dun s )
e
r.—%“—% W)

Eq.(“kmrand:nmn—llﬁm.mmtalm-
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T e W [ spead o dirg w0 T phiical
prcbdem B not infinie. However, e descical P, appreodmason
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bt wilth e wrong walne, of e/'3 (Hemer, 2000} which can b
lmited for many physical ofeos rdaed with the eson
[pror Esnes

Whhen time scale ghven by B (4.1) k sabofied, the Rodis equa-
i = —DpW s, b recowened ard the dbvwe @quanbon sirnplifies o

:T'?;_'u. LA & ] = T - Dr t]T4,ir. ] HE)

o it lis el lonovem, e Flicls eguaion yeldsa paobolic differential
ey mon for fhe rastran feld, and 25 3 cofchgnane, the PropErs-
Gon spard of e waee k& infinite. It i propaced tha the messton
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wmbrttﬂi:hw([q.iuﬁ.lnttnﬂumm
e ekl suaffaces, L, o AL 0| = consimwd In many
warkes (eg, Catinss, 1958, Venome 1958, Sader aned Dhale
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1964, Luifkow, 1955 Kadafar, 1976; Bubnow, 1976, Senlotycz, 1979,
Waminsid, 1990; ekik and Tran, 195d; Badema and Fanchind
195, It wias ervphasioed thae parabodic ¢goaian irpdies nfinine
e NP GO, I SRR 1 e D J0CoonT finite speed prop-
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N O e By COTAnng e al
of B e P My e e metiroen Bullance 35 wellas By (46)
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5 Aol ouss 3 Masion

In presous santhon we hoeve analyzed the neEnon aguason
e oo thee corestiog Sve Fic s Liw (Eg (48] and tlhe oone speoned-
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|process St canneod e aosun ey deccied a5 a Feoidan diffusion

Recenaly Mec and wmcm}u-mtx-
thonal moadificaions to G d: 3 as a -
mn':mh;talnﬂlnkﬂhamm;mcm
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Whyas, 1959, Membsr and Mafter, 2000 Manardl and Fagnind
3003, Lerey et al, J005)
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b =~ T4, 152)

Swialy speaidng this eguaion & e ceretiotee Lw of the mon-
Fichirian Law, hovwswer woe Call BT i oriana | coraminotive: S Son. It
camn b cbosred har S fracmonal approdimason ghen by Bg
[ 50 ) o ezt Inchode the sooroe eem, bot bn Shis wook il e
corckiemd [aee Seotion 6)

This appoodmaticn ghes rise o e fracdonal Teegraphers
eguaion @ven by By (50 The inial coradithors for fraoiona
el ane paresenned bn AR redin A

T suit Bede roe el acka ] condivhom Bemaeen m ol 4nd fus
s b odbtained By coamibdning Bs (4] and (5200
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wihemng
.‘:. =My, -I:. [ES]]
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Moy WS 0, == Ml

In these aquarkons, the frationa] daivaive operaar 259" ik
detinsd bn the Riemann-loonils sende (ddham and Spanber
1974 ] ard & ks the & e abouts S0 shan order. The Sra mona | wa e
b, By (53] et e omian dynambc charaemeohes of e
el LTS (TSN

Whsn :;—-Dhﬁ_ﬁ.lidrtq.uimhamlmll:hmh
e and WhEn K - 1, Th e i b o ined | D
ofi Sie non-Aoant Lw o CHOmness OoREETUSYe S mo )
whibch was defined by Then et al (2008 25 monmal difushon

T CocatiPaa o of e 5. [ 500 ks 0 it o e Ca i e Las-
shca | diffuhon equation (B (4.5)) nepresens an eguathon of bal-
anoe o be e Canegnricallly and bn Shis work it ks not propoced a
rezedificamom of this - Thhed: IFaSUTN o WAMENT L' ks ecadi-
fhed (B (5 2]} which oorehiers the fooorional neaxasion Sme. The
T NGO Iy ST o "ot ches e traps (ina
gerwnl imepretton) tha delay the pambdes moee and tho
nmmdune eifles inho the Mothan, without Jfiecmng e
jpartiche oo Bon. I & Imporan 1o nole Sata dhange n our-
rent Lew such 35 ¥ m 00T, mean 3 jussf carbon elaed o e
[k ¢ CERa B ] furghe T Expbaned, b whis b not S cae
o w0 this whark cnly shows e memory eflea & intodooed
2 g T i L

Thee 2 meam abouss i fuchon cnder & can b ol ined by NPP dam

Demrareied Flucmasen Andysk (DEA] which bk 3 medhed
Baeed an the @ndom walk thaory and was Jppliad 1o 2 mewmon
power signal o dhe Fommiark sabiliny benchmark (Esplnccs-
Parades etal, D0E] DFA B a scaling mreehed oodminanly Lked for
e S o -sange coamelahon Bn non- S Sonary Thme ek

S lar e havee e cuir caneshiaring thar all meamars in
S rea oo e e Saumee spead. Howewar, The neumrons in 2 reac-
o e @resnghe s spanndng dhe enerry ran @ foamn 10 M S down o
T CLOA @V anedl el TSN L (ST NGRS SCTRONES Chsper TN oo
e inchdsnt nennan energy (Dudemtadt and Hamihon, 1975}
Thsn, a e malicrhs mraamment of the nemran snesgy Gepen-
dence, the multi-group i fushon fraoional sguatons was -
(pocked By Explncas-Parsdes etal (hO0E)
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I Do in Section 4.0, Howewer
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o due oo the frae rran pash of the eSO
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Mo helean Shather Py digua Bons hawe seven] shomoomings it
s undcubedly that since the Hiysaka and Takeda (1565 study
O e MeRUNTON Wl NOPETAEEON WP D Il FECENT MR nches
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T Dehiavelor of g s e o oy C om e s e, a5 was dis-
cuised prewhoasly and It can be bt esmimnared with e fraorhonal
e o ot @ ey o (Eg. {50 1) o it i-grop & fe Ty S0
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S of I gnitde of et bangth and e scakes

W' soumned St e Siffion peooesoes ane camhed aut exclu-
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r:ﬁx:-:.f‘ .#4.1&— 5—1‘.£+W}£+r"$ &)

which was obiingd fellowing S proosdone of Expinoes Panmds:
o al (OS] Le, the oparator divangence b appibed o fraotbonal
cofGmtote Liw for the neoton @ity coment (g (52)) and
e resuli b oom Bined with e diffocion eqoaion (B (31)) & &
Irmmmrﬂlwq gir, o and 5= 0}

sounce wrm 5 B geen by (Claooone and
mﬂqlﬂ”

= {1 - P I+ i:.i: 52|

it e fim neem on e right shde reprecents e rane of oo
on of piroimpd. e, wihile e saoond Tenm k the toal oo of
Sonmation of delayed The darcsity rimbers of these £ pre-
oorseds am abe a fonction of positien and time, Le & = E4r.0.

Sutectinting Fxy (5.2) inao Eg (5 1), we obain

1
Sl e rmen -k s 12

T A
=1 — BkoT, — Lié+ DT + ii‘.+ r"i(:. %)

63)
Acording T Qassede and Sesoncke [(1981) T can be replaced
by —Bd, wihere B s the geometric bociing. Then, the oo
SYLATCN C3N b Wi as:

e+ 15+ (1 B n T 12

=Kt Phta-& ""ﬂ‘*E’-ﬁ“‘i("%) &4

hﬂknplhnfardt.amhﬂhﬁdbﬂhq:uﬂllmha
Hiniite e i, MW WTRE @ aned O 25 3 piroado. T of tei Nonomors
(waslakdes 2epa ragon|,

&= plligir) 5]
& - cinn 6|
MﬁﬂBHMIMHmwM
st condithon of S diffagion

expresshors inan B (64, heads 1o
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r‘%*l.a. N | _pﬁ_ap%%&
-1 X - L _m:pmui;r. +:"i{1.%:]
167

e 0 | S I e i Shrnpdity e b GOITON W el
et b e finimor: |G LT and Sesarche, 1581, Lamarsh
e Baaranta, 000 o ECeshon e, Ml o DR ITed, MeSOOTIT STe T -
amen  thme, effeciwe molplicigen faoor, and maceiny,

U= 165

m.(:ll’a‘] =5
.’l—ﬁ (1)
ke _ﬁi:' (&1

p-‘_"-&’ (1T

'I'I'mﬂuljttl'a:lhulmimhlﬂ e S b gheen by

d'n 1_ -]
.w e
L E.u:.-a- E‘E{J. ?:] (613
W £ — 0, the clagshe equaSan | recoversd, Le,
-ecky +§m {614)

& L Compariion beteers fractond and diecshonl eqeaarboe

A guitk codnpasen of Egu (E13) and (E14] shows tha Eg
(E13) indudes durae 2ddiSonal tanme with Espect o S dassic
LA o o T, St ol e T

(e

(2} E8 and

(#En

Thee [plvysical o e MASITE SUTRESTS That for sub.ou -
Tueshon parcaess (&< 1), e firss tenm haes an bmposant oonrifauton
far rapid ch i e e resity [ Boir exarnipde bn 2 turbde
irip in 3 EWR nucdear power plant (NPF ), whille the seoond tanm

manmcmmmmhnm
Lo ey slow, for
II’Fl'mah'l'g; pacsr il ool it
irdll rod cdriwe The Sl tenm Debooimes o Inpoetant bn oo
caees, for ecam phe when the neacor & in shondown peooess, abo
it ool S o peartant. 1o understand the processes bn aonebsramr-
driwan sysem (ADS ) which & a suborifcal symem ¢ harac ez
by a small fracgon of delayed nennaes and by 2 small Dopplsr
reactidty ool chant (Feanag and Secimets, TO05)
The nezt @i of Tanmaon of e pracurssr of delaysd meons
carmesponding o the bh group & gen by
%:'—%I—J.f. {6.15)

wwihamne: Shils eqpuathon was dereed corchisring thar

%——.ﬂi_lii—lﬁ E15]
along with Eqs (65) and (S6) The first and second TENms on right
bl of This equaticn ane the rane of foemaSen of S precosors and
radbnactiee devay of the i grop, Nespar Ty In e Synaiorns ¢
rispresene the toral Soorhan of Gelayed N Uma.

Ramaridng, By (513] and (& 15] represent the framioenal mash-
oS 2Tl ieceed TR0 N e IO BT RO [PiCeSE s B e -
ar neachar and dhe delayed-neumans peeourser of e it roup,
e el

7. S0 ution procad ures of e fractional guation

Thet miw mrericall ajppranimaon of the soluson of e fooknal
PRIPC e i ooV et ety i e rinarve rCal Sodunion of Nirerar
it fmo8onall diflemnal squasons for sETems of sgua-
e (Edwards et al, 2000, The Sractional kinerhos moaSe] can ke
represenned a5 4 ool high-arder lrear fracsona diflensn-
ol egu arian, wihich s caboulaned By wriming the probbEm a5 3 575
e of ardinary and fraoecnal Gifemnal aquasore (OFDEL

ek TN Ol -STNCED o e L] M T it T ool P
L SN 2 Endtil Conditions ane @ven Dyt

Frocsoma paier kst
- ﬂ _P_ e
;-#”4.: [_|. t-l-..l'.'-l-l:".l" o.n
Al = A, my
\Prrovmas Do i
%—%-_I 73
ﬂﬂj—fn—‘%la. 74

The initial condithons for fioofonal mods ame peesensd bn Appen-
daix A

[For el gy e ancdmia bouss Jifuskon onder (), S Dennand-
ol [Flucmiason Analys (DFA ) method can Se applied o the me-
wonks signad of the MeQ@ power Fafge monioe o the MPP
(Expincsa Paredes et al, 2005

7.1, Probieuleads s om frantbwead cabrslas

In this Sa0Thon, W INTISedu e Mot Sodes, S findmare, and jprei-
minary faos wihibch am ueed bn the OFDE probbem
Thee mopic of the fractbonal calculus hus gained coreherabbe
lirrapmairia mece: churing the past Tend decades, imainky due o s applic a-
Wl i deeree felds of schence and on gndering (&g, Schinebder
andWyss, 1985, Millsr andRoos, 1993 Samko eal, 1998 Benson
o gl 00T Mferaber e KL, 000 ; B esarneer e all, 000 ; Hiller
OO0, Ml e al, J00E) The advantage of the fraosonal cabouls
s tha frambonal derfadees poowkde 2 desoiption of memorny and
et ity proesnmes of warksus i werkis a5 processe s
The fracgonad calculus bredves diflemm definiions of e
frac ool oo o 6 i s e e i n-U ol fracybomal Ge e
e, Capauto S e 2 mountonhers, such 25 Grireald-Lenilce
dertvaie and Riec derhadee (Oddham and Spanber 1574,
Podluing 1999
Thee R nn—Liowdl ke dafinition of fraoional derivaies b
S rend i
. Fald I &= PE
ﬂ“-p:l]-T-mm_ ?Jlr, gﬁ—dﬂ_. —df m-lckem
75

e g b 3 poaitve nmeger and s — a0} ks the gam ma Doncson
whaee argoment b m-x. The Coponls derivatie B Gefined

[Pk, 15595
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"d‘qpllj—'lf—ll:‘ti'l—. ! f—ﬂ—ﬂ. m-l<k<m

T — 3 Jy "__{r:n ]
{7a5)

e & w2
The diffemnor betasen Soth definithas & ghven by e agua-
thon [Podlubany, 19596, Hiller, 2000}

L.Eﬁﬂ—hﬂtﬂlﬂ—ﬁLﬂm, m-lexs m

-+ 1)
{7.7)

In this work we omlize e Cipow wersion of e fracmonal
dedivatie gven by By (7.5) which enables the inifal condithons
in mher sarme foamn a5 or Gifferenmal eguarhons of InTeger order
which allows the (FDE syaam 1o hawe 2 onbgos sodoton [Bd-
wards of al, 2000 Fontermose, fe inimal conlithon ragoinsd
by the Capote definiiion codncides with an bSsntifiabde pheysical
state

g mding 1 K bt nn— Lbosursilhe chefinduiom o frac mona | deri-
amwes, e bndtilal ooeediniore 2 e s G e s st e spec ifiad
in tenme of Sracsonal integrals, wihich b5 o Com ple To SewEr-
7 e re S peTy CapUm Wi

For oo Gealls on fooional dervathe comosprs, defindsons
amd properses, see (eg, Obdham and Spankec 1974, Miller and
Roas, 1993 Samko o al, 1998, Podlubny, 1959, Hiller 3000;
Lz crpreshol aned O esheldald, 2001

T.Z Naswe o algnriies

In ordar 1o sokee the fraobonad aguabon we e e mumerkcal
algurintan gheen by Elwands o al (2002)

In Corder T SEplily S e an, the diflemin ] ope oo D B
e instead of . Then, the Systam of guaSors can e wirimen
in a Mirear v bE-aenm fracmonal Somn ol

Fractional padet ke ges

e e 0 DR R = BT+ DcxEl (TE)

(PR OO S

DC + T - om {79)

witasne e ooachants of S alovwe g Sl Jme:

q—% {7.10)

1 -

2 - H.a.“; 713
1

B {713
i

- {714}

by=i {7.15)

It s imypor ot toconsider Shat the fractional operanrs 0FY and 0
am defined by Eg (75}

7.2 Redsrshon of the prodbees fo o OFDE Systan

In this secion we oorwe the prablem ino an OFDE sysem,
each o wlith an cirder ar ke moat of S unity.

Fodicrming the proosduns gheen by Rhwards etal (3003 ], wede-
fime a charege of warlales regarding the crkginal probsm:

Focsia s Mk
mi) = mii) 718)
xlt] = DFmif] = D% a7
it} = D) = Dmy 7
xt} = 0'Dm{f) = D""'n{f — D°x; 7.15)

Procarn ComneRET O
¥yt = Gt {7
yult) = ooy = o )
Fyitl= DCit) = ¥, F-x)
The mnadhematical egpressions ghen by Bgs (7187122}, can b
u.puﬂtdham-nhmalﬂ:us:

o oo o o X X

D ooo oo offx =

0o oo of||ln|=-|n et

o oo ofofflw ¥i

0 00 0 of\r ¥
e

¥ I
n=-3 an+3 by 724
=1 il

Fi— @y — Ba¥y 7.z5)

Thee e &, ks cbtained by subostusng Egs. (7.16-(7. 15} inte By
(7.19) while ¥, was obmingt by sobostosng B (7.05) and
[7.20)into By, (732}

TA. Disoregizache of the PooSowmnd deriash s
Ini onder 1o disoresine the fractional desvarive, Edwards o al

(2002 ) s he Dbl s methad (Diethedm, 1557a50), which &
ol el a5

n‘x—%(g"m.m .+’1.—°) 7.26)
e
o = k)T ] 77

wtamr b6 thee thoves-saep sine, T -} b e gmimeria Soracshon i
angument ks — a5 % ks the inidal condifion, and Teng, .., Segam
ooraclotion weights defined a:

-1, forp =0
"n:,.,—izp"‘-qr-u“‘-qn-:u‘ S Rrp-1Z-- -1
-1 — -1 ",  frp-i

(7IE)
In rclar mo Sieoretiine By (71T we appy By (7.36] with X =,
o _%{gtﬂhxu rt EE‘J 79
Thee aiecadl v by Ewiards et al (200 ) condisers dat
iy _IE‘Wu r"'r—:.g {730)
=1

Mo, sobtituting Eg (730 inte By (7.29)
o _n]r—r‘m#’u"‘f\l.l 731

In s ayoason it can be obneraed dhat
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E‘Eplu r—E‘ﬂﬂlu p-_‘l'—"'llllll {732)
- =]

Az OFxy =g, (g (TATH, we finally ger:

ay _%Fﬂ'ﬂﬂ'u +54 (733
Micrm, sodwling o 5; 5

Ay _"ﬁ:l:h — o i {734

Comisining Ege. (734) and ([ 730), we dbiain
i
SRy — e = E‘ﬁ..ﬂru .4-!?" {735)
To discmrize Bg. (7.15) wie use the Tapezium mbe

k
Xy =Xy I+E|:':“+:':“ i) {7 35)

B, Wi arc e N Similar Sorm with MEspecr i S racature
e in Eg (7.17) Le.

Sy —xy .+;n. i {7.37)
Sobaitotng By (737 )ints By (7.35) we hawe

Eij _5h+;5ﬂ.| {7.3%)
Mo, scbving for 55,

Sy=ay —;nu {733)
Miorw!, Comibining B (T35]and (7.39), we hawe

2y —;:I:L.—Jru .+;_::|. 1 {7.40)

T, the discrasized fommes of Bgs (7.19) (7.20), and (7.22)am gi-
wiEn By
SR B+ ¥l = CRG R+ O] — R+ Sy Py

=¥ Ceogmy ot e 1741
= =
Ty ~enary = 3 S, p+ 22 (7.42)
=
bkt agk k, '
ru{] —T:]—TW--—]M |+i.m”l_h:r|||. (7.43)
Egs (F3SLITAS) (T4 L[ TAZ]L and( TAZ) e

Tanm of 1 OFDE e for fractional poing e Sos and peeoorsar
RN o, nesspeot ey, Thesee: et oo bn et fanm ame:

gy "H o o o \l Il.ﬁl
1 o 2 a o i
-SRE SRE —FRERE ] SR “bs | | =
] o o — ey ¥ P
o2 O o 1- k)2 0 ¥
L
5y
= 5 (744
EII
Eh
was

i
il_ztﬂrﬂ'ur*? 745]
=]
[ ]
Bi—=%; |+i\1'|| i [T.45)
i
i = 3 e g 747)
el
: Fin
Bu= ) Cepyp+ 7=
el
&
Byi=Fi4 |+E:W|.| 1 =BgFy i) [T.49)
& Sl s
B.1. Iegdemnasamichyn

In cader o analyse the efeo of the anconal s difusion ondsr
[ e i il o e (£ i el I Wl o el MR UFETGN -
ity e numerkcal moadel (B3 (7.35) (7.49) and (T41-(TA3R
oy (v et e o e Soduan &l sl Son 66 a oo mencial
COITpUTe program MATLAE®. The Gausslan eliminaion meshod
wis a pipliad to brresnt S e g@hven by By (T.44)

82, w5 v bekoird caradich

Thet mchear paQumes ehd in this stody wiane dxtained from
Gnard ared Allsn (004 )

A= D00k s
1= 00004s

whsne £ aned & ane presenned in Table 51, and the valos of param-

e | wvas et e T G amed sl [ 1SS )
T lndvial conedivions ane:

Hp=Bp=1

Hp =0

np =0

Fip — Cp — 431588

Fip =0

e Oy = B
Tnnheese Enitial oot it hawe b jred il

o Shnpliciny purposes.

Tabia &1

R delayer Frassiom and devay aemeares (K and Slen, 3041

L] T

(= B LN 0oz
Gmap 2 iE1-4E1 0.7
Gmap 3 QI 16 0.1
G 4 LN o0.3rn
Gmap 5 OIVEE 1400
Gmap WIS E 1.4
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B3 Srabilly orise sy o Ramueiond EpEriv

In onde 0o doneine e racSona Ssratve of e NPK
madel the medhcsd of Dixhsm [19Fa5) was appled The
mumierkcal srabhiliny o the divoretined frambona] aguason i ono
yer clarified, especially its application in nudear soence Then,
the stabdlity of the fracsond NPK mode]l by dhe Dfethede
shame & ireestgaed The sabiliny of & numescal soheme
b emimansd and e srability limdr of the ome-oep s (A B
demmrmingd for differant waloes of e Jnom alos SETERN order
(&} and of S relaagion Time [l In onds o obtaln & ke
soluthom, 3 set of thme-step siaes wsre choden by il l-and-annor
for diflerent salues of & and £

A s off VLT ] A T SIS WA TR O N S 1D
gain 3 e onderntanding of M dynamics of S fractiead
NPE model We conidersd threr cases for £, spacifically
5 105, 10 and 107%™ Far each ¢ wie corasbiane d four wal-
s o A inam oy 099, 05E, 097 and 055, aned foread b weloe of &,
w established 17 wbees of the Sme-sep sine (&) such Sar
0L o ol 0255 Tl s milamhan mme oorcshdemed wias | 5

1 e Tl S 0T ST e L T T g S -
than 27 are snoumiad Le: X =By= 1, Fp=Gp= 431588 5, =0,
K= 0 and Fyae

The stabilivy oriesa corsidesd in this work b nelaed with 37X
of e milaive SIr D By = 1 a1 15 of S il Son:

mgF;T'*!,Jm (21)

where B b the neowon density calcolaed fram the fracSonal
ezl

INeumonin density (normalzed)

B4 Smbliey resuls

Fig. &1 shows the newmon ey behaior with =10 %
anid &= 09, o i e ne el 0000 & 05 5|, where sach gra-
[phic ¢ arrespereds 1o 3 walee o b

It can b oldaread in Fig 51 Sar for some of S values o &
o STk cameees 1o a walee egual © 1 (dached e
anid o SO T T e o & i AEEEs mowing away fram e
epeoed walued EBy= 1. Then . W CEn sy Shat e
miimeerical sohesme Sor the sodution of the Tooianal MPK o]
for %= 105 and k=059 | 5 of e simuliton itk sabie o
thrre-step slres Bbess than Q0035s beacase ghe neamon derciy
ol MR T CONTYR S A e e Bk (DA 3 e -
e podnt of e ] Howewer, aoodding with the: sty crineriy
the relatve &or k O75E fr d Sme-aep s of OD0SX55 and
LXK for a vime-ahep size of Q0155

e walue of ks bess than Q00355 thee e o de ralny S e
o conwenges in a3 darnped ST A o derailed analysis shows
the fllowing Qlng as 2 mfeence the cune given Dy
R 00O 5 Sl i oo e e e Sy e Wt o e TSl
T dereity b damiped and the ampliode of the il b
e asing with J deseemin sl feguency and dhemione s perksd
Miovw B wee BCCUE U JIENGON BN 3 Giflerent curee, & Bas San
Q02 s (eg, b= 000I255), we an obeerse Sur the codllaton
amplimde B M Mast Sun the ot SGr Conmspends S
Rw 0000 5, whille e parbcd incmases In paneml B Can D ob-
serwed S for Sme-sep slres orer Q000 s dhe caclilason 2mpll-
e SRS 2 e e ced of Coecl Mlamhan Enoreases.

g 27 shows the meumon Behawior with ¢« 10 %F
and i = 0SE, ok bn 0000 £ QX5 5] Whe e 1 the S wor

e (g
iy 1L B o chevm ity Bebuvine Bor 7 = 107 and = 0,56, for dilfersor valum of & Sms-a o nioe [ beowssn 00000 md0.25a]

E
E
=]
=
=
g
E
5
e
tirme (g
Wi B2 Pl o devmity bebuvior for 1% = 10 'f.lﬂr-ﬂﬂ,hﬂhr.:m- of & cme-atep o [/ etwssn 0001 mdd Za]
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oc chansity {romaized)

|t 04 8

E .wr—on.
el n=0 03125 =
e 0 023 &
sy

o0 o

Pig A1 Newema dem by bebuvioe e 1« 104" ;nd x « 097, for

oIS

Nautronic dengity (nomaized)
=4

02 03 04 03 06 O7 OB 0% 19
time (¢)

00012 and 0251}

NO0d she2 08 »

P 8 A Neusron den gy bebuvior foet™ « 10 4% and x <096

0001 md 025}

i of “oep 130 (R

125
Fis
g s 0001258 petic02s
§, 110
gnos
100
£ om
g o8
2,

04

05 08 07 0B 09 1.0

time (s)

g 88, Neema den by hefuviee for 1 « 10 42 md x« 096 for &« 0001 ¢ 000 12%, nd OO0 ¢

of e cunves am very similar to the curves shown in Fig 21 for
K= 0599 However we ientify Sut the numerical scheme for
=10 %" and X =058 & sadle © Ime-sEp saes less Ban o
equal © 0.0k whose migive eror i 15X Thas for X =058, the
numerical experiment allows 2 time -step size higher with respect
10 S case far K= Q99

g 23 shows the neuzon tehavior with = 10 “*
andx =057, for Ain (0001 5 025 5} We ddserve thae the bedavior
of the curves are vesy similar © the cuves shown in Figs 8.1 and
22 forx =099 and x « 0.9, respecovely. For tils case (¢*=107%*
and X «0.97) S numarical schame & suble for Sme-sep sizes
fexs fun or equal 1 001 5 whose milahe error s 032X The ame

result wasodtaned with & = 058 but with 2 mixhe aror egual ©
155

For te case %« 10 * and x =096, Sor & in the Sme intenal
000150.25s] the anaysks & wary camplex as shown in
Az 242 Then in arder 10 deanine the Sme-sep Bmit whee
e numearical schame & stable, we analyze separaely same curves
of this figue a5 Musvaed in Age 840 and 8.4c

Fiz 54d shows e neuvon flux betaviar for Ae0001%
0001255 and 0.002 & In this figure for & «0.001 5 and 0001255
We can dhaerve at the osclilagons exhidit 3 divergent dehavior
For A= Q00235 the cacllagon ppamntly maintins 3 constant
amplisade, bt 2 denallad analsls shows tha Sowly diverges
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Themiore, we estabiish in good 2 ppeoodimasion Thar the nume rical
wheme Gnot sudle ¥ 000Is S A5 02 5

Ag. BAc shows S neuzon density behavior for ¢« 10 %%,
K= 095 and k « 0.5 < In this figare it can be odsenved that the
osciilagon amplitude i constant Sor an el paed time @eater than
055 Despie of T cacllanvy behavior, which rem ains corstant
around the X peak1o paak ander this conditions it can be esubd-
lished tha the numescal schame is stable for A« 0025 5 with
*=i0 % and x =096

Accordiing with this analysis Swe num eric scheme for € « 10 %*
and X« 0596, Laadle Q00255 5 Ay 0008 £ The reélagve emoris
091X % ke Q0255 and 03K Sor A=0.0085

Neutronic density {normalized)

Fgas.5-85 show the neution density dehavior with ¢ = 10 %
N =09 e 058 N =097 andN = . The resuits
show hat the amplitode of the osclllation far the cunves when
©* = 105" aresmalierthan the anes with there sulss obtained when
£ = 10 7" (200 Figs £1-84) The suadility msultsae resentad in
Tdles2

89-2.12 show the nenon behavior with =

10%" andir K« 099X = 058 X « 0.0, and x = 095 These figures
show tha the caclilanry dedavior gracscally disappeared Other
duQaerisscsof e mault odRingd with Siese nume sl experk-
mens i thar S soluton converges (consnuous Bine | very slowly
Gecaying.

00 ©1 02 03 @4 05 08 07 08 0F 10
ame (s)

T 5.4c. Newsmn dern ty beluvioe for 1%« 10 40" and x « 096, wih & <000 5

&

Neuironic density (normalized)
B 228 8

00 O0f 03 03 04 05 Q6 07 OB 08 1D

T A5 Newon degoy bduator a0 3 fnaon of S Be 1t « 10" nd o« 099 for dfoser values of the Sme oep 23 (A beowewn 0001 3 and 025 1)

or
108

Neulrcaic densty {nommalzod)
B

i ARG Neurmn dmtoy bdiator 2 s Anaion of sme be 1t <10 ?ldnmn‘hv‘_dalwqumb_ml 2and 025 1)
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‘,—M&l
-;".-—mo?ﬁt
S b 0175 8
e L

- — ) 006 5

Neutronic density (normalized)

time (s)

T 5.7, Newrmn dm gy b ator 21 2 Anaton of ame be 17« 10" nd o= 097, fo valim of the o aw (A 0001 2 0d 025 1)

1or

Neutronic cansity (normaized)

n'o of1 0'2 OtS (l'd Ot& 0'8 n'r 0:! 0'0 12
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of the numerkal scheme %or t*«10%%, F=107%" and (Eq (B2%
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sty takdng brmo acocunt S bnfl usnce of the ancmalas Sifukon
order k& for £5=10% with k= Q0055 A observed in this fig-
wre, for =055 S neTon reaches a higher walue (or
jpalk | with respan oo aber values of & geaner than 0596 How-
e, for & =059 the dacay b shower with mapect 1o ofher walues
of & bess dhan 055 with referenc e o the 05 5 of shmulagon. The
[phiysboal brmenpretarhon of the mesulvs bredicaes thar ohe sub-Jilfu-
shon process of the namon B “dower” for values of & greaer
than 056

Fgs 5 14-217 shovw the behavior of the newiron ety for
wariows walues of £ oonsidering & a5 a o The Gme-sepsize
uthed for dhene rrmerioa ] exped mant B k= 00001355

fior € = 107%™ with & =0.99, which i damped with e elapued
e [ e coompa pe this Betha shor with mespect o £ = 100 %5 and
£ - 10T, we chaeree S Sollowing Seamims: (1 far e = 10 %F
e Behashor ks oncillanory b with salues omall e than £ = 1075
(2 far = 107" the cacillannay b wbor pracs:ally disappeas,
(35 Thee i plimede of the firsh wasee & greaer than the ane: oonne-
oS e 10 and £ = 1079

Rga 215817 (far k= 0565, 097, and 056, mapac vy | edhi-
o e hreios shmiilar o that presoucly desoriad (Fg 2 14] Hos-
e, It can b obmareed thar (lor ¢ = 0% and £ = 10 %% hawe
higgher freguenches of cadillason and higher amplinedes respec ©
results obmingd with 099 For salos of 5« 107%F for all
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The compa gzon of the fracrional maded with this 3 nalysica 1 solution
allows 10 establishing S impartance of S fractional terma
Resu I for ) = Q003

Fgs £15-820 show the neutron density deh avicr in an inser-
tion of positive reacivity, p=0.003 for &= 10°%% 10" and
10 ¢, respectively. Each of these figues is plozed for diflexnt
X values and e analytical classic solution gen by Eq (82) &
alkso plomed (e domed Nne carresponds 10 S classic NPK oqua-
thons whare  «0} in arder © esabiish the sub-diffusion efecss
of S fractiondl madel

Hcanbe obtenved in A 8 181ha for ¢« 10 §* the sud.aify-
shon eflects are Important $or X« 0965, which can be inferred be-
cause it shows more diflerence with mspact © the analyscal
soluson. When & — 1 S sub-@iffusion eflects are practically ne-
Fhected, specifically for X = Q59 the tend i very milar to e
classic analyscal solusion. This means St the terms of the d Ser-
ental gperarars of fracsondl order do not conttate 10 the dy-
namic descdption of te neuzon density In this figue =

0.0653 it can be odsesved an infledion point and X
05 5 2 oriscal point. A 0.65the fracsonal made] chan gesthe tend
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jpresenting n some cases show growth (e 056 and 099) and 2
sl s liree bn cneer [ = 055 and 097 )

For £5=10"% and = 0% (Figea 19 and 230 mxpec-
thaedy | It can B obdarved Shat e sub-diffecon efeors ane small,
e Buesem Tior £ = B0 57 I ol o ooy e s o i wnas e
exaary o pbot 2 small scabe graph bc(Fg 5 19) Mow, for £ = 1079,
e Sa-Siehon efac e 2o neglaoved for Ol walues of & 35 shown
in Fig 530

Resultdor g = — Q003

Figs 8 21-2773 show e meumon danciny D shor bn an bneer-
mon of B negatve = D003, T £ w 10 %5, 10755
and 107", mapantively. Each of Sese fi guresis plamed for differ-
ot e s o g, e b ol sl i Bpthea  scdursl o rheein By B3 (L)
b alen plomad (Sw Saed lne conremponds i the dasshc podn-
ooy i e gy mon wheme £ =)

InFig E20 it canbe dbaennedtha for ¢ e 1075 the sub-oiffy-
shon efiecs ane impartant for all of & walues, which shows appne-
clible diflemnces with respeo o the analyscal sdobon A
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ajppradimaely 0455 the beboebor of the neuron Ssniny of the
Tmorional o changes fram 2 rndndmmum walue D 3 ey Sk
Incmment. For £ = 10 *"{Fig. £22)ithe sub-diffucion eflecs 8l
[eresalant, although i el b beks NESpact tocaee for £ - 10 YT,

Rrally, for £%=10"%%, e sub-Sifucon efleos Jm neglaced
for all salues of & (Fig 223] Hosewer bnothe dasshs analyrical
STt i e Mol AT (TRt B8 ey s 0w, wihilhe hatt th e frac-
thoinal wracelell jparactheally mmabnta e & coretant e from 07 s o
e e Of e Shrrvila o T

5. e ol s amnd remarks

Thee ffrac Sonal MPK model, Eq (1.1} for the dynamic Sehaior in

2 e T N Wi s frodm the franvional GRS agu-
than, By (50), whose fradiona corcitutve squaton, Eg (52),
was corshiargd The foosenal model et e maln Spna mis
«harac weststios of o e mes o moanion bn which e nelaoo Son Thme
agpociaed with a rapkd warlagon bn the neumon fhoo oontin 2
fim ool exy 2 of i nuchsar
et i 5. Tihits o hesmia e al e e nita Son oovsers the full
of e ik Beburwlhoar fomami 3 retarmron ST oekon agua -

thon jpodnt of whew, Le, s Jiffuecion (Fickan ajppecodima Son )
ared sul-difuchorn e oo ronFhciilan a ppracima Son or fraothonad

el | The 5o opee of dhe Touorion al Giffush o e
mm;lmam-rtE&:EﬂInfmwnlrﬂs,Eqa
(5E) and (5.1T)

The fraoional N mode]l containe dwee addigonal menmes
reganding dhe dacchcal modd containing fraothonad derbeariees:

[I}ﬁﬂz}fﬂarﬂ[ﬂ%mmmyumum
e fimctiian al relocarion time € b o the arder of 105", & was
S O ST Wit DesiSC al & XD TS Bn thiss whodic

The procadune: of the numeScal approdimaton o the 20 wbon
off mhe Srammicnal MPK mode b i i Dl e 0 e
mﬂmﬂnal[mhmmlmwmﬂl’b
wiboana e aced s e s hesd amed 1
mmncﬂnnvﬂyﬂnmzmm
oy Dbtz | 195972 5] The Bt of @m e-oep sine of the footkanal
mimeerical schesmil for Silemnt o of & was obtained (s Ta-
b 51 | Tt Stabiliny Cbarhon o insd i B wed 1o 2% of S rel-
awe earor ar s of the o apesd vime of sim olabon Far e mmpbe or
f—lﬂ?ﬂx-ﬂﬁﬂlﬂﬁﬂwwmmh
s DUODERS 5 with a relaer enor Q79K and far = 10 %" de
time-stap sl found was ko OODF0Z5 5 with a neagwe enor
2%,

T mmerical Eoperim and com parken with e ol
analytcal soution Sor Bath positier 2 g e reactiety S
were cambed can for different walues of the fraoional order ac
The resuls chtained for the poxitive reacthlty sep shown tha
the fracmiona] s o e Sub-Gifecke SEhawor ane
for £ 107 (Fig £ 18] while that far £ = 10 the effecs of
e dracvional esha Wor are far =095 097, 058, and
094 (Fig E30) Far £ = 10 appmecia Sde differenoes can D o
aarwad with mapad © the dhsch analySoal soluson and for
£ w1075 e mend b similar o rhe ¢ L olution

The results for the ne@mwe ractvity step for 5 =10 %
shoratn That e Sub-Gifusion efleos am Impartant for 2 walues
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of & whibch shows appneclabds Gierences neganding e ol ssk
analytical soluson. Ales we found that for € = 107%" the effecs
off titet Sraceioanal BePurior ane meghaonad o

I ks o e e e 2 Geailed of m NPK agua-
e, Sncagghipa pesrs pat kbt sinece 15u00up 10 2010 Thils review
lela’s ST e Sratiodial NIPE rrcael dhe e boied aned studied in i
Wl represents d ol pacpocal whoce i, i coild e nhe
ot AT oo Gy STl il ity el il el O -
ol oo ypepilbcamioares i e s A SchEneC
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TS T 3 Chear @whde i Thar the Staredard Fack"s Liwg reads mo b
rresdifesd. In Shis Wk e non-Follan Lis' Sued bnonhe frac-
Erial imacetial wa s piropeced in ok work (B (S22

« Thet pihysicall Irnplicamors: of the fracmonal mods b Dasad in
whait e frachonal derivariers am henaditary Mool pocse S5
g 3 ol Pretneciry o PulsT ST

o The modifi ol constio dve Liws propoceed in this work allow o
o the soape and o bmprose the clisical diffusion theory,
e oty W0 ST W MWBUTIC T Fechant Behurhor in Righ by
et e uis o ol gurarhon bn nockear reacnars, in poesens e of
SN I SIS 3beearieers in tihe el comvrod weds an d s boal
shibm in e conlant. Mo, Nespact 1o Srpecring the claschea ] 95 -
Sussiodn thenry, 08, Wi Iran thar the fracmonal model for -
won dffusion can Gmpecwe prediosors of e clesical
Affuhon rrcede] aned presurn abby bn sorme Cases ot e shendlar
o e o pilicar e ety of TG Repoa.

« The malin civjectiee of this wosk ks 1o obGin a reduced modd of
TS e hes aned o e Thaory of e Sifukon with 4
Framhonal ¢anstivutve Liw. This mode] resulis in 2 fraoionad

lcireeiies odtmain ol e o ko S ary using
alll e Sl QT SnTE.

 The By (5.0] cam b oorehiemd a5 the franbona Telegraphers
e Bon. The Classkcal Py aguators hase seven] shomoomings,
oo i 0o s lmimgon bn e physical desoripgion of dhe
remnran field Nonedhelss thar the Py aguasons haee sewral

it & undoubadly that since e Hajasaka and
Takeda [19658] soudy on e P T D
e EECENT Researches of S Same (Duilla et al, 2005,

Duilla and Rawemin, JO0E Helder 3010} k& a wery mporant

approach peL inthe anatysis of newmon pulsed

erperiments and the Jssing of Acoebsranor Drieen Sounos mow-
adays wredsr study

In sumimanry, thene ane many Inhanesmng prokbem s Do corskder
under e podnt of wiew of FDE, e challange k S, how' b
et 1o oomnpane new with old paradigmes 1o apply the st
et n et oracecelingg and shrralarhon of dhe newt @eneirarion of nu-
chear reaoors. Foreoomiple. A further conmribution & e sy of 2
M uTon propadahon prakem and analyse the waee front moon
DR G T R sy g

Adion owrled gman

The anhos are gaeful for e reerses CoMEmens on i
work, which aBowed o establish with moane clarisy S physical
o e metw pum iz paresentad bn thils wodle. Special
thanics oo D Radolis Vaaguez-Rodaguwes and Dr. Francc o Valdes-
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finanda | support alkoeng the Lt en years Srough Sillenent grans
far research pacjeon.

Appandin A Initial comditihon s for FES

Iin shits weoi, wie weed frac Sona | diflsrenma l egua Sorns FIDE] in
e of Cajpans definition [ Paflubng, 19990 A rpical feamure of
diflerential aquatorns o dassical and fracsonal & the eed ©
s iy 2 chelimhomna | oondinions in omer 1o produce 3 unbgue solumon.
The initial condithans raguined Sy e Capuno Sefinidan oodncide
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DL i — D Taine) (A3

e Oy ks e resmron Aiffechon oo bent and £ Bt el mon
me
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I e e Coripdy wiiih et ST G Endmal coreinhore [N el ot all,
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o) i —FJ] dEmit] | duit)
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2] =8y [LAF]
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il comdition, poosided ST -0

Thee jpibysbeal brripl bearbones 2o Bassd bn the diflemnoe Defwasn
cdinary derhatves and fookonal dedvah e, tle crdinary
derivahees am  point funcSonas while tha of foobkonal
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