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Resumen 

Tanto en el mundo natural como en el de la ciencia y en la tecnología el fenómeno de la difusión 

está presente en una gran cantidad de eventos. Para describir los procesos neutrónicos en 

sistemas nucleares se emplean teorías tan complejas como la teoría del transporte o teoría de 

difusión de neutrones, ambas descritas en el espacio y tiempo. Este tipo de aproximaciones son 

aplicadas para el diseño de reactores nucleares comerciales (ej. BWR, PWR, CANDU, etc.). 

Donde el detalle de la distribución neutrónica en espacio es fundamental para establecer la 

estrategia del quemado del combustible nuclear y realizar los análisis de transitorios e 

inestabilidades. No obstante, el reactor nuclear ha sido diseñado aplicando el modelo puntual de 

la cinética neutrónica, donde los fenómenos fundamentales de fisión, captura, dispersión, 

escape, en los componentes del núcleo del reactor como son la fuente, el combustible,  

elementos de control, etc., son aglutinados en dos términos relacionados con neutrones 

inmediatos y neutrones retardados debido a la concentración de los precursores. No obstante, la 

teoría de cinética puntual es tan simplificada que los efectos espaciales temporales no son del 

todo descritos de manera exacta, por lo cual se requiere hacer estudios de la dinámica de los 

procesos neutrónicos.  

 

El motivo de este trabajo es mejorar las predicciones del modelo de difusión mediante la 

modificación de las leyes constitutivas, de tal manera que se permita ampliar el alcance y 

mejorar la teoría de difusión clásica. Respecto al alcance, puede describirse la evolución de un 

transitorio de neutrones en un reactor nuclear con una configuración altamente heterogénea, 

debida a la presencia de elementos fuertemente absorvedores de neutrones como las barras de 

control. Con el fin de mejorar la teoría de la difusión clásica, se hace la suposición de que el 

modelo de orden fraccional para la difusión de neutrones puede mejorar las predicciones y en 

algunos casos debe ser similar a la teoría de transporte. 

 

Con estas ideas, Espinosa–Paredes et al. (2011) obtuvo un modelo reducido de la cinética de 

neutrones, el cual es un modelo de ecuaciones de la cinética neutrónica de orden fraccional 

(ECNF) de un reactor puntual. Este modelo fue empleado para la simulación del arranque de un 
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reactor del tipo PWR para dos casos de inserción de reactividad: 1) inserción de reactividad en 

pasos; 2) inserción de reactividad en rampa. 

 

Este trabajo está estructurado de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se presenta la 

introducción en la cual se establecen los antecedentes de difusión así como los antecedentes 

históricos del cálculo fraccional y los conceptos básicos de éste, también se presenta la forma 

generalizada de la ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales para finalizar con los 

conceptos básicos de la difusión clásica y anómala. En el Capitulo 2 se presenta la teoría de la 

ecuación de Boltzmann o ecuación de transporte lineal así como  la aproximación a la ecuación 

de difusión clásica, también se presentan las modificaciones realizadas a la ecuación de Fick, las 

cuales permiten describir los fenómenos de transporte anómalo. En el Capitulo 3 se presenta el 

desarrollo una nueva aproximación de la solución de la ecuación de Boltzmann dependiente del 

tiempo para un medio general, también se presenta el análisis de sensibilidad e incertidumbre 

del exponente de difusión anómala sobre el comportamiento del flujo neutrónico. Finalmente en 

el Capitulo 4 se presenta la simulación del arranque de un reactor del tipo PWR para los dos 

casos de inserción de reactividad: inserción de reactividad en pasos e inserción de reactividad en 

rampa, donde se utiliza el modelo de la ECNF. 

 

Los resultados de este trabajo muestran que en los sistemas altamente heterogéneos así como en 

medios puramente absorbentes existen procesos sub-difusivos. El modelo desarrollado en el 

Capitulo 3 indica que el transporte de partículas o neutrones se lleva a cabo con una velocidad 

fraccional de la onda (adimensional) igual a * / 21/ 3a 
  , donde * 1 1/a a D 

      fue 

aplicada. De acuerdo con esta ecuación * 1/ 3a   cuando 1  , la cual corresponde a la 

velocidad obtenida con la ecuación del telegrafista hiperbólica. Entonces, más allá de su 

significado físico, se puede considerar como un parámetro de corrección para la predicción de la 

velocidad correcta para 0c  .  
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Abstract 

In nature just as in science, the diffusion phenomenon is present in a variety of events. In order 

to describe the neutronic processes in nuclear systems, complex theories are employed such as 

transport theory or neutron diffusion theory; both are described in space and time. These kinds 

of approximations are applied for the design of commercial nuclear reactors (e.g. BWR, PWR, 

CANDU, among others), where the neutronic distribution detail in space is fundamental in order 

to establish the burn-up strategy of the nuclear fuel and to perform the transitory and instability 

analyses. However, nuclear reactors have been designed applying the neutron point kinetics 

model, where the phenomenon of fission, capture, dispersion and escape in the nuclear core 

components such as the source, fuel, and control elements, among others are agglutinated in two 

related terms with immediate neutrons and delayed neutrons due to the concentration of the 

precursors. Although, the point kinetic theory is so simplified that the spatial effect are not 

described. 

 

The aim of this work is to improve the diffusion model predictions by modification of the 

constitutive laws, in order to extend and improve the classic diffusion theory. Regarding the 

extend, a neutron transitory evolution can be described in a nuclear reactor with a highly 

heterogeneous configuration, due to the presence of highly absorbing elements such as the 

control rods. In order to improve the classical diffusion theory, the supposition that the neutron 

diffusion fractional order model can improve the predictions and in some cases it must be 

similar to the transport theory. 

 

With these ideas Espinosa–Paredes et al. (2011) obtained a reduced neutron kinetics model, 

which is an equations model of the neutron kinetics of fractional order (ECNF) of a point 

reactor. This model was employed for the simulation of a PWR start-up reactor for two cases of 

reactivity insertion: 1) reactivity insertion in steps; 2) reactivity insertion in ramp. 

 

This work is structured as follows: chapter 1 presents the introduction and establishes the 

background of diffusion such as the historic background of the fractional calculus and its basic 
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concepts, also the generalized form of the ordinary differential and partial equations are 

presented. Chapter 2 presents the theory of the Boltzmann equation or lineal transport equation, 

also the classical diffusion equation approximation and the modifications performed by the 

Fick’s equation, which allow describing the phenomena of anomalous transport. Chapter 3 

presents the development of a new approximation of the solution of the Boltzmann equation, 

which depends on time for a general medium, also the sensibility and uncertainty analysis of the 

anomalous diffusion exponent on the neutronic flux behavior. Finally, chapter 4 presents the 

simulation of a PWR start-up for the two reactivity insertion cases: reactivity insertion in steps 

and reactivity insertion in ramp, where the ECNF model is used. 

 

The results of this work show that in highly heterogeneous systems and in purely absorbent 

mediums, sub-diffusive processes are present. The model developed in chapter 3 shows that 

particle or neutron transport is performed at a wave fractional velocity (dimensionless) equal to 

* / 21/ 3a 
  , where * 1 1/a a D 

      was applied. According to this equation * 1/ 3a   

when 1  , which corresponds to the obtained velocity with the hyperbolic telegrapher 

equation. Therefore, beyond the physical meaning, it can be considered as a parameter of 

correction for the correct velocity for  0c  . 
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Capítulo I 

Introducción 

Hoy en día, el concepto de difusión de partículas es una herramienta comúnmente utilizada para 

comprender el complejo comportamiento del movimiento promedio de  partículas.  

 

Las partículas experimentan colisiones elásticas (Duderstadt y Hamilton, 1976) con todos los 

núcleos, resultando como consecuencia una trayectoria neutrónica típica que consiste en una 

serie de elementos rectilíneos que unen entre sí los puntos (núcleos) donde el neutrón ha 

realizado colisiones de dispersión. Como se muestra en la siguiente figura: 

 

 

Figura 1.1. Dispersión elástica de partículas en un medio sólido. 

 

Cuando se considera un gran número de partículas, hay siempre un desplazamiento neto desde 

regiones de mayor densidad neutrónica a otras de densidad menor. Este desplazamiento recibe el 

nombre de difusión 

 

La mayoría de los estudios sobre reactores tratan el movimiento de neutrones como un proceso 

de difusión, donde se supone que el movimiento promedio de los neutrones tienden de regiones 

de alta a regiones de baja densidad neutrónica. El tratamiento del transporte de partículas como 

un proceso de difusión tiene una validez limitada debido a que los neutrones recorren una 

distancia relativamente grande entre interacciones. Por ejemplo, en un reactor de agua ligera 
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(LWR) la trayectoria libre media de los neutrones térmicos es típicamente alrededor de 1 cm, 

comparable con el diámetro del combustible, y alrededor de unos pocos centímetros para 

neutrones rápidos. Por lo que el modelo de difusión falla para predecir la distribución de 

neutrones en una varilla de combustible, donde la ecuación de transporte debe ser utilizada 

(Espinosa-Paredes et al., 2008). 

 

El proceso de difusión de neutrones dentro de un reactor nuclear se lleva a cabo en un medio 

con una configuración jerárquica altamente heterogénea, como se ilustra en la Figura 1.2: donde 

Figura 1.2a representa el núcleo del reactor nuclear; la Figura 1.2b representa el ensamble de 

combustible, el cual es un arreglo de la celdas de combustible (cuatro celdas por cada ensamble 

para la mayoría de los BWR); la Figura 1.2c muestra el arreglo de barras de combustible. 

Normalmente, estas configuraciones (ensambles, arreglos y varillas) son periódicos con una 

anisotropía caracterizada por la geometría del arreglo nominal y se encuentran sumergidas 

dentro de un moderador (Todreas y Kazimi, 1990a, b). 

 

 

Figura 1.2. Longitudes características del sistema. (a) Núcleo del reactor nuclear; (b) Escala I: ensamble 

de combustible; Escala II: arreglo de varillas de combustible (Espinosa-Paredes et al., 2008). 

 

La teoría de la difusión proporciona una descripción matemática estrictamente válida del flujo 

de neutrones cuando se cumplen las siguientes suposiciones (Stacey, 2001):  

1) La absorción es mucho menos probable que la dispersión, 
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2) la variación espacial de la distribución de neutrones es lineal, y  

3) proviene de la dispersión isotrópica.  

 

La primera condición se satisface para la mayoría de los moderadores y en los materiales de las 

estructuras que se encuentran en un reactor, pero no para el combustible y elementos de control. 

La segunda condición se satisface en algunas trayectorias libres medias lejos de las fronteras y 

en medios homogéneos grandes con una fuente uniformemente distribuida. La tercera condición 

se cumple para la dispersión por núcleos de masa atómica grande. 

 

Considerando un reactor nuclear de configuración altamente heterogénea (Figura 1.2), es decir, 

que las barras de combustible se encuentran dentro de un moderador cualquiera (se consideran 

solo dos materiales). Los neutrones rápidos que se forman dentro por fisión en el centro de las 

barras, alcanzan el moderador, donde van perdiendo energía gradualmente. Cuando a la 

proximidad de una barra llegan neutrones epitérmicos de energías cercanas a los valores de 

resonancia (Glasstone y Sensonske, 1968 Fig. 2.18), son absorbidos por núcleos de combustible, 

principalmente en las capas exteriores de la barra. Por consiguiente, de todos los neutrones 

epitérmicos que penetran en la barra de combustible, solamente son capturados los que poseen 

energías idénticas a los picos de resonancia o muy próximas. Todos los demás conservan una 

gran probabilidad de atravesar la barra, ya que las pérdidas energéticas que experimentan, por 

colisiones con los núcleos pesados de combustible son muy pequeñas. Al llegar nuevamente al 

moderador, los neutrones se moderan todavía más, pudiendo pasar por varios niveles 

energéticos de resonancias, antes de ser capturados, definitivamente, como neutrones térmicos. 

 

Bajo estas consideraciones, los procesos de difusión de Fick presentan algunos fenómenos de 

difusión anómalos debido a la configuración altamente heterogénea en los reactores nucleares, 

específicamente, por la presencia de elementos altamente absorbentes de neutrones en las barras 

de combustible, en las barras de control y absorvedores químicos disueltos en el refrigerante. La 

dinámica de estos absorvedores cambia radicalmente la producción de energía local y cambia la 

re-distribución de los mismos elementos absorvedores, con frecuencia se requiere un tratamiento 
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más preciso del transporte de neutrones que el provisto por la teoría de la difusión clásica, la 

cual puede ser utilizada sin restricciones cuando la configuración altamente heterogénea en el 

reactor nuclear se sustituye por una mezcla homogeneizada utilizando un modelo promediado 

eficaz (Vázquez-Rodríguez et al. 2009). 

 

 Los elementos de control altamente absorbentes están representados en la teoría de difusión por 

las secciones eficaces, con lo que se reproduce una teoría de transporte para la tasa de 

absorciones. Sin embargo, el modelo promediado efectivo no corrige la dinámica de flujo de 

neutrones anómalos.  

 

Por lo tanto, con la intensión de considerar algunos fenómenos de difusión anómalos debido a 

una configuración altamente heterogénea en los reactores nucleares, en este trabajo se propone 

un modelo de difusión fraccional como una ecuación constitutiva de la densidad de corriente 

neutrónica o de partícula. Este modelo puede ser aplicado cuando se tiene grandes variaciones 

de las secciones eficaces de los neutrones, debido a que estas variaciones impiden el uso 

correcto de la ecuación de difusión de neutrones clásica, y se deben a los elementos altamente 

absorvedores de neutrones en el combustible como son: las barras de control o boro inyectado 

en el refrigerante para forzar la parada del reactor. 

 

La modificación de las leyes constitutivas propuestas en este trabajo permite ampliar el alcance 

y mejorar la teoría de difusión clásica. Respecto al alcance, puede describirse la evolución de un 

transitorio de neutrones en un reactor nuclear con una configuración altamente heterogénea, 

debida a la presencia de elementos fuertemente absorvedores de neutrones como las barras de 

control y venenos químicos introducidos en el refrigerante. Con el fin de mejorar la teoría de la 

difusión clásica, se hace la suposición de que el modelo de orden fraccional para la difusión de 

neutrones puede mejorar las predicciones y probablemente en algunos casos debe ser similar a la 

complicada teoría de transporte.  
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Con estas ideas, se obtiene un modelo reducido de la cinética de neutrones sobre la base de la 

teoría de la difusión de neutrones con una ley constitutiva fraccional usando todos los 

argumentos teóricos conocidos, esto se traduce en un modelo de ecuaciones de la cinética 

neutrónica de orden fraccional (ECNF) de un reactor puntual, el desarrollado fue presentado en 

el trabajo de Espinosa-Paredes et al. (2011). 

  

En resumen, en muchos sistemas naturales observados, los procesos no siguen la ley de difusión 

de Fick. Un fenómeno de esta naturaleza se le conoce como difusión anómala. Algunos casos de 

difusión anómala ocurren debido a la configuración del sistema altamente heterogénea. En los 

reactores nucleares contrariamente a un proceso de difusión fickiano, la presencia de elementos 

de control altamente absorbentes puede inducir a la contracción del movimiento de los 

neutrones, donde el resultado es un proceso de difusión anómalo que no puede ser descrito con 

precisión cómo un proceso de difusión fickiano. 

 

De muchos experimentos y consideraciones teóricas, se sabe que, en muchos casos de interés 

físico, los procesos de transporte difusivo son de naturaleza anómala (Havlin y Ben-Avraham, 

1987; Bouchaud y Georges, 1990). Por esta razón la difusión anómala fraccional ha sido usada 

para describir los diferentes procesos de transporte; para describir el transporte en medios 

cristalinos ordenados (Havlin y Ben-Avraham, 1987); para describir el mecanismo estadístico 

que puede generar las leyes de difusión “anómala” (no Browniano) (Bouchaud y Georges, 

1990); para el transporte de especies químicas en los sistemas de agua subterránea y el caudal 

del rio (Scher et al., 2002; Anderson y Meerschaert, 1998); en el procesos de difusión y reacción 

para obtener una descripción efectiva del medio y de la dinámica de concentración (Valdés-

Parada et al., 2006); para obtener la ecuación  de sub-difusión parabólica de un sistema 

unidimensional con una membrana delgada (Katarzyna y Lewandowska, 2009); y en ciencias 

nucleares para describir la dinámica de un reactor nuclear (Espinosa-Paredes et al., 2011a). 

 

Como se puede ver hay muchos problemas interesantes a considerar desde el punto de vista de 

las Ecuaciones Diferenciales de Orden Fraccional (EDOF) los cuales pueden ser modelados, y 
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así comparar los nuevos con los viejos paradigmas para aplicar las mejoras en el modelado y la 

simulación de la nueva generación de reactores nucleares. 

 

1.1 Antecedentes históricos del cálculo fraccional 

El cálculo fraccional ha tenido una larga historia, datando desde 1695 cuando Leibniz discutió el 

significado de  1 2D f x  en una carta a L’Hopital. Leibniz escribió que su resultado era: “una 

aparente paradoja de la cual algún día se obtendrían consecuencias útiles”. Muchos de los 

matemáticos distinguidos de generaciones posteriores han contribuido a esta teoría (Oldham y 

Spanier, 1974; Miller y Ross, 1993; Samko et al., 1993; Podlubny, 1999; Hilfer, 2000, etc), 

siendo estudiado principalmente para propósitos teóricos, pero durante las últimas décadas han 

aparecido muchas aplicaciones de esta rama de las matemáticas, debido a que el concepto de 

una derivada fraccional provee una herramienta útil para la descripción de varios procesos. Por 

ejemplo, se ha demostrado que los modelos de orden fraccional son más apropiados que los de 

orden entero para describir el estudio y la simulación en ciertos fenómenos como: trasporte de 

contaminantes (Guanhua et al., 2005), flujos neutrónicos (Espinosa-Paredes et al., 2008, 2011a), 

propagación en materiales porosos (Fellah et al., 2008), difusividad dinámica de las moléculas 

(Wu y Berland, 2008), entre otros tales como algoritmos genéticos, diseños y modelos termales, 

etc.  

 

1.1.1 Conceptos básicos del cálculo de orden fraccional 

Nuestra comprensión de la naturaleza se basa en el cálculo, que a su vez se basa en el concepto 

intuitivo de la derivada. Su poder descriptivo viene del hecho de que se analiza el 

comportamiento a escala lo suficientemente pequeña como para que sus propiedades cambian de 

forma lineal, evitando así las complejidades que surgen con escalas más grandes. El cálculo 

fraccional generaliza este concepto de orden entero a no entero. A pesar de que parece no tener 

aplicaciones importantes en la física fundamental, la investigación sobre este concepto básico 

podría ser útil en la comprensión de la naturaleza. 
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El cálculo fraccional es la rama de cálculo que generaliza la derivada de una función para que 

no sea de orden entero, permite cálculos como la derivación de una función de orden igual a 

1 2 . A pesar de que "cálculo generalizado" sería una mejor opción, el nombre de "cálculo 

fraccional" se utiliza para denotar este tipo de derivadas. 

 

La derivada de una función  f x  es definida como 

 
   1

0
lim
h

f x h f x
D f x

h

 
 .     (1.1) 

Iterando esta operación se obtiene una expresión para n ésima derivada de una función. Como 

puede verse fácilmente y demostrar por inducción, para cualquier número natural n , 

      
0

0

lim 1

n
mn n

h
m

n
D f x h f x n m h

m






 
    

 
 ,   (1.2) 

donde 

 
!

! !

n n

m m n m

 
 

 
.       (1.3) 

 

Al ver esta una expresión, la pregunta inmediata es si se puede generalizar para cualquier 

número n  que no sea un entero, real o complejo. Hay algunas razones que nos hacen pensar así, 

1. El hecho de que para cualquier número natural n , el cálculo de la n ésima derivada es 

dado por una formula explicita (Ec. 1.2). 

2. La generalización del factorial mediante la función gamma es 

 

 

   

1!

! ! 1 1

n nn

m m n m m n m

  
  

      
    (1.4) 

la cual también es válida para valores no enteros. 

3. La semejanza de la Ec. 1.2 a la fórmula del binomio  

 
0

n
n n m m

m

n
a b a b

m





 
   

 
       (1.5) 
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la cual puede generalizarse para cualquier numero complejo   por 

 
 

 
0

1

! 1

n n

m

a b a b
n n

 









 
 

       (1.6) 

que es convergente si 

b a .        (1.7) 

 

Hay algunas propiedades deseables que podrían ser necesarias para la derivada fraccionaria, 

1. Existencia y continuidad de la mésima derivada de la función, para cualquier m  cuyo 

modulo es igual o menor que m . 

2. Para 0n   el resultado debería ser la misma función; para valores enteros 0n   el 

resultado debería ser igual a la derivada ordinaria y para valores enteros 0n   debería 

ser igual a la integración ordinaria, sin tener en cuenta la constante de integración. 

3. El producto de dos derivadas fraccionales como 

   D f x D D f x     .      (1.8) 

4. Linealidad, 

       D af x bg x aD f x bD g x       .   (1.9) 

5. Permitir la expansión de Taylor de alguna otra manera. 

6. Sus propiedades características deben ser conservada para la función exponencial 

x xD e e  .       (1.10) 

 

1.1.2 Ecuaciones diferenciales de orden fraccional 

En este trabajo se obtienen Ecuaciones Diferenciales de Orden Fraccional (EDOF) multi 

término de la forma general 

         1 1
2 1

n n
nD x t a D x t a D x t a x t u t

       ,   (1.11) 

donde iD


 es el operador diferencial de orden fraccional i . Para solucionarla este tipo de 

ecuaciones se emplean diferentes definiciones del operador diferencial de orden fraccional, tales 
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como la derivada fraccional de Riemann-Lioville, derivada de Caputo, entre otros, tales como la 

derivada de Grünwald-Letnikov y la derivada de Riesz (Oldham y Spanier, 1974). 

 

La definición de Riemann-Liouville de la derivada fraccional es (Cai y Liu, 2007); 

 
   

 

 

 

1
0

1
, 0 1

,

m t

m m
RL

m

m

d
d m m

m dtd t t
D t

dt d t
m

dt






 
 

 





 


   

  
  







,  (1.12) 

donde m  es un entero positivo y  m    es la función gamma con argumento m  . 

 

La derivada de Caputo de orden fraccional   es definido como: 

 
   

 

 

 

1
0

1
, 0 1

,

m

t m

m

m

m

d

dt d m md t
m tD t

dt
d t

m
dt









   




 



    
    

 


 .  (1.13) 

La relación entre las derivadas fraccionales de Caputo y Riemann-Liouville es (Gorenflo et al., 

2000) 

   

 

 

1

0

0

0

, 0 1
1

m

k
m

m

t

k

d
t

dtD t D t m m
k



 



  









     
   .   (1.14) 

 

La versión de Caputo dada por la Ec. (1.13) permite condiciones iniciales de la misma forma 

como para ecuaciones diferenciales de orden entero, mientras que la versión de Riemann-

Liouville requiere condiciones iniciales cuyas derivadas deben estar específicamente en 

términos de integrales y derivadas fraccionales, lo cual es más complicado de determinar con 

respecto a la versión de Caputo. 
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Para más detalles de conceptos, propiedades y definiciones de las derivadas de orden fraccional, 

ver las referencias de Oldham y Spanier, 1974; Miller and Ross, 1993; Samko et al., 1993; 

Podlubny, 1999; Hilfer, 2000; Leszczynski y Ciesielski, 2001. 

 

1.1.3 Difusión normal y anómala 

La difusión es la propagación de las partículas moviéndose aleatoriamente de las regiones con 

mayor concentración a las regiones con menor concentración. La primera clase de procesos 

difusivos que ha sido reconocido históricamente y que hoy se conoce bajo el nombre de difusión 

normal, son los caracterizados por un crecimiento lineal con el tiempo del desplazamiento 

cuadrático medio (MSD, por sus siglas en ingles) de una partícula desde su punto de partida, 

2x Dt .       (1.15) 

En tiempos de escala largos, todos los procesos sub-difusivos normales muestran el mismo 

comportamiento, se observa en los detalles microscópicos que la dinámica de la partícula solo es 

relevante para la determinación del valor del coeficiente de difusión D . 

 

La importancia y la generalidad del concepto de difusión normal fueron reconocidas en el siglo 

XIX. Uno de los primeros hitos fue el descubrimiento del movimiento browniano, en la difusión 

de las partículas suspendidas en un fluido, por el botánico escocés Robert Brown en 1827 

(Brown, 1828). Se dio cuenta posteriormente de que los fenómenos aparentemente tan diferentes 

como la propagación de mosquitos infectados (Pearson, 1906) y la conducción de calor en los 

sólidos pueden ser descritos en términos de difusión normal. 

 

La fuerza impulsora de la difusión no necesita diferencias en la concentración, también puede 

ocurrir por una diferencia de energía potencial. La conducción eléctrica en los metales es 

también, por lo general, un proceso normal de difusión, impulsada por las diferencias de 

potencial eléctrico (ya que las diferencias en la concentración de electrones violaría la 

neutralidad de carga) (Datta, 1995). 
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A pesar de que es un concepto muy general, la difusión normal no describe todos los fenómenos 

difusivos. Desde 1970, cada vez se encuentran más procesos en la naturaleza (Scher y Montroll, 

1975), en donde el desplazamiento cuadrático medio de una escala de partículas como una 

potencia del tiempo es diferente a la unidad, es decir 

2x Dt , 1        (1.16) 

Como ejemplos, se incluyen los patrones de alimentación de algunos animales (Bartumeus et al., 

2005), el comportamiento de los viajes humanos (Brockmann et al., 2006), y la difusión de la 

luz en una atmósfera nebulosa (Davis y Marshak, 1997). Este tipo de difusión que se ha 

denominado anómala, y puede ocurrir en dos variedades: sub-difusión, donde las partículas se 

propagan con un tiempo arbitrario más lento que la difusión normal ( 1  ); y súper-difusión, 

donde se propagan arbitrariamente más rápido ( 1  , con una límite superior de 2   para el 

movimiento balístico sin ningún tipo de dispersión). 

 

Las caminatas aleatorias son procesos estocásticos en donde las partículas se mueven en una 

secuencia de pasos dirigidos aleatoriamente. Las longitudes s  de los pasos, y la duración   de 

un paso se extraen de una distribución de probabilidad  ,P s  . (Por simplicidad, se supone una 

caminata aleatoria isotrópica, por lo que P  es independiente de la dirección del paso). Para que 

un paseo aleatorio sea normal, la varianza del tamaño de paso   22Var s s s   tiene que 

ser finita, así como la duración promedio  . Entonces, de acuerdo con el teorema del límite 

central, el desplazamiento cuadrático medio después del tiempo t  se aproximará a una 

distribución normal con varianza    t Var s . Esta es la razón de la similitud de todos los 

procesos difusivos mencionada anteriormente. 

 

Si los requisitos para una caminata aleatoria normal son violados, la caminata aleatoria será 

anómala y la escala del desplazamiento cuadrático medio, en general, tienen una ley de potencia 

(Ec. 1.16) con 1  . Esto puede ocurrir de varias formas como lo presenta Weeks et al. (1996). 
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La súper-difusión ocurre si la distribución del tamaño de paso  P s  tiene una cola pesada 

11 s   para s  grande, con 0 2  . Si la duración s   es simplemente proporcional al 

tamaño de paso (con velocidad constante  ) esto lleva a un comportamiento súper-difusivo con 

 max 3 ,2         (1.17) 

Este tipo de caminata aleatorio anómala es llamada caminata de Lévy, después de que el 

matemático francés Paul Pierre Lévy. Alternativamente, uno podría dar cada paso con la misma 

duración 0 , independiente de la longitud del paso, esta es llamada vuelo de Lévy que tiene un 

desplazamiento cuadrado medio divergente en cualquier tiempo 0t  , y por lo tanto 

físicamente no realista. 

 

 

Figura 1.3. Dos caminatas aleatorias de 
410  pasos cada una, se caracterizan por una ley de potencias de 

cola con distribución de tamaño de paso   1P s s   para 1s  ,   0P s   en cualquier otro caso. 

La caminata izquierda es normal con un 3   (caminata browniana), mientras que el derecho tiene 

2 3   el cual lo hace súper-difusivo (vuelo de Lévy). 

 

La Figura 1.3 muestra dos esquemas de realizaciones de las leyes de potencia de cola de 

caminatas aleatorios de los cuales uno es normal y uno súper-difusivo. Se observa claramente 

que la cantidad de pasos individuales no juegan un papel preponderante en la difusión normal, 
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mientras que la súper-difusión está dominada por pasos largos individuales en todas las escalas 

de longitud. 

 

Otra manera de romper con la difusión normal, es tener una distribución de tamaño de paso con 

una varianza finita, pero asociada con la duración de los pasos extraídas de una distribución con 

media infinita (ben-Avraham y Havlin, 2000). Esto lleva a un comportamiento sub-difusivo 

caracterizado por 1  . Efectivamente, esto sucede si la caminata aleatoria se realiza en un 

fractal: un objeto con escala invariante de dimensión fractal fd  no-entera incrustado en el 

espacio euclidiano de dimensión fd d . Las piezas del espacio euclidiano que no forman parte 

de los obstáculos fractales presentes para el caminador que está presente en todas las escalas de 

longitud y frena la difusión. El valor de 1   es específico para cada fractal e independiente de 

la dimensión fractal (Verkrijging et al., 1980). 
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Capítulo II 

Ecuación fraccional de Cattaneo 

La ecuación de Boltzmann o ecuación de transporte lineal describe la densidad local de las 

partículas viajando en el medio con interacciones entre las partículas y el medio. La ecuación es 

una ecuación integro diferencial y la  densidad local de las partículas depende de la posición, 

tiempo y de la velocidad (o alternativamente de la energía y dirección de movimiento) (Davison 

y Sykes, 1958; Bell y Gladstone, 1971; Pomraning, 1973; Duderstadt y Martin, 1979; Lewis y 

Miller, 1993).  

 

La dependencia de la energía es usualmente modelada con la aproximación múltigrupo (también 

llamada aproximación múlti-energía), donde espacio-energía se divide en grupos discretos de 

energía. Así, esta aproximación se reduce al problema de una ecuación de transporte que 

depende de la energía con G  ecuaciones monoenergéticas (donde G  es el número de grupos de 

energía), las cuales se acoplan a través del término fuente (todas las transiciones entre los grupos 

de energía son debidas al término fuente). Sin embargo, el esfuerzo es enfocado en resolver la 

ecuación monoenergética de Boltzmann y especialmente encontrando la dependencia angular. 

 

Hay varios métodos conocidos para manejar la dependencia angular de la ecuación de 

Boltzmann. Los más populares son las aproximaciones NP  (donde el flujo angular es 

descompuesto en series de Legendre), el método NS  (también llamado método de ordenada 

discreta donde el flujo escalar se descompone en varias direcciones discretas), y una familia de 

aproximaciones de difusión (Bell y Gladstone, 1971; Pomraning, 1973; Duderstadt y Martin, 

1979; Lewis y Miller, 1993). Con las dos primeras aproximaciones se obtiene una solución 

exacta cuando N  .  
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La aproximación de difusión clásica (también llamada aproximación de Eddington) es 

desarrollada mediante la suposición de que la dependencia angular es isotrópica, o casi 

(alternativamente, puede ser desarrollada a partir de una derivación simple de la aproximación 

NP  con 1N  ). Naturalmente, la aproximación de difusión describe bien la densidad de 

partículas sólo cuando  el medio es dominantemente dispersor isotrópico. Cuando esto no se 

cumple la aproximación clásica de difusión es inadecuada. 

 

2.1 Antecedentes: definiciones y derivaciones básicas  

La ecuación de transporte monoenergética lineal expresada en función del flujo neutrónico  

puede escribirse como (por ejemplo, ver Duderstadt y Martin, 1979) 

 
     

     
4

ˆ, ,1 ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ' , ' , ', , ,

t

s

r t
r t r r t

t

d r r t Q r t



 





 
   



      

,    (2.1) 

donde 

   ˆ ˆ, , , ,r t n r t    : es el flujo angular (  es la velocidad de la partícula y  ˆ, ',n r t  es la  

densidad de partícula local), el cual depende de la posición r , del tiempo t  y de la dirección del 

movimiento de la partícula ̂ , 

     t a sr r r    : es la sección eficaz total, la cual depende de la posición, donde  a r  

es la sección eficaz de absorción y  s r  es la sección eficaz de dispersión 

   
4

ˆ ˆ ˆ' , 's sr d r


     
  ,  

 ˆ, ,Q r t : en el término fuente que puede describir ya sea las fuentes internas (como la fisión) 

o las fuentes externas. 
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Hay varias formas de derivar la ecuación de difusión de la ecuación de Boltzmann. La más 

directa es presentada aquí, la cual es crucial para entender la nueva aproximación más tarde. En 

primer lugar, integrando  
4

ˆd


  sobre la ecuación de Boltzmann, se obtiene 

 
         0,1

, , ,a

r t
J r t r r t Q r t

t







  


,    (2.2) 

donde 

   
4

ˆ ˆ, , ,r t r t d


    : es el momento cero del flujo angular  ˆ, ,r t   llamado flujo 

escalar, 

   
4

ˆ ˆ ˆ, , ,J r t r t d

    : es el primer momento del flujo angular llamado densidad de 

corriente, 

     0

4

ˆ ˆ, , ,Q r t Q r t d


   . 

 

La Ec. (2.2) es el momento cero de la ecuación de Boltzmann. Es una ecuación exacta y bien 

conocida como la ley de conservación. A continuación, integrando 
4

ˆ ˆd

   sobre la ecuación 

de Boltzmann queda 

 
     

       

4

1
0

,1 ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

, ,

t

s

J r t
r t d r J r t

t

r J r t Q r t









   



  

 ,   (2.3) 

donde 0  es el coseno medio del ángulo de dispersión definido por 

 
 

 0 4 4

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ' ' ' , '
4

s
s

d d r
r  




       
      (2.4) 

y 
     1

4

ˆ ˆ ˆ, , ,Q r t Q r t d


     . Podemos ver que la Ec. (2.3) contiene un término de segundo 

momento del flujo angular. Hasta ahora, la derivación ha sido exacta. Es importante tener en 

cuenta que cada momento de la ecuación de Boltzmann contiene un momento del flujo angular 



    

 

18 

 

más alto. Así, con el fin de tener un número finito de ecuaciones, uno debe tener una 

aproximación adecuada para los otros momentos. 

Como se dijo anteriormente, la aproximación de difusión describe el flujo de partículas en un 

medio isotrópico o en caso de que el medio sea casi isotrópico. La primera aproximación que se 

necesita hacer es asumir que el flujo angular puede ser escrito como la suma de los dos primeros 

momentos: 

     
1 3ˆ ˆ, , , ,

4 4
r t r t J r t 

 
    ,    (2.5) 

asumiendo que    , ,r t J r t . Si el flujo angular puede ser escrito de la forma de la Ec. 

(2.5), podemos aproximar el término que contiene el segundo momento del flujo angular en la 

Ec. (2.3) como 

 
 

4

,ˆ ˆ ˆ ˆ, ,
3

r t
r t d







     .    (2.6) 

 

En segundo lugar,  se asume que la fuente de las partículas es isótropa, tal que 
   1

, 0Q r t  . 

Esta aproximación es necesaria para la obtención tanto de la ecuación de difusión como la 

ecuación aproximada de telégrafo. Sustituyendo la Ec. (2.6) en la Ec. (2.3) se obtiene la 

siguiente ecuación de aproximada: 

 
     

,3
, 3 , 0tr

J r t
r t r J r t

t





   


,    (2.7) 

donde      0tr t sr r r      es llamada la sección eficaz de transporte y da una definición 

natural de la aproximación extendida (Bell et al., 1967). Cuando la sección eficaz de dispersión 

es isotrópica, se tiene    tr tr r   . Las Ecs. (2.2) y (2.7) constituyen un conjunto cerrado de 

ecuaciones para el flujo escalar  ,r t  y la densidad de corriente  ,J r t . Las Ecs. (2.2) y (2.7) 

también son llamadas aproximación 1P . 

 



    

 

19 

 

Para un tratamiento completo de la distribución angular de la densidad de partículas, se puede 

utilizar la aproximación NP . En esta aproximación, el flujo se descompone en una serie de 

Legendre para los problemas de una dimensión o en una serie de armónicos esféricos para el 

caso de una geometría general (multidimensionales). En una geometría general, la forma de la 

ecuación NP  puede ser complicada ( 1N  ), incluso para una geometría en dos o tres 

dimensiones. La única excepción es el caso de 1N   (el caso de 1P ), las dos ecuaciones que 

definen la aproximación 1P  para cualquier geometría son idénticas a las Ecs. (2.2) y (2.7) 

(Duderstadt y Martin, 1979). 

 

Si la derivada del vector corriente de la partícula con respecto al tiempo es despreciable [es 

decir,        1 , , tJ r t J r t t r   ], la Ec. (2.7) toma la forma de la ley de Fick (que da 

lugar a la aproximación de difusión): 

     , ,J r t D r r t   ,     (2.8) 

con un coeficiente de difusión    1 3 tD r r  . Usamos  t r  (un caso de dispersión 

isotrópica) por simplicidad. Ahora, reemplazamos  t r  por  tr r , para un caso de 

dispersión linealmente anisótropa. Sustituyendo la Ec. (2.8) en la Ec. (2.2) (la ley de 

conservación) se obtiene la ecuación de difusión: 

 
          0,1

, , ,a

r t
D r r t r t Q r t

t


 




   


.   (2.9) 

 

Esta ecuación es muy conocida en el análisis de los reactores nucleares, la cual, contiene los 

efectos más importantes que pueden ocurrir en la difusión de neutrones dentro de un reactor 

nuclear. 
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2.2 Generalización de la ecuación de Cattaneo para la descripción de un proceso 

de transporte anómalo 

La ecuación de Cattaneo describe un proceso de difusión con velocidad finita de propagación, y 

fue generalizada por Comte y Metzler (1997) para describir un transporte anómalo, estudiando 

las propiedades de esta generalización en los regímenes de largo y corto tiempo. 

 

Normalmente, la segunda ley de Fick es usada para describir procesos de difusión estándar, esta 

ley puede ser derivada por la combinación de una ecuación de continuidad: 

   , ,x t J x t

t x

 
 

 
      (2.10) 

y una ecuación constitutiva (primera ley de fick): 

 
 ,

,
x t

J x t D
x


 


     (2.11) 

donde,  ,J x t  denota el flujo,  ,x t la función de distribución de la cantidad de difusión, y D  

la constante de difusión. Los operadores de derivada temporal y espacial son t   y x  , 

respectivamente. Tomando el gradiente de la Ec. (2.11) e introduciéndolo el resultado en la Ec. 

(2.10), se llega a la ecuación de difusión (fenomenológica), o segunda ley de Fick (Crank, 1970) 

   2

2

, ,x t x t
D

t x

  


 
     (2.12) 

asumiendo D  constante. Con una distribución delta inicial    ,0x x  , se encuentra la 

típica solución Gaussiana de la Ec. (2.12), es decir 

 
 

2

1 2

1
,

44

x
x t Exp

DtDt




 
   

 

.    (2.13) 

 

Así, incluso para tiempos muy cortos, existe una cantidad de partículas difundidas a una gran 

distancia del origen. Por lo tanto, una propiedad intrínseca de la Ec. (2.12) es que emita a una 

velocidad infinita de propagación. Matemáticamente hablando, esto se debe a que la Ec. (2.12) 
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es una ecuación diferencial parcial parabólica. Desde el punto de vista físico, esta propiedad no 

es física. 

 

Para superar la propagación infinitamente rápida, Cattaneo (1948) propuso una aproximación 

modificada (Cattaneo, 1948; Casas-Vázquez, 1996), la cual reemplaza la ecuación constitutiva 

(2.11) por 

 
 

 
,

, ,
J r t

J r t D r t
t

 


   


    (2.14) 

donde ahora el flujo se relaja, con tiempo constante  característico dado. Combinando la Ec. 

(2.14) con la ecuación de continuidad (2.10), se llega a la llamada ecuación de Cattaneo (o 

ecuación de difusión modificada)  

     2 2

2 2

, , ,x t x t x t
D

t t x

  


  
 

  
 ,   (2.15) 

con D  y   constante. Esta extensión de la Ec. (2.12) de difusión convierte la parábola en una 

ecuación hiperbólica. Consecuentemente, la velocidad de propagación es finita, la cual es 

 
1 2

D   (Nonnenmacher, 1980). Notar que en el límite de la difusión, 0  , se recupera 

la segunda ley de Fick con   infinita. La Ec. (2.15) es del tipo onda amortiguada o del tipo 

ecuación del telegrafista. 

 

La ecuación constitutiva de Cattaneo (Eq. 2.15) define un proceso de relajación de primer 

orden, que puede ser visto como una simple aproximación para modelar la dinámica de 

relajación realista. 

 

Las aplicaciones de la ecuación de Cattaneo en las ciencias físicas son debido a su carácter 

hiperbólico, ampliamente difundido. Se incluyen tanto los casos de calor y del transporte de 

partículas, dado que la ecuación de Cattaneo es una generalización tanto de una ecuación de 

difusión del calor (ley de Fourier) y de una ecuación de difusión de partículas (ley de Fick). La 

ecuación de Cattaneo encuentra aplicaciones en termodinámica irreversible extendida (Casas-
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Vázquez et al., 1996), en la transferencia de calor por convección en Bénard (Straughan, 1984; 

McTaggart y Lindsay, 1985), en modelos cosmológicos (Zakari and Jou, 1993), en las ondas de 

choque en conductores del calor rígido (Ruggeri et al., 1990), o en la teoría de la difusión en los 

sólidos cristalinos (Godoy y García-Colín, 1996). Por otro lado, puede ser explícitamente 

derivada de la ecuación de Boltzmann (Nonnenmacher , 1984) y por lo tanto es aplicada para 

generalizar las ecuaciones hidrodinámicas (Grmela y Teichmann, 1983; Velasco y García-Colín, 

1991). El tiempo característico constante   de la ecuación de Cattaneo se discutido por 

Kaminski (1990). 

 

Sin embargo, en muchos experimentos y consideraciones teóricas se sabe que, en muchos casos 

de interés físico, los procesos difusivos de transporte son de naturaleza anómala (Havlin y Ben-

Avraham, 1987; Bouchaud y Georges, 1990). En primer lugar, sobre todo, esta anomalía se 

manifiesta en un desplazamiento cuadrático medio (MSD, mean-square displacement) de la 

forma 

2x Kt ,       (2.16) 

el cual se desvía del comportamiento lineal estándar. El exponente  , frecuentemente se escribe 

como 2 d , es llamado exponente de difusión anómala. En este trabajo estudiamos los efectos 

de esta propiedad anómala en el comportamiento de las partículas. 

 

De acuerdo con estas ideas, se sabe que los procesos de difusión anómala muestran diferentes 

comportamientos en el espacio y tiempo. Al considerar un sistema altamente heterogéneo, se 

toma en cuenta que el transporte de partículas tendrá un comportamiento irregular, es decir, que 

debido al cambio de medio de transporte en distancias cortas y a la presencia de regiones 

altamente absorbentes, el proceso de transporte de la partícula en el sistema no puede describirse 

mediante la ley de difusión de Fick (Ec. 2.9), y tampoco puede ser descrito con precisión por la 

ley de propagación del tipo Cattaneo (Ec. 2.14), a este proceso se le denomina difusión anómala. 

Para describir estos procesos, la versión de la ecuación constitutiva de orden fraccional del 

vector de densidad de corriente, es (Espinosa-Paredes et al., 2008): 
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 
     

,
, ,

J r t
J r t D r r t

t





 


   


   (2.17) 

donde t    es el operador diferencial de orden fraccional, definido por Riemann-Liouville 

(Oldham y Spannier, 1974),   es el exponente de difusión anómalo,  ( 1 3t D    ) es el 

tiempo de relajación anómala y    1 3 tD r r    es el coeficiente de difusión anómalo. En el 

límite 0   se recupera la ley de Fick (Ec. 2.8), mientras que cuando 1   se obtiene la 

ecuación del tipo Cattaneo (Ec. 2.14). 

 

Relación con la dinámica de los reactores nucleares 

Como ya se mencionó anteriormente, los procesos de difusión normal en medios homogéneos 

son descritos por la relación de Einstein (Einstein, 1905), es decir,  2r t t , donde  2r t  

es el término cuadrado que se sustituye al tiempo t . Sin embargo, para los fines de este estudio 

la relación general es  2r t t , la cual se refiere a procesos de difusión anómala.  

 

Los procesos de difusión anómala muestran diferentes comportamientos en el espacio y tiempo. 

Al considerar un sistema nuclear altamente heterogéneo, se toma en cuenta que el transporte de 

neutrones tendrá un comportamiento irregular, es decir, que debido al cambio de medio de 

transporte en distancias cortas y a la presencia de regiones altamente absorbentes, el proceso 

nuclear del sistema no podrá describirse mediante la ley de difusión de Fick, y tampoco podrá 

ser descrito con precisión por la ley de propagación del tipo Vernotte, a este proceso se le 

denomina difusión anómala (Cattaneo, 1948). 
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Capítulo III 

Ecuación del telegrafista de orden fraccional en el tiempo 

para la aproximación P1 de la ecuación de transporte 

En esta sección se desarrolla una nueva aproximación de la solución de la ecuación dependiente 

del tiempo de Boltzmann,  la cual incluye una ecuación constitutiva de orden fraccional para la 

densidad de corriente (con derivada en el tiempo de orden fraccional), para un medio general. 

Este desarrollo fue presentado en el trabajo de Espinosa-Paredes y Polo-Labarrios (2012a), el 

cual es incluido en el Anexo 1. También se presenta el análisis de sensibilidad e incertidumbre 

del exponente de difusión anómala en la ecuación del telegrafista de orden fraccional de la 

aproximación P1. Este análisis se llevó a cabo a través de la simulación Monte Carlo de tamaño 

de muestra superior a 65,000. El análisis de incertidumbre fue evaluado en un intervalo de 

confianza del 99% de la media para comprender el rango de los valores medios que pueden 

representar toda la población estadística de las variables de rendimiento, que en este caso es el 

flujo. Este análisis fue presentado en el trabajo de Espinosa-Paredes et al. (2012b), el cual es 

incluido en el Anexo 2. 

 

3.1 Deducción de la ecuación del telegrafista de orden fraccional en el tiempo 

Ahora, regresamos a las ecuaciones 1P , si se considera la derivada del vector corriente de la 

partícula con respecto al tiempo la Ec. (2.7) toma la forma de la Ec. (2.14), como 

 
     

,
, ,

J r t
J r t D r r t

t
 


   


    (3.1) 

en esta teoría se pueden tener ondas rápidas llevando pequeñas cantidades de partículas y ondas 

a velocidades más pequeñas llevando grandes cantidades de partículas (Joseph y Preziosi, 1989). 
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Ahora, con las Ecs. (2.2) y (3.1), se obtiene la ecuación del telegrafista hiperbólica (Heizler, 

2010): 

 
   

 
 

   
   

2
2

2

0
0

, ,1
, ,

,
,

a a

r t r t
D r t r t

tt

Q r t
Q r t

t



 
  

 



 
     




 



    (3.2) 

donde   es el tiempo de relajación y depende de las propiedades neutrónicas del material 

(García-Colín y Goldstein, 2003): 

1 3

tr

D


 
 


.     (3.3) 

 

Se puede observar que la ecuación (3.2) contiene un término de segundo orden en el operador 

diferencial del término temporal y aparece la derivada respecto al tiempo del término fuente. Si 

0   se obtiene la ecuación típica de difusión dada por la Ec. (2.9), la cual es el modelo 

clásico de difusión, y es un modelo de primer orden. 

 

En muchos sistemas naturales, se ha observado que los procesos de difusión no siguen la ley de 

difusión de Fick, a dichos procesos se les denomina como difusión anómala. Especialmente en 

el caso del sistema descrito en la Figura 1.1, algunos fenómenos de difusión anómala ocurren 

debido a la configuración altamente heterogénea del sistema. Contrariamente a los procesos de 

difusión Fickianos, la presencia de elementos de control altamente absorbentes puede inducir a 

la contracción espacial del movimiento de neutrones. El resultado es un proceso de difusión 

anómalo que no puede describirse exactamente como un proceso de difusión Fickiano. De 

acuerdo con estas ideas la versión de la ley constitutiva del vector corriente de la partícula es la 

Ec. (2.17), la cual es 

 
     

,
, ,

J r t
J r t D r r t

t





 


   


,         (3.4) 
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donde el operador de derivada fraccional t    se define en el sentido de Caputo (Oldham y 

Spanier, 1974),   es el exponente de difusión anómalo y 
  es el tiempo de relajación anómalo 

y depende de las propiedades neutrónicas del material, el cual se define como:  

31

tr

D
 

 


.       (3.5) 

 

Finalmente, con las Ecs. (2.2) y (3.4), obtenemos la ecuación de dispersión, como 
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 

 

 





  
    

 


  



.   (3.6) 

 

Esta ecuación es llamada la ecuación del telegrafista de orden fraccional en el tiempo (ETFT) la 

cual describe la dispersión de partículas  como el comportamiento de la densidad de partículas 

(flux) en un medio general. Cuando 0   se recupera la ecuación de difusión clásica (Ec. 

2.9). Para 0   y 1   se obtiene la ecuación del telegrafista hiperbólica (Ec. 3.2).  

 

Un análisis de orden de magnitud indica que   y   son de orden 510  o menor (Espinosa-

Paredes et al., 2008), por lo que el término temporal   ,J r t t    y el término 

  ,J r t t       son prácticamente despreciables, con lo cual las ecuaciones constitutivas 

del vector corriente de la partícula, dadas por la Ecs.  (3.1) y (3.4) se simplifican a la Ec. (2.8) la 

cual es crucial para cerrar y obtener un conjunto completo de ecuaciones, y se puede observar 

claramente que la corriente de partículas se transporta de mayor a menor concentración de 

partículas. 
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Para demostrar las diferencias con otros modelos, se resuelve el problema de una placa de 

geometría infinita en una dimensión con una fuente independiente del tiempo ubicada en el 

centro ( 0x  ), es decir,    0Q x Q x , cuyas condiciones iniciales son  ,0 0x   y 

  
0

, 0
t

x t t


   , y condiciones de frontera dadas por  lim ,
x

x t


   y   
0

lim ,
x

x t


es 

obtenida de la solución analítica de la ecuación de difusión clásica (Eq. 2.9). A este problema se 

le llamará en este trabajo “problema con fuente delta”. 

 

3.2 Solución numérica  

En esta sección se presenta la solución del la Ec. (3.6), donde se utiliza el método de diferencias 

finitas para poner en forma discreta las derivadas de orden fraccional usando las aproximaciones 

de Caputo y Riemann-Liouville (Yang et al., 2008). 

 

Para usar el método de integración temporal (de paso a paso en el tiempo) en el caso de 

derivadas fraccionales, es necesario el almacenamiento de todos los intervalos de tiempo 

anteriores. La dificultad en  la solución de las ecuaciones diferenciales de orden fraccional 

(EDOF) es, sobre todo, cuando la aplicación requiere una solución en un intervalo de tiempo, 

porque las derivadas de orden fraccional temporales no son operadores locales. Esta propiedad 

llamada no local significa que el sistema no sólo depende de su estado actual, sino que también 

de los estados históricos a partir del momento inicial.  

 

Entonces, la Ec. (3.6) para una placa infinita en una dimensión es dada por: 
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  
 
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
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 

,  0 0 1t with      (3.7) 
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Las condiciones iniciales son elegidas simplemente como  ,0 0x   y  , 0 0x t t    . 

Aquí el término  ,r t t    es la derivada de orden fraccional de Caputo, definido por 

(Podlubny, 1999): 

 

 
 

 

0

, ,1

1

tx t x
t d

t






  
 

 

 
 
       (3.8) 

y  1 1,r t t     es la derivada de orden fraccional de Riemann-Liouville (Meerschaert y 

Tadjeran, 2003): 

 
 

 

 

 
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1 2 1
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, ,1
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tx t x
d
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

 

  


 



 

 

    .   (3.9) 

Para mayor estabilidad, se utiliza la formula de desplazamiento de Grünwald para aproximar la 

derivada fraccional en el tiempo (Meerschaert y Tadjeran, 2003).  

 

El algoritmo fraccional para la aproximación numérica es presentado en el Apéndice A. 

 

Para resolver la Ec. (3.7), se considera que la dimensión espacial está en términos de la 

trayectoria libre media de transporte. Por lo que la Ec. (3.7) puede re-escribirse como: 
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,   0 0t    (3.10) 

donde los números adimensionales usados son: t tx    y 0 tt t  . El número medio de 

partículas emitidas por evento de colisión es dado por: 

s s

t a s

c
 

 
  

      (3.11) 

y la condición de frontera es obtenida de la aproximación de la difusión clásica: 

 
 
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.  (3.12) 

 



    

 

30 

 

Ahora, sustituyendo las ecuaciones del Apéndice A, Ecs. (A3) – (A5) en la Ec. (3.10), y re-

arreglando términos, se obtiene una ecuación que puede ser solucionada explícitamente para 

1j
i


: 
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 (3.13) 

donde 
 
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
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, y  
1 11k k k
 
     para 

0,1,2, , 1k j  . 

 

Para geometrías de 2 y 3 dimensiones la aplicabilidad sería sencilla, la complejidad numérica se 

incrementaría considerablemente debido al efecto memoria, es decir, los cuatro últimos términos 

del lado derecho de la Ec. (3.13), los cuales representan la diferencia con respecto a la ecuación 

de difusión clásica. 

 

3.3 Análisis de sensibilidad e incertidumbre de la ETFT  

El análisis de sensibilidad e incertidumbre del exponente de difusión anómala de ETFT 

mediante la simulación Monte Carlo fue realizada con diferentes tamaños de muestras, la más 

grande fue de 65,536. El método de Monte Carlo ha sido ampliamente utilizado para el análisis 

de la incertidumbre (Badar et al., 1993; Rochman et al, 2011; Espinosa-Paredes et al., 2012a). 

La simulación de Monte Carlo fue usada por Badar et al. (1993) para determinar las 

incertidumbres de los parámetros térmicos en el diseño de intercambiadores de calor. Rochman 

utilizó este método en la propagación de incertidumbre en los datos nucleares, en este trabajo se 

aplicó la simulación Monte Carlo para evaluar la sensibilidad y la incertidumbre de la ecuación 

de la cinética neutrónica de orden fraccional para un reactor puntual, esto fue publicado en 

Espinosa-Paredes et al., (2012a). 
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Implementación de la simulación Monte Carlo  

La metodología del Método de Montecarlo es presentada en el Apéndice 2, a continuación se 

muestra cómo se implementó. 

 

Para analizar los efectos de   en el comportamiento de la ETFT, se implementó la simulación 

Monte Carlo en la solución numérica de la ETFT a través de la siguiente expresión: 

0 ii
b x    , 1,2,3,...,i N     (3.14) 

donde i  es el i-ésimo valor de exponente de difusión anómala, 0  es un valor inicial menor 

que uno y mayor que cero, b  es el porcentaje de variación del número de Monte Carlo el cual es 

constante y ix  es el numero relacionado con el método de Monte Carlo. Entonces, i  es 

calculado para cada valor de ix  (con 1,2,3,...,i N ), el cual es usado como dato de entrada en 

la simulación numérica de la ETFT. 

 

Para analizar los efectos del exponente de difusión anómala (  ) es necesario una dinámica de 

experimentos numéricos, donde la variación con respecto al tiempo del flujo escalar es 

importante. Con la intensión de analizar los efectos de   en el flujo escalar se considera un 

problema con una fuente delta para tres diferentes tipos de medio (Espinosa-Paredes y Polo-

Labarrios, 2012): 1) medio puramente absorbente ( 0c  ); 2) medio heterogéneo ( 0.65c  ); y 

3) medio altamente dispersante ( 0.99c  ), donde c  es calculado con la Ec. (3.11), siendo el 

heterogéneo un medio parcialmente dispersor y absorbente. También se consideraron diferentes 

tiempo: tiempos muy cortos ( 0t , donde 0 tt t  ); tiempo cortos ( 02t ); y tiempos muy largos 

( 06t ). Para cada tipo de medio y tiempo, el flujo escalar es presentado en términos de la 

trayectoria libre media de transporte ( t tx   ) para diferentes valores. Con estas 

consideraciones se llevó a cabo el análisis de sensibilidad e incertidumbre. 
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3.4 Resultados y discusiones  

Los resultados de ETFT son comparados con la ecuación de Boltzmann para el caso de una 

placa infinita en una dimensión con una fuente en el centro, para dicha comparación se 

consideraron dos tipos de medio: (1) medio puramente absorbente ( 0c  ), y (2) medio 

altamente dispersivo ( 0.99c  ). En Anexo 1 se presenta el artículo publicado donde se comparó 

con otros modelos propuestos anteriormente y adicionalmente se consideró un medio 

heterogéneo ( 0.65c  ).  

 

La ecuación de transporte lineal monoenergética o ecuación de Boltzmann monoenergética es: 
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  (3.15) 

y la solución exacta del problema con fuente delta en el plano es: 
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 (3.16b) 

donde la Ec. (3.16a) es para 0c   y la Ec. (3.16b) es para 1c   (Ecs. 56 y 58, respectivamente 

en Heizler 2010). 

 

3.4.1 Discusión de resultados 

Después de haber realizado pruebas para diferentes valores de gamma, se encontró que el valor 

de  =0.6 ofrecía una mejor aproximación. 
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La Figura 3.1 muestra la comparación de la aproximación ETFT desarrollado en este trabajo con 

la solución exacta de la ecuación de Boltzmann (EB). Se graficó el flujo escalar y nótese que la 

escala no es la misma en todas las gráficas. 

 

          0c       0.99c   

a)    

b)   

c)   

Figura 3.1. Flujo escalar para un problema con fuente delta para un medio puramente absorbente 

( 0c  ) y para un medio altamente dispersor ( 0.99c  ). La solución exacta para la Ecuación de 

Boltzmann (EB) dada por la Ec. (3.16), y la aproximación de este trabajo es la ecuación del telegrafista 

de orden fraccional en el tiempo (ETFT) dada por la Ec. (3.13). El EDA es 0.6  ; a) tiempos muy 

cotos ( 0t ); b) tiempos cortos ( 02t ); y c) tiempos muy largos ( 06t ); donde 0 tt t  . 

 

Como se muestra en la Figura 3.1, dos casos fueron considerados para la comparación de 

resultados: (1) medio puramente absorbente ( 0c  ), y (2) medio altamente dispersor ( 0.99c  ). 
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La comparación de resultados se muestran para tiempos muy cortos ( 0t ; dónde 0 tt t  ), 

tiempos cortos ( 02t ), y tiempos muy largos ( 06t ). A continuación se discuten las principales 

características de la aproximación ETFT: 

 

1) Medio puramente absorbente ( 0c  ). Para tiempos muy cortos, la aproximación ETFT 

muestra que la partícula está avanzando con una velocidad cercana a la velocidad real, 

mostrada por EB (solución exacta de la Ecuación de Boltzmann) donde las diferencias son 

despreciables para todos los casos. 

 

2) Medio altamente dispersor ( 1c  ). En este caso, para todos los tiempos la ETFT sub-predice 

ligeramente el comportamiento con respecto a la solución exacta de EB.  

 

En términos generales, y como se puede observar en los resultados, la ETFT ofrece una buena 

aproximación para EB cuando el medio es puramente absorbente, en donde las aproximaciones 

comparadas en el Anexo 1 son menos precisas. La interpretación física de este comportamiento 

es que en el medio hay procesos sub-difusivos que están mejor representados por el modelo 

desarrollado en este trabajo. En un medio altamente dispersor los procesos de sub-difusión (ver 

sección 1.1.3) no son predominantes y la ETFT sub-predice ligeramente el flujo en los 

fenómenos de propagación pero sigue la misma tendencia que la EB. 

 

Las aproximaciones ETFT así como otros modelos propuestos anteriormente y presentados en el 

Anexo 1 son más fáciles de resolver que la ecuación de Boltzmann. Sin embargo, la ETFT es 

crucial donde los fenómenos son sub-difusivos, además, tiene un enfoque más amplio y requiere 

un menor número de cálculos. 

 

Con el fin de mejorar el comportamiento de la ETFT en un medio heterogéneo ( 0.65c  ), y en 

un medio altamente dispersor ( 1c  ), se realizó el experimento numérico incluyendo el 

coeficiente de difusión asintótica (Ec. 25 en Heizler, 2010). Los resultados obtenidos son 

presentados en el Anexo 1, los cuales muestran que ETFT con el coeficiente de difusión 
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asintótica presenta un comportamiento significativamente distinto al de la solución EB para 

todos los casos que se muestran, es decir, para tiempos muy cortos, tiempos cortos y tiempos 

largos.  

 

La ecuación del telegrafista de orden fraccional en el tiempo de la aproximación 1P   para la 

ecuación de transporte predice que la velocidad fraccional de la onda (adimensional) es 

* / 21/ 3a 
   donde * 1 1/a a D 

      fue aplicada. De acuerdo con esta ecuación * 1/ 3a   

cuando 1  , la cual corresponde a la velocidad obtenida con la ecuación del telegrafista 

hiperbólica. Entonces, más allá de su significado físico, se puede considerar como un parámetro 

de corrección para la predicción de la correcta velocidad del neutrón para 0c  . 

 

3.4.2 Desviación estándar relativa (RSD, por sus siglas en ingles) 

Los principales resultados del análisis de sensibilidad e incertidumbre son presentados en el 

Anexo 2, sin embargo aquí se mencionan brevemente. 

 

El análisis de sensibilidad e incertidumbre del exponente de difusión anómala (EDA) en la 

ETFT se realizo mediante la simulación Monte Carlo con un tamaño muestra ( N ) optimo, 

donde el valor del RSD es prácticamente constante e independiente del tamaño de la muestra. 

Para lo cual se usaron tres tipos de muestras ( 1N , 2N  y 3N ) que contenían diferentes tipos de 

números generados al azar, los cuales fueron obtenidos con el paso 1 y validados con el paso 2 

de la metodología presentada en el Apéndice B de este trabajo. 

 

La Figura 3.2 (Figura 1 del Anexo 2) presenta un grafica esquemática que muestra los valores 

expresados en porcentajes del RSD de la muestras 1N , 2N  y 3N . El RSD se calculó según la 

siguiente expresión: 

RSD 100
s

x
        (3.17) 
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donde s  es la desviación estándar y x  es la media. Considerar el RSD permite establecer el 

tamaño óptimo de la simulación N . El tamaño óptimo de N  es obtenido cuando el valor del 

RSD deja de variar con respecto al tamaño de la simulación N . En la Figura 3.2, se puede 

observar que para un tamaño de la simulación N  ( 1N , 2N  y 3N )  más pequeño que 5,000 el 

RSD varia de manera considerable e impredeciblemente; para N  10,000; 15,000 y 20,000 las 

variaciones del valor del RSD decrecen y tienden al valor de 10%. Para N  más grande que 

50,000 los valores del RSD son prácticamente constantes e independientes del tamaño de la 

muestra. Sin embargo, el tamaño óptimo N  de simulación usado en este trabajo fue de 65,000. 

El valor del RSD para   fue el mismo para cada tiempo de simulación como se esperaba, 

debido a que para cada tiempo el numero aleatorio que le corresponden es el mismo. 

 

 

Figura 3.2. Desviación estándar relativa (RSD) para   como una función del tamaño de simulación N. 

la línea punteada horizontal al 10% es la referencia para  . 

 

3.4.3 Exponente de difusión anómala en el comportamiento de ETFT 

Los resultados de la influencia del EDA en las características de respuesta de ETFT evaluados a 

partir de la simulación Monte Carlo para medios puramente absorbentes  son mostrados en la 

Figura 3.3 (Figura 3 del Anexo 2), los cuales fueron obtenidos con un tamaño de simulación de 

65,000 para cada tiempo de simulación: para tiempo muy cortos ( 0t ), tiempos cortos ( 02t )  y 
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para tiempos muy largos ( 06t ), y para diferentes valores de t  los cuales varían en cada caso de 

acuerdo al comportamiento de flujo escalar.  

 

En la Figura 3.3 se puede observar la influencia del exponente de difusión anómala (  ) sobre el 

flujo escalar adimensional ( 0/Q ) en el problema con fuente delta, el cual es de la siguiente 

manera: a) Para tiempos muy cortos ( 0t ): en 0.25t   se nota una correlación positiva 

estadísticamente significativa entre estos dos parámetros, y en 0.5t   y 1.0  se nota una 

correlación negativa estadísticamente significativa entre estos dos parámetros; b) Para tiempos 

cortos ( 02t ); en 0.5t   y 1.0  se observa una correlación positiva entre estos dos parámetros, y 

en 1.5t   se nota una correlación negativa estadísticamente significativa entre estos dos 

parámetros; y c) Para tiempos muy largos ( 06t ): en 0.5t  , 1.0 , 2.0 , se nota una correlación 

positiva estadísticamente significativa entre estos dos parámetros. 

 

Los resultados de la influencia del EDA en las características de respuesta de ETFT también 

fueron evaluados a partir de la simulación Monte Carlo para medios heterogéneos ( 0.65c  ) y 

para medios altamente dispersores ( 1c  ) (Figuras 4 y 5 del Anexo 2), para todos los casos, es 

decir, para 0t , 02t  y 06t . Los resultados cualitativos obtenidos tienen las mismas características 

que se observaron en un medio puramente absorbente (Figura 3.3). Sin embargo, la diferencia 

entre ellos es su rango de variación el cual es presentado en las Tablas 1 – 3 del Anexo 2. 

 

3.4.4 Análisis de sensibilidad 

Se utilizaron los limites de confianza del 99% (LC99) o intervalos de confianza del 99% (IC99) 

de la media para entender la sensibilidad del sistema a los cambios del EDA (  ). Estos fueron 

calculados usando la siguiente formula estándar (Bevington and Robinson, 2003): 
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( 1)99 n

s
LC t

N
        (3.18) 

( 1)99 n

s
IC x t

N
        (3.19) 

donde s  es la desviación estándar, x  es la media, N  es el tamaño de la simulación usada y t  es 

el valor critico t de Student para los grados requeridos de libertad. 

 

Los resultados (mostrados en las Tablas 1 – 3 del Anexo 2) muestran como los valores medios 

de la población estadística del exponente de difusión anómala ( ) en la ETFT pueden estar 

localizados en intervalos de confianza del 99% (o 1% de significancia). De esta forma, hay una 

confianza del  99% que el valor de   este dentro del intervalo de 0.59932 – 0.60053, con lo que 

el flujo escalar adimensional ( 0/Q ) podría estar entre el intervalo mostrado en las Tablas 1 – 3 

del Anexo 2  para medios puramente absorbentes ( 0c  ), medios heterogéneos ( 0.65c  ), y 

para medios altamente dispersantes ( 1c  ), respectivamente. Por ejemplo, para un medio 

puramente absorbente ( 0c  ) en la Tabla 1: para los valores de   dentro del intervalo de 

0.59932 – 0.60053, el flujo escalar adimensional ( 0/Q ) podría estar entre 0.14259 – 0.14261 

en 0.5t  ,  para tiempos muy cortos ( 0t ); y así sucesivamente para cada condición analizada. 

 

El análisis de sensibilidad se llevo a cabo a través de la regresión polinomial lineal, cuadrática y 

cubica de los datos simulados, sin embargo sólo se presentan los resultados obtenidos mediante 

la regresión cúbica (Tablas 4 – 6 del Anexo 2) usando el EDA ( ) como variable predictora. 

Estos resultados muestran una correlación estadísticamente válida para flujo escalar 

adimensional ( 0/Q ). 

 

 

 

 

 



    

 

39 

 

 

0.25t      0.5t 
       

1t   

 

Tiempos muy cortos 

0.5t      1.0t 
       

1.5t    

 

Tiempos cortos 

1.0t      2.0t 
       

3.0t   

 

Tiempos muy largos
 

Figura 3.3. Medio heterogéneo ( 0.65c  ): Influencia del exponente de difusión anómala ( ) sobre el 

flujo escalar en un problema de fuente delta para tiempos muy cortos ( 0t ), tiempos cortos ( 02t ), y 

tiempos muy largos ( 06t ). 
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3.4.5 Análisis de incertidumbre 

Para este análisis, los resultados son resumidos en la Tablas 7 – 9 del Anexo 2: para medios 

puramente absorbentes ( 0c  ), medios heterogéneos ( 0.65c  ), y medios altamente 

dispersores ( 1c  ), respectivamente. Para cada medio y tiempo característico de simulación, en 

cada caso se seleccionaron tres diferentes valores de t  de acuerdo al comportamiento del flujo 

escalar adimensional ( 0/Q ), como se puede observar en la Figura 2 del Anexo 2.  

 

La explicación de estas tablas es mostrada con el siguiente ejemplo: en la Tabla 8 del Anexo 2 

se observa que con el 10% de variación en el exponente de difusión anómala (  ) el flujo escalar 

adimensional ( 0/Q ) en 1.5t   varia alrededor de 15.82% para tiempos cortos. Es importante 

señalar que de acuerdo con los resultaos reportados en estas tablas la máxima variación 

observada es de alrededor del 39.36% en 1.0t   para medios altamente dispersores ( 1c  ) y 

tiempos muy cortos (Tabla 9 del Anexo 2), por otro lado en ese mismo valor de t  y para 

tiempos muy cortos en los tres tipos de medios se observa una variación del mismo orden,  

mientras que la mínima variación es de alrededor del 0.49% observada en 0.5t    para medios 

puramente absorbentes ( 0c  ) y tiempos muy cortos (Tabla 7 del Anexo 2). 
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Capítulo IV 

Ecuación de la cinética neutrónica de orden fraccional de un 

reactor puntual 

Las ecuaciones de cinética neutrónica puntual clásica (ECNC) de un reactor  son uno de los 

modelos más importantes de la ingeniería nuclear, a través de éstas es posible determinar el 

comportamiento de la densidad neutrónica de una forma simple durante la variación de la 

reactividad en el tiempo, y ha sido objeto de incontables estudios y aplicaciones para entender la 

dinámica neutrónica y sus efectos, así como el desarrollo de diferentes métodos para su solución 

(Chao and Attard, 1985; Aboanber, 2003; Kinard and Allen, 2003; Chen et al., 2006; Li et al., 

2007; Zhang et al., 2008; Palma et al., 2009; Li et al., 2010; Espinosa-Paredes et al., 2011). 

  

La difusión de neutrones a través de un material es el resultado de las interacciones nucleares 

del sistema. En el análisis de un reactor, se asume que los neutrones no chocan entre ellos. Esto 

es válido porque la densidad de neutrones es mucho menor que la densidad atómica del medio. 

Debido a que las colisiones son casi constantes, los neutrones en el medio viajan en zig-zag. 

Cuando se considera un número grande de neutrones se asume que son monoenergéticos, y hay 

un movimiento global de neutrones de una región de alta densidad neutrónica a una de baja. 

Esta es la razón de porqué la ley de Fick de difusión normal es aplicada para definir la variación 

neta del flujo de neutrones. Sin embargo, se considera que un reactor nuclear es un sistema 

altamente heterogéneo debido al cambio de medio de transporte en distancias cortas y a la 

presencia de regiones altamente absorbentes, como ya se mencionó anteriormente. 

Considerando estas ideas se tiene un proceso de difusión anómalo, el cual muestra diferentes 

comportamientos en el espacio y tiempo. Por esta razón el proceso de transporte de neutrones en 

un sistema nuclear no puede describirse de manera exacta mediante la ley de difusión de Fick 

(Ec. 3.9)  y tampoco puede ser descrito con precisión por la ley de propagación del tipo 

Cattaneo (Ec. 3.14). 
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Bajo estas consideraciones, en el trabajo de Espinosa-Paredes et al. (2011) se presenta el 

desarrollo de un modelo matemático el cual describe la dinámica del transporte de neutrones 

aplicando una ley constitutiva de orden fraccional para la densidad de corriente neutrónica (Ec 

2.17). Este trabajo es presentado en el Anexo 6. El modelo desarrollado será empleado para la 

simulación del arranque de un reactor del tipo PWR para dos caso de inserción de reactividad: 

1) inserción de reactividad en pasos; 2) inserción de reactividad en rampa. 

 

Para la aplicación (1) el análisis numérico del comportamiento de la densidad neutrónica cuando 

se incrementa la potencia del reactor nuclear durante la puesta en marcha de un PWR, en el cual 

la inserción de reactividad es paso a paso, donde se considera una fuente de neutrones externa 

definida como constante de un estado inicial estable subcrítico conocido. Mientras que para la 

aplicación (2) se presenta el comportamiento de la variación de la densidad neutrónica cuando la 

potencia del reactor nuclear aumenta, donde se analiza el caso de aumento de potencia del 

reactor nuclear cuando se arranca en frío, el cual es un proceso de inserción de reactividad 

mediante el levantamiento de las barras de control de forma discontinua. Se considera que hay 

un tiempo de relajación asociado con una rápida variación en el flujo de neutrones y su 

interpretación física del orden fraccional está relacionada con los efectos no-fickianos desde el 

punto de vista de la ecuación de difusión de neutrones.  

 

4.1 Ecuación de la cinética neutrónica de orden fraccional (ECNF) de un reactor 

puntual 

Al considerar un sistema nuclear altamente heterogéneo, se toma en cuenta que el transporte de 

neutrones tendrá un comportamiento irregular debido al cambio de medio de transporte en 

distancias cortas y a la presencia de regiones altamente absorbentes. Para considerar estas 

anomalías del sistema de transporte de neutrones, en el trabajo de Espinosa-Paredes et al. (2011) 

se desarrolló una ecuación de dispersión del flujo neutrónico basada en la ecuación de la 

ecuación de difusión dada por la Ec. (3.6), como 
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

,  0t  ,   (4.1) 

que es la ecuación del telegrafista de orden fraccional en el tiempo para describir la difusión 

anómala. Donde  ,S r t  es el término fuente y en este caso se considera que depende del 

tiempo, el cual para neutrones de un grupo de energía, es dado por (Glasstone and Sesonske, 

1981) 

     
1

ˆ, (1 ) , ,
m

a i i

i

S r t k r t C r t   



       (4.2) 

donde   es la fracción de neutrones retardados, k  es el coeficiente de multiplicación infinita, 

i  constante de decaimiento del precursor y iC  es la concentración de precursores. En esta 

ecuación el primer término de lado derecho representa la producción de neutrones instantáneos, 

mientras que el segundo término es la variación total de la formación de neutrones de 

precursores retardados. 

 

Aplicando todos los conceptos y fundamentos conocidos en la Ec. (4.1) de la manera análoga 

como se obtiene el modelo de la ECNC (Glasstone y Sesonske, 1981; Lamarsh y Baratta, 2001) 

se obtiene la ecuación de la cinética neutrónica de orden fraccional (ECNF) para un reactor 

puntual, de la forma 

1

1

1 1

( ) 1 (1 ) ( ) ( )

( )
m m

i
i i i

i i

d n t d n t dn t

l dtdt dt

d C
n t C

dt

 
 

 







 

 
  





 

 
    

 
       

 

.   (4.3) 

donde n  es la densidad neutrónica, l  es el tiempo de vida del neutrón,   es la reactividad y   

es tiempo de generación del neutrón. Cuando 0  , se recupera la ecuación clásica, es decir, 

1

( )
( )

m

i i

i

dn t
n t C

dt

 





 


      (4.4) 
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La diferencia entre las Ecs. (4.3) y (4.4), es que la Ec. (4.3) tiene tres términos adicionales 

respecto de la ecuación clásica: 1)  
1

1

( )d n t

dt








, 2) 

( )d n t

dt




 y 3) id C

dt




. El significado físico de 

estos término es que para valores de 0 1  , hay procesos sub-difusivos, el primero y el 

tercero tienen relevancia para cambios rápidos en la potencia neutrónica, mientras que el 

segundo término tiene especial relevancia cuando los cambios en la potencia neutrónica son 

pequeños. 

 

La velocidad neta de formación de neutrones de precursor retardados del grupo i-ésimo está 

dada por 

( )
( )i i

i i

dC t
n t C

dt


 


     (4.5) 

Esta ecuación fue derivada considerando que 

 
   

ˆ , ˆ, ,
i

i a i i

dC r t
k r t C r t

dt
        (4.6) 

donde, el primero y el segundo término de la derecha son la rapidez de formación de precursores 

y el decaimiento radioactivo del  i-ésimo grupo, respectivamente. En esta ecuación   

representa la fracción de neutrones retardados. Para mayores detalles sobre el procedimiento en 

el Anexo 6 se presenta el trabajo de Espinosa-Paredes et al. (2011). 

 

4.2 Solución de la ECNF  

La aproximación numérica de la solución del modelo de la ECNF fue obtenida aplicando el 

algoritmo para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de orden fraccional múlti-términos 

(EDOF) propuesto por Edwards et al. (2002) el cual es presentado en el Apéndice C, el método 

consiste en representar la ecuación diferencial de orden fraccional como un sistema de 

ecuaciones diferenciales de orden fraccional. 
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Considerando un grupo de neutrones retardados la ecuación de la cinética neutrónica de un 

reactor puntual y las condiciones iniciales son dadas por: 

Ecuación de la cinética neutrónica fraccional de un reactor puntual 

1

1

1 (1 )d n d n dn d C
n C

l dtdt dt dt

  
  

  

  
    





  
        

,   (4.7) 

0n n ,  at 0t  .     (4.8) 

Concentración de precursores 

dC
n C

dt


 


,      (4.9) 

0 0C C n



 


,  at 0t  .    (4.10) 

 

Para simplificar la notación se usa el operador diferencial D  en lugar de /d dt . Entonces, el 

sistema de ecuaciones puede ser escrito como: 

Ecuación de la cinética neutrónica fraccional de un reactor puntual 

1
3 2 1 2 1D n a Dn a D n a n b D C b C        , 0 1    (4.11) 

Concentración de precursores 

2 0DC b C a n         (4.12) 

donde los coeficientes de las ecuaciones anteriores son: 

0a





       (4.13) 

1

1
a



 



 
   

 
      (4.14) 

2

1 (1 )
a

l

 
   

      (4.15) 

3

1
a


        (4.16) 

1b





        (4.17) 
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2b          (4.18) 

Para seguir el procedimiento dado por Edwards et al. (2002), se define un cambio de variable 

con respecto al problema original: 

Ecuación de la cinética neutrónica fraccional de un reactor puntual 

1( ) ( )x t n t        (4.19) 

2 1( ) ( ) ( )x t D n t D x t        (4.20) 

3 1( ) ( ) ( )x t Dn t Dx t       (4.21) 

1
4 3( ) ( ) ( ) ( )x t D Dn t D n t D x t        (4.22) 

Concentración de precursores 

1( ) ( )y t C t        (4.23) 

2 1( ) ( ) ( )y t D C t D y t        (4.24) 

3 1( ) ( ) ( )y t DC t Dy t       (4.25) 

el cual en forma matricial es 

21

32

43
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0 0 0 0
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0 0 0 0
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D xx
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xxD
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    
    
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    
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   (4.26) 

donde 

3 2

4

1 1

j j j j

j j

x a x b y
 

          (4.27) 

3 0 1 2 1y a x b y         (4.28) 

Los coeficientes 4x  y 3y  se obtuvieron sustituyendo las Ecs. (4.20) – (4.22) y las Ecs. (4.24) y 

(4.25), en las Ecs. (4.11) y (4.12), respectivamente.  
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Para la forma de la derivada fraccional se aplica el método de Diethelm (Diethelm 1997a, 

1977b), el cual es definido como: 

0
,

0

1 i

p i i p

pi

x
D x x 









 
  
   
      (4.29) 

Aquí    i ih
     , donde     es la función gamma cuyo argumento es  ; 0x  es la 

condición inicial, y ,0 ,, ,p p i
    son los pesos de la convolución definidos como: 
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.   (4.30) 

Entonces, se aplica la Ec. (4.29) con 1x x  para la forma discreta de la Ec. (4.21), se obtiene: 

1,0
1, , 1,
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i p i i p

pi

x
D x x 









 
  
   
     (4.31) 

De acuerdo con el método de Edward et al. (2002) se considera que 

1,0
1, , 1,

1

i

i p i i p

p

x
S x






       (4.32) 

Ahora, sustituyendo la Ec. (4.32) en la Ec. (4.31): 

 1, 0, 1, 1,

1
i i i i

i

D x x S 

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

    (4.33) 

En esta ecuación se puede observar que 

, 1, , 1, 0, 1,

0 1

i i

p i i p p i i p i i

p p

x x x     

 

       (4.34) 

De acuerdo con la Ec. (4.20) 1, 2,i iD x x  ; entonces, la Ec. (4.33) puede re-escribirse como: 

 2, 0, 1, 1,

1
i i i i

i

x x S


 


     (4.35) 

Entonces, despejando 1,iS : 
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1, 2, 0, 1,i i i i iS x x         (4.36) 

Combinando las Ecs. (4.32) y (4.35), se obtiene 

1,0
2, 0, 1, , 1,

1

i

i i i i p i i p

p

x
x x x   






        (4.37) 

Para la forma discreta de la Ec. (4.21) se usa la regla del trapecio: 

 1, 1, 1 3, 3, 1
2

i i i i

h
x x x x         (4.38) 

Ahora, se procede de manera similar como en la forma discreta de la Ec. (4.20), entonces 

2, 1, 1 3, 1
2

i i i

h
S x x         (4.39) 

Sustituyendo la Ec. (4.39) en la Ec. (4.38), se tiene: 

1, 2, 3,
2

i i i

h
x S x        (4.40) 

Despejando 2,iS :  

2, 1, 3,
2

i i i

h
S x x        (4.41) 

Combinando las Ecs. (4.39) y (4.41), se obtiene: 

1, 3, 1, 1 3, 1
2 2

i i i i

h h
x x x x          (4.42) 

Se procede de manera similar para obtener la forma discreta de las Ecs. (4.22), (4.24) y (4.25): 

      3,0
1 1, 2 2, 1 1, 2 2, 3 0, 3, , 3,

1

i

i i i i i i i i i p i i p

p

x
b y b y a x a x a x x     






             (4.43) 

  1,0
2, 0, 1, , 1,

1

i

i i i i p i i p

p

y
y y y   






         (4.44) 

02
1, 1, 1, 1 0 1, 1 2 1, 11

2 2 2
i i i i i

a hb h h
y x y a x b y  

 
        

 
   (4.45) 

respectivamente. Ahora, con las Ecs. (4.37), (4.42), (4.43) – (4.45) se construye la forma 

matricial: 
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0, 1, 1,

2, 2,

3, 3,1 2 2 0, 1 2

1, 1,
0,

2, 2,
0 2

0 0 0

1 0 / 2 0 0

( )

0 0 0

( ) / 2 0 0 1 ( ) / 2 0

i i i i

i i

i ii i i i i i

i i
i i

i i

x S

h x S

x Sa a a b b

y R

y Ra h b h

 

     

 







      
        
                
     
          

 (4.46) 

donde 

1,0
1, , 1,

1

i

i p i i p

p

x
S x






        (4.47) 

2, 1, 1 3, 1
2

i i i

h
S x x          (4.48) 

3,0
3, , 3,

1

i

i p i i p

p

x
S x






        (4.49) 

1,0
1, , 1,

1

i

i p i i p

p

y
R y






        (4.50) 

2, 1, 1 0 1, 1 2 1, 1
2

i i i i

h
R y a x b y            (4.51) 

 

4.3 Aplicaciones de la ECNF  

Durante la puesta en marcha de un reactor nuevo o recargado, se debe prestar atención 

cuidadosa al problema de control, con el fin de evitar la posibilidad de un accidente. En los 

reactores de alto flujo y que se ha añadido un exceso de reactividad, el período del reactor puede 

ser muy pequeño durante el inicio. Si se permite que continúe, ya sea por un fallo mecánico o 

del operador, a través de la etapa de la criticidad por neutrones instantáneos, la energía superará 

muy rápidamente el nivel normal de operación y las consecuencias podrían ser graves. La puesta 

en marcha del reactor requiere una atención especial, ya que el nivel de neutrones puede ser tan 

bajo que podrían ser inciertas las indicaciones de los instrumentos de medida habituales. En este 

caso, una condición de máxima importancia es que las barras de control no se pueden mover, 

hasta que el flujo de neutrones sea lo suficientemente grande como para ser detectado. Este flujo 
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de neutrones detectable puede provenir de la fisión espontánea o una fuente de neutrones 

especial introducida en el reactor. Incluso en estas circunstancias, existe la posibilidad de que el 

reactor alcance la criticidad por neutrones del sistema en un intervalo de tiempo corto; esta 

situación se puede evitar regulando cuidadosamente la velocidad de ascenso de la reactividad, es 

decir, la velocidad de movimiento de las barras de control durante el proceso de inicio 

(Glasstone y Sesonske, 1981). 

 

4.3.1 Análisis numérico del arranque de un PWR con la ECNF: inserción de reactividad en 

pasos 

Actualmente, el método básico de seguimiento crítico es la extrapolación, y el método de 

inverse count rate se utiliza ampliamente en los reactores del tipo PWR. Debido a que no hay 

solución analítica para la ECNC con una fuente externa en subcrítico, aún se sigue utilizando la 

fórmula tradicional sub-crítica (Hetrick, 1993):   0 0n t q     (donde  n t  es la densidad 

de neutrones en el caso t  , 0q  es la fuente de neutrones externa de densidad emitida por 

segundo,   es el tiempo de generación de neutrones instantáneos, y 0  es el valor inicial de 

reactividad debida a la barra de control retirada), lo que demuestra que la sub-criticidad necesita 

un tiempo más largo para que el reactor alcance el estado estacionario. En realidad, cuando se  

lleva a cabo el arranque físico de un reactor y se retiran las barras de control para extrapolar al 

estado crítico se usa la fórmula sub-crítica tradicional, incluso si la reactividad añadida es igual 

a 1/3 del valor de extrapolación, los fenómenos de súper-criticidad a veces pueden ocurrir 

accidentalmente (Li et al., 2010). Frecuentemente en la práctica se tiene que a partir del apagado 

a fondo, la varianza de la densidad neutrónica se incrementa varios órdenes de magnitud. Al 

final de los pasos iniciales durante el arranque del reactor, el valor de la densidad de neutrones 

casi alcanza un valor estable, pero es tan pequeño que puede ser considerado como cero. 

Durante este proceso, el método de extrapolación se utiliza para encontrar el punto crítico. 

Además, después de algunos pasos, especialmente cuando el reactor está cerca de ser crítico por 

retardados, la densidad de neutrones llega a un nivel alto y no puede ser tomada como cero. En 

este momento la fórmula sub-crítica tradicional no es aplicable más. Por otro lado, Chen (1997) 
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ilustra algunos ejemplos sobre accidentes por criticidad, que se producen si se utiliza la cuenta 

del detector de neutrones para extrapolar a estado crítico mediante la fórmula sub-crítica 

tradicional. De acuerdo con esas ideas, Li et al. (2010) propone una nueva solución para la 

multiplicación de neutrones mediante la ECNC con un grupo de neutrones retardados. 

 

El principal objetivo de esta sección es analizar los efectos del exponente de difusión anómala 

( ) y el tiempo de relajación anómalo sobre el comportamiento de la densidad neutrónica 

durante la puesta en marcha de un PWR, y la relación entre la respuesta de la densidad 

neutrónica y la reactividad insertada paso a paso. Este análisis se presentó en el trabajo de Polo-

Labarrios y Espinosa-Paredes (2012b)  el cual se presenta en el Anexo 3. 

  

Formulación matemática fraccional 

El sistema de ECNF con un grupo de neutrones de precursores retardados dado por las Ecs. 4.7 

– 4.10, al considerar una fuente neutrónica externa y sus condiciones iniciales, quedan como: 

Ecuación de la cinética neutrónica de orden fraccional de un reactor puntual  

       

 
 

 

1

1

11d n t dn t d n t

dt ldt dt

d C t
n t C t q

dt

 
 

 







 

 
  





 
   

 


   



, 0 1    (4.52) 

0
0

q

n



         (4.53) 

 

0

0

t

d n t

dt







       (4.54) 

 1

1

0

0

t

d n t

dt











       (4.55) 

Concentración de precursores 

 
   

dC t
n t C t

dt


 


     (4.56) 
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  00C n






      (4.57) 

 

0

0

t

d C t

dt







       (4.58) 

 

Para obtener la solución de la ECNF se procede de manera similar que en la  sección anterior. 

Por lo que la representación matricial de la solución de las Ecs. (4.52) y (4.56) es: 

 

0, 1, 1,

2, 2,

3, 3,1 2 2 0, 1 2

1, 1,
0,

2, 2,
0 2

0 0 0

1 0 / 2 0 0

( )

0 0 0

( ) / 2 0 0 1 ( ) / 2 0

i i i i

i i

i ii i i i i i

i i
i i

i i

x S

h x S

x Sa a a b b

y R

y Ra h b h

 

     

 







      
        
                
     
          

 (4.59) 

donde 

1,0
1, , 1,

1

i

i p i i p

p

x
S x






       (4.60) 

2, 1, 1 3, 1
2

i i i

h
S x x         (4.61) 

3,0
3, , 3,

1

i

i p i i p i

p

x
S x d 






        (4.62) 

1,0
1, , 1,

1

i

i p i i p

p

y
R y






       (4.63) 

2, 1, 1 0 1, 1 2 1, 1
2

i i i i

h
R y a x b y           (4.64) 
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4.3.2 Análisis numérico del arranque de un PWR con la ECNF: inserción de reactividad en 

rampa  

La reactividad es una de las propiedades más importantes en un reactor nuclear debido a que 

está directamente relacionado con el control del reactor. La reactividad se inserta básicamente 

cuando las barras de control son elevadas, en la práctica cada paso del levantamiento de las 

barras de control es un paso de introducción de reactividad lineal en un cierto período de 

tiempo. Sin embargo, las barras de control se levantan de forma discontinua, y cuando está cerca 

de la criticidad la longitud de cada paso tiene un intervalo de tiempo el cual permite que el 

transitorio dure lo suficiente para que el reactor pueda llegar a la criticidad de una manera lenta 

y segura. Por otro lado, la eyección o retirada descontrolada de las barras de control es el tipo 

más común de iniciador de un accidente de inserción de reactividad, este es un evento que ha 

sido el tema de trabajos anteriores (por ejemplo: Duderstadt y Hamilton, 1976; Glasstone y 

Sesonske, 1981; Stacey, 2001; Zhang et al., 2008; Palma et al., 2009; etc.). 

 

El objetivo de esta sección es analizar los efectos del exponente de difusión anómala ( ) y el 

tiempo de relajación anómalo (  ) en el comportamiento de la densidad neutrónica durante el 

arranque de un reactor nuclear de potencia, y la relación de la respuesta de la densidad 

neutrónica con la velocidad y duración del levantamiento de las barras de control. 

 

Durante el arranque en frio, el reactor se encuentra en estado subcrítico y la fuente externa de 

neutrones no puede ser despreciada. En este caso la temperatura promedio del núcleo del reactor 

es menor, así como la potencia añadida, por lo que el efecto de retroalimentación de temperatura 

puede ser despreciado. De acuerdo con estas ideas, recientemente Zhang et al. (2008) y Palma et 

al. (2009), desarrollaron soluciones analíticas para el cálculo de la densidad neutrónica a partir 

de un conjunto de aproximaciones físicas y matemáticas, estas soluciones son presentadas en el 

Anexo 4. Sus formulaciones fueron basadas en las ECNC, en donde se considera una fuente de 

neutrones externa y la  inserción de reactividad es variable en el tiempo y representada por: 
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 
 

 0

, 0s o

s o

rt t t
t

rt t t






   
 

 
     (4.65) 

Donde  es la reactividad; s  es la reactividad subcrítica; r  es la velocidad de inserción de 

reactividad; t  es el tiempo; 0t  es la duración de elevación de la barra de control. El resto de los 

parámetros han sido descritos anteriormente.  

 

Formulación matemática fraccional 

En este caso la ecuación de cinética neutrónica de orden fraccional (ECNF) con un grupo de 

precursores de neutrones retardados tiene la forma de las Ecs. 4.52 y 4.56, y sus condiciones 

iniciales son iguales a excepción de la Ec. 4.53, la cual en este caso es: 

 0
s

q
n




  .      (4.66) 

 

Este análisis se presentó en el trabajo de Polo-Labarrios y Espinosa-Paredes (2012c)  el cual se 

presenta en el Anexo 4. 

 

Solución numérica fraccional  

La solución numérica de la aproximación ECNF es igual que la obtenida en el caso anterior, es 

decir, es dada por las Ecs. 4.59 – 4.64. La diferencia principal entre ambos casos es que la 

perturbación de reactividad como una función del tiempo es introducida usando la Ec. (4.65), la 

cual es consistente con la solución numérica fraccional, presentada en este trabajo. 

 

4.3.3 Análisis de sensibilidad e incertidumbre de la ECNF con inserción de reactividad en 

rampa 

Se realizo el análisis de sensibilidad e incertidumbre del exponente de difusión anómala sobre el 

comportamiento de la densidad neutrónica obtenido con la ecuación de cinética neutrónica de 

orden fraccional (ECNF) de un reactor puntual, los resultados son presentados de manera 

extensa en el Anexo 5. Este análisis se ejecutó a través de la simulación Monte Carlo con un 
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tamaño de muestra superior a 65,000; el tamaño de 50,000 fue considerado como válido para 

aplicaciones de rutina. La sensibilidad se evaluó en términos de intervalos de confianza del 99% 

de la media para comprender el rango de los valores medios que pueden representar toda la 

población estadística de las variables de rendimiento. El análisis de regresión con un exponente 

de difusión anómala como la variable predictora mostró una relación cuadrática 

estadísticamente válida de la densidad neutrónica y la concentración de neutrones retardados.  

 

Los parámetros usados en este estudio para realizar el análisis de sensibilidad e incertidumbre de 

acuerdo a su contribución relativa en la ECNF son: densidad neutrónica ( n ) y la densidad de 

precursores de neutrones retardados ( C ), considerando un solo grupo. Los resultados de este 

análisis se presentaron en el trabajo de Espinosa-Paredes et al. (2012a)  el cual se presenta en el 

Anexo 5. 

 

4.4 Resultados de las simulaciones 

Para analizar los efectos del exponente de difusión anómala (  ) y el tiempo de relajación 

anómala (  ) en el comportamiento de la densidad neutrónica en cada uno de los casos 

presentados anteriormente, las soluciones del modelo numérico en forma matricial (Ecs. 4.46 – 

4.51, y las Ecs. 4.59 – 4.64) fueron implementadas en el programa de computadora comercial 

MATLAB®, donde se empleó el método de eliminación gausiana para invertir el sistema 

matricial dado por la Ec. (4.46). 

 

4.4.1 Comparación entre las ECNC y las ECNF 

Para observar las diferencias entre los modelos de ECNC y ECNF se utilizaron los parámetros 

obtenidos de Kinard y Allen (2004): 
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6

1

0.007i

i

 


  , 1

6

1

0.0810958

i i

i

s




 





 



, 0.002 s   y 0.00024l s , donde i  y i  

son presentados en la Tabla 4.1, y el valor del parámetro l  fue obtenida de Glasstone y 

Sesonske (1981). 

 

Las condiciones iniciales son: 

    

1,0 0

2,0

3,0

1,0 0

2,0

1

0

0

43.1588

0

x n

x

x

y C

y n

 





 



 

donde  0 0C n   . 

 

 

Tabla 4.1. Fracción de neutrones retardados y constantes de 

decaimiento (Kinard y Allen, 2004). 

 i   1
i s   

Grupo 1 0.000266 0.0127 

Grupo 2 0.001491 0.0317 

Grupo 3 0.001316 0.1550 

Grupo 4 0.002849 0.3110 

Grupo 5 0.008960 1.4000 

Grupo 6 0.000182 3.8700 

 

Para observar el comportamiento de la densidad neutrónica con cambios de reactividad 

utilizando el modelo fraccional se utilizaron diferentes valores del exponente de difusión 

anómala. El experimento numérico se realizó con tres valores de reactividad: 
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- Caso 1: 0.002   (reactividad supercrítica) 

- Caso 2: 0    (reactividad critica) 

- Caso 3: 0.002    (reactividad subcrítica) 

 

Los valores del exponente de difusión anómala son 0.99,0.95,0.9   y están asociados a un 

tiempo de relajación anómalo igual a 510 s  . 

 

Los resultados muestran que existen diferencias entre los comportamientos descritos por los 

modelos clásico y fraccional. Estas comparaciones permiten establecer la importancia de los 

términos adicionales que se tienen en el modelo fraccional (ECNF). 

 

En los tres experimentos numéricos se observa que a medida que el valor del exponente de 

difusión anómalo disminuye, el valor de la densidad neutrónica también, es decir, el modelo de 

la ECNF sub-predice el comportamiento de la densidad neutrónica descrito por la ECNC. 

 

 

Figura 4.1. Comparación del comportamiento de la densidad neutrónica para las ECNF y ECNC, con 

0.002  . 
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Figura 4.2. Comparación del comportamiento de la densidad neutrónica para las ECNF y ECNC, con 

0  . 

 

 

 

Figura 4.3. Comparación del comportamiento de la densidad neutrónica para las ECNF y ECNC, con 

0.002   . 

 

4.4.2 Resultados de la simulación con inserción de reactividad en pasos 

Para analizar los efectos del tiempo de relajación anómala (
 ) en el comportamiento de la 

densidad neutrónica durante el proceso de arranque de un reactor del tipo PWR con inserción de 

reactividad en pasos, se usaron las Ecs. (4.59) – (4.64) y la solución numérica de la formula 

subcrítica tradicional (presentada en el Anexo 3) para aplicar al mismo problema estudiado por 

Li et al. (2010). Los resultados del modelo numérico de la ECNF son comparados con la 

solución numérica de la ECNC 
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Parámetros 

Los parámetros nucleares usados fueron obtenidos de Li et al. (2010), los cuales son: 

10.0774 s  , 0.0065  , 410 s   y 81 10q   3neutrones m s  los cuales corresponden a 

un reactor nuclear de agua presurizada con 
235U  como material fisil, y el valor del parámetro 

0.00024l s  fue obtenido de Glasstone and Sesonske (1981).  

 

Los valores de subcríticidad fueron tomados de Li et al. (2010). Asume que, antes del cambio 

repentino en la reactividad ocurrida en 1 0t  , la cuenta inicial del detector de neutrones es igual 

al   ( 0n ). Entonces el calor inicial subcrítico y  la densidad de precursores de neutrones 

retardados puede ser obtenida usando 0 0q n     y 0 0C n   , respectivamente. De 

acuerdo con los resultado mostrados por Li et al. (2010), el valor inicial subcrítico es 

0 100 mk   , cuando se extrae la barra de control por primera vez al tiempo 1 0t   el valor 

subcrítico insertado es 1 10 mk   , después de esperar 100 s  ( 2t ) la barra de control es 

extraída por segunda ocasión y el valor subcrítico insertado es 2 5 mk   , así sucesivamente, 

entonces a 3 200t s  el valor subcrítico es 3 2.5 mk   , a 4 300t s  el valor subcrítico 

insertado es 4 1.25 mk   , en 5 420t s  el valor subcrítico insertado es 5 1mk   , 

finalmente en 6 600t s  el valor subcrítico insertado es 6 0.75 mk   . 

 

El experimento numérico se ejecutó para los valores del tiempo de relajación anómala de: 

 0.01, 0.001, y 0.0025 s; y los valores del exponente de difusión anómala de:   0.6, 0.8 y 

0.999. 

 

Experimentos numéricos 

Las Figuras 4.4 y 4.5 muestran los principales resultados obtenidos del experimento numérico 

(EN), los cuales presentan las características del incremento de la densidad neutrónica durante el 

proceso de arranque del reactor nuclear, fueron hechas usando las ECNF (Espinosa-Paredes et 
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al., 2011a) y las ECNC para comparar las diferencias entre estos dos modelos. Para analizar los 

efectos del exponente de difusión anómala, así como el tiempo de relajación anómalo sobre el 

incremento de la densidad neutrónica durante el proceso de arranque del reactor, se realizaron 

dos tipos de figuras: primero, con el tiempo de relajación fijo se usaron diferentes valores del 

exponente de difusión anómala; segundo, con el valor del exponente de difusión anómala se 

usaron diferentes valores del tiempo de relajación anómala. Adicionalmente en todos los casos 

se analizaron dos rangos de simulación; (a) todo el rango de simulación; y (b) el rango de 

simulación de 500 a 700 s. Así, los casos analizados fueron: 

 

EN1. Se realizaron tres experimentos (Figuras 1 – 3 del Anexo 3); cada una fue realizada con un 

valor fijo del tiempo de relajación anómalo y diferentes valores del exponente de difusión 

anómala. 

 

EN2. Se realizaron tres experimentos (Figuras 4 – 6 del Anexo 3); cada una se realizó con 

diferentes valores del tiempo de relajación anómalo y un valor fijo del exponente de difusión 

anómala. 

 

Resultados y discusiones  

Los resultados de ambos experimentos son presentados y discutidos en el Anexo 3 de manera 

amplia, sin embargo, debido a su similitud sólo se presentará un caso de cada experimento 

numérico en esta sección. 

 

La Figura 4.4 muestra los resultados numéricos de la ECNF con los valores del exponente de 

difusión anómala iguales a   0.999, 0.8, 0.6, y un valor de tiempo de relajación anómalo igual 

a 
 0.0025, y la comparación con el resultado obtenido con la ECNC. El comportamiento 

transitorio fue analizado considerado el rango de tiempo de 0 a 700 s y un zoom de 500 a 700 s. 
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En la Figura 4.4a, se puede observar que el comportamiento de la densidad neutrónica descrito 

por ECNF con 
 0.0025, para   0.999 es igual al comportamiento descrito por ECNC, 

mientras que para   0.8 y 0.6 el comportamiento de la densidad neutrónica descrito por la 

ECNF sobre-predice el comportamiento descrito por ECNC. Sin embargo, las diferencias entre 

los valores de la densidad nuclear descritos por ambos modelos son pequeñas, incluso los 

valores son casi iguales en todo el rango de simulación. En el zoom mostrado en la Figura 4.4b, 

se puede observar que los valores de la densidad neutrónica alrededor de 600 s descritos por 

ECNF con   0.8  y 0.6 son muy similares entre ellos antes y después de la inserción de la 

reactividad; mientras que la diferencia de estos dos valores con el comportamiento descrito por 

ECNC son muy pequeños antes y después de la inserción de la reactividad. 

 

 

  

Figura 4.4. Comportamiento de la densidad neutrónica después de insertar la reactividad en pasos en un 

núcleo subcrítico. Con un tiempo de relajación anómalo en común igual a 
  0.0025, para diferentes 

valores del exponente de difusión anómala (  0.999, 0.8, 0.6). (a) Rango total del tiempo de 

simulación; (b) zoom en el rango de simulación de 500 a 700 s. 

 

  

En términos generales, se puede observar que las diferencias entre el comportamiento de la 

densidad nuclear descrita por ECNF y ECNC son pequeñas (Figuras 1 – 3 del Anexo 3), sin 
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embargo, el comportamiento de la densidad nuclear descrito por ECNF sobre-predice el 

comportamiento descrito por ECNC. Es importante mencionar que cuando   0.999 el 

comportamiento de la densidad nuclear es igual para cualquier valor del tiempo de relajación 

anómala, mientras que para   0.8, 0.6 el comportamiento de la densidad nuclear cambia para 

cada valor de 
 . 

 

EN 2: 

La Figura 4.5 muestra los resultados de la simulación numérica usando la aproximación ECNF 

con el valor fijo del exponente de difusión anómala igual a   0.8 y diferentes valores del 

tiempo de relajación anómala iguales a 
 0.0025, 0.005 y 0.01, también se muestra el 

resultado obtenido con ECNC. El comportamiento transitorio fue analizado considerando dos 

rangos de tiempo: (a) de 0 a 700 s, y (b) de 500 a 700 s. 

 

  

Figura 4.5. Comportamiento de la densidad neutrónica después de insertar la reactividad en pasos en un 

núcleo subcrítico. Con diferentes valores del tiempo de relajación anómalo (
 0.0025, 0.005, 0.01), 

para un valor en común del exponente de difusión anómala   0.8. (a) Rango total del tiempo de 

simulación; (b) zoom en el rango de simulación de 500 a 700 s. 
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En la Figura 4.5a, se puede observar que las diferencias del comportamiento de la densidad 

nuclear descrito por la aproximación ECNF con   0.8 y 
 0.0025, 0.005 0.01 y el 

comportamiento descrito por ECNC son pequeños, incluso casi iguales hasta los 200 s, después 

de este punto el comportamiento descrito por la aproximación ECNF sobre-predice el 

comportamiento descrito por ECNC, incluso las diferencias se incrementan más en cada paso de 

inserción de reactividad. De manera más detallada: el comportamiento descrito por la 

aproximación ECNF con 
 0.0025 es más grande que el comportamiento descrito por ECNC; 

el comportamiento descrito por ECNF con 
 0.005 es más grande que el comportamiento 

descrito por ECNF con 
 0.0025; y finalmente, el comportamiento descrito por ECNF con 

 0.01 es más grande que todos los demás.  

 

En el zoom mostrado en la Figura 4.5b, se puede observar que a los 600 s la reactividad es 

insertada, por lo que, se puede observar que los valores de la densidad nuclear obtenidos con la 

aproximación ECNF con   0.8 para 
 0.0025 y 0.005, al final del paso de inserción de 

reactividad anterior son más grandes que el valor de la densidad nuclear dada por ECNC, pero 

menor que el valor de la densidad nuclear obtenido con ECNC. Con ECNF para 
 0.01 el 

valor de la densidad nuclear obtenida al final del paso de inserción de reactividad anterior es 

incluso mayor que el valor de la densidad nuclear obtenido con ECNC después de la inserción 

de reactividad. 

 

En términos generales, en las Figuras 4 – 6 del Anexo 3 se puede observar que las diferencias 

entre los valores del comportamiento de la densidad nuclear descrito por ECNF y ECNC son 

pequeños, sin embargo, el comportamiento de la densidad nuclear descrito por ECNF sobre-

predice el comportamiento descrito por ECNC. Es importante mencionar que cuando el valor 

del exponente de difusión anómala es   0.999 el comportamiento de la densidad nuclear es 

igual para cualquier valor del tiempo de relajación anómala, mientras que para   0.8, 0.6 el 

comportamiento de la densidad nuclear cambia para cada valor de 
 , incluso el valor de la 
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densidad nuclear incrementa al incrementar el valor del tiempo de relajación anómala para cada 

valor de  . 

 

La comparación de los resultados obtenidos por la aproximación ECNF y la aproximación 

numérica de las ecuaciones de la cinética neutrónica clásica de un reactor puntual, muestran que 

las diferencias son muy pequeñas; incluso cuando   0.999 no hay diferencias para ningún 

valor de 
 . 

 

La interpretación física de este comportamiento en la densidad nuclear del reactor es que existen 

procesos sub-difusivos, es decir, el movimiento de las partículas tiene un tiempo de relajación o 

tiempo de retraso el cual es considerado por la aproximación ECNF. Estos efectos contribuyen 

en cada inicio de paso de inserción de reactividad, los cuales pueden ser cruciales durante el 

arranque de un reactor nuclear, por lo tanto no son despreciables. En el Capítulo 3  se encontró 

que en un medio heterogéneo la velocidad media de la partícula es 
23 

 para 1  . Por esta 

razón el número de neutrones que se escapan de reactor decrece, y en consecuencia la densidad 

nuclear incrementa en este proceso de arranque. 

 

4.4.3 Resultados de la simulación con inserción de reactividad en rampa 

Con el fin de analizar los efectos de exponente de difusión anómala (  ) y el tiempo de 

relajación ( ) (aproximación ECNF) en el comportamiento de la densidad neutrónica durante el 

arranque de un reactor nuclear de potencia, se aplicó el mismo problema de estudio dado por 

Zhang et al., (2008) y Palma et al. (2009), es decir, que el valor de la reactividad insertada 

depende de la velocidad de inserción de reactividad  r , la reactividad subcrítica  s  y de la 

duración de extracción de cada barra de control  0t . La solución numérica de la aproximación 

ECNF fue comparada con la solución analítica de Zhang et al. (2008).  
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Parámetros nucleares 

Los parámetros nucleares usados en este trabajo fueron obtenidos del trabajo de Palma et al. 

(2009) los cuales son: 10.001s  , 0.0075  , 0.0015s   y 810q  3´n s cm s , el valor del 

parámetro 0.00024l s  fue obtenido de Glasstone y Sesonske (1981). Los valores subcríticos 

usados son 6  y 10 pcm , se consideran dos tipos de velocidad de extracción de la barra de 

control, que son 10 pcm s  y 40 pcm s . Dos valores de la duración de extracción de la barra de 

control, que son 5 s y 10 s. el tiempo de relajación anómala es 510 s  ; el exponente de 

difusión anómala toma los valores de 0.99, 0.9, 0.8, 0.6, 0.3  . 

 

Experimentos numéricos  

Las Figuras 4.6 y 4.7 muestran los principales resultados obtenidos por los experimentos 

numéricos (EN), los otros resultados son presentados en el Anexo 4. Los casos analizados 

fueron: 

 

EN-1.  

Comparación con la solución analítica (Zhang et al., 2008) usando 6s pcm   , 10r pcm s  

y 0 5t s  (Figura 1 del Anexo 4). 

 

EN-2.  

Efectos de la velocidad de extracción de la barra de control ( 10r pcm s , 40r pcm s ) 

usando una duración de extracción de barra igual a 0 5t s , y una reactividad subcrítica de 

6s pcm     en la respuesta de la densidad neutrónica, para   0.99, 0.9, 0.6, 0.3 (Figura 2 

del Anexo 4). 
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EN-3.  

Efectos de la duración de extracción de la barra de control ( 0 5t s  and 0 10t s ) usando un 

valor de velocidad de extracción igual a 10r pcm s  y una reactividad subcrítica de 

6s pcm    en la respuesta de la densidad neutrónica, para   0.99, 0.9, 0.6, 0.3 (Figura 3 del 

Anexo 4). 

 

  

 

 

Figura 4.6. Comparación de la respuesta de la densidad neutrónica entre ECNC y ECNF, con 

10r pcm s , 6s pcm    y 0 5t s . El área sombreada representa diferentes aproximaciones para 

tiempos de escala pequeños: a) Inicio del arranque; b) después de haber levantado las barras de control; y 

c) después de un tiempo de simulación largo. 
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EN-4. 

 Efectos en la densidad neutrónica cuando la reactividad subcrítica es 10s pcm   , los 

valores de la duración de extracción de la barra de control son 0 1t s  y 0 4t s  y los valores de 

la velocidad de extracción de la barra de control son 40r pcm s  y 10r pcm s , 

respectivamente, para     0.99, 0.9, 0.6, 0.3 (Figura 4 del Anexo 4). 

 

Análisis de resultados 

En esta sección presentamos y discutimos EN-1  y EN-4, los cuales se muestran en las Figuras 

4.6 y 4.7, respectivamente. Sus análisis y discusiones son los siguientes: 

 

EN 1.  

Los resultados mostrados en la Figura 4.6 son la solución numérica de la aproximación ECNF 

con diferentes valores del exponente de difusión anómala ( ) y la solución analítica de ECNC 

obtenida por Zhang et al. (2008). El comportamiento transitorio fue analizado considerando tres 

escalas de tiempo pequeñas: (a) cuando comienza el arranque; (b) después de haber levantado la 

barra de control; y (c) al final del tiempo de simulación. 

 

En términos generales, los resultados muestran que el comportamiento descrito por la 

aproximación ECNF sub-predice el comportamiento descrito por ECNC después del 

levantamiento de las barras de control, cuya diferencia entre estos dos modelos es de 

aproximadamente del orden de 72.4 10  3'n s cm ,  prácticamente para todos los valores de   

(Figura 4.6a).  

 

Para tiempos de escala pequeños se observa un retraso en el comportamiento de la densidad 

neutrónica debido al tiempo de relajación anómalo (este retraso es diferente para cada valor de 

 ), a continuación se describe: 
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Figura 4.7. Efectos en la respuesta de la densidad neutrónica cuando la reactividad subcrítica es 

10s pcm   , la duración de levantamiento de las barras de control es 0 1t s  y 0 4t s  y la 

velocidad de levantamiento de las barras de control es 40r pcm s  y 10r pcm s , respectivamente. 

El área sombreada representa diferentes aproximaciones para tiempos de escala pequeños: a) Inicio del 

arranque; b) después de haber levantado las barras de control; y c) después de un tiempo de simulación 

largo.  

 

 Cuando 0.99   la aproximación ECNF tiene el siguiente comportamiento: la Figura 4.6a 

muestra un zoom (área sombreada) en el rango de tiempo de 0 a 1 s. En este rango la 

densidad neutrónica decrece debido a la existencia de procesos sub-difusivos los cuales 
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impiden el libre movimiento de los neutrones, por lo que el movimiento de los neutrones es 

retrasado, en consecuencia la densidad neutrónica decrece. Físicamente este comportamiento 

se debe a que las varillas de control no están lo suficientemente extraídas,  por lo que 

muchos de los neutrones generados por la fuente y por los procesos de fisión son absorbidos. 

La densidad neutrónica alcanza un mínimo local aproximadamente a los 0.25 s, y este es 

menor que el valor inicial de la densidad neutrónica ( 9
0 2.5 10n   3´n s cm s ). Después de 

1t s  la densidad neutrónica comienza a incrementar debido a que se absorben mucho 

menos neutrones por las varillas de control y la generación de éstos es mayor. Después de 

haber levantado las barras de control, a los 5 s (zoom en la Figura 4.6b) los efectos en el 

tiempo de relajación sobre el comportamiento de la densidad neutrónica aún son importantes 

respecto a la descripción obtenida con ECNC. Es interesante observar que cuando la varilla 

de control se detuvo (a los 5 s) la densidad neutrónica continúa incrementando suavemente. 

Finalmente, en la Figura 4.6c se muestra aparentemente el estado estacionario de ECNF el 

cual es más pequeño que el obtenido con ECNC, como se mencionó anteriormente. 

 

 Para   0.9, 0.8, y 0.6, el comportamiento de la densidad neutrónica descrito por ECNF es 

mostrado en las Figuras 4.6a, b, y c. En los primeros instantes (menores a 0.2 s, en la Figura 

4.6a) la densidad neutrónica se incrementa, se observa que sobre-predice el comportamiento 

descrito por ECNC. Mientras se levantan las barras de control la densidad neutrónica 

alcanza un máximo aproximadamente en 0.2 s, posteriormente hay un cambio en las 

tendencias observadas, cuya magnitud es debida al valor de  , es decir, cuando decrece  , 

los efectos de retraso en la densidad neutrónica son menores. La interpretación física es que 

cuando se incrementa el valor de  , también aumentan los efectos de absorción, pero el 

valor de la densidad neutrónica no llega a ser menor que el valor de la densidad neutrónica 

inicial ( 9
0 2.5 10n   3´n s cm s ). Es importante notar que este comportamiento es debido a 

que la producción de neutrones por la fuente externa ( 810q  3´n s cm s ) y el levantamiento 

de las barras de control comienzan al mismo tiempo, entonces la densidad neutrónica se 
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incrementa pero la capacidad de absorción de las barras de control es mayor que la 

capacidad de multiplicación neutrónica, por lo que la densidad neutrónica decrece 

suavemente. Sin embargo, cuando las varillas de control están lo suficientemente levantadas, 

la densidad neutrónica comienza a incrementarse. Para   0.8, y 0.6 (zoom en las Figuras 

4.6 b y c) el comportamiento es similar al obtenido con 0.99  , sin embargo, la densidad 

neutrónica es más pequeña. Este comportamiento no se observa con ECNC debido a que los 

efectos de absorción retardada por la presencia de las barras de control no son considerados. 

 

  Para 0.3   (zoom en la Figura 4.6a), se puede observar que la densidad neutrónica 

incrementa continuamente hasta que el comportamiento descrito por ECNF y ECNC se 

interceptan aproximadamente en 92.51 10n   3'n s cm , lo cual indica que bajo estas 

condiciones, ambas aproximaciones tienen la misma predicción. Antes de este punto  el 

comportamiento de ECNF sobre-predice el comportamiento de ECNC, y después de este 

punto se puede observar que lo sub-predice. Como se discutió anteriormente; antes de este 

punto la multiplicación de los neutrón es más grande que los efectos de absorción, y después 

de este tiempo se frena la generación de neutrones (cambian en la tendencia) pero continúa, 

y sigue siendo mayor que los efectos de absorción. La Figura 4.6b muestra que 

aproximadamente a los 5.5 s los efectos de absorción son menores que los observados para 

otros valores de 0.3   Después de un tiempo de simulación largo (Figura 4.6c) le densidad 

neutrónica tiene los mismos valores de la densidad neutrónica que con   0.9. 

 

En términos generales, los resultados muestran que los efectos del tiempo de relajación anómalo 

sobre el valor de la densidad neutrónica alcanzado después de haber levantado las barras de 

control son menores, y los efectos de exponente de difusión anómala son relevantes al comienzo 

y final del levantamiento de las barras. 
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EN 4.  

Los resultados son mostrados en la Figura 4.7. El comportamiento del transitorio fue analizado 

considerando tres escales de tiempo pequeñas: (a) cuando el arranque está comenzando; (b) 

después de haber levantado las barras de control; y (c) al final del tiempo de simulación. 

 

Este EN fue realizado con 10s pcm    en lugar de 6s pcm   , para observar mejor los 

efectos sub-difusivos debido a la velocidad y la duración del levantamiento de las barras de 

control. 

 

En este EN  para una velocidad de levantamiento de barras de control igual a 10r pcm s  la 

duración de levantamiento es mayor que para la velocidad de 40r pcm s , pero al final de 

ambos procesos la reactividad total insertada es la misma. De acuerdo con esto, en el zoom de la 

Figura 4.7a se observa que, para 40r pcm s  y 0 1t s  con los valores del exponente de 

difusión anómala iguales a   0.99, 0.9, 0.6, 0.3  la aproximación ECNF presenta un 

comportamiento de la densidad neutrónica similar al obtenido con los valores de 10r pcm s  y 

0 4t s  pero la magnitud obtenida en el primer caso es mayor, es decir, en ambos casos se 

presentan los mismos efectos físicos de absorción. En el zoom de la Figura 4.7b, se puede ver 

que el comportamiento de la densidad neutrónica con 40r pcm s  y 0 1t s  para cada valor 

correspondiente de  , se alcanzan valores más grandes que con 10r pcm s  y 0 4t s . En la 

Figura 4.7c se observa que para escalas de tiempo grandes, se alcanza un aparente estado 

estacionario, cuyas diferencias se deben al valor de  .  

 

En términos generales, para grandes escalas de tiempo se puede observar que cuando las varillas 

fueron levantadas, el incremento de la densidad neutrónica no es igual al valor del estado 

estacionario obtenido con ECNC con respecto a ECNF. Para escalas de tiempo cortas la 

aproximación de ECNF presenta procesos sub-difusivos caracterizados por las absorciones y 

dispersiones cuyas magnitudes dependen del valor de  . 
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4.4.4 Resultados del análisis de sensibilidad e incertidumbre de la ECNF con inserción de 

reactividad en rampa 

Para analizar la dinámica del (EDA) se realizaron experimentos numéricos, los cuales son 

necesarios cuando la variación de la densidad neutrónica y la concentración de precursores de 

neutrones retardados son importantes con respecto al tiempo. Por lo tanto, durante la simulación 

de arranque de un reactor con inserción de reactividad en rampa se realizó el análisis de 

sensibilidad e incertidumbre, considerando diferentes tiempos de simulación los cuales son: 1 s, 

3 s, 5 s y 20 s. Para cada tiempo se presenta la respuesta de la densidad neutrónica con respecto 

al EDA en las Figuras 4 y 5 del Anexo 5, en donde los parámetros usados para realizar el 

análisis de sensibilidad e incertidumbre de acuerdo a su contribución relativa en la ECNF son: 

densidad neutrónica ( n ) y la densidad de precursores de neutrones retardados (C ), 

considerando un solo grupo. El comportamiento de la potencia neutrónica es aproximadamente  

cuadrático con respecto al EDA y se puede observar que cuando el EDA se incrementa, la 

densidad neutrónica decrece y viceversa. Mientras que el comportamiento de la concentración 

de precursores de neutrones retardados como una función del EDA es aproximadamente de 

segundo orden, la tendencia de la concentración de precursores de neutrones retardados con el 

EDA es similar a la densidad neutrónica. Es decir, cuando el EDA incrementa, la concentración 

de precursores de neutrones retardados decrece y viceversa. 

Mediante el análisis del RSD de los valores expresados en porcentajes de los principales 

parámetros de la ECNF ( , n , y C ) tomados a diferentes tiempos transcurridos de simulación 

(1 s, 3 s, 5 s y 20 s) de arranque del reactor nuclear, se puede observar que para un tamaño de 

simulación N  más grande que 50,000 (y superior a 65,000), el valor del RSD se hace 

prácticamente constante e independiente del tamaño de simulación. Sin embargo, el tamaño 

óptimo N  usado en este trabajo fue 50,000 (Figuras 1 – 3 del Anexo 5). 

 

Análisis de sensibilidad  

Los resultados de la Tabla 1 del Anexo 5 muestran cómo los valores medios de la población 

estadística de los parámetros en la ECNF pueden estar localizados (en 99% de confianza o 1% 

de significancia) en los intervalos respectivos de nivel de confianza del 99%, la muestra de los 
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valores iniciales son 0 0.63  , 9 32.5 10 ´ /n n s cm   y 13 31.25 10 ´ /C n s cm  . De esta forma, 

hay un 99% de confianza de que el EDA (  ) esté en cualquier lugar dentro del intervalo de 

0.629 – 0.630. 

 

También se realizó un análisis de sensibilidad de los datos simulados (Tabla 2 del Anexo 5) 

usando las regresiones lineal y polinomial, utilizando el exponente de difusión anómala ( ) 

como la variable predictora. Los resultados mostraron correlaciones cuadráticas 

estadísticamente válidas para la densidad neutrónica y para la concentración de los precursores. 

 

Análisis de incertidumbre  

Los resultados de este análisis son resumidos en la Tabla 3 del Anexo 5, en la cual se muestran 

los porcentajes de variación de los valores de la densidad neutrónica ( n ) y de la concentración 

de precursores ( C ) que se obtienen al variar en 1% el valor del exponente de difusión anómala 

( ). 
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Conclusiones 

Este trabajo se centra en observar el comportamiento en espacio y tiempo de los procesos de 

difusión anómala, considerando un sistema nuclear altamente heterogéneo, donde se considera 

que el transporte de neutrones tiene un comportamiento irregular, el cual se debe al cambio de 

medio de transporte en distancias cortas y a la presencia de regiones altamente absorbentes. Por 

esta razón el proceso nuclear del sistema no puede describirse correctamente mediante la ley de 

difusión de Fick, y tampoco puede ser descrito con precisión por la ley de propagación del tipo 

Cattaneo.  

 

Por lo que, para describir estos procesos, primeramente se desarrolló una aproximación de la 

ecuación de Boltzmann que considere los efectos de difusión anómala, la cual fue obtenida 

utilizando la ecuación constitutiva de orden fraccional del vector densidad de corriente para un 

medio general (Ec. 2.17), que al combinarla con la ley de conservación que gobierna la colisión 

de las partículas y los procesos de reacción (Ec. 2.2), se obtiene la ecuación del telegrafista de 

orden fraccional en el tiempo de la aproximación P1 de Boltzmann.  

 

La ecuación se resolvió de manera numérica considerando diferencias finitas de orden fraccional 

con esquema explícito y la implementación se realizó en MATLAB©. De los resultados 

obtenidos destacan los siguientes: con el modelo desarrollado se describe una velocidad de la 

onda igual a / 23   para 1  , y también se encontró que este modelo ofrece la mejor 

estimación para un medio puramente absorbente donde la mayoría de las aproximaciones 

desarrolladas anteriormente fallan (Figura 3.1).  

 

Debido a la poca información respecto al tema de la difusión anómala, el uso de este modelo 

está limitado por el valor del exponente de difusión anómala (  ). Por lo que para saber qué 

efectos tiene este parámetro en el comportamiento descrito por el modelo desarrollado, se 
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realizó un análisis de sensibilidad e incertidumbre sobre el exponente de difusión anómala  en la 

ETFT, el cual se llevó a cabo con la simulación Monte Carlo. Donde la sensibilidad fue 

evaluada para intervalos de confianza del 99% del valor medio, para comprender el rango de los 

valores medios que pueden representar toda la población estadística de las variables; y así 

mismo se observó de qué manera la incertidumbre se propaga. 

 

Para observar los efectos sub-difusivos en la dinámica del transporte de neutrones dentro de un 

reactor nuclear se utilizó la ecuación de la cinética neutrónica para un reactor puntual, el 

desarrollo de este modelo fue presentado en el trabajo de Espinosa-Paredes et al. (2011). Este 

modelo se empleó para la simulación del arranque de un reactor del tipo PWR para dos casos de 

inserción de reactividad: 1) inserción de reactividad en pasos; e 2) inserción de reactividad en 

rampa, en este último se realizó un análisis de sensibilidad e incertidumbre sobre los efectos del 

coeficiente de difusión anómala sobre el comportamiento de la densidad neutrónica y la 

concentración de precursores. En estos casos la solución numérica fue obtenida aplicando el 

método propuesto por Edwards et al. (2002). 

 

En el primer caso sobre el PWR, en el cual la inserción de reactividad es paso a paso, el 

principal resultado de este caso fue que el tiempo de relajación anómalo se asocia con una 

rápida variación en el flujo de neutrones debido a la naturaleza sub-difusiva la cual es una 

función del tiempo de relajación anómala, es decir, la generación y fuga de neutrones en el 

reactor tiene un tiempo de retardo. 

 

El caso de inserción de reactividad en rampa se analizó el caso de aumento de potencia del 

reactor nuclear cuando se arranca en frío. Los principales resultados fueron: 1) las ecuaciones de 

la cinética neutrónica clásica (ECNC) sobre-predice la densidad neutrónica obtenida con la 

aproximación de la cinética neutrónica de orden fraccional (ECNF); para tiempos de escala 

cortos durante el levantamiento de las barras de control y una rápida inserción de reactividad la 

aproximación ECNF predice una mayor multiplicación neutrónica, lo que puede causar un 

disparo de potencia del reactor.  
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En el caso de inserción de reactividad en rampa se evaluó la sensibilidad e incertidumbre del 

exponente de difusión anómala en la ECNF de un reactor puntual. Donde mediante el análisis de 

regresión con el EDA como la variable predictora, mostró una relación cuadrática 

estadísticamente válida para la densidad neutrónica y la concentración de neutrones retardados 

 

Los resultados de este trabajo muestran que en los sistemas altamente heterogéneos, así como en 

medios puramente absorbentes existen procesos sub-difusivos. Los cuales durante el arranque de 

un reactor nuclear son relevantes, bebido a que durante la puesta en marcha de un reactor nuevo 

o recargado, se debe prestar atención cuidadosa al problema de control, con el fin de evitar la 

posibilidad de un accidente. Por lo que, es importante la relación del nivel de densidad 

neutrónica y su razón de cambio con la velocidad de inserción de reactividad para un arranque 

seguro. 
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Apéndices 

Apéndice A 

Método de diferencias finitas para derivadas de orden fraccional 

En esta sección se presenta el esquema de solución numérica fraccional para ecuaciones 

diferenciales ordinarias de orden fraccional. El cual es un método de diferencias finitas que 

utiliza la forma discreta de la aproximación de Caputo para la derivada fraccional de orden 

0 1  , cuya definición es (Podlubny, 1999): 

 
 

 
 

 

0

, ,1

1

tu x t u x
t d

t







 

 

 
 
       (A-1) 

Para 1 2  , se emplea la aproximación de Riemann-Liouville, cuya definición es (Podlubny, 

1999): 

 

 

 

 

2

2 1
0

, ,1

2

tu x t u x
d

t t t



 




 


 

        (A-2) 

Se asume que la solución de la EDOF es lo suficientemente suave. Para la estabilidad se utiliza 

la formula de Grünwald de desplazamiento para aproximar la derivada fraccional de Riemann-

Liouville (Ec. 2) (Meerschaert y Tadjeran, 2003). 

 

Para establecer el esquema de la aproximación numérica, se tiene que jt j   0,1,2, ,j m  

es el tiempo de integración, con 0 jt T   y 
T

m
  ; para el mayeo de la dirección espacial se 

tiene que 0
L

h
n

   y ix ih   0,1,2, ,i n . 

 

Por lo tanto, se emplean las siguientes aproximaciones para las derivadas en el tiempo de orden 

fraccional y entero que se usarán en este trabajo (Yang et. al, 2008; Podlubny, 1999; 

Meerschaert and Tadjeran, 2003; Case et. al, 1953): 
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     
  

 Ο  (A-3) 

     
 

1, ,, i j i jx t x tx t

t

 




 
 


Ο       (A-4) 

Para la aproximación de la derivada de orden fraccional de Riemann-Liouville  ,u x t t   , 

como ya se mencionó anteriormente, se usa la fórmula de Grünwald de desplazamiento 

(Meerschaert and Tadjeran, 2003): 

 
   

1

1

0

, 1
,

j

k i j k
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x t
g x t h
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
 





 




  


 Ο      (A-5) 

donde 1   , y kg  son los pesos de Grünwald normalizados, definidos como 

0 1g     and    
    1 1

1
!

k
k

k
g

k

    
     for   1,2,3,k    (A-6) 

Notar que los pesos normalizados sólo dependen del exponente de difusión anómala y del índice 

k . 
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Apéndice B 

Método de Monte Carlo 

El método de Monte Carlo se basa en el muestreo del vector de parámetros de entrada en una 

secuencia aleatoria, se ejecuta el código computacional del modelo del sistema para cada 

muestra del vector para obtener una muestra estadística correspondiente a las variable de salida 

del vector, posteriormente se estiman las características de estas variables de salida usando las 

muestras generadas. Una de las ventajas del método de Monte Carlo es que todos los métodos 

estadísticos estándar y las pruebas se pueden utilizar para estimar la distribución de las variables 

de salida, así como para evaluar cualquier hipótesis. Esto hace que sea el método más sencillo y 

potente disponible en la literatura científica para hacer frente a un análisis de sensibilidad y la 

propagación de la incertidumbre en los modelos complejos. Aunque existen ecuaciones para 

estos procesos de propagación de errores (Bevington y Robinson, 2003), estas ecuaciones son 

aproximadas (Verma, 2005), y su uso en la evaluación de los modelos complejos es muy 

engorroso. Estas consideraciones hacen al método de Monte Carlo mucho más adecuado para el 

estudio de simulación actual. 

 

Metodología 

La metodología de simulación de Monte Carlo puede ser implementada de acuerdo con los 

siguientes pasos (Espinosa-Paredes et al., 2010): 

Paso 1. Se generan números aleatorios uniformemente distribuidos en el espacio  0,1 , es decir, 

muestras de una distribución uniforme  0,1U : Esta distribución fue simulada usando el 

algoritmo de Marsenne Twister de Matsumoto y Nishimura (1998), el cual es un generador 

ampliamente utilizado con un periodo muy de largo  199372 1 . Con lo que los flujos 

necesarios de números aleatorios independientes e idénticamente distribuidos   0,1IIDU  de 

64 bits fueron generados. 
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Paso 2. Se prueban los números aleatorios para ver si se parecen a una distribución idéntica e 

independiente  0,1IIDU  de variantes aleatorias: Cada secuencia fue probada  de aleatoriedad 

usando el método gráfico de dos y tres dimensiones Marsaglia (1968). Los datos simulados 

claramente llenan el espacio  0,1  como lo requiere esta prueba de aleatoriedad de dos y tres 

dimensiones. Otra prueba de aleatoriedad también se aplica, la cual comprueba la cantidad de 

números individuales que son repetidos en la secuencia dada de números aleatorios, y si tales 

números repetidos son pocos, los números aleatorios simulados pueden usarse de manera segura 

para futuras aplicaciones. En promedio, sólo alrededor de 1 de 100,000 números de una 

secuencia individual de  0,1IIDU  se repitió.  

 

Paso 3. Convertir los números aleatorios en datos con una distribución normal  0,1N : para 

esto el método polar de Marsaglia y Bray (1964) fue empleado. Dos corrientes paralelas de 

números aleatorios (R1 y R2) fueron utilizados para la generación de un conjunto de datos con 

distribución  0,1IID N . La normalidad de los datos simulados fue examinada gráficamente. 

Prácticamente no se encontraron números repetidos en las pruebas con más de 100,000 números 

en las muestras de datos aleatorios normales. Por lo tanto, los datos fueron considerados como 

de alta calidad para representar una distribución normal, y por lo tanto podrían utilizarse de 

forma segura para futuras aplicaciones. Los hemos utilizado aquí para la comprensión de la 

sensibilidad y el análisis de la incertidumbre del exponente de difusión anómala en las 

ecuaciones de difusión y en ECNF. 

 

Paso 4. Se realiza el análisis de sensibilidad y de incertidumbre del exponente de difusión 

anómala en las ecuaciones de difusión y en la ECNF: se utilizaron estos datos aleatorios 

normales  0,1IID N  para la evaluación las relaciones de sensibilidad entre exponente de 

difusión anómala con la densidad de partículas (en el caso de la ecuación de difusión); y con la 

densidad de neutrones instantáneos y con la densidad de neutrones de precursores retardados (en 

caso de ECNF). 
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Apéndice C 

Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden fraccional múlti-términos 

En esta sección se presenta el procedimiento del método para la solución de una ecuación 

diferencial ordinaria de orden fraccional (EDOF) múlti-términos propuesto por Edwards et al. 

(2002), la cual es una aproximación numérica que se calcula reduciendo el problema (EDOF) a 

un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y fraccionales, cada una cercana al primer 

orden (Edwards et al., 2002). 

 

El enfoque del método es para resolver una ecuación diferencial lineal múlti-términos y de alto 

orden, de la forma general  

   
0

i

n

i

i

b D y t g t




 , ib  , 0nb  , 0i  ,  (C-1) 

como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y fraccionales de orden 1 . Se asume, 

por conveniencia, que i ji j     . 

 

Derivada fraccional 

En esta aplicación se utiliza el desarrollo convencional que Caputo propone (Caputo, 1976) en 

su versión de derivada fraccional, en lugar de la versión de Riemann-Liouville. Así, *
q

D  denota 

el operador de derivada fraccional de orden q  el cual es denotado y definido por Gorenflo 

et al. (Gorenfo, F. Mainardi, 1997), como  

 * :
q m q mD J y t , 

donde m  es un entero definido por la relación 1m q m    y J   es el operador integral 

fraccional, 

 
 

   
1

0

1 t

J g t t u g u du





 
  . 
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La razón de esta preferencia es por que cuando el operador fraccional es la Ec. (C-1) como una 

derivada fraccional de Caputo, con las condiciones apropiadas en la función  g u  y con los 

valores iniciales   00i iy y , 0, , 1i m   especificados, el sistema tendría una solución única. 

Si se interpreta el operador diferencial fraccional como derivada fraccional de Riemann-

Liouville, se tendría que especificar las condiciones iniciales en términos de las integrales 

fraccionales y sus derivadas. Las condiciones iniciales requeridas por la definición de Caputo 

coinciden con los estados físicos conocidos, y estos conducen a la preferencia de elegir la 

definición de Caputo. 

 

El resultado del análisis básico de existencia y unicidad de la solución de una ecuación 

diferencial fraccional se dan en Oldham y Spanier (1999), Podlubny (1999) y Samko et al. 

(1993). Para las ecuaciones definidas en términos del operador diferencial fraccional de Caputo 

se encuentra una discusión adicional en las publicaciones recientes de Diethelm y Ford 

(Diethelm y Ford, 2001, 2002a,b). 

 

Forma discreta de la derivada fraccional 

Hay diferentes métodos con variantes en forma discreta de una derivada, tanto entera como de 

orden fraccional. Sin embargo, para facilitar el procedimiento Edwards et al., (2002)  elige un 

método simple tal que presente puntos importantes y no se confunda con otros detalles 

matemáticos. 

 

Para la solución de una ecuación diferencial de primer orden, el método propuesto por Edwards 

et al., (2002)  usa la regla del trapecio, la cual es 

 1 1

1

2
i i i iDy f y y h f f      .      

Para la forma discreta de una derivada fraccional, usa el método de Diethelm, definido como  

0
,

0

1
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k i i k

i k

y
D y y 



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



 
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donde 

    i ih
    ,       (C-3) 

y ,0 ,, ,k k i
   son los términos de convolución pesada derivados del hecho de que el 

operador fraccional es definido en términos de una integral de convolución, y se definen como: 
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  (C-4) 

 

Solución de una Ecuación Lineal General Múlti-Términos 

 

Se considera una EDOF lineal general múlti-términos de la forma 

0

s

p

s

s

c D y f




 ,      (C-5) 

donde 0 10 r r p       , 1pc  , sc  . Notar que no es necesario que el orden mayor 

de p  sea entero. Sin embargo, se estima que todos los números como los iniciales de la Ec. (C-

5) (sí es necesario con coeficiente cero) no se originan o generan así como las condiciones 

iniciales. Para enfatizar la solución de una ecuación así, se reúnen todos los órdenes en cada 

intervalo  , 1j j  ,  0j     y entonces se usará la forma: 

,
0,0 ,

0 1
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nm
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j r

b y b D y f


 
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donde, para 1, , 1j m   se tiene 1, 2, ,0 1
jj j n j        y 

1, 2, ,0 1
mm m n m        y ,i jb  . También 0 mn n p    y se hace 

1
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k

k j
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p n
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
 . 
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Entonces la Ec. (C-6) se re-escribe como un sistema: 
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el cuál en forma matricial es 
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donde para 1, , 1k m  , kD  es una matriz de operadores diferenciales de kn  por kn , de la 

forma: 
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La expresión correspondiente para mantener k m , se tiene: caso 1 para , 1
mn m  , y el caso 2 

para , 1
mn m  , se tiene 
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Al poner en forma discreta la derivada en D  se produce D . La matriz D  consiste de bloques 

de matrices cuadradas kD  a lo largo de la diagonal la cual es la forma discreta análoga de kD  

para 1, , 1k m  . El grupo de matrices del renglón inferior en las matrices ,1 ,, ,m m mD D . 

 

Así, se escribe el sistema en forma discreta como 

i iY SD ,       (C-7) 

donde 

1

2

1

,1 ,

0 0

0 0

0 0 0m

m m m



 
 
 
 

  
 
 
  
 

D

D
D

D

D D

,   (C-8) 

y 

1, 1,
0,

2, 2,
0,

1, 1,
0,

0 0

0 0

0 0 0

1 0 0
2

k k

k k
i i

k k
i i

k
n k n k

i i

h

 

 

  

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

D , 

y por consiguiente implica que se tenga: 

1

1 k

k

p
i

k
i

p
i

Y

Y
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 
 

  
  
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S

S
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 
 

  
  
 
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donde  

 

1 1
1 0

, 1

0

; 1, , 1
k

k k k

k k

i p
j p j p p

i r ki r j p k j p

r

Y
S Y j n



 
  

    



    , 

1 11
1 1

2
k k kp p p

i i i

h
S Y Y 

   . 

 

Poniendo en forma discreta para k m  (caso 1), y agrupando términos semejantes se obtiene la 

primera fila 1mn   de ,m mD  como 

1, 1,
0,

2, 2,
0,

1, 1,
0,

0 0

0 0

0 0k k

k k
i i

k k
i i

n k n k
i i

 

 

  

 
 
 
 
 
   

. 

Análogamente, para el último renglón con , 1
mn m   (caso2), se tiene 

, 1
1

1

nm m

p
m p s

i s i

s

D Y f c Y
 





  . (C-9) 

La cual, en forma discreta es: 

1
, 1 0

, 1,
,

0 1

1 m
m m

m
m

pi p
n m p s

i k i k i s in m
n mi k s

Y
Y f c Y






 

 

 
   
 
 
  .  (C-10) 

Re-ordenando la Ec. (C-10), queda: 

, 1 , ,
,0 1

1

m m m m

p

n m p n m n ms
i i i s i i

s

Y c Y S 
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   ,  (C-11) 

donde  

1 1
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


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Entonces para 1, , 1k m  , las entradas para ,m kD  son cero para el primer renglón 1mn  , y 

el último renglón para ,1mD  es dado por: 

 0

, ,
0

m mn m n m
i i nc c  ,                                            (C-13) 

el último renglón de ,m kD  para 2, , 1k m  , es 

 , ,
1 1

m m
k k

n m n m
i p i pc c   ,      (C-14) 

y la última fila de ,m mD  es dada por: 

 , , ,
1 ,0

m m m
m

n m n m n m
i p i i pc c    .    (C-15) 

En el caso donde , 1
mn m  , se tiene: 

1
1

1

m

p

p s
s

s

D Y f c Y






   ,     (C-16) 

la cual, en forma discreta es: 

 1 1
1 1 1 1

1
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p
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i i i i s i i
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Y Y f f c Y Y
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 
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Re-ordenando términos, se obtiene: 

1 ,
1
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2
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Y c Y S






  ,     (C-18) 
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S Y F c Y
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    .    (C-19) 

 

Entonces, para 1, , 1k m  , las entradas para ,m kD  son cero para el primer renglón 1mn  , y 

el último renglón para ,1mD  es dado por 
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00
2 2

n

h h
c c

 
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,     (C-20) 

 

y ,m kD  para 2, , 1k m   es: 

1 1
2 2k kp p

h h
c c 
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 
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,     (C-21) 

y el último renglón de ,m mD  es dado por: 

1 21
2 2 2m mp p p

h h h
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Anexo 1 

 

Time-Fractional Telegrapher’s Equation (P1) Approximation for the Transport 

Equation 
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Anexo 2 

 

Sensitivity and Uncertainty Analysis of the Time-Fractional Telegrapher´s 

Equation for Neutron Motion 
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Anexo 3 

 

Numerical Analysis of Start-up PWR with Fractional 

Neutron Point Kinetic Equation 
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Anexo 4 

 

Application of the fractional neutron point kinetic equation: Start-up of a nuclear 

reactor 
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Anexo 5 

 

Sensitivity and uncertainty analysis of the fractional neutron point kinetics 

equations 
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Anexo 6 

 

Sensitivity and uncertainty analysis of the fractional neutron point kinetics 

equations 
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