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Capitulo 1

Introduccion

Para entender la importancia que tiene la teoria de grupos en la fisica es indis-
pensable hablar primero de la simetrias, concepto intimamente ligado a las trans-
formaciones y a los grupos. La nocién de simetria es muy antigua; ya para los
griegos tenia la connotaciéon de conmensurabilidad de los objetos o cosas respecto
a la unidad. Esta idea perduré hasta el renacimiento. En 1673 Claude Perrault re-
defini6 el concepto como una relacion de igualdad entre los elementos opuestos, es
decir, la simetria bajo la reflexién; de esta manera, operaciones matematicas tales
como traslaciones, reflexiones y rotaciones son introducidas conduciendo finalmente
a la nocion de simetria en la cristalografia.

Esta evolucion del concepto de simetria fue relacionada con el naciente formalis-
mo matematico en el siglo XIX llamado teoria de grupos, lo que permitié estable-
cer en forma mas cuantitativa las simetrias asociadas al grupo de transformaciones
que dejan invariantes ecuaciones de movimiento de los sistemas fisicos. Uno de los
propositos de esta contribucion es mostrar como las simetrias pueden ser usadas
principalmente en mecanica cuantica para simplificar la comprensién de fenémenos
fisicos que ocurren en moléculas, dtomos, nticleos y en particulas elementales.

Joseph Lagrange en su estudio de raices de ecuaciones algebraicas de tercero
y cuarto orden, introduce las permutaciones, que son transformaciones biyectivas
entre dos conjuntos de objetos. Se puede decir que Lagrange es de los precursores
de la teoria de grupos, que fue desarrollada posteriormente por Evariste Galois y
Auguste Cauchy. En 1832 Galois usa la estructura del grupo de permutaciones para
resolver en forma cerrada ecuaciones polinomiales cudrticas y cubicas, probando que
las ecuaciones de quinto o mayor orden no pueden ser resueltas de forma cerrada.
Por su parte Cauchy estudié las propiedades del grupo simétrico.

Evgraf Fedorov y Arthur Shonflies establecieron una lista completa de 230 gru-
pos cristalograficos. Fedorov considerd que el grupo espacial, para tener significado,
deberia restringirse a ideas preconcebidas y de otra manera no era real. Schonflies
demandé tnicamente que el grupo de operaciones de simetria sea geométricamente
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posible: por esa razon extendio la lista de 65 hasta 230 el niimero de grupos crista-
lograficos. Un sdélido cristalino es un arreglo de celdas unitarias tales que el cristal
es invariante ante traslaciones de la red. Aunque hay otro tipo de isometrias, como
las rotaciones que mantienen fijo un punto. Los grupos ciclicos C,, de simetrias de
moléculas contienen unicamente un eje de rotacién de n-ésimo orden, los grupos C,,,
adicionalmente tiene un plano especular perpendicular al eje de rotacién de n-ésimo
orden.

El grupo de rotaciones impropias tiene un eje de rotacién-reflexion de n-ésimo
orden. Los grupos dihédricos D,, tienen un eje de rotacion de m-ésimo orden, un
eje doble de rotacion perpendicular al eje mencionado. Los grupos D,,;, nuevamente
contienen las simetrias de D,, y un plano especular que contiene al eje de rotacion
de n-ésimo orden y bisecta los angulos entre los ejes dobles.

Después, en 1893 Marius Sophus Lie desarrolla la teoria de grupos continuos. El
considerd el conjunto de transformaciones continuas ¥ = f(7y, @) que lleva al punto
Zo del espacio en otro punto 7 del mismo. El estudié el conjunto de transformaciones
continuas que pueden ser descritas en la vecindad de la identidad, las cuales son
conocidas como algebras de Lie.

La teoria de las algebras de Lie semisimples y sus representaciones esta en el
corazon de la matematica moderna. Las algebras de Lie semisimple sobre los niimeros
reales y complejos fueron clasificadas en los trabajos de Cartan y Killing en los anos
1930.

Hay 4 series infinitas A,,, B,,, C,, vy D,, que se llaman algebras de Lie clasicas, y 5
algebras de Lie Excepcionales Eg, E7, Eg, Fy y Gs. La estructura de estas algebras
de Lie esta descrita en términos de conjuntos finitos de vectores en un espacio Eucli-
diano llamado el sistema de raices. Debido al teorema de completa reducibilidad de
Weyl, la teoria de representaciones de dimensién finita de algebras de Lie semisim-
ples se reduce al estudio de representaciones irreducibles [1], que son parametrizadas
por los pesos mas altos. Los caracteres y dimensiones son explicitamente conocidos
por la formula de Weyl.

Georg Frobenius e Issai Schur establecieron la teoria de las representaciones; éstas
son correspondencias homomérficas entre conjuntos de transformaciones y operado-
res. Si el homomorfismo se reduce a un isomorfismo se tiene una representacion fiel.
Si la correspondencia se hace con operadores lineales entonces la representacion es
lineal. Las representaciones mas tutiles desde el punto de vista fisico son las transfor-
maciones unitarias. Esto se debe a que preservan el producto escalar especialmente
en mecanica cuantica. Al respecto cabe mencionar los dos lemas de Schur, los cuales
son de utilidad en la clasificacién de las representaciones irreducibles.

Las simetrias pueden ser clasificadas de acuerdo con las propiedades de los grupos
de transformaciones asociadas; éstas pueden ser locales o globales, lo cual depende



de los parametros de transformacién. Si los parametros son los mismos en todos los
puntos de espacio-tiempo se dice que las simetrias son globales, mientras que si los
parametros dependen del punto del espacio-tiempo se dice que son locales.

Como se puede ver, la teoria grupos la podemos encontrar en la descripcién de
sistemas atomicos, nucleares y particulas elementales; de hecho también se encuen-
tra en éptica cuantica, por ejemplo, en sistemas de dos y tres niveles.

El presente estudio puede resumirse de la siguiente manera.

En el capitulo dos se considera un sistema de muchas particulas que esta des-
crito por un hamiltoniano que consta de dos términos: el primero corresponde a un
hamiltoniano de particulas independientes, y el segundo término esté relacionado
con la interaccién residual que existente entre éstas.

Se usa el formalismo de segunda cuantizacion para escribir el hamiltoniano men-
cionado junto con algunos operadores fisicos que son de mucha utilidad para clasificar
los estados, tales como las componentes del momento angular ¢,, las del espin S,,, L?
y S? entre otros. Se observa que dichos operadores quedan descritos por generadores
de un grupo unitario U(n) que estan realizados en funcién de operadores fermiéni-
cos o bosénicos de creacién y aniquilacion si las particulas tienen espin semientero
o enteros, respectivamente.

Los grupos unitarios se ven al inicio del capitulo 3, en donde se definen los gene-
radores CZ/ del grupo U(4r) (aqui 4 denota los grados de libertad internos, mientras
que r los grados de libertad espaciales) y sus relaciones de conmutacién. En esta
parte se utiliza el hecho de que el grupo anterior tiene como subgrupo al producto
directo U(r) x U(4); aqui los grupos U(4) y U(r) tienen por generadores a C7 y
Cﬁ/, respectivamente. Por supuesto que los generadores de los subgrupos satisfacen
relaciones de conmutacion similares a las del grupo mas grande. En este capitulo
se introducen los operadores de Casimir que como ya se sabe conmutan con todos
los generadores del grupo; en especial se destacan el de primer orden, N, y el de
segundo, I', que serdn de gran utilidad en los calculos.

Siguiendo el formalismo introducido por Moshinsky [2] se construye la base que
porta la representacién irreducible del grupo unitario U(4r). Esta es una base po-
linomial en los operadores de creacién bLS. El peso de un elemento arbitrario de la
base se define como un vector (wy,ws, -+ ,w,) en el que cada w, es el eigenvalor del
generador de peso C! al actuar sobre dicho polinomio. Esta definicién da un criterio
para comparar el peso de dos polinomios arbitrarios de la base; usando dicho crite-
rio y las relaciones de conmutacion se clasifican los generadores en tres categorias a
saber, los de ascenso Cl‘j/ i > i, los de peso Chicon p=1,2,---r, y los de descenso
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Clt > p/. En forma andloga se clasifican los generadores del grupo U(4).

Por un teorema de Cartan [3] de entre todos los polinomios de la base existe
uno de peso maximo (peso minimo) mediante el cual se puede caracterizar la re-
presentacion irreducible del grupo unitario. La accién de los generadores de ascenso
(descenso) de ambos grupos sobre dicho estado debe ser cero y de acuerdo con el cri-
terio de comparacién de los pesos, este debe ser el mdximo (minimo), esto garantiza
que el polinomio con los pesos [hy, ho, -+, h,] v {v1,v2, 3,14} porte la representa-
cién irreducible del producto directo U(r) x U(4).

Con el polinomio de peso maximo que porta la representacion irreducible a nues-
tra disposiciéon lo que procede es obtener la base correspondiente a esta representa-
cién; para esto se utilizan los operadores de descenso de Nagel-Moshinsky Lf con
k < n [2]. Dichos operadores bajan la representacién del grupo U(n) pero al mismo
tiempo son estados de méximo peso del subgrupo U(n — 1). Repitiendo este pro-
cedimiento, con la ayuda de los operadores de descenso de este grupo se obtienen
todos los estados de maximo pero ahora del grupo U (n — 2). Continuando este pro-
ceso hasta llegar al grupo U(2) se construye la base. En ésta base se calcularan los
elementos de matriz de los generadores.

Aplicaciones del formalismo desarrollado se ven en el Capitulo 4. Primero se ob-
tiene el estado de maximo peso: después se construyen los operadores de descenso
normalizados y se escribe un estado arbitrario de la base en términos de potencias
de los operadores de descenso actuando sobre el estado de maximo peso. Poste-
riormente se establece la correspondencia entre la base polinomial y los estados de
Gelfand-Tsetlin. Finalmente se calculan los elementos de matriz de los generado-
res de los grupos involucrados. Esto se hace para las cadenas de grupos siguientes:
U4) DU(2) x U(2) y U(9) D U(3) x U(3), donde se considera que el niimero de
grados de libertad espaciales es el mismo que el de internos son, es decir, n = r = 2, 3.

Por ultimo tenemos las aplicaciones a sistemas atomicos de muchos electrones
en los orbitales s, p y d. Para estos sistemas se utiliza el esquema de clasificacion
U(2(20+1)) DU(2l+ 1) x U(2), donde la [ caracteriza el momento angular orbital
de los electrones, para el sistema, por ejemplo, [ = 0 para la capa s, [ = 1 para la
capa p, y | = 2 para la capa d.

Para cada una de éstas I se han expresado los hamiltonianos en el formalismo de
sequnda cuantizacion, considerando como término de interaccion residual la repul-
sién coulombiana entre los electrones. Dichos hamiltonianos pueden ser reescritos en
términos de operadores tales como el operador de niimero N, el operador de Casimir
de segundo orden I'(2l + 1), asi como los operadores de momento angular orbital
total L y el espin total S entre otros.



En el caso de las capas s y p se obtienen expresiones analiticas para los espectros
energéticos en funcién de los operadores antes mencionados.

Dado el nimero de electrones y considerando el esquema de clasificacion, se
obtienen los estados de maximo peso de las particiones correspondientes a N. En este
sistema de clasificacidn, el espin total del sistema de electrones queda determinado
por la particién del grupo U(2), por lo que en el resto del capitulo se haréd hincapié en
el grupo complementario.

Utilizando potencias de los operadores de descenso del grupo U (2]+1) se constru-
yen todos los estados de méximo peso en el grupo U(21); repitiendo el procedimiento
con los operadores de descenso de este grupo, se obtiene los estados de maximo peso
en el grupo U(20 — 1); y asi sucesivamente hasta obtener los estados de méaximo
peso del grupo U(2) y finalmente la base. Con dichos estados se calcula la accién
del operador L? y después se construye la representaciéon matricial.

En este esquema de clasificacién no se incluye al grupo SO(3) por lo que el mo-
mento angular no esta bien definido. Para tener estados con buen momento angular,
es decir, que sean eigenestados del operador L?, se diagonaliza la representacién
matricial de dicho operador. Esto permite conocer el contenido de momento angu-
lar orbital L, de las representaciones de los grupos unitarios de U (2] + 1). Hay que
mencionar que en la interaccion residual debida a la repulsion coulombiana en la
capa d se produce un término que mezcla estados, es decir, que no es diagonal en
la base candnica, ni en la base que diagonaliza al operador de Casimir de segundo

orden del grupo SO(5).
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Capitulo 2

Esquema de segunda cuantizacion

2.1. Modelos de particula independiente

Los sistemas de fermiones pueden describirse convenientemente identificando el
potencial comun en el que se mueven las particulas como un operador de un cuerpo
mas una interaccién residual entre ellas. Asi el problema de muchas particulas se
descompone en la forma

donde H; =V —-U,y

Hozihi:i{ziithn)}. (2.2)

1=

U(r;) es un potencial de un cuerpo apropiadamente seleccionado. En este caso el
estado que describe al sistema esta compuesto por el producto directo de cada uno
de los espacios que describen a cada una de las particulas,

(182 - ) = [91) @ |tha) @ -~ @ [ihn), (2.3)

en donde se satisfacen las ecuaciones de eigenvalores de la energia para cada particu-
la, h;|1;) = E;il;). Tomando esto en cuenta, el valor de la energia adquiere la forma

E = zn: E;. (2.4)

Ejemplos de modelos de este tipo son los sistemas coulombianos en los que electrones
estan atraidos por un nicleo que produce un potencial de la forma U(r;) = —Zr‘f.
Para atomos hidrogenoides es conocido el espectro de energias de cada particula;
para sistemas nucleares en donde las particulas pueden ser protones o neutrones, el

potencial comun tiene la forma de un oscilador arménico.
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2.2. Sistemas de muchas particulas

Estudiamos sistemas de muchos cuerpos que pueden describirse con hamiltonia-

nos de la forma

n 2 n

H=Y" [%+Ui] + 3 Vi (2.5)

i=1 i<j=1
donde U;, Vi; son potenciales de uno y dos cuerpos, respectivamente. Ninguno de
los potenciales es necesariamente central y las particulas de masa m obedecen la
estadistica de Fermi-Dirac. Nuestro primer objetivo es reescribir el hamiltoniano
anterior de tal manera que la estructura de grupo asociada se manifieste claramente.
Esto se hace con la ayuda del apéndice , que esencialmente consiste en reemplazar
las funciones de particula independiente Vi, »(2) = ¥uim ()X que se encuentran
en el espacio de Hilbert por operadores de creacién en un espacio de Fock, es decir

Yuim (I)XU — bilma |O> .

Usando el esquema de segunda cuantizacién expresamos el hamiltoniano (2.5) en
términos de operadores fermiénicos de creacion b; y aniquilacién b”, que como sabe-
mos satisfacen las relaciones de anti-conmutacion

{0l 0"} = o, (b0, 00} = {02, 0"} =0, (2.6)

P p

donde el indice p indica los estados de una particula disponibles. Para definir explici-
tamente estos estados, podemos escoger un potencial central comiin, no necesaria-
mente U; y clasificar los estados por vim correspondientes al niimero cuantico prin-
cipal de este potencial, el momento angular orbital y su proyeccion, respectivamente.
Ademas se debe tener en cuenta el nimero cuantico de espin o, y si tratamos con
nucleones se tendra que incluir el isoespin 7. Entonces el estado p correspondera a
las etiquetas

p —vim,oT. (2.7)

Los operadores de uno y dos cuerpos en el formalismo de segunda cuantizacién
estan dados por las expresiones

W = Z<01’W1\P/1>bllbpll )

p1,04
1 / /
V= ) Z Z<Plp2"/12\p/1p’2>522b21b’)lbp2 : (2.8)
P1PY P2Po

En este esquema al estado de n-particulas lo podemos representar como el pro-
ducto de operadores de creacion actuando sobre el vacio, es decir,

‘ppo..'pn>Ebzlblg...bln‘())' (29>
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El producto escalar de dos estados arbitrarios (p, ph- -+, pl|p1,p2- - pn) se obtiene
usando las reglas de anticonmutacion de tal manera que
(OfpF= - - b50) b |0) = GpIEn = det| 8|, (2.10)

donde 5,’0);1,’;;? es un determinante de deltas, que define la propiedad de normalizacién.
Por ejemplo,

§P1Pe — §

p1P2 PL,PY

0

p2,05

J

9179/26
Reemplazando el indice p por el doble indice pus, donde p tiene que ver con
la parte espacial y s con la parte del espin e isoespin del estado, se obtienen los
operadores de uno y dos cuerpos para un sistema nuclear.
A continuacién se muestra que este esquema es equivalente al utilizado comiinmen-
te, en el que los estados estan representados por funciones del espacio de Hilbert.
En la representacién ordinaria, un estado de n particulas que obedecen la es-

tadistica de Fermi-Dirac es caracterizado por el determinante de Slater

% S ()PPl (Vo (2) -y ()], (2.11)
.t

p2,01 "

donde ‘B define las permutaciones de las indices 1,2,--- ,n, el factor (—)* nos dice
si el niimero de transposiciones que componen la permutacion es par, en ese caso es
positivo, y en el caso contrario negativo.

Si tomamos el producto escalar de dos estados en esta representacion, se produce
el mismo resultado que si se hubiera hecho en segunda cuantizaciéon. En el esquema
de Schrodinger los elementos de matriz tienen el significado

(Wil = / G (Wi (1)dr,
(malVaaliinl) = / / G (), (Vs (Db (drdry. (2.12)

Si consideramos ahora el cédlculo de los elementos de matriz pero usando el for-
malismo de segunda cuantizacion con los operadores de uno y dos cuerpos Wy V,
respectivamente, y tomando en cuenta las expresiones (2.9)), (2.10) se encuentra que

(0, By W1, o2+ pn) = D (W n\) (o}, o, -+ Pl b5, " prs p2 -+ pn)

1,1,

= ([ Walnp)(0]b - - bb] 670t - bF 10)
nmny

= ([ Waln}){0[bh - b (8 — b7bf YbE b [0)
1,1}

VAN VAP AN
= D mIWalm) (6740550 — Snipton).

n1,1m}
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Para el caso de dos cuerpos tenemos

1 / / ! !
(G Vi =5 S Gl Viala) 01 - 4L b1 0040, 8], J0)

niny
n2n2

1 / / ! / / / /
=5 3 {mmlVialhm (O - (fgh — o, + ok,

nin}
n2n2

— SBYB] + 676 bl + 676 b] bl YBE - B] 0)]},

1 -n2

1 ;o / ol / ol /

_ /W NoMy SP1"Pn _ S1) S12P1°"Pn n7 §M2P1 " "Pn

~ 95 § {<771772"/i2|771772>[677577115p1~~pn 517115n2p1~~pn + 5n§5n1p1-~~pn
niny

n2m2
el sPL P 0l sM1P1 P mMns0L P
62 0mipr-pn + 02 Onyprpr + Onimaprpn] } -
Comparando las dos ecuaciones anteriores, con los correspondientes elementos de
matriz usando determinantes de Slater, se concluye que los resultados en los dife-
rentes esquemas son equivalentes.

A continuacién se dan ejemplos usando este formalismo tanto de operadores de
uno como de dos cuerpos.

Operadores de un cuerpo

Consideremos al operador de momento angular que en su representacion de tensor
esférico irreducible ¢, toma la forma

1 1 1 1
— A =——U+il,), lo=L,, [V 4=—rn0_=—,—1il,).
vﬁi + \/i( t y) 0 1 2( t y)

V2
y satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion

[01,0_1] = —{o, [, bo] = =41 [0_1,0) = 0_. (2.13)

6 =-

Si queremos construir el momento angular orbital total del sistema debemos
tomar en cuenta el momento individual de cada una de las particulas que conforman
al sistema, es decir,

7= 1. (2.14)

En segunda cuantizaciéon una componente del momento angular orbital total la
podemos escribir como

1 1 _
L=y D (s gmi |l |nim; gma)bl, . B (2.15)
lm mg

U'm’ m
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Como el operador £, no tiene dependencia del espin, se obtiene (57”& en el pro-
ducto escalar, y usando el teorema de Wigner- Eckartﬂ tenemos que el operador de
momento angular orbital estd dado por la expresion

L= Vil+1) Z im, 1q[lm)b! b"lm%%ms, (2.16)

Img

donde usamos que el elemento de matriz reducido asociado (nl'||¢||nl) = dy\/1(1 + 1).
El resultado anterior lo podemos escribir como un acoplamiento entre dos tensores;
para 2 hacer esto, utilizamos la relacién entre los indices covariantes y contravarian-

tes
T = ()2 (=)D, (2.17)

Considerando los siguientes coeficientes Clebsch-Gordan y sus propiedades de
simetria [5],

—m . l_'Vns
(lm; 1q|lm') - (_)l \/ 2l;—1 <lm/7 l - m|1Q>a <§m87 2 ms|00> \/5(_)2 )
(2.18)

se tiene que al substituirlos en la ecuacién (2.16) permiten escribir el operador de
momento angular orbital total en forma acoplada

&, = Z(—)l\/g\/za +1)vV2+1 [bjﬂ;% ® bnz;%}iﬁ- (2.19)
l

Por lo tanto hemos encontrado la representacion del momento angular orbital total
Zenel espacio de Fock. Mediante el simbolo ®, junto con los dobles subindices (¢0)
y superindices (10) indicamos tanto el acoplamiento del momento angular orbital
como el del espin.

—m; 5 —ms*

Ahora consideremos al espin total del sistema; procediendo en forma similar se
tiene

1
:Zsm(i): Z (W' Um’; Imh| Splnlm; 2mt o prmETe(2.20)

17’ /.= !

n'l'm’;5m
S

U'm/'m’ 2

lmms

El operador S;; no depende de la parte orbital, de aqui que

1
Ilm;35

Im m/ms

.
=—Z > (matmlgmyt oy, (2.21)
’2

Im mims

' Teorema de Wigner-Eckart para un tensor esférico (joma|TF|jima) =(jima; kq|jama) (2 | T*||j1),
se puede ver de forma més detallada en [5]
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donde en el ultimo renglén usamos el teorema de Wigner-Eckart. Como se tiene

que mg = —%, %, y m = —1,0,1, se pueden escribir explicitamente los operadores
correspondientes,
- Z bnlm,%%bnl S
=3 Z{bnl 7225"””’22 - bllm;% %b”’m’i‘ﬁ} (2.22)
S = anlmﬁ_fb"lm’u .

De la misma forma como se hizo con el momento angular orbital ., vamos a
escribir la ecuacion (2.21)) como un acoplamiento entre tensores, para esto tomamos
en cuenta que

bnlm 2 = <_>§7ms( )mbnl m,g—mS

(S il Am.) = ()37 /2 (bl 3 — m,1m),
1
V2Il+1

Considerando los resultados anteriores se tiene

(Im; 1 — m|00) = (=)™

Im mm’ UL LS ’2 s
01
=7 § V2l +1[b iy ® bt o (2.23)

A continuacién tomamos en cuenta la interaccién espin-orbita, esto es, el opera-
dor de muchos cuerpos ), ¢; - S;, que corresponde a la suma del producto escalar del
momento angular orbital por el espin de cada una de las particulas que componen
al sistema y que denotaremos por 7 s. Este operador ha tenido un papel relevante
en la fisica atémica y nuclear. Entonces

1 .
His= 35 SO Gt St 220

nlm msm
U'm’

Los operadores ¢, y S_, actian en espacios diferentes, por lo que se pueden
separar los elementos de matriz en dos partes y aplicar el teorema de Wigner-Eckart
a cada una de ellas:

1 1 nlm;im
gs—— Z VI+1) Z 9(Im; 1q|lm><§ms;1q|§m's>bjllm,;%m,bl ims

s
msm
mm’ q

(2.25)
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Utilizando las propiedades de simetria de los coeficientes de Clebsch-Gordan [5],

(s gt} = (=)= 21 = i),

1 1 1 1 1
“myg: 1g|l=m/ 2 T —myl 2.26
(2m ; Q’2ms> oMs 5 — M 1q), (2.26)

[
0
wl
g
N
3

junto con la propiedad (2.17)), tenemos que el operador de interaccién espin-érbita
se puede escribir

His = 2= S OVITFDEFD L, @ baglty. (220

q

En este trabajo estamos interesados en estudiar el comportamiento de dtomos de
n electrones, por lo que también consideramos el operador vectorial de una particula
conocido por el nombre de vector de Runge-Lenz [4], como el tltimo ejemplo de
operadores de un cuerpo, y que en mecanica cuantica se define

—

— 1 — — 7/'/
Ay 2( x P'— P'x L)+ Ze*~. (2.28)
r
Para entender su significado fisico, consideramos una particula de masa m sujeta
a un potencial coulombiano de un ntcleo con carga Ze?, que estd descrito por el
hamiltoniano
P/2 Z62

H=—— .
2m r!

(2.29)

Para el andlisis siguiente es conveniente eligir las unidades siguientes: la longitud
2 . . ’ . ’
, donde a = h —— es el radio de la primer orbita del atomo de Bohr, el momento

angular orbital h el momento cinético P @ y la energia Z¢-. Tomando lo anterior
en cuenta, los operadores que nos mteresan toman la forma
(LxP—-PxL), H=pP ——. (2.30)

r

L=7FxP, Ay=_x

r

l\'JIH

El operador de Runge-Lenz Ay es un operador vectorial y satisface las relaciones
de conmutacién

Es directo probar que A2 = A - Ay estd relacionado con L2 y el hamiltoniano H:

Ay-Ag=H(L*+1) + 1. (2.32)
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Ya que Ag - Ay es un escalar, entonces es invariante bajo rotaciones y conmuta con
L. De la ecuaciéon 2)) puede verse que la diagonalizacién simultdnea de A2 y L?
lleva a la solucion del problema de eigenvalores del hamiltoniano.

Las relaciones algebraicas que satisfacen H, L y A[) son

-

E X E = ZL, [L“ AOj] = iez’jkAOky f_fo X A}) = ZEH (233)
Adicionalmente es facil probar que L y A son constantes de movimiento:

[H, L] = [H, Ay = 0. (2.34)

Es inmediato de las expresiones ([2.30)),(2.31) y (2.33) que

L-Ay=0. (2.35)

De acuerdo al espectro de eigenvalores del hamiltoniano, es conveniente renor-
malizar al operador vectorial de Runge-Lenz:

1

Ao(—H)"2, para E <0
A=< A, para E =0 (2.36)
Ag(H) 2 para F > 0.

Entonces las ecuaciones (2.33)) pueden escribirse

— — —

LxL=ilL, [Li, A;] = iegp A, Ax A=el, (2.37)

donde € = 1,0, —1 corresponden a los casos £ < 0, E =0 FE > 0, respectivamente.
Con esta forma del vector de Runge-Lenz las ecuaciones ([2.32)), (2.35]) se escriben

(L* + €A? +1)H = —1, e =+1
H(L*+1)+1= A% e=0 (2.38)
L-A=0.

En este trabajo nos interesa el caso € = 1, que corresponde a estados ligados. Ha-
ciendo una transformacion, podemos escribir a los operadores vectoriales en términos
de dos operadores de momento angular, es decir,

J = 5(E+ ), Jy = 5(/? — A), (2.39)

que satisfacen las relaciones de conmutacién de un grupo producto directo SU(2) x
SU(2), esto es,

Je X Jp =iy, [J1s, Jai] = 0, k=1,2. (2.40)
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Calculando el cuadrado de los operadores de momento angular se tiene

e L
=L+ A) - (L+ A) = (L2 + A+ L A+ A L),
ngi(ﬁ_g).@_ *):%(LMA?_E.A—E.E) (2.41)

y recordando la relacién L-A=0se concluye que

1
JE=J3 = Z(L2 + A?). (2.42)
Ahora utilizamos los resultados de la teoria del acoplamiento del momento an-
gular para obtener los posibles eigenvalores del hamiltoniano. Ya que los operadores
Ji, Jo son hermitianos los eigenvalores de JZ, J2 son j1(j; + 1) v j2(j2 + 1), respec-
tivamente. Entonces por la condicién (2.42)) debe ocurrir que j; = jo = 7, asi los
eigenvalores de H se pueden obtener usando la ecuacién ([2.38]) con el resultado
o — (2.43)
2+ '
Esto determina los estados ligados del atomo de hidrégeno o hidrogenoides, donde
el niimero entero 27 + 1 se identifica con el nimero cuantico principal n, que toma
los valoresn =1,2,---.
Una componente del operador vectorial de Runge-Lenz de un sistema de n
particulas, A =) A, en el formalismo de segunda cuantizacién, estd dada por

Ay = Z (nl'm’|Aq\nlm)bil,m,;%msbnlm;%ms

U'm’
lmmg

= > (Imlg|Umy(nl'|Allnl)b, iR (2.44)

'm’
lmmg

donde se usé el teorema de Wigner-Eckart. Utilizando los elementos de matriz re-
ducidos que se calcularon en el Apéndice (C),

l n+l n—I[— I(n+1)(n—I
(nl + 1| Aljn) = /ERCHOZD gy )i gty = /D@D (g g5)

tenemos que la componente del operador de Runge-Lenz se escribe

= 3 { /R (s gl + 1,m + )] prims e

(21+3) nl+1,m+q;%m5

mmg
1

n n— nlm;Lmg
+ /R (Im; gl — 1, m + )] e } (2.46)

nl—l,m—l—q;%ms
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Acoplando cada uno de los términos en los momentos angulares orbital y de espin
se obtiene

10
(I+1) (n+1+1) (n—1—1)
o= Sy B i ]

10
2l(n+1)(n—1) T
CyEE L en ") e

Operadores de dos cuerpos

Empezamos construyendo los cuadrados del momento angular érbital L?, y del
espin S?, posteriormente consideramos la interaccién Coulombiana entre dos elec-

trones ), y por tltimo una interaccién de contacto V = Vi §(|7; — 7|).

e
r1—ral

Para los operadores de momento angular usamos el producto escalar de dos
tensores esféricos

A-B =Y (-)'A,B,. (2.48)

q

De manera que el momento angular orbital al cuadrado de un sistema de muchos
cuerpos toma la forma

2= " (—)"LyL_y = Z U1+ 1)( zz+1)[bll®bnl} [bl1®bm}q0,
q

(2.49)

donde sustituimos £, y .Z_, dados en (2.19). Puede escribirse también en forma
forma acoplada, esto es,

0

=251+ 1)@+ 1)[ b, ® ] X 81,y ® bnl%}w]o. (2.50)

Utilizando el mismo procedimiento, escribimos la forma que tiene el cuadrado del
espin como un producto escalar :

S2 =3 () S S = Y (—)F (2 + 1) [bjﬂ% @byt ] oy [ by ® b ol
m Im

(2.51)
y en forma acoplada a espin total cero, esto es,
0

S2 — \% Z(2l + 1)[ [bll% ® bnz%]m % [bjﬂ% 2 bnl%}m}o. (2.52)
1
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Es directo mostrar que estos operadores tienen interacciones de uno y dos cuerpos.
Para dos particulas que interactudan mediante un potencial, que es funcion de la
norma de la diferencia entre sus vectores de posicion

V(r,72) = V(| — 72]) (2.53)

donde denotamos por 7 y 75 a los vectores de posicién de la particula 1y 2, res-
pectivamente, la correspondiente forma de la interaccién de n particulas en segunda
cuantizacién es

1
YV = E E E (nlym/, mls, nlymsy, QmQS]V(rl, 7a)[nlymy, 5mis; nlams, 2m25)

13ly mimh migmh,
lilz mimg mismas

% bf bt prlimaszmas pnlama;zmas (2.54)
nlym 2,%m l/ml,%m ’ ’

Hemos considerado que estamos en una capa, por lo que n = n; = ng = n} = nj.
Por comodidad en lo que resta de la discusion no se escribira el indice y superindice
1

3 correspondiente al espin. Para calcular el elemento de matriz que aparece en la

ecuacion anterior vamos a usar el desarrollo del potencial en término de armoénicos
esféricos [6], [12]:

l

VR -7 =3 (5 Wil 3 (YL (YA, (255)
=0

20+1

m=—I

Sustituyendo la expresion anterior en el elemento de matriz que queremos calcu-
lar, separando las variables se tiene las siguientes integrales: la primera corresponde
a la parte radial a la que denotaremos con F' y que es conocida como integral de
Slater

Fl(nlinllnlinly) = / / Ry (r2) Ry (r)Vi(r,72) Rty (11) R, (rg)riridridry;
o Jo
(2.56)
las otras dos son integrales de tres armonicos esféricos, que tienen la forma

<Yl3 Y yh ) = <l1m1l2m2|l3m3)<l3||Yl2||l1), (2.57)

m3? T mo T my

donde el elemento de matriz reducido vale %(zlozzoug)m [ver [5],[12]].

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacién , ademas de suponer
que el operador V' no depende explicitamente del espin, se obtiene

=3 Y Z m NI pl (1t 1t ) (1,0; 10| 10) (10; 10|140)

2 U1 (215+1)
l1l2m1m2
limilamge Mmigmog

X (lima; tmllym) (loma; = mlymi)bl, o bE, L i prizmemes - (2,58)
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Consideramos conveniente reescribir también la expresién anterior en forma aco-
plada; para tal propdsito se escriben los operadores como

A l’ . prévmimis pnlamamas _ pf prlimimis it prlamamas
nl,m/ omas  nlj mimis nlj m’ Imis nl m2m25
11 sm1 gma nlamama
BTG Do o (259)

De tal manera que la energia de interaccién puede escribirse ¥ = ¥, + %5, donde
definimos

n=1 3 Z )"\ G ) F (nlinlynlindy) (140 10]150) (1505 10150

llymyms
limilagmg Mmismag

nlymimisyT
b bnl’ tmbmas

x (lyma; Im|lim!, ) (lymig: 1 — m|lymly) bLl,m pramames (2 60)

Para escribir la energia potencial en forma acoplada se bajan los indices en los
operadores de aniquilacién, [ver Ec. (2.17))], y se usan las propiedades de simetria
de los coeficientes Clebsch-Gordan

1—my [ 2l
(lymay; Im|lm)) = (=)' 2o (im

(lomas 1 = mllmy) = (=) /G Umli Iy — moll — m).

Para la parte de espin se utiliza

ll — m1|lm>,

1 1 1
(st = muaJ00) = ()30 (mage — mayf00) = ()

V2’ V2
Por lo tanto se pueden acoplar en el momento angular como en el espin y entonces
71 queda escrito

1
Z Z )™ l1+l22l—+1\/(2l1 + 1)(2ly + 1) F'(nlinlhnlinly)

l1l2
l1lo m

X {110 10]1,0){120: 10]150) (b, © bun, |10 [8]

nl),

® bty )" . (2.61)

Un tratamiento similar se hace con el término correspondiente al operador de un
cuerpo y que denotamos por %5, obteniéndose

1
m l tla_ = RS TINRT]
; (=" 22H1¢(2l1+1)(2l2+1)F (nl\nlinlinly)
lilg m

. / . / lagli N\l i 00
x (110; 10]1;0) (1205 10]150) 0,76,} (—)" ST b1, ® buty] o (2-62)
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Juntando ambos términos, la expresion para la interaccién ¥ se reescribe

1 roq
v _ Z Z )™ ( 11+lzm\/(211+1)(2l2+1)F’(nl1nl2nllnl2)

I3y
lilo m

X (10; 10]140) (120 10[150){ [bl, @ b, ] [0

nl),

® b"l2} li)mo

— ool n " bl ® b,
Uy l( ) 2<2l2+1)[nl2 l:|

\_\,_/

(2.63)

De las ecuaciones (2.55)), (2.56)) es inmediato que la funcién F' es la que depende de la
forma del potencial de interaccion. En el caso en que la interaccién sea coulombiana,
la funcién V(ry,75) que aparece en la ecuacién (2.55)) toma la forma [6]

2 .0

e’ r
Vi(ry,re) = ——=; (2.64)
2 rlft

aqui 7~ (rs) es el menor (mayor) de (r1,r2). En capitulos posteriores usaremos esta

interaccién. En el ejemplo del potencial de contacto V (|7} — 73|) = Voadd (| — 72|),
la delta de Dirac se desarrolla como
Lo 1
o(|r1 — m2f) = T_T(S(Tl —12)0(¢1 — ¢2)d(cos Oy — cos by), (2.65)
172

y de las relaciones de cerradura de los arménicos esféricos [6], el potencial de contacto
toma la forma

ViR - = et S S vt v, 26

L —

Comparando la ecuacién anterior con ([2.55)), obtenemos en este caso

20+ 1 ad
)Vo—gé(rl . (2.67)

dm T

VZ(T1,T2)=(

Cada uno de los casos considerados tendra la funcién F' que le corresponde. Con
este ejemplo terminamos el estudio en segunda cuantizacion de operadores de uno
y dos cuerpos.

Por tdltimo mencionamos que en general los operadores expresados en el forma-
lismo de segunda cuantizacion pueden ser reescritos en términos de los generadores
de grupos unitarios. En el siguiente capitulo se vera que los generadores se pueden
realizar en términos de operadores de creaciéon y aniquilacion, tanto de bosones como
de fermiones.
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Capitulo 3

Teoria de grupos en sistemas de
muchos cuerpos

En este capitulo se establecen los fundamentos para la construccién de las ba-
ses polinomiales (de operadores bosonicos o fermiénicos de crecién) que portan la
representacion irreducible de grupos unitarios.

La primer parte consta de un resumen breve de conceptos basicos de teoria
de grupos y de propiedades de los grupos unitarios. Se presenta explicitamente la
construccién de la base polinomial que porta la representacién irreducible del grupo
de rotaciones O(3). Estas ideas se generalizan para aplicarlas a grupos unitarios.

Estamos interesados en sistemas de N particulas que pueden ser descritos por
los grupos unitarios U(nr) D U(n) x U(r) y sus cadenas candnicas, tanto para
particulas que se comportan como bosones o fermiones.

Por 1ltimo se describen los estados de Gelfand-Tsetlin que constituyen bases de
cadenas candnicas de grupos unitarios, junto con sus propiedades.

3.1. Elementos de teoria de grupos

Un conjunto de elementos g forma un grupo G si tiene una operacién definida pa-
ra cualesquiera dos elementos que satisfacen los axiomas de cerradura, ley asociativa,
existencia del idéntico y existencia del inverso.

Dos grupos Gy F son isomorfos si existe una correspondencia uno a uno entre sus
elementos, y como ejemplo tenemos que el grupo de permutaciones de tres elementos,
Ss3, es isomorfo al grupo de transformaciones de isometria del triangulo equilatero.

Si H es un subgrupo de G, el conjunto gH donde g es elemento de G se llama
clase lateral izquierda de H, mientras que Hg se llama clase lateral derecha de H.
El nimero de clases laterales izquierda y derecha es el mismo, y recibe el nombre de
indice de H en G. Si el orden de G es n, y el orden de H es ny, entonces el numero
de co-clases es n. = ny/ny,.

21
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Entonces el grupo G es la unién de las co-clases y puede desarrollarse en térmi-
nos de ellas. Este resultado conduce al concepto de espacio cociente y generalmente
se denota por G/H. Como ejemplo mencionamos que S3 es la unién de dos clases
laterales del subgrupo de permutaciones pares; una de ellas es el subgrupo de per-
mutaciones pares y el otro es el conjunto de permutaciones pares seguida por una
transposicion. Entonces, como el orden de las permutaciones pares es 3 el indice es
2, ya que S3 tiene 6 elementos.

Si para un subgrupo N de G ocurre que gN = Ng para todo elemento g de
G, entonces N es un subgrupo normal o invariante. La multiplicacién de dos clases
laterales de un subgrupo invariante forman un grupo teniendo a N como el elemen-
to identidad. Este grupo se llama grupo cociente de G respecto a N y se denota
por G/N. Si un grupo no contiene subgrupos invariantes, se llama grupo simple; en
cambio si el grupo contiene subgrupos invariantes no-abelianos, se llama semi-simple.

Orbitas y Grupos Pequenos

Sea P un punto del espacio vectorial H. El subgrupo G¥ de G que deja al punto
invariante es GPP = P se llama grupo pequernio o de estabilidad de G en P. Como
ejemplo consideremos el espacio R?® y entonces las rotaciones alrededor del eje z
S0, (2) forma el grupo de estabilidad de SO(3) en (0,0, 1); otro es el grupo pequenio
S0O,(2) en (1,0,0).

Al conjunto de puntos V' que pueden alcanzarse al actuar con G sobre un punto
en H se le llama la érbita de G en P. La érbita de SO(3) en (0,0, R) es la superficie
de la esfera de radio R centrada en el origen.

La érbita de SO(2) en el punto (a, 0) del plano XY es la circunferencia de un circulo
de radio a.

El espacio cociente G /GP es por lo tanto idéntico a la érbita V'; entonces SO(3)/SO(2)
es la superficie de una esfera unida en el espacio tridimensional.

El grupo Euclidiano E(2) esta constituido por tres generadores P,, P,y J,, y
en consecuencia es un grupo de Lie de tres pardmetros [ver mds adelante]. Es un
grupo no compacto y contiene un subgrupo invariante abeliano, de tal manera que
no es simple ni semi-simple. Es isomorfo al grupo de estabilidad del grupo de Poin-
caré de particulas sin masa. Puede obtenerse de O(3) mediante el procedimiento de
contraccion de grupos

Grupos Continuos, Grupos de Lie

Un grupo finito de orden ¢ consiste de g elementos Ri, Ry, -, R,. Podemos
considerar a los elementos de dicho grupo como un conjunto de puntos variedad del
grupo, o podemos etiquetar un conjunto de puntos con los enteros desde 1, hasta g, y
asociar un elemento del grupo con cada punto en este espacio; asi el punto etiqueta-
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do con a lo asociamos con el elemento R, del grupo en cuestién (En otras palabras,
los elementos estan etiquetados por un parametro que puede asumir g valores).

Un grupo se dice que es continuo si para una definicién generalizada de vecindad
o continuidad es impuesta en cada uno de los elementos de la variedad. Ahora nos
restringiremos al caso mas sencillo, donde los elementos de la variedad pueden ser
clasificados por un conjunto finito de parametros que varian continuamente o por
un conjunto de funciones. Por ejemplo, el conjunto de transformaciones

¥ =ax+0, (3.1)

forman un grupo. Los parametros a y b varian continuamente en el conjunto de
nimeros reales por lo que podemos decir que éste es un grupo de dos parametros
continuos. En general los elementos de un grupo de r parametros continuos estan
descritos o etiquetados por r parametros reales ay, as, - - - ,a,, que varian continua-
mente; asi que los elementos del grupo son R(ay,aq, -+ ,a,) = R(a).

Grupos cuyos elementos pueden ser descritos por un ntimero finito de pardametros
continuos, se dicen que son grupos continuos. El rango de la variacion de estos
pardmetros no esté especificado, puede ser (—oo , 00) o pueden estar confinados en
algun dominio finito; cuando sucede lo ultimo se dice que la variedad es cerrada.

Para un grupo de r parametros, la continuidad se expresa en término de la dis-
tancia en el espacio de los pardmetros. Dos elementos del grupo R(a) y R(a’) son
cercanos uno del otro si la distancia [ (a; — a})?]z es pequeiia; en el caso que los
elementos del grupo estén descritos por un conjunto de funciones en un espacio de
funciones, la cercania de los elementos de ese grupo estara dada por la definicién de
distancia en dicho espacio.

Los requerimientos para que los elementos R(a) formen un grupo continuo, son
los mismos que para los grupos finitos. Primero debe existir un conjunto de parame-
tros con valor a tales que

R(a")R(a) = R(a)R(a") = R(a), (3.2)

para todo a. R(a") es el elemento identidad del grupo. Después, para cualquier valor
de a, podemos encontrar un a tal que

R(a)R(a) = R(a)R(a) = R(a"), (3.3)

R(a) = [R(a)] . (3-4)
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El producto de dos elementos del conjunto debe también pertenecer al mismo; dados
los parametros con valor a, b, podemos encontrar un conjunto de parametros con
valor ¢ tales que

R(c) = R(a)R(b), (3.5)
donde los parametros ¢ son funciones reales de los parametros a y b, esto es
Ck:¢k<a17a27'” 7a7“;b17b27”' 7b7')7 k:1727 T (36>

Hasta aqui los requerimientos son los mismos que para los grupos finitos o nume-
rables, pero ahora adicionalmente se requiere que los parametros del producto sean
funciones analiticas de los parametros que lo componen, es decir, que la funciones
de la ecuaciéon tengan derivadas de todos los 6rdenes con respecto a los argu-
mentos. De forma similar se requiere que a en sea una funcién analitica de a.
Cuando esto se cumple tenemos un grupo de Lie de r parametros.
Transformaciones fisicas y operadores

Nos interesa estudiar cual es el efecto de algunas operaciones fisicas realizadas
sobre un sistema fisico. Algunos ejemplos de estas operaciones podrian ser las si-
guientes: traslacion, reflexion, rotacién o una permutacion de particulas del sistema.
Si denotamos colectivamente las coordenadas de todas las particulas por x, después
de la operacién las coordenadas se transforman en z’; ademads existe una matriz no
singular R que relaciona a los dos conjunto de coordenadas de la forma

2’ = Ru. (3.7)

Como ejemplo de una transformacién fisica tenemos a la traslacion sobre el eje x
por a unidades, la cual podemos representar con la ecuacion

(3)==(7),

donde la matriz de traslacién es de la forma

1 a
Ta_(“).

Si a = 0, tenemos la identidad 1. Si consideramos otra traslacion Ty, el producto de
ambas esta dado por

(1 b\ (1 a\ (1 a+b)

y como a es un numero real, existe —a tal que

T oTy=Touia =Ty =L
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De acuerdo con lo anterior , T, satisface los requisitos para ser un grupo.

Otro ejemplo de transformaciones fisicas son las rotaciones por un angulo «
alrededor del eje z; esto se representa

'\ cosa  senw x
y )\ —sena cosa y )

La matriz de rotacién la denotamos como R,. Para a = 0 se obtiene la identidad.
Si tenemos otra rotacién por un angulo 3, el producto esta dado por

R.R. — cosf  senfs cosae  sena \ [ cos(f+a) sen(f+«)
Frte ™\ —senf cosf —sena cosaw )\ —sen(B+ ) cos(f + )
y para § = —a se tiene que

R_gRs =Ry =1.

Por lo tanto las rotaciones forman un grupo.

3.2. Bases polinomiales de grupos unitarios

Un grupo unitario U(nr) de (nr) dimensiones contiene (nr)? generadores, que
1! .
denotamos C/ & con p, ¢/ =1,2,-++,r; 5,8 =1,2,--,n, los cuales satisfacen las
relaciones de conmutacion

I 1 g " i / / s 11 "
(O Clys] = Cs 50,65, — 81 85" (3.8)

us s

Es inmediato demostrar que el grupo U(nr) tiene como subgrupo al producto
directo U(r) x U(n), donde los generadores de U(r) y U(n) se escriben

cy =Y cu cl =Y cu (3.9)
s 12

Estos generadores por supuesto satisfacen relaciones de conmutacién similares a
las del grupo U(nr); ademas es facil mostrar del conmutador (3.8) que

e, ¢l =0, (3.10)

Cabe mencionar que los generadores se pueden realizar en términos de operadores
bosénicos o fermiénicos de creacion y aniquilacién, es decir,

CHs =ala"*, Che =0l b (3.11)
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Los operadores bosénicos y fermionicos cumplen con las relaciones de conmutacion
y anticonmutacion

[ap ] - 6p/7 [a’;r)a p] = 0 [a’pu ap/] = 07
{v°, p,} = 4", {bf, b* } = {v°, v} = 0.

Utilizando las relaciones de conmutacién o anticonmutacion de los operadores
bosonicos o fermionicos se corrobora que satisfacen relaciones de conmutacion de la
forma (3.8)). El grupo U(nr) tiene nr operadores invariantes,

r=) Ck
us

— 1181 (Y252
FQ - 2 : C 2820 1817

H1p28152

= > > Cu--Ch (3.12)

M1y S108n

Estos operadores invariantes conmutan con los (nr)? generadores. En forma
andloga se definen los invariantes para los subgrupos U(r) y U(n). El invariante
I'1, comunmente llamado operador de niimero N , cumple la propiedad I'y = an) =
FY) =N que se demuestra mediante la expresion

Y =>c=cu=>c=r{". (3.13)
Iz S s

El superindice indica el grupo al que esta asociado el invariante. También existe
una relacion entre los invariantes de segundo orden de cada uno de los subgrupos. Lo
demostramos utilizando la realizacién explicita en términos de operadores bosénicos
de creacion y aniquilacion:

Fg") = ZCL/CL‘, = Z aLSa“/saL,S,a“s = Z a a“ s a“s (5“ 55 )
ey Hopt! 48,8 8,8
= > ala"(a], 0" = 00%) — nz ha=>"CICi+(r—n)y_C:
[TNER ss’ s
= 4+ (r —n)N. (3.14)

Los superindices 7, n indican el grupo U(r) o U(n), respectivamente. Notar que si
los dos subgrupos son de la misma dimension se tiene que F(;) = an).

En el caso de la fisica nuclear el indice n toma el valor 4, que nos indica los grados
de libertad de espin e isospin; el indice r esta relacionado con la degeneracion de un
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oscilador arménico tridimensional.

Queremos contestar a la pregunta: ;jcudl es la posible representacion irreduci-
ble del subgrupo U(r) x U(4) contenida en la representacién de U(4r) [8]? (las
representaciones incluyendo las irreducibles se tratan en el apéndice @[)

Para poder discutir la posible representacién irreducible del subgrupo U (r)x U (4)
se necesita desarrollar el concepto de peso y la clasificacion de los generadores CY,
C* deU(r) x U(4). Primero se introducird este concepto para el grupo de rotaciones
Rj3. Los generadores de R3 son L., Ly, y sus relaciones de conmutacién y operadores
adjuntos son

[Ly,L_]=2Ly, [Lo,Ls]=+L; (Ly) = L, (Lo)' = Lo. (3.15)

Consideremos el conjunto linealmente independiente de polinomios homogéneos
en las variables x,y,z de grado N, es decir, polinomios P(z,y, z) que satisfacen

r-VP=NP; (3.16)

es claro que estos polinomios constituyen una base para la representacion del grupo
R3, pero es bien sabido que en general, no es una representacion irreducible, como
veremos mas adelante.

., Cémo podemos descomponer el conjunto de soluciones de la ecuacion en
subconjuntos irreducibles?

Para hacerlo, hay que notar primero que como r-V conmuta con L, Ly, podemos
usar el operador hermitico Ly para caracterizar al polinomio con la ecuacién

LoP = mP. (3.17)

El entero m sera llamado el peso del polinomio. El polinomio P’ = L, P sigue
siendo solucion de la ecuacion pero utilizando las relaciones de conmutacién
(3.15)) uno puede ver que el peso de P’ aumenta a m + 1, y asi podemos denotar
a L, como el generador de ascenso. En forma similar P’ = L_P tiene peso igual
am — 1, y podemos denotar a L_ como el generador de descenso. Los generadores
de Rj3 pueden ser divididos en tres conjuntos; en este caso se tiene un elemento en
cada uno: el generador de ascenso L., el generador de peso Ly y el generador de
descenso, L_. Suponemos que entre los polinomios hay uno de peso maximo,
i,e., caracterizado por

LoP=1P, L,P=0. (3.18)

Para encontrar los polinomios que satisfacen la ecuacién (3.18]) utilizamos el
siguiente método: primero realizamos el cambio de variables

Ty =x+y, xTo=%2,
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y escribimos los operadores -V, L, L_ y Ly en términos de estas nuevas variables,

0 0 0 0
P — B L. =92 o 2
rv $+8:U+ e Ox_ +x08x0’ + T 0, x+8xo’
d 0 0 0
Lyo=2,——ax_— L. =x_— — 29— 1
0 x+8a:+ o ¢ O xo(%u (3.19)

Ahora se obtiene la accién de éstos sobre las variables z,,z_ y xg

77“ VZC+ =Ty L+ZC+ = O, L7$+ = 21’0, L0$+ =T,
7-Vr_=ux_ Lix_ = 2x, L_x_=0, Lor_ =—x_, (3.20)
- Vg = 1z Lixy=—zy4, L_zyg=2_, Loxo =0.

Como vemos las acciones contemplan un solo término, que justifica a posteriori el
cambio de variables.

Construccion de los polinomios de grado N con [ = N

Uno puede ver de las expresiones anteriores que P = x es el iinico polinomio de

primer orden que satisface las condiciones (3.18)). Esto es, que tiene N =1y [ = 1.
Entonces lo denotaremos (N, ) = (1,1). Polinomios de segundo orden, con N = 2,

son funciones de tensores esféricos de orden 0 y 2. Esto es,

[ x 1, =Y (Lql(m — q)|lm)z 2. (3.21)
q
De acuerdo a la ecuacién (3.21) no se pueden acoplar los vectores 7 a momento
angular 1. Con esto el problema se reduce a tomar una de las dos posibilidades que
quedan

T22 XX xi,
= 0 L, L,
TOO = [’f’ X ’I:]O = —ﬁ({[‘o — 2I1.I_1) = —ﬁ(xo + I+$_>, (322)
donde =z = —%34, T = %x, y  xg = xo; esta reduccién se debe a que en

general LTy, « T5,,.1. Para confirmar lo anterior calculamos
2 _ _ _, 2 _ 6.2 2 _ 6.2
Lixi =2z Lix, =0, -V =2z, Loz? =227

Por lo tanto el polinomio final tiene N=2, 1=2, por lo que lo denotamos con (2,2).
Sin embargo este polinomio no es independiente de (1,1). Finalmente operamos sobre
Too, esto es,

L+<x+l‘— + LE%) = LU+L+ZE_ + 2‘TOL+x0 + $_L+$+ = 21’+ZL'0 — 2$0$+ = O,
FoV(ryr_ +xd) =xyx +a_x, + 2w =2(v 0 + 7)),

Lo(v o+ 22) =2, Lor_ + x_Loxy + 220Lo70 = 0.
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De tal manera se tiene N=2, 1=0, que se denota por (2,0), esto es,
—V3(2,0) =z + 22 =12
Sea P(xy,z_,xy) un polinomio homogéneo de grado IV; entonces podemos fac-

P(zy,x_,x) = fo”(x—_, ﬂ). (3.24)
Ty Ty

(3.23)

torizarlo como

Dividiendo la ecuacién (3.23) por 2% se obtiene
2 2
Lo, X (3.25)

2 20
i xy ay

de tal manera que el polinomio puede escribirse
P(xy,x_,x) = a7 (3.26)
Haciendo los cambios de variables 2’ = 7> y ¢/ =
+
operador diferencial de primer orden tenemos

aP//
L P=L,(zYP"zy)) = xf( L'+

yva que L x, = 0. Teniendo en cuenta

2 2 2
r Lir 2r
Loa' =1L, <—2> S )
x L.x x x
Ly = L+<—O) =2 —§L+$+ =—2 =1
Ty Ty x+ Ty
Se concluye que P” debe ser funcién de 2’ inicamente, ya que
oPr” opr”
L.P=—z¥ =0, = = 0. 3.28
+ + ay/ ay/ ( )
De manera que P se puede escribir
P(zy,x_,z0) = ¥ P'(z') = o™ = 2V 220, (3.29)
donde se escribié P”(z') = 2. Es inmediato obtener la accién de L, sobre P, esto

LoP = Lo(gser_Qn) (rH)") = x&N_zn)n(rg)”_lLOTZ + (N — Qn)xng_Qn_l)Loerrz",
= (N —2n)z"*" () = (N = 2n)P = IP. (3.30)

es,
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Lo que implica que n = % Finalmente el polinomio se escribe como

—1

Py, x_,20) = Calr™=0 = C(a +iy) (2® + > + 22)(NT), (3.31)

paral = N,N —2,N —4,--- .1 0 0. La constante C se introduce para normalizar
la parte angular del polinomio.

Una vez que se tienen los polinomios de peso maximo en Ry, podemos generar
aquellos de peso menor con la aplicacion de L_. Se obtiene

Pavim = [(L+m)2[(1 = m)!(20)!] 2 L™ Py, (332)

Con la ayuda de se comprueba que el peso de Py, es m. De la expresion
se observa que polinomios homogéneos de grado N contienen varios valores
de momento angular orbital y por eso sus correspondientes representaciones, en ge-
neral, no son irreducibles.

Sin embargo, podemos descomponer el conjunto de polinomios homogéneos de
grado N linealmente independientes en subconjuntos Py, con m = [,--- , —I[, los
cuales son una base de la representacion irreducible del grupo R3 caracterizada por
[. Estos estados son eigenestados de un oscilador armoénico en tres dimensiones con
un momento angular orbital definido.

Ahora extendemos el resultado anterior para los grupos unitarios en r y 4 dimen-
siones, respectivamente. Los polinomios serdn el conjunto de todos los polinomios
homogéneos en los operadores bLs de grado n linealmente independientes. Podemos
definir su producto escalar como

(P, P") = (0|PTP'|0) (3.33)

donde en P! es el hermitiano adjunto de P’, y se usan las relaciones de anticon-
mutacién ([2.6) junto con la propiedad b*°|0) = 0, para evaluar los elementos de
matriz.

. Este conjunto de polinomios es una base que porta una representacién de los
grupos U(r) y U(4)?

Esta representaciéon, en general, no es irreducible y se procedera a derivar las
restricciones en el conjunto de polinomios que lo haga irreducible. Primero caracte-
rizaremos los polinomios por su grado w, y ws en la componente p y s de bLs; ie., P
debe satisfacer

CLP(0) =w,Pl0),  C:P|0) = w,P0). (3.34)
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Las condiciones anteriores pueden ser aplicadas simultdneamente ya que los ope-
radores conmutan entre si. El polinomio P esta entonces caracterizado por dos con-
juntos de ntmeros [w; - ,w,], {wi, -+, w4}, ¥ en analogfa con (3.18), nos referire-
mos a ellos como el peso del polinomio en U(r) y U(4), respectivamente. Si tenemos
dos polinomios P, P’, con pesos [wy, - ,w,] vy [, -+ ,w.] diremos que, en U(r), P
es de mayor peso que P’ si en la diferencia de los pesos [wy — ), -+ ,w, — wl], el
primer término diferente de cero, cuando se lee de izquierda a derecha, es positivo.
Una propiedad similar sucede para U(4).

Si P satisface la ecuacion entonces de las relaciones de conmutacion
podemos ver que el polinomio homogéneo P’ de grado n definido por P’|0) = Cl’j/P]0>,
donde p < g/, tendrd peso [wy, -+ ,w,+1, -+ ,wy —1,---w,], y asi es de mayor peso
que P. En forma similar P"|0) = Cl‘j/P|O>, donde p > p/, tendra un peso mas bajo
que P. Por lo tanto, los generadores C;jl los cuales tienen la propiedad (Cl’j/)T = Cﬁ,
pueden ser clasificados en tres conjuntos:

(1) ¢ p<us (2 Cho (B) ¢ op>u (3.35)

o
donde el conjunto (1) contiene a los operadores de ascenso, el conjunto (2) a los

operadores de peso, y el conjunto (3) a los operadores de descenso en U(r).

J e . . / . .
Con un andlisis muy similar podemos ver que C;, los cuales tienen la propiedad
/ . .
(C5)T = €5, pueden ser clasificados en tres conjuntos

(1) ¢, s<s; (20 €5 (3 ¢ §<s, (3.36)
los cuales corresponden a los generadores de ascenso, peso y descenso, respectiva-

mente, del grupo U(4).

Ahora suponemos que en el conjunto de polinomios existe uno de maximo peso
en U(r)y U(4), es decir, caracterizado por

CLP|0) = h,P|0), C' P|0) =0, o< (3.37a)

C3P|0) = v, P|0), C¥ P|0) =0, s <8, (3.37b)

y en analogia con ({3.17)), esperamos que los pesos maximos [hy, - - , h,], {v1. - 4},
puedan ser usados para caracterizar la representacion irreducible del grupo U(r) x
U(4)[8].

. Cuéles son los valores de los polinomios de peso maximo compatibles con un
nimero dado de particulas N7, es decir, si para el grupo R3 se tiene la relacion
Il = NN—-—2N—4,---,1 0 0. jqué tipo de relacion le corresponde al grupo
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U(r) x U(4)?

A continuacién se muestra que los pesos [hq,--- .h.], {v1, -, v}, son parti-
ciones del nimero N, es decir,

hi+hy+---+h, =N, hi>hy > --->h, >0, (3.38)

vi+---+uvy =N, vy =1y = =1y = 0. (3.39)

Las desigualdades anteriores se obtienen aplicando el operador de descenso C*, con

@' > pa P,y usando las reglas de conmutacién junto con la ecuacién (3.33)). De
esta forma tenemos
I _ Tow Ak _ T I _ T _ ¥
(Cu,P, Cﬁ,P) = (0[P C#,P|0> = (0|P [Cﬁ Ch | P|0) = (0| PT(CL Cﬁ,)P|0)

= (hy —hw)(P, P) = 0. (3.40)

Se usé que Cl/j/P |0) = 0y las propiedades del producto escalar. Entonces se concluye
que

hy = hy, si <, (3.41)

lo que prueba la desigualdad. En forma similar, aplicando C* con s’ > s se obtiene
la correspondiente desigualdad.

Anélogamente se pueden construir los polinomios de minimo peso, esto es,
CI'P|0) = h,P|0), Cﬁ,P|0> =0, o>,
C?P|0) = v, P|0), C5P|0) =0 s > s. (3.42)
Para este caso se actia con el operador de ascenso en la demostraciéon corres-
pondiente a la ecuacién (3.40). Sin embargo en este trabajo siempre usaremos el
polinomio de maximo peso. Los polinomios de maximo peso y minimo peso son

tnicos, y por el teorema de Cartan [3], estos pesos sirven para etiquetar las repre-
sentaciones irreducibles de los grupos unitarios.

Procedemos a encontrar una relacién entre las particiones (3.38) y (3.39). Para
realizar dicha tarea, primero hemos de hallar un polinomio que sea de maximo peso,
es decir, que satisfaga las ecuaciones (3.37al) y (3.37b]). Consideraremos como un
ejemplo especifico el siguiente polinomio de méaximo peso

P(b],,) = b, b1oblsbl,
X b£1b£2b£3
X b§1b§2
X b:rnbj;z
X bl (3.43)
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Calculando el peso del polinomio, se puede encontrar que las particiones de los
grupos corresponden con las siguientes,

4,3,2,2,1], {5,4,2,1}. (3.44)

En el siguiente diagrama claramente se observa que las h. son el nimero de
cuadros en los renglones, mientras que las v corresponden al nimero de cuadros en
las columnas. Por lo tanto cuando uno tiene una particion, la otra particion queda
totalmente determinada, y viceversa.

Fig. 3.1: El ntimero de cuadros en las columnas estén relacionados con la particién del grupo U(2),
mientras que el nimero de cuadros en los renglones lo estdn con la particién del grupo U(3)

De las relaciones de anticonmutacién de los operadores fermiénicos bus, podemos
ver que para todo renglén debe cumplirse que h, < 4 y para toda columna vy < 7.

Podriamos expresar el estado de maximo peso, como el de la ecuacion ([3.43]) en
una manera alternativa con la ayuda de la notaciéon de determinantes [2:

5 , s
Mllv . nuj - Z (')3 fps 11,81 T L]3j7 (345>
81,585
VMlh . 7,ujj - ( )muf’p# 1817 e bLij? (346>
B
donde ‘B especifica todas las permutaciones de los indices si, 59, -+, s;, mientras
que P, denota las permutaciones de los indices pi, po,- -+, pt;. Si tenemos uno o

mas indices de renglon repetidos, el determinante por columna, expresion ((3.45)) es
diferente de cero, esto se debe a que los operadores de creacién b;rj anticonmutan.
Para ilustrar este hecho se dara el siguiente ejemplo, en el que consideraremos p; =

Mo = [
A5z =N ()PP b, = bl b, — Dh,bh, = 26, ] (3.47)

Ks1 7 ps2 ps2 " ps1 ps1 7 ps2?
Bs

el cual sélo es cero si s; = s9. De forma andloga, para el determinante por renglén los
indices que se pueden repetir son los de columna. Tomando nuevamente un ejemplo,
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tenemos que para s; = sy = s la expresién (3.46|) tiene la forma

thsuz - Z(_)mum#b}:lsb:&zs - bLleLQS o bL28bL18 - szlsb;rizs
Pu

En este caso el determinante es cero si independientemente del valor de sy y so,
se pide que py = pu9; esto implica que en cada caso es simétrico respecto al indice
que no se permuta y antisimétrico respecto al otro, con lo que al final se tiene una
representacion antisimétrica, que era de esperar para un sistema de fermiones.

Regresando al ejemplo de la ecuacién , y considerando la ecuacion ((3.47))
con p; = 3,4,y s; = 1, s = 2. Sugiere desarrollar Al23 y A1234 e ]a misma

ppp Y fupppe?
manera. Con lo anterior podemos reescribir este polinomio de maximo peso como

P = [ABRINT AT AR A AGAS,
o alternativamente
11111 2222
P = [5141312111] 7! 715318 Vise: Vi Vi
Ambos representan al mismo estado; los factoriales que aparece en las expresiones

se introdujeron para normalizar los estados correspondientes.

Si se calcula el conmutador de los generadores con los determinantes se obtiene
el siguiente resultado

[l A, ) = Aiui”";; O AL 1< <4, (3.48a)
(G2 5o ] = 03 oy e+ 6T 1<j<r (3.48b)

Esto es independiente de la realizacion que se tenga, sea bosénica o fermionica; la
clave es que C/‘j/ es simétrico respecto a las permutaciones B, mientras que Cj’ es
simétrico respecto a las permutaciones 3,,. Podemos notar que para el caso en que
se tienen fermiones con los indices de renglon repetidos, el primer conmutador de la
ecuacion anterior toma la forma

Cl AL = Gok AL2 (3.49)

H1p1 1 B g

Esto se debe a que el determinante es simétrico respecto el intercambio de indices
de renglon. Como prueba de este hecho tenemos

12 ke j t
A2 R T = ()PP o bbbl (3.50)
Bs
Usando las propiedades de anti-conmutacion, trasladamos el k-ésimo operador al

inicio, es decir,

------ i t ot tt f
A;}lilﬁ/il - ( ) Z( )m;‘pb,ukb;u w2 b,ulk 1bu1k+1 b/,l,lj (351>
Bs



3.2. BASES POLINOMIALES DE GRUPOS UNITARIOS 35

Recordando que las transposiciones Py satisfacen propiedades

PL=1, 'y Pub bl b, oobt = bt b b (3.52)

pk 1% 2 u1j w1 k%pa2 n1gr

la ecuacién (3.51)) se transforma en

AL2 ke kZ BB P bbb

[y e pl ik 2

A b (3.53)

i k—1Yp k41" n1g"

Regresando el operador b . al k-ésimo lugar y considerando las propiedades de
grupo de los operadores de permutacién se obtiene

S ke 1 gt T
Al}151"-u-~ﬂ1 - (_)2( Y Z( ) sI; s ul u12 bmkflbulkbmkﬂ bum
P
=Al2 (3.54)

e m )

en donde P, = P, P, la posicién en la que se encuentra p al final es irrelevante
para la prueba.

Estas relaciones son de utilidad cuando actuamos con los operadores Cﬁ/, C’;’/
sobre las bases polinomiales; en particular se puede comprobar facilmente que el
polinomio del ejemplo es de maximo peso en los dos grupos.

En la realizacién bosénica, A\ jm, ¥ Vs, SO equivalentes ya que represen-
tan al mismo polinomio; esto se debe a que los operadores de creacién y aniquilacién
conmutan. En nuestro caso usaremos la primera y la escribimos como

a « oY o
uipj ,u; = Z 213 5]304 HlalaLzocz s CLLJ_%. (355)

Dada esta forma, no podemos tener indices repetidos, ya que el determinante es
cero; por ejemplo, si 1 = 59 = s,
ss gt gt gt oot
A#luz - aulsaﬂzs amsauzs = 0. <3'56>
La construccién del polinomio de maximo peso que porta la representacion irre-
ducible se hard para los fermiones y para los bosones; lo hacemos de esta forma

ya que aunque las ecuaciones que se deben satisfacer tiene la misma estructura, el
polinomio que se propone para cada caso es diferente.
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3.2.1. Polinomios de maximo peso

Fermiones

Considerando un sistema de N fermiones, por ejemplo electrones, el polinomio
de maximo peso estd caracterizado por la representacién de los grupos unitarios

Ry p¥-S125] (X454 -5})
u@r)> Ur) x U2 , (3.57)
en donde se considera que el espin total dej% sistema puede tomar los valores S =
%, % — 1, % -2, ,% 0 0. En este caso [22 75129 es la representaciéon conjugada
de {% + 5, % — S}. Se propone para el polinomio la forma
_ Al 12 12 1 1 1
P=A7A - A%_S %_SA%_SHA%_SH e A%+S. (3.58)

Vamos a probar que es de maximo peso. Para esto primero calculamos el peso
del polinomio de la ecuacién anterior; utilizando (3.49|) puede verse facilmente que

para p = pi/
[Cl, A = mdt A5 (3.59)

Jii Hjeg

Haciendo uso de la ecuacién anterior vamos a calcular el conmutador de un generador
de peso con el polinomio:

12 A 12 12 1 1 1
[CZ7P] — [C//j?AllAQZ b .A%—S %—SA%—S+1A%—S+2. . 'A%_'_S]. (360)
Desarrollando el conmutador y usando (3.59)) se obtiene

_ o5 A12 A2 12 1 1 1
[ij,P]—251AM1A22-~~A%_S%_5A%_S+1A%_S+2'--A%JFS
A2 A 12 12 1 1 1
+252A11AM2"'A%—S%—SA%—S+1A%—S+2”'A%—l-s
12 A 12 1 2 1 1 1
m 12 A 12 1 2 Ala 1 1
BoOAI2 A2 12 1 1 1

Actuando sobre el vacio en ambos lados de la ecuacion anterior se obtiene que el
N
peso de P es [?,2, 2 01,1, ,1j al que se denota como [22 =% 129].

% _S veces 2S5 veces
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Lo que prosigue es actuar con los generadores de ascenso. Como un ejemplo
usamos al generador C7. Haciendo el conmutador con P se obtiene

Podemos ver que en los dos primeros determinantes se repite el indice y superindice
(1,1); esto implica que Py C? conmutan. A modo de demostracién, los determinantes
involucrados se desarrollan en términos de los operadores de creacién, esto es,

A}%A}% = 2511@2(@1@2 - b12b£1)a (3'63)

donde tenemos repetidos los operadores fermiénicos de creacion bL, bJ{Q por lo que
el conmutador de la ecuacién (3.62)) es cero, implicando

C?P|0) = PCZ|0) = 0. (3.64)

En el caso mas general tenemos el generador de ascenso C,z en donde 1 < k <
Jj < % + 5. La discusion la haremos en dos partes. En la primera j < % — 5, por lo
que el conmutador del polinomio con el generador es de la forma

€], P] =2AAR. . A2 AL

120 1 2 12
jfljflAijjJrlj#l T Ag,s

N
y_s
1 1
X A%_S+1~~A%+S.
El determinante A}j consta de dos términos en los que aparecen los operadores 621

(en el primero) y b, (en el segundo), que también los encontramos en el k-ésimo
determinante. Por lo tanto el valor del conmutador es cero, lo que implica

C]P|0) = 0. (3.65)

Para el segundo caso, en el cual % -S+1<5< % + 5, que a su vez se divide en
dos partes. En la primera de ellas k£ < % — 5; dada esta configuracion el conmutador
toma la forma

O Pl =ABAB- A Byl 369
1 1 1 1 1
X AngH "' A%fSJrjflAk A%75+j+1 "' A%m'

En la linea anterior aparecen los determinantes A3 = 2b£1b22 y AL = bLl entre
otros, de los cuales podemos ver facilmente que se repite el operador bzl; por lo
tanto el conmutador es igual cero, lo que implica que

ClP|0) = 0. (3.67)
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En la segunda parte consideramos que % — 5 < k < 7; al hacer el conmutador
del generador con el polinomio se tiene

J _A12 A 12 1 2 1 1
Ci P _A11A22"'Ag751v SAN S+1”'A%75+k WASY

—fS+] 1
1
AV Aﬂ+s

1
Ag—s+j+1
Podemos ver que se repite Af, el cual aparece primero en el k-ésimo lugar y después
en el j-ésimo; dado este hecho, el conmutador es cero. Juntando los resultados, dados
de (3.61)) a (3.67)), con el resultado anterior, corroboramos que el polinomio es de
méaximo peso. En las aplicaciones se darda mayor claridad al procedimiento utilizado.

Bosones

Para un sistema de N bosones tenemos asociada la cadena de grupos

(V] [R1hpn]  [h1ha]

Un?) > Un) x Un), (3.68)

donde [N] denota la representacién irreducible totalmente simétrica de N bosones
del grupo unitario de n* dimensiones y [hy, hy,- - , h,]| las correspondientes repre-
sentaciones irreducibles de U(n) y U(n). Se tiene que N = hy + ha+,--- ,+h,. En
este caso se propone como solucién de las ecuaciones , el polinomio [7]

P = KA AR (AR (3.69)

En los cédlculos que se haran a continuacién, la constante de normalizacién k£ no es
indispensable por lo que se omite en la discusién. Al polinomio sin normalizar lo
denotaremos con el simbolo P. Para demostrar que cumple con (3.37a) y (3.37b)),
primero se calcula el conmutador

[C (D)™

En general si se tienen dos operadores A y B, se cumple la propiedad
m—1
[A,B™ =Y B'[A,B]B""".
r=0

. / 127 .y, .
En nuestro tratamiento A = C;j y B = Am,_,;. Con esto la ecuacion anterior toma
la forma del conmutador que necesitamos calcular, esto es,

m—1
(C1 (A5)™ = D (A G, A (A (3.70)

r=0
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La expresion puede simplificarse utilizando las relaciones de comutacién dadas en
(3.48a)), obteniendo

AL = 6 A+ 0 AL - A,

que al sustituirlo en , ademas de considerar que los Au 3 " conmutan entre si,
se tiene

/ / gym—1
C (D)™ =m0 AR 4+ 5 AT (A" (3.71)

u23

Ahora procedemos a calcular el peso del polinomio usando la ecuacion anterior
considerando p = p’. Por lo tanto

CLPI0) = (A" TCH(AR)" 7" - (A1) [0) + (hy — h2)d 17’|0> (3.72)
donde Cﬁ/|0> = C¥|0) = 0, o equivalentemente a**|0) = 0. Actuando ahora con ch
sobre P’ que estd definido como P’ = (Af2)r2=hs ... (AlZ-1)hn g6 sigue que

CLP'|0) =(Ag3)= eCh(Agg3)" s - (A5 ) 0)
+ (hy = ha) (O A5 + 5 ALY (A28 H (A s~ (A [0).
(3.73)

Juntando este resultado con el de la ecuacion (3.72)) y arreglando términos tenemos
que

CLPI0) =(Ap)" " (Ag5)" T (A133)" " - (A7) [0)
+ 0 (b — o) 2k + (s — hs) 582 }PI0) + 0B (s — hs) ZPI0). (3.74)

Continuando con este proceso hasta que el generador de peso actie sobre el vacio,
se llega a que

: a1z Alzm
Cuplo)y = {8tk — ha) 3k + (ha — ha) 345 + -+ + ha T35

n

m Sy v aSyr
+52 [(hQ - hS)A_%% + (h h4) A123 vty AIZ3- n:|
12 n
+O1 hy, Sl } P10). (3.75)
12 n

Podemos ver facilmente que para y =1 tenemos que C{P = h,P, para =2
C2P = hyP, y asf sucesivamente, obteniendo el peso [hy, ha, -+ , hy).
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’ . /
Para mostrar que es de maximo peso, actuamos con un generador de ascenso Cl
con i’ > u, es decir,

CliPl0) = Ci (A" "2 (ARt - (A1) 0). (3.76)

Aprovechamos el conmutador de la ecuacién (3.71)), s6lo que en este caso se pe-
dird que p' > pu; esto implica que i/ > 1y el conmutador lo reescribimos como

(A = m{o) AR+ 8 AT AR )

Notar que cuando se tienen dos indices de renglén repetidos en un determinante,
éste vale cero, es decir,

Ak (3.77)

Considerando un término arbitrario entre los corchetes, por ejemplo el k-ésimo,
tenemos

" A120 k= 1k
AN (3.78)
y tomando en cuenta que para cada p en el intervalo 1 < < k — 1, se van a tener

repetidos dos indices de renglon; ésto vale para toda i < /. Entonces todo operador
de ascenso satisface

CE (A )™ = 0. (3.79)

El procedimiento anterior puede repetirse para cualquiera de los determinantes
A2 Ag%, e ,Agjjjg. Por lo tanto

C, P|0) = PC, |0) =0, (3.80)

confirmando que el polinomio propuesto es de maximo peso en el grupo U(n).

Considerando los generadores C*'de U(n) se probaré que es de maximo peso en
este grupo y por lo tanto tenemos el polinomio que porta la representacion irreducible
de U(n) x U(n).

Sabemos que para un sistema de bosones los determinantes Aig::jg y vg:g; son
equivalentes esto permite escribir el polinomio como

P = ()M (gn) e (v (3.81)

. 124 . . . .
Si se hace el conmutador de (715.7)™ con un generador arbitrario del grupo unitario

U(n) se encuentra que
m—1
[ (7)™ = D (i )16 v sl (v ) (3:82)

r=1
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Utilizando la ecuacién ((3.48b)) la expresién anterior toma la forma
' 12§ 12-j 12§ j 12-j\m—
[Cy, (Vu--é‘)m] = m{dy Vs2~-; +6% VIS-u; ot 5§fvi§...§}(vu...§-)m b (3.83)
Se puede ver que tanto la estructura del polinomio como la del conmutador son
similares a las que se tenfan para el grupo complementario, y dado que el proceso

para mostrar que es de maximo peso es el mismo podemos decir que este polinomio
porta la representacién del grupo U(n).

3.3. Estados de Gelfand-Tsetlin

Otra manera de escribir los estados que portan la representacion irreducible de
los grupos unitarios, corresponde a los estados de Gelfand-Tsetlin [2], [4]. Estos
estados estan constituidos por renglones que a su vez contienen ntimeros enteros, el
primer renglén , comenzando de abajo hacia arriba, consta de un ntimero, el segundo
de dos, asi hasta llegar al renglén n-ésimo en el cual contamos con n nimeros. Estos
renglones tienen la siguiente disposicién

hln hQn e hnn

hln—l h2n—1 e hn—ln—l
: : > (3.84)

A cada renglon le podemos asociar la particion que porta la representacién irre-
ducible (RI) de un grupo unitario. En este caso al primero le corresponde la particién
que porta la RI del grupo unitario ¢(1), al segundo la particién que porta la RI del
grupo U(2), y asi sucesivamente hasta el n-ésimo renglén el cual porta la RI del
grupo U(n). Dado que los renglones estan asociados con las particiones, los elemen-
tos que contienen respetan las siguientes desigualdades, por ejemplo para el renglén
k-ésimo

hig > hog > -+ = hgg (3.85)

donde k = 1,2,--- ,n. En otras palabras el primer indice del ntimero iy, nos dice el
orden en el que se encuentra mientras que el segundo el grupo al que representa.
Para poder caracterizar dichos estados vamos a hacer uso de las cadenas de los
grupos unitarios U (n). En principio tales grupos admiten una gran variedad de
cadenas, pero dada la configuracion anterior usaremos la siguiente:

Up s 0 0 “ !

n—2 1

una(u’(‘)l (1))3 0 10]>-D _ . (3.86)
0 01 E
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Esta cadena es conocida como cadena canonica. El tipo de cadena usada depen-
derda del tipo de problema que queremos caracterizar.

Es necesario saber el peso que tiene un estado arbitrario de Gelfand-Tsetlin.
Para conocer dicho peso primero debemos calcular el eigenvalor del generador Cy.
Una manera de obtenerlo es la siguiente: consideremos a los operadores de Casimir
de primer orden de los grupo U (k) y U(k — 1), es decir,

k (k—1)
i =3 SRS
p=1 p=1

: : k k-1 :
con sus respectivos eigenvalores > ) hyu v > 2,—) hux—1. Despejando el generador
CF en términos de los operadores de Casimir se obtiene

ch=r® 7k, (3.87)

y recordando que éstos conmutan con todos los generadores del grupo U(k) y sus
subgrupos, el eigenvalor wy, del operador CF es

k k—1
W = Z h,uk — Z huk:—ly (388)
pn=1 pn=1

para k = 2,3--- ,n; en el caso en que k=1 el eigenvalor w; = hy;. De esta manera
el peso [wy,ws, -+ ,wy,| del estado de Gelfand-Tsetlin estd totalmente determinado.
Teniendo presente la discusion del estado de maximo y minimo peso para la base
polinomial, estamos en condiciones de definir el estado de maximo y minimo peso
de la siguiente forma:

hln hQn e hnn hln h?n Tt hnn
hln h?n e hn—ln hf2n hf3n Tt hnn
hln h2n hn—ln hnn
hln hnn
El primer estado corresponde al de maximo peso con [hyn, hop, - -+ , hpy], mientras

que el segundo al de minimo peso con [Ann, hp—1p -+ hon, hin)-
Dado un estado arbitrario como el que aparece en la ecuacion (3.84)), considere-
mos los renglones k, k — 1, donde los elementos de cada renglén satisfacen

ha > hop > -+ > hyy, para U(k), (3.90a)
hlkz—l 2 hgk_l Z tee Z hkz—lk—b para Z/{(k - 1) (390b)
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Para este par de representaciones cabria hacer la siguiente pregunta: jcudntas
RI del grupo U(k — 1) podemos encontrar en el grupo U(k)? o de otra forma ;cémo
estan relacionados los elementos de estas dos representaciones?

Para contestar la segunda pregunta, tomaremos en cuenta los renglones k, k — 1
del estado de méximo peso en U (k), los cuales satisfacen el conjunto de desigualdades

hig > hog > -+ > hg_1x > hgg,  de méaximo peso en  U(k), (3.91a)
hig > hop > -+ > hyp_1s, de méaximo peso en  U(k — 1), (3.91b)

y de forma analoga para los de minimo peso:

hig > hop > -+ hpp—1 > hge,  de minimo peso en Uk), (3.92a)
hor > hap > -+ > hyp_1, de minimo peso en Uk —-1). (3.92b)

Notar que para el minimo peso se invierten las desigualdades de la RI. Comparando
las ecuaciones (3.90b)),(3.91b)) y (3.92b)), y teniendo en cuenta que los estados de
maximo y minimo peso son tunicos, tenemos cotas superior e inferior para cada
elemento del renglén (k — 1)-ésimo en término de los elementos del renglén k-esimo,
es decir,

hak > hag—1 > hog,  hor > hop—1 > hag, -+ Rp_1k > hi—ip—1 > by, (3.93)
la cual se puede sintetizar como
hig > hig—1 = hor > hop—1 > -+ > hy_1p—1 > hyg,, (3.94)

donde k =1,2,3--- ,n. Si escribimos todos los casos uno debajo de otro en orden
descendente, se obtiene las reglas de ramificacion

hln > hln—l >h2n 2 """""" 2 hn—l,n—l 2 hrm;
= 2 Nn—1n-1,

(3.95)
hia = hiy = hoo.

Una prueba més formal se puede encontrar en [I0]. Utilizando la ecuacién ([3.94])
podemos contar el nimero de representaciones del grupo U (k—1) que estén incluidas
en el grupo U(k), esto es,

hik hag hi—1k

) T W § (3.96)

hik—1=hog hop—1=h3k hi—1k—1=hkk
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Considerando todos las posibles representaciones de cada uno de los renglones del
estado de Gelfand-Tsetlin en el grupo U(n) se obtiene una forma de calcular la
dimensién que con ayuda de la ecuacién anterior la podemos escribir de la forma

hik hak hi—1k his ha3 hi2

D)= D > o D> Y > Y (3.97)

hik—1=hog hop_1=h3k he—1k—1=hkk h12=ha3 hoo=h33 h11=h22

Como ejemplos consideremos los siguientes estados de Gelfand-Tsetlin que por-

tan la RI de los grupos U(2), U(3) y U(4)

hie hoe R hia hog higg hay
hiz  hos RPN has hos has
Do ; hiz  hoo ; Foig Fioy . (3.98)
hix hiy

Usando la ecuacién (3.97)) y definiendo P;; = h;; + j — i se obtiene la dimensién

hi2

D([h]2) = Z 1 =hiz —ha +1, (3.99a)
h11=ha2
his has hi2

D(nls)= > Y. > 1, (3.99D)

hi12=ha3 hao=h33 h11=h12
hig hag h34 hi3 ha3 hi2

D(r)= > > > > Y Y . (3.99¢)

h13=h24 haz=h34 h3z=ha4 h12=h23 hoa=h33 h11=h12

Al desarrollar las sumas hemos tomado en cuenta los resultados para Y . i y
S 4% después de hacer el dlgebra e introduciendo los hooks [4] se llegan a las
expresiones

D([h]2) = (P12 — Pa2), (3.100a)
D([h]3) = %(PIS — Py3)(Pi3 — Ps3)(Pag — Ps3), (3.100b)
D([h]s) = 2%,(1314 — Pyy)(Pra — Psa)(Pra — Pua)(Poy — Psy)(Pay — Pay)(Pss — Pa),

h (3.100¢)

donde se define el hook como P, = h;, +n —i. Aqui el subindice n denota al grupo
con i =1,2,--- ,n. Esto sugiere que la dimensiéon D([h],) de la representacién del
grupo unitario U(n) se pueda escribir

D([h)) = 1] Ugfi___(npi )1)!, (3.101)

i<j=2




3.3. ESTADOS DE GELFAND-TSETLIN 45

donde P, = h;, +n —1, la cual es conocida como férmula de la dimension de Weyl .

Recapitulando, sabemos calcular el peso de un estado arbitrario, tenemos el
estado de maximo peso y sabemos contar el nimero de estados disponibles dada
una particiéon. Lo que necesitamos ahora es un operador de descenso con el cual se
pueda obtener la base cuando lo hagamos actuar sobre el estado de maximo peso.
Este operador se define de la siguiente manera

Lk In 12n kn nn > - K In 192n kn nn > 3.102
hln—l T hkn—l e hn—ln—l hln—l T hkn—l —1--- hn—ln—l ’ ( )

con k < n. La razén por la que no aparecen los demas renglones es la siguiente:
queremos que al actuar con el operador de descenso sobre un estado de maximo
peso, la representacién del grupo U(n — 1) sea de méximo peso.

Con la ayuda del producto de potencias de L¥ podemos generar todos los estados
de méximo peso en U (n—1) en donde la representacion esta restringida por la primer
linea de desigualdades que aparece en las reglas de ramificacion.

Una vez obtenidos estos estados, se usaran los operadores L* | con k < n—1 de
forma similar a , pero para el grupo U(n — 1) se obtienen todos los estados
de méximo peso en el grupo U(n — 2) con la representacion restringida a la segunda
linea de desigualdades que aparecen en las reglas de ramificacion.

De esta manera podemos usar el operador L’; con k < p < n para generar la
base completa. En el capitulo siguiente se ejemplificara el uso de estos operadores
para los grupos U(4) y U(9).

Estos operadores son funcién de los generadores de descenso Cﬁ' de U(r) con
p> 'y pp =12 ,n

Para simplificar la notacién un poco vamos a denotar al estado (3.84) como |(h))
y al renglén k-ésimo de la siguiente forma [hly, = [hik, hok, - - -, hix], que puede ser
visto como un vector de k componentes.

Una vez que se tiene la base, podemos escribir los elementos de matriz de los
generadores del grupo U(n), no sin antes mencionar que estos estados satisfacen la
propiedad de ortonormalidad, es decir,

((R)'[(R)) = Ony..(ny, (3.103)
donde la d(ny, (1), vale 1 si se tiene igualdad por renglones, es decir [h/];, = [h]; para
k=1,2,--- n,y cero en cualquier otro caso.

Los elementos de matriz de los generadores de peso se obtienen facilmente a
partir de la ecuacién ([3.88)); de esta manera se tiene que

-1

<( ) C“‘ { Z hku hkp, 1} h)) = wﬂd(h)n(h,)n' (3.104)

k=1

":
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Para dar una forma explicita de los elementos de matriz de los generadores de
ascenso [11], es conveniente introducir el vector renglén unidad, de dimensién k, esto
es,

Ak(T) = [51,7’7(52,7')"' 75]6,7']7 T = 1727"' 7k- (3105)

Adicionalmente definimos la suma entre vectores de este tipo como la suma de
vectores, es decir,

[hlk + Ap(T) = [hig + 610y hok + 02y -+ -, Bk + Ok 7). (3.106)
Los elementos de matriz de los generadores de ascenso son cero, esto es,
((W)alCl | (R)n) = O, wo> (3.107)
a menos de que se cumpla que las RI de los subgrupos sean iguales:
(W], = [R]i, para =12, p—14,--
[k = [k + Ax(T), para k=pp+1,-- 4 —1. (3.108)

En palabras: los elementos de matriz son nulos a menos de que las componentes
de los renglones del estado final (|(h’))) concuerden con los del estado inicial, para
todos los renglones con excepcién de los renglones p, o+ 1, -+, u/ — 1; en este caso
los elementos de los renglones del estado final son aquellos a los que elementos del
renglén inicial se le suma 1 en todas las posibles posiciones, eso nos tomaria u' — p

indices 7,, Ty41, - , T,w—1 que indican el lugar donde colocar el 1 en cada uno de los
renglones g, u+ 1,--+  pu/ — 1.
Dada una manera especifica de asignar los indices 7, 7,41, -+ , Tw—1, €l elemento

de matriz toma la forma

/

: (P = Py 1= 1) 14
(B () = | (—) S =)
s:l,s#T#/_l(PSM/—l - Pﬂ/fﬂll—l - 1)
[ Hg;ll(PS,U«—l - PTH,LL) :| %
Hl;:l,s#'ru (PSH - PTMH)
p-1 k—1
Py — P,
X H {S(Tk_l—Tk)[ H 2 ilp kk_l
k=p+1 s=1,stry_y oK1 Th—1k—1
k 1
Pskz_Pfrk, k_1—1 3
< ] : [*}, 109)
s=1,8#Tk P — PTkk
donde
]-a H 2 Tus 17 The—1 Z Tk,

. (3.110)
-1, T < T,
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Los elementos de matriz de los operadores de descenso se obtienen tomando
el hermitiano conjugado de la ecuacion . Como ejemplo consideremos a los
grupos unitarios U(2) y U4(3). A continuacién vamos a listar los elementos de matriz
de los generadores del primer grupo:

hiz h hish

< fifl + iz G 1}2l1122 > - \/<h12 = han)(hay = hay + 1),
h12 h22 621 h12 h22 — \/<h12 — h11 + 1)<h11 — h22)‘ (3.11121)
hll -1 h11

El segundo grupo tiene 9 generadores, de los cuales 4 corresponden al subgrupo
U(2) y que no repetiremos. Para facilitar la escritura de la lista vamos a prescindir
del tercer renglon; esto es debido a que contiene la particion la cual, como sabemos,
no puede ser modificada por cualquiera de los generadores del grupo,

< hig 41 hoo

3
hip +1 G

1
highas _ | (has—ha2)(hi2—hos+1)(h12—h33+2)(h11 —hoa+1) | 2
hiy (h12—h22+1)(h12—h22+2) )

< highoo + 1 C3 hi2hao > _ _ [(h13—h22+1)(h23—h22)(h22—h33+1)(h12—h11)}%

hii +1 1 hiy (h12—ha2)(h12—h22+1)

hia + 1hoy C3 hi2has _ (h13—h12)(h12—h23+1)(h12—h33+2)(h12—h11)%
h11 2 hi1 - (h12—ha2+1)(h12—h22+2) )

highos + 1 | 45| h12hoz \ _ [ (his—hoot1)(hos—has) (hao—has+1) (hi1—hss) 3
< hll Cz h11 _|: (h12—h22)(h12—h22+1) - ] . (31123)

Los elementos de matriz de los operadores de descenso se obtiene tomando el
hermitico conjugado de las ecuaciones ; como se vera en el siguiente capitulo,
estos elementos de matriz coincidiran con los que se calcularan alli y con los que
aparecen en [2]. El calculo explicito de uno de estos elementos utilizando la férmula

(13.109) lo podemos ver en el apéndice .
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Capitulo 4

Bases polinomiales de U(4) y U(9)

Se presentan dos ejemplos para ilustrar el método de construccién de bases poli-
nomiales que portan las representaciones irreducibles (RI) de grupos unitarios. Con-
sideramos sistemas de N bosones descritos por los grupos U(n?) D U(n) x U(n),
conn = 2,3.

En cada caso se obtienen los polinomios de maximo peso que portan las RI . Se
construyen los operadores de descenso de Nagel-Moshinsky. A partir de la accion
de potencias de los operadores de descenso sobre los polinomios de maximo peso,
se obtienen las bases candnicas de los grupos U(2) y U(3). Para finalizar se hace la
identificacién de los estados de la base polinomial con los estados de Gelfand-Tsetlin
y se calculan los elementos de matriz de los generadores de los grupos.

4.1. Grupo U(4) DU(2) x U(2)

Utilizando el procedimiento desarrollado en el capitulo 2, pueden construirse
bases polinomiales bosénicas que porten la representacion irreducible de grupos uni-
tarios en 4 y 9 dimensiones. Para el grupo U(4) tenemos que los generadores pueden
escribirse como Cl’j;sl con u, ' =1,2; s,8 =1,2y que al contraer los indices en s
se obtienen los generadores de U(2) mientras que al sumar sobre u' tenemos U(2).
Como se requiere describir sistemas bosénicos la representacion irreducible de U(4)
toma la forma [N], donde N denota el nimero de bosones y la particién [hia, hasol
expresa la representacién irreducible de los grupos U(2) y U(2). Usando resultados
anteriores tenemos que N = his + has. Si se quiere que el polinomio porte la repre-
sentacion irreducible de los grupos se debe pedir que sea homogéneo de grado NV,
linealmente independiente, y de maximo peso, es decir, debe satisfacer las siguientes
condiciones

CiP = hyyP, C3P = hyy P, CiP =0, para  U(2),
C'P =h;y,P,  CiP=hyP, C!P=0. vpara U(2). (4.1)

49
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Primero nos ocuparemos en construir el polinomio de maximo peso que porta la
representacion irreducible en el grupo U(2), y después pediremos que este polinomio
satisfaga las condiciones antes escritas para que lo sea también en el otro grupo.

En la representacién bosénica tenemos la siguiente correspondencia de los ope-
radores de creaciéon y aniquilacion

0
T ps
al . — al® — . 4.2
s e y aaus ( )
En esta realizacion el polinomio queda descrito por la funcién
P = P(aq1, cug, a1, (iag). (4.3)

De la expresion se observa que el cuadrado del niimero de variables es igual al niimero
de generadores, por otra parte los generadores se pueden escribir como

/ 0
[ — E -
CM - - aﬂsaauls s = 1727
con
3 0 :
= - ausm S,S — 1,2

Dada la forma que presentan, son operadores diferenciales lineales actuando sobre
funciones dependientes de las o’s. El conjunto de ecuaciones se considera como
un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas.

Para facilitar la construcciéon del polinomio, tomaremos primero la accién de un
generador arbitrario del grupo sobre cualquiera de las variables ay,, esto es,

’ aO{ S
Cp aps = Zaut 807 » Opup Vps- (4.4)

Usando este resultado se puede construir la siguiente tabla:

Podemos ver que estos generadores actiian sobre el primer subindice de las va-
riables. Esto nos da la pauta para reescribir a P de la siguiente forma. Para que el
polinomio pueda ser homogéneo de grado his en aq; y hoe en oy,

P =aheg ’mP’(O‘” %) (4.5)
Q11 Q21

Al actuar con los generadores de peso de U(2) sobre P, considerando la tabla (4.1))
obtenemos el siguiente par de ecuaciones, una para cada generador de peso:

oP’
CLP = hupali?al P+ aliraly (m)cll(j—ﬁ), (4.62)
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11 a2 Q21 Q29

C} a1 e 0 0
C? 0 0 an Qi
Ca ayp gy O 0
C? 0 0 Qo1 Qg

Tabla 4.1: Accion de los generadores sobre las variables

2 — hi2 . hoo D/ hia  hoo apl 2 Q22
CiP = hopa)? 0n* P + afy* g —a<a22)c2 <a_21) (4.6b)

Para ver qué forma tiene el segundo miembro del lado derecho de las ecuaciones
anteriores realizamos los siguientes calculos:

«Q 1 «o o o
1 [ @12 1 12 51 12 12
G ( ) = —Cai— 5 Can=———Fa =0,
Q11 0411 afy QO
Q22 Q92 Q92 Qg2
Cz = —C Qg9 — C gy — —— — —5— (91 — 0.
2 2 2
Q91 921 0421 91 0621

Tomando en cuenta lo anterior, las ecuaciones (4.6al),(4.6b)), garantizan que tenemos
un polinomio homogéneo, esto es,

Cllp - hlgp7 CZ2P = hQQP,

cumpliéndose dos de las tres condiciones usadas en (4.1]). Sélo falta pedir que la
accion del generador de ascenso sobre el polinomio sea cero.
Actuando con C? se tiene

OP’ Q92
C P—h Oéh12 h22 P+ h12ah22 C2 <_> , 4.7
22 % 1 21 6(-3;?) 1 91 ( )

donde hemos usado que CZ(ao1)"?? = hgy(o1)"?2 111, ademds de usar nuevamente
la tabla (4.1]). Para encontrar el segundo término calculamos

a 1 a o (9o (X e} a a
o Q22 9 22 12 220011 11 [ (22 12
Cl<—>——C10422 Cl = — — ——F—=——|—— —|.

2
Q21 Qo1 0421 Q21 Qa5 Qo1 \ (21 11

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (4.7)) y rearreglando términos se obtiene

0z _ 01z) or !
o1 a1 a(z—if) '

CiP = “alpral {haP — (

0621
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Igualando la expresién anterior a cero se llega a que el polinomio P’ obedece la
ecuacion

hoy P’ = (% _

Q21 aqq

a12>%.

La ecuacion anterior sugiere reemplazar 522 = B2 + o2 en P’ de tal manera que el
polinomio de maximo peso puede escribirse

__hia_hos pn { X12
P =0’ P ( ; Baa ).
a1

Actuando nuevamente con C? sobre P se obtiene

opP”
02 }7

donde se utilizé la regla de la cadena en la obtencion de la derivada parcial con
respecto a [a9. Igualando a cero se encuentra que

(0%
2 _ 11 hqis hoo /1
21

OP"
OB’

concluyéndose que P” debe ser un polinomio homogéneo de grado hgs con respecto
a la variable [395.

El resultado anterior sugiere que podemos factorizar a ﬂgf y reescribir el poli-
nomio como

hoo P" = ()

P = aljpalparo(T2), (4.8)

donde G(£2) es un polinomio de una variable.

Ahora aplicamos las correspondientes ecuaciones para el grupo complementa-
rio. Es conveniente, antes de establecer las ecuaciones, encontrar la accién de un
generador arbitrario de U(2) sobre cualquiera de las variables c;:

/ 80& ’
Cooy = Zaus W 07 s, (4.9)
fi

aaﬁsl

lo que indica que unicamente modifica el segundo indice de dicha variable. Con la
ecuacion anterior se pueden obtener la tabla (4.2)), en la que aparece la accién de los
generadores de peso y ascenso de U(2) sobre las variables del polinomio (4.8)).
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12
11 Q21 @l 522

1 _q12 _
Cy a1 a1 o B2z

C? 0 0 1 0
022 0 0 22 oy

x11

Tabla 4.2: Accién de los generadores de U(2) sobre las variables

Para la determinacién del peso, empezamos calculando la accién de C:

1 hia—1/ ~1 has ah hio  has—1/ ~1 h
Cy P =hia T (C) ann)ani? B3 G + haaa 1 iy (01 0‘21) 9y G+
hi2  hoo phoo—1 1 hi2  h2a phoo oG 1,912
+ haoi1* agi? Ba3 (01 B22)G+ a1 g7 B33 mams O (_)

0(52) " an

Tomando en cuenta la tabla (4.2)), la ecuacién anterior se reduce a

19 8G
CLP = hioP — af2al? B3 (— :
1 12 11 21 M22 (all)a<g_ﬁ)
Entonces para tener un polinomio homogéneo en el indice 1 debe ocurrir que
oG
=0,
o)

a1l

esto es, GG debe ser una constante. En resumen, el polinomio de maximo peso en los
grupos U(2) y U(2) estd dado por

P=N a?i2a3%262’§§ = N a7 (ay1002 — a1p0e1)"?, (4.10)

donde N es una constante de normalizacion. Recordando la notacién de determi-
nantes del capitulo anterior y expresando a P en término de operadores bosénicos,
el polinomio de maximo peso se puede escribir como

h12 h22
h12

) = PIO = ¥ (A= o 1), (4.11)
que por supuesto concuerda con la formula general establecida en la ecuacion (3.69)).

Una vez obtenido el polinomio de maximo peso lo que procede es normalizar el
estado de Gelfand-Tsetlin, es decir,

L= (0[P'P|0) = N2(0|(Ay") == (AN AT (A2 (AG)"20),  (4.12)
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. 12 . ., . ., 12
donde factorizamos A5, A continuacién consideramos la accién de Aj5' sobre P|0).
Para esto vamos a necesitar los siguientes conmutadores:

(A5 (AD™ = (A" AY, (4.13a)
(A5 (A1) = (AR HAIAT + ASAST + ATAT + AN +n+ 1}, (4.13b)
A2 (AR = n(AB) AL (4.13¢0)

Tomando en cuenta estos resultados se tiene que

AETPK]) = {(A%)hm_hmAgT + [AST’ (A%)hm—hm]}(Ag)h‘zﬂm

= (A1) AR (A)210) + (hz — hzz)(A%)h”_h”*ﬂ?(A%)hf\0%)
4.14

donde se ha sustituido el valor del conmutador (4.13al). Desarrollando por separado
cada término del lado derecho de la ecuacion anterior se tiene que

ABNAE)2210) = {(A13) =035 + (A%, (A13)"2]}0)

= hgg(hgg + 1)(&%)}122_1‘0), (415&)
AST(AB)2(0) = {(A1)= A5+ [AF (AB)]}]0)

= haa(A13)"271A]0), (4.15b)

donde usamos las ecuaciones (4.13a)),(4.13c)), y que los operadores bosénicos de des-
censo satisfacen a#*|0) = 0. Sustituyendo (4.15a}),(4.15b)), en (4.14) y rearreglando

términos se llega a la expresion
Agy (A1) (A1)2(0) = haa(haz + 1) (A7) 722 (Af5)" 71 |0).
Finalmente si remplazamos este resultado en (4.12]) se obtiene

(O[PTP[0) = N?has(haz + 1)<0|(A1T)'“2h”(ﬁg)h”1(A%)h”h”(ﬁ%§)h2“l(0>- |
4.16

Para encontrar N conviene definir la funcion
f Bz, ha) = (O[(A71)M 272 (A5 2 (A2 (Af5)220).
Entonces la ecuacién (4.16) en términos de la nueva funcién la escribimos como

f(hi2, hoa) = haa(h1a + 1) f(hia — 1, hog — 1),
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obteniendo asi una relacién de recurrencia, donde his, hoo, decrecen en una unidad
para que la cantidad his — hgs no cambie. Utilizando ésta calculamos el siguiente
término, esto es,

f(hi2 =1, hgo — 1) = (hoy — 1)hiaf(h12 — 2, hay — 2);
y asi sucesivamente, con lo cual se obtiene

f(hia, hag) = hao(h1a + 1) f(h1a — 1, hoy — 1)
= hag(hoe — 1)(hi2 + 1)hiaf(hia — 2, hoy — 2)
= haa(hoa — 1)(ha2 — 2)(h12 + 1)hia(h12 — 1) f(h12 — 3, haa — 3)

th!(hlg —+ 1)'
= 1)!f(h12 — ha»,0), (4.17)

donde f<h12 _ h22,0) — <0‘(AiT)hn—hm(Ai)hm—hm‘0>'

. 1 . . .
Considerando a AlT como un operador diferencial se tiene que

(O1(AyT) etz (Aq)Mamhez o) = (0] (L)t AT (A2 7h2(0),

_ (h12 . h22><O|(A%T)h12*h22*1(Ai)hw*hm*l|O>.
(4.18)

La expresion anterior puede escribirse en término de las f, obteniendo la relacion
de recurrencia

f(hi2 — hoa,0) = (hia — hag) f(h12 — hae — 1,0).
Procediendo en forma iterativa

f(h12 - h227 O) = (h12 - h22)f(h12 - h22 - 17 O>7
= (h12 - h22)(h12 - h22 - 1)f(h12 - h22 - 2; 0)7
= (h12 - h22)(h12 - h22 - 1)<h12 - h22 - 2)f(h12 - h22 - 37 0)7

.: (hlz - h22)!f(0’ O)’

donde f(0,0) = (0|0) = 1. Juntando los resultados anteriores se encuentra que el
coeficiente de normalizacion tiene el valor

hia — hog 41
N=,/——— 4.19
\/ hao!(hia + 1)! ( )
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y por lo tanto, el estado de Gelfand-Tsetlin de maximo peso normalizado esta dado

por
hia h his — hao + 1 -
)= e el . o)

El siguiente paso es obtener la base completa a partir del estado de méximo peso
mediante el uso de los operadores de descenso. Dado que solo tenemos un generador
de descenso, éste esta relacionado con el operador de descenso de la siguiente manera

Ly =N C;, (4.21)

para garantizar que da un polinomio normalizado. En general para un grupo unitario
U(n), el n-ésimo renglén del estado no se ve afectado por la accién de los generadores,
esto es debido a que porta la RI . Para este caso sélo tenemos dos renglones por
lo que el efecto de los generadores sobre los estados ocurre solamente en el primer
renglén. De esta manera la acciéon de C3 sobre un estado de maximo peso es de la

forma
hia hoo \ hio hao
> = Nppp1 By — 1 > }

hia
Si se actia dos veces sobre el estado de maximo peso se tiene la relacion

hiz h h h
12 22 > — N 1212 - 222 >

De esta manera si se actua p veces sobre el estado de maximo peso tenemos que

his h h h
121222 > = Nioy 12 22 > (4.22)

hig —p
Para encontrar la constante que aparece en la ecuacién anterior vamos a tomar el
producto del estado anterior con su adjunto, teniendo en cuenta que los estados de
Gelfand-Tsetlin son ortonormales, es decir,
hia hao
hia /7

2 /[ hig hao
hiz—p = h12
h12 h22
4.23
), (1.23)

_ < h12 h22
hl?

donde factorizamos a C?, consideramos

Co

(Cy)"

(Cr)"(Cy)”

(Y (€)Y

h12 h22

cuey | Mt ) —ape e @y M) a
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El primer término del lado derecho de la ecuacion anterior es cero; esto se debe a
que se esta actuando con un operador de ascenso sobre el estado de maximo peso.
Por otro lado se sustituye el valor del conmutador en el segundo término, con lo que
se obtiene

1, (C2)F] =p(C1 = C3 —p + 1)(Cy)" . (4.25)

Substituyendo éste en (4.24]) y actuando con los generadores de peso sobre el estado
de maximo peso resulta

his h 1| hio h
C3(Chyp ]222>:pmu—hm—p+nmbpl 12 22>. (4.26)
hio hio
Reemplazando este resultado en la ecuacion (4.23)) y definiendo la funcién
his h his h
Fp)=( "5 2 [(CHPC)P| 5 % ), (4.27)
h12 h12

obtenemos la relacién de recurrencia
F(p) = p(hia —hys —p+1)F(p—1). (4.28)
Procediendo en forma iterativa se encuentra el valor de dicha funcion, esto es,

F(p) = p(hig —hyos —p+1)F(p—1)
=p(p—1)(hig — hae —p+1)(hig — hos —p+ 2)F(p — 2)

— et (), o

donde F(0) es el producto del estado de maximo peso consigo mismo, por lo tanto
es igual a 1. Con esto, la ecuacion (4.22)) se reescribe como

’ h12 h22 > _ (hll - h22)! (Cl)hm*hu
hll <h12 — hn)!(hlg — hgg)! 2

donde tomamos p = his — hq1.
Si consideramos el caso anterior, esto es, p = his — h11 + 1, se tiene

hia  ha > _ (hi1 — hyy — 1) (CLyma—tm1 hiy  has >
hll -1 (hlg - hll + 1)'(h12 - hgg)! 2 h12

_ (h11 — hay — 1)! CL (CLyha—hn hiz  hao
(hiz — hay + 1)!(h1o — ko)l 72 72 hiz '

h/12 h22
(430
W > (4.30)
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Usando la ecuacién (4.30)), después de arreglar términos, se obtiene la constante
que relaciona un estado arbitrario con peso [hi1, b1 + hao — hi1] con otro de peso
[h11 — 1, hig + hay — hy1 + 1] mediante el generador de descenso Cj, esto es,

h h h h
12 N 22 > =V/(ha —hiy + D)(hyy — hap) | 2 b1 2 > (4.32)
11 11

Dada esta ecuacion estamos en condiciones de calcular los elementos de matriz
del generador de descenso; para obtener los generadores de ascenso sélo debemos
tomar el hermitico conjugado.

A continuacion se listan los elementos de matriz de los operadores de ambos
grupos

Cy

h12 h22 1 h12 h22
C = hu,
< hi1 ! h1y > B
< hia has 022 ha hao > = his + hog — hqq,
hi1 hu
h12 h22 021 h12 h22 = \/(hll — h22)(h12 - hll + 1)7
hip—1 hi
h h h h
< T L e T > =V ) )

Ahora mediante un cambio de variable realizaremos la transicién de U(2) a
SU(2), para después encontrar la conexién entre la representacién de SU(2) y la
del momento angular de espin. Para tal propdsito tomaremos la accién de los opera-
dores de descenso de cada representacion sobre un estado arbitrario y al compararlos
se obtendra la correspondencia entre las dos representaciones.

Se propone el cambio de variable

-, o/ / 1 o ’

cs =Ce —§N5§, s, 8 =1,2.
Esto implica que los generadores con s’ = s toman la forma

_ 1 _ _

011 = 5(011 - 022)a 022 = _0117

Puede verificarse directamente que el operador de Casimir de primer orden N = 0
mientras que el de segundo orden

) L N2
r=> c: p=T-— (4.33)
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Al calcular la accién de I sobre el estado de méximo peso, se obtiene

h12 h22 >
h12

1 h h
= 5(7112 — ha)(h1z2 — haa + 2) ‘ 12 - - > : (4.34)

= | ho has Lo
r =T —-=N
‘ hiz > ( 2 )

Este resultado va a ser de utilidad mas adelante.

En la representacién de U(2) y SU(2) el operador de descenso al que denotaremos
como L} se define de la siguiente manera:

hlg h12

Ly

h22
By — 1 > . (4.35)

Por otra parte tenemos la representacién |S'm) con los correspondientes genera-
dores S?,5,.,S_ y S,, donde S_ satisface la siguiente ecuacién

h
hi 22 > = \/<h12 — hi1 + 1)(hy1 — ha2)

SIS m) =+/(S+m)(S—m+1)[Sm—1). (4.36)

Dado que representan a los mismos estados al comparar las ecuaciones (4.35)), (4.36)),
y tomar en cuenta que el eigenvalor del Casimir de primer orden N es N = hyo+ hoo,
se establece la siguiente correspondencia entre ambas representaciones:

hia h22> N %—1-5 %—S>
hi1 '

Y m

Al actuar con los generadores ', C}, sobre un estado arbitrario e identificando

se podra encontrar la correspondencia entre los operadores. Primero lo haremos con
I', esto es,

(4.37)

N N
Nis N

_ ~S Nis N_g
2 — 2 2
r Y bm >_28(S+1) >

%—i—m

NS] L]

Relacionando a S (S + 1) con el eigenvalor del operador 52 ge llega a que 52 =
Con C} obtenemos

N N _ 1
s, ES g g

Y im
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Al relacionar a m con el eigenvalor del operador S, obtenemos la segunda corres-
pondencia que junto con los operadores de ascenso y descenso

N 1 N N
8. =5(GH - 63), S =¢) v Sy =, (4.38)

forman el algebra de SU(2). Estos estados son ttiles para la descripcién de la parte
de materia en modelos de interacciéon de materia con un campo electromagnético de
un modo, tales como los modelos de Tavis-Cummings o de Dicke.

4.2. Grupo U(9) DU(3) x U(3)

Repitiendo el procedimiento utilizado en la parte anterior vamos a construir la
base polinomial bosénica que porta la RI del grupo unitario U(9). Los generadores
de este grupo son de la forma C’lj;s/ con pu, ' =1,2,3; 5,8 = 1,2,3. Tomamos la
traza con respecto a s y obtenemos los generadores C;j’ de U(3), mientras que si se
hace con respecto a j se obtienen los generadores C*" de U(3). Como se describen
sistemas bosénicos la RI de U(9) toma la forma [N] donde N es el nimero de
bosones y la particién [his, hos, hss] expresa la RI de los grupos U(3) y U(3), por los
resultados anteriores se cumple la siguiente relacion N = hiz + hag + hgs.

Para construir la base polinomial primero pedimos que P sea de maximo peso en el
grupo U(3). Para esto el polinomio debe satisfacer el siguiente conjunto de ecuaciones

CiP =hi3P, C;P=hyP, CiP=hyP, CiP=CP=CP=0. (4.39)

Después se pedira que el polinomio cumpla con un conjunto similar de ecuaciones
para los generadores de U (3).

Tomando en cuenta la ecuacién la cual es valida para cualquier representa-
cién de un grupo unitario U(n), la accién de un generador de peso sobre una variable
a5 arbitraria es de la forma

Chiars = ausOpr, w=1,23. (4.40)

Como los generadores se comportan como operadores diferenciales sobre las o’s,
los generadores miden el grado de las variables a,s en el polinomio, por lo que es
conveniente factorizarlo de la manera

 his _has _hss pr [ @12 @13 Qa2 (a3 (X33 (33
P = ooy’ asi’ P (_7—7—7—;—,— - (4.41)

a1 QG Qigp Qg (i3 (i3p
En esta forma garantizamos que tenemos un polinomio homogéneo de grado his
respecto a a1, hog respecto a ai; y has respecto a agy. Para checar que P es realmente
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eigenfuncion de los generadores de peso, tomamos la acciéon de uno de ellos; por
ejemplo Ci:

oP' s
CLP = hugai (Clany)ab ol P + ol aliba ’W{Z %("‘“)}, (4.42)

o)
6 #S Qa1

donde = 1,2,3; s =2,3. Dado que C] es un operador diferencial hemos utilizado
la regla de la cadena en el desarrollo de la accién sobre P’, haciendo el siguiente
calculo

«Q 1 « o QY
1 us ,us 1 1s pnstt11
C ( ) = —ClOéus — a —=C 1001 = ( — 5 )5,“1

(O] Qp ul Q1 Qg
1
2 (aulaus - Oé,usall)é,ul = O; (443)
Uy

para ;1 = 1,2,3. Usando éste junto con (4.42)) corroboramos que el polinomio es
homogéneo de grado hi3 respecto de a;q, es decir,

CiP = hy3P.

De manera analoga se procede con los otros dos generadores de peso obteniéndose
un resultado similar:

C3P = hy P, C3P = hasP.

Ahora tenemos que actuar con los generadores de ascenso sobre P y pedir que esta
accién sea igual a cero. Comenzando con C? se tiene

oP' Qa,.
CEP = hagalif*alp ™ (Caz)al P + afPafialy { Z S 2( ” )} @
oeul
con p = 1,2,3; s = 2,3. Calculando la accién de C? que aparece en el segundo
término de la ecuacién anterior se halla

« 1 « « Oy
2 us\ 2 ns ~2 1s pnstt11
cl(—)_—c s — 5 ca,ﬂ_< — 2! )5M2

Qp1 Qp1 il Qps e
a1l Qs A1s
- ——( ps  NsN5 (4.45)
Q1 N0y 011

Sustituyendo este resultado en la ecuacion (4.44)), igualando a cero y rearreglando
términos se encuentra la condicion

0P <a22 alg) or (a23 %>}

hp/:{ T2 T2y Y0 (528 4.46
» 3(3—23) Qa1 11 a(z—i) Q21 Q11 ( )
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La ecuacién anterior sugiere reemplazar

Q92 12 Qo3 13
— = [+ —, — = fa3 + —, (4.47)
91 a1 Qo1 a1

en el polinomio P’ de tal forma que P puede escribirse

— his  has h33 i X112 13 Qi3g (33
P =ajPayas’ P <_ — 522,5237—,— : (4.48)
Q11 a1 Q31 (31

Calculando nuevamente la accién del generador C? sobre este polinomio e igualando
a cero se obtiene la ecuacion

oP" 9P
hoa P = +
wl” = Pugg +Puga

en donde se ha utilizado la ecuacién (4.45) para calcular la accién del generador
sobre Ba3 v [a3; esto se debe a que C?3y, = Cf(g;) para s = 2, 3.

De la ecuacién anterior podemos apreciar que P” es un polinomio homogéneo de
grado heg respecto a las variables (a9, f23. Esto nos da la pauta para factorizar ya
sea (3o 0 (3. En esta discusién hemos decidido utilizar la primer variable, por lo
que el polinomio toma la forma

(4.49)

P — oMsghes h33ﬁh23P” a1z Qi3 [z Qi3 Qi3 (4 50)
= Q1 Qo & 29 — L s s |- .
Q11 Qg1 522 Q31 (31

Un tratamiento similar se hace con el generador C3. Sélo hay que tener en cuenta
que Cifas = 0; esto es asi porque el generador actda sobre las «,, con primer
subindice igual a 3.

Dicho lo anterior, si se toma la accion de este generador sobre el polinomio P y
se iguala a cero se obtiene

h33P”/ _ { opP" <a32 %) i opP" <a33 _ %)}

A2) \az  an og2) \azr  an

Procediendo en forma similar que para C?, se realiza el siguiente cambio de variables
en el polinomio P":

(6 19 (6]

Q32 Q33 13
= B39 + — = B33 + —
Q31 0411 31 an

Entonces el polinomio lo escribimos

hiz _h h Q12 13 523
P_Oéli?’%f&asfsﬁ 25G( ,5327ﬁ33)
0411 Q11 522
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donde G es un nuevo polinomio. Actuando nuevamente con C} sobre P e igualando
a cero se encuentra la relacion

oG
hssG = {532 DBs + (333 8,633}

que indica que G es un polinomio homogéneo de grado hsz respecto a las variables
(32, P33, lo que nos permite factorizar una de las dos variables. En este caso tomamos
a la primera, por lo que el polinomio toma la forma

Q2 Q13 523 533>

_ ~his has  h3sz phos h33
P = aji’ani®asi® B55° B35
0411 a1 522 ﬁ32

(4.51)

Finalmente se toma la accién de C3 sobre el polinomio P. Con el propésito de que
el calculo sea méas claro primero vamos a actuar sobre las variables del polinomio.

De acuerdo a la ecuacion , que también es valida para los generadores de
este grupo, tenemos que Cj sélo acttia sobre las variables con primer subindice igual
a 3; por lo tanto

3 3 3 3
C20611 = C20621 = C2522 = C2523 =0. (452)
Para el caso contrario, es decir, cuando tenemos ags con s = 1,2, 3,
3 3 3
Cyaz = o, Cyaszs = g, Cyass = 3. (4-53>

A partir de la ecuaciéon anterior podemos calcular la accién de este generador
sobre (35 (33. Comenzando con el primero tenemos que

a a 1 o o o
3 332 12) 3 32 22 32
Cif = C3(52 — 22) = —Clag, - Z2Cay = 22 - 2ay,
031 Q11 031 0431 31 31
Qo1 (32 (65))]
= ——(— -2, (4.54)
Q31 \(31 Q21

donde se han utilizado las ecuaciones (4.52)), (4.53)). El término entre paréntesis
puede ser escrito en funcién de las betas. Con esto la ecuacion se transforma en

(8931

Cs s = ——{532 — B} (4.55)
De forma similar se hace con (33, obteniendo el resultado
C5 a3 = —%(533 — [Ba3). (4.56)
Para terminar con este preambulo vamos a calcular la accién sobre el cociente
CH(52) = 5-C3 = 23 =~ 22 - (s = ) — 26— )}
P32 32 B3, Ba2 B3,

(4.57)
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En esta ocasién utilizamos las ecuaciones (4.55)) y (4.56|). Rearreglando términos se
obtiene

Cg(ﬁ:a:s) Gy 522{@ _ @} (4.58)

P2 oz B B3z Do

31 532
La utilidad de escribirla de esta manera la veremos a la hora de calcular la accién
del generador sobre P.

Al actuar con C3 sobre el polinomio P se tiene
CyP = hazont gt asi ™ (Cas) Bg3” B33* G + hazan i i By B35~ 1((33532)(;/
oG’ a oG" o 6]
hiz  hos | has ghas phss 12 3 13 23
—l—aaaﬁﬁ{ C(—)—l— C<—>—|— C( )
11 “21 “31 ~F22 (aﬁ) 2 a1l 8(3—1‘:’) 2 a1y (623) Bas

+ (533)0 (gz)} (4.59)

Tomando en cuenta las ecuaciones (4.52)),(4.53)),(4.55) y (4.58), igualando a cero, y
rearreglando términos se halla

We= (@ N @) led

B2 D2 (gg;’)
que sugiere reemplazar
533 Ba3
= Y33 + o
532 Bz’

en el polinomio G’ de tal manera que P puede expresarse

_ his has  hss phas phss ~wr (X120 Q13 Pas
P = aji’api® i’ Ba3 /33 G ( - 733
0411 (0551 /322

en donde G” es un nuevo polinomio que depende de las variables indicadas en la
expresién anterior. Teniendo en cuenta que

63733:(323(@—@): 3<@>: Oé?lﬁﬂ(@_@): a1 B2

532 622 532 ag B 532 522 o B Y

31 P32 31 P32
tomamos la accién sobre el polinomio. Igualando a cero, y rearreglando términos se
encuentra

aG//
Y33 D3 .

h33 G// =
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Como en casos anteriores hemos utilizado la regla de la cadena para obtener la
derivada parcial respecto a 733. La ecuacién anterior implica que G” es un polinomio
homogéneo de grado hss respecto a 733, lo cual permite factorizar dicha variable;
por lo tanto, el polinomio se reescribe

iz A1 @> (4.60)

__ . h13 has  h33z phas phss . haz
P = aj’api®azi Ba3° B35 v35° G ) )
Q11 Oq1 522

Sélo nos queda por aplicar un conjunto de condiciones similares a las de pero
en este caso los generadores son los de U (3).

Como en ocasiones anteriores, vamos a necesitar primero la acciéon de un gene-
rador arbitrario C* sobre oy, y con la ayuda de este resultado calculamos la accién
sobre 3, esto es,

@ozm

. 4.61
Oéu/s/ CYM t ( )

SI
Coay = E Qs
!

Ahora actuamos sobre 8, con pp = 2,3; s =2,3. Enelcasoenque p=10s=1se
tiene que S5 = B, = P11 = 0:

s . s [ Cus! (057 . 1 s Qpt gl 1 s Q1 gl
Cs But - Cs <_ - ) = _Cs Qut — _205 €77 —CS aq; + —CS aq1.
(O] a1 a1 Q. 11 a1
(4.62)
Usando la relacién (4.61]) repetidamente y agrupando términos se obtiene
0y O
s’ _ ut&ps 1tX1s
Cs ﬂut - ﬁusés’t - ( p) - 2 >55’1- (463)
a1y Ty

A partir de las ecuaciones y podemos construir la tabla en la que
aparece la accion de los generadores sobre las variables del polinomio, que serd de
utilidad en calculos posteriores.

Considerando la tabla anterior y agrupando términos, la acciéon del generador
C} sobre el polinomio P toma la forma

" 8G///
1p his . hos  has ghes ghas . has [ Q12 oG @13
Cy P = hisP — afP a7 asi® B25° B55° V53 { e a1z [
a1 O(52)  an d(52)

11 a11

Para que el eigenvalor del generador C} esté bien definido pedimos que

12 8G’” Q13 8Gm
— 4+ —— = 0. 4.64
11 8(—31?) 11 8(—31?) ( )
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o a Ba23 B33
app o oag o2 A3 B Bag P B Be V33

011 (551 Q21 a3y —Z—if —Z—ﬁ —522 —523 —532 0 0 0
2 B B
Cs 0 0 0 a2 0 B2z 0 Bs2 — 5 “5n 0
3 B Bas
03 0 0 0 0 3—1? 0 Ba3 0 ﬁ ﬁ 33

C? 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

Tabla 4.3: Accién de algunos generadores de U (3) sobre las variables

De manera andloga lo hacemos con C} y C3, obteniendo las ecuaciones

0412 aG/// 523 aG/// 0413 8G/// 523 8G///

-2 _ = — =0, — ———=0. (4.65)
a1 9(52) P 8(%) a1 0(52)  Bao 8(%)

Por si mismas estas tres ecuaciones no permiten resolver el problema. Para poder
hacerlo y ver la forma que tiene el polinomio G”” tomamos la accién del generador

de ascenso C?. Considerando nuevamente la tabla (4.3) tenemos que

aG///
o)

a1

2p _ . hiz  has  h3z ghas phss . has
CT P = i aqi® asi? B53° B33 vs3 (4.66)

Entonces, si se quiere que el polinomio sea de maximo peso debemos pedir que la
ecuacion anterior sea igual a cero, por lo que se debe satisfacer

aG///

o)

Sustituyendo este resultado en las ecuaciones (4.64) y (4.65) obtenemos las condi-

clones

aGIII aGlI aG///
Y2 Oa Y 07 P O’
o(512) o(52) 0(22)

que implican que G” es constante. Por lo tanto el polinomio que porta la represen-
tacién irreducible de U(3) x U(3) lo escribimos de la forma

_ . his hos  hss phes nhss . h3s
P = oy’ asagi? Bed® 83571337
Tomando en cuenta que 733 = (Baafss—BsBsa) 5] qustituirla en la expresién anterior
B22B32 ’
se tiene

his hos  has ahas—h ,
P = aP ol ol 8137 (Baa B33 — PosfB32)*. (4.67)
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A continuacion expresamos el polinomio en términos de operadores bosénicos de
creaciéon y utilizando los determinantes definidos en el segundo capitulo. Entonces
tenemos que

12
A12

- o (B Brsfin) = i
—A%A%’ 22733 23M32

Al sustituirlas en el polinomio P, después de rearreglar términos; llegamos a la
expresion del polinomio de maximo peso:

P = (Ap)"mi (L) (A3)", (4.68)

que por supuesto estd de acuerdo con la ecuacién (3.69) del capitulo 2.

Para normalizar el estado de méaximo peso, representado por el polinomio, se
establece la ecuacion

1= N2<0|(Aﬁgf)h”(ég)h”’"hg’g’(Ay)h”‘h‘”’(Ai)’”:”"’”’(Aﬁ)h”‘h*’(Aﬁi)h:”?’(lo% |
4.69

El primer paso para calcular este elemento de matriz es determinar la accién de
123 . . o
Aj55" sobre el polinomio P, al que reescribimos

P,y = (Af23)hssp] donde P/ = (A12)h2s—hss(pLyhas—has,

le anadimos el subindice hs3 para denotar que el polinomio es funcién de hzz. Se
desarrolla el determinante por la tercera columna, esto es,

A= ABIAT - AEAY + ALY
Notamos que A?T, Ag’T, AgT conmutan con P’ por lo que es inmediato que
123 12 A 3 12 A 3 121 A3
AP0y = {AgT AT — AGTATT+ ATAZTIPY0)
= {AGTPAT — ATTPAYT + ALTPIATTH0) = 0, (4.70)
ya que a**|0) = 0.

- 123 : :
Considerando a (Aj53") como un operador diferencial sobre A2 y con ayuda de
la ecuacion (4.70]) procedemos a calcular la accién sobre el polinomio P,,:

AggTPh:ss‘(» = h33(A£TA§T - A%gTAgT + AgTA?)Aggphw*l‘O)? (4'71>
en donde P, , 1 = (A}23)"371P’. Tomando en cuenta los resultados

ATATEI0) = A3510),  AFALEEI0) = —AFE[0),  AJATRI0) = AL0),
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la ecuacion anterior se transforma en
AggTPh:mm) = h33{A§§TA%§ + AgTAg + AgTég}Ph:&s—lm)‘ (472>
La expresion entre corchetes es equivalente a
D153 Pr|0) = hag > AN (ALAL, — AL AZ) Py, 1]0), (4.73)
pr!
con = g =1,2,3. Desarrollando el lado derecho de esta ecuaciéon tenemos
Aiys P = ha{ A7 A (ATAG = DyAT) + By AT (D30T = ALAY)
+ ATATALAS = D3AT) + AT AT (AAT — ATAT)
+ DT AT BGAT = D3A3) + AT AT (D305 — D307},
donde se identifica el primer renglén con Al5 A2 el segundo con Aja Al3 y el ter-
cero con Ayal AL obteniéndose, la ecuacién (4.72)) . A continuacién mampularemos

el lado derecho de la ecuacion para expresarla en funcién de los generadores
de peso y ascenso del grupo U(2 ) Esto se realizara para cada término:

Z A”AQTA1A2, = Z A”AlA2TA2

!

Z (AT +1)) (ALAT +1) = (CF +3)(C5 +3),
.U/
S OATANALNY = Z NJNIAZN, = Z AF(ALAY 4 6,0 A

_ZA MZN A2T+Z ALALT 4 1)

GG (G +3).

s

Multiplicando por hs3 en ambos lados de cada una de las expresiones anteriores y
restando la segunda a la primera se consigue el resultado deseado:

A3 Phag|0) = haa{(C} +3)(C5 +2) = Gy GF} Pagy1[0). (4.74)
El polinomio Py, tiene como peso a [hig — 1, hoz — 1, hag — 1], es decir, que el

estado de Gelfand-Tsetlin asociado es de la forma

Py -1]0) = hiz =1 hoz —1

hiz —1 hp—1 h33—1>
his —1
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Ya que es un estado de maximo peso en U(2), la accién del generador de ascenso
C? vale cero. Entonces, la ecuacién (4.74)) toma la forma

D13 Prgg0) = has(haz + 2)(has + 1) Py —1]0).

. : . 123 - -
Resumiendo, al considerar la accién del operador (Ajss)"3 sobre el polinomio
de maximo peso, tenemos

(AiggT)h33Ph33|0> = (AggT)h33_1AggTPh33|O>
= has(his + 2)(has + 1)(A133)"% ™ Phy,-10).
En la dltima linea hemos considerado el resultado anterior, por lo que al repetir

el procedimiento tomando en cuenta a (4.74]) y ademéds considerando que el estado
P.,-1]0) es de maximo peso en U(2), la ecuacién anterior toma la forma

(D133 Py [0) = hag(haz — 1) (hag + 2) (has + 1) (has + 1)has(A1381)"5 72 Pyyy—2[0).

Este proceso se continua en forma iterativa, en la que cada polinomio P,
donde n =1,2,3- - hss tiene como peso a [h13 — n, hag — n, hys — n], ademds de ser
de maximo peso en el grupo U(2). De esta manera se obtiene

(D133 Py [0) = hag(hag + 2) (hag + 1) (Dqaa) " 2 A58 Pryy—1]0)

= hga(hus + 2)(has + 1)(A1as )53 2(CF + 3)(CF + 2) Phyy—2|0)
= haz(haz — 1) (hug + 2)(haz + 1) (has + Dhag(A153)"5 72 Py —5|0)

_ h33!(h13+2>!(h23+1)! P,|0>
(h1z — hgz + 2)!(hos — has + 1)! ’

Introduciendo este resultado en la ecuacién (4.69)), notamos que la normalizacion se
reduce a la de un polinomio en U(2), es decir,

1= N?

hss!(his + 2)!(hos + 1)! /
PP/
(h13 — hsz + 2)!(h23 — has + 1)! <0| ‘O>7

con P = (AR)hs~hss(AlYms=has  Para terminar el cdlculo, el método a seguir es
similar al utilizado en la seccién anterior por lo que sdlo se escribira el resultado

final:

hgg!(hlg, —+ 2)'(h23 -+ 1)'(]123 — h33)!(h13 — h33 —+ ]_)'
(h1z — has + 2)!(hog — has + 1)!(h1z — hog + 1)

1= N?



70 CAPITULO 4. BASES POLINOMIALES DE U(4) Y U(9)

Esto implica que

hiz — has +2)(hos — has +1)(hiz — hoz +1 33 23—h33 13—has
Plo) = st 20 s+ Dils s 1) gy s b))
(4.75)

En lo que resta de la discusion vamos a construir los operadores de descenso
para actuar sobre este polinomio y asi obtener la base completa correspondiente a
la representacion irreducible caracterizada por la cadena de grupos U(9) D U(3) x

U(3).

4.2.1. Operadores de descenso de U(3)

La importancia de los operadores de descenso radica en el hecho de que a partir
del estado de maximo peso, permiten obtener el estado arbitrario general asociado a
la RI de la cadena de grupos U(3) D U(2) D U(1) que para este caso es [hy3, hag, has).

De acuerdo a la definicién dada en el capitulo 2 podemos ver que para
el grupo U(3) se cuenta con los siguientes operadores de descenso L, L2 y Li. Los
dos primeros mantienen la representacién de maximo peso en U(2) por lo que debe
satisfacerse

CILiP|0) = C;L;P|0) = 0.

Aqui P|0) denota el estado normalizado de peso maximo peso en U(3), mientras que
L1 es el operador de descenso de U(2).

2
L3

De las relaciones de conmutacién de C? con los generadores de descenso del grupo
U(3), podemos proponer a C3 como uno de los operadores de descenso, esto es,

L3 =C3. (4.76)

Para ver el efecto que produce este operador, vamos a calcular el peso del estado
producido por la accién de L3 sobre el estado de méximo peso, es decir, C#L3P|0)
con pu=1,2,3.

Usando las relaciones de conmutacién de los generadores de U(3) podemos escri-
bir

CHL3P|0) = {L5Ck + [C, L3]} P|0) = h,sL3P|0) + (C205 — C56%) P|0)
= (i + 0% — 2)CEP|0),

expresiéon que toma los pesos w = hy3 + 05 — 52.
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De la ecuacién anterior facilmente podemos ver que el peso del estado represen-
tado por L2P|0) es (hig, hoz—1, hzz+1), y como sabemos que C? conmuta con L3 po-
demos decir que es de maximo peso en U(2) portando la representacién [hi3, hog — 1]
de U(2), hecho que se demuestra actuando con C{ y C3.

De forma mas general, si se calcula el peso del estado producido por la accién
de (L2)™ sobre el estado de maximo peso, tenemos que

C}i(L3)™ P|0) = {(L5)™C}; + [C}, (L3)™]}0)
= hy3(L3)™ P|0) + [C}, (L3)™]P|0). (4.77)

A continuacién vamos a calcular el conmutador de C/ con (L2)™, esto es,

= e ) = SO e e ()
= m(L3)" (3% — 82), (4.79)

para u = 1,2, 3. Este conmutador indica el nimero de particulas etiquetadas con
el primer subindice ;1 que son creadas o aniquiladas por el operador (L2)™, segin
sea el caso, sin que por esto no se siga conservando el nimero total de particulas.

Tomando en cuenta (4.78)), la ecuacién (4.77]) se reescribe
Cii(L3)" P10) = [hys +m(35 — 6;](L3)™ P|0). (4.79)

Es inmediato que el peso del estado (L2)™P|0) en U(3) estd dado por (hig, hoz —
m, hsz +m), ademds de ser de peso méaximo en U(2) y que tiene la representacién

[h13, hos — m]. En suma, podemos decir que el operador (4.76)) esta bien definido.

Normalizacion

Como queremos obtener estados ortonormales, lo que haremos a continuacién es
normalizar a L3; es decir, que para cualquier potencia de este operador se satisfaga

1

L2m:_
(3) Nm

(L3)™, (4.80)

donde N,, es la constante de normalizacién por determinar. El procedimiento a
seguir es el siguiente: primero consideremos la accién de (IL2)™ sobre el estado de
peso maximo, (IL2)™P|0), y se hace el producto escalar con el adjunto de la ecuacién
anterior obteniéndose

Ny = (0] PY(L5")™ (L3)™ P|0) = (0| P (L5")"~ LT(L3)™ P|0). (4.81)
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Por el momento sélo vamos a trabajar con la accién de Li' sobre (L2)™P|0). (La
ventaja de hacerlo de esta manera se vera mas adelante):

L3 (L3)" Pl0) = {(L3)" L5 + (L5, (L3)"]}P|0), (4.82)

. . / . .2 2
donde es directo ver que el primer término de la ecuaciéon es cero, porque LgT =
C3 es un generador de ascenso. Para ver la forma que tiene el segundo sumando,
desarrollamos el conmutador

m—1 m—1
L3, (L)) = > (L) ML LE(L3) = ) (L)™ N (Cs — CH(L3)"
r=0 r=0
m—1
=) (L™ THLY)(CF =€) + (65 — 5. (L3)']}-

r=0

(4.83)
Usando la ecuacién (4.78)), rearreglando términos se halla
(L3, (L3)™) = m(L3)™1(C5 = C§ —m + 1), (4.84)

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (4.82)) se tiene
L3N (L3)™P0) = m(has — hgg — m + 1)(L3)™~" P|0),
y por lo tanto la expresién (4.81)) se escribe

NZ% = m(hgs — has —m + 1){0|PT(L2)™ 1 (LE)™ ' P|0).

m

El producto escalar de la derecha lo podemos identificar con N2 _;, obteniéndose la
relacién de recurrencia

Nfﬂ = m(h23 — h33 —m + 1)N,31_1
Procediendo en forma iterativa se llega a que

N? =

m

m(h23 — h33 —m —|— 1)N72n—1
= m(m — 1>(h23 — h33 —m + 2)(h23 — h33 —m + 1)Nr2an

= m!(h23 — h33)(h23 — h33 — 1) s (h23 — h33 —m —|— 1)Ng
m!(h23 — hgg)!
(h23 — h33 — m)!’




42, GRUPO U(9) D U(3) x U(3) 73

donde usamos que N = 1. Para finalizar vamos a reescribir el operador de descenso
normalizado a la potencia m, esto es,

Ly = \/ PRI (455)

1
Lg

Nos gustarfa utilizar el mismo razonamiento con el operador L}. El problema
que tenemos para hacerlo es que 012 no conmuta con C%. Sin embargo es importante

notar que el producto de generadores CsC3 se comporta como Ca, esto es, satisface
relaciones de conmutacion andlogas con los generadores de peso:

C1,C5C5] = —CaCs, C3,C:C5] =0, C5,C5C5] = oG5

Este resultado que permite proponer que el operador L} sea una combinacién lineal
de C y C3C2, es decir,

Ly =aC; + BCyC3. (4.86)

Para que sea un operador de descenso, la combinacién anterior debe satisfacer
la condicion

Ci{aC; + BC,C3}P|0) = 0. (4.87)
Desarrollando el lado izquierdo se tiene
{a(C5CF + €7, C3]) + B(CCT + (€T, C,])C51P|0) = 0.

Sustituyendo el valor de los conmutadores, ademds de considerar que P|0) y C2P|0)
son estados de maximo peso en U(2), la expresion anterior se reduce a

{—a+5(C; - C3)}C5P|0) = 0.

Actuando con los generadores C;,C3 sobre C2P|0) y sustituyendo se obtiene la ecua-
cién

-+ ﬂ(hlg - h23 + 1) =0.

Despejando « y substituyendo en (4.86) (tomando 5 = 1), podemos escribir al
operador de descenso L} de la forma

Ly =C3(C{ —C3 + 1)+ CyC3. (4.88)
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Normalizacion

Ahora vamos a determinar la normalizacién, el procedimiento es similar al ante-
rior, s6lo que ahora debemos de tener en cuenta que vamos a actuar sobre el estado
(L2)™P|0). Primero definimos la relacién que va a existir entre el nuevo operador
con el anterior, esto es,

1

(L3 (L) Pl0) = 37—

(Ly)"(Lg)™ P|0), (4.89)

donde N, ,, es la constante de normalizacién por determinar. Después hacemos el
producto escalar de la ecuacion anterior con su adjunto, teniendo en cuenta que por
definicion es un estado con norma unitaria, por lo que

N3 =(0[PYLE)™ (L) (L) (1L3)™ Pl0)

(O] PH(L3")™ (L5)" ' Ly (L3)" (L3)™ P|0).

La expresién anterior puede desarrollarse:
N = (O[PHLE)™ (L) {(L3)" La" + [Ls', (L3)"T}(IL3)™ P|0). (4.90)

Revisando el primer término de la ecuaciéon anterior tenemos que la accién del
operador Li sobre (IL2)™P|0) tiene la forma

L' (L3)™ P|0) = [Ly", (IL§)™]P|0) = [(C] — €3 + 1)CF + C5CF, (15)™] P|0).
Usando las propiedades de los conmutadores, la ecuacién anterior se desarrolla como
Ly'(L3)™ Pl0) =(C1 — €5 + 1)[CY, (L3)™]P|0) + [(C] — €5 + 1), (IL3)™]C} P|0)

+C3[CT, (L3)™P|0) + [C3, (1L5)™]CT P|0).

Puede verse que el segundo y cuarto términos son cero debido a que se esta actuando
con un generador de ascenso sobre el polinomio de maximo peso. Adicionalmente
tenemos que C} conmuta con L2, lo que implica que el tercer término también se
anule. Con esto la expresion anterior se reduce a

Ly (L) Pl0) = (C — €3 + 1)[ct, (L3)"] Pl0). (4.91)

Relaciones de conmutacion relevantes a esta seccién son dadas en el Apéndice[G] En
particular, de acuerdo con (G.23b)), el conmutador de C} con (IL3)™ es proporcional a
C?, que al actuar sobre sobre el estado de maximo peso da cero. Entonces la ecuacién

(4.90) toma la forma
Ny = (OIPTLE)™(L5H)" L', (L3)"](1L3)™ P0). (4.92)
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Para evaluar el conmutador es conveniente utilizar conmutaciones multiples de
la forma [ [LiT, L], L}] v asf sucesivamente. Para encontrar la accién del conmutador
sobre el estado (IL3)™P|0), usamos la expresion (G.53)):

(L3, (L3)"), (L3)™P|0) = n(Lg)"~}(Ci — €5 — n + 2)[CF, Li)(L3)™ P|0)

+ 20D et - ez - nt )i L, L)L) PO
4 M0 sl — 3 - a)([[6], 23, L), LA™ Plo
+n(LY"2QCHLE" PI0) — (LY CH L) Pl0). (4.99)

Es importante senalar que los dos tltimos términos son cero ya que el conmutador
[C3, (L2)™] es proporcional a C?, ademds de que C7 conmuta con el operador IL3.

A continuacién se va a tratar cada término por separado. Lo primero que vamos
a hacer es tomar la accién de [C3, L] sobre (L2)™P|0), esto es,

[CY, Ls](L5)™ P|0) = (L3)™[CY, Ls]P|0) + [ [CY, Ly], (ILg)™] P|0).

De acuerdo con (G.56) el segundo término se hace cero, mientras que si se usa el
tercer conmutador de la ecuacién (G.2)), se convierte en

(€3, LA(L2)™ PJ0) = (hys — has) (s — has + 1)(L2)" P|0).
Dado que

(Ci —C3 —n+2)(IL3)"P|0) = (L3)™(C{ — C5 —n+m+ 2)P|0)
= (h13 — haz — n 4+ m + 2)(IL3)™ P|0),

el primer término de (4.93)) dividido por (L1)"™! se escribe

X (h1g — haz —n 4+ m + 2)<L§)mplo>- (4.94)

Para simplificar el segundo término de (4.93)), primero se tomara la accién del con-
mutador doble de C} con L} sobre el estado (IL2)™P|0), esto es,

[[CY, Ly], L] (L5)™ P|0) = (I5)™[[CF, L], Ls] P|0) + [[[CY, L], L], (15)™] P|0).

El tltimo término es cero ya que el conmutador es proporcional a Ci (ver (G.57)),
y mediante ((G.11]), la expresién anterior toma la forma

[[CF, L), LY (L3)™ P|0) = —2(2h13 — hos — has) L3(1L3)™ P|0).
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Al actuar con (C] — CZ — n + 3) sobre L(IL2)™P|0) obtenemos
(C1 = €3 — n+ 3)Ly(L3)" P|0) = L3(Cy — C5 — n +2)(Lg)"™ P|0)
= Ly(L3)™(Ci — C3 — n+m +2)P|0)
= (h1g — hag — n +m + 2) L3(1L3)™ P|0).
Por lo tanto
(Cl = C5 = n+3)[[C, Ly, Ly](L5)™ P|0) = — 2(2has — has — hss)
(4.95)
Dado que el tercer conmutador miltiple de C? con L} es igual a 6(L1)? se tiene
que
[[[C7, Ly], L], L3](L5)™ P|0) = 6(Ls)*(Ls)™ P|0).
Actuando con (C} —C% — n+4) sobre ambos lados de la ecuacién anterior se obtiene
(€1 =G5 = n+[[[CY, Ly, Ly], Ly (1g)™ PJ0) = 6(has — has — n +m +2)
x (Lg)*(L3)™Pl0).  (4.96)

Finalmente, se juntan los resultados (4.94), (4.95) y (4.96), y rearreglando los
términos se encuentra

(LT, (L)™M(L2™PJ0) = n(hig — hag — n +m + 2)(hig — hog —n + 1)
X (h1s — has —n + 2)(Ly)" ' (L3)™ P|0),
que si se sustituye en (4.92)) resulta en la expresién

Ng,m :n(h13 — h23 —n-+m-+ 2)(h13 — h23 —n+ 1)(h13 — h33 —n -+ 2)
x (O] PH(ILSTy™ (LN = (L3) (1L3)™ P|0).
Al identificar a (0] PT(L2N)™(L3")»1(LL)» ' (L2)™P|0) con N?

n—1m
relacion de recurrencia

Nim = n(h13 — h23 —_n+m-+ 2)(h13 — h23 —n-+ 1)(h13 — h23 —n+ 2)N2

n—1m:*

(4.97)

se obtiene la

Para resolver la relacién de recurrencia de N2, consideramos los casos (n—1,m)
y (n —2,m), es decir,

Nn2—1,m =(n —1)(hi3 — hog —n+m + 3)(hiz — hag —n + 2)

X (hig —hgg —n+3) Ni_, (4.98a)
Nz—Q,m :(n - 2)(h13 - h23 —n+m-+ 4)(h13 — h23 —n—+ 3)

X (hig = hag —n+4) Ni_5,.. (4.98Db)
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Al sustituir (4.98a]) en (4.97) obtenemos

N7 =n(n—1)(hiz — has — n+m+ 3)(hig — hog — n+m + 2)
X (hlg —h23 —n+2)(h13 —h23 —n+1)
X (h13 — has _n+3)(h13 — has —n+2) N?

n—2,m:

Ahora remplazamos (4.98b)) en la ecuacién anterior con lo que se tiene

N2 o =n(n—1)(n—2)(his — hos — n 4+ m + 4)(hig — hag —n+ m + 3)
X (h13 — hog — n+m+ 2)(his — hos — n+ 3)(hi3 — hos — n + 2)
X (h1z — hog —n+ 1)(hiz3 — hsz —n+4)(hi3 — hgs —n + 3)

(his — has —n +2) N?

n—3,m"

X
Repitiendo este proceso en forma iterativa hasta llegar a Ng’m, se obtiene

N2 _ n!(h13 — hgg +m —|— 1)'(h13 — h23>!(h13 — h33 + 1)' N2 (4 99)
M (hag — has — 4 m+ D) (kg — hay — n)!(hig — hgy —n+ 1)1 0™ 20

donde N§,, es la norma del estado (IL3)™P|0), que por construccién es igual a uno.
Reemplazando este resultado en la ecuacién (4.89) encontramos que

his — h —n+m+1)'(h13—h23—n)'(h13—h33—n—|—1)'
]Ll n ]LQ m Pl = ( 13 23

( 3) ( 3) | > \/ n!(hlg—h23+m+1)!(h13—hgg)!<h13—h33+1)!

x (L3)"(L3)™ P|0), (4.100)

que junto con (4.85) permiten escribir el estado més general en U(3), que es de
méximo peso en el subgrupo U(2). Esto lo hacemos tomando la accién de

(hig — hog — n+m + 1)/(hiz — hag — n)!(h13 — hgs —n + 1)!
n!(his — hos + m + 1)!(h13 — hos)!(h1z — hssz + 1)!
(hgg — h33 — m)‘]é
m!(hes — h33)!

L)@y =|

x (L3)™(L3)™, (4.101)

sobre el estado de méaximo peso. Aunque los dos operadores de descenso conmutan
por comodidad es preferible seguir el orden que aparece en la ecuacién anterior.

Ly

Para obtener la base completa debemos de actuar con el operador (LL})? , que se

define

(Ly)* = (Ly)", (4.102)

1
N,
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donde Lj = Cj es el operador de descenso del grupo U(2) y N, es la constante de
normalizacion.

Para hallar el valor de dicha constante se hara lo siguiente: primero tomamos la
accién del operador sobre el estado P’|0), es decir,

(LY PJ0) = < (£4)P0). (4.103)

q

Al tomar el producto vectorial de este estado con su adjunto y considerando que es
de norma unitaria se tiene que

NZ = (P"1(Ly")1(L3)"P'|0) = (0| P (Ly")* " Ly (L3)7P'|0), (4.104)
el cual puede desarrollarse de la forma
Ny = (0] P (L) {(Ly)"Ly" + (L', (Ly) "]} P'|0). (4.105)

Como L;T = C? es un generador de ascenso y P’|0) es un estado de maximo peso en
U(2) se tiene que Ly P'|0) = 0; por lo tanto

Ny = (0] P (L))" Ly, (Ly)]P'[0). (4.106)

Lo que haremos a continuacién es encontrar la accién del conmutador [L3', (L1)9]
sobre el estado P’|0), por lo que sélo trabajaremos por el momento con esa parte,
esto es,

q—1

[La', (L)Y P'10) = > (Ly)T "' [Ly', L3) (L) P'|0)

r=0
q—1

= oyt - ey Po)
= DALY (€ - €8) + (el — G (L)IP0). (4.107)

r=0

Procediendo de forma andloga a la ecuacién (4.78) tenemos
[, (La)"] = r(Ly)" (85 — 6,). (4.108)
Usando este resultado la ecuacion (4.107) se convierte en

q—1
[Ls', (L3)]P'0), = (L3)"" > (Ci = C5 —2r)P'|0)
r=0
— g(LY)"HC! - € — g+ 1}P'|0), (4.100)
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y por medio de las expresiones (4.78)), (G.3) y (G.4) se encuentra

(C1 —C3 —q+ 1)P'|0) = (C] — C3 — q+ 1)(ILy)"(L3)™P|0)
= (L3)"(Cy — €3 —n —q+ 1)(L3)"P|0)
= (LH™(L2)™(CI —=C2+m —n —q+1)P|0).  (4.110)

Actuando con los generadores de peso que aparecen en la ecuacién anterior y
rearreglando términos se concluye

(CH —C3 —q+1)P'|0) = (hi3 — hog +m —n — g+ 1) P'|0). (4.111)
Substituyendo este resultado en , se obtiene
[Ly", (L3)TP'(0) = q(r — q + 1)(L3)""" P'|0). (4.112)
Aqui hemos tomado r = hi3 — hos + m — n. Finalmente si se sustituye en
se obtiene la ecuacién
N2 = q(r — q + 1)(0|P" (L3171 (LY)* P'|0). (4.113)

El producto vectorial que aparece en el lado derecho de esta ecuacién lo identi-
ficamos como N2 ., por lo que (4.113) da paso a la relacién de recurrencia

g1
N} =q(r—q+1)N; . (4.114)
Usando esta relacion con ¢ — 1 y sustituyendo el resultado en (4.114]) se obtiene
NI =qlg—1)(r—q+2)(r—q+1)N__,. (4.115)
Repitiendo este proceso en forma iterativa se sigue que
N =q(r—q+ 1)N;_1

q
=q(g—1)(r—q+2)(r—q+1)N;,
q(g—1)(q—=2)(r—q+3)(r—q+2)(r—qg+1)N; 4

r!
= ql——NZ. 4.116
(T’—q)! 0 ( )

Por construccién P’|0) es de norma unitaria , por lo que N = 1. Teniendo esto
en cuenta y sustituyendo el valor de r, puede escribirse (4.103|) como

Nap [z —ho+m—n—gl
(Lz)PW—\/ T e — (L3)*F']0). (4.117)
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En conclusion, podemos decir que el estado arbitrario que puede obtenerse dada
la RI [hi3, has, has] se consigue actuando con potencias de los operadores de descenso
sobre el estado de maximo peso en dicha representacion, es decir,

210) = (Ly)"(Ly)" (IL3)™ P|0). (4.118)

Esto garantiza que los estados obtenidos sean ortonormales. Utilizando (4.101))
y (4.116]), la ecuacién anterior toma la forma

P|0) = Mypm(Ls)"(L3)"(L3)™ P|0), (4.119)
donde
M _ [(hlg — h23 —n—+m-+ 1)'(h13 — h23 — n)'(h13 — h33 —-n+ 1)'
an.m n!(h13 — h23 + m + 1)'(h13 — hgg)!(hlg — h33 —|— 1)'

(h23 — h33 — m)‘(h13 — h23 —n — q+m)' %

4.12
m!(h23 — h33)!q!(h13 — h23 —n—+ m)‘ ( O>

4.2.2. Identificacion con estados de Gelfand-Tsetlin

Ahora vamos a calcular el peso del estado 4.119, Comencemos con el generador
Ci:

C1210) = C1 (Ly)*(Ly)" (L3)™ P|0) = {(Ly)C; + [C1, (L3)] }(L3)" (L3)™ P10).
(4.121)

Antes de seguir debemos decir que el resultado del conmutador de los generadores
de peso con los operadores de descenso normalizados son similares a los que se
obtienen con los operadores LZ:, con p”" < p'. Usando (4.108) la ecuacién anterior se
transforma en

CL20) = —q2|0) + (Ly)"Cy (L3)" (L3)™ P|0)
= —q210) + (LLy)"(I)"C1 (ILg) ™ P10} + (ILy)[Cy, (Lg)"] (L) PJ0). (4.122)

Usando la expresién (G.3) y considerando que C{ conmuta con L2 tenemos
C12)0) = —¢2(0) — n(Ly)*(Ly)" (L3)" P|0) + (Ly)"(L3)"(L3)"C1 Pl0),  (4.123)
que se simplifica dando paso a la ecuacion de eigenvalores

C1 210) = (hi3 —n — q) 2|0). (4.124)
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En forma similar se obtienen los eigenvalores de los otros dos generadores; por
lo tanto el peso del estado £2|0) es

(h13—n—q,hzg—m+q,h33—l—m+n). (4125)

Considerando lo anterior podemos identificar al estado #|0) con el estado de Gelfand-
Tsetlin

h13 h23 h33
h13 —nNn hgg —m = :@‘O) (4126)
his —n—q

Elementos de Matriz de los Generadores

Para terminar con la descripcion de las bases de la RI de U(3), calcularemos
los elementos de matriz de los generadores de este grupo. Al momento de escribir
los elementos de matriz hemos decidido no poner el primer renglén; esto se debe

a que éste contiene la representacion del grupo. De la ecuacién (4.125)) obtenemos
facilmente los elementos de matriz de los generadores de peso; éstos son

hiz—n  hys —m 1] hiz—n hag—m _

< hiz3 —n —q G hi3 —n —q =Ma—n =g,

his —n  hgs —m o his—n  hag —m i

< hiz —n—q G his —n—q = has =+,

his —n  hgs —m c3 hiz—mn  has —m
hiz —n—q 3 hiz —n—q

> = h33 +m+n.
(4.127)

Ahora calcularemos los elementos de matriz de los generadores de descenso. Co-
mencemos tomando la accién del generador C3 sobre el estado £2|0), es decir,

C32|0) = C5(Ly)*(Ly)" (L3)™ P|0). (4.128)
Dado que este generador conmuta con L, lo pasamos un lugar a la derecha, esto es,
C3210) = My p.m(L3)Cy(L3)"(L3)™ P|0). (4.129)

Lo que se hard a continuacién es reescribir al generador C3 en términos de los ope-
radores de descenso. De la ecuacién (4.88)) tenemos

Ci(Cl —C2+1)=L— LiL2 (4.130)
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Al actuar con el lado izquierdo de esta ecuacién sobre (L1)"(L2)™P|0), y usando
#.79), (G.3) y (G.4) tenemos

C3(Cl — C3 + 1)(Ly)"(L3)™P|0) = C3(L3)"(C] — C5 —n + 1)(L3)™P|0)
= Cy(L3)"(L3)™(C{ — C3 +m —n+1)P|0)
= (h13 — hos +m —n + 1)C§(Lé)n([/§)mp‘o>_

Esto implica que

(L3 — L3L3)
(hlg—h23+m—n—|—1)

Cs(Ly)"(L5)™ P|0) = (Ls)"(L5)™ P0). (4.131)

Con esto en cuenta la ecuacion (4.129)) toma la forma

Mq,n,m
(h13—h23+m—n+1)

C;2/0) = (Ly)*(Lz — LyL3)(Ly)" (L3)™ P|0).

Separando los términos y considerando que L3 conmuta con L} se tiene

M,
1 — q,n,m Ll q Ll n+1 L2 mp
CLPI0) = s (L)L) (1) PI0)
Mq7n7m

N (hi3 — hes +m —n+1) (Lg)*™ (Lé)%[é)mﬂp‘())- (4.132)

Escribiendo la ecuacion con las normalizaciones adecuadas tenemos

C32|0) =Ai(Ly)?(Lg)™ " (Lg)™ P|0)

+ Ao (L) (L™ (L3)™ Pl0), (4.133)
donde
Mq,n,m
Al = 5
My ni1m(hiz — hag —n+m+1)
M, .m
Ay = il (4.134)

Myyinmyi(hiz —hog —n+m+1)

Utilizando la ecuacion (4.120f), los podemos reescribir en términos de hqs, haos, sz, ¢, n
y m

Y

A — (n +1)(hiz — hag —n)(hag — has — n+ 1)(hiz — hag —n — ¢+ m)
1 (Ttig — hag — n+ m) (i — hag — 1+ m + 1)

A2 _ _\/(q + 1)(m + 1)(h23 — h33 — m)(h13 — h23 +m + 2) (4135>

(h13 = hog —n+m +1)(hiz — hog —n+m+2)
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De la ecuacion (4.133]) junto con (4.126]) podemos ver que sélo tenemos dos elementos
de matriz posibles. Identificando cada uno de los estados resultantes con el estado
de Gelfand-Tsetlin correspondiente, escribimos los elementos de matriz

his—n—1 hyg—m cl hiz—mn  hys—m — A
his—n—q—1 ’ his —n—q a

his—n  hegs—m—1 1| his—n  hyz—m _

< hs—m—q—1 Cs has — 1 — g > = A,. (4.136)

De la misma manera se calcula el elemento de matriz del generador C2. Tomemos
pues la accién de este generador sobre el estado Z2|0):

C3P10) = MynmC3(Ly)"(Ly)" (L5)™ P|0)
= Mo nm{(L3)"Cs + [C5, (L) H{(L3)" (L5)™ P|0). (4.137)

Haciendo el conmutador que aparece en el segundo término, se tiene

—

(€3, (La) =D (Ly)""HC3. Lal(Ly)" = Y (Ly)""'C5(Ly)" = a(Ly)"'C5.

r=0

ﬂ
Il
=)

(4.138)
Tomando en cuenta que C2 = L2, la expresién toma la forma
CRP|0) = My (LYY (LA™ PI0) + g(LY)*CL(LL)" (L) Pl0).  (4.139)
Utilizando de nuevo el resultado se obtiene
C3210) =My (Ly)*(Ly)"(L3)" ' P|0)

qM,n,m - n m
* T T = B L) (L0
M, nom
e, (LY)Y(L3)" (L2 P|o). (4.140)

B hi3 —hos —n+m+1
Rearreglando términos y expresando a los operadores con sus respectivas normali-
zaciones resulta
C3210) = As(Ly)"(L)" (L3)™ ' P|0) + Ag(Lp)" " (L3)" (L3 Pl0),  (4.141)
donde

My pnm(hiz —hos —n—q+m+1)
Mg nmi1(hiz —hos —n+m+1) "
q Mynm
My—1ni1,m(hiz — hog —n +m + 1)’

Ag =

Ay =

(4.142)
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que con la ayuda de (4.120]) pueden ser reescritos de la siguiente manera:

A — (m + 1)(hog — hgg — m)(hiz — has + m + 2)(hyz — he3 —n+m —q+1)
’ (hig — hog —n+m+1)(hi3 — hog —n+m + 2)

?

A4 _ \/(q(n + 1)(h13 — h23 — n)(h13 — h33 —n+ 1) (4143>

hiz — hog —n+m)(hi3 —hog —n+m+1)

Identificando los estados resultantes con los estados correspondientes de Gelfand-
Tsetlin, se escriben los elementos de matriz relacionados a este generador:

h13—7’L hgg—m—l CQ ]’L13—7’L h23—m :A
hiz —n—q 8 hiz —n—q %
hiz—n—1 hog—m | ,o| hig—n  hys —m
C = A, 4.144
< his —n—q s hiz —n —q 4 ( )

Para terminar con los generadores de descenso se calculara el elemento de matriz

de C3. Como en casos anteriores actuamos primero con el generador sobre el estado
Z|0), esto es,

C3P0) = My mCh(LY) (LY (L) P|0). (4.145)
Como C3 = L3, lo juntamos con (L))" y normalizando se tiene
M n,m
Cy 210) = " (ILy) T (ILz)" (L3)" P|0). (4.146)
qg+1,n,m
En este caso
Mg .n,m
q+1,n,m

por lo que el elemento de matriz queda de la siguiente forma:

h13—n h23—m —
< his—n—q—1 >—\/(Q+1)(h13—h23—”—Q+m)-
(4.148)

Tomando el adjunto de las ecuaciones (4.136)), (4.144) y (4.148), y teniendo
cuidado en identificar los nuevos estados, se enlistaran los elementos de matriz para
los generadores de ascenso al final del capitulo

Tomando el caso particular en que n = hiz — hia, m = hoz — hao v ¢ = h1s — h13

el estado (4.119)) se reescribe como
@|O> :[ (h12 — h22 + 1)'(]112 — hgg)!(hu — h33 + 1)‘(h22 — ]’ng)!
(P13 — h12)!(has — ho2)!(h12 — h11)!(has — hoo 4 1)!(h1s — hos)!(hi3 — hasz + 1)!

(hi1 — hao)! 3 INhio—hi1 ¢ 7 1Nhis—has ( T 2\hos—hos
%V%MM_@Q x (L)t (LLyms—hz (12)has—haz p|oy,

(4.149)

hlg—n h23—m

1
CZ his —n—gq
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y tiene Por peso a (hu, h12 + h22 — hn, h13 -+ h23 —+ h33 — h12 — h22)7 lo cual esta de
acuerdo con la ecuacién (3.88) del segundo capitulo, lo que nos permite hacer la
siguiente correspondencia con los estados de Gelfand-Tsetlin

h13 h23 h33
hiy hy )= 2)0). (4.150)
hll

Los elementos de matriz de los generadores de peso y ascenso coinciden con ([3.111al)

(3.112a]) y con los encontrados en la Ref. [2].



<h13—n haoz —m C12
his—n—qg+1
<h13—n+1 hos — m
his—n—q-+1
<h13—n hay —m + 1
hiz—n—q+1
<h13—n hos —m +1
hi3 —n—q
<h13—n—|—1 has — m
hi3 —n—q

n(hlg—hgg—n+1)(h137h33—n+2)(h137h237n—q+m+1)

(h13 — haz —n+m +1)(h13 — hog — n +m + 2)

(h13—h23—n+m)(h13—h23—n+m+1)

_\/qm(h23—h33—m+1)(h13—h23+m+1)

m(h23 — h33 —m + 1)(]7,13 — hos +m + 1)(h13 —hog —mn—q+ m)

(h13—h23—n+m)(h13—h23—n+m+1)

h13—n h23—m>
hiz —n—q
e hiz —n  hog —m _\/
hiz —n—q
C? hiz—n  hyg—m
hiz —n—q
Cg’ hiz—n  hog—m
hiz —n—q
CS hiz—n  heyg—m
hiz —n—gq

n(q+1)(his — has —n +1)(hiz — hss —n +2)

(hig — hos —n+m+1)(h13 — hos —n+m + 2)

Tabla 4.4: Elementos de matriz de los generadores de ascenso de los grupos U(3) y U(2), [ver [2]].
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Capitulo 5

Espectroscopia de atomos
complejos

5.1. Espectroscopia

Estudios espectroscopicos de la luz emitida o absorbida por atomos y iones datan
de principios del siglo XIX. A partir de dichos estudios, se ha hecho mas evidente
la asociacion entre una longitud de onda particular con un dtomo de un elemento
dado y que la informacién espectral debe proveer pistas sobre la estructura interna
del atomo.

Para entender un poco mas de lo que se estd hablando es apropiado revisar al-
guno de los hechos basicos y terminologia de la espectroscopia y estructura atémica.

Lineas espectrales

Informacién concerniente con la estructura electrénica de un dtomo aislado (i6n)
puede ser deducida de una gran variedad de experimentos; por ejemplo, datos acerca
de la dispersién elastica o inelastica de electrones o iones, y datos obtenidos de la
energia de los foto-electrones expulsados por el atomo. Por mucho la fuente con
informacion de mayor exactitud viene del estudio espectroscopico de la luz radiada
o absorbida por el atomo.

El espectro de luz radiada por el &tomo de una fuente de luz apropiada puede ser
examinado con la ayuda de un simple espectrografo de prisma. Luz proveniente de
la fuente se hace incidir sobre una rendija pequena, la cual estd orientada de forma
paralela con una de las caras dispersantes del prisma. La luz que pasé a través
de la rendija es dispersada en el prisma de acuerdo con la longitud de onda. Para
cada longitud de onda presente en la luz se forma en una pantalla una imagen de
la rendija; las distintas imégenes correspondientes a diferentes longitudes de onda
estan dispuestas unas de otras en direccion perpendicular al largo de cada una de
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las imagenes.

Si la fuente es tal que (por ejemplo un sélido incandescente) radia luz de todas
longitudes de onda, en la pantalla vamos a tener una sucesién continua de imagenes
de rendijas que se traslapan formando lo que se conoce como espectro continuo. Sin
embargo, si la luz de una fuente es radiada por una coleccion de algunos atomos
aislados, se encuentra que consiste de un niimero mayor o menor de longitudes de
onda aisladas; si se usa una rendija espectrografica muy estrecha el espectro que
aparece en la pantalla es el de un conjunto de lineas paralelas aisladas. Tal espectro
es llamado apropiadamente como lineas espectrales.

Evidentemente, las imagenes observadas de un espectro de &tomo son carac-
teristicas de la forma de la rendija del espectrégrafo. En la mayoria de los casos los
espectrografos de prisma han sido sustituidos por espectrégrafos de rejillas.

Caracteristicas de espectros de atomos y iones

Cada atomo o i6n emite una linea espectral que es caracteristica de dicho dtomo
o i6n. Esto provee la base para los métodos espectroscépicos del andlisis de mezclas
de atomos.

El espectro emitido por un atomo neutro de un elemento dado es llamado el
primer espectro del elemento y es denotado por el niimero romano I; el espectro
emitido por un atomo ionizado es llamado el segundo espectro y esta denotado por
1I; etc. Obviamente el nimero de posibles lineas espectrales de un elemento es igual
a su numero atomico,de manera que existen los espectros de HI, Hel, Hell, Lil, LilI,
LiIII, etc.

Espectros de iones de diferentes elementos que tienen el mismo nimero de elec-
trones N tienden a ser similares en estructura, especialmente para los que estan
altamente ionizados. Una secuencia de iones con N fijo, o la correspondiente secuen-
cia de espectros, es llamada una secuencia iso-electronica

Unidades de longitudes de onda y nimero de onda

La longitud de onda de las lineas espectrales comtinmente estan dadas en las
siguientes unidades 1A=10"3¢m = 10~'%n. Desde un punto de vista tedrico, es més
conveniente describir las lineas espectrales, no en términos de su longitud de onda
sino en términos de su frecuencia o alguna cantidad proporcional a ésta; por ejemplo,
la linea puede ser descrita por la energia de un foton de longitud de onda A, es decir,

E—hy=lC (5.1)

vac

Para longitudes de onda (en el vacio) medidas en A,

12398.5 911.27
E = 3 ev = — Ry, (5.2)
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donde el Rydberg Ry= 13.6058 eV/. También pueden ser descritos simplemente en
términos del nimero de onda o por el nimero de onda (en el vacio) por unidad de
longitud (usualmente por centimetro) y en segundo lugar con A en A. Se tiene asi

1 E 10,
S o o= )\vaccm (5.3)

g

La unidad em ™!, frecuentemente es llamada como kayser (K). El kilokayser es
conveniente para describir lineas en el extremo ultravioleta, es decir, longitudes de
onda cercano a los 100 A que corresponden con el nimero de onda 10°K o 1000
kK. Los milikayser son convenientes para la discusion del corrimiento en isétopos,
estructura hiperfina y otros efectos pequenos.

Niveles de Energia

El hecho de que la luz radiada por atomos lo haga para longitudes de onda
en forma discreta estd asociado con el hecho de que el dtomo sélo puede existir
en estados estacionarios que tienen cierto tipo de valores discretos para la energia
interna E.

Todas las posibles energias del atomo son conocidas como niveles de energia . La
energia mas baja es llamada nivel base y cada estado cuantico del atomo que tenga
esta energia (podria haber mas de uno) es conocido como el estado base. Todos los
demds niveles son llamados niveles de excitacion. Estaremos interesados primera-
mente en niveles energéticos que correspondan a la excitacion de los electrones de
la capa mas alejada.

La energia de varios de los niveles de un atomo estd comunmente especificada
en términos de la energia de excitacion por encima del estado base. El electrén volt
eV se usa frecuentemente como unidad de energia:

leV = 10%/C = 1.60219 x 10"ergs. (5.4)
Para propdsitos tedricos la unidad mas conveniente para la medicién de la energia

es el Rydberg:

me4 62

IRy = — = — =2.17991 x 10! = 13. .
Ry 272 " 2an 7991 x 10~ "ergs = 13.6058¢eV, (5.5)

donde ag = h/me? = 0.529177 x 1078cm es el radio de la primera 6rbita de Bohr

del atomo de hidrégeno

Diagramas de niveles energéticos

Los posibles niveles energéticos de un atomo son representados por medio de
un diagrama en el cual cada nivel es representado por una corta linea horizontal
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dispuesta en un punto apropiado a lo largo de una linea vertical que contiene la
escala de la energia: cada nivel se suele poner en una de las varias columnas, de
acuerdo con ciertas propiedades del estado cuantico que corresponde a ese nivel.

Cada nivel a sido apropiadamente etiquetado con los valores de los ntmeros
cuanticos n,[. Es suficiente con decir que a cada columna le corresponde un valor
especifico de [, y que los niveles (que difieren sélo en el nimero cudntico n) forman
una secuencia regular conocida como serie de Rydberg; cuando n tiende a oo, cada
serie tiende a un valor limite de la energfa (limite de la serie). Este limite también
es llamado limite de ionizacién, y representa el estado fisico en el cual un electron
ha sido removido a una distancia infinita del ion.

Diagramas de Niveles de Energia

Limite de ionizacién
*777777777?7425
e
s a

-4 %20
- 4
— 3
-3
o 415 E(ev)
10
)
S ) d f g 0

Fig. 5.1: Diagrama de niveles energéticos de algunos niveles conocidos del CI1I. Las etiquetas s, p,
d, f v g, representan los valores del momento angular orbital, [ = 0,1, 2, 3,4 respectivamente, y los
ntmeros a los lados de los niveles denotan al nimero cudntico principal n, [17].

La diferencia de energia entre el estado base de un atomo o i6n y el primer limite
de ionizacién es llamado energia de ionizacién (es decir, entre el estado base de un
i6n y el estado base del préximo i6n).

Si I, es la energia de ionizacion de la m-ésima fase de ionizacién, 1 < m < Z,
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entonces la energia total requerida para remover los Z — m + 1 electrones es

i I (5.6)

Para propédsitos tedricos, el cero de la energia es tomado como el estado en el que
el nicleo y los electrones estan separados por una distancia infinita; con respecto a
este cero, la energia electronica total de un i6n en la m-ésima fase, y en estado base
esta dada por

E=-)"1, (5.7)

Jj=m

Principio de combinacién de Ritz; Diagramas de Grotian

Si un atomo existe en un estado excitado con energia F,, espontaneamente puede
decaer en algin otro estado con energia E;. La diferencia de energia aparece como
un fotén de energia Ey — FE;. Este foton corresponde a la radiacién emitida con
frecuencia v, longitud de onda A\ y numero de onda ¢ dado por

h
By— By =hv = TC = heo. (5.8)
O si los niveles de energia estdn dados en unidades de seudo-energia E/he,
Ey E, 1

De forma contraria, si el dtomo existe en el estado (1) y estd en presencia del
campo de radiacién, que incluye radiacion de nuimero de onda o dado por ,
puede ser excitado al estado (2) por la absorcién de un fotén con energia Fy — Fj.

El principio de combinacion de Ritz afirma que cualesquiera dos niveles energéti-
cos de un atomo pueden combinarse como se indico en el parrafo anterior para dar
paso al surgimiento a una linea espectral. En principio esto es cierto pero en la
practica algunos pares de niveles dan paso a lineas espectrales muy débiles casi
despreciables, como resultado de varias reglas de selecccion.

Frecuentemente, las lineas espectrales mas fuertes e importantes se muestran en
el diagrama de niveles enérgeticos en la forma de lineas verticales u horizontales
que conectan dos pares apropiados de niveles de energia, con la correspondiente
longitud de onda (en A) escrita a un lado de la linea. Este diagrama es conocido
como diagrama de Grotian:

Lineas que involucran el nivel base son llamadas lineas de resonancia. La linea
de resonancia que esta relacionada con el nivel energético mas bajo es llamada linea
de resonancia principal.
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5.2. Hamiltoniano y espectro de energias

Con la herramienta desarrollada a lo largo de los capitulos anteriores se quiere
describir sistemas atomicos.

Lo que hay que tener en cuenta primero es la forma del hamiltoniano del sistema.
Utilizaremos la aproximacién de campo central, donde el hamiltoniano se escribe

H= Z{Qm } Zvlrl_ral (5.10)

1<J

donde el primer término corresponde con el hamiltoniano de un sistema de particulas
independientes al que denotaremos con Hp;, y el segundo término representa la
interaccién coulombiana entre los electrones.

Como se quiere hacer uso de las técnicas de teoria de grupos para la descripcién
del sistema es preciso expresar a este hamiltoniano en el formalismo de segunda
cuantizacion. En esta parte de la discusion se considera que los electrones se en-
cuentran en la misma capa, es decir, que el valor del nimero cuantico principal n
es el mismo para todos. De acuerdo con la ecuacion , el término Hp; puede ser
reescrito

Hpr =YY {nl'm/; gml|hlnlm; dmg) bl 00, (5.11)

lm

donde h es el hamiltoniano de un atomo hidrogenoide, y respecto a esta base E,, =

2 .« .
—QGZ()%, no depende de [, m, mg, por lo que la ecuacién anterior se reduce a
nlmms __ Immes
Hpr = E, g bnlmm b s=F, g Crm.- (5.12)
Imms Immgs

Utilizando las propiedades de simetria de los coeficientes Clebsch-Gordan, y la
métrica que permite subir y bajar indices, se obtiene

(Im; 1 —m|00) = (=) " ——2—

(20+1)’
(3 — mJ00) = (=),
bnlmm5 — (_)m(_)%_msbnl—m—ms~

Entonces podemos escribir la parte de particula independiente del hamiltoniano en
forma acoplada:

Hpr = Z V20Q2I41) b, ® b, = E,.N. (5.13)
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El hecho de que esté acoplado a cero nos dice que esta cantidad es un escalar, tanto
en el grado de libertad espacial como en el de espin.

Introduciendo la expresién que describe a un operador de dos cuerpos
en segunda cuantizacion, es decir que representa la interaccion entre las particulas
V(|r1 — ra), se estd en condicién de escribir el hamiltoniano del sistema:

1
A BN Zl ; =) SV (20 4 1) (21 + 1) F (nlinlgntinls) (10; 10]130)
Zmlzflg
" 0 5,26, 00
. / T T —(_\l2+m 1 ‘2 T
><<120,101120>{[bnl,1®bnh]m0[bnl,2®bnb}imo (=) 52l 5 1) [bnlz®b”l2}oo}’

(5.14)

donde la integral de Slater F'(nlinlynlinly) se defini6 en la ecuacién (2.56)).

Antes de proseguir con la discusion, es importante encontrar una expresién para
el operador de Casimir de segundo orden del grupo U(3) en término del acoplamiento
de tensores esféricos. De acuerdo con [12] este operador puede expresarse usando los
tensores unitarios de Racah como

2l
P2+ 1)=> (22 uU*(nl,nl) - U (nl,nl), (5.15)
k=0

donde UF(nl',nl) = 3, .. (Im; kq|l'm’)C]T, . es la expresién en segunda cuantizacién
del operador de un cuerpo ij:l[U(f(nl’ ,nl)];, donde U} es un operador tensorial

cuyos elementos de matriz reducidos valen (ny 4 ||U*(I',1)||n1ly) = 0y 0y, , por lo que
el operador de Casimir se puede desarrollar de la manera

(20 +1) Z Z Z Z (255) (Ima; b |im’y) (I L — m|lmb)

k= Om—flmlmg mis
mimz M2s

1 ! st ! s
X b, s prmm bnlm2m23 prmazs (5.16)
Repitiendo el mismo procedimiento realizado para el término de particula indepen-
diente, es decir, bajando indices y reescribiendo los coeficientes Clebsch-Gordan para
poder acoplar los operadores de creacién con los de aniquilacion tanto en la parte
angular como de espin, se obtiene

20+ 1)=2 Z Z bl @ bu]E 00! @ by) £ 9. (5.17)

k=0 m=—k
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Los tensores resultantes pueden ser reacoplados siguiendo el mismo método. Final-
mente se tiene que

0
D20 +1) = 22 ok 11 [[bjﬂ @b x b, @bu)?) . (5.18)

Como ejemplo de lo anterior queremos caracterizar atomos con electrones en
las capas de valencia s, p d y f. En principio, y como se verd més adelante para
los tultimos dos casos, serd necesario introducir subgrupos adicionales para que la
descripcion se pueda llevar a cabo.

Antes de ver la forma que tiene el espectro de energias, se dara un bosquejo de las
integrales de Slater que aparecen en los hamiltonianos anteriores. Esto se hara tanto
para potenciales de interaccién coulombiana como para potenciales de contacto; en
ambos casos se realizara un cambio de variable que permitira separar la dependencia
del niimero atémico, hecho que servira para construir tablas que utilizaremos mas
adelante en la discusién de los casos ya mencionados.

La integral de Slater para la interaccién coulombiana tiene la forma

00 1 ’I“l
Fé(n,l’l, l2,l1,l2) = 62/ / Rnl/l(’l“l)Rnl/z(’l“g)rl—f_anll (Tl)RnZQ(Tg)T%ngrldrg
0 0 1

00 oo T’Z
+/ / Rnl/1<T1)Rnl/2(r2)_,r,Hl—l Ry, (71) Rty (ro)rir3dradry.  (5.19)
0 1 2

Utilizando la expresién de las funciones radiales [I3] que estdn dadas en términos
de los polinomios asociados de Laguerre, es decir,

_ | s(h—1—-1) : ~gr 21+1 _ 27
Ru(r) = {a TR e 2"(ar) L2 (ar)  con o= e’ (5.20)

y reemplazando las funciones radiales en la integral de Slater, se obtiene la expresion

Fé’(na lllu ll2a l17l2) -

abe? |(n—=1—Dn—=0UL-1)(n—-0L—-1(n—1I—1)
4n? (n+ ) n+ 1) (n+0)(n+1)!

I nat, (r2)' or4n 2A5+1
{/ / —alri+a) (o A+ 1(047’2)2+2(7¢1)—z+1Lnil’171(O‘T1)Lnil’2 (ars)

2141 20y+1 2.2
Lot (ary) L2 L (arg)rirsdridry

l
/ / QHHQ 047“1)ll+ll(OCT2)Z/2+Z2(T(;;;)HLELZEZI_1( )L 2;711(047‘2)

n—Ii1—1

L2400 n)LEfQ?}Aam)r%r%dndrz}. (521)
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A continuacién se efectiian los cambios de variables 1 = ary y x9 = ary. Entonces
se tiene

2+ L2 1+2 L2
%drldrg =’ %dlﬁldfﬂg, %drldrg —a° %dwldxg, (5.22)
Ty Lg 51 1

que al sustituirlas en la integral de Slater (5.21)) se obtiene

Ze?
Fé@uﬁjé,h,b)::éa—féOMﬂgh&), (5.23)
0

con aqy denotando el radio de Bohr y donde para simplificar la escritura definimos la
funcién adimensional e independiente del niimero atémico

1 {(n=U=Dn=l—=Dn—1—Dn—1—1)|°
l ot _ 1 2
Jendy, b, b ) n3[ (n+ 1) n+ ) (n+ L) n +b)!

0o px1 , /
X { /0 /O e T1—T2 (xl)l/1+l1—l+1(x2)5/2+l2+l+2Lili?;11_1(Il)Lilizl_l(xQ)

L2 () L2200 (20)day s

o0 o
N / / T2 (xl)l'1+ll+z+2(m)l’ﬁlrl“Liijil(ml)Lil/f;;l(%)
0 1

n—Il;1—1 n—Ily—1

L2l1+1 ($1)L2l2_1 (I’Q)dl'ldl'g}. (524)

Un tratamiento similar se hace con la interacciéon de contacto, donde

5 21+1>5(T1—r2)
vi(rire) = as Vg ( )

Eliminando una de las integrales por medio de la delta de Dirac se tiene que

A+1\ [™ . .
@m&gﬁig:@%(®T>/ o ()R (71) Rty (1) Rty (r)r3diy. - (5.25)
0

Sustituyendo las expresiones de las funciones radiales ([5.20]), haciendo el cambio de
variables x1 = arq, y simplificando términos se obtiene

g Vi o
Fg(TL’llle:llal?) = Zgﬁfé(na lla l2a l1712)7 (526)
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donde como en el caso anterior definimos una funciéon adimensional, sin dependencia
del niimero atémico, y que en este caso tiene la forma

At 1) = 2D =l —=Dn=1—=Dn—1 —Dn—1 -1
SVH I T2 T 2T s (n+ ) n+ 1) (n+1)(n+ )]

0o
_ 21" 205+1
« /0 e 2x1 (Jfl)l/1+l/2+ll+l2+2 Lnizl_l(ﬂUl)LnEZ_l(zl)LiliZl,l(%)Lili?;l,l(%)d%

(5.27)

A partir de estas dos funciones, f5(n, 1}, 1, 11,11) y fi(n, i, 15,11, 1) se construyen

las tablas (5.1)), (5.2)y (5.3)). La primera de ellas se usard en la descripcién de un
sistema con electrones en la capa s, la segunda para electrones en la capa p y la

tercera para un sistema de electrones en la capa d.

n 1 2 3 4 D

f2(n0000) 1.25 0.300781  0.132813 0.074543 0.0476599
f9(n0000) 0.25 0.00488281 0.000482253  0.0000927448 0.0000257324

Tabla 5.1: Tabla de las funciones f! con I = 0 correspondientes a las interacciones coulom-
biana y de contacto denotadas por los subindices C'y 4, respectivamente, para electrones
en la capa s, es decir, que I} =1, =1} =12 = 0.

n 2 3 4 >

f2(n1111)  0.363281 0.143736 0.0778694 0.048999
fA(n1111) 0175781 0.0719763 0.0398445 0.0253662
f2(n1111)  0.00488281  0.000442065  0.0000832081 0.0000229297
f2(n1111)  0.0244141 0.00221033  0.00041604  0.000114648

Tabla 5.2: Tabla de las funciones f! con [ = 0,2, correspondientes a las interacciones
coulombiana y de contacto denotadas por los subindices C' y §, respectivamente, para
electrones en la capa p, es decir, que I} =1, =1] =1ls = 1.
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n 3 4 ) 6

f2(n2222)  0.172092 0.0853462 0.0518662 0.0350577
f2(n2222)  0.090842 0.0431465 0.0263818 0.0179887
f9(n2222)  0.000506366 0.0000851154  0.0000226172  0.00000777399
f2(n2222)  0.00253183 0.000425577 0.000113086 0.0003887

Tabla 5.3: Tabla de las funciones f! con | = 0,2, correspondientes a las interacciones
coulombiana y de contacto denotadas por los subindices C' y J, respectivamente, para
electrones en la capa d, es decir, que I} =15 =1} =1y = 2.

5.2.1. Sistema de electrones en la capa s

Supongamos que el sistema que se quiere describir es un conjunto de electrones,
donde se ha considerado un potencial de interaccion de naturaleza coulombiana. Si
estos electrones se encuentran en la capa ns, es decir, que I} =1, =1; =l = 0 esto
implica que [ = 0. Al sustituir estos valores en (5.14)), y con la ayuda de (5.13) y
(5-23)), el hamiltoniano que describe al sistema es

7 Z NN

H = —FN+ Ef (n,0000)N(N — 1),
donde se ha utilizado al Rydberg como unidad de energia (1 Ry = 13.6058 eV/).

Dado que N es un operador diagonal con eigenvalor N que representa el niimero
de electrones en la capa, en este caso los Unicos valores posibles que puede tomar
son N =1, 2.

Como estamos en la capa s, el momento angular orbital total vale cero, por lo
que el sistema se clasifica mediante la cadena de grupos del espin, esto es,

{¥+54-51 NiMms

U2 o U().

En el primer caso, es decir N = 1, el término de interaccion es cero, por lo tanto el
espectro energético coincide con el del hamiltoniano de particula independiente.

La particién correspondiente al grupo U(2) es {1} y tiene asociado el espin total
S = % A continuacién se escribe el espectro energético junto con sus eigenestados:

By =25, 00 {1320y = sLj0), (10100 {1}1 — 3 = st o).

o
n2
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De aqui en adelante se denotaran como |N; [h,|LMp;[h,]SMg) donde N representa
el nimero de electrones en la capa, [h,] es la particién del grupo U(20 + 1), L es el
momento angular orbital total, M} es la proyeccién del momento angular, [/h\u/] es
la particién de U(2), S es el espin total y Mg es la proyeccién del espin, Aqui si
(ST_) representa un operador fermionico de creacién con momento angular 0, espin
% y proyeccién % (—%) En este caso la parte espacial es trivial.

Cuando se tiene dos electrones (N = 2) en la capa ns el término de interaccion

contribuye al espectro energético como

2772
E(N =2n) = —— Z £°(n0000), (5.28)

que ya se mencion6 anteriormente tiene unidades de Rydbergs. Junto con el espectro
tenemos el correspondiente eigenestado

12: [2]00; {11}00) = 5% sT|0).

Como ejemplos de sistemas con electrones en la capa n s tenemos a los siguientes
atomos: oHe, 4Be, 1oMg, 9oCa. Utilizando estos nimeros atémicos se construyen los
siguientes diagramas de niveles energéticos para n = 1,2, 3,4, donde se muestra por
un lado el espectro energético del hamiltoniano de particula independiente y por
otro el espectro del hamitoniano ([5.28]).

ERy) E(Ry) E (Ry)

0 Z=2 0 Z=4 0 Z=12
2'— 1 _57 '

7 —100}

_al -15]

_gl —_— 5l | —200}

-8 EPI E -35 EPI E = 3001 EPI E

Fig. 5.2: En el lado izquierdo de cada uno de estos diagramas se tiene el espectro de energias
del hamiltoniano de particula independiente, mientras que en el derecho se muestra el espectro
energético tomando en cuenta la interaccion coulombiana de dos electrones en la capa s. En la
parte superior esta escrito el nimero atémico correspondiente.
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5.2.2. Sistema de electrones en la capa p

Ahora consideramos dtomos con electrones en la capa p. Esto quiere decir que
I} =1, =1 =1y = 1; de acuerdo con los coeficientes Clebsch-Gordan que aparecen
en ([5.14) se infiere que [ = 0, 2. Teniendo esto en cuenta el hamiltoniano se escribe

1

V6

6
o PRI S ()" Bl @ b2l © i

H = E,N + 3F°(n1111){[b]; @ b ]9 [0h; @ b )00 + —= (bl @ br]5)

25 —
6
+ %]ﬂ(nllll)[biﬂ ® b)Y (5.29)

Haciendo uso de la ecuacién ((5.13)) la expresién anterior se reduce a

S| o 1 .
H = E,N + 5Fo(n1111)N(J\/ -1)— 5F2(n1111)N
2

6 m
+ 5= PRI Y (=) bl @ bualo[bl @ bu ).

m=—2

Sélo falta identificar el dltimo término de la ecuacién anterior con algunos de
los operadores de Casimir de los grupos de la cadena en el esquema de clasificacion
fisico

N _
(22 75125 L L

UB) DSO(3)D Sg(Q). (5.30)

Tomando en cuenta el operador de Casimir de segundo orden de U(3), (5.17)), con
=1,

1
T'(3) =2[bly @ b J0[bly @ but]g +2 > (=)™ [bhy @ b [bhy @ baa] 20

m=—1

2
+2 ) ()" [l @ bulip[bhy @ bl 2. (5.31)
m=—2
Puede verse que el primer término es proporcional al cuadrado del operador de
nimero , mientras que el segundo es proporcional a L?. Esto se puede ver
al comparar la expresion con la ecuacion . Por lo tanto, despejando el tercer
término y rearreglando se obtiene

2
1 1.
D (=) [k @ barl[bhy @ bua] 2y = §F(3) — -N?— 2

m=—2
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Sustituyendo este resultado en el hamiltoniano, y después de reagrupar términos, se
llega a que

« 1 ~ A
H = NE, + 5Fo(n1111)N(N —1)

1 3 1., 3 .
S F2(pllll {—P 3 ——NQ——LQ—N}. 5.32
e Cre) - txe - 2 (5.32)

Este hamiltoniano queda escrito en funcién de los operadores de Casimir de los
grupos U(6), U(3) y SO(3).

En discusiones anteriores hemos hablado de los eigenvalores del operador de
nimero; ahora toca el turno de hablar de los eigenvalores de los operadores L? y
['(20 + 1). En este esquema de clasificacion, el eigenvalor del operador L? est4 dado
por L(L+1) donde L denota el momento angular orbital total del sistema de N elec-
trones. Los posibles valores que toma L deben estar contenidos en la representacion
irreducible de U(3) dada por

255,12, (5.33)

Para ver qué forma tiene el eigenvalor del operador de Casimir de segundo orden
del grupo U(20+ 1), se va a reescribir de tal manera que quede expresado en funcién
de generadores de peso y ascenso, para que cuando actie sobre el estado de maximo
peso sélo tengamos la contribucién de los eigenvalores de los generadores de peso.
Usando la ecuacion tenemos que el operador de Casimir se puede expresar

T2+ 1)= > cucr

M1 T2t
A1, 042
Por medio de las relaciones de conmutacion entre los generadores del grupo dadas
en (3.8), y tomando en cuenta que py, pe = 1,2,---,20 + 1, la ecuacién anterior se
transforma en

20+1
PRIA1) =) (Ch>+ > (Cm—ciz)+2 > chacr.
p=1 p1<p2 p2<p1

Al actuar sobre el estado de maximo peso, que en general puede representarse
por la particion [hy, ha, - -+, hory1], obtenemos el eigenvalor del operador de Casimir
al que denotaremos por (2] + 1):

Y21 =Y )+ Y (B — D)

Desarrollando la segunda suma y reagrupando los términos, ademéas de renombrar
indices, podemos escribir a v de la forma

Y@L 1) = hy(hy, + 20+ 2 = 2p).

I
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Si consideramos la cadena candnica de grupos, el estado de maximo peso tiene
. . N
como representacion irreducible a [22 =%, 129], por lo que v toma el valor

Y2l +1) = N(Ql +3— g) —25(S + 1). (5.34)

En el caso del sistema de electrones p, tenemos [ = 1, y el eigenvalor de I'3 es
¥3)=NGB-L4)—25(S+1). (5.35)

Con la discusion previa, y tomando en cuenta ((5.32)) y (5.35)), a continuacion se
escribe el espectro de energias para electrones en la capa p:

1
E =NE, + 5Fo(n, 1,1,1,1)N(N — 1)

3 5 1
- 1L, 1){6]\7(]\1 —4)+25(5+ 1)+ SLL+ 1)}, (5.36)

donde usamos la clasificacién {1V}, [h.], {vs}, L, My, S, Ms.

Para usar la expresiéon del espectro energético para un sistema de electrones en
la capa p, lo primero que hay que saber es que el niimero de electrones permitidos
en dicha capa es 1 < N < 6. Ahora escribimos los espectros para cada particién de
N, que como se vera mas adelante tiene asociados ciertos valores tanto del espin S
como del momento angular orbital total L. A continuacién se discutirda cada caso
por separado,

N=1

Se tiene la representacién irreducible [100] de ¢(3) y contiene los valores de L = 1
y S = %, de tal manera que la energia toma la forma

E(Z,N=1L=1,8=>n)=-2.

N | —

Como sdlo se tiene un electron, la parte de interaccion entre los electrones no con-
tribuye y el espectro es del atomo hidrogenoide, para la capa p.

N=2

En este caso U(6) estd descrito por la representacion irreducible [1%] y contiene
a las representaciones irreducibles [200] y [110] de U(3).

Utilizando las reglas de ramificacién de U(3) D O(3) (en este caso, son todas las
RI del grupo SO(3) contenidas en la RI [hy3, hos, hss] del grupo U(3)) se obtienen los
posibles momentos angulares. Asi tenemos que [200] contiene L = 0y L = 2 mientras
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que [110] contiene L = 1. Para la parte de espin, se tienen las representaciones
irreducibles {11}, {20}, y entonces es inmediato que S = 0 para {11} y S = 1 para
{20}. Por lo tanto las energias posibles toman la forma

Z? 2
E(Z,N=2,L=0,5=0,n) = —2— + Zf°(n,1111) + 5Zf?(n, 1111),
n

72 1
E(Z,N=2,L=2,5=0,n)=—-2= + Zf°(n,1111) + 2—5Zf2(n, 1111),
n

2
E(ZN=2L=1,S=1,n)= _22—2 + Zf%(n,1111) — éZfQ(n, 1111),
n

que pueden definirse como Fis, F1p v Esp, respectivamente, concluyendo con la
siguiente relacion

Ry= 29— 10 _ 2 (5.37)

para cualquier capa n, el subindice 2 denota el nimero de particulas.

Dividiendo la ecuacion anterior por Z y sumando 2n—Z2 se obtiene unicamente la
contribucion debida a la interaccion de los electrones; de esta manera se quita la
dependencia de Z. En la grafica se muestran los niveles energéticos de la re-
pulsién entre los electrones dada una n. Podemos ver que para L =1y S =1 la
interaccién es la mas pequena, en particular para n = 2, que corresponde al estado
base.

N=3

En este caso U(6) estd descrito por la representacion irreducible [1%] y contiene
las representaciones irreducibles [210] y [111] de U(3).

Utilizando las reglas de ramificacion de U(3) D O(3) se obtienen los posibles
momentos angulares. As{ tenemos que [210] contiene L = 1 y L = 2, mientras que
[111] contiene L = 0. Para la parte de espin se tienen las representaciones irreducibles
{21} y {30}, y entonces es inmediato que S = 1 para {21} y S = 2 para {30}. Por
lo tanto las energias posibles toman la forma

Z2
E(Z,N=3,L=1,5=-n)=-3= +3Zf°(n,1111),
n
2

Z 6
E(Z,N=3,L=25=-n)=-3=5+3Zf°(n,1111) - %Zfz(n, 1111),
n

E(Z,N=3,L=0,8=

DO W N — N+

Z? 3
,n) =—3=5 +3Zf(n,1111) — 5ZfQ(n, 1111),  (5.38)
n
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E(Ry)

0.4

03}

0.2}

01-

0.0}
L L=2,5-0 L=0, S=0 L=1,S=1

Fig. 5.3: En la figura se muestra los diagramas de niveles energéticos debido a la repulsién coulom-
biana para un sistema de dos electrones en la capa p, con n = 2, 3,4, 5. Las dos primeras columnas
estdn relacionadas con la particién [200]; la primera corresponde a los eigenestados con momento
angular orbital total L = 2 y espin total S = 0, la segunda con L = 0 y S = 0; por otra parte la
tercer columna estd relacionada con la particién [110] y los eigenestados tienen momento angular
orbital total L =1y espin § =1

que pueden definirse como Fsp, Fop v FEig, respectivamente, concluyendo con la
siguiente relacién

Esp — Eop 2

R, =222 7P _ 2
T Ewp—Ei5 5

para toda n e integral de Slater.

En forma similar, dividiendo cada una de las ecuaciénes de (5.38)) por Z y su-
mando 3n—Z2 se obtiene inicamente la contribucién proporcional a la interaccion entre
los electrones. En la grafica (5.4)) se muestran los niveles energéticos de la repulsion
entre los electrones.

N=4

Equivalente a dos agujeros, y el contenido de las L’ y S’ es el mismo que N = 2.
En este caso U(6) estd descrito por la representacién irreducible [1?] y contiene las
representaciones irreducibles [220] y [211] de U(3).

Utilizando las reglas de ramificacion de U(3) D O(3) se obtienen los posibles
momentos angulares. As{ tenemos que [220] contiene L = 0 y L = 2, mientras que
[211] contiene L = 1. Para la parte de espin se tienen las representaciones irreducibles
{22} y {31}, y entonces es inmediato que S = 0 para {22} y S = 1 para {31}. Por
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E(Ry)

0.75-

0.25¢

(o]

L=2,S=1/2 L=1, S=1/2 L=0, S=3/2

Fig. 5.4: En la figura se muestra los diagramas de niveles energéticos debido a la repulsién coulom-
biana para un sistema de tres electrones en la capa p, con n = 2,3,4,5. Las dos primeras columnas
estdn relacionadas con la particién [210]; la primera corresponde a los eigenestados con momento
angular orbital total L = 2 y espin total § = %, la segunda con L =1y S = % Por otra parte la
tercer columna estd relacionada con la particién [111] y los eigenestados tienen momento angular
orbital total L =0y espin S = 2.

lo tanto las energias posibles toman la forma

Z2
E(Z,N=4,L=2,5=0,n)=—4— +6Zf°(n,1111),
n

Z? 9
E(Z,N=4,L=0,5=0,n)=—4= +6Zf°(n,1111) — 2—5Zf2(n, 1111),
n

Z? 3
E(Z,N=4L=1,8=1n)=—4=+6Zf(n,1111) — gZf2(n, 1111),
n

que se pueden definir como Fp, E15 y Esp, respectivamente, concluyendo con

BB 3 o
Eip—Esp 5

Dividiendo la ecuacién anterior por Z y sumando 4n—Z2 se obtiene unicamente la
contribucion debido a la interacciéon de los electrones, de esta manera quita la de-
pendencia de Z. En la grafica se muestran los niveles energéticos de la repulsion
entre los electrones para un sistema de 4 electrones.
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E(Ry)

0.5¢

o

L=2,S=0 L=0, S=0 L=1,5=1

Fig. 5.5: En la figura se muestra los diagramas de niveles energéticos debido a la repulsién coulom-
biana para un sistema de cuatro electrones en la capa p, con n = 2,3,4,5. Las dos primeras
columnas estdn relacionadas con la particién [220]; la primera corresponde a los eigenestados con
momento angular orbital total L = 2 y espin total S = 0, la segunda con L =0 y S = 0. Por otra
parte la tercer columna estd relacionada con la particién [211] y los eigenestados tienen momento
angular orbital total L =1 y espin § = 1.

N=5

Equivalente a un agujero, en esta ocasién la representacion irreducible es [221]
en el grupo U(3) y contiene los valores de L =15 = % de tal manera que la energia
toma la forma

1 7? 0 4_ o

E(Z;N=5L=1,8= E,n) =—-5— +10Zf (n,1111) — ng (n,1111).

n
A diferencia del caso N = 1, aqui si hay contribucion por la interaccién repulsiva
entre los electrones.

N=6

Corresponde a la capa cerrada que estd determinada por la representacion irre-
ducible [222] en el grupo U(3) y contiene L = 0. La parte de espin estd descrita por
la representacién {33} que contiene S = 0. De acuerdo con estos valores podemos
decir que tiene sélo un estado con el espectro energético

72 6
E(Z,N=6,L=0,5=0,n) = —6— + 15Zf°(n, 1111) — =
n

Para construir los estados propios correspondientes, primero se obtiene el estado
de maximo peso para cada una de las posibles particiones de IV, después, ya sea me-
diante los generadores u operadores de descenso de los grupos U(3) y U(2) se deriva

Z f*(n,1111).
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la base canonica para cada una de las representaciones irreducibles. En esta base
se diagonaliza el operador L? y se verifica de acuerdo con las reglas de ramificacién

conocidas de U(3) D SO(3).
Bases

Se quieren construir estados que porten la RI de las cadenas de grupos

[h13,h23,h33] L L {5+5,5-5} S S
UB) DS0(3) D SO(2), Ui2) >DSU(2) D S02).

Se tiene que para un sistema de electrones con momento angular [ = 1, esta caracte-
rizado por el grupo U(6) cuya RI se denota [17V], donde N representa el nimero de
electrones. En este caso N =1,2,--- ,6, con N = 1 indicando el estado de particula
independiente y N = 6 el caso de capa cerrada.

Los estados se van ha etiquetar como

)22 51, LM {5 + 5.5 — 53,5 M), (5.39)

donde [22 5 125] indica la RI de ¢(3), {§+5,5§—5}laRIde U(2), L el momen-

to angular orbital contenido en [2%_5 125]. Son estados de proyeccién de momento

angular My y del espin Mg.

1 electron

La RI [1] de U(6) contiene a las representaciones irreducibles [1] de U(3) y {1}
de U(2), y en consecuencia contiene a las RI’s con momento angular L = 1 de SO(3)

y S =1 para SU(2).

Se quiere establecer un procedimiento general para construir la base. Primero se
obtiene el estado de maximo peso

pl,10) = 100,10, 1;10, 1),

donde el lado derecho se identifica con las cadenas canénicas de los grupos U(3) y
U(2). El estado de maximo peso se construye proponiendo P|0) = p! _|0) y pidiendo
que se cumpla

/ _ . / 0'/ _ . /
ChPI0)=0 si u' >y, CZPI0) =0 si o > o,
implicando que m =1y ¢ = +. En este caso es directo probar que

L?100,10, 1) = 2A[100, 10, 1),
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Y Ct Cyt Cr peso  peso

u@) U2

plipl [0) 0 0 0 0 (200) {11}
plpbil0) 0 0 0 0 (110) {20}
plpb [0y piepl [0) 0 0 plyphil0)  (110) {11}
plyp-1410) 0 0 plyphil0) 0 (101) {20}
plpli [0) 0 plipl_10)  plpb |0y plpliljo)  (101) {11}

Tabla 5.4: Accién de los operadores de ascenso de los grupos U(3), U(2), seguido del peso

es diagonal. De aqui en adelante denotaremos los estados de Gelfand-Tsetlin como

his hog hsz , via Vi
hia  hay Vi1 = |hishashss, highaa, hi1; 12, Vo, 111). (5.40)
hi1

2 electrones

Se propone el estado p;fnapl+|0), donde m =1,0,—1, y 0 = 4, —; con excepcion
de (1,+). Al pedir que sea de maximo peso tanto en U (3) como en U(2), se debe
satisfacer

Cr'plphol0) =0, Clpl,ph,l0) =0, Co'plphll0) =0 v Cipliph,) =0.
Utilizando la tabla , obtenemos dos condiciones:
m=1, o=—, y m=0, o=+.
Por lo tanto los estados de maximo peso para dos electrones son

plypl_10) =[200,20,2; 11, 1), (5.41a)
ploph,]0) =[110,11,1;20,2), (5.41b)

donde del lado derecho se identifican con los estados de Gelfand-Tsetlin de maximo
peso del producto directo U(3) x U(2). El primer estado de la ecuacién anterior
tiene como RI a [200] en U(3) y {11} en U(2), mientras que el segundo tiene [110]
en U(3) y {20} en U(2).



108 CAPITULO 5. ESPECTROSCOPIA DE ATOMOS COMPLEJOS

Tomando en cuenta la relacién (4.37)) junto con la particién se llega al conjunto
de condiciones

vie =35 45, v =5 — S, v =5 +m, (5.42)

las cuales determinan automaticamente el espin total del sistema. Por lo tanto el
sistema con particién {11} tiene espin total S = 0, mientras que la particién {20},
S=1

Con los operadores de descenso unitarios de Nagel-Moshinsky que se construye-
ron en el capitulo anterior a nuestra disposicién,
Cs(Ci —C3+1) +C5C) 1 C

c3 1
B B Ll %2
Vhos —hss” ° V(P13 = has + 1)(hiz — hag)(hiz — has + 1)’ 27 Vhiz — ha’

L3 =

para la parte espacial, y
cr
V(s — vag + 1) (11 — va2)’

para la parte de espin, se estd en condiciones de obtener la base completa para cada
una de las particiones.

De puede verse que la accién del operador LF con k < n sobre el estado
de maximo peso, mantiene éste estado en el grupo U(n — 1) pero decrece en una
unidad el k-ésimo elemento de cada uno de los renglones inferiores al n-ésimo. Por
ejemplo consideremos al grupo U(3) con sus operadores L3, L}, actuando sobre un
estado de maximo peso con particién [hys, hos, hg3], esto es,

Lt —

L3|hizhashss, hishag, hig) = k|hizhashas, hizhas — 1, hys),

donde se debe satisfacer hos — 1 > hss. De forma andloga se tiene para el otro
operador

Lé|h13h23h33, h13h237 h13> = k/|h13h23h33a h13 - 1h/237 h13 - 1>7

con hiz — 1 > hos. En el par de ecuaciones anteriores k, k' son constantes de pro-
porcionalidad.

En general si actuamos con potencias de estos dos operadores se obtienen todos
los estados de maximo peso en el grupo U(2):

(Lg)"(L3)™|hshashss, hishas, his) = K" |hishashss, hig — nhas — m, i — n). (5.43)
Las h/, que componen al estado anterior deben satisfacer las desigualdades

hiz > hiz —n > hes, heog > hos —m > hss = hiz —n > hog —m.
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Aunque [Li, L% = 0, la tltima desigualdad sugiere seguir el orden que aparece en
la ecuacién (5.43)). Por otra parte el operador L} sélo actiia sobre el elemento del
primer renglon, por lo que el estado mas general se puede obtener de

(L3)9(IL3)"(IL3) " |hi3hashss, highas, hus) = |hizhashss, his — nhaz — m, hi3 — n — q).

Con estos resultados, podemos obtener las bases para cada una de las particiones
de N = 2.

Haciendo uso de la férmula de Weyl , se calcula la dimension para un
sistema de 2 electrones en la capa p. Esto se hace de la siguiente manera:

[Tij—s(Pis = Pis) _ 161513121
5141312! ~ 251413121

Dim([17]) =

Utilizando los operadores de descenso de U(3) se obtendran primero los estados de
méximo peso en el subgrupo U(2). Después de realizar dicha tarea, se utiliza el ope-
rador de descenso del grupo U(2) para obtener la base.

RI [200] de U(3)

La parte de espin es directa. Usando ([5.42)), el espin total es S = 0 y su proyeccién
Mg = 0. Para la parte espacial mediante la accién de los operadores L} y 1.2 sobre
el estado de peso maximo ([5.41al) tantas veces como sean necesarias hasta que se

anule, se construyen todos los estados de maximo peso de U(2) contenidos en la RI
[200] de U(3), el resultado es

L3200, 20, 2) = |200,10,1),  (IL3)%200, 20, 2) = |200, 00, 0),
(L3)%[200,20,2) = 0, 1L2|200, 20, 2) = 0.

Solamente escribimos la parte espacial de los estados. Tomamos la accion del ope-
rador de descenso de U(2) las veces que sean necesarias, se obtiene la RI de U(1);
esta es

L3l,20,2) = [20,1),  (I3)%[20,2) = [20,0),  (LL})*|20,2) =0,
IL3|10,1) = |10, 0), (L3)?10,1) = 0,
1L3]00,0) = 0.

En las expresiones obtenidas, la representacion de U (3) no es afectada y por lo tanto
fue omitida.

Para establecer la forma explicita de los estados, se escriben los operadores de
Nagel-Moshinsky en funciéon de los generadores de descenso y peso. Renombrando
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los indices 1 — 1, 2 — 0, 3 — —1, y tomando la accién sobre el estado de maximo
peso se tiene, por ejemplo,

(L)%200,20,2;11,1) = [ct (Cf — € + 1) — CoC°)*pl, pl_|0)
1
= 1[611(611 - Cg + 1) - Cécgl] (pT,HpL - pil,ph)|0>
= p]L—1+p]L—1—|O>'

Los demas se obtienen de forma andloga. A continuacién se da una lista explicita
de los estados escritos en forma decreciente en el valor de su peso:

1200, 20,2) =
1200,20,1) = (o}, pl — p}_pl.)I0),
1200,10,1) = (o', pl — 4 p[.)]0).
1200,20,0) = . |0},

1200, 10,0) =

1200, 00, 0) =

\%(pgwrpik - p(T)pr—H)‘O%
plipty_|0). (5.44)

Para tener al momento angular orbital bien definido, se utiliza la base canénica
de Gelfand-Tsetlin ((5.44). Notamos que su proyeccién ya esta bien definida por la
descripcion utilizada para los operadores fermidnicos. El operador L? estd dado por

= (L +1) - 221 (5.45)

Mediante las ecuaciones (2.16]) y (3.9)), escribimos las componentes del momento
angular en términos de los generadores de U(3)

L=—Cyt -2, Zy=0Cl —ci, L =C" +C. (5.46)

Para calcular la accién del operador L? sobre los estados (5.44)), utilizamos las dos
ecuaciones anteriores, obteniendo

L2200, 20, 2) = 6/200, 20, 2),
L2200, 20, 1) = 6/200, 20, 1),
L?]200,10,1) = 2|200, 10, 1) + 21/2|200, 20, 0),
L2]200, 20,0) = 2v/2|200, 10, 1) + 4/200, 20, 0),
L?]200, 10, 0) = 6|200, 10, 0),
L?]200,00,0) = 6/200, 00, 0).

Entonces la representacién matricial del operador L?, toma la forma
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6 0. 0 0 0
06:0 0 00
2|00 2 2\/550 0
0 0i2v/2 4 i0 0
00 0 0 60
00 0 0 6

Observamos que cuatro estados de la base candnica son diagonales, y por lo tanto
tienen momento angular L = 2. Al calcular los eigenvalores de la parte no diagonal
de la matriz, tenemos 2 eigenestados, uno con momento angular L = 2 y otro con
L = 0. De tal manera que los estados de L = 2 se escriben

12;[200]L = 2, My, = 2;{11}; S = 0, Mg = 0) = p}  p|_|0).,
12;[200]L = 2, My = 1;{11}; S = 0, Mg = 0) = 5 (pi.p|_ — p_p}.)|0),
12;[200]L = 2, Ms = 0; {11}; S = 0, Ms = 0) = 2(p'y , p}_ — p'y_pl, +2p{, P} )I0),
12;[200]L = 2, Ms = —1;{11};§ = 0, Ms = 0) = Z=(p},p",_ — p_p'1,)]0),
[200]Z !

12; [200]L = 2, Ms = —2; {11}; S = 0, Ms = 0) = p' ;. p!,_|0).
Mientras que el de momento angular total L = 0,
12;[200]L = 0, My, = 0 {11}; S = 0, Mg = 0) = (p',_pl, —p' ., 0l +pl,pl )]0).

RI [110] de %(3)

De acuerdo con (5.42)), el espin total y su proyeccién son S = 1y Mg = 1.
Ahora, la accién de los operadores de descenso de U(3) sobre el estado de maximo
peso esta dada por

L3110,11,1) =0, L3J110,11,1) = [110,10,1),  (L3)*]110,11,1) = 0.

Finalmente, se usa el operador ILi sobre los dos estados anteriores de méaximo peso
de U(2), esto es,

donde nuevamente hemos omitido la representacién de U(3).
Escribiendo los operadores unitarios de descenso en funciéon de los generadores
del grupo y tomando su accién sobre el estado de maximo peso ((5.41b|), encontramos
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su forma explicita:

110,11, 1) = pi_ pi. |0),
110,10,1) = p}, p',, |0),
110, 10,0) = ph, p ., [0).

Nuevamente queremos determinar los elementos de matriz de L?. Utilizando
(5.45) v (5.46)), y rearreglando términos se obtiene

L?]110;20) = 2|110; 20),
L?]101;20) = 2|101; 20),
L?]011;20) = 2|011; 20).

Entonces la representacién matricial del operador de momento angular al cuadrado
es proporcional a la matriz identidad, es decir,

L —21,

y los eigenestados de Gelfand-Tsetlin para esa representacién tienen momento an-
gular total definido L = 1. Al actuar con el operador de descenso del grupo comple-
mentario L7, se obtiene la base completa de la parte espacial y de espin:

12; [110]11; {20}11) = pi, pf,[0),

12; [110]11; {20}10) = Z5(pl_p; — pi_pl,)[0),

12; [110]11; {20}1 — 1) = p}_pf,_[0),

12; [110]10; {20}11) = p{ . p' |, |0),

12; [110]10; {20}10) = 5 (p_p’ 1. — pL,_p}})]0),

[2; [110]10; {20}1 — 1) = pi p*l 0,

2;[110]1 — 1; {20}11) =Po+p 1+|0>

12; [110]1 — 1;{20}10) = J5(pb_p’ 14 — Py _pd,)I0).

12; [110]1 — 15 {20}1 = 1) = pf_p', _|0).

Los estados estén escritos en la base de momento angular ((5.39)). Se observa de la
expresion para la energia del sistema ((5.36|) que estan degenerados los estados con
diferente proyeccion de momento angular orbital y de espin. Sumando éstos con los

de la particiéon anterior se obtienen los 15 estados del sistema de dos electrones en
la capa p.
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3 electrones

En este caso se proponen los estados

pipl_pl, . 10), PLpbipl,0.10), (5.47)

formados a partir de la aplicacion de un operador fermiénico de creacién a los estados
de méaximo peso del sistema anterior, donde m;,my = 1,0,—1, y 01,00 = +, —,
evitando la repeticion de parejas de subindices.

Para que sean de méaximo peso se les pide, en el grupo U(3), que satisfagan

Cr PPl pho,10) =0, Co'plipl_ph,,10) =0, COplypl_pl,,.,10) =0,
Cl_lp—{+p8+p1n20'2|0> =0, C()_IPLP(T)JrPInQ@m) =0, C?p1+p$+pi,1202|0> =0,
mientras que en el grupo U(2),
CEpLP} Pl 0) =0, CEpLiPhsPhye,|0) = 0.

Utilizando las tablas (5.5 y (5.6)) obtenemos las siguientes restricciones en los
subindices

my :Oa g1 :+7 y m2:_17 o9 = +.
Esto implica que los estados de maximo peso son

plpl_ph,10) = [210,21,2;21,2), (5.482)
pLphypty4]0) = [111,11,1530,3), (5.48h)

donde del lado derecho pueden identificarse con los estados de Gelfand-Tsetlin de
maximo peso del producto directo U(3) x U(2). El primer estado tiene las RI [210]
en el grupo U(3) y {21} en el grupo U(2), mientras que el segundo cuenta con [111]
en U(3) y {30} de U(2).

Antes de comenzar con la obtencién de las bases, calculamos la dimension, usando

(3.101)), esto es,

Dimigeny _ ie=a(Ps = Po) 161514121
im([1]) = 51413121 TR

Utilizando los operadores de descenso de U(3) se obtienen los estados de maximo
peso en el subgrupo U(2) y después se utiliza el operador de descenso del grupo U(2)
para obtener la base para cada una de las RI de U(3).
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Pl pl]0y  plplpijoy  pliplipfiLj0)  pliplopt,_|0)

v 0 0 0 0

Cr! 0 0 0 0

! 0 0 PLpl_pil0)  plphiph_l0)
o 0 plipl piil0) 0 Piepi-pl 1)
(wwow1) (210) (210) (201) (201)
ww) (1) (12) 1) (12)

Tabla 5.5: Accién de los operadores de ascenso de los grupos U(3), U(2), seguido del peso.
Aqui w; denota el eigenvalor del operador de peso

RI [210] de U(3)

En esta ocasién la RI del grupo complementario es {21}, y el espin total y su
proyecciéon son S = % y Mg = %, respectivamente. Actuando con los operadores L}
y L2 sobre el estado de peso méximo ((5.48al), se obtiene

LL3]210,21,2) = |210, 11, 1), (L3)?210,21,2) = 0,
1L3]210, 21, 2) = |210, 20, 2), (L3)?21021,2) = 0,
312|210, 21, 2) = |210, 10, 1). (5.49)

La accién del operador LLi sobre los estados de méximo peso en el grupo U(2) da

IL5]20,2) = |20,1), (L3)?|20,2) = |20,0), (L3)%)20,2) = 0,

L321,2) = |21,1), (L3)?)21,2) = 0,

5|10, 1) = [10,0), (L3)?10,1) = 0,

L;|11,1) =0, (5.50)

donde fue omitida la representacién de U(3). Utilizando ((5.48al) junto con la forma
explicita de los operadores de descenso (5.49)) y (5.50)), se tiene en forma decreciente
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phngrp;_ 0) pLP(THP(T)— |0> phngrpT_H 0)

prSerT_l_ 0)

C? 0 phpgprpi_ 0) 0
Cr! 0 0 0
Cy! 0 0 0

_ Pt
L 0 P1+P1-Po+|0) 0
(wywow_1) (210) (120) (111)
(wrw)  (21) (12) (30)

0

pr(T)erJ{— 0)
pipbypb-0)
prg)erTfH |0>
(111)

(21)

Tabla 5.6: Accién de los operadores de ascenso de los grupos U(3), U(2), seguido del peso.

Aqui w; denota el eigenvalor del operador de peso

en el valor del peso del estado:

1210,21,2;21,2) = pl.p}_pi.,|0),

1210,20,2;21,2) = pl_ pi_p',,|0),

210,21, 1;21,2) = pl_p_ph, |0)

210,11, 1521,2) = S (2p},p" 1 _phy +pLapl_poy + plph-p'11)[0),
210,20, 1;21,2) = Z(phpl-pl1y + pLiph_pli)10),
1210,10,1;21,2) = pl . p", pt . |0),

210,20,0;21,2) = p{, p}_p',.10),

1210,10,0;21,2) = p p" _p' . |0).

Calculando la accién de L? sobre los estados anteriores obtenemos

L?]210,21,2) = 6210, 21, 2),

L?]210,20,2) = 4210, 20, 2) + 2|210, 21, 1),
L?210,21,1) = 2|210, 20, 2) + 4/210, 21, 1),
L2)210,11,1) = 3|210,11, 1) + v/3]210, 20, 1),
L2]210,20,1) = v/3]210,11,1) + 5/210, 20, 1),
L?]210,10,1) = 4[210, 10, 1) + 2|210, 20, 0),
L?]210,20,0) = 2|210, 10, 1) + 4]210, 20, 0),
L?]210,10,0) = 6210, 10, 0).
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Por lo tanto su representacion matricial esta dada por

600 0 0 000
042:0 0 000
0240 0 000
000 3 V3000
L* — : : (5.51)
000:vV3 5:000
000 0 0:i42:0
000 0 0:24:0
000 0 0 00:6
Hay dos eigenestados con momento angular total L = 2; la proyeccion del momento
angular del primero es My = 2, mientras que la del segundo es My = —2. Estan
dados por

3:21012,2; {21} 5, 5) = [210,21,2),  [3:[210]2, -2 {21} 5, 5) = [210,10,0).

El resto de la matriz se parte en tres bloques de dimension 2 x 2. Al diagonalizar
el primer bloque se obtiene un eigenestado con momento angular L = 2 y otro con
momento angular total L = 1, con proyeccion My = 1. Estan dados por

1
V2

11 1
3: 21001, i {21}5,5) = —=

Diagonalizando el segundo bloque se obtienen dos eigenestados, uno con momento
angular total L = 2 y el otro con L = 1; su proyeccion es My = 0. Estan descritos
por

3:[210]2, 1; {21} 5, 3) = —=(1210,20,2) + [210,21, 1)),

(1210,21,1) — [210, 20, 2)).

|

3 [210]2,0; {21} 5., 5) = 5(1210,11,1) + V/3]210,20,1)),
1

32101, 1; {21} 5., 5) = 5(1210,20,1) — v/3]210,11,1)).

En el tercer bloque hay dos eigenestados, uno con momento angular total L = 2 y
el otro con L = 1, su proyeccion es M, = —1 y estan dados por
1
V2
1

V2

321012, ~1; {21} 5, 5) = —=(1210,10, 1) +[210,20,0)),

3:[210]1, ~1: {21} 5, 5) = —=(1210,20,0) — [210,10,1)).
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En resumen, la forma explicita de los eigenestados con momento angular orbital
total L = 2 es

13; [210]22; {21} 31y = pl,

3; [210]21; {21} %(PHZH P 1+ +p1+p0 po+>|0>

3:[210]20; {21}34) = L (2p], p] p" 1++p1+p L Py bl Py )[0),
3; [210]2 — 15 {21}33) = f(pHp 1Pl + phpb Pl )0),

3; 21012 — 2; {21}33) = Py pb_PL1410),

mientras que los estados que tienen momento angular orbital total L = 1 toman la
forma

p1 p0+ |0>

NI N
N N
R

s

13; [210]11; {21}33) = &5 (], p$+p$_ —plpl_pli1)[0),
|3; [210]10; {21}l%> L(pl p 1+p0+ p{+pi1,pg+)|0>,
|3; [210]1 — 1; {21}%%> = \/§(p0+290—p—1+ - prt—l—pT—H)m)'

g

En ambos casos, los estados se expresan en la base de momento angular ((5.39)).
Actuando con LT sobre los estados de las dos ecuaciones anteriores, obtenemos la
base completa. Para L = 2 se tiene

13; [210]22; {21}5 — §) = pl,pl_pi_ |0>
13; [210)21;{21}5 — §) = J5 (plopl_p’ - +pl_pl_ po+)|0>
3; [210)20; {2134 — L) = L (2] p',_ p0++p1 ph-plis +plpi-pt)0),
13;[210]2 — 1; {21} — 1) = f(p le pli 4ol phiplo)0),
13;[210]2 — 2;{21}5 — ) = pl,pl_p"1_|0),
mientras que para L = 1,

3: [210]11; {21}] — 1) = L (] p&p& —pliplpli)00),

13; [210]10; {2135 — 3) = J5(p}_pL 1 pb- — plipt _pd)(0),

13;[210]1 — 1;{21}5 — ) = J5(pbpbpl i —plpl _p14)00),

g

de tal manera que la dimension de la base correspondiente a las RI [210] de U(3) y
{21} de U(2) es 16.
RI [111] de U(3)

La RI del grupo complementario es {30}, y el espin y su proyeccién son S =
y Mg = respectlvamente La accién de los operadores de descenso de los grupos

N
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U (3) sobre ([5.48b)) es cero, implicando que en la base canénica de U(3) el estado es
unico. De tal manera que debe tener momento angular L = 0. Al tomar la accién
del operador L sobre el estado ([5.48bf), se obtienen los estados con proyeccién

Mg = —% y Mg = —% en la parte de espin, esto es,

%> = p1+pg+pil+|0>,
1
2

13; [111 ) = J5(pl_phptay + plpbopl oy +plipbpt)10),
13; [111J00, {30}2 — &) = L (ol _pb_p'1, +pl ) p'1y +pli0h 01 )10),

3)

2

13; [111]00, {30}5 — ) = p}_pf_p",_[0).

Finalmente si se consideran los estados de las dos RI de U(3) contenidas en U(6) se
observa que hay 20 estados.

4 electrones

Proponemos los estados siguientes

pLpl_phph 0, ]0) y ISR N (1))

que se forman aplicando un operador fermionico de creacién a los estados de maxi-
mo peso del sistema de tres electrones, donde my, ms = 1,0, —1, y 01,09 = +, —,
evitando la repeticion de subindices. Para que sean de maximo peso en el grupo
U(3) deben cumplir

Crlplpl_pliph, ., 10) =0, Criplopbptiipt,,,, 100 =0,
Co oLl phiph, ., 10) =0, Co ol pbiptipl,, 0,100 = 0,
COp},p}_ph.ph, 0 10) =0, Coplphp’ 1 ph0s0) =0,

mientras que para el grupo U(2), se debe satisfacer que
C’;prJ{_pgijimgl 0) =0, O;prngpT—HpInQaz’m =0.
Utilizando las tablas y obtenemos las condiciones sobre los subindices:
my =0, o3 =—, y mo =1, 09=—,
implicando que los estados de méaximo peso estan dados por

plpl_ph_ph_|0) = [220,22,2;22,2), (5.52a)
pleplphpl1L]0) = [211,21,2;31,3). (5.52b)
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ploplphpb 10y plplopbptai 00 pliploplpt 10)
co 0 0 0
Cr! 0 0 0
;! 0 0 pl ol phyph_10)
cr 0 0 pLeplphpli10)
(wrwow 1)  (220) (211) (211)
wrw) (@) (31) (22)

Tabla 5.7: Accién de los operadores de ascenso de los grupos U(3), U(2), seguido del peso.
Aqui w; denota el eigenvalor del operador de peso.

RI [220] de 4(3)

El espin total es S = 0 y su proyeccion Mg = 0. Actuando con los operadores
L} y 12 sobre el estado de peso maximo ([5.52al), se obtiene

1L3]220, 22, 2) = |220,21,2), (L3)*220,22,2) = |220,20,2), (L3)*|220,22,2) =0,
1L3]220, 22, 2) = 0.

Tomamos la accién del operador de descenso de U(2), encontrando

15|20, 2) = |20, 1), (IL3)?]20, 2) = |20,0), (L3)?]20,2) = 0,
L5[21,2) = [21,1),  (L3)*21,1) =0,
L3]22,2) =0,

donde omitimos la representacién de U(3). La forma explicita de los estados de
Gelfand-Tsetlin es

1220,22,2;22,2) = pl.pl_pl,pi_|0),
1220, 21,2; 22,2

> —

) = JPLpipli pi- +plpi_phpl0)l0),
1220,20,2;22,2) = p{,p} p'y,p", |0),

)

)

)

T
1

[\

1220,21,1;22,2) = J5(pj pl_pL 1w + plipd_plipl,0)10),
1220,20,1;22,2) = Z5(ph,pl_plopt -+ pliplplpt)(0),

220,20, 0;22,2) = p).p_p' 1 p",_|0).
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PLP&PT—HPL 0) p];+p(T)+pT—1+p$— |0> pr(T)erT—HPL— 0)

CY 0 php(T)erT_le;_ 0) 0

; P14P04+P114P1-10)
;! 0 0 A ()
Cr 0 0 0
(wiwow_1) (211 (121) (112)
(W w-) (31) (31) (31)

Tabla 5.8: Accién de los operadores de ascenso de los grupos U(3), U(2), seguido del peso.
Aqui w; denota el eigenvalor del operador de peso.

La accién de L2 sobre los estados anteriores da

L2]220,22,2) = 6220, 22, 2),

L?]220,21,2) = 6|22220, 21, 2),

L2]220, 20, 2) = 4]220, 20, 2) + 2v/2|220, 21, 1),
L2|220,21,1) = 2v/2|220, 20, 2) + 2|220, 21, 1),
L2]220,20, 1) = 6/220, 20, 1),

L?]220,20,0) = 6[220, 20, 0),

que dan paso a la representacion matricial del operador L2

60 0 0 00
06:0 0 00
2|00 2 2\/550 0
0 0i2v/2 4 i0 0
00 0 0 60
00 0O 0 :0 6

Se observa que cuatro estados de la base candnica son diagonales con momento
angular L = 2, y al calcular los eigenvalores de la parte no diagonal de la matriz
encontramos dos eigenestados: uno con L = 2 y otro con L = 0. De tal manera que
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los estados con L = 2 se escriben como

|4; [220]22; {22}00) = pl, p}_p, pb_|0),
14; [220121; {22}00) = %= (p},p}_p'1,0h + ol 0l plp'y )[0).

[220]
[220]
[4; [220]20; {22}00) = L= (b, p}_p"y "y +pl ol pTyph +plph piip’)0),
[220]
[220]

[4; [220]2 — 15 {22300) = 5 (ph.pl_p"_p" i+ plpb_pl 0t )(0),
[4; [220]2 — 2; {22}00) = p{. p_p" 10", _0),

mientras que el de momento angular total L = 0,
[4; [220]00; {22}00) = L= (p,p}_p" 1. pb + Pl pb phypo1 — plipl pty 0T )[0).
La dimension de esta base es 6.

RI [211] de U(3)

El espin total y la proyeccién de éste son S =1y Mg = 1, respectivamente. La
accién de los operadores de descenso del grupo U(3) sobre (5.52bf) da

L3|211,21,2) = |211,11,1), (L3)?|211,21,2) = 0,
L3]211,211,2) = 0.

Al tomar la accién de L3 sobre los estados de maximo peso del grupo U(2) se obtiene

Ly[21,2) = [21,1), (L3)*[21,2) = 0,
Ly|11,1) = 0.

A continuacién se da la forma explicita de los estados obtenidos

1211, 21,2;31,3) = pl_pb p" 1 p}_|0),
1211,21,1;31,3) = pl pb p" 1. p)_|0),
211,11, 1;31,3) = pi, pl, p' 4, 0", _[0).

La accién de L2 sobre los estados anteriores es

[2211,21,2) = 2|211, 21, 2),
L?211,21,1) = 2|211,21, 1),
L2211,11,1) = 2|211, 11, 1).
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En la base canénica de U(3), la representacién matricial de L? es diagonal con
momento angular total L = 1 y sus eigenestados los denotamos como

|4; [211]11; {31}11) = pI+pg+pi1+pL|0>,
|4; [211]1()? {31}11> = pJ{+p(T)+pT—1+p(T)—|0>a
[4; [211]1 — 15 {31}11) = pl . p' 1,07, _10).

La base completa se obtiene al actuar con LT sobre estos estados.

Comparando con el sistema de dos electrones, se observa que tienen estructu-
ra similar, es decir, que tienen el mismo ntimero de estados y que las particiones
[200] y [220] tienen los mismos valores para el momento angular orbital total y espin
total. Lo mismo sucede con [110] y [211], es decir, es equivalente a tener dos agujeros.

5 electrones

Para encontrar los estados que portan la RI tanto en el grupo U(3) como en
U(2), se proponen los estados

pipl_pb i ph. .. 10), pLpl_ph ool 10),

que se forman por la aplicacion de un operador fermiénico de creacion a cada uno de
los estados de maximo peso del sistema de 4 electrones en la capa p, donde m; = —1,
o1 =+4,—,y my=0,—1, 09 =+, —, con excepciéon de (0,+).

Para que sean de maximo peso se les pide en el grupo U(3) que satisfagan

Crpt ol phopboph o 10y =0,  Crtplipl phpl o100 =0,
Co 'plpl_pbpb_pl, .10y =0, Criplpl_plpliipl,,,, 100 =0,
Y plpl_ph pl bl 10) =0, Criplopl_pbpliiph,,,, 100 =0,

mientras que para el grupo U(2), se debe satisfacer que
CLpLpl Py Db Pl 10) =0, Coplpl_plipl i ph,,,10) = 0.
Utilizando la tabla , podemos ver que el estado de méaximo peso es
pleplophophopl 1, 10) = [221,22,2;32,3), (5.53)

que porta la RI [221] de U(3) y {32} de U(2).
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pypl P b pl i 10)  plplplphopti_10)  pliphpliplopl,_|0)

v 0 0 0

Crt 0 0 0

il 0 0 plapbepl 1 p_p)_0)
o 0 pLapl_phipy-pli,10) O

(wrwow_1) (221) (221) (212)

(wrw-)  (32) (23) (32)

Tabla 5.9: Accién de los operadores de ascenso de los grupos U(3), U(2), seguido del peso.
Aqui w; denota el eigenvalor del operador de peso.

RI [221] de U(3)

El espin total y su proyeccion son S = % y Mg = %, respectivamente. Con la
acciéon de L} y 1.3 sobre (5.53)) se tiene

L2]221,22,2) = |221,21,2), (L3)?|221,22,2) = 0,
L3]221,22,2) = 0.

Actuando con L} sobre los estados de maximo peso en el grupo U(2) obtenemos

L3]21,2) = |21,1), (L3)%21,2) = 0,
L3]22,2) = 0.

Enseguida se da la forma explicita de los estados correspondientes con la RI de U(3):

221,22, 2;32,3) = pl.p}_pl, p p'1,10)
[221,21,2;32,3) = pl.p}_pj, o', p 1,10,
221,21, 1;32,3) = pl, pl_pi.p' 1Pl 14 10). (5.54)

La accion de L? sobre los estados anteriores da

[2]221,22,2) = 2|221, 22, 2),
L2[221,21,2) = 2|221, 21, 2),
L2[221,21,1) = 2|221,21, 1),
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donde se infiere que la representacién matricial de L2 es proporcional a la identidad,
con momento angular orbital total L = 1.

Actuando con L7 sobre ([5.54)) obtenemos la base completa de momento angular

(5.39), que escribimos como

15; [221]11, {32}32) = pl pl_pl.p)_p'4,10),

15; [221]11, {32}5 — 4) = pl,pl_pl b _p',_10),

15; [221]10, {32}32) = pl, pl_ph.p" 1 p"1110),

15; [221]10, {32}5 — 3) = pl, 0} _pi_p'1_pl140),
5 [221]1 — 1,{32}42) = pl, p plp"y P, ,10),
15; [221]1 — 1, {32} — 1) = pl_p{_pl.p",_pl1,10).

1
2
1
2

Es de notar que tanto el nimero de estados como el valor del momento angular total
de todo el sistema coincide con los que se tiene para un sistema de un electrén.

6 electrones

Finalmente consideramos el sistema de 6 electrones en la capa p, que se corres-
ponde con la capa cerrada. Como no se deben repetir operadores fermiénicos de
creacién en la descripcién del estado de maximo, la tinica posibilidad que se tiene es

222,22, 2;33,3) = pl pl_p{,pl_pl, pl,_|0).

Usando las reglas de ramificacion para ambos grupos, o actuando directamente con
los generadores de peso y ascenso, se puede mostrar que este estado es un escalar.
El espin total del sistema es S = 0, y al tomar la acciéon de L? sobre este estado es
cero, es decir, que el momento angular total es L = 0 y su eigenestado es

16; [222]00; {33}00) = pl_ p}_pb,pi_p 1 p"1_|0).

expresado en la base de momento angular ((5.39). Es importante mencionar que los
estados de maximo peso obtenidos también se pueden obtener usando la ecuaciéon
(13.58)).

5.2.3. Sistema de electrones en la capa d

Ahora consideremos un sistema de electrones en la capa d. Cada electréon tiene
momento angular [; = 2. Al sustituir este valor en el término de interaccién del
hamiltoniano ([5.14]), puede verse que sélo los términos correspondientes con | =
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0,2, 4, contribuyen, esto es,

S a 1 -1 .
H =E,yN + §F0(n2222)N(N -1) - ?FQ(n2222)N — §F4(n2222)N
2
+ 2F?(n2222) > (=)™ (b, ® bualp[bhs ® baz] g
m=—2
4

+ 8 F4(n2222) Y (=)™ [bha @ bual i b © ba] ‘N (5.55)
m=—4
Procediendo de la misma manera que en la capa p, se quiere clasificar los estados
de la base mediante la cadena de grupos

U(5) 5 SO(3) S SO(2),

esto es, se quiere tener bien definido el momento angular y su proyeccién. Sin em-
bargo, encontramos que son necesarios mas numeros cuanticos para tener una base
completa. La manera de resolver el problema consiste en utilizar un resultado general
sobre la inclusiéon de los grupos ortogonales con determinante unidad de 2/+1 dimen-
siones SO(2] + 1) en grupos unitarios U (2] + 1) [14]. Este grupo especial ortogonal
tiene (2] + 1) generadores y contiene como subgrupo a SO(3) con sus generadores
A, L1y £y, componentes del momento angular orbital total. Tomando esto en
cuenta se puede establecer el esquema de clasificacién dado por la cadena de grupos

UB) D SO(5) D SO(3) D SO(2). (5.56)
El operador de Casimir de segundo orden del grupo SO(2[+1) se define de forma

analoga a la de los grupo unitarios:

/ /

1 ,
(5) = 5 > ApeAp donde AR =Cp - (<)t (5.57)

m
mi,m2

Aquf las A con m,m’ = 2,1,0, —1, —2 son los generadores del grupo SO(2I + 1).
Estos generadores son antisimétricos, es decir, cumplen que A ™ = 0.

Es directo encontrar las relaciones de conmutacion de los generadores del grupo
SO(2] 4 1); éstas son

/ 4 1
[Am ,Az,,] — E{Amm’”gm”m’ + Am/m//gm///m —|— Am///mgmm// —|— Am//mgm/m///}7 (558)

donde g = (=)™ 0m,—m €s la métrica. Estos generadores se pueden también cla-
sificar de la forma siguiente

A my > |mal, generadores de ascenso,

A my=1,2,--- 1, generadores de peso,

A2 — My < My < Mo, generadores de descenso. (5.59)
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También se puede mostrar que existe un estado de méaximo peso que porta la repre-
sentaciéon de los grupos y que satisface

A2 P|0) = 0, my > |mal,
A P|0) = wi—m+1P)0), m=1,2,---,1. (5.60)
A continuacion se escriben los operadores de Casimir de ambos grupos en térmi-
nos de operadores conocidos. Comencemos con el operador de Casimir del grupo

U(5). Sustituyendo | = 2 en (H.8) y desarrollando el operador de Casimir toma la
forma

I(5) _-N2+2Z )9 [by ® bua] B[65 ® bao] 0

q=—1

2
+2) (=) bl @ bualg[bl; @ bna]”, +2Z )7 by @ bal 3Bl © bua]®

q_72 q=-3
+2 Z )2 [b 5 ® Dol i [bhy @ b2l ™. (5.61)
q=—4

Haciendo lo mismo con el operador de Casimir del grupo SO(5) se tiene

=4 Z ) [bly @ bpa) (bl @ baa]' g + 4 Z ) [bly @ bua]25 (bl @ baa]®

qg=—1 q=-3

Juntando las dos expresiones anteriores y despejando el dltimo término de ([5.61)) se
llega a que

2 Z )2 [bly @ bro] 0 [by ® Dol = —2 Z ) [bly @ bua]20 bl ® o)
q=-4 q=—2
]. A2 ].
+T(5) = 582 = S0(5). (5.62)

Reemplazando el resultado anterior en (5.55)) y agrupando términos, el hamiltoniano
se puede escribir en la forma

A = BN + FO(n2222) ) N(N — 1) — 2 F2(n2222) N

1
2
+ 2P (n2022){31(5) — Z8(5) — g N* — N}

+ %{FQ(nZQQQ) - 3F4(n2222)} ZQ:( )9 By @ buaSlbls ® bual2p.  (5.63)

q=—2
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Observamos que N, ['(5) y ®(5) son operadores diagonales en la cadena (|5.56]),
cuyos eigenvalores son N, v(5) dada en ((5.34)) y ¢(5) que encontramos a continuacién.

Se desarrolla la expresion (5.57)), v se usa la antisimétria de los generadores del
grupo, para encontrar

B(5) =(A2)2 + (A2 + AJAZ + A2AL + AIA2 + A2AG 4+ AIAL + AJAY + ASTA%,
+ A% AT

Utilizando las relaciones de conmutacién ((5.58)), la ecuacién anterior se escribe
B(5) = AJ(A3 +3) + AT (A} + 1) 4+ 2(ATAS + AFAS + AGAY + A2 A,

En el tercer término aparecen del lado derecho generadores de ascenso, que al actuar
sobre una base de maximo peso para el grupo SO(5), se cancela. Por lo tanto en la
base SO(5) D SO(4) D SO(3) se tiene que el eigenvalor estda dado por

¢(5) = wa(wz + 3) + wi(wr + 1),

donde ws, w; son los eigenvalores de los generadores de peso A2 y Al actuando sobre
el estado de maximo peso. Ademads las etiquetas satisfacen que wy > w; > 0y
wy < his < 2, expresiones que constituyen las reglas de ramificaciéon de la cadena
U(5) D SO(5). Con este par de condiciones y la expresién anterior se construye la
tabla . Por otra parte, el operador ®(5) no es diagonal en la base candnica del

W2 w1 ¢(5>
0 0 0
1 0 4
1 6
2 0 10
1 12
2 16

Tabla 5.10: Eigenvalor del operador de Casimir de segundo orden ¢(5) en funcién de wy,
w2

grupo U(5); entonces es necesario tener su representaciéon matricial para obtener los
eigenvalores.
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El nimero de electrones que se pueden tener en esta capa van desde 1 hasta
10. A continuacién construimos los estados de maximo peso para cada uno de estos
sistemas. Solo se hara énfasis en el de dos electrones representado por la particion
2], mostrando cédmo a partir del estado de maximo se obtiene la base utilizando los
operadores de descenso de Nagel-Moshinsky [9].

1 electron

Un estado arbitrario para un sistema de un electréon en la capa d, lo podemos
expresar como

d},0). (5.64)

Aqui el operador fermiénico de creacién df = denota a un electrén en la capa d
con proyeccién del momento angular m y de espin o, donde m = 2,1,0,—1, -2, y
o=++,—.

La accién de un generador arbitrario C{j/ de U(5) y O de U(2) sobre el estado
(5.64) estan dados por

Cll d},,10) = 0%,d},,|0), C2 ) 0) = 07 d},.|0). (5.65)

g “ms

Con este par de ecuaciones, se muestra que dg .|0) es el estado de maximo peso al
que le hemos asociado el estado de Gelfand-Tsetlin

db, |0) = [10000, 1000, 100, 10, 1: 10, 1). (5.66)

Este estado porta la RI de las particiones [10] en el grupo U(5) y {10} en U(2), y
por supuesto que el espin total es S = %

De acuerdo con (3.102)) y las reglas de ramificacion, los tnicos estados que se
pueden construir son

L3]10000, 1000, 100, 10, 1) = |10000, 0000, 000, 00, 0),
L;]10000, 1000, 100, 10, 1 |10000, 1000, 000, 00, 0
|
|

L1]10000, 1000, 100, 10, 1) = |10000, 1000, 100, 00, 0
L1[10000, 1000, 100, 10, 1) = [10000, 1000, 100, 10, 0),

Y

)
)
)
)
donde sélo escribimos la parte de U(5). Para obtener la base completa se toma la

accion del operador L sobre los estados anteriores, por lo que la dimension es 10 .

En esta parte, se utiliza un programa en Mathematica para encontrar las repre-
sentaciones matriciales de los operadores que conforman al hamiltoniano. Para un
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electron los operadores son diagonales y a continuacién se escriben los eigenvalores
de cada uno de ellos:

¢(5) = 4, L=2.

Tomando en cuenta la tabla , se observa que la RI del grupo SO(5) asociada
con este eigenvalor es (1,0) la cual contiene a su vez al momento angular L = 2.
Por otro lado se encuentra que la representacion matricial del dltimo término del
hamiltoniano es diagonal, es decir,

2
1
D (2Bl @ bualio bl @ ba)X = 51 (5.67)

q=—2

Reemplazando este resultado en (5.63) e introduciendo los eigenvalores de los opera-
dores del hamiltoniano, podemos ver como la energia se reduce al valor de particula
independiente, es decir, el espectro energia toma la forma

Z2
E(Z, n) = _ﬁ7
en donde se ha utilizado al Rydberg como unidad.

2 electrones

Siguiendo el método empleado en la capa p, primero se construyen los estados
de maximo peso para el sistema de dos electrones en la capa d.

Consideremos el par de operadores fermiénicos de creacion dg ., df . El primero
representa el estado de maximo peso del sistema anterior, mientras que el segundo
denota a un electron con proyecciéon del momento angular m y de espin 0. Tomando
el producto y actuando sobre el vacio se forma el estado

djd},,10), (5.68)

donde m =2,1,0,—1, -2,y 0 = +, —, con excepcion de m = 2 y ¢ = +; en tal caso
se repetiria el operador fermidnico de creacion y dada la naturaleza de las particulas
se tendria un estado nulo, hecho que concuerda con el principio de exclusién de
Pauli.

Como queremos que sea de maximo peso y por ende porte la RI de los grupos,
se le pide al estado construido (5.68]), que satisfaga las ecuaciones (3.37a)) y (3.37bj),
es decir, que la accion de los generadores de ascenso de ambos grupos sobre este
estado sea cero y asi ser de peso méximo.
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Aprovechando que el grupo U(2) tiene un solo generador de ascenso, tomamos
la accién de este sobre el estado ((5.68)), es decir,

Crdb,d,,|0) = 6, db, df,,|0).

Para que la ecuacion anterior se haga cero y satisfaga una de las condiciones antes
mencionadas, debe suceder que ¢ = — o que 0 = +. El primer caso implica que
m = 2; con esto se tiene un estado de maximo peso en U(2) con particion {11};
es facil mostrar que también lo es en el grupo U(5) con la particién [20], y que
denotamos como

dy, db_|0) = [20000,2000, 200, 20,2; 11, 1). (5.69)

De acuerdo con ([5.42)), el espin total del sistema es S = 0. En el segundo caso, se
construye la tabla (5.11)), donde se muestra la acciéon de los generadores de ascenso
del grupo U(5) sobre los estados d£+dfn+|0) con m = 1,0,—1, —2. Al observar dicha

dyydi |0y dbdh oy didli,]0)  db.dy, o)

co 0 db, di ,|0) 0 0

crt 0 0 d}, d}.|0) 0

C’ 0 0 0 dy,dl . |0)
C' 0 0 b dj..|0) 0

Co_2 0 0 0 d§+dg+‘0>
C? 0 0 0 0 dy,d" ., |0)

Tabla 5.11: Accién de los operadores de ascenso del grupo U(5) sobre los estados d; +d1n +10)
con m = 1,0,—1,—2. Como la accién de los generadores C4 con —2 < p < 1 sobre estos
estados es cero, se han omitido en la tabla.

tabla se puede decir que el estado que satisface las condiciones para ser de peso
méximo en ambos grupos, es el que tiene las particiones [11], {20} en los grupos
U(5) y U(2) respectivamente, y lo expresamos como

dj, di,|0) = 11000, 1100, 110,11, 1; 20, 2). (5.70)

En este caso, nuevamente de (5.42) el espin total es S = 1. En la obtencién de
la base se utilizaran los operadores de descenso de Nagel-Moshinsky, considerando
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cada particion por separado.

RI [2] de U(5)

Primero actuamos con los operadores de descenso del grupo U(5) sobre el estado
representado por la particién en cuestiéon, obteniendo

LL[20000, 2000, 200, 20, 2) = |20000, 1000, 100, 10, 1),
(L$)?|20000, 2000, 200, 20, 2) = 20000, 0000, 000, 00, 0). (5.71)
La accién de los operadores L%, L2, L2, sobre el estado de maximo peso es cero, por

lo que el conjunto de estados de maximo peso del subgrupo estd formado por los
estados obtenidos en la ecuacién anterior, junto con el de maximo peso del grupo
U).

Ahora consideremos la accién de los operadores L}, L2 y L3, sobre los estados
de maximo peso del grupo U(4). Procediendo de esta forma encontramos

L1|20000, 2000, 200, 20, 2) = |20000, 2000, 100, 10, 1),
(L1)2]20000, 2000, 200, 20, 2) = 20000, 2000, 000, 00, 0),
L1L1|20000, 2000, 200, 20, 2) = |20000, 1000, 000, 00, 0). (5.72)

Las dema&s combinaciones de acciones de operadores sobre los estados son cero, por
lo que el conjunto de estados de maximo peso del grupo U(3) viene dado por los

estados que aparecen en las ecuaciones (5.71)) y (5.72)).

En el siguiente paso, se toma la accién de los operadores L} y L2 sobre los estados

de maximo peso del grupo U(3), halldndose

L3]20000, 2000, 200, 20, 2) = 20000, 2000, 200, 10, 1),

(L3)?20000, 2000, 200, 20, 2) = 20000, 2000, 200, 00, 0),

L3L};]20000, 2000, 200, 20, 2) = 20000, 2000, 100, 00, 0},

L3L3[20000, 2000, 200, 20, 2) = |20000, 1000, 100, 00, 0). (5.73)
El operador L2 no contribuye con la generacién de estados, por lo que los estados de
méximo peso del grupo U(2) estan dados por los estados que aparecen en la ecuacién
anterior junto con los estados de maximo peso del grupo U(3).

Finalmente se toma la accién del operador L} sobre los estados de méximo peso
del grupo U(2), obteniendo

L1]20000, 2000, 200, 20, 2) = 20000, 2000, 200, 20, 1),

(L1)2]20000, 2000, 200, 20, 2) = 20000, 2000, 200, 20, 0
L1L1|20000, 2000, 200, 20, 2) = |20000, 2000, 200, 10, 0
LLL1[20000, 2000, 200, 20, 2) = [20000, 2000, 100, 10, 0
L1L}|20000, 2000, 200, 20, 2) = |20000, 1000, 100, 10, 0

~

Y
I

Y

. (5.74)

< — —
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La base correspondiente a esta particion estd determinada por los estados que apare-

cen en las ecuaciones (5.71)) a (5.74)), junto con (5.69), dando un total de 15, nimero

que concuerda con la férmula de las dimensiones de Weyl.
De forma anéloga se obtienen las bases para las demas particiones de N.

Con respecto a esta base se construye la representacién matricial de los opera-
dores T'(5), ®(5) y L?; en los dos tltimos fue necesario diagonalizar los operadores,
dando los siguientes eigenvalores:

o(5) = 0, 10, L=0,24.

Veamos cudles representaciones irreducibles (wo,wq) del grupo SO(5) estén relacio-
nadas con cada eigenvalor del operador de Casimir de segundo orden de este grupo.
Utilizando la tabla podemos decir que la particién [2] de U(5) contiene a las
particiones (0,0) y (2,0) de SO(5); la primera a su vez con el eigenvalor 0 y la
segunda con el eigenvalor 10.

De acuerdo con Hamermesh [I4], la representacién (0,0) contiene al momento
angular L = 0, mientras que (2,0) contiene a los momentos angulares L = 2, 4.

RI [11] de U(5)

Usando el mismo procedimiento, tenemos que

LZ|11000,1100, 110,11, 1) = |11000, 1000, 100, 10, 1),
L3]11000,1100, 110, 11, 1) = |11000, 1100, 100, 10, 1),
L;L2]11000,1100, 110,11, 1) = |11000, 1000, 000, 00, 0),
L2]11000, 1100, 110, 11, 1) = |11000, 1100, 110, 10, 1),
L3L2]11000,1100, 110,11, 1
L3L3]11000,1100,110,11,1
L3L211000,1100, 110, 11, 1) = |11000, 1000, 100, 10,0
L5L3]11000,1100, 110,11, 1) = |11000, 1100, 100, 10, 0),
L2'L3|11000, 1100, 110,11, 1) = 11000, 1100, 110, 10, 0). (5.75)

|11000, 1000, 100, 00, 0),
111000, 1100, 100, 00, 0

)= )
)= 2
)= ),
)= )

La base correspondiente a esta particién tiene dimension 10, a partir de la cual se
obtiene la representacion matricial de los operadores de Casimir de segundo orden de
los grupos SO(5) y SO(3). Dado que no son diagonales se calculan sus eigenvalores,
obteniendo

o(5) = 6, L=1,3
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U(10) Uus) S0(5) 50(3)
N [h15hoshsshashss] (wa, Wy L
2 120000] (0,0) 0
(2,0) 2,4
[11000] (1,1) 1,3

Tabla 5.12: En la tabla se muestra como estan relacionadas las representaciones irreducibles
de los grupos U(5), SO(5) y SO(3) para un sistema de 2 electrones.

Usando se muestra que la RI [11] de U(5) contiene la RI (1,1) de SO(5) y
1

ésta contlene a los momentos angulares L = 1, 3.

En resumen se tiene la siguiente tabla, donde se muestran las reglas de ramifica-
cion para un sistema de dos electrones en la capa d, caracterizado por la cadena de

grupos ((5.50)).

3 electrones

A partir de los estados de maximo peso del sistema anterior, se construyen es-
tados de tres electrones, pidiendo después que satisfagan las ecuaciones (3.37al) y

(3.37b)), con el propdsito de ser de maximo peso.

Para realizar esta tarea anadimos un operador fermiénico de creacién a los esta-

dos (5:69) y (701 ), esto es,

d;—l-d;—djnl o1 |O>7 d;—i-d;-i- mo,092 |0> (576)
donde my,my = 1,0,—1,-2; y 01,09 = +,—. Tomando la accién del operador de

ascenso del grupo O} sobre el primer estado de (5.76)) se tiene que

Crdh,d dl, , [0) =0o7,db,dj dl, ,|0). (5.77)
La tnica manera de que la ecuacion anterior sea igual a cero es que se tome o1 = +;
esto garantiza que el estado sea de maximo en el grupo U(2). Para obtener el
estado de méximo en el grupo complementario, se construye la tabla donde
se muestra la accién de los operadores de ascenso del grupo U(5) sobre los estados
d£+d;_djm+|0> con m; = 1,0, —1, —2. En dicha tabla se observa que el estado al que
se denota como

db, di_df, |0y = 21000, 2100, 21,2; 21,2), (5.78)
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db,d di|0) dbdh di|0) did} d'y|0) diyds dly|0)

o 0 d. db_db, |0) 0 0

¢! 0 0 di, dj_di|0) 0

c? 0 0 0 dy, db_d} . |0)
Co! 0 0 di dy_dj,|0) 0

c;* 0 0 0 . d}_d},|0)
C? 0 0 0 dy. dy_d",.,]0)

Tabla 5.13: Accién de los operadores de ascenso del grupo U(5) sobre los estados
d£+d£_dTml+]0) con my; = 1,0,—1,—2. La accién de los generadores C4 con —2 < p < 1
sobre estos estados es cero por lo que se han omitido de la tabla.

respectivamente; ademas tiene espin total S =
Procediendo de forma andloga tomamos la accién del operador € sobre el se-
gundo estado que aparece en ([5.76]), resultando

es el de maximo peso, que porta las RI's [21] y {21} en los grupos U(5) y U(2),
1
5

C;d£+d-{+dirl20'2|0> = (5;2d£+d1+ 1‘712“(“0)

La tunica forma de que la ecuacién anterior se haga cero es tomando o, = +. Cons-
truyendo la tabla (5.14]) similar a la anterior podemos ver que el estado con la RI's

dyydidi|0)  dbydidl,]0)  dbydidl,,|0)

Co! 0 d£+d1+d$+‘0> 0
Co? 0 0 d£+d§+dg+|0>
C7 0 0 d£+d§+dT—1+|0>

Tabla 5.14: Accién de los operadores de ascenso del grupo U(5) sobre los estados
d£+di+djﬂ2+|0) con mg = 0, —1, —2. La accién de los generadores Cy y C}' con =2 < <1
y —2 < p/ < 0 sobre estos estados da cero, por lo que se han omitido en la tabla

[111] de U(5) y {30} en el grupo complementario, es

d, di di |0y = |11100,1110,111,11,1; 30, 3), (5.79)
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el cual tiene peso maximo con espin total S = %

En lo que resta de la discusion se omite la obtencion de la base mediante los ope-
radores de descenso de Nagel-Moshinsky. Este procedimiento se ilustré con detalle
para la RI [20].

En vez de esto se hard mencién de los eigenvalores de los operadores I'(5), ®(5),
L? y la relacién que existe entre las representaciones irreducibles del grupo SO(5) y
los momentos angulares.

RI [21] de U(5)

La representacion matricial del operador I'(5) construida con la base canénica es
diagonal. El eigenvalor de este operador se obtiene haciendo uso de la ecuacion ([5.34])
con N =3, [ =2y el espin correspondiente, por lo que en este caso el eigenvalor es
15.

Para la obtencion de los eigenvalores de los otros dos operadores, es necesario
diagonalizar las respectivas representaciones matriciales; al calcular sus eigenvalores
se obtuvieron los resultados

o(5) = 4,12, L=1,2,23,4,5.

Por medio de la tabla se puede decir que la particién de SO(5) relacionada
con el eigenvalor ¢(5) = 4 es (1,0), mientras que la relacionada con ¢(5) = 12 es
(2,1).
Conforme a [14], la primer particién de SO(5) contiene al momento angular L = 2,
en tanto que la segunda contiene a los momentos angulares L = 1,2, 3,4, 5.

En este caso la particion [21] de U(5) contiene a las particiones (1,0) y (2,1) de
SO(5), que a su vez contienen a los momentos angulares L = 2y L = 1,2,3,4,5,
respectivamente.

RI [111] de U(5)

La representacién matricial de los operadores I'(5) y ®(5) son diagonales, con
los eigenvalores

7(5) =9, ¢(5) = 6;

mientras que al diagonalizar a L? se obtienen los siguientes valores del momento
angular total

L=1,3.

Al eigenvalor del operador ®(5) le corresponde la representacién (1,1) en el grupo
SO(5), la cual estd asociada con los momentos angulares L = 1, 3.
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U(10) Uus) S0(5) 50(3)
N [h1shoshashashss] (wa,w1) L
3 21000] (1,0) 2
(2,1) 1,2,3,4,5
[11100] (1,1) 1,3

Tabla 5.15: En la tabla se muestra como estan relacionadas las representaciones irreducibles
de los grupos U(5), SO(5) y SO(3) para un sistema de 3 electrones.

En resumen, se da la tabla (5.2.3)).

4 electrones

En la construccion de los estados de maximo peso del sistema de cuatro electrones
en la capa d, se agrega un operador fermiénico de creacion a cada uno de los estados

(5.78) v (5.79), obteniendo
d$+d£7d1+d;rn1”1 ’0>’ d$+di+d5+d;rn202 |O>7 (58())

donde my,my = 1,0,—1,—2; 0,00, = 4, — teniendo cuidado de no repetir parejas
de indices. Como se requiere que sean de peso maximo, pedimos que la accion de los
generadores de ascenso de los grupos U(5) y U(2) sobre los estados ((5.80) den cero.
Al tomar la accién del operador C sobre el primer estado de igualar a
cero se tiene que
O dhydy_dl 00 = b, dbdh_df 10} =

mio1

La ecuacién anterior se satisface en dos casos. En el primero o3 = —, lo que obliga
a escoger my = 1; de esta manera se obtiene que el estado d; +d£_d1 +d‘£_]0> es de
méximo peso en U(2) con particién {22}. Es facil mostrar que también lo es de U(5)
y porta la RI [22] y lo denotamos por

db, di_dl . dl_|0) = 22000, 2200, 220, 22, 2; 22, 2), (5.81)

donde de la RI del grupo U(2) y (5.42)), se deduce que el espin total es S = 0.

En el segundo caso se tiene que o7 = 4. Tomando este hecho en cuenta se
construye la tabla , donde se muestra la accién de los generadores de ascenso
del grupo U(5). Se aprecia que el estado asociado con las particiones [211] de U(5)
y {32} del grupo complementario se escribe

db, d}_dl . dj, |0y = [21100,2110,211,21,2; 31, 3). (5.82)
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dy dy di,di,|0)  di,d did'y,|0) d}df di,dl,[0)

! 0 dhydl ) 10) 0
;? 0 0 i b, 10
¢ 0 0 dhydl_dldL, )

Tabla 5.16: Accién de los operadores de ascenso del grupo U(5) sobre los estados
d£+d£_di+din+\0> con m = 0,—1,—2. La accién de los operadores C5 con = 1,0, -1, -2

y CYf " con w' = 0,—1,—2, sobre estos estados da cero por lo que se omitieron.

De acuerdo con (5.42)), se sabe que el espin total es S = 1.

Por otro lado tenemos la accién del generador de descenso del grupo U(2) sobre
el segundo estado de ((5.80)). Después de igualar a cero se tiene que

C'thdhd&dkm\()) = (5;2d£+di+d$+dfm+]0> =0.

La tinica manera de que se cumpla lo anterior es tomando o = +, garantizando que
es de maximo peso en U(2). Considerando lo anterior se construye la tabla ([5.17))
que sirve para obtener el estado de maximo peso en ambos grupos. Se observa que

d£+di+d$+dil+|0> d£+di+d(§+di2+|0>
Cyt 0 0
Cy? 0 0
=} 0 dy d}.dy d" . |0)

Tabla 5.17: Accién de los operadores de ascenso del grupo U(5) sobre los estados

d;+d1+d$+din+\0> con m = —1,—2. La accién de los operadores C§ con p=1,0,—1,-2y

!
Ci" con p' = 0,—1,—2, sobre estos estados da cero por lo que se omitieron.

el estado que porta la RI [11110] de U(5) y {40} de U(2), se denota
b, di di db L ]0) = 11110, 1111,111, 11, 1; 40, 4). (5.83)

Por medio de (5.42)) se tiene que el espin total es S = 2.
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Para cada una de las particiones anteriores, obtenemos las bases respectivas me-
diante el uso de los operadores de descenso de Nagel-Moshinsky. Cabe mencionar
que la dimensiéon de la primer particién es de 75 estados, la de la segunda es de 45
y de la ultima es 5, formando un total de 100 estados posibles para un sistema de
cuatro electrones en la capa d.

RI [22] de U(5)

Como se ha utilizado la base canénica de U(5), la representacién matricial del
operador I'(5) es diagonal con eigenvalor 20, no asf la de ®(5) y L.

Al calcular los eigenvalores de los operadores que no son diagonales, se tienen
los resultados

¢ = 0,10, 16, L=0,0,2,2,34,4,6.

La representacion irreducible del grupo SO(5) asociada con cada uno de los
eigenvalores del operador de Casimir de segundo orden la obtenemos utilizando
(5.10). De esta manera tenemos que la particién [22] de ¢4(5) contiene las particiones
(0,0),(2,0) y (2,2) del grupo SO(5).

La particién (0,0) estd relacionada con el eigenvalor ¢(5) = 0, y le corresponde
el momento angular L = 0, mientras que (2,0) tiene el eigenvalor ¢(5) = 10 que
contiene los momentos angulares L = 2,4; y por iltimo a la particién (2,2) le co-
rresponde el eigenvalor ¢(5) = 16, y contiene los momentos angulares L = 0,2, 3, 4, 6.

RI [211] de U(5)

La representacién matricial del operador I'(5) en esta base es diagonal con ei-
genvalor 16.
Al diagonalizar a los operadores ®(5) y L?, se obtienen los siguientes resultados:

o(5) = 6,12, L=1,1,2,3,3,4,5.

A partir de los eigenvalores de ®(5) y utilizando (5.10)), se deduce que [211] con-
tiene a las representaciones irreducibles (1, 1), (2,1) del grupo SO(5), y de acuerdo
con [I4], la primera estd relacionada con los momentos angulares L = 1,3, mientras
que la segunda con L = 1,2, 3,4, 5. De esta forma se evita la degeneracion de estados
etiquetados con la misma L.

RI [1111] de U(5)

Para esta particiéon los operadores son diagonales. De hecho el hamiltoniano
también lo es. Los eigenvalores de los operadores son

7(5) =8, o(5) = 4, L=2
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La representacién irreducible del grupo SO(5) es (1,0) que tiene asociada el mo-
mento angular L = 2.

A modo de resumen presentamos la tabla ([5.18]).

U(10) Uu(s) S0(5) S0(3)
N [hishaoshgshashss) (wa,w1) L
4 [22000] (0,0) 0
(2,0) 2,4,
(2,2) 0,2,3,4,6
[21100] (1,1) 1,3
(2,1) 1,2,3,4,5
[11110] (1,0) 2

Tabla 5.18: En la tabla se muestra cémo estan relacionadas las representaciones irreducibles
de los grupos U(5), SO(5) y SO(3) para un sistema de 4 electrones.

5 electrones

La obtencién de los estados de maximo peso para cinco electrones en la capa d se
realiza de la manera siguiente. Primero se anade un operador fermionico de creacion
a cada una de las expresiones ((5.81)), (5.82)) y (5.83)), obteniéndose

dy,dy_di, di_d}, |00, db,d}_di db.db,,,|0), db.didid d},.[0), (5.84)
donde m; =0,—-1,-2, 0y = +,—; my = —1,—2, 00 = +,—, y my = 1,0, 09 = —;
mg=—2,03=+4+,—, ymz=2,1,0,—1, 03 = —.

El paso siguiente consiste en tomar la acciéon de los generadores de ascenso tanto
de U(5) como de U(2), y después pedir que dicha accién valga cero.

Como el grupo U(2) tiene un solo generador de ascenso, actuamos primero con

éste sobre los estados de ((5.84)). Comenzamos con

O dy bl dl_dl, , 10) = o7y, d_df dl_dl,.,[0)

1—-""mio1

Para que esta ecuacién se haga cero, el estado debe ser de maximo peso y debemos
tomar o; = +. Este resultado permite construir la tabla (5.19) en donde se muestra
la accién de los generadores de ascenso del grupo U(5), y se observa que el estado
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dypdj diydi_d.|0) db.di diydid.[0) db.dj di,di ds[0)

Co'! 0 dy dy_di,d}_dj,|0) 0
Cy” 0 0 dy dy_d} dl_do|0)
c; 0 0 di db_d},d}_d 1.|0)

Tabla 5.19: Accién de los operadores de ascenso del grupo U(5) sobre los estados
d£+d£_di+d1_dm}+\0> con m = 0,—1,—2. La accién de los operadores Cy con u =
1,0,—1,-2 y CI' con p/ = 0,—1,—2, sobre estos estados da cero, por lo que se han
omitido en la tabla

que porta las RI's [221] de U(5) y {32} de U(2) se denota por
dy, db_d, di_df,|0) = [22100,2210,221,22,2;3,2,3). (5.85)

De acuerdo con (5.42)), tiene espin total S = 1.
La accién del generador C| sobre el segundo estado de la expresion (5.84) da

Crdy, dy_dj,di,di, . 10y =d, ds, dy dj. di,d,.|0).

moo2
Para que la ecuacion anterior sea cero, debe satisfacerse que 09 = —, de tal manera
que my = 1,0, 0 05 = 4. En el primer caso se tienen los estados
dydy_di dy d}_|0), dbydy_di di dy_|0).

Anticonmutando los dos ultimos operadores fermionicos de creacién en el primer
término de la ecuacion anterior, se obtiene el estado de maximo peso salvo un
signo. Se puede mostrar que el segundo estado no es de peso maximo en U(5); por
ejemplo, si tomamos la accién del generador de ascenso CY sobre éste, se obtiene el
primer estado.

Por otro lado si se tiene que o9 = 4+, se construye la tabla , en la que se
muestra la accién de los generadores de ascenso del grupo U(5), donde se observa
que el estado que porta la RI [2111] en U(5) y {41} en el grupo complementario, se
denota por

dy, dy_dl df.d, |0) = [21110,2111,211,21,2;41,4). (5.86)

De acuerdo con ‘D se deduce que el espin total es S = % Para finalizar tenemos
la accién del generador de descenso del grupo U(2) sobre el tercer estado de ((5.84)),
es decir

Codh di db.d" . df, . |0) =0, d di d d" . d, . |0).

ms3o3
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d£+d£—d{+dg+d11+|0> d£+d£—d1+d$+di2+|0>

Cyt 0 0
Cy? 0 0
=y 0 b, db_d} di d",[0)

Tabla 5.20: Accién de los operadores de ascenso del grupo U(5) sobre los estados
d£+d£_di+d$+d21+|0> y d§+d£_dhd8+di2+]0). La accién de los operadores Cy con u =
1,0,—1,—2y C}" con p/ =0,—1,—2, sobre estos estados son cero da lo que se han omitido
en la tabla.

Esta expresion que da cero si 03 = — y el indice mz = 2,1,0,—1, o también si
o3 = +. Para el primer caso, se tienen los estados

db, di db . d" ., db_|0), dh, dl dl, d" . d}_|o),
d$+d1+dg+di1+d$+]0>, d§+d1+d$+dil+dil—’0>-

Al anticonmutar tres veces el tltimo operador fermiénico de creacion del primer
término de la ecuacién anterior, se obtiene el estado de maximo peso salvo
un signo. De la misma manera, que en el caso anterior, se puede mostrar que los
otros tres estados no son de peso maximo en el grupo U(5); como ejemplo podemos
tomar la accién de los generadores Ci sobre el segundo, CJ sobre el tercero, y C,*
sobre el cuarto; en todos los casos se obtiene el primero.

Para o3 = 4, tenemos que mz = —2. Asi se forma el estado de maximo peso en
U(2) que porta la RI {50}, y también lo es en U(5), con la RI [11111]. Denotamos
este estado

dy, di di d . d,, |0)=|11111,1111,111,11,1; 50, 5). (5.87)

De (5.42)), el espin total del estado es S = 2.

Con cada estado de maximo peso se construye la base utilizando los operadores
de descenso de Nagel-Moshinsky. Cabe mencionar que la dimensién correspondiente
con la primer particion es de 75 estados, la de la segunda es de 24, y la de la tercera

de 1. A partir de cada una se obtiene la representacion matricial de los operadores
['(5), ©(5) y L%

A continuacién se daran los eigenvalores correspondientes a las representaciones
matriciales de los operadores antes mencionados, haciendo énfasis en los eigenvalo-
res del operador ®(5) y la representacion irreducible de SO(5) asociada con éstos,
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ademas de los momentos angulares relacionados con cada una de las particiones del
grupo SO(5).

RI [221] de U(5)

La representaciéon matricial de I'(5) es diagonal con eigenvalor 21. Por otra parte
las representaciones matriciales de ®(5) y L? no son diagonales, por lo que al calcular
los eigenvalores de cada uno de los operadores antes mencionados se obtiene lo
siguiente:

¢ = 4,12, 16; L=0,1,2,2,23,3,4,4,5,6.

Usando de nuevo la tabla podemos decir que la RI [221] de U(5) contiene a las
representaciones irreducibles (1,0) asociada con el eigenvalor ¢(5) = 4, (2,1) aso-
ciada con ¢(5) = 12 y (2, 2) asociada con ¢(5) = 16. De acuerdo con [14], la primera
incluye al momento angular L = 2, mientras que la segunda incluye los momentos

angulares L = 1,2, 3,4, 5, en tanto que la tercera contiene a los momentos angulares
L=0,23,4,6.

RI [2111] de U(5)

El eigenvalor asociado con el operador de Casimir de segundo orden del grupo
U(5) es v(5) = 15. De la diagonalizacién de los operadores ®(5) y L? se obtuvieron
los siguientes eigenvalores:

¢ =6, 10; L=1,23,4;

De la tabla podemos decir que ¢(5) = 6 tiene asociada la representacién
irreducible (1,1), y ésta incluye los momentos angulares L = 1,3; mientras que
¢(5) = 10 le corresponde la particién (2,0), la cual contiene a los momentos angu-
lares L = 2,4.

RI [11111] de U(5)

Como se mencioné anteriormente esta representacion solo cuenta con un estado
en el grupo U(5), por lo que a continuacién se muestran los eigenvalores de los
operadores I'(5), ®(5) y L*:

v(5) =5, #(5) =0, L=0.

En este caso podemos decir que la particién [11111] de U(5) sélo contiene la particién
(0,0) de SO(3), y ésta incluye al momento angular L = 0.
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Resumiendo
U(10) Uu(s) S0(5) 50(3)
N [h1shoshashashiss] (w2, w1) L
5 [22100) (1,0) 2
(2,1) 1,2,3,4,5
(2,2) 0,2,3.4,6
21110] (1,1) 1,3
(2,0) 2,4
11111] (0,0) 0

Tabla 5.21: En la tabla se muestra como estan relacionadas las representaciones irreducibles
de los grupos U(5), SO(5) y SO(3) para un sistema de 5 electrones.

6 electrones

Para obtener los estados de maximo peso se constuyen los siguientes estados

Togt gt gt gt
d2+d d1+d d0+ m101

Togt gt gt gt
d2+d2—d1+d0+d—1+ moo2
d;+di+d$+dil+di

10),
10),
10), (5.88)

2+ mgo’g

que se forman al aplicar un operador fermiénico de creacién a cada uno de los estados
(5.85), (5.86) v (5.87), teniendo cuidado de no repetir parejas de subindices m; o;
en cada una de las expresiones anteriores.

Para que los estados de la ecuacién anterior sean de maximo peso, la accion de
los generadores de ascenso de los grupos U(5) y U(2) sobre éstos debe ser cero.

Se toma la accién del generador de ascenso de U(2) sobre los estados de (5.88]),
comenzando con

O dhd)_dl )by 10) = 5yl )l [0).
La ecuacion anterior es igual a cero siempre que 09y = — y m; = 0 o que 07 = +.

En el primer caso se tiene el estado de méximo peso de U(2) porta la RI {33} y de
maximo peso en U(5) porta la RI [222]. El estado se escribe

dy, dy_dl db_dj, di_|0) =]22200,2220,222,22,2;33,3), (5.89)
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dh b didi_did)0)  did} diydl df.ds|0)

Cyt 0 0
Cy? 0 0
=y 0 dy,dy_di di_dj, d"|0)

Tabla 5.22: Accién de los operadores de ascenso del grupo U(5) sobre los estados
d£+d£_di+di_d$+dil+]0) y d;+d£_d1+d1_d8+di2+]0>. La accién de los operadores C} con

pw=10-1,-2y C{L/ con y' = 0,—1,—2, sobre estos estados es cero, por lo que se han
omitido en la tabla.

De se deduce que el espin del estado es S = 0. Si consideramos que o1 = +,
se construye la tabla en la que se muestra la accion de los generadores de
ascenso del grupo U(5); de tal manera que el estado porta las RI's [2211] de U(5) y
{42} del grupo complementario, y se denota por

dy,db db, di_di,dl ., [0) =]22110,2211,221,22,2;42,4). (5.90)

Al utilizar , junto con la particién del grupo U(2), se infiere que el espin total

" ijtlimdo con el generador C sobre el segundo estado de , se tiene que
C;d;d;_dhd&dT_Hdlwm|0> = 5;2d£+d£—di+d$+df—1+djnﬁ’0>-

La ecuacién anterior es igual a cero cuando 0o = — con mg = 1,0, —1, 0 09 = +. Al

considerar el primer caso podemos ver que hay tres estados de maximo peso en el
grupo U(2); estos son

dhydf dididty di |0) dbydf dfdid'ydty |0), df,dbdidf.d",d", o).

Al anticonmutar dos veces el operador dl_en el primer estado, podemos notar que
es igual al de maximo peso , mientras que los otros dos no lo son. Esto se puede
ver al tomar la accién de los generadores de ascenso C) y C;' sobre el segundo y
tercer estados, respectivamente. En ambos casos se obtiene el primero. Por otro lado
si se toma g9 = +, implica que mo = —2; se puede mostrar que éste también es de
méximo peso en el grupo U(5) y porta la RI [21111]. Lo denotamos por

dy, dy_dl dl,d d, |0) = |21111,2111,211,21,2;51,5). (5.91)

La RI del grupo complementario es {51} y con la ayuda de (5.42) podemos decir que
el espin total es S = 2. Por tltimo tenemos la acciéon de C sobre el tercer estado
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de (5.88)), esto es,
Oy 00 = Gyl ).

Para que esta ecuacion se haga cero se debe tomar o3 = —, lo que implica que
mg = 2,1,0,—1, —2. Podemos ver que si m3 = 2, se tiene el estado de maximo peso
, mientras que si se actia con el generador de ascenso Ci sobre el estado con
mg =1t parai = 1,0, —1, —2, se obtiene el estado , es decir, que no son de peso
maximo.

Utilizando los estados obtenidos, se construyen las bases para cada una de las
particiones. Esto se hace mediante la accion de los operadores de descenso de Nagel-
Moshinsky de la cadena candnica del grupo U (5). Con este procedimiento el niimero
de estados que se pueden obtener para la primer particion son 50, para la segunda 45
y para la tercera 5. A partir de las bases se obtienen las representaciones matriciales
de los operadores T'(5), ®(5) y L?, y sus eigenvalores.

RI [222] de U(5)

El eigenvalor del operador de Casimir de segundo orden correspondiente al grupo
U(5) es v(5) = 24. De la diagonalizacién de los operadores ®(5) y L? se obtuvieron
los siguientes eigenvalores:

#(5) = 0, 10, 16, L=0,0,2234,4,6.

Utilizando la tabla se pueden dar las RI’s del grupo SO(5) asociadas con cada
uno de los eigenvalores del operador de Casimir de segundo orden. De esta manera
tenemos que la particién [222] de U(5) contiene las particiones (0,0), (2,0) y (2,2)
del grupo SO(5).

La particién (0,0), esta relacionada con el eigenvalor ¢(5) = 0 y contiene el mo-
mento angular L = 0, mientras que (2,0), esta asociada con el eigenvalor ¢(5) = 10
e incluye los momentos angulares L = 2,4. Por ultimo tenemos que la particion
(2,2) correspondiente al eigenvalor ¢(5) = 16, contiene los momentos angulares
L =23,4,6

RI [2211] de U(5)

En este caso el eigenvalor del operador de Casimir de segundo orden del grupo
U(5) es v(b) = 20. Para los otros dos operadores fue necesario diagonalizar las
respectivas representaciones matriciales, obteniendo los siguientes eigenvalores:

#(5) = 6,12, L=1,1,23,34,5.

En esta ocasién se tiene que la particién [2211] incluye o contiene a las particiones
(1,1) y (2,1) de SO(5), la primera relacionada con el eigenvalor ¢(5) = 6, mientras
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que la segunda con ¢(5) = 12, que a su vez contienen a los momentos angulares
L=13yL=1,2,3,4,5, respectivamente.

RI [21111] de U(5)

En esta ocasion todas las representaciones matriciales de los operadores mencio-
nados son diagonales con los eigenvalores

v(5) = 12, o(5) = 4, L=2.

La representacién irreducible de SO(5) correspondiente con el eigenvalor del ope-
rador de Casimir de segundo orden es (1,0) que esté relacionada con el momento
angular L = 2.

El contenido de las RI’s de U(5) para el sistema de 6 electrones en la capa d es
el mismo que se tiene para un sistema de 4 electrones, es decir, que puede ser visto
como un sistema de 4 agujeros.

7 electrones

Los estados de maximo peso para un sistema de siete electrones en la capa d, se
obtienen al anadir un operador fermiénico de creacién a cada uno de los estados de
méximo peso del sistema anterior, (5.89)), (5.90) y (5.91)), es decir,

d;—l—dg—d'{—l—d‘{—dg—l—d(‘g—diﬂlo’l|O>7
dy, dy_d}, di_djy,d'y . d},,,,[0),

b, dy_di di.d . d,dl, . |0). (5.92)

Para que sean de maximo peso, la accion de los generadores de ascenso de los grupos
U(5) y U(2) sobre estos estados debe ser cero, comenzando con

deLdeLdehdg df 0) = (5;1deLdeLngrdeﬁm|0>.

— mio1

Para que esta ecuacion sea cero debe suceder que o; = +. Con esto en cuenta se
construye la tabla donde se muestra la accion de los generadores de ascenso
del grupo U(5). Se observa que el estado de méximo peso porta las RI's [2221] en
U(5) y {43} en el grupo complementario; lo denotamos por

dy, db di d b, dld", . |0) = ]22210,2221, 222,22, 2; 43, 4). (5.93)
De acuerdo con (5.42), el espin total es S =

1
5-
Tomando la accién del generador de ascenso de U(2) sobre el segundo estado de
(5.92) se obtiene
Cydb,dy did}_dy d'y,dh,,,[0) = 0,dh d} di di_dy,d,,d},,.[0).

moo2
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dhydh dl,d_dhdy d o 10) ddsdbd)dbydh d 0

Cyt 0 0
Cy? 0 0
=y 0 db,dy_di d}_dj dy_d", |0)

Tabla 5.23: Accién de los operadores de ascenso del grupo U(5) sobre los estados
db, db_di d}_di di_d", . |0)y (g Ldb_dl dl_dl di_d',,|0). La accién de los operado-
res C4 con p =1,0,—1,—-2 y C{ con p/ = 0,—1,—2, sobre estos estados es cero, por lo
que se han omitido en la tabla.

Esta ecuacion es cero si 09 = — con my = 0, —1 0 si 09 = +. En el primer caso se
tienen los estados

dy dy di di_did" dy [0),  dydbdidl_dj.d" d" o).

Al anticonmutar el ultimo operador fermiénico de creacién en el primer estado de la
ecuacién anterior, se obtiene el estado (5.93)) salvo un signo. Al actuar con CY sobre
el segundo, se obtiene el primero, por lo tanto no es de maximo peso en U(5).

Por otra parte tenemos que o5 = 4. Esto implica que my = —2; de esta manera
se obtiene el estado de méaximo peso en el grupo U(2) que porta la RI {52}. Se puede
mostrar que también lo es en U(5) con RI [22111]. A dicho estado lo denotamos por

dh, dy di di_di, d' db, |0) =]22111,2211,221,22,2;52,5). (5.94)

El espin total del estado es S = %

Por 1ltimo se toma la accién del operador CT sobre el tercer estado de ((5.92),
esto es,

Ccrdy,dy di,di,d d,. d,, |0)=0¢,db,di _dl. d d d,.d,.,. |0).

ms3os
La tnica manera de que sea cero es tomando o3 = — con m3 = 1,0, —1, —2. Consi-
deremos primero o3 = —, m3 = 1. En este caso se tiene el estado

dy, dy_d dl.d, d, dl_|o).

Al anticonmutar tres veces el ultimo operador fermiénico de creacion, obtenemos el
estado de méaximo peso salvo un signo. Por otra parte se puede ver que al
tomar la accién del generador de ascenso C;** con mg = 0, —1, —2, sobre los demds
estados obtenemos de nuevo el estado ((5.94)). Esto quiere decir que los estados con
mg = 0, —1, —2, no son de maximo peso en el grupo U(5).
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Enseguida se darén los eigenvalores de la representacion matricial de los opera-
dores T'(5), SO(5) y L? construidos con la base canénica.

RI [2221] de U(5)

En la base candnica la representacién matricial del operador I'(5) es diagonal
con eigenvalor 23. Al diagonalizar las matrices correspondientes con los operadores
®(5) y L? se obtienen los eigenvalores

o(5) = 4,12, L=1,2234,5.

Utilizando (5.10), podemos decir que la RI. [2221] de U(5) contiene las representa-
ciones irreducibles (1,0) asociada con ¢(5) =4, y (2,1) asociada con ¢(5) = 12. La
primera incluye el momento angular . = 2 mientras que la segunda contiene a los
momentos angulares L = 0,1, 2,3,4,5.

RI [22111] de U(5)

En este caso la representaciones matriciales de los operadores I'(5) y ®(5) son
diagonales con los eigenvalores 17 y 6, respectivamente. Al diagonalizar la matriz
correspondiente a L? se obtienen los eigenvalores L = 1, 3. De lo anterior podemos
decir que la particién [22111] de U(5) contiene la representacién irreducible (1,1) de
SO(5), y ésta a su vez contiene a los momentos angulares L = 1, 3.

El contenido de las representaciones irreducibles del sistema de 7 electrones es
el mismo que se tiene para el de 3, por lo que puede ser visto como un sistema de 3
agujeros.
8 electrones

La construccién de los estados de maximo peso para un sistema de ocho electro-
nes en la capa d es similar a la de los casos anteriores, por lo que a continuaciéon se
escribiran los estados.

El primero tiene RI [2222] en U(5) y {44} en el grupo complementario. Lo de-
notamos por

dy, dy di db_dl. di_d", ., d",_|0) =[22220,2222,222,22,2; 44, 4).

Tiene espin total S = 0.
El segundo tiene las RI's [22211] en U(5) y {53} en U(2). Lo denotamos por

Ay, dy di db_di.di_d" ., d,,|0) =[22211,2221,222,22,2;53,5),
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y tiene espin total S = 1.

A partir de cada uno de estos estados, se construye la base candnica de U(5)
mediante los operadores de descenso de Nagel-Moshinsky. Después con las corres-
pondientes bases se obtienen las representaciones matriciales de los operadores I'(5),
®(5) y L?, y sus eigenvalores.

RI [2222] de U(5)

Como era de esperar, la representaciéon matricial del operador I'(5) es diagonal
con el eigenvalor 24. Al diagonalizar las representaciones matriciales de los otros dos
operadores se obtuvieron los eigenvalores

o(5) = 0, 10, L=0,24,

de (5.10). Se puede decir que la RI [2222] de U(5) contiene a las representaciones
irreducibles (0, 0) relacionada con ¢(5) = 0y (2,0) con ¢(5) = 10, de SO(5), y de
acuerdo con [I4], la primera contiene al momento angular L = 0 mientras que la
segunda a los momentos angulares L = 2, 4.

RI [22211] de U(5)

En este caso las representaciones matriciales de los operadores I'(5) y ®(5) son
diagonales, con eigenvalores 20 y 6, respectivamente. Al calcular los eigenvalores de
L? se obtuvo L = 1,3, es decir, la RI [22211] de U(5) contiene la RI (1, 1) de SO(5),
y ésta a su vez contiene los momentos angulares L = 1, 3.

9 electrones

El estado de méximo peso de 9 electrones en la capa d tiene RI [22221] en U(5)
y {54} en U(2). Lo denotamos por

dy, dy di di_dl. di_d", d",_d,. |0) =[22221,2222,222,22,2; 54, 5).
El espin total es S = %

RI [22221] de U(5)

En este caso los operadores I'(5), ®(5) y L? tienen representaciones matriciales
diagonales con los eigenvalores

~(5) = 21, o(5) = 4, L=2.

Es decir, que la particién [22221] del grupo U(5) contiene la representacion irredu-
cible (1,0) del grupo SO(5), y ésta a su vez contiene la representacion irreducible
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L =2de SO(3).

10 electrones

En este caso el estado de médximo peso porta la RI [22222] de ¢/(5) mientras que
la de U(2) es {55}. El estado se denota por

dh, dy di di di,di db db, dl, |0) =]22222,2222,222,22,2:55,5).  (5.95)

El espin total del sistema es S = 0. La acciéon de los operadores de descenso de
ambos grupos sobre éste dan cero; por lo tanto el sistema tiene un solo estado, que
es conocido como capa cerrada.

Al calcular los eigenvalores de los operadores T'(5), ®(5) y L?, se obtienen
~(5) = 20, o(5) = 0, L=0

Es decir, que la RI [22222] de U(5) contiene la RI (0,0) de SO(5), y ésta a su vez
al momento angular total L = 0.

Diagrama de niveles para un sistema de cuatro electrones

Lo que se hara a continuaciéon es mostrar para un caso en particular, cémo el
término de interaccién del hamiltoniano al que denotaremos por 7y rompe con la
degeneracion de estados y cémo se divide el diagrama de niveles energéticos cada
que se toma en cuenta uno de los operadores que lo componen. Para hacer esto,
restamos el término de particula independiente al hamiltoniano y dividimos
todo por el nimero atémico. Se obtiene asi

Sy = {% £0(n, 2222) — % F(n, 2222)}fv2
1 1 1 .
= {5 £(n,2222) + = f*(n, 2222) + = f*(m, 2222) |V

5 .y 5 4
+ ag— 2222\ — ] — 2222)P
ao 63f (n, 'B) —ay 126f (n, )P (5)

2
2 5
+ aQE{ f3(n,2222) = S f*(n. 2222)} qzz2(_)q (b5 @ bua]20[bls @ bra)™.

(5.96)

La ecuacion anterior se ha agrupado en términos de los operadores de Casimir,
ademas se han incluido los parametros: ag, relacionado con el operador de Casimir
del grupo U(5), a; con el operador de Casimir de segundo orden del grupo SO(5),

Yy as.



5.2. HAMILTONIANO Y ESPECTRO DE ENERGIAS 151

Consideremos el sistema de 4 electrones en la capa d en estado base, es decir,
que N =4yn=3.

Lo primero que hacemos es tomar en cuenta los términos que dependen del
operador N, Casimir de primer orden del grupo U(10). Por lo tanto los pardmetros
en deben ser cero. Calculando los eigenvalores se obtienen 100 estados con
energia

E]N(CL() = O, ay =, 0, a9 = 0) = (0.931742 R’y,

que los representamos por una linea café en las figuras y .

Después se toma en cuenta el término que depende de I'(5), operador de Casimir
de segundo orden de U(5). Escogiendo los valores siguientes para los pardmetros
ag = 1y a; = ay = 0. Se diagonaliza , y al calcular sus eigenvalores, observamos
que el espectro se divide en tres niveles energéticos. Estos son

[22] Ein(ap =1,a1 = 0,a9 = 0) = 1.02578, 50 estados (linea azul),

[211]  Ejn(ao=1,a1 = 0,a2 = 2) = 1.00697, 45 estados (linea roja),

[1111] Ejn(ag =1,a; = 0,as = 0) = 0.969358, 5 estados (linea purpura).
En la ecuacién anterior se muestra la RI de U(5), el valor de la energia asociado y el
nimero de estados. Estos tres niveles los representamos por tres lineas: la primera de

color azul, la segunda de color rojo, y la tercera de color purpura. Estan dispuestas
en la figura (5.6))

E(Ry)
1.05- U(10) u®)
I 50 estados
1'00f 45 estados
i 5 estados
0.95}
100 estados
0.90!

Fig. 5.6: En la figura se muestra el espectro energetico relacionado con la RI [14] (linea cafe) que
tiene 100 estados. Al incluir el término que depende de T'(5), este se divide en tres niveles el primero
(linea azul) tiene 50 estados y estéd relacionado con la RI [22], el segundo con 45 estados (linea
roja) los cuales estan relacionados con la RI [211] y el tercero con 5 estados (linea purpura) que
estdn relacionados con la RI [1111].

Para cada una de estas RI veremos como se modifica el espectro de energias al
anadir el término que depende del operador ®(5), Casimir de segundo orden del
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grupo SO(5). Esto quiere decir que se tomardan ag = a3 = 1y ag = 0 en ((5.96]).
Al calcular los eigenvalores de .77 se obtienen los siguientes resultados: el espectro
energético correspondiente con la RI [22] se divide de la siguiente manera:

(0,0) Ein(ap=1,a1 = 1,as = 0) = 1.02578, 1 estado,
(2,0)  Ern(ap=1,a1 = 1,as = 0) = 1.00227, 14 estados,
(2,2) Ein(ag=1,a1 = 1,a3 = 0) = 0.988166, 35 estados.

En esta ecuacién se han colocado las RI’s de SO(5) asociadas con cada eigenvalor
de N, ademdas del nimero de estados. Esto se puede ver en la figura (5.7)), con
lineas azules para indicar que estdn contenidas en la RI [22] .

E(Ry)
1.05) u) SO(5)
| 50 estados 1 estado
100 T4 etados
i 35 estados
0.95/
0.90}

Fig. 5.7: En la figura se muestra como se divide el nivel energético relacionado con la RI [22] cuando
consideramos el término que depende de ®(5) (operador de Casimir de segundo orden del grupo
SO(5)). En esta ocasién se divide en tres niveles energeticos, el primero con un estado, el segundo
con 14 estados y el tercero con 35 estados, todos se denotan con lineas azules.

Para la RI [211], el espectro de energias se divide en dos niveles. Estos son

(1,1) Ein(ap =1,a1 = 1,a2 = 0) = 0.992867, 10 estados,

(2,1) Ein(ap =1,a1 = 1,a3 = 0) = 0.978762, 35 estados.
Otra vez hemos incluido la representacién irreducible de SO(5) asociada con cada
eigenvalor de 77y junto con el nimero de estados. Estos dos valores se representan

por dos lineas rojas en la segunda columna de la figura (/5.8])
Para la particién [1111], el espectro energético se modifica de la siguiente forma:

(1,0) Ein(ag=1,a1 = 1,a3 = 0) = 0.959954, 5 estados.

Para finalizar, tomamos ay = a; = as = 1, es decir, se tiene completa la expresiéon del
término de interaccién, #7y. En la figura (5.9), podemos ver de forma sintetizada
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E(Ry)
1.04F u@s) SO(5)
1.02F
1.00F 45 estados
I 10 estados
0.98+ —_—
: 35 estados
0.96-
0.94F
0.92"

Fig. 5.8: En la figura se muestra como se divide el nivel energético relacionado con la RI [211]
cuando consideramos el término que depende de ®(5) (operador de Casimir de segundo orden del
grupo SO(5)). En este caso se divide en dos niveles energeticos, el primero con 10 estados, mientras
que el segundo cuenta con 35 estados, que se denotan con dos lineas rojas.

el proceso, desde que se tomo en cuenta el término que depende del operador de
Casimir de segundo orden del grupo U(10), hasta la diagonalizacién del término de
interaccién Hjy.

En la cuarta columna de la figura aparecen las lineas asociadas con los
niveles energéticos del operador %7y, las azules asociadas con la particion [22], las
rojas asociadas con la particién [211], y la purpura asociada con [1111].
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E(Ry)
Uu(10) u®b) SO(5)
1.04+
| 22 - (00
1.02- 50 estados 1 estado
[211]
i _ (20
1.00} 45 estados Tosados
i (11
10 estados 22)
0 987 35 estados (
Tl 35 estados @1)
[1111] |
H 5 estados 5 estados
0.96+- —_ (10
| 5 estados
0.94
I [1111]
r 100 estados
0.92

Fig. 5.9: En la figura se muestra como se dividen los niveles de energia, cada vez que se incluyen
términos que dependen de los operadores de Casimir de los grupos U (5) y SO(5) en la contribucién
de la interaccién coulombiana para un sistema de 4 electrones en la capa d, con nimero cuantico
principal n = 3.



Capitulo 6

Conclusiones

Se estudio un procedimiento general para la construccion de bases polinomiales
(de operadores bosénicos o fermidnicos de creacién) que portan la representacién
irreducible de grupos unitarios. Estas bases sirven para caracterizar sistemas de N
particulas.

Consideramos un sistema de N cuerpos interactuantes desde el punto de vista
de la teoria de grupos. En esta discusién el hamiltoniano consta de dos términos,
el primero corresponde al de particula independiente, donde las particulas estan
sometidas a un potencial comin, mientras que el segundo puede ser visto como un
término residual que depende de la interaccion entre ellas.

La forma natural de introducir la teoria de grupos, consiste en expresar al ha-
miltoniano y las observables fisicas del sistema utilizando el formalismo de segunda
cuantizacion. Esto permite reescribir los operadores en términos de generadores de
grupos unitarios, que pueden realizarse en funcién de operadores bosénicos o fer-
miodnicos de creacién y aniquilacién.

Para describir estos sistemas se requiere generalmente calcular el espectro de
energias y los elementos de matriz de las observables, por lo que es necesario cons-
truir una base (polinomial de operadores de creacién) que porte la representacién
irreducible (RI) de grupos unitarios.

Los sistemas se caracterizan de acuerdo al tipo de particulas que lo conforman y
de los grados de libertad que sean considerados. En general los caracterizamos por
los grupos unitarios U(nr) D U(n) x U(r), y por las cadenas candnicas de cada
uno de éstos. El grupo unitario U(n) esta relacionado con los grados de libertad
espaciales, mientras que U(r) depende de los grados de libertad internos.

En principio y para que el estado o polinomio de maximo peso represente a un
sistema de N cuerpos se le pide que sea homogéneo de grado N en el grupo U(nr).
La representacién de dicho grupo por lo general no es irreducible. Para que lo sea
se restringe al subgrupo producto directo U(n) x U(r). Tomando esto en cuenta, se
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pide que la accién de los generadores de ascenso de cada uno de los grupos U(n) y
U(r) sobre tal polinomio sea cero; esto independientemente del tipo de particulas
que se tengan.

En el caso de que el sistema esté compuesto por bosones, la RI del grupo U(n)
es [hinhan - - by donde las h,,s denotan el peso maximo, mientras que en el grupo
U(r) la RI es [vy,19, - vyy|. Para este tipo de sistemas el polinomio de maximo

peso, estd dado en ((3.69)).

. , . ;o1
Cuando el sistema esta conformado por fermiones de espin 5, T toma el valor

de 2, por lo que se caracteriza por la cadena U(2n) D U(n) x U(2); el subgrupo
U(2) describe los grados de libertad del espin total del sistema. La representaciones
irreducibles de los grupos U(2n), U(n) y U(2), estén dadas por [1V], [hinhan - - - hun)
y {111}, respectivamente. Teniendo en cuenta que las dos tltimas RI's son conju-
gadas una de la otra. En este caso la forma del polinomio de méximo peso estd dado
en (3.58)).

La base de cada uno de los sistemas mencionados se obtiene mediante la acciéon de
potencias de los operadores de descenso de Nagel-Moshinsky L} con 1 <k <p<n
sobre los respectivos estados de maximo peso.

El procedimiento es el siguiente: se toma la accién sobre el estado de maximo
peso de potencias de (n— 1) operadores de descenso de U(n), obteniéndose todos los
estados de méximo peso en el subgrupo U(n — 1) que estan contenidos en la RI de
U(n). Se actia con los (n—2) operadores de descenso de U (n—2) sobre los estados de
méaximo peso de U (n — 2). Se repite este procedimiento hasta obtener los estados de
U(1). En la parte de grados los libertad internos se efectia un procedimiento similar.

Para ilustrar el método, se consideré un sistema de N bosones caracterizados
por la cadena de grupos U(9) D U(3) x U(3). En la representacién bosénica, los
generadores del grupo pueden ser reescritos como operadores diferenciales de primer
orden. En este contexto se propone que el polinomio sea funcion de las o’s. Consi-
derando que debe tener peso maximo y que la accion de los generadores de ascenso
sea cero, tanto para U(3) como para U(3) se obtiene el polinomio de maximo peso
que porta la RI [highaeshss] y que esta de acuerdo con (3.69)).

El grupo U(3) tiene dos operadores de descenso. Estos son L} y L%, mientras que
U(2) sblo tiene a Li. Para esto se debe tomar en cuenta las relaciones de conmutacion
del grupo U(3), ademas de los conmutadores miltiples de los operadores de descenso
con sus adjuntos, por ejemplo, [Ls', L] [[Ls', LL], L] v [[Ls', L), Li], LY.

Tomando la accién de (L3)?(IL1)"(IL3)™ sobre el estado de méximo peso, se ob-
tiene un estado arbitrario de U(3). Calculando su peso, permite tener una relacién
entre los estados de la base polinomial y los estados de Gelfand-Tsetlin. Finalmente
se calculan los elementos de matriz de los generadores del grupo, que coinciden con
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los de [2].

Como ejemplo se discutié el problema de N electrones de las capas s, p y d, que
se clasifican mediante los grupos U(2(2{41)) D U(21+1) x U(2), donde [ representa
el momento angular orbital, [ = 0 para la capa s, [ = 1 para la capa p y [ = 2 para
la capa d.

En la capa s, al sustituir los valores de los momentos angulares orbitales de los
electrones en el hamiltoniano expresado en el formalismo en segunda cuantizacion
y después de usar propiedades de simetria de los coeficientes Clebsch-Gordan, el
hamiltoniano estd dado en términos del operador de nimero y por las integrales de
Slater F'(n,l},15,11,15). En esta capa el eigenvalor N sélo puede tomar los valores
N =1,2. En el primer caso se obtiene el espectro de particula independiente, mien-
tras que en el segundo hay contribucion en el espectro de energias por la interaccion
repulsiva de los electrones.

En la capa p, los términos que componen al hamiltoniano pueden escribirse por
los operadores de Casimir de primero y segundo orden de los grupos U(6), U(3)
y SO(3), por lo tanto, el espectro energético queda determinado por el nimero de
electrones NV, el momento angular orbital total L y el espin total del sistema S.

Los estados de maximo peso se obtienen de forma recursiva, es decir, primero se
obtiene el estado de maximo peso para el sistema de un electrén en la capa; a partir
de éste, se construye un estado que representa dos electrones.

Después de pedir que sea de maximo peso, y que la accién de los generadores de
ascenso de los grupos U(3) y U(2) sean cero, obtenemos los estados de méximo peso
que portan las RI de los grupos antes mencionados. Este procedimiento se repite
para cada ocupacion N hasta llegar al estado de capa cerrada. De esta manera se
obtienen todas las RI [hishaghss] y {vive} de U(3) y U(2), respectivamente, conte-
nidas en [17].

Para cada una de las RI's de U(3) y mediante los operadores de descenso L3,
L%y L3, se obtiene la base candnica. En esta base el operador L? no es diagonal,
por lo que es necesario calcular sus eigenvalores y eigenvectores; cabe mencionar que
la proyecciéon de momento angular orbital total esta bien definida, desde el momen-
to en que los estados se escriben en funcion de los operadores fermionicos de creacién.

Para el sistema de N electrones en la capa d es necesario introducir el grupo
SO(5), por lo que el esquema de clasificacién de la base toma la forma U(5) D
SO(5) D SO(3). En este esquema el momento angular orbital total estd bien de-
finido. Teniendo en cuenta lo anterior el hamiltoniano queda determinado por el
operador de nimero N, los operadores de Casimir de segundo orden I'(5) y ®(5)
de los grupos U(5) y SO(5), respectivamente, ademdas de un término que incluye el
producto de dos tensores unitarios de Racah.
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Es importante mencionar que si el potencial de interacciéon es de contacto, el
coeficiente que va junto con el producto de los dos tensores unitarios de Racah se
hace cero, por lo que no aparece este término en el hamiltoniano.

El nimero de electrones en esta capa va desde N = 1 hasta N = 10, y para cada
una de las RI’s [hyshoshsshashss] contenida en [17V] se construye la base canénica
mediante los operadores de descenso de Nagel-Moshinsky de la cadena de grupos
UB) DU4) DU(3) D U(2). En esta base el inico operador diagonal es T'(5), mien-
tras que para ®(5) y L? es necesario construir su representacion matricial en la base
canodnica y diagonalizarlas simultanéamente, ya que conmutan.

Es necesario también construir la representacién matricial del término que contie-
ne el producto de dos tensores unitarios de Racah, obteniéndose entonces el espectro
de energias del sistema. Para un sistema de 4 electrones en la capa d en el estado
base n = 3 se mostré como el espectro energético debido a la interaccion se divide
cada vez que consideramos cada uno de los términos, evitando la degeneracion de
estados etiquetados con el eigenvalor del momento angular total.

Finalmente, en este modelo se pueden introducir parametros en el hamiltoniano
que permiten ajustar el espectro energético a los datos experimentales, para ciertos
tipos de atomos.



Apéndice A

Segunda cuantizacion

Particulas idénticas

Se dice que dos particulas son idénticas si todas las propiedades intrinsecas son
exactamente las mismas (por ejemplo la masa, la carga, el espin, etc.) y no hay
manera de distinguirlas mediante algin experimento.

Clasicamente si tenemos un sistema de particulas idénticas basta con etiquetarlas
de alguna forma: por ejemplo, las podemos enumerar en el estado inicial y con el
paso del tiempo podemos seguir las trayectorias durante la evolucion del sistema. De
cierta manera es como si tratdsemos a las particulas como si fueran de naturaleza
diferente.

En mecéanica cuantica la situacion es totalmente diferente, esto es debido a que las
particulas estan descritas por ondas por lo que no tenemos trayectorias asociadas
a éstas. Aunque inicialmente las particulas estén separadas de tal forma que los
paquetes de onda no se traslapen y podamos distinguirlos de cierta manera, al
evolucionar el sistema dichos paquetes podrian mezclarse, lo que nos causaria algunos
problemas.

Para ver la dificultad que se presenta en mecanica cudntica con este tipo de sistema
consideremos el siguiente ejemplo.

Tomemos un sistema de dos particulas de espin % Por el momento concentremos
la atencion en el grado de libertad del espin. Es natural dar por sentado que hacer
una medicién del espin de cada una de las particulas que conforman al sistema nos
permite conocer el estado fisico del sistema.

Supongamos que al medir las componentes del espin a lo largo del eje Oz obtenemos
% para una de las particulas mientras que para la otra se tiene —%. Para hacer
una descripcién matematica del sistema, vamos a etiquetar a las particulas de la
siguiente forma: Sy, Sy denotan las observables de espin y |e1,£2) (donde ey, &5
pueden tomar cualquiera de los siguientes valores {4, —}) es la base ortonormal
del espacio conformado por los eigenkets comunes a S7, S, con eigenvalores 513 y
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522‘, respectivamente. En este caso tenemos dos estados matematicamente distintos
y que son asociados con un solo estado fisico. Cualquiera de los siguientes kets
ortonormales

|€1 = +;€2 = —>, |€1 = —,&9 = —|—>, (Al)

pueden describir, a priori, el estado fisico considerado aqui. Estos dos kets generan
un espacio bidimensional donde los vectores normalizados son de la forma

) = al+,—) + Bl—,+) con lal? +|8]? = 1. (A2)

Por el principio de superposicién, todos los kets de la forma (A.2) representan el
mismo estado fisico que en (A.1l)) (un espin apuntando hacia arriba y el otro hacia
abajo). Esto es a lo que llaman degeneracién de intercambio.

La degeneracion de intercambio crea ciertas dificultades a la hora de hacer las
mediciones de las observables ya que los diferentes kets de nos conducen a
diferentes predicciones fisicas que dependen de cudl ket se ha elegido, para denotar
a las particulas. Problema que se resuelve permitiendo inicamente kets simétricos
o antisimétricos.

Para evitar este tipo de problemas, haremos uso de las permutaciones, las cuales
nos conduciran posteriormente al simetrizador y al antisimetrizador. Comencemos
pues hablando del operador de permutaciones P;5 de un sistema de dos particulas.

Consideremos un sistema de dos particulas con el mismo espin. Vamos a suponer
por el momento que no son del todo idénticas y que de cierta forma las podemos
enumerar con (1), (2). También supondremos que los espacios de estados de cada
una de las particulas son isomorfos, por lo que al elegir la base {|u;)} de 1 de (1)
la otra la podemos escoger de forma similar, es decir, {|u;)} de e, para la particula
(2).

El espacio total € estda determinado por el producto tensorial de €; ® €5 y la corres-
pondiente base es de la forma

{{wi, uj) }- (A.3)

El operador de permutacién se define como el operador lineal que al actuar sobre
un estado arbitrario de la base satisface la relacion

P12’uiauj> = \Uj,uz'>- (A-4>
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Propiedades

Esto se puede demostrar facilmente si actuamos con el operador P a ambos
lados de la ecuacion ((A.4).
2. — Pl, =Py,

Para mostrar esta igualdad tomemos primero el elemento de matriz de Pjs, esto
es,

(wir, wjr| Prolug, wj) = (uir, wyelug, wg) = 0450,

Por otra parte si tomamos el elemento de matriz de PITQ, por definicién se debe
cumplir con

<UZ’/, Uj/|P1T2|Ui, Uj> = (<Ul, Uj|P12|Ui/, U,j/>)* = <ui, Uj’u]-/7 ui/) = 6ij/(5j2-/,
donde (*) denota el complejo conjugado. Comparando las dos ultimas ecuaciones se
comprueba la propiedad.
3.—Pl,P,=P,Pl,=1

Esta propiedad se sigue de las dos anteriores.

Simetrizador y Antisimetrizador

En concordancia con las propiedades que se acaban de citar podemos decir que
los eigenvalores de Py, son +1. Los eigenvectores asociados a + son conocidos como
simétricos mientras que los que estan asociados con — se les llama antisimétricos.
Esto es,

Piolys) = [vs) = |vg) Simétrico,
Pis|pa) = —|va) = |1a) Antisimétrico.

Consideremos ahora los operadores

1 1
525(1+P12), A:§<1—P12)

Usando las propiedades de Pj;s se puede mostrar que los operadores antes citados
cumplen con

S2=5, St=g: A2 = A, At = A,
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Adicionalmente satisfacen
SA=AS=0, S+A=1.

Esto nos dice que S y A son proyectores sobre subespacios ortogonales y que son
complementarios para este caso de dos particulas. Mas adelante vamos a ver que lo
ultimo no es cierto para sistemas con N > 2, donde N es el nimero de particulas.

Sea |1) un ket arbitrario del espacio &, S|i) es un ket simétrico mientras que
Al es antisimétrico. Esto lo podemos ver en la siguiente ecuacion:

PrpS|p) = S[), PioAly) = —Al). (A.5)

Por esta razon, A y S son conocidos como simetrizador y antisimetrizador. EI mismo
resultado se obtiene si tomamos el orden inverso, es decir,

SP12W> = S|¢>a AP12W> = _A|?/1>- (A-6>

Transformacién de las observables por las permutaciones

Consideremos a la observable B; que inicialmente se definié en el espacio &;
y que se ha extendido al espacio . Supondremos que B; constituye un conjunto
completo de observables que conmutan. Siempre es posible construir la base {|u;)}
de &1 con los vectores propios de By (donde los correspondientes valores propios son
b;). Calculemos pues la accién del operador P12B1P1T2 sobre un estado arbitrario de
e, es decir,

P12B1P1T2|UZ‘, Uj> = PlgBl|Uj,UZ‘> = bjP12|Uj, Uj> = bj|ui, Uj>. (A7>

Podemos ver que si actuamos directamente con Bs sobre el ket inicial se llega al
mismo resultado; consecuentemente se tiene

Pi,B, P}, = Bs. (A.8)
El mismo razonamiento es utilizado para mostrar que
P12B2P1TQ = Bl- (A9>

En el espacio € podemos encontrar observables tales como By + Cs, B1Cy, que
dependen de ambos indices. Trivialmente se tiene que

PlQ(Bl —|— CQ) - BQ —|— Cl- (AlO)
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De forma similar a (A.7) tenemos que
PlgBlcQPJQ - PlgBlplTQPlQCQPlTQ - Bgcl, (All)

Este tipo de resultados se puede generalizar a observables que se expresen en térmi-
nos de funciones de B; Cs y que denotaremos por O, por lo que

P12012P1J[2 = Oy, (A.12)

en donde Oy es la observable que se obtiene de intercambiar los indices 1 <> 2 de
la observable Oy,. Una observable 0%, se dice que es simétrica si

03, = 05, (A.13)

Tomando en cuenta a (A.12)) se puede ver que todas las observables simétricas
satisfacen

Pglos(l, 2) = OS(L 2)P21, — [PQl, Os(l, 2)] =0. (A14>

Es decir, que las observables simétricas conmutan con el operador de permutacion.

En el espacio de estados de un sistema de N particulas con el mismo espin (por
el momento supondremos que son de naturaleza diferente), se pueden definir N!
operadores de permutaciones. Si N es mas grande que 2 las propiedades son mas
complejas de las que se tiene para Pj5. Para tener una idea de cémo cambia, se
discutira brevemente el caso para el que N = 3.

Consideremos un sistema de tres particulas que necesariamente no son idénticas
pero tienen el mismo espin. Como en el caso anterior, construiremos la base del
sistema tomando el producto tensorial, esto es,

{lui, wj, ug) b (A.15)

En este caso existen 6 operadores de permutaciones incluyendo a la identidad, a los
que denotaremos como

I, Pig, Pi3, Pa3, P1og, Pi3a. (A.16)

Existen dos formas en las que las permutaciones actuan sobre los estados; éstas
son pasiva y activa. Para dar una idea de la diferencia que existe entre las dos
consideremos el siguiente ejemplo.

Utilizando el sistema de tres particulas descrito por vamos a actuar con
el siguiente par de permutaciones siguiendo este orden P P53 sobre un estado arbi-
trario de la base. Si lo hacemos de forma pasiva obtenemos

P12P13|uiyujyuk> = Pl?‘uk:aujaui> = |Uj7uk7ui>‘ (A-17)



164 APENDICE A. SEGUNDA CUANTIZACION

Por otra parte si lo hacemos de forma activa se tiene que
Pry Pys|ug, uj, ug) = Pralug, uj, w;) = |ug, ug, uj). (A.18)

Notamos primero que ambas formas de hacerlo conducen a resultados totalmen-
te diferentes; para la forma pasiva podemos ver que los lugares se mantienen fijos,
es decir, que se toma en cuenta el orden en que los objetos aparecen a la hora de
intercambiarlos, mientras que en la permutacion activa este orden no es respetado al
momento de intercambiar los objetos. Cuando tenemos un sistema de dos particulas
las dos maneras de permutar coinciden.

Siguiendo con la discusién, enunciaremos algunas propiedades que cumplen las per-
mutaciones

i. Entre los operadores de permutacion contamos con el operador identidad.

ii. El producto de dos operadores de permutacion da por resultado otro operador
de permutacion.

iii. El producto de permutaciones es asociativo.

iv. Cada operador de permutacién tiene un inverso que por supuesto corresponde
a un operador de permutacién.

Esto quiere decir que las permutaciones forman un grupo.

Transposiciones

Una transposiciéon es una permutacion en la cual sélo se intercambia el rol de dos

de las particulas sin modificar las demas. Como ejemplo de transposiciones tenemos
a Pia, P13, Pa3, etc.
Los operadores asociados a las transposiciones son hermiticos y cada uno tiene como
su inverso a si mismo. La prueba de esta aseveracion es similar a la dada para
Py5. Cualquier operador de permutacion puede ser descompuesto como producto de
transposiciones. Por ejemplo

Pi3y = Py Pig = Pi3Pa3 = P1oPys, -+ - etc.

Como se observa en la ecuacién anterior, esta descomposicién no es unica; sin
embargo, para una permutacion dada se puede mostrar que la paridad, es decir,
el nimero de transposiciones en que puede ser descompuesto, es el mismo, por lo
que en (A.16|) Pio, P»3, P53 son impares y los otros tres son pares. Para cualquier N
siempre hay el mismo nimero de permutaciones pares como impares.

Finalmente podemos notar que el adjunto de una permutacién tiene la misma pari-
dad que la permutacién ya que es igual al producto de las mismas transposiciones
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tomadas en el orden opuesto.

Kets totalmente simétricos y totalmente antisimétricos

Como los operadores de permutacion no conmutan para N > 2, no es posible
construir una base formada por los eigenvectores comunes a todos los operadores
de permutacién. Sin embargo existen ciertos tipos de kets que son eigenvectores
simultdneos de todos los operadores de permutacion.

Denotemos por P, un operador arbitrario de permutacién asociado con un sistema
de N particulas con el mismo espin; a representa la permutacién de los primeros N
enteros. Sea el ket [ig) tal que

Pals) = [s),

para cualquier permutacion; se dice que es totalmente simétrico. De forma similar
se define el ket totalmente antisimétrico. Asi, tenemos

Pa‘wA> == 5&’¢A>7
donde

{ 1, si P, es una permutacion par,
Eq =

1, si P, es una permutacién impar.

El conjunto de kets totalmente simétricos (antisimétrico) constituye un subespa-
cio €g (€4) del espacio de estados €. Ahora consideremos el par de operadores

1 1
SszPa, A:ngapa,

donde la suma se hace sobre las N! permutaciones de los primeros N enteros. En-
seguida se mostrara que S yA son los proyectores sobre los subespacios €5 €4, res-
pectivamente. Por esta razén son conocidos como simetrizador y antisimetrizador.

Sy A son operadores hermiticos, es decir,
St =g, Al = A (A.19)

Tomando el adjunto de la definciéon de S'y A tenemos

ST—%ZP;, AT—%ZSQPJ

El adjunto de una permutacién P, es, como vimos anteriormente, otro operador
de permutacién con la misma paridad; por esta razén se conserva el valor de ¢, y
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como la suma se hace sobre todas las permutaciones del grupo lo inico que estamos
haciendo es cambiar el orden en que ésta se realiza. Con esto se corrobora la ecuacion
(A.19)).

Por otra parte si se tiene una permutacion P, se satisface que

Pa,S =SP,, =S, PoyA = AP, = o, A. (A.20)

Esto se debe al hecho de que P, P, = Ps es otro operador de permutacién con
€8 = Eapa-

Para una P,, fija al tomar todas las permutaciones P, del grupo podemos ver
que cada una de las permutaciones FPj aparecen una sola vez en el grupo anterior
pero en orden diferente; consecuentemente se tiene que

PaOS:%ZPQOPQZ%%:szs,

1
P, A= NI Z€aPa0Pa = €ay 255135 = £4,4.
e B

De forma analoga se muestra cuando se multiplica el mismo operador de permutacion

ahora por la derecha.
Utilizando las ecuaciones (A.20)), demostramos

1 1
2 _ _ I
S__N!E SPa——N!E S =25,
1 1
2 _ 24 _
A = NI g e AP, = N E g2 A=A
Adicionalmente se demuestra que

AS:%ZAPQZ%ZEQA:%AZ%ZO. (A.21)

Esto se debe al hecho de que hay el mismo nimero de permutaciones pares que de
impares en el grupo. De la misma manera se demuestra para SA = 0.
Por lo tanto A, S son los proyectores sobre los subespacios € 4, €g.

De acuerdo con la ecuacién (A.20)), la accién de estos dos operadores sobre cual-
quier ket |¢) del espacio de estados da como resultado un estado completamente
simétrico o completamente antisimétrico:

PopSlib) = S[v), PogAlY) = e0Alh).
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Postulado de simetrizacion

Cuando un sistema incluye varias particulas idénticas, sélo dos tipos de kets del
espacio de estados pueden describir el estado fisico: los estados fisicos dependen de
la naturaleza de las particulas idénticas, completamente simétricas o completamente
antisimétricas con respecto a los operadores de permutacién del sistema . Aquellas
particulas las cuales estdan descritas por estados totalmente simétricos se conocen
como bosones, mientras que las que estan descritas por estados totalmente anti-
simétricos son fermiones.

El postulado de simetrizacién limita el espacio de estados para un sistema de
particulas idénticas. Todas las particulas que cominmente se conocen, obedecen la
siguiente regla empirica: aquéllas que tienen espin semi-entero (electrones, protones,
neutrones, etc.) son fermiones, mientras que las que tiene espin entero (fotones, me-
sones, etc.) son bosones [15].

A continuacién veremos cémo este postulado de simetrizacién remueve la dege-
neracién de intercambio y sus dificultades. Este nuevo postulado restringe conside-
rablemente el nimero de clases de kets capaces de describir al sistema fisico. Estos
kets deben pertenecer a los subespacios €g para bosones y €4 para fermiones.

Debemos de ser capaces de afirmar que las dificultades ocasionadas por la de-
generacién de intercambio son erradicadas si podemos mostrar que ¢, contiene un
solo ket del espacio €5 o del espacio 4. Para demostrar lo anterior haremos uso de
las siguientes relaciones SP, = S o AP, = A, por lo que

Slu) = SP,|u), Alu) = e, AP, |u). (A.22)

Esta relacion expresa el hecho de que la proyeccion sobre los espacios €g v €4
de los kets que expanden al espacio €, son colineales. El postulado de simetrizacion
sin ambigiiedad indica (salvo una constante) el ket de €, que debe ser asociado con
el estado fisico considerado: S|u) para bosones y A|u) para fermiones. Este ket es
conocido como el estado fisico.

Espacio de Fock

Para particulas distinguibles la descripcién adecuada del espacio de estados es-
tara dada por el producto directo del espacio de una sola de ellas. La misma es-
trategia puede ser empleada para un sistema de n particulas indistinguibles, pero a
expensas de marcar o numerar las particulas idénticas. El orden en que las particulas
sean numeradas no tiene significado fisico aunque los vectores de estado que difieren
en la permutaciéon de sus etiquetas, definen al mismo estado. Asi en este modo de
descripcion tenemos una simétria bajo n! permutaciones del etiquetado, violando el
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principio de que sélo hay exactamente un vector de estado para cada estado fisico de
un sistema (excepto por una fase). La redundancia en la descripcién de particulas
idénticas debe ser removida limitando el espacio vectorial de estados a un subespacio
que sea invariante bajo la permutacién de sus etiquetas. Consideremos la existencia
de un conjunto completo de variables dinamicas K, apropiadas para una particula
y caracterizamos el correspondiente conjunto de eigenvalores colectivamente por k;.
Un estado particular se especifica afirmando que de las n particulas, n; tienen el
valor ki, no tienen el valor ks, etc. Estados més generales son obtenidos de la super-
posicion de dichos estados. Por otra parte es imposible decir que particula tiene el
valor k1, cual otra tiene el valor ks, etc.

En el desarrollo del marco de referencia matematico para estos conceptos, se
define el espacio de estados para un sistema de n particulas en la suposicion de que
cualquier conjunto completo de operadores K, que describa el comporta-
miento de una sola particula, puede ser empleado para n particulas del
mismo tipo. Esta minima suposiciéon postulada como cierta ain en presencia de
interacciones entre particulas, implica que el sistema compuesto mantiene las pro-
piedades individuales de sus constituyentes.

Desde que hemos supuesto que el sistema compuesto de n particulas es mera-
mente una coleccion de las particulas que lo forman, podemos suponer que a cada
eigenvalor k; de K le corresponde un operador conocido como nimero de ocupacion
denotado por N;, cuyos eigenvectores caracterizan el estado en el cual un nimero
definido, n;, de particulas tienen el valor k;. Los eigenvalores de N; son los niimeros
de ocupacion n;. Como postulado fundamental, supondremos que la totalidad de
operadores N; forman un conjunto completo de operadores Hermitianos que conmu-
tan. Teniendo esto en cuenta se escribe la base del sistema como el producto directo
de los estados de cada una de las particulas; este espacio es conocido como espacio
de FockE], ie.,

n1) ® [ng) @ ng) @ -+ @ |ng) -+ = |n1,Ng,ng, - Ny -+ ), (A.23)

donde n; denotan los eigenvalores de IV;. En particular se tiene el estado sin particu-
las, comunmente llamado vacio,

Después tenemos los estados con una particula,

! Este espacio es una generalizacién de la mecénica cudntica a sistemas para los cuales el niimero
de particulas no es una constante de movimiento.
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Operadores de creaciéon y aniquilacion
Para una especie dada de particulas es til definir los operadores de creacién b;r
y aniquilacion b; que cumplan con las siguientes propiedades:
b””hn% S M1, My Mgy, ) OC M, Mgy g, M+ L), (A.26)
bi\nl,ng, M1, My Mgy 0 > X |n1, Noy -+, Ny_1,N; — 17 MNiy1,° > (A27>

Esto significa que anade o remueve una particula al i-ésimo niimero de ocupacion
segun sea el caso. Comenzando con el estado de una particula se tiene que

bj|0> = |O,0,07-.. ,n; = ]_7> — |\I/£1)>,
b WYy = 6,00,0,0,- -,y =1,---) = §,;]0). (A.98)

Como el vacio no tiene particulas que puedan ser destruidas, entonces el vacio se
define con la condicion

Veamos ahora como se pueden expresar estos operadores bajo una transforma-
cién unitaria. Introduciendo un segundo conjunto completo de observables L con el
conjunto de eigenvalores caracterizados colectivamente por [,, los correspondientes
operadores de numero de ocupaciéon seran denotados por Nq con eigenvalores n,. La
transformacién esta dada por

) =D ey (@), (A.30)
q

donde los coeficientes complejos (@gl)]\llgl)> forman una matriz unitaria. Por otra
parte el vacio debe ser el mismo para las dos bases. El estado de una particula en

esta base se expresa
|<pl(]1)>:|0’0707... g =1,--). (A.31)

Introducimos los operadores de creacion ajl y de aniquilacién a4, que en esta
nueva base deben de satisfacer

a:;|ﬁ17--- ’ﬁq—laﬁqaﬁq-i-h ’ > X |ﬁ1,--- >ﬁq—1>ﬁq + 1vﬁq+1a ’ ">7
aq|7~l17"' s g—1,Tq, M1 - > x ’ﬁla ey Ng—1, Mg — 1, Ngqa, ) (A'32>

Para el subespacio de estados con una particula los operadores estan relacionados
por

1 1
b0y = zwwyww:zmwwww

q

Za T))|0). (A.33)
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comparando el primer término con el ultimo se obtiene
1l
=3 al (@) w): (A.34)
q

y tomando su adjunto
bi=> (U |0V)ay. (A.35)
q
La creacion de una particula con ntmero cuantico k; es equivalente a la su-
perposicién lineal de particulas creadas con nimeros cuanticos [,, cada uno de ellos
contribuyendo con una amplitud (®,| ;). Vamos a suponer que las ecuaciones
y (A.35)) se conservan mas alla de los subespacios de una particula y del vacio como
ecuaciones entre operadores para el espacio completo de un sistema con cualquier
nimero de particulas idénticas.

Algebra de los operadores de creacién y aniquilacion

Lo primero es derivar las propiedades algebraicas de los operadores. Notamos que
cuando dos operadores de creacion bgb} se aplican a un vector del espacio de estados,

producen el mismo estado fisico que b}b}, aunque la normalizacién de dicho estado
depende del orden en que las particulas son creadas. Por lo tanto para cualquier
estado |p)

Tot TpT

bz'bj|90> b bilp). (A.36)

Se mostrara que A no depende de la representacién ni de los subindices i,j. Para
hacer esto utilizamos las ecuaciones ((A.34) y (|A.35) de las cuales se obtiene

(b0} = NI o) = D (Wi (®i]W;) (ajaf — Aajaf)l) =0, (A.37)

con la condicion
D (WG| ) (Py| ) = 6y (A.38)
k
Como la teoria debe de tener la misma forma en cualquier representacion, entonces
tiene que ser satisfecha para todos los estados |¢) sélo si para cada valor de (k1)
sucede

bibl — A\bjbl = 0, bibl — AbLbf = 0. (A.39)

De estas dos ecuaciones tenemos que A? = 1, lo cual implica que A = £1. De
aqui se sigue que hay dos clases de relaciones algebraicas para los operadores de
creaciéon de diferentes especies de particulas; estos deben de satisfacer las relaciones
de conmutacion o las relaciones de anticonmutacion,

bib! — bib] = 0, bjb! + bib! = 0. (A.40)

) 1)
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Tomando el adjunto de las dos ecuaciones anteriores,
bib; — b;b; =0, bib; + b;b; = 0. (A.41)

Un argumento similar puede hacerse para dos operadores b; y b}, ie.,

bibl|p) = ublbilg). (A.42)
Para 7 # j nos queda que

bibt — pblb; = 0 (A.43)
y para ¢ = j,

bibl — pblb; = A. (A.44)

Para saber qué tipo de operador es A, lo hacemos actuar sobre el vacio. Utilizando
la ecuaciones (A.26)), (A.27) y (A.29)), obtenemos

A[0) = bib]]0) — ublbi[0) = bib![0) = |0). (A.45)
Comparando el primer término con el ultimo se tiene que
A=1. (A.46)

Completando el marco de referencia teérico, definimos el operador de niimero
como N; = bjbi cuyos eigenvalores son los niimero de ocupacion n; de las particulas
para el cual K tiene el valor k;; ademas

N=> N, (A.47)

y no depende de la representacién que se use:

N=> Ni=) blb;=> al(®|V;)(W;|®,)a, = ) al(®|®,)a,
A A q,T

Z7q7r

= Z a:;aq = Z N,. (A.48)
q q
Si el vector base ([A.23) es un eigenestado del operador Nj;, se puede vér facilmente
que para i # j
Niby — beN; = 0, N;bl — bEN; = 0; (A.49)
y para i=j se tiene que

Nb; — b;N; = —b;, N;b! — bIN; = bl (A.50)
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Usando la ecuacion ((A.49) y con ayuda de las relaciones de conmutacién y anti-
conmutacién ya obtenidas (Ecs. -|1A.41)) y de la ecuacién (A.43),

Niby, — bpN; = blbiby — bblb; = blbsby — publbpb; = bibiby T bl bsby
= bbb (1 F ) = (1F p)Niby, = 0, (A.51)

Esto implica que p = +1; el +1 corresponde a particulas que obedecen la estadistica
de Bose-Einstein, y el -1 a particulas que obedecen la estadistica de Fermi-Dirac.
El mismo resultado se obtiene utilizando la ecuacion y las respectivas rela-
ciones de conmutacién.

Hemos llegado a la conclusién que sélo hay dos formas de relaciones de conmu-
tacion de operadores de creacién y aniquilacion para particulas idénticas:

b/b] — blbl =0 b/b! + blb] = 0
Bosones | b;b; — bjb; =0 Fermiones | b;b; + bjb; =0
b;b! — blb; = J b;b! + blb; = o

Como las relaciones de conmutacion para los bosones tienen la misma estructura
que la de los operadores de creacion y aniquilacién del oscilador arménico, podemos
escribir las ecuaciones (A.26]) y (A.27)) con sus coeficientes:

bi|n17n27"' 7ni7"'> = \/n_z |n17n27"' , Ny — 17”')7
b;r|n1,n2,- e Ny, e > = Vn; —|— 1 |n1,n2, e, Ny —I— 1, . > (A52)
Para fermiones consideramos una sola especie de particulas y utilizando la ecua-
cién
b+ N =1 (A.53)
Se demostrara que los tinicos nimeros de ocupacién n posibles son el 0, 1:
N? =(I —bb")? = I — 2bb" + bbTbb" = I — 206" + bb' (I — bTb)
— ] — 2bb" + bb' — bbTb'b = T — bb" — bb'bD. (A.54)

De las relaciones de conmutacién para particulas de la misma especie se tiene que
b'b" = 0. La ecuacién (A.54) se convierte en

N?=T-b'=N = N’-N=0. (A.55)

Por lo que n = 0, 1. Con este resultado y escogiendo una fase de tal forma que
cumpla con las relaciones de conmutacién tenemos que los estados para fermiones
satisface

b|0) =0, b'[0) = |1),

b|1) = 10), b'[1) = 0.
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Variables Dindamicas

Se pueden construir variables dinamicas para un sistema de un ntimero arbitrario
de particulas. Sea el operador K que mide el valor total de una cantidad aditiva K,
como por ejemplo la energia cinética

Es conveniente expresar I en términos de un conjunto arbitrario de operadores de
creacion y aniquilacion af], g

K= ZKbTb _ZKZCD |0 (W] ®,)a Za (D, K|®,)a (A.57)

Un operador aditivo que representa la relacion entre dos particulas, como por ejemplo
la energia potencial, se puede escribir como

Z N;N,;Vij + = Z N;i(N, ; > (NiN; = Nisij)Vij. (A.58)
275] ]

Se ha asumido sin pérdida de generalidad que los nimeros V;; forman una matriz
real simétrica. Vamos a escribir N;N; — N;0;; en términos de operadores de creacion
y aniquilacién. Para i # 7,

N;N; = blbblb; = bl (£blb;)b; = b]bl (£b,0;) = bjblb;b;; (A.59)
en el caso en que ¢ = j tenemos que

N2 — N; = blbb!b; — bib; = bl (1 + blb;)b; — blb; = bIblb;b;. (A.60)

)

Se observa que las expresiones son las mismas para bosones y fermiones. Esto implica
que

Zb*b b;ib;Vi;. (A.61)

Mediante una transformacién unitaria, y las ecuaciones (A.34) y (A.35)), se ob-
tiene

S S Vi W) () (W) (0, ) L (A.62)

iy qr st
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Podemos ver que
D Vig (0| W) (@0 [ W) (W3] ) (W5 1) = (D, |V |, Dy). (A.63)
ij

Por lo tanto la ecuacién (A.62) toma la forma

1
V=3 D (2,2, |V |0, 2)afalaa,. (A.64)

qgrst

con q,t denotando los indices de una particula, y r,s los de la otra. La importancia
del formalismo presentado radica en el hecho de que permite realizar célculos que
automaticamente toman en cuenta los aspectos combinatorios que surgen de las
estadisticas de Bose-Einstein y Fermi-Dirac.



Apéndice B

Tensores 1irreducibles

B.1. Operadores tensoriales

Un operador tensorial irreducible de rango L se define como un conjunto de 2L+1
funciones Ty (M = —L,—L+1,--- L), tales que bajo el grupo de rotaciones SO(3)
se transforma de la siguiente manera

RTLMRil = Z D][\//[/M<Oéﬁ"}/>TLM/, (Bl)
M/

donde R = exp(—ifn - J) es el operador de rotacién, que transforma funciones de
onda v en Ri) y operadores Q en RQR™!. Los dngulos de Euler oy que descri-
ben la rotaciéon y DZ%,,,;(aB7v) son los elementos de matriz en la representacién L.
La ecuacién implica que un tensor irreducible de rango L debe transformarse
simplemente como un armonico esférico de grado L.

Ahora consideremos la suma y el producto de tensores como los que aparecen en
la ecuacién (B.1). Sean T, ar, (A1) v Tron,(As) dos tensores esféricos de rango Ly
y Lo respectivamente. Los simbolos A; y As representan las otras variables de las
cuales dependen los tensores. Por ejemplo, para armoénicos esféricos A; y A son las
coordenadas angulares de dos puntos diferentes en el espacio. Para poder sumar los
tensores antes mencionados, estos deben de tener el mismo rango, es decir, que para
T (A1) y Trar(Az), la suma Tra(Ar) + T (As) da otro tensor de rango L. Esto
se sigue de la naturaleza lineal de la transformacién (B.I)).

Mediante el producto de dos tensores de rango L; y Lo se puede construir un
tensor de rango L, de la siguiente manera

Tpai(A1As) =Y (LiMy; LyM — My|LM) Ty ur, (A1) Trons-an, (A2), (B.2)

My

175
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el rango del tensor L se obtiene como la suma vectorial de los rangos Ly y Lo,
mientras que la proyeccion resultante M se obtiene de la suma algebraica de M; y
MQ.

Ahora se prueba que el tensor 17, definido en es una componente del ten-
sor irreducible de rango L si 17, ar, ¥ 11,0, son componentes de tensores irreducibles
de rangos Ly y Lo respectivamente.

Haciendo una rotacién de los ejes coordinados y utilizando (B.1) en el lado
derecho de (B.2), tenemos

RTpp(A1A)R™ = Tp,a (A1) Tigan(A2)
MM}

X (LiMy; LM — My|LM)Dy}, Dy

M'M M'M My-*
My

Utilizando la series Clebsch-Gordan [ se obtiene

RTpp (A1, As)R™Y = > Toagg (A1) T (A2) Y (LiMy; LM — My|LM)

MM, My

X Z<L1M{, L2M5|L M{ + ]\4é><[/1]\417 LQM - M1|L,M>DL/{+M57M,

reagrupando términos que involucran la M; y utilizando las propiedades de ortonor-
malizacion de los Clebsch-Gordan se tiene

RTu(Ar, A)R™ = > Dy ar(La M5 LyMy| LMY + MEYTy, gy (A1) Troazy (As).

MMy,
Denotando M’ = M| + M}, la ecuacién anterior se expresa como

RTp (A1, A)) R ZDM,MZ (Ly M, LyM' — M{|LM") Ty, a1y (A1) Ty (As)

M/
= DT (Ar, As),
MI
donde en la dltima expresién se utiliza (B.1]); concluyendo la demostracion.
La multiplicacién y contraccién de dos tensores esféricos de rango Ly y Lo, se

puede llevar a cabo haciendo uso de la ecuacion (B.2)). El rango L del tensor resul-
tante puede tomar los valores |Ly — Lo|,|L1 — Lo| + 1, Ly + Lo.

DI, Dl o, = > jape i + p2) (Grma; jame|jma + M) D) 4y miy+ma» Ve 5]
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Si Ly = Lo, es posible construir un invariante, es decir, un tensor de rango cero.

Sustituyendo L = 0y L; = Ls en (B.2) se obtiene
Too(Ar, Ag) = > (LiMy; Ly — My]00) T, nr, (A1) Ty ar, (Ao) (B.3)
My

utilizando las propiedades de simetria de los coeficientes Clebsch-Gordan
(LyMy; Ly — M;]00) = (_)L1—M1(2L1 4 1)_%7

reemplazando este resultado en (B.3)) y sacando los factores que no dependen de M;
en la suma

Too(Ar, As) = (=)F1 (2L, + 1) 7 > ()M T a1, (A1) T, (Az),

My

al prescindir del subindice en L y M; y absorbiendo las constantes tenemos que

gL = Z<_>MTLM(A1)TL7M<A2)7

donde 4, = (—)%(2L + 1)2Tyo(A;, Ay). Este invariante se obtuvo por medio de la
contracccion de dos tensores del mismo rango, de acuerdo con y comunmente
se le conoce como el producto escalar de dos tensores. Para L = 1 es el producto
escalar de dos vectores.

Por su parte Racah definié las componentes de un operador tensorial irreducible
mediante las relaciones de conmutacién con los operadores de momento angular. El
conjunto de componentes 77, constituye un tensor irreducible de rango L, si las
relaciones de conmutaciéon

[Jo+idy, Toa) = [(LF MYLEM+1D))2Topsr,  [Jo,Ton) = MTpag,

son satisfechas. La prueba de que la definicién de tensor irreducible es equivalente
con la dada en (B.1)) se pueden ver en [5].

B.2. Teorema de Wigner-Eckart

Habiendo definido las componentes de los tensores irreducibles y las relaciones
de conmutacién con los operadores de momento angular, la discusion se centra en la
obtencién de los elementos de matriz de 17, entre dos estados que tienen momento
angular bien definido. Para realizar estos célculos es de utilidad e importancia el
teorema de Wigener-Eckart, que dice

(G'm [ Tyadljm) = Gims LM|j'm!) (| T2 ). (B4)
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La cantidad (j'||Ta||7) es llamada elemento de matriz reducido del tensor Ty y de
acuerdo con la notaciéon no depende de las proyecciones de los momentos angulares
m,m’y M.

De la ecuacién anterior podemos decir que las caracteristicas geométricas o de
simetria estan incuidas totalmente en el coeficiente Clebsch-Gordan, mientras que
las fisicas se encuentran en el elemento de matriz reducido, lo que permite separarlas,
ademsds la conservacién del momento angular esta implicita en el coeficiente Clebsch-

Gordan.



Apéndice C

Elementos de matriz del operador
Runge-Lenz

A continuacion se obtendran los elementos de matriz de las componentes del
operador de Runge-Lenz respecto a la base del &tomo hidrogenoide. El procedimiento
a seguir es el siguiente. Tomando en cuenta la transformacién (2.39), vemos que
podemos escribir a los operadores de momento angular y de Runge-Lenz en funcion
de un acoplamiento de dos momentos angulares J;, Jo con sus respectivas bases.
Usando la teoria de momento angular, esto es, considerando las propiedades de
simetria de los coeficientes de Clebsch-Gordan, el teorema de Wigner-Eckart, ademés
de utilizar la relacion que existe ente los coeficientes de Clebsch-Gordan con los de
Racah (W), se obtendrd los elementos deseados.

La relacién entre las bases |nlm) estados del atomo hidrogenoide y |jpu1;jpu2)
estados de dos momentos angulares, es

ntm) = " (iua; jpallm)|jm)|jus). (C.1)
1,12

Teniendo en cuenta la relacién de ortogonalidad de los coeficientes Clebsch-Gordan,
podemos despejar la base |y p1)]j2pt2)

) ) = Y (Gins jfiallm) nlm). (C.2)

lm

Utilizando el teorema de Wigner-Eckart, el elemento de matriz A, se escribe como
(nl'm’| A, |nlm) = (Im1p|l'm')(nl'|| Al|nl). (C.3)

Haciendo uso de la base |ju1)]jue2), el elemento de matriz toma la forma

(nl'm/|Aulnlm) = > (s pallm) (s jubUm’) (Gphs jubl Aljps jus). (C.4)
B p2 e o
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Considerando que A, = J;,, — Jo,, junto con las relaciones

(s G| s Gp2) = Opau G |1l jpn) = Opp (Gralpljpi) /507 +1)
(s ol Jruldpes Jua) = Oy (ol Joulipe) = O (Gralplips) /(5 + 1), (C.5)
el elemento de matriz de Au se escribre
(nl'm/|AInim) = > VG0 + )G juallm) (pda; jpell'm’) ju, Lpljph)
12y

— > VG + DG dpallm) G juslUm') Gps; 1pljss). (C.6)

12l

Utilizando las propiedades de simetria de los coeficientes Clebsch-Gordan [5], pode-
mos escribir la segunda parte de la ecuacién (C.6) de la forma

(=) (o g |l (s G lUm) (o Ll b)) N/ (5 + 1) (C.7)

Intercambiando p; por g, fig POr 1, ¥ (5 por py, se reescribe el elemento de matriz
como

(nl'm’|Ay|nlm) = [1 = (=)' +1) 1, (C.8)
donde
I= " (ipai gpallm) G Lpll'm') (g sl U'm’). (C.9)
p1p2 ]

Usando nuevamente las propiedades de simetria de los coeficientes Clebsch-Gordan,
se reescriben de tal forma que sea inmediata la identificacion de I con un coeficiente
W de Racah, esto es,

(s jpallmy = (=) 710 [555(Ims j — ),

(s juall'm’y = (=) (pa; jut |Um),

Guu Lpliph) = (=77 255G — gl L) (C.10)
Reemplazando lo anterior en [ y rearreglando términos se obtiene
I =—(=)"/ @2+ 1)(2) + 1) Im; 1p|l'm/YW (151'j; j1). (C.11)

Por lo tanto el elemento de matriz tiene la siguiente expresion:

(nl'm| Ay nim) = — (=)' [L = (=)*]/G0 + D@+ D(2j + 1)

X (Im; 1p[l'm" YW (1575 17). (C.12)
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En la ecuacién anterior se ha utilizado la propiedad de simetria W(abed : ef) =
W (acbd; fe) [B]. Podemos ver de aqui que el elemento de matriz reducido es

(| Allnl) = —(=)"[L = (=) V50 + D2 + D+ HW U555 1). - (C.13)

También puede verse que cuando I’ = [, lo que estd dentro del corchete es cero, y
por lo tanto el elemento de matriz reducido es nulo.
Para el caso en que I’ =1+ 1 el elemento de matriz reducido toma la forma

(nl 4+ 1||A|lnl) = 2(=)'\/3( + 1)(25 + 1)(20 + D)W (Il + 154; 17). (C.14)

Aprovechando las propiedades de los coeficientes de Racah [5], se tiene que
Wl +1j5;15) = (=) "' W(ILjj; 1 + 17)
_ (_)_l[ (I+D)2j+2+10)(25—1) ]é
20+ 1)(20+3)25(27 + 1)(25 +2)]
Sustituyendo esta expresién en ((C.14)) se obtiene

4+ D@i 424025 - )73
(nl + 1|| Af|nd) _[ O ] . (C.15)
Y recordando que
-1 1
j= — U+ =0 -, (C.16)
se concluye con
I+Dn+l+1)(n—-1-1)132
[+ 1||A|nl) = 1
(nl + 1 Aljn) = | A (€.7)

En el caso para el cual I’ =1 — 1, el elemento de matriz reducido es

(nl — 1| Allnl) = 2(=)"*'/50G + 1)(2j + D)2 + VW (Ul — 1jj; 15).  (C.18)

Considerando que

W (Il = 1jj; 15) = W (I = 1jj; 15) = (=)W (1l — 11j5; 1)
1 (25 +1-D(2j +1+ 1) }é

T2 [j(] F0(2j+ D)2+ 12— 1)

y sustituyendo ((C.16|), de la misma manera que en el caso anterior, se obtiene

(nl — 1| Allnl) = [Z(” _2;)_(”1+ l)] : (C.19)
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Apéndice D

Elementos de teoria de
representaciones

Introduciendo un grupo de operadores {P g} isomorfo al grupo de transformacio-
nes { R}, los operadores Py se van a definir por su accién sobre una funcién escalar
arbitraria f(x) como

Prf(z)=f(2);  [(@)le=a0 = f(¥)lo=r-12,- (D.1)

El contenido fisico de esta ecuacién se puede ilustrar por medio de la figura ,
donde los contornos f(x) = cy Prf(x) = ¢ representan las curvas de nivel. Bajo la
accion de la operacion R el punto A del sistema se traslada al B, pero la propiedad
fisica descrita por la funcién escalar f(z) tiene el mismo valor en los puntos A y B,
esto es precisamente lo que la ecuacién expresa.

Para que la correspondencia R — P sea un isomorfismo, la siguiente propie-
dad debe cumplirse: PsPr = Psgr. Pero esto es efectivamente cierto, ya que de la
definicion se tiene que

Psrf(z) =g9(x), 9(2)|r=ay = f(x)|$:(SR)*1xo' (D.2)

Por otra parte,

PsPrf(z) =Psf'(z) = f"(2);
f”(x)|x:1’o :f/(x”a::b”lmo = f(w)|x:R*1(S*1:vo) = f(x)|z:(SR)*1xov (D'?’)

y como [ es una funcién arbitraria, pedimos que f” = ¢ con lo que se concluye
que PsPr = Pggr. Con esto queda establecido que Py es un grupo de operadores
isomorfos al grupo de transformaciones fisicas R.

183



184 APENDICE D. ELEMENTOS DE TEORIA DE REPRESENTACIONES

Fig. D.1: diagrama

El operador Py definido por la ecuacién (D.1]) es un operador unitario y lineal,
es decir, satisface las condiciones

(f,9) = (Prf,Prf),
Pr{af(z) + 8f(z)} = aPrf(z) + SPr f(2). (D.4)

Si tenemos un operador H, por ejemplo el hamiltoniano de nuestro sistema, y sucede
Hly)=EW), y [Pr H]=0, (D.5)

esto implica que
PrH[y) = EPg[Y) = HPg[Y). (D.6)

Ahora si suponemos que el eigenvalor E es degenerado con multiplicidad [ y
{11, , U} son eigenfunciones independientes asociadas a este valor, la ecuacién
nos dice que Pr1); es también eigenvalor del operador H, por lo que podemos
escribir a PRv; como combinacién lineal de las 1'%, ie.,

l

j=1

Se puede visualizar a D;;(R) como los elementos de una matriz [ x . (Es {D(R)}
isomorfo a Pr? La respuesta es en sentido afirmativo. Para demostrarlo hacemos lo
siguiente. Primero multiplicamos el operador Pg a la izquierda de la ecuacién
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y se obtiene

PsPri; = Z Dji(r)Psy(x) = Z Z Dji(R) Di; (S)or ()

J k

Por la propiedad de grupos de Py tenemos que

PsPry; = Psribs(x) = Z[D(SR)]M%(I)- (D.9)
k
Comparando las ecuaciones y se llega a
D(SR) = D(S)D(R). (D.10)

El conjunto de matrices D(R) de dimensién [ x [ es conocida como una repre-
sentacién del grupo {R}. Las [ eigenfunciones independientes v, - -+ , 1, asociadas
al eigenvalor E se dice que portan la representacién {D(R)} del grupo de simetrias
{R} del Hamiltoniano H.

Las [ eigenfunciones pueden ser ortonormalizadas; i.e., que deben satisfacer la
condicién (v, ;) = d;;. Entonces de las ecuaciones anteriores se deduce

(i, ) = 0 = (Pribi, Pripy) = D}, (R)(¢m, )

kmn

=> DI (R) = [D'(R)D(R)];,

es decir,

D'(R)D(R) =1. (D.11)

Con esto se muestra que la representacion es unitaria.

Propiedades Generales

~ Dado un grupo G:{FE,A, B, -} unarepresentaciéon de G es un grupo de matrices
G:{D(E),D(A),D(B),---} tal que G es homomérfo sobre GG. Entonces existe una
correspondencia A — D(A) y la condicién

D(A) - D(B) = D(AB) (D.12)

queda satisfecha para cualquier elemento del grupo. Si elementos distintos de G' son
representados por matrices distintas, se dice que la representacion es fiel y en ese
caso el mapeo G — G es un isomorfismo. Sea M una matriz arbitraria no singular,
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de la misma dimensién que D(A); con la ayuda de M se construyen las siguientes
matrices

D(R)=M-D(R)- M, Re@, (D.13)

donde las matrices G Satisfacen la relacién

D(A)D(B) = (M - D(A)- M~')(M - D(B) - M~") = M - (D(A)D(B)) - M~
=M -D(AB)- M (D.14)

En el tltimo paso se hizo uso la ecuacién (D.12). Si se compara el primer termino

con el ultimo se obtiene ~ ~ -
D(A)D(B) = D(AB). (D.15)

Por lo tanto constituyen también una representacion de GG. Las dos representaciones
{G} y {G} relacionadas via ecuacién (D.13)), se dice que son equivalentes. Desde el
punto de vista de eigenfunciones del hamiltoniano H, el significado de representacio-
nes equivalentes es el siguiente. Las eigenfunciones degeneradas del hamiltoniano,
Y1, -+, no quedan univocamente determinadas por H. Cualquier conjunto de
funciones independientes ¢y, - - - , ¢;, formadas por una combinacion lineal de las 1
son eigenfunciones de H tan buenas como las 1, mismas. Sea

l

!
¢ = Z(Mﬁl)ji'(ﬁj == Y = Z M;ip;. (D.16)
j=1

j=1

Usando las ecuaciones (D.7)), (D.16]) y la linearidad de Pg, se tiene

Proi =Y (M) Priby =Y (M) juDij (R) ¢y

J Jk
l
= (M);Dij(R) My = > (M - D(R)M ") ihum, (D.17)
jkm m=1

y por lo tanto las funciones ¢y, - - - , ¢;, definidas por la ecuacién portan la
representacién {D(R)} = {M - D(R)- M~} equivalente a la representacién {D(R)}
portadas por las ¢.. Si el sistema 1y, -- ,1; es ortonormal, la representacién que
porta, D(R), es unitaria. Si queremos mantener la ortonormalidad en el conjunto
¢1,- -+ ,¢; entonces la matriz M debe ser unitaria, por lo que la representacion
{D(R)} = {M - D(R) - M~ ser4 unitaria.

Dadas dos representaciones {D(Ry)} y {D(R2)} de G, podemos construir una
nueva representacién {A(R)} de G cuyas matrices son la suma directa de D(R;) y
D(Rs), es decir,

A(R) = ( DUn) 08@ ) | Red. (D.18)
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Una representaciéon {D(R)} para la cual no existe alguna transformacién de se-
mejanza que dé a todas las matrices D(R) una forma de suma directa de matrices
como en la expresion anterior, se dice que es irreducible.

Para finalizar esta secciéon haremos mencién de los lemas de Schur

Lema I

Sean D(R) y D’(R) dos representaciones irreducibles del grupo G con diferentes
dimensiones, si la matriz A satisface

D(R)A = AD'(R), (D.19)

para toda R en G, se sigue que A = 0.

Un caso especial sucede cuando la dimension de las dos representaciones son
iguales, en tal situacién se sigue que para toda R en G, o D(R) y D'(R) son equi-
valentes o0 A = 0. Si consideramos una sola representacién del grupo G podemos
nombrar el segundo lema.

Lema I1

Si las matrices D(R) son una representacién irreducible del grupo G, y si
AD(R) = D(R)A (D.20)
para toda R en GG, esto implica que A = ¢ - L.

Consideremos ahora la ecuacion Az = Az, donde = es un vector en el espacio. La
solucién nos proporciona los eigenvalores y eigenvectores de A. Si x es un eigenvector
correspondiente a A, entonces usando la ecuacién , encontramos que D(R)z
también es eigenvector correspondiente a A. Asi el subespacio de eigenvectores de
A correspondientes a una A dada es invariante bajo todas las transformaciones del
grupo G. Esto significa que D(R) es irreducible, a menos que este subespacio sea
el espacio completo o el vector cero. La primer posibilidad implica que A tiene un
unico eigenvalor )\, esto es, que Ax = X - I; la segunda implica que A = 0.

Este lema es muy util como prueba de irreducibilidad. Dada una representacién
D(R), se querréd encontrar una A tal que la ecuacién sea satisfecha. Si po-
demos mostrar que A debe ser un miltiplo de la matriz unidad, entonces D(R) es
irreducible.

Funciones base de representaciones irreducibles

Supongamos que conocemos todas las k representaciones irreducibles unitarias
inequivalentes {DW(R),---, D®(R)} de un grupo finito G. con sus dimensiones
l1,1l5 - - - I}, respectivamente.



188 APENDICE D. ELEMENTOS DE TEORIA DE REPRESENTACIONES

Se vi6 al inicio del capitulo que para un grupo de operaciones fisicas { R} pode-
mos definir un grupo isomérfo de operadores {Pr}. Sea D?(R) una representacién
unitaria de este grupo. Si para todo R € G, las [; funciones f{" (X),--- ,fll; (X),
satisfacen las ecuaciones

PRf] ZD ) p=12-- >lj7 (D21)

entonces se dice que las f’s portan la representacion irreducible D%)(R), o bien
que pertenecen a una base para la representacién irreducible D), o alternativa-
mente que las f’s son funciones asociadas en la representacion irreducible y que las
f,(/ )(X ) pertenecen al renglén p de esa representacion irreducible. Dada una funcién
arbitraria F'(X) sobre la cual los operadores Pg pueden aplicarse, se puede obte-
ner un conjunto de funciones base de representaciones irreducibles por el siguiente
procedimiento. Se define la siguiente funcion

hin, (X Z D F(X). (D.22)

sEg

Entonces usando la propiedad de grupo de los operadores Pg, de la ecuacién (D.22)
se obtiene

Prop, (X) = ; S DY (8)PasF(x). (D.23)

S

Escribiendo a S como R7'RS y usando la unitariedad de la representacion irre-
ducible se tendra D(R™'RS) = DT(R)-D(RS). Substituyendo en la ecuacién anterior
tenemos que

Préjn, (X ZD { ZD G+ (RS) PRSF(X)} (D.24)

Como es un grupo, se puede reordenar, ya que la suma sobre s contiene los
mismos términos que la suma en la ecuacién (D.22)), s6lo que en orden distinto. Por
lo tanto

lj

Proin, (X) =Y DX (R)¢juu(X), (D.25)

v=1

lo cual demuestra que las ¢'s definidas en ([D.22) satisfacen las condiciones impuestas
en la ecuacion (D.21)).
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Hemos demostrado que para una F'(X) arbitraria, el conjunto de funciones
SI(X) = EJZDgﬁ (R)PRF(X), A=1,2,---1;, pu fijo, (D.26)
R

pertenecen a una base para la RI {D’(R)} del grupo finito G. Ademds asignando
los valores 1,2,--- ,[;, al indice p1 en forma consecutiva, podemos generar por este
procedimiento /; conjuntos de funciones base de la RI D?. Puede ocurrir que, depen-
diendo de la funcién F(z) elegida, algunos de estos conjuntos sean idénticamente
nulos o dependan linealmente de ciertos conjuntos fundamentales. El operador que
aparece aplicado a F'(x) en la ecuacién se le llama operador de proyeccién
para el renglén A de la RI D7, y pardmetro p.
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Apéndice E

Elemento de matriz del generador

C;

En este apéndice se mosrard como obtener los elementos de matriz de los gene-
radores de ascenso respecto de la base de los estados de Gelfand-Tsetlin, haciendo
uso de la ecuacién (3.109). Con la ayuda de se verd cudles son los elementos
diferentes de cero y con la ecuacion antes citada se obtendra el valor para cada caso.
En este ejemplo seconsiderd al generador C.

Comenzaremos escribiendo el estado mas general para la representacién del grupo

U(3):

hishashss
[(R)) =1| haz hao (E.1)
hi1
De acuerdo a las ecuaciones (3.107)) y (3.108]) del capitulo 2, se tiene que
((A)IC31(h)) =0, (E.2)
a menos de que
[h): = [R]; para [=1,3,
[1]2 = [hl2 + As(72) con T =1,2; (E.3)

esto es
(W] = [hu],  [Wishishis] = [hashashss],  [Wiohys] = [Rig 4 O1ny hoo + 02r,).  (E.4)

Esto nos dice que tenemos dos posibles elementos de matriz: uno para 75 = 1 y otro
para 7, = 2, con los correspondientes estados primados; esto es,

h13 h23 h33 h13 h23 h33
(e = | hat1lhe ), [(M)meny=| ha hpt1 ).  (EB
hi hiy
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Usando la ecuacién (3.109) vamos a calcular los elementos de matriz del operador
en cuestion; primero para el caso en que 75 = 1 y después para 7, = 2.

1
2

()L (P — Pro — 1) T,y (P — Pro)
Hi:l,s;ﬁl(PS? — Py — 1) Hi:l,s;ﬁl(PSQ - P12)

Desarrollando, rearreglando términos y sustituyendo el valor de los hooks se llega a
la ecuacién

(E.6)

(=) {(A)IC3](h)) = [

[

2

(his — h12)(h1a — hog + 1) (h1a — hsg + 2)(h12 — hyy + 1)
(h12 — hag + 1)(h12 — has + 2)

(=) ((R)IC31(h)) = [

(E.7)
Para el segundo caso 1, = 2 se tiene
1
3 1 2
Py — Py — 1 _(Pyq — P,
mal()1C31 ) = | ol Pl = P = DL (P = T2 (B5)
[Tocizo(Pi2 — Pao — 1) [Tom 100 (Ps2 — Pa2)

Desarrollando y sustituyendo el valor de los hooks involucrados, se obtiene la expre-
sion
[(hls — hao 4 1)(ha3 — haa)(haz — haz + 1)(h1 — h22)] : (E.9)

n=2((R)IC3|(h)) = (hiz — haa)(h1a — hog + 1)




Apéndice F
Diagramas de Young

Un diagrama de Young Y}y de la forma [A] = [A1, Ag,- -+ Ay], donde las A; son

enteros positivos que satisfacen \;y > Ay > --- > A, es un arreglo que consiste de
A1 cajas en el renglén primero, Ay cajas en el segundo renglén, --- , A\, cajas en el
n-ésimo renglén, por ejemplo, para [A] = [5,4,3,3,2,1]

Fig. F.1: Diagrama de Young para [\ = [5,4,3,3,2,1]

Un patrén de Weyl (Young tableaux) consiste en un diagrama de Young donde
se coloca un nimero entero que va del 1 hasta n en cada una de las cajas. Se dice que
un patron de Weyl es estandar si la secuencia de niimeros enteros que aparecen en
cada renglon de Y[y es no decreciente cuando se lee de izquierda a derecha mientras
que la secuencia de niimeros que aparecen en cada columna debe ser estrictamente
creciente cuando se lee de arriba hacia abajo. El peso de un patrén de Weyl se
define como el vector renglén (W) = (wy, we, -+ ,w,), en donde los wy son igual al
numeo de veces en que el entero k aparece en el patron de Weyl. Si se tiene que
M+ X+ + A\, =N esto implica que wy + wy + - - - + w, = N. Aqui llamaremos
a [A] la particién de N en n partes. Generalmente a la hora de escribir la particién
tomamos en cuenta a los ceros. Como un ejemplo de esto tenemos la particién de
4 en tres partes, que se puede escribir como [400], [310], [220] y [211]. Cuando el
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nimero de partes se sobreentienda se omiten los ceros por lo que los tres primeros
casos del ejemplo anterior, toman la siguiente forma [4], [31] y [22], respectivamente.
Para fijar ideas tomemos los posibles patrones de Weyl correspondientes a

S (F.1)
los cuales son
1[1] 1]2]
2], 2]
1[1] 1[2] 2]2]
K2 L1l 2
1[3] 2]3]
3] 3]
73]
2] (F.2)

Por otra parte si escribimos el peso (wy, ws, w3) de cada uno de los patrones de Weyl
siguiendo el mismo orden, tenemos que

(210), (120), (201), (111), (021), (102), (012), (111).
Puede verse facilmente que para cada paton se satisface wy, + wy + w3 = 3.

Hooks

El (4,7)-hook de un diagrama Yy consiste en la caja que estd en el renglén i
(1=1,2,---n) y columna j (j = 1,2,---);), para unaifija junto con las (A\; — j)
cajas que se encuentran a la derecha (brazo del hook) y (X — i) cajas hacia abajo
(pierna del hook); el largo del hook P;; es el nimero de cajas en el hook, esto es,

Pij=WN—j)—\N, =)+ 1=\ N+i—j+1, (F.3)
donde X} corresponde al ntimero de cuadros del j-ésimo renglén del diagrama con-

jugado de Yy (intercambio de renglones por columnas) como ejemplo consideremos
el siguiente diagrama de Young:

(F.4)



A continuacién enlistaremos los hooks:

hook

(1,2) L
(1,3) (1]
(1,4) []
(2,1) (1]
(2,2)

[]

195

longitud
Pll - 5
Poy=4
P13 - 2
P14 =1
P21 - 2
P22 = 1 <F5>

El diagrama de hooks de Y[}, se obtiene al escribir la longitud F;; en la caja
(4,7). Por ejemplo para el diagrama Y9 se tiene que

4

2]1]

5
2

1

(F.6)
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Apéndice G
Relaciones de conmutacion

Tomando en cuenta que Li = C3(C{ — C3 4+ 1) + C5C3, los conmutadores de este
operador con los generadores de peso y descenso son

[6227 Lé] =0, [CZ’?? Lé} =0,
[C3, Ls] = Ls, [C3, Ls] = (C3)*. (G.1)
Mientras que con los de ascenso tienen la forma
[C5. L3] = C5(Cy — €5 + 1) + C5C, (G.2)

(€7, L3] = (C1 = C3)(C1 — €5 + 1) = C5C; — C3CF + o€
Usando la ecuacién (G.1]) se calculara el conmutador de los generadores de peso
con (L)™, es decir,
n—1
[l (L) = > (Ly)" e, Lyl (Ly)” = —n(L3)", (G.3)
r=0
C3. (L3)"] = 0, (G.4)
n—1
(3, (L3)"] = > (Ly)" " HCs, L3 (L3)" = n(L3)". (G.5)
r=0
Lo que se hard a continuacién es calcular el conmutador de [C}, L}] con L3,
después el conmutador de este resultado con L}, y asi sucesivamente. Para hacer
esto vamos a escribir el conmutador de C§ con L} en términos de generadores de
peso y el operador de Casimir del grupo. Consideremos el operador de Casimir del
grupo U(3), es decir,

TS = (C1)? + (C2)? + (C3)? + C2CL + CAC2 + C2C3 + C3C2 + CAC3 + €3¢, (G.6)
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que mediante relaciones de conmutacién entre los generadores puede ser escrito como
I3 = (C1)? + (C3)* + (C3)* + 2(C} — C3) + 2C3CF + 2C3C3 + 2C3C3. (G.7)

Despejando y sustituyendo en la tercer linea de la ecuacién (G.2)), se obtiene

1
€} 3 =(cl = e)(el — €+ 1) + S{(C)? + () + () +2(¢) — €3) 157}
+20ic2. (G.8)

Si tomamos el conmutador de cada término con L3, considerando a (G.1) y que
ademas el operador de casimir conmuta con todos los generadores del grupo, y por
ende con cualquier operador de descenso, se obtienen los siguientes resultados:

[(C1 = CO)(Cr = C5 + 1), Ly] = =2(Cy — C3) Ly — Ly(Cy — C5 + 1)
= —2L5(Cy = €5 — 1) = Ly(Cy = C5 + 1)

= —L3(3C{ —2C5 - C5 — 1), (G.9)
[(C1)%, L3] = Ci[C, Ly] + [Cy, L3]Ct = —Ci Ly — L3Ci = —2L3Cq + Ly,
[(C3)?, L] =0,
(C3)%, Ly] = CG3[C3, L] + [C3, Ly]C5 = C5 L3 + L3C3 = 2L3C3 + L,
[

Ci —C3 Ly = —2L3,

[CoCY, Ly] = Co[CY, Ly] + [Cy, L3]CY = —2C5C5CF + C3C5CF = —C3C5CY. (G.10)
Juntando las partes y rearreglando los términos se encuentra
[[CY, Ly], Ly] = —2L5(2C) — C5 — C5) — 2C;C,C5. (G.11)

Repitiendo el proceso vamos a calcular el conmutador de la ecuacién anterior
con L}, tomando cada termino por separado, esto es

= 2[L3(2C) — G5 = C3), L] = —2L3[2C) — C; — C5, Lg] = 6(L3)",
[C5C5C, Ly] = C3[CoCT, L) + [Cs, Ly]CaCy = —(C3)°CoC + (C3)"CoCy = 0.

Por lo que
[[[CF. L), Ly], Ls] = 6(L;). (G.12)
De esta expresion se puede ver que

[[[1CY, Ly], L] Ly]. L] = 0. (G.13)
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A continuacién se calculard el conmutador del generador C3 con (L1)™:

—_

n—

(3, (L3)"] = D _(Ly)" " '[CT, L) (L3)"

S 3
[
- O

(Ly)" " H{(La)"[CF, La] + [[CY, Ly]. (Ly)"]}- (G.14)

1
I
o

Haciendo el conmutador que aparece en el segundo termino de la ecuacién anterior
por separado tenemos que

r—1

(e}, Lal, (L)'] =D _(Ls)*~'[[C3, Ly, L] (Ls)®

= S A L), L)+ (63, LA, LY, (E3)°]}. (G.15)

s=0

Repitiendo el mismo procedimiento, hallamos que

[y

[[[CY, Ly], L), (L3)°] = 3 (Lg)*"HIICY, Ly, Ly, Ly](Ly)". (G.16)

t

Il
o

De la ecuacién (G.13)) podemos inferir que [[[C3, Li], L], Li] conmuta con (L})! por
lo que

[[[CY, Ls], Ly]. (Ly)*] = s(Ly)* ([ [CY, Ly], Ly], Ls)- (G.17)

Sustituyendo este resultado en (G.15)) nos queda

[[Cf,LéL(Lé)’"]Zi " (La) (6, Ly, Ls] + s(Ly)* '[[[CY, L), Ls], Ly}

r(r—1)

= (L ([e3, 4], 1] + T

(L3) [ [[C7, L), Ly], Ly}
(G.18)

En la linea anterior se ha usado la relacién » ;_,i = T(r 1) . Reemplazando (|G.18))

en ((G.14) obtenemos

. (Ly)"] = (Lé)”_r‘l{(Lé)’”[Cf L)+ r(L3)" [ [CY, Ly, Ly]

—

ﬁ
I
=)

(L3 21Ch L), 3L L)} (G1o)
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Haciendo las respectivas sumas y rearreglando términos se llega a que

()] = ey o) + " e oy,

N n(n — 1(2(71 —2)

(L3 1L1e L), L L], (G-20)

en donde hemos usado el hecho de que Y7 | i* = w. Sustituyendo ,
, y rearreglando términos encontramos
€, (£4)"] = n(rhyH{ (€l = (el = G +1) = (n—1)(2¢} — €3 =€)
+ (n = 1)(n —2) } = n(L)" (€I} + C3CE — C3C})
—n(n —1)(L3)"2C3C5C;. (G.21)
Al actuar sobre el estado de maximo peso con esta ecuacion se tiene
€3, (L3)"]P|0) = n(his — hog — n+ 1) (has — hgs —n+2)(L3)" ' P|0).  (G.22)

Consideremos ahora los conmutadores del generador C? con potencias de los
operadores de descenso:

1 q—1 o ) 1 q—r o .
€1, (L3)") = = Do(La) ™ Ch La(LY) = == D (La)™ (L)
q 9 =0
= gLy, (G.230)
q
m 1 = m—r— ]' - m—r— T
(G 3)"] = <= o)™ e LAY = 5= D (L) CH(Ld)
m =0 ™ r=0
N,
=m—= LL2ym-e2. (G.23b)

De la misma manera vamos a calcular los conmutadores C3 y C? con potencias
de los operadores de descenso:

€3, (Ly)7] =0, (€3, (L3)™] =0, (G.24)
m—1 m—1
1 1
[C3, (IL5)™] = N (L3)™ e, L) (L3) = =N (L3)™1(C5 —C3)(L3)"
m =0 m =0
1 m—1 o . .
- LS @ @@ - e + e - e ).

1
Il
=)
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Pero
r—1 r—1
(€5 — €3, (L3)] = D (L3)°7'[Cs — €, L3)(Ly)° = ) (L3)* " (—2L3)(L3)*
s=0 5=0
= —2r(L3)". (G.25)
Por lo que
m Ny -
€2, (L)) = m— ~(L3)" e - ¢ —m+ 13, (G.26)
1 &
Ct, (L3)1) = 5~ D (L) Ly(LY)
m =0
1 &
= 5 2 (L)L) (€ = ) + [Cr = €5, (L)) (G.27)
m =0
Pero
r—1 qg—1
[CL—C3,(L3)] = (Ly) M [Ch — €3, LaJ(Ly)* = > (Ly)* "M (=2L5)(Ly)*
s=0 r=0
= —2r(L3)" " (G.28)
Con esto en cuenta tenemos
N, s N
€2 (L) = S L) 37 - G -2 = g~ (L) el - ¢ — g+ 1},
q r=0 q
(G.29)
Para calcular el conmutador de C? con (IL})" vamos a usar
[[CF, L3], L3] = — 2C5[CY, Ly] — 2(C5, L3]CT = 4(C3)°CT — 2(C5)*C; (G-30D)
=2(C3)*CY,
[[[CF, Ls], Ls], Ls] =2[(C5)*CY, L] = 2C5[C5CY, L) + 2(C5, Ls]C5Ct
= —2(C3)°C} +2(C3)%C} = 0. (G.30c)
Con esto en cuenta procederemos a hacer el cédlculo:
1 n—1
[612711"%] = AT (Lil%)niril[clza L;)](Léy
™ r=0
1 n—1
= — > (Ly)" " H(Ly)" T CE, La) + [[CF L) (L)1} (G.31)

n
r

Il
=)
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Desarrollando en forma similar el conmutador que aparece en el segundo término de
la ecuacién anterior, se tiene

r—1
[, 3], (L3)) =D (Ly) " {(Ly)°[[CF, La), L3) + [[[CF, L3), L), (L3)°]}. (G.32)
s=0
Pero de (G.30c]) se puede inferir que [[C, L], L] conmuta con (L})* por lo que
[[CF, L], (L3)"] = r(Ls) ' [[CF, L), Ls]. (G.33)

Reemplazando (G.33) en (G.31)) se obtiene

n—1

(€7, (L3)") = > (Ly) " H(Ly)'[CF, L] + r(Ly) ' [CF. La], L] (G.34)
r=0
Haciendo las respectivas sumas y utilizando (G.30a))(G.30b)) hallamos
-1
2wy = 2y eer - "Dy ere, (@)

que al actuar sobre el estado de maximo peso da cero.

Conmutador de L' con (L})"

3
—

(L3, (L3)"] (L3)" "ML, L] (Ls)"

zﬁ
|
—_ O

)" (L) [Ls', L] + [[Ls', L], (L)} (G-36)

ﬁ
Il
=)

Desarrollando el conmutador del segundo término en forma analoga, tenemos que

[[Ls", Ls], (L3)') = i(Lé)H_l {(L3P[ILs", L3), Ly] + [ (1L, L3, L), L3}

s=0

—

r—

= r(L3)" [ [Lg', L), Ls] + Y (L3)" 7 H[[Ls', Ls], Ls], (L3)°].

(]

s=0
(G.37)
eemplazando este resultado en la ecuacion y rearreglando términos resulta
R | d ltad | G.30)) lando térmi 1
n n— nn—1) 1,
[L3', (L") =n(L3) 1[L§T,L1]+T<L1> 2[[Ly", Ly], Ly]
n—1r—1
+ )R, L), Ly, (L3)°). (G.38)

Il
=)

r s:O
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Desarrollando el conmutador que aparece en el tercer término de la ecuacién anterior,
tenemos

(IJ
,_n

[[[Ls", L], L3, (L3)°] = ) @) LS, L], L), L]

-
Il
o

+ [[[[Ls" L3, L3), L], (L3)]}. - (G.39)
Haciendo la suma del primer término, el conmutador puede ser escrito como
(L', L3), L), (L3)°] ZS(Lé)S_l[ [[L5", 3], 3], L3]
+ Z ML L) L3, Lg), (L)), (G40)
Sustituyendo este resultado en y rearreglando términos, encontramos
[Ls", (L3)"] Zn(Lé)”*l[LéT, L]

—_<Lil’,)n_2[ [L§T7 Lé]» Lé]

(L3)" [ [[Ls", Ls), L3, L]
>0 > (L) LS, L], L], L), (L3)'): (G.41)

: ) s 1
Los resultados anteriores nos sugieren hacer los miltiples conmutadores de L3T
con L}, es decir, conmutadores de la forma

L3 Ly L' L) ), (LT L) L) Lg),
Para facilitar los calculos, primero reescribimos el operador Lzl,j de la forma
L = AC? + B, (G.42)

donde A = (C{ —C2 + 1) y B = C3C%. Con esto se ha cambiado el problema de
encontrar los multiples conmutadores de L3 con L} por los de C, Ay B con L},

Los conmutadores de C} con L} los podemos ver de las ecuaciones , ,
de este apéndice. Para el caso de A tenemos

[A7 Lé] = _Lil%a [ [Aa Lé]? Lé] = 0. (G43>
Podemos notar que al segundo conmutador se anula. En el caso de B resulta

[B, L3] = =C3B + (C} — C?’)Clcf?
[[B, Ly], L3] = —2{(C] — C3 +1)C3 + L3}C5CF,
[ [ [Ba Lé]? Lé]? Lila] = 6L§C3CQC% <G44)
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Teniendo en cuenta a y, que [[LsT, L], ], L), Li], Li] = 0, calcu-
laremos los multiples Conmutadores de LT con L , comenzando con [Li', L] y en
forma recursiva se obtendran los demas:

[Ls', Y] = [AC} + B, L3] = A[C}, L] + [A, L}|C} + [B, L3]. (G.45)
Tomando el conmutador del resultado anterior con L3, es decir,
[[Ls", L], L] =2[A, L][CY, Ls] + A[[CY, L], Li] + [[B, Ls], Li]. (G.46)
Tomando nuevamente el conmutador con L} se tiene que
[[[Ls", L3, Ls], Ls] = 3[A, L3)[[CF, L], Ls] + A[[(CY, L], Ls], Ls). (G.47)
Repitiendo una vez mas este proceso tenemos que
[[[[L5", 3], Ls), L3], Ls] = 4[A, L3][[[CF, L], L], Ls)- (G.48)

Dado que el doble conmutador de A con L} es cero y el cuarto conmutador de C}
con L} también lo es, se sigue que

[[[[[Z3", 3], Ls], Ls], Ly, Ls) = 0. (G.49)

El resultado anterior nos sera de mucha utilidad en la ecuaciéon ((G.36]). De regreso
a ((G.41]) desarrollaremos el conmutador que aparece en el tltimo término:

[[[[Ls", L3], L3, L], (L3)'] = Z_:(Lé)t”“’l[ [[[L5", L3], L3, L], (L3)](L3)". (G.50)

Y como [[[[Ls', L], L}], LL] conmuta con L., la expresién anterior se transforma en
(L1157 L3, L), L], (£3)'] = #(L8) ' [[[[Ls", L3), L), L], L], (G-51)
Si se reemplaza este resultado en ((G.41)) y se hacen las respectivas sumas se obtiene

[L3', (L3)") = n(L3)" " [Ls", L]

=) (e, 2y,

+ =00 sz, 1), 1,

n(n—1)(n —2)(n — 3)
+ 24

(Ls)" (1L, Ls], Lg), L3), Lg]. - (G.52)
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Sustituyendo el valor de cada conmutador y rearreglando los términos la expre-
sion anterior queda escrita como

L', L3) = n(Ly)" 1 (C} — €3 — n +2)[C}, L]
n(n —1)

+ (L) €3 —n + 3)[[F, L], L]
n(n — 1()5(71 —2) (LY"=3(C) — 2 —n+ D[ [[C3, LY, L1, L]
i TL(L%))”_QQC% _ n(Lé)"Cf, (G.53)

donde () es de la forma
Q=1L3CI+Cs—n+1)Cy— (n—1)(C] —C3 —n+3)C3Cy — L3C5C5.

A continuacién se escribirdn los multiples conmutadores de [C}, L], [[C}, Li], Li] v

[[CY, Ly, L), Ly] con (IL3)™:

[[C7, L], (IL3)™] =[(C; — C)(C1 —C5 + 1) + %{(Ci)2 + (C3)* + (€35)* — T}
+ (C] — C3) 4+ 2C,C2, (L3)™). (G.54)

Tomando cada término por separado se tiene

(€] = C3)(Cr — €5+ 1), (L)™] = m(Lg)™ (C3 — C5 — m + 1),

[(C1)7 +(C3)" + (C5)*, (Ly)™] = —2m(L5)™(C5 — C5 — m),

[C1 — €5, (L5)™] = —m(Ly)™,

T, (L3)™] =0,

[C2Ct, (ILg)™] = [, (Lg)™ICy (G.55)

Juntando los resultados previos se obtiene
[[CF, Ls), (L5)™] = 2(C,, (L3)™]CF. (G.56)
Consideremos el siguiente caso:

_ _aci(c}, (L2)"IC. (G.57)

Y finalmente se tiene que

[[[CY, L], Ly], Ls], (L5)™] = 6[(L3)*, (L5)™] = 0. (G.58)

Se puede ver que la accién de (G.56) y (G.57)) sobre el estado de maximo peso
es cero.
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Apéndice H
Tensores unitarios de Racah

Lo que se hara a continuacion es dar una relacién entre los operadores unitarios
de Racah y la forma acoplada de operadores de creacion y aniquilaciéon. Para ha-
cer esto se utilizaran las propiedades de simetria de los coeficientes Clebsh-Gordan
asi como de la métrica en la base esférica . Con las relaciones dadas se reescribirdn
los operadores de Casimir de segundo orden de los grupos U (20 + 1) y SO(21 + 1),
hecho que nos sera de utilidad en la discusién del hamiltoniano de un sistema de
electrones en la capa d.

Los tensores unitarios de Racah se definen en términos de los generadores del
grupo unitario de la siguiente manera:

Ul 0) = (lms kqll'm/)Coir, (H.1)

nl'm’*

m,m/’
En general el producto de dos tensores se escribe como

k
A*.BF =" ()7 AEBE.

q=—k

Sustituyendo la expresion (H.1|) en lugar de los tensores que aparecen en la ecuacién
anterior y desarrollando se tiene

UML) UML) = 0 () Uy (L DU (L)

q=—k
k

= > D > ()i kgllmi) (Ima; k — gllmb)CoymiCryrE. - (H.2)

— ! i
q=—k m1,m] ma,m}

207
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Separando las sumas junto con las variables de acuerdo con el subindice y reescri-

. / s . . . . .z
biendo el generador C™ en términos de operadores de creacién y aniquilacién, se
tiene

D> i kgllm! )by, 0

my,m}y Ms;

Utilizando las propiedades de simetria de los coeficientes Clebsch-Gordan y la métri-
ca reescribimos la ecuacién anterior como

2121+ 1
() 22 S S i = ) (g = 1 [00) By Bt

mimy Msq

Acoplando tanto en la parte orbital como de espin, la ecuacién anterior se transforma

en
[2(21 + 1
(_)l (2k+ 1) [bjll ® bnl]];([))

De forma similar se hace para otro conjunto de sumas y variables con subindice 2,
por lo que al sustituir estos resultados en (H.2) se llega a la expresién

k

220+ 1

UML) UL = 2D S ()0l @ b B © bl (H3)
q=—k

Por ejemplo, para k = 0 la ecuacién anterior toma la forma
UL, D) - UO(1,1) = 2(20 + 1) by @ b)) = N. (H.4)

Seguimos con k = 1, esto es,

1

2 1
U0 - UMD = 520+ 1) Y (=) Bl © bulig (bl © bl

—q0 - l—(l T 1) LQ. (H5)

qg=-—1
Y como tltimo ejemplo tenemos a k = 2:
2

W20 UL D) = 220+ 1) D (=) by @ a8 (B, @ b, (1L6)

q
q=-2

Tomando la expresién del operador de Casimir de segundo orden que aparece en
[12],

21

F@l+1)=> (

k=0

2k +1
20+1

YUt (1) - UL 1) (H.7)
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y sustituyendo (H.3|) se obtiene

T(20+1) =2 Z 21 Z b @ bl (b, @ bl 0. (H.8)

k=0 q——k

De forma andaloga se hace para el operador de Casimir de segundo orden del grupo
SO(21 + 1), esto es,

2l

o2+ 1) = 1 - ()1 (557) U @D - U
k

2l
=2 1= (=)' Y (=)l @ bulig b, @ bu] - (H.9)
k=0

9=k
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