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RESUMEN

Ruido y perturbacién estdn inevitablemente presentes en la mayoria
de los sistemas. Usualmente, el objetivo es aumentar la robustez a la
perturbacion a través del uso de realimentacion basada en mediciones
ruidosas. Sin embargo, debido a la presencia de mediciones ruidosas,
existe un aparente compromiso entre incrementar la robustez a la per-
turbacién e incrementar la fragilidad del sistema al ruido. Esto ocurre
debido a que, bajo mediciones ruidosas, el controlador puede generar
mas incertidumbre de la que es capaz de remover.

Exploramos este compromiso en el problema de control y dife-
renciacion. Mostramos que en el caso de control no existe ningtn
compromiso: un controlador discontinuo, que elimina completamente
la perturbacién en ausencia de ruido, resulta también el mejor cuando
hay ruido. En el caso de diferenciacion ocurre lo mismo: un diferencia-
dor discontinuo que es exacto en ausencia de ruido, resultan también
mejor que un diferenciador lineal en presencia de ruido.

Ademas, se presentan dos variantes adicionales de un diferenciador:
con desempefio 6ptimo .7, ante ruido en la medicion y con convergen-
cia uniforme con respecto a la condicién inicial. Finalmente, se aplican
diferenciadores para construir observadores con entradas desconocidas.
Para ello introducimos y caracterizamos la nocién de observabilidad
fuerte para sistemas no lineales.



El texto usa la fuente Minion Pro
disefiada por Robert Slimbach.

Esta letra neohumanistica fue

usada primero por Adobe

en 1989 y desde entonces

ha sido revisada en varias ocaciones.

El uso intensivo de notas al margen,
y el uso de figuras a lo largo

de toda la pagina, fue inspirado por
Edward Tufte en su libro

Beautiful Evidence,

y por la tésis de Eivind Uggedal.

ii



AGRADECIMIENTOS

Fueron cinco afios en un parpadeo. jQue grata sorpresa! Tuve (una vez mas)
la fortuna de encontrar mucha gente que estd en este trabajo de alguna manera
u otra. Gracias a todos.

En especial los Dos Asesores. Al Dr. Leonid Fridman por su firme apoyo,
entrega, solidaridad: las palabras no bastan. Al Dr. Jaime Moreno por su
infinita paciencia en compartir conmigo: por todas esas horas que pasamos
hablando de esto y aquello, y solo a veces de lo que teniamos que hablar. A
ambos los he llegado a apreciar como amigos y como personas. La parte de
“aplicaciones” fue hecha en colaboracién con el Dr. Claude H. Moog! y su
filosa ironfa.

A mis padres y mi familia. Ojala pueda seguir divirtiendome a su lado por
muchos afios mds. {Cémo darles las gracias por todo? Gracias a Tesshin
Sanderson y a la gente del Centro Zen de México. Menuda sorpresa me lleve
al encontrarme con ellos al llegar al Distrito Federal. A la UNAM, el
CONACyT (CVU 229959) y la gente de México.

iGracias a todos por ablandarme el Corazén!

Que maravilloso! Que maravilloso!

Yo y todos los seres en los diez mundos,
juntos! manifestando

en cada instante,

la sabiduria perfecta

de ser tal y como somos.

— Shakyamuni Buda,
al ver la estrella del amanecer*.

ii

1. Del IRCCyN, de la Ecole Cen-
trale de Nantes, Francia.

2. He oido repetir a Tesshin esta
frase mas veces de las que puedo
recordar. Cuando vuelva a leer esto
en algunos arios, creo me recordard
bien esta época.



CONTENIDO

Resumen 1

Agradecimientos 1iii

Contenido v

1 Motivacién y Resultados Principales 1

1.1
1.2
1.3
1.4

Planteamiento del Problema 1

El Resultado Principal en dos Figuras 3
Resumen Ejecutivo 3

Publicaciones realizadas 8

Los compromisos entre robustez y fragilidad

2 No hay compromisos en el Control 13

2.1
22
2.3
24
25

Introduccién 13

Formulacién del problema 14

Resultados principales 15

Interpretaciones y comentarios sobre los resultados 21
Conclusion 22

3 Los compromisos en la Diferenciacion 23

3.1
32
33
34
3.5
3.6
3.7
3.8
39

Introduccién 23

Planteamiento del Problema 24

El error de diferenciacion para sefiales ruidosas 26
Andlisis del error de diferenciacién 30

Ejemplos numéricos 32

Conclusiones 36

Prueba de los Teoremas de la Seccién 3 36

Prueba de los Teoremas 3.4y 3.5 42

Calculando las Integrales 45

Otras propiedades interesantes en los diferenciadores

4.1
4.2
4.3

Diferenciador con desempefio H., 49

Preliminares y Formulacién del Problema 49
Resultados Principales 53
Un estudio comparativo 55



A

vi

4.4  Férmulas para las Ganancias Optimas 57
4.5 Conclusiones 58

Diferenciador con convergencia uniforme 59
5.1 Introduccién 59

5.2 Preliminares y Formulacién del problema 60
5.3  Convergencia uniforme 62

5.4 Estabilidad de la parte uniforme 65

5.5 Ejemplo en simulacién 66

5.6  Conclusiones 69

Aplicaciones

La Observabilidad Fuerte 73

6.1 Introducciéon 73

6.2 Observabilidad Fuerte 74

6.3  El Algoritmo de estructura de Hirschorn 78

6.4 Observabilidad Fuerte y Platitud Diferencial 80
6.5 Conclusién 82

Conclusiones 83

Bibliografia 85

Appendices

Publicaciones realizadas 93



MOTIVACION Y RESULTADOS
PRINCIPALES

Ocultos, los beneficios del control automadtico pasan generalmente
desapercibidos. Se han referido al control automético como la “tecnologia
invisible” ! o la “tecnologia detrds de la tecnologia”. En [SA11], se ofrece
una muy interesante recopilacion del impacto que el control automatico ha
tenido en varios aspectos de la tecnologia.

El control automatico estudia el efecto y usos de la realimentacion en los
sistemas. Para poder realizar un analisis cuantitativo de su efecto, se comienza
con una abstraccion o modelo del sistema. En particular, los modelos
descritos por ecuaciones diferenciales (ordinarias) son muy populares. Por un
modelo de un sistema “real”, nos referiremos a un modelo matemadtico que
contiene al menos dos cosas’: perturbaciones y mediciones ruidosas. Ambas
incertidumbres son esencialmente inevitables en cualquier sistema real.
Grosso-modo, el controlador es el encargado de manejar la realimentacion en
el sistema. El control debe operar bajo la presencia de ambas incertidumbres
y, a pesar de ello, se espera que sea capaz de garantizar el comportamiento
requerido en el sistema. Usualmente, el objetivo consiste en mejorar la
robustez del sistemas a perturbaciones a través del monitoreo del estado
interno del sistema y estimacion de la perturbacién (observacién), para su
posterior correccién por realimentacién (control).

Este documento explora los compromisos que existen entre mejorar la
robustez del sistema ante perturbaciones mediante el uso de realimentacién y
la fragilidad que esto puede producir debido a la presencia de ruido en la
medicion. A priori, la robustez contra perturbaciones no garantiza, de ninguna
manera, la robustez del sistema ante la presencia de ruido en la medicién
usada para calcular la realimentacion.

Se estudian estos compromisos en dos casos importantes: control y
observacién. Ambos pueden ser considerados a partir de un mismo problema
elemental como se ilustra a continuacion.

1.1 Planteamiento del Problema

Consideraremos el modelo probablemente mds simple de un sistema real: un
acumulador de informacion (integrador)

x() =u(t) +p(1), x(0) =x05  y(t) =x(t) +n(2), (L)

con todas las variables escalares. La variable x(t) es el estado del sistema,
u(t) una entrada conocida, p(t) = p(x(t), t) una perturbacion representando

1. Esta frase se le atribuye al Prof.

Karl Astrom, [Ast99], de la Univer-

sidad de Lund, Suecia.
2. La dinamica incierta o no mode-

lada del sistema sera considerada
como “perturbacién”. Ademas, a
lo largo de este documento nos
referiremos a la combinacién de
perturbacién y ruido como ““incer-
tidumbres”.
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Figura 1.2: Diagrama a bloques del problema de diferenciacion.

promiso entre robustez y fragilidad. EI com-
portamiento de un sistema debe ajustarse a

alguna curva azul.

3. En control automadtico hay dos
grandes enfoques para lidiar con in-
certidumbres: el estocastico y el de-
terministico. El enfoque estocastico

predominé en los 60’ y se basa en
describir las incertidumbres como
procesos estocdsticos. Sin em-
bargo, fuera del caso de variables
aleatorias Gaussianas con media

y varianza conocidas (y sistemas

lineales!), los problemas son casi

imposibles de resolver y muestran
un pobre desempeiflo en la practica.

4. Por un lado, cualquier problema
de estabilizacién en un sistema de
una-entrada una-salida puede ser
reducido al Problema 1 cuando

el sistema es diferencialmente
plano con respecto a la salida
x(xy,+++, x,) € R. En particular,
esto incluye cualquier sistema
lineal controlable y una gran can-
tidad de sistemas no lineales de
interés practico, c.f., [SRA04].
Por otro lado, el problema de
disefio de observadores para
sistemas con incertidumbres
puede ser reducido al Problema

2 de estimar derivadas de la sa-
lida del sistema, c.f., [Hau83].

la dindmica real del sistema o una entrada desconocida. La salida y(t) tiene
informacion del estado del sistema corrompida por ruido #(t).

La tnica suposicion sobre las incertidumbres (p, 77) es que estén
uniformemente acotadas

sup |p(t)| < L,

t>o0

sup|n(t)] <9,
t>o0

con Ly § constantes conocidas. De esta forma, ambas incertidumbres son
descritas como funciones deterministicas acotadas pero desconocidas”.
Para este sistema tan simple, hay al menos dos* problemas muy interesantes:

1. Control: elegir la entrada de control u = u(y) para mantener el valor
de x lo mas cercano a cero, a pesar de la perturbacién p y el ruido 7.
Esto ocurre, por ejemplo, cuando x representa temperatura, masa,
cantidad de paquetes en un buffer, etc.

2. Observacién: obtener un estimado de p usando dnicamente la
informacion de la salida y. Esto es equivalente al problema de
construccion de un diferenciador, cuyo objetivo es obtener un estimado
de la derivada de una sefial que es medida con ruido, vea la Figura 1.2.

Ambos problemas son engafiosamente simples, pero lejos de ser triviales. Por
un lado, el problema de control con incertidumbre y ruido es dificil debido al
compromiso que hay entre hacer el control muy “activo” para eliminar el
efecto de la perturbacidn, y el hecho de que el control siempre puede
equivocarse debido errores provocados por el ruido.

Por otro lado, con respecto al Problema 2, las dificultades para disefiar un
diferenciador son ampliamente conocidas, c.f. [DGCO0] (ill-posed problem,
el operador no estd acotado en la métrica de C°(R), etc). Es aun mads dificil
disefiar un diferenciador que tolere ruido. Esencialmente, un diferenciador
exacto (i.e. proporciona la derivada de cualquier sefial a su entrada) es inutil
pues también deberd de diferenciar el ruido. Sin embargo, jel ruido puede no
ser diferenciable! Es por ello que en el disefio de un diferenciador también es

2



imperativo considerar los compromisos entre su exactitud y su fragilidad
respecto al ruido.

De esta forma, intuitivamente es irresistible suponer que el aumentar la
robustez ante perturbaciones (i.e. disminuir el error que provocan las
perturbaciones) naturalmente conlleva a incrementar la sensibilidad al ruido
(i.e. aumentar el error que provoca el ruido). Graficamente, si se dibuja una
gréfica del error debido a la perturbacién contra el error debido al ruido, esto
se representa con un comportamiento similar al presentado en la Figura 1.1.

1.2 El Resultado Principal en dos Figuras

Los dos resultados principales de este trabajo se ilustran en las Figuras 1.3 y
1.4. Ambas pueden ser dibujadas a partir de los resultados de los Capitulos 2 y
3, respectivamente.

La primera de ellas ilustra la forma del compromiso en el caso de control
(Problema 1). Muestra que el error debido al ruido es ¢ independientemente
del algoritmo de control usado. La diferencia en los controladores aparece
solo en qué tanto pueden eliminar la perturbacién. Por tanto, realmente no hay
compromiso entre fragilidad y robustez en el problema de control. De esta
forma, el mejor controlador® resulta ser aquel que elimina completamente la
perturbacion.

En la segunda figura se ilustra el compromiso en el caso de diferenciacion
(Problema 2) para diferenciadores lineales y discontinuos®. Muestra en azul
que el comportamiento de un diferenciador lineal coincide con el que
intuitivamente se obtuvo en la Figura 1.1. La figura muestra en negro el
comportamiento de un diferenciador discontinuo. A diferencia del caso lineal,
es posible obtener error cero debido a la perturbacién con un error acotado
debido al ruido. Como sugeremente ilustra la figura, esto no es garantia de
que el diferenciador discontinuo resulte mejor que el lineal. La contribucién
principal en este contexto resulta en mostrar que, de hecho, un diferenciador
discontinuo siempre provee un menor error combinado que un diferenciador
lineal’.

En la siguiente seccidn, discutimos con mas detalles estos dos resultados,
junto con algunos otros adicionales, dejando todos los detalles técnicos en su
capitulo correspondiente.

1.3 Resumen Ejecutivo

1.3.1 Control.

En ausencia de ruido, existen dos alternativas populares para combatir la
perturbacién: Modos Deslizantes (SM®) y Alta Ganancia (HG) lineal. En la
practica, cual elegir depende de su desempefio con respecto al otro factor:
ruido en la medicion.

Por ejemplo, en ausencia de ruido, un controlador discontinuo u = —k sign(y),
con k > L, asegura estabilidad en tiempo finito. Es decir, proporciona ademas
exactitud: el efecto de la perturbacién es totalmente eliminado después de un
transitorio. Sin embargo, la naturaleza discontinua del controlador lo hace

5. El mejor controlador es el que
proporciona el menor error combi-
nado con respecto a la perturbacién
y el ruido. En las gréficas, se deter-
mina a partir del que se encuentra
mads cercano en distancia euclidiana
al origen.

6. Vea la Seccion 1.3.2 y el Capi-
tulo 3 para ver en que sentido son
discontinuos.

7. Es decir, se comporta como la
linea negra segmentada de la Figura
1.4 y no como la negra punteada.

8. A lo largo del documento, hemos
decidido conservar las siglas en
ingles que resulten comunes, e.g.,

“Sliding Mode” (SM) y “High

Gain” (HG).
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ruido es §. El error debido a la perturbacién se hace cero ferenciador lineal. En negro el comportamiento de un

con un controlador discontinuo.

9. De hecho, ruido infinitesimal-
mente pequeio puede generar
desviaciones con magnitud 2k en la
sefial de control

diferenciador discontinuo.

especialmente sensible al ruido®. Por otro lado, si se usa un controlador lineal
u = —ky, ruido pequefio s6lo genera pequefias desviaciones en la sefial de
control. Sin embargo, un controlador lineal (o continuo) no serd capaz de
remover completamente el efecto de la perturbacion.

El problema que formulamos consiste en encontrar cual de las dos estrategias
proporciona la mejor exactitud en presencia de ambas incertidumbres. Para
ello, considere la siguiente familia de controladores

u = —kly|Psign(y), k>o,p>o,

que permite considerar el caso de un control discontinuo por SM cuando
p = o, un control lineal cuando p = 1. El problema que se busca resolver es el
siguiente:

¢ Cuales son los pardmetros (p, k) que proporcionan el minimo error en
estado estacionario en presencia de ruido y perturbacion?

El resultado principal obtenido en esta parte es la respuesta a esta pregunta,
junto con algunas interpretaciones. Primero, se muestra la existencia de un
ruido admisible que genera el mismo error en estado estable para SM y HG,
de hecho, para toda p > o. Esto permite concluir que los controladores
discontinuos y lineales son igualmente sensibles a ruido acotado, cuando su
desempeio es medido usando el error en estado estable generado.

Como segundo punto, se muestra que s6lo aparecen diferencias en el
desempeiio de los controladores cuando la perturbacién esté presente. En tal
caso, se muestra que los controladores discontinuos son la seleccién éptima
pues su error en estado estable es debido tinicamente al ruido. Cualquier otro
controlador tiene el mismo error debido al ruido, junto con un error adicional
debido a la perturbacion.

Interesantemente, esto muestra que los compromisos entre robustez y
fragilidad no estdn presentes en este caso bajo las hipétesis consideradas: el

4



mejor controlador bajo ruido y perturbacion es aquel diseilado s6lo para
remover la perturbacion (i.e., un controlador exacto). Esto es, para disefiar un
controlador 6ptimo bajo ambas incertidumbres, es suficiente considerar
tinicamente la presencia de perturbaciones y no de ruido'’

1.3.2 Diferenciacion.

Dos problemas principales deben ser considerados en la construccion de un
diferenciador: la presencia de ruido en la medicién y la incertidumbre de la
sefial a ser diferenciada. Mediciones ruidosas estan inevitablemente presentes
en cualquier aplicacién. Mas atin, un diferenciador idealmente exacto
diferenciaria la sefial junto con el ruido, produciendo grandes errores pues el
ruido es de alta frecuencia.

La incertidumbre en la sefial a diferenciar se produce por el hecho de que se

espera que el mismo diferenciador sirva para una familia completa de sefales.

La exactitud'! de un diferenciador en ausencia de ruido esta dada
directamente por su habilidad de remover el efecto de tal incertidumbre. Note
que un diferenciador exacto en una clase de sefiales también diferencia ruido
perteneciente a la misma clase. De esta forma hay un compromiso entre
incrementar la clase de sefiales donde el diferenciador es exacto e incrementar
su sensibilidad a pequefio ruido en la medicién. Por tanto, en la construccion
de un diferenciador, es de nuevo fundamental considerar los compromisos
entre robustez con respecto a la sefial a diferenciar y la fragilidad que esto
puede producir debido al ruido.
Sin alguna informacién sobre la sefial a diferenciar es imposible construir un
diferenciador con error acotado'?. Por tanto es necesario introducir algunas
hipétesis.
Una hip6tesis comun en trabajos recientes es asumir que la derivada de la
sefial a diferenciar es Lipschitz, [Lev98, VKO08]. De esta forma, definiendo
X, = 0, X, = 0, se puede describir la sefial a diferenciar usando el modelo
X=Xy Xp=p, Y=X 41, (1.2)
donde la salida medida es y. En este sistema, p := ¢ se considera como
perturbacidn, en analogia con el caso de control. Bajo las hip6tesis
introducidas previamente, las incertidumbres satisfacen!3

sup [p(1)| < L,

t>o

sup ()| < 6.
t>0

El problema de diferenciacion consiste, entonces, en diseflar un observador
para el sistema (1.2) bajo las incertidumbres (p, 7). Considere la siguiente
clase de diferenciadores'*

a . N 5 & ¢
x1=—?1¢1(x1_)’)+x2, xl:_s_j(pz(xl_y)’

donde a,, &, > 0 son constantes fijas'> que seleccionan la direccién de la
ganancia y € > o determina la amplitud de la ganancia del observador. Las
funciones ¢, y ¢, estdn definidas por

$u(x) = x| sign(x) + p,x, 1
¢2(x) = Sp7sign(x) + 2y po|x|> sign(x) + p3x,

10. Argumentamos que esto ocurre
dado que la hipétesis de ruido aco-
tado no es suficiente para capturar
el efecto de la “filtracion del ruido”.
Sin embargo, el pago por introducir
una hipdtesis mas sutil sobre el
ruido es un andlisis mucho mas
complicado.

11. Un diferenciador se dice
exacto sobre cierta clase de sefnales
[Lev98], si para cualquiera de ellas
a(t) su salida es 6(t).

12. Esto resulta claro en el esquema
de la Figura 1.2, pues en tal caso

¢ (t) puede no depender de la
informacién que tiene disponible el

diferenciador {o cgr) 7€ [o,t)}.
13. La derivada de una funcién

Lipschitz existe y esta acotada para
casi todo tiempo. Por tanto, siendo
estrictos, es necesario reemplazar
en p supremo por supremo esencial.
Sin embargo, no perdemos general-
idad al considerarlo asi, pues solo
difieren en un conjunto de medida
cero, lo cual no afecta la ecuacion
diferencial.

14. Conocidos como Super-Twisting
Generalizado (GST), vea [Morl1].

15. Una seleccioén popularizada por
Levantes «, = 1.5, a0, = 1.1.



16. Por ejemplo, L = osio
estd compuesto de segmentos
de laforma o(t) = ¢t + co.

17. El desempeiio de un dife-
renciador serd medido tinica-
mente por la cota final de su
error de diferenciacion. Mas de-
talles técnicos: en el Capitulo 3.

con {,, 4, > o. El diferenciador Super-Twisting Generalizado (GST) incluye
un diferenciador puramente lineal (de alta ganancia) cuando y, = 0 y un
diferenciador Super-Twisting (ST) [Lev98] cuando y, = o. En este dltimo
caso, el diferenciador tiene una inyeccién discontinua. Cuando y, y y, son
positivos, el diferenciador GST tiene una combinacién de términos ST y
lineales.

En ausencia de ruido, un diferenciador ST es exacto proporcionando un
estimado exacto en tiempo finito de la derivada. Esto a pesar de que la
perturbacion p estd solamente uniformemente acotada. Sin embargo, al igual
que en el caso de control, los términos discontinuos son mds sensibles en
presencia de ruido que los términos lineales. Por tanto, cuando la perturbacién
es muy pequefia con respecto al ruido'®, intuitivamente resulta innecesario
usar términos discontinuos para remover la perturbacion y un observador
lineal (y, = o) proveeria un menor error.

En [Lev98], Levant muestra que cuando el ruido es pequefio y la ganancia se
selecciona ¢ ~ 1/v/L, el error del diferenciador ST es K;\/L, para alguna
constante K; > o. Este analisis es tnicamente cualitativo, i.e., en términos de
ordenes de magnitud. Sorprendentemente, Khalil y Vasiljevic en [VKOS]
muestran que cuando la ganancia de un simple diferenciador lineal se
selecciona 6ptimamente usando ¢ ~ \/6/_L, entonces el error resulta también
ser K;\/0L, para una constante K; > o determinada explicitamente en su
andlisis.

Dado este ultimo resultado, la pregunta natural resulta ser si vale la pena o no
utilizar inyecciones discontinuas en el diferenciador. Es decir:

(Es cierto que el uso de inyecciones discontinuas (a-la ST) puede mejorar el
desempeiio'’ con respecto a un diferenciador lineal? Si es asi, ;Es cierto
para todo par (L, 8)?

La contribucién principal en este contexto es contestar, por primera vez, a esta
pregunta. La respuesta es contundentemente afirmativa: sin importar los
parametros (L, §), agregar inyecciones a la ST mejora el desempefio de un
diferenciador lineal, Figura 1.5. Sin embargo, inyecciones lineales no mejoran
el desempeiio del diferenciador ST.

differentiation error

differentiation error
differentiation error

o 01 02 03 0 05

gaine

07 08 08 o 05 T 15 25 3 35 4 o0 T 2 5 6 7 8

2
gaine

0
gaine

Figura 1.5: Cota final del error de diferenciacién en funcién de ¢. Linea solida: caso lineal y; = o, 4, = 1;
segmentada: ST puro y, = 1, 4, = o. Izquierda: pardmetros L = 1, § = 0.01; mitad: pardmetros L = 1,§ = 1;
derecha: parametros L = 0.1, = 1.

Para llegar a esta conclusion, fue necesario obtener un estimado preciso de la
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cota final del error de diferenciador para la familia de diferenciadores GST.
Este constituye el aporte técnico principal de esta seccion. Este andlisis
permite ademas elegir la ganancia 6ptima'® del diferenciador GST que
proporciona el menor error de diferenciacion.

Ademds, la constante de proporcionalidad de la precision del diferenciador ST
es explicitamente calculada'?, a diferencia del andlisis cualitativo original de
Levant.

El andlisis realizado también permite explorar la sensibilidad de los
diferenciadores GST ante variaciones en la amplitud del ruido o la
perturbacion.

1.3.3 Otros propiedades en los diferenciadores.

Las ganancias del diferenciador GST del punto anterior también pueden ser
seleccionadas para optimizar algiin otro criterio. En particular, el criterio?
J% ha sido ampliamente usado para medir el desempefio de sistemas bajo
incertidumbres [RA02].

El problema consiste en seleccionar las ganancias 6ptimas del diferenciador
GST que logren la maxima atenuacién del efecto del ruido sobre el estimado
de la derivada. Como el criterio .77%, usa la integral de la sefial, se favorece un
error con promedio cero. Esto resulta ttil en aplicaciones de realimentacion,
donde la sefial de control es filtrada naturalmente por la planta a controlar.
En general, caracterizar el desempefio 775, de un sistema no lineal requiere
resolver una desigualdad diferencial de Hamilton-Jacobi o utilizar
Desigualdades Matriciales No-Lineales. Sin embargo, mostramos que para el
diferenciador GST el desempeiio Ho, puede ser caracterizado utilizando una
simple Desigualdad Lineal Matricial (LMI), como si se tratara de un sistema
lineal. Esto permite reformular el problema original como un problema de
optimizacién en dimensidn finita, sujeto a una LMI, que puede ser resuelto
eficientemente usando métodos numéricos. Ademas, se calculan formulas
analiticas para las ganancias éptimas en funcion de la cota de la perturbacion
y el ruido.

La segunda modificacién consiste en mejorar el diferenciador de orden
arbitrario por Modos Deslizantes de Orden Superior (HOSMs) [Lev03] de
modo que su convergencia sea uniforme con respecto al error inicial de
diferenciacién®'. Esta modificacién es motivada por la construccién de
observadores con entradas desconocidas para sistemas con switcheos.

Las derivadas de la salida son necesarias para construir un observador con
entradas desconocidas si el grado relativo de la salida con respecto a la
entrada desconocida es mayor a uno [Hau83]. Si se usa un diferenciador para
estimar las derivadas en sistemas switcheados, es necesario que el
diferenciador converja antes del siguiente instante de switcheo,
independientemente de cudl fue el error inicial. En general, esto es solo
posible ajustando la ganancia del diferenciador de acuerdo al error inicial de
diferenciacion. Sin embargo, los problemas de observacion se basan en la
hipétesis de que la condicién inicial es desconocida. Por lo tanto, esta ultima
estrategia no es realizable sin introducir antes algiin ajuste®” a las hipétesis.
Para resolver este problema sin introducir ninguna hipétesis adicional, es
necesario que el tiempo de convergencia del diferenciador esté

18. La ganancia 6ptima puede ser
obtenida por simple inspeccion, al
encontrar al encontrar el argumento
que minimiza las curvas de las
gréficas de la Figura 1.5.

19. Para la selecciéon «, = 1.5, «a, =
1.1, la (mejor) constante de pre-
cision del diferenciador lineal
resulta ser K; = 4.522, mientras que
la del ST es K; = 3.535. Uno puede
comparar también con la mejor
precision (tedrica) que es posible
2¢/2 = 2.828, c.f. [Lev98].

20. El criterio H.. calcula la

“ganancia” del sistema cuando

la entrada y la salida son medidas
usando la norma 2.

21. El diferenciador HOSMs con-
verge en cierto tiempo finito que
depende del error inicial de diferen-
ciacion. La convergencia uniforme
busca que el tiempo de convergen-
cia desde cualquier error inicial
este uniformemente acotado por
una constante.

22. Por ejemplo, en [BF10b, SMD*06]
se asume una cota conocida de la
condicion inicial. Esto permite que

el error de diferenciacion siempre
inicie en un compacto y por tanto,
que el tiempo de convergencia del
diferenciador esté uniformemente
acotado.



23. El concepto de “distinguibili-
dad” de trayectorias es el cimiento
de la observabilidad. Un sistema
es observable si dos trayecto-

rias de estado distintas generan
trayectorias de medicién distintas.

24. Sistemas con el mismo nu-
mero de entradas que de salidas.

uniformemente acotado con respecto a la condicién inicial. Un diferenciador
de primer orden con esta propiedad a sido recientemente construido usando
funciones de Lyapunov [CZMF11].

Nuestra contribucion consiste en construir un diferenciador exacto de orden
arbitrario con convergencia uniforme con respecto a la condicion inicial. Esto
se logra combinando el diferenciador por HOSMs [Lev03] con una nueva
parte que converge uniformemente. Se muestra que al invertir simplemente el
grado de homogeneidad que caracteriza la convergencia en tiempo finito del
diferenciador, se obtiene convergencia uniforme. Esta observacién permite
construir directamente un diferenciador que converge uniformemente a una
vecindad del error cero de diferenciador. Este es luego combinado con el
diferenciador por HOSMs para obtener el diferenciador exacto y uniforme. La
estabilidad de la nueva parte del diferenciador es deducida usando una forma
cuadrética como funcién de Lyapunov para el sistema lineal y al usar las
propiedades de homogeneidad y continuidad de la nueva parte uniforme.

1.3.4 Observabilidad fuerte

El concepto de “Observabilidad Fuerte” fue introducido para resolver el
problema de disefio de observadores con entradas desconocidas para sistemas
lineales [Mol76, Hau83]. Es una condicién necesaria y suficiente para la
distinguibilidad®® del estado usando solo informacién de la salida.
Sorprendentemente, la observabilidad fuerte no ha sido caracterizada para
sistemas no lineales en general. Observadores que usan solo la salida han sido
disefiados ya sea para alguna clase especifica de sistemas o bajo condiciones
suficientes.

Nuestra contribucidn es introducir la nocién de observabilidad fuerte local
para sistemas no lineales junto con un criterio constructivo para su decision.
También es presentada una caracterizacion completa en términos
algebro-geométricos. Se muestra que las caracterizaciones geométricas y
algebraicas son fundamentalmente distintas. Por tanto, un producto adicional
de la observabilidad fuerte es la evidencia de una diferencia fundamental entre
los enfoques algebraicos y geométricos para el andlisis de sistemas no
lineales.

Ademas, se establecen conexiones entre observabilidad fuerte y la existencia
de un inverso estético por la izquierda del sistema. En particular, se muestra
que la observabilidad fuerte de sistemas cuadrados®* con entradas no triviales
se reduce a sistemas diferencialmente planos, i.e., a sistemas que pueden ser
completamente linealizados por realimentacion. Esto es un tanto sorprendente,
pues los sistemas diferencialmente planos son controlables, mientras que,
esencialmente, no se ha realizado ninguna hipétesis sobre controlabilidad.

1.4 Publicaciones realizadas

Citas: 8 (Fuente GoogleScholar)
o Articulos de revista: [2 IJSS, 1 Automatica];

* Articulos en conferencias internacionales: [2 CDC, 2 IFAC, 2 VSS, 1
CCE, 1 ACC, 2 ADHS];



* Articulos en revisién: [1 S&CL, 1 TAC, 1 Automatica, 2 IJIRNC, 2
CDC |;

* Articulos en preparacién: [1 CDC].

El Apéndice A contiene una lista detallada de las publicaciones realizadas.






PARTE I

LOS COMPROMISOS ENTRE
ROBUSTEZ Y FRAGILIDAD



NO HAY COMPROMISOS EN EL
CONTROL

El desempeiio de controladores lineales y discontinuos es discutido. La
pregunta que formulamos es cudl de las dos clases de controladores se
desemperia mejor bajo ruido y perturbacion; ademds de si existe una mejor
clase de controladores que estos dos.

Usando un ejemplo elemental, se muestra que bajo solo la hipdtesis de
incertidumbres acotadas, los algoritmos lineales y discontinuos son
igualmente sensibles al ruido al medir su desempeiio usando el error en
estado estable que producen. Por tanto, como los controladores discontinuos
pueden ser exactos a perturbaciones, resultan ser la eleccion dptima bajo
tanto ruido como perturbacion.

2.1 Introducciéon

Ruido en la medici6n y perturbacién' estdn inevitablemente presentes en la 1. A lo largo de este documento,

mayoria de los sistemas. Usualmente, el objetivo del controlador es atenuar el nos referiremos a la combinacién

efecto de la perturbacion a pesar de hacer uso de mediciones ruidosas. de ruido y perturbacién como
“incertidumbres”.

Existe un aparente compromiso entre aumentar la robustez del sistema ante
perturbaciones (e.g. exactitud) e incrementar su fragilidad al ruido por el uso
de mediciones ruidosas. Intuitivamente, es posible hacer al controlador “muy
activo” para remover el efecto de las perturbaciones, pero al mismo tiempo,
este siempre puede equivocarse debido al ruido en la medicién de modo que
genera “mas perturbacion” de la que elimina. Considerar estos compromisos
es de fundamental importancia en el disefio del control.

Por un lado, en ausencia de ruido, los controladores discontinuos pueden ser
exactos: remueven completamente el efecto de la perturbacion. Sin embargo,
los controladores discontinuos son mds sensibles al ruido que los

controladores continuos?. Sin embargo, ningiin controlador continuo (y por 2. Ruido pequefio en un contro-
tanto lineal) puede remover completamente el efecto de una perturbacion lador continuo causa pequefias
acotada. desviaciones en la sefial de con-

p . . . . trol. Esto no siempre es cierto en
En este capitulo, identificaremos este compromiso usando un ejemplo de dos . .
un controlador discontinuo. Ade-

enfoques de control populares: Modos Deslizantes (SM) y lineal por .

) 3 ) mas, los cor‘l‘troladores".’hneales son
Alta-Ganancia (HG) [KhaO7, pp. 610]. El menor error en estado estable’ serd 1’508, NS gﬂﬁgg&cﬁeégﬁﬁﬁo
usado como indice de desempeio. La tinica suposicion sobre el ruido y la “blanco” pues resultan ser Gptimos
perturbacidn es que ambos estdn acotados. en sentido “energético promedio”.
La seleccion de estas dos estrategias de control esta motivada por el hecho de
que su desempefio se considera “Optimo” en los casos extremos. Por un lado,
en ausencia de ruido, un controlador por SM puede remover completamente el
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4. Vea mas detalles en [Ber00].
Ademas, en la comunidad de
control es comiin la opinién de
que los controladores por SM
son tan malos bajo ruido que

son inservibles en la prictica.
5. Un criterio integral que cuan-

tifica el “calor liberado” o trabajo
realizado debido a las oscilaciones
resultantes.

6.Y cualquier controlador “en-
tre ellos” obtenido haciendo una
homotopia entre la funcion signo
y lineal, vea la ecuacioén (2.3).

7. Es decir, un controlador “exacto”.

8. La solucién del sistema la enten-
deremos en el sentido de Fllippov,
[Fil60].

9. Técnicamente, también es nece-
sario que sean funciones Lebesgue-
medibles, de forma que la solu-
cién de (2.1) esté bien definida.

Es interesante resaltar que es-

tas dos hipdtesis son necesarias
para asegurar que el sistema tenga
soluciones para todo t > o como
se habia supuesto, c.f., [Gli06].

efecto de la perturbacién; HG y cualquier otro controlador continuo solo
pueden atenuarla. Por otro lado, cuando no hay perturbacion, los
controladores lineales son Optimos para sistemas lineales con ruido Gaussiano
en el sentido promedio-integral cuadratico®.

A partir de estas observaciones, dos preguntan resultan naturales: cuando
tanto ruido como perturbacidn estan presentes; Es mejor usar AG (lineal) o
SM (discontinuo)? Ademas, ;Existe algin controlador mejor que estos dos?
Una comparacién entre HG y SM de alto orden ha sido hecho en [Lev10]
pero usando otro indice de desempefio® en vez del error en estado estable. En
[Fri02, ULO6], el control por SM es analizado en ausencia de ruido pero
considerando la presencia de un actuador rapido. Por tanto, también resulta
interesante preguntarse sobre el efecto de incluir un actuador rapido, cuando
ya se tiene perturbacion y ruido.

Los principales resultados de este capitulo son las respuestas a la preguntas
introducidas, asi como algunas interpretaciones. Primero, mostramos la
existencia de un ruido acotado que genera el mismo error en estado estable
para SM y HG®. Por tanto, los controladores por SM y lineales resultan ser
igualmente sensibles a ruido acotado, cuando el error en estado estable
resultante es usado para medir su desempefio.

Solo surgen diferencias en el desempefio cuando la perturbacion esta presente.
En tal caso, se muestra que los controladores por SM son la eleccién 6ptima a
pesar del ruido. De hecho, se muestra que ellos proveen el mejor desempeio
posible que cualquier controlador puede alcanzar dadas las hipétesis
consideradas.

Lo mads interesante es que esto muestra que el compromiso entre fragilidad y
robustez no existe bajo las hipétesis consideradas: el mejor controlador bajo
ruido y perturbacién es un controlador disefiado solo para remover la
perturbacién’. Argumentaremos que esto ocurre debido a que la hipétesis de
ruido acotado no es suficiente para capturar el fenémeno de “filtracion de
ruido”. Cuando un actuador es incluido, esta conclusion se sigue conservando;
sin embargo, la seleccién del controlador afecta el tamafio de las oscilaciones
en el actuador. En este sentido, existe el siguiente compromiso: SM ocasiona
las oscilaciones mds pequenas en la planta, pero las més grandes en el
actuador.

2.2 Formulacién del problema

Considere el sistema elemental de la Fig. 2.1:

x(8) =u(t) +p(t), x(0) =xo0;  y(t) = x(1) +n(t), 2.1)

con x(t) € R el estado del sistema, y(f) la salida medible, u(t) la entrada de
control, p(t) = p(x(t), t) una perturbacién (e.g., representando la verdadera
dindmica del sistema) y #(¢) ruido en la medicién. Supondremos que las
incertidumbres son tales que la solucién® del sistema existe para todo t > o.
Como se anunci6 previamente, la tinica hip6tesis sobre las incertidumbres
(p, 1) es que ambas estdn acotadas por constantes conocidas’

sup|p(t)| <L, sup|y(t)]<d. (2.2)
t>o0 t>0
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El problema de estabilizacidn para cualquier sistema de una-entrada
una-salida, siempre puede ser transformado en la estabilizacién de un sistema
en la forma (2.1). En tal caso, x(x,, -+, x,,) representa una salida del sistema
con grado relativo uno y dindmica cero estable. Este procedimiento es
estandar en el disefio de control por modos deslizantes, tomando x como la
superficie deslizante deseada [Utk92].
Consideraremos el sistema (2.1) bajo la siguiente clase de controladores:
u=—k|y/sign(y), k>o,pe[o,00), (2.3)
donde (p, k) son pardmetros de disefio por ser seleccionados. Esta clase
incluye un controlador lineal cuando p = 1, un controlador discontinuo cuando
p = 0y una “homotopia” entre ambos conforme p varia en (0,1). 1

N

L@f

- @@

n
x@\ Y
N

)

~kly|P sign(y)

- @@

Figura 2.1: Diagrama a bloques del sistema.

Mientras que es imposible estabilizar exactamente el origen del sistema (2.1)
en presencia de ambas incertidumbres, es posible tratar de encontrar los
pardmetros (p, k) que producen el menor error en estado estable posible.
Formulado mateméticamente, el problema a considerar consiste en encontrar

arg min lim sup |x(¢)], (2.4)
(pk)ef0,00)x(0,00)  f00

sujeto a la dindmica (2.1), incertidumbres (2.2) y controles (2.3).

En lo que sigue, denotaremos el error en estado estable!! como
e :=limsup,_,  |x(t)].

2.3 Resultados principales

Conectando la realimentacion (2.3) en el sistema (2.1) se obtiene la siguiente

Ecuacion Diferencial (ED)
x = —k|x + n|P sign(x + 1) + p,  x, estd dado. (2.5)

La simetria del problema permite considerar el caso cuando x(t) > o. Para
resolver el problema (2.4), es necesario calcular el peor error en estado estable
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10. En la préctica, frecuentemente
ha sido reportado la utilidad reem-
plazar un signo por una aproxi-
macién continua para aliviar las
vibraciones. Esto corresponde a
elegir p > o pero cercana a cero.

11. A diferencia de un limite sim-
ple,

limsup f(t) := lim {sup f(s)}
f—00 t—o00 s>t
estd siempre bien definido como un
numero real extendido. Cualquier
ntimero mayor al limite superior es
eventualmente una cota superior de
la funcién.



12. La unicidad de estos maxi-
mizadores debe ser entendida
modulo la clase de equivalencia
“iguales casi en todas partes”. De
esta forma, los maximizadores pre-
sentados son representantes de las
clases.

posible debido a las perturbaciones y luego elegir los pardmetros de control
para minimizarlo.

Para ello, note que el peor escenario es obtenido al maximizar el lado derecho
de (2.5) usando (p, 1) sujeto a las restricciones (2.2). Por tanto, dichos
maximizadores (p*, ") son funciones explicitas de x y no de ¢. Es decir, la
ED del peor caso debe ser un sistema auténomo.

Analizaremos dos casos complementarios: primero cuando x(t) > 8 y luego
cuando x(t) < 4. De hecho, podremos mostrar que el andlisis del segundo
caso es innecesario.

Primero, bajo la hipétesis x(¢) > § y dado que |n(t)| < &, entonces x + 1 > 0
por lo que

sign(x + 1) = sign(x) =1,

por tanto, la ED a analizar es de hecho
x=—k(x+n)?+p.

El peor caso de la ED estd dado por los valores (#*, p*) que maximizan el
lado derecho para cada t. Estos estan dados por'?

n'(x)=-0, p*(x)=1L,

debido a que deseamos hacer la cantidad x + # tan pequefia como sea posible.
Asi, la ED del peor caso es

x=-k(x-0)P+L,

cuyas soluciones decrecen mientras k(x — 8)” > L o, equivalentemente,
mientras x > (L/k)"/? + §. Por tanto, se puede concluir que

oSlimsup|x(t)|§(£)P +4, (2.6)
00 k

para cualquier incertidumbre admisible. Como las cotas superior e inferior
son alcanzadas cuando las incertidumbres son elegidas como los
maximizadores, esta estimacion es justa.

Al analizar el caso simétrico cuando x(t) < -8, es directo comprobar que
(2.6) se cumple siempre que x, se encuentre fuera del intervalo [-8, §]. La
unica diferencia es que ahora los maximizadores estdn dados por #*(x) =d'y
p(x)=-L.

Sobre el segundo caso o < x(t) < §, note que las incertidumbres admisibles
#+(x) = =8y p«(x) = L causan que la trayectoria eventualmente deje el
intervalo [o, 8] sin importar los pardmetros de control, regresando al caso
anterior. Por tanto, por la invarianza en el tiempo de la ED del peor caso,
podemos eliminar del andlisis este transitorio en el que las trayectorias
dejaron [o, 8] y solo considerar el caso anterior.

En base al andlisis previo, formulamos el siguiente teorema:

Teorema 2.1. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. En ausencia de ruido, i.e. § = o, la seleccion dptima es SM al tomar
k> Ly p=o. El minimo e = o es alcanzado.
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2. En ausencia de perturbacion, i.e. L = o, entonces

a) el minimo e < § es alcanzado seleccionando arbitrariamente p 'y
k;

b) ademds, para cualquier p € [0, ), el ruido admisible
n*(t) = =8sign(x(t)) genera el mismo error en estado estable
e=0.

3. En presencia de ruido y perturbacion, entonces SM es la seleccion
optima. Esto pues el ruido n*(t) = -8 sign(x(t)) y la perturbacion
p*(t) = Lsign(x(t)) generan el error en estado estable e = 4.

Prueba. Directo a partir de la expresion (2.6). O

En ausencia de perturbacion, el Teorema muestra que SM y HG tienen el
mismo desempeiio e < §. De esta forma, SM resulta no ser mas sensible que
un controlador lineal bajo ruido acotado. Cuando hay tanto ruido como
perturbacion, la solucién 6ptima es SM garantizando e < §. Cualquier otro
controlador de la clase puede producir un error mds grande que & debido a
que no elimina completamente la perturbacion.

La razén por la que HG no es la solucidn 6ptima es porque solo garantiza

e < § en el limite cuando k — oo, mientras que SM puede garantizar este
desempefio dentro del espacio de pardmetros con p =0y k > L. Es decir, la
estrategia por HG no es realizable. En este sentido, HG es una solucién
sub-6ptima. El efecto de pico es otra desventaja de HG con respecto a SM
que pasa desapercibida en el indice de desempefio usado.

Es atn mads interesante lo que el Teorema 2.1 muestra sobre el compromiso
entre fragilidad y robustez: jno existe! El efecto de la perturbacién y del ruido
estan separados (i.e., son aditivos). Cualquier controlador que se elija tiene el
mismo error & debido al ruido. La unica diferencia en los controladores es en
su exactitud contra la perturbacién. Se puede interpretar esto como la
existencia de una clase de “principio de equivalencia cierta”'? que permite
considerar en el disefio solo la robustez (exactitud) del controlador ante
perturbaciones, olviddndose completamente del ruido. De esta forma, un
controlador exacto en ausencia de ruido (e.g, SM) resulta ser la seleccién
optima con o sin presencia de ruido. De hecho podemos ir mas alla. El
siguiente teorema muestra que este desempefio es el mejor posible y no
depende de la clase de controles (2.3) que hemos usado.

Teorema 2.2. Para el sistema (2.1) bajo la hipétesis (2.2), no existe un
controlador u basado en y que provea un error en estado estable menor a &
para todas las incertidumbres.

Prueba. Por contradiccién. Suponga que si existe tal controlador u = u(y) y
ademas le daremos oportunidad de que p(t) = o. En particular, para #§ = o
garantiza un error e = § — € para cierto € € (0, 8]. El mismo controlador para
n(t) = & garantizaria un error en estado estable e — § = § — ¢, pues el efecto
del ruido fue solo de mover el equilibrio. Es decir e = 26 — ¢, por tanto e > &,
obteniendo la contradiccidn buscada. OJ
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13. En su forma clésica, este princi-
pio afirma que la estrategia 6ptima
de control puede ser encontrada a
partir de fijar las incertidumbres

en su valor promedio, vea, e.g.,
[Ber00, pp. 161]. Debido a que

en nuestro caso las incertidum-
bres no estdn descritas de forma
probabilistica, podemos interpretar
esto ultimo como fijar las incer-
tidumbres en sus valores nominales:
ruido cero y perturbacién maxima.



14. Una comparacion mds justa de-
berfa usar ruido independiente

del sistema (e.g., ruido Gaus-
siano), como pasa en la realidad,
para decidir cual controlador

se desempefia mejor. En el capi-
tulo siguiente encontraremos que
algo muy similar ocurre en en pro-
blema de diferenciacién con ruido.

15. Una suposicion andloga para la
perturbacién no tiene motivacién
fisica. Por ejemplo, la perturbacién
debido a friccién mecéanica no
modelada solo estd presente du-
rante el transitorio del sistema.

16. Una vez mds, debe interpre-
tarse esta afirmacion modulo la

clase de equivalencia “iguales
en norma casi en todas partes”.

Sin embargo, resulta dificil pensar que el peor “ruido” #*(t) = -8 sign(x(t))
es realmente un ruido. En primer lugar porque depende de la realizacion del
sistema. Es claro que si el ruido fuese aleatorio, un sistema lineal filtraria
mejor que un sistema discontinuo. De esta forma, un controlador lineal
deberia tener un mejor desempefio que un controlador discontinuo si solo hay
ruido. Por tanto, la suposicion de ruido acotado no es suficiente para capturar
el fendmeno de “filtracion de ruido” del sistema. En este sentido, la
comparacion realizada bajo la hipdtesis (2.2) no es justa, pues no considera
este tltimo efecto. 14

2.3.1 Una cota fundamental en el desempeiio

Bajo la hipétesis de incertidumbres acotadas, la férmula (2.6) muestra que no
existe una cota inferior no trivial para el posible desempefio. Esto ocurre
debido a que las incertidumbres cero son admitidas.

En esta seccién, se muestra que existe una cota inferior no trivial cuando el
ruido estd “siempre presente a lo largo del tiempo™!>. Agregando esta nueva
hipétesis sobre el ruido, se muestra que SM puede alcanzar el mejor
desempefio posible bajo ciertas condiciones.

Junto con la suposicion |5(t)| < J, t > o, introduzcamos la siguiente hipdtesis
sobre la intensidad del ruido:

/|;7|dm >A>o0, VIeI:= {intervalos con m(I) > h%}, 2.7
I

donde m es la medida de Lebesgue en R y & > 1 es una constante que
determina el tamafio minimo de los dtomos de Z. El cociente 1/h puede ser
interpretado como la intensidad minima admisible del ruido. Ademas, esta
ultima suposicién implica que el ruido no es la funcién cero en cualquier
intervalo de tiempo con medida mayor o igual a (hA)/d.

A diferencia del analisis realizado en la seccion previa, ahora buscamos
calcular las incertidumbres admisibles (p., 7. ) que generan el minimo error
en estado estable. Resulta claro que p.(t) = o, pero un andlisis adicional es
requerido para encontrar la funcién 7.

Lema 2.1. El ruido admisible que minimiza'® el error en estado estable es

7 (£)] = 8/h.

Prueba. Es necesario encontrar el ruido admisible mas pequefio en amplitud
que satisface (2.7). Es decir, el 7. con amplitud mas pequefia tal que

A

/|11*(t)|dt - L VI T withm(I) = h5.
1

Por un lado, si |7, (t)| = 8/h se obtiene

fllm(t)Idt = % ffdt = %m(l) =

Ahora si existiera otro #, (t) tal que |1, (t)| < |5.(t)| = 8/h para todo el
intervalo I, entonces la integral

)
L (t)|dt /—dt:)t
[oar< [
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muestra que 7', no es admisible pues no satisface (2.7). Por tanto, el ruido
solo puede ser menor a §/h solo cuando su amplitud es mayor a §/h en
algunos intervalos (para compensar por el drea perdida). Sin embargo, en tal
caso produciria un mayor error en estado estable, c.f., Figura 2.2. O

Teorema 2.3. Bajo las hipotesis (2.2) y (2.7), la siguiente es una cota del
minimo error en estado estable

)

e =limsup |x(t)| > —, (2.8)
t—o00 ]’l

i.e., ningtin controlador puede proveer un error menor a este. En particular,

cuando h =1, el controlador por MD con p = oy k > L alcanza esta cota

inferior.

Prueba. Directo al sustituir (p, %) = (p«, 71+ ) y usar la ecuacién (2.6). O

Note ademas que cuando la medida de los d&tomos es fijada a h = 1, el ruido
estd restringido a #(t) = 8. Esto puede interpretarse en el sentido de que el
desempefio del controlador por SM se acerca al mejor posible conforme el
ruido tiende a sus fronteras. Conforme / crece, el ruido puede permanece
periodos mas largos de tiempo cerca a cero y el desempefio de SM se
deteriora.

=l

b

|
o

I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 2.2: Dos ruidos admisibles bajo las hipdtesis (2.2) y (2.7) . La grafica a) muestra el ruido admisible que
genera el menor error en estado estable. Como se muestra en el Lema 2.1, tal ruido tiene amplitud §/h y puede
tener saltos de valores positivos a negativos. A diferencia, si el ruido se hace mas suave como en b), entonces
necesariamente debe tener amplitud mayor para compensar el drea perdida. Sin embargo, el ruido b) genera un
mayor error en estado estable que el ruido a).

2.3.2 El efecto de un actuador rdpido

Otro fenémeno inherente en cualquier sistema de control es la presencia de un

actuador. Generalmente, su dindmica es omitida durante el disefio del

controlador!’. El objetivo de esta seccién es extender el andlisis previo, al 17. En ausencia de ruido, el efecto
de actuadores rdpidos en contro-

19 ladores discontinuos ha sido exten-

sivamente estudiado en relacion
a la generacion de vibraciones
(chattering) [Fri02, ULO6].



18. Aqui hacemos uso de nomen-
clatura basica de Andlisis no
Estdndar. Fue introducido por
Abraham Robinson a principio

de 1960 y formula el andlisis
usando una nocidn rigurosa de

un numero “infinitesimal”. Referi-
mos al lector a [DD95, pp. 205]
para mas detalles y sorpresas.

incluir un actuador rdpido de primer orden al mismo tiempo que conservamos
la presencia de ruido y perturbacion.
Por tanto, consideraremos el sistema

x=z+p", e=-z-klx+n"|Psign(x+7y"), (2.9)

con ¢ > o i-pequefio, z(t) € R el estado del actuador, y p* = p*(x, 2),

n* = n*(x, z) los maximizadores para este caso. Estos maximizadores son
andlogos al caso interior, pero ahora también dependen del estado del
actuador z.

Definimos la “curva lenta” del sistema como los puntos donde la velocidad de
la parte rapida se anula:

% :={(x,z) e R?|z = —k|x + n*|P sign(x + *) } .

Dentro del halo'® de %, uno recupera la dindmica original (2.5) que hemos
analizado previamente. Tomando (x, z) limitados pero fuera del halo de €, la
velocidad z es i-grande mientras que x esta limitado pues p* estd limitado.
Por tanto, la pendiente dz/dx es i-grande, i.e., el campo vectorial fuera del
halo de % es vertical.

Para ver si la curva es atractiva o repulsiva, basta checar el signo de z en (2.9)
desde cada lado de la curva. Por ejemplo, en el primer cuadrante

(x 20,22 0), zes negativa si z > |x + *|P sign(x + #*) y positiva en otro
caso. Esto indica que la curva atrae todas las trayectorias en el primer
cuadrante. Aplicando el mismo razonamiento en los otros cuadrantes de
plano, se puede concluir que la curva lenta 4’ es atractiva en todo el plano. El
maximizador #* es entonces elegido para generar las oscilaciones en x con la
mayor amplitud. Con estas observaciones, las curvas lentas y retratos fase
mostrados en la Figura 2.3 son obtenidos.

/

|
>
=
o[
<=

~

Figura 2.3: Retrato fase del sistema con un actuador rapido, ruido y perturbacién. Las curvas lentas para p = o
y p € (0,1) son mostradas con lineas sélidas anchas. Las transiciones rdpidas entre las ramas de la curva lenta
son ilustradas con flechas delgadas. Las trayectorias se acercan rapido a las curvas lentas y luego se deslizan a lo
largo de una e-vecindad (halo) de ellas.
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En todos los casos, existe un ciclo limite estable que genera oscilaciones en x
con una amplitud (L/ k); + 0 + € dependiendo de los pardmetros (p, k). De
esta forma, la seleccién 6ptima es tomar k > L'y p = o generando un error en
estado estable e = § + €. Es decir, la estrategia 6ptima de control que resulta
ser SM no se modificé al agregar un actuador.

La diferencia entre controladores también esta en la amplitud de las
oscilaciones generadas en el actuador. Las oscilaciones estdn directamente
relacionadas con la energia y desgaste del actuador. En particular, para p = o,
las oscilaciones en el actuador tienen la misma amplitud que la ganancia de
control. Bajo esta observacion, note que AG destruye el actuador a pesar de

que puede alcanzar el mismo desempefio e = § + € en el limite cuando k — co.

Esto ocurre debido a que a medida de que la ganancia se incrementa, también
se incrementan las oscilaciones en el actuador'®.

2.4 Interpretaciones y comentarios sobre los
resultados

No es cierto el compromiso en el que incrementar la robustez a la
perturbacién aumenta la fragilidad al ruido. Esto cuando las incertidumbres
estan solo uniformemente acotadas y el desempefio es medido usando el error
en estado estable.

En particular, se mostré que desviaciones en la medicién acotadas por
generan desviaciones en el error en estado estable también acotadas por 8.
Esta continuidad es lo que puede ser interpretada como “robustez” de todos
los controladores al ruido. Sin embargo, asi como la continuidad de una
funcién depende de la métrica usada, también la robustez de un controlador
depende la seleccion particular de métricas: maxima distancia euclidiana para
medir las incertidumbres y error en estado estable para medir su desempeiio.
Es intuitivamente irresistible asumir que la continuidad del controlador es
responsable de su robustez al ruido: ruido pequefio solo generard pequefias
desviaciones en la sefial de control. Este mismo razonamiento
inevitablemente llevara a creer que los algoritmos discontinuos, p = o en (2.3),
no son robustos al ruido debido a que ruido arbitrariamente pequefio puede
provocar desviaciones en la seial de control con amplitud 2k.

iEl Teorema 2.1 muestra que esta consideracion intuitiva es completamente
erronea! Lo que la formula (2.6) muestra es que, sin importar si el controlador
es continuo o no, ruido acotado por § produce error en estado estable también
acotado por d. Es decir, para las métricas en particular usadas, la transmisién
de ruido a error en estado estable es continua, a pesar que el controlador no lo
sea. Por tanto, controladores lineales, continuos y discontinuos resultan ser
igualmente sensibles al ruido bajo estas métricas.>”

Por otro lado, la continuidad de (2.6) con respecto a L muestra la robustez de
todos los controladores con respecto a la perturbacién. Sin embargo, solo el
discontinuo p = o es capaz de remover completamente el efecto de una
perturbacién acotada sobre el error en estado estable: MD son exactos, mas
que robustos.

Una propiedad inesperada en la formula (2.6) es que los efectos del ruido y la
perturbacién sobre el error en estado estable son aditivos, a pesar de que el
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19. Uno podria intentar de aliviar
esta fenémeno al utilizar AG no
lineal haciendo que p crezca mds
rdpido que la ganancia k.

20. Este fendmeno contra-intuitivo
también puede ser interpretado en
términos de la famosa continuidad
de las inclusiones diferenciales (en
el sentido de Filippov) con respecto
a sus parametros [Fil60]. Para ello,
basta reemplazar las incertidumbres
por sus segmentos para encontrar
una inclusion diferencial convexa,
cerrada y semi-continua por arriba
que satisface todas las condiciones
de Filippov.



21. Esto pone en evidencia que las
hipétesis y métricas usadas para
medir la robustez juegan un papel
fundamental para obtener un anali-
sis justo y util. Un andlisis mas
justo que el realizado aqui deberia
considerar ruido independiente
del sistema, por ejemplo, aproxi-
mado por sinusoides o modelado
como un proceso estocastico (e.g.,
ruido blanco). Esta ultima opcién
requeriria usar diferentes métricas
a las usadas para medir tanto las
incertidumbres como el desempefio.

sistema no sea necesariamente lineal cuando p # 1. Esta peculiaridad hace
posible separar la robustez del controlador a las perturbaciones de su
fragilidad al ruido. En ausencia de ruido, eligiendo un controlador exacto a
perturbaciones, inmediatamente garantiza su robustez a ruido y producird el
menor error error en estado estable a pesar de la presencia de ruido. Esta
propiedad muestra que el compromiso entre robustez y fragilidad no esta
presente.

Ademads, dado que el peor ruido se mostré que es constante, el efecto de
filtrado de ruido no es considerado durante el andlisis. Esto remueve una
ventaja de los algoritmos lineales con respecto a los discontinuos. Dado un
ruido representado (formalmente) como su contenido en frecuencia (i.e., su
serie de Fourier), un controlador lineal conserva todas las frecuencias
cambiando solo su amplitud. Los controladores discontinuos distorsionan
completamente las caracteristicas frecuenciales de la sefal original. Esto
implica que, por ejemplo, cuando el ruido es una sinusoide de amplitud ¢ y
L = o, el error en estado estable debido al algoritmo discontinuo tiende
acercarse a la frontera §; mientras que un controlador continuo atenda (filtra)
parte de las componentes del ruido produciendo un menor error en estado
estable. 2!

Finalmente, resaltemos que HG no es la seleccion 6ptima pues no puede
alcanzar el minimo en ningiin conjunto compacto de pardmetros. Lo que esto
significa es que no es posible implementar (o realizar) una estrategia perfecta
HG en la préctica. Sin embargo, también es imposible realizar una funcién
signo perfecta debido a histéresis y retraso inherentes en la medicién. En este
sentido, tanto SM como HG son ambas estrategias sub-6ptimas que solo
alcanzan el mejor desempeio posible e < § en el limite cuando las
imperfecciones de swticheo desaparecen en el primero caso, o cuando la
ganancia tiende a infinito en el segundo caso.

2.5 Conclusion

No hay compromiso entre aumentar la robustez ante la perturbacion e
incrementar la fragilidad al ruido. Los algoritmos continuos y discontinuos
son igualmente sensibles al ruido. Esto ocurre cuando el ruido solo es acotado
y el desempefio se mide usando el error en estado estable. Ademas, como los
controladores discontinuos pueden ser exactos a perturbaciones acotadas,
estos producen el menor error en estado estable bajo tanto ruido como
perturbacién acotada. La presencia de actuadores rdpidos no cambia esta
conclusién.

Al incluir una hipétesis adicional sobre la intensidad minima del ruido, se
puede obtener una cota inferior del posible desempefio de todos los
controladores. El desempeiio de un controlador discontinuo puede alcanzar
esta cota inferior cuando el ruido toma valores en su frontera.
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LOS COMPROMISOS EN LA
DIFERENCIACION

Se presenta un método para calcular el error de diferenciacion, en presencia
de ruido, de una familia de diferenciadores discontinuos. La familia de
diferenciadores incluye a los diferenciadores lineales por Alta Ganancia y
Super-Twisting como casos particulares. El método permite elegir la
ganancia optima para todos los diferenciadores de la familia y comparar
analiticamente su desempeiio. Se muestra que la adicion de inyecciones
discontinuas al diferenciador lineal por Alta Ganancia mejora su desempeiio
en presencia de ruido acotado en la medicion.

3.1 Introduccién

El uso de diferenciadores es instrumental para la construccion de sistemas de
control. Resultan ser fundamentales para la construccién de controladores
PID, Observadores con Entradas Desconocidas [Ibr03, BBF09] y en el
problema de Deteccién de Fallas [EZR11], por nombrar solo algunas
aplicaciones.

Dos problemas centrales deben ser considerados en la construccién de un
diferenciador: la presencia inevitable de ruido en la medicién y la
incertidumbre en la sefal de entrada a ser diferenciada. La incertidumbre en
la sefial de entrada proviene del hecho de que el mismo diferenciador debe
funcionar para toda una clase de sefiales. Cuando un diferenciador es exacto!
sobre una clase de sefiales, entonces diferenciard la sefial junto con ruido
perteneciente a la misma clase. Por tanto, a medida que crece la clase de
sefiales donde el diferenciador es exacto también crece su sensibilidad a ruido
pequeiio. De esta forma, existe un compromiso entre incrementar la clase de
sefiales donde el diferenciador es exacto y incrementar su sensibilidad al
ruido.

En [Lev98], A. Levant muestra que todo diferenciador exacto sobre la clase
de sefales con segunda derivada acotada, i.e. |G(t)| < L, tiene una precisién
no mejor” a A/E\/ﬁ, en presencia de ruido uniformemente acotado por 6.
Luego introduce el diferenciador Super-Twisting (ST). El diferenciador ST es
un algoritmo discontinuo que, en ausencia de ruido, calcula exactamente la
derivada de primer orden de una sefial con segunda derivada acotada. Se
muestra que en presencia de ruido pequeiio, el diferenciador ST tiene una
precision KVL9, para K; > o.

Tradicionalmente los diferenciadores son construidos usando un filtro lineal
que aproxima la funcién de transferencia de un diferenciador ideal. En
particular, observadores por Alta Ganancia (AG) pueden ser usados como
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1. Un diferenciador es “exacto”
[Lev98] para alguna entrada o (t) si
provee la derivada verdadera ¢ (t)
en ausencia de ruido.

2. En [Lev98], de hecho se muestra

que no puede ser mejor a \/LJ. Sin
embargo, una lectura mas cuida-
dosa revela que una mejor cota es
2\/5m Después, resulta ser que
esta ultima constante “coincide”
con la constantes que Kolmogorov
habia obtenido [Kol62] en los

60’s. Escribimos “coincide”, pues
Kolmogorov considera una sefial
definida sobre todos los reales y ob-
tiene una constante con la mitad de
incertidumbre que esta. Levant solo
considera la sefial en el semi-eje
positivo y obteniendo el doble de
incertidumbre.



3. Es decir, provee el mismo orden
de precision que el diferencia-

dor ST. Como anécdota, [Lev98]
fue recomendado para su publi-
cacion en Automatica por Khalil.

4. Es decir, las términos discon-
tinuos del ST que le permiten ser
exacto también son responsables
de su mayor sensibilidad al ruido.

5. Tecnicamente, tambien se
requiere que 6(-) y 7(+) sean
funciones Lebesgue-medibles.

6. En sistemas mecénicos, donde
se requiera una estimacion de la
velocidad basada en la posicion,

esta suposicién es equivalente a que
su aceleracion esté uniformemente
acotada.

diferenciadores [VKOS8]. Como ningtin algoritmo lineal (de hecho continuo)
puede ser exacto sobre la clase de sefiales con segunda derivada no cero, i.e.
con L > o, los observadores por AG solo pueden aproximar un diferenciador
lineal conforme su ganancia tiende a infinito. SIn embargo, en presencia de
ruido, su error también crece sin cota conforme la ganancia crece.
Recientemente, Vasiljevic y Khalil mostraron como elegir ptimamente su
ganancia para proveer el menor error de diferenciacién bajo ruido acotado
[VKOS]. Para el diferenciador de primer orden, la ganancia 6ptima provee una
precision K; VoL, para® una constante K; explicita y finamente calculada en
[VKO8].

A partir del andlisis de [Lev98], el diferenciador ST es mds sensible a
pequefio ruido que el diferenciador lineal por AG, pues es mas grande la clase
de sefiales donde el primero es exacto* De modo que no es obvio a-priori cual
de los dos diferenciadores tiene un mejor desempefio en presencia de
perturbacioén y ruido.

Aunque la precision del diferenciador lineal por AG ha sido cuantitativamente
obtenida en [VKO8], la precision del diferenciador ST solo ha sido obtenida
cualitativamente (usando notacién *O-grande’) en [Lev98]. Por tanto, para
comparar el desempefio de los diferenciadores lineal por AG y ST, sélo se han
conducido estudios por simulacién que apuntan a la conclusion de que su
desempeiio es comparable [VKOS8].

La principal conclusién de esta seccion es que la precision de un diferenciador
lineal por AG puede ser mejorada al agregar inyecciones a-la ST. Esto ocurre
no solo en el caso sin ruido donde se hace al diferenciador exacto, sino
también en presencia de ruido en la medicion.

Esta conclusién se obtiene de un fino anélisis cuantitativo de la precision de
una clase generalizada de diferenciadores que incluye al ST y al lineal como
casos particulares. Esto es la contribucién técnica de esta seccién. Para un par
(L, 8) dado, el andlisis permite calcular la ganancia 6ptima para toda la clase
de diferenciadores que minimiza el error de diferenciacién. La comparacién
en el desempeifio de dos diferenciadores, y en particular del AG y ST, puede
ser analiticamente hecha sin recurrir a simulaciones como en [VKO08]. A
través del estudio numérico de varios escenarios, se muestra que el
diferenciador generalizado 6ptimamente disefiado tiene mejor desempefio que
un diferenciador por AG 6ptimamente disefiado, pero nunca mejor que un
diferenciador puro ST 6ptimamente disefiado.

3.2 Planteamiento del Problema
Considere el problema de estimar la primera derivada de una sefial

0 : [0, 00) — R usando una medicién ruidosa y(t) = o(t) + (t). Solo dos
suposiciones® son hechas:

(i) la segunda derivada de la sefial base ¢ (-) estd uniformemente acotada®
por una constante conocida L;

(ii) el ruido en la medicién #(-) estd uniformemente acotado por 6.
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Definiendo x, := 0 y x, := ¢, el problema se transforma en disefiar un
observador para el sistema

X=X, Xp=—p, Y=x+1, (3.1

basado en la salida medida y. En este sistema, p := —¢ se considera como una
perturbacion. Bajo las hipdtesis introducidas arriba, las incertidumbres
satisfacen

p(O <L, |y(t)<d, Vtxo.

Para resolver el problema bajo las hipdtesis dadas, Levant introdujo el
diferenciador Super-Twisting [Lev98]. Este toma la siguiente forma

[LSWIN L A N X o . N
b= Sl sign( ) 1, = -2 sign( ),

donde a;, &, > 0 son constantes’ que determinan la “direccién” de la ganancia
y € > o fija su amplitud. 8 Ademds, también se mostré que en presencia de

ruido pequefio y cuando la ganancia satisface & o< 1/ V'L, el diferenciador ST
ofrece una precisién O(\/SL).

Diez afios después de Levant, Vasilejevic y Khalil [VKO8] sorprendentemente
mostraron que un simple diferenciador linear por AG

X [LZ3PN
Xy = _s_j(xl _y)>

puede proveer el mismo orden de precision que el ST cuando su ganancia se

selecciona’ e o< \/8/L.

La pregunta natural a hacer es cual de los dos diferenciadores es mejor, o si
una combinacion de ambos puede funcionar mejor que ellos por separado.
Una posible combinacién que considera todos estos casos es el algoritmo ST
Generalizado (GST) ', que toma la siguiente forma

A [24 A A R (04 N
x1:_?1¢1(x1_J’)+xza xz=—£—22¢2(x1—}/),
donde las funciones ¢, y ¢, estan definidas por

1 (x)
¢2(x)

/,tl|x|i sign(x) + y,x,

1 . 3 L
~uzsign(x) + 2 sl sign(x) + i,

con Y, 4, > o. Bl GST se reduce a un diferenciador lineal por AG cuando
@, = o y aun diferenciador ST cuando y, = o. Cuando y, y u, son ambas
positivas, el GST tiene una combinacién de términos lineales y ST.

3.2.1 Formulacion del problema.

Este capitulo compara el desempefio de diferenciadores lineales por AG y ST.
El objetivo es poder decidir cual de ellos provee mejor desempeiio, o si el
diferenciador combinado GST resulta mejor. El desempefio del diferenciador
se medird usando “cota final uniforme global”!! del error de diferenciacién
X, — x,. En otras palabras, lo mediremos usando el maximo error asintético
que el diferenciador cometera debido a las incertidumbres acotadas.
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7. Una seleccién que ha mostrado
ser buena en la practica fue suge-
rida por Levant «, = 1.5, @, = 1.1.

8. La propiedad llamativa del di-
ferenciador ST es el uso de una
inyeccidn discontinua. Es esta
propiedad la que le permite obtener
un estimado exacto de la derivada
en ausencia de ruido a pesar de

que la perturbacion p solo estd
uniformemente acotada.

9. Note que a diferencia del ST,

el diferenciador lineal requiere
conocer la cota del ruido para poder
proveer esta precision.

10. El GST fue propuesto por Jaime
Moreno en [Morl1]. Su version
“lineal mas ST” es usada aqui, pero
tiene muchas otras variantes. Por
ejemplo, la version “uniforme”
proporciona una convergencia
independiente de la condicion
inicial, vea Capitulo 5.

11. Esta es una pobre traduccion
de la nomenclatura precisa “global
uniform ultimate bound”, vea
[VKO8]. De ahora en adelante,
usaremos el nombre “cota final”
para referirnos a ella.



Por tanto, el problema técnico consiste en obtener un estimado preciso de la
cota final del error de diferenciacion en términos de los pardmetros del
diferenciador y las cotas de las incertidumbres. Una vez que esta expresion es
obtenida para el diferenciador GST, el desempefio de los diferenciadores
lineales, ST y GST pueden ser analiticamente comparadas bajo las hipotesis
consideradas.

Comentario sobre las Figuras. En todas las figuras y ejemplos de este
capitulo, los parametros son fijados como a; = 1.5, @, =1.1, L =1, § = 0.01, si
lo contrario no se especifica.

3.3 El error de diferenciacion para sefiales
ruidosas

La dindmica del error de diferenciacion X = x — x estd descrita por
A (xl ~ ~ A ‘x2 ~
X = —?qﬁl(xl —n)+x, X = _;‘bz(xl -n)+p

y el definir

wy(t) = (bl()?l(t))—(pl(il(t)—q(t)), wy(t) = ¢2(321(t))_¢2(551(t)_77(t))’

permite reescribir el error de diferenciacién como
B o ~ ~ 451 B oy - (423
X = —?¢1(x1)+x2+?w1, X, = —;(/SZ(xl) Wt (3.2)

El objetivo es obtener una cota superior de la cota-final del error de
diferenciacion x, debido a la presencia de las incertidumbres 7y p. La
siguiente caracterizacidn nos dice cuando existe una cota final y cuando no.

Teorema 3.1. Suponga que a; > o. Entonces
a) si p, > o siempre existe una cota final;

b) si u, = o existe una cota final finita solo si la ganancia es
suficientemente grande.

Prueba. Veala Seccién 3.7. J

El Teorema muestra que el error del diferenciador GST con inyecciones
lineales es global y uniformemente acotado independientemente de las
ganancias seleccionadas. En cambio, el error de un diferenciador ST puro (i.e.
U, = 0) puede crecer sin cotas cuando la amplitud de la funcién signo de la
inyeccién ¢, no es suficientemente grande para dominar la perturbacion.
Ambas afirmaciones han sido probadas previamente usando el método de
Lyapunov en [Morl1].
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3.3.1 El error de Diferenciacion para el diferenciador
GST.

También es posible encontrar una cota final del error de Lyapunov usando una
funcién de Lyapunov. Sin embargo, cuando es importante el valor de la cota
final, el enfoque basado en Lyapunov requiere realizar una optimizacién'> En
esta seccion, el método de [VKOS], valido estrictamente para sistemas
lineales invariantes en el tiempo, es extendido para calcular la cota final del
sistema no lineal y discontinuo (3.2), evitando toda optimizacion.

La cota final del error de diferenciacion X, es obtenida en términos de la cota
final para x,. Este ultimo valor es encontrado como la solucién mas grande de
una ecuacion algebraica.

Teorema 3.2. La cota final para x,, denotada como X, s, es la solucion mds
grande a la ecuacion

%xl/z +u,x = PLT(x)e® + QuTl(x) [lyon(x) + éMlyzAl(x) + yié] +
2 2
+Qu ([/‘1A1(x) + ,“26) > (3.3)

en la incognita x. Una vez este valor es calculado, la cota final para X, estd
dada por

o = PLT(x)e + ~E(x, 8), (34)
&

donde

Pl1, N
E(x,0) = Qul“(x)F [;yle(x) + zylyzAl(x) + y28] + Qo (AL (x) + ps0) .

Prueba. Veala Seccion 3.7. ]

En el Teorema 3.2, las funciones A; y T estdn dadas por

Ao(x) =1-sign(]x| = 8), Ay(x) = |x|: - |lx| - 8] sign(|x| - 8),

y note que, de hecho, A; es una funcién tanto de x como de . Las constantes
P;, Q;j estén dadas por

pi=f°°|{eAfB},-|dt, Qij:foo|{eAtDj}i|dt,

donde la notacién {-}, representa el k-ésimo elemento de un vector
bi-dimensional. Los vectores B, D, y D, estan definidos por

p-| 5 oo ]| 2|

El Apéndice C ilustra los célculos necesarios para encontrar el valor explicito
de todas estas constantes.

La forma de la expresion (3.4) es muy sugerente. La cota final tiene dos
componentes, uno depende de la perturbacion L y el otro depende del ruido 6.
Conforme la ganancia del diferenciador 1/¢ crece, el término debido a la
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12. Se requiere buscar sobre la
familia de funciones de Lyapunov
la que mejor se ajusta a la “forma”
de la cota final. Este problema de
optimizacion es dificil aun en el
caso lineal, [VKO08].



13. El comportamiento exacto de
la cota final X, ;; dada por (3.4) es
mas complicada de lo que aparenta
la expresion, pues el valor de

x también depende de ¢, L y 6.

Sin embargo, este compromiso
cualitativo es valido en general.

14. Estos dos resultados permiten
comparar el desempefio de ambos
diferenciadores en forma analitica

y no solo por medio de simula-
ciones, como se hace en [VKOS].

perturbacién decrece pero el término debido al ruido se incrementa. Esto
indica un compromiso entre la exactitud en ausencia de ruido y la
amplificacion del ruido en presencia de ruido. Este compromiso serd
cuantificado para el diferenciador GST (3.2) en esta seccidn, extendiendo los
resultados cuantitativos de [VKOS8] para el diferenciador lineal por AG y los
resultados cualitativos de [Lev98] para el diferenciador ST.13
Geométricamente, las soluciones de (3.3) son los puntos de interseccién de las
gréficas de las dos funciones a la izquierda y derecha de la ecuacién (3.3), vea
la Figura 3.1. En general, es dificil obtener una expresion analitica para la
solucién maxima. Sin embargo, hay al menos tres casos importantes donde si
es posible resolverla analiticamente.

El resto de esta seccion presenta el caso mds simple: cuando no hay ruido. La
conclusion principal a ser obtenida es que cuando el diferenciador tiene
términos ST (i.e. y, > o) es posible obtener cero error de diferenciacién con
una ganancia finita. Esta ultima propiedad es imposible sin el uso de
inyecciones discontinuas.

La siguiente seccidn presenta los otros dos casos: cuando hay ruido y
perturbacién pero el diferenciador solo tiene o inyecciones lineales (i.e.,

¢, = o) o inyecciones ST i.e. y, = 0). El caso lineal ha sido previamente
analizado en [VKO08]. Se muestra que el método propuesto es coherente
dando exactamente los mismos resultados. Para el caso ST, se obtienen
expresiones analiticas del error de diferenciacion mejorando en andlisis
cualitativo hecho por Levant en [Lev98]. 14

L L L L L L L
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

Figura 3.1: Encontrar la solucién a la ecuacién (3.3) del teorema 3.2 significa
encontrar la interseccién de dos gréficas. Esto da la cota final para X,. La
linea solida muestra la grafica del lado derecho de (3.3). La linea segmen-
tada muestra la gréfica del lado derecho de (3.3) para ¢ = o. Las lineas
puntadas muestran la grafica de la misma funcién para otros valores de ¢ > o.
Los pardmetros son fijados en y, = y, = 0.5.

3.3.2 El error de diferenciacion en ausencia de ruido.
En ausencia de ruido, i.e. cuando J§ = o, la ecuacion (3.3) se reduce a

2|x|1/2

2T pre (3.5)
o + 240 |x [

x4 pyx =
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la cual tiene a lo mds dos soluciones no-negativas, una de ellas es cero, vea
Figura 3.2. Sélo nos interesa la mds grande de entre ellas dos. Ademas, como
E(x,0) = o, la expression para %, s se simplifica a %, s = P,LT(x)e.
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01f 8 o7k
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.
differentiation error

7 -7 02f

002 / - B 01r

A 0 L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7

gain e

0

L L L L L
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Figura 3.2: Izquierda. En linea sé6lida: el lado derecho de (3.5); Segmentada: el lado izquierdo para ¢ = 0.3y

& =0.4.Los parametros son L =1y y, = y, = 0.5. Derecha: Cota final del error de diferenciacién en ausencia
de ruido como funcién de ¢. Linea soilda: diferenciador lineal y, = o, y, = 1, punteada: diferenciador GST con
Uy = Uy = 0.5.

En el Apéndice A.3, se muestra que existe una solucion positiva a (3.5)
distinta de cero. Conforme la ganancia se incrementa, esta solucién positiva
se acerca a cero. Interesantemente, en presencia de términos discontinuos
(4, > 0), se vuelve negativa para un ¢ positivo. Esto significa que, cuando

U, > o, la cota final para %, puede hacerse cero con una ganancia finita. Por
tanto, esto permite a su vez hacer cero la cota del error de diferenciacién con
una ganancia finita, pues %, i es proporcional a I'(x) y T'(o) = o.

Estas propiedades son traducidas como el siguiente teorema.

Teorema 3.3. En ausencia de ruido, las siguientes afirmaciones son ciertas:

a) independientemente de la seleccion de y,, u,, el efecto de la
perturbacion decrece conforme la ganancia crece, es decir,

X,ss = O conforme & — 0;

b) cuando u, = o, el efecto de la perturbacion es removido solo en el
limite cuando la ganancia es inifinita (i.e. cuando € = o). En cambio,
2

.y, . 2 u .
cuando y, > o, la condicion en la ganancia €* < 3L €S suficiente para
garantizar X, ¢ = 0.
_ 2 ui . . .
¢) cuando p, =0y e* > D la cota final es infinita, i.e., el error de
diferenciacion es inestable.
Prueba. Veala Seccién 3.7. U

Con un diferenciador lineal por AG nunca hay problemas de inestabilidad.
Sin embargo, para un diferenciador ST puro, jel error es cero si la ganancia es

suficientemente grande o infinito de otra forma! No hay término medio'>. El 15. En la practica, el valor ver-
diferenciador GST resuelve este inconveniente: el error siempre permanece dadero de L nunca es perfectamente
acotado y, mejor aun, puede hacerse cero con una ganancia finita. conocido, de modo que la ganancia

del diferenciador ST necesita ser
seleccionada mas grande de lo que
29 realmente es necesario.



3.4 Analisis del error de diferenciacion

Esta seccién usa el método del Teorema 3.2 para calcular la cota final del
error de diferenciacion en dos casos. El primero es cuando solo hay términos
lineales (i.e., y, = 0). En este caso, se muestra que el método es coherente al
recuperar los resultados de [VKOS8]. En segundo lugar, el error para el caso ST
(p, = 0) es obtenido. El andlisis del caso del diferenciador GST con términos
lineales y ST se realiza numéricamente en la proxima seccion.

3.4.1 Diferenciador lineal por AG.

Cuando y, = 0, I'(x) y E(x, §) se vuelven independientes de x:

()= E(60)- (%QH +Qu) b,

2

16. Note que no se requiere calcular La solucién a la ecuacién (3.3) estd dada'® por la tinica interseccién
X para encontrar X, ;s pues I' y & no
dependen de ella. LP
P * 4 (Qu+ Qu)d.

2
De acuerdo al Teorema 3.2, la cota final del error de diferenciacion es

. b,L 1 (P
Xa,ss = ; &+ ; (F?I-Qu + QZI) #28' (3.6)

2

En esta ultima férmula, el efecto de la perturbacion y el ruido son lineales. Al
incrementar la ganancia (decrementar ¢), el efecto de la perturbacion es
reducido pero, al mismo tiempo, el efecto del ruido se ve amplificado.

Por tanto, existe un valor éptimo para ¢ que provee la menor cota final del

17. Toma la derivada, iguala a cero error de diferenciacién. Este valor puede ser directamente!” calculado como
y resuelve para e.
. us (P é
& = == Qu+Qul -,
P, \ P, L
18. Para la seleccion «, = 1.5, a, = que produce un error minimo!8

1.1, resulta que ¢ = 2.2610.

mm Xpss = =20cVL6, \/ le + Qzl)

3.4.2 Diferenciador Super-Twisting.

Cuando y, = o, la ecuacién (3.3) del Teorema 3.2 se reduce a

1

2¢*LP, 1
(141 - - ) x> = Qupnli(x) + ;#fQur(x)AO(x)’
y el error de diferenciacion a

p,
Xy ss = 2P,LT(x)e + e ( Qu#l
€

F(X)80(x) + Quih ().

Al analizar las propiedades de estas dos expresiones, el siguiente teorema
puede ser obtenido.
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Teorema 3.4. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

a) si la ganancia satisface €* < u?[(2LP,), entonces existe una cota final
para X,. De otra forma, la cota final es “infinita”;

b) la cota final para %, no pude ser menor a §;
€) X, — 0o cuando € — o, y cuando & — oo.
Prueba. Veala Seccion 3.8. O

El teorema muestra que la ganancia requerida para estabilizar el diferenciador
ST en ausencia del ruido también la estabiliza en presencia de ¢é1'9. Ademas,
el teorema también muestra que es imposible hacer la cota final para X; menor
que la amplitud del ruido, sin importar las ganancias elegidas?’. Finalmente,
como el error tiende a infinito cuando la ganancia tiende a cero a infinito, se
puede concluir que existe una (o muchas) ganancias optimas que
proporcionan el menor error de diferenciacion.

Teorema 3.5. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

a) Existe una seleccion optima para la ganancia que provee la menor
cota del error de diferenciacion;

b) para cualquier €* < %, la precision del diferenciador ST es O(\/S)

Mds especificamente,

. 2P, Le 1
Xass < ( U \/E+ E[/‘lel\/E) \/5,

donde
2
1 lfQ11<1y52§251p1(1_Q11)
— — 2
c=c(e) = S S— en otro caso.
Q121_(%52+Q11_1)
1

¢) cuando la ganancia es seleccionada de acuerdo a la amplitud de la
perturbacion usando
1 PO

—=—L, 0>2,
2

2
€ 1

donde 0 es un nuevo pardmetro, entonces la precision del
diferenciador es O(N/SL). Mds especificamente,

N 2P, /- Y3
Xp5s < (\/ﬁ\/z"" 2P19Q21) oL

donde
_ 9 _ 1 ifQ11<1y€2S2E>1(1_Q11)
¢ =c(0) = — de otra forma.
lel_(g"'Qu_l)
Prueba. Veala Seccién 3.8. O
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19. Cuando la ganancia es menor

a este valor, el diferenciador ST es
inestable, al igual que en el caso sin
ruido

20. Esto mismo fenémeno ocurre
en el caso lineal. Esto pues X, s >
(Qu + Qi,)9. De nuevo, el dife-
renciador ST puede alcanzar su
cota con una ganancia finita y un
diferenciador lineal no.



21. Vea el Teorema 2 en [Lev98].

22. Esta afirmacion es clara al
comparar la precision del dife-
renciador lineal y ST al ruido:
0(8) y 0(V/9), respectivamente.

Con este teorema, se concluye que para cualquier ganancia que estabiliza, la
precisién del ST respecto al ruido es proporcional a /8. Ademas, cuando la
ganancia que estabiliza es proporcional a 1/ V'L, entonces la precisién
obtenida es proporcional a V/6L. Ambas conclusiones cualitativas han sido
previamente obtenidas por Levant?!'. El Teorema 3.5 mejora esos resultados
en dos aspectos. Primero, provee los valores explicitos de las constantes de
proporcionalidad, vea también la seccién siguiente para su evaluacién
numérica. Segundo, no requiere la suposicion de ruido “suficientemente
pequefio”, como se hace en [Lev98].

3.4.3 Comparacion entre diferenciadores lineales y ST.

Por un lado, como es de esperarse, el diferenciador ST que usa inyecciones
discontinuas es mds sensible a ruido pequefio que un diferenciador lineal. La
sensibilidad muestra cuanto cambia la cota final para X, cuando la amplitud
del ruido & cambia®?. Sin embargo, esto no significa que un diferenciador
linear por AG ofrezca mejor precision que un diferenciador ST cuando L > o.
Por ejemplo, en el caso extremos cuando L = o'y § es pequeiia, el
diferenciador linear por AG provee mejor desempeiio que el diferenciador ST
conforme el ruido crece, independientemente de las ganancias. Cuando L > o,
el diferenciador ST provee mejor desempefio que el diferenciador lineal para
ruidos suficientemente pequefios, vea la Figura 3.6. Regresaremos a este
punto con mds detalle en la siguiente seccidn.

Ademas, el diferenciador ST no requiere conocer el valor real de la amplitud
del ruido para alcanzar una precision O(\/ﬁ ). Es suficiente con fijar

g o<1/ /L. La misma precisién puede ser alcanzada con un diferenciador
lineal por AG solo cuando la amplitud del ruido es conocida, pues se necesita
que € o< \/(S/_L

Por otro lado, se mostré que el diferenciador ST puede alcanzar la cota

%55 = 0 cuando Qy; < 1. Esta cota no puede ser mejorada a través de la
seleccidn de ningln pardmetro, incluyendo las «;’s. Para el diferenciador
lineal por AG, la cota andloga es X; > (Qy; + Qy,) 6 que si depende de los
pardmetros «;’s.

3.5 Ejemplos numéricos

Esta seccién presenta los resultados de cuatro experimentos distintos. El
objetivo del primero es comparar el desempefio de los diferenciadores lineales
y ST con respecto a la relacién que existe entre la amplitud del ruido y la
perturbacién. El segundo experimento ilustra el efecto de combinar
inyecciones lineales y ST en el diferenciador. El tercero discute el efecto del
desconocimiento de la amplitud del ruido en el error de diferenciacién. El
cuarto considera la misma pregunta con respecto a la amplitud de la
perturbacion.

3.5.1 El desempeiio de diferenciadores lineales y ST.

En la Figura 3.3 se presenta la grafica del error de diferenciaciéon como
funcién de la ganancia en tres distintos escenarios: cuando la perturbacién es
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mas grande que el ruido (L > §), cuando son iguales (L = §) y cuando la

perturbacion es mas pequeiia que el ruido (L < §).

differentiation error

differentiation error

differentiation error

2
gain &

o
gaine

Figura 3.3: Cota final del error de diferenciacién en funcién de e. Solido: caso lineal y, = o, y, = 1; segmentado:
caso ST y, =1, 4, = o. Izquierda: pardmetros L = 1, § = 0.01; mitad: pardmetros L = 1, § = 1; derecha: pardmetros

L=0.1,0=1.

En este experimento, el diferenciador ST provee menor error que un
diferenciador lineal en cualquiera de los tres casos. Esto significa que a pesar
de que la perturbacién sea pequefia comparada con el ruido, uno puede
seleccionar la ganancia del ST suficientemente pequefia para obtener un
menor error que el producido por un diferenciador linea

1.23

23. Para clarificar este ultimo punto,
considere las gréficas de la Figura

3.4. En ella el desempefio del dife-
renciador ST y lineal es comparado
conforme L decrece para una ampli-

tud fija de ruido. En el caso limite
cuando L = o, un error arbitrario

09

08

0.7F

06

05

04

03

0.2

011

puede ser obtenido va sea por el di-

[ al hacer su
1te pequena.

Figura 3.4: Cota final del error de diferenciacién en funcién de e. Se varia de L =1, = o0.01 hasta L = 0.001, 8 =
o.o1. La figura a la derecha es un acercamiento de la figura de la izquierda. Solido: caso lineal y;, = o, y, = 1;

segmentado: caso ST y, =1, 4, = o.

Otra informacién importante que se puede obtener a partir de este

experimento es el valor explicito de la mejor constante de proporcionalidad en
la precision del diferenciador ST. Esta pude ser obtenida al dividir el valor
minimo de la gréfica por v/ LJ. De la imagen media de la Figura 3.3, la mejor

constante de proporcionalidad resulta ser 3.535. Uno puede compararla®* con

la constante respectiva para el diferenciador lineal 4.522.

Note también que este primer experimento evidencia que el diferenciador ST

24. Tambien resulta interesante

compararla con la mejor precision

puede hacerse inestable si su ganancia no es suficientemente grande.
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25. El caso GST es resuelto numéri-
camente al encontrar la solucion

a (3.3) usando la funcién fzero de
MATLAB.

26. Esto es importante cuando

el valor exacto de L no es ex-
actamente conocido, como fre-
cuentemente ocurre en la practica.

3.5.2 Ventajas del diferenciador GST.

La Figura 3.5 presenta el error de diferenciacién como funcion de la ganancia
para los diferenciadores lineas, ST y GST?.
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Figura 3.5: Cota final del error de diferenciacion en funcién de e para L =1y
0 = o.01. Solido: caso lineal y, = o, y, = 1; segmentado: caso ST y, =1, u, =
o; punteado: dos experimentos para y, = 0.8, 4, = 0.2y l; = 0.5, 4, = 0.5
(con circulos).

La figura muestra que la gréafica de desempeifio del diferenciador GST se
acerca al desempefo del diferenciador lineal cuando y, tiende a cero. De
forma andloga, cuando p, se acerca a cero, la grifica de desempeiio se acerca
a la del diferenciador ST. En general, cuando y, > o'y y, > o, el desempefio
del diferenciador GST se encuentra “entre” el lineal y el ST de modo que no
puede proporcionar un menor error de diferenciacién que el diferenciador ST
solo. Hasta este punto, parece no haber ventajas de usar un diferenciador GST.
Sin embargo, las graficas muestran que la adicién de términos lineales al
diferenciador ST elimina la inestabilidad cuando la ganancia no es
suficientemente grande®®.

3.5.3 La sensibilidad a variaciones en la amplitud del
ruido.

Un diferenciador ST provee una precision O(+/8L) al seleccionar su
ganancia ¢ o< 1/ V/L. Esta seleccién no requiere del conocimiento de la
amplitud del ruido. En cambio, un diferenciador lineal por AG puede proveer
la misma precision pero requiere el conocimiento del ruido, dado que requiere
 oc\/3]L.

En este experimento, se selecciona un valor nominal para la amplitud del
ruido y se calculan las ganancias éptimas para los diferenciadores lineales, ST
y GST. Luego, el desempeifio de todos ellos es estudiado a medida que el ruido
cambia de su valor nominal.

La Figura 3.6 presenta los resultados de este experimento cuando la amplitud
nominal del ruido es § = 0.01y L =1, en laizquierday L = o en la derecha.
Para estos parametros, las ganancias 6ptimas son €* = 0.145, €* = 0.5y

€ = 0.295 para los diferenciadores lineal, ST y GST, respectivamente.
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Figura 3.6: Cota final del error de diferenciacién como funcién de la amplitud del ruido. Solido: caso lineal
W1 = 0, U, = 1; segmentado: caso ST y, = 1, 4, = o; punteado: caso GST con y, = p, = 0.5. Segmento-punto:
ruido nominal o.01 para el cual se eligen las ganancias optimas. Izquierda: L =1, Derecha: L = o.

Cuando L =1 el experimento muestra que a pesar de que el ruido cambie, el
diferenciador ST permanece garantizando mejor desempefio que el
diferenciador lineal o GST. A diferencia, cuando L = o, el diferenciador lineal
provee mejor desempefio cuando el ruido se incrementa a partir de cero,
independientemente de las ganancias seleccionadas. Esto ocurre debido a que
en una vecindad de cero O(8) es siempre menor que O(v/6). 27

3.5.4 Sensibilidad con respecto a variaciones en la
amplitud de la perturbacion.

Para cualquier L dada, el diferenciador lineal por AG mantiene su estabilidad
sin importar la ganancia seleccionada. Sin embargo, el diferenciador ST

puede perder su estabilidad cuando su ganancia no es suficientemente grande.

En este experimento, realizamos el andlogo del experimento anterior pero
variando la amplitud de la perturbacién y no del ruido.

La amplitud del ruido es fijada en & = 0.01 y el valor nominal de la
perturbacidn es elegido como L = 1. Las ganancias del diferenciador lineal,
ST y GST son elegidas 6ptimamente como en el experimento anterior. La
Figura 3.7 presenta la grafica del error de diferenciacién como funcién de la
amplitud de la perturbacion.

Cuando L = o, el diferenciador lineal provee mejor desempefio, como hemos
discutido en el experimento anterior. Para el valor nominal L =1, el
diferenciador ST provee menor error que los otros dos diferenciadores.

A medida que la amplitud de la perturbacion crece, el error del diferenciador
ST también crece hasta que se hace inestable. El diferenciador GST elimina
este inconveniente al precio de un pequefio deterioro del desempefio en el
caso nominal. También es interesante sefialar que el diferenciador ST
permanece dando el mejor desempefio en una vecindad del valor nominal de
la perturbacién.
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27. Note también que cuando L =
o no hay una ganancia éptima:
cualquier error arbitrario puede
ser obtenido al ajustar la ganancia
suficientemente pequefia.
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Figura 3.7: Cota final del error de diferenciacién en funcién de la amplitud
de la perturbacién, para § = o.o1. Solida: lineal 4, = o, 4, = 1; segmen-
tada: ST y, = 1, 4, = o; punteada: GST y, = u, = o0.5. Segmento-punto:
perturbacién nominal L = 1 para la cual se eligen las ganancias éptimas.

3.6 Conclusiones

Hemos mostrado que agregar términos discontinuos a un diferenciador lineal
por AG mejora su desempefio bajo ruido y perturbacion acotados. Para
obtener esta conclusion, se presentd un método para calcular la cota final del
error de diferenciacién para la familia de diferenciadores GST. Esta familia
incluye al diferenciador lineal y ST como casos particulares. EI método
permite obtener la ganancia 6ptima para cualquier diferenciador GST y
comparar el desempefio entre ellos. En particular, comparamos la menor cota
final para el diferenciador lineal, ST y GST, junto con su sensibilidad a
variaciones en las cotas de las incertidumbres.

El diferenciador ST puro puede proveer el menor error de diferenciacién. Sin
embargo, es inestable cuando su ganancia no es suficientemente grande para
dominar a la perturbacién. Este problema puede ser aliviado al incluir
términos lineales pequenos al costo de un error minimo ligeramente mayor.

3.7 Prueba de los Teoremas de la Seccion 3

Prueba del Teorema 3.1. Es un caso particular del anélisis general hecho en
el Teorema 4.3, pp. 123, de [Morl1]. 0

El objetivo técnico en este capitulo es calcular la cota final de error de
diferenciacion. El primer paso para lograrlo es transformar el sistema en una
forma mas conveniente, como se muestra en el Teorema 3.6. Para su prueba,
requeriremos saber que las incertidumbres (p, w) se encuentran
uniformemente acotadas.

Proposicion 3.7.1. Las incertidumbres satisfacen
- 1 - 3 -
wi| < i A(X) + a6, s < ;yon(xl) + ;!‘1.”2A1(x1) +u30,  |p| <L,

(3.7)
con las funciones A; definidas después del Teorema 3.2.
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Prueba. Por construccion
Wy = u(%) — (%~ ) = i [ |5 sign (%) — | — 1| sign(%, - 1) |+ pan.

Defina ahora A, (%,, 1) = |%,|/>sign(%,) - |%, — n|"/> sign(&, — 1) y note que
A, (%,, 1) tiene el mismo signo que #. Por tanto, como -8 < #(t) < § se tiene

Al(fél)_(s) < Al(fél) 77) < Al(jél’ 8)

y al observar que A, (%,,7) = —A,(—%,, —1) se tiene |A,(%,, )| < A, (|%4], 9).
Definiendo, con un poco de abuso de la notacién A, (%, §) := A,(%,) y usando
n < 4, se obtiene la primera desigualdad de (3.7).

Por otro lado, también por construccién

- - 1,0, - . - 3 - 2
Wy = ¢, (%), (X-17) = S [sign(,) - sign(%, - 17)]+;141H2A1(x1, n)+usn

y usando la definicién de A, (X;) se obtiene directamente la segunda
desigualdad de (3.7). [

Como A,(x), A,(x) se encuentran uniformemente acotadas, c.f. Figura 3.8,
la incertidumbre w resulta también estar uniformemente acotada cuando se ve
como una funcién del tiempo.

0008 001 0012 0014 0016 0018 002

=is
X1

Figura 3.8: Izquierda: gréfica de A,(%,) para & = o.01. Mitad: gréfica de A,(%,) para & = o0.01. Derecha: gréfica

de T'(%,) para y, = 0.6 y y, =1, la asintota 1/ Y, se muestra con linea punteada.

El siguiente teorema provee una forma de analizar el sistema original (3.2) a
través del sistema mas simple (3.8).

Teorema 3.6. Considere el sistema®®

d¢ -, 1 ol ,. a o |. ~
2 etz 2] e o
conp=pldlyw=(w,w,/¢)L. Entonces,
a) la trayectoria {(-) de cada solucién de (3.8) es transformada en una

trayectoria %(-) que es una solucion (3.2) usando el cambio formal de
coordenadas

(552) =47(0) = (¢7(0), 20
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28. El sistema (3.8) luce engariiosa-
mente lineal aunque no lo es: las
incertidumbres transformadas

(p, W) dependen del estado.



29. Note que tambien es AC, [Fil60,
Capitulo 2, pp. 102].

b)

el sistema (3.8) es completo y tiene trayectorias vnicas.

Prueba. a) Seguimos las ideas que Fllippov presenta en [Fil60, Capitulo
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b)

2, pp. 991. Sea {(7) una solucién de (3.8); por tanto, es una funcién
absolutamente continua (AC). Elija

(0= [ aamm®

donde ¢!(%,) = 0.5/41|5cl|_i + Uy

Entonces la derivada t'(7) = 2|%,[/>/(p, + 2p4)%|"/>) y suponga, por el
momento, que es estrictamente positiva, i.e., %,(t) # o. De esta forma,
existe una funcion inversa 7(t), con 7/(t) = (1/¢)¢’. La funcién®
¢ (t) = {(z(t)) satisface

d¢* d{dr d{1

l4
dt  drdt drs¢1

casi siempre. Por tanto, la trayectoria de cualquier solucién de

ac 1 | —a 1 ol ,. a, o |.

E—;ﬁbl([_% R S R - o |7 GY
también es la trayectoria de alguna solucién de (3.8), c.f., Teorema 3 de
[Fil60, Capitulo 2].

Ademas, la transformacién de coordenadas ¢~ : { — % es uno-a-unoy
de clase C". El error original de diferenciacion (3.2) es obtenido al usar
esa expresion como cambio formal de coordenadas en el sistema (3.9).
Entonces, de acuerdo al Teorema 1 de [Fil60, Capitulo 2], cada
solucion de (3.9) es transformada en una solucién de (3.2).

Consideremos ahora que pasa cuando t'(7) = o. La funcién

2|%, () (uy + 22|%,(£)[/*) se anula solo en los puntos donde %, (t)
es cero. Cuando esos puntos estas aislados, la trayectoria puede ser
dividida por ellos en varias trayectorias (algunas veces infinitas de
ellas) de la ecuacién (3.9).

Cuando la trayectoria %, (s) = o para s € [a, b], el tiempo ¢ se “detiene”.
Sin embargo, mostraremos que en tal situacion las trayectorias { y X en
el plano fase también se detienen. La condicién %,(s) =oens € [a,b],
implica que {; = o en el mismo intervalo de tiempo. Usando este hecho
en el sistema (3.8) se obtiene

(= —a,w,, (, = constante,

que significa que la trayectoria de (3.8) vista en el espacio de fase

(&, () se detuvo. El argumento andlogo muestras que lo mismo ocurre
con la trayectoria X () de (3.2) cuando es vista en el espacio de fase
(%,,%,). De esta forma, la relacién X = ¢7*({) permanece siendo
vélida.

Para probar la afirmacion basta mostrar que el lado derecho de (3.8) es
Lipschitz. Debido a la estructura del sistema y como las



incertidumbres estdn uniformemente acotadas, esto es equivalente a
mostrar que la funcién

1 B |5€1|1/2

¢1(%,) B 0.5, + :‘42|’~Cl|l/2

I‘(551) =

es Lipschitz cuando es escrita en variables (. Cuando g, = o, I es
evidentemente Lipschitz pues se reduce a la constante 1/,.

Recordando que
G = %> sign(&) + ok, (3.10)

también resulta evidente que I' es Lipschitz cuando y, = o, pues

(%) = &> = 2[5 = T(4).
251 1251

Cuando y, > o, la ecuacién (3.10) es cuadrdtica en &, y puede ser

resuelta
th N U2+ 4us G
24, ’

Reemplazando esta expresion en la definicion de I' se obtiene

r(g) = LtV 4| Gi|

Ha HE+ 4| G|

%[> sign(%,) = —

>

que es Lipschitz cuando y, > o pues su derivada estd uniformemente

acotada , i.e.,
dr or . 243y ) 24,
_:_SIHCI :—Sln(l < —.
dg, 9 (&) (2 + G2 % (&) th

O

Es fécil obtener una cota para ellas basadas en la cota de las incertidumbres
originales.

Proposicion 3.7.2. Las incertidumbres transformadas satisfacen:

o € )40, ] < D) [ Si20(5) + 2npat(5) + 28] 5] <TG,
donde la funcion T es la introducida después del Teorema 3.2.

Prueba. Es directa usando las cotas de las incertidumbres originales

obtenidas en la Proposicion 3.7.1 y la definicidn de las incertidumbres

transformadas, junto con el hecho de que T'(%,) = 1/¢.(X,). O

Observe que cuando p, > o, I'(x) estd uniformemente acotada por 1/y,, c.f.
Figura 3.8.
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3.7.1 La cota final para incertidumbres acotadas.

Para calcular la cota final del error debido a incertidumbres acotadas se puede
usar el siguiente resultado:

Lema 3.1 ([VKOS8]). Considere el siguiente sistema estable y con una
entrada

z=Az + Bw,

donde A es Hurwitz y |z(0)|| < a. Sea Ky = [ [{e”*B}|ds para
k=1,...,n, donde {-} es el k-ésimo componente de un vector
n-dimensional. Entonces, para todas las entradas uniformemente acotadas y
cada 'y > o, existe un tiempo T = T(a, ||, y) tal que

2k (D] < Ki[wleo +y, VEXT,
i.e., la cota final de la k-ésima variable es zj ¢ = Ki||w| co-
Usando el sistema transformado del Teorema 3.6 y las cotas uniformes de las
incertidumbres ()] < p°, |w,(t)| < w2, |w,(t)] < w2, la cota final para (;
puede ser calculada usando el Lema 3.1

CI,SS = P182P0 + QuW? + lewg’
donde
P [T BYdL Qu= [ e Dbt Qui= [ et Dohdr,
o o o

y observe que Q,, = «, P,. También es posible escribirlo en términos de la
variable original x,

~1/2 -~ 2 0 o o 2 0 o o
U1Xyss + Uz Xy 55 = (1,55 = P1£ P + Q11W1 + Q12W2 = Pl(s p o+ (X;_WZ) + Q11W1 .
Al usar el mismo procedimiento para {, se obtiene
2 0 o o 2 0 o o
Coss = Poe®p® + Quw + Quuwy = P(€7p° + auwy)) + Quwy,

donde
P, := £ |{3AtB}2|dtr Qs = /; |{eAtD1}2|dt) Qy, = ‘/0‘ |{eAtD2}2|dt'

De esta forma, una vez que el error para la primera variable ha sido calculado,
se puede calcular directamente el error para la segunda al usar

p, ( P, ) o
== + - — w,
(Z,SS Pl (1,55 Q21 Pl Qll 1
y, recordando la definicién {, = €%,, la cota final del error de diferenciacién

. 1
Xass = _Cz,ss-
&
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3.7.2 Prueba del Teorema 3.2.

En principio, el Lema 3.1 puede usar directamente para calcular la cota final
del error de diferenciacion usando sélo las cotas uniformes de las
incertidumbres. Sin embargo, esto resultaria en una muy mala aproximacion,
pues los cambios de las incertidumbres de acuerdo al estado serian
ignorados®.

Para considerar la dependencia del estado de las incertidumbres, el siguiente
algoritmo recursivo basado en el Lemma 3.1 es propuesto:

Paso 0: inicialice las incertidumbres al maximo, i.e., fije

- . 1

pO=—, W =mV20+u.b, W = —[uf + 1520 + p3d]
Uz U
Paso 1: calcule la cota final correspondiente para X, (denotada aqui como x,)
como la dnica solucién a
,ulxtl)/z + U Xo = P1€2/30 + Quw;) + leﬁ/g

Paso 2: actualice las cotas de las incertidumbres usando el valor obtenido de
la cota final

30. Por ejemplo, la incertidumbre
producida por el ruido en la funcién
signo desaparece cuando |%,| es
mas grande que la amplitud del
ruido &, c.f., Figura 3.8.

" . .1 1 3
p'=LT(x0), Wy = Ai(x0) + a8, Wy =T(x0) [;ﬂleO(xO) + ;P‘lﬂzAl(xO) + .“38] .

Paso 3: regrese al Paso 1y repita!

El algoritmo define dos mapas recursivos:

v —> x usando p,x* + pyx = v

x — v usando v(x) = PLE’T(x) + Qy [ Ay (x) + p20] + QT (%) Eyon(x) + zylylAl(x) + [AZ'(S]

donde v(x) puede ser reescrita como

2 2 1 2
V(x) = [PILS + le#za] r(x)"‘Qn,UlAl(-x)"'%Q12H1H2FA1(3€)+;Q12//‘1 er(X«')"'Qldh(S

Ahora estamos listos para la prueba del Teorema 3.2:

Prueba del Teorema 3.2. El argumento es por induccidén. El primer paso del
algoritmo obviamente corresponde a una cota superior de la cota final del
error. Si en el paso n la cota final es x,, y las incertidumbres son (p", W', wl),
entonces las incertidumbres estdn acotadas por (p"**, w!*', w/*') de modo
que la cota final de hecho es x,,;,. Esto muestra que la secuencia x,, n > o son
cotas superiores de la cota final de x,. Entonces el limite del algoritmo (punto
fijo) también es una cota superior de la cota final de %,.
Una vez que la cota final para X, ha sido calculada, la cota final para X, puede
ser obtenida usando
5‘2,55 = l(2,55 = = [&(#1x*1/2 + ‘sz*) + (Q21 - &Qn) (,“lAl(x*) + P‘za)]

£ el P P,
y al reemplazar g, (x*)"> + p,x* = v(x*) en esta tltima expresion se obtiene
la afirmacién del Teorema. U

Una idea similar fue usada por Angeli y Sontag para caracterizar el punto de
equilibro de la interconexién de sistemas mondétonos [AS03].
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3.7.3 Prueba del Teorema 3.3

Deberemos mostrar que si la ganancia no es suficientemente grande, existe
una solucién positiva diferente de cero. Conforme la ganancia crece, esta
solucién positiva se acerca a cero. En presencia de términos discontinuos

(4, > 0), esta solucién se vuelve negativa para una € positiva, que significa que
el error puede hacerse cero con una ganancia finita.

Prueba del Teorema 3.3. Una solucidn obvia es x = o. Para obtener las otras
dos soluciones, simplemente divida por x para obtener

2u3x + 3p X + 42 — 2P Le* = o,

que es una ecuacién cuadritica con dos soluciones. No estamos interesados
en la solucién que siempre es negativa. La solucién que puede ser positiva
estd dada (después de simplificaciones algebraicas) por

Ji- =3y +/ U? +16P Le>

X >
4i>

que es positiva ssi & > u?/(2P,L) y negativa de otra forma. Por tanto, la
solucion més grande es x = o cuando &* < p*/(2P,L) y \/x de otra forma.
Esto significa que el error es cero si €2 < p?/(2P,L) y \/x de otra forma.

En el caso limite cuando p, = 0, \/x = —o0 si € < u?/(2P,L) y +00 en otro
caso. Esto implica que el error es cero si la ganancia satisface &* < u?/(2P,L)
e infinito de otro modo. O

3.8 Prueba de los Teoremas 3.4y 3.5

Cuando y, = o, la funcién T'(x) se reduce a I'(x) = (2/p;)x"2, y la
interseccion puede ser encontrada al resolver

[,tlxl/z = eZLPI[/li)Cl/2 + QlltulAl(x) + i/’lleZFAo(x)’
1

0, equivalentemente

26*LP,

ro) = (1= 2 ) Qi (6) + 2 QuTl5) = (),

1
Un andlisis simple revela las siguientes propiedades.
Proposicion 3.8.1. La funcion v,(x) satisface:
i) Six >0, entonces vi(x) = QuiA,(x), esto significa que v,(x) es
estrictamente decreciente después de x = § en la misma forma que
A,(x) lo hace. En particular v,(8") = Qu/,tlx/g.
ii) Vl((s) = /41Q11\/§ + 2[41Q12\/S-

iii) VI(O) = Qn[h\/g-
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)

existe un punto de inflexion x,. que es un mdximo antes de x = § dado
por

_ (0'5Q11 + Q12)2
0.25Q2 + (0-5Q11 + QIZ)2

Xk

Proposicion 3.8.2. La funcién v,(x) satisface:

i)

ii)

v0(0) = 0y vo(x) es estrictamente creciente o decreciente de acuerdo

al signo de p, — %.
Vo(a) = (["1 - _ZSLIIPI ) \/(_S

Ahora estamos listos para la prueba de teoremas.

Prueba del Teorema 3.4. a) De otra forma, vo(x) <oy v (x) > o, de

b)

modo que no puede haber interseccion.

Conforme ¢ — p?/(2LP,), vo(x) — o uniformemente, y la solucién
(interseccidn) crece, vea Figura 3.9. Cuando & = y?/(2LP,), vo(x) =0
y la Unica interseccion (solucién) se encuentra en infinito. Cuando

e> > u?/(2LP,) no existe solucién y esto debe ser interpretado como
una cota final infinita. De hecho, esta ultima conclusion ha sido
probada usando un andlisis de Lyapunov: si la ganancia no es
suficientemente grande, el error de diferenciacion se vuelve inestable,
c.f. [Morl1].

La ganancia debe ser suficientemente grande para estabilizar, i.e,
€* < u?/(2LP,). Analizamos dos casos:

i) Qu < 1. Observe que v,(8%) = Qu‘ulx/g y que

vo(0) = yl\/_— ad Lpl\/g
Y

1

entonces si Qy; < 1 se tiene que v,(87) < vo(8) si

”2
2 < LS S — ( )
€= 2LP1(1 11)

y para todos los demads casos la interseccion es en x = §.

2 Ui :
Cuando &* > ;7% (1 - Qu), pero suficientemente grande para

estabilizar, la interseccidn es con la segunda rama y se encuentra
al resolver

Pllxl/z = ( LP
H

2 1182 i Qn[’tl)xl/z _ Q1[41(x _ 5)1/2

de donde se obtiene

2

x= T = 5 6. (3.11)
i (e Qu)
1

Note que

2

x - —21—§ > § conforme ¢ — o,
2Qn -1

de modo que la cota final para %, no puede ser menor a §, como
se afirmaba.
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il) Qu >1. Eneste caso, v,(87) > v,(8) de modo que la
interseccién es tnicamente con la segunda rama de v,(x), vea la
Figura 3.9. Por tanto, la interseccion es siempre en x obtenida en
el punto (i), ecuacion (3.11), y no puede ser menor a §.

¢) Para cualquier € > o, el punto (b) muestra que x > 8. En particular, x es
mayor a un valor positivo cuando ¢ — o. Por tanto, E(x, §) tiende a un
valor positivo cuando ¢ — o. Observando que X, s > (1/€)E(x, §), se

obtiene que X, ;; — oo conforme € — o.
[

04

5 L L ' L L L i [ I ok L ' ' L L i i I I
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
X1 X1

Figura 3.9: Solucién a la ecuacién algebraica en el caso ST. Sélido v,(x) para g, =1y 8 = o.01. La linea segmen-
tada es v, (x) para € = o, las lineas punteadas son v, (x) conforme ¢ crece. En todos los casos L = 1. La Figura a
la izquierda es con Qy; = 1.3501 y a la derecha con Q;; = 0.5508.

Prueba del Teorema 3.5. a) Es consecuencia del Teorema 3.4, pues
X,ss = oo cuando € — o y cuando & — oo.

2

b) Para cualquier ganancia e> < 2. existe una solucién dada por x. Esta
2LP;

puede ser escrita como x = ¢d, donde ¢ = ¢(&)es una constante positiva

definida como

. !42
12 siQu<1yer< zL‘P‘(1—Qn)
Cc = Qn

_un
lel_( #52+Q11_1)
1

H

de otra forma.

Para escribir la expresion para X, ¢, primero observe que
I'(x)A,(x) = o pues hemos mostrado que x > §. Por tanto, para
Y, = o, la férmula (3.4) se reduce a

2P, Le

X8 =

X2 l/,tlelAl(x).
€

1

Sustituyendo x = ¢d y usando A,(x) < /28 se obtiene

\/E + i/’tlel\/z) \/5>

2P, Le
|25}

Xp55 <

como se afirmo.
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c) Si Eiz = %GL con 0 > 2, entonces existe una interseccion pues se
1

satisface 5
1 1
82 S L o> — < =
2LP, 0 2
Por tanto, la interseccién estd dada por x = ¢, con ¢ = ¢(0) definida
como
. { 1 siQn<1y62£%(1—Qn)
= lel d
> e otra forma.
lel_(§+Qll_1)

en analogia con la constante del punto (b). Sustituyendo el valor de ¢ y
usando A,(x) < /20 en la expresion para X, s se obtiene

Q‘éz,ss < (%\/Z'F V 2P16Q21) VoL

como afirma el teorema.

3.9 Calculando las Integrales

Esta seccion ilustra como calcular el valor numérico de las constantes P;, Q;;
requeridas para usar el Teorema 3.2. Hemos elegido las constantes

a; = 15,0, = 1.1.

Se aplican las formulas explicitas de [BS93], Corolario 2.4, para el caso
cuando a? — 4a, = —2.15 < o. Esto arroja

ar | cos(wt) - 7t sin(wt) +sin(wt)
€ =e-> _ sin(wt)

2 cos(wt) + 7 sin(wt)

donde w = 0.5\/4a, — a2 = /215/20 ~ 0.7331.

De esta forma, el valor para las integrales es aproximadamente
Py =0.9852, Qu=13501, (Q=1.0838,

P, =1.5399, Q, =1.6257, Q,, =1.6939.
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PARTE II

OTRAS PROPIEDADES
INTERESANTES EN LOS
DIFERENCIADORES



DIFERENCIADOR CON
DESEMPENO .,

Se seleccionan las ganancias del diferenciador Super-Twisting Generalizado
para minimizar el efecto de ruido en la medicion usando un criterio Heo. EL
procedimiento de diserio esta basado en un problema simple de optimizacion
en dimension finita que puede ser fdcilmente resuelto usando software
estandar. Ademas, se muestra que es suficiente resolver el problema de
optimizacion solo dos veces para calcular el conjunto completo de ganancias
optimas para una amplitud dada de ruido.

Omitimos la motivacién pues es esencialmente la misma que la del capitulo
anterior. La diferencia principal es el criterio usado para medir el desempeiio
del diferenciador. En el Capitulo 3 se uso el error en estado estable generado
como criterio de desempefio. Ahora, se usa la transmisién de ruido en sentido
IL?> como criterio. Al ser un criterio integral, este naturalmente favorece
errores con promedio cero sin importar tanto las oscilaciones. Esto resulta qtil,
por ejemplo, cuando el estimado de la derivada es usado para control, pues
genera un error menor de seguimiento dado que el sistema filtra las
oscilaciones.

4.1 Preliminares y Formulacion del Problema

Dada una sefial 0 : [0, 00) — R y una funcién de ruido diferenciable #(t), el
problema consiste en estimar la primera derivada de o(t) basada en su
medicién ruidosa y(t) = a(t) + 5(t).

Se asumen dos cosas sobre el ruido

i) #n(t) es una funcién diferenciable'; 1. Podemos relajar un poco esta
restriccidn al considerar que solo
ii) se conoce una cota ¢ para la amplitud del ruido, de modo que es débilmente diferenciable. Una
n(t) =d-no(t) donde sup,,, |no(t)| < 1. funcién Lebesgue integrable 7

tiene derivada débil v si [ nédt =
La amplitud del ruido de la medicién se asume conocido. Como el ruido es —[v¢dt, Ve C™.
diferenciable, podemos introducirlo como variable de estado. De esta forma,
definiendo x, := 0 + 11 y x, := ¢ el problema se transforma en disefiar un

observador para el sistema
X=X+ 0wW, X, =p, y=x, 4.1)
donde p(t) := 6(t) y w(t) := fo(t) son incertidumbres.
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2. A diferencia del Capitulo 2,
hemos fijado los pardmetros que
balancean los términos ST y lin-

eales como y;, = 1 = y,. Sin

embargo, no consideramos ninguna
parametrizacién en especifico para
la ganancia.

3. Pues no es un difeomorfismo,
como se discutid en el Capitulo 2.

De la misma forma que en el Capitulo anterior, la tnica hipétesis sobre la
sefial o(t) es que su segunda derivada esta uniformemente acotada por una
constante conocida:

sup|d (t)| < L,

t>o

Consideramos como diferenciador el Super-Twisting Generalizado [Mor11]
que toma la siguiente forma:

)él = _k1¢1(92'1 - }/) + X5, ;:2 = _kz(pz(fﬁ - )’)’

donde (k,, k,) son las ganancias del algoritmo por ser seleccionadas y ¢;,
i = 1,2 son las siguientes funciones

¢.(%,) = |72 sign(%,) + %,
¢,(%,) = isign(fcl) + §|5c1|i sign(x,) + %,

con X, :=%, —x, =X, — y. 2 Definiendo el error de observacion % := £ — x se
obtiene )
X = k(%) + %, + 6w,
%> = koo (%)) + p.
Note que a diferencia del problema en el Capitulo 2 donde el ruido no es
necesariamente diferenciable, aqui el efecto del ruido w solo aparece en el
primer canal. Ademas, el efecto del ruido no crece con la ganancia de
algoritmo.
Recientemente, en ausencia de ruido, se obtuvieron condiciones necesarias y
suficientes para la estabilidad del sistema (4.2) en términos de la
semi-negatividad de una Desigualdad Lineal Matricial (LMI) [Mor11]. La
parte fundamental es usar { = (¢,(%,), %,)7, no como cambio de
coordenadas?, sino para introducir la forma cuadrdtica V = { TP( ,P>o,
como Funcién de Lyapunov.

4.2)

Teorema 4.1 ([Morl1]). En ausencia de ruido, si la LMI

<0

= U,

ATP+PA+R+¢el PB
BTp -1

con R := diag{4L*, 0} y
| ko1
A_[ -k, o ]’ B

tiene una solucion con respecto a P = PT > o y € > o, entonces el error de
observacion es estable en tiempo finito a pesar de la perturbacion p.

Il
—_—
= O
|

Prueba. La prueba de este Teorema puede ser obtenida como un caso
particular del andlisis de [Mor11]. Sin embargo, hemos decidido presentar
una breve prueba de modo que este documento este mas autocontenido.
Usando V = {TP{, P > o, su derivada temporal (o total) fuera de x, = o es

¢ [ a™p+ra PB][ ¢
el [ T
donde p := p/ ..
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Ahora observe que la condicion |p(t)| < L estd contenida en [p(t)| < 2L|¢,|
pues ¢, tiene un signo. Esta dltima desigualdad se traduce en la siguiente
condicion para p

1 2L ||,
o] || < 2 _

ol PG| = g 2Lk

donde se ha usado el hecho de que |¢,| < |¢!||$,|. Elevando al cuadrado ambos
lados, esta ultima expresion se puede escribir como la siguiente condicién de

sector T
p o 1|5

y al definir R := diag(4L>, 0), como

{12 )

Regresando a V, agregaremos el término positivo ¢/w({, §) (pues ¢! > o) a su
lado derecho, al mismo tiempo que sumamos y restamos e¢!{ TP para
obtener

<lpl

T
. { ATP+PA+R+¢P PB { ,

<o - )

V—¢1[ ﬁ BTP -1 p"' €¢1V

Cambiar €P por el no afecta la soluciones de la desigualdad, c.f., [Mor11].
Por tanto, bajo las hipétesis del Teorema se tiene V < —e¢!V < o. De hecho,
se puede mostrar que V < —c\/V para algiin ¢ > o, de donde se puede obtener
estabilidad en tiempo finito, vea [Morl1]. ]

. 4. De esta forma, por ejemplo, es
4.1.1 Formulacion del Problema posible considerar el problema

. . . H oo s6lo con respecto al error de
El objetivo es seleccionar las ganancias (k;, k,) de forma que provean el estimacion de la derivada cuando

mejor desempefio a pesar del ruido #(t). H = [0,1] 0 con respecto a ambas
Hemos considerado un criterio 7%, ponderado (vea por ejemplo variables cuando H = I,y,
[RA02, PMZ05a]) entre el efecto del ruido w(+) y una combinacién lineal H(,

con H una matriz*.

Para la sefial escalar w, introduzcamos la siguiente “norma L*-ponderada”:

Jwl; = fow‘(\/aoazl(t))-w(t)rdt, 43)

similar a la norma IL* generalizada introducida en [RA02]. La norma

ponderada (4.3) pesa el ruido de forma natural: de acuerdo a la amplitud del

error de observacion de x, = y. De este modo, si el error de observacién es

grande el ruido no es considerado tan importante como cuando el error de

observaci6n se acerca a cero. Ademds, a pesar de que ¢!(%,) tiene un polo’ en 5. Pues ¢/(%,) := 3‘4537)(:‘) =141
X, = 0, esta norma no se hace infinito cuando %, (¢) pasa por cero, como 1 Al
muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 4.1.1. A pesar de que la trayectoria X(-) cruce por %, = o, la
integral

ftszioicl(s)ds, %(t) <o, %(t,)>o, (4.4)
t

1
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permanece acotada. Es decir, no estd acotada solo en el limite cuando el
nimero cruces es infinito.

Prueba. Argumentamos como sigue: considere el caso cerca de un cruce
cuando %, (t) ~ 0, X,(0) ~ o. Entonces, el error de observacién (4.2) para x;,
puede ser aproximado por un doble integrador perturbado

£1:£2+dw) ;éz:_kz"'p, .X~;1(0) >O,

% =% +dw, X =k,+p, X(o)<o,
o escrito en forma integral

t ot
£(8) =% kat® + % (0)t + &y (0) + [ f p(s))ds,ds,
o o
t
+d/ w(s)ds.
o

Usando la hipétesis [p(t)| < L y que w(t) es Lebesgue-integrable, se puede
obtener la siguiente cota inferior

|%,(£)] > —k,t* + %,(0)t + %,(0) — Lt* = W (1),

para alguna funcién diferenciable W (t). Considere ahora una expansién en
serie de Taylor deW (t) cercaa t = o, i.e.

W(t) = W(o)+ W(o)t+O(£) = w(o)t + O(#*).

Por tanto, motivado por el hecho de que f ~ o, una aproximacién de primer
orden para la cota inferior es

|%,(£)] > [%,(0) + w(0)] t + %,(0) := at + b.

Usando esta ultima expresion, podemos acotar la integral por

. ds . ds 1
[ — < f —— =2[as+ b|:
b % (s)|2 t |as+b|:

que muestra que la integral (4.4) permanece acotada después de un cruce por
Xy O

s=t,
< 00,

s=t;

El problema H ., que consideramos es el siguiente:

lim {(¢#) =0, whenw(t)=o,

t—o0

[H |- < [,IHWH]L;, when %(0) = o, 4.5)

donde y > o es una constante que caracteriza la ganancia ponderada IL> entre
el ruido y el error de observacion. Por tanto, el objetivo es seleccionar las
ganancias (k,, k,) para obtener el minimo valor posible de y, de modo que se
obtenga la maxima atenuacion del efecto del ruido.

Para concluir esta seccion, presentamos la siguiente caracterizacion de la
ganancia ponderada I?, caracterizada por y, en términos de una funcién a-la
Lyapunov.
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Lema 4.1. Si existe una funcion de Lyapunov V ({) para el sistema sin ruido
con V(0) = o, tal que su derivada a lo largo del sistema con ruido satisface

V+{THTH{ - y?¢lw* < o,

para algiin escalar y > o, entonces el sistema satisface el problema Ho, de
las ecuaciones (4.5) con ganancia no mayor a y.

Prueba. Siw(t) = o entonces V < o de acuerdo al Teorema 4,1, por lo que
{(t) = o conforme ¢ — oo. Por otro lado cuando {(0) = o entonces
V({(0)) = o, e integrando se obtiene

Vo((t)+fotHH((T)HZdT—yzfot(/):wz(‘r)d‘r<o,

pues Vo {(t) > o. Al tomar el limite t - oo

Il = [T 1H) P < [ glw(eydr = i,

y finalmente tomar raiz en ambos lados completa la prueba del Lema. O

4.2 Resultados Principales

Al usar la funcién de Lyapunov del Teorema 4.1 como funcién de energia
para el sistema con ruido, junto con el Lema 4.1, es posible obtener el
siguiente Teorema:

Teorema 4.2. El error de observacion (4.2) con 1 € IL?,) satisface el problema
de filtrado H o con ganancia menor /y si se cumple la siguiente
desigualdad:

ATP+PA+R+H"H +¢l,., PB PD
BTP -1 o) <o,
DTp o —u

T .
conD = [ d o ] , para alguna matriz P = PT>o Y constantes € > 0, 4 > 0.

Prueba. Primero observe que ¢! > 1, por lo que
("THTH? < ¢!¢"HTHL.
Por tanto, usando el Lema 4.1, tome V = {TP{ y calcule
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6. El Listado 4.1 presenta un script
de MATLAB para resolver el
problema de minimizacion del
Teorema 4.3 usando CVX, un pa-
quete para especificar y resolver
programas convexos [GB11]

V +{THTH{ - u¢!w? que es igual a:

_ 1T r

{ ATP+PA PB PD ][ ¢
=4 p BTp o o p |+ THTHE - pudlw?,
| w | [ DTp o o |Lw ]
¢ 1"[ A"p+pA PB PD [ ¢ ]
<Pl p BTP o o p |+ ¢/ ("HTHL - ug'w?,
| w | [ DTp o) o) e
¢ 1'[ ATP+PA+HTH+eP PB PD |[ ¢
<pr| p BTP o o p
| w ] L DTp o —u w
r T
/TP + ‘j] [ R 02 ][ ¢ ]
| P O1x2 -1 P
¢1'T & pB PD][ ¢
< BTP -1 o p|-eplv,
w | DTP o —u w

donde £ := ATP + PA+eP+ HTH + R. Al igual que en la prueba del Teorema
4.1, cambiar eP por €l en & no afecta la existencia de soluciones de la
desigualdad. Por tanto, bajo las condiciones de teorema

V +{THYH{ - u¢p'w* < —e¢!V < o. O

Como se anunci6 previamente, el objetivo es encontrar las ganancias (k;, k,)
de forma que se garantice la maxima atenuacion de la incertidumbre w en el
sentido IL>. Para ello, note que se puede escribir

Az[ :IIZ ;]:[Z (l):|—[ ’]: ][ 1 0 ]::AO—KC,
y entonces es posible usar el siguiente Teorema.
Teorema 4.3. Si el problema de minimizacion
¢ — min
sujeto a i 20,6>0,P=PT>oy

AP+ PA,-CTYT-YC+R+H'H +¢l,., PB PD
BTP -1 o) <o,
DTp o -u

tiene una solucion respecto a Y, €y P, entonces las ganancias
K=PY,

proveen de desemperio Hoo optimo del error de observacion (5.8) con
respecto a ruido diferenciable 1.

La prueba de este ultimo teorema puede ser obtenida directamente a partir del
Teorema 4.2. Note, que el problema a resolver es lineal en todas las incégnitas
y por tanto puede ser facilmente resuelto usando software estandar®.
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O J oy U > W

e e e e e
do 0w O W

18
19
20
21
22

AO = [0 I; O O0]; C=11 0]; B= [0; 1]1; H= [0 1];
D= [1le-3; 0]; L = 1;

R = [4xL22 0; 0 0 ];

n=2p=1r=1 q=1

cvx_begin sdp
variable P(n,n) symmetric
variable Y(n, p)
variable mu(l,1)
variable epsilon(1,1)

minimize ( mu )
subject to
mu >= 0;
== semidefinite(n);
epsilon > 0;
[ AO’*P + PxAO0 — C’ =Y’

P«B P«D;

B’xP -1 0;

D’ xP 0 -mu] <= 0;
cvx_end

K = inv(P)=xY
Listing 4.1: Script de MATLAB para resolver la minimizacion del

Teorema 4.3 usando el paquete CVX. La amplitud del ruido es d =
1x103yL=1.

4.3 Un estudio comparativo

4.3.1 Ruido sinuisoidal

Con propésito de simulacidn, elegimos la sefial o(t) = sin(¢) y el ruido en la
medicién como #(¢) = 1073[sin(40t) + sin(85t)], i.e. L=1y & = 2073. Todas
las simulaciones son realizadas usando el método de integracién de Euler con
paso 10~ 4.

Tres selecciones de ganancias son comparadas. La primera es la seleccion
usando el criterio Ho, del Teorema 4.3 que resulta en k; = 37.3954 y

k, = 156.1189.

Las otras dos elecciones de ganancias estan motivadas por la seleccion de
Levant k, = 1.5\/f yky=11" L. La segunda eleccién es usando el minimo
valor para L que garantiza que el signo gana a la perturbacién. Nos
referiremos a esta estrategia como el diferenciador con “ganancia pequefia”.

Este valor es L = 2L. La tercera eleccion consiste en elegir la ganancia grande.

En varios articulos, Levant sefiala que esto ayuda al desempeiio del
diferenciador cuando se usa para realimentacion.

La Figura 4.1 presenta los resultados en simulacién para este caso. La integral
del error cuadrado en el estimacion de la derivada fue calculado en el
intervalo [0, 10] segundos como indice de desempefio. Los resultados son:
0.0373 para el diferenciador H., 0.2472 para el diferenciador con pequefia
ganancia y 0.4316 para el de ganancia grande. En este experimento, cuando el
ruido es generado por sinusoides’, el diferenciador 6ptimo .. tiene mejor
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- Y«C + R + H'xH + epsilonxeye(n,n)

7. Note que una sefial sinusoidal
no pertenece al espacio > (o, o)
y por tanto tampoco se espera que
pertenezca a g (0,00). Sin em-
bargo, como es usual aun en la
teoria de sistemas lineales, siempre
es posible restringir la atencién

a un intervalo finito de tiempo
usando truncamiento de la entrada
o considerando el espacio exten-
dido de funciones L2



Estimated derivative

Estimation error Estimated derivative (zoom)

/]

0.4

0.2

-0.2

-0.4 -0.8
6 6.5 7.5 8 4 4.2 4.4 4.6 4.8 5

7

b) c)

Figura 4.1: Resultados para ruido sinusoidal. Negro seg-
mentado: derivada verdadera; negro solido: diferenciador
con ganancia grande; rojo: diferenciador con ganancia
pequeila; azul: diferenciador H., 6ptimo.
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Figura 4.2: Resultados para ruido blanco. Negro segmen-
tado: derivada verdadera; negro solido: diferenciador
con ganancia grande; rojo: diferenciador con ganancia
pequeiia; azul: diferenciador H., Optimo.

desempeiio que los otros dos aun cuando el desempeio se mide usando la
métrica IL> estandar y no la ponderada.

4.3.2 Ruido blanco

Para este experimento, la sefial de ruido # fue generado usando el bloque de

10

MATLAB “ruido-blanco con banda limitada” con una potencia de 50 x 107 ° y
tiempo de muestreo 10~ . Esto genera ruido aleatorio con amplitud menor a
1073 en la simulacién, como en el caso anterior.

El ruido blanco no es diferenciable en ningtin instante tiempo, de modo que la
variable w en (4.1) no estd apropiadamente definida. Aun asi, consideraremos
que esta representa el efecto que el ruido tiene en el error de diferenciacion.

Con las mismas ganancias que el ejemplo anterior, los resultados en
simulacién son mostrados en la Figura 4.2. Los indices de desempefio fueron:
0.0348 para el diferenciador H ., 0.2807 para el diferenciador con ganancia
pequefia y 1.908 para el diferenciador con ganancia grande. Al igual que en el
experimento pasado, el diferenciador disefiado usando las ganancias dptimas
sigue garantizando el mejor desempefio en sentido IL?, a pesar de que el ruido
fue cambiado de sinusoidal a (pseudo) estocastico.

Después de varios experimentos, fue evidente que las oscilaciones del
diferenciador 6ptimo H ., construido con § ~ o se vefan significativamente
disminuidas. Para § = 1077 las ganancias Optimas son k; = 7.2394 y

k, =17.1799. La simulacion con estas ganancias es mostrada en la Figura 4.4.
A pesar de que los resultados aparentemente son mejores, el indice de
desempefio en este caso fue 0.05: casi un 46% mads grande que el obtenido al
usar la amplitud correcta del ruido.
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Estimated derivative

Estimation error

Figura 4.3: Resultados para ruido blanco. Negro segmentado: derivada ver-
dadera; negro sélido: diferenciador con ganancia grande; rojo: diferenciador
con ganancia pequeiia; azul: diferenciador Ho, 6ptimo con § =1077.

4.4 Férmulas para las Ganancias Optimas

Al graficar varias ganancias optimas k, con respecto a k;, y k; con respecto a
L, se descubri6 que la relacion entre k; y k, es lineal, mientras que la relacion
entre k, y L es cuadratica, vea la Figura 4.4. Este hecho se describe por las
féormulas (heuristicas)

ky=a(8)L*+c(8), k,=m(8)k +b(d), i=1,2, (4.6)

cuyos coeficientes obviamente dependen de la amplitud del ruido §. Sin
embargo, dado § es posible obtener el conjunto completo de ganancias
Optimas al usar dos veces el Teorema 4.3 con dos valores distintos de L y
luego interpolando usando las formulas (4.6). 8 Hemos realizado esto para
algunos valores particulares de § como se muestra en la Tabla 4.1.
Desafortunadamente, la funciones a, ¢, m y b no son monétonas.
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8. Varios experimentos muestran
que esta interpolacién es, de hecho,
exacta.
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Figura 4.4: Gréfica de las ganancias 6ptimas. Circulos:

mediciones experimentales, lineas: interpolaciéon usando

las féormulas (4.6) con los valores de la Tabla 4.1. Azul: Table 4.1: Férmulas para elegir la ¢
§ = o, 10jo: & = 1073, negro: § = 2073, diferenciador usando el criterio H

4.5 Conclusiones

Presentamos ganancias H ., Optimas para el diferenciador Super-Twisting
Generalizado en presencia de ruido diferenciable. Debido a la simplicidad del
sistema, se presentaron férmulas explicitas de las ganancias 6ptimas en
funcién de la amplitud del ruido. Simulaciones bajo ruido suave y estocdstico
muestran que, en general, el uso de las ganancias 6ptimas provee un menor
error en promedio comparado con la seleccion original de Levant. En
particular, el diferenciador GST éptimo tiene un desempefio mucho mejor que
el diferenciador con ganancia grande usando las formulas originales de Levant.
Sin embargo, como H.. es un criterio integral, el diferenciador 6ptimo tiende
a reducir el area del error de diferenciacién, produciendo mas oscilaciones si
se compara con el diferenciador original usando las ganancias de Levant. Con
simulaciones, pudimos mostrar que estas oscilaciones se pueden disminuir
drésticamente si se seleccionan las ganancias éptimas asumiendo ruido muy
pequeiio. En tal caso, el diferenciador GST usando ganancias 6ptimas provee
una menor amplitud de error que el GST usando las ganancias de Levant.
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DIFERENCIADOR CON
CONVERGENCIA UNIFORME

Se presenta un diferenciador de orden arbitrario que en ausencia de ruido
converge a las derivadas verdaderas de la sefial después de tiempo finito
independiente del error inicial de diferenciacion. El nuevo diferenciador es
obtenido al combinar el diferenciador por HOSM con una nueva parte que
converge uniformemente con respecto a la condicion inicial.

5.1 Introduccion

El diferenciador por Modos Deslizantes de Alto Orden (HOSM) por Levant
[Lev03] es un ejemplo popular de un diferenciador discontinuo de orden
arbitrario. Desde su introduccidn, ha sido exitosamente usado para construir
observadores con entradas desconocidas mas alld de la restriccién de grado
relativo uno!.

En este capitulo, consideraremos el uso del diferenciador HOSM para
sistemas switcheados o con algun tipo de “tiempo de vida” estrictamente
positivo?. Si el diferenciador por HOSM es aplicado en alguna de estas
situaciones, debe proveer un estimado de las derivadas requeridas durante el
tiempo de vida del sistema, independientemente de cual fue la condicién
inicial.

En general, esto dltimo es posible solo al incrementar la ganancia del
diferenciador por HOSM conforme crece la condicién inicial del sistema.
Desafortunadamente, no es posible implementar esta estrategia debido a que
el diferenciador es usado precisamente para construir un observador: la
condicidn inicial no es conocida. Por tanto, la tnica alternativa es suponer una
cota conocida de la condicién inicial [BF11, DPU11].

Para resolver este problema sin introducir hipétesis adicionales, es necesario
que la convergencia del diferenciador sea uniforme con respecto a la
condicioén inicial. Es decir, que el tiempo de convergencia a partir de una
condicidn inicial arbitraria este uniformemente acotado. Un diferenciador
exacto de primer orden ha sido recientemente presentado [CZMF11] al
modificar el diferenciador [Lev98] usando métodos de Lyapunov.

La contribucién en este capitulo consiste en construir un diferenciador exacto
de orden arbitrario con convergencia uniforme con respecto a la condicién
inicial. Debido a la falta de funciones de Lyapunov para el diferenciador por
HOSM, se usan propiedades de homogeneidad para el disefio del
diferenciador, en manera similar a [Lev05]. Se muestra que al invertir
simplemente el grado de homogeneidad que caracteriza la estabilidad en
tiempo finito del diferenciador HOSM se obtiene convergencia prictica
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1. Por ejemplo, ha sido utilizado
para sistemas lineales en [BF10a],
no lineales [EZR11] e hibridos
[BF11, DPU11, SMD™*06].

2. Este tipo de comportamiento se
presenta naturalmente en sistemas
hibridos pero no estd limitado a
ellos. Un tiempo de vida también
se encuentra presente en dindmicas
no lineales con escape en tiempo
finito, en el enfoque de ganancias-
programadas para controlar sis-
temas no lineales y, en general,

en cualquier modelo cuya validez
estd limitada a cierto intervalo de
tiempo finito.



3. Es decir, sin importar el error
inicial de diferenciacidn, el tiempo
de convergencia del diferenciador
estard uniformemente acotado por
una constante.

4. Por tanto, se puede representar
por una matriz A = diag{A"™,---, A" }.

uniforme. A diferencia de [CZMF11], la estabilidad de la parte uniforme es
establecida a partir de una funcién de Lyapunov cuadrética aplicada a un
sistema lineal y luego usando las propiedades de homogeneidad y continuidad
de la nueva parte uniforme. En este sentido, la nueva parte no lineal es
completamente disefiada usando herramientas lineales.

El resto del Capitulo se organiza asi. La seccidn 5.2 introduce el problema y
recuerda algunas propiedades del diferenciador por HOSM. La nocién de
convergencia uniforme es presentada y analizada en la seccién 5.3. La seccién
5.4 considera la estabilidad de la nueva parte uniforme del diferenciador. La
seccién 5.5 presenta un ejemplo en simulacion y, finalmente, la seccion 5.6
contiene las conclusiones.

5.2 Preliminares y Formulacion del problema

Dada una sefial o(¢) : [0, 00) — R, el problema consiste en estimar sus
derivadas 0() (), i =1,...,n — 1. Asumimos que ¢ se mide sin ruido y la
dnica informaci6n disponible sobre la sefial es que |o(")(t)| < L para todo ¢,
con L una constante conocida.
Como en capitulos previos, definiendo x; := 0, x, := 0, ..., X, = o(m=)
resulta en

X =Xy X=Xy o =0, 5.1

y el problema de construir un diferenciador de orden (7 — 1) para ¢ ha sido
transformado en construir un observador para (5.1), usando la salida medida
x, = 0, a pesar de la perturbacién acotada o(" . Denote x(t) como el
estimado de x(¢) e introduzca el error de observacion % := x — X.

El diferenciador a disefiar x tendrd dos propiedades principales: su exactitud
en tiempo finito (i.e., el error de observacioén converge a cero a pesar de la
perturbaci6n) y su convergencia uniforme con respecto a la condicién inicial®.
El diferenciador por HOSM [Lev03] de orden (n — 1) solo garantiza la
primera propiedad: es exacto en tiempo finito a pesar de la perturbacién. Este
toma la siguiente forma no recursiva:

Xi = —ki[fclj% +Xip, i=1,...,n—1,

—ky, sign(x,), (5.2)

=
=
|

donde [x |P := |x|P sign(x). Para garantizar estabilidad, el conjunto de
ganancias {k;}"_ pueden ser seleccionadas en base a las ganancias propuestas
para la forma recursiva [Lev03]. En la seccion 5 presentamos un ejemplo para
el caso n = 3.

El diferenciador por HOSM fue diseiado usando propiedades de
homogeneidad [Lev05]. Recordamos brevemente tres de sus conceptos
bésicos; mas detalles pueden ser encontrados en [BROS5].

Definicion 5.2.1. a) La familia de dilataciones A = AY, asociadas al
“vector de pesos” r € RY, es el mapa lineal*

A (%, %00 x0) > (A, A, .00, A " xy),

para A > o, donde r; es el peso de x; y es denotado como deg x; := r;.
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b) Un campo vectorial f : R" — R" es homogéneo con grado p si
f(Ax) =M Af(x), VA>o, (5.3)

y es denotado como deg f = p.

5

¢) Una ecuacion diferencial x = f(x), es homogénea® con grado p si

deg f = —p.

En [Lev05], se muestra que un sistema asintéticamente estable con grado de
homogeneidad negativo (i.e. deg f > o) converge en tiempo finito.

La estructura del diferenciador por HOSM (5.2) puede ser facilmente
encontrada a partir de las restricciones de homogeneidad. Para esto, fije el
peso de grado de homogeneidad como deg t = —«, 0 equivalentemente

deg f = —a. Debido a la estructura de la cadena de integradores, los pesos de
las otras coordenadas quedaran fijas una vez que seleccionemos el peso para
una de ellas. Seleccionando deg %, = n, produce

degx, =n, degx,=n+a, degXi=n+a(i-1).
Considere ahora la siguiente forma general de un observador
)éiZ—ﬂ(J‘('fl)'F)e,'ﬂ, i=1,...,n,
y restringa las funciones f; a ser las funciones homogéneas mas
simples f;(%,) = k;[ %, |P*, ki, p; € R. Esto, junto con las restricciones de

homogeneidad, arroja la siguiente estructura para un error de diferenciacién
homogéneo:

):él = - 1|7-’21JT +5&2:
B .o 2e ~
X, = —k2 _le noo+ X3,
(5.4)
- N n+(n—1)a N
Xn—1 = _kn—l |'le n + Xn»
3;Cn = _kn[;clJHa +0(n)(t)’
lo que significa que el diferenciador debe tomar la forma
X - n+ai A
Xi o= —ki|x] T X, =1, ynh—1,
Xn = —ka[& 7Y, (5.5)

donde {k;}!", son las ganancias a ser seleccionadas.

El diferenciador por HOSM (5.2) es obtenido a partir de (5.5) al elegir o = —1.

Su grado de homogeneidad « es negativo (de modo que deg f es positivo) para
garantizar estabilidad en tiempo finito. Es aun mds interesante que es fijado en
uno para permitir su exactitud a perturbaciones acotadas [Lev05]. Cualquier
otra eleccidn de « < o resulta en un diferenciador (observador) continuo que

no es capaz de remover completamente el efecto de una perturbacién acotada.

Este capitulo se enfoca en la segunda propiedad deseada del diferenciador:
convergencia uniforme con respecto a la condicion inicial. Esto se lograra al
disefiar un nuevo observador cuyo error converge a un compacto
uniformemente en la condicién inicial aun en presencia de la perturbacién. Su
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5. Esta es la notacion estdndar
para sistemas homogeneous, c.f.
[Lev05]. El grado de homogenei-
dad p de la ecuacion diferencial
es opuesto al grado de homo-
geneidad del campo vectorial,
dado que estd asociado al peso del
tiempo degt = —p. De esta forma
%Ax = AP f(Ax).



6. Es posible relacionar (5.6)
con (5.4) al identificar f;(x) =
—k,-[)%lj ntlax + JE,‘.H ,i=1,...,n,
ygu(x,w) = w = ¢, Por
tanto, en (5.4), # es la clase de
funciones uniformemente aco-

tadas por una constante (i.e, L.°°).

disefio también estard basado en propiedades de homogeneidad, por lo que
lucird como (5.5). Mostraremos que solo es necesario invertir el grado de
homogeneidad de negativo a positivo para obtener convergencia uniforme en
vez de convergencia en tiempo finito. Las dos propiedades del diferenciador
son precisadas con la definicién debajo:

Definicion 5.2.2. Un diferenciador x se dice uniforme y exacto en tiempo
finito si existe tiempo T tal que %(t) = x(t),Vt > T, para todos los errores
iniciales de diferenciacion %(0); i.e. T es independiente de %(0).

La siguiente seccién introduce formalmente el concepto de convergencia
uniforme junto con su caracterizacion usando homogeneidad.

5.3 Convergencia uniforme

Considere
x=f(x)+g(x,w), x(0)=x,, (5.6)

con x(t) e R", w(t) e R™, el estado y la entrada del sistema, respectivamente.
El campo vectorial g : R” x R™ — R" no es necesariamente continuo en
ninguno de sus argumentos y es usado para representar una incertidumbre con
respecto a la parte nominal f. La variable w se usa para representar una
entrada conocida o desconocida y se asume que pertenece a determinada clase
(abstracta) de funciones que denotamos como %#'. 6

Los siguientes son algunos conceptos centrales a lo largo del capitulo:

Definicion 5.3.1. El sistema (5.6) es (con respecto a la condicion inicial):

i) prdctica y uniformemente convergente si para cualquier w € W/, existe
Ty >0V 1y >0 tales que Vx, € R"

lx()] <rw  si t> Ty

ii) exacto y uniformemente convergente si para cualquier r > o, existe
T, > otal que ¥(x, e R", we W)

[x(t)| <r si t>Tys

iii) convergente uniformemente exacto en tiempo finito si existe T > o tal
que¥ (x, eR", we W)

x(t)=zo si t>T.

Es posible interpretar los puntos (ii) y (iii) de la definicién anterior como
uniformidad con respecto a la condicidn inicial junto con uniformidad
respecto a la entrada w.

Para el caso de un sistema sin incertidumbres (i.e. ¢ = o) con f continuo, la
convergencia uniforme ha sido caracterizada basado en la positividad del
grado de homogeneidad [APAO8]. La convergencia uniforme practica puede
ser caracterizada para sistemas perturbados de la forma (5.6) por medio de las
condiciones que la incertidumbre g debe satisfacer con respecto a la parte
nominal f.
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Teorema 5.1. El sistema (5.6) es prdctica uniformemente convergente si:
i) con g = o, su origen es asintéticamente estable;
ii) f escontinuoydegf=p<o;
iii) [ f(x)] > |g(x,w)| as |x] > oo paratodo w e W

El resto de esta seccion se enfoca a probar este teorema. Para ello, es
necesario introducir primero algunos resultados preliminares.

Denote por x(t, x, ) la solucién del sistema (5.6) con condicién inicial x, al
tiempo t.

Lema 5.1. Considere el sistema (5.6). Suponga que g = o'y que deg f = p.
Entonces
Ax(t,x0) = x(APt, Ax,). (5.7)

Prueba. Sin pérdida de generalidad, supondremos que el sistema tiene
condicién inicial x(0) = Ax,. Aplicando la transformacién
(t,x) » (t=A"Pt,z= A""x) se obtiene

% =A% =AT"f(x) = ATAAS(2).
Por tanto
dx A
Tl f(x), x(0)=Ax,,
dz
T - f@. #0)=x.

Sus flujos son @(t, Ax,) y ¢(7,x,), para x y z, respectivamente. Como
x = Az, entonces ¢(t, Ax,) = A@(7,x,). Usando ¢ = AP en el lado
izquierdo de esta ultima igualdad completa la afirmacion de lema. O

Con este lema podemos probar el siguiente resultado preliminar sobre
convergencia uniforme sin entradas. Es una extension de [APA08] donde no
se requiere continuidad del campo vectorial f.

Teorema 5.2. Considere el sistema (5.6) con g = o. Suponga que su origen
es asintoticamente estable y que deg f = p < o. Entonces el sistema converge
uniformemente en la condicion inicial.

Prueba. Sea B, 3 o una bola compacta arbitraria en R”. Fije A > 1
suficientemente grande y considere las dilataciones

B, = ABy, B, = AB,, -+, B; = AB;_, paral i > 1. Como A es positivo y
suficientemente grande entonces B;; D B;.

Debido a la estabilidad asintética del sistema, cualquier trayectoria que
comienza en B, entra en B, antes de cierto tiempo T'; en simbolos

x(T, B;) € B,. Aplicando la dilatacién a ambos lados de esta tltima expresién
y usando (5.7) se obtiene

Ax(T,B,) =x(MT,AB,) = x(A’T,B,) € AB, = By,
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i.e., las trayectorias que comienzan en B, entran a B, antes del tiempo AP T.
Aplicando dilatacién de nuevo

Ax(APT,B,) = x(\*T, B,) € AB, = B,.

Aplicando el mismo procedimiento para cada i > 1y sumando cada intervalo
de tiempo, se obtiene que para cualquier x, € R" la trayectoria entra en B,
antes del tiempo

1

1- AP’

it i
treach = TZ ()Lp) =T
i=0
donde la convergencia de la serie geométrica ocurre debido a que AP < 1, pues
A >1pero p < o. Como B, fue elegida arbitrariamente, se completa la
prueba. O

Ademas del Teorema anterior, necesitaremos el siguiente resultado de [BROS5]:

Teorema 5.3. [BROS, Thm. 5.8] Sea f un campo vectorial continuo tal que el
origen de (5.6) con g = o es localmente asintéticamente estable. Suponga que
deg f = p para algiin r € (0, 00)". Entonces para cualquier s € N* y
cualquier m > s - maxr; existe una funcion de Lyapunov fuerte V € CP que es
homogénea con degV = m. Por tanto V = (V'V, f) es también homogénea
con grado m + p.

De forma andloga a la Definicién 5.1, una funcién V : R — R es homogénea
de grado m si V(Ax) = A"V (x), VA > o,y se denota como deg V = m.
Ahora estamos listos para la prueba del Teorema 5.1:

Prueba del Teorema 5.1. Por un lado, con las hipétesis (i)-(ii), y usando el
Teorema 5.3, sabemos que existe una funcién homogénea V con degV =my
(VV(x), f(x)) <o.

Por otro lado, la hipétesis (iii) significa que si uno toma la esfera (n —1)
dimensional S, entonces Ve > o existe A* suficientemente grande tal que

lg(AS,w)| <e|f(AS)|, VAL, VweX.
Calcule ahora la derivada de V a lo largo del sistema con incertidumbres

V(x)=(VV(x), f(x))+(VV(x),g(x,w)). Tomando x € S y fijando
0 < € < 1, con su correspondiente A, se obtiene

V(Ax) = (VV,f)(Ax)+(VV,g)(Ax,w)
< -[VVLAON(Ax) + [V V] g] (Ax, w)
< =[VV AON(Ax) + e[ vV £l (Ax),
< -[VV AON(Ax) +el(VV, f)(Ax)

—(1-e)(VV, H](Ax), VA=A".

Esto significa que ||x| es suficientemente grande, entonces

V| pert = CONSt - V|n0pe,t. Por tanto, el sistema con incertidumbres hereda el
comportamiento del sistema nominal si | x| es suficientemente grande. Con la
hipétesis (ii), p < o y usando el Teorema 5.2, se finaliza la prueba del
teorema. O
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5.3.1 Un observador con convergencia uniforme
prdctica.

Con el Teorema 5.2, podemos afirmar que el observador homogéneo (5.5)
converge practica y uniformemente si & > o y las ganancias {k;}, se
seleccionan para garantizar estabilidad asintética cuando (" = 0. Esto pues
la perturbacion acotada o(m siempre es eventualmente dominada por la
funcion [%, |*", de modo que se satisface el Teorema 5.1. Un método para
seleccionar estas ganancias es presentado en la siguiente seccion.

Para obtener un diferenciador uniforme y exacto en tiempo finito, el
diferenciador por HOSM puede ser combinado con un diferenciador que
converge practica y uniformemente. Esta combinacién puede ser hecha de
varias manera, dos de ellas son:

* iniciar con el diferenciador uniforme y cambiar el diferenciador por
HOSM después de un tiempo T > o fijo;

e usar un observador de la norma del estado (e.g., [POHO09]) para
cambiar una tnica vez del diferenciador uniforme al diferenciador por
HOSM Ia primera vez que el estimado de la norma del estado entra en
cierta vecindad predefinida.

Con ambas opciones, no es necesario realizar ningin andlisis de estabilidad
adicional. Note que en la primera opcidn el switcheo es realizado en “lazo

abierto”. ”

5.4 Estabilidad de la parte uniforme

La convergencia prictica uniforme del error de diferenciacion (5.4) necesita
mostrarse al seleccionar apropiadamente los pardmetros a 'y {k;}7_,. Como se
discutid en la seccion anterior, al usar el Teorema 5.1 esto es equivalente a
determinar las ganancias {k;}_, tales que el sistema

n+a

% = k%] +x,,
K3 ~ n+2a ~
X, = kx| +%,
(5.8)
- . n+(n—1)a ~
Xnoy = —kno {x1J n + Xn,
-’L‘n = _kn[liHa;

es asintéticamente estable para « > o.
Cuando «a = o, el sistema no lineal (5.8) se reduce a uno lineal, cuya
estabilidad estd completamente determinada por la estabilidad de la matriz

-k, 1 o o
A -k, o 1 o
-k, o o o

Este hecho puede ser facilmente probado usando una forma cuadrética como
funcién de Lyapunov. Sin embargo, en tal caso el compensador no converge
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7. Después de varias simulaciones,
se observo que el diferenciador
uniforme y por HOSM cooperan
mutuamente sin necesidad de switc-
hear entre ellos. Desafortunada-
mente, por el momento no tenemos
pruebas de este hecho.



uniformemente pues « no es positiva. Para analizar la estabilidad cuando

a > o, la idea es utilizar la informacién de la misma funcién de Lyapunov
cuadrética en el sistema no lineal junto con la continuidad de la derivada con
respecto al pardmetro «. Esta idea cldsica puede ser encontrada en [BBOS5].

. . ~ . "
Teorema 5.4. Si a > o es suficientemente pequeiia y los pardmetros {k;}}_|
son seleccionados de modo que A es Hurwitz, entonces el error de
diferenciacion (5.8) es asintoticamente estable.

Prueba. Considere V(%) = 7 P% con P positiva definida (i.e. solucién a
ATP + PA < 0), entonces

V(e=o0,%)<o0, VZeS,

para cualquier conjunto S € R” \ {0}, pues es una funcién de Lyapunov para
el sistema lineal obtenido cuando « = o.

Ademas, note que V (a, £) es continua en sus dos argumentos « y &. En
particular, cuando S es compacto, V(«, &) es uniformemente continua en el
conjunto {(a, %) € R x R"|a = 0, % € S}. Esto significa que existen
vecindades Ns y N,-, tales que

V(a,%) <o, V(a,%)eNyo x Ns.

Escoja ahora S como una curva de nivel de V,i.e. S = V7(§),d > o.

Entonces, existe « > o y una vecindad N (i.e. un anillo alrededor de la curva
de nivel), tales que las trayectorias cruzan desde fuera hacia dentro del anillo.
Por homogeneidad, esto también sucede en cualquier version dilatada de este
anillo. Como R" \ {0} puede ser cubierto por anillos dilatados, esto asegura
que el el sistema es global y asint6ticamente estable. O

En el caso particular de un diferenciador de segundo orden (n = 3), el
siguiente corolario muestra como seleccionar las ganancias.

Corolario 5.4.1. Para el sistema (5.8) con n =3y a > o suficientemente
pequeria, las ganancias elegidas para satisfacer

ky>o0, ky>o, ky>k/k,

son condiciones suficientes para estabilidad asintotica.

5.5 Ejemplo en simulacion

Un diferenciador de segundo orden fue probado usando la sefial
o(t) = 5t +sin(t) + 0.01cos(10t). Para n = 3, la parte uniforme toma la
siguiente forma

% = —k[t-o]"5 + 4,
R R A (5.9)
X, = k-],
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mientras que el diferenciador por HOSM tiene la siguiente forma

% = —Ky [ %y — ajg + X5
i, = k- o)+, (5.10)
X, = —kysign(k, - o).

Sus ganancias {x,-}?=1 pueden ser seleccionadas basadas en la forma recursiva
de diferenciador por HOSM, como

K= 0,10, x, = 0,020/ = 6,1,

con B, =1.1,0, = 15,0, =2y L tal que |03 (t)| < L, vea [Lev03].

La condicién inicial del diferenciador fue elegida como £(0) = (100, 200,
300) y las ganancias fueron seleccionadas usando el corolario 5.4.1 como
k,=7,k, =1/7+2,k; =1,L = 30. Por tanto, el Teorema 5.4, garantiza la
existencia de una « > o suficientemente pequefa que garantiza convergencia
uniforme con estas ganancias. Ahora, mostramos adicionalmente que es
posible calcular el valor explicito del pardmetro « > o.

Usando la prueba del Teorema 5.4, se elige una curva de nivel S = V7'(8) y
se checa si V (&, %) < o sobre esa curva para el valor dado de «. El valor mas
grande de « que satisface este condicion puede ser calculado iterativamente,
comenzando con & = o e incrementando su valor mientras®

V7(8)n V(o) = @. Cuando « = o, i.e. para el sistema lineal, no existe
interseccién para cualquier § > o pues V*(8) es una elipsoide y V; (o) es
Unicamente el punto x = o.

[lustraremos este procedimiento para nuestro ejemplo en particular. Primero,
seleccionando P como solucién a ATP + PA = Q = —I se obtiene

71/196  57/28 1/2
P=| 57/28 9965/686 757/196
1/2 757/196  87/28

La superficie V,;l(o) para « = 0.06 se muestra en la Figura 5.1. Esta consiste
de dos partes: un Iébulo central y dos hiperboloides externos. Conforme «
tiende a cero, el 16bulo centra se encoge y los los hiperboiloides externos se
retraen a infinito; en el limite cuando a = o, V(o) solo consiste del punto
% = 0. Las elipsoides V() resultan estar alineadas horizontalmente, sin
importar la seleccién de Q en la ecuacién de Lyapunov. Para o = 0.06, la
elipsoide V~*(10) no tiene intersecciones con el 16bulo interior, ni con los
hiperboiloides exteriores de V, 1,(0), vea la Figura 5.2. De acuerdo con la
discusion previa, esto muestra que el sistema es estable para o = 0.06 usando
las ganancias {k,-}?z1 previamente seleccionadas. Por tanto, el diferenciador
combinado converge exacta y uniformemente. En la Figura 5.3 se muestra la
convergencia de las trayectorias del diferenciador.

Para confirmar la propiedad de convergencia uniforme, se midié el tiempo de
convergencia a partir de varias condiciones iniciales. Las condiciones
iniciales fueron elegidas a lo largo del subespacio (1, 2,3) usando la iteracién
Xo,i+1 = 10X0 ; CON Xo o = (0.1,0.2, 0.3)T. La Figura 5.4 presenta una grafica
del tiempo de convergencia del diferenciador como funcién de la condicién
inicial. Como se esperaba, muestra la presencia de una asintota en el tiempo
de convergencia conforme la condicidn inicial aumenta.
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Figura 5.1: La superficie V(o) para & = 0.06.

signal

first derivative
v
|

second derivative

time

Figura 5.3: Derivadas reales: negro, derivadas estimadas:
azul.
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Figura 5.2: V = o para a = 0.06 (en amarillo) y a elipsoide
V =10 (en magenta). No hay interseccién de V = o con
V =10, portanto V <oen V =10.
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Figura 5.4: Gréfica del tiempo de convergencia como
funcién de la condicion inicial.



5.6 Conclusiones

Se present6 un diferenciador de orden arbitrario que converge a las derivadas
reales de la sefial después de un tiempo finito que es independiente del error
inicial de diferenciacién. El diferenciador fue construido combinando el
diferenciador por HOSM con una nueva parte que converge practica y
uniformemente. Para esto, la convergencia uniforme fue caracterizada en
términos de la homogeneidad de los campos vectoriales. Ademas, se mostrd
que la convergencia uniforme es robusta (en el sentido de convergencia
préctica) a cualquier incertidumbre que sea eventualmente dominada por la
parte nominal. La estabilidad de la nueva parte uniforme fue analizada usando
una “funcién de Lyapunov” cuadratica, junto con la continuidad y
homogeneidad del error de diferenciacién. Usando este andlisis, se ilustré en
el ejemplo un método simple para calcular todos los pardmetros requeridos
para esta nueva parte del diferenciador.
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PARTE III

APLICACIONES



LA OBSERVABILIDAD FUERTE

La observabilidad fuerte ha sido introducida para sistemas lineales. Como
caracteriza la observabilidad que no depende del conocimiento de la entrada,
la observabilidad fuerte es requerida para el diseiio de observadores con
entradas desconocidas. Esta nocion es extendida y caracterizada para
sistemas no lineales en este capitulo. Ademds, se muestra que sistemas
cuadrados (i.e. sistemas con el mismo niimero de entradas que de salidas)
fuertemente observables son diferencialmente planos, o equivalentemente,
linealizables por realimentacion dindmica.

6.1 Introducciéon

El concepto de “Observabilidad Fuerte” fue introducido para resolver el
problema de disefio de observadores con entradas desconocidas para sistemas
lineales [Mol76, Hau83]. Es una condicién necesaria y suficiente para la
distinguibilidad! del estado usando sélo informacién de la salida. Los
observadores con entradas desconocidas han encontrado numerosas
aplicaciones: desde el disefio de observadores robustos hasta en el problema
de deteccion y aislamiento de fallas [Pat97].

Sorprendentemente, la observabilidad fuerte no ha sido caracterizada para
sistemas no lineales en general. Observadores que usan solo la salida han sido
disefiados ya sea para alguna clase especifica de sistemas o bajo condiciones
suficientes. Por ejemplo, sistemas de una-entrada una-salida [Mor00], una
forma triangular [BBF09], grado relativo vectorial completo [DFPUQ9],
nolinealidades Lipschitz [PMZ05b], sistemas de reacciones bioquimicas
[MDOS] o una forma candnica especial [HT10].

Nuestra contribucidn es introducir la nocién de observabilidad fuerte local
para sistemas no lineales junto con un criterio constructivo para su decision.
También es presentada una caracterizacién completa en términos
algebro-geométricos. Motivados por el caso lineal, uno podria esperar que la
observabilidad fuerte es equivalente a que la distribucién mas grande
controlada-invariante dentro del kernel de la salida es cero’. Usualmente, esta
es denotada como A* en el contexto no lineal [Isi95, pp. 317] y como ¥* en
el contexto lineal [TSHO1, pp. 105].

Se muestra que observabilidad fuerte si implica A* = o pero que, a diferencia
del caso lineal, lo converso no es cierto para sistemas no lineales en general.
Por tanto, un producto adicional de la observabilidad fuerte es la evidencia de
una diferencia fundamental entre los enfoques algebraicos y geométricos para
el andlisis de sistemas no lineales.

Ademds, se establecen conexiones entre observabilidad fuerte y la existencia
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1. La distinguibilidad es el cimiento
de la nocién de Observabilidad.
Un sistema es observable si dos
trayectorias de estado distintas
generan trayectorias de medicion
distintas.

2. Esta es una pobre traduccién al
espafiol de “zero largest controlled
invariant distribution contained in
the kernel of the output”.



3. Sistemas con el mismo nimero
de entradas que de salidas.

4. Una funciéon meromorfa es el co-
ciente de dos funciones analiticas,
i.e., ella misma es analitica excepto
en un conjunto de puntos aislados

(polos).

5. Note que Z es una relacién
(le falta transitividad), pero re-
quiere al menos controlabilidad
con respecto a la entrada para
ser una relacion de equivalencia.

de un inverso estatico por la izquierda del sistema. En particular, se muestra
que la observabilidad fuerte de sistemas cuadrados® con entradas no triviales
se reduce a sistemas diferencialmente planos, i.e., a sistemas que pueden ser
completamente linealizados por realimentacion.

6.2 Observabilidad Fuerte

Consideraremos
x=f(x) +g(x)w, x(0) = xo,
> 6.1
{ y=hx), b

donde x(t) e R", w(t) e R™, y(t) € R? son el estado, la entrada y la salida
medida, respectivamente. Se asume que los campos vectoriales f, g y h son
funciones meromorfas* con rank 4 = p and rank g = m.

Bajo estas hipdtesis, es posible usar herramientas algebro-diferenciales para
estudiar las propiedades estructurales del sistema [CMPOQ7]. Este enfoque estd
basado en introducir espacios de dimension finita de 1-formas sobre el campo
2 de funciones meromorfas de x: %° = span ,{d y}, Z" =span ,{dx},
W =span , {dw()), j>o}. Tanto 2" como %° son espacios vectoriales
sobre el campo #".

Denote por x,,(t, x,) la solucién de X con condicién inicial x, y entrada
w(t),y por ¥, (t,x,) su correspondiente salida.

Definicion 6.2.1. Sea U un subconjunto conexo de R" que contiene a x_ y x2.
El estado x_ se dice U-fuertemente-indistingible de x? (escrito como x}Tyx?)
si existen dos entradas wy, w, cuyas trayectorias x, (t,x%), %y, (t,x2) € Uy
tales que yy, (£, x%) = yu, (£, x2).

El conjunto U ¢ R" puede ser interpretado como el conjunto que se permite
que las trayectorias exploren.> Dado un punto x, € R" y un subconjunto
U < R” que contiene una vecindad abierta .4” de x,, denote como

19 (x,) = {x € A tal quet xZyxo}.

Como 7 no es una relacién de equivalencia, en general I 4 (x,) resulta no ser
abierto.

Definicion 6.2.2. X es localmente fuertemente observable en x, si existen dos
vecindades abiertas N, N, de xo, con N, S N, tales que I_'//E (%0) = {0 }-

Esta dltima definicion se reduce a la original de Hautus [Hau83] en el caso de
sistemas lineales. Esto pues en el caso lineal la distinguibilidad del estado
cero implica distinguibilidad con respecto a cualquier otro par de estados.
Observabilidad fuerte implica observabilidad, pero lo converso no es cierto.

Ejemplo 6.2.1. El sistema

X1 = XX, + W,

X, = X3+ wy, V= X,

= x,(1+x)+w, Vo= X,

Xy = sin(x,x,) + wa,
es lo localmente fuertemente observable en cualquier x, sobre el conjunto
{x e R¥x, # —1}.
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Considere dos sistemas idénticos, identificados por i = 1,2, que producen
salidas idénticas y; pero pueden tener distintas entradas (w;,, wi,) y
trayectorias de estado (xi,, Xi, Xi3, Xi 4 ). Entonces, la condicion
yl(t’ x<1)’ WI) = yz(t’ xé’ Wz) implica que
_ 3 _ .3
XiaXip T Wi = XonXop + Wois Xy + Wi = X5

+ Wy

3 3

Para mostrar que el sistema es fuertemente observable necesitamos probar
que Xy 3 = X553 Y Xy = Xp 4. COMO X1y = X, Y Xy, = X, , COncluimos a partir
de la primera ecuacion que w,, = w,,. Al usar esto en la segunda ecuacion se
obtiene x, 5 = x, 3. Estas dos conclusiones en la dindmica del sistema
implican que

Xa(1H20,) + Wiy =%, ,(1+2,,) +Wapy,
de donde concluimos que X, , = X, 4 51 X1, = X5, # =1L

Es interesante notar que todas las variables de estado pueden ser escritas
tinicamente en términos de la salida, independientemente de la entrada:

Vi X2 =)o x3=(yly2_))1+j/2)g’

1
X, = - —; [J2 = Ji + yan + Y1)t
! 31+ 3) (hya = + )3

3()'/1 _ylyz)(ylyz - }./1 + )./2)§]’

X1

vdlido fuera de x, = -1y x5 = o. Es decir, la distribucion
controlada-invariante A* mds grande contenida en el kernel de la salida es
cero [Isi95]. La singularidad en x5 = o no es intrinseca del sistema:
“desaparece” cuando x, es re-escrita como

_ M) -+ %(}’2 Y1t Nya)?

4 1+

Ejemplo 6.2.2. El sistema x = o, x(0) = x,, y = x> es localmente
fuertemente observable sobre (o0, 0) o (0, 00). De hecho, x = \/y sobre el
primer rayo y x = —/y sobre el segundo. Sin embargo, no es globalmente
fuertemente observable.

Considere ahora el mismo sistema pero con entrada: x =w, x(0) = X,

y = x. Este sistema es localmente fuertemente observable sobre los mismo
rayos pero no sobre todo R. Esto pues si x, > o las entradas w, = -1y

-1 Si t < Xo,

w(t) = +1 en otro caso,

generan trayectorias de estado distintas pero salidas idénticas. Lo mismo
ocurre cuando x, < 0.

Usando la intuicién obtenida en los dos ejemplos anteriores, no es
sorprendente que el siguiente teorema sea cierto. Presenta una caracterizacion
algebraica de la observabilidad fuerte.

Teorema 6.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Z es localmente fuertemente observable;
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(b) existe k € N tal que la filtracion % := span{d y,---,d y®)} satisface
2 Nk = 2. Es decir, existe localmente F tal que

x=F(y,y, ...’y(k))_ (6.2)

Prueba. (a) = (b) Primero observe que siempre es posible hacer la siguiente
descomposicion:

X=X @+ ) e2=2 " e 2,02,

donde 2, es el complemento de 2" N (%% + #) con respectoa 2",y 2, es
el complemento de 2" N Z* @ 2, con respecto 2 . Por ejemplo, un
elemento en 2" N (%% + #') es una variable de estado observable pues puede
ser escrita en términos de la entrada y la salida (y sus derivadas). Sin embargo,
un elemento 2, es una variable de estado que no puede no puede ser escrita
unicamente en términos de la salida y la entrada y por tanto, no es observable.
Como asumimos que el sistema es localmente fuertemente observable,
también lo es cuando w = o y por tanto es observable. De esta forma,
necesariamente 2, = &, c.f., [CMPO7, pp. 57]. Ahora debemos mostrar que
Zw=0.

Si esto no fuera asi, existirfa al menos una variable de estado x; que tiene
dependencia no trivial de la entrada, i.e.,

k 1
X = QD(,’V,-",)/( ) e, wl )))
con d¢/ aw](.l") # o para algtn I; € [o, I]. Por tanto, dos entradas diferentes
que generan salidas idénticas necesariamente generan trayectorias de estado
distintas, contradiciéndo la suposicion de observabilidad fuerte.
(b) = (a) Antes de probar la afirmacién, observe que % ka2 = 2 es solo

una notacién para decir
3(ys 3+ y k)

AL A, -
ran 9% n

X=Xo

debidoaque {dy,dy,..., dy(k)} es una base para 'k Por tanto el Teorema
de la Funcién Implicita garantiza que existe una vecindad de x, y una funcién
F tal que (6.2) es valida, c.f., [CMPO7, pp. 58].

Ahora probamos la afirmacién del teorema por contradiccién, asumiendo no
(a) pero (b). Si Z no es fuertemente observable existen estados xg, x2 y
entradas w,, w, tales que

X, (£ X0) # Xw, (£, X5) Pero yu, (£, %) = yw, (£, %5)
y al aplicar la férmula (6.2) se obtiene
X, (£:%6) = F (yw, (£:6)5 ) = F (pw (£, %5), ) = X, (£, %),
que es una contradiccion. O

Ahora se explora la observabilidad fuerte en términos geométricos. En
particular, re-escribimos algunas conclusiones que aparecian al margen en
[IM88] en términos de observabilidad fuerte.
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Teorema 6.2. Si X es localmente fuertemente observable entonces N* =

Prueba. Use coordenadas locales x = (x,, x,) sobre la vecindad .#;, donde
A* = span ai es la distribucién controlada-invariante mas grande contenida
dentro de kerd h. Elija x, para completar una base local. Como por definicién
span a_xz estd dentro de ker d h, directamente se obtiene que h no depende de
X,.

Como A* es controlada-invariante, existe una realimentacion de estado
invertible w = « + v tal que el sistema en lazo cerrado

X

Y

Filxn6.) + (x5, %)v, %= ful, %,) + 8o (X0, %)V,
h(x),

es invariante con respecto a A*. Podemos asumir que desde un inicio el
sistema luce asi, simplemente introduciendo w primero y luego seleccionando
v para removerla, i.e., w = a + fv,v = f7H(w — ).

Ademas, como A* es invariante con respecto a este ultimo sistema se debe de
cumplir

; oh %
[f,A] =~ g’;; cA, [gAa]=-| 32 |cA
0x, 0x,

Como A* = span 5Z- 9_ esto muestra que ni £, ni g, dependen de x,. Por tanto,

el sistema en realldad luce como

fl(xl) + gl(x1)"> X, = fz(xvxz) + gz(xl,xz)v,
h(x,),

donde v es la nueva entrada. Esta descomposicion es valida sobre A%, .

Ademas, resulta claro que x, no es observable. Por tanto, si el sistema original
era fuertemente observable, necesariamente x, debe tener dimensidn cero, o
equivalentemente, A* = o. OJ

X

Y

La afirmacién conversa (A* = o implica observabilidad fuerte) no es cierta en
general, como muestra el siguiente contra-ejemplo.

Nota 6.2.1. El siguiente ejemplo es tomado de [IMS8S].
X, = X, +wy,

KXo = XaXy+ Xy + XyWy, Y= X,
X3 = W, Vo= X
X, = X5

Por un lado, es posible checar que x; puede ser escrita como una funcion de

la salida pero también explicitamente depende de la entrada:
X, = j)z - 1".’.2}}1 ’
1+ j,

y por tanto, de acuerdo al Teorema 6.1, el sistema no es localmente
fuertemente observable.

Por otro lado, usando el algoritmo A*, [Isi95, pp. 375], se obtiene
Q, =span{dx,,dx,}, G* = span{x;dx, — dx,,dx,} entonces

Qo N G* =span{x;dx, —dx,} =: span{w},
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6. Un poco de historia de acuerdo
a Prof. Claude Moog: Hirschorn y
su algoritmo fueron pioneros para
calcular el inverso de sistemas no
lineales. Respondia la pregunta
de cudndo y cémo se puede in-
vertir un sistema no lineal. Sin
embargo, pocos meses después,
apareci6 el hoy famoso Algoritmo
de Singh que usaba un algoritmo
mads general y el de Hirschorn
cayo al olvido. Oh, triste realidad!

7. Los simbolos b*, b** deno-
tan el kernel de la matrix b y
su complemento, respectiva-
mente. Vea el Ejemplo 6.3.1.

T
portanto Ly(QonG*) = f1 (%) + w% = —x, d x; — dx,. Andlogamente
Le(QonG*h) =dx;, L, (QonG*)=dx, yentonces
Q, =span{d x,,d x,,dx;, x,dx; + dx,} = (R*)*, para toda x. Como
consecuencia A* = Qi = o.

Por otro lado, A* = o si implica observabilidad fuerte para el caso una-entrada
una-salida: en tal caso la salida tiene grado relativo n. Esto permanece cierto
para sistemas de multiples-entradas multiples-salidas siempre que la matriz de
acoplamiento sea invertible por la izquierda (o tenga rango completo por
renglén). Cabe resaltar que para sistemas lineales esta afirmacién también es
cierta: el sistema es fuertemente observable si y solo si el subespacio
débilmente inobservable (i.e. el subespacio controlado-invariariante mas
grande dentro del kernel de la salida) es cero [TSHO1, pp. 159].

6.3 El Algoritmo de estructura de Hirschorn

Es posible realizar cdlculos constructivos para verificar la observabilidad
fuerte de un sistema. Con mas precision, presentamos un algoritmo que
permite construir una base para %% del Teorema 6.1. Es decir, permite
encontrar la funcién F de la ecuacién (6.2).

El algoritmo es el “dual” de una modificacién al algoritmo de Hirschorn®
[Hir79]. Es dual en el sentido de que intentamos encontrar direcciones
ortogonales a la entrada, en oposicién al algoritmo original. De hecho,
esencialmente, es la version no lineal de [Mol76] para sistemas lineales.
Paso 0. Define J, := y y Mo (x) := h(x).

Paso 1. Calcula M, (x) = y, = LiMo(x) + LeMo(x)w = a,(x) + by(x)w,

introduzca’

);’1 o bfl(x)—' x) = dl(x)+l~71(x)w
[ j ][ b (x) | Mol )‘[ () ]

y define

._—)A’o _| hx)
M, (x) = - 5 :|_|: i (x) ]

Paso k + 1. Calcula

Yo
Mi(x) = : = A (X) + b (X)W,
A (k+1)
Yk
introduce
~(k+1 ~ 7
[ T ] [ b (x) ] () = [ g (¥) + b (0w |
pe 1 b () k()
y define Do h(x)
Mk+1(x) = =
ke ﬁk+1(x)

k+1

El algoritmo anterior garantiza que My (x) tiene rango completo si y solo si el
sistema es fuertemente observable.
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Teorema 6.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Z es localmente fuertemente observable;
(b) rankd My (x) = n, para algiin entero k < n — p.

Prueba. (a)=-(b). Por construccién, se tiene span{d M;(x)} = 2 n#'. De
esta forma los vectores M;(x) definen una secuencia de subespacios

(X W) c (X W) c (X n#'™) c - que es no decreciente y
acotada® por Z". Por tanto, la secuencia tiene un tnico limite. Como
observabilidad fuerte local implica que 2" N Z* = 2 para algiin k finito, la
cota superior de la secuencia es alcanzada y por tanto debe coincidir con el
limite de la secuencia. Ademas, la notacién span{d My(x)} = Z n&*k =2
es equivalente a rank d My (x) = n.

Por otro lado, la dimension de cada subespacio debe incrementarse al menos
en uno en cada paso del algoritmo. Esto pues la condicion

2N =2 % implicarfaque 2 N % = 2 W yque 2 N
es otro limite. Ademas, como se comienza con dimension p, se necesitan a lo
mas n — p pasos del algoritmo para alcanzar 2.

(b)=>(a). Como rankd My (x) = n puede ser re-escrito como

span{d My (x)} = 2"y por construccién del algoritmo

span{d My(x)} = 2 n#*, se obtiene la igualdad 2" n %% = 2. Por tanto,
el sistema es localmente fuertemente observable. O

Al aplicar el algoritmo, se calcula una secuencia de igualdades de la forma

A A ~(k
Dos Jo - 9001 = Mi(x),  k<n-p,

con rankd M,,_,(x) = n. Entonces, el Teorema de la Funcién Implicita,
garantiza de nuevo la existencia (al menos local) de un inverso para M,_,
como se necesita en (6.2). Sin embargo, el célculo del inverso de M,,—, es un
problema dificil en general. Es posible simplificar su calculo si se reemplaza
en cada paso del algoritmo las funciones del estado por funciones de la salida,
como se muestra en el Ejemplo abajo.

Finalmente, note que el problema de disefiar un observador con entradas
desconocidas simplemente consiste en evaluar las derivadas necesarias en
(6.2). Esto puede ser hecho con los diferenciadores introducidos en los
capitulos anteriores.

Ejemplo 6.3.1. Aplicamos el algoritmo al ejemplo previo 6.2.1.
Paso 0: Definimos y, =y y No(x) = ;Cl = 9. Trivialmente lo

2

simplificamos y fijamos Mo (x) = No(x).

Paso 1: Calculamos My(x) = [ x;gz ] + [ 1 Z ]W = a,(x) + byw. Por
3

tanto bi =[ -1 1 ],bi* =] 1 o | eintroducimos

)?1 = O M) = x1x2+[1 o]w]
B RN R

Fijamos
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8. Acotada usando el orden in-
ducido por inclusién de subespa-
cios.



9. Muchos ejemplos con moti-
vacion practica pueden ser encon-
trados en [SRA04].

10. En términos de observabil-

iad, la existencia de un inverso
estdtico del sistema por la izquierda
puede ser interpretado como la
posibilidad de distinguir la en-
trada usando dnicamente la salida.

y simplificamos reemplazando funciones del estado por funciones de la salida

N S X,
Yo Yo
M1 X = A A = X N N = X
( ) [ (/51()/03}/1) ] [ (}’1"‘)’0,1)’0,2) :|

X3

W =

Paso 2: Calcule

XX, 1 0
M,(x) = x3 +| 1 o |w:i=ay(x)+bw.
x4 (1+x,) 10
Entoncesb:=[ -1 o 1], b= [ oo ],e introduzca
o1 0

. . xx,+[1 o |w
[);2]::[172 :|M1(x)= B+[1 o ]w

bL
2 2 | x,(1+ %) —xx,
Fijamos Jo ;Cl
Ny (x) = ‘/51()7‘9’)71) = xz
Va2 :

| x, (14 %) - xx,

y simplificamos

)A/o }A/O . %

i N X,

M,(x) = ¢ (Jo, 1) = (}’1 + )/0,1)’0,2)3 = &
" 58 }A’z+)70,1j’0,2 3

$2(Jo» Y15 ¥2) BT %,

Como rankd M, (x) = 4, el algoritmo finaliza y concluimos que el sistema es
localmente fuertemente observable.

6.4 Observabilidad Fuerte y Platitud
Diferencial

La Platitud es un enfoque muy exitoso para resolver muchos problemas de
control para una gran variedad de sistemas no lineales’. E1 mayor problema
consiste en determinar si el sistema en cuestion es plano o no, y si lo es con
respecto a que salida.

El resultado sorprendente (y principal) de esta seccion es mostrar que
sistemas cuadrados con entradas no triviales (i.e. rank g = m) resultan
inmediatamente ser planos con respecto a la salida medida. Es un tanto
sorprendente obtener platitud diferencial (y por tanto controlabilidad) bajo
estas hipétesis, debido a que un sistema fuertemente observable puede ni
siquiera tener entradas! Ademas, magicamente se obtiene la controlabilidad!
Comenzaremos por recordar el concepto de inverso estdtico por la izquierda
del sistema, i.e., una inversa sin dindmica’®.

Definicion 6.4.1 ((CMPO7], pp. 73). El sistema X se dice que tiene un
inverso estdtico por la izquierda si existe una funcion y tal que

w=y(y.... yk).

80



Lema 6.1. Las siguiente lista de implicaciones es vdlida:

(a) si Z es localmente fuertemente observable y rank g = m, entonces el
sistema tiene un inverso por la izquierda estdtico;

(b) si X es observable y tiene un estdtico inverso por la izquierda, entonces
es localmente fuertemente observable;

(c) observablidad fuerte local y rank g = m implican que hay mds o igual
niimero de salidas que de entradas, i.e., p > m.

Prueba. Paralo prueba de (a) observe que como rank g =m y ges
meromotfo, gT g(x) es una matriz cuadrada de rango completo para casi todo
x, lo que permite calcular

w=g" (x)[x-f(x)],

con'! g* = (gTg)™'gT. Por la suposicién de observabilidad fuerte, x es una
funcién de y y sus derivadas hasta el k-ésimo orden. Por tanto x es una
funcién de y y sus derivadas hasta el orden k + 1. La prueba de (b) es directa,
dado que observabilidad implica que x es una funcién de y y w. Pero por
hipétesis w es una funcion de y también. Para la prueba de (c), basta recordar
que cualquier sistema invertible por la izquierda necesariamente satisface
pzm. U

La nocién de platitud diferencial estd estrechamente ligada tanto a
observabilidad fuerte como a la existencia de un inverso estético por la
izquierda. El sistema X se dice plano si existe una salida plana

z=¢(x,w, -, w()) con la misma dimensién que la entrada (i.e. z(t) € R™)
tal que

x=F(z,2,-2%), w=G(z 2 z5), (6.3)

Sin embargo, la salida plana también puede depender de la entrada y sus
derivadas, de modo que platitud es un concepto mas general'? que
observabilidad fuerte. Més atin, todo sistema plano es controlable por
definicion [Lea09].

La ecuacion de observabilidad fuerte (6.2) es simplemente la primera
ecuacion en (6.3), por lo que cualquier sistema plano es fuertemente
observable con y = z. La segunda ecuacién (6.3) es la existencia de un inverso
estdtico para el sistema. De esta forma, observabilidad fuerte, la existencia de
una inverso junto con la condicién dim z(t) = dim w(t) garantizan la
controlabilidad del sistema [Lea09, Proposition 6.1]. Obviamente, las dos
ultimas condiciones no son consideradas en la observabilidad fuerte pues el
sistema puede ni siquiera tener entradas.

Con estos comentarios, formulamos el siguiente teorema:

Teorema 6.4. Suponga que X satisface
(a) localmente fuertemente observable con respecto a y,

(b) tiene el mismo niimero de entradas que de salidas (i.e. p =m)y

rank g(x) = m,

entonces X es diferencialmente plano 'y y es una salida plana.
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11. Como los componentes de

g son funciones meromorfas, el
conjunto de puntos singulares de
gTg(x) tiene medida cero y por
tanto g* esta bien definida en un
conjunto denso abierto de R”.

12. Cuando la salida plana no
depende de la entrada, algunos
autores le llaman “O-platitud”.



Prueba. Sigue a partir del Lema 6.1.a y al observar que la condicién p = m
garantiza que el sistema lineal equivalente (médulo una transformacién de
Lie-Backlund) es controlable c.f. [Lea09, Proposicién 6.1]. ]

Sorprendentemente, hemos obtenido controlabilidad de gratis.

Hay otra interpretacion posible a la platitud del sistema. Esta puede ser
considerada como la existencia de dos mapas inyectivos: uno del espacio de
funciones de estado al espacio de funciones de salidas planas, y el otro del
espacio de funciones de entrada al espacio de salidas planas. La restriccion de
que el nd mero de salidas planas sea igual al numero de entradas garantiza
entonces la controlabilidad del sistema. En este sentido, el Teorema 6.4 indica
que tipo de controlabilidad es necesario agregar a la observabilidad fuerte
para obtener platitud. De hecho, la controlabilidad necesaria es bastante
simple y elemental: mismo numero de entradas que de salidas.

Ejemplo 6.4.1 (6.2.1 continuado). El ejemplo 6.2.1 es plano con y como
salida plana. Como ya hemos mostrado previamente que es fuertemente
observable, la conclusion es inmediata al notar que p = 2 =my que
rank g = 2. De hecho

Wi= 1= Y1) Wa= f4(fa’}” y) = sin(y:,),

con fyy f, funciones dadas, respectivamente, por los iiltimos dos renglones
de M, en el Ejemplo 2.3.

6.5 Conclusion

La observabilidad fuerte fue extendida y caracterizada para sistemas no
lineales en términos geométricos y algebraicos. Ademas, se mostré que los
sistemas cuadrados fuertemente observables son planos. La observabilidad
fuerte es instrumental para construir observadores con entradas desconocidas
y un algoritmo para construirlos fue presentado.
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CONCLUSIONES

El compromiso entre aumentar la robustez a perturbaciones y aumentar la

fragilidad ante el ruido fue estudiado para el caso de control y diferenciacion.

Este es un problema de optimizacion sobre el espacio de
controladores/diferenciadores, bajo la hipédtesis de incertidumbres acotadas,
usando como indice de desempefio el error en estado estable'.

El compromiso en el control no esta presente. Un control exacto (i.e. elimina
completamente la perturbacién en ausencia de ruido) es el 6ptimo presencia
de ruido y perturbacién.

El compromiso en la diferenciacion si existe. Entonces, las caracteristicas con
respecto a la perturbacion y al ruido del diferenciador resultan fundamentales
en su disefio. Mostramos, por primera vez, que un diferenciador discontinuo
(a-la Super-Twisting) tiene mejores caracteristicas que un diferenciador lineal
por Alta Ganancia. Asi, podemos diferenciar y lo podemos hacer cerca de lo
mejor posible. De hecho, cuantificamos tambien por primera vez que tan
cerca de lo mejor posible esta el diferenciador ST. Ademas, presentamos dos
modificaciones adicionales a este tipo de diferenciadores discontinuos:
optimo en criterio Ho, y con convergencia uniforme con respecto a la
condicidn inicial.

Sobre el alcance de nuestro andlisis: es limitado, como cualquier analisis.
Muchos otros aspectos afectan el desempefio de un controlador/diferenciador
al momento de implementarse. Uno importante y que no es considerado es la
forma de realizar el algoritmo? usando un computador. Euler es el método de
discretizar la ecuacién diferencial mas simple y usada para algoritmos
discontinuos. Sin embargo, es desconocido que tan eficiente es este método y
si existe uno mejor.

Animados por el hecho de que podemos diferenciar bien si es necesario,
abordamos el problema de observacidn de sistemas con entradas
desconocidas. Ya es conocido, que si el grado relativo es mayor a uno es
indispensable derivar la salida del sistema para construir el observador. Esta
conclusion anterior y muchas otras fueron obtenidas a partir de caracterizar la
observabilidad de sistemas lineales con entradas desconocidas: la
observabilidad “fuerte”. Extendimos este analisis y concepto a sistemas no
lineales obteniendo dos conclusiones centrales. La primera, es posible
caracterizar la observabilidad fuerte solo en terminos algebraicos. La
caracterizacién geometrica da solo condiciones suficientes. Ademas,
soprendentemente, se obtuvo que los sistemas fuertemente observables con el
mismo numero de entradas que de salidas son planos. Es decir, un sistema
fuertemente observable tambien se vuelve controlable si el nimero de
entradas y salidas coinciden.
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1. Este enfoque es totalmente dis-
tinto a los problemas de control/ob-
servacion optima usuales. En los
problemas tipicos de control/obser-
vacion 6ptima el indice de desem-
pefio es o el tiempo o una funcional
del estado y la entrada. Ademas,
las incertidumbres son variables
aleatorias Gaussianas o no estan
presentes.

2. La ecuacidn diferencial es solo
una forma de describir el algoritmo.
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