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RESUMEN

DESCRIPCION DE UN ATOMO HIDROGENOIDE GRAVITANDO

José Alexander Caicedo
Instituto de Ciencias Nucleares, Universidad Nacional Autonoma de México

Doctor en Ciencias (Fisica)

Se presenta una construccién del potencial efectivo de interaccién entre dos fer-
miones de cargas opuestas que se propagan en un espaciotiempo curvo estaciona-
rio caracterizado por un campo gravitacional de fondo débil, pero arbitrario, que
satisface las ecuaciones de Einstein. Esta construcciéon extiende, via la prescrip-
cién de acople minimo, uno de los procedimientos para obtener el potencial de
Coulomb-Breit en el espaciotiempo de Minkowski. El procedimiento estudiado,
usa el elemento covariante de matriz S para la dispersion entre las cargas que in-
volucra el intercambio de un fotén, que al escribirse como el valor esperado entre
los estados inicial y final del sistema compuesto, da lugar a un potencial efectivo
hermitico que depende de las posiciones y de los espines de los fermiones consi-

derados.

En el caso particular de un observador en caida radial dentro del espaciotiempo
de Schwarzschild, el tratamiento de dos cuerpos del problema permite identificar
correcciones gravitacionales Hﬂrz a la interaccién, cuya estimacion produce corri-
mientos en el espectro s6lo de algunos 6rdenes de magnitud bajo las correcciones
de estructura fina. Estas correcciones son proporcionales al pardmetro 2 que va
como el cuadrado de la distancia /g del atomo al origen de coordenadas, dentro

de la validez del parche de coordenadas. Una estimacién maés detallada del nivel



n = 2 del &tomo de hidrégeno conduce a un rompimiento de la degeneraciéon de
los niveles 251/, y 2P}/, de la estructura fina del Hidrégeno. Este resultado pro-
duce una clara violacién de la expresién para el corrimiento al rojo gravitacional.
Repitiendo el analisis en el caso més sencillo del nivel fundamental se recupera la

misma inconsistencia.

Se conjetura que el origen de ésta se encuentra en la eleccion de las variables usa-
das para describir el &tomo, que no separan adecuadamente el movimiento rela-
tivo del sistema con respecto al movimiento del centro de masa. Atn cuando se
espera que el error cometido, debido a dicha eleccién, en la estimacién de los 6r-
denes de magnitud de los corrimientos inducidos por la interaccién I:I,yz sea muy
pequeiio, el empleo de las coordenadas relativa y centro de masa correctas podria
producir cancelaciones entre las diversas contribuciones del mismo orden al es-
pectro. De este modo, para verificar la validez de la expresién del corrimiento al
rojo en el contexto considerado en el trabajo se requiere un estudio mas detallado
de las correcciones I:I,yz en particular, que va mds alld de una simple estimacién de

6rdenes de magnitud.



ABSTRACT

DESCRIPTION FOR A GRAVITATING HIDROGENIC ATOM

José Alexander Caicedo
Instituto de Ciencias Nucleares, Universidad Nacional Auténoma de México

Doctor en Ciencias (Fisica)

We present a construction of the effective potential of interaction between two
fermions with opposite charges propagating in a stationary curved spacetime
characterized by a weak background gravitational field, but arbitrary, satisfying
the Finstein equations. This construction extends via the minimal coupling pre-
scription at least one of the procedures to obtain the Coulomb-Breit potential in
the Minkowski’s spacetime. The procedure studied, uses the covariant S matrix
element for the scattering that involves the interchange of only one photon among
the particles, which when written as the expected value between the states initial
and final composite system gives rise to a Hermitian effective potential which de-

pends on the positions and spins of the considered fermions.

In the case of an inertial observer radially infalling into a Schwarzschild spacetime,
the two body treatment allows to identify gravitational corrections I:I,yz to the in-
teraction, whose estimation produces spectral shifts that are few orders below the
fine structure corrections. These corrections are proportional to the Y2 parameter
that goes as the square of the distance Iz from the atom to the coordinate origin,
always in the valid coordinate patch. A detailed estimation for the level n = 2 of
Hidrogen shows a splitting between the 25, /2 and 2p, /2 fine structure levels. This
result produces a clear violation of the gravitational redshift formula. Repeating

the analisys for the fundamental level of the Hidrogen the same inconsistency ap-



pears.

It is conjectured that the origin of this problem is in the choice of the variables used
to describe the atom, which do not adequately separate the relative motion of the
system with respect to movement of the center mass. Even when it is expected
that the error due to such election in the estimate of the orders of magnitude of
the shifts induced by the interaction Hvz is very small, the use of right relative and
center of mass coordinates could produce cancellations between teh various con-
tributions to the spectrum which are of the same order. Thus, to verify the validity
of the redshift expression in the context considered in this work a more detailed
study is required, in particular for the I:I,yz corrections, that extended study goes

far beyond than a simple order of magnitude estimation.
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Introduccion

Desde hace algunos afios la comunidad de la fisica tedrica ha retomado con un
interés renovado la idea de la unificacion, buscando construir una teoria que haga
armonizar a la Mecanica Cudntica (MC) [1-5] y a la Relatividad General (RG) [6—
9]. Estas dos teorias son pilares fundamentales de la fisica contemporanea, pues
se han convertido en las dos teorias mds verosimiles de la actualidad. Cada una,
por separado, describe muy bien una amplia gama de fenémenos que van desde
un espectro atémico hasta la expansion del universo, todo dentro de la precisién

experimental presente.

Quiz4 la evidencia a favor de cada una de ellas, favorece la idea de que traba-
jando juntas se podria alcanzar una descripcién completa de los eventos fisicos
dentro del universo. Sin embargo, esta tarea de hacerlas trabajar juntas no es algo
sencillo, pues parecen existir “inconsistencias fundamentales” entre ellas. Asi es
como una teoria, llamémosla Gravedad Cudntica (GC), que las pueda unificar, que
las haga trabajar juntas en todo su esplendor, se convierte en un deseo que no sera

satisfecho hasta que evidencia contundente diga que tal teoria no es posible.

Justamente la busqueda de tal evidencia, a favor o en contra de la GC, ha abierto
la puerta a aproximaciones practicas que suponen que esa teoria fundamental se
manifiesta, en experimentos muy sensibles, por medio de nuevos efectos fisicos,
bastante suprimidos, en escalas experimentalmente posibles [10]. A esta aproxi-
macion se le conoce como fenomenologia de Gravedad Cudntica (FGC) y uno de los
campos de investigacion que ha surgido de ella es el de la biisqueda experimental
de violaciones de la simetria de Lorentz.

En este campo de la violacién a la simetria de Lorentz, se busca aprovechar que la



simetria de Lorentz es un ingrediente fundamental tanto de RG como del Modelo
Estdndar de particulas (el cual representa a la MC), de modo que si dicha violacién
es un rasgo fundamental de la GC podriamos observar violaciones en experimen-

tos que involucren tanto fuerzas gravitacionales como no gravitacionales [11-14].

Uno puede también optar por buscar efectos de esa GC de forma més conservado-
ra, respetando simetrias [15], o considerando desde el comienzo los principios de
la MC y de la RG intentando, por ejemplo, una cuantizacién en un espaciotiempo
curvado cdmo en las referencias [16-19]. Esta es la linea de trabajo que se sigui6
durante esta investigacion; la de considerar en conjunto las dos teorias procuran-

do respetar sus campos de accién y sus principios tanto como sea posible.

El interés principal para el desarrollo de este trabajo es encontrar predicciones, ex-
perimentalmente verificables, que por medio de la evidencia puedan sefialar hacia
dénde debemos dirigir los estudios de la interfase entre la RG y la MC. Considera-
mos que con el estudio de esta interfase, quiza incluyendo regimenes diferentes a
los considerados aqui, se puede llegar a concluir de manera mas contundente que
es necesario modificar ala MC, ala RG o a ambas, para describir mejor el universo

observado, para encontrar esa GC o para dejar de buscarla.

Partiendo de ecuaciones de onda completamente covariantes se puede predecir
la existencia de efectos inerciales y gravitacionales que se pueden confrontar con
el experimento [20]. Hasta ahora, los experimentos confirman que la inercia y la
gravedad newtoniana influyen en las particulas cudnticas de forma consistente
con la relatividad general hasta distancias del orden de 10~* cm para electrones

superconductores [21] y de 10~8 cm para neutrones [22-24].

Es importante sefialar que estos experimentos no son pruebas en si de la RG, pe-
ro confirman que el comportamiento de la inercia y la gravedad Newtoniana es
el que se predice de las ecuaciones que satisfacen el principio de covariancia ge-
neral. Por ejemplo, Kasevich and Chu [25] y Shimizu et al. [26] han observado la
influencia de la aceleracion gravitacional homogénea en la interferencia de haces
atémicos. El efecto Sagnac para este mismo tipo de haces sobre una mesa giratoria
fue medido por Rhiele et al. [27] y para electrones por Hasselbach and Nicklaus
[28].

Una prueba de RG que usa sistemas atémicos es el experimento Hughes-Drever
[29-32]. Una gran expectativa ha surgido de la interferometria atémica y molecu-
2



lar [33-35], donde se espera que los limites de consistencia bajen hasta 10~ cm o
menos, e incluso que se puedan proponer nuevas pruebas de la RG. Por ejemplo,
los corrimientos de fase inducidos por curvatura y los patrones de interferencia
inducidos por ellos parecen ofrecer escenarios promisorios para el estudio de la
interrelacién entre la MC y la RG [36].

Para explorar la relacién entre los fenémenos gravitacionales y los cudnticos, este
trabajo se enfoca en sistemas atémicos; de hecho un solo 4tomo, de hecho el més
simple, el de hidrégeno e intenta una descripcion del mismo usando fundamen-
talmente la prescripciéon de acople minimo en algunos resultados conocidos de la
Electrodindmica Cudntica (QED por sus siglas en inglés), sin toda la formalidad
de otras investigaciones sobre QED en presencia de un espaciotiempo curvo como
fondo [37]. La posibilidad de usar los ntimeros cudnticos internos de los atomos
como pardmetros adicionales dentro del experimento ofrece ventajas si lo com-
paramos con experimentos que usan particulas sin estructura cémo el fotén o el

neutron.

Desde el punto visto tedrico, la descripcién de d&tomos en un campo gravitacional
no es un problema nuevo como se puede ver en los trabajos de las referencias
[36, 38—43]. Dentro de la literatura de este campo, podemos distinguir dos lineas
de trabajo:

» La aproximacién de un cuerpo: en la que el 4tomo se considera como un
electrén en movimiento en un campo de Coulomb fijo. Ese campo es produ-
cido por un centro de fuerzas fijo también, que se suele asociar con el centro
de masa del &tomo el cual se supone ubicado en la posicién del protén. Es-
te electrén y el campo de Coulomb interacttian con el campo gravitacional
externo.

» La aproximacién de dos cuerpos: aqui el 4tomo se describe por medio del
proton, del electron y de su interaccion electromagnética mutua, y a todas
estas componentes se les permite interactuar con el campo gravitacional ex-

terno. El tnico ejemplo de este tratamiento lo hemos encontrado en la ref.
[43].

En estas dos lineas debemos resaltar que la componente electromagnética es tra-
tada de manera clésica, es decir, mediante potenciales electromagnéticos que son
3



soluciones a las ecuaciones de Maxwell covariantes. En particular, es frecuente
encontrarse con soluciones que contienen explicitamente funciones de Green elec-
tromagnéticas retardadas, lo cual contrasta con la idea de que una descripciéon
mecanico-cudntica adecuada de las interacciones electromagnéticas debe conside-

rar las condiciones de frontera que satisface la funcién de Green de Feynman.

En esta investigacion usamos la aproximacién de dos cuerpos y procuramos una
descripciéon un poco més adecuada de la naturaleza cuédntica de todas las compo-
nentes de un atomo de Hidrégeno, en especial de la del campo electromagnético
que intercambian los fermiones. Nuestro principal punto de comparacién serd el
trabajo presentado en la ref. [43], por lo que describiremos brevemente a continua-

cién parte de ese trabajo.

El tema principal del trabajo de Fischbach y Freeman en la ref.[43] es el andlo-
go gravitacional relativista del efecto Stark (RGS en su notacién). Este efecto es
producido por un conjunto de términos post-Newtonianos de la métrica del es-
paciotiempo en el Hamiltoniano de los estados ligados que ellos estudian. Las
razones que motivaron la basqueda de ese tipo de efectos fueron: en primer lu-
gar, la escasez de experimentos sobre efectos gravitacionales en sistemas atémicos
de su tiempo; el experimento mads significativo era COW [22] que demostré que
hay acuerdo entre las predicciones de la gravedad Newtoniana y la ecuacién de

Schrodinger.

En segundo lugar, ese tipo de tratamientos teéricos (Schrodinger + Newton) no
permiten discriminar entre diferentes teorias de gravitacionales pues todas ellas
deben tener el mismo limite Newtoniano. La diferencias entre las diferentes teo-
rias de la gravedad deben implicar efectos gravitacionales relativistas que sobre
sistemas atomicos dependerdn de algtin modo de los espines y/o momentos de
las particulas estudiadas. Esto constituye una motivacién para estudiar los efectos
gravitacionales relativistas en sistemas atémicos y el &tomo de Hidrégeno es un

buen candidato.

Restringen su atencién a teorias gravitacionales convencionales, qué son deduci-

bles de un Lagrangiano y que conservan las simetrias discretas del espaciotiempo.

Finalmente se especializan en campos estéticos y esféricamente simétricos, des-

critos en el formalismo Post-Newtoniano Parametrizado (PPN) [44]. Ellos ven al

atomo de Hidrégeno como un sistema de 2 cuerpos con electrén, protén y su inter-

accion electromagnética mutua, todos interactuando con un campo gravitacional
4



externo.

Aunque Fischbach y Freeman reconocen que puede ser cierta la suposicién de que
el retroceso del protén (o el movimiento del centro de masa) puede ser desprecia-
do, y por tanto valida la aproximacién de un cuerpo para el 4tomo, argumentan
que ese movimiento corresponde a un efecto relativista que corrige los resultados
de mds bajo orden, el cual en principio puede resultar del mismo orden que los
efectos gravitacionales post-newtonianos que se quieren estudiar. Ellos estiman

que ésto puede ser particularmente cierto en sistemas fermién-antifermion.

La interaccién del protén y del electron con el campo gravitacional la describen
partiendo de la ecuacién de Dirac covariante. Deducen un Hamiltoniano efectivo
para un fermién en un campo gravitacional débil corregido hasta orden (v/ c)?,
donde v es la velocidad del fermién. El Hamiltoniano efectivo para el fermién
libre se obtiene utilizando la transformacién de Foldy-Wouthuysen (F-W) para un
cuerpo. La ecuacién de Dirac covariante, en el limite de campo gravitacional débil

conduce a un Hamiltoniano H que es hermitico en el producto interno

(H) = /QD*H‘P\/§d3x — (H,
¢ = det (gl-j) ~ 1+ 6¢,

1)

donde ¢ es el potencial gravitacional Newtoniano, * denota el transpuesto com-
plejo conjugado y 1 se usa para denotar el adjunto. Para los autores resulta conve-
niente absorber el factor /¢ en las funciones de onda para que el producto interno
se vea como el usado en el espaciotiempo de Minkowski. Este requerimiento lo lo-

gran implementando la transformacién
(2)

Al Hamiltoniano H le aplican la transformacién F-W de una particula hasta orden

-2

m~2c~* = u~2, el Hamiltoniano resultante es llamado por ellos Hamiltoniano

efectivo de una particula, de donde se identifica un potencial V dado por
3 (o o 2. h,
V:—ptqurﬂ ihg-p—c ¢p +§g-(7><p , 3)

que resulta ser todo aquello que no es masa en reposo ni energia cinética no-
5



relativista. Para el caso de campo gravitacional débil, Fischbach y Freeman mues-
tran que V puede especificarse sin ambigiiedades. Esto lo hacen usando dos mé-
todos para deducirlo; el primero es la transformacién de F-W hasta orden m ~2¢c~*
y el segundo es la matriz S covariante para la dispersién eldstica de una particula
de espin 1/2 y una de espin 0 (la fuente del campo gravitacional) por medio del

intercambio de un graviton.

Los autores separan en dos los términos de V; el primero es llamado término new-
toniano y corresponde a —u¢, el segundo término es el que da lugar al operador
RGS. Ellos quieren hacer esta separacion para diferenciar bien entre las contribu-
ciones del término newtoniano a nivel no-relativista tanto para el movimiento del

centro de masa como para el operador RGS.

Para ellos esta separacion es necesaria pues ocurre que el término newtoniano que
aparece en la ecuaciéon de Dirac covariante en el limite de campo débil, cuando se
aplica la transformacién F-W, contribuye en términos de ordenes de aproximacion
diferentes; el término [O, [0, £]] y el término newtoniano tal cual. Los autores esti-
man que después de la transformacion F-W el término newtoniano contribuird so-
lamente al movimiento del centro de masa y aquellos proporcionales a [O, [O, £]]

induciran las transiciones entre estados.

El campo electromagnético mutuo y su interacciéon con el campo gravitacional se
describe por medio de las ecuaciones covariantes de Maxwell. Las soluciones a
esas ecuaciones para los potenciales ( solo la interaccion eléctrica es presentada
explicitamente) se usan para construir la energfa de interaccién entre las cargas.
Esa energia de interaccion se separa en dos términos: H(¢™) (e — p) que describe la
interaccién Coulombiana estandard y H'8®) (e — p) que describe las correcciones
gravitacionales al potencial de Coulomb original. Con todo esto el Hamiltoniano
del &tomo de hidrégeno se puede escribir como:

HO (e—p)=H(e)+ H(p) + H (e — p) + H&) (e — p). @)

Aqui H (e) y H (p) son esencialmente la versién F-W a orden =2 de H en las
coordenadas respectivas del electrén y del protén y cada uno contiene al potencial
V de la ecuacion (3) que le corresponde.

El Hamiltoniano (4) es un Hamiltoniano de dos cuerpos para el &tomo de Hidro-
geno en un campo gravitacional externo. Fischbach y Freeman, usando los resulta-
6



dos del trabajo de Close y Osborn en la ref. [45], introducen diferentes definiciones
del centro de masa a nivel relativista en el Hamiltoniano de la ecuacién (4) para
corregir con ello la inconsistencia en la descripcion de sistemas ligados usando
Hamiltonianos de una sola particula transformados por medio de la prescripcién
de F-W. En las diferentes definiciones para el centro de masa, calculan los elemen-
tos de matriz de las correcciones gravitacionales al potencial de Coulomb entre
estados de paridad opuesta. Con ello obtienen una correlacién entre la acelera-
cién local de la gravedad y la polarizacién del fotén asociado a los decaimientos
electromagnéticos.

Con esta antesala de nuestro principal punto de referencia y para tener una visién
mas adecuada de nuestro trabajo, describimos a continuacién las suposiciones
basicas que usaremos durante nuestros desarrollos y que permitiran justificar las

técnicas y algunos resultados que invocaremos.

1. El campo gravitacional externo es descrito por RG, de modo que la métrica
satisface las ecuaciones de campo de Einstein. Adicionalmente, ignoramos
todos los efectos de retro-accion gravitacional y de creaciéon de particulas

por el campo gravitacional.

2. Todas las componentes del 4&tomo interacttian a nivel cudntico con el campo
gravitacional de fondo. Por esta razén, construiremos un operador efectivo
de interaccién electromagnética usando principios mecanico-cudnticos, evi-

tando tanto como sea posible el uso de potenciales puramente clasicos.

3. Cémo nuestro punto de partida es la RG, usaremos ecuaciones covariantes
para describir a los fermiones libres y su interaccién mutua. Esto introduce

de manera directa la interaccién gravitacional con el campo externo.

4. Supondremos que existe un observador ideal en caida libre, en una regiéon
libre de fuentes del campo gravitacional. Este observador usa coordenadas
normales de Fermi en su descripcién del 4tomo, asf las frecuencias de transi-
cién o energias entre niveles corresponderian a los de algtn detector usado
por este observador y por tanto se espera que presenten corrimientos gra-
vitacionales y Doppler, comparados con los que se obtienen habitualmente

7



en la aproximacién de un cuerpo para el 4tomo de Hidrégeno. Ademas, es-
tas coordenadas son particularmente sensibles a las componentes del tensor
de Riemann del espaciotiempo de fondo, por lo que esperamos que los efec-
tos que podamos encontrar sean interacciones genuinas entre los grados de

libertad del sistema cuantico y los del campo gravitacional.

5. Supondremos que los tiempos en que ocurren las transiciones en el &tomo y
los tiempos que duran las mediciones respectivas, son muy pequefios com-
parados con el lapso de tiempo en que la posicién del origen del sistema de
coordenadas cambia apreciablemente. De modo que la curvatura del espa-
ciotiempo, que percibe el observador no cambia de manera apreciable du-

rante las mediciones.

6. Supondremos que el tamafio del parche coordenado de nuestro observador
es tal que en su métrica y en toda descripcién de los procesos fisicos que se
haga, es suficiente considerar solo el primer orden de las desviaciones de la

métrica de Minkowski.

Nuestras aproximaciones, en particular la quinta y la sexta, pretenden ser mds una
restriccion sobre los procesos de medicién que sobre el campo gravitacional de
fondo. Estas aproximaciones nos permiten introducir de manera préctica ciertas
simetrias, la nocién de estacionaridad por ejemplo, convenientes para nuestros
procedimientos sin que ello implique que el campo gravitacional de fondo deba
poseer dicha simetria.

Nuestro trabajo se orienta a resolver un problema fisico que consideramos intere-
sante para entender més la interfase entre la MC y RG; no es, ni pretende ser un
trabajo sobre el marco matematico riguroso que describe los sistemas cudnticos en

un espaciotiempo curvo.

El problema del &tomo cuédntico en un campo gravitacional externo, es un proble-
ma propuesto por Mark P. Haugan en 1979 [46], esta investigacion pretende ser
un paso hacia la culminacién de dicha tarea. De paso podremos también sentar
bases para estudios posteriores sobre la validez de principios como el de equiva-
lencia para 4tomos individuales, protones, positrones e incluso para sistemas que

contengan antimateria [47].

El contenido de ésta tesis estd distribuido de la siguiente forma: en el capitulo 1,
se presenta un resumen de las ideas necesarias para modelar, desde un sistema de
8



coordenadas particular, el problema del 4&tomo hidrogenoide que gravita. En ese
capitulo se menciona la Electrodindmica de fermiones de Dirac en el espaciotiem-
po de Minkowski prestando particular atencién sobre la formulacién covariante
de la matriz S y el problema dispersivo entre dos fermiones interactuando todo a
primer orden en la interaccién. En este capitulo se muestra como se construye el
potencial efectivo de interaccion en el espaciotiempo plano. Se presentan también
los requerimientos y las construcciones necesarias para extender el estudio de la
electrodindmica de fermiones de Dirac al caso campos gravitacionales estaciona-

rios de fondo.

En el capitulo 2, se extiende al caso de un espaciotiempo curvo estacionario, el
método para obtener la interaccién efectiva, pseudo-relativista, entre fermiones
cargados que se presentd en el capitulo 1 para el espaciotiempo de Minkowski.
Esta extension se desarrolla dentro de la aproximacioén estética-adiabética y para
un observador inercial que usa un sistema de coordenadas muy particular: las
coordenadas normales de Fermi (CNF).

En el capitulo 3, se exploran algunas de las consecuencias del potencial efecti-
vo de interaccion encontrado en el capitulo 2. Alli se considera el caso particu-
lar de un observador inercial sobre una geodésica radial del espaciotiempo de
Schwarszchild. Para ese observador se obtienen los términos dominantes en el
Hamiltoniano de dos cuerpos que describe al d&tomo, se introducen coordenadas
para la parte electrénica y para la posicion media del 4tomo, ademads, se encuen-
tra el limite no-relativista de dicho Hamiltoniano. Bajo la aproximacién de Born-
Oppenheimer se estudia el movimiento del 4tomo como un todo considerando
solo los dos primeros niveles electrénicos del 4tomo de Hidrégeno. El dltimo ca-
pitulo de ésta tesis presenta nuestras conclusiones y algunas de las perspectivas

de trabajo futuro en ésta linea de investigacion.

Los apéndices incluyen las convenciones que usamos en los desarrollos (apéndi-
ce A), algunos detalles sobre la construcciéon de la funciéon de Green de Hada-
mard (apéndice B), la transformacién de nuestro resultado principal a variables
(R, P, r, p) que son las que describen la parte electrénica y la posicién media del
atomo (apéndice C). El apéndice D, presenta detalles sobre las funciones de onda
propias del Hamiltoniano de estructura fina, asi como algunos resultados ttiles
para el cdlculo perturbativo que presentamos en el capitulo 3. Finalmente, en el
apéndice E, presentamos algunos de los pasos intermedios del calculo del poten-
9



cial efectivo de interaccién en presencia del campo gravitacional de fondo.

Durante la mayor parte de ésta Tesis se usan unidades en las que i = 1 = ¢,
s6lo en algunos resultados se transforman las unidades a las del SI presentando

explicitamente los factores de /1 y de c.
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Capitulo 1

Fisica No Gravitacional en
Relatividad General

En este capitulo se presenta un resumen de las ideas necesarias para modelar, des-
de un sistema de coordenadas particular, el problema del &tomo hidrogenoide que
gravita. En el capitulo se menciona la Electrodindmica de fermiones de Dirac en
el espaciotiempo de Minkowski, prestando particular atencién sobre la formula-
cién covariante de la matriz S y el problema de la dispersion entre dos fermiones
interactuando, todo a primer orden en la interaccién. En este capitulo se muestra
como se construye el potencial efectivo de interaccién en el espaciotiempo plano.
Se presentan también los requerimientos y las construcciones necesarias para ex-
tender el estudio de la electrodindmica de fermiones de Dirac al caso de campos

gravitacionales estacionarios de fondo.

1.1. La prescripcién de acople minimo gravitacional

La Relatividad General es una teoria métrica de la gravedad y lo métrico de la teo-
ria se entiende de la siguiente manera. En primer lugar, la evidencia experimental
en favor del principio de equivalencia de Einstein y de su versién restringida o
débil [44], nos sugiere optar por una teoria gravitacional en la que, cuando nos
ocupemos de experimentos que hablan solamente del movimiento de particulas
de prueba, deduzcamos que en un sistema de coordenadas suficientemente local

dichas particulas siguen trayectorias rectilineas. Esto conduce a que la teoria debe



ser tal que describa el movimiento de particulas de prueba por medio de las geo-

désicas de la métrica de una variedad curvada que se suele llamar espaciotiempo

[8].

Preferimos, no por lo plausible sino por lo verosimil, una teoria de gravedad en
la que ademas, la influencia de la gravedad en sistemas o procesos fisicos pueda
introducirse localmente con una precision arbitraria seleccionando un sistema de
coordenadas adecuado [9]. En otras palabras, no sélo la fisica de las trayectorias
de particulas de prueba, sino toda la fisica local en un marco en caida libre debe
ser la misma que en Relatividad Especial. Localmente la gravedad no debe intro-
ducir nada nuevo; todos los efectos de gravedad se deben percibir en regiones
extendidas del espaciotiempo. Matematicamente, lo que ésto significa es, en una
forma sencilla, que si tenemos una ley local de la fisica que se expresa en nota-
cién tensorial en relatividad especial, entonces, su forma matemadtica debe ser la
misma en un marco local inercial de un espaciotiempo curvo. Para expresar estas

leyes tensoriales de la fisica en cualquier sistema de coordenadas [6, 7] basta con:

1. Escribirlas en forma independiente de coordenadas, usando invariantes de
Lorentz, vectores, tensores, etc.

2. Reemplazar 77,y por guy-

3. Reemplazar cualquier derivada parcial ordinaria d, por la derivada cova-
riante V,, adecuada.

4. Reemplazar \/—7d*x por \/—gd*x; donde 17 = det (17,1) y § = det (guv)-

Este procedimiento es lo que se conoce usualmente como el principio de acople mi-
nimo y es una manera simple de generalizar las leyes de la fisica de la relatividad
especial, de modo que no incluyan acoples directos con la curvatura sino solamen-
te acoples con la métrica [7]. Toda teoria gravitacional en la que la materia y los
campos no-gravitacionales responden solo a la métrica del espaciotiempo, se de-
nomina teoria métrica de la gravedad. Relatividad General es una teoria métrica de
la gravedad qué solo contiene un campo gravitacional, la métrica, qué se relaciona
con la materia y los demds campos no-gravitacionales por medio de las ecuacio-
nes de campo de Einstein [44].

Las secciones siguientes se dedican a presentar de manera concisa los resultados
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relevantes para esta investigacion sobre los sistemas electromagnéticos-cuanticos

en presencia de campos gravitacionales externos.

1.2. Electrodindmica de fermiones de Dirac en

relatividad especial

En el contexto de la relatividad especial, toda la dindmica de un sistema de car-
gas y campos electromagnéticos puede obtenerse del principio de minima accién
[48, 49]. La accion para la electrodindmica de un sistema de fermiones de Dirac

cargados se puede escribir como:

Sep = /Q (\/jﬂd4x> LD (l[J(k),aP,l/J(k),AwavAﬂ)
N /Q <\/:7d4x> " [J’(k) (i7" = m) ) lP(k)] - iFqu”” (1.1)
B /Q <\/j’7d4x> ) [W/}(kﬂ”lﬁ(k)] Ay,

donde ) es un volumen espacio-temporal que contiene los campos de la teoria,
los §(;) son campos de Dirac con carga 4y, las 7" son las matrices de Dirac corres-
pondientes, que satisfacen el dlgebra de Clifford

{r" A"y =29 (1.2)

El objeto ¢ = ¢*7Y, con ¢* el transpuesto conjugado de ¢, es el conjugado de
Dirac. Los objetos A; son los campos dindmicos de la teoria electromagnética y
se relacionan con los potenciales electromagnéticos escalar (¢) y vectorial (A) me-
diante [49, 50]

AF = (% A’) . (1.3)
El objeto
M = gMAY — 9V A¥, (1.4)

13



es el llamado tensor de Faraday-Maxwell'. Para cada espinor de Dirac la llamada

corriente de Dirac
JF =gty (1.5)

se conserva, es decir,

[ (vAndtx) o =0 [ dso (§1°9) == [z (4°p) = const. (16

La cantidad J' = ¢%y es definida positiva y es usada como densidad de proba-
bilidad. El producto interno para espinores de Dirac se define usando la ley de

conservacion (1.6) de la siguiente manera

ly) = [ dzo ($1%) = — [aZo(¢y). (17)

donde la integral se realiza sobre una hipersuperficie espacial X.

Las ecuaciones de movimiento para esta teorfa de campo se obtienen del principio
de accién estacionaria, considerando como campos dindmicos a los fermiones y al
4-vector A,. Para obtener la ecuacién de movimiento de los ¢ de manera sencilla
se varia la accién respecto de ¢, y para obtener la ecuacion del campo electromag-

nético se varia la accion respecto de Ay, lo cual da lugar a:

dSED
5Pk

5s . _
54 =0 O =), 979
4

=0 (Z’)"uaﬂ — m) (k) l/J(k) - (quﬂlp)(k) AV =0
(1.8)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos fermiénicos son simplemente

ecuaciones de Dirac inhomogéneas
(iv*0u —m) o P = (qr)’ylp)(k) Ay. (1.9)

Las ecuaciones para los A* requieren un poco mas de atencioén; las ecuaciones de

1Se esta usando la notacion estandar para las derivadas parciales en relatividad especial: 9, =

J  — d
aw YO =5y
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movimiento para este campo son:

" = Jipy =)y [W/}(kﬂ”‘hk)}
o 0" AV — 9V AV] = Ity (1.10)
0 AT — 3" (9uAV) — [8,,"] A" = Jip,

donde el subindice “(T)” se refiere a “Total”. Aprovechando que las derivadas

parciales ordinarias conmutan e imponiendo la condicién de norma
A" =0, (1.11)

se encuentra que la ecuacién de movimiento para los campos A¥ puede reducirse

a
DAY =Y, (1.12)

siendo
aZ
9 (x0)*’

el D’Alambertiano en la signatura +2 de la métrica 7. Las ecuaciones en la prime-

0=0,0" = "9,9, = V* — (1.13)

ra linea de (1.10) implican la conservacién covariante de la carga, es decir,
dy (E)P,FW) =0—0,J! =0, (1.14)

con x# = (x¥ = ¢t, X) lo cual es consistente con las propiedades de la corriente de

Dirac.

Una solucién para la ecuaciéon de onda inhomogenea en (1.12), se puede escribir

en términos de funciones de Green adecuadas al problema. Si proponemos que
Al = /Q (V=) Gy (6,2) Tty () = L Al (1.15)
donde cada potencial electromagnético A es de la forma:
Al = /Q (V=) Gry (x,) Tty (), (1.16)

la funcién de Green G#,, debe satisfacer entonces la ecuaciéon de onda inhomoge-
15



nea
aﬁaﬁcﬂv, (x,x") = 6" ,6% (x,2'), (1.17)

sujeta a las condiciones de frontera, temporales y espaciales, adecuadas al pro-
blema. En el espaciotiempo de Minkowski se suelen imponer dos tipos de con-
diciones de frontera: las condiciones de frontera espaciales, que son aquellas que
hablan del comportamiento de las funciones de Green en alguna regién espacial
concreta para cualquier instante de tiempo, habitualmente son aquellas en las que
para una separacion entre los puntos x y x’ que tiende a infinito la funcién de
Green tiende a cero. Adicionalmente, se imponen condiciones de frontera tempo-
rales que determinan la relacién temporal entre las fuentes en el punto x’ y los
campos electromagnéticos en x. Las condiciones de frontera temporales conducen

a las funciones de Green avanzada, retardada y de Feynman.

Las ecuaciones (1.9), (1.12) y (1.14), son las ecuaciones de movimiento que deter-
minan la dindmica de una distribucién de cargas y corrientes de Dirac acopladas
por campos electromagnéticos, en el contexto de la relatividad especial. Estas mis-
mas ecuaciones se pueden usar para el tratamiento del problema de la dispersion

entre fermiones cargados [51], como se describe a continuacién.

1.2.1. Formulacién covariante de la matriz S

Usando las ecuaciones de movimiento (1.9) para los campos fermiénicos y la for-

ma expresada en (1.15) para los potenciales A;, podemos escribir

(i7" = m) o ¥y = L (47" 9) iy Al = Vi (1.18)

Si ignoramos las auto-interacciones electromagnéticas del fermion, la suma en el
término de fuente se extiende sobre indices k' # k. Consideremos ademéds que el
efecto electromagnético de los demds fermiones se puede introducir de manera
perturbativa, y para tener control del orden perturbativo introducimos el parame-

tro adimensional A.

Proponemos una solucién para ¢ de la forma

p =90+ A9, (1.19)
16



con 1(©) una solucién de la ecuacién de Dirac libre
(iy"9y — m) y° = 0. (1.20)
A primer orden en el pardmetro perturbativo obtenemos la ecuacién diferencial

(iv"9y — m) § = V(0. (1.21)

La solucién de la ecuacion (1.21) se puede escribir como

P ) = [ty Se eV ) 8 ), (1.2

donde la funcién de Green Sr (x, y) satisface la ecuacién diferencial
(iv"9y — m) Sk (x,y) = 6* (x,y) (1.23)

y es conocida como el propagador espinorial libre. Las condiciones de frontera
temporales para Sr son aquellas de Stiickelberg-Feynman, es decir, Sp propaga
las frecuencias positivas de un espinor de Dirac hacia el futuro y las frecuencias

negativas hacia el pasado. La forma del espinor i a orden A es entonces

P =90 WA [ VI S Y0 ). 29

El problema dispersivo

En la ecuacion (1.24), $(9) es una solucién de la ecuacion libre de Dirac y el se-
gundo término del lado derecho representa la onda dispersada a primer orden
en la perturbacién. Esta onda dispersada contiene solo frecuencias positivas en el

futuro distante y solo frecuencias negativas en el pasado distante.

En particular, podemos estudiar la probabilidad de que un estado inicial dado ¢;
sea dispersado en varios estados finales ¢}0), para esto nos es suficiente calcular
17



los elementos de matriz S dados por
Sgi = lim (9 [p;)
fl o t—o0 f !

= —lim [ dx () [t/f}o) (x) + A /Q ) (V=nd*y) Se(xy) Y (y) p (y)i]

f—oo J¥,
= im0 - agim [ (V) [ st @ae? ] v )
v t
= Jim 1y A Jim (V=) (o) V) 0,

(1.25)

donde ¢}O) representa la onda libre con ntimeros cuédnticos f que se observa al
final del proceso de dispersion. La integral en (1.25) sobre la hipersuperficie X se

interpreta de la siguiente manera:
[ 4% 8 (xw) 9 (x), (1.26)
t

es la propagacion libre del espinor 1/)}0) desde cualquier punto de la hipersuper-
ficie ¥4 hasta el punto y donde el espinor siente la perturbacién debida a V. En
otras palabras, esta integral selecciona justo aquellas componentes del espinor

que concuerdan con las de 1/]}0).

Ahora vamos a utilizar la forma explicita del potencial de interaccion y a reinsertar

el indice de la particula, con ello encontramos

= @19 0 A / (V=) (lPO) (1° vy)()A?k/) (*) ¥ig)
= W "y + A D [, (Vo) (v a0r) A () uiG)
= @100 A D [, (Vo) (qwf fﬂ*wl ) A0 ()

= P 0 A L [, (V) Y () A ().

(1.27)

Finalmente nos especializamos al caso de dos particulas y escribimos explicita-
18



mente la solucién de los potenciales electromagnéticos,

5= M)y A [ (VI ) I ) A ()
= 16" )
_|_)L//Q ( /—77/6143(/) ( /—17//01436//) ]}li(l) (x/) G]W” (x/’ x//) (qlp')’ﬂllj)(z) (x//) ’
(1.28)

o equivalentemente, podemos escribir el elemento de matriz S hasta primer orden

en la perturbacién como

Sfi= <1/J](co) |1/Ji(0)>(1)

—i—)&//ﬂ (\/ —17’d4x’) < /_”//d‘lx//) ]}’i(l) (x/) Gw// (x/’ x//) ]E/ZH) (x//). (1.29)
donde las corrientes vienen dadas por

]fiqu/}J(CO)r)/y p” y M =gty (1.30)

Parece natural, por lo que hemos visto al considerar la propagacién de la particula
1, que al considerar la propagacion de los dos fermiones la corriente | é) tenga la
forma tipica de una corriente de transicion, es decir, al introducir una segunda
linea fermidnica en el diagrama asociado a la ecuacién (1.29), la expresién para
Si conserva la forma pero la corriente de la particula 2 cambia segtn | (Hz) — ] }11'(2).
Asfi se obtiene que a primer orden en A el elemento de matriz S para la dispersién

de dos fermiones dindmicamente interactuantes es

si =2 / /Q <\/—7’d4x’) (\/—7”d4x”) T () G (6,2 TP (') .| (131

En el contexto de la relatividad especial y partiendo de la expresion (1.31) es posi-
ble obtener un potencial efectivo de interaccién entre fermiones de Dirac cargados,
como se encuentra en la referencia [52] y en la siguiente seccién. Esperamos que
partiendo de esta expresion, covariante en el sentido de la relatividad especial e
implementando la prescripcién de acople minimo, podamos obtener también un
potencial efectivo de interaccién electromagnética entre fermiones de Dirac carga-

dos cuando el espaciotiempo en el que se propagan es curvo.
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Figura 1.1: Diagrama del intercambio de un fotén que conduce al potencial efectivo de interaccion
U (r).

1.3. Lainteraccion de Coulomb-Breit en

el espaciotiempo de Minkowski

En el contexto de la relatividad especial, la interaccién entre 2 particulas de Dirac
se describe covariantemente mediante el intercambio de fotones virtuales. Aun-
que esta descripcién covariante es lo mds exacta tedricamente, en situaciones prac-
ticas que involucran regimenes de bajas energias, conviene intentar describir esta
interaccién mediante una aproximacién no relativista, introduciendo un potencial
efectivo U que dependa de los grados de libertad de ambas particulas [52].

Cuando interacttian fermiones cargados, se espera que el potencial efectivo de
lugar al potencial de Coulomb, en un cierto limite estdtico, y que adicionalmente
contenga correcciones relativistas dependientes de parametros adimensionales de
la forma: # = (v/c), donde v es la velocidad de alguna de las particulas.

Para calcular dicho potencial efectivo el procedimiento es el siguiente:

1. Se calcula el elemento de matriz S correspondiente al intercambio de un fo-

ton entre los fermiones.
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2. Se busca el operador hermitico U cuyo elemento de matriz entre los estados
inicial y final del sistema de fermiones, sea igual al elemento de matriz S

anterior.

A continuacién describimos el método propuesto en la ref. [52] para obtener di-
cho potencial efectivo en el espaciotiempo de Minkowski, ya que posteriormente

implementaremos su generalizacion al espaciotiempo curvo.

En la figura 1.1 tenemos el diagrama de Feynman correspondiente al intercambio
de un fotén entre particulas distinguibles. Como vimos en la seccién anterior, la
ecuacién (1.31) nos dice que a primer orden en la perturbacién el elemento de

matriz S asociado a ese diagrama tiene la forma:

Sp=—i [ dix [ay e (x =) 7, (132)

donde Dr es una funcién de Green para el campo electromagnético. En el trata-
miento habitual de la teoria cuantica de campos esa funcién de Green es propaga-
dor de Feynman para el fotén. Las corrientes de transicion se pueden escribir en
términos de las funciones de onda espinoriales (") (x) propias del Hamiltoniano
libre de Dirac [4, 51]:

81p(”)

ot R

[EZ” “Pn+ mn,Bn] llj(n),
_ Eyn),

i

(1.33)

Estas funciones de onda se eligen ortonormales en el producto interno (1.7)

Wloy =~ [0 dx = [wodx, (1.34)

donde * denota el transpuesto-complejo conjugado. En términos de estas funcio-
nes de onda y sabiendo que la corriente covariantemente conservada, presentada
en la ecuacion (1.5), es de la forma J# = gy donde g es la carga del fermion, se

pueden escribir las corrientes de transicion

T () = 4 () 7" (1
(n)

1) % i x,0(n n n —ig™
= (tp} 7 (x) e e >) ) (¢§  (x) e *X) (1.35)
= j}li(n) (x) exp <iwj(fz)tx> , n=12
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En la segunda linea de la ecuacién (1.35) se ha separado explicitamente la depen-

dencia temporal, definiendo asi las frecuencias de transicion wj(ff) = E](fn) — Ei(n),

donde los El.(i}) son valores propios del Hamiltoniano de Dirac para la funcién de

onda de cada particula en el estado correspondiente.

Siguiendo el desarrollo en [52], se usan: la expresién (1.35) y la representacion de
Fourier del propagador del fotén en la norma de Feynman, en la ecuacién (1.32)

para obtener:

. d*k  —4mexp[—ik- (y — x)]
o 4. 14 p Y
Sfl o l// d"xd y(27-()4 k2 + i€ x

i (075 () exp (iw}?tx + z‘w}?ty) . (1.36)
Dado que x = (ty,x), ¥ = (t;,¥) y k = (w, k) al integrar sobre t, se obtiene
1
_47rz/dx/dy/dtx/2 2715 w wj(,l))exp[ ( ](fi)—l—w> tx] X

(1) () £(2) dk exp[+zk (y —x)]
I [ G e 4

Después de introducir coordenadas esféricas es posible efectuar la integracién so-

bre el momento k:

/(dk exp [+ik- (y —x)] (27-( / KZdK/ (cos6y) exp2(+zKrc059k)

)P WKt i
i 1 r® Klexp (+iKr) —exp (—iKr)]
(27‘[)2 r Jo o2 —ie
i 1 [ K |
() /_oo K 5o exp (+iK7).
(1.38)

Los polos que nos interesan estan en K = + (w + i€’ %) . La integral de residuos,

que debe cerrarse en el semiplano superior, encierra s6lo un polo y da lugar a:

/ dk exp[+ik- (y—x)] 1 exp (+i|w|r) (1.39)
(2m)?  w?P—Kk*+ie 47 r ' '

Al integrar ahora sobre w y t, en la expresion (1.37), el elemento de matriz S toma
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la forma:

_ ) P (Hilwyillx —y1) 2
873 = —2mio (w}) + ) [ ax [ dyji) () Xy i (y), (140

donde wy; representa igualmente a w%) oa wﬁ) y la presencia de ¢ (wﬁ) + wﬁ))

asegura la conservacion de la energia. Aparte de eso, la magnitud de Sy; esté de-
(1) o +(2)

terminada por un acople entre las corrientes de transicion j i Y i mediante una
interaccién dependiente de la frecuencia.

El origen de la interaccién

Para entender mejor de donde proviene esta interaccion dependiente de la fre-
cuencia, regresamos a la ecuacién (1.40) y expresamos la delta de Dirac como una

integral sobre una coordenada temporal de modo que

exp jw' t+z|w ||x y|
= —z/dx/dtexp zw ]fl /d ! |x_y|fl >]fz)( ) -

(1.41)
S1 consideramos el proceso en que la energia es transferida de la particula 2 a la

(2) (2)

particula 1, entonces w i <0y |wj(5)| = —wy, de modo que con ayuda de las
ecuaciones (1.35) y (1.41) puede escribirse la ecuacién (1.40) en la forma:

si= i [ax [y} (ot AR (xt), (142)

donde

(2)
exp [m) (t—|x— |)}
A2 d fi (2)
00 / Y | —l I @), (1.43)

—/dy| 2y, t—|x—y]).

Esto se interpreta de la siguiente forma: la ecuacién (1.42) nos dice que la corrien-

te de transicién ]J(fll.) (x, t) interactdia con un campo electromagnético que fue pro-

ducido por la particula 2. La ecuacién (1.43) nos dice que ese campo con el que

interactta la particula 1, se produce por la corriente ]ﬁ) (y,t) en un instante ante-

rior ' = |x — y|. Por tanto, la ecuacién (1.43) es justamente el potencial retardado. El
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factor dependiente de la frecuencia en la ecuacién (1.40) contiene informacion del
retardo debido a la velocidad de propagacion finita de la interaccién.

La aproximacidén de bajas velocidades

Para velocidades de las particulas pequefias comparadas con la velocidad del la
luz, es decir para (71,72) < 1, esta justificado? reemplazar la exponencial en la
expresion (1.40) por los términos de mds bajo orden en su serie de Taylor®:

; x—y]| 2
exp (i|w | , l.
= )”xiy+i<Wﬁ>'l<Wf>xy' o

Ix —y| c 2 c

El elemento de matriz S aproximado toma la forma:

. . V&P (ilwsillx—yl) -
S5 = —2m/dx/dyqle(,l)vﬁ,l)tpfl)ﬂy P |xf_y| )qzlpj(cz)“rsz)leZ)/

. * * v exp Z|w i||x_Y|
— i [ax [ ayqaap p D g (|xf_y| )

| . Lo exp (flwgl|x —yl
A —2nz/dx/dyq1q21/)§c1) l/JJ(cZ) (1112 — @ -ap) al |xf_y| )

— 2711 // dxdyqlqzlp](cl)*lp](})*u (|wfi|r x — Y|) 1/%'(1)1/’1'(2),

¢§1)¢1(2)1

1/’1'(1)1/]1'(2)1

(1.45)

lo cual se sigue de la identidad

2
Lo 1 | |wyil 1 [ |wyil
o 0 (52) 3 (22 ]|

11, |wgl i@y |wpil? _
%<u_yv“ e [y e Ytz | = U (el i),

(1.46)

’Nétese que la cantidad |w fil ‘X;Cy‘, es adimensional y produce correcciones de potencias de
1/c en el desarrollo.

3Durante lo que queda de esta seccién sélo se escriben explicitamente todas las potencias de
la velocidad de la luz c y se omite la delta de conservacién de la energia.
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que es una aproximaci6n hasta orden “32. Esto tltimo es cierto porque c@ es el

operador velocidad en la teoria de Dirac. Para verificarlo basta con calcular el

operador velocidad:

X] , (1.47)

de modo que podemos estimar el orden de magnitud de cada @ como # y asi, el
término proporcional a &; - &, resulta de orden 717, ~ ¢~ 2. El término de orden ¢!
de la expresion (1.46) no contribuye al potencial efectivo dada la ortogonalidad de
las funciones de onda 1pl.(n) y tp](fn) . Por esto, el orden mds bajo de las correcciones
relativistas es ¢ 2. El término de correccién que sobrevive en la ecuacién (1.46)
resulta no tener una forma conveniente para definir un potencial efectivo, ya que

contiene a wy; y depende por tanto de los estados inicial y final.

Aqui se toma ventaja del hecho siguiente: dado que las funciones de onda son
estados propios estacionarios del Hamiltoniano, se puede reemplazar cada ener-
gla en wy; por el Hamiltoniano correspondiente, si uno se asegura de que cada
operador acttie directamente sobre la funcién de onda adecuada, de modo que se
pueda reproducir el respectivo valor propio. Por efecto de la conservacién de la
energia, representada en la delta de Dirac en la expresion (1.40), se cumple que

wg) = —wﬁ) y se puede encontrar [52] que

1 1 2 2
31 (5 ) (5 - )
= |x—y[AVA® — AW |x —y|A® — AP |x —y|AV + AVA®)|x —y],
_ [Iqm, [H@), x—yl } ,
(1.48)
igualdad que es vélida cuando se calcula el elemento de matriz entre los estados

inicial y final. Los Hamiltonianos de la ecuacién (1.48) son de la forma A =
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A(()n). Usando [p, f (x)] = —iV f (x) se obtiene directamente:

[H(l), [F{(Z), |x — Y|H = c* (—idy) - Vi [(—id2) - Vy, [x—y|],
:Cz[ﬁﬁ-ﬁiz ﬁl-(x—y)&z.(x_y)]. (1.49)

x—yl x =y’
Combinando los resultados de las ecuaciones (1.49) y (1.45) se llega finalmente a

que:

o (W, 2« [ Iilp & -dp+ (d1-n) (@2-n)] ), (2
szN/dx/dyqquIPf l/Jf |:|X—y| 2|X_y| 1/)1' ll]i 4

= (p @ 97 |U (x -y, i@, ) 9! @ ),

(1.50)

siendo n el vector unitario en la direcciéon de (x — y), usando la hermiticidad de
las matrices @ en el producto interno de la expresion (1.7) y omitiendo el término
proporcional a la delta de Dirac de la conservacién de energia. La ecuacion (1.50)
puede ser interpretada de tal manera que se entiende que las particulas se dis-
persan entre si debido a una interaccién efectiva, pseudo-relativista, retardada U dada

por

U= n92 1192 fy - 0o + (521 'n) (522-11)

= = Uc + Up. (1.51)
x—yl 2 x -yl

Como se esperaba, el primer término Uc es el potencial de Coulomb entre las
particulas. Adicionalmente se obtiene el término de correccién Upg, cuadratico en
las velocidades y que es conocido como la interaccién de Breit 4 [54, 55]. Si uno
efectia una aproximacion no-relativista también sobre las funciones de onda 1/)1.(;) ,
la interaccién en la expresion (1.51) puede reducirse a una suma de contribuciones
en las que se pueden identificar interacciones del tipo espin-6rbita y espin-espin.
La aproximacion de Breit es muy 1itil en el cdlculo de corrimientos de energia en sistemas
de muchas particulas y el positronio®. Sin embargo, siempre debe tenerse en cuenta
que la ecuacioén (1.51) es sélo una aproximacion, su uso estd estrictamente justificado
solo en teoria de perturbaciones [56, 57].

4Es interesante notar que la ecuacién (1.51) coincide con la interaccién retardada de dos parti-
culas cldsicas si uno invoca el llamado principio de correspondencia [53], reemplazando cd, — vy.
SEn cuyo caso hay que considerar también el diagrama de aniquilacién de pares virtuales.
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1.4. Electrodindmica de fermiones de Dirac en

un espaciotiempo curvo

En RG la materia ejerce su influencia gravitacional curvando el espaciotiempo y
por eso se estudia la propagacién de particulas y ondas sobre este fondo curvo. La
métrica se trata como un campo externo no cuantizado y los métodos utilizados

en el de espaciotiempo de Minkowski se trasladan tanto como sea posible [58].

Entidades locales, tales como las ecuaciones de movimiento son en gran parte de-
terminadas por el principio de covariancia general y el principio de equivalencia.
[68-60]. Usualmente, se supone que el espaciotiempo tiene una estructura causal
bien definida y un conjunto de hipersuperficies de Cauchy [8]. La dindmica se
deduce de una accién S y la accién se construye de forma tal que sea invariante
ante transformaciones generales de coordenadas (difeomorfismos). La forma mas

sencilla de construir una accién de éste tipo es la prescripciéon de acople minimo.

El requerimiento de que las variaciones de la accién respecto de los campos di-
ndmico, se anule en la regién de integracién conduce a las ecuaciones de Euler-
Lagrange que dan lugar a las ecuaciones de movimiento de los campos y la cova-
riancia general de la accién garantiza la covariancia general de las ecuaciones de

movimiento.

Anédlogamente a lo que ocurre en el espaciotiempo plano, las isometrias del espa-
ciotiempo suelen implicar una ley de conservacién. Las isometrias son generadas
infinitesimalmente por vectores de Killing [58, 61] del espaciotiempo y la invarian-

cia de la accién ante estas transformaciones conduce a la ecuacion de conservacion
v
VY, (THE,) =0, (152)

donde TV es el tensor energia-momento, asociado al sistema descrito con la ac-
cién Sy ¢y es un vector de Killing del espaciotiempo. Esta ley de conservacion

puede expresarse como la constancia de

P: = / 0,8 /—gdx. (153)

En el caso en que las coordenadas son tales que g, (x) es independiente de una
coordenada particular, por ejemplo x?, entonces ¢V = 4+ es un campo vectorial
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de Killing y la ecuacién (1.53) se reduce a que

P, = / 0.\ /—gdx, (1.54)

es un 4-momento conservado asociado al sistema. De aqui se puede apreciar que
nociones como las de conservacion de energia, de momento lineal o angular, en
una teoria de campos inmersos en un espaciotiempo curvo, dependen fundamen-

talmente de las simetrias del espaciotiempo mismo.

Para nuestra construccion resulta importante la nocién de energia conservada, par-
ticularmente para sustentar la idea de los niveles atémicos de energia bien defini-
dos, esto nos lleva a buscar un vector de Killing tipo tiempo en nuestro espacio-
tiempo. Esta isometria temporal que induce la nocién de estacionaridad no debe
ser necesariamente exacta, es decir, no hace falta que se tenga un campo vectorial
de Killing definido en todo el espaciotiempo, sino que puede ser suficiente contar
con un vector tipo tiempo que en la regién de eventos de interés sea de Killing, de
modo que la métrica en esa region particular se pueda considerar independiente

del tiempo en las coordenadas adecuadas [61].

En este trabajo, esta nocién aproximada la logramos suponiendo que la duracién
de todos los procesos, que da lugar a las transiciones atémicas observadas, o que
los procesos de medicién son suficientemente cortos, comparados con el tiempo
necesario para que nuestro observador detecte cambios en la curvatura del espa-

ciotiempo en su sistema de coordenados.

Cuando se estudian los fermiones de Dirac en el espaciotiempo de Minkowski,
los resultados més relevantes provienen de una teoria donde los fermiones son
interactuantes. Cuando el espaciotiempo esta curvado lo mismo ha de esperarse
aunque en este caso los fermiones libres presentan interacciones con el fondo. El
estudio de estos acoplamientos entre los fermiones libres y el fondo curvo ha dado

lugar a nuevas propuestas para test cuanticos de la gravedad [62].

El tratamiento habitual de fermiones interactuantes en fondos curvos es similar al

de Minkowski. Se consideran primero los fermiones libres, sélo interactuando con

la métrica, y posteriormente mediante una aproximacién perturbativa, uno espera

poder describir las interacciones usando conjuntos de fermiones libres, que apa-

recen en instantes muy anteriores y emergen en instantes muy posteriores al de

la interaccion. Esto evoca la nocién de matriz de dispersiéon que se puede definir
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[61, 63] bajo la suposicién de estacionaridad de la métrica, lo cual permite exten-
der la nocién Minkowskiana de matriz de dispersion presentada en las ecuaciones

(1.27) y (1.29) via la prescripciéon de acople minimo.

A continuacién describimos las generalizaciones necesarias para estudiar la dina-
mica de fermiones de Dirac cargados en un espaciotiempo curvo, partiendo de
una accién covariante y siguiendo el procedimiento presentado para el caso de
Minkowski.

1.4.1. Ecuaciones de movimiento en un espaciotiempo curvo

Partiendo de la accién (1.1), podemos escribir la accién de un campo gravitacional

externo sobre un sistema de fermiones de Dirac cargados mediante la accién

SEp = /Q (\/jgd‘lx) Lep (T(k)/@yT(k)/Ay/ vVAH)
- /Q (\/jgd4x> Zk [T(k) (i'y” (x) vﬂ - m) (k) T(k)} — %LFWFW (1.55)
- V=8d ) Y o [ ¥ " (x) ¥ | A,
QO

donde ahora las matrices y* dependen de x y las derivadas V y V son deriva-
das covariantes gravitacionales para un vector y para un espinor, respectivamente.
Los Y siguen siendo campos fermionicos con carga g y los A, campos vectoriales
asociados a la interaccién electromagnética. En el caso electromagnético, el tensor

de Faraday-Maxwell es ahora de la forma

FI'V = VHAY — VY AF, (1.56)

Al variar la accién (1.55) respecto de los campos ¥ y A* se encuentran las siguien-

tes ecuaciones de movimiento

55 e
59 = 0= (1" V= m) o ¥y = (97" () ) o Ay = 0
55(") (1.57)
51:1ED =0— VP =), [‘ikT(k)'VV (x) T(k)} =0
I

Cada una de estas ecuaciones merece ser estudiada con cierto detalle para enten-
der mejor las diferencias entre el tratamiento en un espaciotiempo curvo y el de
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Minkowski.

1.4.2. Campos de Dirac libres en un espaciotiempo curvo

En un espaciotiempo curvo se puede construir la teoria de campos de Dirac libres
Y [42]. En primer lugar, se introducen matrices de Dirac locales 7" (x) que satis-
facen una version local dlgebra de Clifford que satisfacen las matrices v” en el
espaciotiempo de Minkowski. El dlgebra local

" (1), 7" ()} = 28" (), (1.58)

se puede entender como una generalizacién, via la prescripcion de acople minimo

del algebra:
{vF, 4"} =2 (1.59)

Una eleccién conveniente de las matrices gamma locales es

Y (x) = et'5 (x) 97, (1.60)

siendo e¥; (x) una tétrada para el espaciotiempo. La dindmica de los campos libres
Y se obtiene de las soluciones a la ecuacién de Dirac generalizada que aparece en
la primera linea de (1.57), es decir

{igh (x) [Vy—Tu(x)] —m}¥ =0, (1.61)

donde I'; (x) es la conexién de espin que se define como

Ty, (x) = —%fy&'yﬁe‘j”’ (%) [Vﬂeﬁv (x)] , (1.62)

en términos de la tétrada e/; y la derivada covariante V, actuando sobre un vector
[36].

Volviendo a la ecuacién de Dirac, de la expresion (1.61), es importante notar que
dicha ecuacién se puede escribir a la Schrodinger de modo que los espinores de

interés son solucién a

v
0x0

N 1 . .
Ho¥ (x) = {gﬁ (fyo'ykﬁk + z'yofyyl”ﬂ — szyoﬂ Y (x). (1.63)
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La expresi6n (1.63) permite asociar el operador Hg con el generador de la evolu-
cién temporal de los campos. El operador 7y, en un espaciotiempo estacionario,
también se puede considerar el Hamiltoniano del sistema pues es hermitico y co-
rresponde a la componente cero-cero de algtn tensor de energia-momento que se

conserva, como se muestra en la ref. [64].

Para la ecuacién de Dirac (1.61) el producto escalar conservado es:

095 =~ [0 V81 = [ 9 M(x) yx. (1.64)

Es importante no perder de vista que ahora las propiedades de hermiticidad, uni-
taridad y los elementos de matriz se han de evaluar respecto al producto interno
de la ecuacion (1.64), usando la métrica que nos interesa. En este producto interno
se pueden encontrar las condiciones bajo las que el operador 7 es hermitico. Para

ello se calcula:

(How, 5 — 1, Hoy§ =
[ [9)" %2 ) 971" () (Fow) | V=g,
= — [ [09)" 11" (1) ¥ = 9*1"° (x) (i20y)| /=g,
=i [ [oo (Vo ) 9) - w%(ﬂ 9)¢]
— —idol, 95— i [ "3 °<x>¢fg)¢,
:_1/1;; =5 [1° () /=8| ydx, (1.65)

usando la conservacién del producto escalar en el tiempo del observador. Se pue-

de ver que Hy en general no es hermitico a menos que

2 [ vs) =0 (1.66)

lo cual se cumple en general cuando la métrica del espaciotiempo no depende de
la coordenada temporal del observador [42, 64]. Esto tltimo es posible cuando el
espaciotiempo posee un vector de Killing tipo tiempo o cuando en la regién de
eventos de interés uno puede construir vectores de Killing tipo tiempo aproxima-
dos.
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1.4.3. Electrodindmica en un espaciotiempo curvo

Para introducir la electrodindmica en el contexto de la relatividad general, acudi-
mos a la prescripcién de acople minimo. Partimos de las ecuaciones para F*¥ en
(1.10) y de la definicién en la expresion (1.4) [6]. En ellas usamos la prescripcion y
obtenemos

V,F'W =] donde FM =VHFAY —VV'AF, (1.67)

las cuales equivalen al sistema de ecuaciones de segundo orden
AAY — V& (vﬁAﬁ) —REpAP = I, (1.68)

donde se usa A = ¢V, V,. La invariancia de norma de las ecuaciones (1.67) se
aprovecha para redefinir los campos dindmicos como aquellos que satisfagan

VAP =, (1.69)

que generaliza la condicién de Lorentz (1.11). Para estos campos las ecuaciones de

movimiento son:
AA" —RYgAP = ]*, juntocon VAP =0, (1.70)

las cuales son la generalizacion correcta de las ecuaciones (1.12), pues garantizan
el cuamplimiento de la ecuacion de continuidad V, J# = 0, que generaliza la expre-
sién (1.14). La presencia del término de curvatura en la ecuacién (1.70) es debida a
la no-conmutatividad de las derivadas covariantes y es necesaria para garantizar

la conservacion covariante de la carga [8].

La funcion de Green de Feynman en un espaciotiempo curvo

En el caso de un espaciotiempo curvo las corrientes son evaluadas en puntos dis-
tintos, como en el caso del espaciotiempo de Minkowski, pero ahora esto impacta
en la eleccion de la funcién de Green que conecta dichos puntos. Particularmente
importa, la elecciéon de una nocién de transporte que conecte los puntos de inte-
rés. En el trabajo que se presenta aqui se ha elegido la forma de Hadamard de la
funcién de Green de Feynman; esto porque esta funcién de Green tiene una forma
andloga a la del espaciotiempo de Minkowsky, su forma bitensorial nos permite
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hablar de ella como propagador sin recurrir a la nocién de valores de expectacion
en el vacio de campos que NO cuantizamos y adicionalmente esperamos que el
cardcter tensorial de esta funcién de Green nos permita extender nuestros resulta-
dos a otros sistemas coordenados o a otro tipo de espaciotiempo diferentes a los
tratados en este trabajo.

Cuando se estudian interacciones entre fermiones en el espaciotiempo de Min-
lowski, la covariancia y la causalidad determinan que es la funcién de Green de
Feynman para el campo mediador de la interaccién, la que se debe usar al calcular
elementos de matriz S como el de la ecuacién (1.31) que corresponde al proceso
que nos interesa.

Cuando pasamos al espaciotiempo curvo debemos elegir una extensién adecuada
de esa funcién de Green. La funcién de Green de Feynman para el campo elec-
tromagnético que se propaga en un espaciotiempo curvo satisface la ecuaciéon de
onda:

AGup (x,x") — RJGW/ (x,x") = —4mryp (x,x") 64 (x,X'), (1.71)

qué proviene de la expresion (1.70), donde
Kap (%,%) = nprea (x) ep” (x') (1.72)

es el propagador paralelo y e,/ es una tétrada que se transporta paralelamente

desde el punto x hasta el punto x’. En la ecuacién (1.71) aparece la distribucion
delta de Dirac invariante

4 (1.y') = y/—g (1)o® V=28 (y—v), -

v—v)=
= /s gW)® (y—v),

siendo 6() (y — y') la distribucién delta de Dirac 4-dimensional ordinaria y las
identidades son validas distribucionalmente. La presencia del propagador parale-
lo en la expresioén (1.71), nos habla ya de la nocién de transporte que adoptaremos
para nuestra funcién de Green, el transporte paralelo. La funcién de Green de
Feynmann en su forma de Hadamard [59] estd dada por

uﬂC,B/ (x/ xl)

Gup (x,x") = T T ie + Vg (2, %) In [0 (x,x") +ie] + W,p (x,X), (1.74)
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donde ¢ (x, x") es la funcién de Synge, la cudl a su vez es un medio del cuadrado
de la distancia geodésica entre los puntos x y x/, U,gr, Vugr ¥ W,pr son bitensores
por determinar®. Es sabido que Uy,p se escribe en términos del propagador para-
lelo y el determinante de VanVleck-Pauli-Morette. El bitensor W, se determina
con las condiciones de frontera que se impongan sobre G,z y satisface la ecuacion

homogénea.

Se verifica que el tensor V,g es de primer orden en la curvatura. Uno puede su-
poner que es la curvatura quien dota a la funcién de Green de soporte dentro
del cono de luz pasado del punto de observacién, esto porque esperamos que la
funcién de Green de Feynmann (1.74) tome la forma de la funcién de Green de
Feymann en el espaciotiempo de Minkowski

Gyy (x,%) = L — (1.75)
v (x = X")" (x — /)" +ie
cuando g, — 7uv- Se debe mencionar que en el espaciotiempo de Minkowski se
puede dar soporte a la funcién de Green en (1.75) dentro del cono de luz siempre
que los fotones se consideren masivos. En dicho caso el término logaritmico resul-
ta proporcional a la masa del fotén. Salvo este efecto de la masa de los fotones,
que no es considerado en este trabajo, esperamos que al menos para el régimen
de pequefias desviaciones de Minkowski la principal diferencia en la electrodina-
mica en un espaciotiempo curvo la haga la curvatura del espaciotiempo. Lo que
queda es decir qué objeto relacionado con la curvatura es el que deberia conside-
rarse. En el régimen de pequefias desviaciones de la métrica plana no esperamos
distinciones entre los indices del objeto Vg, es decir, esperamos que sea un tensor
con sus indices referidos al mismo punto del espaciotiempo, si ademds ese objeto
debe dar informacién sobre la curvatura del espaciotiempo, esperamos y verifica-
mos (ver apéndice B) que en general sea proporcional al tensor de Einstein. Otras
opciones o bien son de orden superior al primero en la curvatura o bien inclu-
yen directamente al tensor de Riemann rompiendo de entrada la metricidad de la

teoria.

En este trabajo, se consideran observaciones fuera de las fuentes del campo gra-

vitacional; asi, en la practica impondremos las ecuaciones de campo de Einstein

En el apéndice B, se muestra el conjunto de ecuaciones que satisfacen estos bitensores y se
desarrolla el calculo explicito de una solucién hasta primer orden en la curvatura para la métrica
del observador que usa CNFE.
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para el vacio, implicando con ello que R,y = 0 pero con R*g,,,, # 0, pues buscamos
efectos debidos a grados de libertad puramente gravitacionales. Asi, dado que nos
encontramos en regiones que no contienen a las fuentes del campo gravitacional,
esperamos que el tensor de Einstein se anule y con ello que se anule también el
término que da soporte a la funcién de Green dentro del cono de luz. Este anélisis
a posteriori sobre la forma de la funciéon de Green de Feynman, proviene de los
resultados obtenidos en el apéndice B.

La condicion de norma en la funcion de Green

Cuando el tensor de Ricci del espaciotiempo es nulo se espera, por analogia con el
espaciotiempo de Minkowski, que nuestra G,z (x, x') se pueda seguir expresando
como una combinacién lineal de las funciones de Green electromagnéticas avan-
zada Gtig,) (x,x") y retardada G\ (x,x"), correspondientes al espaciotiempo con-

(£)

siderado. Las funciones de Green G a?; (x,x") en un espaciotiempo con R,g = 0,

satisfacen las identidades [65]:
VoGH% (x,2) = =V GH) (x,), (1.76)

donde G(*) (x, x') son las funciones de Green escalares avanzada y retardada que,
en general, satisfacen la ecuacién de onda generalizada

(A —¢R)GH) (x,x) = —4mdy (x, %), (1.77)

donde R es el escalar de Ricci y ¢ una constante de acoplamiento entre el campo

escalar que se propaga con la funcién de Green G y el escalar de Ricci. Ahora

podemos verificar que la condicién plasmada en la ecuaciéon (1.76) es suficiente
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para que los campos dindmicos se encuentren en la norma de Lorentz:

VA" (x) = / [VWG“ﬁ/ (x, x’)} i (x') v/ —g'd*x’
= / [—8ﬁ/G (x, x’)} i (x') /—g'd*x’
= — / {8ﬁ/ [G (x, ') 7 () \/Tg’} — G (x,x") 9g [jﬁ/ (x") —g’} } d*x’

—/ A [Hﬁl (x') —g’]—G(x,x’) Vﬁ/jﬁ/ (X)| /—¢ pd*x
T

=0-— %Z H'B/ (x') dZ'B/
(1.78)

De esta forma, cualquier campo escrito como

A" (x) = /G“ﬁ/ (x, ) P (') /—g'd*Y, (1.79)

se encuentra en la norma de Lorentz, hasta términos de frontera, siempre que la

funcién de Green cumpla con
VaG*g (x,%") 495G (x,x") = VoG (v, %) + VG (x,x') = 0. (1.80)

Estamos interesados en soluciones G*z (x, x') que satisfagan esta condicién, con
B

una funcién de Green escalar que tenga también la forma de Hadamard

U (x,x)

N _
G () = o (x,x') +ie

+V (x,x") In[o (x,x") +ie] + W (x,x'), (1.81)

con U (x,x), V (x,x") y W (x, x") funciones escalares suaves de los puntos x y x’.

1.5. El limite no-relativista

La representaciéon de Foldy-Wouthuysen (F-W) ocupa un lugar especial en la teo-

ria cudntica. Esto debido principalmente a que el Hamiltoniano y todos los opera-

dores son diagonales por bloques para los espinores de Dirac. Para las particulas

relativistas en campos externos, los operadores tienen la misma forma que en la
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teoria cudntica no-relativista. Por lo tanto la representacién F-W en la teoria cudn-

tica relativista es similar a la teoria cudntica no-relativista [4, 66].

La transformacion a la representaciéon F-W es vélida incluso para particulas ultra-
relativista, si el campo externo es tan débil, que la probabilidad de que la pro-
duccion de pares o pérdidas por bremsstrahlung pueden ser ignoradas para una
energia de interaccién de una particula dada [67].

El rango de aplicabilidad de esta descripcién es bastante amplio e incluye, en par-
ticular, la dispersion relativista de particulas y la interaccién de particulas rela-
tivistas con la materia y campos externos [67]. Aunque nosotros consideramos la
mayor parte del tiempo al &tomo como un sistema de dos cuerpos, en las aplicacio-
nes prdacticas es razonable reducir las ecuaciones de 4 x 4 componentes a aquellas
que son dominantes en el limite no-relativista. Se espera que ésto ademds propor-

cione claridad en la interpretacion fisica de los resultados [52, 66].

En presencia de campos externos, aparecen términos de acoplamiento que mez-
clan las componentes de energia positiva y negativa del espinor de Dirac. A estos
términos se les llama impares y tipicamente contienen matrices &. En el caso de
los campos externos débiles, la importancia de los términos impares se pueden
reducir sistemdticamente y de manera recursiva. La transformaciéon F-W puede
verse como una aproximacion a la solucion exacta, que se mejora en cada paso la

aproximacion.

La transformacioén F-W fue generalizada al caso de 2 particulas por Chaplyvy enla
Ref.[68]. Aqui, solo se presentan las expresiones que resultan ttiles para el desarro-
llo de éste trabajo. Partimos de un Hamiltonian relativista de 2 cuerpos, separado

de la siguiente forma:
H= 5(1)m1c2+/3(2)m2c2+(’)5+5(9+0(9+55, (1.82)

donde O, 0 y OO son los términos impares que pueden aparecer, a saber, O&
(impar-par) mezcla las 4 componentes del espinor correspondiente a la particula
1, £0 (par-impar) mezcla las 4 componentes del espinor correspondiente a la par-
ticula 2 y OO (impar-impar) mezcla las 16 componentes de la funcién de onda de
los 2 cuerpos. Los términos £E (par-par) son aquellos que son diagonales respec-
to a las componentes mayores (energia positiva) y menores (energia negativa) de
cada funcién de onda.
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Para el caso particular presentado en éste trabajo resulta muy importante la situa-
cibnenlaque O = O)1(p) y €O = 1(1)0 ), donde cada O q ») es el término im-
par del Hamiltoniano libre para cada particula. Bajo esta condicién [O&,£O] = 0
y, como se muestra en la referencia [68], el Hamiltoniano transformado de los 2

cuerpos toma la forma

Hpw = HEy (1) + HEy (2) + €

) [(9(1), [o(l),f:sﬂ - [O(z), [(9@)'55]} L _PoTha (00)?, (1.83)

8 (myc?)* 8 (myc?)? 4 (my +my) c2

donde £€ y OO provienen solamente del potencial efectivo de interaccién y cada

Hamiltoniano H FDW tiene la forma

O> 0t [0,[0,€] L84

AR, = pmc* 4+ & + - ,
Fw =P 2me* 8 (mc2)® 8 (mc2)?

es el Hamiltoniano transformado del Hamiltoniano libre de Dirac de cada parti-
cula en la métrica bajo consideraciéon. Un detalle importante aqui es que la trans-
formacion F-W debe ser unitaria, por lo tanto, importa el producto interno que se
esté usando para las funciones de onda. Un producto interno en el que se sabe que
la transformacién F-W resulta unitaria es el de la expresion (1.7) y por eso, cuan-
do se trabaja en espaciotiempo curvo se suele implementar una transformaciéon

de semejanza
Y — ¥ =AY,
NV (1.85)
O—0'=A"04,

sobre operadores y campos de manera que para estos nuevos campos el producto

interno de la ecuacion (1.64) se vea como en la ecuacién (1.7) [36].

El operador A que implementa esta transformacién debe satisfacer en particular

W95 = [vMedx= [yrgds= '), (1.86)

que es el correspondiente cambio de forma del producto interno. La ecuacion
(1.86) conduce a que
A*M-A=1, (1.87)
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con la cual se determina el operador A. Una solucién de la ecuacién (1.87) se pue-

de encontrar de forma directa si se impone una condicién adicional:

N

= A*. (1.88)

En este caso la ecuacion (1.87) se reduce a

A

A-M-
M-

Il
—_
~

(1.89)

Z > o
I
—~ Dﬁ.)

cuya solucién es

A=vM-1. (1.90)

La transformacién en la ecuacién (1.86) respeta los valores esperados y la hermi-
ticidad, es decir, si un operador es hermitico en el producto interno { , § también
lo serd en el producto ( | ). Este cambio de producto interno, de momento, es una
conveniencia matemaética para simplificar algunos procedimientos que aparecen
en el limite no-relativista y para poder verificar algunas propiedades de manera
habitual y directa. Sin embargo, la mayoria de los resultados de la fisica atémica
y de altas energias estdn escritas en un producto interno del tipo presentado en
la expresién (1.7), de modo que para poder comparar con resultados conocidos y
con nociones fisicas estdndar va a resultar necesaria la transformacién plasmada

en la ecuacién (1.86) con el cambio de producto interno que involucra.

Resumen

Se ha presentado una construccion del potencial efectivo de interaccion entre dos
fermiones cargados, que se encuentran dentro de un espaciotiempo de Minkows-
ki. Esta construccioén se basa en el elemento covariante de la matriz de dispersién
que involucra el intercambio de un fotén entre los fermiones, utiliza una nocién de
bajas velocidades que proviene de la teoria libre de Dirac en el espaciotiempo de
Minkowski, utiliza la funcién de Green de Feynman del campo mediador y toma
en cuenta la hermiticidad del Hamiltoniano libre de Dirac. El operador efectivo
resultante, contiene correcciones relativistas debidas al movimiento relativo entre
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las cargas.

Una construccién similar para fermiones dentro de un espaciotiempo curvo re-
quiere de varias suposiciones o aproximaciones adicionales. La existencia de la
matriz S y la hermiticidad del Hamiltoniano libre requieren de una nocién de es-
tacionaridad, cuando menos dentro de la regién del espaciotiempo que contiene

los eventos de interés.

El producto espinorial conservado es importante para toda nocién de hermitici-
dad de operadores actuando sobre espinores y la nocién de estacionaridad per-
mite que en dicho producto interno el Hamiltoninano de los fermiones libres sea

hermitico y pueda asociarse con la energia de los fermiones libres.

En la funcién de Green de Feynman electromagnética, se involucra una nocién de
transporte que une los puntos asociados con la fuente del campo y con el punto

de observacién del campo.

Hemos seleccionado la funcién de Green de Feynman en su forma de Hadamard,
la cual involucra la nocién de transporte paralelo. En un espaciotiempo cuyo ten-
sor de Ricci sea nulo o en regiones de observacién dentro de un espaciotiempo
que satisfaga las ecuaciones de campo de Einstein y que no contengan fuentes
del campo gravitacional, podemos esperar que sea una combinacién de las fun-
ciones de Green electromagnéticas avanzada y retardada, en analogia con el caso
Minkowskiano.

Finalmente, se presenta la transformacién de F-W que es el procedimiento habi-
tual para encontrar la forma no-relativista de los Hamiltonianos de particulas re-
lativistas en campos externos. Con estas construcciones como base, en el siguiente
capitulo se presenta la construccién del potencial efectivo de interaccién entre fer-
miones cargados vistos por un observador inercial que usa coordenadas normales
de Fermi. Esta construccion es la extension del procedimiento presentado en la
seccion 1.3.
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Capitulo 2

La Interacciéon de Coulomb-Breit
entre Fermiones Cargados

descrita por un Observador Inercial
que usa

Coordenadas Normales de Fermi

En este capitulo se extiende al caso de un espaciotiempo curvo, el método para
obtener la interaccion efectiva, pseudo-relativista, entre fermiones cargados que
se present6 en el capitulo anterior. Esta extension se desarrolla dentro de la apro-
ximacién estatica-adiabética y para un observador inercial que usa un sistema de
coordenadas muy particular: las coordenadas normales de Fermi (CNF). Empeza-
remos con una descripcion de las CNF y luego entraremos de lleno a la construc-

cién del potencial efectivo de interaccion.

2.1. El Observador y sus coordenadas

Consideraremos un observador inercial, es decir un observador en caida libre den-
tro de un campo gravitacional externo. El hecho de ser inercial implica que su
presencia no es suficiente para modificar apreciablemente el campo gravitacional.

Para este tipo de observadores se pueden introducir coordenadas x* = (¢, x7)



Figura 2.1: llustracion de la situacion considerada en la construccion de las CNF del punto x
por un observador inercial que se mueve sobre la geodésica ¢ que estd parametrizada por el tiempo
propio t

de un punto x en la vecindad normal convexa de su geodésica ¢ (ver figura 2.1).
Para ello, tomamos la tnica geodésica tipo espacio p que pasa por el punto x e
intersecta normalmente a . Sea ¥ = z (t) el punto de interseccion y ¢ el valor del

pardmetro tiempo propio en ese punto. Las CNF de x se definen por!

=t =-e (%) (x,%), y ox(x,x)u"(x)=0, (2.1)
donde o (x, %) es la funcion de Synge, €% (%) es la tétrada ortonormal en % 2 y se
denota 0z = Vo La dltima condicién en (2.1); el requerimiento de que —o3, el
vector tangente a p en ¥, sea ortogonal a u”*, el vector tangente a ¢, determina el

punto X.

En éstas coordenadas la métrica alrededor de cualquier punto en la geodésica ¢

1A los tensores en ¥ les asignamos los indices &, . . .
2En la tétrada: a un indice espaciotemporal que va de 1 a 3 y & el indice de tétrada que puede
irentre 0 y 4.
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puede expresarse como
Sup (X) = Nap +hap (X)), (2.2)

siendo:

hoo = —Roaoy (£) x*x? +0 (x)
h]u/ (X) = Q‘uavb (t) xuxb - I’loa - _%RObac (t) xbxc —|—O (x3) (23)
Hap = _%Rucbd (t) xexf +0 (x3)

y Ram(g es la proyeccién del tensor de Riemann del espaciotiempo de fondo, sobre
la tétrada ortonormal del observador en el punto de la geodésica ¢ etiquetado con
el tiempo propio ¢ [69].

Consideraremos situaciones en las que los Raﬁ,ﬂ; son un conjunto de valores peque-
fios en cada punto de la geodésica y sus alrededores. Adicionalmente, los valores
de las coordenadas de los eventos considerados tales que ||/, || < 1, por tanto en

todas las expresiones, retendremos términos de primer orden en /1, y en Ram(g.

Para ignorar la dependencia temporal implicita en el tensor de Riemann, supon-
dremos también que los tiempos que requieren las transiciones entre estados del
sistema son suficientemente cortos como para que los Ramg no cambien de mane-
ra apreciable durante el movimiento a lo largo de ¢. De esta forma g,z en (2.2) no
depende de la coordenada ¢, pues en (2.3) el tiempo propio entra ahora como un
pardmetro, que si bien es arbitrario, es constante durante las observaciones. Con
esta suposicién ganamos una nocién de estacionaridad, que nos ayuda a justificar

la existencia de la matriz S y la hermiticidad del Hamiltoniano libre de Dirac.

2.2. Interaccion Efectiva

Intentaremos extender los cdlculos que involucran elementos de matriz S asocia-
dos a diagramas como el de la Fig.1.1. La guia principal para dicha extension es la

prescripcién de acople minimo, que generaliza a (1.31) en

Spi = —i / / I (42) G (31, 2) % (1) 18 (x2) ¢ () dbxad*y. (24)
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Como en el ejemplo de Minkowski: G,,s es la funcién de Green de Feynman para

nv
el campo electromagnético y las | Jﬁli son las corrientes de transicion asociadas con

cada campo fermidnico.

En el caso de Minkowski, la corriente de transicion estd asociada con la corriente
de probabilidad de la teoria de Dirac (¢y#¢), que transforma como un 4-vector
de Minkowski y es conservada. En el caso de un espaciotiempo curvo esta estacio-
nario se puede definir una 4-corriente de probabilidad que permite generalizar la

expresion (1.35) bajo el producto interno (1.64) mediante la combinacién [42]
* 0 iA ix0
T (x) = q [¥7 (0 127" Fi ()] €2 25)

Aqui, debido a la estacionaridad podemos separar la dependencia temporal de la
espacial en los espinores ¥ de (1.63) con una constante de separacién que corres-
ponde a la energia conservada. Se han definido también Af; = (Ef —E;) y Eif
que son los valores propios reales del Hamiltoniano # y la funcién propia corres-
pondiente a cada valor propio es la parte espacial del espinor ¥ (x), es decir:

ﬁOTi,f (X) = Ei,fTi,f (X) . (26)
El Hamiltoniano libre % en el punto x toma la forma explicita:

c

.\ S 5 = .11
H = 4fya’ybh0apb + C’)’O’)’a <_pa + Ehcapc + EhOOpﬂ)

~ 1 _ / _ R R
— ihcryofyyl"y (x) — %huoﬁa + imc? <1 — Ehoo) 0+ imczhoﬂ”’ = Hy+ Hj,

(2.7)
que es hermitico en el producto interno (1.64) y donde se identifican a
—ihd, = Pg (2.8)
y _ -
Ho = =%y (cpa) + imc*2°, (2.9)

que es el Hamiltoniano libre de Dirac para el espaciotiempo de Minkowski.

En lo que a la funcién de Green respecta, por la condicion ||k, (x)| < 1 en
la métrica (2.2), resulta suficiente conocer la solucién de los bitensores o (x, x'),
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Kap' (X, x), Unp, Vap' Y Wap que aparecen en (1.74), hasta primer orden en la cur-
vatura®. El propagador paralelo viene dado por

o 1
K00 = 100 + 5 [hoo (x) + hoo (x')],

. 1
Ko = 7 [Bhoa (x) + hoa (x')],

1 (2.10)
Kp0 = 1 [hoa (x) + 3hoa (x')],
o 1
Kab = Yab + E [hab (x) + hﬂb (xl)} :
Para el bitensor U, se conoce una solucién exacta
Uyp (x,x") = Kap (x,x") \/A (x, %)
(2.11)

~ tp (%, 1) {1 - %RW (00)" (Uo)v}

donde A (x, x’) es el determinante de VanVleck-Morette, R, es el tensor de Ricci
evaluado en ¥ (el origen de las coordenadas del observador) y es el mismo para
cualquier punto dentro del parche de coordenadas; oy es la funcién de Synge en
el espaciotiempo de Minkowski y se ha usado la notacién ¢# = V¥¢ para las
derivadas de funcion de Synge. En regiones, tanto para x cémo para x’, donde no

hay fuentes del campo externo se encuentra de manera directa que
Upg (x,x") = Ko (%, X7). (2.12)

Con el bitensor V4 la situacion es diferente, pues no se conoce para €l una forma
cerrada cémo la de la primera linea en (2.11), pero se conocen soluciones apro-
ximadas en potencias de ¢ (x,x’), y a primer orden en la curvatura [70] se sabe
que:

o1 1
Vg = =5 (Gaﬁ — g’hﬂR) , (2.13)

donde gaﬁ es el tensor de Einstein y R es el escalar de Ricci. En este caso también
resulta conveniente suponer regiones externas de las fuentes del campo gravita-

cional.

Para completar la construccién de la funcién de Green (1.74), se necesita la expre-

3Denotaremos con el simbolo “ = ” igualdad hasta primer orden en la curvatura.
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sién explicita para la funciéon de Synge en nuestra métrica. A primer orden en la

curvatura se encuentra que

N — 1 /\1 “H -V
o x) =5y ), smd" (M () dA

1 (2.14)
= 0y (X, xl) + EQym/bAab (O-O)y (UO)V ’

donde y# (A) es la geodésica que une los puntos x y x’, A es el pardmetro sobre
dicha geodésica y 0p denota la funcién de Synge Minkowskiana, que viene dada

por
1 v_ 1 )
(70 = ETII,{V (x — x/)]/l (x - xl) = E]/]VV (O'O)H (0-0) . (215)

En (2.14) se ha definido también al objeto

A = E <x’”xb + x”x’b) + % (00)" (Uo)b] : (2.16)
Con la ecuaciones (2.12) y (2.13) evaluada en Ry, = 0, solo basta determinar el bi-
tensor W,z en (1.74) y lo hacemos imponiendo condiciones de frontera. Pidiendo
que para todo tiempo los campos se anulen cuando la separacion espacial entre
los puntos x y x’ sea muy grande, en analogia con el caso Minkowskiano, uno
encuentra que W,z se anula y la funcion de Green toma una forma singular dada

por:
N Kap (%, X")
Gup(x,x') = 2n)? <U(x, ) —|—ie> . (2.17)

Vamos ahora a definir los estados de dos particulas ® (1,2) como el producto
directo de las funciones de onda espinoriales ¥(")(x) de cada particula. Podemos
escribir a (2.4) como el elemento matricial de un operador W(12) entre los estados
inicial y final del sistema de dos particulas, de modo que

Sfi = // (q)f)* M(Z)M(l)W(l’z)q)i dXo dZé
= <<I)f|W(1’2)q)i>.

(2.18)
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Reemplazando (2.5) en (2.4) y con ayuda de (2.18), se identifica el operador

0 H 0 A7
")y Ty
(21) _ _ 2'?) - O]
Y g g e 1) i ey (2.19)

= A G (2,1) Al

donde «, es la constante de estructura fina,

(A2) (1) s
Guv (x,x') = // Q5Wel<Afi g x0> dxdx" (2.20)
Y 0 A7
_ Y)Y

0= g’

las cuales satisfacen (AP_‘)Jr = A" en el producto interno (1.64), donde 1 denota el
adjunto. Ademas, se introdujo en (2.20) a &4 = ez wae‘/ g, que es la proyeccién
del la funcién de Green de Feynman sobre la tétrada en el punto de observacién y
en el punto de la fuente del campo, la cual por construccion se reduce a &,/ = 17,

con lo que
Dx0+a ) x0)

Gy (6 X) = / / e dx0dx", (2.22)

En analogfa con el caso Minkowskiano, debemos ahora evaluar las integrales
(2.22). A primer orden en |k, |, los ceros de la funcién de Synge (2.14) estén ligera-
mente desplazados, a lo largo de la recta real, respecto de aquéllos que aparecen
en 0p. Debido a esto, podemos usar el mismo contorno de integracién que se usa
en el caso Minkowskiano para la funcién de Green electromagnética pero conside-
rando los polos correctos, que corresponden a los ceros de o (x, x’) + i€, al evaluar
la integral. La integracion por residuos de (2.22) conduce a

x+A() )
1= // dx0dx"0 =
(270)? (0 (x, x') + i€)
iw bo
5(0) e (1-ag0) [9( ) iwp+9( ) —iwp] (2.23)
i w)e —w)e , (2.
p (1 —ago)
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donde w = Aﬁ) — Aﬁ) , Q= Aﬁ) + A]g) y a demas,

_\/b%JF (1 —ago) (r* + &n)
p - 2 ’
(1—a00) (2.24)

éi’[l-l—%(b‘loo-F%)}}

introduciendo la notacién
r* =6 (x — x’)i (x— x’)j,
ag0 = Qoaop-A™,
by = Qoap A (x — xl)k,
Cn = Qiaijab (x - x/)i (x— x/)j~

(2.25)

En analogia con el caso Minkowskiano, la presencia de ¢ ((2) garantiza la con-
servacion de la energia en el proceso de intercambio del fotén entre los fermiones.
Aqui p juega el papel de la separacion instantdnea entre entre los puntos de fuente

y de observacién del campo, similar al papel de r en el ejemplo Minkowskiano.

El desarrollo en serie de Taylor de la integral en la ecuacién (2.23), hasta segun-
do orden en w y primero en la curvatura, que se usa al tomar el limite de bajas
velocidades, es

I~ —(2m)5(0){% [1+% (aoo—%)] +i(3) (b—f>
_% (w;) (r {1 +% (3aoo+ f—é’)D} (2.26)

Esto es el andlogo al desarrollo en la expresion (1.44) del caso Minkowskiano. Ha-
cemos notar que la expresién (2.23), y consecuentemente la expresion (2.26), es
simétrica ante el intercambio 1 <+ 2 0 x <> x’.

2.2.1. Ellimite de bajas velocidades

En la construccion del operador efectivo (1.51) se introdujo un limite de bajas ve-

locidades en el operador (1.46). Al tomar ese limite fue importante identificar el

operador velocidad en la teoria de Dirac, que result6 ser el operador «. El opera-
48



dor velocidad para los fermiones libres ¥ con Hamiltoniano H de (1.63) es

0
m __ [4] m Jx _ L 0K (-5 + A0 _ m
W= [Ho, x"] + == —z[goo ('y v (cpr) +icy Ty M),x ] 027
',YO,),k ,YO,),m

goo [(Cﬁk)/xm] =c goo = cA",

de modo que las A™ se pueden estimar de orden 7. Sin embargo, estamos pensan-
do que los efectos gravitacionales producidos por h;, en (2.2) sobre el potencial
de interaccién efectivo son suficientemente pequefios como para poder ser consi-
derados una perturbacién de: el Hamiltoniano Hy en (1.33), o del operador U en
(1.51), o incluso del Hamiltoniano no-relativista del &tomo de Hidrégeno. Esto nos
lleva a considerar, igual que como se hizo en el espaciotiempo de Minkowski, que

el limite de bajas velocidades se toma estimando & ~ 7.

2.2.2. La construcciéon del operador efectivo

Continuando con el elemento de transicién (2.18), escribimos ahora

S5 = // @5 (1,2) oMW (1,2) @; (1,2) P dx,
= (@} Vo)
= (O}l AL ATG,, P;)

o . 1 /i 2
= (% |a AL ATy, <4>C + (%) Fi+s (%) r(1+ F2)> D).

(2.28)

donde se ha omitido la delta de conservacién de la energia y se ha usado la expre-
sién (2.26). En (2.28) se ha definido

¢c % {1 + % (aoo — %H (2.29)

y F » que son funciones de las coordenadas de primer orden en la curvatura dadas

por

_bo _ 1 Ch
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Ademaés

w=na% - AL,
) - (-] = k). @

S

El operador que acttia sobre ®; en la segunda linea de (2.28) es hermitico porque
cada termino lo es. Ademads, la revision de las propiedades de simetria bajo el
intercambio 1 <+ 2 de las expresiones (2.18) y (2.19) conducen a I (1,2) = 1(2,1),
de modo que el operador efectivo serd simétrico ante el intercambio de particulas.
Dada la forma que tiene w en (2.31) vemos que es de orden c¢~1. Este factor de
c es el mismo que aparece en cada término de (1.44). Hasta primer orden en la

curvatura y segundo en las velocidades, podemos escribir:

1
O = yuAlAT ~ [1 5 (10 + hggﬂ (— 1211 + ppased)
TL 1) (@8 + af) — e o (haSe), +of (hocZa), ]} (232)

siendo —2ie*?%; = [a,a] y que en potencias de c~! debe ser considerado de

O (0) para tener consistencia en el conteo de potencias de ¢! de la expresién:
o (X — §ab1 achC’

cuyo primer término, en potencias de ¢!, es de orden cero. La leccién importante
es que si bien a“ es de orden ¢!, la cantidad a“a’ referida a la misma particula

NO es de orden ¢~ 2; sin embargo la cantidad a4a? SI lo es.

¢Coémo obtenemos el limite de bajas velocidades y la expresion para el potencial

efectivo?. En analogia con el caso plano, necesitamos el equivalente a la ecuacién

(1.46) en la que antes de introducir operadores podamos descartar las potencias

de ¢! que no deseamos. A partir de (2.28) y usando (2.32) se encuentra que la
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aproximacion consistente* viene dada por:

A A A iw 1 iw \?
O(PC"‘(OO"‘O_l) <%) Fl—%(%) 7"(1+F2) q)l>

= <q)}kc| (WC + W_l + W—Z) (Dl'>,

Sfi ~ <q)}kc|DCg

(2.33)

en donde los subindices indican la potencia de c de cada operador y se han defini-
do:

We = Dceéoqbc,

~ A A iw
W_1=a, [0—147(: + Op (—) Fl} ,

2hc (2.34)
~ o A A iw 121 iw 2
W_y =a, |O_2¢pc+0O_1 (%) F > <2hc) r (1 + Fz) ,
que son de orden 0, ¢l y c2 respectivamente, en términos de
_1 1 Ch
$c =~ [1+§ (ﬂoo——z)],
A 1
Op = —1n [1 ~5 (h%) + h(%)ﬂ ,
(2.35)

A 1 e )
O1=-4 { (h(i) + hé}l)) (5 + af) — iy [ (hoeZa)p + af (hoch)z]}

A 1 .
O_z = [1 - = (hé%)) + h[()(lj)>:| (DCQ ~061) .

2

Estos son los elementos bdsicos para la construccién del operador efectivo hasta
orden ¢ 2, a primer orden en la curvatura y en la velocidad® de cada una de las
particulas. Ahora es cuando usamos la prescripcién de ordenamiento, para que
los Hamiltonianos aparezcan en el lugar correcto del potencial efectivo y den lu-

gar a los factores de w tal y como aparecen en (2.33). Esto lo sabemos hacer, la

“En el mismo sentido de potencias de c~! que se us6 en el caso de Minkowski.
5En el sentido de la teoria de Dirac sobre Minkowski.
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prescripcion es:

Q 5 0= [;q@) _ yu),Q]
(2.36)
0 — U = (2i)> [7;[(2>, [ﬁ(l),aH )

que tras evaluar los conmutadores, da lugar a los términos del operador efectivo
de interaccioén [71]:

1 2 1 i
L8 ) () e
W_, = WE = +a, ]_|_1 ‘700—@ (@ - d@y)
e 2 7/‘2

_ % {(1 + Fa) by ol + ok (Efy)z) + (Efy)]((z) oc”})} (o)

sty [ (EAE) + () (W) + (81) (5]}

que con la notacién

1 1 1 B 0
12)p — 12 , 1§ 2aMp = 25 (n)
aa PZ - ; a ; (1,2), 8,1 Bb FQ r2 b rz , aan axa,

r =Xy — Xy, 7’=|1‘|, ﬁZ;, ﬁooano—h(()%)—h(%), h( )_>h12 (238)

(h(()%)) + h(()%))) ’ hﬁl) — ﬁ(1,2)

N =

Z'=x5+xf, B=F-—
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del apéndice E, conduce al potencial tipo Coulomb-Breit:

A

+ %Qom “4:b (as) +afty) + 27 21) 8"+ 5 (8°A") (ady + a’(’l))]
- 2177 [(%) +%> ﬁ} —% (% hg) +he) - ) 4l (%) h() +hg, %)
- [a(z). (hx2) +(nxE), a0 o [(5)8) (hay-8) + (hey-a) (7 8)]
- %&(2) Kl + g0 — % - }) T +an+ B (z1) + % (ﬁ(z) + (1)> + ﬁ}ﬁ] o

donde se ha definido el operador

2% (2,1) = % [(“(Zz) — zx‘(ll)> 2P 4 2° <zx1(’2) — ocl(’l))} : (2.40)

El operador presentado en la ecuacion (2.39) es el operador efectivo que busca-
bamos para describir la interaccién de dos fermiones cargados, distinguibles, en
un espaciotiempo curvo dentro del parche coordenado de un observador inercial,
que se encuentra fuera de las fuentes del campo externo, que puede considerar el
campo gravitacional cémo estacionario y que usa coordenadas normales de Fer-

mi.

La primera linea de (2.39) es el potencial de Coulomb modificado por curvatura,
las lineas 2 a 4 son términos de orden ¢! que desaparecen en el limite de cur-
vatura cero. Estos son fundamentales para la hermiticidad de W, en el producto
interno (1.64). Las dltimas 3 lineas dan lugar al potencial de Breit modificado por
curvatura. Partiendo de (2.39) se llega directamente el potencial (1.51) tomando
el limite de curvatura cero, ya que en dicho limite solo sobreviven el primer tér-
mino de la primera linea asi como el primero y el quinto de la quinta linea. Una
expresion mds compacta para (2.39) que resalta un poco més la simetria ante el
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intercambio de particulas es:

We _1[ 10, &
g~z |1 7 (= ) e

1 Adb e an - 1 . b7 oA

— EQOM [ p <5Cd ncnd> A*pbsed zx?z) + gQOQCb [zx?z)zb +z”ocl(’2)} fc
1 3 (1) [hpanb ab (2) cab 1 2 Taanb ab s\ b

ooty () [20700 =36 — G 6" ) + ) [0 =30 | (b xim)f,

1 5 N ~ =\ A A
_Dé?z) |:(1 “+dgg — % — Fz) Ope + (1 + Fz) nyhe

4 <5bd +2ﬁbﬁd> hc(;) +2ﬁb®£1) + Bbc} ”‘%) +(1+2), (241)

que es el resultado principal de éste trabajo de investigacion [71]. El potencial efec-
tivo corregido por curvatura, presenta dos rasgos especiales, que estdn ausentes
en las discusiones previas sobre el problema que consideran al sistema como un

solo cuerpo:

(i) El acoplamiento de los grados de libertad espaciales y espinoriales.

(ii) El acoplamiento de las coordenadas usuales para el movimiento relativo y

del centro de masa.

Otro escenario donde estos efectos aparecen también, es el de sistemas de dos par-
ticulas cargadas dentro de un campo magnético inhomogéneo [72]. Alli, por ejem-
plo, se estudian técnicas que permiten separar los movimientos relativos y del
centro de masa. Esto podria ofrecer posibilidades adicionales para estudiar efec-
tos gravitacionales a nivel cudntico. Usando (2.41) se construye el Hamiltoniano
pseudo-relativista para dos cargas en un campo gravitacional externo estaciona-
rio, incluyendo correcciones gravitacionales al intercambio de un fotén, y para un

observador inercial que usa CNF, cémo
H5(1,2) = Ay +Ho + We, (2.42)

donde cada Hamiltoniano libre de Dirac H viene dado por (2.7). El Hamiltoniano

(2.42) es por construccién hermitico en el producto interno (1.64), de modo que lo

asociamos con la energia del sistema de campos interactuantes medible por el ob-

servador inercial en sus coordenadas. Por conveniencia, la aplicaciéon de nuestro
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resultado para un d&tomo de Hidrégeno en un espaciotiempo concreto, ocuparé las

expresiones para W, que aparecen en el apéndice C en lugar de la ecuacion (2.41).

Resumen

Se ha construido un Hamiltoniano cudntico pseudo-relativista de dos cuerpos que
describe la interaccién electromagnética entre dos campos fermionicos en presen-
cia de un campo gravitacional arbitrario pero descrito como estético por un obser-
vador en caida libre fuera de las fuentes del campo gravitacional.

Por analogia con el caso Minkowskiano este Hamiltoniano considera efectos de
retardo en el potencial por el movimiento de las cargas hasta orden (v/c)?, en la
velocidad de cada una de las particulas, y hermitico en el producto escalar (1.64).
Las correcciones gravitacionales fueron calculadas sélo hasta orden lineal en la
curvatura y las velocidades fueron estimadas con los operadores de la teorfa de
Dirac libre en Minkowski.

La extraccién de consecuencias fisicas mas concretas del Hamiltoniano (2.42) re-
quiere el uso de la aproximacion no-relativista, tarea que presentamos en el si-
guiente capitulo. La estrategia general es empezar seleccionando y estimando el
orden de magnitud de los distintos términos que aparecen en (2.42). Esto permi-
te aislar las contribuciones dominantes de los términos inducidos gravitacional-
mente, los cuales se consideran posteriormente como perturbaciones del Hamilto-

niano de orden cero resultante.
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Capitulo 3

Efectos de la Curvatura del
Espaciotiempo en Atomos
Hidrogenoides dentro del Sistema

Solar

En este capitulo se estiman los 6rdenes de magnitud de las correcciones al poten-
cial efectivo de interaccion encontrado en el capitulo anterior. Se considera el caso
particular de un observador inercial sobre una geodésica radial del espaciotiem-
po de Schwarszchild. Para este observador se obtienen los términos dominantes
en el Hamiltoniano de dos cuerpos, se introducen la coordenada relativa r y la
coordenada del “centro de masa” R para el sistema protén-electrén empleadas en
la mecanica Newtoniana y se encuentra el limite no-relativista del Hamiltoniano.
Como se verd més adelante, dichas coordenadas no resuelven el problema de la
separacion del movimiento relativo del sistema con respecto al del 4&tomo como un
todo. De este modo esperamos que la coordenada “centro de masa” corresponda
mas bien a una localizacién aproximada del 4tomo con un error estimado del or-
den del radio de Bohr entre la magnitud de R. Finalmente bajo la aproximacién de
Born-Oppenheimer se estima el movimiento del &tomo como un todo en el estado
base de la parte electrénica. Se estudian también las correcciones gravitacionales
dominantes a los dos primeros niveles electrénicos de estructura fina del 4tomo

de Hidrégeno.



3.1. CNF para la caida radial en el espaciotiempo de
Schwarszchild

Para desarrollar algo de intuicién sobre nuestro Hamiltoniano general (2.42), re-
sulta conveniente considerar uno de los casos més estudiados de atomos en un
espaciotiempo curvo de fondo, el de los 4&tomos hidrogenoides en un espaciotiem-
po de Schwarzschild [36, 38, 41, 73]. El elemento de linea para el espaciotiempo
de Schwarszchild en coordenadas de Schwarzschild estd dada por

2Y 2Y (r)\ !
is? — (1 n #) 2dP + <1 _ #) dr? + 12 <d92 + sen? 9d¢2) , (3.1)

donde Y (7) es el potencial gravitacional Newtoniano producido a una distancia r
de la fuente del campo.

En este espaciotiempo seleccionaremos un observador inercial en caida radial ha-
cia la fuente del campo gravitacional, con su eje z apuntando en la direccién de la
caida. En las CNF, la métrica del observador toma la forma

hoo (x) = D2 (x X — 322) , hos =0,

2

72 — 212

2xy —zX (3.2)

2

1 2
2xy  z°—2x —zy

hap (x) = 3D2

—zx —zy x>+ P

Al proyectar el tensor de Riemann sobre la tétrada atada a la geodésica del obser-
vador, que viene dada por

2 _ 21 2GM 9 3 0
O=\VET M oy T Ty
c2r
L, 19
=
s _ 1 9 (3-3)
2" rsenf o’
L, 0 e —1+ 252/:/1 0
€3 = 5@ + 1— 2(52./:/[ gl

donde ¢ es la energia por unidad de masa en el infinito, M es la fuente del espacio-
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tiempo de Schwarzschild y (t,7,0, ¢) son las coordenadas de Schwarzschild [73];
encontramos las componentes no nulas

y GM 1 2

Ron =53 =52 = Rozo2,  Rosos = — D2 64)
~ 1 ~ ~ 2 ’
Ra131 = = R332, Ryz12 = D2’

donde a es la distancia desde la fuente del campo hasta el origen del sistema coor-
denado del observador. En la ecuacion (3.4), resalta que todas las componentes
del tensor de Riemann son del mismo orden de magnitud y ademds son constan-
tes dentro del parche coordenado. La distancia a2 en la expresion (3.4) depende del
tiempo propio del observador, pero como se especificé antes, supondremos que
todos los procesos atémicos de interés ocurren en intervalos de tiempo que son
muy pequefios comparados con aquéllos en que a cambia de manera apreciable.
En otras palabras, supondremos vélida la aproximacién adiabatica y considerare-
mos a como una constante. Podemos estimar el tamarfio del error introducido por

esta aproximacion de la siguiente manera, sea

GM

K(t) = 2500 (3.5)

el valor tipico de la curvatura en la posicién a en el instante t. Al tomar la derivada
temporal de K nos encontramos con

3GM |

K(t) = —ma.

(3.6)

Ahora podemos estimar el cambio en la curvatura AK durante una medicién que
dura At en el tiempo propio del observador. Considerando @ ~ Vj, con Vj la
velocidad del observador en el instante f a la distancia 4, se encuentra

AK = KAt ~ K (1) (?) (:TA:)) ~ K (1) (?) <a“(—f;)) , (3.7)

donde se ha estimado que la distancia cAt asociada a una transicién atémica es
del orden de un radio de Bohr ag. Con esto estimamos el cambio relativo de la

curvatura durante el movimiento del observador

AK ~ VO ap
&~ (7) (m) ‘ G5
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que para movimientos no-relativistas del observador y para distancias entre el ob-
servador y la fuente del campo gravitacional mucho mayores que el radio de Bohr,
condiciones que son realistas para satélites naturales y artificiales en el sistema so-

lar, es una cantidad mucho menor que 1.

3.1.1. Consistencia del uso de las CNF en el espaciotiempo de
Schwarzschild

La expresion (2.2) de la métrica en CNF alrededor de la geodésica de un observa-

dor inercial tiene la forma

Sup (X) = Nlap + 133 (x), (3.9)
donde
]’lizﬁ) (x) ~ Raiﬁ]’ xixj, (3.10)

siendo Raiﬁ]- la proyeccién del tensor de Riemann sobre la tétrada del observador.
La forma exacta para los términos en (3.10) aparece en la ecuacion (2.3). Para que
(3.9) sea una buena aproximacion a la métrica se tienen que cumplir dos condicio-
nes: la primera es que efectivamente |h§53) (x) | < 1, pero ademds debemos pedir
que

g (%) ~ gapiiel, *'xlx seatalque [y ()| < [ (x)], G1D

siendo gncﬁ,ijk}g la proyeccién sobre la tétrada del observador de las terceras de-
rivadas parciales del tensor métrico. La condicién (3.11) implica que el término
cuadrético (3.10) es suficiente en el desarrollo de la métrica g,4. Para poder ver las
restricciones explicitas que implica la ecuacién (3.11) en el caso del observador en
caida libre radial dentro del espaciotiempo de Schwarzschild debemos evaluar las
derivadas parciales g,pjx.- Usando los resultados de la Ref. [74], las expresiones
para las terceras derivadas de la métrica en términos de las primeras derivadas
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covariantes del tensor de Riemann son:

1
800,ijk = ~73 (Roiojik + Rojoizk + Rokoisj + Roiok;j + Rokojii + Rojoksi) »
1
80ijkl = 7 (Rijko + Rikio;j + Rijiok + Ritjosk + Rijkog + Ritkoyj) » (3.12)
1
Sijjin = "¢ (Rejtizn + Rejnizt + Rijkizn + Rujrizt + Rujiix + Rijuix) »

las cuales deben ser proyectadas sobre la tétrada del observador y luego contrai-

(3)

das con las x*x?x¢ para construir los hyy correctos. Usando GRTensorll en Maple

12, se encuentra que

ny | 18fez] | 2GM oy = 2 (1_2%4)_1

h(%) a ac? |x2 + y? — 222 ’

WY | 24fer][4y2 - 22| |nS) (3.13)
hﬁ) al2y? — z2| hg) ’

WY | 120z _|n5)| _ [KE)

e bl Tl

Con las componentes cruzadas (0i) ocurre que los términos ctibicos o son idénti-
camente cero o son proporcionales a
3) _ 3)..(3
)1 = /gy )
9GM ez 2G
_soiel [(a 20

(3.14)

g " ) [22 (x2+y?) + (x2 + yZ)Z} :

Ahora estimamos cada una de las componentes en las expresiones (3.13) y (3.14)

usando los siguientes valores de referencia:

x=Ilsen®cos®P, y =Ilsen®@send, z=1cosO,

2GM re 1 (3.15)

¥s s
= <1, 2=—
a ac? " a3 D%
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siendo [ la distancia entre el origen de coordenadas y el punto de observacion.

Encontramos pues que las condiciones son ahora: para la componente 0i

|h(()§’ | ~ 9|2€| ( ) |cos®sen®|\/£2 — 14+ — ZGM (3.16)

pero la raiz es directamente proporcional a la derivada de la posicién del origen de
coordenadas respecto del tiempo propio, que dentro de nuestras aproximaciones

es cero. Para las demds componentes el sistema de desigualdades es

2 2
@ _ (181|£cos®|) )1_%(“?’@) ‘
h(%) a 11— 2 (ctg®)? | ’
. _(Se N
ﬁ _ (24l|ecos®|) 1 <4Sen‘1’) _ héZ) <1 (3.17)
2 ? ; ,
hgl) ? 1- ( 2§?n®®> héz)
hg) ~ 12l|ecos®| h%) _ ﬁ <1
el N PO T
12 23 »

Para resolver las condiciones (3.17) y (3.16) basta con notar que la cantidad

0= (24|€|l) , (3.18)

a

determina el orden de magnitud méximo de todas las expresiones en las condi-
ciones (3.17) y (3.16). Por otro lado, la ecuacién (3.10) y la condiciéon |h | <1
pueden estimarse en la forma

2
hfﬁ) ~ ra—s G) < 1. (3.19)

Hay que notar que para resolver consistentemente las desigualdades (3.19) y (3.18)
basta con garantizar que el punto de observacién se encuentra a una distancia del
origen de coordenadas tal que

I < a. (3.20)

Asi se puede asegurar que truncar el desarrollo de la métrica alrededor de la geo-
désica del observador en el término cuadrético es adecuado. Vale la pena resaltar

que la condicién (3.20) NO implica necesariamente que los puntos de observacion
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deben estar en el origen del sistema de coordenadas, el hacerlo asi garantiza que
la desigualdad (3.20) se cumple trivialmente. Es justamente el determinar que tan-
to menor que 4 puede o debe ser I lo que mantiene la libertad de observar puntos
mds all4 del origen coordenado.

3.1.2. Hamiltoniano libre de Dirac
Una tétrada ortonormal correspondiente a la métrica (3.2) es:
1 1
eoo = —1+5hoo,  eab = dab + 5hav,
1

e’ =1+ 5o, ea’ =6, —

(3.21)

que se encuentra en la referencia [36] y estd expresada en las coordenadas nor-
males de Fermi. Con esta tétrada se encuentra que las matrices de Dirac en este

espaciotiempo vienen dadas por:
0 1 0 .k koL N
=1+ EhOO Y, v =\0m— Eh m )Y (3.22)

y la contraccién y"T,, que aparece en el Hamiltoniano libre de Dirac (2.7), escri-
ta en términos de los coeficientes de rotacién de Ricci Y55 = €'a <eB - p) efs, se

escribe coémo

: (3.23)

a a 3 k

donde la igualdad en la primera linea se debe a que en la métrica (3.2) los coefi-
cientes de rotacion de Ricci no-nulos resultan ser:

(3.24)

los cuales tienen siempre dos indices repetidos y por tanto al contraerse con el sim-
bolo de Levi-Civita anulan su contribucién a (3.23). Con estos elementos podemos
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escribir el Hamiltoniano de Dirac libre (2.7) en la forma

H = <1 - @) {c«x’_‘ (ﬁk - %akh()o) + mc*B — %txﬁhakﬁk . (3.25)

En el primer capitulo se mencioné la conveniencia de trabajar con un producto in-
terno que tuviera la forma estdndar, implementando la transformacioén (1.86). En

este caso particular, la forma explicita del operador que genera esta transforma-

A=vVM1= (,/1—2;100) 1&1—%h0051+21h, (3.26)

que fue encontrada en la Ref.[36]. Al usar este operador sobre las funciones de

cion es

onda, se logra que el producto interno escrito en CNF

5
(9,95 = / ¢*Mypd°x = / ¢* {1 + 6hoo} pd’x, (3.27)
se reduzca a (1.7) y que el Hamiltoniano libre transformado
W = AVHA = H 4 [Ho Ay
k ] _ . . (3.28)
= (1 — %) lczxk <ﬁk — gakh()O) + mczﬁ — %a”hakﬁk} = Hy+ H,,

se siga separando en una parte Hy de orden cero en la curvatura dada por (2.9) y
una parte Hj que es de primer orden en la curvatura, que en este espaciotiempo

se reduce a
. c . mc? Zich
Hy = —Eﬂﬁb <hoof5bk + hbk> Pr—— 'Bhoo B YRS (3.29)
donde se ha definido
gm = Omhoo = 69ph” . (3.30)

Conviene sefialar que como hgy, = 0, el Hamiltoniano A’ de la ecuacién (3.28) no

contiene términos impares proporcionales a la masa; lo cual resultard de mucha

utilidad en la reduccioén no-relativista usando la transformacién de F-W. Nuestra

expresion para el potencial efectivo de interaccion, también se simplifica de mane-

ra importante pues WS o« h = 0, sin afectar la hermiticidad. Ademés el operador

A en (3.26) resulta proporcional a la identidad. De esta forma, el Hamiltoniano en
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(2.42) toma la forma
& _ () py(n) AC L V4B
$H(1,2) = E 12 Hy ' +H, " )+ Wy +W,. (3.31)

La interaccién efectiva fue construida suponiendo implicitamente que el campo
gravitacional induciria efectos observacionales muy pequefios, de modo que de
antemano uno podria considerar todos los efectos gravitacionales en la interaccion
como completamente despreciables con respecto a todas las correcciones debidas
a efectos de relatividad especial. Sin embargo, vamos a estimar cuidadosamente
el tamafio de los efectos gravitacionales para cada situacién particular en la que
uno esté interesado. A continuacién se presentan los estimados para dos casos

especificos que se consideran con potencial de observabilidad.

3.1.3. Estimaciones de Ordenes de Magnitud

Varias de las situaciones observacionales de interés se pueden simplificar, como
aquélla de un observador inercial interesado en estudiar un gas de 4&tomos a tem-
peratura T ubicado a una distancia Ir del origen de su sistema en caida libre. La
métrica descrita en la ecuacién (3.2) presenta una dependencia explicita con la
curvatura en la ubicacién del observador y que es constante en todo el parche
de coordenadas. Por esto, para hacernos una idea de los 6rdenes de magnitud de
estos efectos gravitacionales podemos estimar las fuerzas de marea Newtonianas
en diferentes situaciones que pueden ser de interés. Por la aparente cercania con

situaciones observables consideramos:

1. El centro galactico (C-G) y los efectos de marea a una distanciaa ~ 4 x 10! m
(correspondiente al tamafio del denominado bulbo galdctico) del mismo. Con-
sideraremos también los efectos de marea del centro galactico en regiones
alrededor del sistema solar (SS).

2. Dentro del sistema Solar: los efectos de marea del Sol cerca de su superficie,
de la tierra cerca de su superficie y de Japiter cerca de su superficie. Cada
uno de éstos los compararemos con los efectos de marea del Sol cerca de la

Tierra y de Jupiter.

Estimamos usando la gravedad Newtoniana, las aceleraciones de marea sobre ob-
jetos del tamafio de un radio de Bohr ag a una distancia a2 de la fuente del campo
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gravitacional. En términos de la masa M que produce el campo gravitacional, el

orden de magnitud de la aceleracién de marea es

GM(Z()

e (3.32)

o9 ~

Para estimar el efecto gravitacional sobre el espectro atémico comparamos es-
tas aceleraciones gravitacionales con la aceleracién instantdnea debida al campo
Coulombiano entre protén y electrén cuando estdn separados una distancia ao,
esta aceleracion es

w.hc

Ac = (3.33)

mea3’

donde m, es la masa del electrén. Definimos ahora el parametro

_ 08 _ (2GM mec \ (g3
CO:A—CN( c2 )(szgh)<a> ’ (3:34)

el cudl nos da una idea del tamafio de los efectos gravitacionales en la aceleracion

en relacion a los electrostaticos. Con el valor de @ en los diferentes escenarios
podemos preseleccionar el escenario més interesante para estudiar los efectos de

marea gravitacionales sobre el espectro atémico.

En los escenarios del centro galdctico (M ~ 10*? kg y a ~ 10'%,10?Y m) se encuen-
tra @ ~ 1070 para los efectos sobre el borde del bulbo galactico y @ ~ 10~ para
los efectos sobre el sistema solar. En los escenarios del sistema solar encontramos
que los efectos producidos por el Sol (M = 10 kg y a ~ 10”,10!,10'?> m) son
de orden @ ~ 10~ sobre la superficie del Sol, @ ~ 10~% sobre la superficie de
la Tierra y @ ~ 10~% sobre la superficie de Jtpiter. Dentro del sistema Solar fal-
ta decir que los efectos de los planetas (Tierra y Jupiter) cerca de sus respectivas
superficies son de orden @ ~ 10~%. Esto nos hace pensar que el escenario més

prometedor es el del Sistema Solar.

Sin embargo los estimados con fuerzas de marea Newtonianas no son precisamen-
te una estimacién de efectos debidos a la desviacion de la métrica Minkowskiana
que queremos incluir en nuestra descripcién del 4tomo. Es decir, las estimaciones
anteriores se pueden asociar de manera directa s6lo con acoples del tensor de Rie-
mann, pero es posible tener también acoplamientos de las componentes de .4
con los grados de libertad de los fermiones que conforman el 4tomo, que serdn
los de interés en las estimaciones de las contribuciones de los términos gravitacio-
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nales al espectro. Estos tltimos no se estiman usando las aceleraciones de marea

Newtonianas sino las desviaciones de la métrica de Minkowski.

Para estimar los efecto de las desviaciones de la métrica plana en los casos previa-
mente considerados, al menos cinco longitudes son relevantes y deben considerar-
se: el radio local de curvatura D, el tamafio caracteristico del parche coordenado
lo, la posicién estimada de un dtomo I, la distancia entre particulas ag y la longi-
tud de onda de de Broglie para el &tomo A,. Con estas longitudes, los pardmetros

que miden los efectos gravitacionales son:

In\ 2 IR\ ? ap\ 2 Ao\ 2
32 — —O 2: —R 2: —0 u2: e
T= (D) al (D) » 70 <D) all (D) ' (3.35)

En la practica estimamos ap como el radio de Bohr del 4&tomo. De forma directa
podemos identificar la jerarquia de pardmetros: 7%, 73, 7* < 7> < 1. A pesar de
esto, en comparacion con la formulacién de una particula para este problema, la
presencia del pardmetro adicional ’yz, que se relaciona con la posicién del atomo,
nos permite explorar regiones donde los efectos gravitacionales debidos al aco-
plamiento de la métrica dentro del 4tomo se hacen importantes. Este pardmetro
puede proporcionar factores amplificadores que podrian conducir a situaciones

donde se puede mejorar la observabilidad.

Aunque para el espaciotiempo de Schwarzschild se tienen simplificaciones im-
portantes en nuestras expresiones generales, ain no es posible trabajar de manera
directa con el caso més general, principalmente por las diversas escalas que apare-
cen en el problema. Por esta razén efectuamos estimados de orden de magnitud en
los escenarios previamente descritos para determinar qué términos de la interac-
cién efectiva resultardn dominantes para nuestro observador. Para cada escenario,
los pardmetros %, 73 y 7> estiman el tamafio de los distintos efectos gravitaciona-
les que el observador puede encontrar en su sistema de referencia. Las longitudes

y los pardmetros necesarios para la estimacién son aquéllos que aparecen en (3.35).

El pardmetro % se usa para estimar el tamafio del parche coordenado del observa-

dor; dado un radio de curvatura D y fijando 42, se determina la longitud Io = 4D.

En los estimados se ha considerado 4> = 1078, que es consistente con la aproxi-

macién |hw/| < 1y que establece una cota superior para nuestro pardmetro ’yz.

En las estimaciones que aparecen en la tabla 3.1 para [z tomamos en cuenta la con-

dicién expresada en la ecuacién (3.20). Dado que realizaremos la aproximacién
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2 v 2 ‘

| [lom) | +* | 7 | i

| CG-BGa~10"m,Ig~10"q, T~ 10°K |
| 108 [<10%[10%] 10%

| C-G-SSa~10"m,Ig~10"%, T ~10°K |
| 108 [ <10%][10% [ 10%

| Sol-Sola ~10°m,lg ~10 4, T~10*K |
| 10° [<10%[10%] 10

| Sol-Tierraa ~ 10" m, [g ~ 10 %4, T ~ 10° K
‘ 1011 ‘ 10—17 ‘ 1051 1022

| Sol-Jupitera ~ 10” m, [g ~ 10 %4, T ~ 10° K
‘ 1012 ‘ 10—21 ‘ 10—53 ‘ 10—22

‘ Tierra-Tierraa ~ 10" m, Ig ~ 10~ %4, T ~ 10 K
| 107 [ 10" 10 10

| Jupiter-Japitera ~ 10° m, [g ~ 10 %2, T ~ 10° K |
| 10° [ 10™ [100*%] 10

Tabla 3.1: Estimaciones para el Hidrégeno de los pardmetros lo y -y en los escenarios considerados.
Se especifican las cantidades a, T y Ir consideradas. Se usa para el Hidrogeno m ~ 10~% kg,
siempre se usa ag ~ 1078 m. Las masas usadas para las fuentes del campo gravitacional son:
10*2 kg para el centro galdctico (C-G), 10°° kg para el Sol, 10% kg para Jupiter y 10% kg para
la Tierra. La notacién A-B significa: “ La masa de la fuente A produce desviaciones de la métrica
plana alrededor de B”.

no-relativista en nuestro Hamiltoniano (3.31), deben considerarse también para-
metros adimensionales relacionados con la velocidad del 4tomo 7 = Vgx-c !yla
del electrén 79 ~ & &~ 7,3 x 1073, En condiciones de laboratorio 7 ~ 10~ — 1076
y para T ~ 10* — 102 K, que corresponde con buena parte de los objetos observa-
bles en los escenarios considerados, encontramos # ~ 10> — 10~°. Asi, estamos
estimando que 779 ~ 1077 — 108 para los efectos relativistas en el dtomo fuera

del laboratorio y a las temperaturas consideradas.

3.1.4. Condiciones que determinan la correccién gravitacional do-

minante

Aprovechando la libertad en la eleccién de Ig, que incluye la restriccién (3.20),
podemos encontrar configuraciones para las que las desviaciones de la métrica
plana que van como ~ 72 resultan a lo més del mismo orden, que las correcciones
relativistas ~ 7779. Estos casos particulares corresponden a:
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I l[g ~ lo ~ (U.Ol(l,— 0.1(1,)

Figura 3.1: [lustracién de la situacion considerada en los escenarios para los que se estiman los
diferentes pardmetros gravitacionales. En particular se ilustran los casos en los que, de manera
natural, el tamafio del parche coordenado permite consistencia en el uso de las CNF y un Ig # 0.

= Un observador en los alrededores del Sol (¢ ~ 10*Y m), que cae radialmente
hacia el centro galdctico y que observa los atomos cerca del borde de su
parche coordenado (Ig ~ o ~ 10~2a). Este caso esta denotado por “C-G y
Sistema Solar” en la tabla 3.1.

= Un observador en los alrededores del Sol (¢ ~ 108 m), que cae radialmente
hacia el Sol y que observa los atomos cerca del borde de su parche coorde-
nado (Ig ~ lp ~ 1071a). Este caso esta denotado por “Sol-Sol” en la tabla
3.1.

Los demads casos cuyos estimados aparecen en la tabla 3.1, aunque cumplen la
condicién | < a conducen a situaciones irreales en las que el observador debe
estar adentro de la masa o bien no satisfacen la situacion ideal en la que 2 ~ 7.

Con esto en mente, consideraremos la situacioén idealizada en la que nuestro ob-
servador cae radialmente hacia el centro galdctico y que mientras se encuentra
alrededor del Sol observa un gas ideal de 4tomos Hidrogenoides a unos 10'® m
del Sol. Para este observador se cumplen las siguientes relaciones entre los para-

metros gravitacionales que miden las desviaciones de la métrica de Minkowski:

Y>>0 Y S, Y <. (3.36)

Esta situacion ideal nos permite estimar el orden de magnitud de varios términos

en W,.

Con el espaciotiempo de Schwazschild como fondo, el potencial de interaccién es
invariante ante la transformacién (1.86) y cada uno de los términos que sobreviven
de (2.37) es hermitico por si mismo en la nueva forma del producto interno.
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Los términos relevantes para las estimaciones son las expresiones (C.2) a (C.4) del
apéndice, cuyas convenciones se emplean en las estimaciones que siguen. Con las
sustituciones

Zuhe LK,
ao (3.37)
R
B =9 B =P QuaR) =y,

¥ — ap, R—)lR, —

en (C.2), encontramos que la parte electrostatica del potencial de interaccién se
puede estimar como

We g [y 1 24+ (1-— 2Af 38
g, L[ T AHO 0+ (=0 0) + (17Ah ), (3.38a)
siendo { = u/M y donde hemos escrito solamente los ordenes de magnitud de
cada contribucién. Ademads, se retuvo el vector unitario fi para identificar los tér-

minos que lo contienen. En el régimen (3.36), el término electrostatico puede redu-
cirse a

We I
Pl (’y nn), (3.38b)
que se traduce en
A Zuehc 1 (r .
WE ~ ¢ {1 - Ehéo) +Cn (R,n)} . (3.38¢)

De forma similar, e introduciendo ademds &(;) ~ 17y &) ~ 1o en (3.37), se en-

cuentra que la contribucién dominante del término magnético (C.4) es

AB
E /2~ Mo+ (1) (o), (3.38d)
que equivale a
B Lache 1, N,
We ~ o, [[X(z) “0(1) T (06(2) -n) <[X(1) n)] . (3.38¢)

Recordamos que en el caso de Schwarzschild hyp, = 0 (h = 0), lo que anula la
contribucién de (C.3). La expresion (3.38e) es justamente el término de Breit de la
relatividad especial. Dado que 72 es del mismo orden que 7770, nuestro observador

puede determinar que WS ~ W8, En otras palabras, bajo las hip6tesis anteriores,
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aun cuando las correcciones gravitacionales a la componente fina del espectro re-
sultan ser varios ordenes de magnitud menores que las correcciones hiperfinas,
estas son significativamente mayores que las correcciones de orden 73 que se es-

tudian al abordar el problema dentro de la aproximacién de un cuerpo.

Este tipo de efectos no son estudiados comtinmente en la literatura, principalmen-
te porque se suele considerar al 4&tomo en el origen de coordenadas y con ello las
correcciones tipo 72 son nulas; lo que a su vez deja cémo pardmetro dominante
a 73, que atn acompafiado por términos del orden de la energfa en reposo no
da lugar a efectos observables. Nosotros vamos a explorar algunas de las conse-
cuencias sobre el espectro atémico debidas a WS que corrige la interaccion elec-
trostatica entre los fermiones que forman al d&tomo. Es basicamente por la libertad
adicional que provee la distancia entre el 4&tomo y el origen del sistema inercial,
que podemos amplificar los efectos de la métrica en las vecindades del atomo.

En particular estudiamos los efectos gravitacionales codificados en WS que en
nuestras estimaciones resultan ser los efectos gravitacionales dominantes. Esto es
similar a lo que se ha propuesto en la referencia [75]. Al intentar efectuar reduccio-
nes similares a las hechas en W,, mediante la estimacién de magnitudes relativas,
para los Hamiltonianos libres de cada particula, nos encontramos con que la elimi-
nacion de algunos términos dafia la hermiticidad. Esto se debe a que en la parte
libre cada término no es hermitico por si solo bajo la nueva forma del producto
interno. Debido a esto, dejamos la parte libre sin reduccién alguna y sélo cuando
se haya tomado el limite no-relativista estudiaremos las reducciones que puedan
ser pertinentes en esta parte del Hamiltoniano total.
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3.2. Estimacién de los corrimientos inducidos en el es-
pectro por el término dominante de las correccio-

nes gravitacionales: interaccion W<

El Hamiltoniano relativista de dos cuerpos que tomamos como punto de partida

es
& 1.2) = 7 B — h (5 h p(1")
H(1,2) =Y, 15 | By Plw) + 100y Biy — tlyy (000" + Iy (ny Pk
M B () 3ich_ Zahc 1
L )2 ()héo)—T%)‘g(n) - {1—§h5§)+€h (Rfﬁ)]- (3.39)

Para estimar los corrimientos de algunas lineas espectrales, debemos realizar pri-
mero una transformacién F-W de dos particulas sobre nuestro Hamiltoniano de
dos cuerpos. Las expresiones més generales para el Hamiltoniano transformado
se presentan en la Ref.[68] y en (1.83), pero para nuestro caso particular resulta

suficiente considerar sélo

B0y BmO [Om)f [(9(;«)'5(@”

Hew =315 4 Bonymone + E + - -

O 8 ()8 (mgye?)’
+(E€)yy — [O“)’L((D;l);z(;g)wﬂ _ [O@)'L((Dzi;z(;‘g)wﬂ, (3.40)

En el cdlculo del Hamiltoniano transformado, todos los operadores de momen-
to lineal se mueven hacia la derecha, de modo que acttian directamente sobre la
funcién de onda. Los términos requeridos en el Hamiltoniano transformado de la

ecuacion (3.40) son

_ k ~(n) 7ich_
O(n) = cay {(5;9 5 (hooéb + hy, )} ) P’ — g 2n) 8(n)s
2
M( )C n
Eny = —— 2=ty B,
(€)= -2 1= a6 (R | = -2 gel 1 af,
(3.41a)



con hgp y h,, dados por (3.2) y evaluados en las coordenadas correspondientes a

cada particula.

A continuacién, usamos las expresiones generales (1.84), transformamos todos los

operadores de posiciéon y momento de las particulas de modo que (x1, P1, X2, P2) —
(R,P,r, p), usando las expresiones que aparecen en (C.1). Por abuso de notacion,
nos referimos a (R, P) como las variables asociadas a la posicién media del &tomo,

que no deben confundirse con las variables asociadas a algtin centro de masa.

La magnitud de los diferentes términos se estiman con ayuda de las identificacio-

nes
hﬁ) ~ 92 hﬁﬁ? ~ 73,
f) ~ UcHo, L(r) ~ Fl, S(z) ~ h, (3.41b)

f’ ~ MCW, L(R) ~ MCZRW, S(l) ~ h.

A modo de ejemplo, veamos como se trabaja el Hamiltoniano libre de una parti-
cula. Empecemos con
] N 35ih .
12 g p 7
(3.41¢)

. . B . .
0%1) =c {(1 — hoo) p* — habpapb - Eeabczc [gapb - (aahbd> Pa
ahora transformamos a las coordenadas (R, P, r, p) y encontramos

2 AN
0%, — { (1 ~ R+ M”QOinR“rD) (P2 —2p-p +p?)
2 SN A e
- (18~ QunR ) (P p), (P p),

) b\ . 5 oA
—€ubc5c [(ﬁ ((5ab - 350135173) (R - %0 ) (P - p)b + auhbd> (P B p)d} } )
(3.41d)

En la dltima linea no se evalué explicitamente 9.1, ni se incluy¢ el término pro-

porcional a g - P, pues para efectos de érdenes de magnitud éstos tienen la misma

magnitud que el primer término de la Gltima linea. En la estimaciéon de magnitu-

des no necesitamos toda la expresion (3.41d), basta con elegir 2 términos represen-
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tativos: tomamos la primera linea y el primer término de la tltima linea

2 ;o N N
Oy = & { (1 — &+ M”QOinR<1rJ>) (lﬂ —P-p+ pZ)

et Ké (8ab — 3043043) (R - % )b) (P— ﬁ)b} } .

Ahora, con ayuda de (3.41b) estimamos
2
Oy ~

M2 { (1=22+287v70) (n? = 280 + 215) — MZD

(7= (1= 2]}
~ M2 {(1 — 7)1 = MZTZD (7’7)} = M*c* {(1 — 7)1 -

= M*c* [(1 — 72) - ““rwz] ~ M2ct (1 _ 72) e

(%) ]

= 0%1) ~ M?ct (1 — fyz) >

| (3.41f)

lo cuél se traduce en la aproximacion

02 papb
W T(1_® _ L (R)] PP
2mic® [(1 o0 >5ab on } 2M
De forma completamente andloga se demuestra
02 NN
@) _ (R (R PP
2myc2 [(1 g0 )éab M } 2u

y los demds términos dominantes que presentamos a continuacion.

(3.41g)

(3.41h)

A partir de este punto, consideramos cero el espin protén (S () = 0) debido a que

posteriormente se hard un andlisis semi-cldsico del problema donde las coordena-

das (R, P) se tratan clasicamente.

Los siguientes términos dominantes que obtenemos son: para los operadores im-
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pares al cuadrado que aparecen en (3.40) sobreviven

02 02 Papb Aaab
(1) @ (1 _p®Y s _p®7] (PP PP
211 c2 + 2myc2 [(1 100 )5’”’ on ] <2M + 2u > toe
2\ (M 5 ue? 5\ -
(1+’y>( SRR ) v e

De los operadores impares a la cuarta potencia en (3.40) nos quedamos con

% , % (1-20) Pt (218 pp") P
8(mic2)® 8 (myc2)’ 0/ 8udc? w 8pu3c?
2 2
o2V B (22 B 0 g
(1-207) B = (2%03) B+ 341
Las contribuciones de los operadores tipo [O, [O, £]] en (3.40) para cada particula
conducen a
Oy [0y €| . 00) [0 €] Lm0 (PR PY
~__. e il o
8 (mc2)> 8 (myc2)? g W 2M - 2p
1, (M 5 pc ,

Las primeras contribuciones al acoplamiento espin-6rbita y a la interaccién de

Darwin, provenientes del término de Coulomb usual en (3.40), son

6
2 z(Z"‘e)3 P‘_CZ(Z"%)3 2 A
(1 7) [yc - ]+ 6 pe 7 (1430R). (341D

Resaltamos la tercera linea en la ecuacién anterior, pues presenta una correcciéon
. . . fhs 4
efectiva a la interaccién electrostética de orden pc?y? (Za,)". Pues en efecto, este
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término, con las dimensiones correctas de energia, es

2 2
Zaehc (E) (o’ +3nty A" ~ Zaehe ( " ) e

1613 \ pc a a3 \uc
e Zepc 3 n 272 (3.41m)
‘ hic uc

= uc® (Zae)* 7>,

En comparacién con otros términos, éste resulta ser menor que el término mo-
dificado de Coulomb ®$ ~ pc? (Z[ch)2 92 por un factor de 10~*. Esta correccién
electrostatica que aparece en la ecuacion (3.41m) no se ha presentado antes en la

literatura relacionada con efectos gravitacionales en sistemas atémicos.

Por dltimo, las contribuciones restantes a las interacciones de Darwin y de espin-
6rbita, que provienen del término modificado de Coulomb en (3.40), resultan ser

oy [oay 9] [0n) [0, 9]
8Zu.hic (myc2)* 87w, (mac?)* -

. L)1/ 1 7Th?
(Ch (R, ) — 5o ) =) (W) Liy S+ <2y2c2 & (r)

1 (th)3
2 (AR — = 2\=7e)
0% (nn 2)

M e
Reuniendo las ecuaciones (3.41) para completar (3.40), obtenemos un Hamilto-

(3.41n)

niano del sistema en el régimen no-relativista

R ]’Z(R) 3 13af)b ~aab
Apw = (M+p) ¢ (1 - %) + Kl - Ehéﬁ)) at —hfif)] ST

A4 ~D
(1) P ®anty P 20 (a0 [, 1@ )
(1 2hy ) 8152 + <2hab PP ) 84302 pue* (Zae) <r> [1 zhoo +Cn (R,n)}
5 . ap\3 T
+ ycz (Zuce)‘l (1 — Eh(()g) ~+ ¢, (R,n)) {(%’) L(r) . 5(2) + (Ea?)) 53 (r)}
3
+uc (Za)® (%) (héﬁ) +3h$)ﬁ“ﬁb>. (3.42)

Con el objeto de estimar los 6rdenes de magnitud de los corrimientos en las lineas
espectrales inducidos por la gravitacién, este operador puede reducirse un poco
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mas. En primer lugar podemos estimar sus contribuciones cémo

Hew ~ Mc2 (1 + fyz> (1 + ;72) +

ue? (1+72) [1+8 (14 78) + 222 + 2*at| . (3430)

Aqui se presenta la posibilidad de una reduccién adicional, pues 2 (Zoce)4 jc?
puede despreciarse comparado con 7> (Z[ch)2 pc?. Esto implica que el operador
en la ecuacion (3.41m), que todo el operador en (3.41n), que el término propor-
(R)
0

cional a hy,” en la ecuacién (3.411) y que aquellos términos en la expresion (3.41j)

. R . o
proporcionales a h;v) pueden ser despreciados. Asi finalmente nos quedamos con

A

Hrw ~ Mc? <1 + fyz> (1 + ;72) + pc?y? <1 +id + zzag)
+uc? [T (14 3) + 222 (1+ 222) |, (3.43)

que corresponde al operador

N B uc® (r 3. () =] Pap
Hpw = Mc? (1 - TO> - 7h50> + [(1 - Ehgy) Sap — h§b>] :
2 3, (R) (R) p'p’ p* 2 2 (40
+uct+ | (1- §h00 Sap — hyy, TR T uc” (Zw,) (—)

+ uc? (Za)* l(%of LWTZS(Z) + (gp%) 5 (r)]

+ uc? (Za,)? (”7°> Bhéﬁ) + (R,ﬁ)] . (3.44)
En la primera linea de (3.44) se identifica una energia en reposo (~ Mc?), una ener-
gfa cinética no-relativista (~ Mc?;?) y las siguientes correcciones gravitacionales:
corrimientos! de las energias en reposo (~ y?uc?, 7Y*Mc?) y de la energia cinética
(~ v*Mc?n?). En la segunda linea, una energia en reposo (~ ic?), una energia ciné-
tica (~ pc?n3), una correccién relativista a la energia cinética (~ puc®#3), la interac-
cién de Coulomb (~ pc? (Za,)?) y el corrimiento gravitacional de la energia cinéti-
ca (~ uc®y?n3). La tercera linea presenta el Hamiltoniano no-relativista de estruc-

tura fina (~ uc? (szg)4) con los términos de interaccién espin-6rbita y de Darwin.

1E] término corrimiento se usa sélo por la analogfa con las expresiones para el corrimiento al
rojo de las frecuencias de fotones en un campo gravitacional débil.
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La tltima linea presenta la interaccién modificada de Coulomb (~ pc?? (Zoce)z).

La reduccién presentada en (3.44) puede considerarse andloga al llamado régimen
de fuerzas de marea pequenas que se estudia en la Ref.[40]. Sin embargo, hay que
resaltar que en nuestro caso, la perturbacién gravitacional se evaltia en la posicion
estimada del &tomo, que se encuentra muy lejos del origen del sistema coordena-
do. El término de corrimiento de masa ~ jic>y? ciertamente es el mas importante
en la parte electrénica de (3.43b) pero no influye sobre el espectro. Estos térmi-
nos dominantes son proporcionales a > y NO a 3, que son las contribuciones
estudiadas con mas frecuencia en la literatura. De acuerdo a nuestro anadlisis, la
contribucién gravitacional més importante al espectro electrénico proviene de los
términos proporcionales a ¢j, (R, i) que dan cuenta del acoplamiento del electrén

a la métrica en la ubicaciéon del dtomo.

Ahora podemos fijar el esquema en el que estudiamos las consecuencias de nues-
tro Hamiltoniano reducido de dos cuerpos. Puesto que las variables R y r no
estdn desacopladas, y por lo tanto no hemos identificado el centro de masa co-
rrecto tratamos el problema de los dos cuerpos usando la aproximacién de Born-
Oppenheimer, en la que se considera a R como la variable lenta, que representa
la posicién cldsica del &tomo, y a r como la variable rdpida. De este modo, para el
movimiento relativo (r, p) las variables lentas entran como pardametros en la per-

turbacion y la posiciéon del atomo podra describirse con un Hamiltoniano clasico

Hg (R,P) = Hy (R,P) +¢(R), (3.45)
donde
Hy = [(1 - ghoo (R)) 5% — pob (R)} 1;“3 + [1 - % (1+ %) hoo (R)} M,
(3.46)

por la separacion de contribuciones en (3.44). Los ¢ (R) en la ecuacién (3.45) son

los valores propios del Hamiltoniano electrénico, que escribiremos como

A, (R,r,p)=HY + A ,. (3.47)



Usando la expresion (3.44), se identifica el Hamiltoniano no-perturbado con

A2
N0y — 2 PT o 2 (%
0 = i+ 2 2 (2)
N a 3]“1’ 'Sz 7T
e () S ()0 0], o

que corresponde a los términos no-relativistas que describen a los dtomos hidro-
genoides con toda la interacciéon que da lugar a la estructura fina. Las correcciones

gravitacionales dominantes sobre la estructura electrénica que se consideran son

~ 1 p? Zaohc
Hye = =5 hoo (R) {3 <ﬂ) - } — hay (R)

~Adab

Aanb
PP _ Zuohc
2u r

] . (3.48b)

Espectro del Hamiltoniano electrénico H(©) + I%Ivz

Antes de estudiar dicho espectro vale la pena dedicar algunas lineas a un deta-
lle importante en el tratamiento que haremos del problema de dos cuerpos y que
no hemos aclarado suficientemente. Cuando en se habla del espectro de un ato-
mo libre compuesto por 2 cargas interactuantes es necesario separar primero el
problema en 2 movimientos independientes, uno asociado al centro de masa del
sistema que describe el movimiento del sistema como un todo y otro asociado al
movimiento relativo. Lograda esa separacién los valores propios y las funciones
propias de los grados de libertad del movimiento relativo se asocian directamente
con el espectro y la configuracién electrénica del atomo. Asi, cuando no es posible
la separacion del problema la nocién de espectro pierde sentido estricto y los tra-
tamientos perturbativos que se hagan del problema acoplado de los dos cuerpos
son s6lo aproximaciones cuya interpretaciéon en términos del espectro verdadero

se hace complicada.

En nuestro Hamiltoniano (3.44) las variables (R, P, r, p) no separan el problema
en dos independientes porque nos son variables suficientemente adecuadas pa-
ra describir el movimiento del centro de masa y el movimiento relativo. Hasta
el momento hemos supuesto que en el limite de bajas energias las coordenadas
(R,P,r, p) son tnicas en la separacién de un problema de dos cuerpos con inter-
accion mutua puramente electrostatica, sin embargo la presencia de la gravedad
implica que atin en el limite de bajas energias y de campo gravitacional débil esas
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coordenadas no son las adecuadas para una descripcién completa del dtomo en
términos del espectro atémico verdadero y del movimiento del 4&tomo como un
todo.

En consecuencia, a partir de este momento no podemos conectar directamente
muchas de las conclusiones de nuestro ejercicio académico con observaciones que
tienen claramente asociadas nociones que nuestra descripcién actual no satisface.
Esto no representa de ninguna manera un retroceso en nuestro trabajo sino que
mas bien resalta la necesidad de encontrar una descripcién mecanico cudntica co-
rrecta que permita mostrar explicitamente, en situaciones més generales que las
encontradas en la literatura, que los sistemas atémicos satisfacen principios tan

fundamentales como el de equivalencia.

Parte importante de estudiar sistemas cudnticos en campos gravitacionales es
mostrar de qué modo se satisfacen los principios fundamentales de las teorias
de gravedad, cémo es que dentro de las libertades que la RG y la MC permiten se
puede verificar de manera universal que se cumplen los postulados iniciales de las
teorias gravitacionales. Este ejercicio no es ficil, hasta donde sabemos no ha sido
resuelto y la referencia que logra algo cercano a ello se restringe a espaciotiempos
con simetria esférica y al régimen de campo débil [76].

Sin embargo, esperamos que mientras el verdadero centro de masa se encuentre
dentro del d&tomo y el tamafio del d4tomo se pueda seguir estimando como el de
una esfera con radio ag, los ordenes magnitud de las correcciones gravitacionales
en teoria de perturbaciones que desarrollamos a continuacién den una idea realis-
ta de los efectos de los campos gravitacionales sobre los espectros atémicos. Por

ello continuamos estudiando el problema del 4tomo en las variables (R, P, r, p).

Con este objeto consideramos al operador Hﬂrz como una perturbaciéon de A,
cuya solucién exacta conocemos. Como se menciona en el apéndice E, los estados
propios no-perturbados vienen dados por (D.13) y sus valores propios correspon-
dientes E,(q?() estan dados por (D.11). Los niveles de energia de (%) presentan dos

tipos de degeneracion:

1. Una degeneracién gruesa tal que dados n y j existen dos estados con la mis-
ma energia. Esos estados corresponden a aquéllos con k = £ (j+1/2) o
equivalentementeal = j +1/2.

2. La degeneracion habitual del nimero cudntico magnético m.
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Para ilustrar algunas consecuencias de la perturbacién gravitacional sobre la de-
generacién gruesa, denotamos por V aquél término en (3.48b) proporcional a hg)
y lo reescribiremos como un operador tensorial respecto al momento angular or-
bital. Siguiendo la Ref.[1] encontramos la descomposicién

o 7 (2) 7(2) 7(2) 7(2)

v=—[avi+a v+ [0 - VY]

1 /2 R R)\ ~(2 2. (R) (0
L0409 0 2, om0

donde se han definido
A=nP_pR 2R,
R) (®) (3.48d)
B = —in¥

y cada Vq(k) es de la forma

1 Zwhe
q(k) E—Tq(k) (p) —— Té") (n), (3.48¢)

siendo Tq(k) (p)y Tq(k) (n) los tensores esféricos asociados a los operadores

p'p’ y A’ (3.48f)

respectivamente. Para cualquier vector cartesiano v = (vx, Uy, vz) la forma expli-

cita de los operadores tensoriales Tq(k) (v) es:

1

- L [Uﬂ,_ ooy 42 (UO)Z] , T = (0,2, (3.48¢)
V2

2 _ 1 2 1
T.7 = ﬁ [vyvg +vovy]|, T = 7 [v_vg + vov_],
donde se han definido:
1 ) 1 )
Uy = _ﬁ (Z)x + Zvy) , 0— = ﬁ (Ux - wy) » 00 = Uz. (3.48h)

La expresion (3.48c) muestra que la perturbaciéon gravitacional 19172, en general,
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mezcla estados con Al = 0, £2 y Am; = 0, £1, £2, con lo que se remueve parte de
la degeneracion gruesa de los niveles no-perturbados. En la literatura, se conside-
ran las correcciones de los niveles de energia més bajos del &tomo de hidrégeno
de los términos del tipo 73, que s6lo mezclan estados con Al = +2 y por tanto

remueven degeneraciones para niveles con n > 3.

En virtud de la componente VO(O) del operador en (3.48c) y que esta dada por

. 1[/p? :
0 _ - K;’_ﬂ) 4 uc? (Zae)? (“_ro)] , (3.481)

nuestra perturbacion (3.48b) permite ver efectos en los nivelesn =1y n = 2. En
estos niveles del Hamiltoniano no-perturbado (3.48a), la perturbacién resulta ser
diagonal en los subespacios degenerados de cada nivel. Los elementos de matriz
no nulos son aquéllos que corresponden a Al = 0, de modo que (3.48b) se puede

reducir a un término de corrimiento dado por

oo e (2 (—)] . (3.48)

Usando la notacién y los resultados del apéndice E se encuentra, hasta orden
2
(7Zac)",

. 57 2T (n+ |x| +1)
<nlj,m|H72|nlj,m'> = —Ehoo (R) E, {1— T (TI—K) X
(K (k+1)SEHF2_ nsﬁ\’zHl)—l) L (K (+1) ST nSr(Z,ZILfJfll)—l)
n'? 20x+1)=2 20x[+1)—1
+W (K (K + 1) Sﬁ,ﬁ;,zl — nSfl,k(l;/ll )] } 5m,m/

= Iy (R) E\X 8y, (3.48K)

donde

2 7 2
En:—%<nae) y n'=n—|x|

La ecuacién (3.48k) muestra que la degeneracion gruesa del Hamiltoniano H()
se remueve por la presencia de la dependencia en k. La estructura de los niveles
n = 1,2 del Hamiltoniano electrénico H (e) de la ecuacién (3.47) se puede apreciar
en la figura 3.2.
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Alli sobresale que para nuestro observador los estados 251/, y 2P; /5, que corres-
ponden a los ntimeros cuénticos (n =2,n' =1,x=—-1)y (n=2,n" =1,k =1)
respectivamente, ya no estan degenerados. Los dos niveles aumentan su energia,
pero el nivel 25, lo hace casi 3 veces mas que el nivel 2P; /,. La diferencia de
energia entre ellos es AEys_op ~ 2 X 1077 eV, que esta 2 ordenes de magnitud por
abajo de la energia asociada al corrimiento Lamb (4,1 x 107% eV) y de la separa-
cién hiperfina del estado base del Hidrégeno (5,9 x 1070 eV).

Es importante resaltar que si hubiéramos usado de forma ingenua los polinomios
de Laguerre no-relativistas en la parte radial de la funcién de onda, en lugar de
las funciones g de la ecuacion (D.10), hubiéramos obtenido algo proporcional al

(1)

primer término de E; sin términos que rompan la degeneracién gruesa.

Regresando a los valores propios del Hamiltoniano electrénico, paran = 1yn = 2
podemos escribir
€y (R) = E(O,){‘ + EShoo (R). (3.481)

n|

El Hamiltoniano del objeto compuesto

Ahora vamos explorar algunas consecuencias de la expresion (3.48l) sobre el mo-

vimiento del &tomo como un todo. En esta tarea seguimos los argumentos de la

Energia (eV)
2Py )5
b ~L1x10T 252
34 - ~ 4.4 %1075 2Py /5 1 ~1.8x 1077
I T ~89x1078
25172 2Py

151/
~13.6 - v ... b ~8.0x1077

)z () . i,

Figura 3.2: Comparacién entre la estructura de niveles asociados a los Hamiltonianos H®) de la
ecuacion (3.48a) ya H (e) de la ecuacion (3.47). Este uiltimo Hamiltoniano contiene las correcciones
gravitacionales dominantes debidas a I:Iwz de la ecuacion (3.48)). Este diagrama no esta a escala.
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Ref.[46]. Con ayuda de las ecuaciones de movimiento de Hamilton resultantes de
la ecuacion (3.46), es posible escribir la energia para la ubicacion del 4&tomo como

. M_ ..., Mc
Er (R,R) = EY + TYubR“Rb + Tchoo (R) — ENhgo (R), (3.49a)

donde se han definido
EY = M2 +EY,

3 (3.49Db)
Yo (R) = [1 + 5hoo (R)] dab + hap (R) .
Usando el argumento de la conservacion de la energia y la hipétesis de Haugan en
la Ref. [46], consideramos ahora al cuerpo compuesto cayendo desde el reposo en
la posicién R hasta la posicién R — d, con |d| pequefia comparada con |R|. Iden-
tificando la energia total del 4tomo con (3.49a) (denotada con E. en la Ref.[46]),

obtenemos para la magnitud al cuadrado de la velocidad final del objeto

2 (1)
2~ S (1o 2nrg i) (2o
Ry~ 2 (1 Mc? (5k> ( axk

Si la aceleracién A se supone constante durante el movimiento tenemos que R% =

dk. (3.49¢)
R

2A - d y se encuentra que la aceleracién del objeto compuesto es

2E\N
Ap = 8k — M—C'25k]gj =g (14 69), (3.49d)

hasta orden d y definiendo

_ C2 ahoo
et (2

Este resultado implica que el objeto compuesto sufre un aceleracién anémala de-

R

pendiente del estado interno del mismo, lo cual viola el principio de equivalencia
débil. La magnitud de esta aceleracién anémala se puede estimar, por ejemplo

para el estado base del Hidrégeno, dando lugar a

6g ~ 10714, (3.50)
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3.3. El problema del corrimiento al rojo gravitacional

De acuerdo con las teorias métricas de la gravitacion, dos relojes atémicos ideales
en reposo colocados en diferentes posiciones x; y x» en presencia de un campo
gravitacional estdtico difieren en sus frecuencias de acuerdo a

n_ [8ol), (3.51)

v g00(2)

Si pensamos en relojes atémicos, donde la emisién de fotones al cambiar el esta-
do del d&tomo entre dos niveles de energia produce las frecuencias requeridas, la

expresion anterior se reduce a

v AE(1) _ [goo(1)
v, AEx(2) T\ goo(2) (052

donde AE, (i) denota la diferencia de energia de la transicién atémica en el punto

x;. La verificacién explicita de esta expresién a partir del Hamiltoniano atémico
en presencia del campo gravitacional es un problema complicado que implica un
célculo mucho mas fino que la estimacién del orden de magnitud de las transicio-
nes respectivas. Hemos podido localizar solo la referencia [76], donde se lleva a
cabo esta verificacion en el caso del &tomo de hidrégeno considerado como un sis-
tema de un cuerpo en presencia de un campo gravitacional con simetria esférica
usando el formalismo THeyu. A continuacién se presenta un resumen de la verifi-
cacion de la férmula de (3.52) hecha en la referencia [76] para el caso particular de

un reloj atémico basado en transiciones de Balmer o de estructura fina.

Para relojes basados en transiciones de estructura fina, el cdlculo puede hacerse
de manera exacta con base en la solucién correspondiente de la ecuaciéon de Dirac.

El punto de partida para estas dos transiciones es el Hamiltoniano

2 1 2
Hy = Tl/zy 4 T-1/2P" _ _T—3/2p4 e

2u 83 r
2 2
_1 € _q7te” 3
con
T = oo =1— h, |h| << L. (3.54)
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Para el caso de transiciones de Balmer, que son las tinicas consideradas aqui, Hy

se simplifica a
P2 e
Hwp = TY?u+ 1712 - — (3.55)
2u r
que tratamos de manera perturbativa introduciendo T = 1 — h. De este modo

tenemos
2 2

B h h\ p= e

En todo el calculo se considera h constante en la vecindad del dtomo. De este

modo basta considerar

Hwp = Hwpo + Hwp1,

P2

— 3.57
(2y), (357)

Por el teorema del virial tenemos que para el potencial de Coulomb se cumple

HWBO|nlm> = €n |nlm>

<T>7’l — _en, <V>7’l — 2€n. (3-58)
Entonces la correccidon a orden uno de cada nivel serd

O P gy = oy = 0
AE,’ = 2(nlm|2y \nlm) = 5 (T), = —=€n, (3.59)

de tal manera que la energia de cada nivel serd

E, =¢, (1 — g) = €1+/800- (3.60)

De este modo se recupera explicitamente la relacion de corrimiento al rojo expre-

sada en la ecuacién (3.52).

3.3.1. Reloj atémico basado en transiciones de Balmer bajo nues-

tra aproximacion

Dentro de las aproximaciones que hemos incorporado, el caso correspondiente
a este reloj atémico se puede estudiar con ayuda de la Eq.(3.44) considerando
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solamente los siguientes términos

Hp = Mc? (1 _ M) n [(1 _ ghoo(R)) b _ pab (R)] I;a_AI:Ib

2
+ uc? (1 - hOOZ(R)) + [(1 - ;hoo(R)> 5% — pab (R)] Pz”—ib (3.61)

— (é) {1 — %hoo(R) + 21" (R) n“nb} :

Aun cuando no tenemos la separacion correcta entre los movimientos relativo y
del centro de masa, procedemos al cdlculo del corrimiento al rojo debida al estado
fundamental, con base en la separacién tipo Born-Oppenheimer que se emple6
anteriormente para estimar los ordenes de magnitud de las correcciones gravita-

cionales dominantes. De este modo separamos Hp de la siguiente manera

Hg = Mc? (1 - hooz(R)) + [(1 - ghoo(R)> 5% — peb (R)] I;“Aljlb +¢(R), (3.62)

donde €(R) son los valores propios de

He(R,1,p) = pc? (1 - hOOT(R)) + [(1 —~ ghoo(R)) 8% — (R)} PoPy

_ (f) [1 _ %hOO(R) + 21 (R) n”nb} .

r

(3.63)

Recordamos que la variable lenta R entra como pardmetro constante. A su vez,
con el objeto de emplear teoria de perturbaciones, separamos H,(R, r, p) en

AR, r,p) =HY +H

a2 2

yoy 2 PT ¢
A0 = e+ 307
~ hoo(R)  [3 p’ b o\ PaPo (3.64)
A, = —u2 0 5y Ry P | pab (R PePy
)2 e — > 00 ( )2y+ (R) 2u
1¢? o ab s X0
+ E_i’ hoo (R) —2e“h (R) —1’3
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Para el estado fundamental, que tiene simetria esférica, tenemos

Pappr\ _ 1. /P*\ 1
(BeBe) = Jom (E) = 0uim)

3.65
5 x%xb 1/ é 1 (369

e 3 = _5ab§ _7 = _5ab§ <V>

La correccién a primer orden resulta
(1) _ __ 3 ab (R L
AE;," = (100|H,2[100) = — | Shoo(R) (T)y + B (R) 284 (T),
) . (3.66)
|3 V) o) + 265 (R) g (V)]

que por el uso del teorema del virial se transforma en
3 1 1 1
AE,(}) = — [_EhOO(R)el —h (R) géabel] + [—5261}100(1{) + 2K (R) 5,11,5261}
1 5
= Ehoo(R) + gh (R) 6y | €1- (3.67)

La condiciéon

1
1t (R) 6 = (222 — - y2> = —3ho, (3.68)

QW

produce finalmente

1 5 1
AEY = <§hoo(R) - §hoo) €1 = —1ghooer- (3.69)

Con el objeto de obtener el corrimiento al rojo esperado, el resultado de (3.69)
deberia ser
m_ _1
AEn = —Ehooel, (370)

que permite recuperar el factor de corrimiento al rojo

(1 _ %hoo) , (3.71)

dictado por los términos de masa. El resultado incorrecto de (3.69) se magnifica
en los niveles excitados, donde la degeneracion en [ serd detectada por los térmi-

nos tensoriales de H,» produciendo corrimientos que dependen de este nimero
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cudntico en cada nivel. Por esto es claro que las correcciones no van a salir propor-
cionales a la energia del estado degenerado inicial y por lo tanto las frecuencias
dependeran de la estructura interna. Lo mismo ocurre con la contribucioén el tér-

mino H,» a las correcciones del nivel n = 2 discutidas previamente.

Esta inconsistencia entre nuestros resultados del corrimiento al rojo gravitacional
y las hipétesis iniciales que nos planteamos parece estar fuertemente ligada al

hecho de haber elegido a (R, P, r, p) como las variables que describen al dtomo.

Se puede pensar también que otra fuente de inconsistencias es el no considerar el
atomo en la descripcién de una particula y poner al electrén lejos del origen de
las coordenadas, estimando “inadecuadamente” la curvatura en la vecindad del
atomo por medio del valor de la curvatura en la geodésica del observador. Sin
embargo, al menos en la aproximacién de campos gravitacionales débiles como
los considerados aqui, se ha mostrado que el uso de las CNF, donde la curvatura
es constante dentro de todo el parche coordenado, es suficientemente adecuado y

consistente con las hipétesis de movimiento de nuestro observador.

Por otro lado, la utilidad de las coordenadas normales de Fermi en un entorno
apreciable del origen queda de manifiesto en la Ref. [74]. En ella se estudia, por
ejemplo, la ruptura por efectos de marea debidos a campos gravitacionales fuer-
tes, en enanas blancas de radio del orden de 10* km, orbitando a una distancia del
orden de 10° km en torno a agujeros negros supermasivos. Como el origen del sis-
tema coordenado esté en el centro de la enana blanca, esto significa que la validez
del parche coordenado es al menos de 10° km.

Uno de los objetivos del trabajo fue comprobar de manera directa si dentro de
nuestra descripcién los d&tomos satisfacen o no las hipétesis fundamentales de las
teorias métricas para la gravedad. Después de haber verificado que las coordena-
das usadas eran suficientemente buenas para la situacién considerada, nos hemos
encontrado con un problema que sigue abierto en la literatura: el de la separacion
completa del problema en un movimiento relativo y uno del sistema como un to-
do. Esperamos pues que la separacién correcta del problema en variables para el
CM y para la coordenada relativa permitan recuperar la expresion universal para
el corrimiento al rojo gravitacional.
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Resumen

En este capitulo se ha presentado un andlisis completo, no-relativista, de las con-
secuencias del potencial efectivo W,, cuando el observador se mueve sobre una
geodésica radial del espaciotiempo de Schwarzschild. El anélisis contempla esce-
narios en los que la descripcion de la métrica en las vecindades de la geodésica
del observador considerando hasta términos cuadraticos en las CNF es adecuado.
El escenario mads interesante resulta ser el un observador dentro del sistema solar
que estudia los efectos gravitacionales del centro galdctico; pues alli es posible en-
contrar un tamafio de parche coordenado consistente con la condicién (3.20) y que
deja los efectos gravitacionales algunos ordenes de magnitud bajo las correcciones

de la estructura hiperfina.

Después de una cuidadosa estimacién de los términos dominantes en el Hamilto-
niano no-relativista de dos cuerpos, el problema fue tratado de forma semi-clasica
a la Born-Oppenheimer, en la que se considera a R como una variable lenta, que
representa la posicion cldsica del &tomo y a r como la variable rdpida. De este mo-
do, para el movimiento relativo (r, p) las variables lentas entran como pardmetros
en la perturbacién y la posicién del &tomo puede describirse con un Hamiltoniano

clasico.

Esta eleccion de coordenadas no resulta ser la mas conveniente, a pesar de que se
efecttia en el limite de bajas energias y de campo gravitacional débil, pues no des-
acopla el problema de dos cuerpos en dos problemas independientes de un cuer-
po, afectando con ello de manera importante la nocién de espectro y la relacién de
nuestros resultados con posibles observaciones astronémicas. Sin embargo, este
contratiempo sefiala la importancia de la definicién adecuada de variables para
el Centro de Masa y para el movimiento relativo en la demostracién general de
que los sistemas atémicos satisfacen los postulados fundamentales de las teorias
métricas de la gravedad, problema que hasta donde sabemos no esta resuelto.

Mediante teoria de perturbaciones no-degenerada, obtuvimos parte de las correc-
ciones a las energias finas de los niveles n = 1,2 y con ello encontramos que
ademads de los corrimientos esperados, aparece un desdoblamiento de los niveles
251,72y 2P; /5 que originalmente son degenerados. La energia de separacién encon-
trada para éstos niveles estd aproximadamente 2 ordenes de magnitud por abajo
de energia asociada al corrimiento Lamb.
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Con un andlisis basado en la conservacién de la energia se encuentra que, ade-
mas del desdoblamiento anterior, nuestro observador detecta, usando las varia-
bles (R, P), una aceleracién anémala de la posicién media del dtomo dependiente
de su estructura interna. Si los 4&tomos observados se encuentran en el estado base
del Hamiltoniano electrénico descrito con variables (r, p), hemos estimado que

esa aceleracién andémala es del orden de 10~ 14,

Finalmente, comparamos nuestro resultado con un tratamiento de un cuerpo que
recupera explicitamente la férmula de corrimiento al rojo gravitacional. Encon-
tramos discrepancias entre nuestro resultado y la ley universal de corrimiento al
rojo gravitacional, que consideramos son debidas principalmente al problema de
no haber separado completamente el problema del &tomo en dos movimientos in-
dependientes, uno asociado al verdadero centro de masa y otro a la coordenada

relativa.
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Capitulo 4

Conclusiones y Perspectivas

En este trabajo se ha presentado una construccién del potencial efectivo de inter-
accion entre dos fermiones cargados que se propagan en un espaciotiempo curvo
arbitrario que satisface las ecuaciones de Einstein. El principal motivo de este desa-
rrollo es la exploracién de la interfase entre la Relatividad General y la Mecénica
Cudntica, una exploracién que permita ver de forma explicita los acoples entre los
grados de libertad del sistema cudntico y los del campo gravitacional.

Dicha construccién estd basada en la extension, via la prescripcién de acople mi-
nimo del procedimiento para obtener la interaccién de Coulomb-Breit presentado
en la Ref. [52]. El punto de partida es el elemento de matriz covariante de la dis-
persion gTq~ — gTg~ que involucra el intercambio de un fotén y que se reescribe
como el valor esperado (entre los estados inicial y final del sistema compuesto)
de un operador hermitico que depende de los grados de libertad de los fermiones

considerados.

La construccién se realiza en un sistema de referencia en caida libre empleando
coordenadas normales de Fermi y en la region del espaciotiempo fuera de las
fuentes que generan el campo gravitacional de fondo. Este sistema coordenado se
restringe de modo tal que los tiempos en que ocurren las transiciones en el &tomo y
los tiempos que duran las mediciones respectivas, son muy pequefios comparados
con el lapso de tiempo en que la posiciéon del origen del sistema de coordenadas
cambia apreciablemente. Ademads, el tamafio del parche coordenado de nuestro
observador es tal que en su métrica y en toda descripcién de los procesos fisicos,

es suficiente considerar solo el primer orden de las desviaciones de la métrica



de Minkowski, asi como la aproximacién de segundo orden en las coordenadas
normales de Fermi.

Bajo estas condiciones, se obtienen las correcciones gravitacionales al potencial
de Coulomb-Breit a primer orden en la curvatura y hasta orden cuadratico en
las velocidades de cada fermion. Estas correcciones corresponden a los tiempos

finitos de propagacion de la interaccion electromagnética en el fondo curvo.

En contraste con el trabajo de la ref.[43], el campo gravitacional que considera-
mos de fondo puede ser arbitrario; en la practica imponemos restricciones sobre
los procesos de medicion o sobre el sistema coordenado para lograr simetrias con-
venientes al desarrollo, mds que sobre el campo gravitacional en si. No tenemos

restricciones a las simetrias espaciales del espaciotiempo.

Dentro de las simetrias que logramos con nuestras suposiciones sobre el sistema
coordenado, estd la nocién de estacionaridad de la regiéon del espaciotiempo es-
tudiada, que resulta fundamental en la construccion del potencial efectivo, pues
permite hablar de la matriz de dispersién, de la hermiticidad del Hamiltoniano

libre e incluso de una teorfa de perturbaciones cudntica bien definida.

En la descripciéon del &tomo, usamos la aproximacién de dos cuerpos y la interac-
cién mutua, todos interactuando con el campo gravitacional. Esta aproximacién
se prefiere porque los tratamientos de un cuerpo suelen asociar la posiciéon del
centro de fuerzas con la del centro de masa. En la teorfa general de la relatividad,
descripcién de la posicion y del movimiento del centro de masa de un sistema
compuesto interactuante sigue siendo un problema abierto.

Aungque en el ejemplo concreto presentado en el capitulo 3, usamos definiciones
Newtonianas para la coordenada relativa y para el centro de masa, como buenas
variables asociadas a los grados de libertad electrénicos y de la posiciéon media del
atomo, respectivamente, lo hacemos en el régimen de bajas energias y de campo
gravitacional débil. Sin embargo esto no es suficiente para un adecuado estudio
del espectro atémico y para la verificacién explicita de que un dtomo satisface los
principios de las teorias métricas de la gravedad, en particular la férmula para
el corrimiento al rojo gravitacional. Una discusién mas completa del problema
del centro de masa o de las definiciones asociadas a él en diferentes escalas de
energia, como la presentada en la ref.[43], forman parte del trabajo futuro que se
puede desarrollar para este sistema atémico dentro de un espaciotiempo curvo.
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Analogamente al trabajo de Fischbach y Freeman partimos de la ecuacién de Dirac
covariante para describir la interaccion del protén y el electrén con el campo gra-
vitacional externo. La forma del Hamiltoniano y del producto interno en el que
dicho Hamiltoniano es hermitico también se transforma al lenguaje usado en el
espaciotiempo de Minkowski. La interacciéon electromagnética y la influencia gra-
vitacional sobre ella, es estudiada por medio de la funcién de Green de Feynman

en su forma de Hadamard y especializada a la métrica de nuestro interés.

La obtencion de esta interaccion electromagnética efectiva es un aporte importan-
te de nuestro trabajo. Se obtiene un operador que describe esa interaccién electro-
magnética efectiva hasta orden <%) 2, donde v 7 es la velocidad de la particula
respectiva. El operador efectivo contiene explicitamente términos que se asocian
con la interaccién eléctrica y la interaccién magnética, ambas influenciadas por
el campo gravitacional. También escribimos el Hamiltoniano efectivo de interac-
cién como la suma de los Hamiltonianos relativistas de los fermiones libres (en el

sentido gravitacional) y del operador efectivo de interaccién electromagnética.

El potencial efectivo W, escrito en la forma del producto interno usado en el es-
paciotiempo de Minkowski, que contiene interaccién de Coulomb-Breit, muestra
correcciones gravitacionales en los términos de interaccion eléctrica y magnética,
pero ademas incorpora los términos YWEU que denominamos “de curvatura”. Es-
tos términos tienen su origen en la hermiticidad que pedimos para el potencial
en el producto interno curvo y pueden proporcionar acoplamientos adicionales

sujetos a las posibilidades de observacion.

Nuestro potencial W, fue obtenido de forma general y expresado en términos de
los grados de libertad de cada uno de los fermiones. Al escribirlo en las coorde-
nadas Newtonianas para la posicién relativa y para el centro de masa, se hizo evi-
dente el papel de un grado de libertad adicional en el problema, la posicién media
del &tomo, que hemos denotado por R. Normalmente en la literatura se considera
que el atomo se encuentra en el origen del sistema de coordenadas. Esta variable
adicional produce un efecto amplificador en las transiciones electromagnéticas del
atomo corregidas gravitacionalmente. Esta propiedad se estudié en el capitulo 3
estimando los ordenes de magnitud correspondientes. Sin embargo, la no separa-
cién del problema de los dos cuerpos destruye toda nocién de espectro por lo que
la libertad adicional introducida por el pardmetro y? debe estudiarse de manera
maés cuidadosa.
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Por otro lado, la correcta eleccién de las coordenadas centro de masa y relativa po-
dria producir cancelaciones entre diversas contribuciones perturbativas del mis-

mo orden, que modifiquen sustancialmente la estructura del espectro final.

En el caso particular del espaciotiempo de Schwarzschild como fondo, que pre-
sentamos en el capitulo 3, introdujimos también la transformacién de F-W de dos
cuerpos para identificar el limite no-relativista del Hamiltoniano del sistema com-
puesto. Una vez obtenido ese limite, usamos las definiciones Newtonianas para
las coordenadas y los momentos de las variables relativa (r, p) y de centro de masa
(R, P), para estudiar el espectro electrénico y el movimiento de la posicién media

del &tomo en la aproximacién de Born-Openheimer.

Es importante recalcar que las variables (R, P) son consideradas como las variables
candnicas asociadas a la posicién media del d&tomo. Estas variables, en particular
R, pueden no coincidir con la verdadera posicién y el verdadero momento del
centro de masa del sistema. Sin embargo, la variacion Ag|, ,j en la estimacion del
orden magnitud de los niveles de energia obtenidos, debida a correcciones AR en
la estimacion de la posicion del centro de masa

E(l) ,YZ

(]

Ae [1,] =

AR\ ) a2 40 M 2 10-2
es muy pequefia, siempre que el verdadero centro de masa se encuentre dentro

del tamafio promedio del 4tomo.

El ejemplo con el espaciotiempo de Schwarzschild, ilustra también algunas de
las diferencias con consecuencias préacticas, entre la aproximacién de una y de
dos particulas en la descripcion del dtomo. La presencia de nuevos parametros
perturbativos (17,72 y %) abre la posibilidad de encontrar fenémenos adicionales

accesibles mediante un espectro atémico.

Maés atin, pudimos ver que hay condiciones en las que los efectos gravitacionales
(~ 7?) sobre el espectro, debidos al acoplamiento gravitacional via la métrica en la
posicién del a&tomo, pueden estar alrededor de dos érdenes de magnitud abajo de
las correcciones provenientes de la relatividad especial (~ #1p) siendo ciertamente
mucho mayores que las estudiadas (~ ’y%) en la mayoria de los trabajos que se

encuentran en la literatura.

La degeneracién gruesa del Hamiltoniano de estructura fina (H(?)) se remueve
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debido a la perturbacion I:I,yz, en virtud de la dependencia en el nimero cuantico
de Dirac (x) de las correcciones perturbativas a la energia. Solamente hemos es-
tudiado la estructura de los niveles n = 1y n = 2 del Hamiltoniano electrénico
(H (¢)) POrque en esos niveles basta con considerar la teoria de perturbaciones no-
degenerada. Es importante hacer notar que estos niveles no son estudiados en la
literatura, pues la perturbacién usualmente considerada (~ uc?y3) que afecta la
estructura electrénica tiene elementos de matriz nulos en los niveles con Al # +2.
La estructura de los dos primeros niveles de energia del Hamiltoniano (3.47) des-
crito en las variables (r, p), vista por un observador inercial que se mueve sobre
una geodésica radial de Schwarzschild hacia la fuente del campo gravitacional, se

puede apreciar en la figura 3.2.

En particular, nuestro observador se encuentra con que los estados 25/, y 2P, /5,
ya no estdn degenerados. Los dos niveles aumentan su energia, pero el nivel 25, /,
lo hace casi 3 veces mas que el nivel 2P; /,. La diferencia de energia entre ellos es
AEys_op ~ 2 x 1077 eV esté 2 ordenes de magnitud abajo de la energia asociada
al corrimiento Lamb (4,1 x 107% eV) y de la separacién hiperfina del estado base
del Hidrégeno (5,9 x 107° eV).

Esta contribucién a la estructura del espectro resulta inconsistente con el resultado
esperado del corrimiento al rojo gravitacional. Lo mismo puede verificarse en el

nivel fundamental n = 1.

Es interesante resaltar que si en nuestro tratamiento del Hamiltoniano electrénico

hubiéramos usado de forma ingenua los polinomios de Laguerre no-relativistas

en la parte radial de la funcién de onda, en lugar de las funciones § de la ecuacion
(1)

(D.10), hubiéramos obtenido algo proporcional al primer término de E;;¢, es decir,

sin términos que rompieran la degeneracién gruesa.

Otros sistemas cuanticos a los que en el futuro podriamos extender nuestro proce-
dimiento o estudiar en ellos consecuencias de nuestro potencial efectivo de inter-
accion incluyen: fermiones indistinguibles, el positronio, el anti-Hidrégeno, gases

de Fermi y condensados de Bose-Einstein.

Nos resulta de gran interés aplicar nuestro método a una métrica tipo PPN y al

sistema coordenado que la misma tiene asociado; pues el contacto con pardmetros

medidos y medibles es directo. Ademads, al menos para observaciones dentro del

sistema solar, ésta es la métrica aceptada por la comunidad cientifica. Asi mismo,
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la métrica PPN nos permite estudiar otras teorias gravitacionales mas alla de la de

Einstein.

Motivados por las inconsistencias en nuestro calculo del corrimiento al rojo gravi-
tacional provenientes de la no separaciéon del problema de dos cuerpos, es claro
que un primer aspecto a mejorar en nuestro trabajo serd el de intentar separar el
problema en dos movimientos independientes revisando las definiciones alterna-
tivas para el centro de masa de particulas interactuando electromagnéticamente.
Esto permitird una adecuada comparacién con espectros observados y dara luz
sobre la forma concreta en que los sistema atémicos pueden llegar a respetar los
principios fundamentales de la Relatividad General.

También con miras en la generalizacion de los resultados encontrados, seria de in-
terés introducir adiabaticamente la dependencia temporal del tensor de Riemann,
al menos para un tratamiento cudntico perturbativo, que nos dé pistas sobre lo
que podemos esperar en campos gravitacionales dependientes del tiempo. Otra
generalizaciéon que puede resultar interesante, es la de la no imponer las ecua-
ciones de campo de Einstein, abriendo asi la posibilidad de incluir otras teorias

métricas dentro de nuestros resultados.

Como se menciond en la introduccién, una de las principales metas de esta in-
vestigacion es contribuir a encontrar mas evidencias que guien el desarrollo de
la interrelacién entre la Relatividad General y la Mecénica Cuéntica, y que cuan-
do menos nos permitan entender mejor cémo deben trabajar juntas ambas teorias.
La basqueda directa de la Gravedad Cuantica es de momento un objetivo a muy

largo plazo.
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Apéndice A
Lista de Convenciones

Estas son las convenciones que usamos frecuentemente en este trabajo:

Signatura +2 en la métrica g;.

s % = diag(—1,+1,41,+1).

a ={0,1,2,3} = {0,a} son indices de tétrada, mientras que = {0,1,2,3} =

{0,a} son indices coordenados

La tétrada ortonormal correspondiente a la métrica (2.2) es:

1 1
ego = —1 — Shoo, egs = —hoa,

5 2 . 4 (A1)
ea0 = ;Moa, €ab = tap + hav
que se encuentra en la referencia [36].
= Para el tensor de Riemman usamos la definicion
Rywxﬂ = Fﬂvﬂ,ﬂt - (A2)

y para el tensor de Ricci usamos

Ryg = RV ypa (A.3)



» Nuestras convenciones para las matrices de Dirac son:

0 ok 1 0
(GGl e

k son las matrices de Pauli. Las convenciones consistentes con

donde las ¢
las elecciones anteriores relacionadas a las matrices gamma de Dirac en la
métrica de Minkowski son:

()" =

() T (A5)
ok = —a0nk
B =iy

abc

= El simbolo totalmente antisimétrico €*° es tal que €'2* = +1.

» Para la conexién de espin del observador en caida libre radial en el espacio-

tiempo de Schwarzschild usamos las siguientes componentes:

1.
INES _EROkOm“kxm/
1
4’? (A.6)
Tz = E (2x23 -+ 221) ,
i
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Apéndice B
La Construccion de Hadamard

Escribimos el potencial electromagnético A*(x) como en (1.15), en términos de
las fuentes j#' (x'). En la representacién de Hadamard, la funcién de Green de
Feynman para el campo electromagnético en un campo gravitacional de fondo,
descrito por la métrica g,y [70, 77] tiene la forma presentada en (1.74) con U,p
dado por (2.11), donde A1/2 es la raiz cuadrada del determinante de VanVleck-
Morette que se define como

_ _det [aaaﬁ,a(x, x’)]
VsV ()

Cémo se dijo antes, los bitensores suaves V*g (x,x') y W*g (x, x’) deben determi-

(B.1)

narse de las ecuaciones de campo y de las condiciones de frontera del problema.
Para V*g (x,x’) no se conoce forma analitica y se ha demostrado [78, 79], que
puede removerse de la funcién de Green por medio de una transformacién de
norma bajo circunstancias muy particulares. El bitensor W¥g (x, x") depende fuer-
temente de las condiciones de frontera impuestas sobre la funcién de Green. En
un espaciotiempo que satisfaga las ecuaciones de Einstein en el vacio, la condicién
de norma (1.80) conecta las funciones de Green escalar y vectorial, dando lugar al
conjunto de ecuaciones

VV[;/;]/[ +Vp =0 (B.2a)

1/2 1/2
(8" KV’B/);V + 82 £ Vg0, + Vo + 0 (WHey + W) =0. (B2b)



Usualmente (B.2b) se usa como una restriccién sobre Wy W una vez que V%
y V han sido determinadas[80]. Para identificar las ecuaciones que debe satisfa-
cer cada bitensor, se sustituyen (1.74) y (1.81) en las ecuaciones de onda (1.71) y
(1.77), para x # x'. Para la funciéon de Green electromagnética estas sustituciones

conducen a

OV — RV =0,

. - (B.3a)
LW — R WHg =0,

para todo x # x/, junto con

2V g0 + (00T —2) Vi = — (64,0 - RY,) UMy,

(B.3b)
ZUDC'BIWO'V + (O'-L—T — 4) U“ﬂ/ = 0,

que debe satisfacerse al menos sobre el cono de luz [77] y donde hemos usado la

notacién
U“ﬁ/ = K[X'B/Al/z. (B3C)

Dada la forma de U“/, la segunda ecuacion en (B.3b) se satisface sobre el cono de
luz y en todo punto dentro de él. Ahora, usando la primera ecuacién de (B.3a) y
la primera de (B.3b) como condicién sobre el cono de luz, es posible determinar a

V%g [65]. Para lograr esto debemos resolver la ecuacién de onda homogénea
OV*y — RV =0, (B.4a)
con datos caracteristicos determinados por
. 1 .
V07 +5 (M =2) Vg = —Kep (0,7), (B.4b)

donde

K (x,%') = (OU*y — R UMy ) (B.4c)

o(x,x")=0 )

Aqui V%4 denota la restriccion de V% al cono de luz. La condicién inicial ne-

cesaria para resolver (B.4b), proviene del limite de coincidencia! de esa misma

1Es el limite en el que x se acerca a x’. Se denota con corchetes alrededor de la cantidad depen-
diente de los dos puntos.
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ecuacion diferencial, y resulta ser

lim V' = [v“ﬁ/} - —% (g“’ﬁ, -~ %g“’ﬁ,n’) . (B.4d)
En la ecuacién anterior G% gy g“/ p son, respectivamente, el tensor de Einstein y
el tensor métrico evaluados en el punto x’. Usando (B.4b) y (B.4d), Ve p se deter-
mina de manera tinica sobre el cono de luz. Dentro del cono de luz usamos (B.4a)
y elegimos V*4 de modo que sobre el cono de luz coincida con \V/,xﬁ/. Sélo queda
determinar W% p/, pero para ello usamos una solucién a la ecuaciéon de onda homo-
génea que satisfaga (B.2b) y las condiciones de frontera del problema. Dado que
nuestro interés se centra en resolver la funcion de Green al primer orden en |k, |,
es importante en este punto notar que el bitensor V4 no tiene parte de O (0), pues
la funcién de Green Minkowskiana no tiene soporte al interior del cono de luz, de
modo que considerando sélo el primer orden en nuestro desarrollo, las ecuaciones

para este bitensor y su restriccién cambian a

M

()\ — /\0) Vaﬁ’ -+ leﬁ’ = Kﬂﬁ’/ (BBa)
la cual se debe integrar a lo largo de la geodésica nula Minkowskiana que une los
puntos x y x’ para los cuales el pardametro toma los valores A y Ag respectivamen-
te. La ecuacion (B.5a) puede integrarse de manera directa, notando que el lado

izquierdo de la igualdad se puede escribir como una derivada total, dando como

resultado \
(A —Ao) Vaﬁ/ = Caﬁ/ + /A K,xﬁ/ [y‘o (A’)} ax, (B.5b)
0

siendo 7o (A') la geodésica nula Minkowskiana y C,g un bitensor constante, que

se ha de determinar con el valor inicial [Va[g/] . Hay que notar que el lado derecho
de la primera igualdad en (B.4d) se obtiene justamente del limite de coincidencia

de K, g, razén por la cual podemos escribir, para ' fijo,

[Vtxﬁ’} = Kup' [70 (A0)] -
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Esto nos permite encontrar el valor de la constate C,p. Asi, formalmente es vélido

el siguiente desarrollo

(A= A0)Vagr = Capr +Kug [90 (0)] (A = Ao) + 2K [0 (A)] (A — Ao)* 4+

{Caﬁ’ + Ko [0 (A0)] (A — Ao) + 3Kupr [Tlo (A0)] (A — Ag)* + - -+ }

[V"‘ﬁl} = (A= 2o)
Cup 1.
. p , o o oo EPR
= lm [(A—Ao)} + lim {Kocﬁ (90 (A0)] + 5Kapr [70 (A0)] (A = 20) + }

de donde podemos ver que, por la suavidad de V4 y por el limite de coincidencia
la tnica opcién admisible es que Cygr = 0. Asi nos quedamos con que la solucion
de (B.4b) estd dada por

1
A — Ao

. A
V,X‘B/ = /)\0 Koc,B’ [90 ()\/)] dA’. (B.5¢)

Ahora, solo es necesario calcular K,z (x, x') en nuestra métrica particular. Es cono-
cido, de las propiedades del determinante de VanVleck-Morette y del propagador
paralelo, que a primer orden en la curvatura

1 1 1
Oy = —51up Qpaot1*70™ = =S 11ap (_§R) (56)

que en nuestra métrica es una constante. Para el segundo término de K,z las cosas

son mads sencillas, pues el tensor de Ricci ya es de primer orden de modo que
RQ’YU,Y’BI >~ Raiyﬂ,},ﬁ = Rtxﬁ (B7)

el que también es constante en nuestras coordenadas. Con estos resultados tene-

mos pues que
1 1
Koc,B’ (x, xl) = _E (glxﬁ — 61706,572’) (BS)

que en nuestro caso es un tensor constante, independiente del par (x,x"). Asi la

ecuacioén (B.5¢) nos da como resultado que

. 1 1
Vg = =5 (gaﬁ - gnaﬁR) (B.9)
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a primer orden en |k, |. Ahora dado que la restriccién Vaﬁ/ es una constante, la
ecuacién de onda homogénea que satisface Vg 2 tiene por solucién a éste tensor
constante ‘V/a[;/ ya que solo de ésta manera se puede lograr que al evaluar Vg sobre
el cono de luz, resulte en un tensor independiente del punto fuente x’; esto quiere
decir que nuestro bitensor Vg esta dado por

1 1
Vap = =5 (Q,Xﬁ — 8’7”‘5R) , (B.10)

que en ausencia de fuentes del campo gravitacional conduce a que V,z es nulo.

De manera andloga se encuentra que

V=—2 R, (B.11)

que también se anula en las condiciones consideradas para nuestro observador.

Asfi hasta ahora, las funciones de Green (1.74) y (1.77) se reducen a

e N (G (B.12)
o (2m)? \ o +ie ) '
1 1
_ B.1
© T nr (0+ e W) ’ (B

ahora decidimos imponer las condiciones de frontera

im G%% (x,x') =0 V <x0,x’0) , B.14

{x2}—00 p ( ) ( )
que son las mismas de la funcién de Green de Feynman en el espaciotiempo de
Minkowski, porque esperamos pocas diferencias en el limite de campo gravitacio-
nal débil. Si W*g = 0y W = 0, las funciones de Green G,g y G satisfacen las
ecuaciones de frontera (B.14) y se reducen a las formas singulares que se utilizan

en los cdlculos del potencial efectivo.

2La cual a primer orden en la curvatura es una ecuacién de onda en el espaciotiempo Min-
kowskiano
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Apéndice C

Potencial Effectivo de Interaccion en

las variables (R, r)

Para lograr una presentacion mas familiar de los acoplamientos asociados con la
interaccién (2.41), escribimos esa ecuacion en las variables Newtonianas del cen-
tro de masa (R) y de movimiento relativo (r) para el sistema de dos particulas.
Consideramos el régimen en el que una de las particulas es mucho mds masiva
que la otra, como resulta adecuado para el caso de d&tomos hidrogenoides. Consi-
deramos m; > my, de modo que podemos aproximar m; ~ My my ~ u, siendo
M = mj + my la masa total y u la masa reducida. Bajo estas aproximaciones, la
transformacion que usamos toma la forma:

xlzR—%r, p1~P-p,
M (C.1)
x, ~R+r, pp=p+ P

M
Escribimos (2.39) separando las interacciones en: electrostatica (WW<), mediada por
curvatura (Wecu) y magnética (Wf). Conservamos términos hasta de orden /M.
Se designan también las matrices alfa de la siguiente forma: A ) para el nticleo y

A () para electrén. La expresion para el potencial electrostatico es

WE = =2 {1 S [ (1 Y H (1= 1) Qo R + e (R, r)},
(C2)



que en el limite de ntucleo fijo al origen de coordenadas (M — oy R — 0) se re-
duce al potencial electrostatico de las Refs.[36, 42, 73]. Los términos de interaccién

mediados por curvatura se reducen a

~ ae
Wecu [QOame( ) +

1 (R) L wY,m H arb m
> { [7’10’” * (E + M) o = (1= 1) Qoansr“RY | (A + Ay))

)" (b m) ) b (a3
>k

{1 - g [héﬁ) + % (1 - %) g + (1 - M) Qoaopr! Rb)} - %Ck (R, f)} <A(2) 'A(l))
+ <1+% [hé? (1+ 3”) hig + (14 17 ) Qoorr“R” rlzgh (R,r)D (A -2) (Aq-
_ (A(z) .ﬁ> (3rQ0a0k {R” + (% — ﬁ) r”} A’(‘l) +£ (h(R) X i(l)) A

21 ik (agb)sMa o L[ (R) 4 B (Ngal am
— e Qo r RIZ VA + [7hmr - (1—10-) hmR}Al)

k L n i S .
_ <3}"Q0a0kA(2) [Ra + <§ — m ]:'a —+ 41 |:(h(R) +h(1’)) X Z(Z)] ‘N

) 1 r f
+2€1]kQ0aibr(aRb)Z]('2)ﬁk + ;A]EZ) [3]/125)1'“ _ (1 — ﬁ) hik)Rﬂ:|) A(l) -n)

Al Qo+ i -
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Aqui se ha denotado
&n (R,x) = 20 e = 2 )RR, (C5)
1 .
(a b) = _ amb a b
Q*T —Z(QT +1Q").

Las expresiones (C.3)-(C.4) se usan en la estimacién de los 6rdenes de magnitud
discutidos cuando se estudia el espaciotiempo de Schwarzschild.
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Apéndice D

Funciones de Onda del Hamiltoniano
de Estructura Fina e Integrales

Relacionadas

Para los calculos perturbativos de los efectos gravitacionales en el espaciotiempo
de Schwarzschild, necesitamos las funciones propias no perturbadas del Hamil-
toniano de estructura fina para la parte electrénica (3.48a). Usando nuestras con-
venciones y siguiendo el procedimiento de la Ref. [81], se encuentra que la parte

superior del espinor relativista

()
km = < SK (r) Xem ) = <1/};EZ§> , (D.1)
—ifc (r) X—xm PYrm
que es la solucién exacta de la ecuacién de Dirac para el dtomo de Hidrégeno, es

funcién propia del Hamiltoniano de estructura fina. Es decir,

) 4
2, PP 2 2 (%0
e+ 2 8udc? ue (Zee) ( r )

4 (a0\3L-S [ ma} W _ p(0) ()
+uc? (Zae)* () St (TO> 5 (r)] gl = EXyl), (D2)



con valores propios

(0) 2 4

B 1[5, (6)f(n _3
ORI ONCEI) 3

C-(irE) =it
SRR N(ER) R RIS

Enla ecuacién (D.1), x«,» son los espinores esféricos, gx y fr son funciones radiales

donde

5 = Za,, (D.4)

conocidas. Estas funciones radiales satisfacen el conjunto acoplado de ecuaciones

diferenciales
Kk+1
S =— 8k + <W+k+ )f;c,
(D.5)
K— 1 )
f}i: fK_<Wc_kc+—)gK
r r
y usualmente se normalizan de modo que
* 2 2\ 24, _
| (g 15) r2ar = 1. (D.6)

Dado que en el limite no-relativista las componentes superior e inferior de los
espinores no estdn acopladas, buscamos normalizar esas funciones radiales de
manera independiente. Para esto definimos f, = axfx v §x = Prgx con ax v P

constantes por determinar. Usando (D.6) e imponiendo

/O Ge|2r2dr = 1, /0 Fel2r2dr =1, (D.7)

se encuentra

-1

2 )
onl? = e g = ([ ) o)

Las expresiones que usamos para fx y gx son

r) = 2Avke — Wee™ (2A7)° 1 Ny X
Sk

n' 1F (1—n;25+1;2Ar) — (K— TC) 1F (—n';ZS-l—l;ZM)} (D.9)
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gi (1) = 2AV ke + Wae M (2)&1’)5_1 Ny X

{n/ 1F (1 —n;2s + 1;2)Lr) + (K — T) 1F (_n/;zs + 1;2)uf) (D.10)

que se presentan en la Ref. [5]. En estas expresiones

(0)
c E
W=n—l, k=%, W=,

A=kt =WZ, s=+Vr*-0, (D.11)

N — —A B\ T(n+25+41)
mx T (2s+ 1)\ \ e ) 20k (0ke — Ax) 0’V

donde « es el llamado niimero cudntico de Dirac, n en el niimero cudntico princi-

pal, j es el nimero cudntico del momento angular total. La constante de normali-
zacién N, . es tomada de la Ref. [66]. Las funciones hipergeométricas en (D.9) y
(D.10) son series finitas porque su primer argumento es un entero negativo, de mo-
do que son en realidad polinomios que pueden asociarse a funciones de Laguerre
de indice no-entero, como se muestra en la Ref.[82]. Usando esto, las ecuaciones
(D.8) tienen por soluciones

2k, 2k,

e BT (D12)

Ny =

De modo que para llegar a las funciones radiales normalizadas fi y §x solo es
necesario remplazar las raices cuadradas vk — W, y vk + W, por Vke en (D.9) y
(D.10). La funcién propia normalizada del Hamiltoniano de estructura fina viene

dada por
Unim = G (1) Xoeym,s (D.13)

que es la que se usa en los cdlculo de los elementos de matriz de la perturbacién

gravitacional (3.48j). El célculo de los elementos de matriz (3.48k) requiere de la
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siguiente relacion
52 2
P _ P‘C 20212 w2 <
2= 52 <u0> {[e0e+1) =247 (= W2) - 2rW,] &
[5+K(K—1)]'8Kf} (D.14)

K

que hace uso de (D.5). También son necesarias integrales de la forma

1 = /0 e PO F (—a;b;pt) 1Fy (—A; by pt) dt = pP T2 (0) SE¢, (D.15)

donde
R PRSIV b LS
Aqui (x), es un simbolo de Pochhammer
(X)y=x(x+1)...(x+k—-1), (D.17)
los simbolos K 'y Q denotan enteros definidos cémo
K=1+a Q=1+A, (D.18)

para a y A enteros positivos. También necesitamos los siguientes desarrollos a méas

bajo orden en J para algunas de las cantidades previamente definidas

1/6) Sk

1/6 T(ﬂ |K| 1) 2 1)—6
2 2A,25+1-0 0 + K|+ (2[x[+1)
(2A)™ 2ke Ny, 1205 ~ 5 <—) (2ke)” - (%) Sia . (D.20)

114



Apéndice E

Conmutadores para el calculo del

potencial efectivo

Este apéndice presenta algunos de los pasos principales en la obtencién del po-
tencial efectivo W,. Para obtener la expresion (2.39) hace falta desarrollar los ope-
radores que contienen a los H'(()l’2) hasta primer orden en la curvatura, para ello
escribimos el Hamiltoniano (2.7) de la particula s = {1,2}, como una suma de

términos de orden cero y uno en la curvatura
~ (s ~(s s) 7y (s 1/ k(5.0 B a .k A8
O ~ A + [hoo( VA + 5 (h R (AR hoa(s)fr(sms)) (cP;(c )>

: 0 i s s i s) A
—ihc (’)’?5)'7(5)ri( ) - Iﬂ(() )> + EmSCZhOV( )')’ys)} ’ (El)

donde el Hamiltoniano en el espacio Minkowski esta dado por
A(()S) = _W?S)rylés) (Cﬁl(c5)> + iM(S)CZ’)/?S) (EZ)

y se ha usado la notacién



donde xl(‘s) denota ahora la k-ésima coordenada espacial de la particula s y m ) su
masa. Ahora, dada la forma del Hamiltoniano (E.2) podemos escribir especifica-
mente los conmutadores asociados a w y w? en (2.36):

(A — A, F| = — (—ich) [y?s)fy{s) (14 h00®) (3F) - VoV (14500 (3;F) |

1 . k (s).0 P s\ & ~k
+ 5 (ieh) [ (#97%,) — oD ) (BeF)

y los dobles conmutadores

3209, [A6),£]] = (1 hot™ + hn®) [9, [0, ]| +

ey () (38) ~ i) () s i ] 0

w0

para cualquier par (s,s") € {1,2} y cualquier funcién F de las variables (x, x"). El
conmutador entre Hamiltonianos de orden cero que aparece en la primera linea
de (E.4) esta dado por:

(80, [8,F]] = (—ien)2 287y, (32 F) +
(=ieh) |17 Yoy vien ] @) (e8”) = (ieh) (imse?) (20, 27| @)
(E.5)
Notese que las lineas 3 y 4 de (E.4) son un término explicitamente simétrico en

las variables (s,s’) mientras que 5 y 6 forman uno antisimétrico en las mismas

variables. Es importante también notar que cuando s # s’ muchos de los términos
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en los conmutadores (E.3)-(E.5) se anulan reduciéndose estos a los explicitamente

simétricos en el par (s, s’).

La forma que tiene el potencial efectivo en términos de los conmutadores que

acabamos de presentar es

0 1 1 Ch 1 1@ o (o
~ 0 H
W= 11927 (2)Y 2y Tnv {; By (ﬂOO + 1’_2) + 2 (—ich) { A

e (2 ()] - ([ (0] 0, )+ 0, )

r
4
015 o )]« 105 s ]t

donde hemos usado el hecho de que algunas de las funciones ya son de primer

VR

orden en la curvatura, con ellas en los conmutadores se reemplazan los Hamil-
tonianos libres curvos por los Minkowskianos. Para evaluar explicitamente las
derivadas parciales que aparecen en (E.4) nos resultaran ttiles las siguientes defi-

niciones:

(x=x)

r

r= \/(5ab(x—x’)“ (x—xb, t=

Nk 1 1 ]
(m) = (h7) — Zhgoa* = = <h001xk HR a4 2Kk + %ek’””hOmZn)

773

) :
(hy)* = —5 <hkaoc“ + 215 + %em”khOmZn) (E.7)
a]((’zn)l’ = 1 (ékm — f‘kf‘m) , a]((z)l’ = f'k = a](cl)i’



Reescribimos ahora las derivadas de las funciones F; y F, cémo:

17 i 1 ' ; ' 1
31(1})121 =5 <3Q0a0b + Qaibji'li']> <a;(1})«4ab> + ;Qaibjzaflzb (f']f'm - 5{11)} = ;@)n})
2 1 : ini 2 . g
7 = 5 | (300 + Qunte) (374) ~2 (Shay - T Qe )
17 ini 2 1 i in ' 1
=3 <3Q0aob + Qaib]'l'll‘]> <8,(( )A”b> — ;Qaib]-z”r’zb (r]rk — 5{()} = ;@,(( )
1 s
al(ciznl)FZ = (QOkOm + EQakbmrarb)
ZaZb R R : 1 i . 1
— ZQaibjr—z {rlrk (r]rm — 5{11) -1 <r1r]§km — 5;(5{11)] = r_28km (x,x'),
(E.8)
en las que se ha hecho uso de las siguientes relaciones:
2
Aab — % (Zazb . %f'af‘b) , 2= x4 X'
1 r r
AT =3 (#4537 o+ (2 +52) o
(2 qab _ L [(a_Tea\sb_ (b_ Tb) sa E9
oA =2 (= - 5¢) o+ (- 5¢) 1) (£9)
1
O AT = 5‘51?551
2
Ch %Qaibjzaflzbf]

Con las expresiones anteriores podemos ver que en el potencial efectivo se com-
binan algunos del los términos que aparecen en los operadores YV. Empecemos
escribiendo explicitamente a W_j:

W_, = +a, { [1+% (ﬁoo - %)} 2 &) % (1+ Fs)

r

+ 1 Dck hooa™ + H™ 0 + 20" + iem‘thaZn + (1 — 2)
4 7@ 2 1)
1 o s Lk (2)5(1) = (3 s (32
X; (Okm — Takm) + E“(z)“ﬁ) [V (ak I F25> + Iy (am FZS) — Im (ak FZS)] ,

(E.10)
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)

aé para la
particula denotada por el indice I y a los objetos de dos entradas vectoriales ﬁ( N
(1)

cuyas componentes son los /1’ para la particula correspondiente, podemos rees-

si definimos: a los vectores h () cuyas componentes son los hgl) = h!

cribir a WW_41 como:

en donde se ha definido el operador:

2% (2,1) = % [ (afy) —afy)) 2242 (adyy —aly)) |- (E.12)

También vamos a reescribir (E.10) para ver cuédles son los términos que se combi-

nan con los que aparecieron en (E.11), lo que se encuentra es:

A

_ 1 N - 1 52 [_)Z 521?
Wop _ [H_(ﬁm_%)] (@, ’”)2(1+Fz)[ (2)r (1)_( (1) )

Qe 2 r

L1 (@ 8D F@fu) () 'f>r(&<2> f)]
+417[*<z> (ﬁ(2)+ﬁ(1)) ) — (%) f) (f'ﬁa 5"(1)) —(% Hy f) (% f)]

11, <+« _ LN [ = Lo L
+o [“<z>‘ B (z1) “(1>+(“<2> f) (“(1) On)) — (“<z> O (“(1) fﬂ
(E.13)
definiendo para cada particula
O =am ol E.14
&) O = &q)©m’s (E.14)



podemos agrupar términos y escribir el potencial efectivo de interaccién en la

forma:

Wg —~ 1 ]. - gh

o[ a (w3t

1 A o m
+ EQO,WZ, [ (oc(z) + zx’&) +2%(2,1)#" + B (22™) <tx1(’2) + a?m)]

bo r/. . N\ L ) } 1 /. }

~ 52 [(“(2)+”‘(1)> £ —4—(“@) hg) +h) “u))—g(“@ h) +hg) “(1))
3i

que es la forma casi final del potencial efectivo. Las reducciones adicionales pue-

den lograrse usando la simetria ante el intercambio de etiquetas de las particulas.
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