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Resumen

Las leyes de potencia han sido aplicadas con éxito variado en una gran
cantidad de campos para ajustar conjunto de datos en forma descendente de
acuerdo a una propiedad, por ejemplo frecuencia de aparición de palabras
en un texto, ingresos económicos, etc. Sin embargo, en la mayor parte de
estos casos la ley de potencia no es válida para todo el conjunto de valores.
En 2009 Germinal Cocho propuso una generalización de la ley de potencia,
que involucra dos parámetros ajustables a cada conjunto de datos (a,b). La
función Beta-Cocho ha mostrado un éxito impresionante en distintos conjun-
tos de datos que van desde la f́ısica, bioloǵıa, pintura, arquitectura y redes
sociales.

En este trabajo, estudié dinámicas en conflicto (permanencia-cambio),
en tres distintos sistemas: un modelo estocástico, uno caótico-determinista y
uno de evolución molecular. Determiné la importancia de un proceso sobre
otro en los valores de los exponentes de (a,b) . Demostré que estas dinámicas
ayudan a clasificar y entender los valores de a y b: con orden y correlaciones
largas, el exponente a es mayor que b, después se atraviesa un transitorio, y
con caoticidad, entroṕıa máxima,desorden, se invierte esta relación, es decir;
b es mayor que a. He demostrado que existen transiciones de fase de primer
orden y segundo orden asociados a lo sistemas antes descritos, con ello pode-
mos asignarle significado a los parámetros de ajuste e inclusive clasificar un
conjunto de datos sólo ordenando y calculando su expresión en términos de
la función Beta-Cocho.
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Summary

The power laws have been applied with varying success in a number of
fields to adjust the data set in descending order according to a property, such
as frequency of words in texts, incomes, etc. However, in most of these cases
the power law is not valid for the entire set of values. In 2009 Germinal Co-
cho proposed a generalization of the power law, which involves two adjustable
parameters for each data set (a, b). Beta-Cocho function has shown an im-
pressive success in different data sets coming from physics, biology, painting,
architecture and social networks.

In this thesis, I studied conflict dynamics (persistence-change) in three dif-
ferent systems: a stochastic model, a chaotic-deterministic and one of molecu-
lar evolution. I stablished the importance of a process on another in the values
of the exponents of (a, b). I showed that these dynamics help us to classi-
fy and understand the values of a and b: with order and long correlations,
the exponent is greater than b, then through a transitional and caoticity,
maximum entropy, and disorder, this relationship is reversed, ie, b is greater
than a. I have shown that first and second-order phase transitions could be
associated with the systems described above, thus we can assign meaning to
the setting parameters and even classify a data set and only represented in
terms of the Beta-Cocho function.

1
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Introducción

En los últimos años se han dedicado una gran cantidad de esfuerzos a
entender las leyes de potencia, en particular áquellas relacionadas con las
redes complejas y los fenómenos cŕıticos. Sin embargo, cuando los datos se
analizan, en la mayoŕıa de los casos, las leyes de potencia sólo son válidas en
un cierto rango de valores; en general, existe una cáıda pronunciada en la cola
de la distribución. Se han esgrimido distintas explicaciones a este fenómeno,
tales como efectos de tamaño finito, constricciones en el crecimiento de la red,
los fénomenos cerca del punto cŕıtico (|T − Tc| = ǫ 6= 0), etc. Por ello se han
propuesto diferentes correcciones a la ley de potencia: de tipo exponencial
gaussiana, exponencial estirada, ley de potencia con corte exponencial, entre
otras. En esta tesis, nos dedicamos al estudio de distribuciones orden-tamaño
u orden-frecuencia, ya que muchas de éstas distribuciones siguen una ley de
potencia.

Hemos encontrado que una cantidad sorprendentemente grande de datos
graficados descendentemente de acuerdo a alguna propiedad (frecuencia de
aparición, tamaño, etc), se pueden ajustar con una distribución bi-paramétri-
ca que está constituida por el producto de dos leyes de potencia definidas
sobre todo el rango de datos. Una de estas leyes determina el comportamien-
to para valores pequeños y la otra, se ajusta para valores cercanos al número
máximo de los elementos ordenados. Esta función que llamaremos función
Beta-Cocho (FBC) en general mejora los ajustes de muchas de las correc-
ciones propuestas anteriormente en la literatura.

El principal resultado de esta tesis consiste en asignar significados a los
valores de ajuste de los parámetros de la FBC mediante la consideración de
dinámicas en conflicto, que genéricamente se caracterizan por la dualidad
permanencia-cambio. Cuando la permanencia domina al sistema, entonces el
valor de un parámetro domina sobre el otro, existe una región de transición
y después, cuando se invierten los procesos, se cambian los valores relativos
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de los ajustes.
En el primer caṕıtulo presentamos la FBC y la comparamos con otras fun-

ciones que han sido propuestas en la literatura para corregir la ley de potencia
como primera, y a veces única, aproximación a un conjunto de datos ordena-
dos descendentemente de acuerdo a una propiedad (frecuencia, tamaño,etc).
Este comparativo lo realizamos mediante una medida de información que
permite establecer, que en un amplio conjunto de datos, la FBC mejora a las
usadas en la literatura.

El segundo caṕıtulo muestra un proceso de generación de secuencias bi-
narias propuesto por W. Li, que contiene dos sub-procesos: expansión y mod-
ificación. Con ellos, controlados por la probabilidad de mutación, es posible
hacer una estad́ıstica sobre las secuencias de n-elementos consecutivos y hacer
un ajuste orden-frecuencia. Se observa una transición orden-desorden cuando
los valores de los parámetros se igualan.

El tercer caṕıtulo presentamos familias de mapeos unimodales caóticos, en
los cuales la variación de un parámetro le confiere una transición de estados
intermitentes a caóticos. Se utiliza la dinámica simbólica y el formalismo
termodinámico de los sistemas dinámicos para demostrar la existencia de
una transición de fase relacionada a los intercambios en los valores relativos
de los parámetros de ajuste de la FBC y a la divergencias en la densidad
invariante.

En el cuarto caṕıtulo, a manera de ilustración, se estudia un modelo
de evolución molecular propuesto por Eigen y Schuster que contiene dos
ingredientes de evolución para poĺımeros: mutación y replicación; con ellos es
posible abordar, mediante una transformación de coordenadas, el equivalente
a un sistema de esṕınes y la existencia de transiciones de fase se demuestra
fehacientemente y se revela la relación entre este proceso y los parámetros de
ajuste de la FBC, apuntalando aśı los resultados previos sobre los significados
de éstos.



Caṕıtulo 1

La función Beta-Cocho

En este caṕıtulo se presentan distintas opciones para corregir las discrep-
ancias entre los datos y las distribuciones orden-frecuencia u orden tamaño,
ajustados en primera instancia mediante leyes de potencia. Definimos la fun-
ción de distribución Beta-Cocho (FBC), para modelar las relaciones clasifi-
cación-tamaño o clasificación-frecuencia en un amplio conjunto de oŕıgenes
muy diversos de datos. La función FBC generaliza la ley de potencia, la
función de distribución uniforme, entre otras.

Realizamos un análisis comparativo de distintas funciones de ajuste repor-
tados en la literatura para establecer la prevalencia de la FBC sobre el resto.
Para discriminar entre modelos de ajustes con distinto número de parámetros
utilizamos el criterio de información de Bayesiana (CIB), de esta forma, se
considera, no sólo la bondad del ajuste, sino que también se toma en cuenta
el número de parámetros involucrados en los modelos propuestos.

1.1. Leyes de potencia e invariancia de escala

Se denomina ley de potencia a la relación existente entre dos variables
y y x cuando se satisface la siguiente expresión y ≈ xα, con α una con-
stante. En la f́ısica básica existen muchas relaciones de este tipo entre ellas:
la ley de gravitación universal, la ley de Hooke, la ley de Coulomb, sólo por
mencionar algunas. Sin embargo, en este trabajo las leyes de potencia que
consideraremos serán las que están asociadas a variables estocásticas, es decir
a la relación entre una variable y su función de distribución de probabilidad

7



CAPÍTULO 1. LA FUNCIÓN BETA-COCHO 8

.1 Por lo que, para este caso, una ley de potencia se establece si la relación
existente entre una variable estocástica x y su función de distribución de
probabilidad (fdp) f(x), satisface que

f(x) ∼ xα, (1.1)

con α el parámetro de escalamiento.
A este tipo de relaciones, a menudo, se les denomina también distribu-

ciones con “colas largas”; debido a que, a diferencia de las funciones de dis-
tribución gaussiana o normal, poisson etc. (unimodales), la ley de poten-
cia tiene una probabilidad significativamente distinta de cero para valores
grandes de la variable x .

Una de las propiedades más importantes de este tipo de distribuciones es-
tad́ısticas es que no está determinada por una escala “caracteŕıstica”, es decir
que el promedio 〈x〉 (o algún momento de orden superior) no es representati-
vo de la variable aleatoria. Debido a la ausencia de esta escala, comúnmente
también a estas distribuciones se les denomina como “sin escala” (scale-free).

Las leyes de potencia se presentan en fenómenos diversos y se han uti-
lizado para caracterizar una miŕıada de fenómenos naturales [1, 2, 3, 4, 5].
La propiedad de ausencia de escala es una de las leyes de invariabilidad en
la naturaleza, con frecuencia subestimada en ramas distintas de la f́ısica;
es precisamente está caracteŕıstica que la hace atractiva y propicia para la
modelación de fenómenos que involucran “memoria de largo alcance”, puntos
cŕıticos, transiciones de fase, entre otros.

1.2. Importancia de las leyes de potencia

1.2.1. Aparición y ejemplos

Históricamente el interés en el estudio de la leyes de potencia se inició en
1913 con el geógrafo alemán Auerbach [6] quien publicó un trabajo sobre las
concentraciones de poblaciones humanas. Auerbach detectó que existe una
relación entre la ordenación descendente (en inglés ranking) de las pobla-
ciones de ciudades y su número de habitantes. De esta manera, le asignó el
el número 1 a la más poblada, el número 2 a las segunda más poblada y
aśı sucesivamente. Siguiendo este proceso de ordenación conforme al tamaño

1Por extensión también consideraremos leyes de potencia en la función acumulada de
probabilidad y en orden-frecuencia u orden-tamaño.
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y gratificándolo con respecto a su ranking se obtiene una ley de potencia. A
este tipo de gráficas se les llama orden-tamaño (rank-size). El matemático
norteamericano Lotka en 1924 [7], aplicó este método para poblaciones en
los Estados Unidos y obtuvo resultados concordantes con el trabajo de Auer-
bach. Posteriormente, Singer [8], aplicó el ordenamiento descendente para
encontrar que las rentas de los individuos se ajustaban bien a un caso más
general propuesto por Pareto [9] . Los franceses, por su parte, acostumbran
a citar la obra de R. Gibrat [10] como un claro precedente de la formulación
posterior y más concoida de Zipf. Es por ello que en Francia a las leyes de
potencia que surgen de estos estudios se les conoce como “Ley de Gibrat”.

En el campo de la lexicograf́ıa, el lingüista estadounidense Georg Kingsley
Zipf en 1949 [11], encontró otra ley de potencia. Zipf estudió textos extensos
y escogió como propiedad a estudiar la frecuencia de aparición de palabras
distintas. Clasificó en orden descendente y encontró una relación entre la
frecuencia y su clasificación: aśı en el idioma inglés la palabra más utilizada
es the, la segunda es it, que les corresponden respectivamente las clasifica-
ciones 1 y 2. Debido a la amplia difusión del trabajo de Zipf, la relación
entre frecuencia de repetición y clasificación se le denomina ley de Zipf. La
formulación original fue la siguiente:

f(r) ≈ 1

r ln(1.78R)
(1.2)

con r = 1, 2, 3, · · · , R, R el número máximo de palabras distintas y f(r) la
frecuencia de aparición de la palabra r-ésima. En el caso de otros idiomas
el parámetro de escalamiento es cercano a α ≈ 1. Zipf, a pesar de no ser el
primero en establecer relación orden-frecuencia u orden-tamaño, ejerció una
influencia decisiva para popularizar el concepto. Es por ello que generalmente
se asocia su nombre a la relación entre frecuencia y orden; que se ha extendido
para considerar cualquier relación entre el orden-frecuencia u orden-tamaño
que sea descrita mediante una ley de potencia a pesar de que el exponente
de escalamiento difiera de uno.

En las décadas más recientes las leyes de potencia han cobrado una mayor
relevancia debido a su presencia en redes complejas [12], por ejemplo apare-
cen en la distribución de conectividades (de entrada y salida –para redes
dirigidas–), en redes moleculares, de regulación génica, www, el internet, la
red de contactos sexuales de seres humanos, redes ecológicas, entre otras
[13, 14]. Es tal la robustez de este resultado, que es considerado el estándar
de facto para la construcción de cierto tipo redes de coexpresión de tal forma
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Figura 1.1: Ley de Zipf de las palabras en la novela en in-
glés de Herman Mellville “Moby Dick” Datos tomados de:
http://tuvalu.santafe.edu/ aaronc/powerlaws/data/words.txt.
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que el algoritmo de creación utiliza el hecho de que la distribución de enlaces
debe ser una ley de potencia [15] . En la mayor parte de los fenómenos de
la naturaleza, en donde se obtienen invarianzas de escala, el parámetro de
escalamiento se encuentra entre 1 < α < 3 [16].

1.2.2. Algunos mecanismos de generación

A pesar de su, recientemente incrementada, importancia no se conocen
hasta ahora mecanismos universales –válidos para todos los fenómenos– para
la generación de leyes de potencia.

Sin embargo, es posible resaltar dos procesos como los más importantes
en la generación de leyes de potencia, en lo que se refiere a fenómenos f́ısicos:

Conexión preferente (Preferencial attachment) Es un proceso mediante
el cual unidades discretas se agregan de manera aleatoria o parcial-
mente aleatoria a elementos previos, de forma que se acumulan pro-
porcionalmente al número que ya pertenecen a ellas. Este mecanismo
fue propuesto originalmente para determinar el crecimiento de especies
que pertenecen a un género más extenso por Yule en 1925 [17]. Este
proceso también es conocido por algunas frases que describen, ya sea el
mecanismo de aglomeración o el conjunto de datos involucrados. Entre
ellas se encuentran las siguientes: “el rico se vuelve más rico”, “Proceso
San Mateo”2, “Proceso de Yule” , “Ley de Gibrat ” o “ventaja acu-
mulativa”. La distribución de probabilidad obtenida por el proceso de
Yule lineal es una función de distribución beta

P (k) =
B(k + a, γ)

B(k0 + a, γ − 1)

para k ≥ k0, con B(x, y) la función beta:

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
,

en donde Γ(x) es la función gama estándar, y

2Proviene de una cita del Evangelio de Mateo :“Porque al que tiene, le será dado, y
tendrá más; y al que no tiene, aún lo que tiene le será quitado.”
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γ = 2 +
k0 + a

m
.

La función beta asintóticamente se comporta como B(x, y) ∼ xy para
x >> 1 y y fija [18], con ello.

P (k) ∝ k−γ.

Yule y después Simon demostraron que este mecanismo produce una
ley de potencia en la cola de la distribución. El término preferential
attachment, fue acuñado por Réka Albert y Albert-Lazlo Barábasi al
encontrar distribuciones de ley de potencia en redes complejas asoci-
adas al internet, la www, la red de colaboraciones de actores, redes
ecológicas, redes metabólicas, entre otras, en donde en particular, la
distribución de la probabilidad de que un nodo al azar tenga k conex-
iones es una ley de potencia P (k) ∝ kα [13, 14].

Este proceso ha sido aplicado para explicar las distribuciones de crec-
imiento en especies, ciudades, libros más vendidos, ingresos económicos,
entre otros.

El segundo mecanismo consiste en los fenómenos cŕıticos asociados al
concepto de criticalidad y criticalidad auto-organizada [19], en el cual
la longitud de correlación del sistema diverge, ya sea debido a que se
le ha conducido externamente al sistema al punto cŕıtico en su espacio
de parámetros o debido que el sistema automáticamente se dirige por
si mismo a ese punto mediante un proceso dinámico (auto-organizado).
La divergencia deja al sistema sin un factor de escala caracteŕıstico de
alguna cantidad medible y eso determina un punto ausente de escala
caracteŕıstica y con ello la aparición de leyes de potencias que carac-
terizan estas divergencias alrededor del punto cŕıtico.

Las leyes de potencia establecen una simetŕıa del sistema, la autosimilar-
idad, es decir invariabilidad ante cambios de escala del sistema. Es decir, que
no se puede definir una longitud representativa del sistema sino que existen
en este estado todas las escalas posibles. El origen y generación de fenómenos
de multiescalidad [16] no está aún aclarado.
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1.2.2.1. Leyes de potencia en un rango acotado

El uso de las leyes de potencia es extenso pero, no siempre justificado.
Se aduce, por ejemplo, que es sólo válida en la cola de la distribución, es
decir, que existe un ĺımite mı́nimo en la variable de orden xmin a partir del
cual se obtiene una ley de potencia. Es por ello que a menudo las leyes de
potencia se encuentran y se calculan en la cola de la distribución. En este
proceso, frecuentemente, se omiten los primeros n datos en la en el cálculo
del parámetro de escalamiento α, haciendo de ello un proceso artesanal y por
lo tanto altamente subjetivo [20, 16].

Encontrar evidencia de la existencia de leyes de potencia se ha convertido
en un proceso que, muchas veces, se realiza inadecuadamente, con descuido
y sin fundamentos claros que demuestren su existencia para un conjunto
de datos. Ejemplo de ello son los datos que han sido publicados [20, 16] y
que pueden verse en la figura 1.2 en los que se señala la presencia de una
ley de escala, sin embargo resulta, cuando menos, poco justificada y, a la
vista de los resultados mostrados, poco convincente. En estos casos no hemos
omitido dato alguno, por lo que los ajustes se realizan sobre todo el conjunto
completo.
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Figura 1.2: Ajustes de orden-tamaño en escala log-log. A.
Número de personas afectadas por fallas de enerǵıa eléctri-
ca en Estadros Unidos de América entre 1984 y 2002 [16].
Fuente: http://tuvalu.santafe.edu/aaronc/powerlaws/data/quakes.txt.
B. Número de citas por art́ıculo recibidas entre 1981 y Junio
de 1997 reportados en el Science Citation Index [21] Fuente:
http://physics.bi.edu/redner/projects/citation/physicsbypersons.html.
C. Número de habitantes de poblaciones registradas en
el censo 2000 en Estados Unidos de América. Fuente:
http://www.census.gov/main/www/cen2000.html. D. Intensidad de sismos
en California (EUA) reportados entre 1910 y 1992[16].

A pesar del uso muy extendido de los ajustes a una ley de potencia de
un conjunto de datos, en una buena parte de estos trabajos no se demuestra
cabalmente la pertinencia de dicho ajuste mediante un criterio bien estableci-
do3. En muchas ocasiones se supone como la mejor (y con frecuencia la única)

3Si bien es cierto, que no existe un criterio perfecto, el hecho de no adoptar ninguno,
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manera de comprobar la presencia de una ley de potencia la visualización de
una gráfica en log-log y el ajuste de una recta en un intervalo acotado del
conjunto de datos y la comprobación de que esta recta tiene un coeficiente
de correlación “suficientemente cercano” a la unidad (R2 ≈ 1), sin embargo
este método no es suficiente, y la estimación del exponente lleva a errores
importantes [16].

Con frecuencia, también se apela a una modificación de la ley de potencia,
introduciendo, otro(s) parámetro(s) para tomar en cuenta, la cáıda de la
distribución para valores grandes de x .

La generalización de leyes de potencia ha sido estudiada ampliamente, una
aportación de este trabajo consiste en estudiar los mecanismo generatrices
de una función que, entre otras cosas, generaliza la ley de potencia:

la función de distribución Beta-Cocho.

1.3. La FPA y la orden-frecuencia

La relación entre función orden-frecuencia(tamaño) y las FDP se obtiene
mediante la función de probabilidad acumulada (FPA). Dada una FDP, ρ(x),
la FPA denotada por Y(x) define mediante la siguiente expresión:

Y (x) =
∫ ∞

x
ρ(z)dz (1.3)

de esta forma Y (x) mide la probabilidad de que la variable estocástica X
al menos sea x, (P (X ≥ x) = Y (x)). Una de las ventajas de la FPA es que no
es necesrio encontrar un tamaño de bin t́ıpico, a diferencia de las FDP que se
encuentran . Si consideramos el arreglo orden-frecuencia descendentemente,
entonces al considerar la r-ésimo elemento más frecuente, entonces hay r
elementos con mayor o gual frecuencia que ésta. De esta forma, la relación
entre las funciones orden-frecuencia y la FDA es clara: existe una relación de
proporcionalidad entre la FDA y el orden (ranking), como se formaliza con
la siguiente ecuación:

La parte entera de NY (x) es el número esperado de valores más grandes
o iguales a x, de tal forma que x es de hecho el r-ésimo valor más grande
(ranking):

más allá del visual , induce muchos errores tanto la existencia de una ley de potencia como
en la determinación del exponente de escalamiento
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NY (xr) = r (1.4)

con x1 > x2 > x3 > . . .N y r = 1, 2, 3, . . .N
con ello podemos encontrar la función orden-frecuencia F invirtiendo la

relación anterior

x ∝ Y −1(r) (1.5)

En este trabajo utilizaremos la funciones orden-frecuencia para ajustar
los datos subsiguientes.

1.3.1. Ley de potencia en orden-fecuencia

Por ejemplo, para el caso de la FDP en forma de ley de potencia, encon-
traremos, la FDP está dada por la ecuación 1.1, de tal forma que la FPA
entonces quedá definida como

Y (x) = A
∫ ∞

x
zαdz (1.6)

se observa que para que esta integral converja en el intervalo −∞ < z < ∞
α < −1, amneos que se establezca un zmin a partir del cual sea válida la ley
de potencia. Con esto Y (x) está determinada por

Y (x) = Axα+1 (1.7)

de tal forma que la función orden-frecuencia para la ley de potencia
f(r;α),consiste en invertir la relación anterior , por lo que va como

x ∝ f(r;α) ∝ r
1

α+1 (1.8)

la ecuación anterior 1.8 muestra que la ley de potencia está relacionada
con una ley de potencia para orden-frecuencia, pero con exponentes distintos
α → 1

α+1
4

4La FPA también es una ley de potencia con exponente α+ 1
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1.4. Función Beta-Cocho. Definición

Germinal Cocho [22] propuso una función de ajuste bi-paramétrica, que
debido a que en su forma funcional recuerda a la función de distribución
beta, la llamaremos función Beta-Cocho(FBC) y está definida de la siguiente
manera [23]:

f(r) = A
(N + 1− r)b

ra
(1.9)

Aqúı N es el número máximo de valores por clasificar , f es la propiedad
medida (frecuencia, tamaño, áreas,etc.), r la clasificación r = 1, 2, · · · , N ,
(usamos la letra r por el ranking), A es una constante de normalización y
a, b son los parámetros libres cuyos valores se ajustan a cada conjunto de
datos.

En la figura 1.3 se muestra la forma de la función beta para distintos
valores de los parámetros a y b, con ello mostramos la singular forma sigmoide
de la beta que se ha encontrado en un conjunto de datos provenientes de una
variedad muy amplia de campos.
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Figura 1.3: Función beta para distintos valores de los párametros a y b
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1.4.1. Propiedades

La normalización de la FBC conduce a:

A = [
N∑

r=1

(N + 1− r)b

ra
]−1, (1.10)

y si N ≫ 1, entonces A = Γ(a+b+2)
Γ(a+1)Γ(b+1)

Como se mostró en la figura anterior, la FBC tiene una gran flexibili-
dad para producir distintas distribuciones (orden-frecuencia) conocidas, por
ejemplo:

Con b ≈ 0 la ecuación 1.9 se reduce a una ley de potencia con α = a,
este es el comportamiento que domina para r → 0, por otra parte,
cuando el rango se acerca a su máximo r → N , el comportamiento
refleja un efecto del tamaño finito de los elementos distintos del sistema
(palabras, letras, número de personas, etc.).

Si a = b = 0, tenemos enemos una distribución uniforme .

Con a = b, se obtiene la distribución rango-frecuencia de Lavalette

F (r) = C(
Nr

N − r + 1
)α (1.11)

Esta distribución se ha utilizado para ajustar los factores de impacto
de revistas cient́ıficas, la intensidad de terremotos, la frecuencia de
aparición de d́ıgitos en series numéricas, entre otras. Aśı, la función
anterior es sólo un caso particular de la FBC [24].

La forma de la FBC tiene una gran flexibilidad que depende de los valores
de los parámetros a, b.

Se han observado excelentes ajustes a la FBC en conjuntos de datos
de oŕıgenes muy diversos, por ejemplo, en el factor de impacto de revistas
cient́ıficas [22], frecuencia de aparición de las notas musicales en las par-
tituras de obras de distintos géneros, [25], frecuencia de ideogramas en el
mandaŕın [26] , frecuencia de palabras en discursos presidenciales [27, 28],
tamaños de los motivos en pinturas, tamaños de poblaciones de ciudades,
número de colaboradores de actores de cine, clasificación de universidades,
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redes genéticas, frecuencia de aparición de nucleótidos en el ADN, distancia
por carretera entre ciudades, etc. [23]

En la figura 1.4 se observa una muestra de los ejemplos en donde hemos
encontrado que la FBC ajusta de manera muy satisfactoria un conjunto de
datos variados tanto en su origen como en las dinámicas subyacentes (cuando
existen o se conocen). Los coeficientes de determinación en la mayor parte
de los casos son muy buenos (R2 ≈ 1. Al final del caṕıtulo empleamos un
método para comparar la “bondad” de los ajustes entre distintos modelos).
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Figura 1.4: Distribuciones orden-frecuencia. a. Frecuencia de aparición de
las notas musicales en las partituras de: “Variaciones Enigma” de E. Elgar
(ćırculos violeta ), la “Sinfońıa número 7” de L. Beethoven (ćırculos verdes )
y el “Meśıas” de F. Händel (ćırculos rojos). b. Factor de impacto de las re-
vistas cient́ıficas en el área de Qúımica e ingenieŕıa. c. Número de habitantes
de las poblaciones de los municipios de Cuenca, ćırculos azules y Cáceres
ćırculos rojos (fuente: Instituto Nacional de Estad́ıstica de España 2009). d.
Áreas de los rectángulos de la pintura “Flora in the Sand” ordenados de-
scendentemente. En todos los casos las curvas continuas son los ajustes del
conjunto de datos correspondiente con la FBC.

En la tabla 1 se muestran otros ejemplos para los cuales se ha aplicado
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la FBC para distintos conjuntos de datos.

Tabla 1. Ajustes de la FBC
Datos a b R2

Frecuencia de letras en el idioma inglés 0.18 1.31 0.97
Potencial eléctrico en la corteza cerebral de un gato 0.08 0.24 0.970

Red de colaboradores de actores de cine 0.71 0.61 0.99
Clasificación académica de universidades 0.37 0.43 0.99

Factor de impacto de revistas de ciencias de la vida 0.59 0.83 0.99
Población de la municipalidad de Zaragoza (España) 0.95 0.54 0.99
Población de la municipalidad de Valladolid (España) 0.98 0.42 0.99

Red genética regulatoria de E.Coli 0.99 0.39 0.98
Distancia autopistas de Guanajuato a las principales ciudades de México 1.52 3.87 0.99
Magnitud de los desplomes (crashes) del mercado de valores de los E.U. 3.56 0.11 0.98
Diámetros de los ćırculos de la pintura “Several circles” de Kadinsky 0.62 0.32 0.98
Frecuencia de aparición de las notas en la “ 5 Sinfońıa de Beethoven 0.42 1.25 0.99

Frecuencia de aparición de las notas en “Million Dollar Baby” 0.23 1.54 0.99

Áreas de ocupación de especies de plantas en campos de Illinois 0.88 0.76 0.98
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Figura 1.5: Comparativo de ajustes entre la ley de potencia y la función beta.
Los datos son los mismos – para efectos comparativos– que los reportados en
la figura 1.2

1.5. Método de ajuste

Para ajustar un conjunto de datos a la FBC utilizamos el método de los
mı́nimos cuadrados no lineales [29] para calcular los valores de los parámetros
a y b. Este método es iterativo por lo que la convergencia del método depende
de los valores iniciales. La forma de elegir éstos es la siguiente, tomamos la
expresión de la FBC y calculamos el logaritmo:

ln f(r) = lnA+ b ln(N + 1− r)− a ln r

entonces la expresión anterior se puede escribir de la siguiente manera
que sugiere que se trata de una regresión lineal múltiple mediante el método
de los mı́nimos cuadrados no lineales:
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y = B + bx1 + ax2 (1.12)

en donde y = f(r), B = lnA, x1 = ln(N + 1− r) y x2 = ln r aśı que se hace
una regresión estándar para calcular los valores de los valores estimados a y
b, que denotamos âlineal y b̂lineal

âlineal = (N(
N∑

i=1

x1iyi
N∑

i=1

x2i −
N∑

i=1

x1ix2i

N∑

i=1

x2iyi)−
N∑

i=1

yi(
N∑

i=1

x1i

N∑

i=1

x2
2i

−
∑

x1ix2i

N∑

i=1

x2i) +
N∑

i=1

x2i(
N∑

i=1

x1i

N∑

i=1

x1iyi −
N∑

i=1

x2i

N∑

i=1

x1iyi))/δ

b̂lineal = (N(
N∑

i=1

x2
1i

N∑

i=1

x2iyi −
N∑

i=1

yi
N∑

i=1

x1ix2i)−
N∑

i=1

x1i(
N∑

i=1

x1i

N∑

i=1

x2iyi

−
N∑

i=1

x1iyi
N∑

i=1

x2i) +
N∑

i=1

yi(
N∑

i=1

x1i

N∑

i=1

x1ix2i −
N∑

i=1

x2
1i

N∑

i=1

yi))/δ

en donde x1i el i-ésimo dato correspondiente a la variable x1, significado
análogo tiene x2i ,yi es el i-ésimo dato de la variable y y δ es el determinante
del sistema de ecuaciones lineales generadas al minimizar el cuadrado de los
errores. En nuestro caso x1i = ln(N +1− i) y x2i = ln i, para i = 1, 2, 3 . . .N ,
con estos valores estimamos âlineal y b̂lineal que se usan como valores iniciales
en la regresión no lineal. En particular, usamos la función nls(), disponible
en R para calcular los valores de ânolineal y b̂nolineal. Una instrucción t́ıpica es
la siguiente

nls((N + 1− r)∗∗b/r∗∗a, data, start = {a = al, b = bl})
con al = âlineal y bl = b̂lineal y data el conjunto de datos ordenados

descendente que serán ajustados. El método no lineal es más robusto que el
lineal, ya que impide la influencia de relaciones de colinealidad y otros efectos
asociados a la probable co-dependencia entre las variables x1 y x2.

1.6. Hipótesis general

La diversidad de los oŕıgenes de los datos que se presentan con ajustes
muy cercanos a la FBC, sugieren dos cosas: la primera de ellas –muy poco
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probable– es la existencia de un mecanismo único o un meta- mecanismo
subyacente a todos estos datos [30]5; lo segunda es que, dado un fenómeno
existen dominios de ellos, que por sus similitudes en sus procesos generativos
son explicados por un mecanismo común. En este trabajo adoptaremos este
enfoque. Esta perspectiva es análoga a la adoptada en leyes de potencia en
donde, no existe un mecanismo único que explique la aprición de todas las
leyes de potencia, sino que se pueden agrupar a distintos fenómenos a partir
de sus mecanismos generatrices. Por ejemplo: multiplicación de exponenciales
(tamaño de grupos poblacionales, tamaños de archivos computacionales [31]),
caminatas aleatorias (tiempo de primer retorno,distribución de los tiempos
de vida del registro fósil [32, 33]), acumulación (distribución de especies bi-
ológicas [17], tamaño de ciudades [34],citas a art́ıculos cient́ıficos [35, 36],
enlaces electrónicos al www [37, 13, 38]), y la cŕıticalidad auto-organizada
(incendios forestales [39], temblores [40, 41], erupciones solares [42], modelos
de evolución biológica [43], distribución de tamaños de avalanchas [19]). En el
caso de este trabajo consideraremos el mecanismo de dos proceso antagónicos
que, genéricamente, se pueden caracterizar como permanencia-cambio, en
tres modelos distintos.

1.7. Distribuciones alternativas a la ley de

potencia

En esta sección mostraremos las principales alternativas propuestas en la
literatura cient́ıfica para la corrección de la ley de potencia cuando ésta es
un modelo, cuando menos visiblemente, no adecuado. Es decir, las opciones
sugeridas cuando los datos se alejan de un comportamiento lineal en una
gráfica log-log y se tiene una curvatura pronunciada en los extremos. En
particular, tres distribuciones han sido muy utilizadas como opciones a la
ley de potencia: corte exponencial (“exponential cut-off”) , la exponencial
estirada (“streched exponential”) y la distribución en la cual el logaritmo
de una variable aleatoria está distribuida normalmente: la log-normal. En
general las correcciones o generalizaciones a la ley de potencia se enfocan a
la prominente curvatura que aparece en los extremos de las distribuciones

5En esta referencia se considera un proceso de adición de variables estocásticas obte-
niendo como caso ĺımite una FDP tipo beta; como lo hemos señalado previamente la
relación entre las FDP y las orden-frecuencia no es inmediata y por lo tanto, no es posible
señalar una relación directa entre ellas.
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[44], utilizando, por ejemplo, escalamiento finito [45], dilución de redes y
constantes de crecimiento [46, 12] con un variado éxito.

1.7.1. Distribución log-normal

Esta distribución de probabilidad está definida de la siguiente forma sea
X una variable estocástica, con distribución normal, entonces la variable Y ,
relacionada con X de la forma Y = eX tiene una distribución log-normal[47].
Es decir que es una variable aleatoria cuyo logaritmo está distribuido normal-
mente. La distribución log-normal es producida por un proceso multiplicativo
de un número grande de variables independientes aleatorias positivas [48, 49]
La expresión de la FDP log-normal es la siguiente:

f(x)µ,σ =
1

xσ
√
2π

e−
(lnx−µ)2

2σ2 (1.13)

La función de distribución acumulada (FDA) está entonces determinada por

FDA =
∫ ∞

x
f(u)µ,σdu =

1

2
+

1

2
erf(

ln x− µ

σ
√
2

) (1.14)

con erf(x) es la función de error definida por

erf(x) =
2√
π

∫ ∞

x
e−t2dt

La pregunta es cómo es posible, si las formas funcionales de la ley de po-
tencia y la log-normal son tan distintas, que puedan ser ambas distribuciones
aplicadas a un mismo conjunto de datos, con resultados, a simple vista, satis-
factorios. Como se ha señalado previamente uno de los métodos más usuales
para determinar si un conjunto de datos satisface o no una ley de potencia,
consiste en graficarlos en escala log-log, si en una región significativa de ésta
se observa una recta, entonces esto sugiere la existencia de un ley de potencia.
6

La respuesta se encuentra en la siguiente expansión en serie de Taylor del
logaritmo de la FDP

ln p(x) = − ln(x)− (ln x− µ)2

2σ2
− ln(σ

√
2π) (1.15)

= −(ln x)2

2σ2
− (1− µ

σ2
) lnx− (

µ2

2σ2
+ ln(σ

√
2π)) (1.16)

6Sin embargo este “método” ha sido cuestionado por la poca fiabilidad en la determi-
nación de la existencia o no de una ley de potencia [20].
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Se observa que esta función es cuadrática en la variable ln x, pero una
parábola “vista” de muy cerca se ve como una recta, por lo que con fre-
cuencia, se asume que en ciertas regiones puede ser considerada, en una
primera aproximación, como una tendencia lineal. Podemos observar una
buena aproximación a una recta con las siguientes condiciones se satisfacen,
si la varianza σ es grande entonces los términos que contienen a σ2 en el
denominador de la ecuación 1.7 tienden a cero, y por lo tanto se obtiene una
recta con pendiente negativa. Obtener una varianza grande no es fenómeno
poco común, ya que mediante el propio mecanismo de generación de la FDP
lognormal, es decir el resultado de algún proceso multiplicativo, es posible
obtener varianzas, que debido a su valor relativo con la media, se observan en
log-log, como rectas. De hecho con este mismo proceso, con modificaciones
menores, es posible producir aproximaciones a leyes de potencias [50, 51, 52].

Garćıa Naumis y Cocho a su vez, [53] demostraron que mediante un
proceso multiplicativo, iniciando con k números al azar y formando todos
los posibles productos, de k factores, entre ellos, es posible obtener, en el
ĺımite k → ∞ la FBC en orden-frecuencia.

1.7.2. Corte exponencial

La distribución con corte exponencial (cut-off exponential), es de hecho,
una variación de la ley de potencia, ya que en la región con x ≫ 1, el término
dominante se encuentra dado por una exponencial decreciente. Sea X una
variables estocástica, y α y β dos parámetros, entonces

p(x;α, λ) =
λ1−α

Γ(1− α, λxmin)
x−αe−λx (1.17)

Se ha utilizado con frecuencia, para corregir el comportamiento de la gráfica
log-log cerca del ĺımite superior de la variable de orden x, con ello se ajusta la
curvatura en las gráficas, dada por el efecto de tamaño finito del número de
datos considerados. Se ha utilizado está distribución, en los modelos de redes
de interacción de protéınas [54], en la distribución de ingresos económicos
[55], redes ecológicas [56], entre otras.

1.7.3. Exponencial estirada

Otra distribución, ampliamente utilizada en los ajustes de datos, es la
exponencial estirada (stretched exponential), en donde uno de los parámetros
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de la distribución β incrementa la influencia de la exponencial cuando x → N ,
aśı, que puede modelar eventos con curvaturas más acentuadas cerca del
número máximo de datos. La exponencial estirada se define de la siguiente
manera sea X un variable estocástica y λ y β parámetros libres de ajuste.

p(x;λ, β) = βλeλx
β
minxβ−1e−λxβ

(1.18)

Está distribución puede confundirse fácilmente con la ley de potencia para
ciertos valores de los parámetros, por ejemplo λ → 0. La exponencial estira-
da se ha utilizado para modelar distribuciones en economı́a, las intensidades
de señales de radio y luz emitidas por las galaxias, la cantidad de reservas
petroleras, poblaciones de páıses [57], y esta bien establecida en la mod-
elación de tiempos de relajación en vidrios [58]. En [59, 53] Naumis y Cocho
demostraron que la FBC proviene de sumar exponenciales estiradas.

1.7.4. Otras distribuciones orden-frecuencia

Existen otras distribuciones, menos conocidas, que han sido empleadas
sobre todo en lingǘıstica en donde las propuestas para la modificación a la
ley de Zipf (en esta caso aplicada a orden-frecuencia) abundan. La siguiente
lista muestra las distintas funciones –la mayoŕıa de ellas listadas por W. Li
y P. Miramontes [27]–, que adicionalmente a la exponencial estirada, la ley
de potencia con corte exponencial, la ley de potencia y por supuesto la FBC
compararemos como ajustes a un conjunto heterogéneo de datos para de-
terminar si la función beta es singular (con relación a los ajustes de dichos
datos), debido a que es posible determinar mediante algún criterio de infor-
mación su superioridad con respecto al resto de las distribuciones estudiadas.

Gusein- Zade f = C log(n+1
r
)

Exponencial f = Ce−ar

Logaŕıtmica f = C − a log(r)
Weibull f = C(log n+1

r
)a

Logaŕıtmica cuadrática f = C − a log(r)− b(log(r))2

Yule f = C br

ra

Menzerath-Altmann f = C e−
b
r

ra

Frappat f = C + br + Ce−ar

q-estad́ıstica f = CN(1 + (a− 1)N
a−1

M
r)

1
1−a
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1.8. Comparativo entre modelos

En esta sección mostraremos las distintas funciones que han sido propues-
tas en la literatura como alternativas a la función de distribución ley de poten-
cia. Ajustamos los datos presentados en la sección previa para estos modelos
y mostramos un comparativo gráfico entre varios ajustes, además hacemos
un análisis entre las distintas funciones utilizando medidas de información.
Para ello, utilizamos los criterios de información de Akaike y Bayesiano. Es-
tos indicadores toman en cuenta, además de la bondad del ajuste, el número
de parámetros del modelo, penalizándolo cuando éste aumenta. En esta sec-
ción consideraremos modelos con n = 1, 2 y 3 parámetros. La conclusión que
parece ser obvia es que los ajustes mejoran con el número de parámetros
del modelo, pero la utilización de estos criterios nos permite establecer un
balance entre el ajuste de los datos y el número de parámetros, por lo que
mostraremos,que , cunado menos en estos casos, no es cierta la aseveración
anterior.

1.8.1. Criterio de información de Akaike

El coeficiente de determinación R2, cuyo uso está muy extendido, es una
medida sobre la bondad de un ajuste. Si este valor es cercano a R2 ≈ 1 se con-
sidera que el modelo propuesto es satisfactorio como ajuste a los datos. Sin
embargo, cuando tenemos modelos con distintos tamaños de muestra y dis-
tinto número de parámetros este coeficiente no toma en cuenta estos factores.
Es por ello que se han buscado ı́ndices que midan cantidades de información.
El criterio de información de Akaike (CIA) propuesto por Hirotsugu Akaike
en 1974 [60], está basado en el concepto de entroṕıa de información y es una
medida de la información perdida cuando un modelo se usa para ajustar una
serie de datos. La expresión del CIA es la siguiente:

CIA = 2k − 2 log(L) (1.19)

con k el número de parámetros del modelo y L el valor máximo de la función
de verosimilitud (maximum likelihood).

Bajo el supuesto –usual– de que los errores del modelo son independientes
y están idénticamente distribuidos, lo cual significa que satisfacen el teorema
del ĺımite central, la distribución de los errores es normal, de esta forma la
función log(L) depende sólo del número de datos y de una medida de las
distancias de los datos con respecto al modelo propuesto.
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log(L) = C − n

2
log

SSE

n
− n

2
(1.20)

C es una constante, SSE es la suma de los errores al cuadrado (sum of
squared errors) definidos de la manera usual (ecuación 1.21) para una función
orden-frecuencia(tamaño) F (i;α1, α2, . . . , αn) que depende de n parámetros
αi y el orden de los datos denotado por el ı́ndice i.

SSE =
n∑

i=1

(xi − F (i;α1, α2, . . . , αn))
2 (1.21)

Sustituyendo 1.20 en la ecuación 1.19,

CIA = n log
SSE

n
︸ ︷︷ ︸

Bondad del ajuste

+ 2k
︸︷︷︸

Penalización

+ n− 2C
︸ ︷︷ ︸

Término constante

(1.22)

Es importante resaltar que la ecuación 1.22 contiene un término que crece
linealmente con el número de parámetros, con ello penaliza la presencia de
un mayor número de éstos, por lo cual, es posible comparar entre modelos
con distinto número de éstos.

Sean F1(i;α1, α2, . . . , αn)) y F2(i;α1, α2, . . . , αm) dos modelos, con n y m
número de parámetros, el más adecuado para un conjunto de datos es aquel
que tiene el menor CIA.

La diferencia ∆CIA entre ambas medidas es:

∆CIA = CIA(F1)− CIA(F2) = n log
SSE1

SSE2

+ 2(k1 − k2) (1.23)

Si ∆CIA < 0 se selecciona el primer modelo, en caso contrario, el segundo.
Cuando el primer modelo tiene un parámetro más que el segundo, el

criterio ∆CIA < 0 se traduce en:

n log
SSE1

SSE2
+ 2 < 0 (1.24)

SSE1

SSE2
< e−

2
n (1.25)

De esta manera el criterio se reduce a calcular los SSE de cada modelo,
tomar su cociente y verificar cuándo es menor que el valor de la exponencial
de la ecuación anterior.
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1.8.2. Criterio de información Bayesiano

Consideramos otro ı́ndice reportado en la literatura: el criterio de infor-
mación bayesiano (CIB), que fue desarrollado por Akaike y Schwarz [61, 62]
usando el formalismo bayesiano.

Para el caso de dos modelos con el CIB, sean dos funciones m1 y m2

con m1(a1, a2, . . . , an) y m2(a1, a2, . . . am), con n y m número de parámetros
respectivamente, entonces para un conjunto de datos ajustados con ambos
modelos, se selecciona el modelo mi si el CIB(mi) < BIC(mj) [63].

El CIB se define como:

CIB(m(a1, a2, . . . ak)) = −2 log(L) + k log(n) (1.26)

Nuevamente, con la suposición de la SSE tiene una distribución normal,
podemos sustituir el valor del log(L) dado por la ecuación 1.20 en la ecuación
1.26, con lo que la expresión para el CIB queda como:

CIB = n log
SSE

n
︸ ︷︷ ︸

Bondad del ajuste

+ k log(n)
︸ ︷︷ ︸

Penalización

+ (n− 2C)
︸ ︷︷ ︸

Término constante

(1.27)

La diferencia entre los ı́ndices de ambos modelos es ∆CIB

∆CIB = CIB(F1)− CIB(F2) = n log
SSE1

SSE2
+ (k1− k2) logn (1.28)

Aśı, bajo las condiciones en donde el primer modelo tiene un parámetro más
que el segundo, se selecciona el primero con la siguiente condición

SSE1

SSE2
< e

− logn
n (1.29)

Debido a que log(n) > 2 para n > e2 ≈ 9 (todos los datos considerados

en este trabajo satisfacen esta desigualdad), entonces e
− log n

n < e−(2/n) para
n > 9 por lo que la condición del CIB es más estricta que la del CIA.
Por ello, presentaremos las comparaciones con respecto al este último ı́ndice
en esta tesis. El anexo 3 muestra el programa escrito en R (http://www.r-
project.org/), que compara el CIB para la serie de datos.
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En la gráfica 1.6 y la tabla 1.1 se muestran los ajustes para las fun-
ciones mostradas, comparadas con el ajuste de la FBC para el conjunto de
datos mostrados en la figura 1.2, mostramos las tres mejores al considerar el
∆CIB de cada función con el conjunto de datos. En los 4 casos considerados,
aśı cómo los datos considerados en este trabajo, la mejor función que ajuste
estos datos es la FBC 7

Comparativo

Sismos en California

Función ∆ CIB
FBC 0.00

Weibull 33009.93
Exponencial estirada 50006.24
Corte exponencial 51910.00

Citas por art́ıculo

FBC 0.00
Weibull 2017.488

Exponencial estirada 2566.467
Yule 2571.153

Población de E.U.A.

FBC 0.00
Corte exponencial 10112.23

Logaŕıtmica cuadrada 29992.84
Gusein 33307.88

Apagones

FBC 0.00
Corte Exponencial 219.9555

Yule 219.9555
Weibull 652.3870

Cuadro 1.1: La tabla muestra los comparativos ente distintos modelos. Se
calcula la diferencia entre los CIB con respecto al mejor, en los cuatro casos
fue la FBC.

7Esto no significa que para cualquier conjunto de datos la mejor sea la FBC, ya que
existen una buena cantidad de datos en los que los ajustes son otras funciones más cono-
cidas, pero el presente trabajo se centra en la abundante aparición de la función FBC en
ajustes orden-frecuencia.
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Figura 1.6: Distribuciones orden-frecuencia. En todos los casos se muestran
para efectos comparativos los mismo datos reportados en la figura 1.2 . Se
muestran los ajustes de las distribuciones que mejor correspondencia tienen
con los datos en términos del criterio de información.A. Sismos registrados en
California, EUA. B. Citas de art́ıculos. C. Número de habitantes de ciudades
de Estados Unidos registrados por el censo del 2000. D. Número de personas
afectadas por cortes de enerǵıa eléctrica.



Caṕıtulo 2

Modelos de
expansión-modificación

“Si un eterno viajero la atravesara en cualquier
dirección, comprobaŕıa al cabo de los siglos que
los mismos volúmenes se repiten en el mismo
desorden (que, repetido, seŕıa un orden: el
Orden). Mi soledad se alegra con esa elegante
esperanza”
La biblioteca de Babel
Jorge Luis Borges

En este caṕıtulo se muestra un modelo propuesto por Wentian Li [64] con
el objetivo de generar secuencias de śımbolos con correlaciones largas medi-
ante la competencia de dos procesos opuestos: inserción y mutación, con ello
es posible generar secuencias determinadas por un parámetro p que modula
las mutaciones en este proceso [65]. Estudiamos la dependencia de p, a, b (p es
la probabilidad de cambio entre śımbolos y a, b los parámetros de ajuste de la
FBC ) desde un estado en el cual existen correlaciones de largo alcance a otro
en donde se extinguen, mediante el estudio de la frecuencia de n śımbolos
consecutivos n-ómeros. Modificamos y estudiamos otras implementaciones
del proceso original para investigar la relación entre los exponentes de ajuste
a y b y los parámetros del modelo.

33
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2.1. FBC en la distribución de codones
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Figura 2.1: Función beta para distintos valores de los parámetros

La aparición de la FBC en la distribución de codones (triplete de nucleóti-
dos consecutivos en la secuencia de DNA) permite aventurar una hipótesis
sobre la naturaleza dinámica en la generación de secuencias simbólicas y su
relación con la FBC. Esquemáticamente, y por lo tanto de manera simplifica-
da, en el ADN intervienen entre otros muchos, dos procesos que determinan
fuertemente la secuencia, a saber, la mutación puntual y la replicación. Éstos
dos ingredientes esenciales, además de la caracteŕıstica hereditaria de los de
la información genética, son fundamentales para la evolución de secuencias
genéticas. De hecho se ha establecido que bastan estos tres ingredientes para
que tenga lugar la evolución biológica [66]. La dinámica de generación de
secuencias que pueden replicarse y en este proceso mutar es una dinámica
que enfrenta dos procesos opuestos entre śı.

Con esta motivación, el principal objetivo de este trabajo consiste en
generar mecanismos –si es posible– simples para la obtención de secuencias
simbólicas sobre las cuales, al hacer una estad́ıstica clasificación-frecuencia,
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se obtiene una función de distribución beta. El proceso, inspirado en la apari-
ción de la FBC en el DNA, constituirá en incorporar dos mecanismos con
dinámicas en conflicto que generen secuencias simbólicas.

Este ejemplo, sugiere que la dinámica de dos procesos compitiendo entre
si permitiŕıa generar secuencias que satisfacen la FBC, como resultado de
su ordenamiento descendente. Esta hipótesis es la que exploramos en este
trabajo utilizando para ellos diversos sistemas con dinámicas en oposición.

En la búsqueda del significado de los parámetros de la FBC es particular-
mente interesante el caso de las distribuciones orden-frecuencia de codones.
La fig. 2.1 muestra una gráfica en semi-log de la frecuencia con la que los 61
codones (las señales de alto en la codificación no son consideradas, es decir
los codones detienen la codificación a aminoácidos: UAG, UAA, y UGA )
aparecen en el genoma de la bacteria Escherichia coli y de la ameba Enta-
moeba histolytica graficadas en orden decreciente. El recuadro corresponde a
una gráfica log-log para E. coli, y la ĺınea recta es una gúıa visual ,en la que se
observa una clara desviación de una tendencia lineal en los valores iniciales y
finales de esta distribución(Ver fig. 2.1). El ajuste con la FBC es igualmente
bueno para las secuencias genéticas de decenas de organismos que hemos
analizado desde arqueas, bacterias y eucariontes, aśı como para aminoácidos
y distribuciones de codones codificantes [65], las secuencias fueron obtenidas
de la base de datos GenBank (http://www.ncbi.nlm.nih.gov/genbank/).

Wentian Li et al. ([67]) observó que el espectro de frecuencias en la secuen-
cia lineal de la molécula del ARN(ácido ribonucleico) decae lentamente, más
que exponencialmente, independientemente, otros grupos de investigación re-
portaron el mismo hecho [68].En particular Li, calculó el espectro de poten-
cias P (f) = N |A(f)|2 para analizar las secuencias de nucleótidos en donde
A(f) son lo coeficientes discretos de Fourier definidos como:

A(f) ≡ 1

N

N−1∑

j=0

xjexp(−i2π(f/N)j) (2.1)

con xj = 1, 2, 3, . . . , 2n

El proceso dinámico para la creación de secuencias consiste en dos subpro-
cesos opuestos en competencia: uno de ellos favorece las correlaciones largas
y el otro, se encarga de destruirlas, la dinámica resultante consiste en objetos
de distintas escalas, generando, de esta manera, multiescalidad y por lo tanto
– bajo ciertas condiciones– un distribución de ley de potencia.

Nuestro interés se encuentra en la generación de secuencias simbólicas que
nos permitan estudiar la estad́ıstica de elementos consecutivos de śımbolos (
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0 y 1) mediante el análisis de su frecuencia de aparición. Usamos el caso del
DNA como una inspiración para generar secuencias, que no necesariamente
representarán los múltiples y complejos procesos presentes en esta molécula,
sino que tratamos de encontrar modelos suficientemente simples pero que
conserven las caracteŕısticas deseadas. En este caso, queremos tener un pro-
ceso con dos dinámicas en competencia entre si y que puedan generar, para
ciertas condciones, correlaciones de largo alcance. Si queremos mantener la
referencia al DNA podemos pensar que la elección de dos śımbolos en lugar de
cuatro, corresponde a la elección estándar de purinas (A y G) y pirimidinas
(C y T/U).

En los modelos de expansión-modificación bajo el contexto de la “teoŕıa
neutral de la evolución molecular” propuesto por Kimura [69, 70, 71], la
probabilidad de tener una modificación puede ser asociada a la probabilidad
de mutación para secuencias genéticas, y las probabilidades der expansión
están relacionadas con las duplicaciones o inserciones.

2.2. El modelo de expansión-modificación.

En el modelo booleano de expansión-modificación propuesto original-
mente por Li [64] se elige un 0 ó 1 como condición inicial al azar y se somete
esta semilla al siguiente algoritmo 1.

1 →
{

0 p
11 1− p

(2.2)

0 →
{

1 q
00 1− q

En la expresión anterior p es la probabilidad de mutar de 1 a 0 mien-
tras que q es la probabilidad de que la mutación inversa se llevo a cabo. Las
cantidades 1 − p y 1 − q son las probabilidades de duplicación para 0 y 1,
respectivamente. Los valores relativos de p y q modulan la prevalencia de los
procesos involucrados, es decir, cuando p (o q) son pequeñas, la duplicación
domina y se obtienen regiones de ceros o unos extensas, a diferencia del ca-
so en el que p (o q) son grandes en donde se obtienen regiones con ceros y

1Este proceso está relacionado con lo que se concoe como “random tiling” (teselaciones
aleatorias) en cuasicristales [72, 73], en este formalismo es posible calcular correlaciones
de largo alcance [74] y matrices de transferencia [75].



CAPÍTULO 2. MODELOS DE EXPANSIÓN-MODIFICACIÓN 37

unos alternados. La aplicación sucesiva del algoritmo genera una secuencia
de ceros y unos tan grande como se desee. Para nuestro análisis de distribu-
ciones, nos enfocaremos en la frecuencia con la cual los n-ómeros (grupos de
n elementos consecutivos, no traslapados) aparecen en orden descendente.
El n-ómero que aparece con mayor frecuencia se coloca en primera posición
con r = 1, el segundo más frecuente r = 2 y aśı sucesivamente. Aśı, nuestra
atención se dirigirá al estudio de las propiedades orden-desorden 2 de este
proceso, aśı como, en la forma en la que los cambios en la probabilidad de
modificación p afectan a los parámetros del ajuste a y b, y finalmente, en
cómo estos parámetros se convierten en indicadores para la caracterización
de una transición orden-desorden.

La siguiente figura muestra una instancia del proceso de expansión-modifica-
ción. Iniciando con el elemento 1 a t = 0 , al siguiente tiempo t = 1, 1 muta al
śımbolo 1 (1 → 0), al siguiente paso de iteración t = 2 se tiene el śımbolo 0 se
expande (0 → 00); por último a t = 3 el primer śımbolo muta (0 → 1), mien-
tras que el segundo, se expande (0 → 00). Mediante este proceso generamos
secuencias simbólicas S de 0, 1 tan grandes como se desee.

1

0

0

1

0

0 0

S = s0s1s2 . . . sn . . . (2.3)

con si ∈ {1, 0} .
A modo de ilustración, para la siguiente secuencia se consideran 6 ele-

mentos consecutivos (hexámeros), se incluyen los valores de estos hexámeros

2Podemos caracterizar esta transición a partir de las propiedades de estructura: cuando
se tiene invarianza de escala en el espectro de potencias nos referiremos a una fase orde-
nada, en el caso opuesto hablaremos de una fase desordenada, es decir entroṕıa máxima,
ausencia de correlaciones, etc.
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en su representación decimal a partir del binario.

S = 100010
︸ ︷︷ ︸

34

010010
︸ ︷︷ ︸

18

010001
︸ ︷︷ ︸

17

001001
︸ ︷︷ ︸

9

011110
︸ ︷︷ ︸

30

. . . (2.4)

A partir de este análisis se puede obtener información sobre el signifi-
cado de los parámetros del ajuste. Para este estudio seguimos la siguiente
secuencia:

1. Analizamos el comportamiento de la correlaciones de largo alcance de
los n-ómeros.

2. Consideramos n-ómeros de diferente tamaños.

3. Consideramos los eventos inusuales (n-ómeros de frecuencia de apari-
ción muy baja o nula).

4. Introducimos un retraso que permite que las mutaciones se lleven cabo
cada τ pasos y estudiamos el impacto de este retraso en los valores de
ajuste de la FBC.

5. Modificamos los valores relativos de p y q.

6. Finalmente exploramos los resultados de una implementación aproxi-
mada de la dinámica y comparamos esta aproximación con el resultado
computacional.

2.2.1. Transición orden-desorden para p = q

Para el cálculo de las distribuciones orden-frecuencia empezamos con un
0 o un 1 como semilla elegida al azar. Entonces iteramos el algoritmo hasta
obtener una secuencia de 1 X 106 śımbolos. Con ello estudiamos la frecuencia
de aparición de los 2n n-ómeros. En la figura 2.2 mostramos la distribución
orden-frecuencia para los 28 = 256 octámeros con p = q. En la figura 2.3a
mostramos el promedio de los valores de los parámetros de ajuste a y b,
determinados a partir de 10 realizaciones independientes, graficadas como
función de la probabilidad de mutación p.
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0 50 100 150 200 250 300
10

−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

Octámero (Orden)

F
re

qu
en

ci
a

 

 

p = 0.875

p=0.450

Figura 2.2: Distribuciones orden-frecuencia para los octámeros generados por
el algoritmo de expansión-modificación 2.3. Las circunferencias en rojo están
determinadas con una probabilidad de mutación p = 0.875, la ĺınea sólida
corresponde al ajuste de la FBC con (a, b, R2) = (0.36, 1.55, 0.96). Los cir-
cunferencias verdes corresponden a p = 0.475 y(a, b, R2) = (0.11, 1.28, 0.96).

Para p muy pequeña, se tiene que a > b, en este caso las mutaciones
puntuales son poco probables y la expansión es favorecida conduciendo a
intervalos extensos de ceros o unos y al dominio de unos pocos octámeros con
una alta incidencia, en particular los n-ómeros con ceros o unos consecutivos
(por ejemplo, para el caso de n = 8 las secuencias 00000000 y 11111111
dominan al resto). Cuando p aumenta, a disminuye y b se incrementa de tal
forma que en las curvas para a y b como función de p existe una intersección
en un valor umbral pt por encima del cual a es siempre más pequeño que b.

Si graficamos la dependencia del siguiente parámetro (a+b)/(a−b) con p
promediado sobre 10 realizaciones observamos en la figura 2.3b, que existen
tres regiones bien delimitadas: una antes de pt, la siguiente entre pt y el valor
a partir del cual el espectro de potencias tiene una pendiente nula, y por
último, la región con pendiente cero. Mostraremos, más adelante, que pt es
un punto de transición que determina un cambio en la dependencia de las
correlaciones de largo alcance con respecto a la probabilidad de mutación
p. Estas correlaciones decrecen y desaparecen en la región III. En la figura
2.4 se muestra la dependencia de la variación del tamaño del n-ómero con
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respecto de a y b como función de p.
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Figura 2.3: a) Dependencia de la probabilidad de mutación p con respecto
al promedio de los parámetros de ajuste (a, b) determinados con 10 distribu-
ciones orden-frecuencia de octámeros generados por realizaciones independi-
entes del algoritmo de expansión-modificación (ecuación 2.2), con p = q. b)
Los mismos datos graficados a+b

a−b
vs p, el mı́nimo separa la región I de la

región II descrita en el texto y la ĺınea sólida en rojo es una gúıa visual para
la identificación de la región III que inicia alrededor de p = 0.400
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Figura 2.4: Variación de la FBC con respecto a los parámetros del ajuste
(a, b) como función de p. Se muestran diferentes valores de los n-ómeros

.

En la figura 2.5 se muestra la entroṕıa de Shannon para el caso de

octámeros S = −
2n∑

i=1
fi ln fi, con fi la frecuencia de aparición del octámero

i-ésimo. Como se puede observar, ésta es una función monótona creciente con
p que alcanza su máximo valor Smax = ln(28) ≈ 5.54 el cual es el valor de la
entroṕıa para una distribución uniforme. Por ello es posible conjeturar que
los valores altos de a comparados con b están relacionados con la perma-
nencia; mientras que los valores altos relativos de b están influenciados por
el cambio. En las dos siguientes secciones precisaré esta interpretación.
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Figura 2.5: Entroṕıa de Shannon, para octámeros generados por la ecuación,
como función de la probabilidad de modificación p.

2.2.2. Parámetro a y correlaciones de largo alcance

Las correlaciones proporcionan un medio para la comprensión de los roles
de a y b. En 1992 Wentian Li se enfocó en el comportamiento de correla-
ciones espaciales sobre secuencias generadas por el algoritmo de expansión-
modificación [67]. Mediante el cálculo del espectro de potencia mostró la
existencia de correlaciones de largo alcance –caracterizado por la existen-
cia de una ley de potencia– para valores pequeños de p, cuando p aumenta
lo que empieza a dominar es la expansión, esto rompe las correlaciones de
largo alcance y deja de existir la ley de potencia. Aqúı extenderemos este
tratamiento para los n-ómeros, también observamos un comportamiento de
ley de potencias en el espectro de potencias con pendiente negativa. (ver la
fig.2.6).

En este caso el espectro de potencias, se calcula sobre los octámeros rep-
resentados en su forma decimal. Es decir interpretamos la correlación de
encontrar dos octámeros a una distancia d arbitraria cuando los octámeros
se expresan en su representación decimal.
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Figura 2.6: Espectros de potencia de octámeros generados por la el algoritmo
de expansión-modificación para p = 0.100 y p = 0.500.

Cuando p se incrementa, la pendiente tiende a cero y las amplitudes de
las fluctuaciones también crecen. La fig.2.7 muestra la función de correlación
de los octámeros como función de p, los valores promedio de las pendientes
sobre 10 realizaciones. Se muestra un régimen con tendencia lineal seguido de
un régimen intermedio que culmina con una región de pendiente cero, carac-
teŕıstica del ruido blanco, indicativo del comportamiento no correlacionado.
La ĺınea recta en la figura es una ayuda visual para indicar el comportamien-
to lineal que culmina en pl = 0.225. Notemos que este valor de p coincide
con la probabilidad de transición pt mostrada en la fig.2.3. Después de este
punto los cambios en el desorden inducido por el incremento de p, modifican
el decaimiento de las correlaciones de largo alcance. La pérdida de la ten-
dencia lineal señala la transición orden-desorden reflejada por los valores de
(a, b). Los parámetros a y b son sensibles a estos fenómenos y son una forma
de determinar el punto de transición. Con esta evidencia podemos afirmar
que a registra el peso de la presencia de correlaciones de largo alcance y b la
importancia de los factores aleatorios. Esta observación no es particular del
caso de n = 8 también lo hemos verificado para n = 6, 10, 12.
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Figura 2.7: Pendientes promedios (ν) sobre 10 realizaciones del espectro
de potencias como función de la probabilidad de modificación. La ĺınea es
una gúıa visual para la identificación de dos diferentes reǵımenes cuando la
pendiente se incrementa con p. El régimen lineal culmina en pl = 0.225 el
cual coincide con la transición en el punto pt mostrado en la Fig. 2.3a. La
ĺınea horizontal ν = 0 exhibe el colapso de las correlaciones de largo alcance
y el origen del régimen III el cual es cercano al inicio de la tercera región
mostrada en la Fig.2.3b

Adicionalmente podemos afirmar que la transición y su relación con a se
establece al considerar el decaimiento de a como función de p. La fig. 2.8
muestra al parámetro a como función de p junto con un ajuste exponencial
para el caso n = 8. El valor caracteŕıstico de relajación pr del ajuste es
0.245 que cae dentro del rango pt = 0.225 ± 0.025. Para n = 10 tenemos
pr = 0.29, pt = 0.264± 0.025 y para n = 12, pr = 0.423, pt = 0.431± 0.0253.
Esto significa que el parámetro a puede ser considerado un indicador en
la determinación del valor en el cual se produce la de transición pt, ahora
mediante una “longitud caracteŕıstica p”.

3La genericidad de este resultado consiste en que el valor caracteŕıstico de relajación
da una indicación de donde se observa el cruce de a con b
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La explicación a este hecho puede verse de la siguiente manera. La prob-
abilidad de obtener una secuencia de tamaño l puede ser aproximada por

P (l) = p2(1− p)l = p2expl ln(1−p) = p2exp(−l/lo)

.
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Figura 2.8: Ajuste exponencial del parámetro a de la FDB como función de
la probabilidad de modificación p para octámeros generados por expansión-
modificación con R2 = 0.99

2.2.3. Párameteros (a, b) y eventos inusuales

Para n = 8, el número total de posibles n-ómeros es 28 = 256 , después de
alcanzar una secuencia grande de 0 y 1 (t́ıpicamente tomamos secuencias de
1 X 107 n-omeros, en los cuales los valores de a, b coinciden aún si tomamos
secuencias mayores a éstas, esto indica que la probabilidad de encontrar una
secuencia ya no cambia) mediante la aplicación del algoritmo de expansion-
modificación existe siempre la posibilidad de no encontrar un subconjunto de
n-ómeros, es decir que su frecuencia de aparición sea 0. A éstos los llamaremos
–naturalmente– n-ómeros ausentes. La ausencia de estas secuencias es un
resultado poco probable que puede ser considerado como un evento raro. En
la fig.2.9a, mostramos el número promedio de valores n-ómeros ausentes con
respecto al parámetro de ajuste a, tomados sobre 10 realizaciones. Notemos
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la ĺınea recta del ajuste de mı́nimos cuadrados no lineales en la gráfica en
semi-log para valores del promedio a ≥ 0.53. Este crecimiento exponencial
no está presente para valores menores que 0.53 y ocurre en p = 0.4 el cual se
origina en la región III como se muestra en la fig.2.3b. En la figura 2.9c se
muestra la gráfica análoga a la anterior, pero en términos de b. Se observa que
con el incremento exponencial inicia con valores de la entroṕıa de Shannon
cercanos al máximo, es decir con p ≈ 1 y este crecimiento alcanza su máximo
valor para p = 0.450 (ver figura 2.3a). La ĺınea recta en la gráfica semi-log
es nuevamente un indicativo de un incremento exponencial de los n-ómeros
ausentes con b.

En la figura 2.7 se observa que para valores inferiores a p = 0.45 las
correlaciones largas se incrementan, esta dependencia con b es válida en la
ausencia de correlaciones d. Después de una pequeña meseta alrededor del
máximo valor de b con p disminuyendo, a pesar de que b decrece los eventos
raros continúan incrementándose. En esta etapa el crecimiento exponencial
con a mencionado previamente parece acelerarse.
El incremento de n-ómeros ausentes debido a a y b es de diferente natu-
raleza: para valores grandes de a el dominio de pocos n-ómeros produce una
ocurrencia improbable de la mayor parte de los restantes. Para el caso de b,
si empezamos de las condiciones más desordenadas, la homogeneidad carac-
teŕıstica de valores de entroṕıa grandes es gradualmente interrumpida con el
aumento de b permitiendo el aumento de la heterogeneidad y un incremento
del número de eventos raros.
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Figura 2.9: a) Dependencia del número n-ómeros ausentes como función
de la probabilidad de mutación p sobre 10 realizaciones. b) Número de n-
ómeros ausentes como función del valor promedio del parámetro a sobre
10 realizaciones. La ĺınea recta es un ajuste no lineal usando el método de
Levenberg-Marquardt con R2 = 0.99, determinado en el rango de a = 0.53 a
2.01, correspondiente a valores de p entre 0.4 y 0.05. b) Variación del número
de n-ómeros ausentes como fucnión del promedio del parámetro b correspon-
dientes a los valores de p ∈ (0.45, 0.975). La ĺınea recta es un ajuste no lineal
con R2 = 0.99. En todos los casos se trata de 1x106 octámeros.
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2.3. Variaciones del algoritmo de expansión-

modificación

2.3.1. Retraso

Una variante del algoritmo de expansión-modificación consiste en permitir
la posibilidad de mutar sólo después de un número d de pasos . Dentro
de la analoǵıa con respecto a las secuencias genéticas, esta implementación
es más realista. Consideramos retrasos de d = 3 y 10, para los casos 6-
ómeros y 8-ómeros. La fig.2.10 muestra que a, b la variación con respecto a la
probabilidad de mutación p para n = 8 y d = 3. Notemos que la probabilidad
de transición pt cambia para valores más grandes con respecto a uno por
d = 0 mostrado en la figura 2.3. Esto no es sorprendente puesto que la
supresión de las modificaciones se pueden interpretar en términos de una
menor probabilidad de modificación efectiva. En la ausencia de retrasos, el
valor de pt para este probabilidad efectiva de no retraso corresponde a un pt
con retraso. Notemos que las caracteŕısticas cualitativas de la figura 2.3 se
preservan con el retraso como se muestra en la figura 2.10.
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Figura 2.10: Parámetros de la FBC (a, b) como función de la probabilidad
de modificación p para datos generados por la ecuación 2 con un retraso de
d = 3
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2.3.2. Caso p 6= q

Una gran variedad de comportamientos dinámicos pueden ser contempla-
dos en los modelos de expansión-modificación cambiando las caracteŕısticas
deterministas y estocásticas en la evolución del mecanismo generatriz, es de-
cir cambiando las reglas con las cuales los elementos binarios evolucionan y la
probabilidad con la cual se llevan a cabo. Aqúı, como ilustración, mostramos
en la figura 2.11 la riqueza dinámica producida una vez que abandonamos
la restricción p = q. La gráfica tridimensional exhibe la variación de los
parámetros de ajuste (a, b) con cambios en las probabilidades p y q como se
muestra en la ecuación 2.3

Debido a que p y q son independientes las relaciones entre los parámetros
a y b con las caracteŕısticas orden-desorden es menos directa y se vuelve
dependiente del caso tratado. 4.

4Por ejemplo para un algoritmo diferente con ramificación constante:

1 →
{

00 {p}
11 {1− p}

0 →
{

10 {q}
00 {1− q}

Se ha mostrado que para el caso p = 2q para n-ómeros las relaciones funcionales entre
p y q producen correlaciones de largo alcance para todos los valores de probabilidades
[76, 77]
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Figura 2.11: Gráfica de valores de los exponentes a y b como función de p y
q, a está representada por circulos rojos y b por las estrellas azules.

2.4. Conexión con procesos multiplicativos.

Los procesos de expansión-modificación son mecanismos de ramificación
que generan secuencias simbólicas en los que cada realización, después de
N pasos, se alcanza con probabilidad dada por el producto de los factores
que participan en la ruta de la ramificación. La rama está determinada por
las probabilidades a priori de la implementación de las R posibles reglas
definidas por el algoritmo esto es ejemplificado para R = 4 con el algoritmo
de la ecuación 2.2 en donde las probabilidades de los diferentes resultados se
muestran para 2 iniciando con una semilla 0 a t = 0

t = 1

00 1− q

1 q

t = 2

0000 (1− q)3

001 (1− q)2q

100 q(1− q)2



CAPÍTULO 2. MODELOS DE EXPANSIÓN-MODIFICACIÓN 52

11 (1− q)q2

11 q(1− p)

0 qp

cuando nos fijamos en un estado dado de la evolución de las secuencias
la configuración de un nómero particular proviene, como primera aproxi-
mación, de los elementos previos que generan la configuración mediante el
menor número de pasos. De aqúı que, la probabilidad de obtener un nómero
con el menor número de pasos es una buena aproximación a la probabilidad
de encontrar el n-ómero en la secuencia final, una vez que las condiciones
estacionarias se han alcanzado. Nuestro principal propósito para presentar
esta perspectiva multiplicativa es que hace contacto con los cálculos alge-
braicos [25, 53] con las distribuciones orden-frecuencia tipo FBC que son
generadas por procesos multiplicativos.

Es importante destacar la naturaleza cualitativa de los resultados aqúı pre-
sentados, ya que lo que se pretende es la exposición y caracterización de com-
portamientos estad́ısticos, la complementaridad de descripciones diferentes y
el v́ınculo con la dinámica de los procesos involucrados, todas en relación con
los parámetros del ajuste (a, b).

Hemos identificado regiones con comportamiento colectivo claramente
distinto, sin embargo, los valores de transición y las fronteras entre ellos
deben ser vistos como estimaciones y no como determinaciones precisas. Es
también importante mencionar que, a pesar de que concentramos nuestra
atención en el caso de octámeros, hemos verificado que las principales car-
acteŕısticas cualitativas que hemos obtenido son válidas para n-ómeros con
n = 6, 10, 12. Hemos probado que éstas se preservan cuando incrementamos el
tamaño de la secuencia generada por los procesos de expansión-modificación
desde 240, 000 monómeros a 150, 000 y 360, 000. Este es un resultado esper-
ado dado dado que las distribuciones normalizadas para diferentes tamaños
N son muy similares y tienden a converger a una distribución única cuando
N crece.

Un comentario general es que a pesar de que la dinámica en conflicto
podŕıa no ser una condición necesaria para las distribuciones beta orden-
frecuencia, ésta proporciona condiciones que favorecen su ocurrencia. Hemos
corroborado que eso también es el caso para familias de mapeos no lineales
con dinámicas en conflicto mediante su dinámica simbólica que se presenta-
mos en el caṕıtulo siguiente.



Caṕıtulo 3

Modelos deterministas

“Todo en la naturaleza es el resultado de leyes
fijas” Charles Darwin

“Todo está determinado, el principio aśı como el
fin, por fuerzas sobre las cuales no tenemos
control. Todo está determinado tanto para el
insecto como para la estrella. Los seres
humanos, vegetales o el polvo cósmico, todos
danzamos una misteriosa tonada, tocada en la
distancia por un misterioso flautista.”Albert

Einstein.

“You need chaos in your soul to give birth to a
dancing star”. Friedrich Nietzsche

En este caṕıtulo mostraremos un modelo caótico-determinista para la ob-
tención de dinámicas simbólicas, en particular, trataremos con familias de
mapeos caóticos unimodales. Con éstas exploramos, mediante la variación de
un parámetro, las caracteŕısticas topológicas y dinámicas del mapeo, estudi-
amos mediante la dinámica simbólica la aparición de la FBC y relacionamos
los exponentes de ajuste a y b al parámetro que define la familia.

Se utiliza el formalismo termodinámico de los sistemas dinámicos, es decir,
empleamos la estructura matemática de la f́ısica estad́ıstica para el estudio
de microestados, que son, en términos dinámicos, las particiones del espacio
fase de los mapeos, para calcular la función de partición y aśı encontrar las
funciones termodinámicas de interés: en nuestro caso la(s) enerǵıa(s) libre(s).
Mostramos que se encuentran transiciones de fase de primer y segundo orden
(asociados a singularidades y/o discontinuidades de esta enerǵıa libre o sus
derivadas) que están relacionadas con los cambios relativos de los parámetros
de la FBC.

53
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3.1. Mapeos unimodales caóticos

Los mapeos no-lineales en una dimensión, además de su importancia per
se, han sido utilizados- por su simplicidad- como un laboratorio para el es-
tudio de los distintos fenómenos que aparecen en los sistemas dinámicos
caóticos, entre éstos se encuentran: la intermitencia, las rutas al caos, los
exponentes de Lyapunov, las ventanas periódicas,etc. Dos de los represen-
tantes canónicos de estos mapeos son el loǵıstico y el mapeo tienda.

Definición 1. Un mapeo f(x) es unimodal si existe una relación xn+1 =
f(xn), con f(x) : [a, b] → [a, b], f(a) = f(b) = 0, y existe un único x∗ ∈ (a, b)
tal que f(x) es creciente para 0 ≤ x < x∗, y decreciente para x∗ ≤ x ≤ 1

En este trabajo estudiamos no sólo mapeos unimodales sino familias de
éstos. La caracterización de una familia se determina mediante un parámetro
adicional que selecciona un elemento dentro de un conjunto más amplio. En
este caṕıtulo estudiamos, particularmente, familias de mapeos que tienen
dos regiones bien definidas por sus dinámicas opuestas,es decir, que existan
regiones caracterizadas con el tiempo t́ıpico de permanencia de iteraciones:
queremos una región laminar (permanencia) y otra expansiva (cambio)[78].1

Con la conjetura establecida en el caṕıtulo anterior sobre los significados
de a y b, queremos determinar anaĺıticamente si un modelo permite corrob-
orar y calcular propiedades de estos valores cuyo significado prefiguramos en
el caṕıtulo 2.

A continuación, presentamos las familias de mapeos unimodales que trata-
mos en este trabajo. Éstas tienen la caracteŕıstica de que el parámetro que
determina el elemento de la familia modifica también sus propiedades de con-
cavidad, exponentes de Liapunov (λ)2, derivada schwarziana3, y el tamaño
de sus regiones laminar y caótica.

3.1.1. Familia loǵıstica generalizada

Una de las propuestas más interesantes y fruct́ıferas abordadas en este
trabajo consiste en el estudio de la siguiente familia de mapeos:

xn+1 = λ(1− |1− 2xn|ν) = f(x;λ, ν) (3.1)

1Usamos la dicotomı́a laminar-caótico en analoǵıa con dinámica de flúıdos.
2Para mapeos unimodales en una dimensión f(x), λ = 1

n
Πn−1

i=0 ln |f ′(xi)|
3(Sf)(z) =

(
f ′′(x)
f ′(x)

)
′ − 1

2

(
f ′′(x)
f(x)

)
2
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Figura 3.1: Ejemplos de mapeos unimodales conocidos. Se grafica también
la función identidad para referencia. a. Mapeo de Farey. b. Mapeo seno
xn+1 = sin(πxn).c. Mapeo loǵıstico xn+1 = 4xn(1 − xn) .d. Mapeo tienda
xn+1 = 1− |1− 2xn|.
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con 0 ≤ x ≤ 1, 0 < λ ≤ 1 y 1
2
≤ ν < ∞.

El parámetro ν caracteriza a la familia – da el orden del máximo– , y λ
determina la caoticidad del mapeo ya que controla la duplicación de peŕıodo
como ruta al caos. Con λ = 1 todos los mapeos de la familia se encuentran
en el régimen caótico (ver figura 3.2), por lo que, en lo sucesivo supondremos
este valor para todo elemento de la familia.

Una de las ventajas de esta familia de mapeos consiste en que para algunos
valores particulares de ν se obtienen mapeos conocidos (ver figura 3.4A),en
particular con ν = 2 se tiene el mapeo loǵıstico, por ello a la familia de mapeos
definida por la ecuación 3.1 la denominaremos loǵıstica generalizada:

(ν = 1
2
) Mapeo tangente a la recta identidad.

xn+1 = 1−
√

|1− 2xn|

(ν = 1) Mapeo tienda.

xx+1 = 1− |1− 2xn|

(ν = 2) Mapeo loǵıstico.

xn+1 = 1− (1− 2xn)
2 = 4xn(1− xn)

.

Se observa que conforme ν aumenta las propiedades de los mapeos cam-
bian, con ν = 1/2 el mapeo es tangente a la recta identidad en el origen, es
decir que f ′(x = 0) = 1, esta propiedad es una caracteŕıstica de los mapeos
intermitentes con lo que la región laminar predomina sobre la región caótica;
para ν = 1, el mapeo tienda marca un ĺımite en la concavidad para ν > 1, por
lo que los mapeos son convexos. La derivada schwarziana se vuelve negativa
para ν > 1 (ruta de duplicación de periodo hacia el caos).

En nuestro estudio de n-omeros mediante mapeos, lo que se toma en cuen-
ta es la frecuencia relativa de secuencias de śımbolos consecutivos de tamaño
finito, que en el caso de un número grande de realizaciones, se puede equiparar
con la probabilidad de que dado un punto arbitrario x0 ∈ [0, 1] éste genere,
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Figura 3.2: Diagrama de bifurcaciones de la familia propuesta en la ecuación
3.1. A con ν = 1 Mapeo tienda, B ν = 1.5, C con ν = 2 mapeo loǵıstico, D
ν = 3.
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mediante iteraciones sucesivas, dicha secuencia. Es por ello, que nos enfocare-
mos al estudio de medidas probabiĺısticas asociadas a secuencias simbólicas,
con este motivo tabajaremos con el operador de Perron-Frobenius, las densi-
dades invariantes, las medidas probabiĺısticas, los cilindros y particiones de
mapeos unimodales caóticos.

3.1.2. Operador de Perron-Frobenius y densidad in-

variante

Encontramos el operador de Perron-Frobenius (OPF) para la familia
loǵıstica. Recordemos que el OPF es un operador sobre el espacio de densi-
dades y permite explorar las distribuciones de puntos bajo la acción de un
mapeo, que contrasta con el estudio de puntos en el espacio fase (trayectorias)
que constituye el estudio tradicional de los sistemas dinámicos discretos.

El OPF también es conocido como operador de transferencia (como op-
erador de Ruelle y como operador de Ruelle-Perron-Frobenius) se utiliza
principalmente para estudiar sistemas dinámicos, mecánica estad́ıstica y el
caos cuántico [79].

Definición 2. Sea un mapeo M(x) y una función de densidad ρ(x) (ρn(x) es
la n-ésima aplicación del OPF sobre ρ0(x)), entonces el operador de Perron-
Frobenius P̂ (OPF, de aqúı en adelante) se define de la siguiente forma:

El OPF se aplica sobre densidades, entenderemos este término como fun-
ciones ρ(x) : [0, 1] → [0, 1] de tal forma que

∫ 1
0 ρ(x)dx = 1

P̂ρ(x) ≡ d

dx

∫

M−1[a,x]
ρ(u)du (3.2)

ρn+1(x) ≡
d

dx

∫

M−1[a,x]
ρn(u)du

con M−1[a, x] = {s|M(s) ∈ [a, x]} la imagen inversa del intervalo [a, x].
Las definiciones previas muestran ambas perspectivas del OPF: es de-

cir, visto como un operador P̂ que actúa sobre un espacio de funciones de
distribución (FDP); o como una ecuación de recurrencia. Desde estos pun-
tos de vista, la densidad invariante ρ∗(x) es respectivamente la eigenfunción
con eigenvalor γ = 1 del operador P̂, es decir P̂ρ∗(x) = ρ∗(x); o la densidad
invariante es un punto fijo de la ecuación de recurrencia para las densidades4.

4El operador de Perron-Frobenius P̂ tiene entre otras las siguientes propiedades:
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Si el mapeo es diferenciable e invertible a pedazos la ecuación 3.3 puede
escribirse equivalentemente como

P̂ρ(x) =
∑

x=M−1(u)

ρ(u)

|M ′(u)| (3.3)

El conjunto de operadores PF para la familia loǵıstica es el siguiente.
Determinemos primero la imagen inversa de la familia de mapeos definida
por la ecuación 3.1.

x′ = 1− |1− 2x|ν (3.4)

En el intervalo 1/2 ≤ ν < ∞ y 0 ≤ x ≤ 1/2. La solución para x′ es

x =
1

2
(1− (1− x′)

1
ν ) (3.5)

con lo que, el conjunto buscado consiste en los intervalos siguientes: (se
aprovecha la simetŕıa de los mapeos, es decir para 1/2 ≤ x ≤ 1, el mapeo se
obtiene sustituyendo x → 1− x, con 0 ≤ x ≤ 1

2
)

f−1(x; ν)([0, x]) = [0,
1

2
(1− (1− x)

1
ν )]

⋃

[
1

2
(1 + (1− x)

1
ν ), 1] (3.6)

Si sustituimos en la ecuación 3.3

P̂νρ(x) =
d

dx

∫ 1
2
(1−(1−x)

1
ν )

0
ρ(u)du+

d

dx

∫ 1

1
2
(1+(1−x)

1
ν )
ρ(u)du (3.7)

La familia de OPFs determinada por el parámetro ν queda expĺıcitamente
definida de la siguiente forma:

P̂νρ(x) =
1

2ν
(1− x)

1
ν
−1{ρ(1

2
− 1

2
(1− x)

1
v ) + ρ(

1

2
+

1

2
(1− x)

1
v )} (3.8)

Las ρ∗(x) invariantes para esta familia de OPFs son sólo conocidas para
un conjunto muy particular de valores del parámetro ν = 1

2
, 1, 2 [80].

1. P̂f ≥ 0 ∀f ≥ 0

2. ||P̂f || ≤ ||f || , ||f || denota la L1 norma.

3. ||P̂nf1− P̂
nf2|| ≤ ||P̂n−1f1− P̂

n−1f2||, propiedad de contracción bajo la acción del
operador.
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ν = 1
2
la densidad invariante es

ρ∗(x) = 2(1− x)

Para ν = 1

ρ∗(x) = 1

Para ν = 2

ρ∗(x) =
1

π
√

x(1− x)

Una cuestión interesante es saber si existe una familia de densidades
invariantes asociada a la familia loǵıstica generalizada, es decir, que sean
soluciones de las ecuaciones 3.8 que, naturalmente, incluya los casos arriba
señalados5.

En este trabajo proponemos una familia de densidades como solución a
la ecuación 3.8.

3.1.2.1. Propuesta de densidad invariante.

Proponemos la siguiente familia de funciones como ansatz a las densidades
invariantes en el intervalo ν < 1 < ∞.

ρ(x) =
Γ( 2

ν
)

Γ( 1
ν
)2
x

1
ν
−1(1− x)

1
ν
−1 (3.9)

con Γ(x) la función gama defina por

Γ(x) =
∫ ∞

0
tx−1e−tdt

y
Γ(n) = (n− 1)!

para n un número natural. La constante

Γ( 2
ν
)

Γ( 1
ν
)2

5Encontrar densidades invariantes es complicado, de hecho se saben las formas de las
densidades invariantes de sólo algunos mapeos de importancia.
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normaliza la expresión 3.9. Para el caso de ν = 1 da la expresión correcta
–incluida la constante de normalización– de la densidad invariante, es decir
: ρ(x) = 1, lo mismo sucede para ν = 2 con lo que se tiene: ρ(x) = 1

π
√

x(1−x)
.

Una forma un tanto redundante, pero ilustrativa del efecto del OPF sobre
las densidades consiste en sustituir las expresiones de la densidad invariante
para ν = 0.5, 1, 2 y mostrar que son funciones propias de P̂

Con ν = 1
2
la densidad invariante es ρ(x) = 2(1− x)

P̂ 1
2
2(1− x) = (1− x){(1 + (1− x)2) + (1− (1− x)2)} = 2(1− x) (3.10)

Para ν = 1, (mapeo tienda), el punto fijo de este operador es la densidad
invariante ρ(x) = 1 que es función propia del OPF para la familia loǵıstica,
como se muestra en reemplazando esta densidad en el OPF:

P̂11 =
1

2
(1− x)1−1(1 + 1) = 1 (3.11)

y con ν = 2 para ρ(x) = 1

π
√

x(1−x)
.

P̂2
1

π
√

x(1 − x)
= 1

4
(1− x)

1
2
−1(ρ(1

2
− 1

2
(1− x)

1
2 ) + ρ(1

2
+ 1

2
(1− x)

1
2 ))

= 1
4
(1− x)

1
2 ( 2

π
√
x
+ 2

π
√
x
) = 1

π
√

x(1−x)
(3.12)

La propuesta de densidad invariante aqúı descrita, debe ser una función
propia del OPF para todos los valores de ν permitidos, es decir 1

2
≤ ν < ∞.

Como se muestra en la siguiente ecuación 3.13 esta propuesta no es cor-
recta

P̂νρ(x) =
(x(1 − x))

1
ν
−1Γ

(
2
ν

)

Γ
(
1
ν

)2







2
(

1− (1− x)2/ν
) 1

ν
−1

(1− x)
1
ν
−1Γ

(
1
2 +

1
ν

)

√
πνΓ

(
1
ν

)






6= ρ(x)

(3.13)

En el anexo A se aplica iterativamente el OPF para obtener las densidades
resultantes, a partir de la densidad inicial como el ansatz de la ecuación 3.9.

Sin embargo, esta familia de densidades, parece ser una buena aproxi-
mación a la densidad invariante para el intervalo 1 ≤ ν ≤ 2, como se muestra
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en la figura 3.3. En esta gráfica se exhibe la existencia de las densidades in-
variantes asociadas a la familia loǵıstica, ya que los histogramas convergen;
además se grafican el ansatz 3.9 para efecto comparativo, como se observa
nuestra propuesta parece ser un buen candidato a la densidad invariante de
la familia loǵıstica.

Este hecho nos permitirá trabajar con la ecuación 3.9 para aproximar las
densidades invariantes de la familia loǵıstica .

3.1.3. Dinámica simbólica

A pesar de que los mapeos son en el espacio continuos, no aśı en el tiempo,
es posible expresarlos de manera discreta sin perder información en el proceso
de convertirlos en iteraciones sobre conjuntos de celdas.

Es por ello que, con el objetivo de estudiarlos utlizaremos algunas her-
ramientas de discretización y con ello poder comparar modelos distintos entre
śı. La dinámica simbólica es por si misma motivo de interesantes investiga-
ciones [81, 82], sin embargo, en este trabajo la usamos como herramienta y
como marco común de distintos modelos cuya expresión en dinámicas simbóli-
cas queremos comparar.

En el caso de mapeos unimodales es posible establecer una dinámica
simbólica asociada mediante el proceso usual, es decir: se divide el espacio
fase en N particiones φk, k = 1, 2 . . . , N y con φj

⋂
φi = φ, ∀ i, j ∈ 1, 2, . . . , N

asignándoles un śımbolo a cada una y se consideran secuencias de iteraciones
de los mapeos, expresadas ahora como secuencia de śımbolos y no de trayec-
torias.

3.1.4. Particiones

Consideremos un sistema dinámico en un espacio fase unidimensional, las
particiones se definen como el conjunto {Ai} tales que todos los elementos
son disjuntos y la unión de ellos constituya el espacio fase total X .

K⋃

i=1

Ai = X (3.14)

Ai ∩ Aj = ø (3.15)

∀i, j
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Figura 3.3: Histogramas que muestran un comparativo entre el ansatz de la
ecuación 3.9 y los histogramas de las iteraciones de los mapeos con valores de
los parámetros señalados en la figura algunos de los cuales (ν = 0.85, 1.5) no
se conoce la expresión correcta de su densidad invariante. Los histogramas
están calculados para 106 iteraciones con un transitorio de 100, 000 y 1000
particiones iguales del intervalo [0, 1].
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Consideremos una partición del espacio fase X de tamañoK , etiquetemos
entonces cada celda consecutivamente i = 1, 2, 3, . . .K. La trayectoria de
x0 ∈ X en dinámica simbólica consiste en la secuencia de śımbolos o etiquetas
establecidas para cada celda del espacio fase.

3.1.4.1. Partición generatriz

Una partición fundamental para el estudio de los dinámica simbólica es
la partición generatriz debido a sus muy particulares propiedades:

Definición 3. Consideremos una partición G′ de tamaño R, se dice que G′
es una partición generatriz de un mapeo M(x), si la secuencia simbólica
infinita generada S = s0, s1, s2, s3, . . . está determinada de manera uńıvoca
por un único valor inicial x0 ∈ X .

No es fácil saber si dado un mapeo M(x) arbitrario existe o no una par-
tición generatriz; además tampoco existe una forma general de obtener una
partición de este tipo. En general depende del mapeo, si no se conoce una
partición entonces se pueden hacer aproximaciones, considerando, por ejem-
plo, celdas del mismo tamaño, que en el ĺımite cuando el tamaño de las celdas
tiende a cero, puede ser considerada una buena aproximación (R ≈ ǫ−1 a los
cilindros, con ǫ el tamaño t́ıpico de una celda). Sin embargo, para una clase
muy particular de mapeos, encontrar una partición generatriz es muy sencil-
lo: los mapeos unimodales definen una partición generatriz a partir de dos
celdas izquierda y derecha, delimitadas por la posición del máximo. Aśı, para
el mapeo loǵıstico, la partición generatriz es G = [0, xmax] ∪ [xmax, 1], para
este trabajo definiremos de manera genérica, dos śımbolos para estas celdas
S = {0, 1}, con ello, mediante un proceso iterativo, se generan secuencias
simbólicas de 0, 1 a partir de condiciones iniciales x0 ∈ [0, 1].Es decir, tienen
la propiedad de que ∀ s0s1s2 . . . , sn con n → ∞ existe un único x0 que genera
esa secuencia. La dinámica simbólica para el mapeo loǵıstico ha sido amplia-
mente estudiada: se han estudiado órbitas periódicas de distintos tamaños, la
estabilidad de las órbitas, la secuencia kneading, entre otras [83, 84, 85, 86].

Siempre que sea posible, ya sea v́ıa el OPF u algún otro método, es muy
valioso encontrar la densidad invariante asociada a un mapeo, éste permite
establecer algunas propiedades interesantes, por ejemplo, se puede definir
una medida para conjuntos del espacio fase de la manera usual:

Definición 4. Sean ρ(x) una función de densidad invariante de un mapeo
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M(x) y A ⊆ X entonces la medida invariante m(A) de A es:

m(A) =
∫

A
ρ(x)dx (3.16)

La medida m satisface algunas propiedades particularmente útiles para
los propósitos de este trabajo:

para una partición del X con Ai ⊆ X ,

m(Ai ∪Aj) = m(Ai) +m(Aj) (3.17)

m(X ) = 1 (3.18)

3.1.5. Cilindros

La relación entre la frecuencia de n-ómeros y la medida de los conjuntos
definida en la sección anterior se clarifica, si podemos asociar estos conjuntos
Ai con las condiciones iniciales que generan, bajo la iteración de un mapeo,
las secuencias de 0 y 1.

Definición 5. Sea {Ai}, i = 1, 2, . . .N una partición del espacio fase X , un
cilindro J [s0, s1, . . . , sn−1] de un sistema dinámico M(u), se define como el
conjunto
J [s0, s1, . . . , sn−1] = {x ∈ X |(x0 = M (0)(x0) → s0) ∧ (x1 = M (1)(x0) →
s1) ∧ . . . ∧ (xn−1 = M (n)(x0) → sn−1)}

con s0, s1, . . . , sn−1, śımbolos de una partición de X .
En términos llanos, los cilindros son el conjunto de condiciones iniciales

que, bajo la acción de un mapeo, dan lugar a una secuencia simbólica dada de
tamaño n. Por ejemplo, si bajo la acción de un mapeo no es posible acceder
a alguna secuencia simbólica (secuencia prohibida) entonces:

J [s0, s1, . . . , sn−1] = φ

además
⋃

s0,s1,...,sn−1

J [s0, s1, . . . , sn−1] = X

De esta manera se puede calcular dada la medida definida por la ecuación
3.16 de un cilindro arbitrario

m(J [s0, s1, . . . , sn−1]) =
∫

J [s0,s1,...,sn−1]
ρ(x)dx (3.19)



CAPÍTULO 3. MODELOS DETERMINISTAS 66

La ecuación anterior puede entenderse como el “peso relativo” de la se-
cuencia simbólica s0, s1, . . . , sn−1 para un mapeo dada, por supuesto, que da-
dos dos mapeos esto valores son en general distintos, debido a la propiedad
de aditividad y normalización esta medida es considerada como una medida
probabiĺıstica [87], por lo que esta medida establece un indicativo de la prob-
abilidad (frecuencia relativa) de una secuencia arbitraria bajo la iteración de
un mapeo.

3.2. Dinámica simbólica y n-ómeros

En esta tesis utilizamos los mapeos unimodales expresados en dinámica
simbólica para estudiar la frecuencia de aparición de secuencias simbólicas de
distintos tamaños mediante particiones generatrices. En particular, el estudio
de las frecuencias de elementos consecutivos de śımbolos que llamaremos n-
ómeros (d́ımeros, trimeros, tetrámeros, etc) ordenados descendentemente de
acuerdo a su frecuencia para ajustarlos a una FBC. Es decir, consideramos
la partición generatriz para generar secuencias de śımbolos

S = s0s1 . . . sn . . .

con
si = 1, 0

en donde los śımbolos están determinados por la regla usual:

sj =

{

0 f (j)(x0) <
1
2

1 f (j)(x0) ≥ 1
2

(3.20)

con x0 ∈ (0, 1) un punto inicial arbitrario y M (j)(x0) la j-ésima iteración
del mapeo unimodal M(x).

Para un mapeo unimodal fijo nuestro objetivo consiste en estudiar se-
cuencias simbólicas obtenidas mediante iteraciones con el procedimiento pre-
viamente explicado. Por ejemplo, para el caso de 8 elementos consecutivos
consideramos la estad́ıstica de octámeros en secuencias S, es decir:

S = 00101011
︸ ︷︷ ︸

43

00110011
︸ ︷︷ ︸

51

10110101
︸ ︷︷ ︸

181

. . . 6

6Debajo de cada conjunto de 8 śımbolos se escribe su correspondiente expresión en base
10.
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En el caso de la familia loǵıstica, consideramos una condición inicial al
azar x0 y obtenemos una secuencia de 8 X 106 śımbolos y calculamos la fre-
cuencia de aparición de octámeros, que son en total 28 = 256 posibles, el pro-
ceso se repite con una condición inicial distinta, después de 10 realizaciones
promediamos las frecuencias. Graficamos estos datos en orden-frecuencia y
ajustamos una FBC.

Posteriormente variamos el parámetro que define al mapeo para explo-
rar el efecto del cambio de regiones laminares y caóticas y su reflejo en la
determinación de los parámetros del ajuste de la FBC.
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Figura 3.4: A. La familia loǵıstica generalizada para distintos valores del
parámetro ν = 0.5, 1, 2 correspondientes a los mapeos tangente, tienda, y
loǵıstico respectivamente. La transición intermitencia-caos se da con el au-
mento del valor del parámetro ν. B. Ajuste a la función beta para los valores
del parámetro señalados en la figura, se muestran casos extremos en donde
a > b con ν < 1 y a < b con ν > 1. C. Parámetros de ajuste a,b vs. ν ver
ecuación 3.1 con λ = 1. D. Densidades invariantes para ν = 0.5 (intermiten-
cia), ν = 1 ρ(x) = 1 (mapeo tienda) inicio de la duplicación como peŕıodo
como ruta al caos, y ν = 2 (mapeo loǵıstico) ρ(x) = 1

π
√

x(1−x)
.

De esta forma para el caso de octámeros se observa la gráfica orden-
frecuencia en las figuras 3.4B para el caso de la familia loǵıstica. Al igual
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que en el caso de los modelos de expansión-modificación observamos que la
variación de la dinámica se refleja en los valores relativos de a, b:

con 1
2
< ν < 1, dominan las regiones laminares , a 6= 0 y b ≈ 0 y a > b,

se observa la posible presencia de correlaciones largas en esta zona y
la región de intermitencia gobierna en estos valores de ν, además del
predominio de algunas pocas secuencias, en donde abundan los 0.

ν = 1, es decir en el mapeo tienda, marca el ĺımite del dominio de a
sobre b, en este punto a = b = 0, como debeŕıa esperarse debido a
que la densidad invariante es la función uniforme (ρ(x) = 1), todos los
octámeros tienen la misma probabilidad de aparecer que tiende a 1/28.

ν > 1 partir de este valor la concavidad de los mapeos cambia y el
régimen expansivo domina sobre la región laminar, y además a < b,
para una región, sin embargo con ν = 2 (mapeo loǵıstico) los valores a
y b vuelven a coincidir debido a que el mapeo tienda y el loǵıstico son
equivalentes topológicos, a pesar de que las densidades difieren, pero
al calcular los cilindros y las medidas de éstos, coinciden para valores
grandes de número de iteraciones, con las probabilidades (frecuencias)
de los n-ómeros.

Queremos encontrar otras familias de mapeos que compartan estas carac-
teŕısticas para intentar mostrar la existencia de un comportamiento genérico
de los exponentes de ajuste a, b.

3.2.1. Familia ǫ

Proponemos una variación interesante de la familia loǵıstica generalizada:
la familia épsilon, que es una combinación lineal del mapeo tienda y loǵıstico.

xn+1 = 1− ǫ|1− 2xn|+ (ǫ− 1)(1− 2xn)
2 = f(xn) (3.21)

No sorprende que el comportamiento sea similar al observado con la fa-
milia loǵıstica como se muestra en la figura 3.5.
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Figura 3.5: A. La familia ǫ definida en la ecuación 3.21 para distintos valores
del parámetro ǫ = 3/2, 1, 0 correspondientes a los mapeos tangente, tienda,
y loǵıstico respectivamente. La transición intermitencia-caos se da con el
aumento del valor del parámetro ǫ. B. Ajuste a la función beta para los
valores del parámetro señalados en la figura, se muestran casos extremos en
los cuales a > b con ǫ > 1 y a < b con ǫ < 1. C. Parámetros de ajuste a,b
vs. ǫ. La inversión de los valores de a, b se da en ǫ = 1 (mapeo tienda). D.
Densidades invariantes para ǫ = 1.2 (intermitencia, en este caso se muestra
un histograma ya se desconoce la expresión exacta de ρ(x)) , ǫ = 1, ρ(x) = 1
(mapeo tienda) inicio de la duplicación como peŕıodo como ruta al caos, y
ǫ = 0 (mapeo loǵıstico), ρ(x) = 1

π
√
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3.3. Divergencias, intermitencia-caoticidad y

betas

Ahora probaremos una conjetura acerca de la naturaleza de la transi-
ción asociada al pasar de un régimen con a > b a otro en donde se in-
veirte esta relación b < a. En el caṕıtulo anterior, después de nuestro estudio
numérico establecimos la hipótesis de que se trata de una transición “orden-
desorden”. En esta caso estableceremos una manera de formalizar y tratar de
demostrar la existencia de un transición, para ello utilizamos el formalismo
termodinámico de los sistemas dinámicos. Ver anexo B.

3.3.1. Perron-Frobenius inverso

Queremos probar la siguiente conjetura: las divergencias de las densidades
invariantes son la causa de la transición, debido a que cambian la forma
de escalamiento por regiones del soporte de la densidad invariante. por ello
es conveniente trabajar de entrada con familias de densidades invariantes y
entonces determinar que mapeos unimodales caóticos generan. Este problema
es una versión restringida del problema inverso de Perron-Frobenius, que ha
sido abordado de manera satisfactoria en las siguientes referencias [88, 89, 90].

Los detalles de la implementación pueden consultarse en las referencias
arriba mencionadas, por el momento estamos interesados en ligar propiedades
de las divergencias en las densidades con transiciones de fase y cambios en
los valores a, b, aśı como las propiedades de intermitencia y caos como un
elemento genérico que determina el significado de los valores de ajuste de los
parámetros a, b .

Densidades con singularidades en un extremo
Consideraremos densidades con divergencias en alguno de los extremos

de su soporte, es decir x = 0 y x = 1, buscamos mapeos cuya densidad
invariante sean de la forma ρ1(x) = A1x

α1−1 o ρ2(x) = A2(1− x)α2−1.
Deseamos determinar cuál es el mapeo unimodal caótico y simétrico7 que

se obtiene con cada una de las densidades propuestas.
Para ρ1(x), ρ2(x) la ecuación de Perron-Frobenius (ecuación 3.3 ) es la

siguiente, es decir la solución es un mapeo y(x):

dy

dx
=

xα1 + (1− x)α1

yα1
(3.22)

7Esto se pide para garantizar la presencia de una partición generatriz
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dy

dx
=

xα2 + (1− x)α2

(1− y)α2
(3.23)

Estas ecuaciones quedan como:

yα1dy = xα1 + (1− x)α1dx (3.24)

(1− y)α2dy = xα2 + (1− x)α2dx (3.25)

Después de una integración directa, obtenemos los siguientes mapeos:

y = f1(xn) = xn+1 = (1− |xr
n − (1− xn)

r|) 1
r (3.26)

y = f2(xn) = xn+1 = 1− |xr
n − (1− xn)

r| 1r (3.27)

Utilizamos el parámetro r = αi + 1,con i = 1, 2, para ser consistentes
con el resto del texto, éste permite explorar distintos mapeos con distintas
propiedades dinámicas.

Las formas de uno de estos mapeos se muestran en las figuras 3.6.
En la figura se observa, en primer lugar, el dominio de los valores a sobre

b, es decir a > b, con 1 < r < 2 en este corresponde a un régimen laminar.
Conforme el parámetro r disminuye se alcanza un valor común a = b = 0,
a partir de este valor se invierte la relación entre a y b, es decir conforme
la región caótica aumenta, b > a para r < 1. Estos resultados coinciden
con los mostrados en la familia loǵıstica, la familia épsilon; aśı como con los
mostrados en el caṕıtulo anterior con el modelos estocástico de expansión-
modificación.

Estos mapeos en los ĺımites para r → ∞ se puede pegar tanto como
se desee, a la recta identidad esto permite explorar la preeminencia de una
región laminar sobre una región caótica y su relación con los valores de ajuste
de la FBC.

3.4. Formalismo termodinámico de los sistemas

dinámicos

Finalmente discutiremos una formalización de los resultados previos me-
diante el formalismo termodinámico de los sistemas dinámicos (FTSD).
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Figura 3.6: A. La familia de mapeos definida en la ecuación 3.27 para distin-
tos valores del parámetro r = 3/2, 1, 0.5. La transición intermitencia-caos se
da con el aumento del valor del parámetro r. B. Ajuste a la función beta para
los valores del parámetro señalados en la figura, se muestran casos extremos
en los cuales a > b con r < 1 y a < b con r > 1. C. Parámetros de ajuste a,b
vs. r. La inversión de los valores de a, b se da en r = 1 (mapeo tienda). D.
Densidades invariantes para r = 0.5 (intermitencia), r = 1 ρ(x) = 1 (mapeo
tienda), y r = 1.5.
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El estudio de los sistemas dinámicos caóticos mediante las herramientas de
de la f́ısica estad́ıstica es un campo abordado inicialmente por Sinai, Ruelle
y Bowen a principios de los años setenta del siglo pasado [91, 92, 93, 94]
Un pequeño resumen con los principales resultados de esta teoŕıa se puede
encontrar en el anexo B.

3.4.1. Familia loǵıstica

Consideremos la familia loǵıstica entonces tomamos una partición del es-
pacio fase X, y teniendo como válida que la densidad invariante está dada
aproximadamente por el ansatz 3.9, tenemos que: si dividimos el espacio fase
en celdas de tamaño ǫ , (es decir el total de ellas es n = 1/ǫ), la proba-
bilidad Pi de encontrar la secuencia simbólica generada por la celda i-ésima
está determinada por la siguiente expresión:

Pi = Aν

∫ iǫ

(i−1)ǫ
x

1
ν
−1(1− x)

1
ν
−1dx (3.28)

i = 1, 2, . . . , 1
ǫ
, y Aν =

Γ( 2
ν )

Γ( 1
ν )

2 es la constante de normalización de cada función

de densidad.
Estas integrales se pueden resolver de manera exacta mediante la función

beta incompleta regularizada, Bz(α, β) ≡ B(z;a,b)
B(a,b)

≡ Aν

∫ z
0 tα−1(1− t)β−1dt

Pi = Aν(Biǫ(
1

ν
,
1

ν
)−B(i−1)ǫ(

1

ν
,
1

ν
)) (3.29)

En particular, los dos extremos escalan de manera distinta al resto:

P1 = Bǫ(
1

ν
,
1

ν
) ≈ ǫ

1
ν (3.30)

P 1
ǫ
= 1−B1− 1

ǫ
(
1

ν
,
1

ν
) ≈ (1− ǫ)

1
ν (3.31)

Consideramos ahora la siguiente suma:

1
ǫ∑

i=1

P β
i = (Aν)

β

1
ǫ∑

i=1

(Biǫ(
1

ν
,
1

ν
)−B(i−1)ǫ(

1

ν
,
1

ν
))β (3.32)

La probabilidad, es decir, el valor de la integral, tiene dos términos t́ıpicos:
los extremos van como ǫ

1
ν
−1 y el resto, como ǫ , es decir la longitud t́ıpica de

una celda.
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Utilizamos la distribución escort 8 P, para que a partir de la distribución
previa encontrar otra que va “pesando” las probabilidades escaneando su
peso relativo, mediante un parámetro arbitrario β

Pi ≡
P β
i

2n∑

i=1
P β
i

(3.33)

Si atribuimos la frecuencia de aparición a una “enerǵıa de interacción”
de tal forma que las secuencias con menor enerǵıa se ven favorecidas con
respecto a aquellas con mayor enerǵıa. Por lo que proponemos una función
“hamiltoniana” H(s1s2 . . . sn) que refleje la observación anterior,

H(s1s2 . . . sn) = − lnP (s1s2 . . . sn) = − ln
∫

cilindroi
ρ(x)dx (3.34)

de tal forma que la distribución escort queda de la siguiente manera

Pi =
P β
i

2n∑

i=1
P β
i

=
exp(−βH(s1s2 . . . sn))
∑

{s1s2...sn}
exp(−βH(s1s2 . . . sn)

(3.35)

con lo que la distribución escort es análoga a la función de partición canónica.
La función de partición asociada estas cantidades está relacionada con la

dimensión generalizada de Rényi D(β) (ver ecuación B.11):

1
ǫ∑

i=1

P β
i ≈ (Aν)

β(2ǫ
β
ν +

1
ǫ
−1
∑

i=2

(Biǫ(
1

ν
,
1

ν
)−B(i−1)ǫ(

1

ν
,
1

ν
))β) (3.36)

1
ǫ∑

i=1

P β
i ≈ (Aν)

β(2ǫ
β
ν + (

1

ǫ
− 2)ǫβ) ≈ (ǫ

β
ν + ǫβ−1) ≈ ǫ(β−1)D(β) (3.37)

(β − 1)D(β) = min

{

β

ν
, β − 1

}

(3.38)

(3.39)

En donde β es un parámetro arbitrario que juega el papel de la “temper-
atura” (ver ecuación B.7).

8Utilizaremos el término en inglés ya que incluso en los pocos textos en español esta
distribución adopta el término en inglés.
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Entonces la enerǵıa libre de Helmholtz por unidad de volumen ϕ(β) (ver
tabla B.1) está dada por la siguiente expresión:

ϕ(β) =

{

1− 1
β

β < βc
1
ν

β ≥ βc
(3.40)

El punto cŕıtico es, el punto en el cual se intercambia el dominio de un
conjunto de términos sobre otro en la contribución a la enerǵıa libre ϕ(β).

βc =
ν

ν − 1
(3.41)

Si graficamos la enerǵıa libre de Helmholtz para cada valor de ν pode-
mos observar que es lo que sucede en βc (Ver Figura 3.7a). De esta manera
podemos observar que existen transiciones de fase de primer orden que están
asociadas a la primera derivada de la enerǵıa libre en el punto cŕıtico βc, sin
embargo en ν ≤ 1, éstas divergencias dejan de existir, por lo que el mapeo
tienda señala un punto ĺımite entre la existencia o no de transiciones de fase,
con esto hemos establecido la singularidad de este punto. En la figura 3.7 se
muestra la superficie de enerǵıa libre para la familia loǵıstica. Es importante
resaltar que el cálculo anterior resulta clave la divergencia de la densidad
invariante para que el comportamiento de los extremos determine el dominio
los elementos en la suma que constituye la función de partición. A pesar de
no contar con una forma exacta para la densidad invariante, basta sólo con
saber que existen divergencias para que los resultados aqúı presentados sigan
siendo válidos.

El significado “f́ısico” de la transición de fase es el siguiente: la distribu-
ción escort nos permite escanear , mediante un parámetro arbitrario (β), la
influencia de distintas regiones del espacio fase X . En la transición de fase la
contribución dominante de la enerǵıa libre súbitamente cambia a una región
distinta del espacio fase.

El equivalente de fases “desordenada-condensada ”puede interpretarse de
la siguiente forma: la fase “desordenada” corresponde al caso en el cual los
elementos del espacio fase contribuyen de manera (casi)equivalente y la fase
“condensada” consiste en el hecho de que los puntos cercanos a los extremos
son los términos dominantes.
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Figura 3.7: a. Enerǵıa libre de Helmholtz por unidad de volumen φ(β) para
distintos mapeos pertenecientes a la familia loǵıstica. Se ha sumado una can-
tidad constante a cada función para una mejor apreciación de las formas fun-
cionales. Las funciones son continuas pero en el valor βc la primera derivada
no existe indicando una transición de fase de primer orden b. La figura mues-
tra la superficie generada al considerar la familia loǵıstica φ(β, ν), se observa
con mayor nit́ıdez el ĺımite marcado en el valor ν = 1 en el comportamiento
de la enerǵıa libre.
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3.4.1.1. Familia épsilon

A pesar de no conocer la densidad invariante es posible observar en 3.5
que existen un fenómeno análogo al de la familia loǵıstica. Se observa un
intercambio de valores relativos entre los parámetros que coincide con la
variación de los valores de los parámetros de ajuste a, b de la FBD.

Nuevamente el punto ĺımite es el mapeo tienda, a excepción de este y
del caso ĺımite en donde es tangente a la identidad en el origen, el resto de
los mapeos son no hiperbólicos, por lo que el comportamiento distinto entre
ellos se debe a una variación en el peso de la función de distribución de
probabilidad que se refleja en las medidas de los intervalos del sistema. Se
observa también el efecto de las divergencias en las densidades como ĺımite
entre las dos reǵımenes (Ver figura 3.5D ).

3.4.1.2. Divergencias en un extremo

Los mapeos presentados generados a partir de densidades invariantes con
divergencias en uno de los extremos del intervalo (ecuaciones 3.27) son análo-
go a la familia loǵıstica, la única diferencia reside en el hecho de que en lugar
de tener dos puntos en los cuales la probabilidad escala de manera distinta, se
trata sólo de uno, por lo que la contribución en la expresión 3.28, es la misma
en el ĺımite termodinámico con lo que las expresiones y gráficas asociadas son
las mismas que las del caso previo de la beta simétrica.

Este resultado, de hecho, refuerza, la observación hecha sobre la natu-
raleza del ĺımite de a > b con la (in)existencia de transiciones de fase. En
este caso, partimos de la densidad invariante (con lo que no hacemos suposi-
ciones sobre las divergencias) se obtienen los mapeos y de éstos se generan
las dinámicas simbólicas y la obtención de las FBC.

Hemos demostrado que los parámetros de ajuste de la distribución beta
{a, b} están relacionados con los siguientes fenómenos:

1. a está censando el orden del sistema mediante estructuras jerárquicas
: (leyes de potencia, intermitencia, sesgo en las distribuciones de prob-
abilidad, etc), en cambio, el parámetro b refleja el caos del sistema
expresado en términos de mayor desorden (entroṕıas máximas, expo-
nentes de Liapunov máximos,etc.).

2. La caracterización anterior permite identificar dos regiones de dinámi-
cas distintas con a > b intermitencia, en términos del FT : una enerǵıa
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externa que favorece ciertos “microestados” sobre otros, por otra parte,
con a < b.

3. El punto en el que se intercambian estos comportamientos, es decir
a = b, se marca con transiciones de fase de primer orden reflejadas
en la enerǵıa libre de Helmholtz ϕ(β) como función de un parámetro
externo β (que juega el papel de la temperatura).



Caṕıtulo 4

Evolución molecular: un
modelo biológico

En este caṕıtulo se presenta el modelo de evolución molecular prop-
uesto por Eigen y Schuster [95, 96] para la evolución de un conjunto de
poĺımeros poseedores de dos caracteŕısticas particulares: pueden replicarse
y mutar puntualmente. Este modelo fue propuesto para simular moléculas
auto-replicantes en un ambiente pre-biótico, formulados como un mecanismo
de evolución de poĺımeros simples que funge como hipótesis del origen de la
vida .

Mostraremos que la presencia de estos los dos procesos anteriores en este
modelo de evolución molecular generan en la distribución del número de es-
pecies ordenados conforme a su frecuencia dan lugar a la FBC, observaremos
también, que el hecho conocido como la catástrofe del error, modifica esta
distribución indicando un cambio similar a los ya reportados, es decir, que
con a = b se observa una transición, en este caso, formalmente, una transición
de fase en un modelo equivalente de espines.

4.1. El modelo

La ecuación propuesta 4.1 por Eigen y posteriormente Schuster en los años
70 del siglo pasado en los art́ıculos seminales [96, 97, 98], ilustra el mecanismo
de evolución de secuencias de śımbolos de L elementos, auto-replicantes y con
una tasa de mutación puntual.

80
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4.1.1. Supuestos

Como todo modelo tiene supuestos que lo limitan y por lo tanto lo definen,
en el caso del de cuasi-especies éstos son las siguientes:

1. Existe una secuencia con mayor adecuación (fitness), que puede medirse
como el éxito reproductivo.

2. Las tasas de mutación son constantes en el tiempo y genotipos.

3. Los mutantes muestran adecuaciones invariantes a pesar del número de
mutaciones.

4. Las moléculas se degradan a tasas constantes.

5. No hay recombinación genética.

El modelo básico de cuasi-especies describe la dinámica de poblaciones
de secuencias macromoleculares mantenidas por replicación. Las mutaciones
suceden durante el proceso de copia, pueden modificar la tasa de replicación
de las nuevas secuencias que aparecen, permitiendo entonces a la selección
darwiniana operar.

La situación antes descrita se expresa mediante el siguiente sistema de
ecuaciones

dxi

dt
= (AiQii −Di)xi(t) +

∑

j 6=i

AjQijxj(t)− Φ(t)xi(t) (4.1)

con xi la frecuencia relativa de la i-ésima especie o secuencia de śımbo-
los, Ai es el fitness (éxito reproductivo ) de la especie i, Di es la tasa de
degradación de la especie i, la tasa de replicación efectiva de la propia es-
pecie es Qii, en tanto que, Qij es la tasa de mutación de la especie j en la
especie i (es decir mide la probabilidad de que mediante mutación la especie j
se convierta en la especie i), Φ es un flujo que se impone para que la población
se mantenga constante, por ello es llamada la condición de población con-
stante, en particular, si se quiere que

∑s
i=1 xi = 1, el flujo Φ está determinado

por

Φ =
s∑

i=1

(Ai −Di)xi(t) =
s∑

i=1

Eixi(t) = 〈E(t)〉
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Ei es la productividad de la especie i y 〈E(t)〉 es la productividad prome-
dio, notemos que este término hace que el sistema de ecuaciones 4.1 se con-
vierta en no lineal (de hecho es un sistema cuadrático en las variables de
interés xi(t)).

Debido a que
∑s

j=1Qij = 1 se tiene que:

s∑

j 6=i

AjQijxj(t) =
s∑

i=1

Ai(1−Qii)xi(t) (4.2)

El sistema 4.1 entonces se puede reducir a

dxi

dt
=

s∑

i=1

Wjixj(t)− 〈E(t)〉xi(t) (4.3)

Wii = Aiqii − Di valores selectivos y los Wij = AjQij para i 6= j se llaman
valores de mutación

En forma matricial las ecuaciones anteriores se pueden escribir de la sigu-
iente manera

dX

dt
= (W − 〈E(t)〉)X (4.4)

Es posible encontrar soluciones anaĺıticas del sistema. Si O es una matriz
tal que que OWO−1 = λI y U = OX o de manera equivalente se tiene que

dui

dt
= (λi − 〈E(t)〉)ui(t) (4.5)

〈E(t)〉 =
s∑

i=1

λiui (4.6)

Si la mutación de las secuencias es puntual, entonces la matriz de mu-
tación Qij está dada por

Qij = Aiu
hij(1− u)L−hij (4.7)

En dónde L es la longitud de las secuencias, hij es la distancia de Ham-
ming entre las secuencias i y j, y u es la tasa de mutación.
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4.1.2. Cuasi-especies

Con frecuencia, la teoŕıa de evolución molecular es llamada la teoŕıa de
cuasi-especies. De hecho, la existencia de cuasi-especies moleculares junto
con la catástrofe del error (sección 4.2) caracterizan a esta teoŕıa. El término
especie tiene significados distintos en bioloǵıa y en qúımica, los autores de
la TCE, qúımicos de formación, se refieren a moléculas casi idénticas con el
término especie y no tiene relación alguna con especies biológicas. Aśı una
cuasi-especie es un “enjambre” de especies genéticamente relacionadas (se-
cuencias cuya distancia de Hamming es pequeña) que constituye un punto de
equilibrio estable del sistema de ecuaciones diferenciales no lineales definidos
por el sistema 4.1

La solución anaĺıtica usol del sistema 4.1 es una combinación lineal de
las especies usol =

∑r
i=1 aixi, de esta manera hay una especie xj con mayor

sobrevivencia (contribución en el término solución) y la segunda en frecuencia
xk es “genéticamente similar” con ésta, y aśı sucesivamente, por lo que la
solución del problema 4.1 genera no una única secuencia que sobrevive a
este proceso, sino a un ensamble de secuencias genéticamente emparentadas,
vecinas en el paisaje adaptativo, es esta colección de moléculas cuasi-idénticas
(cuasi-especies), el principal, novedoso y emṕıricamente útil, resultado de esta
teoŕıa.

Hoy en d́ıa existe evidencia experimental de que ciertos virus de RNA
(VIH, polio, influenza, entre otros), se comportan según la teoŕıa de cuasi-
especies [99, 100, 101, 102, 103]: es decir para organismos con tasas de mu-
tación elevadas (que le sirven para adaptarse a ambientes hostiles) los virus
que sobreviven son un subconjunto que difieren, en su secuencia de RNA,
en pocos lugares, esta colección de secuencias se llama las cuasi-especies de
virus de RNA. La teoŕıa de cuasi-especies ofrece un marco conceptual para la
evolución de virus de RNA y se han convertido en un paradigma virológico
[104, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111].
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Figura 4.1: Solución del problema de evolución molecular sin mutación (es
decir la matriz de mutación sólo con elementos en la diagonal). Existe se-
lección, es decir sobrevive la secuencia con mayor adecuación, pero no hay
evolución. Se ilustra la solución para 4 especies
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Figura 4.2: Solución del problema de evolución molecular con cuasi-especies.
Sobreviven no el de mayor adecuación, sino un conjunto relacionado
“genéticamente” entre si. En este caso se trata de 16 especies.

4.2. La catástrofe del error

Las ecuaciones de cuasi-especies 4.1 describen la trayectoria de una población
en el espacio de todas las posibles secuencias de tamaño fijo finito. Las cuasi-
especies “censan” el paisaje adaptativo1, e intentan escalar los máximos lo-
cales (es decir áquellas secuencias con mayor éxito reproductivo) y buscan
permanecer en estos máximos (locales o globales).

Si la tasa de mutación es muy grande, la capacidad de la cuasi-especie
de escalar y permanecer en la cima de un máximo se reduce debido a la alta
variabilidad. Debido a esto, existe un umbral de mutación que es compatible
con la adaptación (entendida como la capacidad de la cuasi-especie de en-
contrar máximos de adaptación y permanecer en ellos), aśı que, si el valor de
mutación excede este valor umbral, entonces, no será posible la adaptación.

1El paisaje adpatativo es un espacio Nn × R, en donde a cada secuencia simbólica se
le asigna una valor real positivo (f : Nn → R) que corresponde a su adecuación, es decir
su éxito reproductivo.
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Supongamos válida, esta premisa, llamada paisaje adaptativo de un sólo
pico ( single-peak fitness landscape ), cuando la tasa de mutación es ba-
ja, la solución en el equilibrio describe una cuasiespecie centrada en este
único máximo. Las secuencias lejanas al pico tiene frecuencias muy bajas, la
cuasiespecie, está entonces, adaptada a este máximo de adecuación. Cuando
la tasa de mutación aumenta la distribución de cuasi-especies se ensancha,
existe entonces una tasa cŕıtica uc más allá de la cual la cuasi-especie deja
de sentir el efecto del pico, y no queda localizada alrededor de él. Es decir,
no existe adaptación.

A este hecho se le conoce como catástrofe del error (error catastrophe).
Este fenómeno es muy familiar en el ámbito de la f́ısica, y es posible hablar,
formalmente, de una transición de fase.

4.2.1. Transición de fase

Es posible mapear el modelo de cuasi-especies en un modelo de Ising
bidimensional con lo que se puede establecer una correspondencia formal
entre las transiciones de fase y la catástrofe del error.

Con el siguiente cambio de variables se transforma un sistema al otro,
con los valores de “esṕın”

s = 1, 0

en los siguientes referencias se trata este problema como una cadena de Ising
cuántica [112, 113] en los cuales se puede establecer la existencia de transición
de fase mediante la siguiente transformación de coordenadas:

yi(t) = xi(t)e
∫ t

0
dt′

∑N

j=1
fjxj(t′)

El análogo de la temperatura T del sistema se relaciona con la tasa de
mutación u de las secuencias de la siguiente manera [114, 115, 116, 117]:

1

T
=

∣
∣
∣
∣log

1− u

u

∣
∣
∣
∣

Con esta transformación es posible equiparar ambos formalismos y en-
tonces demostrar que la catástrofe del error es una transición de fase [118].
La fase ergódica corresponde a la ausencia de la secuencia maestra (cuasi-
especie) y entonces el sistema se difumina sobre todo el espacio de secuencias,
mientras que en, la fase no ergódica existen siempre las cuasi-especies.
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4.2.2. Matriz de transferencia

La matriz W definida en la ecuación 4.7 es equivalente a la matriz de
transferencia de un modelo de espines en 2 dimensiones En un trabajo en
proceso estamos buscando la relación entre esta matriz de transferencia para
el sistema de casi-especies y el método del operador de transferencia para
mapeos unimodales [119].

4.3. Distribución de especies y FBC

Exhibimos de manera panorámica la teoŕıa de cuasi-especies. La relación
entre el modelo de cuasi-especies, los modelos de expansión-modificación y
las familias de mapeos unimodales. Éstos comparten la presencia de dos pro-
cesos con dinámicas opuestas entre si que se ven modulados por un parámetro
(mutación, parámetro de la familia de mapeos y tasa de mutación) que per-
miten modular la dominancia de un procesos sobre el otro. En estos casos
la presencia de un proceso, que genéricamente podemos llamar permanencia,
establece correlaciones largas en las secuencias simbólicas y el otro proceso,
que podemos englobar en el concepto de cambio, rompe las correlaciones.
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Figura 4.3: Ajuste de la FBC para la frecuencia relativa de especies como
resultado de resolver el sistema de ecuaciones diferenciales del modelo de
cuasiespecies para un total de 128 de ellas. Son dos realizaciones: una con
probabilidad de mutación menor a uc en donde se oberva una ley de potencia
con claridad, y con u > uc en la que se observa la aparición de un cambio en
los valores de a y b, en este caso a < b.

Este caṕıtulo no pretende ahondar en la muy interesante teoŕıa de cuasi-
especies sino en explorar otro sistema con dinámicas en conflicto, y estudiarlo
en términos de orden-frecuencia para aportar más evidencia a la hipótesis de
este trabajo.

Análogamente a los dos caṕıtulos previos podemos ahora resolver numéri-
camente la ecuación de cuasi-especies para N especies moleculares y encon-
trar la frecuencia de aparición agruparla de acuerdo a esta frecuencia de
forma descendente y graficarla para valores de la tasa mutación previa a
la catástrofe del error y después de ella. Los resultados se muestran en la
siguiente gráfica sintetizan los resultados que podŕıan esperarse de acuerdo
a lo visto previamente. Es decir, cuando se tiene orden asociado a invari-
abilidad de escala , obtenemos a > b en la FBC; después de una transición
de fase, los valores se invierten y tenemos b > a. Con lo que los valores de
la FBC están reflejando la dinámica de los procesos involucrados y pueden
inclusive utilizarse para caracterizar un fenómeno a partir de sus distribución
de frecuencias. Resumiendo de manera sucinta: hemos observado 3 procesos
distintos entre śı expresado de forma simbólica reflejan en su expresión de
un observable, en esta caso orden-frecuencia distribuciones FBC y además el
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comportamiento de los exponentes de ajuste se comporta de manera genérica.
Es decir con la permanencia a > b y con el cambio b > a.



Caṕıtulo 5

Otros enfoques y conclusiones

“En una ocasión Richter me dijo: “los médicos
no debeŕıan decir “lo he curado”, sino “no se
me ha muerto”. Del mismo modo en la f́ısica se
podŕıa decir “he proporcionado causas a las que
finalmente no se les puede señalar lo absurdo”
en vez de “lo he explicado”.
Aforismos

Georg Christoph Lichtenberg

5.1. Otros enfoques

El problema de elucidar el origen de la ubicuidad de la FBC y el posible
significado de los ajustes de los exponentes (a, b) ha sido abordado reciente-
mente mediante dos enfoques complementarios. El primero de ellos a través
de la operación resta de variables estocásticas (de forma análoga al operador
de convolución) [30], en ese trabajo se observa que mediante la aplicación
sucesiva de un operador se obtienen FDPs tipo beta. Se observa que esta
la aplicación sucesiva de esta operación tiende a converger en el espacio de
FDPs hacia funciones tipo beta, con lo que se sugiere algún ĺımite asociado
a esta operación.

En segundo lugar también se ha tratado este problema, a través de un
proceso estocástico de nacimiento y muerte para redes (Cocho G., Rodŕıguez
R. F., Mart́ınez-Mekler G. Birth and Death Master Equation for the Evolu-
tion of Complex Networks ), en este abordaje se utiliza una ecuación maestra
cuyas soluciones están dadas por PDFs beta.

En ambos casos, las soluciones encontradas son FDPs (tipo-)beta. Éstas, a
su vez, se pueden expresar en orden-frecuencia v́ıa la inversión de la función

90
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de probabilidad acumulada, sin embargo, las formas funcionales son muy
distintas a la FBC, sólo en en el caso de leyes de potencia ambas formas
coinciden, sin embargo los exponentes son distintos (α → 1

α+1
) [20].

Por otra parte, adicionalmente hemos encontrado que en procesos en
donde su utiliza el ajuste de datos v́ıa orden-frecuencia(tamaño) podemos
aproximar FDP (χ2, χ, y otras distribuciones), mediante la inversión de la
función de distribución acumulada y una expansión en serie de potencias de
las colas de la distribución para relacionarlas con los parámetros (a, b).

Además es posible encontrar una fórmula general para la FDP a partir
de la FBC para algunos casos particulares de los parámetros de ajuste (Ver
anexo C), este último resultado permite el cálculo de a, b mediante la fun-
ción de verosimilitud (MLE) (Ateneodo Celia, Martinez-Mekler Gustavo y
Alvarez-Martinez Roberto, art́ıculo en proceso).

En ese trabajo se considera que la ubicuidad de la FBC proviene de la
expresión de funciones de distribución de probabilidad en su versión FAP.
Con las funciones de distribuciones cuando éstas son unimodales, con ello se
pueden relacionar las colas de las FDPs con los exponentes de ajuste de la
FBC.

Finalmente, de acuerdo a los resultados aqúı presentados, podemos señalar
las siguientes conclusiones:

5.2. Conclusiones

La FBC ha mostrado una enorme correspondencia con un diverso conjun-
to de datos cuando se grafican en orden-frecuencia u orden-tamaño. Los datos
provienen de una gran variedad de fuentes de diversos oŕıgenes, sin embar-
go, en este trabajo abordamos el estudio de secuencias simbólicas generadas
por dos procesos en competencia entre si, en estos casos, la presencia de la
FBC se debe a la similitud de las dinámicas involucradas; de esta manera es
posible asignarle significados a los parámetros de ajuste de la FBC (a, b) en
términos de las caracteŕısticas dinámicas del proceso.

Los diferentes ajustes propuestos pueden compararse mediante métodos
de información en los que se muestra que la FBC, para un amplio conjunto
de datos, es superior a un conjunto importante de otras funciones usadas en
la literatura cient́ıfica para ajustar datos en orden-frecuencia(tamaño).

Dada la ubicuidad de las distribuciones orden-frecuencia (orden-tamaño)
en un conjunto amplio de fenómenos de diversa naturaleza, estamos enfrenta-
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dos con dos principales tareas: entender cuál es el significado de los parámet-
ros de ajuste y entender cuál es origen de tal ubicuidad.

Debido a la extensa variedad de ejemplos encontrados hasta ahora en
donde la FBC es un buen modelo, es poco probable establecer, a pesar de
los esfuerzos en esta dirección, un mecanismo general o meta-mecanismo
que sea común a todos estos ejemplos. La hipótesis central de este trabajo
consiste en que fenómenos que comparten una dinámica similar, a pesar de
ser de distintos dominios, puedan ser entendidos y comparados debido a sus
semejanzas; entonces es posible entender y asignar significados generales a
los parámetros de ajuste de la FBC.

En esta tesis nos dedicamos a estudiar las dinámicas en conflicto, donde es
posible identificar dos sub-procesos claramente discernibles. Uno de ellos car-
acteriza genéricamente cambio y el otro, permanencia. Estos procesos están
detrás de las transiciones asociadas a los valores relativos de los parámetros
de ajuste de la FBC.

En los sistemas de expansión-modificación existen dos procesos opuestos
que genéricamente se pueden caracterizar de la siguiente manera: uno de el-
los, la expansión, preserva las correlaciones de largo alcance entre los bloques
de śımbolos y el otro, modificación, (o mejor dicho, inserción) corta estás
correlaciones. Este método está controlado por el parámetro de mutación p.
Se pueden identificar regiones bien definidas con comportamientos asocia-
dos a correlaciones de largo alcance y correlaciones cortas conforme crece p,
los resultados son independientes del número de bloques considerados. Existe
además un ĺımite en en el cual los comportamientos se invierten a = b. La en-
troṕıa aumenta hasta alcanzar su ĺımite teórico máximo para una secuencias
binaria de longitud N , es decir ln 2N .

Con nuestro enfoque hemos estudiado algunos aspectos de la dinámicas
en conflicto en sistemas finitos determinados por los algoritmos de expansión-
modificación ramificada. En estos procesos hemos encontrado una transición
del tipo orden-desorden en términos de la interpretación del significado de los
parámetros de ajuste de la beta: el parámetro a es favorecido por la invari-
abilidad de escala y registra la presencia de correlaciones de largo alcance,
mientras que el parámetro b es sensible al desorden y está relacionada, en la
ausencia de correlaciones, a la aparición de eventos improbables y al desarrol-
lo de heterogeneidad. Puesto que en los modelos de expansión-modificación
el conflicto entre permanencia y cambio puede ser cuantificado por las prob-
abilidades p y q, éstas proporcionan mecanismos para la variación y la com-
prensión de los parámetros del ajuste, el cual ayuda a identificar las carac-
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teŕısticas relevantes y proporcionar indicios sobre la fenomenoloǵıa observada
en expresiones sociales, antropológicas, finanzas, biológicas y art́ısticas, por
mencionar algunas, en donde aparece la FBC.

Adicionalmente hemos evidenciado las interconexiones entre varias car-
acteŕısticas singulares de la transición, tales relaciones entre cambios en la
dependencia funcional de la invariabilidad de escala del espectro de po-
tencias con el desorden, de longitudes caracteŕısticas para relajaciones del
parámetro, localización de los puntos de transición, la dependencia expo-
nencial del número de eventos improbables con los parámetros del ajuste y
otros criterios para el análisis del comportamiento complejo entre el orden y
desorden.

En el caso de familias de mapeos unimodales que mediante la variación
de un parámetro atraviesan una plétora de estados entre ellos reǵımenes
intermitencia hacia reǵımenes caóticos con lo que se modifican las secuencias
más favorecidas debido al cambio del parámetro que caracteriza al sistema:

1. Favorecen estados con menor “enerǵıa de interacción”.

2. Conforme se modifica el parámetro se atraviesan una transición de fase,
en dónde otros estados llevan el peso de la distribución escort.

3. Este comportamiento se puede generalizar a mapeos cuya densidad
invariante diverge en un número finito de puntos del soporte.

La dinámica entre estados “laminares” y caóticos mediada por un parámetro
permite explorar el significado de los parámetros a, b.Exploramos mediante el
FTSD los “microestados” asociados a los n-omeros y observamos un conjun-
to de transiciones de fase de primer orden, que aparecen cuando la densidad
invariante tiene divergencias.

El mecanismo de evolución molecular presentado en el caṕıtulo 4, muestra
un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales para modelar un conjunto
de poĺımeros con dos procesos involucrados: reproducción y mutación. Como
solución se obtiene un enjambre de soluciones similares entre śı como punto
fijo estable del sistema (cuasi-especies). Si la tasa de mutación u del sistema
aumenta se atraviesa una uc que formalmente es un punto cŕıtico asociado a
una transición de fase de segundo orden (la catástrofe del error).

Expresadas las frecuencias de aparición de cada especie podemos ordenar-
los para ajustarlos a una FBC, con lo que obtenemos que:
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1. Cuando la tasa de mutación es inferior a la cŕıtica uc se tiene que a > b

2. Para b > a se obtienen soluciones en donde la información se pierde
y cualquier secuencia del espacio de secuencias binarias es igualmente
probable, con lo que se pasa de una región ordenada a un desorden
total reflejado en términos de la entroṕıa de Shannon de los bloques de
śımbolos binarios se alcanza un máximo.

5.2.1. Dinámica simbólica

A pesar de que la mayor parte de los problemas en f́ısica se formulan
de manera natural en los números reales, es decir son continuos, conviene
adoptar un marco común en el cual representar distintos sistemas de manera
simbólica. En general la discretización de un sistema puede entenderse, en
muchas ocasiones, como una forma de simplificar un problema que permite
su abordaje teórico y/o computacional, por ejemplo, autómatas celulares (el
espacio y tiempo son continuos), mapeos (el espacio continuo y el tiempo es
discreto), redes de mapeos acoplados (espacio y tiempo discretos, no aśı las
variables). Esto permite estudiarlos en sistemas más simples pero que, de
preferencia, conserven las caracteŕısticas fundamentales de los sistemas con-
tinuos, ya sea que su expresión natural sea en el discreto, como los modelos de
expansión-modificación) o que se estudien como discretos , como la dinámica
simbólica de los mapeos unimodales, la dinámica simbólica permite contex-
tualizarlos para poder compararlos a partir de las dinámicas que están detrás
de ellos [120].

Estudiar las medidas de complejidad de estos sistemas v́ıa su expresión
en dinámica simbólica es relativamente más simple, podemos establecer que
cuando el proceso de permanencia domina sobre el de cambio, se tienen
estructuras jerarqúıcas, correlaciones de largo alcance, y leyes de potencia,
cuando el proceso se invierte entonces la estructura (información) se pierde
y se alcanza un punto de extremo de desorden absoluto, en donde se observa
una carencia de cualquier jerarqúıa. De esta manera a está determinando el
orden y b censa el caos.



Apéndice A

Anexo Perron-Frobenius

Cálculo de la densidad invariante como punto fijo del OPF.

ρ0(x) =
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)
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Las dos primeras iteraciones de esta propuesta son las siguientes expre-
siones:

ρ1(x) =

Γ
(
2
ν

)



−
Γ( 2

ν )((1−x)x)
1
ν −2

(

Γ( 2
ν )((1−x)x)1/ν+(x−1)xΓ( 1

ν )
2
)

Γ( 1
ν )

4





1
ν
−1

Γ
(
1
ν

)2 (A.2)

ρ2(x) =
1

Γ
(
1
ν

)2Γ
(
2

ν

)




1

/

Γ
(
1
ν

)2
Γ
(
2
ν

)



−
Γ( 2

ν )((1−x)x)
1
ν −2

(

Γ( 2
ν )((1−x)x)1/ν+(x−1)xΓ( 1

ν )
2
)

Γ( 1
ν )

4





1
ν
−1












1−
Γ( 2

ν )



−
Γ( 2

ν )((1−x)x)
1
ν −2

(

Γ( 2
ν )((1−x)x)1/ν+(x−1)xΓ( 1

ν )
2
)

Γ( 1
ν )

4





1
ν −1

Γ( 1
ν )

2























1
ν
−1

(A.3)

95



Apéndice B

Formalismo termodinámico

El formalismo termodinámico es un conjunto de métodos que se inspi-
ran en la f́ısica estad́ıstica para ser aplicados en los sistemas dinámicos. Los
trabajos pioneros en esta área fueron desarrollados por Sináı [121], Ruelle
[122, 123], Bowen [124] en los años 70 del siglo pasado.

Las dos principales objetivos por alcanzar mediante el abordaje de los
sistemas dinámicos v́ıa la termodinámica estad́ıstica son los siguientes:

1. La caracterización cuantitativa del movimiento caótico mediante pro-
cedimientos de la termodinámica.

2. Análisis termodinámico de los conjuntos multifractales.

Para sistemas no-lineales independientemente de su dimensionalidad- el
caos es un fenómeno genérico. Por lo que la predicción de una trayectoria, a
tiempos grandes, sólo puede ser obtenida de manera emṕırica. Esto está aso-
ciado a la sensibilidad a las condiciones iniciales, por lo que las trayectorias
sólo pueden ser descritas por métodos estad́ısticos.

Una de las formas de caracterizar estad́ısticamente estas trayectorias con-
sisten en encontrar distribuciones de probabilidad de las iteraciones.

1. La densidad diverge en un punto o en una infinidad de puntos.

2. El atractor tiene estructura fractal.

3. Espectros de Liapunov

96
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La necesidad de utilizar el formalismo termodinámico no surge de una
alta dimensionalidad del espacio fase, sino de la complejidad inherente de
los sistemas no lineales, de esta forma podemos caracterizar lo conceptos
de los sistemas dinámicos caóticos con la dimensión fractal, la entroṕıa con
conceptos termodinámicos tales como la entroṕıa, la temperatura, la presión
y la enerǵıa libre.

La pregunta fundamental es ¿cómo extender estas analoǵıas y cómo es
que resultan ser útiles para el estudio de los sistemas dinámicos?

El concepto vinculante entre estás dos campos son las distribuciones es-
cort. Dada una distribución de probabilidades pi, entonces se puede construir,
a partir de ésta, una nueva distribución Pi con un parámetro real arbitrario
β de la siguiente manera

Pi =
pβi

∑r
j=1 p

β
j

(B.1)

Las distribuciones escort tienes las mismas propiedades que las distribu-
ciones canónicas generalizadas. Éstas son las herramientas para el escaneo de
las FDP y con ellas podemos formalizar las analoǵıas con la termodinámica.

B.1. Función de partición canónica

El análogo a los “microestados” en los sistemas dinámicos es el peso de
los cilindros cn(S), de una secuencia simbólica S = s1s2 . . . sn de longitud n
[121], con lo que la función hamiltoniana del sistema es:

H(s1s2 . . . sn) = − ln p(s1s2 . . . sn) =
∫

cn(S)
ρ(x)dx (B.2)

La ecuación anterior B.2 reproduce lo que se espera, es decir para secuen-
cias poco probables la “enerǵıa” es grande mientras que para secuencias muy
probables la enerǵıa es pequeña. El siguiente desarrollo muestra la relación
entre la distribución escort y la función de partición.

P (s1s2 . . . sn) =
(p(s1s2 . . . sn))

β

∑

{s1s2...sn}(p(s1s2 . . . sn))
β
=

exp(−βH(s1s2 . . . sn))
∑

{s1s2...sn} exp(−βH(s1s2 . . . sn))
(B.3)

la suma de la ecuación anterior se efectúa sobre todas las realizaciones
de secuencias de longitud n. La temperatura está entonces relacionada con
el parámetro β de la manera usual β = 1

KBT
.
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Aśı, la enerǵıa libre de Helmholtz se puede escribir en estos términos
como:

F (β) = − 1

β
logZ(β) (B.4)

en donde Z(β) es la función de partición

Z(β) =
∑

{s1s2...sn}
exp(−βH(s1s2 . . . sn)) (B.5)

La dimensión generalizada de Renyi (D(β)) [125, 126, 127, 128] y la in-
formación de Renyi (Iβ) están definidas de la siguiente manera :

Iβ(p) ≡
1

β − 1
ln

r∑

i=1

(pi)
β (B.6)

D(β) ≡ − ĺım
ǫ→0

1

ǫ(β − 1)
ln

r∑

i=1

(pi)
β (B.7)

por lo que están relacionadas mediante la siguiente ecuación

Iβ
V

=
1

(β − 1)V
ln

r∑

i=1

(pi)
β (B.8)

D(β) = − ĺım
V→∞

Iβ
V

(B.9)

con V = − ln ǫ, con ǫ el tamaño de celda del espacio fase. Se toma el
ĺımite con ǫ → 0 de tal forma que V → ∞ de forma análoga al ĺımite
termodinámico.

La relación entre la función de partición Z(β) y la información de Rényi
Iβ(p)

Iβ(p) =
1

β − 1
lnZ(β) (B.10)

establece que en el ĺımite ǫ → 0 (ĺımite termodinámico) la función de
partición escala como:

Z(β) ∼ ǫ(β−1)D(β) (B.11)

La dimensión generalizada de Rényi está asociada para β = 1 a la in-
formación de Shannon, por lo que es llamada la dimensión de información,
D(2) se llama dimensión de correlación [129].
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Con la expresión de la función de partición se puede entonces calcular las
variables termodinámicas usuales asociadas a la función de partición canónica
y sus análogas en el FTSD, los resultados se pueden observar en esta tabla

Función de partición canónica
H(s1s2 . . . , sn) − ln p(s1s2, . . . , sn) = − ∫

c(s1s2,...,sn)
ρ(x)dx

V − ln ǫ
kT β−1

F(V,T ) = −kT lnZ(β) −β−1
β
D(β) ln ǫ = (1− kT )D( 1

kT
)V

φ(β) = F
V

β−1
β
D(β)

Se pueden relacionar otro tipo de cantidades “macroscópicas” como prome-
dios termodinámicos, asociados a otras funciones de partición, tales como las
entroṕıas de Rényi y los exponentes de Liapunov. En las referencias antes
citadas se encuentra más información.



Apéndice C

De la FBC a la FDP

En este anexo mostramos la forma de obtener a partir de la FBC la
FDP correspondiente a través de la función de distribición de probabilidad
acumulada.

Sea la FDP con r = 1, 2, . . .N , y la variable que denota la frecuencia o el
tamaño de alguna propiedad, la FBC es:

y = f(r) = A
(N + 1− r)b

ra
(C.1)

nuestro objetivo consiste en invertir está expresión:

r = f−1(y) (C.2)

y después normalizar mediante el número total de elementos (N), entonces
esta es la función de distribución acumulada:

FDA(y) =
r(y)

N
=

f−1(y)

N
(C.3)

La derivada de la ecuación anterior es la FDP:

p(y) = FDP (y) =
d

dy
FDA(y) =

1

N

d

dy
f−1(y) =

1

N

1

dy/dr
(C.4)

(con, p(y)dy = dr/N )

C.1. FBC y FDP

En el caso de la FBC se puede obtener la FDP de manera cerrada para
algunos casos particulares de los parámetros.
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C.1.1. a = b = α

y = f(r) = A
(N + 1− r)α

rα
(C.5)

(
y

A
)1/α =

N + 1− r

r
(C.6)

(
y

A
)1/α =

N

r
− 1

r
− 1 (C.7)

(
y

A
)1/α + 1 =

1

r
(N + 1) (C.8)

( y
A
)1/α + 1

N + 1
=

1

r
(C.9)

r =
N + 1

( y
A
)1/α + 1

(C.10)

p(y) =
1

N

d

dy
r(y) (C.11)

p(y) =
N + 1

N

d

dy
((
y

A
)1/α + 1)−1 (C.12)

p(y) = −N + 1

ANα

( y
A
)

1
α
−1

(( y
A
)

1
α + 1)2

(C.13)

También se puede resolver para los casos a = 1, b = 2, a = 2, b = 1,
a = 3, b = 2,a = 2, b = 3.

C.2. Función de verosimilitud (likelihood) y

MLE

Si tenemos datos {yi} (i = 1, 2, . . .N), entonces la función de verosimili-
tud likelihood L(a, b|y) está definida como [130, 131]:

L(a, b|y) = ΠN
i=1p(a, b; yi) (C.14)

La log-verosimilitud L está dada por el logaritmo de L
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L(a, b|y) =
N∑

i=1

ln p(a, b; yi) (C.15)

con p(a, b; yi) la FDP con parámetros a, b.
para determinar los parámetros estimados â y b̂ de la distribución para un

conjunto de datos yi, se resuelven las siguientes ecuaciones que hacen que la
log-verosimilitud sea un extremo, aeste método se le conoce como Maximum
Likelihod Estimation (MLE):

∂

∂a
L(a, b|y) = 0 (C.16)

∂

∂b
L(a, b|y) = 0 (C.17)

C.3. Determinación de los coeficientes v́ıa MLE

L(a, b|y) =
M∑

i=1

ln p(a, b; yi) (C.18)

Se tiene el estimado del parámetro a â

∂

∂a
L(a, b|y) = 0 (C.19)

Se tiene el estimado de b b̂

∂

∂b
L(a, b|y) = 0 (C.20)

p(a, b; y) =
N + 1

ANα

( y
A
)

1
α
−1

(( y
A
)

1
α + 1)2

(C.21)

Para este caso, la función L está dada por

K
M∑

i=1

ln
(yi
A
)

1
α
−1

((yi
A
)

1
α + 1)2

(C.22)

Con la determinación de la función
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L(a, b|y) = K
M∑

i=1

(
1

α
− 1) ln(

yi
A
)− 2 ln((

yi
A
)

1
α + 1) (C.23)

con K = log N+1
Anα

∂L
∂α

= K
M∑

i=1

(− 1

α2
) log(

yi
A
)− 2

1
α
(yi
A
)

1
α
−1

(yi
A
)

1
α + 1

= 0 (C.24)

Estas ecuaciones se resuelven numéricamente para encontrar la estimación
v́ıa MLE.
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