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Resumen

Las leyes de potencia han sido aplicadas con éxito variado en una gran
cantidad de campos para ajustar conjunto de datos en forma descendente de
acuerdo a una propiedad, por ejemplo frecuencia de aparicién de palabras
en un texto, ingresos econdmicos, etc. Sin embargo, en la mayor parte de
estos casos la ley de potencia no es vélida para todo el conjunto de valores.
En 2009 Germinal Cocho propuso una generalizacién de la ley de potencia,
que involucra dos pardmetros ajustables a cada conjunto de datos (a,b). La
funcién Beta-Cocho ha mostrado un éxito impresionante en distintos conjun-
tos de datos que van desde la fisica, biologia, pintura, arquitectura y redes
sociales.

En este trabajo, estudié dindmicas en conflicto (permanencia-cambio),
en tres distintos sistemas: un modelo estocastico, uno cadtico-determinista y
uno de evoluciéon molecular. Determiné la importancia de un proceso sobre
otro en los valores de los exponentes de (a,b) . Demostré que estas dindmicas
ayudan a clasificar y entender los valores de a y b: con orden y correlaciones
largas, el exponente a es mayor que b, después se atraviesa un transitorio, y
con caoticidad, entropia méaxima,desorden, se invierte esta relacion, es decir;
b es mayor que a. He demostrado que existen transiciones de fase de primer
orden y segundo orden asociados a lo sistemas antes descritos, con ello pode-
mos asignarle significado a los pardmetros de ajuste e inclusive clasificar un
conjunto de datos sélo ordenando y calculando su expresion en términos de
la funcién Beta-Cocho.
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Summary

The power laws have been applied with varying success in a number of
fields to adjust the data set in descending order according to a property, such
as frequency of words in texts, incomes, etc. However, in most of these cases
the power law is not valid for the entire set of values. In 2009 Germinal Co-
cho proposed a generalization of the power law, which involves two adjustable
parameters for each data set (a, b). Beta-Cocho function has shown an im-
pressive success in different data sets coming from physics, biology, painting,
architecture and social networks.

In this thesis, I studied conflict dynamics (persistence-change) in three dif-
ferent systems: a stochastic model, a chaotic-deterministic and one of molecu-
lar evolution. I stablished the importance of a process on another in the values
of the exponents of (a, b). I showed that these dynamics help us to classi-
fy and understand the values of a and b: with order and long correlations,
the exponent is greater than b, then through a transitional and caoticity,
maximum entropy, and disorder, this relationship is reversed, ie, b is greater
than a. I have shown that first and second-order phase transitions could be
associated with the systems described above, thus we can assign meaning to
the setting parameters and even classify a data set and only represented in
terms of the Beta-Cocho function.
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Introduccion

En los tdltimos anos se han dedicado una gran cantidad de esfuerzos a
entender las leyes de potencia, en particular aquellas relacionadas con las
redes complejas y los fenémenos criticos. Sin embargo, cuando los datos se
analizan, en la mayoria de los casos, las leyes de potencia sélo son vélidas en
un cierto rango de valores; en general, existe una caida pronunciada en la cola
de la distribucién. Se han esgrimido distintas explicaciones a este fenémeno,
tales como efectos de tamaiio finito, constricciones en el crecimiento de la red,
los fénomenos cerca del punto critico (|7 — T.| = € # 0), etc. Por ello se han
propuesto diferentes correcciones a la ley de potencia: de tipo exponencial
gaussiana, exponencial estirada, ley de potencia con corte exponencial, entre
otras. En esta tesis, nos dedicamos al estudio de distribuciones orden-tamano
u orden-frecuencia, ya que muchas de éstas distribuciones siguen una ley de
potencia.

Hemos encontrado que una cantidad sorprendentemente grande de datos
graficados descendentemente de acuerdo a alguna propiedad (frecuencia de
aparicién, tamano, etc), se pueden ajustar con una distribucién bi-paramétri-
ca que esta constituida por el producto de dos leyes de potencia definidas
sobre todo el rango de datos. Una de estas leyes determina el comportamien-
to para valores pequenos y la otra, se ajusta para valores cercanos al nimero
maximo de los elementos ordenados. Esta funcién que llamaremos funcion
Beta-Cocho (FBC) en general mejora los ajustes de muchas de las correc-
ciones propuestas anteriormente en la literatura.

El principal resultado de esta tesis consiste en asignar significados a los
valores de ajuste de los parametros de la FBC mediante la consideracion de
dindmicas en conflicto, que genéricamente se caracterizan por la dualidad
permanencia-cambio. Cuando la permanencia domina al sistema, entonces el
valor de un parametro domina sobre el otro, existe una region de transicion
y después, cuando se invierten los procesos, se cambian los valores relativos
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de los ajustes.

En el primer capitulo presentamos la FBC y la comparamos con otras fun-
ciones que han sido propuestas en la literatura para corregir la ley de potencia
como primera, y a veces unica, aproximacién a un conjunto de datos ordena-
dos descendentemente de acuerdo a una propiedad (frecuencia, tamano,etc).
Este comparativo lo realizamos mediante una medida de informacién que
permite establecer, que en un amplio conjunto de datos, la FBC mejora a las
usadas en la literatura.

El segundo capitulo muestra un proceso de generacién de secuencias bi-
narias propuesto por W. Li, que contiene dos sub-procesos: expansion y mod-
ificacion. Con ellos, controlados por la probabilidad de mutacion, es posible
hacer una estadistica sobre las secuencias de n-elementos consecutivos y hacer
un ajuste orden-frecuencia. Se observa una transicion orden-desorden cuando
los valores de los parametros se igualan.

El tercer capitulo presentamos familias de mapeos unimodales caéticos, en
los cuales la variacién de un parametro le confiere una transicion de estados
intermitentes a cadticos. Se utiliza la dinamica simbdlica y el formalismo
termodinamico de los sistemas dindmicos para demostrar la existencia de
una transicién de fase relacionada a los intercambios en los valores relativos
de los parametros de ajuste de la FBC y a la divergencias en la densidad
invariante.

En el cuarto capitulo, a manera de ilustracién, se estudia un modelo
de evolucién molecular propuesto por Eigen y Schuster que contiene dos
ingredientes de evoluciéon para polimeros: mutacion y replicacién; con ellos es
posible abordar, mediante una transformacion de coordenadas, el equivalente
a un sistema de espines y la existencia de transiciones de fase se demuestra
fehacientemente y se revela la relacion entre este proceso y los parametros de
ajuste de la FBC, apuntalando asf los resultados previos sobre los significados
de éstos.



Capitulo 1

La funcion Beta-Cocho

En este capitulo se presentan distintas opciones para corregir las discrep-
ancias entre los datos y las distribuciones orden-frecuencia u orden tamano,
ajustados en primera instancia mediante leyes de potencia. Definimos la fun-
cién de distribucién Beta-Cocho (FBC), para modelar las relaciones clasifi-
cacién-tamano o clasificacién-frecuencia en un amplio conjunto de origenes
muy diversos de datos. La funcion FBC generaliza la ley de potencia, la
funcién de distribucion uniforme, entre otras.

Realizamos un analisis comparativo de distintas funciones de ajuste repor-
tados en la literatura para establecer la prevalencia de la FBC sobre el resto.
Para discriminar entre modelos de ajustes con distinto niimero de pardmetros
utilizamos el criterio de informacién de Bayesiana (CIB), de esta forma, se
considera, no sélo la bondad del ajuste, sino que también se toma en cuenta
el nimero de parametros involucrados en los modelos propuestos.

1.1. Leyes de potencia e invariancia de escala

Se denomina ley de potencia a la relacién existente entre dos variables
y v x cuando se satisface la siguiente expresién y =~ z“, con « una con-
stante. En la fisica basica existen muchas relaciones de este tipo entre ellas:
la ley de gravitacion universal, la ley de Hooke, la ley de Coulomb, sélo por
mencionar algunas. Sin embargo, en este trabajo las leyes de potencia que
consideraremos seran las que estan asociadas a variables estocasticas, es decir
a la relacion entre una variable y su funcién de distribuciéon de probabilidad
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[l Por 10 que, para este caso, una ley de potencia se establece si la relacién
existente entre una variable estocastica x y su funcién de distribucién de
probabilidad (fdp) f(x), satisface que

f(z) ~ 2, (1.1)

con « el parametro de escalamiento.

A este tipo de relaciones, a menudo, se les denomina también distribu-
ciones con “colas largas”; debido a que, a diferencia de las funciones de dis-
tribucién gaussiana o normal, poisson etc. (unimodales), la ley de poten-
cia tiene una probabilidad significativamente distinta de cero para valores
grandes de la variable x .

Una de las propiedades méas importantes de este tipo de distribuciones es-
tadisticas es que no esta determinada por una escala “caracteristica”, es decir
que el promedio (z) (o algiin momento de orden superior) no es representati-
vo de la variable aleatoria. Debido a la ausencia de esta escala, cominmente
también a estas distribuciones se les denomina como “sin escala” (scale-free).

Las leyes de potencia se presentan en fenémenos diversos y se han uti-
lizado para caracterizar una mirfada de fendmenos naturales [1, 2, 13, |4, |5].
La propiedad de ausencia de escala es una de las leyes de invariabilidad en
la naturaleza, con frecuencia subestimada en ramas distintas de la fisica;
es precisamente estd caracteristica que la hace atractiva y propicia para la
modelacién de fenémenos que involucran “memoria de largo alcance”, puntos
criticos, transiciones de fase, entre otros.

1.2. Importancia de las leyes de potencia

1.2.1. Aparicién y ejemplos

Histéricamente el interés en el estudio de la leyes de potencia se inici6 en
1913 con el gedgrafo aleman Auerbach [6] quien publicé un trabajo sobre las
concentraciones de poblaciones humanas. Auerbach detecté que existe una
relacién entre la ordenacién descendente (en inglés ranking) de las pobla-
ciones de ciudades y su nimero de habitantes. De esta manera, le asigno el
el nimero 1 a la més poblada, el nimero 2 a las segunda mas poblada y
asi sucesivamente. Siguiendo este proceso de ordenacién conforme al tamano

'Por extensién también consideraremos leyes de potencia en la funcién acumulada de
probabilidad y en orden-frecuencia u orden-tamano.
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y gratificandolo con respecto a su ranking se obtiene una ley de potencia. A
este tipo de graficas se les llama orden-tamano (rank-size). El matemético
norteamericano Lotka en 1924 [7], aplic6 este método para poblaciones en
los Estados Unidos y obtuvo resultados concordantes con el trabajo de Auer-
bach. Posteriormente, Singer [8], aplicé el ordenamiento descendente para
encontrar que las rentas de los individuos se ajustaban bien a un caso més
general propuesto por Pareto [9] . Los franceses, por su parte, acostumbran
a citar la obra de R. Gibrat |10] como un claro precedente de la formulacién
posterior y mas concoida de Zipf. Es por ello que en Francia a las leyes de
potencia que surgen de estos estudios se les conoce como “Ley de Gibrat”.

En el campo de la lexicografia, el lingiiista estadounidense Georg Kingsley
Zipf en 1949 [11], encontré otra ley de potencia. Zipf estudié textos extensos
y escogié como propiedad a estudiar la frecuencia de aparicién de palabras
distintas. Clasificé en orden descendente y encontré una relacion entre la
frecuencia y su clasificacion: asi en el idioma inglés la palabra mas utilizada
es the, la segunda es it, que les corresponden respectivamente las clasifica-
ciones 1 y 2. Debido a la amplia difusiéon del trabajo de Zipf, la relacion
entre frecuencia de repeticion y clasificacion se le denomina ley de Zipf. La
formulaciéon original fue la siguiente:

1
=S — 1.2
T~ s (1.2)
conr =1,2,3,--+-, R, R el nimero méximo de palabras distintas y f(r) la

frecuencia de aparicién de la palabra r-ésima. En el caso de otros idiomas
el parametro de escalamiento es cercano a o ~ 1. Zipf, a pesar de no ser el
primero en establecer relaciéon orden-frecuencia u orden-tamano, ejercié una
influencia decisiva para popularizar el concepto. Es por ello que generalmente
se asocia su nombre a la relacién entre frecuencia y orden; que se ha extendido
para considerar cualquier relacién entre el orden-frecuencia u orden-tamano
que sea descrita mediante una ley de potencia a pesar de que el exponente
de escalamiento difiera de uno.

En las décadas mas recientes las leyes de potencia han cobrado una mayor
relevancia debido a su presencia en redes complejas [12], por ejemplo apare-
cen en la distribucién de conectividades (de entrada y salida —para redes
dirigidas—), en redes moleculares, de regulacién génica, www, el internet, la
red de contactos sexuales de seres humanos, redes ecoldgicas, entre otras
[13, 114]. Es tal la robustez de este resultado, que es considerado el estandar
de facto para la construcciéon de cierto tipo redes de coexpresion de tal forma
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Figura 1.1: Ley de Zipf de las palabras en la novela en
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que el algoritmo de creacion utiliza el hecho de que la distribucion de enlaces
debe ser una ley de potencia [15] . En la mayor parte de los fenémenos de
la naturaleza, en donde se obtienen invarianzas de escala, el parametro de
escalamiento se encuentra entre 1 < o < 3 [16].

1.2.2. Algunos mecanismos de generacion

A pesar de su, recientemente incrementada, importancia no se conocen
hasta ahora mecanismos universales —validos para todos los fenémenos— para
la generacion de leyes de potencia.

Sin embargo, es posible resaltar dos procesos como los mas importantes
en la generacion de leyes de potencia, en lo que se refiere a fenémenos fisicos:

» Conexién preferente (Preferencial attachment) Es un proceso mediante
el cual unidades discretas se agregan de manera aleatoria o parcial-
mente aleatoria a elementos previos, de forma que se acumulan pro-
porcionalmente al niimero que ya pertenecen a ellas. Este mecanismo
fue propuesto originalmente para determinar el crecimiento de especies
que pertenecen a un género mas extenso por Yule en 1925 [17]. Este
proceso también es conocido por algunas frases que describen, ya sea el
mecanismo de aglomeracion o el conjunto de datos involucrados. Entre
ellas se encuentran las siguientes: “el rico se vuelve mas rico”, “Proceso
San Mateo”, “Proceso de Yule” , “Ley de Gibrat 7 o “ventaja acu-
mulativa”. La distribucién de probabilidad obtenida por el proceso de
Yule lineal es una funcién de distribucién beta

B(k+a,~)
B(ko+a,v—1)

P(k) =

para k > ko, con B(z,y) la funcién beta:

B(z,y) =

en donde I'(z) es la funcién gama esténdar, y

2Proviene de una cita del Evangelio de Mateo :“Porque al que tiene, le serd dado, y
tendrd mas; y al que no tiene, atin lo que tiene le serd quitado.”
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k:0+a

v=2+

La funcién beta asintéticamente se comporta como B(x,y) ~ x¥ para
x >> 1y y fija [18], con ello.

P(k) oc k™.

Yule y después Simon demostraron que este mecanismo produce una
ley de potencia en la cola de la distribucién. El término preferential
attachment, fue acunado por Réka Albert y Albert-Lazlo Barabasi al
encontrar distribuciones de ley de potencia en redes complejas asoci-
adas al internet, la www, la red de colaboraciones de actores, redes
ecologicas, redes metabdlicas, entre otras, en donde en particular, la
distribucion de la probabilidad de que un nodo al azar tenga k conex-
iones es una ley de potencia P(k) oc k* [13, 14].

Este proceso ha sido aplicado para explicar las distribuciones de crec-
imiento en especies, ciudades, libros mas vendidos, ingresos econémicos,
entre otros.

= El segundo mecanismo consiste en los fendémenos criticos asociados al
concepto de criticalidad y criticalidad auto-organizada [19], en el cual
la longitud de correlacién del sistema diverge, ya sea debido a que se
le ha conducido externamente al sistema al punto critico en su espacio
de pardmetros o debido que el sistema automaticamente se dirige por
si mismo a ese punto mediante un proceso dindmico (auto-organizado).
La divergencia deja al sistema sin un factor de escala caracteristico de
alguna cantidad medible y eso determina un punto ausente de escala
caracteristica y con ello la aparicién de leyes de potencias que carac-
terizan estas divergencias alrededor del punto critico.

Las leyes de potencia establecen una simetria del sistema, la autosimilar-
idad, es decir invariabilidad ante cambios de escala del sistema. Es decir, que
no se puede definir una longitud representativa del sistema sino que existen
en este estado todas las escalas posibles. El origen y generacién de fenémenos
de multiescalidad [16] no estd atun aclarado.
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1.2.2.1. Leyes de potencia en un rango acotado

El uso de las leyes de potencia es extenso pero, no siempre justificado.
Se aduce, por ejemplo, que es sélo vélida en la cola de la distribucién, es
decir, que existe un limite minimo en la variable de orden x,,;, a partir del
cual se obtiene una ley de potencia. Es por ello que a menudo las leyes de
potencia se encuentran y se calculan en la cola de la distribucién. En este
proceso, frecuentemente, se omiten los primeros n datos en la en el calculo
del parametro de escalamiento «, haciendo de ello un proceso artesanal y por
lo tanto altamente subjetivo |20, |16].

Encontrar evidencia de la existencia de leyes de potencia se ha convertido
en un proceso que, muchas veces, se realiza inadecuadamente, con descuido
y sin fundamentos claros que demuestren su existencia para un conjunto
de datos. Ejemplo de ello son los datos que han sido publicados [20, [16] y
que pueden verse en la figura en los que se senala la presencia de una
ley de escala, sin embargo resulta, cuando menos, poco justificada y, a la
vista de los resultados mostrados, poco convincente. En estos casos no hemos
omitido dato alguno, por lo que los ajustes se realizan sobre todo el conjunto
completo.
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Figura 1.2: Ajustes de orden-tamano en escala log-log. A.
Nuimero de personas afectadas por fallas de energia eléctri-
ca en Estadros Unidos de América entre 1984 y 2002 [16].
Fuente: http://tuvalu.santafe.edu/aaronc/powerlaws/data/quakes.txt.
B. Numero de citas por articulo recibidas entre 1981 y Junio
de 1997 reportados en el Science Clitation Index [21] Fuente:
http://physics.bi.edu/redner /projects/citation /physicsbypersons.html.

C. Numero de habitantes de  poblaciones registradas en
el censo 2000 en Estados Unidos de  América. Fuente:
http://www.census.gov/main/www/cen2000.html. D. Intensidad de sismos
en California (EUA) reportados entre 1910 y 1992[16].

A pesar del uso muy extendido de los ajustes a una ley de potencia de
un conjunto de datos, en una buena parte de estos trabajos no se demuestra
cabalmente la pertinencia de dicho ajuste mediante un criterio bien estableci-
dd. En muchas ocasiones se supone como la mejor (y con frecuencia la tinica)

3Si bien es cierto, que no existe un criterio perfecto, el hecho de no adoptar ninguno,
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manera de comprobar la presencia de una ley de potencia la visualizacion de
una grafica en log-log y el ajuste de una recta en un intervalo acotado del
conjunto de datos y la comprobacién de que esta recta tiene un coeficiente
de correlacién “suficientemente cercano” a la unidad (R? ~ 1), sin embargo
este método no es suficiente, y la estimacion del exponente lleva a errores
importantes [16].

Con frecuencia, también se apela a una modificacion de la ley de potencia,
introduciendo, otro(s) pardmetro(s) para tomar en cuenta, la caida de la
distribucion para valores grandes de x .

La generalizacién de leyes de potencia ha sido estudiada ampliamente, una
aportacion de este trabajo consiste en estudiar los mecanismo generatrices
de una funcién que, entre otras cosas, generaliza la ley de potencia:

la funcién de distribuciéon Beta-Cocho.

1.3. La FPA y la orden-frecuencia

La relacién entre funcién orden-frecuencia(tamano) y las FDP se obtiene
mediante la funcién de probabilidad acumulada (FPA). Dada una FDP, p(x),
la FPA denotada por Y(x) define mediante la siguiente expresion:

Y(z) = /moo p(z)dz (1.3)

de esta forma Y (x) mide la probabilidad de que la variable estocastica X
al menos sea z, (P(X > x) = Y(z)). Una de las ventajas de la FPA es que no
es necesrio encontrar un tamano de bin tipico, a diferencia de las FDP que se
encuentran . Si consideramos el arreglo orden-frecuencia descendentemente,
entonces al considerar la r-ésimo elemento maéas frecuente, entonces hay r
elementos con mayor o gual frecuencia que ésta. De esta forma, la relacion
entre las funciones orden-frecuencia y la FDA es clara: existe una relacion de
proporcionalidad entre la FDA y el orden (ranking), como se formaliza con
la siguiente ecuacion:

La parte entera de NY (z) es el numero esperado de valores més grandes
o iguales a z, de tal forma que x es de hecho el r-ésimo valor mas grande
(ranking):

mas allé del visual , induce muchos errores tanto la existencia de una ley de potencia como
en la determinacién del exponente de escalamiento
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NY (z,) =r (1.4)

conxy >x9>x3>...Nyr=1,2,3,...N
con ello podemos encontrar la funcién orden-frecuencia F' invirtiendo la
relacién anterior

zoc Y (r) (1.5)

En este trabajo utilizaremos la funciones orden-frecuencia para ajustar
los datos subsiguientes.

1.3.1. Ley de potencia en orden-fecuencia

Por ejemplo, para el caso de la FDP en forma de ley de potencia, encon-
traremos, la FDP estda dada por la ecuacion [LL1] de tal forma que la FPA
entonces queda definida como

Y(z) = A/:O 2dz (1.6)

se observa que para que esta integral converja en el intervalo —oo < z < 00
a < —1, amneos que se establezca un z,,;, a partir del cual sea vélida la ley
de potencia. Con esto Y () estd determinada por

Y(z) = Az®t! (1.7)

de tal forma que la funcién orden-frecuencia para la ley de potencia
f(r; a),consiste en invertir la relacién anterior , por lo que va como

rx f(r;a) o« p e (1.8)

la ecuacion anterior [I.8 muestra que la ley de potencia estd relacionada
con una ley de potencia para orden-frecuencia, pero con exponentes distintos

a%a%rﬂ

4La FPA también es una ley de potencia con exponente o + 1
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1.4. Funcion Beta-Cocho. Definicion

Germinal Cocho [22] propuso una funcién de ajuste bi-paramétrica, que
debido a que en su forma funcional recuerda a la funcién de distribucién
beta, la llamaremos funcién Beta-Cocho(FBC) y estd definida de la siguiente
manera [23]:

(N+1—7)°
fir) = A= (1.9
Aqui N es el nimero maximo de valores por clasificar , f es la propiedad
medida (frecuencia, tamano, dreas,etc.), r la clasificacién r = 1,2,--- N,

(usamos la letra r por el ranking), A es una constante de normalizacién y
a,b son los parametros libres cuyos valores se ajustan a cada conjunto de
datos.

En la figura se muestra la forma de la funcién beta para distintos
valores de los parametros a y b, con ello mostramos la singular forma sigmoide
de la beta que se ha encontrado en un conjunto de datos provenientes de una
variedad muy amplia de campos.

10 T
a=1,b=0
4 a=2,b=1
wr aslb=3 |
a=1,b=0.5
10 a=05b=1 |
o a=0,b=0
_Qt
T 0
g S —
g T
Il —
> —
107
107
10°® I I I I I I I I I

Figura 1.3: Funcién beta para distintos valores de los parametros a y b
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1.4.1. Propiedades

La normalizacién de la FBC conduce a:

A=Y M]—l

r=1

_ _ T(atb+2)
y si N > 1, entonces A = Flat DI+

Como se mostrd en la figura anterior, la FBC tiene una gran flexibili-
dad para producir distintas distribuciones (orden-frecuencia) conocidas, por
ejemplo:

: (1.10)

Ta

= Con b =~ 0 la ecuacion se reduce a una ley de potencia con a = a,
este es el comportamiento que domina para r — 0, por otra parte,
cuando el rango se acerca a su maximo r — N, el comportamiento
refleja un efecto del tamano finito de los elementos distintos del sistema
(palabras, letras, nimero de personas, etc.).

= Sia=0=0, tenemos enemos una distribuciéon uniforme .

s Con a = b, se obtiene la distribucion rango-frecuencia de Lavalette

Nr

F(T):C(m)

o (1.11)

Esta distribucion se ha utilizado para ajustar los factores de impacto
de revistas cientificas, la intensidad de terremotos, la frecuencia de
aparicién de digitos en series numeéricas, entre otras. Asi, la funcién
anterior es s6lo un caso particular de la FBC [24].

La forma de la FBC tiene una gran flexibilidad que depende de los valores
de los pardmetros a, b.

Se han observado excelentes ajustes a la FBC en conjuntos de datos
de origenes muy diversos, por ejemplo, en el factor de impacto de revistas
cientificas [22], frecuencia de aparicién de las notas musicales en las par-
tituras de obras de distintos géneros, [25], frecuencia de ideogramas en el
mandarin [26] , frecuencia de palabras en discursos presidenciales [27, 28],
tamanos de los motivos en pinturas, tamanos de poblaciones de ciudades,
niumero de colaboradores de actores de cine, clasificacion de universidades,
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redes genéticas, frecuencia de apariciéon de nucleétidos en el ADN, distancia
por carretera entre ciudades, etc. [23]

En la figura [[L4] se observa una muestra de los ejemplos en donde hemos
encontrado que la FBC ajusta de manera muy satisfactoria un conjunto de
datos variados tanto en su origen como en las dindmicas subyacentes (cuando
existen o se conocen). Los coeficientes de determinacién en la mayor parte
de los casos son muy buenos (R? ~ 1. Al final del capitulo empleamos un
método para comparar la “bondad” de los ajustes entre distintos modelos).
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Figura 1.4: Distribuciones orden-frecuencia. a. Frecuencia de aparicion de
las notas musicales en las partituras de: “Variaciones Enigma” de E. Elgar
(circulos violeta ), la “Sinfonfa niimero 77 de L. Beethoven (circulos verdes )
y el “Mesias” de F. Handel (circulos rojos). b. Factor de impacto de las re-
vistas cientificas en el area de Quimica e ingenieria. c. Numero de habitantes
de las poblaciones de los municipios de Cuenca, circulos azules y Céceres
circulos rojos (fuente: Instituto Nacional de Estadistica de Espana 2009). d.
Areas de los rectangulos de la pintura “Flora in the Sand” ordenados de-
scendentemente. En todos los casos las curvas continuas son los ajustes del
conjunto de datos correspondiente con la FBC.

En la tabla 1 se muestran otros ejemplos para los cuales se ha aplicado
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la FBC para distintos conjuntos de datos.
Tabla 1. Ajustes de la FBC
Datos a b R?

Frecuencia de letras en el idioma inglés 0.18 | 1.31 | 0.97
Potencial eléctrico en la corteza cerebral de un gato 0.08 | 0.24 | 0.970
Red de colaboradores de actores de cine 0.71 1 0.61 | 0.99
Clasificacion académica de universidades 0.37 1 0.43 | 0.99
Factor de impacto de revistas de ciencias de la vida 0.59 | 0.83 | 0.99
Poblacién de la municipalidad de Zaragoza (Espana) 0.95 | 0.54 | 0.99
Poblacién de la municipalidad de Valladolid (Espana) 0.98 | 0.42 | 0.99
Red genética regulatoria de E.Coli 0.99 | 0.39 | 0.98
Distancia autopistas de Guanajuato a las principales ciudades de México | 1.52 | 3.87 | 0.99
Magnitud de los desplomes (crashes) del mercado de valores de los E.U. | 3.56 | 0.11 | 0.98
Didmetros de los circulos de la pintura “Several circles” de Kadinsky 0.62 ] 0.32 ] 0.98
Frecuencia de aparicién de las notas en la “ 5 Sinfonia de Beethoven 042 | 1.25 | 0.99
Frecuencia de aparicién de las notas en “Million Dollar Baby” | 0.23 | 1.54 | 0.99
Areas de ocupacién de especies de plantas en campos de Illinois | 0.88 | 0.76 | 0.98
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Figura 1.5: Comparativo de ajustes entre la ley de potencia y la funcién beta.
Los datos son los mismos — para efectos comparativos— que los reportados en
la figura

1.5. Meétodo de ajuste

Para ajustar un conjunto de datos a la FBC utilizamos el método de los
minimos cuadrados no lineales [29] para calcular los valores de los parametros
a v b. Este método es iterativo por lo que la convergencia del método depende
de los valores iniciales. La forma de elegir éstos es la siguiente, tomamos la
expresion de la FBC y calculamos el logaritmo:

Inf(r)y=mA+bIn(N+1—-7r)—alnr

entonces la expresion anterior se puede escribir de la siguiente manera
que sugiere que se trata de una regresion lineal multiple mediante el método
de los minimos cuadrados no lineales:
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y = B+ bz + axy (1.12)

endonde y = f(r), B=InA, xty =In(N +1—7) y x5 = Inr asi que se hace
una regresion estandar para calcular los valores de los valores estimados a y
ba que denotamos dlineal y blineal

N N N N N N N
Alineal = (N(Z T1:Yi Z To; — Z L1;T2; Z I2iyz‘) - Z yz(z T Z 1’32
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 =1 i=1
N N N N N N
- Z 12 Z Ty;) + Z 932Z(Z Ty Z T1iYi — Z T2 Z r13Y3))/0
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

R N N N N N N N
blineal = (N(Z l’i Z T2iYi — Z Yi Z l’lﬂ%) - Z 5512(2 T Z T2;Yi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

N N N N N N N
=D miyi D wa) + D i wn Y e = >y, Y wi))/d
i=1 i=1 =1 =1 =1 =1 i=1

en donde xy; el i-ésimo dato correspondiente a la variable xq, significado
analogo tiene xq; ,y; es el i-ésimo dato de la variable y y ¢ es el determinante
del sistema de ecuaciones lineales generadas al minimizar el cuadrado de los
errores. En nuestro caso x1; = In(N +1—14) y x9; = Ini, parai =1,2,3... N,
con estos valores estimamos Gjinear ¥ Z;lineal que se usan como valores iniciales
en la regresién no lineal. En particular, usamos la funcién nls(), disponible
en R para calcular los valores de ayopinear ¥ 8nolineal~ Una instruccion tipica es
la siguiente

nls((N +1—7r)"b/r*a,data, start = {a = al, b = bl})

con al = Gynea v bl = Blineal y data el conjunto de datos ordenados
descendente que seran ajustados. El método no lineal es més robusto que el
lineal, ya que impide la influencia de relaciones de colinealidad y otros efectos
asociados a la probable co-dependencia entre las variables x; y x5.

1.6. Hipodtesis general

La diversidad de los origenes de los datos que se presentan con ajustes
muy cercanos a la FBC, sugieren dos cosas: la primera de ellas —muy poco
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probable— es la existencia de un mecanismo Unico o un meta- mecanismo
subyacente a todos estos datos [30]@; lo segunda es que, dado un fenémeno
existen dominios de ellos, que por sus similitudes en sus procesos generativos
son explicados por un mecanismo comun. En este trabajo adoptaremos este
enfoque. Esta perspectiva es analoga a la adoptada en leyes de potencia en
donde, no existe un mecanismo tnico que explique la apriciéon de todas las
leyes de potencia, sino que se pueden agrupar a distintos fenémenos a partir
de sus mecanismos generatrices. Por ejemplo: multiplicacién de exponenciales
(tamano de grupos poblacionales, tamanos de archivos computacionales [31]),
caminatas aleatorias (tiempo de primer retorno,distribucién de los tiempos
de vida del registro f6sil |32, 133]), acumulacién (distribucién de especies bi-
olégicas [17], tamafno de ciudades [34],citas a articulos cientificos [35, 136],
enlaces electrénicos al www [37, [13, 138]), y la criticalidad auto-organizada
(incendios forestales |39], temblores [40, |41], erupciones solares [42], modelos
de evolucién biolégica [43], distribucién de tamanos de avalanchas [19]). En el
caso de este trabajo consideraremos el mecanismo de dos proceso antagdnicos
que, genéricamente, se pueden caracterizar como permanencia-cambio, en
tres modelos distintos.

1.7. Distribuciones alternativas a la ley de
potencia

En esta seccion mostraremos las principales alternativas propuestas en la
literatura cientifica para la correccién de la ley de potencia cuando ésta es
un modelo, cuando menos visiblemente, no adecuado. Es decir, las opciones
sugeridas cuando los datos se alejan de un comportamiento lineal en una
grafica log-log y se tiene una curvatura pronunciada en los extremos. En
particular, tres distribuciones han sido muy utilizadas como opciones a la
ley de potencia: corte exponencial ( “exponential cut-off”) , la exponencial
estirada ( “streched exponential”) y la distribucién en la cual el logaritmo
de una variable aleatoria estd distribuida normalmente: la log-normal. En
general las correcciones o generalizaciones a la ley de potencia se enfocan a
la prominente curvatura que aparece en los extremos de las distribuciones

°En esta referencia se considera un proceso de adicién de variables estocasticas obte-
niendo como caso limite una FDP tipo beta; como lo hemos senalado previamente la
relacién entre las FDP y las orden-frecuencia no es inmediata y por lo tanto, no es posible
senalar una relacién directa entre ellas.
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[44], utilizando, por ejemplo, escalamiento finito [45], dilucién de redes y
constantes de crecimiento [46, [12] con un variado éxito.

1.7.1. Distribucién log-normal

Esta distribucién de probabilidad estd definida de la siguiente forma sea
X una variable estocastica, con distribucién normal, entonces la variable Y,
relacionada con X de la forma Y = ¥ tiene una distribucién log-normal[47).
Es decir que es una variable aleatoria cuyo logaritmo esta distribuido normal-
mente. La distribucion log-normal es producida por un proceso multiplicativo
de un nimero grande de variables independientes aleatorias positivas [48, 49]
La expresion de la FDP log-normal es la siguiente:

1 (nz—p)?
T)po = —=——€ 252 1.13
J@he = ——= (1.13)

La funcién de distribucién acumulada (FDA) estd entonces determinada por

1 Inx —p

FDA:/;Of(u)Wdu:— 5erf () (1.14)

2

con erf(z) es la funcién de error definida por

erf(x \/_/

La pregunta es cémo es posible, si las formas funcionales de la ley de po-
tencia y la log-normal son tan distintas, que puedan ser ambas distribuciones
aplicadas a un mismo conjunto de datos, con resultados, a simple vista, satis-
factorios. Como se ha senalado previamente uno de los métodos mas usuales
para determinar si un conjunto de datos satisface o no una ley de potencia,
consiste en graficarlos en escala log-log, si en una region significativa de ésta
se observa una recta, entonces esto sugiere la existencia de un ley de potencia.

La respuesta se encuentra en la siguiente expansion en serie de Taylor del
logaritmo de la FDP

Inp(z) = —In(x)— W — In(oV/2r) (1.15)
— _(1;1:2)2 —(1- %) Inz — (%:2 +1In(ov2m))  (1.16)

6Sin embargo este “método” ha sido cuestionado por la poca fiabilidad en la determi-
nacién de la existencia o no de una ley de potencia [20].
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Se observa que esta funcion es cuadratica en la variable Inz, pero una
pardbola “vista” de muy cerca se ve como una recta, por lo que con fre-
cuencia, se asume que en ciertas regiones puede ser considerada, en una
primera aproximacion, como una tendencia lineal. Podemos observar una
buena aproximacion a una recta con las siguientes condiciones se satisfacen,
si la varianza o es grande entonces los términos que contienen a o? en el
denominador de la ecuacién 1.7 tienden a cero, y por lo tanto se obtiene una
recta con pendiente negativa. Obtener una varianza grande no es fenémeno
poco comun, ya que mediante el propio mecanismo de generacion de la FDP
lognormal, es decir el resultado de algiin proceso multiplicativo, es posible
obtener varianzas, que debido a su valor relativo con la media, se observan en
log-log, como rectas. De hecho con este mismo proceso, con modificaciones
menores, es posible producir aproximaciones a leyes de potencias [50, 51, 52].

Garcfa Naumis y Cocho a su vez, [53] demostraron que mediante un
proceso multiplicativo, iniciando con k£ nimeros al azar y formando todos
los posibles productos, de k factores, entre ellos, es posible obtener, en el
limite £ — oo la FBC en orden-frecuencia.

1.7.2. Corte exponencial

La distribucién con corte exponencial (cut-off exponential), es de hecho,
una variacion de la ley de potencia, ya que en la region con z > 1, el término
dominante se encuentra dado por una exponencial decreciente. Sea X una
variables estocdstica, y a y [ dos parametros, entonces

-«
A -z

Lo, \) = o 1.1
p(z;a, \) T oo’ € (1.17)

Se ha utilizado con frecuencia, para corregir el comportamiento de la gréafica
log-log cerca del limite superior de la variable de orden x, con ello se ajusta la
curvatura en las graficas, dada por el efecto de tamano finito del niimero de
datos considerados. Se ha utilizado esta distribucién, en los modelos de redes
de interaccién de proteinas [54], en la distribucién de ingresos econdémicos
[55], redes ecoldgicas [56], entre otras.

1.7.3. Exponencial estirada

Otra distribucién, ampliamente utilizada en los ajustes de datos, es la
exponencial estirada (stretched exponential), en donde uno de los pardmetros
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de la distribucién g incrementa la influencia de la exponencial cuando z — N,
asi, que puede modelar eventos con curvaturas mas acentuadas cerca del
nimero maximo de datos. La exponencial estirada se define de la siguiente
manera sea X un variable estocastica y A\ y [ parametros libres de ajuste.

p(z; N, B) = ﬁ)\e)‘mgtmxﬁ_le_)‘mﬁ (1.18)

Esta distribucién puede confundirse facilmente con la ley de potencia para
ciertos valores de los parametros, por ejemplo A — 0. La exponencial estira-
da se ha utilizado para modelar distribuciones en economia, las intensidades
de senales de radio y luz emitidas por las galaxias, la cantidad de reservas
petroleras, poblaciones de paises [57], y esta bien establecida en la mod-
elacién de tiempos de relajacién en vidrios [58]. En [59, 53] Naumis y Cocho
demostraron que la FBC proviene de sumar exponenciales estiradas.

1.7.4. Otras distribuciones orden-frecuencia

Existen otras distribuciones, menos conocidas, que han sido empleadas
sobre todo en lingliistica en donde las propuestas para la modificacién a la
ley de Zipf (en esta caso aplicada a orden-frecuencia) abundan. La siguiente
lista muestra las distintas funciones —la mayoria de ellas listadas por W. Li
y P. Miramontes [27]-, que adicionalmente a la exponencial estirada, la ley
de potencia con corte exponencial, la ley de potencia y por supuesto la FBC
compararemos como ajustes a un conjunto heterogéneo de datos para de-
terminar si la funcién beta es singular (con relacién a los ajustes de dichos
datos), debido a que es posible determinar mediante algin criterio de infor-
macion su superioridad con respecto al resto de las distribuciones estudiadas.

Gusein- Zade f=Clog "jl)
Exponencial f=Ce™™
Logaritmica f=C—alog(r
Weibull f = C(log “)°
Logarftmica cuadrética | f = C — alog(r) — b(log(r))?
Yule f= Cf_;
Menzerath-Altmann f=C ej

Frappat f=CH+br+Ce™™
g-estadistica f=CN(1+ (a— 1)NX/;17") =
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1.8. Comparativo entre modelos

En esta seccion mostraremos las distintas funciones que han sido propues-
tas en la literatura como alternativas a la funcion de distribucion ley de poten-
cia. Ajustamos los datos presentados en la seccion previa para estos modelos
y mostramos un comparativo grafico entre varios ajustes, ademas hacemos
un analisis entre las distintas funciones utilizando medidas de informacion.
Para ello, utilizamos los criterios de informacién de Akaike y Bayesiano. Es-
tos indicadores toman en cuenta, ademas de la bondad del ajuste, el nimero
de parametros del modelo, penalizandolo cuando éste aumenta. En esta sec-
cién consideraremos modelos con n = 1,2 y 3 pardametros. La conclusion que
parece ser obvia es que los ajustes mejoran con el nimero de parametros
del modelo, pero la utilizaciéon de estos criterios nos permite establecer un
balance entre el ajuste de los datos y el nimero de parametros, por lo que
mostraremos,que , cunado menos en estos casos, no es cierta la aseveracion
anterior.

1.8.1. Criterio de informacion de Akaike

El coeficiente de determinacién R?, cuyo uso estd muy extendido, es una
medida sobre la bondad de un ajuste. Si este valor es cercano a R? ~ 1 se con-
sidera que el modelo propuesto es satisfactorio como ajuste a los datos. Sin
embargo, cuando tenemos modelos con distintos tamanos de muestra y dis-
tinto niimero de parametros este coeficiente no toma en cuenta estos factores.
Es por ello que se han buscado indices que midan cantidades de informacién.
El criterio de informacién de Akaike (CIA) propuesto por Hirotsugu Akaike
en 1974 [60], estd basado en el concepto de entropia de informacién y es una
medida de la informacion perdida cuando un modelo se usa para ajustar una
serie de datos. La expresion del CIA es la siguiente:

CIA =2k —2log(L) (1.19)

con k el nimero de parametros del modelo y L el valor maximo de la funcién
de verosimilitud (mazimum likelihood).

Bajo el supuesto —usual— de que los errores del modelo son independientes
y estan idénticamente distribuidos, lo cual significa que satisfacen el teorema
del limite central, la distribucién de los errores es normal, de esta forma la
funcién log(L) depende sélo del nimero de datos y de una medida de las
distancias de los datos con respecto al modelo propuesto.
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SSE n
-5 (1.20)
C' es una constante, SSFE es la suma de los errores al cuadrado (sum of
squared errors) definidos de la manera usual (ecuacién[[L21]) para una funcién
orden-frecuencia(tamano) F(i;aq, s, ..., a,) que depende de n pardametros

a; y el orden de los datos denotado por el indice .

log(L) =C — glog

SSE =) (v, — F(i;on, 0, ...,a5))* (1.21)
=1

Sustituyendo [I.20) en la ecuacién [I.19]

E
CIA = nlog 55

+ 2k n —2C (1.22)

— Penalizacion  Térmi tant
Bondad del ajuste CTIHHHO CONStatte

Es importante resaltar que la ecuacion contiene un término que crece
linealmente con el nimero de parametros, con ello penaliza la presencia de
un mayor numero de éstos, por lo cual, es posible comparar entre modelos
con distinto ntimero de éstos.

Sean Fi(i;aq, a0, ...,040)) y Fa(i;0q, 9, . .., vy,) dos modelos, con ny m
nimero de parametros, el mas adecuado para un conjunto de datos es aquel
que tiene el menor CIA.

La diferencia ACTA entre ambas medidas es:

SSE,
SSE,

Si ACTA < 0 se selecciona el primer modelo, en caso contrario, el segundo.
Cuando el primer modelo tiene un parametro mas que el segundo, el
criterio ACTA < 0 se traduce en:

ACTA = CIA(F,) — CIA(F) = nlog +2(ky — k) (1.23)

SSE;
nlog SSE, +2<0 (1.24)
SSE; 2
Tn 1.2
SSE, <e (1.25)

De esta manera el criterio se reduce a calcular los SSFE de cada modelo,
tomar su cociente y verificar cudndo es menor que el valor de la exponencial
de la ecuacion anterior.
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1.8.2. Ciriterio de informacion Bayesiano

Consideramos otro indice reportado en la literatura: el criterio de infor-
macién bayesiano (CIB), que fue desarrollado por Akaike y Schwarz [61, 162]
usando el formalismo bayesiano.

Para el caso de dos modelos con el CIB, sean dos funciones m; y mao
con my(ay,as, ...,a,)y mo(ay,as,...a,), con ny m nimero de parametros
respectivamente, entonces para un conjunto de datos ajustados con ambos
modelos, se selecciona el modelo m; si el C1B(m;) < BIC(m;) [63].

El CIB se define como:

CIB(m(ay,as,...a;)) = —2log(L) + klog(n) (1.26)

Nuevamente, con la suposiciéon de la SSE tiene una distribucién normal,
podemos sustituir el valor del log(L) dado por la ecuacién [[.20 en la ecuacién
[L.26], con lo que la expresién para el CIB queda como:

CIB=  mnlog S5E +  klog(n) + (n —2C) (1.27)
——— —_———

Penalizacion Término constante

—_————
Bondad del ajuste

La diferencia entre los indices de ambos modelos es ACIB

ACIB = CIB(F)) — CIB(F,) = nlog gggl + (k1 —k2)logn  (1.28)
2

Asi, bajo las condiciones en donde el primer modelo tiene un pardmetro mas
que el segundo, se selecciona el primero con la siguiente condicion

SSEl —logn
— 1.2
SSE, <e (1.29)

Debido a que log(n) > 2 para n > €2 ~ 9 (todos los datos considerados
en este trabajo satisfacen esta desigualdad), entonces e n < e~?/™ para
n > 9 por lo que la condicién del CIB es mas estricta que la del CIA.
Por ello, presentaremos las comparaciones con respecto al este ultimo indice
en esta tesis. El anexo 3 muestra el programa escrito en R (http://www.r-

project.org/), que compara el CIB para la serie de datos.
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En la grafica y la tabla [[1] se muestran los ajustes para las fun-
ciones mostradas, comparadas con el ajuste de la FBC para el conjunto de
datos mostrados en la figura [.2] mostramos las tres mejores al considerar el
ACIB de cada funcién con el conjunto de datos. En los 4 casos considerados,
asi como los datos considerados en este trabajo, la mejor funcion que ajuste
estos datos es la FBC]

Comparativo
Funcion A CIB
FBC 0.00

Sismos en California

Weibull 33009.93
Exponencial estirada | 50006.24
Corte exponencial 51910.00

FBC 0.00
Citas por articulo We¥bull _ 2017.488
Exponencial estirada | 2566.467
Yule 2571.153

FBC 0.00

Corte exponencial 10112.23

Poblacién de E.U.A. Logaritmica cuadrada | 29992.84

Gusein 33307.88
FBC 0.00
Apagones Corte Exponencial 219.9555
Yule 219.9555
Weibull 652.3870

Cuadro 1.1: La tabla muestra los comparativos ente distintos modelos. Se
calcula la diferencia entre los CIB con respecto al mejor, en los cuatro casos
fue la FBC.

"Esto no significa que para cualquier conjunto de datos la mejor sea la FBC, ya que
existen una buena cantidad de datos en los que los ajustes son otras funciones mas cono-
cidas, pero el presente trabajo se centra en la abundante aparicién de la funcion FBC en
ajustes orden-frecuencia.
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Figura 1.6: Distribuciones orden-frecuencia. En todos los casos se muestran
para efectos comparativos los mismo datos reportados en la figura . Se
muestran los ajustes de las distribuciones que mejor correspondencia tienen
con los datos en términos del criterio de informacién. A. Sismos registrados en
California, EUA. B. Citas de articulos. C. Numero de habitantes de ciudades
de Estados Unidos registrados por el censo del 2000. D. Nimero de personas
afectadas por cortes de energia eléctrica.



Capitulo 2

Modelos de
expansion-modificacion

“Si un eterno viajero la atravesara en cualquier
direccién, comprobaria al cabo de los siglos que
los mismos volimenes se repiten en el mismo
desorden (que, repetido, seria un orden: el
Orden). Mi soledad se alegra con esa elegante
esperanza”’

La biblioteca de Babel

Jorge Luis Borges

En este capitulo se muestra un modelo propuesto por Wentian Li [64] con
el objetivo de generar secuencias de simbolos con correlaciones largas medi-
ante la competencia de dos procesos opuestos: insercién y mutacién, con ello
es posible generar secuencias determinadas por un pardametro p que modula
las mutaciones en este proceso [65]. Estudiamos la dependencia de p, a, b (p es
la probabilidad de cambio entre simbolos y a, b los parametros de ajuste de la
FBC ) desde un estado en el cual existen correlaciones de largo alcance a otro
en donde se extinguen, mediante el estudio de la frecuencia de n simbolos
consecutivos n-6émeros. Modificamos y estudiamos otras implementaciones
del proceso original para investigar la relacién entre los exponentes de ajuste
a vy by los pardmetros del modelo.

33
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2.1. FBC en la distribucion de codones

Frecuencia
=
o

Frecuencia

10
quones (Ranqo)

0 10 20 30 40 50 60 70
Codones (Rango)

Figura 2.1: Funcién beta para distintos valores de los parametros

La aparicion de la FBC en la distribucién de codones (triplete de nucle6ti-
dos consecutivos en la secuencia de DNA) permite aventurar una hip6tesis
sobre la naturaleza dinamica en la generacién de secuencias simbélicas y su
relaciéon con la FBC. Esquemaéaticamente, y por lo tanto de manera simplifica-
da, en el ADN intervienen entre otros muchos, dos procesos que determinan
fuertemente la secuencia, a saber, la mutacién puntual y la replicacién. Estos
dos ingredientes esenciales, ademas de la caracteristica hereditaria de los de
la informacién genética, son fundamentales para la evolucién de secuencias
genéticas. De hecho se ha establecido que bastan estos tres ingredientes para
que tenga lugar la evolucién biolégica [66]. La dindmica de generacion de
secuencias que pueden replicarse y en este proceso mutar es una dinamica
que enfrenta dos procesos opuestos entre si.

Con esta motivacion, el principal objetivo de este trabajo consiste en
generar mecanismos —si es posible— simples para la obtencién de secuencias
simbodlicas sobre las cuales, al hacer una estadistica clasificacién-frecuencia,
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se obtiene una funcién de distribucién beta. El proceso, inspirado en la apari-
cién de la FBC en el DNA, constituird en incorporar dos mecanismos con
dinamicas en conflicto que generen secuencias simbdlicas.

Este ejemplo, sugiere que la dindmica de dos procesos compitiendo entre
si permitiria generar secuencias que satisfacen la FBC, como resultado de
su ordenamiento descendente. Esta hipdtesis es la que exploramos en este
trabajo utilizando para ellos diversos sistemas con dinamicas en oposicion.

En la busqueda del significado de los parametros de la FBC es particular-
mente interesante el caso de las distribuciones orden-frecuencia de codones.
La fig. 2.1l muestra una gréafica en semi-log de la frecuencia con la que los 61
codones (las senales de alto en la codificacién no son consideradas, es decir
los codones detienen la codificaciéon a aminoacidos: UAG, UAA,| y UGA )
aparecen en el genoma de la bacteria Escherichia coli y de la ameba FEnta-
moeba histolytica graficadas en orden decreciente. El recuadro corresponde a
una grafica log-log para E. coli, y la linea recta es una guia visual ,en la que se
observa una clara desviacién de una tendencia lineal en los valores iniciales y
finales de esta distribucién(Ver fig. 2.1]). El ajuste con la FBC es igualmente
bueno para las secuencias genéticas de decenas de organismos que hemos
analizado desde arqueas, bacterias y eucariontes, asi como para aminoacidos
y distribuciones de codones codificantes [65], las secuencias fueron obtenidas
de la base de datos GenBank (http://www.ncbi.nlm.nih.gov/genbank/).

Wentian Li et al. ([67]) observé que el espectro de frecuencias en la secuen-
cia lineal de la molécula del ARN(4cido ribonucleico) decae lentamente, méas
que exponencialmente, independientemente, otros grupos de investigacion re-
portaron el mismo hecho [68].En particular Li, calculé el espectro de poten-
cias P(f) = N|A(f)|* para analizar las secuencias de nucleétidos en donde
A(f) son lo coeficientes discretos de Fourier definidos como:

zjexp(—i2n(f/N)j) (2.1)

conz; =1,2,3,...,2"

El proceso dinamico para la creacion de secuencias consiste en dos subpro-
cesos opuestos en competencia: uno de ellos favorece las correlaciones largas
y el otro, se encarga de destruirlas, la dindmica resultante consiste en objetos
de distintas escalas, generando, de esta manera, multiescalidad y por lo tanto
— bajo ciertas condiciones— un distribucién de ley de potencia.

Nuestro interés se encuentra en la generacion de secuencias simbélicas que
nos permitan estudiar la estadistica de elementos consecutivos de simbolos (
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0 y 1) mediante el andlisis de su frecuencia de aparicién. Usamos el caso del
DNA como una inspiracién para generar secuencias, que no necesariamente
representaran los multiples y complejos procesos presentes en esta molécula,
sino que tratamos de encontrar modelos suficientemente simples pero que
conserven las caracteristicas deseadas. En este caso, queremos tener un pro-
ceso con dos dindamicas en competencia entre si y que puedan generar, para
ciertas condciones, correlaciones de largo alcance. Si queremos mantener la
referencia al DNA podemos pensar que la eleccién de dos simbolos en lugar de
cuatro, corresponde a la eleccién estdndar de purinas (A y G) y pirimidinas
(Cy T/U).

En los modelos de expansién-modificacion bajo el contexto de la “teoria
neutral de la evolucién molecular” propuesto por Kimura [69, 70, [71], la
probabilidad de tener una modificacién puede ser asociada a la probabilidad
de mutacion para secuencias genéticas, y las probabilidades der expansiéon
estan relacionadas con las duplicaciones o inserciones.

2.2. El modelo de expansién-modificacion.

En el modelo booleano de expansién-modificacién propuesto original-
mente por Li [64] se elige un 0 6 1 como condicién inicial al azar y se somete
esta semilla al siguiente algoritmo [,

0 p

1 — {11 1oy (2.2)
I q

0= {00 1—g

En la expresién anterior p es la probabilidad de mutar de 1 a 0 mien-
tras que ¢ es la probabilidad de que la mutacién inversa se llevo a cabo. Las
cantidades 1 — p y 1 — ¢ son las probabilidades de duplicacién para 0 y 1,
respectivamente. Los valores relativos de p y ¢ modulan la prevalencia de los
procesos involucrados, es decir, cuando p (o ¢) son pequenas, la duplicacién
domina y se obtienen regiones de ceros o unos extensas, a diferencia del ca-
so en el que p (o ¢) son grandes en donde se obtienen regiones con ceros y

Este proceso est4 relacionado con lo que se concoe como “random tiling” (teselaciones
aleatorias) en cuasicristales [72, 73], en este formalismo es posible calcular correlaciones
de largo alcance [74] y matrices de transferencia [75].
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unos alternados. La aplicacion sucesiva del algoritmo genera una secuencia
de ceros y unos tan grande como se desee. Para nuestro andlisis de distribu-
ciones, nos enfocaremos en la frecuencia con la cual los n-émeros (grupos de
n elementos consecutivos, no traslapados) aparecen en orden descendente.
El n-omero que aparece con mayor frecuencia se coloca en primera posicién
con r = 1, el segundo més frecuente r = 2 y asi sucesivamente. Asi, nuestra
atencién se dirigird al estudio de las propiedades orden-desorden |9 de este
proceso, asi como, en la forma en la que los cambios en la probabilidad de
modificacién p afectan a los pardametros del ajuste a y b, y finalmente, en
cémo estos parametros se convierten en indicadores para la caracterizacion
de una transiciéon orden-desorden.

La siguiente figura muestra una instancia del proceso de expansién-modifica-
ciéon. Iniciando con el elemento 1 at = 0, al siguiente tiempo ¢t = 1, 1 muta al
simbolo 1 (1 — 0), al siguiente paso de iteracién t = 2 se tiene el simbolo 0 se
expande (0 — 00); por tltimo a t = 3 el primer simbolo muta (0 — 1), mien-
tras que el segundo, se expande (0 — 00). Mediante este proceso generamos
secuencias simbolicas S de 0,1 tan grandes como se desee.

1

O/ \O
A\

1 0

S = 5051S2...5,... (2.3)

con s; € {1,0} .
A modo de ilustracién, para la siguiente secuencia se consideran 6 ele-
mentos consecutivos (hexdmeros), se incluyen los valores de estos hexameros

2Podemos caracterizar esta transicién a partir de las propiedades de estructura: cuando
se tiene invarianza de escala en el espectro de potencias nos referiremos a una fase orde-
nada, en el caso opuesto hablaremos de una fase desordenada, es decir entropia maxima,
ausencia de correlaciones, etc.
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en su representacién decimal a partir del binario.

S =100010010010010001 001001 011110. .. (2.4)
34 18 17 9 30

A partir de este andlisis se puede obtener informacién sobre el signifi-
cado de los parametros del ajuste. Para este estudio seguimos la siguiente
secuencia:

1. Analizamos el comportamiento de la correlaciones de largo alcance de
los n-émeros.

2. Consideramos n-dmeros de diferente tamanos.

3. Consideramos los eventos inusuales (n-dmeros de frecuencia de apari-
cién muy baja o nula).

4. Introducimos un retraso que permite que las mutaciones se lleven cabo

cada 7 pasos y estudiamos el impacto de este retraso en los valores de
ajuste de la FBC.

5. Modificamos los valores relativos de p y q.

6. Finalmente exploramos los resultados de una implementacion aproxi-
mada de la dindmica y comparamos esta aproximacion con el resultado
computacional.

2.2.1. Transicion orden-desorden para p = q

Para el calculo de las distribuciones orden-frecuencia empezamos con un
0 o un 1 como semilla elegida al azar. Entonces iteramos el algoritmo hasta
obtener una secuencia de 1 X 10° simbolos. Con ello estudiamos la frecuencia
de aparicién de los 2" n-dmeros. En la figura 2.2 mostramos la distribucién
orden-frecuencia para los 28 = 256 octdmeros con p = ¢. En la figura 2.3k
mostramos el promedio de los valores de los parametros de ajuste a y b,
determinados a partir de 10 realizaciones independientes, graficadas como
funcion de la probabilidad de mutacién p.
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Figura 2.2: Distribuciones orden-frecuencia para los octameros generados por
el algoritmo de expansién-modificacion 2.3 Las circunferencias en rojo estan
determinadas con una probabilidad de mutaciéon p = 0.875, la linea sélida
corresponde al ajuste de la FBC con (a, b, R?) = (0.36,1.55,0.96). Los cir-
cunferencias verdes corresponden a p = 0.475 y(a, b, R?) = (0.11,1.28,0.96).

Para p muy pequena, se tiene que a > b, en este caso las mutaciones
puntuales son poco probables y la expansién es favorecida conduciendo a
intervalos extensos de ceros o unos y al dominio de unos pocos octameros con
una alta incidencia, en particular los n-émeros con ceros o unos consecutivos
(por ejemplo, para el caso de n = 8 las secuencias 00000000 y 11111111
dominan al resto). Cuando p aumenta, a disminuye y b se incrementa de tal
forma que en las curvas para a y b como funcién de p existe una interseccion
en un valor umbral p; por encima del cual a es siempre mas pequeno que b.

Si graficamos la dependencia del siguiente parametro (a+b)/(a—b) con p
promediado sobre 10 realizaciones observamos en la figura 2.3b, que existen
tres regiones bien delimitadas: una antes de py, la siguiente entre p; y el valor
a partir del cual el espectro de potencias tiene una pendiente nula, y por
ultimo, la regién con pendiente cero. Mostraremos, mas adelante, que p; es
un punto de transicion que determina un cambio en la dependencia de las
correlaciones de largo alcance con respecto a la probabilidad de mutacién
p. Estas correlaciones decrecen y desaparecen en la regién I11. En la figura
2.4 se muestra la dependencia de la variaciéon del tamano del n-dmero con
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respecto de a y b como funcién de p.
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Figura 2.3: a) Dependencia de la probabilidad de mutacién p con respecto
al promedio de los pardmetros de ajuste (a, b) determinados con 10 distribu-
ciones orden-frecuencia de octameros generados por realizaciones independi-
entes del algoritmo de expansién-modificacion (ecuaciéon 2.2), con p = ¢q. b)
Los mismos datos graficados %l: vs p, el minimo separa la regién I de la
region I1 descrita en el texto y la linea solida en rojo es una guia visual para

la identificacién de la region I11 que inicia alrededor de p = 0.400
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Exponentes
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Figura 2.4: Variacion de la FBC con respecto a los parametros del ajuste
(a,b) como funcién de p. Se muestran diferentes valores de los n-dmeros

En la figura se muestra la entropia de Shannon para el caso de

27L
octameros S = — Y. f;In f;, con f; la frecuencia de apariciéon del octamero
i=1

i-ésimo. Como se puede observar, ésta es una funcién monétona creciente con
p que alcanza su maximo valor Sy, = In(2%) ~ 5.54 el cual es el valor de la
entropia para una distribucién uniforme. Por ello es posible conjeturar que
los valores altos de a comparados con b estan relacionados con la perma-
nencia; mientras que los valores altos relativos de b estan influenciados por
el cambio. En las dos siguientes secciones precisaré esta interpretacion.
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Figura 2.5: Entropia de Shannon, para octdimeros generados por la ecuacion,
como funcién de la probabilidad de modificacion p.

2.2.2. Parametro a y correlaciones de largo alcance

Las correlaciones proporcionan un medio para la comprension de los roles
de a y b. En 1992 Wentian Li se enfocé en el comportamiento de correla-
ciones espaciales sobre secuencias generadas por el algoritmo de expansion-
modificacion [67]. Mediante el calculo del espectro de potencia mostré la
existencia de correlaciones de largo alcance —caracterizado por la existen-
cia de una ley de potencia— para valores pequenos de p, cuando p aumenta
lo que empieza a dominar es la expansion, esto rompe las correlaciones de
largo alcance y deja de existir la ley de potencia. Aqui extenderemos este
tratamiento para los n-dmeros, también observamos un comportamiento de
ley de potencias en el espectro de potencias con pendiente negativa. (ver la
fig 2.6]).

En este caso el espectro de potencias, se calcula sobre los octameros rep-
resentados en su forma decimal. Es decir interpretamos la correlacion de
encontrar dos octameros a una distancia d arbitraria cuando los octameros
se expresan en su representacién decimal.
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o Espectro de potencias (p=0.500)
Ajuste lineal (p=0.500)

o Espectro de potencias (p=0.100)
Ajuste lineal (p=0.100)
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Figura 2.6: Espectros de potencia de octdmeros generados por la el algoritmo
de expansion-modificacion para p = 0.100 y p = 0.500.

Cuando p se incrementa, la pendiente tiende a cero y las amplitudes de
las fluctuaciones también crecen. La fig[2.7] muestra la funcién de correlacién
de los octdmeros como funcién de p, los valores promedio de las pendientes
sobre 10 realizaciones. Se muestra un régimen con tendencia lineal seguido de
un régimen intermedio que culmina con una region de pendiente cero, carac-
teristica del ruido blanco, indicativo del comportamiento no correlacionado.
La linea recta en la figura es una ayuda visual para indicar el comportamien-
to lineal que culmina en p; = 0.225. Notemos que este valor de p coincide
con la probabilidad de transicién p; mostrada en la figl2.3l Después de este
punto los cambios en el desorden inducido por el incremento de p, modifican
el decaimiento de las correlaciones de largo alcance. La pérdida de la ten-
dencia lineal senala la transicion orden-desorden reflejada por los valores de
(a,b). Los pardmetros a y b son sensibles a estos fenémenos y son una forma
de determinar el punto de transicién. Con esta evidencia podemos afirmar
que a registra el peso de la presencia de correlaciones de largo alcance y b la
importancia de los factores aleatorios. Esta observacion no es particular del
caso de n = 8 también lo hemos verificado para n = 6, 10, 12.
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Figura 2.7: Pendientes promedios () sobre 10 realizaciones del espectro
de potencias como funcién de la probabilidad de modificaciéon. La linea es
una guia visual para la identificaciéon de dos diferentes regimenes cuando la
pendiente se incrementa con p. El régimen lineal culmina en p; = 0.225 el
cual coincide con la transicién en el punto p; mostrado en la Fig. 2.3h. La
linea horizontal v = 0 exhibe el colapso de las correlaciones de largo alcance
y el origen del régimen 11 el cual es cercano al inicio de la tercera region
mostrada en la Fig[2.3b

Adicionalmente podemos afirmar que la transicién y su relacién con a se
establece al considerar el decaimiento de a como funcion de p. La fig. 2.§]
muestra al pardmetro a como funcién de p junto con un ajuste exponencial
para el caso n = 8. El valor caracteristico de relajacién p, del ajuste es
0.245 que cae dentro del rango p; = 0.225 4 0.025. Para n = 10 tenemos
pr = 0.29, p; = 0.264 £0.025 y para n = 12, p, = 0.423, p; = 0.431 £ 0.025.
Esto significa que el pardmetro a puede ser considerado un indicador en
la determinacion del valor en el cual se produce la de transicién p;, ahora
mediante una “longitud caracteristica p”.

3La genericidad de este resultado consiste en que el valor caracteristico de relajacién
da una indicacién de donde se observa el cruce de a con b
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La explicacion a este hecho puede verse de la siguiente manera. La prob-
abilidad de obtener una secuencia de tamano [ puede ser aproximada por

P(l) = p*(1 — p)' = pPeap'"7P) = p*exp(—1/lo)

25
® Parametro a
° —— Ajuste exponencial
2 |-
1.5¢
©
1 .
0.5r

p

Figura 2.8: Ajuste exponencial del pardmetro a de la FDB como funcién de
la probabilidad de modificacion p para octdmeros generados por expansion-
modificaciéon con R? = 0.99

2.2.3. Parameteros (a,b) y eventos inusuales

Para n = 8, el ntimero total de posibles n-dmeros es 28 = 256 , después de
alcanzar una secuencia grande de 0 y 1 (tipicamente tomamos secuencias de
1 X 107 n-omeros, en los cuales los valores de a,b coinciden atin si tomamos
secuencias mayores a éstas, esto indica que la probabilidad de encontrar una
secuencia ya no cambia) mediante la aplicacién del algoritmo de expansion-
modificacién existe siempre la posibilidad de no encontrar un subconjunto de
n-omeros, es decir que su frecuencia de aparicion sea 0. A éstos los llamaremos
—naturalmente— n-omeros ausentes. La ausencia de estas secuencias es un
resultado poco probable que puede ser considerado como un evento raro. En
la fig2.9h, mostramos el nimero promedio de valores n-dmeros ausentes con
respecto al parametro de ajuste a, tomados sobre 10 realizaciones. Notemos
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la linea recta del ajuste de minimos cuadrados no lineales en la grafica en
semi-log para valores del promedio a > 0.53. Este crecimiento exponencial
no esta presente para valores menores que 0.53 y ocurre en p = 0.4 el cual se
origina en la regién III como se muestra en la figlZ3b. En la figura Z9c se
muestra la grafica analoga a la anterior, pero en términos de b. Se observa que
con el incremento exponencial inicia con valores de la entropia de Shannon
cercanos al maximo, es decir con p ~ 1 y este crecimiento alcanza su méximo
valor para p = 0.450 (ver figura 23h). La linea recta en la grafica semi-log
es nuevamente un indicativo de un incremento exponencial de los n-dmeros
ausentes con b.

En la figura 2.7 se observa que para valores inferiores a p = 0.45 las

correlaciones largas se incrementan, esta dependencia con b es valida en la
ausencia de correlaciones d. Después de una pequena meseta alrededor del
maximo valor de b con p disminuyendo, a pesar de que b decrece los eventos
raros continian incrementandose. En esta etapa el crecimiento exponencial
con a mencionado previamente parece acelerarse.
El incremento de n-omeros ausentes debido a a y b es de diferente natu-
raleza: para valores grandes de a el dominio de pocos n-dmeros produce una
ocurrencia improbable de la mayor parte de los restantes. Para el caso de b,
si empezamos de las condiciones mas desordenadas, la homogeneidad carac-
teristica de valores de entropia grandes es gradualmente interrumpida con el
aumento de b permitiendo el aumento de la heterogeneidad y un incremento
del niimero de eventos raros.
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Figura 2.9: a) Dependencia del nimero n-dmeros ausentes como funcién
de la probabilidad de mutacién p sobre 10 realizaciones. b) Nimero de n-
omeros ausentes como funciéon del valor promedio del parametro a sobre
10 realizaciones. La linea recta es un ajuste no lineal usando el método de
Levenberg-Marquardt con R? = 0.99, determinado en el rango de a = 0.53 a
2.01, correspondiente a valores de p entre 0.4 y 0.05. b) Variacién del nimero
de n-omeros ausentes como fucnién del promedio del pardmetro b correspon-
dientes a los valores de p € (0.45,0.975). La linea recta es un ajuste no lineal
con R? = 0.99. En todos los casos se trata de 1x10° octameros.
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2.3. Variaciones del algoritmo de expansién-
modificacién

2.3.1. Retraso

Una variante del algoritmo de expansion-modificacion consiste en permitir
la posibilidad de mutar sélo después de un niumero d de pasos . Dentro
de la analogia con respecto a las secuencias genéticas, esta implementacion
es mas realista. Consideramos retrasos de d = 3 y 10, para los casos 6-
omerosy 8-omeros. La figl2.T0l muestra que a, b la variacion con respecto a la
probabilidad de mutacién p paran = 8 y d = 3. Notemos que la probabilidad
de transicion p, cambia para valores méas grandes con respecto a uno por
d = 0 mostrado en la figura 2.3l Esto no es sorprendente puesto que la
supresion de las modificaciones se pueden interpretar en términos de una
menor probabilidad de modificacion efectiva. En la ausencia de retrasos, el
valor de p; para este probabilidad efectiva de no retraso corresponde a un p;
con retraso. Notemos que las caracteristicas cualitativas de la figura se
preservan con el retraso como se muestra en la figura 2.10.

—=—q
25 —*—b
2L i

14] 1.5¢ N

c

=3

w 0.5 B
o i

-05 i
_1 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.10: Parametros de la FBC (a,b) como funcién de la probabilidad
de modificacion p para datos generados por la ecuacién 2 con un retraso de
d=3
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2.3.2. Caso p #q

Una gran variedad de comportamientos dinamicos pueden ser contempla-
dos en los modelos de expansién-modificacién cambiando las caracteristicas
deterministas y estocésticas en la evolucion del mecanismo generatriz, es de-
cir cambiando las reglas con las cuales los elementos binarios evolucionan y la
probabilidad con la cual se llevan a cabo. Aqui, como ilustracion, mostramos
en la figura 211 la riqueza dindmica producida una vez que abandonamos
la restriccién p = q. La grafica tridimensional exhibe la variacion de los
pardmetros de ajuste (a,b) con cambios en las probabilidades p y ¢ como se
muestra en la ecuacion

Debido a que p y ¢ son independientes las relaciones entre los parametros
a y b con las caracteristicas orden-desorden es menos directa y se vuelve
dependiente del caso tratado. H

4Por ejemplo para un algoritmo diferente con ramificaciéon constante:

00
R
10
0 {00 {1{3}(1}

Se ha mostrado que para el caso p = 2¢g para n-6meros las relaciones funcionales entre
p v q producen correlaciones de largo alcance para todos los valores de probabilidades
[76, 77
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Exponentes

Figura 2.11: Grafica de valores de los exponentes a y b como funcién de p y
q, a esta representada por circulos rojos y b por las estrellas azules.

2.4. Conexion con procesos multiplicativos.

Los procesos de expansién-modificacién son mecanismos de ramificacion
que generan secuencias simbdlicas en los que cada realizacién, después de
N pasos, se alcanza con probabilidad dada por el producto de los factores
que participan en la ruta de la ramificacion. La rama estd determinada por
las probabilidades a priori de la implementaciéon de las R posibles reglas
definidas por el algoritmo esto es ejemplificado para R = 4 con el algoritmo
de la ecuacion en donde las probabilidades de los diferentes resultados se
muestran para 2 iniciando con una semilla 0 a ¢ = 0

t=1
00 1—g¢q
1 q
t=2
0000 (1 —q)?
001 (1-q)%

100 g(1 - q)°
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11 (1-4q)q¢
11 q(1—p)
0 qp

cuando nos fijamos en un estado dado de la evolucion de las secuencias
la configuracién de un ndmero particular proviene, como primera aproxi-
macion, de los elementos previos que generan la configuracion mediante el
menor numero de pasos. De aqui que, la probabilidad de obtener un nomero
con el menor numero de pasos es una buena aproximaciéon a la probabilidad
de encontrar el n-dmero en la secuencia final, una vez que las condiciones
estacionarias se han alcanzado. Nuestro principal propdsito para presentar
esta perspectiva multiplicativa es que hace contacto con los cédlculos alge-
braicos [25, 53] con las distribuciones orden-frecuencia tipo FBC que son
generadas por procesos multiplicativos.

Es importante destacar la naturaleza cualitativa de los resultados aqui pre-
sentados, ya que lo que se pretende es la exposicién y caracterizacién de com-
portamientos estadisticos, la complementaridad de descripciones diferentes y
el vinculo con la dindamica de los procesos involucrados, todas en relaciéon con
los parametros del ajuste (a,b).

Hemos identificado regiones con comportamiento colectivo claramente
distinto, sin embargo, los valores de transicion y las fronteras entre ellos
deben ser vistos como estimaciones y no como determinaciones precisas. Es
también importante mencionar que, a pesar de que concentramos nuestra
atencién en el caso de octdmeros, hemos verificado que las principales car-
acteristicas cualitativas que hemos obtenido son validas para n-omeros con
n = 6, 10, 12. Hemos probado que éstas se preservan cuando incrementamos el
tamano de la secuencia generada por los procesos de expansion-modificacion
desde 240,000 mondémeros a 150,000 y 360, 000. Este es un resultado esper-
ado dado dado que las distribuciones normalizadas para diferentes tamanos
N son muy similares y tienden a converger a una distribucién tinica cuando
N crece.

Un comentario general es que a pesar de que la dindmica en conflicto
podria no ser una condicién necesaria para las distribuciones beta orden-
frecuencia, ésta proporciona condiciones que favorecen su ocurrencia. Hemos
corroborado que eso también es el caso para familias de mapeos no lineales
con dinamicas en conflicto mediante su dinamica simbdlica que se presenta-
mos en el capitulo siguiente.



Capitulo 3

Modelos deterministas

“Todo en la naturaleza es el resultado de leyes
fijas” Charles Darwin

“Todo estd determinado, el principio asi como el
fin, por fuerzas sobre las cuales no tenemos
control. Todo estd determinado tanto para el
insecto como para la estrella. Los seres
humanos, vegetales o el polvo césmico, todos
danzamos una misteriosa tonada, tocada en la
distancia por un misterioso flautista.” Albert
Einstein.

“You need chaos in your soul to give birth to a
dancing star”. Friedrich Nietzsche

En este capitulo mostraremos un modelo cadtico-determinista para la ob-
tencion de dinamicas simbdlicas, en particular, trataremos con familias de
mapeos cadticos unimodales. Con éstas exploramos, mediante la variacién de
un parametro, las caracteristicas topoldgicas y dinamicas del mapeo, estudi-
amos mediante la dinamica simbdlica la aparicién de la FBC y relacionamos
los exponentes de ajuste a y b al pardmetro que define la familia.

Se utiliza el formalismo termodinamico de los sistemas dindamicos, es decir,
empleamos la estructura matemaética de la fisica estadistica para el estudio
de microestados, que son, en términos dinamicos, las particiones del espacio
fase de los mapeos, para calcular la funcién de particién y asi encontrar las
funciones termodindmicas de interés: en nuestro caso la(s) energia(s) libre(s).
Mostramos que se encuentran transiciones de fase de primer y segundo orden
(asociados a singularidades y/o discontinuidades de esta energia libre o sus
derivadas) que estén relacionadas con los cambios relativos de los pardmetros

de la FBC.

53
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3.1. Mapeos unimodales cadticos

Los mapeos no-lineales en una dimension, ademas de su importancia per
se, han sido utilizados- por su simplicidad- como un laboratorio para el es-
tudio de los distintos fenémenos que aparecen en los sistemas dinamicos
caoticos, entre éstos se encuentran: la intermitencia, las rutas al caos, los
exponentes de Lyapunov, las ventanas periddicas,etc. Dos de los represen-
tantes candnicos de estos mapeos son el logistico y el mapeo tienda.

Definicién 1. Un mapeo f(z) es unimodal si existe una relacion T,y =
f(zn), con f(x) : |a,b] — [a,b], f(a) = f(b) =0, y existe un unico x* € (a,b)
tal que f(x) es creciente para 0 < x < x*, y decreciente para x* < x <1

En este trabajo estudiamos no sélo mapeos unimodales sino familias de
éstos. La caracterizacion de una familia se determina mediante un parametro
adicional que selecciona un elemento dentro de un conjunto mas amplio. En
este capitulo estudiamos, particularmente, familias de mapeos que tienen
dos regiones bien definidas por sus dindmicas opuestas,es decir, que existan
regiones caracterizadas con el tiempo tipico de permanencia de iteraciones:
queremos una regiéon laminar (permanencia) y otra expansiva (cambio)[?S]

Con la conjetura establecida en el capitulo anterior sobre los significados
de a y b, queremos determinar analiticamente si un modelo permite corrob-
orar y calcular propiedades de estos valores cuyo significado prefiguramos en
el capitulo 2.

A continuacién, presentamos las familias de mapeos unimodales que trata-
mos en este trabajo. Estas tienen la caracteristica de que el parametro que
determina el elemento de la familia modifica también sus propiedades de con-
cavidad, exponentes de Liapunov ()\), derivada schwarziana@, y el tamano
de sus regiones laminar y cadtica.

3.1.1. Familia logistica generalizada

Una de las propuestas mads interesantes y fructiferas abordadas en este
trabajo consiste en el estudio de la siguiente familia de mapeos:

Tnar = M1 — |1 = 22.]") = (a3 )\ v) (3.1)

Usamos la dicotomia laminar-cadtico en analogia con dindmica de fluidos.
2Para mapeos unimodales en una dimensién f(z), A = 217} In | f/(z;)

1 (o no=0
WS)2) = (F@) — L (L))
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Figura 3.1: Ejemplos de mapeos unimodales conocidos. Se grafica también
la funcién identidad para referencia. a. Mapeo de Farey. b. Mapeo seno
Tpe1 = sin(mx,).c. Mapeo logistico x,,1; = 4z,(1 — x,) .d. Mapeo tienda

Tpr1 =1 — |1 =2z,

X
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con0§$§1,0<)\§1y%§1/<oo.

El parametro v caracteriza a la familia — da el orden del maximo— , y A
determina la caoticidad del mapeo ya que controla la duplicacién de periodo
como ruta al caos. Con A = 1 todos los mapeos de la familia se encuentran
en el régimen cadtico (ver figuraB.2)), por lo que, en lo sucesivo supondremos
este valor para todo elemento de la familia.

Una de las ventajas de esta familia de mapeos consiste en que para algunos
valores particulares de v se obtienen mapeos conocidos (ver figura B.41A),en
particular con v = 2 se tiene el mapeo logistico, por ello a la familia de mapeos
definida por la ecuacion [3.1] la denominaremos logistica generalizada:

» (v =1) Mapeo tangente a la recta identidad.
Tnsr =1 — /|1 — 22,
» (v =1) Mapeo tienda.
Tor1 =1 — |1 — 22,
» (v =2) Mapeo logistico.

T =1 — (1 —22,)% = da, (1 — 2,)

Se observa que conforme v aumenta las propiedades de los mapeos cam-
bian, con v = 1/2 el mapeo es tangente a la recta identidad en el origen, es
decir que f'(x = 0) = 1, esta propiedad es una caracteristica de los mapeos
intermitentes con lo que la regién laminar predomina sobre la regién cadtica;
para v = 1, el mapeo tienda marca un limite en la concavidad para v > 1, por
lo que los mapeos son convexos. La derivada schwarziana se vuelve negativa
para v > 1 (ruta de duplicacién de periodo hacia el caos).

En nuestro estudio de n-omeros mediante mapeos, lo que se toma en cuen-
ta es la frecuencia relativa de secuencias de simbolos consecutivos de tamano
finito, que en el caso de un nimero grande de realizaciones, se puede equiparar
con la probabilidad de que dado un punto arbitrario o € [0, 1] éste genere,
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Figura 3.2: Diagrama de bifurcaciones de la familia propuesta en la ecuacion
Bl A con v =1 Mapeo tienda, B v = 1.5, C con v = 2 mapeo logistico, D
v=3.
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mediante iteraciones sucesivas, dicha secuencia. Es por ello, que nos enfocare-
mos al estudio de medidas probabilisticas asociadas a secuencias simbdlicas,
con este motivo tabajaremos con el operador de Perron-Frobenius, las densi-
dades invariantes, las medidas probabilisticas, los cilindros y particiones de
mapeos unimodales cadticos.

3.1.2. Operador de Perron-Frobenius y densidad in-
variante

Encontramos el operador de Perron-Frobenius (OPF) para la familia
logistica. Recordemos que el OPF es un operador sobre el espacio de densi-
dades y permite explorar las distribuciones de puntos bajo la accién de un
mapeo, que contrasta con el estudio de puntos en el espacio fase (trayectorias)
que constituye el estudio tradicional de los sistemas dinamicos discretos.

El OPF también es conocido como operador de transferencia (como op-
erador de Ruelle y como operador de Ruelle-Perron-Frobenius) se utiliza
principalmente para estudiar sistemas dindmicos, mecanica estadistica y el
caos cuantico [79].

Definicién 2. Sea un mapeo M (x) y una funcion de densidad p(z) (pn(x) es
la n-ésima aplicacion del OPF sobre po(z)), entonces el operador de Perron-
Frobenius P (OPF, de aqui en adelante) se define de la siguiente forma:

El OPF se aplica sobre densidades, entenderemos este término como fun-
ciones p(z) : [0,1] = [0, 1] de tal forma que [y p(z)dz = 1

Pp(x) = . /Ml[a’x} p(u)du (3.2)

d
pen(e) = g0 [ pulu)d

con M~Ya, x| = {s|M(s) € [a,z]} la imagen inversa del intervalo [a, z].

Las definiciones previas muestran ambas perspectivas del OPF: es de-
cir, visto como un operador P que actua sobre un espacio de funciones de
distribucién (FDP); o como una ecuacién de recurrencia. Desde estos pun-
tos de vista, la densidad invariante p*(z) es respectivamente la eigenfuncién
con eigenvalor v = 1 del operador P, es decir Pp*(z) = p*(2); o la densidad
invariante es un punto fijo de la ecuacion de recurrencia para las densidaded!.

4El operador de Perron-Frobenius P tiene entre otras las siguientes propiedades:
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Si el mapeo es diferenciable e invertible a pedazos la ecuacion puede
escribirse equivalentemente como

: 0
Po(z) = 2 (3.3)
= 2 T

El conjunto de operadores PF para la familia logistica es el siguiente.
Determinemos primero la imagen inversa de la familia de mapeos definida
por la ecuacion .11

¥=1—|1-2z (3.4)
En el intervalo 1/2 < v < ooy 0 <z < 1/2. La solucién para x’ es
1 1
r = 5(1— (1—2")v) (3.5)

con lo que, el conjunto buscado consiste en los intervalos siguientes: (se
aprovecha la simetria de los mapeos, es decir para 1/2 < x < 1, el mapeo se
obtiene sustituyendo z — 1 —x, con 0 < x < %)

_ 1 1 1 1
0.2 = 0,50 - (0 - U0+ (1 -081) (36)
Si sustituimos en la ecuacién
R d ria-(-o)¥) d
y = — d — d )
Popa) = 7 | pluduct o [l s P BT)

La familia de OPF's determinada por el parametro v queda explicitamente
definida de la siguiente forma:

- 1

P, p(x) = (1 —2) o

e =

s 51— 4pG+1-0N) (38

Las p*(z) invariantes para esta familia de OPFs son sélo conocidas para

un conjunto muy particular de valores del parametro v = %, 1,2 [80].

1. Pf>0Vvf>0
2. IPFI <IfIl , |If]| denota la L' norma.

3. [P fL =P fo| < [P 1 fL —P™ 1 f5||, propiedad de contraccién bajo la accién del
operador.
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Y= % la densidad invariante es

m Parav=1

s Parav =2

p*(x) = —
my/z(l — x)

Una cuestién interesante es saber si existe una familia de densidades
invariantes asociada a la familia logistica generalizada, es decir, que sean
soluciones de las ecuaciones [B.§ que, naturalmente, incluya los casos arriba
senaladod].

En este trabajo proponemos una familia de densidades como soluciéon a
la ecuacién

3.1.2.1. Propuesta de densidad invariante.

Proponemos la siguiente familia de funciones como ansatz a las densidades
invariantes en el intervalo v < 1 < oo.

Po) = bt L - ) (39)

v

con I'(z) la funcién gama defina por

[(x) = /OO t"te~tdt
0

y
['(n)=(n—1)!
para n un numero natural. La constante
L)
L(;)?

5Encontrar densidades invariantes es complicado, de hecho se saben las formas de las
densidades invariantes de sélo algunos mapeos de importancia.
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normaliza la expresion Para el caso de v = 1 da la expresién correcta
—incluida la constante de normalizaciéon— de la densidad invariante, es decir

: p(z) = 1, lo mismo sucede para v = 2 con lo que se tiene: p(z) = ————.

NG
Una forma un tanto redundante, pero ilustrativa del efecto del OPF sobre
las densidades consiste en sustituir las expresiones de la densidad invariante
para v = 0.5,1,2 y mostrar que son funciones propias de P
Con v = £ la densidad invariante es p(z) = 2(1 — )

15%2(1 ) =1-2){1+0-2H+1-1—-2)*)}=21—2) (3.10)
Para v = 1, (mapeo tienda), el punto fijo de este operador es la densidad
invariante p(z) = 1 que es funcién propia del OPF para la familia logistica,
como se muestra en reemplazando esta densidad en el OPF:

. 1
P.l= 5(1 —) M 1+1) =1 (3.11)

y con v = 2 para p(x) = T

~ 1 1 1

P = 11 =¥ (o — 50— ) 03 + 50 - 0)h)

1 1/ 2 2\ _ 1
- Z(l_z)2(m+”—ﬁ) B my/z(1—x) (312)
La propuesta de densidad invariante aqui descrita, debe ser una funcion
propia del OPF para todos los valores de v permitidos, es decir % <v < oo.
Como se muestra en la siguiente ecuacion [3.13] esta propuesta no es cor-

recta

@ () (21— ap) T ) (4 )
Pyp(z) = F(l)2 T (%) # p(z)

(3.13)

En el anexo[Alse aplica iterativamente el OPF para obtener las densidades
resultantes, a partir de la densidad inicial como el ansatz de la ecuacién 3.9
Sin embargo, esta familia de densidades, parece ser una buena aproxi-
macién a la densidad invariante para el intervalo 1 < v < 2, como se muestra
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en la figura [3.3l En esta gréfica se exhibe la existencia de las densidades in-
variantes asociadas a la familia logistica, ya que los histogramas convergen;
ademas se grafican el ansatz para efecto comparativo, como se observa
nuestra propuesta parece ser un buen candidato a la densidad invariante de
la familia logistica.

Este hecho nos permitira trabajar con la ecuacién para aproximar las
densidades invariantes de la familia logistica .

3.1.3. Dinamica simbdlica

A pesar de que los mapeos son en el espacio continuos, no asi en el tiempo,
es posible expresarlos de manera discreta sin perder informacién en el proceso
de convertirlos en iteraciones sobre conjuntos de celdas.

Es por ello que, con el objetivo de estudiarlos utlizaremos algunas her-
ramientas de discretizacion y con ello poder comparar modelos distintos entre
si. La dindmica simbdlica es por si misma motivo de interesantes investiga-
ciones [81, 182], sin embargo, en este trabajo la usamos como herramienta y
como marco comun de distintos modelos cuya expresion en dinamicas simboli-
cas queremos comparar.

En el caso de mapeos unimodales es posible establecer una dinamica
simbdlica asociada mediante el proceso usual, es decir: se divide el espacio
fase en IV particiones ¢, k =1,2... ,Nycon¢,N¢; =¢,Vi,5€1,2,...,N
asignandoles un simbolo a cada una y se consideran secuencias de iteraciones
de los mapeos, expresadas ahora como secuencia de simbolos y no de trayec-
torias.

3.1.4. Particiones

Consideremos un sistema dinamico en un espacio fase unidimensional, las
particiones se definen como el conjunto {A;} tales que todos los elementos
son disjuntos y la union de ellos constituya el espacio fase total X.

K

UA=X (3.14)
=1

i M A; =

0 (3.15)
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Figura 3.3: Histogramas que muestran un comparativo entre el ansatz de la
ecuacién [3.9y los histogramas de las iteraciones de los mapeos con valores de
los pardmetros senalados en la figura algunos de los cuales (v = 0.85,1.5) no
se conoce la expresion correcta de su densidad invariante. Los histogramas
estan calculados para 10° iteraciones con un transitorio de 100,000 y 1000
particiones iguales del intervalo [0, 1].
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Consideremos una particion del espacio fase X de tamano K , etiquetemos
entonces cada celda consecutivamente ¢ = 1,2,3,... K. La trayectoria de
o € X en dindmica simbdlica consiste en la secuencia de simbolos o etiquetas
establecidas para cada celda del espacio fase.

3.1.4.1. Particion generatriz

Una particiéon fundamental para el estudio de los dindmica simbdlica es
la particion generatriz debido a sus muy particulares propiedades:

Definicién 3. Consideremos una particion G, de tamano R, se dice que G,
es una particion generatriz de un mapeo M(x), si la secuencia simbdélica
infinita generada S = sg, $1, So, S3, . .. estd determinada de manera univoca
por un unico valor inicial xy € X.

No es fécil saber si dado un mapeo M (z) arbitrario existe o no una par-
ticion generatriz; ademas tampoco existe una forma general de obtener una
particion de este tipo. En general depende del mapeo, si no se conoce una
particion entonces se pueden hacer aproximaciones, considerando, por ejem-
plo, celdas del mismo tamano, que en el limite cuando el tamano de las celdas
tiende a cero, puede ser considerada una buena aproximacién (R ~ ¢! a los
cilindros, con € el tamano tipico de una celda). Sin embargo, para una clase
muy particular de mapeos, encontrar una particion generatriz es muy sencil-
lo: los mapeos unimodales definen una particion generatriz a partir de dos
celdas izquierda y derecha, delimitadas por la posicién del méximo. Asi, para
el mapeo logistico, la particién generatriz es G = [0, Zymaz) U [Tmax, 1], para
este trabajo definiremos de manera genérica, dos simbolos para estas celdas
S = {0,1}, con ello, mediante un proceso iterativo, se generan secuencias
simbdlicas de 0,1 a partir de condiciones iniciales xq € [0, 1].Es decir, tienen
la propiedad de que V sgs153 ..., 8, con n — oo existe un 1nico xy que genera
esa secuencia. La dindmica simbodlica para el mapeo logistico ha sido amplia-
mente estudiada: se han estudiado orbitas periédicas de distintos tamanos, la
estabilidad de las drbitas, la secuencia kneading, entre otras [83, 184, 185, [86].

Siempre que sea posible, ya sea via el OPF u algin otro método, es muy
valioso encontrar la densidad invariante asociada a un mapeo, éste permite
establecer algunas propiedades interesantes, por ejemplo, se puede definir
una medida para conjuntos del espacio fase de la manera usual:

Definicién 4. Sean p(x) una funcion de densidad invariante de un mapeo
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M(z) y A C X entonces la medida invariante m(A) de A es:

m(A) = /A p(z)dz (3.16)

La medida m satisface algunas propiedades particularmente tutiles para
los propésitos de este trabajo:
para una particion del X con A; C X,

m(X) = (3.18)

3.1.5. Cilindros

La relacién entre la frecuencia de n-émeros y la medida de los conjuntos
definida en la seccion anterior se clarifica, si podemos asociar estos conjuntos
A; con las condiciones iniciales que generan, bajo la iteracion de un mapeo,
las secuencias de 0 y 1.

Definicién 5. Sea {A;}, i =1,2,... N una particion del espacio fase X, un
cilindro J[sg, S1, ..., Sn—1] de un sistema dindmico M(u), se define como el
conjunto

J[50,51, s 8n-1] = {x € X|(mg = MO (z) — s0) A (17 = MWD (2) —
SN A (T = M™(z0) = 5,-1)}

con Sp, S1,...,S,_1, sSimbolos de una particion de X.

En términos llanos, los cilindros son el conjunto de condiciones iniciales
que, bajo la accion de un mapeo, dan lugar a una secuencia simbdlica dada de
tamano n. Por ejemplo, si bajo la accion de un mapeo no es posible acceder
a alguna secuencia simbdlica (secuencia prohibida) entonces:

J[S0, 51,y Sn_1] = &

ademas
U J[So,sl,...,sn_l]:.)(

50,515+Sn—1

De esta manera se puede calcular dada la medida definida por la ecuacion
3.16) de un cilindro arbitrario

m(J[50, 815+ s Snn]) = /J[ o) (3.19)
80,81 4--+9Sn—1
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La ecuacién anterior puede entenderse como el “peso relativo” de la se-
cuencia simbolica sg, s1, ..., S,_1 para un mapeo dada, por supuesto, que da-
dos dos mapeos esto valores son en general distintos, debido a la propiedad
de aditividad y normalizacién esta medida es considerada como una medida
probabilistica [87], por lo que esta medida establece un indicativo de la prob-
abilidad (frecuencia relativa) de una secuencia arbitraria bajo la iteracién de
un mapeo.

3.2. Dinamica simbdlica y n-6meros

En esta tesis utilizamos los mapeos unimodales expresados en dinamica
simbodlica para estudiar la frecuencia de aparicién de secuencias simbdlicas de
distintos tamanos mediante particiones generatrices. En particular, el estudio
de las frecuencias de elementos consecutivos de simbolos que llamaremos n-
omeros (dimeros, trimeros, tetrameros, etc) ordenados descendentemente de
acuerdo a su frecuencia para ajustarlos a una FBC. Es decir, consideramos
la particion generatriz para generar secuencias de simbolos

S:S(]Sl...Sn...

con
S; = 1, 0

en donde los simbolos estan determinados por la regla usual:

s; = {O NCD (3.20)

0
1 fU)(xo)

con 7o € (0,1) un punto inicial arbitrario y M) (zg) la j-ésima iteracién
del mapeo unimodal M (z).

Para un mapeo unimodal fijo nuestro objetivo consiste en estudiar se-
cuencias simbolicas obtenidas mediante iteraciones con el procedimiento pre-
viamente explicado. Por ejemplo, para el caso de 8 elementos consecutivos
consideramos la estadistica de octameros en secuencias S, es decir:

N[N0 | =

<
>

S = 0010101100110011 10110101 . . .[3
43 51 181

6Debajo de cada conjunto de 8 simbolos se escribe su correspondiente expresién en base
10.
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En el caso de la familia logistica, consideramos una condicién inicial al
azar xo y obtenemos una secuencia de 8 X 10° stmbolos y calculamos la fre-
cuencia de aparicién de octdmeros, que son en total 28 = 256 posibles, el pro-
ceso se repite con una condicién inicial distinta, después de 10 realizaciones
promediamos las frecuencias. Graficamos estos datos en orden-frecuencia y
ajustamos una FBC.

Posteriormente variamos el parametro que define al mapeo para explo-
rar el efecto del cambio de regiones laminares y cadticas y su reflejo en la
determinacion de los parametros del ajuste de la FBC.
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Figura 3.4: A. La familia logistica generalizada para distintos valores del
parametro v = 0.5,1,2 correspondientes a los mapeos tangente, tienda, y
logistico respectivamente. La transicién intermitencia-caos se da con el au-
mento del valor del parametro v. B. Ajuste a la funcién beta para los valores
del parametro senalados en la figura, se muestran casos extremos en donde
a>bconv<lya<bconv>1 C.Pardmetros de ajuste a,b vs. v ver
ecuacién Bl con A = 1. D. Densidades invariantes para v = 0.5 (intermiten-
cia), v = 1 p(z) = 1 (mapeo tienda) inicio de la duplicacién como periodo

como ruta al caos, y ¥ = 2 (mapeo logistico) p(z) = \/%

De esta forma para el caso de octameros se observa la grafica orden-
frecuencia en las figuras B.4B para el caso de la familia logistica. Al igual




CAPITULO 3. MODELOS DETERMINISTAS 69

que en el caso de los modelos de expansion-modificacion observamos que la
variacion de la dindmica se refleja en los valores relativos de a, b:

= con % < v < 1, dominan las regiones laminares ,a # 0y b~ 0y a > b,
se observa la posible presencia de correlaciones largas en esta zona y
la region de intermitencia gobierna en estos valores de v, ademas del
predominio de algunas pocas secuencias, en donde abundan los 0.

s v = 1, es decir en el mapeo tienda, marca el limite del dominio de a
sobre b, en este punto a = b = 0, como deberia esperarse debido a
que la densidad invariante es la funcién uniforme (p(x) = 1), todos los
octdmeros tienen la misma probabilidad de aparecer que tiende a 1/25.

= v > 1 partir de este valor la concavidad de los mapeos cambia y el
régimen expansivo domina sobre la regién laminar, y ademas a < b,
para una region, sin embargo con v = 2 (mapeo logistico) los valores a
y b vuelven a coincidir debido a que el mapeo tienda y el logistico son
equivalentes topoldgicos, a pesar de que las densidades difieren, pero
al calcular los cilindros y las medidas de éstos, coinciden para valores
grandes de numero de iteraciones, con las probabilidades (frecuencias)
de los n-6meros.

Queremos encontrar otras familias de mapeos que compartan estas carac-
teristicas para intentar mostrar la existencia de un comportamiento genérico
de los exponentes de ajuste a, b.

3.2.1. Familia ¢

Proponemos una variacion interesante de la familia logistica generalizada:
la familia épsilon, que es una combinacién lineal del mapeo tienda y logistico.

Ty =1 — €|l — 22, + (e — 1)(1 — 22,)* = f(z,) (3.21)

No sorprende que el comportamiento sea similar al observado con la fa-
milia logistica como se muestra en la figura
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Figura 3.5: A. La familia € definida en la ecuacién [3.2]] para distintos valores
del pardmetro e = 3/2,1,0 correspondientes a los mapeos tangente, tienda,
y logistico respectivamente. La transicion intermitencia-caos se da con el
aumento del valor del parametro e. B. Ajuste a la funciéon beta para los
valores del pardmetro senalados en la figura, se muestran casos extremos en
los cuales a > bcon e > 1y a <bcone< 1. C.Parametros de ajuste a,b
vs. €. La inversién de los valores de a,b se da en € = 1 (mapeo tienda). D.
Densidades invariantes para ¢ = 1.2 (intermitencia, en este caso se muestra
un histograma ya se desconoce la expresién exacta de p(z)) , e =1, p(x) =1
(mapeo tienda) inicio de la duplicacién como periodo como ruta al caos, y
e = 0 (mapeo logistico), p(x) = L

o ny/z(1—z)
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3.3. Divergencias, intermitencia-caoticidad y
betas

Ahora probaremos una conjetura acerca de la naturaleza de la transi-
cién asociada al pasar de un régimen con a > b a otro en donde se in-
veirte esta relacion b < a. En el capitulo anterior, después de nuestro estudio
numérico establecimos la hipotesis de que se trata de una transicion “orden-
desorden”. En esta caso estableceremos una manera de formalizar y tratar de
demostrar la existencia de un transiciéon, para ello utilizamos el formalismo
termodinamico de los sistemas dindmicos. Ver anexo

3.3.1. Perron-Frobenius inverso

Queremos probar la siguiente conjetura: las divergencias de las densidades
invariantes son la causa de la transicion, debido a que cambian la forma
de escalamiento por regiones del soporte de la densidad invariante. por ello
es conveniente trabajar de entrada con familias de densidades invariantes y
entonces determinar que mapeos unimodales cadticos generan. Este problema
es una version restringida del problema inverso de Perron-Frobenius, que ha
sido abordado de manera satisfactoria en las siguientes referencias [88,89,90].

Los detalles de la implementacién pueden consultarse en las referencias
arriba mencionadas, por el momento estamos interesados en ligar propiedades
de las divergencias en las densidades con transiciones de fase y cambios en
los valores a, b, asi como las propiedades de intermitencia y caos como un
elemento genérico que determina el significado de los valores de ajuste de los
parametros a, b .

Densidades con singularidades en un extremo

Consideraremos densidades con divergencias en alguno de los extremos
de su soporte, es decir x = 0 y x = 1, buscamos mapeos cuya densidad
invariante sean de la forma p;(z) = Ajx*™1 0 po(x) = Ax(1 — x)*2~ L.

Deseamos determinar cudl es el mapeo unimodal cadtico y simétricd] que
se obtiene con cada una de las densidades propuestas.

Para p;(z), p2(x) la ecuacién de Perron-Frobenius (ecuacion B3 ) es la
siguiente, es decir la solucién es un mapeo y(x):

dy 24+ (1—2)

- 22
. o (3.22)

"Esto se pide para garantizar la presencia de una particién generatriz
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dy x4 (1 —x)*>

= 2
dx (1 —y)e (3:23)
Estas ecuaciones quedan como:
ydy = 2 + (1 —2)*dx (3.24)
(1 —y)dy = 2** + (1 — x)“dx (3.25)

Después de una integracion directa, obtenemos los siguientes mapeos:

y=fiwn) = e = 1= |2} — (1 —2,)"])7 (3.26)
Y= fol@n) = tpy =1 — |2, — (1= z,)"|" (3.27)

Utilizamos el pardmetro r = «; + 1,con ¢ = 1,2, para ser consistentes
con el resto del texto, éste permite explorar distintos mapeos con distintas
propiedades dindmicas.

Las formas de uno de estos mapeos se muestran en las figuras [3.6l

En la figura se observa, en primer lugar, el dominio de los valores a sobre
b, es decir a > b, con 1 < r < 2 en este corresponde a un régimen laminar.
Conforme el parametro r disminuye se alcanza un valor comin a = b = 0,
a partir de este valor se invierte la relacién entre a y b, es decir conforme
la region cadtica aumenta, b > a para r < 1. Estos resultados coinciden
con los mostrados en la familia logistica, la familia épsilon; asi como con los
mostrados en el capitulo anterior con el modelos estocastico de expansion-
modificacién.

Estos mapeos en los limites para r — oo se puede pegar tanto como
se desee, a la recta identidad esto permite explorar la preeminencia de una

region laminar sobre una regién cadtica y su relacién con los valores de ajuste
de la FBC.

3.4. Formalismo termodinamico de los sistemas

dinamicos

Finalmente discutiremos una formalizaciéon de los resultados previos me-
diante el formalismo termodinamico de los sistemas dindmicos (FTSD).
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Figura 3.6: A. La familia de mapeos definida en la ecuacién para distin-
tos valores del pardmetro r = 3/2,1,0.5. La transicién intermitencia-caos se
da con el aumento del valor del pardmetro r. B. Ajuste a la funcién beta para
los valores del parametro senialados en la figura, se muestran casos extremos
en los cualesa >bconr <1lya<bconr>1. C.Pardmetros de ajuste a,b
vs. r. La inversién de los valores de a,b se da en r = 1 (mapeo tienda). D.
Densidades invariantes para r = 0.5 (intermitencia), » = 1 p(x) = 1 (mapeo
tienda), y r = 1.5.



CAPITULO 3. MODELOS DETERMINISTAS 74

El estudio de los sistemas dinamicos cadticos mediante las herramientas de
de la fisica estadistica es un campo abordado inicialmente por Sinai, Ruelle
y Bowen a principios de los anos setenta del siglo pasado [91), 192, 93, [94]
Un pequeno resumen con los principales resultados de esta teoria se puede
encontrar en el anexo [Bl

3.4.1. Familia logistica

Consideremos la familia logistica entonces tomamos una particién del es-
pacio fase X, y teniendo como valida que la densidad invariante estd dada
aproximadamente por el ansatz B.9] tenemos que: si dividimos el espacio fase
en celdas de tamano e , (es decir el total de ellas es n = 1/¢), la proba-
bilidad P; de encontrar la secuencia simbdlica generada por la celda i-ésima
esta determinada por la siguiente expresion:

P =A, 2o (1 —2)v da (3.28)

(i—1)e
1 )
E) F(

)2
de densidad.
Estas integrales se pueden resolver de manera exacta mediante la funcion

beta incompleta regularizada, B, («, f) = Béaal;l)’) = A, [§to7 (1 —t)Pdt

NN

) r ., .y
i=1,2,...,  yvA, = ( es la constante de normalizacion de cada funcién

Nl

Pi = AI/(BiE(_’ _) - B(i—l)f(_’ _)) (329)

v v v v

En particular, los dos extremos escalan de manera distinta al resto:

11 1
PL=B(-,—)~ev 3.30
V=B, ) e (3.30)
11 1
P% :1—31_%(;,;) ~(1—e)v (3.31)
Consideramos ahora la siguiente suma:
1 1
< < 11 11
PP = (AN S (Bi(=, =) — Bi_pe(=, =))? 3.32
SR = (A (Bl ) = Bionel ) (332

La probabilidad, es decir, el valor de la integral, tiene dos términos tipicos:
1 . . s
los extremos van como €» ! y el resto, como € , es decir la longitud tipica de
una celda.
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Utilizamos la distribucién escort [ P, para que a partir de la distribucién
previa encontrar otra que va “pesando” las probabilidades escaneando su
peso relativo, mediante un parametro arbitrario /3

:
p =l (3.33)

27L

S P
=1

Si atribuimos la frecuencia de apariciéon a una “energia de interaccion”
de tal forma que las secuencias con menor energia se ven favorecidas con
respecto a aquellas con mayor energia. Por lo que proponemos una funcion
“hamiltoniana” H(s1sy...s,) que refleje la observacién anterior,

H(s182...8,) = —InP(s182...5n) = — ln/ p(z)dx (3.34)

cilindro;

de tal forma que la distribucién escort queda de la siguiente manera

p’ exp(—BH(s5152...5,))
Pi=-——= (3.35)
2n
8 > exp(—LH(s182...5)
z; Pz {s182...sn}

con lo que la distribuciéon escort es andloga a la funcién de particion candnica.
La funcién de particion asociada estas cantidades estd relacionada con la
dimensién generalizada de Rényi D(3) (ver ecuacién [B.11]):
: N 11
€ é €
> P~ (AP (267 + Y (Biel=, =) = Baone(=.-))")  (3.36)
i=1 i=2 vv vV v

1

€ 1
SOP ~ (A,)0265 + (2 —2)f) m (8 + 7T m PTIPO L (37)
i=1 €

(8 — 1)D(B) = min {g B — 1} (3.38)
(3.39)

En donde 8 es un parametro arbitrario que juega el papel de la “temper-
atura” (ver ecuacién [B.7]).

8Utilizaremos el término en inglés ya que incluso en los pocos textos en espailol esta
distribucién adopta el término en inglés.
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Entonces la energfa libre de Helmholtz por unidad de volumen (/) (ver
tabla [B.1]) estd dada por la siguiente expresion:

1 —
e(5) :{ ) (3.40)

El punto critico es, el punto en el cual se intercambia el dominio de un
conjunto de términos sobre otro en la contribucién a la energfa libre o(/3).

v

Be = (3.41)

v—1

Si graficamos la energia libre de Helmholtz para cada valor de v pode-
mos observar que es lo que sucede en (. (Ver Figura 3.7a). De esta manera
podemos observar que existen transiciones de fase de primer orden que estan
asociadas a la primera derivada de la energia libre en el punto critico ., sin
embargo en v < 1, éstas divergencias dejan de existir, por lo que el mapeo
tienda senala un punto limite entre la existencia o no de transiciones de fase,
con esto hemos establecido la singularidad de este punto. En la figura 3.7 se
muestra la superficie de energia libre para la familia logistica. Es importante
resaltar que el calculo anterior resulta clave la divergencia de la densidad
invariante para que el comportamiento de los extremos determine el dominio
los elementos en la suma que constituye la funcién de particion. A pesar de
no contar con una forma exacta para la densidad invariante, basta sélo con
saber que existen divergencias para que los resultados aqui presentados sigan
siendo validos.

El significado “fisico” de la transicion de fase es el siguiente: la distribu-
cién escort nos permite escanear , mediante un parametro arbitrario (), la
influencia de distintas regiones del espacio fase X. En la transicion de fase la
contribuciéon dominante de la energia libre stibitamente cambia a una region
distinta del espacio fase.

El equivalente de fases “desordenada-condensada ”puede interpretarse de
la siguiente forma: la fase “desordenada” corresponde al caso en el cual los
elementos del espacio fase contribuyen de manera (casi)equivalente y la fase
“condensada” consiste en el hecho de que los puntos cercanos a los extremos
son los términos dominantes.
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a
(B

B

Figura 3.7: a. Energfa libre de Helmholtz por unidad de volumen ¢(/3) para
distintos mapeos pertenecientes a la familia logistica. Se ha sumado una can-
tidad constante a cada funcion para una mejor apreciacion de las formas fun-
cionales. Las funciones son continuas pero en el valor . la primera derivada
no existe indicando una transicién de fase de primer orden b. La figura mues-
tra la superficie generada al considerar la familia logistica ¢(/3, ), se observa
con mayor nitidez el limite marcado en el valor ¥ =1 en el comportamiento
de la energia libre.
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3.4.1.1. Familia épsilon

A pesar de no conocer la densidad invariante es posible observar en
que existen un fenémeno andlogo al de la familia logistica. Se observa un
intercambio de valores relativos entre los pardmetros que coincide con la
variacién de los valores de los parametros de ajuste a,b de la FBD.

Nuevamente el punto limite es el mapeo tienda, a excepcion de este y
del caso limite en donde es tangente a la identidad en el origen, el resto de
los mapeos son no hiperbélicos, por lo que el comportamiento distinto entre
ellos se debe a una variacién en el peso de la funcion de distribucién de
probabilidad que se refleja en las medidas de los intervalos del sistema. Se
observa también el efecto de las divergencias en las densidades como limite
entre las dos regimenes (Ver figura ).

3.4.1.2. Divergencias en un extremo

Los mapeos presentados generados a partir de densidades invariantes con
divergencias en uno de los extremos del intervalo (ecuaciones B.27) son anélo-
go a la familia logistica, la tinica diferencia reside en el hecho de que en lugar
de tener dos puntos en los cuales la probabilidad escala de manera distinta, se
trata sélo de uno, por lo que la contribucién en la expresién [3.28], es la misma
en el limite termodinamico con lo que las expresiones y graficas asociadas son
las mismas que las del caso previo de la beta simétrica.

Este resultado, de hecho, refuerza, la observaciéon hecha sobre la natu-
raleza del limite de @ > b con la (in)existencia de transiciones de fase. En
este caso, partimos de la densidad invariante (con lo que no hacemos suposi-
ciones sobre las divergencias) se obtienen los mapeos y de éstos se generan
las dinamicas simbdlicas y la obtencion de las FBC.

Hemos demostrado que los parametros de ajuste de la distribucién beta
{a, b} estan relacionados con los siguientes fenémenos:

1. a estd censando el orden del sistema mediante estructuras jerarquicas
: (leyes de potencia, intermitencia, sesgo en las distribuciones de prob-
abilidad, etc), en cambio, el pardmetro b refleja el caos del sistema
expresado en términos de mayor desorden (entropias méximas, expo-
nentes de Liapunov méximos,etc.).

2. La caracterizacion anterior permite identificar dos regiones de dinami-
cas distintas con a > b intermitencia, en términos del F'T' : una energia
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externa que favorece ciertos “microestados” sobre otros, por otra parte,
con a < b.

3. El punto en el que se intercambian estos comportamientos, es decir
a = b, se marca con transiciones de fase de primer orden reflejadas
en la energia libre de Helmholtz ¢(f) como funcién de un pardmetro
externo 3 (que juega el papel de la temperatura).



Capitulo 4

Evoluciéon molecular: un
modelo biolégico

En este capitulo se presenta el modelo de evolucién molecular prop-
uesto por Eigen y Schuster [95, 96] para la evolucién de un conjunto de
polimeros poseedores de dos caracteristicas particulares: pueden replicarse
y mutar puntualmente. Este modelo fue propuesto para simular moléculas
auto-replicantes en un ambiente pre-bidtico, formulados como un mecanismo
de evolucién de polimeros simples que funge como hipétesis del origen de la
vida .

Mostraremos que la presencia de estos los dos procesos anteriores en este
modelo de evoluciéon molecular generan en la distribucién del nimero de es-
pecies ordenados conforme a su frecuencia dan lugar a la FBC, observaremos
también, que el hecho conocido como la catdstrofe del error, modifica esta
distribucion indicando un cambio similar a los ya reportados, es decir, que
con a = b se observa una transicion, en este caso, formalmente, una transicién
de fase en un modelo equivalente de espines.

4.1. EIl modelo

La ecuacién propuestaldIlpor Eigen y posteriormente Schuster en los anos
70 del siglo pasado en los articulos seminales [96,197, 98], ilustra el mecanismo
de evolucién de secuencias de simbolos de L elementos, auto-replicantes y con
una tasa de mutacion puntual.

80
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4.1.1. Supuestos

Como todo modelo tiene supuestos que lo limitan y por lo tanto lo definen,
en el caso del de cuasi-especies éstos son las siguientes:

1. Existe una secuencia con mayor adecuacién (fitness), que puede medirse
como el éxito reproductivo.

2. Las tasas de mutacion son constantes en el tiempo y genotipos.

3. Los mutantes muestran adecuaciones invariantes a pesar del niimero de
mutaciones.

4. Las moléculas se degradan a tasas constantes.
5. No hay recombinacion genética.

El modelo basico de cuasi-especies describe la dinamica de poblaciones
de secuencias macromoleculares mantenidas por replicaciéon. Las mutaciones
suceden durante el proceso de copia, pueden modificar la tasa de replicacién
de las nuevas secuencias que aparecen, permitiendo entonces a la seleccién
darwiniana operar.

La situacion antes descrita se expresa mediante el siguiente sistema de
ecuaciones

dz i
dt

= (AiQii — Di)i(t) + Y A;Quj;(t) — B(t)i(t) (4.1)
J#i

con z; la frecuencia relativa de la i-ésima especie o secuencia de simbo-
los, A; es el fitness (éxito reproductivo ) de la especie i, D; es la tasa de
degradacion de la especie i, la tasa de replicacion efectiva de la propia es-
pecie es (;;, en tanto que, @);; es la tasa de mutacién de la especie j en la
especie i (es decir mide la probabilidad de que mediante mutacién la especie j
se convierta en la especie i), ® es un flujo que se impone para que la poblacién
se mantenga constante, por ello es llamada la condicién de poblaciéon con-
stante, en particular, si se quiere que >°7 ; z; = 1, el flujo ® esta determinado
por

s

= Y (A — D)i(t) = ilm-(t) — (E(1))

i=1
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E; es la productividad de la especie i y (E(t)) es la productividad prome-
dio, notemos que este término hace que el sistema de ecuaciones [4.1] se con-
vierta en no lineal (de hecho es un sistema cuadrético en las variables de
interés x;(t)).

Debido a que 3-7_; Q;; = 1 se tiene que:

> AQiyai(t) = Ai(1 — Qup)wi(t) (4.2)
i i=1
El sistema [4.1] entonces se puede reducir a

dSL’Z’ 5

= ; Wiix;(t) — (E(t))z:(t) (4.3)

dt &=

Wi = Aiqii — D; valores selectivos y los Wi; = A;Q;; para i # j se llaman
valores de mutacion
En forma matricial las ecuaciones anteriores se pueden escribir de la sigu-
iente manera
dX
= = (W (B)X (44)
Es posible encontrar soluciones analiticas del sistema. Si O es una matriz
tal que que OWO~1 = M\ y U = OX o de manera equivalente se tiene que

dui
dt

= (A = (E(1)))ui(?) (4.5)

(B0) =3 A (4.6)

Si la mutacion de las secuencias es puntual, entonces la matriz de mu-
tacion @);; estd dada por

Qij = A,uh”(l — U)L_hij (47)

En dénde L es la longitud de las secuencias, h;; es la distancia de Ham-
ming entre las secuencias ¢ y 7, y u es la tasa de mutacion.
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4.1.2. Cuasi-especies

Con frecuencia, la teoria de evolucién molecular es llamada la teoria de
cuasi-especies. De hecho, la existencia de cuasi-especies moleculares junto
con la catastrofe del error (seccién [1.2)) caracterizan a esta teoria. El término
especie tiene significados distintos en biologia y en quimica, los autores de
la TCE, quimicos de formacién, se refieren a moléculas casi idénticas con el
término especie y no tiene relacion alguna con especies bioldgicas. Asi una
cuasi-especie es un “enjambre” de especies genéticamente relacionadas (se-
cuencias cuya distancia de Hamming es pequena) que constituye un punto de
equilibrio estable del sistema de ecuaciones diferenciales no lineales definidos
por el sistema [4.]

La solucién analitica ug, del sistema .1l es una combinacién lineal de
las especies usq = >_;_; a;%;, de esta manera hay una especie x; con mayor
sobrevivencia (contribucién en el término solucién) y la segunda en frecuencia
x) es “genéticamente similar” con ésta, y asi sucesivamente, por lo que la
solucion del problema (4.1 genera no una tUnica secuencia que sobrevive a
este proceso, sino a un ensamble de secuencias genéticamente emparentadas,
vecinas en el paisaje adaptativo, es esta coleccién de moléculas cuasi-idénticas
(cuasi-especies), el principal, novedoso y empiricamente 1til, resultado de esta
teoria.

Hoy en dia existe evidencia experimental de que ciertos virus de RNA
(VIH, polio, influenza, entre otros), se comportan segin la teoria de cuasi-
especies [99, 100, [101), 102, [103]: es decir para organismos con tasas de mu-
tacion elevadas (que le sirven para adaptarse a ambientes hostiles) los virus
que sobreviven son un subconjunto que difieren, en su secuencia de RNA,
en pocos lugares, esta coleccion de secuencias se llama las cuasi-especies de
virus de RNA. La teoria de cuasi-especies ofrece un marco conceptual para la
evolucién de virus de RNA y se han convertido en un paradigma virolégico
[104, 1105, [106, 107, 108, [109, 110, 111].
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Figura 4.1: Solucién del problema de evolucién molecular sin mutacién (es
decir la matriz de mutacién sélo con elementos en la diagonal). Existe se-
leccién, es decir sobrevive la secuencia con mayor adecuacién, pero no hay
evolucion. Se ilustra la solucién para 4 especies



CAPITULO 4. EVOLUCION MOLECULAR: UN MODELO BIOLOGICO 85

Abundancia relativa

Tiempo 5

Figura 4.2: Solucién del problema de evolucién molecular con cuasi-especies.
Sobreviven no el de mayor adecuacién, sino un conjunto relacionado
“genéticamente” entre si. En este caso se trata de 16 especies.

4.2. La catastrofe del error

Las ecuaciones de cuasi-especies[4.I]describen la trayectoria de una poblacién
en el espacio de todas las posibles secuencias de tamano fijo finito. Las cuasi-
especies “censan” el paisaje adaptativ, e intentan escalar los maximos lo-
cales (es decir dquellas secuencias con mayor éxito reproductivo) y buscan
permanecer en estos maximos (locales o globales).

Si la tasa de mutacion es muy grande, la capacidad de la cuasi-especie
de escalar y permanecer en la cima de un maximo se reduce debido a la alta
variabilidad. Debido a esto, existe un umbral de mutacién que es compatible
con la adaptacién (entendida como la capacidad de la cuasi-especie de en-
contrar maximos de adaptacién y permanecer en ellos), asi que, si el valor de
mutacion excede este valor umbral, entonces, no sera posible la adaptacion.

'El paisaje adpatativo es un espacio N™ x R, en donde a cada secuencia simbdlica se
le asigna una valor real positivo (f : N® — R) que corresponde a su adecuacion, es decir
su éxito reproductivo.
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Supongamos valida, esta premisa, llamada paisaje adaptativo de un sélo
pico ( single-peak fitness landscape ), cuando la tasa de mutacién es ba-
ja, la solucién en el equilibrio describe una cuasiespecie centrada en este
unico maximo. Las secuencias lejanas al pico tiene frecuencias muy bajas, la
cuasiespecie, esta entonces, adaptada a este maximo de adecuacién. Cuando
la tasa de mutaciéon aumenta la distribucién de cuasi-especies se ensancha,
existe entonces una tasa critica u., mas alla de la cual la cuasi-especie deja
de sentir el efecto del pico, y no queda localizada alrededor de él. Es decir,
no existe adaptacion.

A este hecho se le conoce como catastrofe del error (error catastrophe).
Este fenémeno es muy familiar en el ambito de la fisica, y es posible hablar,
formalmente, de una transiciéon de fase.

4.2.1. Transicion de fase

Es posible mapear el modelo de cuasi-especies en un modelo de Ising
bidimensional con lo que se puede establecer una correspondencia formal
entre las transiciones de fase y la catastrofe del error.

Con el siguiente cambio de variables se transforma un sistema al otro,
con los valores de “espin”

s=1,0

en los siguientes referencias se trata este problema como una cadena de Ising
cudntica [112,/113] en los cuales se puede establecer la existencia de transicién
de fase mediante la siguiente transformacién de coordenadas:

yi(t) = xi(t)efg dt' Y3 f ()

El andlogo de la temperatura T del sistema se relaciona con la tasa de
mutaciéon u de las secuencias de la siguiente manera [114, [115, 116, [117):

1

T

Con esta transformacion es posible equiparar ambos formalismos y en-
tonces demostrar que la catédstrofe del error es una transicién de fase [118].
La fase ergddica corresponde a la ausencia de la secuencia maestra (cuasi-
especie) y entonces el sistema se difumina sobre todo el espacio de secuencias,
mientras que en, la fase no ergddica existen siempre las cuasi-especies.

1—u’
U

log
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4.2.2. Matriz de transferencia

La matriz W definida en la ecuacién .7 es equivalente a la matriz de
transferencia de un modelo de espines en 2 dimensiones En un trabajo en
proceso estamos buscando la relacion entre esta matriz de transferencia para
el sistema de casi-especies y el método del operador de transferencia para
mapeos unimodales [119].

4.3. Distribucion de especies y FBC

Exhibimos de manera panoramica la teoria de cuasi-especies. La relacion
entre el modelo de cuasi-especies, los modelos de expansion-modificacion y
las familias de mapeos unimodales. Estos comparten la presencia de dos pro-
cesos con dinamicas opuestas entre si que se ven modulados por un parametro
(mutacién, parametro de la familia de mapeos y tasa de mutacién) que per-
miten modular la dominancia de un procesos sobre el otro. En estos casos
la presencia de un proceso, que genéricamente podemos llamar permanencia,
establece correlaciones largas en las secuencias simbdlicas y el otro proceso,
que podemos englobar en el concepto de cambio, rompe las correlaciones.
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Figura 4.3: Ajuste de la FBC para la frecuencia relativa de especies como
resultado de resolver el sistema de ecuaciones diferenciales del modelo de
cuasiespecies para un total de 128 de ellas. Son dos realizaciones: una con
probabilidad de mutacién menor a u. en donde se oberva una ley de potencia
con claridad, y con u > u. en la que se observa la aparicién de un cambio en
los valores de a y b, en este caso a < b.

Este capitulo no pretende ahondar en la muy interesante teoria de cuasi-
especies sino en explorar otro sistema con dinamicas en conflicto, y estudiarlo
en términos de orden-frecuencia para aportar mas evidencia a la hipdtesis de
este trabajo.

Anélogamente a los dos capitulos previos podemos ahora resolver numéri-
camente la ecuacion de cuasi-especies para N especies moleculares y encon-
trar la frecuencia de aparicién agruparla de acuerdo a esta frecuencia de
forma descendente y graficarla para valores de la tasa mutacion previa a
la catastrofe del error y después de ella. Los resultados se muestran en la
siguiente grafica sintetizan los resultados que podrian esperarse de acuerdo
a lo visto previamente. Es decir, cuando se tiene orden asociado a invari-
abilidad de escala , obtenemos a > b en la FBC; después de una transicién
de fase, los valores se invierten y tenemos b > a. Con lo que los valores de
la FBC estan reflejando la dinamica de los procesos involucrados y pueden
inclusive utilizarse para caracterizar un fenémeno a partir de sus distribucién
de frecuencias. Resumiendo de manera sucinta: hemos observado 3 procesos
distintos entre si expresado de forma simbdlica reflejan en su expresién de
un observable, en esta caso orden-frecuencia distribuciones FBC y ademas el
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comportamiento de los exponentes de ajuste se comporta de manera genérica.
Es decir con la permanencia a > b y con el cambio b > a.



Capitulo 5

Otros enfoques y conclusiones

“En una ocasién Richter me dijo: “los médicos
no deberian decir “lo he curado”, sino “no se
me ha muerto”. Del mismo modo en la fisica se
podria decir “he proporcionado causas a las que
finalmente no se les puede senalar lo absurdo”
en vez de “lo he explicado”.

Aforismos

Georg Christoph Lichtenberg

5.1. Otros enfoques

El problema de elucidar el origen de la ubicuidad de la FBC y el posible
significado de los ajustes de los exponentes (a,b) ha sido abordado reciente-
mente mediante dos enfoques complementarios. El primero de ellos a través
de la operacion resta de variables estocésticas (de forma andloga al operador
de convolucién) [30], en ese trabajo se observa que mediante la aplicacién
sucesiva de un operador se obtienen FDPs tipo beta. Se observa que esta
la aplicacién sucesiva de esta operacion tiende a converger en el espacio de
FDPs hacia funciones tipo beta, con lo que se sugiere algiin limite asociado
a esta operacion.

En segundo lugar también se ha tratado este problema, a través de un
proceso estocastico de nacimiento y muerte para redes (Cocho G., Rodriguez
R. F., Martinez-Mekler G. Birth and Death Master Equation for the Evolu-
tion of Complex Networks ), en este abordaje se utiliza una ecuacién maestra
cuyas soluciones estan dadas por PDF's beta.

En ambos casos, las soluciones encontradas son FDPs (tipo-)beta. Estas, a
su vez, se pueden expresar en orden-frecuencia via la inversién de la funcién

90
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de probabilidad acumulada, sin embargo, las formas funcionales son muy
distintas a la FBC, sélo en en el caso de leyes de potencia ambas formas
coinciden, sin embargo los exponentes son distintos (v — —5) [20].

Por otra parte, adicionalmente hemos encontrado que en procesos en
donde su utiliza el ajuste de datos via orden-frecuencia(tamaino) podemos
aproximar FDP (x?, x, y otras distribuciones), mediante la inversién de la
funcion de distribuciéon acumulada y una expansion en serie de potencias de
las colas de la distribucién para relacionarlas con los pardmetros (a,b).

Ademas es posible encontrar una férmula general para la FDP a partir
de la FBC para algunos casos particulares de los parametros de ajuste (Ver
anexo [C]), este dltimo resultado permite el calculo de a,b mediante la fun-
cién de verosimilitud (MLE) (Ateneodo Celia, Martinez-Mekler Gustavo y
Alvarez-Martinez Roberto, articulo en proceso).

En ese trabajo se considera que la ubicuidad de la FBC proviene de la
expresion de funciones de distribucién de probabilidad en su version FAP.
Con las funciones de distribuciones cuando éstas son unimodales, con ello se
pueden relacionar las colas de las FDPs con los exponentes de ajuste de la
FBC.

Finalmente, de acuerdo a los resultados aqui presentados, podemos senalar
las siguientes conclusiones:

5.2. Conclusiones

La FBC ha mostrado una enorme correspondencia con un diverso conjun-
to de datos cuando se grafican en orden-frecuencia u orden-tamano. Los datos
provienen de una gran variedad de fuentes de diversos origenes, sin embar-
go, en este trabajo abordamos el estudio de secuencias simbdlicas generadas
por dos procesos en competencia entre si, en estos casos, la presencia de la
FBC se debe a la similitud de las dinamicas involucradas; de esta manera es
posible asignarle significados a los parametros de ajuste de la FBC (a,b) en
términos de las caracteristicas dindmicas del proceso.

Los diferentes ajustes propuestos pueden compararse mediante métodos
de informacién en los que se muestra que la FBC, para un amplio conjunto
de datos, es superior a un conjunto importante de otras funciones usadas en
la literatura cientifica para ajustar datos en orden-frecuencia(tamano).

Dada la ubicuidad de las distribuciones orden-frecuencia (orden-tamano)
en un conjunto amplio de fenémenos de diversa naturaleza, estamos enfrenta-
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dos con dos principales tareas: entender cudl es el significado de los paramet-
ros de ajuste y entender cudl es origen de tal ubicuidad.

Debido a la extensa variedad de ejemplos encontrados hasta ahora en
donde la FBC es un buen modelo, es poco probable establecer, a pesar de
los esfuerzos en esta direcciéon, un mecanismo general o meta-mecanismo
que sea comun a todos estos ejemplos. La hipdtesis central de este trabajo
consiste en que fenémenos que comparten una dindmica similar, a pesar de
ser de distintos dominios, puedan ser entendidos y comparados debido a sus
semejanzas; entonces es posible entender y asignar significados generales a
los parametros de ajuste de la FBC.

En esta tesis nos dedicamos a estudiar las dinamicas en conflicto, donde es
posible identificar dos sub-procesos claramente discernibles. Uno de ellos car-
acteriza genéricamente cambio y el otro, permanencia. Estos procesos estan
detras de las transiciones asociadas a los valores relativos de los parametros
de ajuste de la FBC.

En los sistemas de expansion-modificacion existen dos procesos opuestos
que genéricamente se pueden caracterizar de la siguiente manera: uno de el-
los, la expansion, preserva las correlaciones de largo alcance entre los bloques
de simbolos y el otro, modificacién, (o mejor dicho, insercién) corta estés
correlaciones. Este método esta controlado por el pardametro de mutacion p.
Se pueden identificar regiones bien definidas con comportamientos asocia-
dos a correlaciones de largo alcance y correlaciones cortas conforme crece p,
los resultados son independientes del nimero de bloques considerados. Existe
ademads un limite en en el cual los comportamientos se invierten a = b. La en-
tropia aumenta hasta alcanzar su limite tedrico maximo para una secuencias
binaria de longitud N, es decir In 2%,

Con nuestro enfoque hemos estudiado algunos aspectos de la dinamicas
en conflicto en sistemas finitos determinados por los algoritmos de expansion-
modificacién ramificada. En estos procesos hemos encontrado una transicién
del tipo orden-desorden en términos de la interpretacién del significado de los
parametros de ajuste de la beta: el parametro a es favorecido por la invari-
abilidad de escala y registra la presencia de correlaciones de largo alcance,
mientras que el parametro b es sensible al desorden y esta relacionada, en la
ausencia de correlaciones, a la aparicién de eventos improbables y al desarrol-
lo de heterogeneidad. Puesto que en los modelos de expansiéon-modificacion
el conflicto entre permanencia y cambio puede ser cuantificado por las prob-
abilidades p y ¢, éstas proporcionan mecanismos para la variacion y la com-
prension de los parametros del ajuste, el cual ayuda a identificar las carac-
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teristicas relevantes y proporcionar indicios sobre la fenomenologia observada
en expresiones sociales, antropoldgicas, finanzas, bioldgicas y artisticas, por
mencionar algunas, en donde aparece la FBC.

Adicionalmente hemos evidenciado las interconexiones entre varias car-
acteristicas singulares de la transicién, tales relaciones entre cambios en la
dependencia funcional de la invariabilidad de escala del espectro de po-
tencias con el desorden, de longitudes caracteristicas para relajaciones del
parametro, localizaciéon de los puntos de transicion, la dependencia expo-
nencial del nimero de eventos improbables con los parametros del ajuste y
otros criterios para el andlisis del comportamiento complejo entre el orden y
desorden.

En el caso de familias de mapeos unimodales que mediante la variacion
de un parametro atraviesan una plétora de estados entre ellos regimenes
intermitencia hacia regimenes caéticos con lo que se modifican las secuencias
mas favorecidas debido al cambio del parametro que caracteriza al sistema:

1. Favorecen estados con menor “energia de interaccién”.

2. Conforme se modifica el parametro se atraviesan una transicién de fase,
en donde otros estados llevan el peso de la distribucion escort.

3. Este comportamiento se puede generalizar a mapeos cuya densidad
invariante diverge en un nimero finito de puntos del soporte.

La dindmica entre estados “laminares” y cadticos mediada por un parametro
permite explorar el significado de los parametros a, b.Exploramos mediante el
FTSD los “microestados” asociados a los n-omeros y observamos un conjun-
to de transiciones de fase de primer orden, que aparecen cuando la densidad
invariante tiene divergencias.

El mecanismo de evolucién molecular presentado en el capitulo 4, muestra
un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales para modelar un conjunto
de polimeros con dos procesos involucrados: reproduccion y mutacion. Como
soluciéon se obtiene un enjambre de soluciones similares entre si como punto
fijo estable del sistema (cuasi-especies). Si la tasa de mutacién u del sistema
aumenta se atraviesa una u. que formalmente es un punto critico asociado a
una transicién de fase de segundo orden (la catdstrofe del error).

Expresadas las frecuencias de aparicién de cada especie podemos ordenar-
los para ajustarlos a una FBC, con lo que obtenemos que:
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1. Cuando la tasa de mutacién es inferior a la critica u,. se tiene que a > b

2. Para b > a se obtienen soluciones en donde la informacién se pierde
y cualquier secuencia del espacio de secuencias binarias es igualmente
probable, con lo que se pasa de una regién ordenada a un desorden
total reflejado en términos de la entropia de Shannon de los bloques de
simbolos binarios se alcanza un maximo.

5.2.1. Dinamica simbolica

A pesar de que la mayor parte de los problemas en fisica se formulan
de manera natural en los nimeros reales, es decir son continuos, conviene
adoptar un marco comun en el cual representar distintos sistemas de manera
simbdlica. En general la discretizacion de un sistema puede entenderse, en
muchas ocasiones, como una forma de simplificar un problema que permite
su abordaje tedrico y/o computacional, por ejemplo, autématas celulares (el
espacio y tiempo son continuos), mapeos (el espacio continuo y el tiempo es
discreto), redes de mapeos acoplados (espacio y tiempo discretos, no asf las
variables). Esto permite estudiarlos en sistemas més simples pero que, de
preferencia, conserven las caracteristicas fundamentales de los sistemas con-
tinuos, ya sea que su expresion natural sea en el discreto, como los modelos de
expansién-modificacién) o que se estudien como discretos , como la dindmica
simbélica de los mapeos unimodales, la dinamica simbdlica permite contex-
tualizarlos para poder compararlos a partir de las dindmicas que estan detras
de ellos [120].

Estudiar las medidas de complejidad de estos sistemas via su expresion
en dindmica simbolica es relativamente mas simple, podemos establecer que
cuando el proceso de permanencia domina sobre el de cambio, se tienen
estructuras jerarquicas, correlaciones de largo alcance, y leyes de potencia,
cuando el proceso se invierte entonces la estructura (informacion) se pierde
y se alcanza un punto de extremo de desorden absoluto, en donde se observa
una carencia de cualquier jerarquia. De esta manera a esta determinando el
orden y b censa el caos.



Apéndice A
Anexo Perron-Frobenius

Célculo de la densidad invariante como punto fijo del OPF.
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Apéndice B
Formalismo termodinamico

El formalismo termodindmico es un conjunto de métodos que se inspi-
ran en la fisica estadistica para ser aplicados en los sistemas dinamicos. Los
trabajos pioneros en esta drea fueron desarrollados por Sinai [121], Ruelle
[122,1123], Bowen [124] en los anos 70 del siglo pasado.

Las dos principales objetivos por alcanzar mediante el abordaje de los
sistemas dinamicos via la termodinamica estadistica son los siguientes:

1. La caracterizacion cuantitativa del movimiento cadtico mediante pro-
cedimientos de la termodinamica.

2. Analisis termodinamico de los conjuntos multifractales.

Para sistemas no-lineales independientemente de su dimensionalidad- el
caos es un fenémeno genérico. Por lo que la prediccion de una trayectoria, a
tiempos grandes, sélo puede ser obtenida de manera empirica. Esto esta aso-
ciado a la sensibilidad a las condiciones iniciales, por lo que las trayectorias
solo pueden ser descritas por métodos estadisticos.

Una de las formas de caracterizar estadisticamente estas trayectorias con-
sisten en encontrar distribuciones de probabilidad de las iteraciones.

1. La densidad diverge en un punto o en una infinidad de puntos.
2. El atractor tiene estructura fractal.

3. Espectros de Liapunov
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La necesidad de utilizar el formalismo termodinamico no surge de una
alta dimensionalidad del espacio fase, sino de la complejidad inherente de
los sistemas no lineales, de esta forma podemos caracterizar lo conceptos
de los sistemas dindmicos cadticos con la dimensién fractal, la entropia con
conceptos termodindmicos tales como la entropia, la temperatura, la presién
y la energia libre.

La pregunta fundamental es jcémo extender estas analogias y cémo es
que resultan ser ttiles para el estudio de los sistemas dinamicos?

El concepto vinculante entre estas dos campos son las distribuciones es-
cort. Dada una distribucién de probabilidades p;, entonces se puede construir,
a partir de ésta, una nueva distribucion P; con un parametro real arbitrario
£ de la siguiente manera

B
P=—"_ (B.1)
Zgzl p?
Las distribuciones escort tienes las mismas propiedades que las distribu-
ciones canénicas generalizadas. Estas son las herramientas para el escaneo de
las FDP y con ellas podemos formalizar las analogias con la termodinamica.

B.1. Funcién de particion candnica

El andlogo a los “microestados” en los sistemas dinamicos es el peso de
los cilindros ¢,(5), de una secuencia simbdlica S = s1ss ... s, de longitud n
[121], con lo que la funcién hamiltoniana del sistema es:

H(s182...8,) = —Inp(s182...8,) = / ( )p(:c)d:c (B.2)
cn(S

La ecuacion anterior [B.2l reproduce lo que se espera, es decir para secuen-
cias poco probables la “energia” es grande mientras que para secuencias muy
probables la energia es pequena. El siguiente desarrollo muestra la relacién
entre la distribucion escort y la funciéon de particion.

(pes152- - - 5n))? B exp(—0BH (s182...5,))

P(8182 o 8”) Z{slsz...sn}(p(SISQ ce STL))B Z{slsg...sn} eXp(—ﬁH(Slsg <. 3n))
(B.3)
la suma de la ecuacién anterior se efectiia sobre todas las realizaciones
de secuencias de longitud n. La temperatura esta entonces relacionada con

el parametro  de la manera usual § = ﬁ
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Asi, la energia libre de Helmholtz se puede escribir en estos términos
COmo:

1

F(B) = 3 log Z(3) (B.4)
en donde Z(f3) es la funcién de particién
Z(B)= > exp(—=BH(s152...5,)) (B.5)
{s152...sn}

La dimension generalizada de Renyi (D(3)) [125, [126, 127, [128] y la in-
formacién de Renyi (/5) estdn definidas de la siguiente manera :

1 s
Is(p) = In Z(pi)ﬁ (B.6)
g1 i=1
1 T
D(B) = —lim ————1 i)? B.7
() =~ iy gy 0 ) (B.7)
por lo que estan relacionadas mediante la siguiente ecuacion
I 1 "
L — i p B.8
V- Gov ;( ) (B.8)
. Ig
D(B) = - Jim {7 (B.9)
con V = —Ine, con € el tamano de celda del espacio fase. Se toma el

limite con ¢ — 0 de tal forma que V' — oo de forma analoga al limite
termodindmico.
La relacién entre la funcién de particion Z(3) y la informacién de Rényi

I5(p)
1

Is(p) = 71

establece que en el limite ¢ — 0 (limite termodindmico) la funcién de
particion escala como:

In Z(3) (B.10)

Z(B) ~ (B=1)D(B) (B.11)

La dimensién generalizada de Rényi estda asociada para f = 1 a la in-
formacion de Shannon, por lo que es llamada la dimension de informacion,
D(2) se llama dimensién de correlacion [129].
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Con la expresién de la funcién de particion se puede entonces calcular las
variables termodinamicas usuales asociadas a la funcién de particién candnica
y sus andlogas en el FTSD, los resultados se pueden observar en esta tabla

Funcién de particion candnica
H(s182...,8n) —Inp(s182,. -, 80) = = Ju(sis,..5m) P(T)dT
1% —1Ine
kT gt
FV,T)=—kTInZ(j3) —ZID(B) e = (1 - kT)D(35)V
o(8) = % =LD(B)

Se pueden relacionar otro tipo de cantidades “macroscépicas” como prome-
dios termodinamicos, asociados a otras funciones de particién, tales como las
entropias de Rényi y los exponentes de Liapunov. En las referencias antes
citadas se encuentra mas informacion.



Apéndice C

De la FBC a la FDP

En este anexo mostramos la forma de obtener a partir de la FBC la
FDP correspondiente a través de la funcion de distribicion de probabilidad
acumulada.

Sea la FDP con r = 1,2,... N, y la variable que denota la frecuencia o el
tamano de alguna propiedad, la FBC es:

N+1—r)

(
y=f(r)=A " (C.1)
nuestro objetivo consiste en invertir estd expresion:
r=f"y) (C.2)

y después normalizar mediante el niimero total de elementos (N), entonces
esta es la funcién de distribucién acumulada:

r(y) ()
FDA(y) = = )
(="2 =1 (C3)
La derivada de la ecuacién anterior es la FDP:
d 1 d 1 1
— FDP(y)= —FDA(y) = ——["}(y) = — 4
p(y) (y) m (y) N dyf (y) N dyjdr (C.4)

(con, p(y)dy = dr/N )

C.1. FBC y FDP

En el caso de la FBC se puede obtener la FDP de manera cerrada para
algunos casos particulares de los parametros.
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C.1.1. a=b=«

y=f0y = a2 (©5)
(%)1/04 _ W (C.6)
(%)l/a _ g _ % —1 (C.7)
(%)1/°‘+1 = %(N+1) (C.8)
(pYe+1 1
AN == (C.9)
N+1
"= e (C.10)
1 d
ply) = Nd_yr(y) (C.11)
o) = S (Yo + 1) (©12)
_ N+1 (%!
PO =N () + 1) )

También se puede resolver para los casos a = 1,b = 2, a = 2,b = 1,
a=3,b=2,a=2,b=3.

C.2. Funcion de verosimilitud (likelihood) y
MLE

Si tenemos datos {y;} (1 = 1,2,...N), entonces la funcién de verosimili-
tud likelihood L(a,b|y) esta definida como [130, [131]:

L(a, bly) = I, p(a, b; y;) (C.14)

La log-verosimilitud £ esta dada por el logaritmo de L
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N
L(a,bly) =Y _Inp(a,b;y;) (C.15)
i=1
con p(a,b;y;) la FDP con pardmetros a,b.
para determinar los parametros estimados a y b de la distribucién para un
conjunto de datos y;, se resuelven las siguientes ecuaciones que hacen que la

log-verosimilitud sea un extremo, aeste método se le conoce como Maximum
Likelihod Estimation (MLE):

B
5 Lla,bly) =0 (C.16)
B
55 £(a. bly) =0 (C.17)

C.3. Determinacion de los coeficientes via MLE

L(a,bly) = Inp(a,b;y;) (C.18)

i=1

Se tiene el estimado del parametro a a

0
_ — A
2 L(a,tly) =0 (€19
Se tiene el estimado de b b
2E(a bly) =0 (C.20)
8[) 9 y - .
N+1 (%)a-
pla,byy) = - (A1> (C.21)

(C.22)

Con la determinacion de la funcién
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L(a,bly) = Kf(l ~ () —2m((&)s +1) (C.23)
GO= R LA A A ‘
con K = log%
oL Moo1 oy L)t
=K ——Vloog(ZL)y —2a A/ _ .24
80( ;( Oé2) Og(A) (%)% _'_1 O (C )

Estas ecuaciones se resuelven numéricamente para encontrar la estimaciéon
via MLE.
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